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para los trámites y todo lo relacionado con este trabajo.

3



4

A la gente de la Facultad de ciencias:

Agradezco a Damián Real, Juan Flores y Germán Medina por su compañia y amis-
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Para cerrar con broche de oro: Con amor agradezco a Erandi Sosa, con quién he

compartido este proceso y con quien ha resultado la vida muy agradable y de quien

también he aprendido mucho, espero que siga aśı. !Gracias por estos tiempos!
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Introducción

A fines del siglo XIX, Georg Cantor estableció que la cardinalidad de los números

naturales es menor a la cardinalidad del continuo en śımbolos, ℵ0 < 2ℵ0 = c. Este

resultado representa el nacimiento de la Teoŕıa de conjuntos y con ella, interesan-

tes cuestionamientos sobre cardinalidad y sus repercusiones. Por ejemplo el mismo

Cantor se preguntó cuál es la cardinalidad exacta de c; aunque se sabe que él mismo

conjeturó que c = ℵ1 no pudo dar la demostración. Esta conjetura es lo que actual-

mente conocemos como hipótesis del continuo o CH y asegura que solamente hay 2

tipos de infinito que pueden caracterizar a los conjuntos infinitos de numeros reales,

a saber ℵ0 o ℵ1.

Posteriormente los trabajos de Gödel y Cohen demuestran que CH es independiente

a los axiomas de ZFC; es decir desde ZFC no se puede probar ni su veracidad, ni su

negación, lo cual nos deja abierta la pregunta sobre la cardinalidad de c. Notemos

que si CH falla, existen cardinales mayores que ℵ1 que pueden ser candidatos para

caracterizar la cardinalidad de c.

Hagamos la siguiente pregunta: Dada una propiedad que se cumple en colecciones de

conjuntos de reales de cardinalidad ℵ0. ¿ Es siempre posible extender dicha propiedad

a colecciones de cardinalidad c?

La respuesta es que no siempre es posible y la definición de invariante cardinal

del continuo comprende a este tipo de propiedades. Ahora si consideramos una

propiedad P que se cumple para colecciones de conjuntos de cardinalidad ℵ0 y

no se cumple para colecciones de cardinalidad c, la pregunta obligada seŕıa: ¿Para

colecciones de que tamaño se dejó de cumplir P? la respuesta nos la dará el mı́nimo

cardinal mayor que ℵ0 donde no pasa P . Aśı un invariante cardinal del continuo es

el mı́nimo cardinal mayor que ℵ0 y menor que c en el cual falla P.

Usualmente cada invariante cardinal se denota con una letra que hace referencia en

el idioma inglés a la propiedad P de la que se esté tratando. Mencionemos algunos
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ejemplos conocidos.

i) Una colección ((numerable)) de conjuntos nunca densos no cubren la recta real.

(Teorema de la categoŕıa de Baire

ii) La unión de una colección ((numerable)) de conjuntos de Lebesgue con medida 0,

tiene medida 0.

iii) Dada una colección ((numerable)) de sucesiones de números reales existe una

sucesión que eventualmente domina a cada una de las anteriormente dadas.

Notemos que los enunciados anteriores se vuelven falsos si cambiamos la palabra

((numerable)) por ((de cardinalidad c)), esto nos sugiere de nuevo dos casos:

1) Si se cumple CH entonces c = ℵ1 y cada uno de los enunciados de i), ii), iii)

fallan en el cardinal ℵ1.

2) Si CH falla entonces existen cardinales entre ℵ1 y c, se puede probar que es

consistente con ZFC que cualquier cardinal entre ℵ1 y c sea el cardinal donde fallan

los enunciados anteriores.

Por ejemplo es consistente que c = ℵ2 y los enunciados fallen para colecciones de

cardinalidad ℵ1 y también es consistente que c = ℵ2 y los enunciados se cumplan

para colecciones de cardinalidad ℵ1. Esto implica que decidir exactamente en qué

cardinal entre ℵ1 y c fallan los enunciados anteriores no es posible desde ZFC.

Aśı cada uno de los enunciados de i), ii), iii) determina un invariante cardinal, en

este orden se denotan cov(B), add(L), b.

El objetivo de esta tesis es estudiar al invariante cardinal h y dicho estudio se puede

abordar desde la topoloǵıa general o desde la teoŕıa de conjuntos, en este trabajo

abordaremos ambas perspectivas.

A continuación daremos una breve reseña del camino seguido en este en trabajo:

El caṕıtulo 0, es un caṕıtulo de preliminares que consta de una lista de los resultados

y definiciones que fuimos utilizando en el desarrollo de las pruebas de esta tesis, pero

que no son necesariamente parte del contenido central.

En el caṕıtulo 1, dimos la definición de compactación y algunos ejemplos. Después

introdujimos una caracterización de la compactación de Čech-Stone. En la segunda

parte del caṕıtulo 1, presentamos el concepto de filtro, ultrafiltro y algunos resultados
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conocidos que nos seŕıan útiles para definir el espacio de Stone de ℘(X), como el

conjunto de ultrafiltros en X y dotarlo de una topoloǵıa, ver Definiciones 1.44 y

1.45. Probamos que el espacio de Stone de X, es cero dimensional, compacto y

Hausdorff. Esto permite definir la compactación e : X → st(X) y verificar que dicha

compactación es la de Čech-Stone de ω o bien βω. Por último vemos que βω no es

metrizable, probando que el residuo de βω denotado ω∗, no es primero numerable.

En el caṕıtulo 2, dimos una base para ω∗. Para el estudio de h, resultó natural y

en cierta medida necesario revisar algunos de los invariantes cardinales cercanos a

h como p, t, a,m y algunas de sus relaciones. En la sección 2.4 se ilustra la conexión

entre el espacio de ultrafiltros y el cardinal p, expusimos algunos resultados cono-

cidos alrededor de la definición de P -punto, también introducida en esta sección y

sugerimos una lista de art́ıculos recientes para un futuro estudio. Para finalizar este

caṕıtulo, y pensando en abordar el último caṕıtulo donde estudiaremos h, fue nece-

sario incluir una sección dedicada a las familias casi ajenas, necesarias para iniciar

el tercer caṕıtulo con la definición de familia aplastante.

En las secciones 3.1 y 3.2 del caṕıtulo 3, tomamos las siguientes variantes conocidas

de h, comenzando con h1 : el mı́nimo cardinal tal que existe una familia aplastante,

h2 : el mı́nimo tamaño de una colección de familias MAD sin refinamiento común

y h3 : el mı́nimo cardinal de una familia de abiertos densos no vaćıos cuya intersec-

ción es vaćıa y verificamos que dichas definiciones son equivalentes. En la sección

3.3 estudiamos la construcción del árbol mátriz base de altura h, dada por Balcar,

Pelant y Simon en [1] . Por último en 3.4 estudiamos la versión topológica del árbol

mátriz base también en [1] , conocida como número de Novák, revisamos algunas

desigualdades entre estas nociones y terminamos dando una lista de desigualda-

des consitentes con ZFC que involucran a h y n(ω∗) pero que desafortunadamente

rebasan los objetivos de esta tesis.
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Caṕıtulo 0

Preliminares

Lema 0.1 (Kuratowski-Zorn) Sea P un orden parcial, si todo T ⊆ P totalmente

ordenado tiene cota superior en P, entonces P tiene elementos maximales.

Definición 0.2 Para cualquier conjunto X, nos referiremos a su cardinalidad o

número de elementos con |X|.

Definición 0.3 Si X es un conjunto y κ un cardinal infinito definimos:

i) [X]<κ = {A ⊆ X : |A| < κ}, el conjunto de subconjuntos de X de cardinalidad

menor que κ.

ii) [X]≤κ = {A ⊆ X : |A| ≤ κ}, el conjunto de subconjuntos de X de cardinalidad

menor o igual que κ.

iii) [X]κ = {A ⊆ X : |A| = κ}, el conjunto de subconjuntos de X de cardinalidad

igual a κ.

Definición 0.4 Una relación 6 en un conjunto P es un pre-orden si es reflexiva y

transitiva. Al par (P,6) le llamaremos conjunto pre-ordenado.

Definición 0.5 Una relación 6 en un conjunto P es un orden parcial o simplemente

un orden, si 6 es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Al par (P,6) le llamaremos

conjunto parcialmente ordenado u orden simplemente.

Definición 0.6 Una relación se llama de equivalencia en A si es reflexiva, simétrica

y transitiva, la denotaremos (∼) es decir, a ∼ b significa que a y b son equivalentes

según (∼).

Definición 0.7 Dado A un conjunto y una relación de equivalencia, se define la

clase de equivalencia de a ∈ A, [a] = {x ∈ A : x ∼ a} ver [14] p,70.

11



12 CAPÍTULO 0. PRELIMINARES

Definición 0.8 Dado un preorden ≤ en un conjunto A, se define la relación: a ∼ b
si a ≤ b y b ≤ a.

Lema 0.9 Si definimos (∼) como en 0.8. Entonces (∼) es una relación de equiva-

lencia.

Prueba : 1) Veamos que (∼) es reflexiva en A, si tomamos a ∈ A, se sigue que a ≤ a
ya que ≤ es reflexiva pues (A,≤) es un preorden.

2)Veamos que (∼) es simétrica en A, tomemos (a ∼ b) y veamos que (b ∼ a). De la

definición 0.8, se sigue que (a ≤ b) y (b ≤ a) por tanto (b ≤ a) y (a ≤ b), es decir

que (b ∼ a) por lo tanto (∼) es simétrica.

3)Veamos que (∼) es transitiva en A, para esto tomemos (a ∼ b),(b ∼ c). De 0.8 se

sigue que (a ≤ b), (b ≤ c) y de la transitividad de ≤ en A, se sigue que (a ≤ c),

también tenemos que (c ≤ b), (b ≤ a), es decir (c ≤ a). Esto implica que (a ∼ c) lo

que verifica que (∼) es transitiva.

De lo anterior se concluye que (∼) en A, es una relación de equivalencia.�

Definición 0.10 Dado un preorden ≤ en A definimos una relación en el conjunto

de las clases de equivalencia, diciendo que [a] ≤ [b] si a ≤ b.

Lema 0.11 El preorden definido en 0.10, está bien definido. Es decir si tenemos

c, d ∈ A con a ∼ c y b ∼ d entonces [(a ≤ b)⇔ (c ≤ d)] .

Prueba : ⇒) Supongamos que a ≤ b y veamos que c ≤ d. Como b ∼ d entonces

(a ≤ b ≤ d) y como a ∼ c se sigue que c ≤ a es decir (c ≤ a ≤ b ≤ d). Esto verifica

la ida.

(⇐ Supongamos (c ≤ d) y veamos que (a ≤ b). Como (a ∼ c) entonces (a ≤ c ≤ d),

como (b ∼ d) entonces (a ≤ c ≤ d ≤ b). Esto verifica la vuelta. �

Teorema 0.12 Si (A,≤) es un un preorden entonces (A/ ∼,≤) es un orden, ver

[14] Sección 4.5, Ej.1 p.88.

Prueba : Para probar que (A/ ∼,≤) es un orden, hay que verificar que la relación

≤ en (A/ ∼) es:

1) Reflexiva, tomemos [a] ∈ (A/ ∼), de la definición 0.8 se sigue que [a] ≤ [a]⇔ a ≤
a, esto se cumple pues por hipótesis ≤ es reflexiva ya que (A,≤) es un preorden.

2) Antisimétrica, para esto tomemos [a] , [b] ∈ (A/ ∼) tales que [a] ≤ [b] ∧ [b] ≤ [a].

De la definición 0.8 se sigue que si [a] ≤ [b] entonces a ≤ b y si [b] ≤ [a] entonces
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b ≤ a. De lo anterior tenemos que (a ≤ b) ∧ (b ≤ a), aplicando la definición 0.8

tenemos que (a ∼ b) y del Lema 0.9 se sigue que [a] = [b]. Esto verifica que ≤ es

antisimétrica.

3)Transitiva, para esto tomemos [a] , [b] , [c] ∈ (A/ ∼) tales que [a] ≤ [b] ∧ [b] ≤ [c],

aplicando la definición 0.8, a ambos casos tenemos que (a ≤ b)∧(b ≤ c). Esto implica

que (a ≤ c) y de la definición 0.8, concluimos que [a] ≤ [c] lo que verifica que ≤ en

(A/ ∼) es transitiva.

De 1),2) y 3) se sigue que (A/ ∼,≤) es un orden �

Definición 0.13 Dados (S,≤s),(T,≤t) órdenes parciales. Si existe f : S −→ T

biyectiva tal que x ≤s y, si y solo si, f(x) ≤t f(y). Entonces f es un isomorfismo

de orden y por tanto (S,≤s) ' (T,≤t) son isomorfos.(respecto al orden)

Definición 0.14 Dado (X, τ) un espacio topológico y Y ⊆ X decimos que (X, τ �

Y ) es la topoloǵıa relativa a Y. También decimos que U ⊆ Y es un abierto en

(τ � Y )⇔ ∃V ⊆ X en τ con U = V ∩ Y.

Proposición 0.15 |ωω| = c.

Prueba : De las siguientes desigualdades |2ω| ≤ |ωω| ≤ |(2ω)ω| = |2ω×ω| = |2ω| y el

teorema Cantor-Schröder-Bernstein tenemos lo querido, |ωω| = |2ω|.�

Definición 0.16 Dado X un espacio topológico Hausdorff y A ⊆ X. Decimos que

p ∈ X es un punto de acumulación de A, si se cumple alguna de las siguientes

condiciones. ( proposición 1.3.3 página 24, [11])

1) si para todo U abierto con p ∈ U se cumple que que (U ∩A) \ {p} 6= ∅, ó bien

2) si para todo U abierto básico con p ∈ U se tiene que (U ∩A) es infinito.

Lema 0.17 1) y 2) son equivalentes.

Prueba : 2) ⇒ 1) Como (U ∩ A) es infinito entonces (U ∩ A) \ {p} es distinto del

vaćıo.

1) ⇒ 2) Supongamos que (U ∩ A) es finito, como cada punto es cerrado entonces

(U ∩ A) es unión finita de cerrados (U ∩ A) ⊆ (F ∪ {p}) con p /∈ F . Como F es

cerrado entonces (X \ F ) es abierto aśı tenemos V = ((X \ F ) ∩ U) es abierto

y p ∈ V . Por 1) (V ∩ A) \ {p} 6= ∅. Ahora tomemos la igualdad anterior V =
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((X \ F ) ∩ U) y notemos que si la intersectamos con A y le quitamos {p} tenemos

que ((V ∩ A) \ {p}) = (((X \ F ) ∩ U) ∩ A) \ {p} = ((A ∩ U) ∩ (X \ F )) \ {p} =

((A∩U) \F ) \ {p} = (A∩U) \ (F ∪ {p}) = ∅, pues (U ∩A) ⊆ (F ∪ {p}). Aśı por 1)

tenemos que (V ∩ A) \ {p} 6= ∅ y por la cadena de igualdades (V ∩ A) \ {p} = ∅, lo

cual es contradictorio. Por lo tanto (U ∩A) es infinito.�

Lema 0.18 (Bolzano-Weierstrass)Cada conjunto infinito numerable en un compac-

to tiene un punto de acumulación, ver 3.2, página 229 en [9].

Lema 0.19 Las siguientes contenciones se cumplen:

i) (A ∩ C) \ (B ∩ C) ⊆ (A \B)

ii) (A \ C) \ (B \ C) ⊆ (A \B)

Prueba : i) Sea p ∈ (A ∩ C) \ (B ∩ C) entonces (p ∈ A ∧ p ∈ C) y p /∈ (B ∩ C), es

decir (p /∈ B ∨ p /∈ C). De aqui se desprenden dos casos:

1) (p ∈ A ∧ p ∈ C) y (p /∈ C), este caso queda descartado por ser contradictorio.

2) (p ∈ A ∧ p ∈ C) y (p /∈ B), este caso implica que p ∈ (A \B), aśı se verifica i).

Para ii) Sea p ∈ (A\C)\(B\C) entonces p ∈ (A\C) esto implica que (p ∈ A∧p /∈ C).

También sabemos que p /∈ (B \ C) esto implica que (p /∈ B ∨ p ∈ C). De lo anterior

tenemos lo siguiente (p ∈ A ∧ p /∈ C) y (p /∈ B ∨ p ∈ C) aśı tenemos dos casos:

1) (p ∈ A ∧ p /∈ C) y p ∈ C, este caso queda descartado por ser contradictorio.

2) (p ∈ A ∧ p /∈ C) y (p /∈ B), esto implica que p ∈ (A \B), aśı se verifica ii).�

La siguiente definición se puede consultar en [15] .

Lema 0.20 ([15] página 110). Si α es ordinal, entonces α = β + m donde β es

ĺımite o β = 0 y m ∈ ω. Esta expresión es única.

Definición 0.21 Si α es un ordinal tal que α = β + m con β ĺımite o β = 0 y

m ∈ ω. Diremos que α es par si m es par. En otro caso si m es impar entonces

diremos que α es impar.

Definición 0.22 Sea f : A → B una función y b ⊆ B denotamos a la imágen

inversa de b ⊆ B bajo f, como f← [b] = {x ∈ A : ∃y ∈ b, f(x) = y}.



Caṕıtulo 1

Compactación de Čech-Stone

1.1. Definición de βX

Definición 1.1 Dado X un espacio topológico, lo llamaremos de Tychonoff, si para

todo x ∈ X y toda vecindad V de x existe f : X −→ I continua tal que f(x) = 0 y

f(y) = 1 para todo y ∈ (X \ V ), donde I = [0, 1].

Teorema 1.2 Sea X de Tychonoff. Si Y ⊆ X entonces Y es de Tychonoff

Prueba: Sea F ⊆ Y cerrado relativo tal que y 6∈ F . Como Y ⊆ X existe F ′ ⊆ X tal

que F ′ ∩ Y = F . Como X es de Tychonoff existe f tal que f(y) = 0 y f [X \ F ′] ⊆
{1}. Si consideramos g = (f � Y ), se cumple que Y es de Tychonoff.�

Definición 1.3 Sea I un conjunto de ı́ndices. Sean {Xi : i ∈ I} una familia de

espacios topológicos y
∏
i∈I Xi el producto cartesiano de los {Xi : i ∈ I}. Consi-

deremos πj :
∏
i∈I Xi −→ Xj la proyección del producto topológico en su j-ésimo

factor, con j ∈ I. Aśı la base para la topoloǵıa de Tychonoff esta dada a partir de

πj :
∏
i∈I Xi −→ Xj tomando Uj ⊆ Xj abierto y le aplicamos la imagen inversa de

πj que escribiremos π←j [Uj ] (definición 0.22). Aśı tendremos que π←j [Uj ] ⊆
∏
i∈I Xi

corresponde a la intersección de un número finito de indices F ⊆ I, en śımbolos la

base para la topoloǵıa producto la podemos escribir como B = {
⋂
j∈I π

←
j [Uj ] : F ⊆ I

finito, para toda j ∈ F donde Uj es abierto en Xj}. Notemos que la topoloǵıa dada

por dicha base es la mı́nima tal que cada πj :
∏
i∈I Xi −→ Xj es continua.

Definición 1.4 Al producto topológico de copias de I lo llamaremos cubo de Tycho-

noff, en simbolos: ∏
i∈I

Xi

15
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donde I es un conjunto arbitrario de indices y Xi = I, a este producto lo denotare-

mos como II . Observemos que este producto es compacto ya que I es compacto y el

producto de compactos es compacto.

Teorema 1.5 Sea {Xi : i ∈ I} una familia de espacios de Tychonoff. Entonces∏
i∈I Xi es de Tychonoff.

Prueba: Sea x ∈
∏
i∈I Xi y V vecindad de x, asumamos sin pérdida de generalidad

que V es un abierto básico de x, es decir existe J ⊆ I finito tal que para todo j ∈ J
hay un abierto Vj ⊆ Xj tal que V =

⋂
j∈J π

←
j [Vj ]. Notemos que πj :

∏
i∈I Xi −→ Xj

es la proyección definida en 1.3. Como los Xi son de Tychonoff para cada j existe una

función continua fj : Xj −→ I tal que fj(xj) = 0 y fj [Xj \ Vj ] ⊆ {1}. Definamos

F :
∏
i∈I Xi −→ I, F (y) =max{fj(yj) : j ∈ J}. Veamos que F aśı definida es

continua, para esto tomemos (a, b) = U ⊆ I abierto con a, b ∈ R y a < b. Notemos

que basta con demostrar que la preimagen de U bajo F es un abierto en
∏

.

Para esto tomemos y ∈
∏
i∈I Xi tal que F (y) ∈ (a, b), es decir a < F (y) < b, aśı

y ∈ F← [U ]. A continuación definamos W abierto tal que y ∈ W ⊆ F← [U ]. Dado

j ∈ J se tiene que fj(yj) ≤ F (y) < b aśı fj(yj) ∈ (−∞, b). Como J es finito existe

k ∈ J tal que fk(yk) = F (y) por tanto a < fk(yk) < b; fk(yk) ∈ (a, b).

Caso 1: Si j ∈ J \ {k}; fj(yj) ∈ (−∞, b); Como fj es continua, existe Wj ⊆ Xj

abierto con yj ∈Wj tal que fj [Wj ] ⊆ (−∞, b).
Caso 2: Si j = k : fk(yk) ∈ (a, b); Como fk es continua existe yk ∈Wk ⊆ Xk tal que

fk [Wk] ⊆ (a, b).

De lo anterior definimos W =
⋂
j∈J π

←
j [Wj ] abierto.

Afirmación 1.6 Se cumple lo siguiente:

i) y ∈W .

ii) Para todo z ∈W se cumple que F (z) ∈ U.

Prueba: Para i), de la definición de W tenemos que
⋂
j∈J π

←
j [Wj ] ⊆W . Si yj ∈Wj

y le aplicamos π←j tenemos que π←j (yj) ⊆ π←j [Wj ] ⊆W aśı y ∈W.
Para ii) Si z ∈W entonces z ∈

⋂
j∈J π

←
j [Wj ] es decir zj = πj(z) ∈Wj

Caso 1: Si j ∈ J \ {k}; fj(zj) ∈ (−∞, b); Como fj es continua, existe Wj ⊆ Xj

abierto con zj ∈Wj tal que fj [Wj ] ⊆ (−∞, b).
Caso 2: Si j = k : fk(zk) ∈ (a, b); Como fk es continua existe zk ∈ Wk ⊆ Xk

tal que fk [Wk] ⊆ (a, b). Aśı a < fk(zk) ≤ F (z). Notemos que en ambos casos

F (z) < b. Como J es finito existe i ∈ J tal que F (z) = fi(zi) aśı fi(zi) < b, de donde

a < F (z) = fi(zi) < b por lo tanto F (z) ∈ (a, b) = U.
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Por último sabemos que para toda j ∈ J , tenemos que fj(xj) = 0 y F (x) está

definida como el máximo de estas j entradas donde todas son 0, aśı tenemos que

F (x) = 0. Sea y ∈
∏
\V como y /∈ V existe algún indice i ∈ J tal que yi /∈ Vj tal

que fi(yi) = 1 por la definición de las fi, también sabemos que para toda j ∈ J

tenemos que fj(yj) ∈ I = [0, 1] aśı fj(yj) ≤ 1 y es el máximo, aśı F (y) = 1. Por

tanto
∏

es de Tychonoff�.

Definición 1.7 Dada f : X −→ Y entre dos espacios topológicos, si cumple ser

continua, biyectiva y con inversa continua diremos que es un homeomorfismo de X

en Y.

Definición 1.8 Dada f : X −→ Y entre dos espacios topológicos, si cumple ser

continua, inyectiva y tal que f : X −→ f [X] tiene inversa continua, diremos que es

un encaje de X en Y.

Proposición 1.9 Sea F : X −→ F [X] biyectiva. Si F es cerrada, entonces F tiene

inversa continua.

Prueba: Sea U ⊆ X abierto. Veamos que F [U ] es abierto en F [X]. Notemos

que F [U ] = F [X \ (X \ U)] = F [X] \ F [X \ U ], por la biyectividad de F. Como

U es abierto, X \ U es cerrado y como F es cerrada, F [X \ U ] es cerrado. Aśı

F [X \ (X \ U)] = F [U ] es abierto es decir F tiene inversa continua ver [11] pág.32.

Teorema 1.10 Sea X espacio topológico. Las siguientes condiciones son equivalen-

tes.

i) X es de Tychonoff.

ii)Existe un cardinal κ tal que X puede ser encajado en Iκ

Prueba: ii) ⇒ i) En el teorema 1.2 vimos que Iκ esTychonoff para cualquier κ,

es decir que todo subespacio X de un cubo de Tychonoff es de Tychonoff. Para

i)⇒ ii) Consideremos el conjunto A = C(X, I) formado por las funciones continuas

que van de X −→ I, notemos que este conjunto se relaciona con κ ya que el núme-

ro de funciones de este tipo, pueden corresponder a cualquier cardinal, ya que la

compacidad se preserva en productos de cualquier tamaño, esto nos servirá para ver

que X se puede encajar en un cubo IA de Tychonoff. Para esto definimos la función

e : X −→ IA donde e(x)f = f(x) con (x ∈ X, f ∈ A). Veamos que efectivamente e

es un encaje.

Afirmación 1.11 e es continua.
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Prueba: De la definición 1.3 de producto topológico se tiene que e es continua,

notemos que para toda f ∈ A, πf ◦e es continua, πf ◦e = πf (e(x)) = (e(x))f = f(x),

como f ∈ A es continua. ver [11] .

Afirmación 1.12 e es inyectiva.

Sean x y y puntos distintos. Como X es de Tychonoff y los puntos son cerrados,

existe f ∈ A tal que 0 = f(x) 6= f(y) = 1 lo cual implica también que e(x) 6= e(y)

por tanto e es inyectiva.

Afirmación 1.13 e : X −→ e [X] es una función cerrada.

Sea F ⊆ X un cerrado arbitrario, tomemos un punto arbitrario e(x) ∈ e [X] \ e [F ].

Entonces x 6∈ F y existe f ∈ A tal que f(x) = 0 y f [F ] ⊆ {1}. Consideremos

πf : IA −→ I la proyección sobre el f -ésimo factor. Aśı U = π←f [[0, 1)] es un abierto

en IA y contiene e(x) ya que e(x)f = 0 = f(x) de la definición de e. Ahora tomemos

un punto e(p) ∈ U ∩ e [X], aśı e(p) ∈ U = π−1f [[0, 1)], si le aplicamos la proyección

tenemos que πf ◦ e(p) ∈ [0, 1) de donde f(p) < 1. De la definición de f deducimos

que p 6∈ F . De la inyectividad de e sabemos que e(p) 6∈ e [F ] lo que implica que

U ∩ e [X] es una vecindad para e(p) en e [X] que no intersecta a e [F ]. Es decir el

complemento de e [F ] contiene a la vecindad abierta U ∩ e [X] para e(x) arbitrario

por tanto e [F ] es cerrado, aśı e es cerrada y por la proposición 1.9, toda f cerrada

y biyectiva tiene inversa continua. Aśı concluimos que e es un homeomorfismo sobre

su imagen y por tanto un encaje.�

En adelante pensaremos a los espacios de Tychonoff como subespacios de cubos de

Tychonoff.

Definición 1.14 Dado un espacio topológico X de Tychonoff. Al encaje e : X −→
IA le llamaremos la compactación Čech-Stone de X.

A la cerradura de e [X] en IA la denotaremos βX. Usualmente al encaje e lo pensamos

como la inclusión y decimos que βX es la compactación de Čech-Stone de X.

1.2. Equivalencia de compactaciones.

Definición 1.15 D ⊆ X es denso si para todo U ⊆ X abierto, se tiene que D ∩ U
es no vaćıa.
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Definición 1.16 En general para cualquier X diremos que i : X −→ K, con K

compacto es una compactación si cumple:

a) i es continua.

b) i es inyectiva.

c) i← : i [X] −→ X es continua.

d) i [X] es densa en K.

Ejemplo 1.17 e [X] es denso en e [X], con la compactación de Čech-Stone

Definición 1.18 Sea X de Tychonoff. Sean i1 : X −→ K1, i2 : X −→ K2, compac-

taciones. Diremos que son equivalentes si existe h : i1[X] −→ i2[X] homeomorfismo,

tal que i2 = h ◦ i1

Antes de enunciar el objetivo de esta sección, veamos algunos ejemplos de com-

pactaciones de distintos espacios topológicos. Los puntos a verificar en cada caso

serán:

a) i es continua.

b) i es inyectiva.

c) i← : i [X] −→ X es continua.

d) i [X] es densa en K. (Definición 1.16.)

Observación 1.19 Si Y es un espacio topológico con la topoloǵıa discreta, todo

subconjunto de Y es un abierto y cualquier función con dominio Y es continua i.e,

dada f : Y −→ X, si U ⊆ X entonces f← [U ] es un abierto en Y para cualquier X

espacio topológico.

Teorema 1.20 Y ⊆ R es compacto si y sólo si es cerrado y acotado, ver [20] pág.50.

Ejemplo 1.21 Consideremos K = {0} ∪ { 1n : n ∈ ω \ {0}} ⊆ R y definamos

i : ω −→ K como i(n) = 1
n+1 . Veamos que i es un encaje y K una compactación de

ω.

Notemos que K es compacto ya que es una sucesión convergente. Ahora por la

Observación 1.19 i cumple a). Si tomamos n,m ∈ ω distintos, también i(n) = 1
n+1

será distinto de i(m) = 1
m+1 , por tanto se cumple b). Para ver que i← : i [ω] −→ ω

es continua basta con que i : ω −→ i [ω] sea abierta, para esto tomemos U ⊆ ω

abierto no vaćıo, queremos ver que i [U ] es abierto en i [ω]. Consideremos el abierto

V =
⋃
n∈U In+1 en R donde In+1 = ( 1

n+2 ,
1
n) aśı V ∩ i [ω] =

[⋃
n∈U In+1

]
∩ i [ω] =

{ 1
n+1 : n ∈ U} = i [U ] abierto en i [ω] por lo que se cumple c). Por último dada la
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convergencia de 1
n+1 cualquier vecindad alrededor del 0 intersecta a la imagen de i,

esto implica que i [ω] es denso en K, por lo que cumple d) por tanto i es un encaje

de ω en K, es decir, una compactación de ω en K.�

Teorema 1.22 Dado A ⊂ C, decimos que f : A −→ C es continua, si para toda

sucesión convergente zm −→ z0 de puntos en A, entonces las imágenes f(zm) →
f(z0) también convergen en C, ver [20] pag.45.

Ejemplo 1.23 Sea K = { x̌ ∈ C : ‖ x̌ ‖ = 1}, el conjunto de vectores de norma

1 en el plano complejo. Veamos que K es una compactación del intervalo (0, 1).

Consideremos la función dada por i : (0, 1) → K donde i(x) = exp(2πix) con

i2 = −1 y veamos que cumple las condiciones de la Definición 1.16. Notemos que K

aśı definido es acotado pues los vectores que constituyen al conjunto tienen norma

1. Si nos fijamos en el complemento de K veremos que C \K es abierto, aśı K es

cerrado y por tanto compacto. Como i esta dada por la función exponencial entonces

es continua y se cumple a), ver [24] pag,1.

Notemos que i aśı definida, toma valores en el intervalo (0, 1) y les asocia uńıvo-

camente valores en la circunferencia unitaria de la forma: (r, θ) donde r = 1 y

θ ∈ (0, 2π) aśı se cumple b). Si tomamos la sucesión { 1n} en (0, 1) y nos fijamos en

i({ 1n}) corresponderá a una sucesión convergente zm en K que converge a x = (1, 0)

y por el Teorema 1.22, para toda vecindad del 0 en K, tenemos que i({ 1n})∩ V 6= ∅
aśı i [(0, 1)] es densa en K por lo que se cumple d). Para c) habrá que ver que para

todo abierto básico (a, b) ⊆ (0, 1), i [(a, b)] será un abierto en K, esto sucede pues

cada i [(a, b)] será un arco abierto en la circunferencia unitaria K. Por tanto i es un

encaje y una compactación del (0, 1) en K.�

Definición 1.24 Dada una función s : n→ A, donde n ∈ ω y a ∈ A, definimos la

concatenación s_a = s ∪ {〈n, a〉}

Ejemplo 1.25 El compacto de Pelczynski es una compactación de ω.

A continuación explicaremos como construir el compacto de Pelczynski, en śımbolos

K = C ∪ {ps : s ∈ 2<ω} ⊆ [0, 1] ⊆ R, este conjunto está conformado por dos partes:

1) C es el conjunto de Cantor construido de manera usual.

2) El conjunto 2<ω =
⋃
n∈ω 2n corresponde a las sucesiones finitas de ceros y unos,

ordenadas en un árbol conocido como el Árbol binario completo y nos servirá para

enumerar un número finito de niveles del conjunto de Cantor, haciendo corresponder
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los nodos del Árbol binario completo con un número finito de niveles del conjunto

de Cantor, de la siguiente manera.

Los nodos del Árbol binario completo 2<ω se pueden describir de la siguiente forma:

El nivel 0 de 2<ω corresponde al conjunto ∅. El nivel 1 está conformado por 2 nodos:

a la izquierda el 0 y a la derecha el 1. El nivel 2 esta conformado por los hijos del

nodo 0: 00 y 01 y los hijos del nodo 1: 10 y 11. Notemos que este procedimiento

podemos continuarlo ω pasos; es decir dado un nodo s en el nivel n, tendrá 2 hijos

en el nivel n+ 1 que son: sa0 y sa1, en general el nivel n es el conjunto 2n.

Dicho lo anterior, enumeramos un número finito de niveles del conjunto de Cantor

con los nodos del árbol 2<ω. Definimos K como la intersección de una familia {Kn :

n ∈ ω} de compactos para cada n ∈ ω, escribimos Kn = Cn
⋃
{ps : s ∈

⋃
m≤n 2m}.

Aqúı el conjunto de Cantor está dado por la intersección de la familia C =
⋂
{Cn :

n ∈ ω}.

En el Paso 0 definimos K0. Partimos en tres partes iguales a I = [0, 1] = I0 =[
0, 13
]
∪ (13 ,

2
3) ∪ I1 =

[
2
3 , 1
]
, extraemos el intervalo abierto intermedio (13 ,

2
3) aśı

C0 = I0 ∪ I1 y p∅ = 1
2 el punto medio de I, en representación del intervalo extráıdo

y correspondiente al nivel 0 del Árbol binario completo. Por último para construir

K0 agreguemos a C0 el punto p∅ i.e K0 = C0 ∪ {p∅}.
Los niveles siguientes se construirán aplicando el mismo algoritmo. Para el paso

1; tomemos C0 = I0 ∪ I1 y partimos cada intervalo de manera análoga al paso 0,

obtendremos aśı I0 ⊇ I00 ∪ I01 y I1 ⊇ I10 ∪ I11. Definimos C1 = I00 ∪ I01 ∪ I10 ∪ I11
agregamos los puntos medios: p0, p1 de I0 y I1 respectivamente y obtenemos: K1 =

C1 ∪ {p∅, p0, p1}. En los siguientes pasos definimos intervalos y puntos medios de

manera similar.

K2 = C2 ∪ {p∅, p0, p1, p00, p01, p10, p11}
.

.

.

Kn = Cn ∪ {ps : s ∈
⋃
m≤n 2m}

Notemos que Cn =
⋃
{Is : s ∈ 2n+1} es unión de estos Is intervalos ajenos 2 a 2.

Definamos Kn+1 suponiendo que ya tenemos Kn; para cada s ∈ 2n+1 tendremos

que Is = [a, b] es partido en tres intervalos Isa0 =
[
a, 23a+ 1

3b
]
, Isa1 =

[
1
3a+ 2

3b, b
]
,

ambos intervalos cerrados extremos y Us = Ux = Is \ (Isa0 ∪ Isa1) el intervalo

abierto intermedio extráıdo, ps el punto medio de Is. Aśı definimos Cn+1 =
⋃
{Is :
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s ∈ 2n+2} y Kn+1 = Cn+1
⋃
{ps : s ∈

⋃
m≤n+1 2m}. Finalmente nuestro conjunto

queda definido como K =
⋂
n∈ωKn.

Notemos que K ⊆ I es acotado. Cada Kn es cerrado y K es la intersección de los

Kn entonces K es cerrado y por tanto compacto.

Definimos i : ω −→ {ps : s ∈ 2<ω} como una enumeración. Por lo tanto, i es biyectiva

y continua por la observación 1.19, aśı elementos distintos de ω corresponden a

sucesiones distintas de ceros y unos y viceversa. Entonces se cumple a) y b).

Para c) veamos que i : ω −→ {ps : s ∈ 2<ω} es abierta. Sea x ∈ (a, b) = U ⊆ ω un

abierto, i(x) = ps. Definamos Ux = Is\(Isa0∪Isa1), observemos que Ux es el intervalo

abierto extráıdo de Is para formar Ks. Consideremos el abierto V =
⋃
{Ux : x ∈ U}.

Aśı la intersección de V ∩ i [ω] = {i(x) : x ∈ U} = i [U ] es abierto.

Para d) veamos que i [ω] es densa en K; bastará con probar que para todo U ⊆ K

abierto se cumple que i [ω]∩U 6= ∅. Sea U = (a, b)∩K abierto básico no vaćıo tal que

x ∈ U . Caso 1) si x ∈ {ps : s ∈ 2<ω} entonces x ∈ U ∩ i [ω]. Caso 2) si x /∈ {ps : s ∈
2<ω}. Entonces x ∈ C, notemos que para todo n ∈ ω y para todo s ∈ 2n el intervalo

Is tienen longitud 3−|s| = 3−n pues en cada nivel se extrae un tercio abierto de cada

intervalo cerrado. Consideremos la distancia M = min{x− a, b− x} > 0, aśı por la

construcción de C existe m tal que 3−m < M . Sea t ∈ 2<m con x ∈ It.

Afirmación 1.26 It ⊆ (a, b).

Sea y ∈ It entonces d(x, y) < 3−m. Caso i) si y < x entonces d(x, y) = x − y <
3−m < M < x − a, aśı x − y < x − a por tanto y > a. Caso ii) si x < y entonces

d(x, y) = y − x < 3−m < M < b − x aśı y − x < b − x entonces y < b. De i) y ii)

tenemos que a < y < b es decir y ∈ (a, b) ∩ It es decir pt ∈ i [ω] ∩ U , aśı en ambos

casos (1 y 2) tenemos que i [ω] ∩ U 6= ∅, por lo que se cumple d). �

Definición 1.27 Sea X un espacio topológico, diremos que Z ⊆ X es un conjunto

cero, si existe una función continua f : X → R tal que Z = f←(0) y al conjunto de

los conjuntos cero de X, lo denotaremos Z(X).

Ejemplo 1.28 El conjunto ∅ es un conjunto cero de cualquier espacio topológico.

Sea X un espacio topológico y f : X → R tal que para toda x ∈ X, f(x) = 1,

entonces f←(0) = ∅.�

Ejemplo 1.29 Todo subconjunto cerrado de R es un conjunto cero de R.
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Sea A ⊆ R cerrado no vaćıo y f : R→ R tal que f(x) = d(x,A) = inf{d(x, y) : y ∈
A} entonces Ā = f←(0).�

Ejemplo 1.30 Todo subconjunto de ω es un conjunto cero.

Sea A ⊆ ω, f : ω → R tal que f(x) = 0 si x ∈ A y f(x) = 1 si x /∈ A. Aśı

A = f←(0).�

Teorema 1.31 Sea X de Tychonoff. Sea i : X −→ K una compactación y e : X −→
βX la compactación de Čech-Stone de X. Entonces los siguientes enunciados son

equivalentes.

a) i, e son compactaciones equivalentes.

b) si A,B ∈ Z(X) son ajenos entonces las cerraduras de i [A], i [B] son ajenas en K.

Prueba : Ver Teorema 4.6, pag.73 en [12] .�

Como todo subconjunto de ω es conjunto 0, ver ejemplo 1.30, tenemos el siguiente

caso cuando X = ω.

Corolario 1.32 Sea i : ω −→ κ una compactación y sea e : ω −→ βω la compacta-

ción de Čech-Stone de ω. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

a) i, e son compactaciones equivalentes.

b) si A,B ⊆ ω son ajenos entonces las cerraduras de i [A], i [B] son ajenas en K.

Prueba : La prueba se sigue del Teorema 1.31.

1.3. El espacio de ultrafiltros.

Definición 1.33 Un filtro en un conjunto X, es un subconjunto F ⊆ ℘(X) que

cumple las siguientes propiedades:

i) ∅ /∈ F
ii) X ∈ F .
iii) si A,B ∈ F entonces A ∩B ∈ F .
iv) si A ∈ F y A ⊆ B ⊆ X entonces B ∈ F .

Observemos que en este trabajo X es numerable y usualmente X será igual a ω.

Observación 1.34 Si F es filtro y A ∈ F entonces (X \A) /∈ F

Prueba : Si A ∈ F y (X \A) ∈ F entonces A ∩ (X \A) = ∅ ∈ F (por iii) de 1.33)

lo que contradice la definición de filtro.
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Definición 1.35 Sea F un filtro.

i) F es ultrafiltro si para todo G ⊆ ℘(X) filtro, si F ⊆ G se tiene que F = G.

ii) F es primo si para todo A,B ∈ ℘(X), si A ∪B ∈ F entonces A ∈ F ó B ∈ F

Lema 1.36 Sea F un filtro en X. Los siguientes enunciados son equivalentes.

a) F es ultrafiltro.

b) F es primo.

c) Para todo A ⊆ X sucede que A ∈ F ó (X \A) ∈ F

Prueba :b)⇒ c) Sea F un filtro primo y A ∈ ℘(X) arbitrario. Como A∪ (X \A) =

X ∈ F y F es primo; A ∈ F ó (X \A) ∈ F .

c) ⇒ a) Supongamos que para todo A ⊆ X se tiene que A ∈ F ó (X \ A) ∈ F y

supongamos que existe G filtro, tal que F ( G. Sea B ∈ (G \F) entonces B ∈ G pero

B /∈ F . Como B /∈ F entonces (X \B) ∈ F como F ⊆ G entonces (X \B) ∈ G. Es

decir, que B ∈ G y (X \ B) ∈ G por tanto está su intersección, es decir ∅ ∈ G. Esto

es una contradicción, por lo tanto no existe tal G.

a)⇒ b) Sea F un ultrafiltro y A,B ⊆ X tales que A ∪B ∈ F .

Afirmación 1.37 Para todo C ∈ F se tiene que C ∩ A 6= ∅ ó para todo C ∈ F se

tiene que C ∩B 6= ∅.

Prueba : De lo contrario supongamos que, [∃C0(C0 ∩A = ∅)] y [∃C1(C1 ∩B = ∅)].
Como A ∪B ∈ F y C0, C1 ∈ F entonces [(A ∪B) ∩ (C0 ∩ C1)] ∈ F .

Pero [(A ∪B) ∩ (C0 ∩ C1)] = [A ∩ (C0 ∩ C1)] ∪ [B ∩ (C0 ∩ C1)] = [(A ∩ C0) ∩ C1] ∪
[(B ∩ C1) ∩ C0] = [(∅ ∩ C1)] ∪ [(C0 ∩ ∅)] = ∅.
Entonces ∅ ∈ F , lo que contradice la definición de filtro.

Supongamos sin pérdida de generalidad que para todo C ∈ F sucede que C ∩A 6= ∅
y consideremos el conjunto G = {D ⊆ X : ∃C ∈ F(C ∩A ⊆ D)}. Veamos que G aśı

definido es el filtro generado por F y A.

1)G es filtro.

i) Si D ∈ G existe C ∈ F tal que (C ∩ A) ⊆ D por hipótesis C ∩ A 6= ∅ por tanto

D 6= ∅ aśı ∅ /∈ G.

ii) Como X ∈ F y X ∩A ⊆ X entonces X ∈ G.

iii) Sean D1, D2 ∈ G. Entonces existen C1, C2 ∈ F tales que (C1 ∩ A) ⊆ D1 y

(C2 ∩A) ⊆ D2. Aśı (C1 ∩ C2) ∩A ⊆ D2 ∩D1 ∈ G.

iv) Sean D ∈ G y B ⊆ X arbitrario con D ⊆ B por definición ∃C(C ∩ A) ⊆ D

entonces C ∩A ⊆ B por lo tanto B ∈ G.
Por lo anterior G es filtro.
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2) Veamos que F ⊆ G. Sea C ∈ F , siempre se tiene que (C ∩ A) ⊆ C entonces

C ∈ G. Como F es ultrafiltro, F = G.

3)Veamos que A ∈ G. Como X ∈ F y X ∩A ⊆ A entonces A ∈ G.

Como F es ultrafiltro y 2), tenemos que; F = G, por 3) A ∈ G = F lo que implica

que A ∈ F . Por lo tanto F es primo. �

Corolario 1.38 Si U es ultrafiltro en X y k ∈ ω tal que
⋃k
i=0Ai ∈ U con i ∈

{0, .., k} entonces existe j ∈ {0, .., k} tal que Aj ∈ U .

Prueba : Como U es ultrafiltro en X entonces U es primo (lema 1.36). Vamos por

inducción; si k = 0, tenemos que
⋃k
i=0Ai ∈ U es solamente un uniendo por tanto

A0 ∈ U . Supongamos que siempre que
⋃n
i=0Bi ∈ U entonces existe j ∈ n tal que

Bj ∈ U . Ahora bien si tenemos
⋃n+1
i=0 Ai ∈ U quisieramos que exista j ∈ n + 1 tal

que Aj ∈ U . Notemos que
⋃n+1
i=0 Ai = (

⋃n
i=0Ai) ∪ An+1 como U es primo tenemos

dos casos que
⋃n
i=0Ai ∈ U ó An+1 ∈ U . Si An+1 ∈ U terminamos, si no entonces

por hipótesis sabemos que en (
⋃n
i=0Ai) existe j ∈ n tal que Aj ∈ U por tanto en

cualquier caso existe j ∈ i tal que Aj ∈ U . �

Lema 1.39 Para todo X y para todo F ⊆ ℘(X) filtro, existe G∗ ultrafiltro en ℘(X)

tal que F ⊆ G∗.

Prueba : Consideremos E = {G ⊆ ℘(X) filtro: F ⊆ G}. Notemos que E es distinto

del vaćıo, pues al menos está F . Para encontrar un elemento maximal en E es decir

un ultrafiltro en E nos ayudaremos del Lema 0.1. (Kuratowski-Zorn), para esto será

necesario verificar que E aśı definido cumple las condiciones para la aplicación del

Lema 0.1.

Notemos que E es un conjunto parcialmente ordenado por ((⊆)) pues ((⊆)) como

relación de orden es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Tomemos C ⊆ P totalmente

ordenado y veamos lo siguiente:

1) Consideremos
⋃
C y veamos que es un filtro según las condiciones de la Definición

1.33.

i) Notemos que todo G ∈ E es filtro por tanto ∅ /∈
⋃
C

ii)igualmente X está en algún G ∈ C por tanto X ∈
⋃
C.

iii) Si A,B ∈
⋃
C existen G0 G1 ∈ C filtros tales que A ∈ G0 y B ∈ G1, por el orden

total en C tenemos que G1 ⊆ G2 ó G2 ⊆ G1. Sin pérdida de generalidad supongamos

que G1 ⊆ G2 aśı tenemos que A,B ∈ G2 por tanto A ∩B ∈ G2 aśı A ∩B ∈
⋃
C.
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iv) Sea A ∈
⋃
C y B ⊆ X con A ⊆ B existe G ∈ C tal que A ∈ G y como A ⊆ B

entonces B ∈ G por lo que B ∈
⋃
C. Aśı

⋃
C es filtro y por definición para todo

C ∈ E se tiene que F ⊆ G por tanto
⋃
C ∈ E .

2) Veamos que
⋃
C es cota superior. Sabemos que si G ∈ C entonces G ⊆

⋃
C y por

el Lema 0.1 (Kuratowski-Zorn) existe G∗ elemento maximal en E .
Para ver que G∗ es un ultrafiltro. Tomemos G un filtro en X tal que G∗ ⊆ G como

G∗ ∈ E entonces F ⊆ G∗ ⊆ G entonces G ∈ E y como G∗ es maximal en E entonces

G∗ = G. Aśı, G∗ es un ultrafiltro. �

Ejemplo 1.40 Sea X un conjunto infinito.

a) Para todo x ∈ X,Fx = {A ⊆ X : x ∈ A}. Notemos que Fx es primo, por tanto

es ultrafiltro. A los filtros de esta forma los llamaremos ultrafiltros fijos.

b)Fr = {A ⊆ X : X \A es finito}. A este filtro se le conoce como filtro de Fréchet.

Observación 1.41 Fr no es ultrafiltro

Si Fr es ultrafiltro entonces es primo. (ver lema 1.36.) Para cualquier X, si conside-

ramos X = (a∪b) con |a| = |b| = |X|. Tenemos que (a∪b) ∈ Fr, pues X \(a∪b) = ∅
pero tanto (X \a) como (X \b) son infinitos, por lo que no están en Fr. Esto implica

que Fr no es primo por lo tanto tampoco es ultrafiltro. Si X = ω. Consideremos

a = {2n : n ∈ ω} y b = {2n + 1 : n ∈ ω}. Aśı a ∪ b = ω ∈ Fr pues ω \ (a ∪ b) = ∅
es finito, pero (ω \ b) = a y (ω \ a) = b no están en Fr pues ambos conjuntos son

infinitos. Por tanto Fr no es primo y tampoco ultrafiltro.

Definición 1.42 Un ultrafiltro U en ω es libre si Fr ⊆ U .

Proposición 1.43 Sea U un ultrafiltro en X. U es libre si y solo si para todo x ∈
X,Fx es distinto de U .

Prueba : ⇒) Supongamos U es libre y que existe x ∈ X tal que Fx = U . Como U
es libre extiende al filtro de Fréchet; Fr ⊆ U entonces Fr ⊆ Fx. Sea A = X \ {x}
aśı X \A = {x} finito por tanto A ∈ Fr pero A /∈ Fx lo cual es contradictorio.

(⇐ Si U no es libre entonces Fr * U i.e existe B ∈ Fr tal que B /∈ U ; si B ∈ Fr
entonces (X \ B) es finito y por c) de lema 1.36 (X \ B) ∈ U , es decir el conjunto

(X\B) = {a0, a1....ak} finito está en U entonces
⋃k
i=0{ai} ∈ U y como U es ultrafiltro

entonces es primo(ver corolario 1.38 ). Aśı tenemos que para algún j ∈ {0, ..., k} se

tiene que {aj} ∈ U . Para ver que Faj = U , veamos primero que U ⊆ Faj . Sea A ∈ U
como {aj} ∈ U entonces ∅ 6= {aj} ∩ A ⊆ {aj}, aśı {aj} ∩ A = {aj} aśı tenemos que
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aj ∈ A por tanto A ∈ Faj aśı se cumple U ⊆ Faj y como U es ultrafiltro tenemos

que U = Faj lo que es una contradicción. �

Definición 1.44 El espacio de Stone de ℘(X) es el conjunto de los ultrafiltros en

X, que denotaremos St(X).

A continuación definamos la topoloǵıa de St(X).

Definición 1.45 Para cada A ∈ ℘(X) definamos Â = {p ∈ St(X) : A ∈ p}

Lema 1.46 Para todo X.

a) ∅̂ = ∅,
b) X̂ = St(X)

c) Â ∪B = Â ∪ B̂
d) Â ∩B = Â ∩ B̂
e) X̂ \A = St(X) \ Â

Prueba : a) Si ∅̂ 6= ∅, entonces existe p ∈ St(X) tal que ∅ ∈ p, lo que contradice la

definición de filtro. (ver1.33) Por tanto ∅̂ = ∅.
b) ⊆) Por definicion tenemos que X̂ ⊆ st(X). ⊇) Si p ∈ St(X), siempre tenemos

que X ∈ p. (definición 1.33). Es decir p ∈ X̂.

c) ⊆) Si p ∈ Â ∪B entonces A ∪ B ∈ p, como p es ultrafiltro es primo (lema 1.36)

por tanto A ∈ p ó B ∈ p. Si A ∈ p entonces p ∈ Â. Si B ∈ p entonces p ∈ B̂ en

cualquier caso se cumple que p ∈ Â ∪ B̂.

⊇) Si p ∈ Â ∪ B̂ entonces A ∈ p ó B ∈ p. Supongamos que A ∈ p, notemos que

A ⊆ A∪B. Por (definición 1.33,iv)) de filtro, tenemos que A∪B ∈ p aśı p ∈ Â ∪B.

d) ⊆) Si p ∈ Â ∩B tenemos que A ∩ B ∈ p. Como en particular A ∩ B ⊆ A y

A ∩ B ⊆ B, aplicando (definición 1.33,iv)) de filtro en ambos casos, tenemos que

A ∈ p y B ∈ p por tanto p ∈ Â y p ∈ B̂, por lo tanto p ∈ Â ∩ B̂.
⊇) Si p ∈ Â ∩ B̂ tenemos que A ∈ p y B ∈ p, si aplicamos la (definición 1.33,iii))

de filtro, tenemos que A ∩B ∈ p entonces p ∈ Â ∩B.

e) ⊆) Si p ∈ X̂ \A entonces (X \A) ∈ p. Supongamos que A ∈ p, como (X \A) ∈ p
entonces A ∩ (X \ A) ∈ p pero A ∩ (X \ A) = ∅ esto implica que ∅ ∈ p y esto que

contradice la definicion 1.33, i); por tanto A /∈ p aśı p /∈ Â entonces p ∈ st(X) \ Â.

⊇) Si p ∈ St(X) \ Â entonces p ∈ St(X) y p /∈ Â es decir que A /∈ p como p es

ultrafiltro entonces (X \A) ∈ p, (lema 1.36) aśı p ∈ X̂ \A.

Definición 1.47 Un conjunto de St(X) es abierto si es unión de elementos del

conjunto {Â : A ⊆ X}
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Lema 1.48 Dados A,B ⊆ X, si Â = B̂ entonces A = B.

Prueba : Supongamos que A 6= B y Â = B̂. Si A 6= B podemos decir sin pérdida

de generalidad que (A \ B) 6= ∅, consideremos F = {C ⊆ X : A \ B ⊆ C} veamos

que es un filtro; i) Si ∅ ∈ F existe C ⊆ X tal que; ∅ = (A \B) ⊆ C esto implica que

A = B lo q contradice nuestra hipótesis, por lo tanto ∅ /∈ F .

ii) Si (A \B) 6= ∅ se tiene que B ⊆ A ⊆ X por tanto (A \B) ⊆ X, aśı X ∈ F .

iii) Dados C0, C1 ∈ F se tiene que (A \ B) ⊆ C0 y (A \ B) ⊆ C1 aśı (A \ B) ⊆
C0 ∩ C1 = C2 aśı C2 ∈ F .

iv) Sean C ∈ F y D ⊆ X arbitrario con C ⊆ D tenemos que (A\B) ⊆ D aśı D ∈ F .

De las condiciones anteriores se sigue que F es un filtro y por Lema 1.39 es posible

extender F a un ultrafiltro F∗ aśı tenemos que (A \B) ∈ F∗ entonces F∗ ∈ Â \B,

como ∅ /∈ F tampoco está en F∗. Esto implica que Â 6= B̂ lo que contradice la

hipótesis.

Corolario 1.49 Â 6= ∅ si y solo si A 6= ∅.

Prueba : ⇒) Si Â 6= ∅ existe p ∈ Â es decir A ∈ p. Como p es filtro A 6= ∅ por i) de

la definición de filtro.

(⇐ Para demostrar la contrapuesta del regreso, veamos que si Â = ∅̂ entonces A = ∅.
Por 1.46, sabemos que, ∅̂ = ∅ y por 1.48, si Â = ∅̂ entonces A = ∅.

Definición 1.50 Un espacio X es cero dimensional; si para todo U abierto y para

todo p ∈ U , existe V abierto y cerrado con p ∈ V ⊆ U.

Lema 1.51 Para todo A ⊆ X, Â es abierto y cerrado por (lema 1.46, e))

Teorema 1.52 Para todo X el espacio St(X) cumple ser: 1) cero dimensional, 2)

Hausdorff, 3) compacto.

Prueba : 1) Para ver que St(X) es cero dimensional bastará con ver que que la

colección B(X) = {Â : A ⊆ X} es de cerrado abiertos (lema 1.51) y que B(X) sea

base para St(X); para ser base debe cumplir:([11],pág,12)

(B1) Dados Â, B̂ y p ∈ Â∩ B̂ veamos que existe Ĉ tal que p ∈ Ĉ y Ĉ ⊆ Â∩ B̂. Dado

que p ∈ Â ∩ B̂ = Â ∩B.(lema 1.46 d) entonces A ∩B ∈ p, si tomamos C = A ∩B
entonces C ∈ p, por lo tanto p ∈ Ĉ.

(B2) Para todo p ∈ St(X) existe U ⊆ X tal que p ∈ Û . Por definición para todo

p ∈ st(X) se tiene que X ∈ p, si tomamos X = U entonces U ∈ p, por tanto p ∈ Û .

Aśı B(X) es base para st(X).
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2) St(X) es de Hausdorff. Sean p, q ∈ St(X) distintos. Notemos que si p 6= q, entonces

∃Y (Y ∈ p ∧ Y /∈ q) ó (Y ∈ q ∧ Y /∈ p), sin pérdida de generalidad supongamos que

∃Y (Y ∈ p∧Y /∈ q). Ahora bien como q es filtro siempre se tiene que X ∈ q, notemos

que X = Y ∪ (X \ Y ), como q es un ultrafiltro sabemos que es primo (lema 1.36)

y como X ∈ q entonces Y ∈ q ó (X \ Y ) ∈ q, pero supusimos que Y /∈ q entonces

(X \ Y ) ∈ q aśı q ∈ X̂ \ Y = St(X) \ Ŷ (definición 1.45 y lema 1.46 e) ), aśı Y ∈ p
entonces p ∈ Ŷ , por último notemos que Ŷ y St(X) \ Ŷ son abiertos ajenos que

separan a (p y q) por lo tanto St(X) es de Hausdorff.

3) St(X) es compacto. Sea C una cubierta de abiertos para St(X), podemos suponer

que C es un subconjunto de elementos de la base B(X) (ver [11], Engelking, pag 123.)

i.e.
⋃
C = St(X), queremos ver que a C se le puede extraer una subcubierta finita

S = {Ŝi : i ∈ {1, ..., n}}. Supongamos lo contrario es decir, ninguna cubierta finita

cubre a St(X) i.e para toda S ⊆ C finita se tiene que
⋃n
i=1 Ŝi 6= St(X). Consideremos

VS = (St(X) \
⋃n
i=1 Ŝi) = (X̂ \

⋃n
i=1 Ŝi) = (

⋂n
i=1 X̂ \ Ŝi) está colección es no vaćıa

ya que hay elementos de St(X) sin cubrir por (
⋃n
i=1 Ŝi).

Notemos que el lema 1.48 nos dice que si Â = B̂ entonces A = B, esto justifica

que la operación ((poner gorro)) es inyectiva y su inversa ((quitar gorro)) está bien

definida, dicho lo anterior tomemos VS = (
⋂n
i=1 X̂ \ Ŝi) le aplicamos ((quitar gorro))

y definimos AS = (
⋂n
i=1X \ Si) ⊆ X , observemos también que Âs = VS 6= ∅.

Consideremos F = {B ⊆ X : ∃S ⊆ C finita AS ⊆ B} y veamos que es un filtro.

i) Sabemos que ÂS = VS 6= ∅, por Corolario 1.49 tenemos que AS 6= ∅ por lo que

∅ /∈ F .

ii) si B = X,AS ( X por tanto X ∈ F .

iii) Si E,F ∈ F existen subcubiertas;

S =
{
Ŝi : i ∈ {1, .., n}

}
⊆ E y S

′
=
{
Ŝ
′
i : i ∈ {1, ..,m}

}
⊆ F finitas, tales que

AS ⊆ E y AS′ ⊆ F , para i ∈ {1, ..,m} sea Sn+i = S
′
i , aśı AS ∩ AS′ = (

⋂n
i=1X \

Si) ∩ (
⋂m
i=1X \ S

′
i) = (

⋂n+m
i=1 X \ Si) = AS∪S′ = AS ∩AS′ ⊆ E ∩ F aśı E ∩ F ∈ F .

iv) Sean A ∈ F y D arbitrario con A ⊆ D ⊆ X entonces AS ⊆ D aśı D ∈ F . Por

las condiciones vistas F es un filtro. Ahora por (lema 1.39 ) existe G tal que F ⊆ G,

notemos que G ∈ St(X), sea V̂0 ∈ C y S0 = {V̂0}. Veamos que G /∈ V0. Sabemos

que AS0 ∈ F pues AS0 ⊆ AS0 como F ⊆ G entonces AS0 ∈ G entonces G ∈ ÂS0 aśı

G /∈
⋃
S0 = V̂0. Como C es cubierta de St(X) tenemos que G ∈ V̂ para alguna V̂ ∈ C

lo que contradice que G /∈
⋃
S0 = V̂0, por lo tanto St(X) es compacto.�

Definición 1.53 e : X → St(X), queda definida como:

e(p) = Fp = {A ⊆ X : p ∈ A} el ultrafiltro fijo generado por p.
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Consideremos X con la topoloǵıa discreta. Entonces X es un espacio de Tychonoff.

Teorema 1.54 e : X → St(X) es la compactación de Čech-Stone.

Prueba : Del resultado anterior sabemos que St(X) es compacto, ahora solo falta

verificar los siguientes puntos:

1) e es una compactación.

2) e es la de Čech-Stone.

Para 1) de acuerdo a la definición 1.16, habrá que verificar lo siguiente:

a) e es continua.

b) e es inyectiva.

c) e← : e [X] −→ X es continua.

d) e [X] es densa en St(X).

a) Si X está equipado con la topoloǵıa discreta cualquier subconjunto de X es un

abierto, en este caso X = ω, aśı se cumple lo querido.(Observación 1.19 )

b) Tomemos p, q ⊆ X distintos. e(p) = Fp = {A ⊆ X : p ∈ A} y e(q) = Fq = {A ⊆
X : q ∈ A}. Como p 6= q se tiene que Fp 6= Fq pues {p} ∈ Fp pero {p} /∈ Fq pues

p 6= q por lo que se cumple b).

c) Bastará con ver que e : X → e [X] es abierta. Sea V ⊆ X un abierto, todo

subconjunto en X es un abierto ya que tiene la topoloǵıa discreta, veamos que e [V ]

es un abierto en e [X]. Para esto notemos que si q ∈ V entonces e(q) = Fq. Veamos

primero que {Fq} = {̂q} ∩ {Fp : p ∈ X}.

Afirmación 1.55 {Fq} = {̂q} ∩ {Fp : p ∈ X}

⊆) Como Fq es el filtro generado por q, sabemos que al menos {q} ∈ Fq entonces

Fq ∈ {̂q} y Fq ∈ {Fp : p ∈ X} = e [X], es decir Fq ∈ {Fp : p ∈ X} ∩ {̂q} como

queremos.

⊇) Tomemos un elemento del lado derecho de la igualdad es decir un Fp ∈ e [X]∩{̂q}.
Notemos que si Fp ∈ {̂q} implica que {q} ∈ Fp entonces p ∈ {q} por lo tanto p = q

y Fp ∈ {Fq}. De la afirmación concluimos que {e(q)} es un abierto en e [X] para

todo q ∈ V lo que implica que e [V ] =
⋃
q∈V {e(q)} es un abierto en e [X], ya que es

unión abiertos.

d) Para esto hay que ver que todo U abierto no vaćıo de St(X) intersecta a e [X] =

{Fp : p ∈ X}.Tomemos Â ⊆ U abierto básico tal que A ⊆ X, sabemos que si Â 6= ∅
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entonces A 6= ∅(ver lema 1.49 ). Sea p ∈ A entonces A ∈ Fp entonces Fp ∈ Â ⊆ U

y Fp ∈ e [X] por definición. Aśı Fp ∈ Â ⊆ U ∩ e [X] por lo que e [X] es densa en

St(X).

De los incisos anteriores se sigue que e es un encaje en St(X) y sabemos que St(X)

es compacto, aśı e cumple 1).

Afirmación 1.56 Si A ⊆ X entonces e [A] = Â.

Prueba : Sea A ⊆ X, sabemos que e [A] = {Fp : p ∈ A}. Sea p ∈ A entonces A ∈ Fp
entonces Fp ∈ Â; esto implica que e [A] ⊆ Â. Notemos también que Â es cerrado por

lo tanto e [A] ⊆ Â (ver [11] 1.1.1 inciso ii),p. ). Nos falta demostrar que e [A] ⊇ Â.

Tomemos U ∈ Â, para ver que U ∈ e [A] hay que ver que para todo abierto básico

con U ∈ B̂ sucede que e [A]∩B̂ 6= ∅. Tenemos que U ∈ Â y U ∈ B̂, si U ∈ Â entonces

A ∈ U , analogamente como U ∈ B̂ entonces B ∈ U esto implica que A ∩ B ∈ U
(por iii), de la definicón 1.33 de filtro) y como U es un filtro A ∩ B 6= ∅, entonces

tomemos q ∈ A ∩ B, como q ∈ A entonces A ∈ Fq y Fq ∈ e [A]. Ahora como q ∈ B
entonces B ∈ Fq aśı Fq ∈ B̂ por lo que e [A] ∩ B̂ 6= ∅. Esto prueba que U ∈ e [A].

2) Del inciso 1) sabemos que e es una compactación de X, para ver que es la com-

pactación de Čech-Stone falta verificar que dados A,B ⊆ X ajenos, se cumple que

e [A] ∩ e [B] = ∅. (condición b) corolario 1.32.)

De la afirmación 1.56 sabemos que para A,B ⊆ X tales que A ∩ B = ∅, se tiene

que e [A] ∩ e [B] = Â ∩ B̂ = Â ∩B = ∅̂ = ∅. Finalmente de 1) y 2) se concluye que

e : X → St(X), es la compactación de Čech-Stone de X.�

1.4. βω no es metrizable.

Definición 1.57 Sea e : ω → St(ω) y St(ω) = βω como en la definición 1.53 y

X = ω, e [ω] = {Fp : p ∈ ω} consta de los ultrafiltros fijos. El residuo de ω, es

denotado como ω∗ = βω \ e [ω], consta de los ultrafiltros libres.

El siguiente Lema nos será de utilidad mas adelante.

Lema 1.58 Sea A ⊆ X. Entonces Â ∩X∗ 6= ∅ si y sólo si A es infinito.

Prueba :⇒) Por contrapuesta, supongamos que A = {a0, .., ak} es finito. Entonces

tenemos que Â =
⋃n
k=0 {̂ak}. Para cada k tenemos {̂ak} = {Fak} es el ultrafiltro fijo

generado por {ak}. Esto implica que Â = {Fai : i ∈ {0, ...n}} son todos ultrafiltros

fijos aśı Â ∩X∗ = ∅, pues en X∗ sólo hay ultrafiltros libres.
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(⇐ Supongamos que A es infinito y consideremos F = {C ⊆ X : (A \ C) es finito}.
Veamos que F cumple la definición de filtro.

i) Si C = ∅, tenemos que (A \ ∅) = A, como A es infinito. Esto implica que ∅ /∈ F .

ii) Si C = X, entonces (A \X) = ∅ es finito. Por lo tanto X ∈ F .
iii) Sean C1, C2 ∈ F , entonces tanto (A\C1) como (A\C2) son conjuntos finitos por

hipótesis. Por las leyes de De Morgan tenemos que (A\(C1∩C2)) = (A\C1)∪(A\C2)

es finito también pues es unión de conjuntos finitos. Por lo tanto C1 ∩ C2 ∈ F .
iv) Sean C ∈ F y B ⊆ X con C ⊆ B. Como C ∈ F entonces (A \ C) es finito y

como C ⊆ B entonces (A \ C) ⊇ (A \B) es finito, esto implica que B ∈ F .
Hemos visto que F es filtro. Notemos que Fr ⊆ F y por lema 1.39, sabemos que

existe U ultrafiltro, tal que Fr ⊆ F ⊆ U , por lo tanto U ∈ X∗(es ultrafiltro libre).

Por último, como A ∈ F ⊆ U entonces A ∈ U es decir, U ∈ Â. Por lo tanto

U ∈ Â ∩X∗. �
En la sección 1.3 enunciamos la caracterización de βω y probamos que el espacio de

Stone cumple esta caracterización. Recordemos que en 1.21 y 1.25 dimos algunos

ejemplos de compactaciones, veamos que dichas compactaciones no son βω, para

esto la proposición 1.59 implica que ω∗ no es primero numerable y por lo tanto no

es un espacio métrico, esto implica también que los ejemplos vistos en 1.21 y 1.25 no

son la compactación de Čech-Stone, pues en dichos ejemplos sus respectivos espacios

son métricos.

Proposición 1.59 βω no es metrizable.

Notemos que todo espacio métrico es primero numerable, es decir que todo punto

tiene base numerable: Si M es un espacio topológico y d una métrica compatible con

M , i.e, (M,d) es un espacio métrico. Sea x ∈ M , para ε > 0, definimos B(x, ε) =

{y ∈ M : d(x, y) < ε}. Entonces se tiene que
⋂
n∈ω B(x, 2−n) = {x}. Veamos que

esto no pasa en ω∗.

Lema 1.60 Sea U0 ∈ ω∗ y {Un : n ∈ ω} una familia de abiertos tales que U0 ∈ Un
para todo n ∈ ω. Entonces existe U1 ∈ ω∗ \ {U0} tal que U1 ∈ Un para todo n ∈ ω.

Para probar 1.60 empezemos con la siguiente construcción. Por recursión cons-

truimos {An : n ∈ ω} ⊆ ℘(ω) infinitos. Para n=0: U0 ∈ U0 entonces existe

A0 ⊆ ω tal que U0 ∈ Â0 ⊆ U0. Para n+1: Sea An+1 ⊆ ω tal que U0 ∈ Ân+1 ⊆
(U0 ∩ U1 ∩ ... ∩ Un ∩ Un+1) ∩ (Â0 ∩ Â1 ∩ ... ∩ Ân). Por inducción sobre n, sabemos

que U0 ∈ Ân

Propiedad 0. Para todo n ∈ ω, U0 ∈ Ân+1 ⊆ Ân.
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Propiedad 1. Para todo n ∈ ω, An es infinito.

Prueba : Supongamos que no, es decir existe An = {k1, ....., kr} = {k1} ∪ {k2} ∪
... ∪ {kr} finito, por hipótesis U0 ∈ Ân, entonces An ∈ U0, esto implica que {k1} ∪
{k2} ∪ ... ∪ {kr} ∈ U0. Como U0 es ultrafiltro entonces es primo (lema 1.36 ), por

tanto existe s ∈ r+1 = {0, ..., r} tal que {ks} ∈ U0. Veamos que U0 ⊆ Fks , para esto

tomemos B ∈ U0. Como {ks} ∈ U0 entonces por iii) y i) de la definición de filtro

tenemos que ∅ 6= {ks}∩B ∈ U0, notemos que U0 ∩B = {ks}, es decir ks ∈ B, lo que

implica que B ∈ Fks . Esto prueba que U0 ⊆ Fks y como U0 es ultrafiltro, se sigue

que U0 = Fks . Esto es una contradicción pues U0 ∈ ω∗. (no es ultrafiltro fijo)

Propiedad 2. Para todo n ∈ ω, An+1 ⊆ An.
Prueba : Notemos que Ân+1 \ Ân = ∅ si y solo si An+1 \ An = ∅. La conclusión

se sigue de la Propiedad 0, i.e, Ân+1 ⊆ Ân y por el Corlolario 1.49 tenemos que

An+1 ⊆ An.

Definimos la familia A = {xn : n ∈ ω} ⊆ ω por, x0 = min(A0) en el paso base y

para xn+1 = min(An+1 \ {x0, ..., xn}). Notemos que An+1 \ {x0, ..., xn} es no vaćıo

pues An+1 es infinito, aśı xn+1 está bien definido.

Propiedad 3. Para todo n ∈ ω, Â ∩ ω∗ ⊆ Ân.
Prueba : Sea p ∈ Â∩ω∗ y fijemos n ∈ ω. Como p ∈ Â entonces A ∈ p. Como p ∈ ω∗

entonces p es ultrafiltro libre es decir Fr ⊆ p. Notemos que (ω \ {xk : k < n}) ∈ Fr,
pues (ω \ (ω \ {xk : k < n})) es finito. Aśı (ω \ {xk : k < n}) ∈ p. Ahora por iii) de

la definición de filtro, tenemos que A \ {xk : k < n} = A ∩ (ω \ {xk : k < n}) ∈ p,
también tenemos que A \ {xk : k < n} ⊆ An, por la definición de A y Propiedad 2,

finalmente por iv) de la definición de filtro An ∈ p entonces p ∈ Ân.

Por la Propiedad 3 y la definición de Ân se tiene lo siguiente.

Propiedad 4. Â ∩ ω∗ ⊆
⋂
n∈ω Un

Prueba : del Lema 1.60. Consideremos B,C ⊆ ω tales que, B = {xn ∈ A : n

es par }, C = {xn ∈ A : n es impar }, con A como en la definición de arriba.

Notemos que B y C aśı definidos son conjuntos ajenos, del Lema 1.48 se sigue que

como B ∪ C = A entonces B̂ ∪ C = B̂ ∪ Ĉ = Â y como B ∩ C = ∅, entonces

B̂ ∩ C = B̂ ∩ Ĉ = ∅̂ = ∅. Ahora bien tomemos V1 ∈ B̂ ∩ω∗ y V2 ∈ Ĉ ∩ω∗. Entonces

V1 6= V2, sabemos también que V1,V2 ∈ Â, pues Â = B̂ ∪ Ĉ. De la Propiedad 3

se sigue que Â ⊆
⋂
n∈ω Ân esto implica que V1,V2 ∈

⋂
n∈ω Ân, de la Propiedad 0

sabemos que U0 ∈
⋂
n∈ω Ân. Como V1 6= V2 podemos deducir que V1 6= U0 ó V2 6= U0,
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sin pérdida de generalidad supongamos que V1 6= U0. De lo anterior podemos afirmar

que los ultrafiltros V1 6= U0 ∈
⋂
n∈ω Ân por último de la construcción de Ân sabemos

que Ân+1 ⊆ U0 ∩ ... ∩ Un+1, aśı
⋂
n∈ω Ân ⊆

⋂
n∈ω Un. Esto verifica el lema 1.60 es

decir, V1 6= U0 y están en
⋂
n∈ω Un�.



Caṕıtulo 2

Invariantes Cardinales.

2.1. Base para ω∗.

Definición 2.1 Para A ⊆ ω definimos, A∗ ⊆ ω∗ como A∗ = Â ∩ ω∗.

Notemos que la definición 2.1 de ω∗ es equivalente a la definición 1.45 pues ω∗ =

ω̂ ∩ ω∗ = βω ∩ ω∗ = ω∗.

Afirmación 2.2 B = {A∗ : A ⊆ ω} es base de ω∗.

Prueba : De la definición 2.1 tenemos que A∗ = Â∩ω∗. Vimos ya en el Teorema 1.52

que {Â : A ⊆ ω} es base de βω y ω∗ ⊆ βω. Aśı los ultrafiltros que cumplen la

definición 2.1, forman una base de la topoloǵıa relativa a ω∗. (Definición 0.14 )�

A continuación enunciamos algunas propiedades de la base de ω∗, observemos que

estas propiedades son análogas a las vistas en Lema 1.46.

Lema 2.3 1) ∅∗ = ∅
2)(A ∪B)∗ = A∗ ∪B∗

3)(A ∩B)∗ = A∗ ∩B∗

4)(ω \A)∗ = (ω∗ \A∗)
5)A∗ 6= ∅ si y sólo si A es infinito.

Prueba :

1) ∅∗ = (ω∗ ∩ ∅̂) = (ω∗ ∩ ∅) = ∅. (Definición 2.1, y Lema 1.46.)

2)(A ∪B)∗ = ω∗ ∩ (Â ∪B) = ω∗ ∩ (Â ∪ B̂) = (ω∗ ∩ Â) ∪ (ω∗ ∩ B̂) = A∗ ∪B∗.
3)(A∩B)∗ = ω∗ ∩ (Â ∩B) = (ω∗ ∩ Â)∩ (ω∗ ∩ B̂) = A∗ ∩B∗. Los pasos se siguen de

aplicar la Definición 2.1 reiteradamente.

35
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4)(ω \A)∗ = (ω̂ \A) ∩ ω∗ = (ω̂ ∩ ω∗) \ (Â ∩ ω∗) = (ω∗ \A∗).
5)De la definición 2.1 tenemos el siguiente enunciado: (Â∩X∗) 6= ∅ si y solo si A es

inifinito, esto se cumple por el lema 1.58, por lo que se cumple 4). �

Definición 2.4 Orden con la casi contención.

Si A,B ∈ [ω]ω diremos que:

i) A ⊆∗ B, A está casi contenido en B, si |A \B| < ω.

ii) A,B son casi ajenos si |A ∩B| < ω.

Observación 2.5 〈℘(ω),⊆∗〉 es un preorden, es decir, la relación ⊆∗ es reflexiva y

transitiva sobre ℘(ω).

Prueba : Para ver que la casi contención es reflexiva, notemos que A ⊆∗ A, pues

(A \ A) = ∅ es finito. Para ver que la casi contención es transitiva, tomemos

A,B,C ∈ 〈℘(ω),⊆∗〉. Hay que ver que si A ⊆∗ B y B ⊆∗ C entonces A ⊆∗ C.

Por hipótesis tenemos que (A \ B) es finito y (B \ C) es finito, como la unión de

finitos es finita tenemos que (A \B)∪ (B \C) es finito. Para demostrar que A ⊆∗ C,

bastará con que (A \ C) ⊆ (A \ B) ∪ (B \ C). Supongamos lo contrario es decir

∃x(x ∈ [(A \ C)]
∧
x /∈ [(A \B) ∪ (B \ C)]. Ahora si x /∈ [(A \B) ∪ (B \ C)], hay

que considerar los siguientes casos (x /∈ A ∨ x ∈ B)
∧

(x /∈ B ∨ x ∈ C) = (x /∈
A∧x /∈ B)

∨
(x /∈ A∧x ∈ C)

∨
(x ∈ B∧x /∈ B)

∨
(x ∈ B∧x ∈ C). Notemos que por

hipótesis x ∈ (A \ C) por lo que los dos primeros casos no se dan pues tendŕıamos

que (x ∈ A ∧ x /∈ A) lo que es absurdo igual que el caso donde (x ∈ B ∧ x /∈ B)

y del caso restante y la hipótesis tendŕıamos (x ∈ C ∧ x /∈ C) lo cual tampoco

es posible. Como en todos los casos llegamos a una contradicción se cumple que

(A \ C) ⊆ (A \B) ∪ (B \ C) finito. Aśı A ⊆∗ C, esto implica que la casi contención

es transitiva. �

Por último notemos que la casi contención no es antisimétrica, razón por la que no es

un orden parcial en ℘(ω)/fin. Para convencernos de esto consideremos los siguientes

conjuntos a = ω y b = (ω \ {0}), afirmamos que a ⊆∗ b pues ω \ (ω \ {0}) = {0}
es finito. También se cumple que b ⊆∗ a, pues (ω \ {0}) \ ω = ∅ es finito, pero

b = (ω \ {0}) 6= ω = a. Por lo que la casi contención no es antisimétrica. Esto

motiva la siguiente definición.

Definición 2.6 A =∗ B si y solo si A ⊆∗ B y B ⊆∗ A

Definición 2.7 Para todo A ⊆ ω, definimos la clase de equivalencia de A como
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[A] = {X ⊆ ω : X =∗ A}. En particular, si s ⊆ ω es finito entonces (s =∗ ∅) es

decir [∅] = {s ⊆ ω : s es finito }.

Observemos que de la Definición 2.7 y el Teorema 0.12 se induce un orden parcial

con la casi contención en el conjunto de las clases de equivalencia que denotaremos

℘(ω)/fin.

Lema 2.8 A∗ ⊆ B∗ si y sólo si A ⊆∗ B.

Prueba : A continuación utilizaremos las propiedades del Lema 2.3, A∗ ⊆ B∗ ⇔
(A∗ \B∗) = (A \B)∗ = ω∗ ∩ ̂(A \B) = ∅ ⇔ |A \B| < ω ⇔ A ⊆∗ B.�

Lema 2.9 El conjunto de los cerrado-abiertos en ω∗ ordenado con la casi contención

y (℘(ω)/fin) visto como el conjunto de las clases de equivalencia de subconjuntos de

ω (Definición 2.7), ordenado con la contención son isomorfos como orden parcial,

ver Definición 0.13.

Prueba : Bastará con ver que la función: [A] 7−→ A∗, ((poner estrella)) a los elementos

de ℘(ω)/fin es un isomorfismo que respeta el orden. En 2.7 definimos la clase de

equivalencia para todo A ⊆ ω, [A] = {X ⊆ ω : X =∗ A}. Ahora [A] 6= [B] si y sólo si

existe X ⊆ ω tal que (A =∗ X 6=∗ B) ó (B =∗ X 6=∗ A), sin pérdida de generalidad

podemos suponer que (A =∗ X 6=∗ B), esto implica que (A ⊆∗ X) ∧ (X ⊆∗ A) pero

(X *∗ B) ∨ (B *∗ X). De lo anterior se desprenden dos casos:

Caso 1) Supongamos que (A ⊆∗ X) ∧ (X ⊆∗ A) y X *∗ B. Como X *∗ B en-

tonces (X \ B) es infinito. Ahora consideremos la siguiente partición de (X \ B) =

[(X \B) ∩A]∪ [(X \B) ∩ (ω \A)], notemos que [(X \B) ∩ (ω \A)] ⊆ (X \A) es fi-

nito por hipótesis. Ahora veamos que el uniendo restante [(X \B) ∩A] = (X∩A) ⊆
(A \B). Ahora podemos ver a (X \B) ⊆ (A \B)∪ (X \A) como (X \B) es infinito

y (X \A) finito se deduce que (A \B) es infinito, por lo que A *∗ B.

Caso 2) Supongamos (A ⊆∗ X) ∧ (X ⊆∗ A) y B *∗ X. De las hipótesis se sigue

que (A \ X) es finito y (B \ X) infinito. Análogamente consideremos la siguiente

partición de (B\X) = [(B \X) ∩A]∪[(B \X) ∩ (ω \A)]. Observemos que el primer

uniendo [(B \X) ∩A] ⊆ ((B ∩ A) \ X) ⊆ (A \ X) es finito por hipótesis, notemos

que esto obliga a que el uniendo restante sea infinito, es decir [(B \X) ∩ (ω \A)] ⊆
(B \ (X ∩A)) ⊆ (B \A) esto implica que B *∗ A.

Por último, de los casos 1) y 2) se sigue que A 6=∗ B y del Lema 2.8 se sigue

que A∗ 6= B∗. Esto prueba que la función ((poner estrella)): [A] 7−→ A∗ es inyectiva
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módulo fin, aśı su inversa: A∗ 7−→ [A] está bien definida. Notemos que ℘(ω)/fin

está ordenado por la casi contención, igual que {A∗ : A ⊆ ω} por la contención, por

lo que la función ((poner estrella)) respeta el orden, Lema 2.8. Aśı ((poner estrella))

es un isomorfismo de orden, en simbolos Clo(ω∗,⊆) ∼= (℘(ω)/fin,⊆∗).�
Por último mencionemos que usando esta biyección se pueden definir operaciones en

℘(ω)/fin, que se comportan como en el Lema 2.3, desafortunadamente esto se sale

de los objetivos de este trabajo.

2.2. Los invariantes p y t.

Definición 2.10 Sea F ⊆ [ω]ω, decimos que F es centrada, si para todo S ∈ [F ]<ω

con S 6= ∅, se tiene que |
⋂
S| = ω.(ver definición 0.2)

Notemos que si F es centrada y tomamos a ∈ F tenemos que |
⋂
{a}| = |a| = ω,

esto implica que todo elemento de una familia centrada es infinito.

Definición 2.11 a es una pseudointersección de F , si a es un conjunto infinito y

a ⊆∗ x para todo x ∈ F .

Definición 2.12 p =min{|F | : F ⊆ [ω]ω es centrada y no tiene pseudointersec-

ción}.

Definición 2.13 Una torre es una familia F = {Aα : α < κ} ⊆ [ω]ω que cumple

las siguientes dos condiciones donde κ es un ordinal.

1) Aβ ⊆∗ Aα (∀α ≤ β < κ).

2) F no tiene pseudointersección.

Definición 2.14 t = min{|F | : F es torre.}

Veamos que p y t están bien definidos, para esto veamos que existen familias de

conjuntos en ℘(ω) con tales caracteŕısticas.

Lema 2.15 Existe una torre.

Prueba : Construyamos por recursión una familia {Aα : α < κ} indexada por

ordinales que cumpla la Definición 2.13.

Para el paso base tomemos A0 = ω.

Para el paso sucesor supongamos Aα construida con α ∈ OR y construyamos Aα+1.

Tenemos 2 casos:

i)Si Aα es finito, hacemos Aα = Aα+1.
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ii)Si Aα es infinito, escojamos una partición en conjuntos ajenos infinitos de la

siguiente forma Aα = B ∪C y definimos Aα+1 = B. Notemos que de esta definición

se sigue que Aα+1 ⊆∗ Aα y Aα *∗ Aα+1 pues (Aα \Aα+1) = C es infinito.

Si β ∈ OR es ĺımite tenemos dos casos:

a){Aα : α ∈ β} tiene pseudointersección B ⊆ ω. Sea Aβ = B

b){Aα : α ∈ β} no tiene pseudointersección. Sea Aβ = ∅.

Una vez enumerados los casos posibles para cada tipo de ordinal afirmemos lo si-

guiente.

Afirmación: Existe β ∈ OR con Aβ finito.

Si negamos la Afirmación se sigue que Aβ nunca es finito para todo β ∈ OR, en

otras palabras existe una cadena de conjuntos todos distintos de la forma Aβ ⊆∗

... ⊆∗ A1 ⊆∗ A0. Veamos por inducción que para todo β ∈ OR, si α < β entonces

Aα 6= Aβ.

Para β+ 1 ∈ OR, de la construcción tenemos que Aβ+1 ⊆∗ Aβ. Veamos que Aβ+1 6=
Aα, si α ≤ β. De lo contrario tendŕıamos que Aβ ⊆∗ Aα = Aβ+1, esto implica que

Aβ =∗ Aβ+1, lo que contradice el caso ii) de la construcción de {Aα : α ∈ β}.

Sea β es un ordinal ĺımite, como Aβ es infinito, estamos en el caso a) donde Aβ es

una pseudointersección de {Aα : α ∈ β}. Entonces tenemos una cadena Aβ ⊆∗ ... ⊆∗

A1 ⊆∗ A0 de elementos todos casi distintos si α ≤ β. Si suponemos lo contrario

tenemos que Aα = Aβ para algún α < β esto en particular implica que Aα ⊆∗ Aα+1

y de la construcción sabemos que Aα+1 ⊆∗ Aα de donde se sigue que Aα =∗ Aα+1,

pero esto contradice la definición de Aα+1.

Esto prueba que Aα 6= Aβ para todo α, β ∈ OR, pero esto implicaŕıa que {Aα :

α ∈ OR} ⊆ ℘(ω) tiene tantos elementos como la clase de los ordinales lo cual es

contradictorio. Aśı se cumple la afirmación. Por lo anterior existe β ∈ OR tal que

Aβ es finito. Fijémonos en γ =min{β ∈ OR : Aβ es finito}.

Si γ = β+ 1, se descarta el inciso ii), aplicando el inciso i) se sigue que Aβ+1 = Aβ,

pero esto contradice la minimalidad de γ. Por lo tanto no es posible que γ sea

sucesor, entonces γ es ĺımite y como Aγ es finito por definición de γ entonces Aγ

no es pseudointersección, Definición 2.11. Por el caso b) se sigue que Aγ = ∅. Esto

verifica que {Aα : α ∈ γ} ⊆ [ω]ω es torre. Esto completa la prueba del Lema 2.15. �

Lema 2.16 Toda torre es centrada.
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Prueba : Consideremos las siguientes familias de conjuntos, sean T = {F ⊆ [ω]ω : F

es torre } y P = {F ⊆ [ω]ω : F es centrada sin pseudointersección}. Veamos que

T ⊆ P . Sea F = {Aα : α < γ} ∈ T entonces cumple 1) y 2) de la definición

2.13. Para α1, α2, ..., αn < γ y considerando β = max{α1, ...αn}. De 1) se sigue

que Aβ ⊆∗ Aαi con i ∈ {1, .., n} i.e (Aβ \ Aα1), (Aβ \ Aα2), ..., (Aβ \ Aαn) son todos

conjuntos finitos y como la unión de conjuntos finitos es finita y usando las leyes

de De Morgan tenemos que
⋃n
i=1(Aβ \ Aαi) = (Aβ \

⋂n
i=1Aαi) es finito, entonces

Aβ ⊆∗ (
⋂n
i=1Aαi) y por Lema 2.8 tenemos A∗β ⊆ (

⋂n
i=1Aαi)

∗. Como Aβ es infinito

esto implica que ∅ 6= A∗β y como A∗β ⊆ (
⋂n
i=1Aαi)

∗ se sigue que (
⋂n
i=1Aαi)

∗ 6= ∅ y

por el Lema 2.3,5) tenemos que (
⋂n
i=1Aαi) es infinito. Por lo tanto toda F ∈ T es

centrada y por 2) de 2.13, no tiene pseudointersección, esto implica que T ⊆ P.�

Corolario 2.17 t y p están bien definidos.

Prueba : Del Lema 2.15 sabemos que existe una torre y del Lema 2.16 sabemos

que toda torre es centrada, es decir existen familias centradas sin pseudointersección.

Por lo tanto t y p están bien definidos. �

Lema 2.18 ω < p ≤ t ≤ c.

Prueba : Para ver que ω < p será suficiente con tomar una familia F centrada

con cardinalidad ω y ver que siempre podemos construirle una pseudointersección

A = {xn : n ∈ ω}, esto lo haremos por recursión. Sea F = {Aα : α < ω}
centrada. En el paso base nos fijamos en x0 = min(A0), para el siguiente paso

tomamos x1 = min((A0 ∩ A1) \ {x0}). Para el paso inductivo tomamos xn+1 =

min [(
⋂n
i=0Ai) \ {x0, ..., xn}]. Notemos que el conjunto A = {xn : n ∈ ω} aśı cons-

truido está bien definido pues como F es centrada tenemos que (
⋂n
i=0Ai) es infinito

y {x0, x1..., xn} es un conjunto finito.

Ahora bien para probar que A = {xn : n ∈ ω} es una pseudointersección de F

debemos verificar: 1) A es infinito y 2) A ⊆∗ An para todo n ∈ ω.

Para 1) sea xm+1 = min(A0 ∩A1... ∩Am \ {x0, ..., xm}) como en la construcción de

A. Es decir xm+1 es el mińımo tal que xm+1 ∈ (A0 ∩ A1... ∩ Am) y xm+1 6= xk con

k ∈ {1, ..m}. Esto asegura que cada xm+1 es distinto de los {x0, x1, ..., xm} tomados

en los pasos anteriores. Por lo que A = {xn : n ∈ ω} es infinito.

Para 2) hay que verificar que (A \ An) es finito para cada n ∈ ω. Notemos que de

la construcción de A = {xi : i ∈ ω} se sigue que An ⊇ {xn+1 : n ≤ κ + 1}. Para
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convencernos de esto fijémonos en (n ≤ k + 1) y tomemos algún k + 1, escojamos

como antes xk = xr+1 = min [(
⋂r
i=0Ai) \ {x0, .., xr}], es decir xr+1 es el mı́nimo en

(
⋂r
i=0Ai) y distinto de {x0, .., xr} esto para toda n.

Esto asegura que xk+1 ∈ An. Por lo tanto An ⊇ {xk : n ≤ k+ 1}. Ahora observemos

que (A \ An) ⊇ {xn : n ∈ ω} \ {xk+1 : n ≤ k + 1} = {x0, ...xn} finito. Por lo tanto

A ⊆∗ An para todo n ∈ ω.

Finalemente de 1) y 2) se sigue que A es una pseudointersección de F . Aśı concluimos

que ω < p.

Para la segunda desigualdad, el Lema 2.16, afirma que toda torre es centrada sin

pseudointersección y de la definición 2.12 se sigue que p es la mı́nima cardinalidad

de una familia de este tipo. Esto implica que p ≤ t.

Para la tercera desigualdad, sabemos que una torre es una familia T = {Aα : α ∈
β} ⊆ ℘(ω) entonces |T | ≤ |℘(ω)| = c. Existe una torre de tamaño c �

La prueba del siguiente resultado se dió en 2017, debido al trabajo de Shelah y

Malliaris, cuestión fuera del alcance de este trabajo, sin embargo es posible consultar

la prueba en [19] o [25]

Teorema 2.19 (Malliaris-Shelah) p = t.

Lema 2.20 Si {Aα : α < κ} es una torre, entonces cof(κ) ≥ t.

Prueba : Sea λ < t. Supongamos que existe f : λ −→ κ cofinal, entonces para todo

α < κ existe βα < λ tal que f(βα) > α. Esto implica que Af(βα) ⊆∗ Aα. Como

λ < t entonces la familia {Af(βα) : βα < λ} tiene pseudointersección A, es decir

A ⊆∗ Af(βα) ⊆∗ Aα, lo cual es contradictorio pues {Aα : α < κ} es una torre, por lo

tanto f no es cofinal. �

Corolario 2.21 t es regular.

Prueba : Del Lema 2.20 se sigue que cof(t) ≥ t. Esto implica que t es regular. �

Corolario 2.22 p es regular

Prueba : Del Teorema 2.19 sabemos que p = t. Esto implica que p es regular. �
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2.3. Axioma de Martin

Definición 2.23 Sea (P,≤) un orden parcial. Decimos que D ⊆ P es denso en P si

y solo si para todo p ∈ P existe q ∈ D tal que q ≤ p, léase ((q extiende a p)).

Ejemplo: Sean OX = {U ⊆ X : U es abierto no vaćıo} y X = R. Sea D = {(p, q) :

p < q ∈ Q}. Entonces D es denso en (OX ,⊆).

Definición 2.24 Dados p, q ∈ (P,≤). Si no existe r ∈ P tal que r ≤ p y r ≤ q, en

simbolos p ⊥ q, diremos que p y q son incompatibles.

Definición 2.25 Dado (P,≤) un orden parcial. A una colección A ⊆ P de elementos

incompatibles dos a dos, le llamaremos anticadena.

Definición 2.26 Dado (P,≤) un orden parcial, diremos que tiene la condición de la

cadena contable ó simplemente la ccc si y solo si toda anticadena tiene cardinalidad

numerable.

Definición 2.27 Sea G un subconjunto no vaćıo de 〈P,≤〉 un orden parcial. Con-

sideremos las siguientes condiciones.

i)Si p ∈ G y p ≤ q, entonces q ∈ G.

ii)Para toda p, q ∈ G, existe r ∈ G tal que r ≤ p y r ≤ q.
iii)Si D = {Dα : α < κ} ⊆ P es una familia de densos, entonces para todo α < κ se

tiene que (G ∩Dα) 6= ∅.

Si G cumple i) y ii) entonces G es filtro, si además se cumple iii) entonces G es filtro

D-genérico. Es bueno mencionar que la presente definición es una generalización de

la definición 1.33 utilizada para describir el espacio de ultrafiltros.

A continuación enunciaremos el Axioma de Martin ó simplemente (MA), por sus

siglas en inglés.

Definición 2.28 MAP(κ) es el siguiente enunciado: Dada D una familia de sub-

conjuntos densos de un orden parcial P, con |D| ≤ κ, existe un filtro D-genérico.

Definición 2.29 i)MA(κ) establece que MAP(κ) es verdadero para todo orden par-

cial P con la ccc. ii)MA establece que MA(κ) es verdadero para todo κ < c.

En el inciso d) del siguiente lema, veremos que MA(λ) falla, si λ ≥ c.

De ahora en adelante utilizaremos el conjunto constituido por las funciones de do-

minio ω e imagen un subconjunto de ω, usualmente denotado ωω = {f es función:

dom(f) = ω, im(f) ⊆ ω}. Cabe mencionar que |ωω| = c, ver Proposición 0.15.
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Lema 2.30 Veamos que los siguientes enunciados son verdaderos.

a)Para todo P 6= ∅. En ZFC se cumple MAP(ω), aún cuando P no tiene la ccc.

b)MA(c) es falso en ZFC.

c)MA(κ)⇒MA(λ) si λ ≤ κ.

d)Para todo λ > c, MA(λ) falla.

Prueba : Para probar a), tomemos un orden parcial P y D una familia numerable

de densos en P, fijémos p ∈ P y veamos que existe un G filtro en P tal que p ∈ G
y G ∩ D 6= ∅. Tomamos una lista de los densos D = {Dn : n ∈ ω}. Usando axioma

de elección y recursión sobre ω, escojamos rn ∈ P para todo n ∈ ω. En el paso

base tomemos r0 = p ∈ G. Notemos que para todo n ∈ ω existe rn+1 ∈ Dn tal que

rn+1 ≤ rn, pues Dn es denso en P.

Sea G = {q ∈ P : ∃n [rn ≤ q]}, veamos que cumple las condiciones de la definición

2.24 para ser un filtro D-génerico.

i) Si q ∈ G entonces q ∈ P y existe n ∈ ω tal que rn ≤ q. Ahora si q ≤ s entonces

(rn ≤ q ∧ q ≤ s) aśı se sigue que (rn ≤ s) por tanto s ∈ G.

ii) Tomemos q, s ∈ G, como q ∈ G existe a < ω tal que ra ≤ q. Análogamente como

s ∈ G existe b < ω tal que rb ≤ s. Ahora consideremos m= máx{a, b} entonces

tenemos que (rm ≤ ra ≤ q) ∧ (rm ≤ rb ≤ s) como queŕıamos.

iii) Sea n ∈ ω, se sigue que rn ≤ rn por lo tanto rn ∈ G y G ∩Dn 6= ∅.

Aśı de i), ii), iii) se sigue la existencia de un filtro D-genérico.

Para probar b) es necesario verificar que MAP(c) falla. Para esto consideremos el

orden parcial dado por el conjunto de las funciones f : X −→ Y , con X,Y ⊆ ω

subconjuntos finitos, denotado por Fn(ω, ω) y lo ordenaremos con la contención

invertida es decir P = 〈Fn(ω, ω),⊇〉. Si G es un filtro en P = 〈Fn(ω, ω),⊇〉, se

cumple que dadas p, q ∈ G, como p y q son funciones compatibles coinciden en

la intersección de sus dominios. Es decir p, q ∈ Fn(ω, ω) son compatibles si existe

r ∈ P = 〈Fn(ω, ω),⊇〉 tal que extiende a p y q es decir p, q ⊆ r aśı p ∪ q ⊆ r. Si

n ∈ dom(p) ∩ dom(q) implica que existe a ∈ ω tal que p(n) = a y si n ∈ dom(q)

entonces existe b ∈ ω tal que q(n) = b. Aśı (n, a), (n, b) ∈ r, como r es función se

sigue que r(n) = a = b. De lo anterior concluimos: Si n ∈ dom(p)∩ dom(q) entonces

p(n) = q(n).
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Afirmación: Si G es un filtro genérico, entonces fG =
⋃
G es una función, como cada

p ∈ G es una función, los elementos de
⋃
G son pares ordenados. Sea (n,m) ∈

⋃
G

entonces existe p ∈ G tal que p(n) = m. Si existe (n, k) ∈
⋃
G entonces existe q ∈ G

tal que (n, k) ∈ q es decir q(n) = k. Como p, q son compatibles, por lo dicho en el

párrafo anterior esto implica que p(n) = q(n) = k, esto implica que k = m. Por

lo tanto
⋃
G es función. Aśı dom(

⋃
G) =

⋃
p∈G dom(p), im(

⋃
G) =

⋃
p∈G im(p).

Aśı la unión de esas funciones, es la función fG =
⋃
G cuyo dom (fG) ⊆ ω y cuya

im(fG) ⊆ ω.

Queremos que fG cumpla ciertas ((propiedades deseadas)). En este caso queremos

convencernos de que MAP(c) falla, para esto consideraremos los conjuntos: 1) Di =

{q ∈ P : i ∈ dom(q)}, con i ∈ ω y 2) Eh = {q ∈ P : q * h}, con h ∈ ωω. Veamos que

ambos conjuntos son densos en P.

Para 1) tomemos cualquier función p ∈ P y veamos que existe q ∈ Di tal que q ≤ p,
sea s = dom(p), tenemos dos casos, donde i ∈ dom(p) ó donde i /∈ dom(p), en el

primer caso tendŕıamos que p ∈ Di y como la relación ⊆ en P es reflexiva, tenemos

que (p ≤ p). Ahora si i /∈ dom(p) simplemente definimos q = p ∪ {(i, 0)} entonces

(q ⊇ p), q ≤ p es decir, ((q extiende a p)) con q ∈ Di. Notemos que esto lo podemos

hacer para cualquier p ∈ P, esto muestra que Di es denso en P.

Para 2) tomando p ∈ P podemos escoger una i ∈ (ω \ dom(p)) y j ∈ (ω \ {h(i)})
y definir q = p ∪ {(i, j)} notemos que (p ⊆ q) es decir ((q extiende a p)) y como

(i, j) ∈ (q \ h) entonces q * h.

Observemos lo que sucede si G intersecta a todos los densos en 1) y 2) respectiva-

mente.

i) Si G∩Di 6= ∅ esto implica que existe p ∈ G∩Di. Entonces i ∈ dom(p) para todo

i ∈ ω. Como p ⊆
⋃
G = fG, i ∈ dom(fG). Aśı dom(fG) = ω por lo que fG ∈ ωω.

ii) Ahora si G intersecta a Eh, para h ∈ ωω, entonces existe p ∈ G ∩ Eh por lo que

p * h, es decir existe (i, j) ∈ (p \ h). Como p ⊆
⋃
G = fG entonces (i, j) ∈ (fG \ h).

Por lo tanto h 6= fG. Si esto pasa para toda h ∈ ωω tendŕıamos que fG /∈ ωω

Notemos que i) y ii) nos llevan a una contradicción que sucederá, sólo si existe un

filtro G que intersecte a los densos de 1) y 2). Dicho filtro lo obtendremos de aplicar

el Axioma de Martin, para esto nos encargaremos de verificar que en P se cumplen

las condiciones suficientes para su aplicación. En 1) y 2) vimos que ambos conjuntos
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son densos, esto nos será de utilidad al declarar la familia de densos, que nos llevará

a la contradicción buscada.

Antes veamos que P = Fn(ω, ω) tiene la ccc. Esto sucede pues X,Y = ω tenemos

que P = Fn(ω, ω) = {p función: dom(p) ⊆ X, im(p) ⊆ Y y dom(p) es finito }, esto

implica que Fn(ω, ω) ⊆ {X ⊆ ω × ω : X es finito} es numerable, por lo tanto tiene

la ccc.

Consideremos la familia de densos |D| = c, dada como resultado de unir las familias

de densos en 1) y 2) respectivamente: D = {Di : i ∈ ω} ∪ {Eh : h ∈ ωω}. Esto

completa las condiciones para aplicar MA.

Supongamos que MA(c) es verdadero, es decir existe G filtro D-genérico, que inter-

secta los ω densos Di para todo i ∈ dom(p), esto implica que f ∈ ωω y de intersectar

a los c densos Eh, para toda h ∈ ωω, esto implica que fG * h para toda h ∈ ωω, esto

implica que en este caso fG /∈ ωω. Aśı se sigue que fG 6= fG, lo cual es contradictorio,

por lo que concluimos que MA(c) falla.

Para probar c) sean λ ≤ κ cardinales infinitos y suponemos MA(κ). Se sigue que

dada D una una familia de densos con |D| ≤ κ existe un G filtro D-genérico. Notemos

que si (λ ≤ κ) y tomamos una familia de densos con |D| ≤ λ ≤ κ, el mismo G filtro

nos sirve para MA(λ) pues (λ ≤ κ). Es decir que si MA(κ) se cumple entonces

MA(λ) también se cumple.

Para probar d), sabemos del inciso b) que MA(c) falla. Ahora si λ ≥ c, de la

contrapositiva de c) tenemos que si MA(c) falla entonces MA(λ) también falla.�

Teorema 2.31 Para cualquier κ cardinal regular no numerable, es consistente que

MA+ c = κ, ver [18] página 364.

Definición 2.32 〈P,≤〉 es σ-centrado si podemos escribir P =
⋃
n∈ω Pn y para toda

n ∈ ω y {qi : i ≤ k < ω} ⊆ Pn, existe r ∈ Pn tal que r ≤ qi, para todo i ≤ k.

Proposición 2.33 Si P es σ-centrado entonces tiene la ccc.

Prueba : Como P es σ-centrado tenemos que P =
⋃
n∈ω Pn, si P no tiene la ccc,

entonces podemos tomar A ⊆ P anticadena no numerable, es decir que A ∩ P =

A ∩ (
⋃
{Pn : n ∈ ω}), podemos ver a A =

⋃
n∈ω{A ∩ Pn}, notemos que el lado

derecho de la igualdad es una unión numerable de numerables, la cual sabemos es

numerable. Ahora, si A es no numerable entonces existe n ∈ ω tal que n ∈ (A∩ Pn)

no numerable. Tomemos q, s ∈ A ∩ Pn, como P es σ-centrado, existe r ∈ P tal que
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(r ≤ q, s). Esto implica que (q y s) son compatibles pero q, s ∈ A es decir (q y s)

son incompatibles, lo cual es contradictorio. �

Del lema 2.30 sabemos que MA(c) falla. Aśı podemos definir el mı́nimo cardinal

donde (MA) falla, como en la siguiente definición.

Definición 2.34 m= min{κ : MA(κ) falla}.

Teorema 2.35 m ≤ p

Prueba : Supongamos que κ < m y probemos que κ < p. Para esto tomemos una

familia A = {Aα : α < κ} ⊆ [ω]ω centrada y veamos que tiene pseudointersección

K. Para esto usaremos el Axioma de Martin, empezaremos definiendo P = {p =

(Sp,Wp) : Sp ∈ [ω]<ω ,Wp ∈ [A]<ω}. Intuitivamente entenderemos a p como una

condición de P que ((dice algo)) de K : Sp como una aproximación interna finita

hacia K, es decir Sp ⊆ K y el Wp promete que para todo Z ∈ Wp, (K \ Sp) ⊆ Z ó

equivalentemente (K \ Z) ⊆ Sp, esto garantiza que K ⊆∗ Z.

Lo dicho anteriormente nos da una idea intuitiva de como funcionará nuestro orden.

Definamos formalmente, el orden parcial que describe las ideas anteriores.

Diremos que q ≤ p (((q dice mas que p)) ó (( q extiende a p))) si y solo si se cumple lo

siguiente:

a) Sq ⊇ Sp (((q es mejor aproximación que p)))

b) Wq ⊇Wp (((q promete más que p)))

c) ∀Z ∈Wp, [(Sq \ Sp) ⊆ Z] (((q no rompe la promesa hecha por p)))

Veamos que ≤ aśı definido es efectivamente un orden parcial.(≤ es reflexiva, anti-

simétrica y transitiva.)

1) ≤ es reflexiva. Para toda condición p ∈ P se cumple que

a) Sp ⊆ Sp,
b) Wp ⊆Wp,

c) ∀Z ∈Wp [(Sp \ Sp) ⊆ Z] pues (Sp \ Sp) = ∅.

2) ≤ es antisimétrica.

Supongamos que para p, q ∈ P, se cumple (p ≤ q) ∧ (q ≤ p) entonces tenemos:

a) Sp ⊆ Sp ∧ Sq ⊆ Sp esto implica que Sq = Sp.
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b) Wp ⊆Wq ∧Wq ⊆Wp esto implica que Wq = Wp. Por lo tanto p = q.

3) ≤ es transitiva.

Tomemos p, q, r ∈ P condiciones tales que (p ≤ q) ∧ (q ≤ r). Veamos que p ≤ r.
Como (p ≤ q) ∧ (q ≤ r) entonces se cumple:

a) Sp ⊇ Sq
b) Wp ⊇Wq

c) ∀Z ∈Wq, [(Sp \ Sq) ⊆ Z]∧
a’) Sq ⊇ Sr
b’) Wq ⊇Wr

c’) ∀Z ∈Wr, [(Sq \ Sr) ⊆ Z] . (Respectivamente).

Aśı de a) y a’) tenemos a”) Sp ⊇ Sq ⊇ Sr.
De b) y b’) tenemos b”) Wp ⊇Wq ⊇Wr.

Por último hay que verificar que se cumple c”)∀Z ∈ Wr, [Sp \ Sr ⊆ Z], para esto

supondremos verdaderas las condiciones c) y c’). De c) tenemos que para todo Z ∈
Wq, [(Sp \ Sq) ⊆ Z] y de c’) tenemos que para todo Z ∈Wr, [(Sq \ Sr) ⊆ Z].

Como es usual tomemos Z0 ∈ Wr y veamos que si n ∈ (Sp \ Sr) es decir n ∈ (Sp

y n /∈ Sr entonces n ∈ Z0. Notemos que si n ∈ Sp, puede pasar que n ∈ Sq ó

n /∈ Sq. Si n ∈ Sq como n /∈ Sr tenemos que n ∈ (Sq \ Sr), aplicando c’) tenemos

que (Sq \ Sr) ⊆ Z0. Ahora si n /∈ Sq tenemos que n ∈ (Sp \ Sq), de b’) tenemos que

Wr ⊆Wq aśı si Z0 ∈Wr entonces Z0 ∈Wq, aplicando c) se sigue que (Sp \Sq) ⊆ Z0,

esto implica que n ∈ Z0. Aśı en ambos casos n ∈ Z0, por lo tanto se cumple c”).

Notemos que a”), b”) y c”) son condiciones suficientes para que p ≤ r, por lo que ≤
es transitiva.

Por último de 1), 2) y 3) se concluye que el conjunto 〈P,≤〉 aśı definido, es un orden

parcial.

Como queremos aplicar el Axioma de Martin a P, hay que verificar que cumple las

condiciones requeridas de acuerdo a la definición 2.29.

Observación: Si Sq = Sp entonces c) se cumple por vacuidad. Ahora si Sq = Sp

entonces p y q son compatibles: la condición (Sp,Wp ∪Wq) extiende a p y q.

Veamos que esto implica que P tiene la ccc. Para esto veamos que P es σ-centrado,

después la proposición 2.33, justifica lo querido. Sea [ω]<ω = {Sn : n < ω} y Pn =
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{p ∈ P : Sp = Sn} el conjunto de las condiciones en P, tales que en la primer

entrada tienen el valor Sn. Fijémos n ∈ ω y tomemos p, q ∈ Pn, aśı tenemos que

p = (Sn,Wp) y q = (Sn,Wq). De la observación anterior, se sigue que la condición

(Sn,Wp ∪Wq) ∈ P y extiende a p y q. Aśı P es σ-centrado.

Veamos que Dn = {p ∈ P : |Sp| ≥ n} es denso en P, por inducción sobre n ∈ ω.

Tomemos p ∈ P y veamos que existe r ∈ Dn tal que r ≤ p. Sea p = (Sp,Wp). Si

n = 0, hacemos r = p y tenemos que r ≤ p.

Por hipótesis de inducción, supongamos que Dn−1 es denso, entonces existe q =

(Sq,Wq) ∈ Dn−1 tal que (q ≤ p). Como q ∈ Dn−1 entonces n − 1 ≤ |Sq|. Notemos

también que Wp ⊆ A centrada, por lo que |
⋂
Wp| = ω, esto nos permite tomar

{t} ∈ (
⋂
Wp\dom(q)), ya que el dom(q) es finito. Ahora definamos r = (Sq∪{t},Wq).

Veamos que r ≤ q, para esto será suficiente con verificar a), b), c) de P.

De la definición de r tenemos a) Sq ⊆ Sq ∪ {t}, como Wq = Wr se cumple b)

y por último notemos que (Sr \ Sq) = {t} ⊆
⋂
Wq, por lo que para todo Z ∈

Wq, (Sr \ Sq) ⊆ Z, se cumple c). Esto implica que r ≤ q ≤ p, aśı r ≤ p, además

|Sr| = |Sq|+ 1 ≥ (n− 1) + 1 = n, por lo que r ∈ Dn. Esto verifica que Dn es denso

en P.

Para A ∈ A, consideremos el conjunto EA = {p ∈ P : A ∈ Wp}. Veamos que es

denso, para esto dado p ∈ P, sea q = (Sp,Wp ∪ {A}). Veamos que q ≤ p, para

esto basta ver que se cumple a), b), c) de P. Como Sp = Sq se cumple a), como

Wq = Wp ∪{A} ⊇Wp se cumple b) y como (Sp \Sq) = ∅ ⊆ Z, para todo Z ∈Wp se

cumple c). Entonces q ∈ EA y EA es denso. Notemos que con esto hemos terminado

de verificar las condiciones suficientes para aplicar el Axioma de Martin.

Como |A| = κ < m entonces el conjunto D = {EA : A ∈ A} ∪ {Dn : n ∈ ω} es

denso y cumple |D| = κ. Aplicando MA(κ) existe un G filtro D-genérico, como Dn

es denso para todo n ∈ ω, al conjunto de todas las aproximaciones finitas elegidas

por el filtro G, lo denotaremos KG = {
⋃
Sp : p ∈ G}.

Veamos que |KG| = ω. Sea n ∈ ω, existe p ∈ G∩Dn como p ∈ Dn entonces |Sp| ≥ n,

como Sp ⊆ KG, se sigue que |Sp| ≤ |KG| y por definición n ≤ |KG|. Además KG ⊆ ω
por lo que |KG| = ω. Al momento tenemos que KG es infinito, para concluir que KG

es una pseudointersección de A, nos falta verificar que para todo A ∈ A se cumple

que |KG \A| < ω.

Sea p ∈ G ∩ EA, como p ∈ EA entonces A ∈ Wp, veamos que (KG \ Sp) ⊆ A.

Tomemos n ∈ (KG \ Sp) entonces existe q ∈ G tal que n ∈ Sq, como p, q ∈ G existe
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r ∈ G tal que (r ≤ p, q) es decir Sq ⊆ Sr. Aśı n ∈ Sr entonces n ∈ Sr y n /∈ Sp

entonces n ∈ (Sr \ Sp) ⊆ Z, para todo Z ∈Wp, esto por c) de r ≤ p.
Como A ∈Wp entonces n ∈ A. Esto implica que (KG \ Sp) ⊆ A ó equivalentemente

(KG \A) ⊆ Sp, por lo que (KG \A) es finito, es decir que KG ⊆∗ A para todo A ∈ A.

Esto verifica que KG es una pseudointersección de A, lo que implica que m ≤ p. �

Corolario 2.36 (MA) implica que p = c.

En el Teorema 2.35 vimos que a cualquier familia de tamaño menor que c, es posible

construirle una pseudointersección usando el Axioma de Martin entonces m < p y

como (MA) falla en c entonces p = c.�

2.4. Ultrafiltros y el cardinal p.

Recordemos que en el lema 1.60, probamos que βω no es metrizable. Como cada

espacio métrico es primero numerable, para todo x ∈M con ε > 0, es posible definir

una familia B(x, ε) = {y ∈M : d(x, y) < ε} tal que se cumpla que
⋂
n∈ω B(x, 2−n) =

{x}. Justamente la prueba del lema 1.60, se redujo a verificar que esto no es posible

en ω∗, pues cualquier colección numerable de abiertos con intersección no vaćıa,

tiene mas de un punto en su intersección, por lo que ω∗ no es primero numerable

y por tanto no es metrizable. En la presente sección nos ocuparemos de responder

la siguiente pregunta: ¿Es posible en (κ > ω) pasos, asegurar que
⋂
κ≥ω{Aα : α ≤

κ} = {p}, con p ∈ ω∗?

Definición 2.37 B es una base local en p, si para todo p ∈ V abierto, existe U ∈ B
tal que p ∈ U ⊆ V.

Definición 2.38 Dado X espacio topológico y p ∈ X, decimos que X tiene una base

linealmente ordenada en p, si existe un cardinal (κ ≥ ω) y B = {Uα : α < κ} es una

base local en p, que ademas cumple que si α < β < κ entonces Uβ ⊆ Uα.

Lema 2.39 Sea X un espacio topológico, p ∈ X, B = {Uα : α < κ} base linealmente

ordenada en p y f : λ → κ cofinal, entonces {Uf(α) : α < λ} es base linealmente

ordenada en p.

Prueba : Sea p ∈ V un abierto, como B es base local de p, existe β ∈ κ tal que

p ∈ Uβ ⊆ V y como f : λ→ κ es cofinal existe α ∈ λ tal que f(α) > β, esto implica

que Uf(α) ⊆ Uβ ⊆ V. Aśı p ∈ Uf(α) ⊆ V.�

De la Afirmación 2.2 se sigue que el conjunto {A∗ : A ⊆ ω} es una base para ω∗.
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Lema 2.40 Sea p ∈ ω∗ con una base linealmente ordenada. Existe κ ≥ ω cardinal

regular y {Aα : α < κ} ⊆ p que cumple:

1) {Aα : α < κ} ⊆ p es torre.

2) {Aα : α < κ} ⊆ p, genera al ultrafiltro libre p ∈ ω∗, i.e, para todo B ∈ p existe

α ∈ κ tal que Aα ⊆∗ B.

Prueba : Supongamos que existe B = {Uα : α < κ} que cumple:

·) Ser base local: para todo W abierto en ω∗ con p ∈ ω∗ y p ∈ W , existe α < κ tal

que p ∈ Uα ⊆W .

··) Para todo α < β < κ se tiene que Uβ ⊆ Uα.

Ahora del lema 2.39, supongamos sin pérdida de generalidad que κ es regular. Cons-

truyamos por recursión una familia {Aα : α < β} que cumpla lo querido en el lema

2.40.

La hipótesis de inducción:

a) Para todo (β < κ), {Aα : α < β} ⊆ p. Cumple que si α < β < γ entonces

Aγ (∗ Aα.

b)Para todo α < β se tiene A∗α ⊆ Uα.

Paso β. Por hipótesis de inducción tenemos que para todo α con Aα ∈ p entonces

p ∈ A∗α. Definimos f : β −→ κ, para cada α ∈ β, tenemos que p ∈ A∗α y por el lema

2.39, existe f(α) ∈ κ tal que p ∈ Uf(α) ⊆ A∗α. Como κ es regular existe γ ∈ κ tal que

γ ≥ f(α), para todo α ∈ β entonces tenemos que Uγ ⊆ Uf(α) ⊆ A∗α. Sin pérdida de

generalidad podemos suponer que γ > β entonces Uγ ⊆ Uβ. Sabemos también que el

conjunto {A∗ : A ⊆ ω} es base de ω∗, por tanto existe B ⊆ ω tal que p ∈ B∗ ⊆ Uγ .

Por el lema 1.60, existen al menos p, q ∈ Uγ distintos, lo que nos permite suponer

que B∗ ⊆ Uγ \ {q}. Esto asegura que B∗ ( Uγ . Aśı en el paso β, definimos Aβ = B.

Veamos que se cumplen a) y b) de la hipótesis de inducción.

De la construcción anterior tenemos que A∗β ( Uγ ⊆ A∗α, para α < β. Esto implica

que A∗β ( A∗α, aplicando el lema 2.8, tenemos Aβ (∗ Aα, por lo que se cumple a).

Para b) sabemos que A∗β ⊆ Uγ \ {q} ( Uγ ⊆ Uβ. Esto completa la construcción.

Dicho lo anterior veamos que se cumplen 1) y 2) del lema 2.40

Para 2) tomemos B ∈ p entonces p ∈ B∗, esto es posible ya que p es un ultrafiltro,

como B es base local existe Uα ∈ B tal que p ∈ A∗α ⊆ Uα ⊆ B∗ y del lema 2.8, se

sigue que Aα ⊆∗ B.
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Para terminar la prueba de 1) del lema 2.40, falta verificar que {Aα : α < κ} no tiene

pseudointersección. Tomemos C ⊆ ω y supongamos que C es pseudointersección,

como p es un ultrafiltro tenemos dos casos: i) C ∈ p ó ii) (ω \ C) ∈ p.

Caso i) Si C ∈ p entonces p ∈ C∗ por b) de la hipótesis de inducción, tenemos que

existe β < κ tal que p ∈ A∗β ⊆ Uβ ⊆ C∗ entonces A∗β ⊆ C∗ y por el lema 2.8 tenemos

que Aβ ⊆∗ C. Ahora si C es pseudointersección de {Aα : α < κ} esto implica que

C ⊆∗ Aα para todo α < κ.

Notemos que si β < α entonces Aα (∗ Aβ, aśı tenemos que C ⊆∗ Aα (∗ Aβ y del

caso i) sabemos que Aβ ⊆∗ C, por lo que C =∗ Aβ =∗ Aα, lo cual es contradictorio

por lo dicho en a) de la hipótesis de inducción.

Caso ii) Si (ω\C) ∈ p entonces p ∈ (ω\C)∗ = (ω∗\C∗). Notemos que (ω∗\C∗) es un

abierto en ω∗. Por b) de la construcción existe α < κ tal que p ∈ A∗α ⊆ Uα ⊆ (ω∗\C∗).
Esto implica que A∗α ⊆ (ω∗ \ C∗) entonces A∗α ∩ C∗ = ∅, el inciso 5) del lema 2.3,

implica que (Aα∩C) es finito. Notemos que C = (Aα∩C)∪(C \Aα), como (Aα∩C)

es finito, entonces (C \Aα) infinito, por lo tanto C *∗ Aα.

De i) y ii) se sigue que C no es pseudointersección de {Aα : α < β}. Esto verifica

1) del lema 2.40 y concluye la prueba del mismo. �

La moraleja del lema 2.40 es: si queremos un ultrafiltro p ∈ ω∗ con una base lineal-

mente ordenada, tendrá que ser generado por una una torre. Esto motiva el siguiente

teorema.

Teorema 2.41 Si t = c, existe un ultrafiltro generado por una torre.

Prueba : Enumeramos [ω]ω = {Bα : α < c} y construyamos por recursión una

familia {Aα : α < c} ⊆ [ω]ω que cumpla:

1) Para todo α < β < c, (Aβ (∗ Aα).

2) Para todo α < c, (Aα (∗ Bα) ∨ (Aα ∩Bα) =∗ ∅.

Para el paso base hacemos A0 = B0 y por vacuidad se cumple 1). Para 2) como

A0 = B0 entonces (A0 \B0) = ∅ esto implica que A0 ⊆∗ B0.

Para el paso 0 < γ < c. Definimos Aγ de la siguiente forma:

Caso i) Para todo α < γ, (Aα ∩Bγ) infinito.

Consideremos L = {Aα∩Bγ : α < γ} ⊆ [ω]ω y veamos que está ordenado con la casi

contención, es decir que para α < β < γ, (Aβ∩Bγ ⊆∗ Aα∩Bγ). Bastará con verificar
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la siguiente contención (Aβ ∩Bγ) \ (Aα ∩Bγ) ⊆ (Aβ \Aα), donde (Aβ \Aα) es finito

por hipótesis, notemos que dicha contención se cumple ya que es una instancia del

inciso i) del Lema 0.19. Esto verifica que L esta ordenada con la casi contención.

Para α < γ. Como γ < t = c. Existe una pseudointersección de L que llamaremos

Aγ . Es decir, Aγ ⊆∗ (Aα ∩ Bγ) ⊆ Bγ , por tanto Aγ ⊆∗ Bγ , se verifica 2). También

se cumple Aγ ⊆∗ (Aα ∩Bγ) ⊆ Aα, por tanto Aγ ⊆∗ Aα, se verifica 1).

Para el caso ii) existe α0 < γ donde (Aα0 ∩Bγ) es finito.

Definimos L = {Aα \ Bγ : α < γ}. Veamos que L ⊆ [ω]ω, para esto observemos la

siguiente igualdad Aα0 = (Aα0 ∩ Bγ) ∪ (Aα0 \ Bγ), por definición tenemos que Aα0

es infinito, (Aα0 ∩Bγ) es finito, aśı la igualdad obliga que (Aα0 \Bγ) sea infinito.

Si α0 < α. Observemos la siguiente igualdad Aα = (Aα \ Bγ) ∪ (Aα ∩ Bγ), ahora

como Aα es infinito y (Aα ∩ Bγ) finito, para justificar esto último, basta con notar

que por el orden en el caso i) tenemos que (Aα ∩ Bγ) \ (Aα0 ∩ Bγ) ⊆ (Aα \ Aα0),

de esta igualdad sabemos (Aα \ Aα0) es finito y (Aα0 ∩ Bγ) es finito, por lo tanto

(Aα ∩ Bγ) es finito como queŕıamos. Aclarado lo anterior esto obliga a que en este

caso también (Aα \Bγ) es infinito.

Si α < α0. Tenemos que (Aα0\Bγ)\(Aα\Bγ) ⊆ (Aα0\Aα) se cumple por ser instancia

del inciso ii) de Lema 0.17 y del orden con la casi contención en L, sabemos que

(Aα0 \Aα) es finito y (Aα0 \Bγ) es infinito ya que (Aα0 ∩Bγ) es finito por hipótesis

del caso ii). Esto obliga a que (Aα \Bγ) sea infinito. Aśı L ⊆ [ω]ω.

Ahora probemos que L que cumple el orden con la casi contención. Para esto hay

que verificar que (Aα \Bγ) ⊆∗ (Aα0 \Bγ). Esto se reduce a probar que (Aα \Bγ) \
(Aα0 \ Bγ) ⊆ (Aα \ Aα0) finito. Notemos que esta contención se cumple por ser

instancia del inciso ii) del Lema 0.19.

Como γ < c = t, definimos la pseudointersección Aγ de L. Entonces se sigue que

Aγ ⊆∗ (Aα \Bγ) para todo α < t. Por lo tanto Aγ ⊆∗ (Aα \Bγ) ⊆ Aα. Esto verifica

1).

Para 2) tenemos que Aγ ⊆∗ (A0 \ Bγ) = (A0 ∩ (ω \ Bγ)) ⊆ (ω \ Bγ) por lo tanto

Aγ ⊆∗ (ω \Bγ) es decir Aγ \ (ω \Bγ) es finito por lo tanto Aγ ∩Bγ es finito.

Ahora consideremos U = {B ∈ [ω]ω : ∃α < c(Aα ⊆∗ B)} y veamos que cumple:

a) U es filtro.

b) U es ultrafiltro.
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c) {Aα : α < c} es torre.

Para a) veamos que U cumple las condiciones de filtro.

i) ∅ /∈ U . Si ∅ ∈ U existe α < c, tal que Aα ⊆∗ ∅ es decir que (Aα \ ∅) = Aα es finito,

lo cual es contradictorio pues Aα es infinito.

ii) ω ∈ U , como A0 ⊆∗ ω entonces ω ∈ U .

iii) Dados C,D ∈ U existen α < β tales que Aα ⊆∗ C y Aβ ⊆∗ D es decir (Aα \C) y

(Aβ\D) son ambos conjuntos finitos y como Aβ ⊆∗ Aα entonces (Aα\C)∪(Aβ\D) =

Aβ \ (C ∩D) es finito. Esto implica que Aβ ⊆∗ (C ∩D), por lo tanto (C ∩D) ∈ U .

iv) Dado J ∈ U y B ⊆ ω tal que J ⊆ B, existe α < c tal que Aα ⊆∗ J entonces

Aα ⊆∗ B. Aśı B ∈ U .

De las condiciones i), ii), iii) y iv) se sigue que U es un filtro.

Para b) verifiquemos que U es un ultrafiltro, bastará con mostrar que para todo

B ∈ [ω]ω se cumple alguna de las siguienes condiciones: (B ∈ U) ∨ (ω \B) ∈ U , ver

Lema 1.36. Verifiquemos los siguientes casos:

Caso 1) B es finito, notemos que A0 ⊆∗ (ω \ B) pues (A0 \ (ω \ B)) = A0 ∩ B ⊆ B

es finito. Aśı (ω \B) ∈ U .
Caso 2) B es infinito, existe γ < c tal que Bγ = B.

Caso 2a) Aγ ⊆∗ Bγ entonces Bγ ∈ U .
Caso 2b) Aγ ∩ Bγ =∗ ∅ entonces Aγ ∩ Bγ = Aγ \ (ω \ Bγ) es finito. Por lo tanto

Aγ ⊆∗ (ω \Bγ), aśı (ω \Bγ) ∈ U .

Para c) supongamos que {Aα : α < c} no es torre, esto implica que existe B ⊆ ω

que es pseudointersección de {Aα : α < c} es decir que B ⊆∗ Aα para todo α < c.

Notemos que por el inciso b) tenemos 2 casos:

1) B ∈ U , entonces existe α < c tal que Aα ⊆∗ B, por el orden en {Aα : α <

c} tenemos que Aα+1 ⊆∗ Aα y de lo dicho anteriormente Aα ⊆∗ B juntando los

enunciados tenemos que Aα+1 ⊆∗ Aα ⊆∗ B y como B es pseudointersección B ⊆∗

Aα+1. Esto implica que Aα+1 =∗ Aα lo cual es contradictorio pues α < α + 1, por

lo tanto {Aα : α < c} no tiene pseudointersección.

2) (ω \B) ∈ U , existe α < c tal que Aα ⊆∗ (ω \B) es decir Aα \(ω \B) = (Aα∩B) es

finito, como B es pseudointersección tenemos que B ⊆∗ Aα es decir que (B \Aα) es
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finito. Ahora como la unión de finitos es finita tenemos que B = (Aα∩B)∪ (B \Aα)

es finito, lo cual es contradictorio, pues si B es pseudointersección no puede ser finito.

De 1) y 2) se cumple c). �

Ahora responderemos afirmativamente, a la pregunta que motivó la presente sección,

para esto consideremos U = {B ∈ [ω]ω : ∃α < c(Aα ⊆∗ B)} ultrafiltro como en la

prueba del Teorema 2.41.

Notemos que:

•) Para todo α < κ, (Aα ∈ U) entonces U ∈ A∗α.
••) Si V ∈ (

⋂
α<κA

∗
α) entonces V ∈ A∗α para todo α < κ, de manera equivalente

Aα ∈ V. Dicho lo anterior veamos que U ⊆ V.

Para esto tomemos B ∈ U entonces existe β < κ(Aβ ⊆∗ B) es decir que (Aβ \B) es

finito entonces (ω \ (Aβ \B)) es cofinito.

Ahora veamos que se cumple la siguiente contención a la que llamaremos:

(?) Aβ ∩ (ω \ (Aβ \ B)) ⊆ B. Tomemos p ∈ Aβ ∩ (ω \ (Aβ \ B)) tenemos que

(p ∈ Aβ ∧ p ∈ ω) y p /∈ (Aβ \ B) es decir p /∈ Aβ ó p ∈ B, tenemos los siguientes

casos:

i) (p ∈ Aβ ∧ p /∈ Aβ), es contradictorio.

ii) (p ∈ Aβ ∧ p ∈ B) entonces p ∈ (Aβ ∩B) ⊆ B, por este caso se cumple (?).

Notemos que Aβ ∈ V por ••). Sabemos que (Aβ\B) es finito entonces (ω\(Aβ\B)) es

cofinito por lo tanto (ω \ (Aβ \B)) ∈ V, pues V es un ultrafiltro libre y extiende a los

cofinitos ver Definición 1.42. Aśı tenemos que Aβ ∈ V y (ω \ (Aβ \B)) ∈ V entonces

por el inciso iii) de la Definición 1.33 de filtro tenemos que Aβ ∩ (ω \ (Aβ \B)) ∈ V
y por (?) se sigue que Aβ ∩ (ω \ (Aβ \B)) ⊆ B, del inciso iv) de la Definición 1.33

de filtro se sigue que B ∈ V. Esto prueba U ⊆ V, por último como son ultrafiltros

se sigue que U = V.

De ••) y •) se sigue que (
⋂
α<κA

∗
α) = {U}.

Motivación: En el Teorema 2.41, probamos que es consistente la existencia de ul-

trafiltros con base linealmente ordenada. Es natural preguntarse si es consistente

que no existan ultrafiltros con base linealmente ordenada, si esto fuese verdade-

ro tendŕıamos que el enunciado: ((tener base linealmente ordenada)), (hablando de

ultrafiltros libres), seŕıa un enunciado independiente.
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Definición 2.42 Un filtro F ⊆ [ω]ω es un P-filtro, si para todo {An : n < ω} ⊆ F ,

existe A ∈ F tal que es pseudointersección de {An : n < ω}.

Ejemplo: Fr es P-filtro y ω es pseudointersección de Fr, pues, B ∈ Fr ⇔ (ω \B) es

finito ⇔ (ω ⊆∗ B).

Definición 2.43 Un P-punto es un ultrafiltro P-filtro.

Teorema 2.44 Todo ultrafiltro con base linealmente ordenada es un P-punto.

Prueba : Sea U ultrafiltro con base linealmente ordenada. Por el Lema 2.40 U tiene

una base {Aα : α < κ} que es torre. De 2.20 sabemos que ω < t ≤ cof(κ). Sea

{Bn : n < ω} ⊆ U . Entonces para cada n ∈ ω existe αn ∈ κ con Aαn ⊆∗ Bn.

Tomemos β = sup{αn : n ∈ ω}. Como ω < cof(κ) entonces existe β ∈ κ. Esto

implica que Aβ ⊆∗ Aαn ⊆∗ Bn para toda n ∈ ω. Aśı Aβ es pseudointersección de

{Bn : n < ω}.�

Teorema 2.45 (ZFC) Para cada A ⊆ ω infinito, existe un ultrafiltro U ∈ A∗ que

no es P-punto.

Prueba : Sea A =
⋃
n∈ω An, una partición en conjuntos infinitos. Notemos que:

i) Para todo n ∈ ω, A∗n 6= ∅. Ver inciso 5), Lema 2.3.

ii) Para todo n ∈ ω,A∗n ⊆ A∗. Como (An \A) = ∅, esto implica que An ⊆∗ A y por

lema 2.8 tenemos lo querido A∗n ⊆ A∗.
iii) Para todo n 6= m, A∗n∩A∗m = ∅, con An 6= ∅ para todo n ∈ ω. Como An∩Am = ∅
entonces An ∩Am =∗ ∅ y por lema 2.8, tenemos lo querido A∗n ∩A∗m = ∅.

Del Lema 0.17, tenemos que todo conjunto infinito numerable en un compacto tiene

un punto de acumulación. Ahora como A∗ es compacto, existe U ∈ A∗ punto de

acumulación de la familia {Un : n ∈ ω} de ultrafiltros, ver Definición 0.16. Notemos

que para todo B ∈ U se tiene que U ∈ B∗ y {Un : n ∈ ω} ∩B∗ es infinito.

Observación: Para todo n ∈ ω, (Un 6= U). Por ii), si κ ∈ ω, m 6= k y Ak ∈ Uk
entonces Ak /∈ Um y por lo tanto (Um /∈ A∗k), entonces {Un : n ∈ ω} ∩ A∗k = {Uk} es

finito. Por tanto Uκ no satisface la Definición 0.16 que implica que U es punto de

acumulación de {Un : n ∈ ω}.

Afirmación: U no es un P -punto.

Para cada n ∈ ω, sea Bn ∈ (U \ Un) aśı {Bn : n ∈ ω} ⊆ U , veamos que no

tiene pseudointersección. Para esto supongamos existe B ∈ U pseudointersección
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de {Bn : n < ω} es decir que B ⊆∗ Bn ó equivalentemente B∗ ⊆ B∗n, para todo

n ∈ ω. Como Bn /∈ Un entonces Un /∈ B∗n en consecuencia Un /∈ B∗ por lo tanto

{Un : n ∈ ω} ∩ B∗ = ∅. Esto contradice que U es un punto de acumulación, ver

definición 0.16 �

La prueba del siguiente Corolario, se sigue directamente del Teorema 2.45.

Corolario 2.46 (ZFC)Existen ultrafiltros que no tienen base linealmente ordenada.

A continuación mencionaremos, algunos resultados, referentes a esta sección, que no

abordaremos debido a que se salen de los objetivos de este texto, al lector interesado

se le sugieren las siguientes referencias.

Teorema 2.47 (Shelah,78) Hay un modelo en ZFC sin P-puntos en ω∗, ver [10] , [26] , [7] , [6]

Teorema 2.48 (Chodounsky, Guzmán) En el modelo de Silver no hay P-puntos,

ver [6]

Corolario 2.49 En los modelos de los Teoremas 2.47 y 2.48, no existen ultrafiltros

con base linealmente ordenada.

Teorema 2.50 CH implica que todo P-punto es generado por una torre.

Teorema 2.51 (Balcar, Frankiewicz, Mills) Es consistente que cada ultrafiltro con-

tenga una torre, ver [2].

Teorema 2.52 (Brendle, Farkas, Verner) Dados (ω < λ < κ) regulares, existe una

extensión de forcing donde t = λ, c = κ y hay un P-punto sin torres, ver [5] .

En el modelo del Teorema 2.52 no existen ultrafiltros con base linealmente ordenada

por razones diferentes a 2.47 y 2.48.

2.5. Familias casi ajenas.

Definición 2.53 Una familia A es casi ajena si:

1) Para todo A ∈ A, A es infinito.

2) Para todo A,B ∈ A, si A 6= B entonces A ∩B es finito.

Ejemplo 2.54 Una familia de conjuntos infinitos ajenos por pares, es casi ajena.

Ejemplo 2.55 Existe una familia casi ajena A ⊆ [ω]ω con |A| = c.
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Prueba : Dada f ∈ ωω, definimos Af = {f � n : n ∈ ω}. Sea A′ = {Af : f ∈ ωω}.

Observación: Para f ∈ ωω y n ∈ ω tenemos, (f � n) ⊆ (ω × ω), aśı (f � n) ∈
[ω × ω]<ω . Entonces Af ⊆ [ω × ω]<ω .

Veamos que la familia A′ es casi ajena, para esto basta verificar 1) y 2) de la Defi-

nición 2.53.

Para 1) hay que ver que Af es infinita. Si n 6= m entonces |f � n| = n y |f � m| = m

por lo tanto (f � n) 6= (f � m). Aśı |Af | = ω.

Para 2) tomemos f 6= g ∈ ωω, hay que verificar que Af ∩ Ag es finito. Definamos

m = min{i : f(i) 6= g(i)}.
Bastará con verificar que se cumple la siguiente igualdad de conjuntos.

Afirmación: Af ∩Ag = {f � n : n ≤ m}.
⊆) Tomemos (f � r) ∈ Af ∩ Ag y veamos que r ≤ m. De lo contrario m < r y

Af 3 (f � r) = {(0, f(0)), (1, f(1)), ..., (m, f(m)), ...}. Como (f � r) ∈ Af ∩Ag existe

Ag 3 (g � k) = {(0, g(0), (1, g(1)), ..., (m, g(m)), ...} tal que (f � r) = (g � k), por

lo que k = dom(g � k) = dom(f � r) = r. Entonces (f � r) = (g � k) son iguales

entrada a entrada, es decir (m, f(m)) = (m, g(m)). Esto contradice la definición de

m, por lo tanto r ≤ m.

⊇) Sea n ≤ m veamos que (f � n) ∈ Af ∩ Ag, por definición (f � n) ∈ Af , si i < m

entonces f(i) = g(i) es decir f(0) = g(0), f(1) = g(1), ..., f(n−1) = g(n−1) es decir

que (f � n) = (g � n) ∈ Ag. Por lo tanto (f � n) ∈ Af ∩Ag.

Notemos que la Afirmación implica que si f 6= g entonces Af 6= Ag.

La doble contención verifica la igualdad querida y comprueba 2) de la Definición

2.53, por lo tanto A′ es casi ajena.

Sea ϕ : [ω × ω]<ω −→ ω inyectiva.

Si f ∈ ωω y n ∈ ω,(f � n) ∈ [ω × ω]<ω. Entonces ϕ(f � n) ∈ ω.

Ahora consideremos A = {ϕ [Af ] : f ∈ ωω} y veamos que cumple 1) y 2) de la

Definición 2.53.

Para 1) veamos que cada elemento en A es infinito.

Sea f ∈ ωω y consideramos n ∈ ω, Af = {(f � n) : n ∈ ω} entonces como dijimos

antes si n 6= m entonces (f � n) 6= (f � m). Como ϕ es inyectiva tenemos que

ϕ(f � n) 6= ϕ(f � m). Por lo tanto ϕ [Af ] = {ϕ(f � n) : n ∈ ω} es infinito.
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Para 2) tomamos f 6= g ∈ ωω y veamos que ϕ [Af ] ∩ ϕ [Ag] es finito, para esto

notemos que la igualdad ϕ [Af ] ∩ ϕ [Ag] = ϕ [Af ∩Ag] se cumple si ϕ es inyectiva.

De 1) y 2) se sigue que f 6= g implica ϕ [Af ] 6= ϕ [Ag]. Entonces A = {ϕ [Af ] : f ∈
ωω} es una familia casi ajena con |ωω| = c. �

En el siguiente Corolario utilizaremos la familia A del Ejemplo 2.55 para acotar por

abajo el número de ultrafiltros.

Corolario 2.56 Para todo A ⊆ ω infinito, |A∗| ≥ c

Prueba : Tomemos una familia casi ajena como en el Ejemplo 2.55, es decirA ⊆ [ω]ω

es una familia casi ajena, con |A| = c, dada por A = {Aα : α < c}. Sea h : ω −→ A

biyectiva, mediante h ((encajaremos)) a la familia casi ajena A en A . Aśı veremos

que la cardinalidad de c ≤ |A∗|. Para esto consideremos el conjunto de las imágenes

de h dado por A′ = {h [Aα] : α < c}. Sea h [Aα] = Bα para todo α < c.

Veamos que A′ cumple lo siguiente:

1) Sea α < c, por hipótesis Aα es infinito, entonces h [Aα] = Bα es infinito y por el

Lema 2.3 inciso 5) se sigue que B∗α 6= ∅.

2) Para todo α < β < c. Por hipótesis (Aα ∩ Aβ) es finito. Como h es inyectiva

h [Aα ∩Aβ] = h [Aα]∩h [Aβ] = Bα ∩Bβ es finito. Por último utilizando el Lema 2.3

inciso 5) se sigue que B∗α ∩B∗β = ∅.

3)Para todo α < c. Como h es biyectiva se sigue h [Aα] ⊆ A es decir Bα ⊆ A y como

(Bα \A) = ∅ entonces Bα ⊆∗ A. Por último del Lema 2.8 se sigue que B∗α ⊆ A∗.

Notemos que 1), 2), 3) implica que A∗ es partido en al menos c conjuntos ajenos,

pues {B∗α : α < c} es una familia ajena por pares, de conjuntos no vaćıos, contenida

en A∗. Por lo tanto |A∗| ≥ c. �

Observación 2.57 Es verdad que no hemos calculado |ω∗| pues este cálculo, se

sale del alcance de esta tesis, pero es posible consultar directamente en [23] donde

B.Posṕı̌sil establece que |ω∗| = 2c.

Lema 2.58 Sea A ⊆ [ω]ω casi ajena infinita numerable. Existe B ∈ [ω]ω \ A, tal

que A ∪ {B} es casi ajena.

Prueba : Por recursión definimos B = {bn : n ∈ ω} ⊆ ω infinito.



CAPÍTULO 2. INVARIANTES CARDINALES. 59

Sea A = {An : n ∈ ω}. Paso 0, b0 = min(A0), como A es infinita numerable y

distinta del vaćıo existe b0 ∈ A0. Ahora supongamos definido b0, b1, ..bn y definamos

el Paso n+ 1.

Para i ∈ {0, ..., n}, sea mi tal que Ai∩An+1 ⊆ mi. Escojamos bn+1 ∈ ω que cumpla:

a) Para todo i ∈ {0, ..., n}, bn+1 > mi,

b) Para todo i ∈ {0, ..., n}, bn+1 > bi,

c) bn+1 ∈ An+1.

Por b) tenemos que B es infinito. Esto verifica 1) de la Definición 2.53.

Afirmación: Para i ∈ {0, ..., n} veamos que bn+1 /∈ Ai.
Por c) se tiene que bn+1 ∈ An+1, afirmamos que bn+1 /∈ Ai. De lo contrario tenemos

que bn+1 ∈ Ai entonces bn+1 ∈ Ai ∩ An+1 ⊆ mi por lo tanto bn+1 < mi, esto

contradice a). Por lo que se cumple la Afirmación.

De la afirmación se sigue que An ∩B ⊆ {bi : i ≤ n} para todo n ∈ ω.

Veamos que {B} ∪ A cumple 2) de la Definición 2.53.

Caso i) An, Am ∈ A por hipótesis tienen intersección finita.

Caso ii) An ∈ A y B, de la Afirmación sabemos que |An ∩B| ≤ |{bi : i ≤ n}| finito.

De 1) y 2) tenemos que {B} ∪ A es casi ajena. Esto completa la prueba del Lema

2.57.�

Definición 2.59 A una familia A ⊆ [ω]ω casi ajena, infinita y maximal con la

contención, la llamaremos familia MAD, por sus siglas en ingles ((Maximal Almost

Disjoint)).

El Lema 2.58 implica que una familia casi ajena infinita numerable, no es MAD.

Observación 2.60 Sea M una familia MAD en A. Si B ⊆ A infinito entonces

existe M ∈M tal que M ∩B es infinito.

Prueba : De lo contrario tendŕıamos que existe B ⊆ A infinito, tal que para toda

M ∈ M se tiene que (B ∩M) es finito, entonces M∪ {B} es familia casi ajena y

M⊆M∪ {B}. Esto implica que M no es MAD en A, lo cual es contradictorio.�

En el siguiente ejemplo queremos resaltar el caso poco interesante, de cuando una

familia casi ajena finita, es maximal con la contención y justificar la importancia de

pedir en la Definición 2.59 que las familias casi ajenas sean infinitas.
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Ejemplo 2.61 Sea ω = (
⋃
i<nAi), una partición de ω en un número finito n ∈ ω,

de partes cada una infinita. Entonces si tomamos un B ∈ [ω]ω, dado que B es

infinito, necesariamente existe j ∈ n tal que |Aj ∩ B| = ω. Esto implica que si

hacemos {B} ∪ (
⋃
i<nAi) está familia ya no es casi ajena, pues no se cumple 2) de

la Definición 2.53. Por lo tanto {Ai : i < n} es una familia finita que es casi ajena

maximal.

Lema 2.62 Para toda familia A ⊆ [ω]ω casi ajena, existe M ⊆ [ω]ω que es MAD

con A ⊆M.

Prueba : La prueba se sigue de la aplicación del Lema 0.1 (Kuratowski-Zorn) sobre

el conjunto P = {B ⊆ [ω]ω : A ⊆ B, B es casi ajena}, ordenado con la contención.

Veamos que cumple las condiciones necesarias para la aplicación del Lema 0.1.

1)P es un orden parcial por estar ordenado con la contención.(reflexiva, antisimétrica

y transitiva). Notemos que P es no vaćıo, pues almenos A ∈ P.

2)Toda cadena C ⊆ P tiene cota superior. Tomemos una cadena C de elementos de P
por definición sabemos que para toda B ∈ C tenemos que A ⊆ B entonces A ⊆

⋃
C.

Esto implica que
⋃
C ∈ P.

Veamos que
⋃
C es casi ajena.

i) Tomemos A ∈
⋃
C, por definición existe B ∈ C tal que A ∈ B y como B es casi

ajena entonces A es infinito.

ii) Tomemos A,B ∈
⋃
C, por definición existen B0 ∈ C y B1 ∈ C tales que A ∈ B0 y

B ∈ B1. Como C es cadena se tiene que pasa una de las siguientes opciones: B0 ⊆ B1
ó B1 ⊆ B0, sin pérdida de generalidad supongamos que B0 ⊆ B1. Esto implica que

A,B ∈ B1 y como B1 es casi ajena se sigue que A∩B es finito. Esto verifica que
⋃
C

es casi ajena.

Una vez verificadas las condiciones 1) y 2) aplicamos el Lema 0.1 (Kuratowski-Zorn)

y aseguramos la existencia deM familia maximal en (P,⊆). Esto implica queM es

maximal en el sentido de la Definición 2.59. �

Definición 2.63 a = min{A ⊆ [ω]ω : A es MAD }

La prueba del siguiente Corolario se sigue del Lema 2.62 y el Ejemplo 2.55.

Corolario 2.64 Existe una MAD de tamaño c.
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Corolario 2.65 Si A ⊆ ω es infinito, existe M⊆ [A]ω familia MAD de tamaño c.

Prueba : En el Ejemplo 2.55 justificamos la existencia de una familia A casi ajena

de tamaño c, después en el Corolario 2.56 vimos como ((encajar)) la familia A =

{Aα : α < c} obtenida en el Ejemplo 2.55 en cualquier A ⊆ ω. Esto mediante la

biyección h : ω −→ A nos fijamos en las imágenes dadas por A′ = {h [Aα] : α < c},
la familia A′ obtenida de esta forma, será casi ajena de tamaño c, por último usando

el Lema 2.61 es posible extender A′ a una familia M que sea maximal. �

Corolario 2.66 ω < a ≤ c.

Prueba : La primera desigualdad se sigue del Lema 2.58 y para la segunda de-

sigualdad notemos que una familia MAD puede ser a lo más de tamaño c pues

|A| ≤ | [ω]ω | = c. �

A continuación probaremos que t ≤ a. No sin mencionar que la manera usual de

la prueba según las referencias conocidas, ([8] , [19]), se hace probando que t ≤ b,

después se prueba que b ≤ a, donde el invariante cardinal b denota al mińımo

cardinal necesario para la existencia de una familia de funciones en ωω no acotada.

Dado que abordar el cardinal b se sale de los objetivos de este trabajo, tomaremos el

siguiente camino: Probaremos que p ≤ a y usando el resultado de Malliaris-Shelah,

donde se verifica que p = t, ver [19] , tendremos como consecuencia el resultado

querido.

En este orden comencemos con el siguiente teorema.

Teorema 2.67 p ≤ a.

Prueba : Sea ω < κ < p. Como es usual tomaremos κ < p y veremos que κ < a.

Sea A = {Aα : α < κ} una familia casi ajena infinita, veamos que no es maximal.

Para cada F ∈ [κ]<ω sea BF = ω \
⋃
{Aα : α ∈ F}, consideremos B = {BF : F ∈

[κ]<ω \ {∅}}.
Observación 1. |B| ≤ | [κ]<ω | = κ

Observación 2. Para todo F ∈ [κ]<ω , |BF | = ω. Sea β ∈ (κ \ F ). Enumeramos

F = {α0, α1, .., αi}. Para j ≤ i, sea nj = max(Aαj ∩Aβ) y n = max{nj : j ≤ i}+ 1

aśı (Aβ \ n) ∩Aαj = ∅ para toda j ≤ i.
Notemos que (Aβ \n) ⊆ (ω \Aαj ) entonces por las leyes de De Morgan se sigue que

(Aβ\n) ⊆
⋂
j≤i(ω\Aαj ) = (ω\

⋃
j≤iAαj ). Dicho de otra forma (Aβ\(ω\

⋃
j≤iAαj ) ⊆
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n. Esto implica que Aβ ⊆∗ (ω \
⋃
j≤iAαj ) es decir Aβ ⊆∗ BF por lo tanto BF es

infinito.

Observación 3. B es centrada. Tomemos una cantidad finita de elementos de F

digamos F1, F2, ..., Fn ∈ [κ]<ω y les asignamos su respectivo BF1 , BF2 , .., BFn con

i ≤ n, si nos fijamos en su intersección tenemos BF1∩BF2∩..∩BFn = (ω\
⋃
Aj∈F1)∩

(ω \
⋃
Aj∈F2) ∩ .... ∩ (ω \

⋃
Aj∈Fn) = ω \ [(

⋃
Aj∈F1) ∪ (

⋃
Aj∈F2) ∪ ..

⋃
(Aj∈Fn)] =

ω \
⋃
{Aj : j ∈ F1 ∪ F2 ∪ ... ∪ Fn} = BF1∪...∪Fn , de la Observación 2, sabemos que

este conjunto es infinito.

Ahora como B es centrada de tamaño menor que p tiene pseudointersección, sea B

pseudointersección de B.

Afirmación.{B} ∪ {Aα : α < κ} es una familia casi ajena. Por definición de pseudo

interesección, B es infinito y se cumple 1) de la Definición 2.53. Para 2) si tomamos

A,B ∈ A por hipótesis tienen intersección finita, si Aα ∈ A y B, tenemos que

F = {α} ∈ [κ]<ω. Como B es pseudointersección tenemos que B ⊆∗ BF es decir

B \ (ω \Aα) = B ∩Aα es finito. Aśı en ambos casos la intesección es finita.�

Esto verifica el Teorema 2.67 y como dijimos antes se cumple también el siguiente

Corolario.

Corolario 2.68 t ≤ a

Para la prueba del siguiente Corolario. Recordemos que en el Corolario 2.36 vimos

que MA implica que p = c y del Teorema 2.67 sabemos que p ≤ a, entonces el

Axioma de Martin implica que a = c.

Corolario 2.69 MA implica que a = c.



Caṕıtulo 3

El invariante h

Para este caṕıtulo, tomamos algunas de las variantes conocidas del invariante h. De

[13], caṕıtulo 8, tomamos h1, h2. A su vez de [4] tomamos la definicion de h3. En

adelante nos ocuparemos de verificar que estas definiciones son equivalentes entre si.

3.1. Familias aplastantes

En ésta sección daremos las definiciones de h1 y h2 y veremos como se relacionan

entre si.

Definición 3.1 M = {A ⊆ [ω]ω es MAD} ⊆ ℘([ω]ω)

Definición 3.2 Una familia H = {Aα : α < κ} ⊆M es aplastante si cumple:

i) Para todo α < κ, Aα es MAD con |Aα| = c

ii) Para todo x ∈ [ω]ω existe α < κ y existen a, b ∈ Aα distintos, tales que (x ∩ a) y

(x ∩ b) son infinitos.

Como mención aclaratoria en la Definición 3.2 la palabra ((aplastante)) proviene de

la traducción directa del inglés ((shattering)) utilizada en [13].

Antes de continuar quiero agradecer a mis sinodales Osvaldo Guzmán y David

Fernández, que detectaron errores en la prueba de el siguiente teorema, que ya

han sido corregidos.

Teorema 3.3 Existe una familia aplastante de tamaño c.

Prueba : Recordemos que M = {A ⊆ [ω]ω : A es MAD } ⊆ ℘([ω]ω), tomemos el

subconjunto de las familias MAD de cardinalidad c de M, en śımbolos Mc = {A ∈
M : |A| = c}.

63
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Veamos que Mc tiene al menos c elementos.

Por el Corolario 2.64 existe una familia MAD de tamaño c, aśı Mc no es un conjunto

vaćıo, entonces tomemos A ∈Mc, A = {Aα : α < c}. Para cada α < c tenemos que

Aα ∈ A es un conjunto infinito, podemos obtener una familia MAD de tamaño c de

subconjuntos de Aα ver Corolario 2.64, en śımbolos: Aα = {Aα,β : β < c} ⊆ [Aα]ω.

Dicho lo anterior definamos para cada α < c.

Mα = {Aβ : α 6= β < c} ∪ {Aα,β : β < c}. Notemos que cada uniendo es casi ajeno

pues proviene de la familia casi ajena A ∈Mc.

Veamos que para todo α < c, Mα es familia MAD, Definición 2.53.

1) Si A ∈ Mα entonces A ∈ {Aβ : α 6= β < c} ó A ∈ {Aα,β : β < c}, en cualquier

caso A es infinito pues ambas son familias casi ajenas.

2) Si tomamos A 6= B ∈Mα, pueden suceder los siguientes casos:

i) A,B ambos en el mismo uniendo. Como cada uniendo es familia casi ajena tenemos

que (A ∩B) es finito.

ii) A está en un uniendo y B en el otro uniendo. En este caso supongamos sin

pérdida de generalidad que A ∈ {Aβ : β 6= α < c} y B ∈ {Aα,β : β < c}, entonces

tenemos que A = Aβ para algún β < c y B = Aα,γ para algún γ < c aśı tenemos

que A∩B = Aβ ∩Aα,γ ⊆ Aβ ∩Aα pues Aα,γ ⊆ Aα. Por definición de A se sigue que

Aβ ∩Aα es finito. Esto verifica que Mα es MAD.

Afirmación 1. Para todo α < c,Mα ∈Mc.

Esto se cumple pues {Aα,β : β < c} tiene cardinalidad c por definición.

Afirmación 2. Para todo α < β < c, Mα 6= Mβ. Por definición sabemos que

Aβ ∈ (Mα \Mβ). Esto verifica la afirmación 2 e implica que en Mc hay almenos c

familias MAD de tamaño c.

Afirmación 3. Mc es aplastante.

Para esto veamos que se cumple i) y ii) de la Definición 3.2.

Notemos que i) se cumple directamente de la definición de Mc.

Para ii) tomemos un x ∈ [ω]ω cualquiera y vamos a construirle una Ax que cumpla

ii), para esto sea x = (y ∪ z), una partición en conjuntos infinitos.

Ahora consideremos B = (ω \ x) ∪ z, notemos que B es infinito, pues z es infinito.
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Entonces por Corolario 2.64 existe {Bα : α < c} ⊆ [B]ω familia MAD de cardinali-

dad c.

Dicho lo anterior definimos Ax = {Bα : α < c} ∪ {y}. Veamos que es casi ajena.

Caso 1) si tomamos A,C ∈ {Bα : α < c} por definición provienen de una MAD.

Esto implica que (A ∩ C) es finito.

Caso 2) Veamos que y ⊆ ω es ajeno a Bα para todo α < c. Sabemos que y es infinito

por hipótesis pues x = (y ∪ z) es una partición y por definición de B = (ω \ x) ∪ z
tenemos que {y} es ajeno a B y por lo tanto también a su casi partición {Bα : α < c}.
Por lo tanto Ax es familia casi ajena.

A continuación enumeramos tres propiedades que nos ayudarán terminar la prueba

de que Mc es aplastante.

1) Ax ∈Mc.

Esto se cumple directamente de la definición de Ax.

2) |x ∩ y| = ω.

Por definición x = (z ∪ y) es una partición en conjuntos infinitos, aśı y ⊆ x entonces

y = (x ∩ y) es infinito.

3) Existe β < c, con |x ∩Bβ| = ω.

De la definición de B sabemos que z ⊆ B es infinito. Como {Bα : α < c} es una

MAD en B existe β < c tal que (Bβ ∩ z) es infinito y como (Bβ ∩ z) ⊆ (Bβ ∩ x)

entonces (Bβ ∩ x) es infinito también y se verifica 3).

Por último de 1), 2) y 3), se sigue que Ax ∈Mc y se verifica la Afirmación 3: Mc es

aplastante.

Notemos que de la prueba de la Afirmación 3 se sigue que la familia {Ax : x ⊆ ω}
tiene tamaño a lo mas c y es aplastante, pero no es claro que la cardinalidad de

{Ax : x ⊆ ω} sea de tamaño exactamente c, entonces tomemos M∗c de tamaño c tal

que {Ax : x ⊆ ω} ⊆ M∗c ⊆ Mc. Esto asegura que M∗c es una familia aplastante de

tamaño c. �

Definición 3.4 h1 se define como el mı́nimo cardinal de una familia aplastante.

La prueba del siguiente Corolario se sigue del Teorema 3.3.

Corolario 3.5 h1 ≤ c.
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Definición 3.6 La relación A0 v A1 en M, indica que A0 refina a A1, es decir que

para todo A ∈ A0 existe B ∈ A1 con A ⊆∗ B.

Recordemos que en la Observación 2.5, vimos que la ⊆∗ es un pre-orden. En el

siguiente lema veremos que análogamente v también lo es.

Lema 3.7 La relación v es un pre-orden en M

Prueba : Según la Definición 0.4, hay que verificar que v cumple 1) es reflexiva y

2) es transitiva en M.

Para 1) tomamos A0 ∈ M, para A ∈ A0 hay que ver que existe B ∈ A0 tal que

A ⊆∗ B, esto se cumple pues podemos tomar B = A y tenemos que (A \ A) = ∅
finito. Aśı A v A por lo tanto v es reflexiva.

Para 2) tomamos A0,A1,A2 ∈ M tales que A0 v A1 y A1 v A2, por hipótesis

sabemos que para todo A ∈ A0 existe B ∈ A1 tal que (A \B) es finito y para todo

B ∈ A1 existe D ∈ A2 tal que (B \ D) es finito. Entonces (A \ B) ∪ (B \ D) =

((A∪B)\D) = (A\D)∪ (B \D) ⊇ (A\D) es finito. Por tanto A ⊆∗ D con A ∈ A0

y D ∈ A2 arbitrarios. Esto implica que A0 v A2, aśı v es transitiva.

De 1) y 2) se sigue que v en M es un pre-orden.�

Por último recordemos que en la Observación 2.5, vimos que la casi contención no es

antisimétrica, de manera similar la relación v tampoco. Esto implica que v no es un

orden, según la definición 0.5. Sin embargo es posible probar el siguiente lema, antes

de enunciar el Lema haremos la siguiente Observación que nos será de utilidad.

Observación 3.8 Sea A una familia casi ajena y B,C ∈ A, si se cumple que

(B∩C) es infinito, entonces B = C. De lo contrario tendŕıamos B,C ∈ A distintos,

con intersección infinita, lo cual contradice la condición 2) de la Definición 2.53 ,

que dice que si B,C ∈ A y B 6= C entonces C ∩B es finito.

Lema 3.9 Si A0,A1 ∈ M cumplen que A0 v A1 y A1 v A0. Entonces existe una

biyección f : A0 −→ A1 tal que para todo A ∈ A0 se tiene que A =∗ f(A).

Prueba : Definamos f : A0 −→ A1. Dado A ∈ A0, f(A) se define como el único

elemento B ∈ A1 tal que A ⊆∗ B.

Veamos que f : A0 −→ A1 está bien definida. Supongamos que dado A ∈ A0 existen

B1, B2 ∈ A1 tales que A ⊆∗ B1 y A ⊆∗ B2. Como A1 v A0 para B1 ∈ A1 existe

AB ∈ A0 tal que B1 ⊆∗ AB y para B2 ∈ A1 existe AC ∈ A0 tal que B2 ⊆∗ AC .
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Juntando lo anterior tenemos A ⊆∗ B1 ⊆∗ AB y A ⊆∗ B2 ⊆∗ AC . Notemos

AC , AB, A ∈ A0 donde A0 es familia casi ajena.

Veamos que los conjuntos (AB ∩A), (AC ∩A) no son finitos.

Sabemos que A ⊆∗ B1 ⊆∗ AB, de la transitividad de la ⊆∗(Observación 2.5 ), se

sigue que (A\AB) es finito y A = (A\AB)∪ (A∩AB) es infinito, entonces (A∩AB)

es infinito.

Para ver que (AC ∩ A) no es finito, de manera similar, sabemos que A ⊆∗ AC
escribimos A = (A \ AC) ∪ (A ∩ AC) y como A es infinito entonces (A ∩ AC) es

infinito. Ahora como AC , AB, A ∈ A0 y sus intersecciones no son finitas no queda

otra opción que A = AB = AC , aśı tenemos que A ⊆∗ B1 ⊆∗ A ⊆∗ B2 ⊆∗ A
entonces B1 ⊆∗ B2 y B2 ⊆∗ B1, en consecuencia B2 = B1. Esto verifica que f está

bien definida.

Veamos que A =∗ f(A), para todo A ∈ A0. Sea A ∈ A0 v A1 para A ∈ A0, f(A) ∈
A1 es decir existe B ∈ A1 tal que A ⊆∗ f(A) = B. Como A1 v A0 existe C ∈ A0 tal

que f(A) ⊆∗ C. Juntando lo anterior tenemos A ⊆∗ f(A) ⊆∗ C. Como A,C ∈ A0

y (A ∩ C) es infinita, por lo dicho en la Observación 3.9, no hay mas opción que

A = C. Esto implica que A ⊆∗ f(A) ⊆∗ A por lo tanto A =∗ f(A).

Para ver que f : A0 −→ A1 es biyectiva, verifiquemos que cumple:

i) inyectiva

ii) sobre.

Para i) tomemos A1 6= A2 ∈ A0, de la definición de f se sigue que f(A1) =∗ A1 y

f(A2) =∗ A2 entonces f(A1) 6= f(A2) como queremos. De lo contrario tenemos que

A1 =∗ f(A1) =∗ f(A2) =∗ A2 lo cual es contradictorio pues A1 6=∗ A2.

Para ii) tomamos B ∈ A1, como A1 v A0 existe A ∈ A0 tal que B ⊆∗ A y como

A0 v A1 para A ∈ A0 existe C ∈ A1 tal que A ⊆∗ C, de ambos refinamientos

tenemos B ⊆∗ A ⊆∗ C y como B,C ∈ A1, de la Observación 3.8 se sigue que

B = C. Por lo tanto f(A) = B = C por la definición de f .

De i), ii) se verifica el Lema 3.9.�

Lema 3.10 Sea H ⊆ ℘([ω]ω) una familia aplastante. Entonces H no tiene cota

inferior en el orden v.

Prueba : Sea H = {Aα : α < κ} una familia aplastante y supongamos que tiene

como cota-v inferior una familia A ⊆ [ω]ω que es MAD. Sea x ∈ A, como H es

aplastante, por ii) de la definición 3.1 para β < κ existen a 6= b ∈ Aβ tales que
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|x ∩ a| = ω = |x ∩ b|. Como A es cota-v inferior de H, para x ∈ A existe c ∈ Aβ tal

que x ⊆∗ c es decir (x \ c) es finito. Ahora podemos escribir a x = (x \ c) ∪ (x ∩ c).
Como x es infinito y (x\c) finito entonces (x∩c) es infinito. Supongamos sin pérdida

de generalidad que c 6= b y observemos que (x ∩ b) = (x ∩ b ∩ c) ∪ (x ∩ b \ c), por

hipótesis (x ∩ b) es infinito. También sabemos que (x ∩ b \ c) ⊆ (x \ c) finito, por lo

que (x∩ b∩ c) es infinito, por último notemos que (x∩ b∩ c) ⊆ (b∩ c). Esto implica

que (b∩ c) es infinito y contradice que Aβ es MAD, pues b, c ∈ Aβ y no cumplen ii)

de la Definición 2.53.�

Definición 3.11 Sea h2 el mı́nimo tamaño de un subconjunto N ⊆ M sin cota

inferior en el orden v.

Corolario 3.12 h2 ≤ h1

Prueba : Sea H = {Aα : α < h1} una familia aplastante, por Lema 3.10 no tiene

cota inferior en el orden v. Entonces de la definición de h2 se sigue que |H| ≥ h2.

Esto implica que h1 ≥ h2.�

Lema 3.13 Sea A0,A1 ∈M. Existe B ∈M con B v A0, B v A1.

Prueba : Consideremos B = {A0 ∩ A1 : A0 ∈ A0, A1 ∈ A1} \ [ω]<ω y veamos que

cumple lo siguiente:

i) B refina a A0 y A1

ii) B es casi ajena.

iii) B ∈M

Para i) tomamos C ∈ B, por definición existen A0 ∈ A0 y A1 ∈ A1 con C = A0∩A1

entonces C ⊆ A0 aśı (C \A0) es finito, entonces C ⊆∗ A0. Esto implica que B v A0.

De manera análoga C ⊆ A1 aśı (C \ A1) es finito, entonces C ⊆∗ A1. Esto implica

que B v A1.

Para ii) veamos que B cumple 1) y 2) de la Definición 2.53.

Para 1) basta con mencionar que todos los elementos de B son infinitos por Defini-

ción.

Para 2) procederemos por contradicción, sean C1 6= C2 ∈ B y supongamos que

(C1 ∩C2) es infinita. Entonces C1 = (A1
0 ∩A1

1) y C2 = (A2
0 ∩A2

1) con A2
1, A

1
1 ∈ A1 y
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A1
0, A

2
0 ∈ A0, aśı (C1∩C2) = (A1

0∩A1
1)∩(A2

0∩A2
1) = (A1

0∩A2
0)∩(A2

1∩A1
1) en particular

(C1 ∩ C2) ⊆ (A1
0 ∩ A2

0) y (C1 ∩ C2) ⊆ (A1
1 ∩ A2

1), entonces de la Observación 3.9,

se sigue que A1
0 = A2

0 y A2
1 = A1

1. Ahora sin pérdida de generalidad utilizamos que

A1
0 = A2

0, A
2
1 = A1

1 para reescribir (C1 ∩C2) = (A1
0 ∩A2

0)∩ (A2
1 ∩A1

1) = (A1
0 ∩A1

1) aśı

tenemos que (C1 ∩C2) = (A1
0 ∩A1

1) = C1, aśı C1 = C2. Notemos que esto contradice

la hipótesis. Por lo tanto si C1, C2 ∈ B tal es que C1 6= C2 entonces (C1 ∩ C2) es

finita.

Para iii) hay que verificar que B es MAD. Sea X ⊆ ω infinito, como A0 es MAD

existe A0 ∈ A0 tal que X ∩ A0 es infinito, ver Observación 2.59. Notemos que

(X∩A0) ⊆ ω es infinito y como A1 es MAD existe A1 ∈ A1 tal que (X∩A0)∩A1 es

infinito. Entonces para X ⊆ ω existe (A0∩A1) ∈ B tal que X ∩ (A0∩A1) es infinito.

Esto implica que B es MAD, ver Observación 2.59. Aśı B ∈ M y se completa la

prueba del Lema 3.13�

Notemos que B refina a A0 y A1. De hecho B es el ı́nfimo de {A0,A1}, en śımbolos

B = (A0∧A1). La prueba de este comentario la omitiremos ya que no la utilizaremos.

El siguiente Corolario se sigue del Lema 3.13.

Corolario 3.14 Sea N ⊆ M con |N| < ω. Entonces N tiene cota inferior en el

orden v.

Teorema 3.15 ω < h2

Prueba : Para esto tomaremos una familia N ⊆ M de tamaño ω y veremos que

tiene cota inferior en el orden v.

Tomemos N = {An : n ∈ ω} ⊆M y definamos por recursión:

B0 = A0 en el paso base.

En el siguiente paso B1 = B0∧A1 como en Lema 3.13, de la misma manera definimos

B2 = B1 ∧ A2, B3 = B2 ∧ A3 hasta definir Bn+1 = Bn ∧ An+1.

Notemos que de esta forma hemos construido la cadena Bn+1 v Bn v ... v B1 v B0
donde además Bn v An para toda n ∈ ω.

Ahora definamos R ⊆ ([ω]ω)ω de tal forma que c ∈ R si y solo si cumple lo siguiente:

i) c : ω −→ [ω]ω .

ii) Para todo n ∈ ω, c(n) ∈ Bn.

iii) Para todo n ∈ ω, c(n+ 1) ⊆∗ c(n)
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Ahora utilicemos R, para definir P = {A ⊆ ω : A es infinito y existe c ∈ R tal que

A es pseudointersección de {c(n) : n ∈ ω} ⊆ [ω]ω}.

Por último utilicemos P, para definir Z = {A ⊆ P : A es casi ajena e infinita

} ⊆ ℘([ω]ω). Ordenamos Z con la contención.

Ahora aplicaremos el Lema 0.1 (Kuratowski-Zorn), al conjunto Z, para esto será

necesario verificar las siguientes condiciones.

1) Veamos que Z 6= ∅. Sea {An : n ∈ ω} ⊆ B0. Fijamos n ∈ ω y recursivamente

escogemos A(n, i) ∈ Bi donde A(n, 0) = An y A(n, i+ 1) ∈ Bi+1 con A(n, i+ 1) ⊆∗

A(n, i) y definamos c : ω −→ [ω]ω por c(i) = A(n, i) entonces c ∈ R. Por definición

A(n, ω) es pseudointersección de {c(n) : n ∈ ω}. Por lo tanto A(n, ω) ∈ P . Entonces

{A(n, ω) : n ∈ ω} ⊆ P. Ahora veamos que {An : n ∈ ω} es casi ajena según la

Definición 2.53.

i) A(n, ω) es infinito pues es pseudointersección.

ii) Si n 6= m ∈ ω entonces A(n, ω) ⊆∗ An y A(m,ω) ⊆∗ Am, como An, Am ∈ A0

entonces (Am ∩An) es finito y por lo tanto (A(n, ω) ∩A(m,ω)) es finito también.

De lo anterior tenemos que {A(n, ω) : n ∈ ω} ∈ Z.

2) Como Z está ordenado por la contención, es un orden parcial.

3) Como Z está ordenado por la contención, si tomamos una cadena C 6= ∅ de

elementos de Z, veamos que
⋃
C es una cota superior, por el orden en Z, condición

necesaria para la aplicación del Lema 0.1.

i) Veamos que
⋃
C ∈ Z,

Para que se cumpla
⋃
C ∈ Z, debemos verificar la siguiente contención

⋃
C ⊆ P

(definición de Z ). Sea x ∈
⋃
C entonces existe c ∈ C tal que x ∈ c y como c ∈ Z

entonces c ⊆ P entonces x ∈ P . Esto verifica la contención querida.

ii) Veamos que
⋃
C es casi ajena.

Sean a, b ∈
⋃
C distintos, entonces existen c1, c2 ∈ C tales que a ∈ c1 y b ∈ c2, como

C es cadena, sin pérdida de generalidad pensemos que c1 ⊆ c2 entonces a, b ∈ c2 y

como c2 es casi ajena y a, b son distintos entonces (a ∩ b) es finita. Esto verifica la

condición 2) de familia casi ajena 2.53.

Para la condición 1), tomemos x ∈
⋃
C entonces existe c ∈ C tal que x ∈ c. Como

c es casi ajena entonces x es infinito. De las condiciones 1) y 2) se sigue que
⋃
C es

casi ajena.



CAPÍTULO 3. EL INVARIANTE H 71

iii) Por último veamos que
⋃
C es infinita. Sea c ∈

⋃
C entonces c ∈ Z por lo tanto

c es infinita por la definición de Z y como c ⊆
⋃
C entonces

⋃
C también es infinita.

Ahora de i), ii), iii) se sigue que
⋃
C ∈ Z es casi ajena e infinita.

Ahora por lo dicho en 1), 2) y 3), es posible aplicar el Lema 0.1 que justifica la

siguiente afirmación.

Afirmación 3.16 Existe M∗ maximal en Z.�

Ahora vamos a ver que M∗ es cota inferior de {A(i) : i ∈ ω} con el orden v. Para

esto probaremos las siguientes dos afirmaciones.

Afirmación 3.17 Para todo i ∈ ω, M∗ v Bi.

Prueba : Como M∗ ∈ Z entonces M∗ ⊆ P . Si A ∈ M∗ por definición de P ,

existe c ∈ R tal que A es pseudointersección de {c(n) : n ∈ ω}. En particular

A ⊆∗ c(i) ∈ Bi.�

De la afirmación 3.17, se sigue que M∗ v Ai para todo i ∈ ω.

Afirmación 3.18 M∗ es MAD.

Prueba : Para esto tomemos X ⊆ ω infinito y supongamos que (X ∩ A) es finito

para todo A ∈ M∗. Como B0 es MAD existe c0 ∈ B0 tal que (c0 ∩X) es infinito.

Como B1 es MAD existe c1 ∈ B1 tal que c1 ∩ (c0 ∩X) es infinito. A su vez como B2
es MAD existe c2 ∈ B2 tal que c2∩(c1∩c0∩X) es infinito. Continuando este proceso

tenemos que para (cn ∩ ... ∩ c2 ∩ c1 ∩ c0 ∩ X) infinito existe cn+1 ∈ Bn+1 tal que

cn+1∩(cn∩...∩c2∩c1∩c0∩X) es infinito. Nos fijamos en S = {cn∩...∩c2∩c1∩c0∩X :

n ∈ ω}. Notemos que S es centrada pues es decreciente y ordenada por la ⊆∗. Como

(ω < p) por Lema 2.18, S tiene pseudointersección A.

Veamos que A ∈ P . Definimos c ∈ R como c(n) = cn, para todo n ∈ ω está bien

definida pues, como cn ∈ Bn y cn+1 ∈ Bn+1 tenemos que cn+1 ⊆∗ cn. Como A es

pseudointersección de S, para todo n ∈ ω tenemos que A ⊆∗ cn, por lo tanto A ∈ P.
Ahora si hacemosM1 =M∗∪{A}, también es casi ajena, pues por hipótesis tenemos

que (X ∩A) es finito para todo A ∈M∗ y A es infinito, condiciones necesarias para

ser familia casi ajena 2.53. Aśı M1 =M∗ ∪ {A} ⊇ M∗. Esto es contraditorio pues

M∗ es maximal. Por lo tanto (X ∩A) es infinito para alguna A ∈M∗.
Lo anterior implica que M∗ es la cota inferior buscada para {A(i) : i ∈ ω} con el

orden v .�
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El siguiente Corolario, es el resultado de lo visto hasta el momento, en el siguiente

orden: Teorema 3.15,Corolario 3.12,Corolario 3.5.

Corolario 3.19 ω < h2 ≤ h1 ≤ c.

En la siguiente sección definiremos otra variante del cardinal h que denotaremos h3

y veremos que h2 = h1 = h3.

3.2. Número de distributividad.

Definición 3.20 Sea D ⊆ [X]ω y consideremos las siguientes condiciones.

i) Para todo d ∈ D y b ∈ [ω]ω con b ⊆∗ d entonces b ∈ D.

ii) Para todo x ∈ [X]ω existe d ∈ D tal que d ⊆∗ x.

·) Si D cumple i) diremos que es abierto.

··) Si D cumple ii) diremos que es denso en X.

· · ·) Si D cumple i) y ii) diremos que D es abierto denso.

Nota: Si un conjunto es denso en ω, simplemente le llamaremos denso.

Definición 3.21 Sea h3 es el mı́nimo tamaño de una familia H ⊆ ℘([ω]ω) tal que

todo D ∈ H es abierto denso y (
⋂
H = ∅).

Notemos que si H ⊆ ℘([ω]ω) es de tamaño menor que h3 según la definición 3.21 se

sigue que su intersección es no vaćıa. A continuación veremos que se cumple algo

mas fuerte véase Lema 3.23. Antes enunciaremos el siguiente Lema que nos será de

utilidad en la prueba del Lema 3.23.

Lema 3.22 Sean X,Y infinitos numerables y h : X → Y una biyección. Suponga-

mos que D ⊆ [X]ω abierto denso en X. Entonces el conjunto Fα = {h [d] : d ∈ D}
es abierto denso en Y .

Lema 3.23 Si H es una familia no vaćıa de abiertos densos y |H| < h3, entonces⋂
H es abierto denso.

Prueba : Como |H| < h3, de la Definición 3.21 se sigue que (
⋂
H 6= ∅). Veamos

que (
⋂
H) es abierto denso, según la Definicion 3.20. Sea H = {Dα : α < κ} una

enumeración de tamaño κ < h3.

i) Sea d ∈ (
⋂
H) es decir d ∈ Dα para todo α < κ. Sea b ∈ [ω]ω tal que b ⊆∗ d. Como

d ∈ Dα y Dα es abierto, entonces b ∈ Dα, para todo α < κ. Por lo tanto b ∈ (
⋂
H)

entonces (
⋂
H) es abierto.
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ii) (
⋂
H) es denso. Tomaremos x ∈ [ω]ω y encontraremos un e ∈ (

⋂
H) tal que e ⊆∗ x.

Para cada α < κ consideremos el conjunto Eα = {e ∈ [ω]ω : ∃d ∈ Dα, e =∗ (d ∩ x)}.
Veamos que Eα es abierto denso en x, según la Definicion 3.20.

a) Veamos que Eα es abierto. Sea y ∈ [ω]ω tal que y ⊆∗ e con e ∈ Eα. Entonces

existe d ∈ Dα tal que e =∗ (d ∩ x) entonces y ⊆∗ (d ∩ x) ⊆ d. Como Dα es abierto

y d ∈ Dα entonces y ∈ Dα. Ahora probaremos y ∩ x =∗ y. Como y ⊆∗ d ∩ x ⊆ x

entonces (y ⊆∗ x). Notemos que como (y ∩ x) ⊆ y entonces (y ∩ x) ⊆∗ y. Para

completar la casi igualdad falta ver que y ⊆∗ (y ∩ x). Esto se cumple, pues de lo

anterior tenemos que (y ⊆∗ x) es decir (y \ x) es finito y (y \ y) = ∅. Por lo tanto

y \ (y ∩ x) = (y \ y) ∪ (y \ x) es finito, aśı tenemos que y ⊆∗ (y ∩ x). Antes vimos

que también se cumple que (y ∩ x) ⊆∗ y, de ambas casi contenciones se sigue que

y =∗ (y ∩ x) con y ∈ Dα por lo tanto y ∈ Eα. Esto confirma que Eα es abierto.

b) Veamos que Eα es denso en x. Tomemos a ∈ [x]ω como Dα es denso existe d ∈ Dα

tal que d ⊆∗ a. Como d = (d∩a)∪ (d \a) es infinito, entonces (d∩a) es infinito. Sea

e = (d ∩ x) y veamos que e ⊆∗ a. Como d ⊆∗ a entonces (d \ a) ∩ x = (d ∩ x) \ a es

finito, por lo tanto e ⊆∗ a. Para terminar solo falta verificar que e es infinito. Como

a ⊆ x entonces (d∩a) ⊆ (d∩x) y como (d∩a) es infinito entonces (d∩x) es infinito.

Aśı e es infinito y e ⊆∗ a esto verifica que Eα es denso en x.

Ahora utilizaremos lo anterior para probar que (
⋂
H) denso, inciso ii) de la Defini-

ción 3.20 ).

Sea h : x → ω una biyección y notemos que Fα = {h [d] : d ∈ Eα} es abierto denso

por el Lema 3.22 con |Fα| < h3. Entonces existe z ∈
⋂
α<κ Fα. Sea e∗ = h−1(z).

Entonces para (α < κ), e∗ ∈ Eα. Fijamos α < κ, por definición de Eα existe dα ∈ Dα

con e∗ =∗ (dα ∩ x). Como Dα es abierto y e∗ ⊆∗ dα entonces e∗ ∈ Dα para (α < κ)

es decir e∗ ∈
⋂
H. Como z ⊆ ω es infinito, e∗ ⊆ dom(h) = x infinito es decir e∗ ⊆ x

por lo tanto e∗ ⊆ x = (
⋂
H) es denso.

De i) y ii) se sigue (
⋂
H) es abierto denso. �

Esta versión de h coincide con la noción de distributividad utilizada en [16] , 2,8, p,10.

Ahora vamos a comparar h3 con otros invariantes cardinales.

Lema 3.24 t ≤ h3

Prueba : Sea κ < t infinito, tomemos una familia de abiertos densos D = {Dα : α <

κ}. Definamos por recursión, una sucesión 〈tα : α ≤ κ〉 decreciente ordenada con la

⊆∗ de la siguiente forma.
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1) En el paso base t0 = ω.

2) En el paso α sucesor definimos tα+1 ⊆∗ tα con tα+1 ∈ Dα ya que Dα es denso.

3) Si λ ≤ κ es un ordinal ĺımite. Entonces tλ es pseudoitersección de {tα : α < λ} es

decir tλ ⊆∗ tα.

Notemos que la definición de 〈tα : α ≤ κ〉 garantiza la condición 1) de la Definición

de torre, 2.13, pero la condición 2) no se cumple pues tκ es pseudointersección.

Sea α < κ. Como tκ ⊆∗ tα+1 y como tα+1 ∈ Dα es abierto entonces tκ ∈ Dα. Aśı

tκ ∈
⋂
{Dα : α < κ} es no vaćıa. Esto prueba que cualquier familia de tamaño κ de

abiertos densos, con κ < h3 tiene intersección no vaćıa. �

Estamos listos para verificar el objetivo de ésta sección. A continuación probaremos

que h3 = h2 = h1.

Lema 3.25 Si A es MAD, entonces A ↓= {x ∈ [ω]ω : ∃A ∈ A(x ⊆∗ A)} es abierta

densa.

Prueba : a) Veamos que A ↓ es abierta. Sea x ∈ A ↓ y b ∈ [ω]ω tal que b ⊆∗ x.

Como x ∈ A ↓ existe A ∈ A tal que x ⊆∗ A. Como x ⊆∗ A y b ⊆∗ x entonces

b ⊆∗ x ⊆∗ A, por la transitividad de ⊆∗ tenemos que b ⊆∗ A, por lo que b ∈ A ↓.
Esto implica que A ↓ es abierta.

b) Veamos que A ↓ es densa. Sea b ∈ [ω]ω , como A es MAD existe A ∈ A tal que

(A∩b) es infinito (Observación 2.59). Aśı se cumple que (A∩b) ⊆ A. Sea x = (A∩b).
Como (A ∩ b) ⊆ A y (A ∩ b) es infinito entonces (A ∩ b) ∈ A ↓. Como (A ∩ b) ⊆ b

entonces (A ∩ b) ⊆∗ b, es decir x ∈ A ↓ y x ⊆∗ b. Por lo tanto A ↓ es densa.

De a) y b) se sigue que A ↓ es abierta densa. �

Observación 3.26 Si D es familia abierta densa existe A casi ajena infinita con

A ⊆ D.

Prueba : Tomemos x ∈ D y partámoslo en conjuntos infinitos x =
⋃
{xn : n ∈ ω}.

Sea A = {xn : n ∈ ω} como xn ⊆ x, x ∈ D y D es abierta entonces xn ∈ D para

cada n ∈ ω. Entonces A ⊆ D. �

Observación 3.27 Si D es familia abierta densa y A ⊆ D casi ajena infinita,

entonces A ↓ ⊆ D.

Prueba : Sea x ∈ A ↓ entonces existe A ∈ A con x ⊆∗ A. Como A ∈ D y D es

abierta entonces x ∈ D.�



CAPÍTULO 3. EL INVARIANTE H 75

Lema 3.28 Sea D una familia abierta densa con A ⊆ D casi ajena. Entonces existe

M familia MAD con A ⊆M y M⊆ D. Además M ↓ ⊆ D.

Prueba : Sea D una familia abierta densa con A ⊆ D casi ajena. Consideremos

el conjunto P = {B ⊆ D : B es casi ajena y A ⊆ B}. Verifiquemos las siguientes

condiciones necesarias para la aplicación del Lema de Zorn.

1) P 6= ∅, pues al menos A ⊆ D es casi ajena.

2) Como P está ordenado por la contención es un orden parcial.

3) Tomemos C una cadena de elementos en P . Veamos que
⋃
C ∈ P. Para cada B ∈ C

se tiene que A ⊆ B entonces A ⊆
⋃
C ⊆ D.

Veamos que
⋃
C es familia casi ajena según la Definición 2.53.

i) Tomamos x ∈
⋃
C entonces existe B ∈ C tal que x ∈ B y como B es casi ajena

entonces x es infinito.

ii) Tomamos x, y ∈
⋃
C distintos, entonces existen B1,B2 tales que x ∈ B1 y y ∈ B2.

Como C es cadena sin pérdida de generalidad pensemos que B1 ⊆ B2, aśı tenemos

que x, y ∈ B2 y como B2 es familia casi ajena entonces (x ∩ y) es finita.

Por lo tanto
⋃
C ∈ P y es cota superior de C.

Las condiciones 1), 2), 3) son suficientes para la aplicación del Lema 0.1 que justifica

la existencia de una familia A∗ maximal en P , es decir A∗ es familia casi ajena y

maximal entre las familias casi ajenas infinitas contenidas en D.

Afirmación 3.29 A∗ es maximal con respecto a todas las familias casi ajenas, no

sólo con respecto a las incluidas en D.

Prueba de la Afirmación 3.29 Por hipótesis tenemos que A∗ ⊆ D. Tomemos

x ∈ [ω]ω, como D es denso existe d ∈ D tal que d ⊆∗ x. Como A∗ es maximal

con respecto a las familias casi ajenas infinitas contenidas en D existe A ∈ A∗ tal

que (d ∩ A) es infinito. Notemos que (d ∩ A) ⊆ d y d = (d ∩ x) ∪ (d \ x), como

(d \ x) es finito entonces (d ∩ x) es infinito. Entonces (d ∩ A) ⊆∗ (d ∩ x) ⊆ x. De la

transitividad de la casi contención se sigue que (d ∩ A) ⊆∗ x. Ahora escribamos a

(d ∩A) = ((d ∩A) ∩ x) ∪ ((d ∩A) \ x). Como (d ∩A) ⊆∗ x entonces ((d ∩A) \ x) es

finito, entonces ((d ∩A) ∩ x) es infinito. Como (x ∩ (d ∩A)) ⊆ (x ∩A), esto implica

que (x∩A) es infinito con A ∈ A∗. Por lo tanto A∗ es MAD en [ω]ω , no solo en D.

Por último usando el Lema 3.25, se sigue que si A∗ es casi ajena maximal en P ,

entonces A∗ ↓ es abierta densa, entonces A∗ ⊆ A∗ ↓⊆ D, ver Observación 3.27�

A continuación probaremos dos lemas que nos ayudaran a concluir esta sección.
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Lema 3.30 h3 ≤ h2.

Prueba : Para esto veremos que si κ < h3 entonces κ < h2.

Sea {Aα : α ∈ κ} ⊆ M, veremos que tiene refinamiento común. Por el Lema 3.23

tenemos que Dκ =
⋂
{Dα : α < κ} es abierto denso. Por la Observación 3.26 existe

A ⊆ Dκ casi ajena infinita y por el Lema 3.28, existe M casi ajena maximal con

A ⊆ M ⊆ Dκ. Entonces para todo α ∈ κ se sigue que M ⊆ Dα = (Aα) ↓. Ahora

si x ∈ M existe a ∈ Aα tal que x ⊆∗ a. Esto implica que M v Aα. Por lo tanto

κ < h2.�

Lema 3.31 Sea A ∈M. Entonces existe M∈Mc tal que M @ A.

Prueba : Sea A ∈ A. Por el Corolario 2.64 obtenemos {Aα : α < c} ⊆ [A]ω familia

MAD de tamaño c. Entonces definimos M = (A \ {A}) ∪ {Aα : α < c}. La prueba

de que M es MAD de tamaño c es análoga a la prueba del Teorema 3.3 �

Lema 3.32 h1 ≤ h3.

Prueba : Veremos que si κ < h1 entonces κ < h3. Sea {Dα : α < κ} una colección

de familias abiertas densas, veamos que
⋂
{Dα : α < κ} es no vaćıa. Por el Lema

3.27 tenemos que existe Aα ⊆ Dα familia casi ajena. Por el Lema 3.28 existe Mα

MAD con Aα ⊆Mα ⊆ (Mα) ↓⊆ Dα.

Por el Lema 3.31 existe Nα ∈ Mc tal que Nα v Mα. Sea x ∈ Nα entonces existe

y ∈Mα tal que x ⊆∗ y. ComoMα ⊆ Dα y Dα es abierta entonces x ∈ Dα. Entonces

Nα ⊆ Dα. Consideremos H = {Nα : α < κ} con κ < h1, entonces H no es aplastante.

Notemos H cumple i) de la Definición 3.2 de familia aplastante, entonces no cumple

la condición ii). Por lo tanto existe x0 ∈ [ω]ω tal que para todo α < κ y para todo

a, b ∈ Nα distintos se tiene que (x0 ∩ b) es finito ó (x0 ∩ a) es finito.

Veamos que x0 ∈
⋂
{Dα : α < κ}. Fijamos α ∈ κ, como Nα es MAD existe aα ∈ Nα

con (x0 ∩ aα) infinito. Ahora por hipótesis no se cumple ii) de la Definición 3.2 y

(x0∩aα) es infinito. Por lo tanto si tomamos b ∈ Nα distinto de aα entonces (x0∩ b)
es finito.

Afirmamos que x0 ⊆∗ aα. Sabemos que (x0 ∩ aα) es infinito, falta verificar que

(x0 \ aα) es finito. De lo contrario (x0 \ aα) es infinito y como Nα es MAD existe

c ∈ Nα tal que c ∩ (x \ aα) es infinito. Notemos que c ∩ (x \ aα) ⊆ (c ∩ x0). Esto

implica que (c ∩ x0) es infinito. Si tomamos t ∈ c ∩ (x \ aα) entonces t ∈ c y t /∈ aα
entonces c, aα son distintos, con (x0∩aα) infinito y (x0∩c) infinito. Esto contradice el
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incumplimento de ii) de la Definición 3.2. Por lo tanto (x0 \aα) es finito y se cumple

que x0 ⊆∗ aα, como queŕıamos. Por último como aα ∈ Nα ⊆ Dα, y x0 ⊆∗ aα con Dα
abierto, entonces x0 ∈ Dα y como α es arbitrario tenemos que x0 ∈

⋂
{Dα : α < κ}.

Esto implica que κ < h3.�

El siguiente Corolario es el resultado de juntar: Lema 3.24, Lema 3.30, Lema 3.12,

Lema 3.32, Corolario 3.5.

Corolario 3.33 t ≤ h3 ≤ h2 ≤ h1 ≤ h3 ≤ c.�

El Corolario 3.33 nos permite dar la Definición 3.34, donde se establece la igualdad

entre las variantes de h .

Definición 3.34 h = h1 = h2 = h3.

Para finalizar está sección, veremos que h es un ordinal regular.

Teorema 3.35 h es un cardinal regular.

Prueba: Probaremos que h3 es regular y como h3 = h, según la Definición 3.34 se

cumplirá el Teorema 3.35. Supongamos que h3 no es regular, entonces para κ < h3

existe una función cofinal f : κ −→ h3. De la definición de h3 en 3.21, se sigue que

existe una familia de abiertos densos con |H| = h3 y
⋂
H = ∅.

Consideremos la enumeración H = {Dα : α < h3}, como f : κ −→ h3 es cofinal,

para todo β < h3 existe α < κ tal que f(α) ≥ β. Consideremos el conjunto de

abiertos densos enumerados de la siguiente forma Hα = {Dβ : β ≤ f(α)}. Notemos

que Hα tiene cardinalidad menor que h3 pues f(α) < h3, por el Lema 3.23 se sigue

que
⋂
Hα = Eα es abierto denso. Sea H

′
= {Eα : α < κ} como |H′ | < h3 entonces⋂

H
′

es no vaćıa. Pero ∅ =
⋂
H =

⋂
H
′ 6= ∅, lo que es contradictorio. Entonces no

existe f : κ −→ h3 cofinal con κ < h3. Por lo tanto h es un cardinal regular.�

3.3. Árbol matriz base para [ω]ω

El objetivo de está sección será estudiar la construcción del árbol matriz base para

[ω]ω , introducido en [1] por Balcar, Pelant y Simon. Este árbol es de singular re-

levancia para nuestro trabajo ya que da una versión del invariante cardinal h que

utiliza las nociones de familias abiertas densas y distributividad estudiadas en la

sección anterior. Cabe mencionar que el invariante cardinal h, toma este nombre
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haciendo referencia a la altura del árbol que estudiaremos a continuación. Aśı la

letra h, proviene del inglés ((height)) que significa altura.

Comenzaremos con la definición de árbol según [18] .

Definición 3.36 Un árbol es un orden parcial (T ,≤), con elemento mı́nimo lla-

mado ráız, cumple que el conjunto de los antecesores de cualquier elemento ó nodo

t ∈ T , dado por {s ∈ T : s < t} es un conjunto bien ordenado por ≤.

A continuación definiremos las nociones usuales referentes a un árbol T , basadas en

[18].

? Dado un nodo t ∈ T , definimos t ↓= {x ∈ T : x ≤ t} y t ↑= {x ∈ T : x ≥ t}. Los

conjuntos anteriores serán el conjunto de los antecesores de t y el conjunto de los

sucesores de t, respectivamente.

? ht(t) denota la altura de t y corresponde al tipo de orden del conjunto de sus

antecesores, en śımbolos tipo(t ↓), se le asigna el ordinal correspondiente al tamaño

del conjunto.

? Dado un ordinal α, llamaremos Tα al nivel α-ésimo de T , es decir, Tα = {t ∈ T :

ht(t) = α}

? T tiene ráız, si y sólo si, el nivel 0, tiene cardinalidad 1, es decir, |T0| = 1. En este

caso la ráız de T es el único elemento del nivel T0.

? La altura de T será el mı́nimo ordinal α tal que Tα = ∅ y la denotaremos ht(T ).

? A un nodo s ∈ T , le llamaremos sucesor inmediato de un nodo t, si t ≤ s y la

altura de s es exactamente un nivel arriba de t, es decir, t ∈ Tα y s ∈ Tα+1. Al

conjunto de sucesores inmediatos de t los denotaremos sucT (t).

? Dos nodos x, y ∈ T son compatibles (x ‖ y) si x ≤ y ó y ≤ x. Diremos que son

incompatibles (x ⊥ y), si y sólo si, no son compatibles.

? Una anticadena es un A ⊆ T , cuyos elementos son incompatibles dos a dos.

Notemos que cada nivel de T es una anticadena.

A la definición anterior le haremos un ajuste que se amolda mejor al árbol que que-

remos estudiar. Tomaremos un árbol que obedezca al pre orden dado por ([ω]ω ,⊆∗)
con la casi contención invertida y elemento máximo ω.
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Observación 3.37 Recordemos que en la Observación 2.5 vimos que [ω]ω con la

⊆∗ no es orden parcial. Si X ⊆ [ω]ω y decimos que (X,⊆∗) es un orden parcial, esto

implicará que siempre que a, b ∈ X con a ⊆∗ b y b ⊆∗ a entonces a = b.

Definición 3.38 Una rama es un subconjunto B de un árbol (T ,≤) cumple:

i) Con el orden en T , (B,≤T ) es un orden total.

ii) Si t ∈ (T \B) entonces B
⋃
{t} no es un orden total con ≤T .

Definición 3.39 Una rama cofinal en T , es una cadena C ⊆ T tal que C ∩ Tα 6= ∅
para todo α < h(T ).

Definición 3.40 Un árbol matriz base es una familia T ⊆ ℘([ω]ω) con las siguientes

propiedades.

i) (T ,⊆∗) es un orden, con la ⊆∗ invertida.

ii) (T ,⊆∗) es un árbol con ráız ω.

iii) Si α ∈ T \ {0}, Tα ∈Mc.

iv) T es una familia densa.

La demostración del siguiente teorema está basada en la prueba de Blass, ver

([4] , 6,20).

Teorema 3.41 (Balcar, Pelant, Simon) Existe un árbol matriz base de altura h.

Prueba : A continuación daremos la construcción de un árbol T que cumple las

propiedades de la Definición 3.40. Sea H = {Dα : α < h} familia de abiertos densos

con intersección vaćıa, esta familia existe por la definición de h3 en 3.21. Definimos

de la siguiente forma los niveles Tα del árbol deseado T . En el nivel 0, ponemos a ω

como la ráız de T , esto verifica la propiedad ii).

Para el paso ĺımite α < h, el Lema 3.23 nos dice que como |{Tβ : β < α}| < h3

entonces (
⋂
{Tβ : β < α}) es abierta densa y por la Observación 3.27 y 3.26, sabemos

que toda familia abierta densa contiene una de la forma A ↓ con A una familia casi

ajena. Por Lema 3.28 existe una MADM tal que M ↓⊆ (
⋂
{Tβ ↓: β < α}). Por el

Lema 3.31 existe M′ vM con M′ ∈Mc. Definimos Tα =M′.

Veamos que Tα v Tβ si 0 6= β < α. Sea β < α con β 6= 0 entonces Tα ⊆ Tα ↓⊆ Tβ ↓ .
Ahora si x ∈ Tα entonces x ∈ Tβ ↓ es decir que x ⊆∗ b para algún b ∈ Tβ. Esto

implica que Tα v Tβ.
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Para satisfacer la propiedad iii) falta justificar que Tα es de tamaño c, basta con

recordar que Tα =M′ y M′ ∈Mc.

Definamos el nivel sucesor α + 1 del árbol, con α = β + m, con m ∈ ω, como en la

Definición 0.20.

Subcaso i). Si m es par α = β + 2n para n ∈ ω. Como (Tα ↓) y Dβ+n son familias

abiertas densas, su intersección es abierta densa, por Lema 3.28 existe una MAD

Tα+1 ⊆ (Tα ↓
⋂
Dβ+n).

Subcaso ii). Si m es impar α = β + (2n+ 1) para n ∈ ω. Con estos pasos se asegura

que T es una familia densa.

A un X ∈ [ω]ω lo llamaremos activo en el nivel α+ 1 si y solo si existen c miembros

y ∈ Tα que intersectan a X infinitamente, en simbolos |{y ∈ Tα : y ∩X 6=∗ ∅}| = c.

Consideremos una enumeración de los activos Aα = {Xγ : γ < λ} = {X ∈ [ω]ω : X

es activo en el nivel α+1}, donde λ ≤ c. Esto nos da un buen orden sobre los activos

en el nivel α+ 1, en una sucesión indexada con ordinales con tamaño menor o igual

a c.

Definimos la función fα : Aα −→ Tα, sobre los activos en Tα+1 de manera recursiva.

Para (γ = 0), fα(X0) es un elemento de Tα con f(X0) ∩X0 infinito.

Para (γ > 0), supongamos que fα ya está definida en {Xδ : δ < γ} y escojemos

fα(Xγ) un elemento de Tα \ {fα(Xγ) : γ < λ} tal que fα(Xλ) ∩Xλ es infinito. Esto

implica que fα es inyectiva.

A continuación partiremos cada Y ∈ Tα para formar el nivel Tα+1 que será un

refinamiento del nivel Tα. Entonces a cada Y ∈ Tα lo partimos en Y ′ y Y ′′ conjuntos

infinitos tales que Y = Y ′ ∪ Y ′′, de la siguiente forma.

Caso 1. Si existe X ∈ Aα tal que Y = fα(X) entonces X ∩ fα(X) es infinito. Sean

P,Q ∈ [ω]ω ajenos de tal forma que X ∩ fα(X) = P ∪ Q. Definimos Y ′ = P y

Y ′′ = Q ∪ (f(X) \X).

Caso 2. Si Y ∈ Tα y no existe X ∈ A tal que Y = fα(X), tomamos Y ′ y Y ′′ conjuntos

infinitos ajenos arbitrarios tales que Y = Y ′ ∪ Y ′′.
Definimos Tα+1 = {Y ′ : Y ∈ Tα} ∪ {Y ′′ : Y ∈ Tα} y veamos que Tα+1 aśı definida es

una MAD.

1) Por definición sabemos que Y ′ y Y ′′ son conjuntos infinitos.

2) Sean Y,Z ∈ Tα+1 con Y 6= Z, como Tα es MAD entonces Y ∩ Z es finito y

tenemos los siguientes casos: Y ′ ∩ Z ′ ⊆ Y ∩ Z, Y ′′ ∩ Z ′′ ⊆ Y ∩ Z, Y ′ ∩ Z ′′ ⊆ Y ∩ Z,
Y ′′ ∩Z ′ ⊆ Y ∩Z. Como en cada caso la intersección está contenida en Y ∩Z finito,

entonces en cada caso la intersección es finita. De 1) y 2) se sigue que Tα+1 es una

familia casi ajena.
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3) Sea X ∈ [ω]ω como Tα es MAD existe Y ∈ Tα tal que (Y ∩X) es infinito, entonces

podemos escribir a (Y ∩X) = (Y ′∩X)∪ (Y ′′∩X), partiendo Y como dijimos antes.

Por lo tanto un elemento de Tα+1 intersecta a X infinitamente. Por lo que Tα+1 es

MAD.

4) Como |Tα+1| = |Tα| + |Tα| = c, esto implica que Tα+1 ∈ Mc. Además por la

construción de Tα+1 sabemos que Tα+1 v Tα. Esto completa la construcción del

árbol T .
Para probar la condición iv) hacemos la siguiente afirmación.

Afirmación 3.42 Todo X ∈ [ω]ω es activo en algún nivel α+ 1 con α impar.

Suponiendo verdadera la Afirmación 3.42, tenemos que X ∈ dom(fα) y (fα(X)∩X)

es infnito con fα(X) = Y y Y ∈ Tα, esto implica que estamos en el Caso 1. Por la

construcción tenemos que Y ′ ⊆ (Y ∩X), Y ′ ∈ Tα+1 y Y ′ ⊆ X entonces (Y ′ \X) = ∅
es decir Y ′ ⊆∗ X. Esto prueba la condición iv).

Prueba de la Afirmación 3.42

Fijamos X ∈ [ω]ω y veremos que es activo en algún nivel α+ 1. Para esto tomemos

un X ∈ [ω]ω fijo y le construimos un subárbol binario T ⊆ T (cada nodo en T tiene

dos sucesores inmediatos). Aśı T ⊆ T tiene ht(T ) = ω y tiene la misma ráız ω de

T . Para n ∈ ω existe α(n) ∈ h con Tn ⊆ Tα(n). Además pediremos que para todo

Y ∈ T, (X ∩ Y ) sea infinito.

Construyamos dicho subárbol T ⊆ T por recursión. En el paso base ponemos ω

como ráız del arbol T por lo tanto α(0) = ω. Suponemos construido Tn = {Z(n, i) :

i < 2n}. Notemos que los Z(n, i)∩X son conjuntos infinitos y no pueden pertenecer

a todas las familias de abiertos densos Dξ pues las pedimos con interesección vaćıa

entonces existe ξi < h, tal que (Z(n, i)∩X) /∈ Dξi . Si i < 2n existe βi = 0 o βi ĺımite

y ni ∈ ω donde ξi = βi+ni. Por el subcaso i) αi = βi+2ni, aśı αi es par y por Lema

3.28 existe una MAD Tαi+1 ⊆ (Tαi ↓
⋂
Dβi+ni) = Dξi . Como (Z(n, i) ∩X) /∈ Dξi

entonces (Z(n, i) ∩ X) /∈ (Tαi+1 ↓). Esto implica que no existe a ∈ Tαi+1 tal que

(Z(n, i) ∩ X) ⊆∗ a, dicho de otra forma (Z(n, i) ∩ X) *∗ a para todo a ∈ Tαi+1

entonces ((Z(n, i)∩X) \ a) es infinito. Ahora como (Z(n, i)∩X) es infinito y Tαi+1

es MAD existe algún b ∈ Tαi+1 tal que b ∩ (Z(n, i) ∩X) es infinito y por la misma

razón existe c ∈ Tαi+1 tal que c∩ (X \ a) es infinito. Por lo tanto existen c, b ∈ Tαi+1

distintos tales que intersectan a (Z(n, i) ∩X) infinitamente.

Ahora si α > αi+1, existen a 6= b ∈ Tα tales que a∩ (Z(n, i)∩X) y b∩ (Z(n, i)∩X)

son infinitos. Sea α(n+ 1) = max({αi + 1 : i < 2n}
⋃
{αn}). Para cada i < 2n sean

ai, bi ∈ Tα(n + 1) con (Z(n, i) ∩X) ⊆∗ ai y (Z(n, i) ∩X) ⊆∗ bi infinitos . Notemos
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que como α(n) < α(n + 1) tenemos que ai ∪ bi ⊆∗ Z(n, i). Sean Tn+1 = {ai : i <

2n}
⋃
{bi : i < 2n}). Aśı X intersecta a cada elemento de Tn+1 infinitamente.

Sabemos que (α(0) < α(1) < ..... < α(n) < α(n+ 1) < ...). Sea λ = sup{α(n) : n ∈
ω}. Como cof(h) = h > ω y λ < h entonces λ es ĺımite entonces Tλ v Tα(n) para

todo n ∈ ω. Sea T = {Ys : s ∈ 2<ω} una enumeración tal que Tn = {Ys : s ∈ 2n}
para todo n ∈ ω. Para todo n ∈ ω, s ∈ 2n, t ∈ 2n+1 aśı tenemos que Yt ⊆ Ys si y

solo si t � n = s si y solo si t = sa0 o t = sa1. Entonces para g ∈ 2ω definimos

Lg = {Y ∈ Tλ para todo n ∈ ω, Y ⊆∗ Yg�n}. Por definición de T para todo n ∈ ω
tenemos que X∩Yg�n es infinito. Entonces {X∩Yg�n : n ∈ ω} está bien ordenado por

la casi contención. Como (ω < t) existe pseudointersección Zg. Como Tλ es MAD

existe Yg ∈ Tλ tal que Yg ∩ Zg es infinito y Yg ∩ Zg ⊆∗ Yg�n para cada n ∈ ω. Por

lo tanto Yg�n ∩ Yg es infinito y como Yg ∈ Tλ, Yg�n ∈ Tα(n) y α(n) < λ entonces

Yg ⊆∗ Yg�n para todo n ∈ ω. Aśı Yg ∈ Lg y Yg ∩X es infinito.

Notemos que si g 6= g′ ∈ 2ω son funciones distintas podemos tomar m ∈ ω tal que

g(m) 6= g′(m) entonces Yg ⊆∗ Yg�m+1 y Yg′ ⊆∗ Yg′�m+1 donde Yg�m+1 y Yg′�m+1 son

elementos distintos de Tm+1. Por lo tanto Yg ∩Yg′ es finito entonces (Yg 6= Yg′). Esto

implica que en el conjunto {Yg : g ∈ 2ω} ⊆ Tλ hay c nodos que intersectan a X

infinitamente, esto prueba que X es activo en Tλ+1.

Por último como λ es ordinal ĺımite tenemos que λ = λ + 0 y como el 0 es par

entonces λ es par y λ+ 1 impar. Esto implica que X es activo en el nivel λ+ 2. Esto

prueba la existencia de un árbol matriz base de altura h. �

Teorema 3.43 Todo árbol matriz base es de altura al menos h.

Prueba: Supongamos que existe un árbol matriz base con ht(T ) = κ < h y llegue-

mos a una contradicción. Sea H = {Tα : 0 < α < κ}. Notemos que por iii) de la

Definición 3.40 cada Tα ∈ Mc entonces H ⊆ Mc, esto verifica la condición i) de la

(Definición 3.2) y como |H| < h1, esto obliga a que la condición que falla en H es

la ii) de la Definición 3.2. Esto quiere decir que existe x ∈ [ω]ω tal que si tomamos

aα, bα ∈ Tα con α < κ, sucederá que alguno de (x ∩ bα) ó (x ∩ aα) es finito. De

forma similar al Lema 3.32, para todo α < κ existe xα ∈ Tα tal que si (x ∩ xα) es

infinito entonces x ⊆∗ xα. Ahora por iv) de la Definición 3.40 existe y ∈ T tal que

y ⊆∗ x. Sea β < κ tal que y ∈ Tβ entonces y ⊆∗ x ⊆∗ xβ. Como y, xβ ∈ Tβ y Tβ es

MAD, por i) tenemos que y = xβ y y = x, por lo tanto y = xβ = x. Ahora como

κ es ordinal ĺımite, β + 1 ∈ κ. Por definición de xβ+1 tenemos que xβ+1 ⊆∗ xβ = x.

Como dijimos anteriormente para todo α < κ existe xα ∈ Tα tal que x ⊆∗ xα, si
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hacemos α = β + 1 se sigue que x ⊆∗ xβ+1 de ambas casi contenciones tenemos que

xβ =∗ xβ+1, pero esto es una contradicción pues xβ ∈ Tβ y xβ+1 ∈ Tβ+1. Por lo

tanto ht(T ) = h. �

Corolario 3.44 h es el mı́nimo cardinal κ tal que existe un árbol matriz base de

altura κ.

3.4. Número de Novák

En esta sección exploraremos los conceptos topológicos que motivaron a Balcar,

Pelant y Simon en [1] .

Definición 3.45 Sea X un espacio topológico.

1) D ⊆ X es denso si para todo U abierto no vaćıo en X se tiene que D ∩ U 6= ∅.
2) N ⊆ X es nunca denso (nd) si para todo abierto no vaćıo U ⊆ X existe V un

abierto no vaćıo con V ⊆ (U \N).

Observación 3.46 Un conjunto es cerrado nunca denso, si y solo si, su comple-

mento es un abierto denso.

Teorema 3.47 Teorema de la Categoŕıa de Baire. Sea X un espacio topológico

compacto o completamente metrizable. Entonces si U es una colección numerable de

abiertos densos de X se sigue que
⋂
U 6= ∅.

El siguiente Corolario es el dual del Teorema 3.47.

Corolario 3.48 Sea X un espacio topológico compacto o completamente metrizable

sin puntos aislados. Si N es una colección numerable de cerrados nunca densos de

X entonces
⋃
N 6= X.

Definición 3.49 Si X es un espacio topológico sin puntos aislados, el número de

Novák de X, en simbolos n(X): es el mı́nimo cardinal κ tal que existe una colección

{Uα : α < κ} de abiertos densos de X, cuya
⋂
{Uα : α < κ} = ∅. Ver [17] de donde

tomó este nombre, aunque Novák estudió esto en [21] .

Notemos que dada una famila {Uα : α < κ} de abiertos densos deX, a su intersección

la podemos ver como el complemento de la unión de cerrados nunca densos, además

si dicha intersección es vaćıa su complemento es el total X. En śımbolos: Si ∅ =⋂
{Uα : α < κ} entonces X = X \

⋂
{Uα : α < κ} =

⋃
{(X \ Uα) : α < κ}. Esta

igualdad se cumple por las leyes de De Morgan y la Observación 3.46.
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Lema 3.50 n(X) está bien definido cuando X es un espacio T1 sin puntos aislados

y n(X) ≤ |X|.

Prueba : Los espacios topológicos T1, son aquellos donde cada punto es un cerrado.

Aśı UP = (X \ {p}) es abierto. Como p no es punto aislado, si W es un abierto

con p ∈ W entonces W ∩ Up = (W \ {p}) 6= ∅. Si W es un abierto no vaćıo con

p /∈ W , entonces W ∩ Up = W es no vaćıo. Entonces Up es abierto denso, además⋂
{Up : p ∈ X} = ∅, por lo que n(X) ≤ |X|.�

La prueba del siguiente Corolario se sigue directamente del Teorema de la categoŕıa

de Baire 3.46.

Corolario 3.51 Si X es compacto o completamente metrizable sin puntos aislados

entonces n(X) ≥ ω1 �

En la literatura posterior al art́ıculo [1] (Balcar, Pelant y Simon), encontramos que a

n(R) se le denomina cov(M), como referencia de esto se puede consultar ([4], pág 6,

Definición 2.7). Además en [3] se pueden consultar resultados de consistencia donde

cov(M) puede ser cualquier cardinal entre ω1 y c.

J. Mioduszewski preguntó sobre la cardinalidad de n(ω∗).

Definición 3.52 En un espacio topológico X, una π-base es una colección U de

abiertos de X tal que para todo V ⊆ X abierto existe U ∈ U con U ⊆ V . Es

conocido que toda base es π-base pero no al revés.

Ejemplo 3.53 Sea R con la topoloǵıa de Sorgenfrey dada por los abiertos de la

forma [x, x+ ε). Los conjuntos de la forma (q − 1
n , q + 1

n) con q ∈ Q y n ∈ N,

forman una π-base que no es base, pues el mı́nimo tamaño de una base para R tiene

cardinalidad no numerable. Ver [27] ejemplo 51 p.75.

Lema 3.54 Sea A ⊆ [ω]ω . Los siguientes enunciados son equivalentes.

a) A es familia densa, en el sentido de ii) de la Definición 3.20.

b) {a∗ : a ∈ A} es π-base en ω∗

Prueba : a)⇒ b) Como A es familia densa, para todo U ⊆ ω existe a ∈ A tal que

a ⊆∗ U entonces a∗ ⊆ U∗. Aśı la familia de abiertos {a∗ : a ∈ A} es una π-base

según la Definición 3.51.

b)⇒ a) Como {a∗ : a ∈ A} es π-base en ω∗, para todo U ⊆ ω existe a ∈ A tal que

a∗ ⊆ U∗ entonces a ⊆∗ U por lo que A es densa. �
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Lema 3.55 Para A ⊆ [ω]ω casi ajena se cumple lo siguiente:

a) {a∗ : a ∈ A} es familia de abiertos no vaćıos, ajenos dos a dos.

b) Si A ⊆ [ω]ω es MAD, entonces
⋃
{a∗ : a ∈ A} es abierto denso en ω∗, según la

definición 3.45.

Prueba : Para probar a) recordemos que en la Afirmación 2.2 vimos que {a∗ : a ⊆
ω} es base de ω∗ y como cada a ∈ A es un subconjunto infinito de ω, entonces

{a∗ : a ∈ A} es una familia de abiertos no vaćıos. Ahora si a, b ∈ A por definición de

A sabemos que (a∩b) es finito, entonces (a∩b) =∗ ∅ y por el Lema 2.8 (a∩b)∗ = a∗∩b∗

entonces {a∗ : a ∈ A} es ajena dos a dos.

Para probar b) tomemos un a ∈ A, como A es MAD entonces a es infinito y a∗ es

un abierto no vaćıo. Aśı
⋃
{a∗ : a ∈ A} es abierto pues la unión de abiertos es un

abierto.

Veamos que (
⋃
{a∗ : a ∈ A}) es denso. Sea U un abierto no vaćıo en ω∗. Como las

estrellas forman una base, ver Afirmación 2.2, existe c ∈ [ω]ω con c∗ ⊆ U . Como A
es MAD existe b ∈ A con (b ∩ c) infinito entonces ∅ 6= (b ∩ c)∗ ⊆ c∗ ⊆ U . Por lo

tanto U ∩ (
⋃
{a∗ : a ∈ A}) es no vaćıo. Esto implica que (

⋃
{a∗ : a ∈ A}) es denso

según la definición 3.45 �.

Corolario 3.56 Sea T ⊆ [ω]ω el árbol matriz base como en la definición 3.40.

Entonces se cumple lo siguiente.

a) El conjunto {a∗ : a ∈ T } forma una π-base.

b) Si α < ht(T ) entonces
⋃
{a∗ : a ∈ Tα} es un abierto denso.

El siguiente teorema es el Corolario 2,10 de [1] .

Teorema 3.57 h3 ≤ n(ω∗).

Prueba : Sea {Uα : α < n(ω∗)} una familia de abiertos densos en el sentido to-

pológico (Definición 3.45) y con intersección vaćıa. Para α < n(ω∗), definimos la

familia Dα = {A ∈ [ω]ω : A∗ ⊆ Uα} y veamos que cumple la siguiente afirmación.

Afirmación 1: Para todo α < n(ω∗) se cumple que Dα es abierta densa en [ω]ω como

en las nociones conjuntistas de abierto denso Definición 3.20.

i) Veamos que Dα es abierta. Para esto sean x ∈ [ω]ω y B ∈ Dα tal que x ⊆∗ B.

Recordemos que x ⊆∗ B si y solo si x∗ ⊆ B∗, ver Lema 2.8. Ahora como B ∈ Dα
entonces B∗ ⊆ Uα entonces x∗ ⊆ B∗ ⊆ Uα aśı x∗ ⊆ Uα. Entonces x ∈ Dα. Por lo

tanto Dα es abierta.



86 CAPÍTULO 3. EL INVARIANTE H

ii) Veamos que Dα es densa. Tomemos un x ∈ [ω]ω. Sabemos que {Uα : α < n(ω∗)}
es denso en el sentido topológico Definición 3.45, entonces (Uα ∩ x) es no vaćıo y

como B = {a∗ : a ⊆ ω} es base para ω∗, ver Afirmación 2.2 entonces existe c∗ ∈ B
tal que c∗ ⊆ (Uα ∩ x) ⊆ Uα, por transitividad tenemos que c∗ ⊆ Uα entonces c ∈ Dα
y como (Uα∩x) ⊆ x entonces c∗ ⊆ x. Por lo tanto Dα es densa. Por i) y ii) tenemos

que Dα es abierta densa según la Definición 3.20.

Por último veamos que Dα cumple la Definición 3.21 que corresponde a la definición

de h3 es decir basta verificar que
⋂
α<n(ω∗)Dα = ∅. Supongamos lo contrario, sea

B ∈
⋂
α<n(ω∗)Dα entonces de la definición de Dα tenemos que B∗ ⊆ Uα para todo

α < n(ω∗). Aśı tenemos que ∅ 6= B∗ ⊆
⋂
α<n(ω∗) Uα = ∅. Esto contradice la hipótesis

y como h3 es el mı́nimo tamaño de una familia abierta densa con intersección vaćıa

entonces h3 ≤ n(ω∗) como queŕıamos. �

De la Definición 3.34 se sigue que h = h3. Usando el teorema 3.57, se cumple el

siguiente Corolario.

Corolario 3.58 h ≤ n(ω∗).

El siguiente Teorema fue extráıdo de [1] , Teorema 3.5, página 16 y relaciona el

número de Novák con h.

Teorema 3.59 i) Si h < c entonces h ≤ n(ω∗) ≤ h+.

ii) Si h = c entonces h ≤ n(ω∗) ≤ 2c.

Prueba : Para probar i) será suficiente con probar que n(ω∗) ≤ h+ pues la primera

desigualdad ya está probada en el Corolario 3.58 entonces hagamos lo siguiente.

Sea T un árbol mátriz base de altura h. Para a ∈ T , como h+ ≤ c existe una familia

casi ajena {a(β) : β < h+} ⊆ [a]ω ver ejemplo 2.55. Para β < h+ sea Uβ =
⋃
{a(γ)∗

con a ∈ T , β ≤ γ < h+} se cumple lo siguiente:

(1) Uβ es un abierto en ω∗, pues es unión de abiertos básicos.

(2) Para todo β < h+, Uβ es denso en el sentido de la definición 3.45. Sea b∗ ⊆ ω∗

un abierto básico. Como T es denso en el sentido conjuntista existe a ∈ T tal que

a ⊆∗ b entonces a∗ ⊆ b∗ y como a(β)∗ ⊆ a∗, entonces a(β)∗ ⊆ b∗. Esto implica que

Uβ ∩ b∗ 6= ∅.
(3)

⋂
{Uβ : β < h+} = ∅
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Para probar (3) sea p ∈ ω∗. Definimos Ap = {β < h+ : ∃a ∈ T con p ∈ a(β)∗}.
Veamos que |Ap| ≤ h. Dado α < h sea Ap,α = {β < h+ : ∃a ∈ Tα con p ∈ a(β)∗}.
Notemos que (Ap =

⋃
α<hAp,α). Ahora si α < h supongamos que β0, β1 ∈ Ap,α

entonces existen a0, a1 ∈ Tα con p ∈ a0(β0)∗ y p ∈ a1(β1)∗. Esto implica que p ∈
a0(β0)

∗ ∩ a1(β1)∗ ⊆ a∗0 ∩ a∗1. Como a0, a1 ∈ Tα y Tα es casi ajena entonces a0 = a1.

Entonces p ∈ a0(β0)
∗ ∩ a0(β1)∗ y como {a0(β) : β < h+} es casi ajena entonces

β0 = β1 lo que implica que |Ap,α| ≤ 1 (puede ser vaćıo para algunas α). Como

(Ap =
⋃
α<hAp,α) obtenemos que |Ap| ≤ h como queŕıamos.

Sea γ = sup(Ap). Como h+ es regular y |Ap| ≤ h entonces Ap ⊆ γ y γ < h+. Sea

µ > γ+1 entonces µ /∈ Ap. Entonces si a ∈ T tenemos que p /∈ a(µ)∗ y por definición

de Uγ+1 se sigue que p /∈ Uγ+1. Esto prueba (3).

Esto ya es suficiente para asegurar que n(ω∗) ≤ h+ y completamos la prueba de i)

Para probar ii) solo falta verificar que n(ω∗) ≤ 2c. Notemos que el Lema 3.50 implica

que n(ω∗) ≤ |ω∗|. Como mencionamos en la Observación 2.57, no calcularemos la

cardinalidad de ω∗ pero es posible consultar [23] donde B. Posṕı̌sil establece que

|ω∗| = 2c. Entonces n(ω∗) ≤ 2c. Esto verifica ii) y completa la prueba del Teorema

3.59 �.

El siguiente teorema relaciona una propiedad combinatoria del árbol con el número

de Novák.

Teorema 3.60 Las siguientes condiciones son equivalentes.

a) h = n(ω∗)

b) Existe un árbol matriz base de ω∗ sin ramas cofinales de altura h.

Prueba : b) ⇒ a). Sea T un árbol matriz base de altura h para ω∗ sin ramas

cofinales. Para α < h sea Uα =
⋃
{a∗ : a ∈ Tα} es un abierto denso por Lema 3.55.

Veamos que
⋂
α<h(Uα) = ∅. Supongamos lo contrario, existe p ∈

⋂
α<h(Uα). Para

cada α < h existe un único a(α) ∈ Tα tal que p ∈ a∗(α) pues p ∈ Uα y Tα es casi

ajena dos a dos. Pero si α < β < h entonces p ∈ a∗(α)∩a∗(β). Entonces a(α)∩a(β)

es infinito. Como T es un árbol entonces a(β) ⊆∗ a(α). Por lo tanto {a(α) : α < h}
es una rama cofinal en T , lo cual contradice b).

Veamos que a)⇒ b). Por a) podemos tomar {Uα : α < h} una colección de abiertos

densos en el sentido topológico con (
⋂
α<h Uα = ∅). Para cada α < h, sea Dα = {x ∈

[ω]ω : x ⊆∗ Uα}, la prueba de la siguiente Afirmación es análoga a la Afirmación

hecha en la prueba del Teorema 3.57
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Afirmación: Dα es abierta densa.

Entonces H = {Dα : α < h} es una colección de familias abiertas densas. Usando

H hacemos la misma construcción que en el Teorema 3.41 y obtenemos un árbol

matriz base de altura h. Veamos que no tiene ramas cofinales. Por contradicción

supongamos que {bα : α < h} es una rama cofinal, esto implica que si α < β,

bα ∈ Tα entonces bβ ⊆∗ bα.

Dado α < h, por Lema 0.20 sea γ ĺımite y n ∈ ω con α = γ + n. Por el subcaso

ii) del Teorema 3.41 tenemos Tγ+2n+1 ⊆ Dγ+n. Por lo tanto bγ+2n+1 ∈ Dα. Esto

implica (bγ+2n+1)
∗ ⊆ Uα. Por lo tanto

⋂
β<h(b

∗
β) ⊆

⋂
α<h Uα = ∅.

Notemos que la rama {b∗β : β < h} es una familia centrada según la Definición 2.10,

y como {b∗β : β < h} es una colección de cerrados en ω∗ entonces
⋂
β<h(bβ)∗ 6= ∅ por

compacidad. Ver [11] 3.1.1, p.123.

Notemos que de manera equivalente la rama {bβ : β < h} se puede extender a un

ultrafiltro p tal que p ∈
⋂
β<h(bβ)∗ de la siguiente forma.

Veamos que F = {x ∈ [ω]ω : bβ ⊆∗ x} es un filtro en ω según la Definición 1.33.

i) ∅ /∈ F , supongamos que ∅ ∈ F entonces bβ ⊆∗ ∅. Esto contradice la vacuidad de

∅. Por lo tanto ∅ /∈ F .
ii) Veamos que X ∈ F , si X = ω entonces bβ ⊆∗ ω por lo que ω ∈ F .
iii) Tomemos c, d ∈ F y veamos que (c ∩ d) ∈ F . Por definición de F tenemos que

bβ ⊆∗ c y bγ ⊆∗ d. Sin pérdida de generalidad supongamos que β < γ entonces bγ ⊆∗

bβ, por transitividad tenemos que bγ ⊆∗ c. Ahora por definición de la casi contención

tenemos que (bγ \ c) y (bγ \ d) son finitos entonces (bγ \ c) ∪ (bγ \ d) = (bγ \ (c ∩ d))

es finito. Entonces bγ ⊆∗ (c ∩ d) por lo que (c ∩ d) ∈ F .
iv) Sea s ∈ [ω]ω y d ∈ F con d ⊆ s veamos que s ∈ F . Por definición de F tenemos

que bβ ⊆∗ d y como d ⊆ s entonces bβ ⊆∗ s, por lo que s ∈ F . Esto prueba que F
es un filtro.

Ahora usando el Lema 1.39, tenemos que para F filtro existe un p ∈ ω∗ ultrafiltro

tal que F ⊆ p. Para β < h tenemos que bβ ∈ F ⊆ p entonces bβ ∈ p entonces p ∈ b∗β
por propiedades de los ultrafiltros (Definición 1.45 y Afirmación 2.2 ). Esto implica

que p ∈
⋂
{b∗β : β < h}, lo cual contradice a) y completa la prueba delTeorema 3.60.

�

Para finalizar este trabajo queremos mencionar que en la parte 5. de [1] se pueden

consultar resultados de consistencia en ZFC donde los cardinales h y n(ω∗) toman
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distintos valores. A continuación pondremos una lista de relaciones entre invariantes,

que no explicaremos ya que la explicación requiere conocimiento de la técnica de

Forcing, herramienta frecuentemente utilizada, para realizar pruebas de consistencia

en ZFC, para una introducción a esta herramienta se recomienda [18] .

I. h = ω1.

II. h = c.

III. ω1 < h < c.

IV. h < c y n(ω∗) = h+.

V. h = c, c+ < 2c y n(ω∗) = c+.

VI. h = c, c+ < 2c y n(ω∗) = 2c.
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