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Introduccion

A fines del siglo XIX, Georg Cantor establecié que la cardinalidad de los nimeros
naturales es menor a la cardinalidad del continuo en simbolos, Ry < 280 = ¢. Este
resultado representa el nacimiento de la Teoria de conjuntos y con ella, interesan-
tes cuestionamientos sobre cardinalidad y sus repercusiones. Por ejemplo el mismo
Cantor se pregunt6 cudl es la cardinalidad exacta de ¢; aunque se sabe que él mismo
conjetur6 que ¢ = Ny no pudo dar la demostracién. Esta conjetura es lo que actual-
mente conocemos como hipétesis del continuo o CH y asegura que solamente hay 2
tipos de infinito que pueden caracterizar a los conjuntos infinitos de numeros reales,

a saber Ny o Ny.

Posteriormente los trabajos de Gddel y Cohen demuestran que C'H es independiente
a los axiomas de ZFC; es decir desde ZFC no se puede probar ni su veracidad, ni su
negacién, lo cual nos deja abierta la pregunta sobre la cardinalidad de ¢. Notemos
que si C'H falla, existen cardinales mayores que N; que pueden ser candidatos para

caracterizar la cardinalidad de c.

Hagamos la siguiente pregunta: Dada una propiedad que se cumple en colecciones de
conjuntos de reales de cardinalidad Rg. ;, Es siempre posible extender dicha propiedad

a colecciones de cardinalidad ¢?

La respuesta es que no siempre es posible y la definicién de invariante cardinal
del continuo comprende a este tipo de propiedades. Ahora si consideramos una
propiedad P que se cumple para colecciones de conjuntos de cardinalidad Ny y
no se cumple para colecciones de cardinalidad ¢, la pregunta obligada seria: ;Para
colecciones de que tamano se dej6é de cumplir P? la respuesta nos la dara el minimo
cardinal mayor que ¥y donde no pasa P. Asi un invariante cardinal del continuo es

el minimo cardinal mayor que Xy y menor que ¢ en el cual falla P.

Usualmente cada invariante cardinal se denota con una letra que hace referencia en

el idioma inglés a la propiedad P de la que se esté tratando. Mencionemos algunos
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ejemplos conocidos.

i) Una coleccién «numerable» de conjuntos nunca densos no cubren la recta real.
(Teorema de la categoria de Baire

i7) La unién de una coleccién «numerable» de conjuntos de Lebesgue con medida 0,
tiene medida 0.

i71) Dada una coleccién «numerable» de sucesiones de nimeros reales existe una

sucesion que eventualmente domina a cada una de las anteriormente dadas.

Notemos que los enunciados anteriores se vuelven falsos si cambiamos la palabra

«numerable» por «de cardinalidad c¢», esto nos sugiere de nuevo dos casos:

1) Si se cumple C'H entonces ¢ = 8y y cada uno de los enunciados de 1), 3), ii7)

fallan en el cardinal N;.

2) Si CH falla entonces existen cardinales entre Y; y ¢, se puede probar que es
consistente con ZFC que cualquier cardinal entre Ny y ¢ sea el cardinal donde fallan

los enunciados anteriores.

Por ejemplo es consistente que ¢ = Ny y los enunciados fallen para colecciones de
cardinalidad ¥; y también es consistente que ¢ = Ny y los enunciados se cumplan
para colecciones de cardinalidad N;. Esto implica que decidir exactamente en qué

cardinal entre Ny y ¢ fallan los enunciados anteriores no es posible desde ZFC.

Asi cada uno de los enunciados de i), 7i),4ii) determina un invariante cardinal, en

este orden se denotan cov(B), add(£), b.

El objetivo de esta tesis es estudiar al invariante cardinal h y dicho estudio se puede
abordar desde la topologia general o desde la teoria de conjuntos, en este trabajo

abordaremos ambas perspectivas.
A continuaciéon daremos una breve resenia del camino seguido en este en trabajo:

El capitulo 0, es un capitulo de preliminares que consta de una lista de los resultados
y definiciones que fuimos utilizando en el desarrollo de las pruebas de esta tesis, pero

que no son necesariamente parte del contenido central.

En el capitulo 1, dimos la definicién de compactacion y algunos ejemplos. Después
introdujimos una caracterizacién de la compactacién de Cech-Stone. En la segunda

parte del capitulo 1, presentamos el concepto de filtro, ultrafiltro y algunos resultados



conocidos que nos serian ttiles para definir el espacio de Stone de p(X), como el
conjunto de ultrafiltros en X y dotarlo de una topologia, ver Definiciones 1.44 vy
1.45. Probamos que el espacio de Stone de X, es cero dimensional, compacto y
Hausdorff. Esto permite definir la compactacién e : X — st(X) y verificar que dicha
compactacién es la de Cech-Stone de w o bien Sw. Por tltimo vemos que Bw no es

metrizable, probando que el residuo de Sw denotado w*, no es primero numerable.

En el capitulo 2, dimos una base para w*. Para el estudio de b, resulté natural y
en cierta medida necesario revisar algunos de los invariantes cardinales cercanos a
h como p,t, a, m y algunas de sus relaciones. En la seccién 2.4 se ilustra la conexién
entre el espacio de ultrafiltros y el cardinal p, expusimos algunos resultados cono-
cidos alrededor de la definicién de P-punto, también introducida en esta seccién y
sugerimos una lista de articulos recientes para un futuro estudio. Para finalizar este
capitulo, y pensando en abordar el ultimo capitulo donde estudiaremos b, fue nece-
sario incluir una seccién dedicada a las familias casi ajenas, necesarias para iniciar

el tercer capitulo con la definicién de familia aplastante.

En las secciones 3.1 y 3.2 del capitulo 3, tomamos las siguientes variantes conocidas
de b, comenzando con b1 : el minimo cardinal tal que existe una familia aplastante,
ho : el minimo tamano de una coleccién de familias MAD sin refinamiento comin
v b3 : el minimo cardinal de una familia de abiertos densos no vacios cuya intersec-
cién es vacia y verificamos que dichas definiciones son equivalentes. En la seccion
3.3 estudiamos la construccién del drbol matriz base de altura h, dada por Balcar,
Pelant y Simon en [1]. Por ultimo en 3.4 estudiamos la versién topoldgica del drbol
métriz base también en [1], conocida como nimero de Novék, revisamos algunas
desigualdades entre estas nociones y terminamos dando una lista de desigualda-
des consitentes con ZFC que involucran a b y n(w*) pero que desafortunadamente

rebasan los objetivos de esta tesis.
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Capitulo 0

Preliminares

Lema 0.1 (Kuratowski-Zorn) Sea P un orden parcial, si todo T C P totalmente

ordenado tiene cota superior en P, entonces P tiene elementos maximales.

Definicion 0.2 Para cualquier conjunto X, mos referiremos a su cardinalidad o

nimero de elementos con | X|.

Definicion 0.3 Si X es un conjunto y k un cardinal infinito definimos:

i) [X]<" = {A C X : |A| < K}, el conjunto de subconjuntos de X de cardinalidad
menor que K.

i) [X]=" = {A C X : |A| < &}, el conjunto de subconjuntos de X de cardinalidad
menor o igual que K.

iii) [X]" = {A C X : |A|] = k}, el conjunto de subconjuntos de X de cardinalidad

igual a K.

Definicion 0.4 Una relacion < en un conjunto P es un pre-orden si es reflexiva y

transitiva. Al par (P, <) le llamaremos conjunto pre-ordenado.

Definicion 0.5 Una relacion < en un conjunto P es un orden parcial o simplemente
un orden, si < es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Al par (P, <) le llamaremos

conjunto parcialmente ordenado u orden simplemente.

Definicién 0.6 Una relacion se llama de equivalencia en A si es reflexiva, simétrica
y transitiva, la denotaremos (~) es decir, a ~ b significa que a y b son equivalentes

segun (~).

Definicion 0.7 Dado A un conjunto y una relacion de equivalencia, se define la

clase de equivalencia de a € A,[a] ={z € A:x ~ a} ver [14] p,70.

11



12 CAPITULO 0. PRELIMINARES

Definicion 0.8 Dado un preorden < en un conjunto A, se define la relacion: a ~ b

sita<byb<a.

Lema 0.9 Si definimos (~) como en 0.8. Entonces (~) es una relacién de equiva-

lencia.

Prueba : 1) Veamos que (~) es reflexiva en A, si tomamos a € A, se sigue que a < a

ya que < es reflexiva pues (A4, <) es un preorden.

2)Veamos que (~) es simétrica en A, tomemos (a ~ b) y veamos que (b ~ a). De la
definicién 0.8, se sigue que (a < b) y (b < a) por tanto (b < a) y (a < b), es decir

que (b ~ a) por lo tanto (~) es simétrica.

3)Veamos que (~) es transitiva en A, para esto tomemos (a ~ b),(b ~ ¢). De 0.8 se
sigue que (a < b), (b < ¢) y de la transitividad de < en A, se sigue que (a < c¢),
también tenemos que (¢ < b), (b < a), es decir (¢ < a). Esto implica que (a ~ ¢) lo
que verifica que (~) es transitiva.

De lo anterior se concluye que (~) en A, es una relacién de equivalencia.ll

Definicién 0.10 Dado un preorden < en A definimos una relacién en el conjunto

de las clases de equivalencia, diciendo que [a] < [b] si a <b.

Lema 0.11 EIl preorden definido en 0.10, estd bien definido. Es decir si tenemos

c,d € Aconan~cyb~d entonces [(a <b) < (c <d).

Prueba : =) Supongamos que a < by veamos que ¢ < d. Como b ~ d entonces
(a <b<d)ycomo a~ csesigue que ¢ < a es decir (¢ < a < b < d). Esto verifica
la ida.

(< Supongamos (¢ < d) y veamos que (a < b). Como (a ~ ¢) entonces (a < ¢ < d),

como (b ~ d) entonces (a < ¢ < d <b). Esto verifica la vuelta. B

Teorema 0.12 Si (A, <) es un un preorden entonces (A/ ~,<) es un orden, ver
[14] Seccion 4.5, Ej.1 p.88.

Prueba : Para probar que (A/ ~, <) es un orden, hay que verificar que la relacién
<en (A/ ~) es:
1) Reflexiva, tomemos [a] € (A/ ~), de la definicién 0.8 se sigue que [a] < [a] < a <

a, esto se cumple pues por hipdtesis < es reflexiva ya que (A, <) es un preorden.

2) Antisimétrica, para esto tomemos [a], [b] € (A/ ~) tales que [a] < [b] A [b] < [a].

De la definicién 0.8 se sigue que si [a] < [b] entonces a < by si [b] < [a] entonces
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b < a. De lo anterior tenemos que (a < b) A (b < a), aplicando la definicién 0.8
tenemos que (a ~ b) y del Lema 0.9 se sigue que [a] = [b]. Esto verifica que < es

antisimétrica.

3)Transitiva, para esto tomemos [a], [b], [c] € (A/ ~) tales que [a] < [b] A [b] < [d],
aplicando la definicién 0.8, a ambos casos tenemos que (a < b)A(b < ¢). Esto implica
que (a < ¢) y de la definicién 0.8, concluimos que [a] < [¢] 1o que verifica que < en

(A/ ~) es transitiva.
De 1),2) y 3) se sigue que (A/ ~, <) es un orden W

Definicién 0.13 Dados (S, <s),(T,<;) drdenes parciales. Si existe f : S — T
biyectiva tal que © <g y, si y solo si, f(x) <; f(y). Entonces f es un isomorfismo

de orden y por tanto (S, <g) ~ (T, <) son isomorfos.(respecto al orden)

Definicién 0.14 Dado (X, 7T) un espacio topolégico y' Y C X decimos que (X, 7 |
Y) es la topologia relativa a Y. También decimos que U C Y es un abierto en
(T1Y)edVCXent conU=VnNY.

Proposicién 0.15 |[w¥|=rc.

Prueba : De las siguientes desigualdades |2¢| < |w®| < [(2¥)¥] = [29%“| = |2¥]| y el

teorema Cantor-Schroder-Bernstein tenemos lo querido, |w®| = [2¢|.1

Definicion 0.16 Dado X un espacio topolégico Hausdorff y A C X. Decimos que
p € X es un punto de acumulacion de A, si se cumple alguna de las siguientes

condiciones. ( proposicién 1.3.3 pdgina 24, [11])

1) si para todo U abierto con p € U se cumple que que (U N A)\ {p} # 0, 6 bien
2) si para todo U abierto bdsico con p € U se tiene que (U N A) es infinito.

Lema 0.17 1) y 2) son equivalentes.

Prueba: 2) = 1) Como (U N A) es infinito entonces (U N A) \ {p} es distinto del

vacio.

1) = 2) Supongamos que (U N A) es finito, como cada punto es cerrado entonces
(U N A) es unién finita de cerrados (U N A) C (F U {p}) con p ¢ F. Como F es
cerrado entonces (X \ F') es abierto asi tenemos V = ((X \ F) NU) es abierto
yp € V.Porl) (VnA)\{p} # 0. Ahora tomemos la igualdad anterior V =
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((X\ F)NU) y notemos que si la intersectamos con A y le quitamos {p} tenemos
que (VA A)\ {p}) = (X \ F)N0) " A)\ {p} = (AN D)0 (X \ F)\ {p} =
(ANT)\ F)\ {p} = (ANTU)\ (F U {p}) = 0, pues (U N 4) € (FU {p}). Asf por 1)
tenemos que (V N A)\ {p} # 0 y por la cadena de igualdades (V N A) \ {p} =0, lo

cual es contradictorio. Por lo tanto (U N A) es infinito.l

Lema 0.18 (Bolzano-Weierstrass)Cada conjunto infinito numerable en un compac-

to tiene un punto de acumulacion, ver 3.2, pagina 229 en [9].

Lema 0.19 Las siguientes contenciones se cumplen:
i) (ANC)\(BNC) € (A\ B)
it) (A\NC)\ (B\C) € (A\ B)

Prueba: i) Seape (ANC)\ (BNC) entonces (p e ANpeC)yp¢ (BNC),es
decir (p ¢ BV p ¢ C). De aqui se desprenden dos casos:

1) (pe AANpeC)y (p¢C), este caso queda descartado por ser contradictorio.

2) (pe AANpeC)y (p¢ B), este caso implica que p € (A \ B), asf se verifica i).

Para ii) Seap € (A\C)\(B\C) entonces p € (A\C) esto implica que (p € AAp ¢ C).
También sabemos que p ¢ (B \ C) esto implica que (p ¢ BV p € C). De lo anterior
tenemos lo siguiente (p € AAp ¢ C)y (p¢ BVpe C) asi tenemos dos casos:

1) (pe AAp ¢ C)ype C, este caso queda descartado por ser contradictorio.
2)(pe AANp & C)y (p¢ B), esto implica que p € (A \ B), asi se verifica i:).H

La siguiente definicién se puede consultar en [15].

Lema 0.20 ([15] pdgina 110). Si « es ordinal, entonces o = 4+ m donde [ es

limite o B =0 y m € w. Esta expresion es unica.

Definicion 0.21 Si « es un ordinal tal que a« = S+ m con B limite o 5 = 0 y
m € w. Diremos que o es par st m es par. En otro caso si m es impar entonces

diremos que « es impar.

Definicién 0.22 Sea f : A — B una funcion y b C B denotamos a la imdgen
inversa de b C B bajo f, como f< bl ={x € A:Jyeb, f(x) =y}



Capitulo 1

Compactacién de Cech-Stone

1.1. Definicion de X

Definicion 1.1 Dado X un espacio topoldgico, lo llamaremos de Tychonoff, si para
todo x € X y toda vecindad V' de x existe f : X — 1 continua tal que f(x) =0y
f(y) =1 para todo y € (X \'V), donde I = [0, 1].

Teorema 1.2 Sea X de Tychonoff. St Y C X entonces Y es de Tychonoff

Prueba: Sea F' C Y cerrado relativo tal que y ¢ F. Como Y C X existe F’ C X tal
que F'NY = F. Como X es de Tychonoff existe f tal que f(y) =0y f[X \ F'] C
{1}. Si consideramos g = (f [ Y), se cumple que Y es de Tychonoff.l

Definicién 1.3 Sea I un conjunto de indices. Sean {X; : i € I} una familia de
espacios topoldgicos y [[;c; Xi el producto cartesiano de los {X; : i € I}. Consi-
deremos m; : [[;c; Xi — X la proyeccion del producto topolégico en su j-ésimo
factor, con j € I. Asi la base para la topologia de Tychonoff esta dada a partir de
7 [Lier Xi — X tomando U; C X abierto y le aplicamos la imagen inversa de
m; que escribiremos w5~ [Uj] (definicion 0.22). Asi tendremos que i~ [U;] C [[;c; X;
corresponde a la interseccion de un numero finito de indices ' C I, en simbolos la
base para la topologia producto la podemos escribir como B = {ﬂjel T [Ujl: FCI
finito, para toda j € F' donde U; es abierto en X;}. Notemos que la topologia dada

por dicha base es la minima tal que cada 7; : [[;c; Xi — X es continua.

Definicion 1.4 Al producto topolégico de copias de I lo llamaremos cubo de Tycho-

[[x

i€l

noff, en simbolos:

15



16 CAPITULO 1. COMPACTACION DE CECH-STONE

donde I es un conjunto arbitrario de indices y X; = 1, a este producto lo denotare-
mos como I'. Observemos que este producto es compacto ya que I es compacto y el

producto de compactos es compacto.

Teorema 1.5 Sea {X; : i € I} una familia de espacios de Tychonoff. Entonces
Hie[ X; es de Tychonoff.

Prueba: Sea x € [[..; X; y V vecindad de z, asumamos sin pérdida de generalidad

que V es un abierto basico de x, es decir existe J C [ finito tal que para todo j € J

i€l

hay un abierto V; C X tal que V' = (;c; 7;~ [V;]. Notemos que 7; : [[;o; Xi — X;
es la proyeccion definida en 1.3. Como los X; son de Tychonoff para cada j existe una
funcién continua f; : X; — I tal que fj(z;) =0y f;[X;\V;] C {1}. Definamos
F o TLer Xi — L F(y) =max{f;(y;) : j € J}. Veamos que F' asi definida es
continua, para esto tomemos (a,b) = U C I abierto con a,b € Ry a < b. Notemos
que basta con demostrar que la preimagen de U bajo F' es un abierto en [].

Para esto tomemos y € [[;c; Xi tal que F(y) € (a,b), es decir a < F(y) < b, asi
y € F< [U]. A continuacién definamos W abierto tal que y € W C F* [U]. Dado
J € J se tiene que f;(y;) < F(y) < basi fj(y;) € (—oo,b). Como J es finito existe
k € J tal que fi(yx) = F(y) por tanto a < fr(yx) < b; fi(yx) € (a,b).

Caso 1: Si j € J\ {k}; fi(y;) € (—o0,b); Como f; es continua, existe W; C X;
abierto con y; € W tal que f; [W;] C (—o0,b).

Caso 2: Si j =k : fr(yx) € (a,b); Como fi es continua existe y, € Wy C X}, tal que
fr Wi € (a,b).

De lo anterior definimos W = (1, ; 7;~ [W;] abierto.

Afirmacién 1.6 Se cumple lo siguiente:
i)yeW.
i1) Para todo z € W se cumple que F(z) € U.

Prueba: Para i), de la definicién de W tenemos que (¢, 75~ [W;] € W. Siy; € W
y le aplicamos 7~ tenemos que 75 (y;) C i~ [W;] C W asiy € W.

Para ii) Si z € W entonces z € (;c; 75~ [W] es decir z; = m;(2) € W

Caso 1: Si j € J\ {k}; fi(zj) € (—o0,b); Como f; es continua, existe W; C X;
abierto con z; € W tal que f; [W;] C (—o0,b).

Caso 2: Si j = k : fr(zx) € (a,b); Como fi es continua existe zp € Wi C X
tal que fr [Wg] C (a,b). Asi a < fr(zr) < F(z). Notemos que en ambos casos
F(z) < b. Como J es finito existe i € J tal que F(2) = f;(z;) asi fi(z;) < b, de donde
a < F(z) = fi(z;) < b por lo tanto F(z) € (a,b) =U.
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Por dltimo sabemos que para toda j € J, tenemos que fj(z;) = 0y F(z) estd
definida como el méximo de estas j entradas donde todas son 0, asi tenemos que
F(x) =0.Seay € [[\V como y ¢ V existe algtin indice i € J tal que y; ¢ V; tal
que fi(y;) = 1 por la definicién de las f;, también sabemos que para toda j € J
tenemos que fj(y;) € I = [0,1] asi fj(y;) < 1y es el méximo, asi F'(y) = 1. Por
tanto [] es de Tychonoff .

Definicion 1.7 Dada f : X — Y entre dos espacios topoldgicos, si cumple ser
continua, biyectiva y con inversa continua diremos que es un homeomorfismo de X

en Y.

Definicion 1.8 Dada f : X — Y entre dos espacios topoldgicos, si cumple ser
continua, inyectiva y tal que f : X — f[X] tiene inversa continua, diremos que es

un encaje de X en Y.

Proposicién 1.9 Sea F : X — F [X] biyectiva. Si F es cerrada, entonces F tiene

nversa continua.

Prueba: Sea U C X abierto. Veamos que F'[U] es abierto en F [X]. Notemos
que F[U] = F[X\(X\U)] = F[X]\ F[X \U], por la biyectividad de F. Como
U es abierto, X \ U es cerrado y como F' es cerrada, F'[X \ U] es cerrado. Asf
F[X\ (X \U)] = FU] es abierto es decir F tiene inversa continua ver [11] pag.32.

Teorema 1.10 Sea X espacio topoldgico. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes.
i) X es de Tychonoff.

it) Existe un cardinal k tal que X puede ser encajado en I

Prueba: ii) = i) En el teorema 1.2 vimos que 1" esTychonoff para cualquier k,
es decir que todo subespacio X de un cubo de Tychonoff es de Tychonoff. Para
i) = 1) Consideremos el conjunto A = C'(X,I) formado por las funciones continuas
que van de X — I, notemos que este conjunto se relaciona con k ya que el nime-
ro de funciones de este tipo, pueden corresponder a cualquier cardinal, ya que la
compacidad se preserva en productos de cualquier tamano, esto nos servira para ver
que X se puede encajar en un cubo It de Tychonoff. Para esto definimos la funcién
e: X — 1" donde e(x); = f(z) con (v € X, f € A). Veamos que efectivamente e

es un encaje.

Afirmacion 1.11 e es continua.
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Prueba: De la definicion 1.8 de producto topoldgico se tiene que e es continua,
notemos que para toda f € A, myoe es continua, 7roe = ms(e(x)) = (e(x))s = f(x),

como f € A es continua. ver [11].
Afirmacién 1.12 e es inyectiva.

Sean = y y puntos distintos. Como X es de Tychonoff y los puntos son cerrados,
existe f € A tal que 0 = f(z) # f(y) = 1 lo cual implica también que e(x) # e(y)

por tanto e es inyectiva.
Afirmacién 1.13 e: X — e [X] es una funcion cerrada.

Sea F' C X un cerrado arbitrario, tomemos un punto arbitrario e(x) € e [X] \ e [F].
Entonces x ¢ F y existe f € A tal que f(x) = 0y f[F] C {1}. Consideremos
7y : I — I la proyeccién sobre el f-ésimo factor. Asf U = 74 [[0,1)] es un abierto
en I y contiene e(z) ya que e(x); = 0 = f(z) de la definicién de e. Ahora tomemos
un punto e(p) € UNel[X], asi e(p) € U = WJTI [[0,1)], si le aplicamos la proyeccién
tenemos que s o e(p) € [0,1) de donde f(p) < 1. De la definicién de f deducimos
que p ¢ F. De la inyectividad de e sabemos que e(p) € e[F] lo que implica que
U Ne[X] es una vecindad para e(p) en e [X]| que no intersecta a e [F]|. Es decir el
complemento de e [F] contiene a la vecindad abierta U N e [X] para e(z) arbitrario
por tanto e [F] es cerrado, asi e es cerrada y por la proposicién 1.9, toda f cerrada
y biyectiva tiene inversa continua. Asi concluimos que e es un homeomorfismo sobre

su imagen y por tanto un encaje.ll

En adelante pensaremos a los espacios de Tychonoff como subespacios de cubos de

Tychonoff.

Definicién 1.14 Dado un espacio topolégico X de Tychonoff. Al encaje e : X —>

IA le llamaremos la compactacion Cech-Stone de X.

A la cerradura de e [X] en I la denotaremos 3X . Usualmente al encaje e lo pensamos

como la inclusién y decimos que 8X es la compactacién de Cech-Stone de X.

1.2. Equivalencia de compactaciones.

Definicion 1.15 D C X es denso si para todo U C X abierto, se tiene que D NU

es no vacia.
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Definicion 1.16 En general para cualquier X diremos que i : X — K, con K
compacto es una compactacion si cumple:

a) i es continua.

b) i es inyectiva.

c) i 1i[X] — X es continua.

d) 1[X] es densa en K.

Ejemplo 1.17 e[X] es denso en e[X], con la compactacion de Cech-Stone

Definicion 1.18 Sea X de Tychonoff. Sean i1 : X — Ky, io : X — Ko, compac-
taciones. Diremos que son equivalentes si existe h : i1[X| — i2[X] homeomorfismo,

tal que i9 = h o1y

Antes de enunciar el objetivo de esta seccién, veamos algunos ejemplos de com-
pactaciones de distintos espacios topoldgicos. Los puntos a verificar en cada caso
seran:

a) ¢ es continua.

b) i es inyectiva.

c) i 1 i[X] — X es continua.

d) i[X] es densa en K. (Definicion 1.16.)

Observacion 1.19 Si Y es un espacio topoldgico con la topologia discreta, todo
subconjunto de Y es un abierto y cualquier funcion con dominio Y es continua i.e,
dada f:Y — X, si U C X entonces f [U] es un abierto en'Y para cualquier X

espacio topoldgico.
Teorema 1.20 Y C R es compacto si y sdlo si es cerrado y acotado, ver [20] pdg.50.

Ejemplo 1.21 Consideremos K = {0} U {2 : n € w\ {0}} C R y definamos

i:w— K comoi(n)= Veamos que © es un encaje y K una compactacion de

_1
n+1°

Notemos que K es compacto ya que es una sucesién convergente. Ahora por la

_1
n+1

por tanto se cumple b). Para ver que i :ijw] — w

Observacion 1.19 i cumple a). Si tomamos n, m € w distintos, también i(n) =

serd distinto de i(m) = ﬁ,

es continua basta con que i : w — i[w] sea abierta, para esto tomemos U C w

abierto no vacio, queremos ver que i [U] es abierto en i [w]. Consideremos el abierto
V = U,ep Iny1 en R donde 1,11 = (n+2, n) asi VNifw] = [UneU In-l—l] Nifw] =
{n—Jrl n € U} = i[U] abierto en i [w] por lo que se cumple c). Por tltimo dada la
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1

convergencia de -

cualquier vecindad alrededor del 0 intersecta a la imagen de 1,
esto implica que i [w] es denso en K, por lo que cumple d) por tanto i es un encaje

de w en K, es decir, una compactacién de w en K.l

Teorema 1.22 Dado A C C, decimos que f : A — C es continua, si para toda
sucesion convergente z, — zo de puntos en A, entonces las imdgenes f(zpy,) —

f(2z0) también convergen en C, ver [20] pag.45.

Ejemplo 1.23 Sea K ={ £ € C: || & | = 1}, el conjunto de vectores de norma
1 en el plano complejo. Veamos que K es una compactacion del intervalo (0,1).
Consideremos la funcion dada por i : (0,1) — K donde i(x) = exp(2wiz) con
i2 = —1 y veamos que cumple las condiciones de la Definicién 1.16. Notemos que K
ast definido es acotado pues los vectores que constituyen al conjunto tienen norma
1. Si nos fijamos en el complemento de K veremos que C\ K es abierto, asi K es

cerrado y por tanto compacto. Como i esta dada por la funcion exponencial entonces

es continua y se cumple a), ver [24] pag,1.

Notemos que ¢ asi definida, toma valores en el intervalo (0,1) y les asocia univo-
camente valores en la circunferencia unitaria de la forma: (r,0) donde r = 1y
0 € (0,2) asf se cumple b). Si tomamos la sucesién {1} en (0,1) y nos fijamos en
i({1}) corresponderd a una sucesién convergente z,, en K que converge a z = (1,0)
y por el Teorema 1.22, para toda vecindad del 0 en K, tenemos que i({2}) NV # @
asi 1 [(0,1)] es densa en K por lo que se cumple d). Para c) habra que ver que para
todo abierto bdsico (a,b) C (0,1), i[(a,b)] serd un abierto en K, esto sucede pues
cada i [(a,b)] serd un arco abierto en la circunferencia unitaria K. Por tanto ¢ es un

encaje y una compactacién del (0,1) en K.l

Definiciéon 1.24 Dada una funcion s :n — A, donden € w y a € A, definimos la

concatenacion s—a = sU{(n,a)}
Ejemplo 1.25 El compacto de Pelczynski es una compactacion de w.

A continuacién explicaremos como construir el compacto de Pelczynski, en simbolos

K =CU{ps:s€2¥} C[0,1] CR, este conjunto estd conformado por dos partes:

1) C es el conjunto de Cantor construido de manera usual.

3 <w _ n : :
2) El conjunto 2<% = UnEw 2" corresponde a las sucesiones finitas de ceros y unos,
ordenadas en un arbol conocido como el Arbol binario completo y nos servird para

enumerar un numero finito de niveles del conjunto de Cantor, haciendo corresponder
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los nodos del Arbol binario completo con un numero finito de niveles del conjunto

de Cantor, de la siguiente manera.

Los nodos del Arbol binario completo 2<“ se pueden describir de la siguiente forma:
El nivel 0 de 2<% corresponde al conjunto (). El nivel 1 est4 conformado por 2 nodos:
a la izquierda el 0 y a la derecha el 1. El nivel 2 esta conformado por los hijos del
nodo 0: 00 y 01 y los hijos del nodo 1: 10 y 11. Notemos que este procedimiento
podemos continuarlo w pasos; es decir dado un nodo s en el nivel n, tendra 2 hijos

en el nivel n + 1 que son: s70 y s™1, en general el nivel n es el conjunto 2".

Dicho lo anterior, enumeramos un nimero finito de niveles del conjunto de Cantor
con los nodos del drbol 2<“. Definimos K como la interseccién de una familia { K, :
n € w} de compactos para cada n € w, escribimos K,, = Cy, U{ps : s € U<, 2™}

Aqui el conjunto de Cantor estd dado por la interseccién de la familia C' = ({C,, :

n e w}.
En el Paso 0 definimos Kj. Partimos en tres partes iguales a I = [0,1] = Iy =
[0, %] U (%,%) Ul = [%, 1], extraemos el intervalo abierto intermedio (%,%) asi

Co=IyUlLypy= % el punto medio de I, en representacion del intervalo extraido
y correspondiente al nivel 0 del Arbol binario completo. Por ultimo para construir
K agreguemos a Cj el punto py i.e Ko = Co U {pp}.

Los niveles siguientes se construiran aplicando el mismo algoritmo. Para el paso
1; tomemos Cy = Iy U I1 y partimos cada intervalo de manera andloga al paso 0,
obtendremos asi Iy D Igo U o1 v It D I1p U I11. Definimos C7 = Igg U Ip1 U I1g U I
agregamos los puntos medios: pg, p1 de Iy y I; respectivamente y obtenemos: K =
C1 U {pg,po,p1}. En los siguientes pasos definimos intervalos y puntos medios de

manera similar.

Ky = Co U {py, po, 1, P00, Po1, P10, P11}

Ky =CnU{ps:s€lU,<,2™}

Notemos que C,, = J{Is : s € 2"} es unién de estos I intervalos ajenos 2 a 2.
Definamos K, ;1 suponiendo que ya tenemos K,; para cada s € 2"*! tendremos
que I = [a, b] es partido en tres intervalos I -, = [a, %a + %b], I = [%a + %b, b],
ambos intervalos cerrados extremos y Us = U, = I\ (I4~g U I,~;) el intervalo

abierto intermedio extraido, ps el punto medio de I5. Asi definimos C,y1 = J{Is :
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s €2y Ky = Cpt U{ps + 5 € Upenst 2™} Finalmente nuestro conjunto
queda definido como K = (), ¢, Kn.

Notemos que K C I es acotado. Cada K, es cerrado y K es la interseccién de los
K,, entonces K es cerrado y por tanto compacto.

Definimos i : w — {ps : s € 2<*} como una enumeracién. Por lo tanto, i es biyectiva
y continua por la observacion 1.19, asi elementos distintos de w corresponden a
sucesiones distintas de ceros y unos y viceversa. Entonces se cumple a) y b).

Para ¢) veamos que i : w — {ps : s € 2<%} es abierta. Sea x € (a,b) = U C w un
abierto, i(z) = ps. Definamos U, = I\ (I;~gUI,~;), observemos que U, es el intervalo
abierto extraido de I para formar K. Consideremos el abierto V = | J{U, : v € U}.
Asi la interseccién de V Ni[w] = {i(x) : x € U} = i[U] es abierto.

Para d) veamos que i [w] es densa en K; bastard con probar que para todo U C K
abierto se cumple que i [w|NU # 0. Sea U = (a,b)NK abierto bésico no vacio tal que
zeU. Caso 1) six € {ps:s€2<¥} entonces x € UNifw]. Caso 2) siz ¢ {ps:s€
2<“}. Entonces x € C, notemos que para todo n € w y para todo s € 2™ el intervalo
I, tienen longitud 3715l = 3= pues en cada nivel se extrae un tercio abierto de cada
intervalo cerrado. Consideremos la distancia M = min{x — a,b — x} > 0, asi por la

construccién de C existe m tal que 37™ < M. Sea t € 2<™ con x € I;.
Afirmacién 1.26 [, C (a,b).

Sea y € I; entonces d(z,y) < 37™. Caso i) si y < z entonces d(z,y) =z —y <
3™ <M < x—a,asix—y < x—a por tanto y > a. Caso ii) si z < y entonces
dlz,y) =y—x <3 ™m<M<b—=xasiy—x <b—2x entonces y < b. De i) y ii)
tenemos que a < y < b es decir y € (a,b) N I; es decir p; € i[w] N U, asi en ambos
casos (1 y 2) tenemos que i [w] NU # 0, por lo que se cumple d). B

Definicién 1.27 Sea X un espacio topoldgico, diremos que Z C X es un conjunto
cero, si existe una funcion continua f: X — R tal que Z = f<(0) y al conjunto de

los conjuntos cero de X, lo denotaremos Z(X).
Ejemplo 1.28 El conjunto ) es un conjunto cero de cualquier espacio topoldgico.

Sea X un espacio topolégico y f : X — R tal que para toda =z € X, f(z) = 1,
entonces f<(0) = (.1

Ejemplo 1.29 Todo subconjunto cerrado de R es un conjunto cero de R.
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Sea A C R cerrado no vacioy f: R — R tal que f(z) = d(z,A) = inf{d(z,y) : y €
A} entonces A = £<(0).1

Ejemplo 1.30 Todo subconjunto de w es un conjunto cero.

Sea A Cw, f:w— Rtalque f(x) =0siz € Ay f(z) =1six ¢ A Asi
A=f(0).m

Teorema 1.31 Sea X de Tychonoff. Sea i : X — K una compactacion ye : X —
BX la compactacion de Cech-Stone de X. Entonces los siguientes enunciados son

equivalentes.

a) i,e son compactaciones equivalentes.

b) si A, B € Z(X) son ajenos entonces las cerraduras de i [A], i [B] son ajenas en K.
Prueba : Ver Teorema 4.6, pag.73 en [12] .1

Como todo subconjunto de w es conjunto 0, ver ejemplo 1.30, tenemos el siguiente

caso cuando X = w.

Corolario 1.32 Sea i : w — Kk una compactacion y sea e : w — Pw la compacta-
cion de Cech-Stone de w. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.
a) i,e son compactaciones equivalentes.

b) si A, B C w son ajenos entonces las cerraduras de i [A], i [B] son ajenas en K.

Prueba : La prueba se sigue del Teorema 1.31.

1.3. El espacio de ultrafiltros.

Definicién 1.33 Un filtro en un conjunto X, es un subconjunto F C p(X) que
cumple las siguientes propiedades:

i)0 ¢ F

i) X € F.

iii) si A,B € F entonces ANB € F.

iw)siAe F yAC BCX entonces B € F.

Observemos que en este trabajo X es numerable y usualmente X serd igual a w.
Observacién 1.34 Si F es filtro y A € F entonces (X \ A) ¢ F

Prueba: Si A€ Fy (X \A) € F entonces AN (X \ A) =0 € F (por i) de 1.33)

lo que contradice la definicién de filtro.
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Definicién 1.35 Sea F un filtro.
i) F es ultrafiltro si para todo G C o(X) filtro, si F C G se tiene que F = G.
it) F es primo si para todo A, B € p(X), si AUB € F entonces A€ F 6 BeF

Lema 1.36 Sea F un filtro en X. Los siguientes enunciados son equivalentes.
a) F es ultrafiltro.

b) F es primo.

¢) Para todo A C X sucede que A€ F ¢ (X \A)eF

Prueba :b) = ¢) Sea F un filtro primo y A € p(X) arbitrario. Como AU (X \ A) =
X eFyFesprimo; Ae Fo6(X\A)eF.

¢) = a) Supongamos que para todo A C X se tiene que A € F 6 (X \A) € Fy
supongamos que existe G filtro, tal que F C G. Sea B € (G\ F) entonces B € G pero
B ¢ F. Como B ¢ F entonces (X \ B) € F como F C G entonces (X \ B) € G. Es
decir, que B € Gy (X \ B) € G por tanto estd su interseccion, es decir (} € G. Esto

es una contradiccién, por lo tanto no existe tal G.

a) = b) Sea F un ultrafiltro y A, B C X tales que AU B € F.

Afirmacién 1.37 Para todo C € F se tiene que C N A # ) 6 para todo C € F se
tiene que C'N B # ().

Prueba : De lo contrario supongamos que, [3Co(Co N A = 0)] y [3C1(C1 N B = 0)].
Como AUB € Fy Cy,C; € F entonces [(AUB)N (CoNCh)] € F.

Pero ([AUB)N(ConNC] =[AN(ConCH]U[BN(CoNCh)] =[(ANCo)NCh]U
[(BNC1)NCol =[0NCY]U[(CoND)] = 0.

Entonces () € F, lo que contradice la definicién de filtro.

Supongamos sin pérdida de generalidad que para todo C' € F sucede que CNA # ()
y consideremos el conjunto G ={D C X : 3C € F(CN A C D)}. Veamos que G asi
definido es el filtro generado por F y A.

1)G es filtro.

i) Si D € G existe C' € F tal que (C' N A) C D por hipétesis C N A # () por tanto
D#0asié¢g.

ii) Como X € Fy XN A C X entonces X € G.

iii) Sean D, Dy € G. Entonces existen C1,Cy € F tales que (C1 N A) C Dy y
(ConA)C Dy Asi (C1NCy)NAC DanNDy €G.

iv) Sean D € G y B C X arbitrario con D C B por definicién 3C(C N A) C D
entonces C N A C B por lo tanto B € G.

Por lo anterior G es filtro.
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2) Veamos que F C G. Sea C € F, siempre se tiene que (C' N A) C C entonces
C € G. Como F es ultrafiltro, F = G.

3)Veamos que A € G. Como X € Fy X NAC A entonces A € G.

Como F es ultrafiltro y 2), tenemos que; F = G, por 3) A € G = F lo que implica
que A € F. Por lo tanto F es primo. B

Corolario 1.38 Si U es ultrafiltro en X y k € w tal que U?:o A; € U con i €
{0, ...k} entonces existe j € {0,..,k} tal que A; € U.

Prueba : Como U es ultrafiltro en X entonces U es primo (lema 1.36). Vamos por
induccidn; si kK = 0, tenemos que Uf:o A; € U es solamente un uniendo por tanto
Ay € U. Supongamos que siempre que |J_, B; € U entonces existe j € n tal que
Bj € U. Ahora bien si tenemos U?:Jrol A; € U quisieramos que exista j € n + 1 tal
que A; € U. Notemos que U?jol A = (Uly Ai) U Apqq como U es primo tenemos
dos casos que U?:o A, elUd 6 Apyr € U. Si Apy1 € U terminamos, si no entonces
por hipétesis sabemos que en (|J;_, A;) existe j € n tal que A; € U por tanto en

cualquier caso existe j € i tal que A; ¢ U/. B

Lema 1.39 Para todo X y para todo F C p(X) filtro, existe G* ultrafiltro en p(X)
tal que F C G*.

Prueba : Consideremos £ = {G C p(X) filtro: F C G}. Notemos que & es distinto
del vacio, pues al menos estd F. Para encontrar un elemento maximal en £ es decir
un ultrafiltro en £ nos ayudaremos del Lema 0.1. (Kuratowski-Zorn), para esto serd
necesario verificar que £ asf definido cumple las condiciones para la aplicacion del

Lema 0.1.

Notemos que £ es un conjunto parcialmente ordenado por «C» pues «C» como
relacién de orden es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Tomemos C' C P totalmente

ordenado y veamos lo siguiente:

1) Consideremos | J C'y veamos que es un filtro segin las condiciones de la Definicion
1.33.

i) Notemos que todo G € £ es filtro por tanto () ¢ (JC

ii)igualmente X estd en algin G € C por tanto X € |JC.

i11) Si A, B € |JC existen Gy Gy € C filtros tales que A € Gy y B € Gy, por el orden
total en C tenemos que G; C Go 6 Go C Gy. Sin pérdida de generalidad supongamos
que G; C Go asi tenemos que A, B € Gy por tanto AN B € Gy asi ANB e |JC.
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iv) Sea A€ |JCyBC X con AC Bexiste G € Ctalque A €GycomoACB
entonces B € G por lo que B € |JC. Asi |JC es filtro y por definicién para todo
C € & se tiene que F C G por tanto |JC € &.

2) Veamos que | JC es cota superior. Sabemos que si G € C entonces G C | JC'y por
el Lema 0.1(Kuratowski-Zorn) existe G* elemento maximal en £.

Para ver que G* es un ultrafiltro. Tomemos G un filtro en X tal que G* C G como
g* € £ entonces F C G* C G entonces G € £ y como G* es maximal en £ entonces
G* = @G. Asi, G* es un ultrafiltro. B

Ejemplo 1.40 Sea X un conjunto infinito.

a) Para todo v € X, F, = {A C X : x € A}. Notemos que F, es primo, por tanto
es ultrafiltro. A los filtros de esta forma los llamaremos ultrafiltros fijos.
b)Fr={AC X : X\ A es finito}. A este filtro se le conoce como filtro de Fréchet.

Observacién 1.41 Fr no es ultrafiltro

Si F'r es ultrafiltro entonces es primo. (ver lema 1.36.) Para cualquier X, si conside-
ramos X = (aUb) con |a| = |b| = |X|. Tenemos que (aUb) € Fr, pues X \ (aUb) =0
pero tanto (X \ a) como (X \b) son infinitos, por lo que no estdn en F'r. Esto implica
que F'r no es primo por lo tanto tampoco es ultrafiltro. Si X = w. Consideremos
a={2n:newlyb={2n+1:n€w}. AsiaUb=w € Frpuesw\ (aUb) =0
es finito, pero (w\b) = ay (w\ a) = b no estdn en F'r pues ambos conjuntos son

infinitos. Por tanto F'r no es primo y tampoco ultrafiltro.
Definicion 1.42 Un ultrafiltro U en w es libre si Fr CU.

Proposicion 1.43 Sea U un ultrafiltro en X. U es libre si y solo si para todo x €
X, F, es distinto de U.

Prueba : =) Supongamos U es libre y que existe z € X tal que F, = U. Como U
es libre extiende al filtro de Fréchet; Fr C U entonces F'r C F,. Sea A = X \ {z}
asi X \ A = {z} finito por tanto A € Fr pero A ¢ F, lo cual es contradictorio.

(< Si U no es libre entonces Frr ¢ U i.e existe B € Fr tal que B¢ U ;si B € Fr
entonces (X \ B) es finito y por ¢) de lema 1.36 (X \ B) € U, es decir el conjunto
(X\B) = {ao, ai....a; } finito estd en U entonces Ufzo{ai} € U y como U es ultrafiltro
entonces es primo(ver corolario 1.38). Asi tenemos que para algin j € {0,...,k} se
tiene que {a;} € U. Para ver que F,; = U, veamos primero que U C F,,. Sea A € U
como {a;} € U entonces ) # {a;} N A C {a;}, asi {a;} N A = {a;} asi tenemos que
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a;j € A por tanto A € F,; asi se cample U C F, y como U es ultrafiltro tenemos

que U = Fy; lo que es una contradiccion. B

Definicién 1.44 El espacio de Stone de p(X) es el conjunto de los ultrafiltros en
X, que denotaremos St(X).

A continuacién definamos la topologia de St(X).
Definicién 1.45 Para cada A € p(X) definamos A = {p € St(X): A € p}

Lema 1.46 Para todo X.

a) ) =10,

b) X = St(X)
C)A/U\B:A\UB\

d ANB=ANB
e) X\ A=St(X)\ A

Prueba : a) Si ] # (), entonces existe p € St(X) tal que () € p, lo que contradice la
definicién de filtro. (ver1.33) Por tanto 0 =0.

b) C) Por definicion tenemos que X C st(X). D) Si p € St(X), siempre tenemos
que X € p. (definicién 1.33). Es decir p € X.

c) Q) Sipe AU B entonces AU DB € p, como p es ultrafiltro es primo (lema 1.56)
por tanto A € p 6 B € p. Si A € p entonces p € A.SiBe p entonces p € B en
cualquier caso se cumple que p € AUB.

Q) Sipe A\U E entonces A € p 6 B € p. Supongamos que A € p, notemos que
A C AUB. Por (definicion 1.33,iv)) de filtro, tenemos que AUB € p asip € AUB.
d) ) Sipe AN B tenemos que AN B € p. Como en particular ANB C Ay
AN B C B, aplicando (definicion 1.33,iv)) de filtro en ambos casos, tenemos que
AepyBEpportantopefAlypeﬁ, porlotantopegﬂﬁ.

O)Sipe AN B tenemos que A € py B € p, si aplicamos la (definicion 1.33,iii))
de filtro, tenemos que A N B € p entonces p € ANB.

e) Q) Sipe m entonces (X \ A) € p. Supongamos que A € p, como (X \ A) € p
entonces AN (X \ A) € p pero AN (X \ A) = 0 esto implica que § € p y esto que
contradice la definicion 1.33,i); por tanto A ¢ p asi p ¢ A entonces p € st(X) \ A.
D) Sipe St(X)\ A entonces p € St(X) y p ¢ A es decir que A ¢ p como p es
ultrafiltro entonces (X \ A) € p, (lema 1.36) asi p € X/\\A

Definicién 1.47 Un conjunto de St(X) es abierto si es unidn de elementos del
conjunto {A: A C X}
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Lema 1.48 Dados A,B C X, si A = B entonces A = B.

Prueba : Supongamos que A # By A=DB.Si A # B podemos decir sin pérdida
de generalidad que (A \ B) # 0, consideremos F = {C C X : A\ B C C} veamos
que es un filtro; i) Si ) € F existe C C X tal que; ) = (A\ B) C C esto implica que
A = B lo q contradice nuestra hipétesis, por lo tanto () ¢ F.

ii) Si (A\ B) # ) se tiene que B C A C X por tanto (A\ B) C X, asi X € F.

iii) Dados Cp,C1 € F se tiene que (A\ B) C Coy (A\ B) C Cy asi (A\ B) C
ConNCi =0Cyasi Cy € F.

iv) Sean C € Fy D C X arbitrario con C' C D tenemos que (A\B) C D asi D € F.

De las condiciones anteriores se sigue que F es un filtro y por Lema 1.39 es posible
extender F a un ultrafiltro F* asi tenemos que (A \ B) € F* entonces F* € A\ B,
como ) ¢ F tampoco estd en F*. Esto implica que A #* B lo que contradice la

hipétesis.
Corolario 1.49 A # ) si y solo si A # 0.

Prueba : =) Si A # () existe p € A es decir A € p. Como p es filtro A # () por i) de
la definicion de filtro.
(<= Para demostrar la contrapuesta del regreso, veamos que si A= @ entonces A = ().

Por 1.46, sabemos que, D=0 y por 1.48, si A = () entonces A = 0.

Definicion 1.50 Un espacio X es cero dimensional; si para todo U abierto y para

todo p € U, existe V abierto y cerrado conp €V C U.
Lema 1.51 Para todo A C X, A es abierto y cerrado por (lema 1.46, e))

Teorema 1.52 Para todo X el espacio St(X) cumple ser: 1) cero dimensional, 2)

Hausdorff, 3) compacto.

Prueba: 1) Para ver que St(X) es cero dimensional bastard con ver que que la
coleccion B(X) = {A: A C X} es de cerrado abiertos (lema 1.51) y que B(X) sea
base para St(X); para ser base debe cumplir:([11],pég,12)

(B1) Dados X’ B ypeE AN B veamos que existe C tal que p € C y C C ANB. Dado
que p € ANB = A/ﬁ\B.(lema 1.46 d) entonces AN B € p, si tomamos C = ANB
entonces C' € p, por lo tanto p € C.

(B2) Para todo p € St(X) existe U C X tal que p € U. Por definicién para todo
p € st(X) se tiene que X € p, si tomamos X = U entonces U € p, por tanto p € U.
Asi B(X) es base para st(X).
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2) St(X) es de Hausdorff. Sean p, q € St(X) distintos. Notemos que si p # ¢, entonces
VY epAY ¢q) 6 (Y €qAY ¢ p), sin pérdida de generalidad supongamos que
Y (Y € pAY ¢ q). Ahora bien como ¢ es filtro siempre se tiene que X € ¢, notemos
que X =Y U (X \Y), como ¢ es un ultrafiltro sabemos que es primo (lema 1.36)
y como X € g entonces Y € ¢ 6 (X \Y) € g, pero supusimos que Y ¢ ¢ entonces
(X\Y)eqasiqge X/\\Y = St(X)\'Y (definicién 1.45 y lema 1.46 ¢) ), asi Y € p
entonces p € Y, por ultimo notemos que Y y St(X)\ Y son abiertos ajenos que

separan a (py q) por lo tanto St(X) es de Hausdorff.

3) St(X) es compacto. Sea C una cubierta de abiertos para St(X), podemos suponer
que C es un subconjunto de elementos de la base B(X) (ver [11], Engelking, pag 123.)
ie. |JC = St(X), queremos ver que a C se le puede extraer una subcubierta finita
S = {S\’l ;4 € {1,...,n}}. Supongamos lo contrario es decir, ninguna cubierta finita
cubre a St(X) i.e para toda S C C finita se tiene que [ J;", S; # 5t(X). Consideremos
Vs = (SHX)\ U™, Si) = (X \ U™, S) = (N, X\ S;) estéd coleccién es no vacta
ya que hay elementos de St(X) sin cubrir por (|J;, S)).

Notemos que el lema 1.48 nos dice que si A = B entonces A = B, esto justifica
que la operacién «poner gorro» es inyectiva y su inversa «quitar gorro» esta bien
definida, dicho lo anterior tomemos Vg = (), X \ 5’1) le aplicamos «quitar gorro»
y definimos Ag = (72, X \ Si) € X , observemos también que A, = Vg # 0.
Consideremos F = {B C X : 35 C C finita Ag C B} y veamos que es un filtro.

i) Sabemos que f/ltq = Vg # (), por Corolario 1.49 tenemos que Ag # () por lo que
0 ¢ F.

ii) si B=X,Ag € X por tanto X € F.

i7i) Si E, F € F existen subcubiertas;

S = {5’2 NS {1,..,n}} CEyS = {,5/’\; (i€ {1,..,m}} C F finitas, tales que
As CEy Ay C F,parai € {1,..,m} sea Spy; = S;, ast Ag N Ay = (N X\
SHNNE,X\S) =" X\S) =Ag,¢ =AsNAy CENFasi ENF € F.
iv) Sean A € F y D arbitrario con A C D C X entonces Ag C D asi D € F. Por
las condiciones vistas F es un filtro. Ahora por (lema 1.39) existe G tal que F C G,
notemos que G € St(X), sea VoeCy Sy = {T/E} Veamos que G ¢ Vp. Sabemos
que Ag, € F pues Ag, C Ag, como F C G entonces Ag, € G entonces G € ZS\O asi
G¢USy = Vo. Como C es cubierta de St(X) tenemos que G € V para alguna Vec
lo que contradice que G ¢ |J Sp = Vo, por lo tanto St(X) es compacto.ll

Definicién 1.53 e : X — St(X), queda definida como:
e(p) =Fp, ={AC X :pe A} el ultrafiltro fijo generado por p.
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Consideremos X con la topologia discreta. Entonces X es un espacio de Tychonoff.
Teorema 1.54 ¢: X — St(X) es la compactacion de Cech-Stone.

Prueba : Del resultado anterior sabemos que St(X) es compacto, ahora solo falta

verificar los siguientes puntos:
1) e es una compactacion.
2) e es la de Cech-Stone.

Para 1) de acuerdo a la definicidn 1.16, habré que verificar lo siguiente:
a) e es continua.

b) e es inyectiva.

c) e 1 e[X] — X es continua.

d) e[X ] es densa en St(X).

a) Si X estd equipado con la topologia discreta cualquier subconjunto de X es un
abierto, en este caso X = w, asi se cumple lo querido.(Observacion 1.19)

b) Tomemos p,q C X distintos. e(p) = Fp, ={AC X :pe A}l ye(q) =F,={AC
X : g € A}. Como p # q se tiene que F, # F, pues {p} € F, pero {p} ¢ F, pues
p # q por lo que se cumple b).

c) Bastard con ver que e : X — e[X] es abierta. Sea V' C X un abierto, todo
subconjunto en X es un abierto ya que tiene la topologia discreta, veamos que e [V]
es un abierto en e [X]. Para esto notemos que si ¢ € V' entonces e(q) = F;. Veamos
primero que {F,} = {/(E N{F:pe X}

Afirmacién 1.55 {F,} = {/(E N{F,:pe X}

C) Como F es el filtro generado por ¢, sabemos que al menos {q} € F, entonces
Fq G{/q\}y]:q e{Fp:pe X} =¢e[X], es decir F € {Fp :p € X}ﬂ@como
queremos.

D) Tomemos un elemento del lado derecho de la igualdad es decir un 7, € e [X] ﬂ{/q\}.
Notemos que si Fp, € {/cﬁ implica que {q} € F, entonces p € {¢} por lo tanto p = ¢
y Fp € {F4}. De la afirmacién concluimos que {e(¢q)} es un abierto en e[X] para
todo ¢ € V' lo que implica que e [V] ={J i {e(q)} es un abierto en e [X], ya que es

unién abiertos.

d) Para esto hay que ver que todo U abierto no vacio de St(X) intersecta a e [X] =
{Fp : p € X}.Tomemos A C U abierto bésico tal que A C X, sabemos que si A £ 0
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entonces A # ((ver lema 1.49). Sea p € A entonces A € F,, entonces F, € ACU
y Fp € e[X] por definicién. Asi F,, € A C UnelX] por lo que e[X] es densa en
St(X).

De los incisos anteriores se sigue que e es un encaje en St(X) y sabemos que St(X)

es compacto, asi e cumple 1).

Afirmacién 1.56 Si A C X entonces e [A] = A.

Prueba : Sea A C X, sabemos que e [A] = {F, : p € A}. Seap € A entonces A € F,
entonces F, € A; esto implica que e [A] C A. Notemos también que A es cerrado por

lo tanto e [A] C A (ver [11] 1.1.1 inciso i),p. ). Nos falta demostrar que e [A] D A.

Tomemos U € E, para ver que U € W hay que ver que para todo abierto basico
con U € B sucede que e [A] NB # (). Tenemos que U € A yU e E, il € A entonces
A € U, analogamente como U € B entonces B € U esto implica que AN B € U
(por iii), de la definicon 1.33 de filtro) y como U es un filtro A N B # (), entonces
tomemos ¢ € AN B, como g € A entonces A € F, y F4 € e[A]. Ahora como ¢ € B
entonces B € F, asi F; € B por lo que e [A] N B # (). Esto prueba que U € e[A].

2) Del inciso 1) sabemos que e es una compactaciéon de X, para ver que es la com-
pactacién de Cech-Stone falta verificar que dados A, B C X ajenos, se cumple que
e[A] Ne[B] = 0. (condicion b) corolario 1.52.)

De la afirmacidn 1.56 sabemos que para A, B C X tales que AN B = (), se tiene
que e[A]Ne[B] = ANB=ANB =0 =0. Finalmente de 1) y 2) se concluye que
e: X — St(X), es la compactacién de Cech-Stone de X.H

1.4. [Sw no es metrizable.

Definicién 1.57 Sea ¢ : w — St(w) y St(w) = Bw como en la definicion 1.53 y
X =w, elw] = {F, : p € w} consta de los ultrafiltros fijos. El residuo de w, es

denotado como w* = Pw \ e |w], consta de los ultrafiltros libres.

El siguiente Lema nos serd de utilidad mas adelante.
Lema 1.58 Sea A C X. Entonces AN X* # 0 si y sélo si A es infinito.

Prueba : =) Por contrapuesta, supongamos que A = {ay, .., a;} es finito. Entonces
tenemos que A = Ur—o {Ek\} Para cada k tenemos {Ek\} = {F,, } es el ultrafiltro fijo
generado por {a;}. Esto implica que A = {Fa; 11 €{0,..n}} son todos ultrafiltros
fijos asi AnX* = (), pues en X* sélo hay ultrafiltros libres.
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(< Supongamos que A es infinito y consideremos F = {C' C X : (4 \ C) es finito}.
Veamos que F cumple la definicién de filtro.

i) Si C' = (), tenemos que (A \ ) = A, como A es infinito. Esto implica que () ¢ F.
it) Si C' = X, entonces (A \ X) = 0 es finito. Por lo tanto X € F.

i7i) Sean C,Cy € F, entonces tanto (A\ C1) como (A\ C2) son conjuntos finitos por
hipétesis. Por las leyes de De Morgan tenemos que (A\(C1NC2)) = (A\C1)U(A\C2)
es finito también pues es unién de conjuntos finitos. Por lo tanto C1y N Csy € F.

iv) Sean C € Fy BC X con C C B. Como C € F entonces (A \ C) es finito y
como C' C B entonces (A\ C) D (A\ B) es finito, esto implica que B € F.

Hemos visto que F es filtro. Notemos que Fr C F y por lema 1.39, sabemos que
existe U ultrafiltro, tal que Fr C F C U, por lo tanto U € X*(es ultrafiltro libre).
Por dltimo, como A € F C U entonces A € U es decir, U € A. Por lo tanto
UcAnX* A

En la seccién 1.8 enunciamos la caracterizacion de Sw y probamos que el espacio de
Stone cumple esta caracterizacién. Recordemos que en 1.21 y 1.25 dimos algunos
ejemplos de compactaciones, veamos que dichas compactaciones no son fw, para
esto la proposicién 1.59 implica que w* no es primero numerable y por lo tanto no
es un espacio métrico, esto implica también que los ejemplos vistos en 1.21 y 1.25 no
son la compactacién de Cech-Stone, pues en dichos ejemplos sus respectivos espacios

son métricos.
Proposicion 1.59 Sw no es metrizable.

Notemos que todo espacio métrico es primero numerable, es decir que todo punto
tiene base numerable: Si M es un espacio topoldgico y d una métrica compatible con
M, i.e, (M,d) es un espacio métrico. Sea = € M, para ¢ > 0, definimos B(x,€) =
{y € M : d(x,y) < €}. Entonces se tiene que [, B(z,27") = {z}. Veamos que

esto no pasa en w*.

Lema 1.60 Sea Uy € w* y {Uy : n € w} una familia de abiertos tales que Uy € U,
para todo n € w. Entonces existe Uy € w* \ {Up} tal que Uy € U, para todo n € w.

Para probar 1.60 empezemos con la siguiente construccién. Por recursiéon cons-
truimos {4, : n € w} C p(w) infinitos. Para n=0: Uy € U, entonces existe

Ay C w tal que Uy € ;1?) C Uy. Para n+1: Sea A,11 C w tal que Uy € A/n:l -

UonUiN...nNU,NUpy1) N (1/4-?) N 1/4\1 N..N ;1;) Por induccién sobre n, sabemos
que Uy € ;1;

Propiedad 0. Para todo n € w, Uy € A@ - Zl;
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Propiedad 1. Para todo n € w, A,, es infinito.

Prueba : Supongamos que no, es decir existe 4, = {k1,......k} = {k1} U {ka} U
... U{k,} finito, por hipétesis Uy € ;1;, entonces A, € Uy, esto implica que {k1} U
{k2} U ...U{k;} € Up. Como Uy es ultrafiltro entonces es primo (lema 1.36), por
tanto existe s € r+1 = {0, ...,7} tal que {ks} € Up. Veamos que Uy C Fy,, para esto
tomemos B € Uy. Como {ks} € Uy entonces por iii) y i) de la definicion de filtro
tenemos que () # {ks} N B € Uy, notemos que Uy N B = {ks}, es decir ks € B, lo que
implica que B € Fy,. Esto prueba que Uy C Fi, y como Uy es ultrafiltro, se sigue

que Uy = Fi,. Esto es una contradiccion pues Uy € w*. (no es ultrafiltro fijo)

Propiedad 2. Para todon € w, A,4+1 C A,.

Prueba : Notemos que 14/n?1 \ ;1; = ) si y solo si Ayy1\ A, = 0. La conclusién
se sigue de la Propiedad 0, i.e, A/n:1 - ;l; y por el Corlolario 1.49 tenemos que
Ant1 C A,

Definimos la familia A = {z,, : n € w} C w por, g = min(Ap) en el paso base y
para Zn+1 = min(Ap+1 \ {zo, ..., Zn}). Notemos que A, 11 \ {zo,...,Z,} es no vacio

pues A1 es infinito, asi x,11 estd bien definido.

Propiedad 3. Para todo n € w, Anw* C ;1;

Prueba : Sea p € Anw* y fijemos n € w. Como p € A entonces A € p. Como p € w*
entonces p es ultrafiltro libre es decir F'r C p. Notemos que (w\ {zx : k <n}) € Fr,
pues (w\ (w\ {zx : k < n})) es finito. Asi (w\ {zx : K < n}) € p. Ahora por iii) de
la definicién de filtro, tenemos que A\ {z} : k < n} = AN (w\ {zr : kK <n}) € p,
también tenemos que A\ {zx : k < n} C A, por la definicién de A y Propiedad 2,

finalmente por iv) de la definicién de filtro A,, € p entonces p € ;1;
Por la Propiedad 3 y la definicién de A\n se tiene lo siguiente.
Propiedad 4. ANw* € MNyew Un

Prueba : del Lema 1.60. Consideremos B,C C w tales que, B = {x, € A : n
es par }, C = {z, € A : n es impar }, con A como en la definicién de arriba.
Notemos que B y C asi definidos son conjuntos ajenos, del Lema 1.48 se sigue que
como BUC = A entonces BUC = BUC = A y como BN C = (), entonces
BNC =BnC =0 = 0. Ahora bien tomemos V; € B Nw* v V5 € CNw*. Entonces
V1 # Vs, sabemos también que Vi, Vs € j, pues A=BuUC. De la Propiedad 3
new En, de la Propiedad 0
A,. Como Vy # V5 podemos deducir que Vi # Uy 6 Vo # Uy,

se sigue que A N gn esto implica que Vi,V € )

new

sabemos que Uy € [

new
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sin pérdida de generalidad supongamos que V; # Uy. De lo anterior podemos afirmar
que los ultrafiltros Vi # Uy € ﬂnEw A\n por ultimo de la construccién de ;1; sabemos
que A\n+1 CUoN...NUpy1, asi N,y En <N
decir, V1 # Uy y estdn en () . U, R

new Un- Esto verifica el lema 1.60 es

new



Capitulo 2

Invariantes Cardinales.

2.1. Base para w".
Definicion 2.1 Para A C w definimos, A* C w* como A* = ANw*.

Notemos que la definiciéon 2.1 de w* es equivalente a la definiciéon 1.45 pues w* =

WNw* = PwNw* =w*.
Afirmacién 2.2 B = {A*: A Cw} es base de w*.

Prueba : De la definicién 2.1 tenemos que A* = ANw*. Vimos yvaen el Teorema 1.52
que {121\ : A C w} es base de fw y w* C Pw. Asi los ultrafiltros que cumplen la

definicién 2.1, forman una base de la topologia relativa a w*. (Definicion 0.1/ )R

A continuacién enunciamos algunas propiedades de la base de w*, observemos que

estas propiedades son analogas a las vistas en Lema 1.46.

Lema 2.3 1) (0* =0

2)(AU B)* = A* U B*

3)(AN B)* = A*N B*

D\ A = (@ A%

5)A* #£ 0 si y sdlo si A es infinito.

Prueba:

1) 0* = (w* N0) = (w* N 0) = 0. (Definicién 2.1, y Lema 1.46.)

2(AUB)* =w*N(AUB) =w*N(AUB) = (w* N A) U(w* N B) = A* U B*.
3)(ANB)* =w"N (A/H\B) = (w*NA) N (w* N B) = A* N B*. Los pasos se siguen de

aplicar la Definicion 2.1 reiteradamente.

35
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Hw\ A = @\ A) Nw* = @Nw)\ (ANw) = (w*\ 4%).
5)De la definicién 2.1 tenemos el siguiente enunciado: (E NX*) #0siysolosi Aes

inifinito, esto se cumple por el lema 1.58, por lo que se cumple 4). B

Definicion 2.4 Orden con la casi contencion.

Si A, B € [w]” diremos que:

i) AC* B, A estd casi contenido en B, si |A\ B| < w.
it) A, B son casi ajenos si |AN B| < w.

Observacion 2.5 (p(w),C*) es un preorden, es decir, la relacion C* es reflexiva y

transitiva sobre p(w).

Prueba : Para ver que la casi contencion es reflexiva, notemos que A C* A, pues
(A\ A) = 0 es finito. Para ver que la casi contencion es transitiva, tomemos
A,B,C € (p(w),C*). Hay que ver que si A C* By B C* C entonces A C* C.
Por hipdtesis tenemos que (A \ B) es finito y (B \ C) es finito, como la unién de
finitos es finita tenemos que (A\ B)U (B \ C) es finito. Para demostrar que A C* C,
bastard con que (A\ C) C (A\ B) U (B \ C). Supongamos lo contrario es decir
dx(x € [[A\NCO) Az ¢ [(A\B)U(B\C)]. Ahora si ¢ [(A\ B)U(B\ C)], hay
que considerar los siguientes casos (v ¢ AVe € B)A(x ¢ BVaez € C) = (z ¢
Anz ¢ B)\/(x ¢ ANz e C)\/(x € BAx ¢ B)\/(z € BAxz € C). Notemos que por
hipétesis z € (A \ C) por lo que los dos primeros casos no se dan pues tendriamos
que (x € ANz ¢ A) lo que es absurdo igual que el caso donde (z € BAx ¢ B)
y del caso restante y la hipétesis tendriamos (x € C Az ¢ C) lo cual tampoco
es posible. Como en todos los casos llegamos a una contradiccién se cumple que
(A\C)C (A\ B)U(B\ C) finito. Asi A C* C, esto implica que la casi contencion

es transitiva. B

Por ultimo notemos que la casi contencion no es antisimétrica, razén por la que no es
un orden parcial en p(w)/ fin. Para convencernos de esto consideremos los siguientes
conjuntos @ = w y b = (w \ {0}), afirmamos que a C* b pues w \ (w \ {0}) = {0}
es finito. También se cumple que b C* a, pues (w \ {0}) \ w = 0 es finito, pero
b= (w)\{0}) # w = a. Por lo que la casi contencion no es antisimétrica. Esto

motiva la siguiente definicién.
Definicion 2.6 A=*B siy solo si AC*ByBC*A

Definicién 2.7 Para todo A C w, definimos la clase de equivalencia de A como
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[A] = {X Cw: X =* A}. En particular, si s C w es finito entonces (s =* 0) es
decir [0] = {s Cw: s es finito }.

Observemos que de la Definicion 2.7 y el Teorema 0.12 se induce un orden parcial

con la casi contencion en el conjunto de las clases de equivalencia que denotaremos

p(w)/ fin.
Lema 2.8 A* C B* si y sdlo si A C* B.

Prueba : A continuacién utilizaremos las propiedades del Lema 2.3, A* C B* &
(A*\ B*) = (A\B)* =w*N(A\B) =0 |A\B|<we AC* BR

Lema 2.9 El conjunto de los cerrado-abiertos en w* ordenado con la casi contencion
y (p(w)/ fin) visto como el conjunto de las clases de equivalencia de subconjuntos de
w (Definicion 2.7), ordenado con la contencion son isomorfos como orden parcial,

ver Definicién 0.13.

Prueba : Bastara con ver que la funcién: [A] — A*, «poner estrella» a los elementos
de p(w)/fin es un isomorfismo que respeta el orden. En 2.7 definimos la clase de
equivalencia para todo A C w, [A] = {X Cw: X =" A}. Ahora [A] # [B] si y sélo si
existe X C w tal que (A =" X #* B) 6 (B =* X #* A), sin pérdida de generalidad
podemos suponer que (A =* X #* B), esto implica que (A C* X) A (X C* A) pero
(X ¢* B)V (B ¢* X). De lo anterior se desprenden dos casos:

Caso 1) Supongamos que (A C* X) A (X C* A) y X ¢* B. Como X ¢* B en-
tonces (X \ B) es infinito. Ahora consideremos la siguiente particién de (X \ B) =
[(X\B)NAJU[X \ B)N(w\ A)], notemos que (X \ B)N(w\ A)] C (X \A) es fi-
nito por hipétesis. Ahora veamos que el uniendo restante [(X \ B) N A] = (XNA) C
(A\ B). Ahora podemos ver a (X \ B) C (A\ B)U (X \ A) como (X \ B) es infinito
y (X \ A) finito se deduce que (A \ B) es infinito, por lo que A * B.

Caso 2) Supongamos (A C* X) A (X C* A) y B ¢* X. De las hipétesis se sigue
que (A \ X) es finito y (B \ X) infinito. Andlogamente consideremos la siguiente
particién de (B\X) = [(B\ X) N AJU[(B \ X) N (w \ A)]. Observemos que el primer
uniendo [(B\ X)NA] C (BNA)\X) C (A\ X) es finito por hipdtesis, notemos
que esto obliga a que el uniendo restante sea infinito, es decir [(B \ X) N (w\ A)] C
(B\ (X NA))C (B\A) esto implica que B Z* A.

Por dltimo, de los casos 1) y 2) se sigue que A #* By del Lema 2.8 se sigue

que A* # B*. Esto prueba que la funcién «poner estrellar: [A] — A* es inyectiva
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modulo fin, asi su inversa: A* — [A] estd bien definida. Notemos que p(w)/fin
estd ordenado por la casi contencion, igual que {A* : A C w} por la contencion, por
lo que la funcién «poner estrella» respeta el orden, Lema 2.8. Asi «poner estrella»
es un isomorfismo de orden, en simbolos Clo(w*, C) = (p(w)/ fin, C*).N

Por 1ltimo mencionemos que usando esta biyeccién se pueden definir operaciones en
o(w)/ fin, que se comportan como en el Lema 2.3, desafortunadamente esto se sale

de los objetivos de este trabajo.

2.2. Los invariantes p y t.

Definicién 2.10 Sea F C [w]*, decimos que F es centrada, si para todo S € [F]~
con S # 0, se tiene que | (S| = w.(ver definicion 0.2)

Notemos que si F' es centrada y tomamos a € F tenemos que |({a}| = |a|] = w,

esto implica que todo elemento de una familia centrada es infinito.

Definicion 2.11 a es una pseudointerseccion de F', si a es un conjunto infinito y

a C* x para todo x € F.

Definicién 2.12 p =min{|F| : F C [w]” es centrada y no tiene pseudointersec-

cion}.

Definicién 2.13 Una torre es una familia F = {Ay : o < k} C [w]* que cumple
las siguientes dos condiciones donde k es un ordinal.
1) Ag € Ay (Vo < B < R).

2) F no tiene pseudointerseccion.
Definicién 2.14 t = min{|F|: F es torre.}

Veamos que p y t estdn bien definidos, para esto veamos que existen familias de

conjuntos en p(w) con tales caracteristicas.
Lema 2.15 Existe una torre.

Prueba : Construyamos por recursién una familia {4, : a@ < k} indexada por
ordinales que cumpla la Definicion 2.13.

Para el paso base tomemos Ag = w.

Para el paso sucesor supongamos A, construida con @ € OR y construyamos A, 1.
Tenemos 2 casos:

i)Si A, es finito, hacemos A, = Agt1-
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i1)Si A, es infinito, escojamos una particiéon en conjuntos ajenos infinitos de la
siguiente forma A, = BUC y definimos A,+1 = B. Notemos que de esta definicién
se sigue que Aqq1 CF Ay y Ag €* Aat1 pues (A \ Aqy1) = C es infinito.

Si B € OR es limite tenemos dos casos:

a){Aq : o € B} tiene pseudointerseccién B C w. Sea Ag = B

b){A. : a € B} no tiene pseudointerseccién. Sea Ag = ().

Una vez enumerados los casos posibles para cada tipo de ordinal afirmemos lo si-

guiente.

Afirmacion: Existe 3 € OR con Ag finito.
Si negamos la Afirmacion se sigue que Ag nunca es finito para todo 8 € OR, en
otras palabras existe una cadena de conjuntos todos distintos de la forma Ag C*

... ©* A1 C* Ap. Veamos por induccién que para todo 8 € OR, si a < 3 entonces
Aq # Ag.

Para 841 € OR, de la construccién tenemos que Ag; C* Ag. Veamos que Agq #
Aq, si a < B. De lo contrario tendriamos que Ag C* A, = Ag41, esto implica que

Ag =* Agi1, lo que contradice el caso ii) de la construccién de {A, : o € B}.

Sea [3 es un ordinal limite, como Ag es infinito, estamos en el caso a) donde Ag es
una pseudointerseccién de {4, : @ € 3}. Entonces tenemos una cadena Ag C* ... C*
Ay C* Ap de elementos todos casi distintos si @ < S. Si suponemos lo contrario
tenemos que A, = Ag para alglin a < 3 esto en particular implica que A, C* Aqy1
y de la construccion sabemos que Ayt+1 CF A, de donde se sigue que A, =* Agt1,

pero esto contradice la definicién de A, 1.

Esto prueba que A, # Ag para todo a, € OR, pero esto implicaria que {A, :
a € OR} C p(w) tiene tantos elementos como la clase de los ordinales lo cual es
contradictorio. Asi se cumple la afirmacion. Por lo anterior existe 8 € OR tal que

Ag es finito. Fijémonos en v =min{ € OR : Az es finito}.

Si~y = B +1, se descarta el inciso i), aplicando el inciso i) se sigue que Ag;; = Ag,
pero esto contradice la minimalidad de ~. Por lo tanto no es posible que v sea
sucesor, entonces 7 es limite y como A, es finito por definicién de v entonces A,
no es pseudointerseccién, Definicidn 2.11. Por el caso b) se sigue que A, = . Esto

verifica que {A, : @ € v} C [w]” es torre. Esto completa la prueba del Lema 2.15. B

Lema 2.16 Toda torre es centrada.
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Prueba : Consideremos las siguientes familias de conjuntos, sean T = {F C [w]” : F
es torre } y P = {F C [w]” : F es centrada sin pseudointerseccién}. Veamos que
T C P.Sea FF = {A, : a« < v} € T entonces cumple 1) y 2) de la definicion
2.18. Para aj,a9,...,an < vy considerando 8 = max{ay,...a,}. De 1) se sigue
que Ag C* Ay, coni € {1,..,n} ie (Ag\ Aa,), (Ag \ Aas), ..., (A \ Aq,) son todos
conjuntos finitos y como la unién de conjuntos finitos es finita y usando las leyes
de De Morgan tenemos que |J;_,(Ag \ Aa;) = (Ag \ i, Aa;) es finito, entonces
Ag € (NiZy Aa;) v por Lema 2.8 tenemos A C (L, Aq,)*. Como Ag es infinito
esto implica que 0 # Af y como Aj C ((iL; Aa,)" se sigue que (L) ;)" # 0y
por el Lema 2.3,5) tenemos que ([, Aq,) es infinito. Por lo tanto toda F' € T es

centrada y por 2) de 2.13, no tiene pseudointerseccién, esto implica que 7' C P.l
Corolario 2.17 t y p estdan bien definidos.

Prueba: Del Lema 2.15 sabemos que existe una torre y del Lema 2.16 sabemos
que toda torre es centrada, es decir existen familias centradas sin pseudointerseccion.

Por lo tanto t y p estan bien definidos. B
Lema 2.18 w<p <t<e.

Prueba : Para ver que w < p serd suficiente con tomar una familia F centrada
con cardinalidad w y ver que siempre podemos construirle una pseudointerseccion
A = {z, : n € w}, esto lo haremos por recursién. Sea F = {4, : o < w}
centrada. En el paso base nos fijamos en xyp = min(Ap), para el siguiente paso
tomamos z1 = min((Ap N A1) \ {zo}). Para el paso inductivo tomamos z,+1 =
min [((i—y 4i) \ {20, ..., zn}]. Notemos que el conjunto A = {z,, : n € w} asi cons-
truido estd bien definido pues como F' es centrada tenemos que ([, A;) es infinito

y {zo, Z1..., 2} es un conjunto finito.

Ahora bien para probar que A = {z, : n € w} es una pseudointerseccién de F’

debemos verificar: 1) A es infinito y 2) A C* A,, para todo n € w.

Para 1) sea x,+1 = min(Ag N Ay...N Ap, \ {x0, ..., Ty }) como en la construccion de
A. Es decir ;41 es el minimo tal que ;41 € (Ao N A1...NAp) ¥ Tyy1 # Tk con
k € {1,..m}. Esto asegura que cada x,,; es distinto de los {zg, x1, ..., Ty, } tomados

en los pasos anteriores. Por lo que A = {x,, : n € w} es infinito.

Para 2) hay que verificar que (A \ A,,) es finito para cada n € w. Notemos que de

la construccién de A = {z; : i € w} se sigue que A, D {zp41 : n < Kk + 1}. Para
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convencernos de esto fijémonos en (n < k + 1) y tomemos algin k + 1, escojamos
como antes zy = y41 = man [((;_y Ai) \ {Zo, .., xr }], es decir z,41 es el minimo en
(Ni—y Ai) y distinto de {zo, .., z,} esto para toda n.

Esto asegura que 41 € A,. Por lo tanto A, O {x : n < k+1}. Ahora observemos
que (A\ A,) D {xpn :n € w}\{zk11 : n < k+ 1} = {xg, ...z, } finito. Por lo tanto
A C* A, para todon € w.

Finalemente de 1) y 2) se sigue que A es una pseudointersecciéon de F'. Asi concluimos

que w < p.

Para la segunda desigualdad, el Lema 2.16, afirma que toda torre es centrada sin
pseudointerseccién y de la definicion 2.12 se sigue que p es la minima cardinalidad

de una familia de este tipo. Esto implica que p < t.

Para la tercera desigualdad, sabemos que una torre es una familia 7' = {A, : a €

B} C p(w) entonces |T| < |p(w)| = ¢. Existe una torre de tamano ¢ W

La prueba del siguiente resultado se di6 en 2017, debido al trabajo de Shelah y
Malliaris, cuestion fuera del alcance de este trabajo, sin embargo es posible consultar

la prueba en [19] o [25]
Teorema 2.19 (Malliaris-Shelah) p = t.
Lema 2.20 Si {4, : a < Kk} es una torre, entonces cof(k) > t.

Prueba : Sea A < t. Supongamos que existe f : A — k cofinal, entonces para todo
a < k existe B, < A tal que f(Ba) > a. Esto implica que A,y € Ay. Como
A < t entonces la familia {Afg,) : Ba < A} tiene pseudointerseccion A, es decir
A C* Ag,) CF Aq, lo cual es contradictorio pues {4, : a < k} es una torre, por lo

tanto f no es cofinal. A

Corolario 2.21 t es reqular.

Prueba : Del Lema 2.20 se sigue que cof(t) > t. Esto implica que t es regular. B
Corolario 2.22 p es reqular

Prueba : Del Teorema 2.19 sabemos que p = t. Esto implica que p es regular. B
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2.3. Axioma de Martin

Definicién 2.23 Sea (P, <) un orden parcial. Decimos que D C P es denso en P si

y solo st para todo p € P existe ¢ € D tal que ¢ < p, léase «q extiende a p».

Ejemplo: Sean Ox = {U C X : U es abierto no vacio} y X = R. Sea D = {(p,q) :
p < ¢ € Q}. Entonces D es denso en (Ox, C).

Definicién 2.24 Dados p,q € (P, <). Si no existe r € P tal quer < p yr <gq, en

simbolos p L q, diremos que p y q son incompatibles.

Definicién 2.25 Dado (P, <) un orden parcial. A una coleccion A C P de elementos

mcompatibles dos a dos, le llamaremos anticadena.

Definicién 2.26 Dado (P, <) un orden parcial, diremos que tiene la condicién de la
cadena contable 6 simplemente la ccc si y solo si toda anticadena tiene cardinalidad

numerable.

Definicién 2.27 Sea G un subconjunto no vacio de (P, <) un orden parcial. Con-

sideremos las siguientes condiciones.

i)Sip € G yp<q, entonces q € G.
it)Para toda p,q € G, existe r € G tal quer <p yr <gq.
i11)S1 D = {Dy : o < k} C P es una familia de densos, entonces para todo o < Kk se

tiene que (G N Dy,) # 0.

Si G cumple 1) y i) entonces G es filtro, si ademds se cumple iii) entonces G es filtro
D-genérico. Es bueno mencionar que la presente definicion es una generalizacion de

la definicion 1.33 utilizada para describir el espacio de ultrafiltros.

A continuacién enunciaremos el Azioma de Martin 6 simplemente (M A), por sus

siglas en inglés.

Definicién 2.28 M Ap(k) es el siguiente enunciado: Dada D una familia de sub-

conguntos densos de un orden parcial P, con |D| < k, existe un filtro D-genérico.

Definicién 2.29 )M A(k) establece que M Ap(k) es verdadero para todo orden par-

cial P con la ccc. 1i)M A establece que M A(k) es verdadero para todo k < .

En el inciso d) del siguiente lema, veremos que MA(\) falla, si A > c.

De ahora en adelante utilizaremos el conjunto constituido por las funciones de do-
minio w e imagen un subconjunto de w, usualmente denotado w* = {f es funcién:

dom(f) = w,im(f) C w}. Cabe mencionar que |w*| = ¢, ver Proposicidn 0.15.
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Lema 2.30 Veamos que los siguientes enunciados son verdaderos.

a)Para todo P # 0. En ZFC se cumple M Ap(w), atin cuando P no tiene la ccc.
b)MA(c) es falso en ZFC.

¢)MA(Kk) = MA(N) si A < K.

d)Para todo A > ¢, MA(N) falla.

Prueba : Para probar a), tomemos un orden parcial P y D una familia numerable
de densos en P, fijémos p € P y veamos que existe un G filtro en P tal que p € G
y GND # (). Tomamos una lista de los densos D = {D,, : n € w}. Usando axioma
de eleccion y recursién sobre w, escojamos 1, € P para todo n € w. En el paso
base tomemos ry = p € G. Notemos que para todo n € w existe r,+1 € D, tal que

Tn+1 < Tn, pues Dy, es denso en P.

Sea G = {q € P: In|r, < q]}, veamos que cumple las condiciones de la definicién

2.24 para ser un filtro D-génerico.

i) Si ¢ € G entonces q € P y existe n € w tal que 1, < g. Ahora si ¢ < s entonces
(rn < g A q<s) asise sigue que (r, < s) por tanto s € G.

ii) Tomemos ¢, s € G, como q € G existe a < w tal que r, < ¢g. Andlogamente como
s € G existe b < w tal que r, < s. Ahora consideremos m= max{a,b} entonces

tenemos que (1, < 1q < q) A (rm <1 < §) como querfamos.
iii) Sea n € w, se sigue que r,, < ry, por lo tanto r, € Gy GN D, # 0.
Asi de i), ii), iii) se sigue la existencia de un filtro D-genérico.

Para probar b) es necesario verificar que M Ap(c) falla. Para esto consideremos el
orden parcial dado por el conjunto de las funciones f : X — Y, con X, Y C w
subconjuntos finitos, denotado por Fn(w,w) y lo ordenaremos con la contencién
invertida es decir P = (Fn(w,w),2). Si G es un filtro en P = (Fn(w,w), D), se
cumple que dadas p,q € G, como p y ¢ son funciones compatibles coinciden en
la interseccién de sus dominios. Es decir p,q € Fn(w,w) son compatibles si existe
r € P = (Fn(w,w),D) tal que extiende a p y ¢ es decir p,g C r asi pUq C r. Si
n € dom(p) N dom(q) implica que existe a € w tal que p(n) = a y si n € dom(q)
entonces existe b € w tal que g(n) = b. Asi (n,a),(n,b) € r, como r es funcién se

sigue que r(n) = a = b. De lo anterior concluimos: Si n € dom(p) Ndom(q) entonces

p(n) = q(n).
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Afirmacion: Si G es un filtro genérico, entonces fg = |J G es una funcién, como cada
p € G es una funcién, los elementos de | J G son pares ordenados. Sea (n,m) € [ JG
entonces existe p € G tal que p(n) = m. Si existe (n, k) € | JG entonces existe ¢ € G
tal que (n,k) € q es decir ¢(n) = k. Como p,q son compatibles, por lo dicho en el
parrafo anterior esto implica que p(n) = ¢q(n) = k, esto implica que k& = m. Por
lo tanto JG es funcién. Asi dom(UJG) = Uyeq dom(p),im(UG) = U,eq im(p).
Asi la unién de esas funciones, es la funcién fg = JG cuyo dom (fg) C w y cuya

im(fg) Cw.

Queremos que fg cumpla ciertas «propiedades deseadas». En este caso queremos
convencernos de que M Ap(c) falla, para esto consideraremos los conjuntos: 1) D; =
{geP:icdom(q)},conicwy?2) E,={qeP:q¢h}, con h e w’. Veamos que

ambos conjuntos son densos en P.

Para 1) tomemos cualquier funcién p € P y veamos que existe ¢ € D; tal que ¢ < p,
sea s = dom(p), tenemos dos casos, donde i € dom(p) 6 donde i ¢ dom(p), en el
primer caso tendriamos que p € D; y como la relacién C en P es reflexiva, tenemos
que (p < p). Ahora si i ¢ dom(p) simplemente definimos ¢ = p U {(¢,0)} entonces
(g 2 p), ¢ < p es decir, «q extiende a p» con g € D;. Notemos que esto lo podemos

hacer para cualquier p € P, esto muestra que D; es denso en P.

Para 2) tomando p € P podemos escoger una i € (w \ dom(p)) y j € (w\ {h(i)})
y definir ¢ = p U {(7,j)} notemos que (p C q) es decir «q extiende a p» y como

(4,5) € (¢ \ h) entonces g  h.

Observemos lo que sucede si G intersecta a todos los densos en 1) y 2) respectiva-
mente.

i) Si G N D; # ) esto implica que existe p € G N D;. Entonces i € dom(p) para todo
i €w. Como p CJG = fg, i € dom(fg). Asi dom(fg) = w por lo que fg € w®.

i1) Ahora si G intersecta a Ej, para h € w“, entonces existe p € G N E}, por lo que
p € h, es decir existe (4,7) € (p\ h). Como p C |JG = f entonces (4, ) € (fa \ h).
Por lo tanto h # fg. Si esto pasa para toda h € w* tendriamos que fg ¢ w®

Notemos que 7) y ii) nos llevan a una contradiccién que sucederd, sélo si existe un
filtro G que intersecte a los densos de 1) y 2). Dicho filtro lo obtendremos de aplicar
el Axioma de Martin, para esto nos encargaremos de verificar que en P se cumplen

las condiciones suficientes para su aplicacién. En 1) y 2) vimos que ambos conjuntos
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son densos, esto nos serd de utilidad al declarar la familia de densos, que nos llevara

a la contradiccién buscada.

Antes veamos que P = Fn(w,w) tiene la ccc. Esto sucede pues X,Y = w tenemos
que P = Fn(w,w) = {p funcién: dom(p) C X,im(p) CY y dom(p) es finito }, esto
implica que Fn(w,w) C {X Cw X w: X es finito} es numerable, por lo tanto tiene
la ccc.

Consideremos la familia de densos |D| = ¢, dada como resultado de unir las familias
de densos en 1) y 2) respectivamente: D = {D; : i € w} U{E} : h € w*}. Esto

completa las condiciones para aplicar M A.

Supongamos que M A(c¢) es verdadero, es decir existe G filtro D-genérico, que inter-
secta los w densos D; para todo i € dom(p), esto implica que f € w* y de intersectar
a los ¢ densos E}, para toda h € w”, esto implica que fg € h para toda h € w”, esto
implica que en este caso fg ¢ w®. Asi se sigue que fo # fq, lo cual es contradictorio,

por lo que concluimos que M A(c) falla.

Para probar c) sean A < k cardinales infinitos y suponemos M A(k). Se sigue que
dada D una una familia de densos con |D| < k existe un G filtro D-genérico. Notemos
que si (A < k) y tomamos una familia de densos con |D| < A < &, el mismo G filtro
nos sirve para MA(\) pues (A < k). Es decir que si M A(k) se cumple entonces
MA(X) también se cumple.

Para probar d), sabemos del inciso b) que MA(c) falla. Ahora si A > ¢, de la

contrapositiva de ¢) tenemos que si M A(c) falla entonces M A()\) también falla.l

Teorema 2.31 Para cualquier k cardinal regular no numerable, es consistente que

MA + ¢ = k, ver [18] pdgina 364.

Definicién 2.32 (P, <) es o-centrado si podemos escribir P =, ., Pn y para toda

newy{q:i<k<w}CP,, exister € P, tal que r < q;, para todo i < k.
Proposicién 2.33 Si P es o-centrado entonces tiene la ccc.

Prueba : Como P es o-centrado tenemos que P = |J _ P,, si P no tiene la ccc,

new
entonces podemos tomar A C P anticadena no numerable, es decir que ANP =
AN (U{P, : n € w}), podemos ver a A = |J . {ANP,}, notemos que el lado

derecho de la igualdad es una unién numerable de numerables, la cual sabemos es

new

numerable. Ahora, si A es no numerable entonces existe n € w tal que n € (ANP,)

no numerable. Tomemos ¢,s € ANP,, como P es o-centrado, existe r € P tal que
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(r < gq,s). Esto implica que (¢ y s) son compatibles pero ¢,s € A es decir (q y s)

son incompatibles, lo cual es contradictorio. B

Del lema 2.30 sabemos que M A(c) falla. Asi podemos definir el minimo cardinal

donde (M A) falla, como en la siguiente definicién.
Definicién 2.34 m= min{x : MA(k) falla}.
Teorema 2.35 m <p

Prueba : Supongamos que £ < m y probemos que x < p. Para esto tomemos una
familia A = {A, : @ < k} C [w]” centrada y veamos que tiene pseudointerseccién
K. Para esto usaremos el Axioma de Martin, empezaremos definiendo P = {p =
(Sp, W) = Sp € [w]=¥, W, € [A]=“}. Intuitivamente entenderemos a p como una
condicién de P que «dice algo» de K : S, como una aproximacién interna finita
hacia K, es decir S, C K y el W, promete que para todo Z € W, (K \ Sp) C Z 6
equivalentemente (K \ Z) C S,, esto garantiza que K C* Z.

Lo dicho anteriormente nos da una idea intuitiva de como funcionard nuestro orden.

Definamos formalmente, el orden parcial que describe las ideas anteriores.

Diremos que ¢ < p («q dice mas que p» 6 « ¢ extiende a p») si y solo si se cumple lo

siguiente:

a) Sq 2 Sp («q es mejor aproximacién que p»)

b) W, O W, («q promete més que p»)

c) VZ € Wy, [(S4 \ Sp) € Z] («q no rompe la promesa hecha por p»)

Veamos que < asi definido es efectivamente un orden parcial.(< es reflexiva, anti-

simétrica y transitiva.)

2) < es antisimétrica.
Supongamos que para p,q € P, se cumple (p < ¢) A (¢ < p) entonces tenemos:
a) Sp € S, A S, € Sp esto implica que S; = Sp.
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b) W, € Wy A W, C W, esto implica que W, = W),. Por lo tanto p = q.

3) < es transitiva.

Tomemos p, q,r € P condiciones tales que (p < q) A (¢ < r). Veamos que p < r.
Como (p < q) A (¢ < r) entonces se cumple:

a) Sp 25,

b) W, 2 W,

) VZ € Wq,[(Sp\ Sq) € Z]

A\

a’) Sq 2 5,

b)) W, 2 W,

) VZ € W,,[(S4\ Sr) C Z]. (Respectivamente).

Asi de a) y a’) tenemos a”) S, D S, D S,
De b) y b’) tenemos b”) W, > W, D W,.

Por ultimo hay que verificar que se cumple ¢”)VZ € W,,[S, \ S, C Z], para esto
supondremos verdaderas las condiciones ¢) y ¢’). De ¢) tenemos que para todo Z €
Wq, [(Sp\ Sq) € Z] y de ¢’) tenemos que para todo Z € W, [(Sq \ Sr) C Z].

Como es usual tomemos Zy € W, y veamos que si n € (S, \ Sy) es decir n € (5,
y n ¢ S, entonces n € Zj. Notemos que si n € S, puede pasar que n € Sy 6
n ¢ Sy Sin € S, comon ¢ S, tenemos que n € (S, \ S;), aplicando ¢’) tenemos
que (S4\ Sr) € Zy. Ahora si n ¢ S, tenemos que n € (S, \ S;), de b’) tenemos que
W, C W, asi si Zy € W, entonces Zy € Wy, aplicando c) se sigue que (S, \Sy) € Zo,
esto implica que n € Zy. Asi en ambos casos n € Zj, por lo tanto se cumple ¢”).

Notemos que a”), b”) y ¢”) son condiciones suficientes para que p < r, por lo que <

es transitiva.

Por ultimo de 1), 2) y 3) se concluye que el conjunto (P, <) asi definido, es un orden

parcial.

Como queremos aplicar el Azxioma de Martin a P, hay que verificar que cumple las

condiciones requeridas de acuerdo a la definicidn 2.29.

Observacion: Si S, = S, entonces c) se cumple por vacuidad. Ahora si S; = 5,

entonces p y ¢ son compatibles: la condicién (S,, W, UW,) extiende a p y g.

Veamos que esto implica que P tiene la ccc. Para esto veamos que P es o-centrado,

después la proposicion 2.33, justifica lo querido. Sea [w] = {S" :n < w} y P, =
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{p e P:S, = 5"} el conjunto de las condiciones en P, tales que en la primer
entrada tienen el valor S". Fijémos n € w y tomemos p,q € P,, asi tenemos que
p=(S", W)y q= (5", W,). De la observacién anterior, se sigue que la condicién

(8™, W, UW,) € Py extiende a p y q. Asi P es o-centrado.

Veamos que D, = {p € P : |S,| > n} es denso en P, por induccién sobre n € w.
Tomemos p € P y veamos que existe » € D, tal que r < p. Sea p = (Sp, Wp). Si

n = 0, hacemos r = p y tenemos que r < p.

Por hipétesis de induccién, supongamos que D,_; es denso, entonces existe g =
(Sq; W4q) € Dy tal que (¢ < p). Como ¢q € D,,_; entonces n — 1 < |S;|. Notemos
también que W, C A centrada, por lo que |[)W,| = w, esto nos permite tomar
{t} € (N Wp\dom(q)), ya que el dom(q) es finito. Ahora definamos r = (S,U{t}, Wy).

Veamos que r < ¢, para esto serd suficiente con verificar a), b), ¢) de P.

De la definicién de r tenemos a) S, C S, U {t}, como W, = W, se cumple b)
y por tultimo notemos que (S, \ Sq) = {t} € (W, por lo que para todo Z €
Wq, (Sr \ Sq) € Z, se cumple c). Esto implica que r < ¢ < p, asi r < p, ademas
|Sr| =S¢l +1 > (n—1) 4+ 1 =n, por lo que r € D,,. Esto verifica que D,, es denso

en P.

Para A € A, consideremos el conjunto E4 = {p € P : A € Wp}. Veamos que es
denso, para esto dado p € P, sea ¢ = (Sp, W, U {A}). Veamos que ¢ < p, para
esto basta ver que se cumple a), b), ¢) de P. Como S, = S; se cumple a), como
Wy =W, U{A} D W), se cumple b) y como (S, \ S;) =0 C Z, para todo Z € W), se
cumple c). Entonces ¢ € E4 y E4 es denso. Notemos que con esto hemos terminado
de verificar las condiciones suficientes para aplicar el Azioma de Martin.

Como |A| = k < m entonces el conjunto D = {E4 : A € A} U{D,, : n € w} es
denso y cumple |D| = k. Aplicando M A(k) existe un G filtro D-genérico, como D,,
es denso para todo n € w, al conjunto de todas las aproximaciones finitas elegidas

por el filtro G, lo denotaremos Kg = {|JS, : p € G}.

Veamos que |Kg| = w. Sea n € w, existe p € GND,, como p € D,, entonces |S,| > n,
como S, C K¢, se sigue que |Sy| < |K¢| y por definiciéon n < |Kg|. Ademéas Kg C w
por lo que |K¢| = w. Al momento tenemos que K¢ es infinito, para concluir que K¢
es una pseudointerseccién de A, nos falta verificar que para todo A € A se cumple

que |[Kg \ A] < w.

Sea p € GN Ey, como p € Ey entonces A € W), veamos que (Kg \ Sp) C A.
Tomemos n € (Kg \ Sp) entonces existe ¢ € G tal que n € S;, como p,q € G existe
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r € G tal que (r < p,q) es decir S; C S,. Asi n € S, entonces n € S, yn ¢ S,
entonces n € (S, \ Sp) C Z, para todo Z € W), esto por ¢) de r < p.

Como A € W), entonces n € A. Esto implica que (K¢g \ Sp) € A 6 equivalentemente
(Kg\A) €Sy, porlo que (K¢ \ A) es finito, es decir que K¢ C* A para todo A € A.

Esto verifica que K¢ es una pseudointerseccién de A, lo que implica que m < p. B
Corolario 2.36 (M A) implica que p = c.

En el Teorema 2.85 vimos que a cualquier familia de tamano menor que ¢, es posible
construirle una pseudointerseccion usando el Azioma de Martin entonces m < p y

como (MA) falla en ¢ entonces p = c.l

2.4. Ultrafiltros y el cardinal p.

Recordemos que en el lema 1.60, probamos que Sw no es metrizable. Como cada
espacio métrico es primero numerable, para todo x € M con € > 0, es posible definir
una familia B(z,¢) = {y € M : d(z,y) < €} tal que se campla que (), o, B(z,27") =
{z}. Justamente la prueba del lema 1.60, se redujo a verificar que esto no es posible
en w*, pues cualquier coleccién numerable de abiertos con interseccién no vacia,
tiene mas de un punto en su interseccién, por lo que w* no es primero numerable
y por tanto no es metrizable. En la presente secciéon nos ocuparemos de responder

la siguiente pregunta: ;jEs posible en (k > w) pasos, asegurar que [ s, {4a : @ <

k} = {p}, con p € w*?

K>wW

Definicion 2.37 B es una base local en p, si para todo p € V abierto, existe U € B
tal quep e U C V.

Definicion 2.38 Dado X espacio topolégico y p € X, decimos que X tiene una base
linealmente ordenada en p, si existe un cardinal (k > w) y B ={Uy : a < K} es una

base local en p, que ademas cumple que si o < 3 < k entonces Ug C U,.

Lema 2.39 Sea X un espacio topoldgico, p € X, B ={U, : a < k} base linealmente
ordenada en p y f : A — K cofinal, entonces {Uyf,) : a < A} es base linealmente

ordenada en p.

Prueba : Sea p € V un abierto, como B es base local de p, existe 5 € k tal que
pe Uz CVycomo f:\— Kk es cofinal existe a € A tal que f(a) > 3, esto implica
que Ugq) CUg C V. Asip € Uta) € vl

De la Afirmacion 2.2 se sigue que el conjunto {A* : A C w} es una base para w*.
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Lema 2.40 Sea p € w* con una base linealmente ordenada. Eriste kK > w cardinal
reqular y {Aqs : a < K} C p que cumple:

1) {Aq s a < k} Cp es torre.

2) {Ay : a < Kk} C p, genera al ultrafiltro libre p € w*, i.e, para todo B € p existe
a € Kk tal que Ay, CF B.

Prueba : Supongamos que existe B = {U, : @ < k} que cumple:

-) Ser base local: para todo W abierto en w* con p € w* y p € W, existe a < k tal
que pe U, CW.
-) Para todo o < 8 < & se tiene que Ug C U,.

Ahora del lema 2.39, supongamos sin pérdida de generalidad que k es regular. Cons-
truyamos por recursién una familia {4, : @ < 8} que cumpla lo querido en el lema

2.40.

La hipétesis de induccién:

a) Para todo (8 < k),{As : @ < B} C p. Cumple que si @ < S < v entonces
A, C* A,

b)Para todo a < f3 se tiene A% C U,.

Paso 5. Por hipdtesis de induccién tenemos que para todo o con A, € p entonces
p € A%, Definimos f : 8 — k, para cada a € 3, tenemos que p € A%, y por el lema
2.39, existe f(a) € k tal que p € U,y C Af,. Como k es regular existe v € « tal que
v > f(a), para todo a € 3 entonces tenemos que U, C Uy,) C A7 Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que v > 3 entonces U, C Ug. Sabemos también que el
conjunto {A* : A C w} es base de w*, por tanto existe B C w tal que p € B* C U,,.
Por el lema 1.60, existen al menos p,q € U, distintos, lo que nos permite suponer
que B* C U, \ {q}. Esto asegura que B* C U,. Asi en el paso 3, definimos Ag = B.

Veamos que se cumplen a) y b) de la hipétesis de induccion.

De la construccion anterior tenemos que A;g c U, C A}, para a < 3. Esto implica
que AZ, C A}, aplicando el lema 2.8, tenemos Ag C* A, por lo que se cumple a).

)

Para b) sabemos que A} C U, \ {¢} € U, C Up. Esto completa la construccion.
Dicho lo anterior veamos que se cumplen 1) y 2) del lema 2.40

Para 2) tomemos B € p entonces p € B*, esto es posible ya que p es un ultrafiltro,
como B es base local existe U, € B tal que p € A} C U, C B* y del lema 2.8, se
sigue que A, C* B.
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Para terminar la prueba de 1) del lema 2.40, falta verificar que { A, : @ < K} no tiene
pseudointerseccién. Tomemos C' C w y supongamos que C es pseudointerseccion,

como p es un ultrafiltro tenemos dos casos: i) C € p 6 ii) (w\ C) € p.

Caso i) Si C' € p entonces p € C* por b) de la hipdtesis de induccién, tenemos que
existe § < k tal que p € AZ) C Ug C C* entonces AE C C* y por el lema 2.8 tenemos
que Ag C* C. Ahora si C es pseudointerseccién de {A, : @ < K} esto implica que

C C* A, para todo a < K.

Notemos que si 3 < a entonces A, C* Ag, asi tenemos que C' C* A, C* Ag y del
caso i) sabemos que Ag C* C, por lo que C' =* Ag =* A,, lo cual es contradictorio

por lo dicho en a) de la hipétesis de induccién.

Caso it) Si (w\C) € p entonces p € (w\C)* = (w*\C*). Notemos que (w*\C*) es un
abierto en w*. Por b) de la construccién existe o < k tal que p € A% C U, C (w*\C¥).
Esto implica que A, C (w* \ C*) entonces A% N C* = (), el inciso 5) del lema 2.5,
implica que (A, NC) es finito. Notemos que C' = (4,NC)U(C'\ Ay ), como (A,NC)
es finito, entonces (C'\ A,) infinito, por lo tanto C' €* A,

De i) y ii) se sigue que C' no es pseudointersecciéon de {4, : « < 8}. Esto verifica

1) del lema 2.40 y concluye la prueba del mismo. B

La moraleja del lema 2.40 es: si queremos un ultrafiltro p € w* con una base lineal-
mente ordenada, tendréa que ser generado por una una torre. Esto motiva el siguiente

teorema.

Teorema 2.41 Sit = c, existe un ultrafiltro generado por una torre.

Prueba : Enumeramos [w]” = {B, : @ < ¢} y construyamos por recursién una
familia {A, : a < ¢} C [w]” que cumpla:

1) Para todo a < B < ¢, (Ag C* Aq).

2) Para todo a < ¢, (Aq C* Ba) V (Aa N By) =* 0.

Para el paso base hacemos Ay = By y por vacuidad se cumple 1). Para 2) como
Ap = By entonces (Ag \ By) = () esto implica que Ay C* By.

Para el paso 0 < v < ¢. Definimos A, de la siguiente forma:

Caso i) Para todo o < 7, (A N By) infinito.
Consideremos L = {A,NBy : a < v} C [w]” y veamos que estd ordenado con la casi

contencion, es decir que para o < 8 < v, (AgNBy C* A,NB,). Bastara con verificar
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la siguiente contencién (Ag N B,)\ (AN B,y) C (Ag\ An), donde (Ag\ Aq) es finito
por hipdtesis, notemos que dicha contencién se cumple ya que es una instancia del

inciso i) del Lema 0.19. Esto verifica que L esta ordenada con la casi contencién.

Para a < v. Como v < t = ¢. Existe una pseudointersecciéon de L que llamaremos
A,. Es decir, Ay, C* (A, N By) C B,, por tanto A, C* B, se verifica 2). También
se cumple A, C* (A, N B,) C Ay, por tanto Ay C* A,, se verifica 1).

Para el caso ii) existe ap < v donde (Aq, N B,) es finito.

Definimos L = {A, \ By : a < 7}. Veamos que L C [w]”, para esto observemos la
siguiente igualdad Ay, = (A, N By) U (Aqq \ By), por definicién tenemos que Aq,
es infinito, (Aq, N B,) es finito, asi la igualdad obliga que (Aq, \ B,) sea infinito.

Si ap < . Observemos la siguiente igualdad A, = (Aq \ By) U (A4 N By), ahora
como A, es infinito y (A, N By) finito, para justificar esto tltimo, basta con notar
que por el orden en el caso i) tenemos que (Aq N By) \ (Aay N By) C (Aa \ Aag)s
de esta igualdad sabemos (A \ Aq,) es finito y (Aq, N By) es finito, por lo tanto
(Aa N By) es finito como querfamos. Aclarado lo anterior esto obliga a que en este

caso también (A, \ B,) es infinito.

Sia < . Tenemos que (An, \By)\(Aa\By) € (Aa, \Aa) se cumple por ser instancia
del inciso ii) de Lema 0.17 y del orden con la casi contencién en L, sabemos que
(Aay \ Aq) es finito y (Aq, \ By) es infinito ya que (Aq, N By) es finito por hipétesis
del caso 7). Esto obliga a que (A, \ By) sea infinito. Asi L C [w]”.

Ahora probemos que L que cumple el orden con la casi contencién. Para esto hay
que verificar que (Ay \ By) C* (Aq, \ B,). Esto se reduce a probar que (A, \ By) \
(Aay \ By) C (An \ Aq,) finito. Notemos que esta contencién se cumple por ser

instancia del inciso i) del Lema 0.19.

Como 7 < ¢ = t, definimos la pseudointerseccién A, de L. Entonces se sigue que
A, C* (Ay\ By) para todo o < t. Por lo tanto Ay C* (A, \ By) € A,. Esto verifica
1).

Para 2) tenemos que A, C* (49 \ By) = (Ao N (w\ By)) € (w\ B,) por lo tanto
Ay C* (w\ B,) es decir Ay \ (w\ B,) es finito por lo tanto A, N B, es finito.

Ahora consideremos U = {B € [w]* : Ja < ¢(4, C* B)} y veamos que cumple:
a) U es filtro.
b) U es ultrafiltro.
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c) {Aq : a < ¢} es torre.
Para a) veamos que U cumple las condiciones de filtro.

i) D¢ U.SieU existe a < ¢, tal que A, C* 0 es decir que (A, \ ) = A, es finito,

lo cual es contradictorio pues A, es infinito.
1) w € U, como Ay C* w entonces w € U.

i11) Dados C, D € U existen a < (3 tales que A, C* C'y Ag C* D es decir (A, \C) y
(Ag\ D) son ambos conjuntos finitos y como Ag C* A, entonces (A, \C)U(Ag\D) =
A\ (C'N D) es finito. Esto implica que Ag C* (C'N D), por lo tanto (C'N D) € U.

iv) Dado J € U y B C w tal que J C B, existe a < ¢ tal que A, C* J entonces
A, C* B. Asi Bel.

De las condiciones i), ii), iii) y iv) se sigue que U es un filtro.

Para b) verifiquemos que U es un ultrafiltro, bastard con mostrar que para todo
B € [w]” se cumple alguna de las siguienes condiciones: (B € U) V (w \ B) € U, ver

Lema 1.36. Verifiquemos los siguientes casos:

Caso 1) B es finito, notemos que Ay C* (w\ B) pues (4o \ (w\ B)) =A4oNBCB
es finito. Asi (w\ B) € U.

Caso 2) B es infinito, existe v < ¢ tal que B, = B.

Caso 2a) A, C* B, entonces B, € U.

Caso 2b) A, N By =* () entonces Ay N B, = Ay \ (w\ By) es finito. Por lo tanto
A, C* (w\ B,), ast (w\ B,) €U.

Para c¢) supongamos que {4, : @ < ¢} no es torre, esto implica que existe B C w
que es pseudointerseccién de {4, : a < ¢} es decir que B C* A, para todo a < c.

Notemos que por el inciso b) tenemos 2 casos:

1) B € U, entonces existe a < ¢ tal que A, C* B, por el orden en {4, : a <
¢} tenemos que Ay+1 CF A, y de lo dicho anteriormente A, C* B juntando los
enunciados tenemos que Ay11 CF Ay, CF B y como B es pseudointerseccion B C*
Aqpt1. Esto implica que Ay =* Ag lo cual es contradictorio pues o < a + 1, por

lo tanto {Aq : @ < ¢} no tiene pseudointerseccion.

2) (w\ B) € U, existe a < ¢ tal que A, C* (w\ B) es decir A, \ (w\B) = (AaNDB) es

finito, como B es pseudointerseccién tenemos que B C* A, es decir que (B \ A, ) es
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finito. Ahora como la unién de finitos es finita tenemos que B = (4,NB)U (B \ 4,)

es finito, lo cual es contradictorio, pues si B es pseudointerseccién no puede ser finito.
De 1) y 2) se cumple c¢). B

Ahora responderemos afirmativamente, a la pregunta que motivo la presente seccion,
para esto consideremos U = {B € [w]” : Ja < ¢(A, C* B)} ultrafiltro como en la

prueba del Teorema 2.41.

Notemos que:

o) Para todo o < K, (Ay € U) entonces U € A%
o) SiV e (N
A, € V. Dicho lo anterior veamos que U C V.

acr Ay,) entonces V € A} para todo o < s, de manera equivalente

Para esto tomemos B € U entonces existe 3 < k(Ag C* B) es decir que (Ag\ B) es
finito entonces (w \ (Ag \ B)) es cofinito.

Ahora veamos que se cumple la siguiente contencion a la que llamaremos:
(x) AgN(w\ (4g \ B)) € B. Tomemos p € AgN (w\ (Ag \ B)) tenemos que
(peAgApcw)yp ¢ (Ag\ B) es decir p ¢ Ag 6 p € B, tenemos los siguientes

Casos:

i) (p € Ag Ap ¢ Ag), es contradictorio.
it) (p € Ag A p € B) entonces p € (AgN B) C B, por este caso se cumple (%).

Notemos que Az € V por ee). Sabemos que (Ag\B) es finito entonces (w\(Ag\B)) es
cofinito por lo tanto (w\ (Ag\ B)) € V, pues V es un ultrafiltro libre y extiende a los
cofinitos ver Definicion 1.42. Asi tenemos que Ag € Vy (w\ (Ag\ B)) € V entonces
por el inciso i7i) de la Definicion 1.33 de filtro tenemos que AgN(w\ (45 \ B)) € V
y por (x) se sigue que AgN (w\ (4 \ B)) C B, del inciso iv) de la Definicion 1.33
de filtro se sigue que B € V. Esto prueba & C V, por ultimo como son ultrafiltros
se sigue que U = V.

De ee) y o) se sigue que ([, . A%) = {U}.

a<k

Motivacion: En el Teorema 2.41, probamos que es consistente la existencia de ul-
trafiltros con base linealmente ordenada. Es natural preguntarse si es consistente
que no existan ultrafiltros con base linealmente ordenada, si esto fuese verdade-
ro tendriamos que el enunciado: «tener base linealmente ordenada», (hablando de

ultrafiltros libres), seria un enunciado independiente.
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Definicién 2.42 Un filtro F C [w]* es un P-filtro, si para todo {A, :n < w} C F,

existe A € F tal que es pseudointerseccion de {A, :n < w}.

Ejemplo: F, es P-filtro y w es pseudointerseccién de F., pues, B € F, < (w\ B) es
finito < (w C* B).

Definicion 2.43 Un P-punto es un ultrafiltro P-filtro.
Teorema 2.44 Todo ultrafiltro con base linealmente ordenada es un P-punto.

Prueba : Sea U ultrafiltro con base linealmente ordenada. Por el Lema 2.40 U tiene
una base {A, : @ < Kk} que es torre. De 2.20 sabemos que w < t < cof(k). Sea
{Bn, : n < w} C U. Entonces para cada n € w existe a,, € Kk con A,, C* B,.
Tomemos 3 = sup{ay : n € w}. Como w < cof(k) entonces existe f € k. Esto
implica que Ag C* A,, C* B, para toda n € w. Asi Ag es pseudointersecciéon de
{Bp:n<w}l

Teorema 2.45 (ZFC) Para cada A C w infinito, existe un ultrafiltro U € A* que

no es P-punto.

Prueba : Sea A =, ., An, una particién en conjuntos infinitos. Notemos que:

i) Para todo n € w, A% # 0. Ver inciso 5), Lema 2.5.

i1) Para todo n € w, A} C A*. Como (4, \ A) = 0, esto implica que 4,, C* A y por
lema 2.8 tenemos lo querido A; C A*.

i11) Para todo n # m, AL NA% =0, con A, # () para todon € w. Como A,NA,;, =0
entonces A, N A, =* 0 y por lema 2.8, tenemos lo querido A* N A% = (.

Del Lema 0.17, tenemos que todo conjunto infinito numerable en un compacto tiene
un punto de acumulacién. Ahora como A* es compacto, existe U € A* punto de
acumulacién de la familia {4, : n € w} de ultrafiltros, ver Definicidn 0.16. Notemos

que para todo B € U se tiene que U € B* y {U,, : n € w} N B* es infinito.

Observacion: Para todo n € w, (U, # U). Por ii), si K € w, m # ky A € Uy
entonces Ay ¢ Up, y por lo tanto (U, ¢ Aj), entonces {Uy, : n € w} N A} = {Us} es
finito. Por tanto Uy no satisface la Definicion 0.16 que implica que U es punto de

acumulacién de {U, : n € w}.

Afirmacion: U no es un P-punto.
Para cada n € w, sea B, € (U \U,) asi {B, : n € w} C U, veamos que no

tiene pseudointerseccion. Para esto supongamos existe B € U pseudointerseccién
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de {B,, : n < w} es decir que B C* B,, 6 equivalentemente B* C B}, para todo
n € w. Como B, ¢ U, entonces U,, ¢ B}, en consecuencia U, ¢ B* por lo tanto
{Up, : n € w} N B* = (. Esto contradice que U es un punto de acumulacién, ver
definicion 0.16 R

La prueba del siguiente Corolario, se sigue directamente del Teorema 2.45.
Corolario 2.46 (ZFC)Ezisten ultrafiltros que no tienen base linealmente ordenada.
A continuacién mencionaremos, algunos resultados, referentes a esta seccién, que no

abordaremos debido a que se salen de los objetivos de este texto, al lector interesado

se le sugieren las siguientes referencias.
Teorema 2.47 (Shelah,78) Hay un modelo en ZFC sin P-puntos enw™, ver [10],[26],[7], [6]

Teorema 2.48 (Chodounsky, Guzmdn) En el modelo de Silver no hay P-puntos,
ver [6]

Corolario 2.49 En los modelos de los Teoremas 2.47 y 2.48, no existen ultrafiltros

con base linealmente ordenada.
Teorema 2.50 CH implica que todo P-punto es generado por una torre.

Teorema 2.51 (Balcar, Frankiewicz, Mills) Es consistente que cada ultrafiltro con-

tenga una torre, ver [2].

Teorema 2.52 (Brendle, Farkas, Verner) Dados (w < A < k) regulares, existe una

extension de forcing donde t = X\, ¢ = k y hay un P-punto sin torres, ver [5] .

En el modelo del Teorema 2.52 no existen ultrafiltros con base linealmente ordenada
por razones diferentes a 2.47 vy 2.48.

2.5. Familias casi ajenas.

Definicién 2.53 Una familia A es casi ajena si:
1) Para todo A € A, A es infinito.
2) Para todo A,B € A, si A # B entonces AN B es finito.

Ejemplo 2.54 Una familia de conjuntos infinitos ajenos por pares, es casi ajena.

Ejemplo 2.55 Eziste una familia casi ajena A C [w]” con |A] = c.
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Prueba : Dada f € w*, definimos Ay = {f [n:n € w}. Sea A" ={Ay: f € w}.

Observacion: Para f € w” y n € w tenemos, (f [ n) C (w X w), asi (f [ n) €
[w x w]~“. Entonces Ay C [w x w]=*.

Veamos que la familia A’ es casi ajena, para esto basta verificar 1) y 2) de la Defi-
nicion 2.53.

Para 1) hay que ver que Ay es infinita. Si n # m entonces |f [n|=ny |[f [ m|=m
por lo tanto (f [ n) # (f ['m). Asi |Af| = w.

Para 2) tomemos f # g € w*, hay que verificar que Ay N Ay es finito. Definamos
m =min{i: f(i) # g(i)}.

Bastara con verificar que se cumple la siguiente igualdad de conjuntos.

Afirmacion: AN Ag={fn:n<m}.

C) Tomemos (f [ r) € Ay N Ay y veamos que r < m. De lo contrario m < r y
A (fIr)={(0, f(0)), (1, f(1)), ..., (m, f(m)),...}. Como (f [ r) € ApN Ay existe
Ag 3 (g I'k) ={(0,9(0),(1,9(1)), ... (m, g(m)),...} tal que (f [ r) = (g | k), por
lo que k = dom(g | k) = dom(f | r) = r. Entonces (f [ ) = (g | k) son iguales
entrada a entrada, es decir (m, f(m)) = (m, g(m)). Esto contradice la definicién de

m, por lo tanto r < m.

D) Sea n < m veamos que (f [ n) € Ay N Ay, por definicién (f [ n) € Ap, sii <m

entonces f(i) = g(i) es decir f(0) = ¢(0), f(1) = g(1), ..., f(n—1) = g(n—1) es decir
que (f [n) = (g n) € Ay. Porlo tanto (f [ n) € Ay N A,.

Notemos que la Afirmacion implica que si f # g entonces Ay # Aj.

La doble contencién verifica la igualdad querida y comprueba 2) de la Definicion

2.53, por lo tanto A’ es casi ajena.
Sea ¢ : [w x WY — w inyectiva.

Sifew ynew(fn)e€wxw™. Entonces o(f | n) € w.

Ahora consideremos A = {@[Af] : f € w¥} y veamos que cumple 1) y 2) de la
Definicion 2.53.

Para 1) veamos que cada elemento en A es infinito.

Sea f € w¥ y consideramos n € w, Af = {(f [ n) : n € w} entonces como dijimos

antes si n # m entonces (f | n) # (f | m). Como ¢ es inyectiva tenemos que

o(f In)# o(f I m). Porlo tanto ¢ [Af] = {¢(f [ n) : n € w} es infinito.
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Para 2) tomamos f # g € w* y veamos que @ [Af] N ¢ [Ay] es finito, para esto
notemos que la igualdad ¢ [A¢] N [Ay] = ¢ [Af N Ay] se cumple si ¢ es inyectiva.
De 1) y 2) se sigue que f # g implica ¢ [Af] # ¢ [Agy]. Entonces A = {¢[Af] : f €

w“} es una familia casi ajena con |w*|=rc. W

En el siguiente Corolario utilizaremos la familia A del Ejemplo 2.55 para acotar por

abajo el numero de ultrafiltros.
Corolario 2.56 Para todo A C w infinito, |A*| > ¢

Prueba : Tomemos una familia casi ajena como en el Ejemplo 2.55, es decir A C [w]”
es una familia casi ajena, con |A| = ¢, dada por A = {Ay :a <c}. Seah:w— A
biyectiva, mediante h «encajaremos» a la familia casi ajena A en A . Asi veremos
que la cardinalidad de ¢ < |A*|. Para esto consideremos el conjunto de las imagenes
de h dado por A’ = {h[A,] : @ < ¢}. Sea h[A,] = B, para todo « < c.

Veamos que A’ cumple lo siguiente:

1) Sea «a < ¢, por hipdtesis A, es infinito, entonces h[A,] = B, es infinito y por el

Lema 2.3 inciso 5) se sigue que B} # (.

2) Para todo a < 8 < ¢. Por hipédtesis (Ao N Ag) es finito. Como h es inyectiva
h[Aq N Ag] = h[Ax]Nh[Ag] = B, N Bg es finito. Por dltimo utilizando el Lema 2.3
inciso 5) se sigue que B}, N B = ().

3)Para todo o < ¢. Como h es biyectiva se sigue h [A,] C A es decir B, € Ay como
(Ba \ A) = () entonces B, C* A. Por tltimo del Lema 2.8 se sigue que B}, C A*.

Notemos que 1), 2), 3) implica que A* es partido en al menos ¢ conjuntos ajenos,
pues {B} : a < ¢} es una familia ajena por pares, de conjuntos no vacios, contenida
en A*. Por lo tanto |[A*| >¢. N

Observacidén 2.57 Es verdad que no hemos calculado |w*| pues este cdlculo, se
sale del alcance de esta tesis, pero es posible consultar directamente en [23] donde

B.Pospisil establece que |w*| = 2¢.

Lema 2.58 Sea A C [w]” casi ajena infinita numerable. Existe B € [w]* \ A, tal

que AU{B} es casi ajena.

Prueba : Por recursién definimos B = {b,, : n € w} C w infinito.
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Sea A = {A, : n € w}. Paso 0, by = min(Ap), como A es infinita numerable y
distinta del vacio existe by € Ag. Ahora supongamos definido by, b1, ..b, y definamos

el Pason + 1.

Para i € {0,...,n}, sea m; tal que 4, N A,+1 C m,;. Escojamos b, 1 € w que cumpla:
a) Para todo i € {0,...,n}, byy1 > m;,

b) Para todo i € {0,...,n}, byy1 > b;,

c) buy1 € Apy1.

Por b) tenemos que B es infinito. Esto verifica 1) de la Definicidn 2.53.

Afirmacion: Para i € {0,...,n} veamos que b,41 ¢ A;.

Por c) se tiene que by+1 € Apy1, afirmamos que by, 41 ¢ A;. De lo contrario tenemos
que b,+1 € A; entonces b,11 € A; N A1 € my por lo tanto b,11 < m;, esto
contradice a). Por lo que se cumple la Afirmacion.

De la afirmacién se sigue que A, N B C {b; : i < n} para todo n € w.

Veamos que {B} U A cumple 2) de la Definicion 2.55.
Caso i) Ay, Ay € A por hipétesis tienen interseccién finita.
Caso ii) A, € Ay B, de la Afirmacion sabemos que |A, N B| < [{b; : i < n}| finito.

De 1) y 2) tenemos que {B} U A es casi ajena. Esto completa la prueba del Lema
2.57.1

Definicién 2.59 A una familia A C [w]¥ casi ajena, infinita y mazimal con la
contencion, la llamaremos familia M AD), por sus siglas en ingles « Mazimal Almost

Disjoint».
El Lema 2.58 implica que una familia casi ajena infinita numerable, no es M AD.

Observacion 2.60 Sea M una familia MAD en A. Si B C A infinito entonces
existe M € M tal que M N B es infinito.

Prueba : De lo contrario tendriamos que existe B C A infinito, tal que para toda
M € M se tiene que (B N M) es finito, entonces M U {B} es familia casi ajena y
M C M U{B}. Esto implica que M no es MAD en A, lo cual es contradictorio.ll

En el siguiente ejemplo queremos resaltar el caso poco interesante, de cuando una
familia casi ajena finita, es maximal con la contencién y justificar la importancia de

pedir en la Definicion 2.59 que las familias casi ajenas sean infinitas.
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Ejemplo 2.61 Sea w = (U,.,, i), una particion de w en un nimero finito n € w,
de partes cada una infinita. Entonces si tomamos un B € [w]*, dado que B es
infinito, necesariamente existe j € n tal que |A; N B| = w. Esto implica que si
hacemos {B} U (U

la Definicién 2.53. Por lo tanto {A; : i < n} es una familia finita que es casi ajena

ien Ai) estd familia ya no es casi ajena, pues no se cumple 2) de

mazximal.

Lema 2.62 Para toda familia A C [w]” casi ajena, existe M C [w]” que es MAD
con A C M.

Prueba : La prueba se sigue de la aplicacién del Lema 0.1 (Kuratowski-Zorn) sobre
el conjunto P = {B C [w]” : A C B, B es casi ajena}, ordenado con la contencién.

Veamos que cumple las condiciones necesarias para la aplicacion del Lema 0.1.

1)P es un orden parcial por estar ordenado con la contencién. (reflexiva, antisimétrica

y transitiva). Notemos que PP es no vacio, pues almenos A € P.

2)Toda cadena C C P tiene cota superior. Tomemos una cadena C de elementos de P
por definicién sabemos que para toda B € C tenemos que A C B entonces A C | JC.
Esto implica que | JC € P.

Veamos que | JC es casi ajena.
i) Tomemos A € |JC, por definicién existe B € C tal que A € By como B es casi

ajena entonces A es infinito.

ii) Tomemos A, B € |JC, por definicién existen By € C 'y By € C tales que A € By y
B € B;. Como C es cadena se tiene que pasa una de las siguientes opciones: By C By
6 B C By, sin pérdida de generalidad supongamos que By C B;. Esto implica que
A, B € By y como B es casi ajena se sigue que AN B es finito. Esto verifica que | JC

es casi ajena.

Una vez verificadas las condiciones 1) y 2) aplicamos el Lema 0.1 (Kuratowski-Zorn)
y aseguramos la existencia de M familia maximal en (P, C). Esto implica que M es

maximal en el sentido de la Definicion 2.59. B

Definicién 2.63 a = min{A C [w]” : A es MAD }

La prueba del siguiente Corolario se sigue del Lema 2.62 y el Ejemplo 2.55.

Corolario 2.64 FEziste una M AD de tamano c.
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Corolario 2.65 Si A C w es infinito, existe M C [A]* familia MAD de tamano c.

Prueba : En el Ejemplo 2.55 justificamos la existencia de una familia A casi ajena
de tamano ¢, después en el Corolario 2.56 vimos como «encajar» la familia A =
{Aqy : a < ¢} obtenida en el Ejemplo 2.55 en cualquier A C w. Esto mediante la
biyeccién h : w — A nos fijamos en las imdgenes dadas por A" = {h[A,] : @ < ¢},
la familia A’ obtenida de esta forma, serd casi ajena de tamano ¢, por ultimo usando

el Lema 2.61 es posible extender A’ a una familia M que sea maximal. l
Corolario 2.66 w < a <c.

Prueba : La primera desigualdad se sigue del Lema 2.58 y para la segunda de-
sigualdad notemos que una familia M AD puede ser a lo mas de tamano ¢ pues
Al < |w[=c.

A continuacion probaremos que t < a. No sin mencionar que la manera usual de
la prueba segun las referencias conocidas, ([8],[19]), se hace probando que t < b,
después se prueba que b < a, donde el invariante cardinal b denota al minimo
cardinal necesario para la existencia de una familia de funciones en w* no acotada.
Dado que abordar el cardinal b se sale de los objetivos de este trabajo, tomaremos el
siguiente camino: Probaremos que p < a y usando el resultado de Malliaris-Shelah,
donde se verifica que p = t, ver [19], tendremos como consecuencia el resultado
querido.

En este orden comencemos con el siguiente teorema.
Teorema 2.67 p < a.

Prueba: Sea w < k < p. Como es usual tomaremos x < p y veremos que k < a.

Sea A = {A, : @ < £} una familia casi ajena infinita, veamos que no es maximal.

Para cada F € [k]~* sea B = w \ J{Aa : @ € F}, consideremos B = {Bp : I €

[5]=\ {0}}.

Observacion 1. |B| < |[x]~* | = &

Observacion 2. Para todo F € [k]*, |Bp| = w. Sea 8 € (x\ F). Enumeramos
F ={ap,a1,..,a;}. Para j <1, sea nj = max(Aq; N Ag) y n=maz{n;:j <i}+1
asf (Ag\ n) N Ay, = 0 para toda j <.

Notemos que (Ag\n) C (w\ Aq,) entonces por las leyes de De Morgan se sigue que
(Ap\n) € N;<i(w\Aq;) = (w\U,<; Aa;)- Dicho de otra forma (Ag\ (w\U,<; 4a;) €
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n. Esto implica que Ag C* (w \ U;<; Aa;) es decir Ag C* Bp por lo tanto Bp es
infinito.

Observacion 3. B es centrada. Tomemos una cantidad finita de elementos de F
]<w

digamos Fi, F, ..., F, € [k y les asignamos su respectivo Bp,, Bf,,.., Bp, con

i < n, si nos fijamos en su interseccién tenemos Bp, NBr,N..NBE, = (w\|UJAjer )N
(W\UAjer) NN (w\Udjer,) = w\ [(UAjern) U (UAjer) U .-U(4jer,)] =
w\U{4j:j€ FIURU..UF,} = Bru..ur,, de la Observacion 2, sabemos que

este conjunto es infinito.

Ahora como B es centrada de tamano menor que p tiene pseudointerseccion, sea B

pseudointerseccién de B.

Afirmacion.{B} U {Ay : @ < Kk} es una familia casi ajena. Por definicién de pseudo
intereseccién, B es infinito y se cumple 1) de la Definicion 2.53. Para 2) si tomamos
A,B € A por hipétesis tienen interseccién finita, si A, € A y B, tenemos que
F = {a} € [k]*. Como B es pseudointerseccién tenemos que B C* Bp es decir

B\ (w\ Ay) = BN A, es finito. Asi en ambos casos la inteseccién es finita.ll

Esto verifica el Teorema 2.67 y como dijimos antes se cumple también el siguiente

Corolario.
Corolario 2.68 t<a

Para la prueba del siguiente Corolario. Recordemos que en el Corolario 2.36 vimos
que M A implica que p = ¢ y del Teorema 2.67 sabemos que p < a, entonces el

Azioma de Martin implica que a = c.

Corolario 2.69 MA implica que a = c.



Capitulo 3
El invariante

Para este capitulo, tomamos algunas de las variantes conocidas del invariante f. De
[13], capitulo 8, tomamos b,, h,. A su vez de [4] tomamos la definicion de hs. En

adelante nos ocuparemos de verificar que estas definiciones son equivalentes entre si.

3.1. Familias aplastantes

En ésta seccién daremos las definiciones de h; y b, y veremos como se relacionan

entre si.
Definicién 3.1 M = {A C [w]” es MAD} C p([w]”)

Definicién 3.2 Una familia $ = {Ay : a < k} C I es aplastante si cumple:
i) Para todo a < k, Ay es MAD con |A,| = ¢
it) Para todo z € [w]* existe a < k y existen a,b € A, distintos, tales que (xNa) y

(x Nb) son infinitos.

Como mencion aclaratoria en la Definicion 3.2 la palabra «aplastante» proviene de

la traduccién directa del inglés «shattering» utilizada en [13].

Antes de continuar quiero agradecer a mis sinodales Osvaldo Guzmén y David
Fernandez, que detectaron errores en la prueba de el siguiente teorema, que ya

han sido corregidos.
Teorema 3.3 Eziste una familia aplastante de tamano c.

Prueba : Recordemos que M = {A C [w]” : A es MAD } C p([w]”), tomemos el
subconjunto de las familias M AD de cardinalidad ¢ de 90, en simbolos M. = {A €
M : Al = c}.

63
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Veamos que I, tiene al menos ¢ elementos.

Por el Corolario 2.64 existe una familia M AD de tamano ¢, asi 9t no es un conjunto
vacio, entonces tomemos A € M., A = {A, : a < ¢}. Para cada o < ¢ tenemos que
A, € A es un conjunto infinito, podemos obtener una familia M AD de tamano ¢ de

subconjuntos de A, ver Corolario 2.6/, en simbolos: Ay = {Aq: < ¢} C [Aa]”.

Dicho lo anterior definamos para cada o < c.
My ={Ag:a# B <c}U{Ayp: B < c}. Notemos que cada uniendo es casi ajeno

pues proviene de la familia casi ajena A € M.
Veamos que para todo a < ¢, M, es familia M AD, Definicion 2.55.

1) Si A e M, entonces A € {Ag:a# <} 6 Ae {Ayp: B < c}, en cualquier

caso A es infinito pues ambas son familias casi ajenas.
2) Si tomamos A # B € M,, pueden suceder los siguientes casos:

i) A, B ambos en el mismo uniendo. Como cada uniendo es familia casi ajena tenemos

que (AN B) es finito.

i1) A estd en un uniendo y B en el otro uniendo. En este caso supongamos sin
pérdida de generalidad que A € {Ag: f#a <c¢} y B € {Ayp: B < ¢}, entonces
tenemos que A = Ag para algin 3 < ¢y B = A, para algin 7 < ¢ asi tenemos
que ANB = AgNAy,y C AgNA, pues Ay, C A, Por definicién de A se sigue que
Ag N A, es finito. Esto verifica que M, es MAD.

Aftrmacion 1. Para todo a < ¢, M, € M..

Esto se cumple pues {A, g : f < ¢} tiene cardinalidad ¢ por definicién.

Afirmacion 2. Para todo a < < ¢, My # Mg. Por definicién sabemos que
Ag € (Mq \ Mp). Esto verifica la afirmacién 2 e implica que en 9 hay almenos ¢

familias MAD de tamaiio c.

Afirmacion 3. M, es aplastante.
Para esto veamos que se cumple i) y ii) de la Definicién 3.2.

Notemos que i) se cumple directamente de la definicién de 9..

Para 7i) tomemos un = € [w]” cualquiera y vamos a construirle una A, que cumpla
i1), para esto sea x = (y U z), una particién en conjuntos infinitos.

Ahora consideremos B = (w \ z) U z, notemos que B es infinito, pues z es infinito.
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Entonces por Corolario 2.6/ existe {B, : a < ¢} C [B]” familia M AD de cardinali-
dad «¢.

Dicho lo anterior definimos A, = {B, : a < ¢} U {y}. Veamos que es casi ajena.
Caso 1) si tomamos A,C € {B, : a < ¢} por definicién provienen de una MAD.
Esto implica que (A N C) es finito.

Caso 2) Veamos que y C w es ajeno a B, para todo o < ¢. Sabemos que y es infinito
por hipétesis pues z = (y U z) es una particién y por definicién de B = (w \ z) U z
tenemos que {y} es ajeno a By por lo tanto también a su casi particién { B, : o < ¢}.

Por lo tanto A, es familia casi ajena.

A continuacién enumeramos tres propiedades que nos ayudarian terminar la prueba

de que 91, es aplastante.

1) A, € M.

Esto se cumple directamente de la definicién de A,.

2) [Nyl =w.
Por definicién = = (2 Uy) es una particién en conjuntos infinitos, asi y C x entonces

y = (x Ny) es infinito.

3) Existe 8 < ¢, con |z N Bg| = w.
De la definicién de B sabemos que z C B es infinito. Como {B, : @ < ¢} es una
MAD en B existe f < ¢ tal que (Bg N z) es infinito y como (BgNz) C (BgNx)

entonces (Bg N ) es infinito también y se verifica 3).

Por ultimo de 1), 2) y 3), se sigue que A, € M, y se verifica la Afirmacion 3: M, es

aplastante.

Notemos que de la prueba de la Afirmacion 3 se sigue que la familia {4, : z C w}
tiene tamafio a lo mas ¢ y es aplastante, pero no es claro que la cardinalidad de
{A; : © C w} sea de tamano exactamente ¢, entonces tomemos M de tamano ¢ tal
que {A; : z Cw} C N C M. Esto asegura que M es una familia aplastante de

tamano c. B

Definicion 3.4 b, se define como el minimo cardinal de una familia aplastante.

La prueba del siguiente Corolario se sigue del Teorema 3.3.

Corolario 3.5 h; <.
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Definicion 3.6 La relacion Ag E A1 en IN, indica que Ag refina a Ay, es decir que
para todo A € Ay existe B € Ay con A C* B.

Recordemos que en la Observacion 2.5, vimos que la C* es un pre-orden. En el

siguiente lema veremos que andlogamente C también lo es.
Lema 3.7 La relacion C es un pre-orden en 9

Prueba : Segun la Definicion 0.4, hay que verificar que C cumple 1) es reflexiva y

2) es transitiva en 9.

Para 1) tomamos Ay € M, para A € Ay hay que ver que existe B € Aj tal que
A C* B, esto se cumple pues podemos tomar B = A y tenemos que (A\ A) =0
finito. Asi A C A por lo tanto C es reflexiva.

Para 2) tomamos Ay, A1, Ay € I tales que A9 = A; y A1 T As, por hipdtesis
sabemos que para todo A € Ay existe B € A; tal que (A \ B) es finito y para todo
B € A existe D € Ay tal que (B \ D) es finito. Entonces (A\ B) U (B \ D) =
((AUB)\ D) = (A\D)U(B\ D) 2 (A\ D) es finito. Por tanto A C* D con A € A

y D € A, arbitrarios. Esto implica que Ag C Asg, asi C es transitiva.
De 1) y 2) se sigue que C en 9 es un pre-orden.ll

Por dltimo recordemos que en la Observacion 2.5, vimos que la casi contencién no es
antisimétrica, de manera similar la relacién C tampoco. Esto implica que C no es un
orden, segun la definicion 0.5. Sin embargo es posible probar el siguiente lema, antes

de enunciar el Lema haremos la siguiente Observacidn que nos serd de utilidad.

Observacién 3.8 Sea A una familia casi ajena y B,C € A, si se cumple que
(BNCQO) es infinito, entonces B = C. De lo contrario tendriamos B,C € A distintos,
con interseccion infinita, lo cual contradice la condicion 2) de la Definicién 2.53 |

que dice que si B,C € A y B # C entonces C' N B es finito.

Lema 3.9 Si Ay, A1 € M cumplen que Ag C A1 y A1 C Ag. Entonces existe una
biyeccion f : Ay — A; tal que para todo A € Ay se tiene que A =* f(A).

Prueba : Definamos f : Ag — A;. Dado A € Ap, f(A) se define como el tinico
elemento B € A; tal que A C* B.

Veamos que f : Ag — A; estd bien definida. Supongamos que dado A € Ay existen
By,Bs € Aj tales que A C* By y A C* By. Como A; C Ay para By € A; existe
Ap € Ag tal que By C* Ap y para By € A; existe Ag € Ag tal que By C* Ag.
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Juntando lo anterior tenemos A C* By C* Ap y A C* By C* Ac. Notemos
Ac, A, A € Ay donde A es familia casi ajena.

Veamos que los conjuntos (A N A), (Ac N A) no son finitos.

Sabemos que A C* By C* Ap, de la transitividad de la C*(Observacion 2.5), se
sigue que (A\ Ap) es finitoy A = (A\ Ap)U(AN Ap) es infinito, entonces (AN Ap)
es infinito.

Para ver que (Ac N A) no es finito, de manera similar, sabemos que A C* A¢
escribimos A = (A \ A¢) U (AN A¢g) y como A es infinito entonces (A N A¢) es
infinito. Ahora como A¢c, Ap, A € Ay y sus intersecciones no son finitas no queda
otra opcién que A = Ap = Ag, asi tenemos que A C* By C* A C* By C* A
entonces By C* By y By C* By, en consecuencia By = Bj. Esto verifica que f esta
bien definida.

Veamos que A =* f(A), para todo A € Ay. Sea A € Ay C A; para A € Ay, f(A) €
A; es decir existe B € A; tal que A C* f(A) = B. Como A; C Ay existe C' € Ay tal
que f(A) C* C. Juntando lo anterior tenemos A C* f(A) C* C. Como A,C € Ay
y (AN C) es infinita, por lo dicho en la Observacidn 3.9, no hay mas opcién que
A = C. Esto implica que A C* f(A) C* A por lo tanto A =* f(A).

Para ver que f : Ag — A; es biyectiva, verifiquemos que cumple:
i) inyectiva

i1) sobre.

Para i) tomemos A; # Az € Ay, de la definicién de f se sigue que f(A;) =" A1y
f(Ag) =* Ay entonces f(A1) # f(A2) como queremos. De lo contrario tenemos que
A1 =" f(A1) =* f(A2) =* A lo cual es contradictorio pues Ay #* Aj.

Para ii) tomamos B € A;, como A} C Ay existe A € Ay tal que B C* A y como
Ao C A; para A € Aj existe C € A; tal que A C* C, de ambos refinamientos
tenemos B C* A C* C y como B,C € Aj, de la Observacion 3.8 se sigue que
B = C. Por lo tanto f(A) = B = C por la definicién de f.

De i), i) se verifica el Lema 3.9.1

Lema 3.10 Sea  C p([w]”) una familia aplastante. Entonces $) no tiene cota

inferior en el orden C.

Prueba: Sea $§ = {A, : @ < k} una familia aplastante y supongamos que tiene
como cota-C inferior una familia A C [w]” que es MAD. Sea x € A, como §) es

aplastante, por i) de la definicion 3.1 para < k existen a # b € Ag tales que
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|z Na| =w = |zNb|. Como A es cota-C inferior de ), para « € A existe ¢ € Ag tal
que x C* ¢ es decir (x \ ¢) es finito. Ahora podemos escribir a z = (z \ ¢) U (x N ¢).
Como z es infinito y (x\ ¢) finito entonces (zNe¢) es infinito. Supongamos sin pérdida
de generalidad que ¢ # b y observemos que (x Nb) = (xNbNc)U(xNb\ c), por
hipétesis (z Nb) es infinito. También sabemos que (x N b\ ¢) C (x \ ¢) finito, por lo
que (z NbNc) es infinito, por dltimo notemos que (xNbN¢c) C (bNc). Esto implica
que (bNc) es infinito y contradice que Ag es M AD, pues b,c € Ag y no cumplen i)
de la Definicion 2.53.1

Definicion 3.11 Sea b, el minimo tamano de un subconjunto N C M sin cota

inferior en el orden C.
Corolario 3.12 h, < b,

Prueba: Sea $§ = {A, : @ < b,} una familia aplastante, por Lema 3.10 no tiene
cota inferior en el orden C. Entonces de la definicién de b, se sigue que |9| > b,.

Esto implica que h; > bh,.H
Lema 3.13 Sea Ag, A1 € M. Existe B € M con BC Ay, BC A;.

Prueba : Consideremos B = {AgN Ay : Ag € Ag, A1 € A1} \ [w]™ v veamos que

cumple lo siguiente:
i) B refina a Ay y A;
i1) B es casi ajena.
iii) B e M

Para i) tomamos C € B, por definicién existen Ag € Ay y A1 € A; con C = AgN Ay
entonces C' C Ay asi (C'\ Ap) es finito, entonces C' C* Ay. Esto implica que B C Aj.
De manera andloga C C A; asi (C'\ A;) es finito, entonces C' C* A;. Esto implica
que BC A;.

Para ii) veamos que B cumple 1) y 2) de la Definicion 2.53.
Para 1) basta con mencionar que todos los elementos de B son infinitos por Defini-
cion.

Para 2) procederemos por contradiccién, sean C; # Co € B y supongamos que
(Cy N Cy) es infinita. Entonces C; = (AN A}) y Cy = (A2N A2) con A2, Al e Ay y
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A, A% € Ay, asf (C1NCy) = (AJNADN(AZNA3) = (AJNAZ)N(AZNA]) en particular
(C1NCy) C (AN A3) y (C1NCy) C (AL N A2), entonces de la Observacién 3.9,
se sigue que A} = A% y A7 = Al. Ahora sin pérdida de generalidad utilizamos que
A} = A3, A2 = Al para reescribir (C1 NCy) = (AfNAZ) N (A2N Ad) = (AN A}) asi
tenemos que (C1 NCy) = (AjN A}) = Oy, asi C1 = Cy. Notemos que esto contradice
la hipétesis. Por lo tanto si C1,Cy € B tal es que C; # C3 entonces (C1 N Cs) es

finita.

Para iii) hay que verificar que B es M AD. Sea X C w infinito, como Ay es M AD
existe Ay € Ag tal que X N Ag es infinito, ver Observacion 2.59. Notemos que
(XNAp) Cw esinfinito y como A; es M AD existe A; € A tal que (X NAg)NA; es
infinito. Entonces para X C w existe (AgN A1) € B tal que X N(AgN A1) es infinito.
Esto implica que B es M AD, ver Observacion 2.59. Asi B € 9 y se completa la
prueba del Lema 3.151

Notemos que B refina a Ag y Aj. De hecho B es el infimo de {Ag,.4;}, en simbolos

B = (AgAAp). La prueba de este comentario la omitiremos ya que no la utilizaremos.
El siguiente Corolario se sigue del Lema 3.183.

Corolario 3.14 Sea M C M con M| < w. Entonces N tiene cota inferior en el

orden C.
Teorema 3.15 w < hy

Prueba : Para esto tomaremos una familia 9T C 9 de tamano w y veremos que

tiene cota inferior en el orden C.

Tomemos N = {A, : n € w} C M y definamos por recursion:

By = Ag en el paso base.

En el siguiente paso B; = ByAA; como en Lema 3.13, de la misma manera definimos
By = By A Ag, B3 = By A As hasta definir B, 11 = B, A Ay

Notemos que de esta forma hemos construido la cadena B, C B, C ... C B; C By

donde ademés B,, C A,, para toda n € w.

Ahora definamos R C ([w]“)“ de tal forma que ¢ € R si y solo si cumple lo siguiente:
i) ciw— [w]”.

i1) Para todo n € w, ¢(n) € B,.

i7i) Para todo n € w, ¢(n+1) C* ¢(n)
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Ahora utilicemos R, para definir P = {A C w : A es infinito y existe ¢ € R tal que

A es pseudointerseccién de {c(n) :n € w} C [w]*}.

Por dltimo utilicemos P, para definir Z = {A C P : A es casi ajena e infinita

} C p([w]”). Ordenamos Z con la contencidn.

Ahora aplicaremos el Lema 0.1 (Kuratowski-Zorn), al conjunto Z, para esto serd

necesario verificar las siguientes condiciones.

1) Veamos que Z # (). Sea {A, : n € w} C By. Fijamos n € w y recursivamente
escogemos A(n,i) € B; donde A(n,0) = A, y A(n,i+ 1) € Biy1 con A(n,i+1) C*
A(n,i) y definamos ¢ : w — [w]* por ¢(i) = A(n,i) entonces ¢ € R. Por definicién
A(n,w) es pseudointerseccién de {c(n) : n € w}. Por lo tanto A(n,w) € P. Entonces
{A(n,w) : n € w} C P. Ahora veamos que {A, : n € w} es casi ajena segun la
Definicion 2.53.

i) A(n,w) es infinito pues es pseudointerseccion.

i) Si m # m € w entonces A(n,w) C* A, y A(m,w) C* A, como A,, A, € Ay
entonces (A,, N A,) es finito y por lo tanto (A(n,w) N A(m,w)) es finito también.

De lo anterior tenemos que {A(n,w) :n € w} € Z.
2) Como Z esta ordenado por la contencién, es un orden parcial.

3) Como Z estd ordenado por la contencién, si tomamos una cadena C' # ) de
elementos de Z, veamos que | JC' es una cota superior, por el orden en Z, condicién

necesaria para la aplicacion del Lema 0.1.

i) Veamos que |JC € Z,
Para que se cumpla | JC € Z, debemos verificar la siguiente contencién | JC C P
(definicion de Z ). Sea x € | JC entonces existe ¢ € C tal que € ¢y como ¢ € Z

entonces ¢ C P entonces x € P. Esto verifica la contencién querida.

i1) Veamos que | JC es casi ajena.

Sean a,b € |J C distintos, entonces existen c1, co € C tales que a € ¢ y b € ¢2, como
C es cadena, sin pérdida de generalidad pensemos que c¢; C co entonces a,b € co y
como ¢y es casi ajena y a,b son distintos entonces (a N b) es finita. Esto verifica la

condicién 2) de familia casi ajena 2.53.

Para la condicién 1), tomemos = € | JC entonces existe ¢ € C tal que x € ¢. Como
c es casi ajena entonces z es infinito. De las condiciones 1) y 2) se sigue que |JC es

casi ajena.



CAPITULO 3. EL INVARIANTE § 71

i7i) Por ultimo veamos que | J C es infinita. Sea ¢ € | J C entonces ¢ € Z por lo tanto
c es infinita por la definicion de Z y como ¢ C |J C entonces | JC' también es infinita.

Ahora de i),11),7i7) se sigue que | JC € Z es casi ajena e infinita.

Ahora por lo dicho en 1), 2) y 3), es posible aplicar el Lema 0.1 que justifica la

siguiente afirmacién.
Afirmacién 3.16 FExiste M* mazximal en Z.1

Ahora vamos a ver que M* es cota inferior de {A(7) : i € w} con el orden C. Para

esto probaremos las siguientes dos afirmaciones.
Afirmacién 3.17 Para todo i € w, M* C B;.

Prueba: Como M* € Z entonces M* C P. Si A € M* por definicién de P,
existe ¢ € R tal que A es pseudointersecciéon de {c(n) : n € w}. En particular
AC* C(Z) e ;.

De la afirmacion 3.17, se sigue que M* C A; para todo i € w.
Afirmacién 3.18 M* es MAD.

Prueba : Para esto tomemos X C w infinito y supongamos que (X N A) es finito
para todo A € M*. Como By es MAD existe ¢y € By tal que (co N X) es infinito.
Como By es M AD existe ¢; € By tal que ¢; N (¢p N X) es infinito. A su vez como Bo
es M AD existe co € By tal que caN(c1NepNX) es infinito. Continuando este proceso
tenemos que para (¢, N...N ey Necp Nep N X) infinito existe ¢p41 € Byry1 tal que
cn+1N(epN...Nc2NeiNepNX) es infinito. Nos fijamos en S = {¢,N...NcaNe1NepNX -
n € w}. Notemos que S es centrada pues es decreciente y ordenada por la C*. Como

(w < p) por Lema 2.18, S tiene pseudointerseccion A.

Veamos que A € P. Definimos ¢ € R como ¢(n) = ¢, para todo n € w estd bien
definida pues, como ¢, € B, vy ch+1 € Bpy1 tenemos que ¢p11 CF ¢, Como A es
pseudointerseccién de S, para todo n € w tenemos que A C* ¢,, por lo tanto A € P.
Ahora si hacemos M; = M*U{A}, también es casi ajena, pues por hipdtesis tenemos
que (X N A) es finito para todo A € M* y A es infinito, condiciones necesarias para
ser familia casi ajena 2.53. Asi M = M* U {A} D M*. Esto es contraditorio pues
M* es maximal. Por lo tanto (X N A) es infinito para alguna A € M*.

Lo anterior implica que M* es la cota inferior buscada para {A(i) : i € w} con el

orden C .1
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El siguiente Corolario, es el resultado de lo visto hasta el momento, en el siguiente

orden: Teorema 3.15,Corolario 3.12,Corolario 3.5.
Corolario 3.19 w < ho < h; <.

En la siguiente seccion definiremos otra variante del cardinal b que denotaremos b3

y veremos que hy = b1 = bs.

3.2. Numero de distributividad.

Definicién 3.20 Sea D C [X|* y consideremos las siguientes condiciones.
i) Para todo d € D y b € [w]” con b C* d entonces b € D.
it) Para todo x € [X|* existe d € D tal que d C* .

-) Si D cumple i) diremos que es abierto.
) Si D cumple ii) diremos que es denso en X.

) Si D cumple i) y ii) diremos que D es abierto denso.
Nota: Si un conjunto es denso en w, simplemente le llamaremos denso.

Definicién 3.21 Sea b; es el minimo tamano de una familia $ C p([w]”) tal que
todo D € $) es abierto denso y ((H = 0).

Notemos que si ) C p([w]”) es de tamano menor que h; segin la definicién 3.21 se
sigue que su interseccién es no vacia. A continuacién veremos que se cumple algo
mas fuerte véase Lema 3.23. Antes enunciaremos el siguiente Lema que nos sera de

utilidad en la prueba del Lema 3.25.

Lema 3.22 Sean X,Y infinitos numerables y h : X — Y wuna biyeccion. Suponga-
mos que D C [X]“ abierto denso en X. Entonces el conjunto Fy = {h|[d] : d € D}

es abierto denso en Y.

Lema 3.23 Si $ es una familia no vacia de abiertos densos y || < b;, entonces

) $ es abierto denso.

Prueba : Como [$)| < b, de la Definicion 3.21 se sigue que ([ # 0). Veamos
que ((9) es abierto denso, segin la Definicion 3.20. Sea $) = {D, : @ < K} una

enumeracion de tamano k < bs.

i) Sea d € ((9) es decir d € D, para todo a < k. Sea b € [w]” tal que b C* d. Como
d € D, y D, es abierto, entonces b € D,, para todo a < k. Por lo tanto b € (($)

entonces ([]9) es abierto.
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i) ([ $) es denso. Tomaremos z € [w]* y encontraremos un e € (()$) tal que e C* x.
Para cada o < k consideremos el conjunto E, = {e € [w]” : 3d € Dy, e =* (dNz)}.

Veamos que E, es abierto denso en x, segin la Definicion 3.20.

a) Veamos que E, es abierto. Sea y € [w]” tal que y C* e con e € E,. Entonces
existe d € D, tal que e =* (d N x) entonces y C* (dNz) C d. Como D, es abierto
y d € D, entonces y € D,. Ahora probaremos y Nx =* y. Como y C* dNx C x
entonces (y C* z). Notemos que como (y Nz) C y entonces (y Nxz) C* y. Para
completar la casi igualdad falta ver que y C* (y N z). Esto se cumple, pues de lo
anterior tenemos que (y C* x) es decir (y \ x) es finito y (y \ y) = 0. Por lo tanto
y\ (yNzx)=(y\y)U(y\x) es finito, asi tenemos que y C* (y N x). Antes vimos
que también se cumple que (y Nx) C* y, de ambas casi contenciones se sigue que

y="(yNz) cony € D, por lo tanto y € E,. Esto confirma que E, es abierto.

b) Veamos que E, es denso en z. Tomemos a € [z]* como D,, es denso existe d € D,,
tal que d C* a. Como d = (dNa)U(d\ a) es infinito, entonces (dNa) es infinito. Sea
e=(dNz)y veamos que e C* a. Como d C* a entonces (d\ a) Nz =(dNx)\aes
finito, por lo tanto e C* a. Para terminar solo falta verificar que e es infinito. Como
a C z entonces (dNa) C (dNz) y como (dNa) es infinito entonces (dNx) es infinito.

Asi e es infinito y e C* a esto verifica que E,, es denso en x.

Ahora utilizaremos lo anterior para probar que ([ %)) denso, inciso i) de la Defini-
cion 3.20).

Sea h : & — w una biyeccién y notemos que F, = {h[d] : d € E,} es abierto denso
F,. Sea e* = h™!(z).

Entonces para (a < k), e* € E,. Fijamos a < k, por definicién de E, existe d, € D,

por el Lema 3.22 con |F,| < bh3. Entonces existe z € ()

a<kK

con e =* (do Nz). Como D, es abierto y e* C* d, entonces e* € D, para (o < k)
es decir e* € ($H. Como z C w es infinito, e* C dom(h) = x infinito es decir e* C z

por lo tanto e* C z = ([ 9) es denso.
De i) y ii) se sigue ([ ) es abierto denso. B

Esta versién de b coincide con la nocién de distributividad utilizada en [16], 2,8, p,10.

Ahora vamos a comparar h; con otros invariantes cardinales.
Lema 3.24 t < b,

Prueba : Sea x < t infinito, tomemos una familia de abiertos densos D = {D,, : a <
k}. Definamos por recursién, una sucesién (t, : « < k) decreciente ordenada con la

C* de la siguiente forma.



74 CAPITULO 3. EL INVARIANTE §

1) En el paso base t) = w.
2) En el paso a sucesor definimos to+1 C* t, con toy1 € D, ya que D, es denso.
3) Si A < k es un ordinal limite. Entonces t) es pseudoiterseccién de {t, : @ < A} es

decir £ty C* t,.

Notemos que la definicién de (¢, : a < k) garantiza la condicién 1) de la Definicion
de torre, 2.13, pero la condicién 2) no se cumple pues ¢, es pseudointerseccion.

Sea o < k. Como t,;, C* to41 v como to+1 € D, es abierto entonces t, € D,. Asi
tx € [{{Dao : @ < K} es no vacia. Esto prueba que cualquier familia de tamano  de

abiertos densos, con x < h3 tiene interseccion no vacia. B

Estamos listos para verificar el objetivo de ésta seccién. A continuacién probaremos

que by = b, = b,.

Lema 3.25 Si A es MAD, entonces A = {x € [w]” : JA € A(x C* A)} es abierta

densa.

Prueba : a) Veamos que A | es abierta. Sea z € A| y b € [w]” tal que b C* z.
Como z € A existe A € A tal que x C* A. Como x C* Ay b C* x entonces
b C* x C* A, por la transitividad de C* tenemos que b C* A, por lo que b € A |.
Esto implica que A | es abierta.

b) Veamos que A | es densa. Sea b € [w]*, como A es MAD existe A € A tal que
(ANb) es infinito (Observacion 2.59). Asi se cumple que (ANb) C A. Sea z = (AND).
Como (ANb) C Ay (AND) es infinito entonces (ANb) € A]. Como (ANb) Cb
entonces (ANb) C* b, es decir x € A y x C* b. Por lo tanto A | es densa.

De a) y b) se sigue que A | es abierta densa. B

Observacion 3.26 Si D es familia abierta densa existe A casi ajena infinita con
ACTD.

Prueba : Tomemos x € D y partdmoslo en conjuntos infinitos z = J{zn, : n € w}.
Sea A = {x, : n € w} como z, C z, x € Dy D es abierta entonces z,, € D para

cadan € w. Entonces ACD. R

Observacion 3.27 Si D es familia abierta densa y A C D casi ajena infinita,
entonces A | C D.

Prueba : Sea x € A | entonces existe A € A con x C* A. Como A € Dy D es

abierta entonces z € D.1
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Lema 3.28 Sea D una familia abierta densa con A C D casi ajena. Entonces existe
M familia MAD con AC M y M CD. Ademds M | CD.

Prueba : Sea D una familia abierta densa con A C D casi ajena. Consideremos
el conjunto P = {B C D : B es casi ajena y A C B}. Verifiquemos las siguientes
condiciones necesarias para la aplicacion del Lema de Zorn.

1) P # 0, pues al menos A C D es casi ajena.

2) Como P esté ordenado por la contencién es un orden parcial.

3) Tomemos C una cadena de elementos en P. Veamos que | JC € P. Para cada B € C

se tiene que A C B entonces A C |JC C D.

Veamos que | JC es familia casi ajena segun la Definicién 2.53.

i) Tomamos = € |JC entonces existe B € C tal que x € By como B es casi ajena
entonces x es infinito.

i1) Tomamos z,y € |JC distintos, entonces existen By, By tales que x € By y y € Bs.
Como C es cadena sin pérdida de generalidad pensemos que By C Bj, asi tenemos

que x,y € By y como Bs es familia casi ajena entonces (x Ny) es finita.
Por lo tanto | JC € P y es cota superior de C.

Las condiciones 1), 2), 3) son suficientes para la aplicacién del Lema 0.1 que justifica
la existencia de una familia A* maximal en P, es decir A* es familia casi ajena y

maximal entre las familias casi ajenas infinitas contenidas en D.

Afirmacién 3.29 A* es mazimal con respecto a todas las familias casi ajenas, no

solo con respecto a las incluidas en D.

Prueba de la Afirmacién 3.29 Por hipétesis tenemos que A* C D. Tomemos
z € [w]”, como D es denso existe d € D tal que d C* x. Como A* es maximal
con respecto a las familias casi ajenas infinitas contenidas en D existe A € A* tal
que (d N A) es infinito. Notemos que (dNA) Cdyd = (dNx)U(d\z), como
(d\ x) es finito entonces (d N x) es infinito. Entonces (dNA) C* (dNz) C z. De la
transitividad de la casi contencién se sigue que (d N A) C* x. Ahora escribamos a
(dNA)=((dNnA)Nz)U((dnA)\z). Como (dNA) C* z entonces ((dNA)\ x) es
finito, entonces ((d N A) Nx) es infinito. Como (x N (dN A)) C (x N A), esto implica
que (x N A) es infinito con A € A*. Por lo tanto A* es MAD en [w]“, no solo en D.

Por 1ltimo usando el Lema 3.25, se sigue que si A* es casi ajena maximal en P,

entonces A* | es abierta densa, entonces A* C A* [C D, ver Observacion 3.27H

A continuacién probaremos dos lemas que nos ayudaran a concluir esta seccién.
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Lema 3.30 b3 < bho.

Prueba : Para esto veremos que si k < h3 entonces xk < bho.

Sea {A, : a € Kk} C M, veremos que tiene refinamiento comun. Por el Lema 3.23
tenemos que Dy, = [{D, : @ < Kk} es abierto denso. Por la Observacion 3.26 existe
A C D, casi ajena infinita y por el Lema 3.28, existe M casi ajena maximal con
A C M C D,. Entonces para todo a € k se sigue que M C D, = (A,) |. Ahora
six € M existe a € A, tal que x C* a. Esto implica que M C A,. Por lo tanto
k<bh,.H

Lema 3.31 Sea A € M. Entonces existe M € M, tal que M C A.

Prueba : Sea A € A. Por el Corolario 2.6/ obtenemos {A, : a < ¢} C [A]” familia
MAD de tamano c. Entonces definimos M = (A \ {A}) U{A, : @ < ¢}. La prueba
de que M es M AD de tamano ¢ es andloga a la prueba del Teorema 3.3 B

Lema 3.32 b < bs.

Prueba : Veremos que si k < bh; entonces k < hs. Sea {D,, : & < Kk} una coleccién
de familias abiertas densas, veamos que [[{Dy : o < K} es no vacia. Por el Lema

3.27 tenemos que existe A, C D, familia casi ajena. Por el Lema 3.28 existe M,
MAD con A, € M, C (M,) LC D,.

Por el Lema 3.31 existe N, € M, tal que N, C M,. Sea z € N, entonces existe
y € Mg tal que  C* y. Como M, C D, y D, es abierta entonces x € D,,. Entonces
No € D,,. Consideremos $ = {N, : @ < k} con k < h1, entonces $ no es aplastante.
Notemos $) cumple i) de la Definicion 3.2 de familia aplastante, entonces no cumple
la condicién i4). Por lo tanto existe g € [w]” tal que para todo o < K y para todo

a,b € N, distintos se tiene que (zg N b) es finito 6 (zg N a) es finito.

Veamos que zg € ([{D, : a < k}. Fijamos « € k, como N, es M AD existe a, € Ny
con (xg N ag) infinito. Ahora por hipdtesis no se cumple i) de la Definicion 3.2 y
(xoNag) es infinito. Por lo tanto si tomamos b € N, distinto de a, entonces (z9Nb)

es finito.

Afirmamos que xyp C* a,. Sabemos que (zg N ay) es infinito, falta verificar que
(20 \ aq) es finito. De lo contrario (zg \ aq) es infinito y como N, es M AD existe
c € N, tal que ¢N (x\ ay) es infinito. Notemos que ¢ N (z \ an) C (¢ N xp). Esto
implica que (¢ N xp) es infinito. Si tomamos t € ¢N (z \ a,) entonces t € cy t ¢ a,

entonces ¢, a, son distintos, con (zgNa,) infinito y (zoNec) infinito. Esto contradice el
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incumplimento de i) de la Definicidn 3.2. Por lo tanto (z¢\ aq) es finito y se cumple
que g C* a,, como queriamos. Por tltimo como a, € N, € Dy, vy 79 C* a, con D,
abierto, entonces xo € D, y como « es arbitrario tenemos que g € ([{Dq : @ < K}.

Esto implica que x < h3.H

El siguiente Corolario es el resultado de juntar: Lema 3.24, Lema 3.30, Lema 3.12,
Lema 3.32, Corolario 3.5.

Corolario 3.33 t<hs<hy <h; <ph3<c

El Corolario 3.33 nos permite dar la Definicion 3.34, donde se establece la igualdad

entre las variantes de b .

Definicion 3.34 h =h; = hy = bh3.

Para finalizar estd seccion, veremos que h es un ordinal regular.
Teorema 3.35 h es un cardinal regqular.

Prueba: Probaremos que b3 es regular y como b3 = b, segtin la Definicion 3.34 se
cumplird el Teorema 3.35. Supongamos que b3 no es regular, entonces para xk < b3
existe una funcién cofinal f : kK — h3. De la definicién de hs en 3.21, se sigue que
existe una familia de abiertos densos con || =bhsy (1 H = 0.

Consideremos la enumeraciéon $ = {D, : a < b3}, como f : kK — b3 es cofinal,
para todo 8 < b3 existe a < k tal que f(a) > B. Consideremos el conjunto de
abiertos densos enumerados de la siguiente forma ), = {Ds : f < f(a)}. Notemos
que $), tiene cardinalidad menor que h3 pues f(«) < b3, por el Lema 3.23 se sigue
que (9o = Eq es abierto denso. Sea $ = {E, : a < k} como || < b3 entonces
ﬂf)/ es no vacia. Pero ) = (9 = ﬂS’J, # (), lo que es contradictorio. Entonces no

existe f : kK — b3 cofinal con k < h3. Por lo tanto h es un cardinal regular.ll

3.3.  Arbol matriz base para [w]“

El objetivo de esta seccién serd estudiar la construccién del drbol matriz base para
[w]“, introducido en [1] por Balcar, Pelant y Simon. Este arbol es de singular re-
levancia para nuestro trabajo ya que da una version del invariante cardinal b que
utiliza las nociones de familias abiertas densas y distributividad estudiadas en la

seccién anterior. Cabe mencionar que el invariante cardinal b, toma este nombre
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haciendo referencia a la altura del arbol que estudiaremos a continuacion. Asi la

letra b, proviene del inglés «height» que significa altura.
Comenzaremos con la definicién de arbol segun [18] .

Definicién 3.36 Un arbol es un orden parcial (T,<), con elemento minimo lla-
mado raiz, cumple que el conjunto de los antecesores de cualquier elemento 6 nodo

t €T, dado por {s € T : s <t} es un conjunto bien ordenado por <.

A continuacién definiremos las nociones usuales referentes a un arbol 7, basadas en

[18].

* Dado un nodo ¢t € 7, definimos t |={z € T :x <t} ytt={x €T : x>t} Los
conjuntos anteriores seran el conjunto de los antecesores de ¢t y el conjunto de los

sucesores de t, respectivamente.

* ht(t) denota la altura de t y corresponde al tipo de orden del conjunto de sus
antecesores, en simbolos tipo(t |), se le asigna el ordinal correspondiente al tamano

del conjunto.

* Dado un ordinal «, llamaremos T, al nivel a-ésimo de T, es decir, T, = {t € T :
ht(t) = a}

* T tiene raiz, si y sélo si, el nivel 0, tiene cardinalidad 1, es decir, |7p| = 1. En este

caso la raiz de T es el Unico elemento del nivel 7.
* La altura de T serd el minimo ordinal « tal que T, = 0 y la denotaremos ht(T).

* A un nodo s € T, le llamaremos sucesor inmediato de un nodo ¢, sit < sy la
altura de s es exactamente un nivel arriba de ¢, es decir, t € T, v s € Tpyq. Al

conjunto de sucesores inmediatos de ¢ los denotaremos sucy(t).

* Dos nodos x,y € T son compatibles (z || y) si + <y é y < z. Diremos que son

incompatibles (z L y), si y sélo si, no son compatibles.

* Una anticadena es un A C 7T, cuyos elementos son incompatibles dos a dos.

Notemos que cada nivel de 7 es una anticadena.

A la definicién anterior le haremos un ajuste que se amolda mejor al darbol que que-
remos estudiar. Tomaremos un drbol que obedezca al pre orden dado por ([w]”, C*)

con la casi contencién invertida y elemento maximo w.
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Observacién 3.37 Recordemos que en la Observacion 2.5 vimos que [w]” con la
C* no es orden parcial. Si X C [w]” y decimos que (X, C*) es un orden parcial, esto

implicard que siempre que a,b € X con a C*b y b C* a entonces a = b.
Definicién 3.38 Una rama es un subconjunto B de un drbol (T, <) cumple:

i) Con el orden en T, (B, <7) es un orden total.

i1) Sit € (T \ B) entonces B J{t} no es un orden total con <r.

Definicién 3.39 Una rama cofinal en T, es una cadena C C T tal que CN Ty # 0
para todo o < h(T).

Definicién 3.40 Un drbol matriz base es una familia T C p([w]”) con las siguientes
propiedades.

i) (T,C*) es un orden, con la C* invertida.

i1) (T,C*) es un drbol con raiz w.

iii) Si o € T\ {0}, To € M,.

iv) T es una familia densa.

La demostracion del siguiente teorema estd basada en la prueba de Blass, ver
(14],6,20).

Teorema 3.41 (Balcar, Pelant, Simon) Existe un drbol matriz base de altura b.

Prueba : A continuacién daremos la construccién de un arbol 7 que cumple las
propiedades de la Definicion 3.40. Sea H = {D, : a < h} familia de abiertos densos
con interseccién vacia, esta familia existe por la definicién de h3 en 3.21. Definimos
de la siguiente forma los niveles 7, del arbol deseado 7. En el nivel 0, ponemos a w

como la raiz de T, esto verifica la propiedad 7).

Para el paso limite a < b, el Lema 3.23 nos dice que como [{7p : 8 < a}| < bs
entonces (({73 : B < a}) es abierta densa y por la Observacidn 3.27 y 3.26, sabemos
que toda familia abierta densa contiene una de la forma A | con A una familia casi
ajena. Por Lema 3.28 existe una MAD M tal que M [C ({73 |: B < a}). Por el
Lema 3.31 existe M’ C M con M’ € M.. Definimos T, = M.

Veamos que 7o C T3 51 0 # B < a. Sea 8 < o con 8 # 0 entonces T, € To LS T | .
Ahora si z € 7T, entonces x € Tg | es decir que x C* b para algin b € 7. Esto
implica que 7, E 73.
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Para satisfacer la propiedad #ii) falta justificar que 7, es de tamano ¢, basta con
recordar que T, = M' y M’ € M..

Definamos el nivel sucesor « + 1 del arbol, con a = 8 + m, con m € w, como en la
Definicion 0.20.

Subcaso i). Si m es par « = 3+ 2n para n € w. Como (7T, |) ¥ Dg4y son familias
abiertas densas, su interseccion es abierta densa, por Lema 3.28 existe una M AD
Tat+1 € (Ta 4 N Dpn)-

Subcaso i1). Si m es impar o = 5+ (2n+ 1) para n € w. Con estos pasos se asegura
que 7 es una familia densa.

A un X € [w]” lo llamaremos activo en el nivel o+ 1 si y solo si existen ¢ miembros
y € T, que intersectan a X infinitamente, en simbolos [{y € T : y N X #* 0} = ¢.
Consideremos una enumeracién de los activos Aq = {X, : 7 <A} ={X € [w]”: X
es activo en el nivel a+1}, donde A < ¢. Esto nos da un buen orden sobre los activos
en el nivel a4 1, en una sucesién indexada con ordinales con tamano menor o igual
a c.

Definimos la funcién f, : Ao — Ta, sobre los activos en 7,11 de manera recursiva.
Para (7 =0), fo(Xo) es un elemento de 7, con f(Xp) N Xy infinito.

Para (y > 0), supongamos que f, ya estd definida en {Xs : § < v} y escojemos
fa(X,) un elemento de 7, \ {fo(X,) : v < A} tal que fo(Xy) N X es infinito. Esto
implica que f, es inyectiva.

A continuacién partiremos cada Y € 7, para formar el nivel 7,11 que serd un
refinamiento del nivel 7. Entonces a cada Y € 7, lo partimos en Y’ y Y” conjuntos
infinitos tales que Y = Y/ UY”, de la siguiente forma.

Caso 1. Si existe X € A, tal que Y = f,(X) entonces X N f,(X) es infinito. Sean
P,Q € [w]” ajenos de tal forma que X N fo(X) = P U Q. Definimos Y’ = Py
Y/ = QU (F(X)\ X).

Caso2.SiY € T, ynoexiste X € Atal que Y = f,(X), tomamos Yy Y conjuntos
infinitos ajenos arbitrarios tales que Y =Y’ UY”.

Definimos To+1 ={Y’: Y € T,}U{Y":Y € T,} y veamos que T,41 asi definida es
una M AD.

1) Por definicién sabemos que Y’ y Y son conjuntos infinitos.

2) Sean Y, Z € To41 con Y # Z, como T, es MAD entonces Y N Z es finito y
tenemos los siguientes casos: Y NZ' CYNZ, Y'NZ'"CYNZ,Y'NnZ'"CYNZ,
Y"NZ CYNZ. Como en cada caso la interseccién esté contenida en Y N Z finito,
entonces en cada caso la interseccién es finita. De 1) y 2) se sigue que 7,41 s una

familia casi ajena.
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3) Sea X € [w]* como T, es MAD existe Y € T, tal que (Y NX) es infinito, entonces
podemos escribir a (Y NX) = (Y'NX)U(Y"NX), partiendo Y como dijimos antes.
Por lo tanto un elemento de 7,41 intersecta a X infinitamente. Por lo que Ta11 es
MAD.

4) Como |Tat1| = |Tal + [Ta| = ¢, esto implica que Toy1 € M. Ademds por la
construcion de To4+1 sabemos que To+1 C T,. Esto completa la construccion del
arbol T.

Para probar la condicién iv) hacemos la siguiente afirmacion.
Afirmacién 3.42 Todo X € [w]” es activo en algin nivel o + 1 con a impar.

Suponiendo verdadera la Afirmacion 3.42, tenemos que X € dom(fo) y (fo(X)NX)
es infnito con fo(X) =Y y Y € 7T,, esto implica que estamos en el Caso 1. Por la
construccién tenemos que Y C (Y NX), Y € Tor1 vy Y’ C X entonces (Y'\ X) =0

es decir Y/ C* X. Esto prueba la condicién iv).

Prueba de la Afirmacion 3.42

Fijamos X € [w]“ y veremos que es activo en algiin nivel a + 1. Para esto tomemos
un X € [w]” fijo y le construimos un subdrbol binario 7' C 7 (cada nodo en T tiene
dos sucesores inmediatos). Asi 7' C T tiene ht(T) = w y tiene la misma raiz w de
T. Para n € w existe a(n) € h con T,, C T, (). Ademéds pediremos que para todo
Y €T, (X NY) sea infinito.

Construyamos dicho subarbol T' C T por recursiéon. En el paso base ponemos w
como raiz del arbol T' por lo tanto a(0) = w. Suponemos construido T;, = {Z(n,1) :
i < 2™}. Notemos que los Z(n,i) N X son conjuntos infinitos y no pueden pertenecer
a todas las familias de abiertos densos D¢ pues las pedimos con intereseccién vacia
entonces existe §; < b, tal que (Z(n,i)NX) ¢ De,. Sii < 2" existe 3; = 0 o 3; limite
y n; € w donde & = ;+n;. Por el subcaso i) a; = B; 4+ 2n;, asi a; es par y por Lema
3.28 existe una MAD To,41 € (Ta, 4 N Dpi4+n;) = De,. Como (Z(n,i) N X) ¢ D,
entonces (Z(n,i) N X) ¢ (Ta,,, 4). Esto implica que no existe a € Tq,,, tal que
(Z(n,i) N X) C* a, dicho de otra forma (Z(n,i) N X) ¢* a para todo a € Ta,,,
entonces ((Z(n,i) N X) \ a) es infinito. Ahora como (Z(n,4) N X) es infinito y Ta,,,
es MAD existe algun b € T,

razén existe ¢ € To,,, tal que ¢ (X \ a) es infinito. Por lo tanto existen ¢, b € T,

.1 tal que bN (Z(n,i) N X) es infinito y por la misma
i1
distintos tales que intersectan a (Z(n,i) N X) infinitamente.

Ahora si a > a; + 1, existen a # b € T, tales que aN(Z(n,))NX) y bN(Z(n,i)NX)
son infinitos. Sea a(n + 1) = max({a; +1:4 < 2"} (J{an}). Para cada i < 2" sean

ai,bi € To(n+1) con (Z(n,i) N X) C*a; y (Z(n,i) N X) C* b; infinitos . Notemos
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que como «(n) < a(n + 1) tenemos que a; Ub; C* Z(n,i). Sean Tpqy1 = {a; : 1 <
2" U{bi - i < 2"}). Asi X intersecta a cada elemento de T,,1; infinitamente.

Sabemos que (a(0) < a(1) < ..... <a(n) <am+1) <..).Sea A = sup{a(n) :n €
w}. Como cof(h) =bh > w y A < b entonces A es limite entonces T\ C Ty, para
todo n € w. Sea T' = {Y; : s € 2<“} una enumeracioén tal que 7,, = {Ys : s € 2"}
para todo n € w. Para todo n € w,s € 2"t € 2" asi tenemos que Y; C Y; si y
solosit [n =ssiysolosit=s"0o0t=s"1. Entonces para g € 2“ definimos
Ly ={Y € T\ para todo n € w,Y C* Yy, }. Por definicién de T para todo n € w
tenemos que X MYy, es infinito. Entonces {X NYynin € w} estd bien ordenado por
la casi contencién. Como (w < t) existe pseudointerseccién Z,. Como Ty es M AD
existe Y, € T, tal que Y; N Z, es infinito y Y, N Z, C* Yy}, para cada n € w. Por
lo tanto Yy, MY, es infinito y como Yy € Ty, Yy € Tom) ¥ @(n) < A entonces
Y, C* Yy, paratodon € w. Asi Y, € L, y ¥, N X es infinito.

Notemos que si g # ¢’ € 2¢ son funciones distintas podemos tomar m € w tal que
g(m) # ¢'(m) entonces Yy C* Yyimi1 v Yy € Yy iy donde Ygimi1 vy Yypme1 son
elementos distintos de T},41. Por lo tanto Y; MY es finito entonces (Y, # Y,). Esto
implica que en el conjunto {Y, : g € 2¥} C T, hay ¢ nodos que intersectan a X

infinitamente, esto prueba que X es activo en Tyy1.

Por ultimo como A es ordinal limite tenemos que A = A4+ 0 y como el 0 es par
entonces A\ es par y A+ 1 impar. Esto implica que X es activo en el nivel A+ 2. Esto

prueba la existencia de un arbol matriz base de altura . B
Teorema 3.43 Todo drbol matriz base es de altura al menos b.

Prueba: Supongamos que existe un arbol matriz base con ht(7) = k < b y llegue-
mos a una contradiccién. Sea $) = {75 : 0 < o < k}. Notemos que por iii) de la
Definicion 3.40 cada T, € M, entonces $ C M., esto verifica la condicién 7) de la
(Definicion 3.2) y como || < b1, esto obliga a que la condicién que falla en §) es
la ii) de la Definicion 3.2. Esto quiere decir que existe = € [w]” tal que si tomamos
Uo,ba € To con a < K, sucederd que alguno de (x Nb,) 6 (z N ay) es finito. De
forma similar al Lema 3.32, para todo a < k existe z, € T, tal que si (z N z,) es
infinito entonces x C* x,. Ahora por iv) de la Definicion 3.40 existe y € T tal que
y C* x. Sea < k tal que y € T3 entonces y C* x C* xg. Como y,x3 € Tg y T es
MAD, por i) tenemos que y = xg y y = x, por lo tanto y = xg = . Ahora como
+ es ordinal limite, 3 + 1 € . Por definicién de zg41 tenemos que xg; C* x5 = .

Como dijimos anteriormente para todo o < k existe x, € T, tal que x C* x,, si
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hacemos o = 3 + 1 se sigue que * C* g1 de ambas casi contenciones tenemos que
xrg =" Tg41, pero esto es una contradiccion pues xg € Tg y xg+1 € Tp41. Por lo
tanto ht(7) =h. A

Corolario 3.44 h es el minimo cardinal x tal que existe un drbol matriz base de

altura K.

3.4. Numero de Novak

En esta secciéon exploraremos los conceptos topoldgicos que motivaron a Balcar,

Pelant y Simon en [1].

Definicion 3.45 Sea X un espacio topoldgico.
1) D C X es denso si para todo U abierto no vacio en X se tiene que D NU # ().
2) N C X es nunca denso (nd) si para todo abierto no vacio U C X existe V un

abierto no vacio con V.C (U \ N).

Observaciéon 3.46 Un conjunto es cerrado nunca denso, si y solo si, su comple-

mento es un abierto denso.

Teorema 3.47 Teorema de la Categoria de Baire. Sea X wun espacio topologico
compacto o completamente metrizable. Entonces si U es una coleccion numerable de

abiertos densos de X se sigue que (\U # .
El siguiente Corolario es el dual del Teorema 3.47.

Corolario 3.48 Sea X un espacio topoldogico compacto o completamente metrizable
sin puntos aislados. Si N' es una coleccién numerable de cerrados nunca densos de
X entonces JN # X.

Definicion 3.49 Si X es un espacio topoldgico sin puntos aislados, el nimero de
Nowdk de X, en simbolos n(X): es el minimo cardinal k tal que existe una coleccion
{Uq : a < K} de abiertos densos de X, cuya ({Uqy : @ < k} = 0. Ver [17] de donde

tomd este nombre, aunque Novdk estudid esto en [21].

Notemos que dada una famila {U, : @ < K} de abiertos densos de X, a su interseccién
la podemos ver como el complemento de la unién de cerrados nunca densos, ademaés
si dicha interseccién es vacia su complemento es el total X. En simbolos: Si () =
({Us : @ < k} entonces X = X \ [[{Un : o < 6} = | J{(X \Us) : a < k}. Esta
igualdad se cumple por las leyes de De Morgan y la Observacion 3.46.
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Lema 3.50 n(X) estd bien definido cuando X es un espacio Ty sin puntos aislados
y n(X) < [X].

Prueba : Los espacios topoldgicos 17, son aquellos donde cada punto es un cerrado.
Asi Up = (X \ {p}) es abierto. Como p no es punto aislado, si W es un abierto
con p € W entonces WNU, = (W \ {p}) # 0. Si W es un abierto no vacio con
p ¢ W, entonces W N U, = W es no vacio. Entonces U, es abierto denso, ademés
(WUp :p€ X} =0, porlo que n(X) < |X|. 1

La prueba del siguiente Corolario se sigue directamente del Teorema de la categoria

de Baire 3.46.

Corolario 3.51 Si X es compacto o completamente metrizable sin puntos aislados

entonces n(X) > w; W

En la literatura posterior al articulo [1] (Balcar, Pelant y Simon), encontramos que a
n(R) se le denomina cov(M), como referencia de esto se puede consultar ([4], pag 6,
Definicion 2.7). Ademas en [3] se pueden consultar resultados de consistencia donde

cov(M) puede ser cualquier cardinal entre wy y c.
J. Mioduszewski pregunté sobre la cardinalidad de n(w*).

Definicion 3.52 En un espacio topoldgico X, una m-base es una coleccion U de
abiertos de X tal que para todo V. C X abierto existe U € U con U C V. FEs

conocido que toda base es m-base pero no al revés.

Ejemplo 3.53 Sea R con la topologia de Sorgenfrey dada por los abiertos de la
forma [x,x 4+ €). Los conjuntos de la forma (¢ — %,q + %) conq € Qyn €N,
forman una m-base que no es base, pues el minimo tamano de una base para R tiene

cardinalidad no numerable. Ver [27] ejemplo 51 p.75.

Lema 3.54 Sea A C [w]”. Los siguientes enunciados son equivalentes.
a) A es familia densa, en el sentido de i) de la Definicion 3.20.

b) {a* :a € A} es m-base en w*

Prueba : a) = b) Como A es familia densa, para todo U C w existe a € A tal que
a C* U entonces a* C U*. Asi la familia de abiertos {a* : a € A} es una 7m-base

segun la Definicion 3.51.

b) = a) Como {a* : a € A} es m-base en w*, para todo U C w existe a € A tal que

a* C U* entonces a C* U por lo que A es densa. B
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Lema 3.55 Para A C [w]” casi ajena se cumple lo siguiente:

a) {a* : a € A} es familia de abiertos no vacios, ajenos dos a dos.

b) Si A C [w]” es MAD, entonces | J{a* : a € A} es abierto denso en w*, segin la
definicion 3.45.

Prueba : Para probar a) recordemos que en la Afirmacion 2.2 vimos que {a* : a C
w} es base de w* y como cada a € A es un subconjunto infinito de w, entonces
{a* : a € A} es una familia de abiertos no vacios. Ahora si a,b € A por definicién de
A sabemos que (aNb) es finito, entonces (aNb) =* ) y por el Lema 2.8 (aNb)* = a*Nb*
entonces {a* : a € A} es ajena dos a dos.

Para probar b) tomemos un a € A, como A es M AD entonces a es infinito y a* es
un abierto no vacio. Asi [ J{a* : a € A} es abierto pues la unién de abiertos es un
abierto.

Veamos que (|J{a* : a € A}) es denso. Sea U un abierto no vacio en w*. Como las
estrellas forman una base, ver Afirmacion 2.2, existe ¢ € [w]” con ¢* CU. Como A
es MAD existe b € A con (bN c) infinito entonces ) # (bN¢)* C ¢* C U. Por lo
tanto U N (J{a* : a € A}) es no vacio. Esto implica que (| J{a* : a € A}) es denso
segtn la definicién 3.45 .

Corolario 3.56 Sea T C [w]” el drbol matriz base como en la definicion 3.40.

Entonces se cumple lo siguiente.

a) El conjunto {a* : a € T} forma una mw-base.

b) Si o < ht(T) entonces | J{a* : a € Ty} es un abierto denso.
El siguiente teorema es el Corolario 2,10 de [1].
Teorema 3.57 hs < n(w*).

Prueba: Sea {U, : @ < n(w*)} una familia de abiertos densos en el sentido to-
polégico (Definicién 3.45) y con interseccién vacia. Para a < n(w*), definimos la

familia D, = {4 € [w]* : A* CU,} y veamos que cumple la siguiente afirmacion.

Afirmacidn 1: Para todo oo < n(w*) se cumple que D, es abierta densa en [w]” como

en las nociones conjuntistas de abierto denso Definicion 3.20.

i) Veamos que D, es abierta. Para esto sean z € [w]|” y B € D, tal que x C* B.
Recordemos que x C* B si y solo si z* C B*, ver Lema 2.8. Ahora como B € D,
entonces B* C U, entonces z* C B* C U, asi z* C U,. Entonces = € D,. Por lo

tanto D, es abierta.
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i1) Veamos que D, es densa. Tomemos un x € [w]”. Sabemos que {U, : @ < n(w*)}
es denso en el sentido topolégico Definicion 3.45, entonces (U, N ) es no vacio y
como B = {a* : a C w} es base para w*, ver Afirmacion 2.2 entonces existe ¢* € B
tal que ¢* C (U, Nx) C U,, por transitividad tenemos que ¢* C U, entonces ¢ € D,,
y como (U, Nx) C x entonces ¢* C z. Por lo tanto D, es densa. Por ) y i) tenemos

que D, es abierta densa segin la Definicion 3.20.

Por ultimo veamos que D, cumple la Definicion 3.21 que corresponde a la definicion

de b3 es decir basta verificar que () )Da = (). Supongamos lo contrario, sea

a<n(w*

B e, <n(w*) D, entonces de la definicién de D, tenemos que B* C U, para todo

a < n(w*). Asf tenemos que ) # B* C ) +)Ua = 0. Esto contradice la hipStesis

a<n(w
y como b3 es el minimo tamano de una familia abierta densa con interseccién vacia

entonces hs < n(w*) como queriamos. M

De la Definicion 3.34 se sigue que h = hs. Usando el teorema 3.57, se cumple el

siguiente Corolario.

Corolario 3.58 h < n(w™).

El siguiente Teorema fue extraido de [1], Teorema 3.5, pagina 16 y relaciona el

numero de Novak con b.

Teorema 3.59 i) Si h < ¢ entonces h < n(w*) < hT.
it) Si h = ¢ entonces h < n(w*) < 2°.

Prueba : Para probar i) serd suficiente con probar que n(w*) < h™ pues la primera
desigualdad ya estd probada en el Corolario 3.58 entonces hagamos lo siguiente.
Sea 7 un arbol métriz base de altura h. Para a € T, como hT < ¢ existe una familia
casi ajena {a(8) : B < b} C [a]” ver ejemplo 2.55. Para 8 < h+ sea Uz = J{a(y)*
cona€T,B <v<ht} se cumple lo siguiente:

(1) Up es un abierto en w*, pues es unién de abiertos basicos.

(2) Para todo 8 < hT, U es denso en el sentido de la definicién 3.45. Sea b* C w*
un abierto basico. Como 7 es denso en el sentido conjuntista existe a € T tal que
a C* b entonces a* C b* y como a(f)* C a*, entonces a(f)* C b*. Esto implica que
Uz Nb* # 0.

(3) N{Us : B < b} =0
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Para probar (3) sea p € w*. Definimos A, = {8 <bh™ :3Ja € T con p € a(B)*}.
Veamos que |A,| < h. Dado a < hsea Ay, = {8 <b™ :3a € T, con p € a(B)*}.
Notemos que (4, = Ua<h Ap ). Ahora si a < b supongamos que Sy, f1 € Apa
entonces existen ag,a; € T, con p € ag(fo)* v p € a1(f1)*. Esto implica que p €
ao(Bo)* Nai(B1)* € afNaj. Como ag,a1 € To y To €s casi ajena entonces ag = aj.
Entonces p € ap(B8o)* N ao(B1)* y como {ag(B) : B < hT} es casi ajena entonces
Bo = B1 lo que implica que |4,,| < 1 (puede ser vacio para algunas a). Como
(Ap = Uq<p Ap,a) obtenemos que [Ap[ < b como querfamos.

Sea v = sup(A,). Como h* es regular y |A,y| < b entonces A, C vy vy < ht. Sea
p > y+1 entonces pu ¢ A,. Entonces si a € T tenemos que p ¢ a(p)* y por definicién
de U4 se sigue que p ¢ Uy41. Esto prueba (3).

Esto ya es suficiente para asegurar que n(w*) < h* y completamos la prueba de )

Para probar i7) solo falta verificar que n(w*) < 2°. Notemos que el Lema 3.50 implica
que n(w*) < |w*|. Como mencionamos en la Observacion 2.57, no calcularemos la
cardinalidad de w* pero es posible consultar [23] donde B. Pospisil establece que
|w*| = 2°. Entonces n(w*) < 2°. Esto verifica i) y completa la prueba del Teorema
3.59 1.

El siguiente teorema relaciona una propiedad combinatoria del arbol con el niimero
de Novak.

Teorema 3.60 Las siguientes condiciones son equivalentes.

a) b =n(w”)

b) Existe un drbol matriz base de w* sin ramas cofinales de altura b.

Prueba: b) = a). Sea 7 un arbol matriz base de altura h para w* sin ramas
cofinales. Para o < b sea U, = |J{a™ : a € T,} es un abierto denso por Lema 3.55.
Veamos que [, (Ua) = 0. Supongamos lo contrario, existe p € [,.(Ua). Para
cada a < b existe un tnico a(a) € T, tal que p € a*(a) pues p € U, v Ty, es casi
ajena dos a dos. Pero si aw < f < b entonces p € a*(«) Na*(5). Entonces a(a) Na(f)
es infinito. Como 7 es un arbol entonces a(f) C* a(«). Por lo tanto {a(a) : v < b}

es una rama cofinal en 7, lo cual contradice b).

Veamos que a) = b). Por a) podemos tomar {U, : @ < h} una coleccién de abiertos

densos en el sentido topoldgico con ((,.yUa = ). Para cada a < h, sea Do = {z €

w

[w]” : & C* Uy}, la prueba de la siguiente Afirmacion es andloga a la Afirmacion

hecha en la prueba del Teorema 3.57
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Afirmacion: D, es abierta densa.

Entonces H = {D,, : @ < b} es una coleccién de familias abiertas densas. Usando
H hacemos la misma construccién que en el Teorema 3.41 y obtenemos un arbol
matriz base de altura h. Veamos que no tiene ramas cofinales. Por contradiccién
supongamos que {b, : @ < h} es una rama cofinal, esto implica que si a < f3,

bo € To entonces bg C* by,.

Dado a < b, por Lema 0.20 sea ~ limite y n € w con a = v + n. Por el subcaso
i1) del Teorema 3.41 tenemos Ty+2n+1 € Dyqp. Por lo tanto b,42,41 € Dy. Esto
implica (byt2n+1)* C Ua. Por lo tanto (5 (b%5) € MNyey Ua = 0.

Notemos que la rama {b}} : B < b} es una familia centrada segin la Definicion 2.10,
y como {b; : B < b} es una coleccién de cerrados en w* entonces (5 (bs)* # 0 por
compacidad. Ver [11] 3.1.1, p.123.

Notemos que de manera equivalente la rama {bg : § < h} se puede extender a un

ultrafiltro p tal que p € (5 (bs)* de la siguiente forma.

Veamos que F = {z € [w]” : bg C* x} es un filtro en w segin la Definicidn 1.33.

i) 0 ¢ F, supongamos que () € F entonces bg C* (). Esto contradice la vacuidad de
(). Por lo tanto 0 ¢ F.

i1) Veamos que X € F, si X = w entonces bg C* w por lo que w € F.

i11) Tomemos ¢,d € F y veamos que (cNd) € F. Por definicién de F tenemos que
bg C* cy by C* d. Sin pérdida de generalidad supongamos que 3 < < entonces b, C*
bg, por transitividad tenemos que b, C* c. Ahora por definicién de la casi contencién
tenemos que (by \ ¢) y (by \ d) son finitos entonces (by \ ¢) U (b, \ d) = (by \ (¢cNd))
es finito. Entonces by C* (¢cNd) por lo que (cNd) € F.

iv) Sea s € [w]” y d € F con d C s veamos que s € F. Por definicién de F tenemos
que bg C* d y como d C s entonces bg C* s, por lo que s € F. Esto prueba que F

es un filtro.

Ahora usando el Lema 1.39, tenemos que para F filtro existe un p € w* ultrafiltro
tal que F C p. Para 8 < h tenemos que bg € F C p entonces bg € p entonces p € bfg
por propiedades de los ultrafiltros (Definicion 1.45 y Afirmaciéon 2.2). Esto implica
que p € (1{bj : B < b}, lo cual contradice a) y completa la prueba del Teorema 3.60.
|

Para finalizar este trabajo queremos mencionar que en la parte 5. de [1] se pueden

consultar resultados de consistencia en ZF'C donde los cardinales h y n(w*) toman
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distintos valores. A continuacién pondremos una lista de relaciones entre invariantes,

que no explicaremos ya que la explicacién requiere conocimiento de la técnica de

Forcing, herramienta frecuentemente utilizada, para realizar pruebas de consistencia
) )

en ZFC, para una introduccién a esta herramienta se recomienda [18].

I.h=ws.

. b = c.

III. wy < h < c.

IV.h < cyn(w*)=hT.
V.h=c¢ ¢ <2y n(w)=c".
VL h=c¢, ¢t <2y n(w*) =2
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