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Capitulo 1

Introduccion

Los enlaces de hidrogeno (EH) son de las interacciones no covalentes méas importantes
dentro de la quimica, por lo que en esta tesis se plantea el problema de cémo la energia
de interaccion en los EHs, entre moléculas de agua, pude verse afectada dependiendo de la
conectividad de éstas moléculas. Para resolver este problema se propone el estudio de cumulos
de agua de diferentes tamanos y con diferentes tipos de coordinaciéon. Para llevar acabo este
estudio se utilizo la particion de la energia electronica de dtomos cuénticos interactuantes
(IQA por sus siglas en inglés), metodologia que permite calcular la energia de interaccion
entre moléculas dentro de un cimulo molecular. Se clasificaron las moléculas dentro de los
cumulos de agua de acuerdo con su conectividad y, de este modo, extender el trabajo realizado
con anterioridad sobre la fortaleza jerarquica de los EHs en funciéon de la conectividad de las
moléculas presentes en la interaccion (Phys. Chem. Chem. Phys., 2016, 18, 19557-19566),
incluyendo ahora, moléculas de agua tetracoordinadas.

Los resultados muestran que las energias de formacion de los EHs entre moléculas tetra-
coordinadas son similares, pero menores, que las encontradas en el caso tricoordinado. No
obstante, la tetracoordinacion es preferida por i) fortalecer los EHs asociados a la aparicion
de moléculas de HoO dobles donadoras de H y dobles aceptores, ademas de i) la aparicion
de un mayor nimero de interacciones favorables para el sistema. Ademas se encontré que los

EHs mas fuertes y débiles estén en los casos de tricoordinacion, mientras que las interacciones



CAPITULO 1. INTRODUCCION 6

entre moléculas tetracoordinadas se encuentran a la mitad de la escala.

En general se espera que los resultados obtenidos en esta tesis proporcionen ideas impor-
tantes sobre las interacciones presentes dentro de los cimulos de agua, en especial en aquellas
presentes entre moléculas de agua tri- y tetracoordinadas. Asimismo, esperamos que nuestras
conclusiones ayuden en el entendimiento de las interacciones y fenémenos al rededor del hielo

L.

1.1. El Agua

El la antigiiedad, el agua era considerada como un elemento, no fue hasta 1781 que,
Henry Cavendish (1731-1810), postula que el agua es una combinacion de substancias més
simples [1]. Hoy en dia es posible describir a la molécula de agua como la unién entre un
atomo de oxigeno y dos de hidrégeno por medio de enlaces simples, ademés el atomo de
oxigeno posee dos pares de electrones libres que le confieren propiedades caracteristicas al
agua [2|. La primera demostracion de que el agua estaba compuesta por dos volumenes de

hidrégeno por cada uno de oxigeno fue propuesta por Gay-Lussac y von Humboldt en 1804.

1.1.1. Propiedades del agua

A continuacién, se enlistan algunas de las propiedades fisicas y quimicas que hacen del

agua una de las substancias mas importantes para la vida en la Tierra.

= Presenta un equilibrio de autoprotolisis en la que una molécula acepta un protéon para
formar un ion hidronio y la molécula que dona el protén se transforma en un ion

hidroxilo [3].

= La movilidad i6nica del ion hidronio, en solucién acuosa, es inusualmente alta debido

a su particular mecanismo de migracion [4].
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» Es translucida en la porcion visible del espectro electromagnético, con un color azul [5].
Por ello las plantas pueden llevar a cabo la fotosintesis, cuando se encuentran sumergi-

das en agua.
» El valor de la entalpia de fusion del agua es inusualmente grade, 333.6J g~ a 0°C [6].

» Posee un alto valor de tensiéon superficial (72.88mNm~! a 20°C) debido a la fuerte

cohesion de sus moléculas |7].

= Posee altos puntos de fusion y ebullicion para ser una molécula de bajo peso molecu-

lar [8].

= Es considerada el mejor regulador térmico de la Tierra debido a su alto calor especifico

(4.184 JK~'mol ™), por ejemplo el del hierro es de 0.8 JK~* mol™! [9].

» Alcanza su méxima densidad volumétrica de masa en forma liquida (999.974 9kgm~3)

a 4°C [10].

= Tiene un cambio de volumen de fusién negativo, por lo que la densidad del estado

liquido es mayor que la del estado sélido [11].

= Es un buen aislante eléctrico. Sin embargo, ante la presencia de iones se convierte en

un conductor de corriente eléctrica [12].

1.1.2. Usos del agua

Debido a su gran abundancia en el planeta, ademas de ser fundamental para la vida como
la conocemos, el agua ha sido protagonista de diversos estudios en varias ramas de la ciencia.
Actualmente la contaminacion del agua, en especial la de consumo humano, es un tema que
ocupa a gran parte de la comunidad cientifica debido al gran riesgo que representa el consumo

de ciertos contaminantes [13, 14].
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Agua en la biologia

El agua comprende aproximadamente el 80 % de la masa de las células vivas. El estudio de
las propiedades del agua intracelular se torna dificil debido a que no es posible aplicar algunos
métodos fisicoquimicos al interior de la célula. Por otra parte, el caracter multicomponente del
estudio, debido al gran nimero de interacciones, ya sean intra o extracelular, del agua, resulta
en una gran variedad de conclusiones acerca de las propiedades del agua intracelular [15].

Este tipo de estudios ha dado paso a una controversia entre quienes consideran que la
mayor parte del agua dentro de las células tiene propiedades similares a las del liquido normal
y quienes consideran esencialmente que toda el agua intracelular es “bound water” [16, 17].
Esta “bound water” refiere a las moléculas de agua altamente ligadas a la superficie de las
proteinas, por lo que estas moléculas de agua no poseen, en términos préacticos, movilidad
rotacional ni traslacional [18|. Estas opiniones divergentes conducen a predicciones muy di-

ferentes para muchos aspectos dentro de la biologia celular.

Observatorio de rayos gamma HAWC

Uno de los usos mas actuales que se tiene para el agua es el de observar la Radiaciéon
Cherenkov. El estudio de esta radiaciéon de manera rigurosa fue realizado por Pavel Cheren-
kov [19], trabajo por el cual se le otorgo el Premio Nobel de Fisica en 1958. Su fenomenologia
es similar a la que se tiene cuando un objeto supera la velocidad del sonido en su medio de
propagacion. La radiacion de Cherenkov es una onda de choque, entre las ondas electromag-
néticas, con un singular brillo de tono azulado en agua; observable, por ejemplo, en reactores
nucleares.

El observatorio de rayos gamma HAWC que se encuentra en el flanco norte del volcan
Sierra Negra, en el estado de Puebla, fue disefiado para la deteccion de rayos gamma de
origen cosmico (con energias entre 100 GeV y 100 TeV) [20], a través la medicion de particulas
producto de una cascada atmosférica.

Una cascada atmosférica es un proceso cuantico de alta energia que se desarrolla en la

atmosfera terrestre cuando un rayo de alta energia (cosmico, gamma o primario), penetra



CAPITULO 1. INTRODUCCION 9

+ _
% ¥ ' ~2m
? %

Figura 1.1: Comparacion de tamanos de los tanques de agua del HAWC con un triceratops

(dinosaurio de finales del Cretacico) y Charizar (pokémon).

la atmosfera. Esta colision inicial produce una reaccién en cadena que se observa como una
cascada de particulas viajando a velocidades cercanas a la de la luz. Existiendo dos tipos:
i) las cascadas electromagnéticas y ii) las cascadas hadrénicas [21|. La primera produce,
a través de una interaccién con el campo eléctrico de los atomos de la atmoésfera, un par
electron-positron que, a su vez, producen otros rayos gamma encadenadamente hasta que la
energia baja a menos de 80 MeV, donde ya se producen otros fenémenos tales como el efecto
Compton y absorciéon fotoeléctrica. En el segundo tipo de cascada atmosférica, la particula
de alta energia interacttia directamente con el nticleo de un 4tomo, produciendo varios iones y
particulas elementales, como los piones (7%, 7%, 77), y debido a que los 7° decaen rapidamente
a dos rayos gamma, producen nuevas interacciones para el efecto de cascada.

El uso del agua es fundamental para la detecciéon en este observatorio, debido a que
el HAWC esté compuesto por 300 detectores de radiaciéon Cherenkov en agua, donde cada
detector tiene un tanque de 7m de didmetro y 5m de alto, como se observa en la Figura 1.1,
en los cuales se almacenan 180000 L de agua ultra pura. En la base de estos contenedores hay

tubos fotomultiplicadores, para asi detectar la luz tenue resultante de la radiacién Cherenkov.
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Desintegracion del Protén

Dentro del Modelo Estandar de la Fisica de Particulas, los protones son teéricamente
estables, debido a la conservacion del ntimero barionico [22]. No obstante, existen hipotesis
en algunas teorias de campo unificado que rompen explicitamente la simetria del ntmero
bari6nico, permitiendo el decaimiento del proton en particulas cargadas mas ligeras [23].

Observatorios como el Super-Kamiokande tienen como objetivo buscar evidencia experi-
mental del decaimiento del protén, a través de radiaciéon Cherenkov, que se produciria tras
el decaimiento de algtin protéon en sus 50 kt de agua ultra pura, donde la radiaciéon podré ser
observada mediante 13 mil tubos fotomultiplicadores [24]. A lo largo del tiempo que este ob-
servatorio ha estado trabajando no ha detectado atn el decaimiento de algtin protén, pero si
ha dado grandes contribuciones, como la fuerte evidencia de la oscilacién del neutrino, resul-
tado consistente con la teoria de que los neutrinos tienen masa no nula [25], ésta aportacion

le otorgod el Premio Nobel de Fisica en 2015 a Takaaki Kajita y Arthur B. McDonald.

Agua en procesos industriales

Ademés de los usos antes mencionados, es importante resaltar el uso del agua en diversos
procesos industriales, tales como el de la fabricacion de la cerveza. Debido a la gran necesidad
de agua, cerca de 1.2L de agua por botella de cerveza [26], plantas como la de Zacatecas de
Grupo Modelo, se encuentra justo encima de ocho pozos de agua, con profundidades que van
desde los 150 m hasta los 500 m.

Otras industrias en las que el agua es sumamente importante son:

Plantas de produccién eléctrica

Industria textil

Industria carnica

Industria minera

Industria agropecuaria
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1.1.3. Hielo

Se suele referir al agua en estado solido como hielo, aunque existen varios tipos de arreglos
estructurales para el agua en estado sélido, como se muestra en el diagrama de fases ilustrado
en la Figura 1.2, el més comutn en la vida diaria es el conocido como hielo I;,. El hielo Iy, se
puede encontrar con facilidad en forma de nieve, escarcha, granizo o icebergs. No se debe
confundir este término con el de “hielo seco”, el cual hace referencia al estado sélido del
diéxido de carbono.

El hielo I}, es un modo habitual en el que se puede en-

contrar el agua en la naturaleza, aunque es posible encontrar
otras fases del hielo, éstas se encuentran en menor abundan-

cia y en casos mas particulares, el hielo I, se puede encon-

trar en casquetes polares en equilibrio termodinédmico con el

Presion (MPa)

hielo I,. Encontrar hielo VII es bastante més inusual, pero 0

posible, debido a las grandes presiones a las cuales el dia-

mante es formado, se puede encontrar hielo VII dentro de -40 30 20 -0 0
Temperatura (°C)

diamantes [27]. El hielo, debido a que es un solido estable a

. ) ) Figura 1.2: Diagrama de fases
temperatura menores a 0 °C, es considerado como un mineral

. . . del agua, con cuatro de sus po-
dentro de la mineralogia, y es clasificado como un mineral sua,

. . sibles arreglos en estado sélido
oxido en el grupo 4, debido a que normalmente se encuentra &

con muchas impurezas [28]. y el estado liquido.
Es un dicho popular “no hay dos copos de nieve iguales”, pero, como ya se menciono, es
comin encontrar el hielo I}, en los copos de nieve, por lo que, a pesar de la gran variedad de
arreglos, es posible, aunque muy poco probable, que haya dos copos de nieve iguales.
La humanidad le ha dado diversos usos al hielo, entre ellos, se encuentran los fines recrea-
tivos, como es el patinaje sobre hielo. Ademés, el uso de la nieve ha permeado en la cultura
a través de diversos juegos, tales como la guerra de bolas de nieve o hacer munecos de nie-

ve. Estos usos recreativos evolucionaron de tal modo que los Juegos Olimpicos de Invierno

cuentan actualmente con 15 deportes [29].
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(a) Urano en 1986. (b) Neptuno en 1989.

Figura 1.3: Fotografias tomadas por la sonda espacial Voyager 2 de la NASA [30].

El hielo no sélo es abundante en el planeta Tierra, es normal hablar incluso, dentro de
la astronomia planetaria, de los gigantes helados: i) Urano y i) Neptuno. Este término hace
referencia a una subclasificacion de los planetas gigantes, debido a su gran abundancia de
hielo, gas y rocas; al contrario de los otros planetas considerados como gigantes, en los que
existe una mayor cantidad de hidrégeno y helio, por ende llamados gigantes gaseosos. Las
tonalidades caracteristica de Urano y Neptuno se deben a que, dentro de su composicion
atmosférica, existe una pequena cantidad de metano y amoniaco (~ 2%) que, junto con el
hielo le dan sus particulares tonos a estos planetas [31]. A través del mismo fen6meno que
sufre el agua en los océanos de la Tierra, son necesarias grandes cantidades de hielo, metano
y amoniaco para que los tonos azules y verdes sean apreciables, como se muestra en las

fotografias (Figura 1.3).

1.2. Emnlace de Hidré6geno

Las propiedades antes mencionadas del agua son explicadas, en su mayoria, por un tipo
especial de interaccion no covalente, el Enlace de Hidrogeno (EH). En la Figura 1.4 se presenta
a un grupo de 5 moléculas de agua interactuando a través de EHs. El nimero total de
interacciones de EH para ctimulos grandes, tan grandes como Ny, es de 2N 4. Este entramado

de EHs es lo que provoca que en un sistema exista una cohesiéon poco usual entre este tipo
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de moléculas [32].

El EH fue descubierto hace mas de cien anos y
no es posible atribuir éste hallazgo a un solo au-
tor, tampoco existe una publicacion la cual pueda
ser considerada como la iniciadora de éste término.
Publicaciones especializas en esta interacciéon comen-
zaron a aparecer a finales del siglo XIX, en especial
dentro de la literatura inglesa y alemana, sin embar-
go la relevancia del EH atn no era reconocida [33].
Estudios mas detallados, conceptos mas claros y es-
pecificos fueron desarrollados a partir de 1920 [33].
El primero en utilizar el término enlace de hidrégeno
fue Pauling en 1931 [34]. A finales de la década de
1930, se establecid6 una explicacion del EH, y éste
se describia como un fenémeno puramente clasico en
términos electrostaticos, debido a que en su mayoria,

los ejemplos encontrados eran de interacciones débi-

J’J

g > o

J

Figura 1.4: La molécula de agua cen-
tral estd aceptando dos atomos de hi-
drégeno y donando otros dos, por lo
que es posible decir que forma 4 EH,
en dos toma el papel de donadora y en

los otros dos de aceptora.

les. Actualmente esta idea ha sido sustituida debido al elevado niimero de ejemplos de EHs

con una mayor energia, en donde no es posible despreciar las contribuciones no clésicas en

esta Interaccion.

El enlace de hidrégeno se encuentra definido por la IUPAC como:

El enlace de hidrogeno es una interaccion atractiva entre una molécula o fragmento

molecular X-H y un 4&tomo A en la misma u otra molécula, en la cual X es mas

electronegativa que H y existe evidencia de la formacion de un enlace [35].

Esta interaccion se clasifica como de mediano alcance debido a que la distancia es mayor

a la de un enlace covalente, ademas de ser generalmente més débil que éstas. Pero sin llegar

a ser tan distantes o débiles como las fuerzas de Van der Waals [12].

Otra definicién de EH es propuesta por Steiner [33]:
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Una interaccion X-H- -+ A se llamaré enlace por puente de hidrogeno si i) consti-

tuye un enlace local y i7) X-H funge como un donador de protéon hacia A.

Esta forma de describir al EH es lo bastante méas flexible como para incluir una amplia
gama de fenémenos en los que se involucra una interacciéon no covalente con un atomo de
hidrogeno. La definiciéon de Steiner es igualmente valida para los EH mas simples, aquellos en
los cuales el donador X posee solamente un hidroégeno capaz de interactuar con un aceptor A
que tiene tnicamente un par de electrones disponible para formar el enlace |36], como para
interacciones mas complejas como los EHs involucrados en el plegamiento de proteinas.

En la Figura 1.4 se muestra como 5 moléculas de agua interactian a través de EHs, donde
la fuerza y direccionalidad de los EHs, asi como la capacidad del agua de interactuar como
aceptor y donador al mismo tiempo, hace a este tipo de sistemas un complejo entramado de
interacciones entre las moléculas de agua, que forman una red tridimensional con una gran
variedad de angulos y distancias [32, 37].

Dentro de los principales fenémenos a los que da lugar la gran variedad de interacciones de
EH, dentro de un ctimulo molecular de agua, estan los efectos cooperativos y anticooperativos.
Los cuales pueden ser encontrados dentro de las redes de interacciones experimentadas en
los diversos ctimulos, como se muestra en la Figura 1.5. Para el caso del pentdmero 1.5a
se muestra un cumulo ciclico homodrémico, es decir, todos las moléculas de agua estén

donando y aceptando un EH. En los casos de las Figuras 1.5b y 1.5¢ se tienen efectos de

,}\ J ! o7 ’
9 ‘ ‘

oY, 9 9 99

9

(a) Homodrémico (b) Cooperativo (c) Anticooperativo

Figura 1.5: Efectos cooperativos y anticooperativos.
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cooperatividad y de anticooperatividad, respectivamente; en el caso 1.5b se observa como la
molécula donadora de EH esta recibiendo dos dtomos de hidrogeno, por lo cual es desprovista
de carga, carga que puede ser facilmente aceptada a través de la donacion de un EH, ademas
de que la molécula aceptora de EH se encuentra donando dos EHs por lo tal motivo le es
muy facil donar la carga extra con la que cuenta. En contraste, en la Figura 1.5¢ se puede
apreciar como la molécula donadora de EH también se encuentra como donadora en otro EH
por lo que soporta mas carga de lo usual, mientras que, a su vez, la molécula aceptora de EH
esta aceptando otro hidrogeno en un segundo EH, por lo que es muy desprovista de carga.
Estos efectos son mostrados, ejemplificados y descritos en 38, articulo usado varias veces de
referencia y como motivacion para esta tesis, de forma que ésta sirva como una continuacion

del trabajo anterior, tal como se expresa en la siguiente seccion.

1.3. Motivacidon

La existencia de enlaces de hidrégeno y como se comportan dentro de sistemas moleculares
ha dado paso a diversos estudios teoricos/computacionales. Dentro de estos, se encuentra la
publicacion realizada por el grupo de investigacion de Toméas Rocha Rinza [38], en donde
se propone una jerarquia de los enlaces de hidrogeno, dentro de ciimulos pequenos de agua.
La clasificacion que se propone en dicho articulo esta en funcion del tipo de coordinacion
y las interacciones con primeros vecinos, obteniendo un resultado de seis tipos de enlaces
de hidrégeno, la descripcion de estos se muestra en la Tabla 2.1. Estos resultados fueron
obtenidos mediante la particion de la energia electréonica por medio de la metodologia IQA,
usando geometrias optimizadas con el método CCSD /aug-cc-pVDZ, y funciones de onda y
energias calculadas con el método MP2/aug-cc-pVTZ.

El trabajo anterior deja en claro una proyeccion jerarquica de los EH. Sirviendo éste como
motivacion, para realizar una continuacion a la tabla, debido a que esta cuenta con la omision

de moléculas de agua tetracoordinadas.



Capitulo 2

Objetivos

La presencia de EHs dentro de cimulos de agua ha planteado diversos problemas, uno
de ellos, es la descripcion de las interacciones de EH entre moléculas de agua en el limite
de coordinacion. El objetivo principal de esta tesis es el estudio de las interacciones de
las moléculas en el limite de coordinacién, haciendo uso de las herramientas propias de la
topologia quimica cuantica.

Una de las hipotesis principales de este trabajo, es que en el limite de coordinacion, los
enlaces de hidrogeno debe empezar a presentar un comportamiento similar a las interacciones
encontradas en el hielo I;,.

Mediante una descomposicion de la energia a través del método IQA y del calculo de
energias electrostaticas utilizando integrales mono- y bielectronicas, se pretende abordar los

objetivos particulares de esta tesis.

2.1. Objetivos Particulares

» Reproducir la jerarquia propuesta con anterioridad en 38 (Tabla 2.1), sobre la fortaleza

de los EHs en funcién de la conectividad de las moléculas de HyO.

» Extender la clasificaciéon de EHs que se encuentran en camulos de agua.

16
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en los diversos cumulos.

» Estudiar los efectos a primeros vecinos debidos a la formaciéon de EHs.

Con metodologia QTAIM e IQA, buscar efectos cooperativos y anticooperativos de EH

= Analizar las variaciones de la energia clasica y de intercambio-correlacion en funcion

del tipo de EH.

= Buscar semejanzas entre las interacciones de agua tetracoordinada con las existentes

en el hielo I,.

Tabla 2.1: Tabla jerarquica presentada en (Phys. Chem. Chem. Phys., 2016, 18, 19557).

Tipo de EH

Descripcion

|

El atomo de H involucrado en el EH proviene de un doble donador de
EH y el oxigeno que participa en la interacciéon acttia como un doble

aceptor

IT

(i) El H de un doble donador de EH esté enlazado con un oxigeno
de un aceptor sencillo de EH o (ii) un oxigeno de un doble aceptor

interactuia con un H de un donador sencillo

ITI

Un enlace de hidrogeno es formado entre dos doble donadores de EH

o dos dobles aceptores de EH

IV

Un H de un donador sencillo de EH esté enlazado con un oxigeno de

un aceptor sencillo de EH

() Un H de un doble aceptor de EH esta en contacto con un oxigeno
de un donador sencillo o (i7) el &tomo de oxigeno de un doble donador

interacttia con un hidrégeno de un aceptor sencillo

VI

El oxigeno de un doble donador de EH interacttia con un H de un

doble aceptor de EH



Capitulo 3

Marco teoérico

Este capitulo aborda, de manera breve, rapida y concisa, nociones matematicas y funda-
mentos fisicos necesarios para los métodos quimico-cuanticos utilizados en esta tesis. Entre
ellos se encuentran métodos de estructura electréonica, como Hartree-Fock y Teoria de los
Funcionales de la Densidad. Ademés del método IQA, el cual es utilizado para analizar la
energia de interaccion en los EHs encontrados de diversos cimulos de agua.

Finalmente, con este marco tedrico, se pretende tener una idea general y concisa de
las teorias y postulados bajo los cuales se obtuvieron los resultados en los que se basan las
conclusiones de esta tesis. De la misma forma, también se dedica un apartado a la presentacion

de los detalles computacionales.

3.1. Topologia

Para la comprension de la topologia es necesario tomar una pequena idea de que es la

13

geometria y de sus limites, como dijo Henrie Poincaré “...geometria es el arte de razonar
bien a partir de dibujos mal hechos’. Esto claro, inicamente a modo de alegoria. Debido a
los diversos tipos de geometria es usual que este término venga acompanado de algtn otro
nombre, como geometria euclidiana, geometria algebraica, geometria hiperbodlica, entre otros.

En 1872 Felix Klein, en su proyecto de investigacion Erlangen, sugirié que la geometria no

18
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debe definirse a través de los objetos que se estan estudiando, sino por las transformaciones
que dejan fijas a los objetos. Tales transformaciones tienen ancladas propiedades como la

congruencia o la semejanza, a las que se les denomina invariantes,

“geometria es la ciencia que estudia las propiedades de las figuras que se preservan
bajo las transformaciones de cierto grupo de transformaciones. Equivalentemente,

es la ciencia que estudia los invariantes de un grupo de transformaciones”.

Asi, una geometria esta determinada por un dominio de accién X (el plano, el espacio, &c.),
y un grupo de automorfismos G (isometrias, similitudes, &c.) que acttia en X.

En geometria es necesario también el entendimiento del espacio métrico, esta nociéon fue
introducida por el matematico Frechét y forma parte fundamental de muchas las ramas de
las matemaéticas. Nociones importantes de la topologia fueron desarrolladas primeramente en
espacios métricos y luego trasladadas a espacio topologicos.

Un espacio métrico es un conjunto en el cual se pueden medir la distancia entre sus puntos,
asi como la prorimidad de un punto a un conjunto, o de un conjunto a otro. Una métrica es
simplemente la formalizacion de la nocién de distancia ordinaria, como se ve en la siguiente
definicion [39].

DEFINICION. Sea X un conjunto no vacio. Una funcién p: X x X — R se llama métrica

o distancia, si para cualesquiera puntos z,y, 2 € X se satisfaces los siguientes axiomas:
1. p(z,y) >0y p(x,y) =0siysodlosiz=y.
2. p(z,y) = ply, z).

3. plz,2) < plz,y) + py, 2)

(esta desigualdad se conoce como desigualdad del triangulo).

El par (X, p) recibe el nombre de espacio métrico. El ntimero p(x,y) suele llamarse

distancia entre los puntos = y v.
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3.1.1. Generalidades topolbgicas

Numerosos conceptos surgidos del analisis matematico fueron rapidamente generalizados
a espacios mayores. Varios de ellos han sido aplicados a espacios que localmente son como R".
En esta subsecciéon se abordan algunos conceptos de como se entendia la geometria y como
empezd a tener diversas “fallas” en la resolucién de algunos problemas, asi como algunos
temas clésicos que sirven dentro de la topologia.

Si bien los espacios métricos tienen un sinfin de aplicaciones dentro y fuera de las mate-
méticas abstractas, hubo un momento donde la geometria en espacios métricos no podia dar
solucion a diversos problemas, uno de los més conocidos es el planteado en el siglo XVIII
sobre los puentes de Konigsberg, hoy Kaliningrado. Dicho problema enuncia: ;jse puede re-
correr la ciudad pasando una tnica vez por los 7 puentes de la ciudad? La resolucion a este
problema fue dado por uno de los mas grandes matematicos de la historia, Leonhard Euler,
en 1736. Dicha solucién dio paso al surgimiento de la topologia y la teoria de grafos. En la
Figura 3.1b se representan a los puentes como aristas y a las partes de la ciudad conectadas
por puentes como vértices. De forma que, de existir un camino a través de la ciudad en la
que sOlo se use una Unica vez cada puente, de manera equivalente, habra un modo de trazar

las conexiones entre los vértices sin repetir el trazo de alguna arista en el grafo.

" ‘n‘f.al'r i
PR )

EHERR

&
KT,

(a) Tustracion del mapa de la Ciudad de Ko- (b) Grafo representativo a los puentes

nigsberg [40]. de Konigsberg.

Figura 3.1: Ciudad de Konigsberg y su grafo correspondiente.
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La publicacion de Euler [411], es la primera que hace alusion a una geometria en donde solo
interesan ciertas propiedades de los objetos, y no su métrica, como tradicionalmente se hacia.
Euler llama a esta nueva manera de ver a los objetos geométricos como geometriam situs,
término que hoy se traduce como topologia. El nombre de topologia fue dado por Johann
Benedict Listing (alumno de Gauss), al querer hacer destacar el desapego de la geometria y
autonomia de esta nueva rama de las matemaéticas [42].

Para destacar la diferencia entre la geometria y la geometriam situs, Leonhard Euler,
al resolver el problema de los puentes de Konigsberg, expone “ademds de la geometria que
trabaja sobre cantidades, hay otra, que no se ve afectada por las cantidades. Y por ello cuando
se manipula con las herramientas de la geometria normal, no admite solucion’.

La topologia estudia entonces, las propiedades de los cuerpos geométricos que permanecen
invariantes ante transformaciones continuas (también llamadas suaves), es decir, no cortar
o pegar, solo deformar suavemente [43], como se muestra en el conocido homeomorfismo de
una taza con una dona mostrado en la Figura 3.2. Con esta idea, que puede sonar simple, se

pueden abordar temas extremadamente grandes y diversos.

voeeoe

Figura 3.2: Homeomorfismo entre una toro y una taza.

Es necesario entonces ahora hablar de espacios topoléogicos; llevar a una nocién méas abs-
tracta algunos conceptos y propiedades de los espacios métricos a otro tipo de estructuras
matematicas a las que llamaremos espacios topologicos [39].

DEFINICION. Sea X un conjunto no vacio. Una coleccion 7 de subconjuntos de X se llama

topologia en X, si se satisfaces los siguientes axiomas:
1. 0,X €.

2. 8i{Ua},c4 es una familia cualquiera de elementos de 7, entonces U Uy€eT.
acA

3. SiU y V son dos elementos de 7, entonces UNV € 7.
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Los elementos de 7 reciben el nombre de abiertos de X, y el par (X, 7) se llama espacio

topologico.

3.1.2. Importancia de la topologia en la ciencia

Diversas aplicaciones de la topologia han surgido con el tiempo: la teoria de grafos per-
mite dar trayectos 6ptimos a vuelos o a entregas por paqueteria, la teoria de nudos permite
corresponder los anudamientos de las moléculas de ADN a los existentes en una cuerda, la
topologia algebraica con el teorema de la bola peluda permite explicar como es que en todo
planeta es imposible que no haya algin lugar donde no sople el viento, es decir, en algtn
lugar del planeta no sopla el viento.

Las aplicaciones actuales de la topologia son variadas, por ejemplo, el uso de la teoria
de grafos para colorear mapas, tal como se enuncia en el Teorema de los Cuatro Colores,
ilustrado en la Figura 3.3. El cual afirma que dado cualquier mapa con regiones continuas,
este puede ser coloreado con cuatro colores diferentes como maximo, de forma que no queden
regiones adyacentes con el mismo color, donde estas regiones adyacentes comparten més de un
punto, es decir existe un borde [44]. Este teorema no es util s6lo para colorear mapas, la idea
de llevar regiones no compatibles a grafos puede extrapolarse a, por ejemplo, el transporte
de objetos en cajas donde diversos tipos de objetos no son compatibles entre si o para redes

computacionales.

(a) Mapa de Australia colo- (b) Mapa de Australia con (c¢) Grafo representativo al

reado con cuatro colores. el grafo para colorear. mapa de Australia.

Figura 3.3: Ejemplo del teorema de los cuatro colores.
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Desde el siglo XIX varios matemaéticos intentaron demostrar este teorema, con muchos
intentos fallidos e incluso pruebas que terminaron siendo falsas, llevando a varias personas
intentar atacar el problema a través de contraejemplos (mapas que no podian ser coloreados
con cuatro colores sin tener regiones adyacentes con el mismo color), pero que tampoco
condujeron a la solucién. Incluso se llegd a demostrar para cinco colores, es decir, todo mapa
es posible de colorear con un maximo de cinco colores sin regiones adyacentes del mismo
color, pero el de cuatro seguia sin tener demostracion o ser refutado.

No fue hasta 1976 que Kenneth Appel y Wolfgang Haken logran demostrar el Teorema
de los Cuatro Colores, a través de elaborar 1936 mapas que forman parte de cualquier con-
traejemplo al teorema, llegar a esto llevd bastante trabajo. Pero el verdadero problema era
demostrar que todos esos contraejemplos eran posibles de colorear tinicamente con cuatro
colores, era tan laborioso que tuvieron que recurrir a la computaciéon con su fiel IBM 370
[45] con al rededor de 1000 horas de computo. Esta demostracion no estuvo absuelta de
criticas por el uso de una computadora, debido a que podia “carecer” de rigor matemaético.
Desde ese gran hito del uso de computadoras en una demostraciéon mateméatica son cada vez
més comunes y aceptados estos métodos. El uso de computadoras en las diversas ramas de
la ciencia es cada vez mas normal, en gran parte debido al crecimiento agigantado del poder
de computo y del diseno de algoritmos.

Otra gran rama de la topologia, la Teoria de Nudos, aborda la abstraccion de la concepciéon
cotidiana del nudo. Formalmente hablando, un nudo en R? es una clase de equivalencia
de encajes de la l-esfera en R3 o en la 3-esfera [46]. Es importante marcar que se tiene
algunas propiedades para todo nudo, que ayudan en la distincién entre diferentes tipos de
ellos, los invariantes en nudos son: i) la tricoloreabilidad, i) el grupo de un nudo, que es el
grupo fundamental de su complemento, iii) el polinomio de Alexander, iv) los invariantes
hiperbolicos y v) el polinomio de Jones.

La topologia no s6lo es tutil en las matematicas abstractas, como vimos en teoria de
nudos o en teoria de grafos. Es el caso de la relacion entre los arboles (topologicos) y la

quimica, que fue descubierto en 1874 por Carl Schorlemmer [45]. Dependiendo de la forma
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B

Figura 3.4: Arboles correspondientes a cinco puntos.

en la cual los a&tomos estan conectados en una molécula, los compuestos adquieren diferentes
propiedades, donde la cantidad de isémeros de una molécula esté dado por cuantos diversos
arboles se pueden crear con un numero concreto de vértices. Como ejemplo se ilustran los
arboles con cinco vértices, lo cuales son tres: n-pentano, 2,2-dimetilpropano y 2-metilbutano,
respectivamente, si se relacionan con las estructuras del alcano de cinco atomos de carbono.

Donde un arbol es un tipo especial de grafo, distinto a los de los puentes de Konigsberg,
debido a que ahora no es necesario tener un camino, una ruta en el caso de los puentes
empieza y termina en él, en lo que se llama un ciclo. Mientras que para un arbol no se tiene
ningun ciclo.

Otras aplicaciones de la topologia en la ciencia son:
» Efecto Hall Cuantico
= Aislantes Topologicos

= Estados Topologicos

3.2. Generalidades Mecanocuanticas

La mecanica cuantica es una de las piedras angulares de la fisica desde inicios del siglo
XX, la cuél ha sido empleada en el estudio de fendmenos micro- nanoscopicos, para los
cuales la mecanica clasica (newtoniana, lagrangiana o hamiltoniana), no puede proporcionar

predicciones congruentes con la evidencia experimental. No obstante, muchas de las entidades
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de la mecéanica analitica jugaron un papel clave para el nacimiento de la mecénica cuéntica. A
pesar del éxito de la mecénica cuantica en la resoluciéon de muchos problemas, la extrapolacion
de varias interpretaciones de la mecéanica cuéntica, en el mundo macroscopico, ha llevado a
varias discusiones entre las distintas ramas de la fisica. Por ejemplo, atin no existe un acuerdo
entre los postulados de la mecénica cuantica y la relatividad general, siendo la ecuacion de
Dirac el tnico puente entre la relatividad especial y la mecanica cuéntica. La ecuacion de
Dirac describe particulas elementales masivas de espin !/2 como los electrones o los quarks [47].

La teoria mas exitosa de la fisica, hasta ahora, se fundamenta en la mecanica cuantica,
ésta se trata del Modelo Estandar de la Fisica de Particulas. Esta teoria de campos describe
tres de las cuatro interacciones fundamentales (fuerza fuerte, fuerza débil y fuerza electro-
magnética) [48], y lo hace de forma exitosa, detalla fendmenos como el momento magnético
anomalo del electron con hasta diez cifras de exactitud, ademés predijo la existencia de parti-
culas antes de su descubrimiento experimental como es el caso de los bosones W, Z, Higgs, y
el gluon [19]. Sin embargo no es posible explicar con dicha teoria: i) la masa del neutrino, i7) el
momento magnético anomalo del muoén, 7iz) la materia obscura, iv) la constante cosmolégica,
ademas de no integrar la gravedad.

Son necesarios entonces nuevos modelos, fisica mas alld del modelo estandar. La busqueda
de una teoria de la gravedad cuantica ha dado paso a numerosos estudios teoricos, teniendo
que agregar conceptos tales como: stiper simetria, acoplamiento fuerte, dimensiones extra o
gravedad modificada, nada de esto encontrado atn a través de experimentos u observaciones.
Dentro de las teorias méas famosas se encuentran la teoria de supercuerdas y la teoria cuantica
de bucles, ambas con aciertos, pero también con fallas que atin no han podido ser resueltas.

La radiacion emitida en el horizonte de eventos de un agujero negro fue el primer acerca-
miento de constantes provenientes tanto de la cuantica como de la gravitacion, esta radiacion
fue descrita por Stephen Hawking [50], la cual relaciona el principio de indeterminacion de
Heisenberg con las singularidades espacio-temporales; ésta radiacion es emitida debido a que
tras la creacion de un par particula-antiparticula cerca del horizonte de eventos de un agujero

negro, una de las particulas queda atrapada mientras la otra logra escapar del pozo gravita-
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torio. Debido a esta radiacion es posible dar dos implicaciones: i) los agujeros negros se estan
evaporando y i) a los agujeros negros se les puede asociar una temperatura no nula, como

se describe en la siguiente ecuacion,

hcd
Ty = ——
B 8rGMkg

(3.1)

Como se menciond, uno de los grandes problemas de la mecanica cuantica, resulta de la
extrapolacion de los resultados del mundo microscopico al mundo macroscopico. El mejor
ejemplo es la superposiciéon cuantica, este fenémeno es extrapolado al mundo macroscopi-
co con la tan socorrida paradoja del gato de Schrodinger; dicha paradoja es inexistente, ya
que las contribuciones cuanticas se ven colapsadas al tratarse de objetos macroscépicos y al
no poderse aislar el sistema de ¢l mismo, debido a que el gato emitiré radiaciéon de cuerpo
negro de distinta manera si estda vivo o muerto. Esta paradoja fue propuesta como un ex-
perimento mental (gedankenexperiment), por el mismo Schrodinger en 1935 para ilustrar la
superposicion de estados cuénticos y como la mecanica cuantica es contraintutiva. Ningu-
na interpretacion de la mecanica cuantica es realmente concluyente, en palabras de Richard
Feynman “I think I can safely say that nobody understands quantum mechanics’.

A pesar de lo anterior, la mecanica cuantica ha ayudado en varias ramas de la ciencia,
como es el caso de problemas donde la quimica y la fisica tienen una frontera difusa, es aqui
donde el la funciéon de estado, v, es de gran utilidad. El estudio de esta funciéon permite
obtener mucha informacion del sistema de interés y, a pesar de no tener significado fisico por
si sola, su cuadrado puede ser interpretado como la amplitud de la probabilidad de presencia
de materia, en un intervalo de posicion para la(s) particula(s) de estudio.

Una de las expresiones més importantes dentro de la mecanica cuantica es la Ecuaciéon

de Schrédinger dependiente del tiempo, que para el caso de una particula, se escribe como:

2

ih%lll(r, t) = [%W + V(r, t)} W(r,t), (3.2)

donde U(r,t) es la funcion de estado asociada al sistema.
Debido a su simplicidad, la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo es de gran

utilidad, sin embargo, la resolucion de problemas de eigenvalores que resulta de la ecuacion
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de Schrédinger independiente del tiempo es de mayor utilidad para la quimica cuantica,
HVU = EV, (3.3)

donde H es el operador Hamiltoniano, ¥ es la eigenfuncion de dicho operador y es la funcion
de estado del sistema, por ultimo E es el eigenvalor que representa a la energia total del
sistema.

Cabe resaltar que, con excepcion del atomo y la molécula de hidrégeno, no hay soluciones
analiticas para la ecuacion de Schrédinger en sistemas de interés quimico, por lo que se
recurre a diversas aproximaciones y a sistemas iterativos para una obtencién de resultados

utiles dentro de la quimica cuantica.

3.2.1. Meétodo variacional

Debido al interés por resolver un problema de eigenvalores como lo es la ecuacion de
Schrodinger, la cual no cuenta con soluciones exactas para sistemas con varios electrones,
se requiere el uso de métodos aproximados, como lo es el método variacional que permite
conseguir soluciones aproximadas a problemas con eigenvalores, 690 = we. Es comin usar
este método para calcular la energia de sistemas atéomicos y moleculares de N electrones.

Sea A un operador hermitiano y exista un conjunto infinito de soluciones exactas a la

ecuacion de valores propios de modo que:

fAl\an) = €4|Pa) donde : eg<e <...<e,<... (3.4)

Si suponemos que el conjunto €, es un conjunto de valores discretos, las correspondientes
eigenfunciones son ortonormales y se multiplica por la izquierda por (¢g| a la Ecuacion 3.4

obtenemos:

<¢5|"21\|¢a> = 6045045- (35)

Debido a que las eigenfunciones de A forman un conjunto completo, cualquier funcién ¢

es combinacién lineal de las ¢, si y s6lo si ¢ satisface las condiciones de frontera del sistema
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0) =D lba)ca = Y |a)(dalp), (3.6)

(ol = chdal =Y {Pla)(Pa- (3.7)

a a
El teorema variacional enuncia que si en un sistema con ¢) un Hamiltoniano independiente
del tiempo, i7) el eigenvalor correspondiente al estado basal es €q y i) ¢ es una funciéon

normalizada que satisface las condiciones de frontera, entonces

(plH|) > e. (3.8)

La minimizaciéon de la energia electronica partiendo de una funciéon de estado es la base
del método variacional, tras la optimizacion de los parametros a los cuales esta sujeta la
funcién de estado, se obtiene dicha funcion del estado basal. Este método es utilizado en el
calculo de variaciones, desarrollando métodos generales para encontrar funciones que limitan

los valores de las cantidades dependientes de dichas funciones.

3.2.2. Hartree-Fock

Una de las primeras ideas para dar solucion, de manera aproximada, al problema mecano-
cuantico de la ecuacion de Schrodinger para sistemas con muchos electrones fue desarrollada,
a la par y de manera independiente, por Douglas Hartree y Vladimir Fock. La principal
suposicion en dicha aproximacion es que cada electron interacciona con el resto de la mis-
ma manera en la que interacciona con una densidad electréonica y no como con particulas
independientes, de modo que la ecuacion ya no es una funcion de las 3(N — 1) coordenadas es-
paciales de resto de electrones, sino de sélo la distancia r. Esta idea es llamada aproximacion

de campo central, tomando un promedio esférico que se expresa como:

2T T
Vl(rl):% /0 /O V() sin 0d0d. (3.9)
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Para llevar a cabo la aproximaciéon de un sistema polielectronico se recurre al uso de sis-
temas monoelectronicos, es necesario tomar una aproximacion orbital (producto de Hartree),
como se muestra en la Ecuacion 3.10, y para garantizar la antisimetria ante el intercambio
usamos el determinante de Slater como se muestra en la Ecuaciéon 3.11, que se suele denotar,

por simplicidad, como la Ecuaciéon 3.12.

n

v = (7). (3.10)

=1

W= (3.11)

P1(xn) P2(xn) - On(xn)

(Wo) = |12 ), (3.12)

donde ¢ y x, representa un espin-orbital y las coordenadas espaciales y de espin de cada
electron respectivamente, \/LN—, es la constante de normalizacion.

La energia del sistema en HF es expresada a través de la Ecuacion 3.13, y mediante el
principio variacional es posible obtener una mejor funcion de estado, debido a que es la que

proporcione la menor energia, pero esto depende de la eleccion de los espin-orbitales.
Eo = (Vo|Hy|Wo). (3.13)

El minimizar la Ecuacion 3.13 sumado a la restricciéon de ortonormalidad de los espin-

orbitales (¢;|¢;) = 0;; dan paso a la ecuacion HF,
Foi(x;) = eii(xy), (3.14)

donde F es el operador de Fock y ¢; es la energia del i-ésimo espin-orbital ¢;. La repulsion

electronica dentro del operador de Fock es tratada como un promedio, expresdndose como:

~

F(i) = h(i) + Y_14(0) = (i), (3.15)
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donde /ﬁ(z) es la suma de los operadores de energia cinética y la atraccién con los ntcleos,
los operadores J, y K} son los operadores de Coulomb (electrostatico) y de intercambio (sin

interpretacion clasica debido a ser consecuencia de la antisimetria), respectivamente,

i) = —2v2 =322 1) = (6@h(12)4,2), Ky(1) = (6(2R(12)6,(2)),  (3.16)

los operadores J y K son parte del término bielectronico y suelen ser utilizados también
como las integrales de Coulomb y de intercambio, de la siguiente manera:

g = / gb;(i)(?;(j)éz’(i)(ﬁj(j)d37_id37_j _ /Md?’nd?’q, (3'17)

Tij

Tij

ij

también expresados como:

Jab = (Pa(1)¢5(2)1(12)Pa(1)06(2))

’ (3.19)
= (¢a(1)Jp(1) (1)),
Kap = (6a(1)06(2)h(12) 0 (2)d6(1)) (3.20)

= <¢a(1)f(b(1)¢a(1)>

Con lo anterior es posible reescribir la Ecuacién de Fock como se muestra en la Ecuaciéon
3.21, y ésta debe ser resuelta de manera autoconsistente, es decir, la soluciéon de las ecuaciones
de Fock se lleva a cabo mediante un proceso iterativo, por lo que es necesario iniciar a partir
de un conjunto inicial de espin-orbitales, con la que se construye el operador de Fock y
determinan las eigenfunciones de ﬁ, con éstas se vuelve a construir nuevamente el operador
de Fock hasta que las funciones con las que se construye a y sus eigenfunciones se aproximen
tanto como uno lo desee.

(M + S 16 - f@(z’)]) 6ali) = adali)  Va € (1, Ne). (3.21)

b
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Esta aproximacion es muy importante para sistemas quimicos, ademas de proporcionar
funciones de estado y la energia del sistema, es un muy buen punto de partida para diversos
métodos aproximados posteriores a HF.

Las ecuaciones de Hartree-Fock no son lineales, ademas de ser ecuaciones integro-diferen-
ciales por lo que resultan complicadas de resolver. Por lo que se recurre a métodos como el
propuesto por Roothaan en 1951 [52] en el cual lo orbitales HF son combinaciones lineales
de un conjunto de funciones conocidas, funciones base [53|. Esta aproximacion es conocida
como el método de campo autoconsistente (SCF por sus siglas en inglés), SCF se fundamenta
en usar un conjunto de funciones base para representar los espin-orbitales buscados, donde

la base esta normalizada, mas no necesariamente es ortogonal.
Xi =Y Cuity, (3.22)

¢, representa al conjunto base y C),; son los coeficientes de cada espin-orbital; en un conjunto
completo de funciones se obtiene la solucién exacta de las ecuaciones.
Pero, jqué tan buena es la aproxima-

cion HF? Los principales problemas que se

Enr vs. Eevacta

— Bur =314k tienen en la aproximacion HF son i) no
504 — B=3[1+ 2+
respeta el postulado de exclusion de Pauli,
51 i1) en la Aproximacion de Campo Central
& (CFA) los armonicos esféricos no tienen
que ser funciones propias de la ecuacion

851 monoelectronica, iii) no existe una manera

obvia de mejorar la aproximacion orbital, y

3.0 T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

K iv) no considera efectos de correlacion, que

) ; no necesariamente son despreciables en to-
Figura 3.5: Grafico presentado en 54.
dos los casos.
Para sistemas pequenos, a distancia corta y, mas importante, sin mucha correlaciéon, es

posible obtener buenos resultados tal como se muestra en 54, para la energia es posible tener
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el 95 % del valor de la energia exacta, pero solo teniendo el 65 % para el traslape. En la Figura
3.5 es posible observar como la aproximacion HF se aleja de la solucion exacta.

Por lo que usar HF para quimica cuantica puede ser un método barato en términos
computacionales y funcional para sistemas pequenos, pero malo para abordar otro tipo de

problemas, como los que se pueden encontrar en fisica nuclear.

3.3. Densidades

Uno de los términos importantes a definir, dentro de la fisicoquimica tedrica, es el de
la densidad electronica, p(7), que, para un sistema de dos electrones con coordenadas espin-
espaciales T y T, esta definida como: | U (7, T)?| [55]. Para calcular la probabilidad de hallar
simultdneamente al electron 1 en d¥; y al 2 en dZ, se debe integrar la funciéon denisdad sobre

dw1d¥y, donde: d,, = dr,dw,,

P(7) = / U (7), ) Pdend, (3.23)
y, al ser los electrones particulas indistinguibles, llegamos a la siguiente expresion:

p(r) = 2/I\I'(f1,fz)!2dw1dfz, (3.24)

luego entonces, para un sistema con N electrones la densidad electrénica se puede generalizar

de la siguiente manera:
p(F) = N/ |\I/(f1,f2, . ,:Z"'N)|2dw1d£’2 ce di, (325)
tal que:

/ p(F)dF = N, (3.26)

en el caso de un determinante de Slater (Hartree-Fock), es posible escribir a la densidad

electronica para una capa cerrada con orbitales espaciales 1, como:

N/2

p(7) =2 [a(P). (3.27)
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Para un sistema de N particulas, es posible escribir un operador para la densidad p y asi

obtener valores esperados a través de la funcién de estado del sistema,

N
EDIIGEEE (3.28)

por lo que p(7) al ser un valor esperado de un operador de la mecanica cuantica, se puede

escribir como:
p(7) = /\p Za Ty, ..., ZN)dTy .. dEy. (3.29)

El valor de la densidad electréonica es muy importante, debido a que es un valor que
se puede obtener de manera experimental. Los experimentos de los que podemos obtener
informacion de p(7) son la difraccion de Rayos X o la difraccion de neutrones [56, 57]. Por lo
que cotejar los valores tedricos con los experimentales dan una idea de que tan bien se estan
tomando las consideraciones tedricas para los calculos.

Ahora bien, también es posible expresar una funcién de densidad para un par de electrones,

o densidad de pares, tal que:
pz(?"_i, T‘_é) = N(N — 1) / |\P(f1, fz, N ,fN)|2dw1dw2df3 Ce di, (330)

donde la densidad de pares, po(7, ) N} (N — 1)1, determina la probabilidad por volumen
de encontrar simultdneamente a dos electrones en las posiciones centradas en 7 y 73, y
comunmente se expresa como una suma que involucra términos de pares independientes y
correlacionados, po(71,72) = p(71)p(72) + p5°(72, 7).

La importancia de estas dos densidades, la densidad electréonica y la densidad de pares
(Ecuaciones 3.25 y 3.30, respectivamente), viene de que partiendo de éstas, de la aproxima-
cion Born-Oppenheimer y de la matriz reducida de primer orden (Ecuacion 3.42) es posible
determinar la energia no relativista de un sistema molecular, en ausencia de campos externos,

_ 1 2 = — ZAP1<F1) o VA
E——§/Vp1(7“1,7’1) drl_Z/Tdrl+Z—

7] =71 A#B TAB

// Tl drldrg——//'% 7"1,"‘2 d?“ld'l"z

=T 4+ Vie + Van + Vee + Ve (3.31)
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En la practica, la Ecuacion 3.31 para un método de estructura electronica particular

requiere expresar a las distribuciones de densidad en funcién de la base orbital molecular, ¢;,

pi() = 3 D0, (332

pz(ﬁ, 772) = Z dijkl¢i(Fl)¢j(Fl)¢k<F2)¢l(7?2)a (3-33)

ijkl

donde D;; y d;ji son los elementos de matriz de primer y segundo orden.

3.3.1. Matrices de la densidad

Sabemos que el valor esperado de cualquier operado se pude obtener como:

(@> = /\If*(xl,xg, o ,xn)@\lf(xl, To, ..., xy)dxy ... dx,
(3.34)
- /QlIl(:cl,xQ, o) (2, a2l Yday .y,

haciendo hincapié de que el operado no actua en la variables primadas.

Si tenemos un operador que involucra m variables, con m < n, podemos escribir:
~ ~ N
<Q> = /Q\I/(xl, oy Ty 1y - - -y CEn)\If (:cl, ey Ty Tmm41y - - - ,xn)dml N da:n
A *
= /dxl e d:er/\I/(xl, ey Ty Tt Ly - oo Tn) U (T, oo Ty Tt 1y« + s T ) ATl - - - ATy,

= /d.’El o dr Q1) (21, T 2, ),

(3.35)
COoI:
Fo(xy,...,xm; 2, .. x),) = /dxmﬂ...d:vn\I/(xl,...,:rm,me,...,mn)\Il*(mll,...,x/m,x;nJrl,...@;L).
(3.36)

Con esta funcion F' relacionada con la matriz de densidad de orden m, la cual se define

CcOomo:

n
Lol Iy x( ! / / /
Loy, oo T @,y 2h)) = ( )/dxm+1dxn\lf (@, .2, x e x) W (T, ),

(3.37)
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donde (::1) son las combinaciones de n elementos tomando m en m,

(ZD - M (3.38)

Existe una jerarquia entre las matrices de densidad segiin su orden,

()

To(z1, ey oms 2, 2l,) = ( i )/dmeFmH(l,...,m,m—i—1;1’,...,m’,(m—|—1)’)
m+1 (339)

m+1 / / /

= dxm+1lms1 (L. omom+ 1,100 om', (m+ 1)7).

Debido a que en quimica cuéntica los operadores son mono- o bielectronicos, las matri-

ces de densidad que resultan de interés son de primer y segundo orden. Existiendo varios

criterios de normalizacién, por ejemplo: "("271) o n(n — 1), expuestos Lowdin y McWeeny
respectivamente [58, 59|,
[y(zy;2)) = n/\Il*(l', 2 ..., U(L,2,...,n)dxy. .. dr,, (3.40)
P n(n — 1) *(1! of /
[o(xy, x9; 27, 2h) = —5 (1,2 n)U(L,2,. .., n)des . . . dy,. (3.41)

Para diversas aplicaciones resulta conveniente trabajar con la matriz de densidad de
primer orden, también llamada de Fock-Dirac, Ecuacion 3.40, que al integrar con respecto a

la coordenada de espin se obtiene la matriz de densidad reducida de primer orden,

pi(ri, 1) Z/Fl(ml;:v’l), (3.42)

donde a diferencia de las funciones de densidad, los elementos de las matrices de la densidad
no tiene significado fisico, exceptuando a la diagonal, que para el caso de la matriz reducida
de primer orden coincide con la densidad electronica.

En importante resaltar que la suma de los elementos de la matriz de densidad de primer
orden, que es una integral por el caracter continuo de los indices de la matriz, nos da como
resultado el namero total de electrones del sistema.

Muchas de las propiedades de los sistemas polielectronicos, y en particular la energia,
pueden expresarse como una funciéon de la matriz de densidad de primer orden y de la

densidad bielectronica.
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3.4. Teoria de los Funcionales de la Densidad

La teoria de los funcionales de la densidad es una de la teorias mas importantes usadas
en el area de la fisicoquimica tedrica. Cabe resaltar que es un método variacional donde el
funcional de la energia electrénica es minimizado con respecto a la densidad electrénica. Este
es un paso importante, ya que pasamos de depender de la funcion de estado, a depender de
la densidad electronica, por lo que tenemos beneficios computacionales en la resoluciéon de
sistemas grandes.

La densidad electronica es una magnitud escalar méas facil de calcular debido a su depen-
dencia de solo las tres variables espaciales, al contrario de la funcién de estado que depende
de 3N variables. Exceptuando los casos mas sencillos, se tiene el inconveniente de no contar
de manera exacta con el funcional relacionado a la energia del sistema.

Esta manera de entender a la mecénica cuéntica es un claro ejemplo de la interpretacion
de Copenhague, y si bien originalmente esta teoria no contemplaba la dependencia en el
tiempo, posteriormente fue empezada a ocuparse dentro del margen de la mecénica cuantica
relativista, siendo denotado mayormente como TDDFT (Time-dependent Density Functional
Theory).

En 1984 se publica una generalizacion de los teoremas de Hohenberg y Kohn por parte de
Runge y Gross para el caso dependiente del tiempo y éste establece que existe una relacion
de uno a uno entre la densidad dependiente del tiempo p(7,t) y el potencial externo de un
cuerpo v, (7, t) para un estado inicial [60]. A diferencia de DFT, no existe un principio
de minimizaciéon general en la mecénica cuantica dependiente del tiempo, por lo que su
demostracion es mas complicada.

El principal inconveniente de DFT es que si bien en principio es una teoria exacta, solo se
puede aplicar de forma aproximada, lo que hace que los resultados sean menos precisos que
en otros métodos. Asimismo, no se trata correctamente la interacciéon de intercambio, por lo
que la energia intercambio-correlacion pude ser distinta dependiendo de como se aproxime el
calculo. Por estas razones es comun que se tenga una cierta division conforme al uso de DFT,

con defensores debido a que sus resultados son bastante buenos para su coste computacional
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y que es una buena forma de abordar ciertos sistemas con gran complejidad, mientras que
los detractores a esta teoria abordan el tema de que se trata mas de un método semiempirico
y que sus resultados no son tan fiables como las de un tratamiento ab initio clasico.
Historicamente, los primeros acercamientos que se empezaron a tener sobre la utilizacion
de la densidad electrénica para obtener informaciéon sobre los sistemas de estudio empezd en
1927 con los trabajos de Llewellyn Hilleth Thomas y Enrico Fermi, donde la idea principal es
tomar a la energia cinética en términos de contribuciones ntucleo-electron y electron-electron,
donde éstos sean tratados como fenémenos puramente clésicos, en un gas uniforme de elec-

trones. Sea un sistema ficticio con una densidad electrénica constante:

Trelp(7)] = - (37) 9 / o5 (7, (3.43)

que al ser combinado con las interacciones en términos clésicos de nicleo-electrén, electron-
electron se obtiene la expresion de la energia de un atomo de Thomas-Fermi, ésta aproxi-
macion es bastante 1til para casos donde los electrones no se encuentran muy amarrados al
nticleo, como es el caso de los metales alcalinos y medianamente los alcalinoterreos:

ﬁ . e
Erplp(F)] = 1—30(37r2)<2/3> / PP dr — Z / @dﬂé / / Mdﬁdr}. (3.44)
12

Este modo de abordar los problemas mecanocuanticos a través de la densidad cobré més
importancia con el uso de los Teoremas de Hohenberg-Kohn presentados en 1964 [61], donde
se expone que la energia es un funcional de la densidad y que ademés la densidad del sistema
minimiza este funcional. Otro gran paso que dio esta teoria fue un ano después cuando Kohn
y Sham demostraron que a partir de la DFT es posible escribir una ecuacién para orbitales de
una particula, de los cuales se pude obtener la densidad [62]. En la actualidad es un método
ampliamente utilizado, aunque en sus inicios era mas socorrido en fisica del estado solido al

considerarse como un método no muy preciso para la quimica.
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3.4.1. Teoremas de Hohenberg-Kohn
Teorema 1

La energia y, por lo tanto las demés propiedades del sistema, estan univocamente de-
terminados por la densidad electrénica; si dos sistemas de N particulas se encuentran en
potenciales externos vy () y va(7), con la misma densidad electronica en el estado basal p(7),
la diferencia entre vy (7) y vo(7) es necesariamente una constante. Por lo que no hay mas de
dos potenciales para describir el mismo estado basal.

Corolario: el potencial y todas las propiedades del sistemas estan determinadas de manera
tnica a través de la densidad del estado fundamental, incluida la funciéon de estado para
muchos cuerpos. De forma particular el funcional de HK, definido como F'[p] = T[p]+ Ulp] es
un funcional universal de la densidad, por lo que no depende de forma explicita del potencial
externo.

El valor del estado fundamental de cualquier observable es una funciéon tnica de la den-

sidad electrénica exacta del estado fundamental.
(] Alw) = Alpo(r)]. (3.45)

Teorema 2

El funcional con el que se obtiene la energia del estado fundamental del sistema pro-
porciona la energia més baja, si y solo si, la densidad de entrada es la verdadera densidad
del estado fundamental, es decir, la energia obtenida del Hamiltoniano alcanza su minimo
absoluto cuando la densidad electrénica es la del estado fundamental.

Para cual sea potencial ve.(7), y natural N la funcion de densidad F[p] existe como:

Eynlp] = Flp] + / Veat (P)p(7)dr, (3.46)

y se obtiene el valor minimo de la densidad del estado fundamental para N electrones en el
potencial v.¢(7). El valor minimo de E, y[p| es entonces la energia del estado fundamental

de este sistema.
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El segundo teorema establece al valor exacto de la energia como el minimo valor del

funcional, es decir, tenemos una cota inferior para el célculo,

Ey < Elp] = T[p] + Velp] + Veelp]- (3.47)

3.4.2. Aproximacion Kohn-Sham

Kohn-Sham propone una nueva aproximaciéon para resolver el problema de muchos elec-
trones basandose en los teoremas de HK, el total de la energia del funcional en un potencial

externo v, (r) puede ser descrito como:

Elp(r)] = Tp(r)] + / Veat (Mp(F)d’r + Veelp(7)], (3.48)

Valo@) = 5 [ [ SR+ Bl (3.49)

Donde el primer término de la Ecuacion 3.48 es la energia cinética T'[p(7)], el segundo
término es el potencial externo dado por el arreglo de los niicleos y el dltimo término es
la contribucion tanto clasica como no clasica (intercambio-correlacion detras de la teoria
de campo medio de la interaccion electron-electron). Para resolver las ecuaciones de Kohn-
Sham es necesario asumir un sistema de referencia con particulas no interactuantes, y con
la densidad del estado fundamental igual que la del sistema interactuante. La ecuacion para

referirse al sistema puede escribirse de la siguiente manera:

1
Eepgli) = | =3 5 Vi + vegslp(P]| [vi) = i), (3.50)
con lo anterior podemos describir la energia cinética del sistema de la siguiente manera:

Tesrlp(P)] = Z € — Verslp(7))- (3.51)

La nueva pseudoenergia cinética forma el funcional de la energia de intercambio-correlacion

E.[p(T)] que se expresa como:

Evelp(M)) = Tlp(r)] = Teyslp(F)] + Veelp(r)] = J{p(7)]- (3.52)
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Usando el nuevo funcional de intercambio-correlaciéon en la energia total del sistema,
derivando la nueva energia total para el sistema no interactuante, y el potencial efectivo con
respecto a p(7) (que por conservacion de la densidad, [ p(7) = N, donde N es el nimero
total de electrones), tenemos una expresion para resolver la ecuacion de Schrodinger de un

electrén que se estd moviendo en un potencial v,yy:

=5V gl ) = () (3.53)

Finalmente podemos obtener la energia del sistema interactuante:

Elp] = Z € — %//%d%d?}f + B [p(T)] — /%@gfﬂp(ﬂdiﬁr- (3.54)

3.4.3. Funcionales

El término funcional es usado generalmente con tres diferentes significados, los cuales se

enuncian a continuacion [63]:

» En algebra lineal, refiere a un mapeo lineal desde un espacio vectorial V' en su campo

escalar, es decir, se refiere a un elemento del espacio dual V*.

= En anéalisis matematico, de manera mas general e histérica, se refiere a un mapeo desde
un espacio X a los niimeros reales, o a veces a los niimeros complejos, con el propoésito de
establecer una estructura similar al célculo en X. Dependiendo del autor, tales mapeos

se puede o no suponer que es lineal o que se define en todo el espacio.

= En computacion, es sinénimo de funciones de orden superior, es decir, funciones que

toman funciones como argumentos o las devuelven.

Para la fisica y quimica teodrica el uso de funcionales resulta de bastante utilidad, tomando
los significados anteriores se puede decir que ahora no se depende de un escalar, vector, ma-
triz o tensor de cualquier orden, sino de una funcién entera y que su resultado sigue siendo
un valor, a groso modo una funcion de funciones. Esto resulta ser bastante util al poder

extrapolar varios conceptos ya conocidos de las matematicas con esta nueva herramienta;
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como la de definir una derivada funcional, util para la mecéanica lagrangiana, o la de integra-
les funcionales que son la idea central para la integraciéon de camino expuesta por Richard
Feynman.

Existen varios tipos de funcionales intercambio-correlacion dentro de DFT y es posible

clasificar éstas a través del tipo de aproximaciones que se realizan.

= Aproximaciéon de la Densidad Local, la densidad se modela como la de un gas

electronico localmente homogéneo con densidad electrénica p.
E;Ppl = [ p(r)vac(p(r))dr
Ejemplos de funcionales de intercambio: Método de X, [64], Slater (LSDA) [64].
Ejemplos de funcionales de correlacion: VWN [65], PL [66].
» Aproximacion del Gradiente de la Densidad, ademés de la densidad se incluye
el gradiente.
BG4 ol = [ p(r)vec(p(r), Vp(r))dr
Se suelen construir como una correcciéon que se anade al funcional LDA.
Ejemplos de funcionales de intercambio: B (Becke) [67], mPW [68].
Ejemplos de funcionales de correlacion: P86 [69], LYP [70].

» Meta-GGA, incluyen también el laplaciano de la densidad V2p(r); en la practica

utilizan la densidad de energia cinética.
N

=33 iwww
EMGGAL] = [ p(r)une(p(r), Vp(r), 7(r))dr

Ejemplos: KCIS [71], VSXC [72].

= Funcionales Hibridos, incluyen una parte de la energia de intercambio exacta de HF,

que se calcula a partir de los orbitales KS.
N/2 N2
6’* (r 7o), (7
prrpg) = -y 3 HBTIE,,

i=1 j=1
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B3LYP (hibrido GGA),

Echc3LYP _ aExSlateT + (1 _ a)EfF + bEfeCkesg + CEé:YP + (1 _ C)EXWN,
con: a=0.80, b=0.72, ¢=0.81; siendo éstos parametros empiricos ajustados a energia de

ionizacion, atomizacion, afinidades protoénicas y energia atéomicas.

Otros ejemplos de funcionales hibridos son: PBEh1PBE 73], M06-2X [74].

3.5. Teoria Cuantica de Atomos en Moléculas

Mediante esta teoria es posible obtener informacion util para sistemas moleculares, esto
a través de analizar las propiedades topologicas de la densidad electronica [75], la cual ha
dado diversas perspectivas sobre la naturaleza de interacciones covalentes y no covalentes, asi
como los EH. Esta teoria brinda un enfoque a partir del cual es posible recuperar conceptos
importantes en los que se basa la quimica como la definiciéon de un atomo o grupo funcional
dentro de una molécula, o incluso de una misma molécula dentro de un ctiimulo molecular,
asi como la forma en la que estos fragmentos interaccionan entre ellos.

Con QTAIM (por sus siglas en inglés) es posible definir &tomos dentro de una moléculas en
términos de la densidad electronica, p(7), la cual es un campo escalar que, como se mencion6
en la seccion de Densidades 3.3, puede ser obtenida de manera experimental. Ademés de que
el comportamiento quimico de varios sistemas puede ser descritos a través de la densidad
electronica |75, 76].

Como se hablé en la seccion de Densidades 3.3, la distribuciéon de densidad para un

electron en un sistema de N electrones se expresa como la Ecuacion 3.25.

3.5.1. Propiedades topolégicas de la densidad electrénica

Como aclaracion de lenguaje, es necesario mencionar que se usarad el término de topo-
logia en el uso comun de fisicos y no de matematicos, donde se referira a las propiedades
geométricas de p(7). Establecido esto, ademas de tener en cuenta que la densidad electrénica

es una cantidad fisica con valores definidos en el espacio, donde p(7) esta determinada por
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la atraccion que ejercen los niicleos sobre los electrones, es posible llegar a la principal ca-
racteristica topologica de p(7), la cual es la presencia de méaximos locales en las posiciones
nucleares [75-77]. En términos de puntos criticos, se pude examinar las propiedades topolo-
gicas de la densidad electronica, debido a que un punto critico de cualquier campo escalar es
aquel en el que el gradiente es igual a 6,

0 re). 0 re). 0 Ie
Vp(re) = pa(x)ﬂr %(y )i+ pa(z)

k =0. (3.55)

Dado un punto critico (r.) de un campo escalar p(7), el modo de saber si se trata de un

minimo local, méximo local o un punto de silla es a través de las segundas derivadas de dicho

—

campo escalar, evaluadas en el punto de critico. Existen nueve segundas derivadas de p(7)
Cada una de estas segundas derivadas se puede acomodar en un arreglo matricial, llamada

matriz Hessiana, que al ser evaluada en el punto critico se escribe como:

&p(r)  p(xr)  *p(r)
Ox2 Ox0y 0x0z
— | 2%p(x) &p(r) 8%p(r)
A(I‘C) B Oydx Oy? Oydz ’ <356)
Op(r)  Ip(r) Ip(r)
020z 020y 0z2

r=rc

La matriz Hessiana es real y simétrica por lo que es diagonalizable. Esta diagonalizacion
equivale a una rotacion del sistema de coordenadas (z,y,z) — (2/,v,2’), tomando como
nuevos ejes el sistema primado, que concuerdan con los ejes principales de la curvatura del

punto critico, denotando esta nueva matriz como A(r.),

N MO0
Are)=| o0 22D o =[o x 0 , (3.57)

donde Ay, A2 v A3 son los eigenvalores de la matriz Hessiana y corresponden a las curvatura
de la densidad con respecto a los ejes primados.
Las principales caracteristicas de los puntos criticos resultantes del analisis de la matriz

Hessiana se resumen en la Tabla 3.1.
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Tabla 3.1: Descripcion topologica de los puntos criticos (PC) mas usados en el anélisis de la
topologia de p(r). El rango (w) representa el numero de valores propios diferentes de cero y

la firma (o) la suma algebraica de los signos de los valores propios.

(wy, o) PC Descripcion Interpretacion

Todas las curvaturas son negativas y r. es un
(3, =3) ncp Posicion nuclear.
méaximo local de p(r).

Punto medio entre dos ato-
(3, =1) bep  Dos curvaturas negativas y una positiva.
mos unidos por un enlace.

Centro de un grupo de éto-
(3, 1) rcp Dos curvaturas positivas y una negativa. mos unidos formando una

anillo.

Centro de un ctimulo de
Todas las curvaturas son positivas y r. es un
(3, 3) ccp atomos conectados forman-
minimo local de p(r).
do una jaula.

La definicién de un 4tomo dentro de una molécula en QTAIM esta marcada por el com-
portamiento del campo vectorial Vp(7) y, en particular, en sus lineas de flujo. Las lineas de

flujo de Vp(7) son trayectorias o(t) dadas por la expresion:
o' (t) =Vp(o(t)). (3.58)

Los nucleos, debido a su carga, actian como atractores en las lineas de flujo o(t). A
la region del espacio donde todas las lineas de flujo convergen en un ntucleo se les conoce
como cuencas atomicas y corresponden con el concepto quimico de atomo [75]. Los atomos
en QTAIM, o atomos de Bader, estan delimitados por lineas de flujo del campo vectorial

gradiente de la densidad que cumplen con la condiciéon de cero flujo:
Vp(r) -n(r)=0  VreS(Q), (3.59)

donde (2 refiere a la cuenca atoémica, S a la superficie que la delimita y n(r) a un vector

normal a la superficie interatoémica. Por lo que en QTAIM podemos entender a un atomo
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(k\\ ///:

Figura 3.6: Lineas de flujo Vp(r) de la molécula de ciclopropanona (C3H,O). Dichas trayec-

torias delimitan regiones que pueden ser identificadas como atomos [78].

como la unién de un niicleo con su cuenca asociada. En resumen, la particion del espacio en
regiones disjuntas de Bader [75] se basa en el gradiente de la densidad electronica, Vp(r), el
cual, forma un campo vectorial F : R" — R" que puede ser caracterizado por medio de las
lineas de flujo, que son trayectorias o(t) : R — R", definidas por la Ecuacion 3.58.

Como se muestra en la Figura 3.6, los bordes de los espacios identificados como atomos
satisfacen la condicion de flujo cero 3.59 y en general, se pude hacer un anélisis de méaximos

y minimos de la densidad electronica con los valores de la Tabla 3.1.

3.5.2. Propiedades de los Atomos en las moléculas

Como se ha mencionado, las regiones €2 definidas en QTAIM se identifican como &tomos
en quimica, y es demostrable que se cumplen los postulados de la mecanica cuantica dentro de
estas cuencas atomicas |75]. Tomando la condicion de cero flujo, para un d4tomo en una molé-
cula, llegamos a una definicion variacional de las propiedades que tiene este subsistema |79)].

Partiendo de las fronteras, identificadas como superficies interatéomicas, y de la estructura
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molecular se definen las propiedades moleculares como la suma de las propiedades atomicas,

A= "aq, (3.60)

donde A es la propiedad molecular y aq es la misma propiedad dentro de la cuenca 2. Todo
esto basado en un principio variacional atéomico, mediante el cual se establece que si A es
un operador que equivale a la suma de operadores monoelectronicos, A = a, entonces su

valor esperado esta dado por:

~ N
AQ) = <A>Q:/Q/...//.../ {E\I/;la\lzel+(d\11d)*\1/d dwi . ..dwndry ... drydr;.

(3.61)

Esto implica que, una propiedad atémica se determina mediante la integraciéon de una

densidad del operador asociado a dicha propiedad,

N
/ // / CAl\I;el + G\I’el) \Ifel]dwldwg . dderz . dI‘N, (362)

AQ) = /Q pa(r)dr. (3.63)

3.5.3. Indice de deslocalizacion

El indice de deslocalizacion, §(A <> B), es una herramienta cuantitativa dentro de QTAIM
que nos proporciona una forma de medir que tanto se comparten electrones entre dos cuencas,
que no necesariamente son primeros vecinos. Dicho de otro modo, mide la covalencia de
las interacciones. Esto ha sugerido que el indice de deslocalizacion esta relacionado con la
covarianza de las poblaciones electronicas de dos cuencas, ademas de estar intimamente
relacionado con las energias de intercambio-correlacion.

El formalismo matematico sobre este indice estd dado primeramente por el llamado aguje-
ro de Fermi, el cual excluye a otros electrones con el mismo espin. De forma andloga también

se tiene una relacion para electrones con diferente espin, llamada agujero de Coulomb.
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La imposicion de la antisimetria en la funcién de estado electronica, implica que el mo-
vimiento de los electrones, que tengan la misma coordenada de espin, esta correlacionado.
De la misma forma, la repulsion coulémbica impone otro tipo de correlacién. La expresion
de la densidad de pares libre de correlacion electronica se puede expresar en funcion de las

densidades de primer orden segin la expresion:

p2(X1,X2) = p(x1)p(x2), (3.64)

esta expresion no toma en cuenta los efectos de la correlacion resultado de los agujeros
de Fermi y Coulomb. Para tomar en cuenta dichos efectos la expresion anterior debe ser

modificada; es necesario introducir un factor f(xy,x2) tal que:

pa(x1,%2) = p(x1)p(x2)[1 + f(x1,%2)]. (3.65)

La correlacion total de Fermi, se define como la integral de la densidad de Fermi para
cada uno de los electrones en todo el espacio y es igual a —N, es decir, el namero total de
electrones v y 3 [80]. La correlacion total de Fermi es el vinculo entre la fisica y el modelo de
Lewis. La expresion del nimero promedio de pares de electrones en el atomo A (Ds(A, A)),
o la doble integral de la densidad de pares (p2(r1,r2)), se puede definir a partir del valor de

la correlacion total de Fermi para dicho d&tomo A, denotado como F/(A, A):

Dy(A, A) = /A dry /A drap(ry, Ta) = [N(A)? + F(A, A)]/2, (3.66)

donde N(A) es la poblacion electronica del atomo A. Esta expresion muestra que el efecto
neto de la correlacion de Fermi es asegurar que la densidad de pares integre al nimero correcto
de pares formados entre un conjunto de espines idénticos.

La deslocalizacion de los electrones entre las cuencas atomicas A y B es determinada
entonces por F'(A, B), una cantidad que calcula la disposicion en que la densidad de Fermi
en el atomo A se extiende a la cuenca del atomo B. De modo que, la expresion para el
numero promedio de pares de electrones compartidos entre los &tomos A y B, que se obtienen

al integrar las coordenadas de un electréon de la densidad de pares sobre el atomo A y las
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coordenadas del otro sobre el &tomo B, se escribe como:
Dy (A, B) = / drq / drap(ry,re) = [N(A)N(B) + F(A, B)]/2. (3.67)
A B

La misma expresion, Ecuacion 3.67, pude ser ahora desarrollada para Ds(B, A) bajo
premisa de que F(A, B) = F(B, A). El total de pares formados entre A y B esta dado por
la suma de las dos poblaciones de pares. La integraciéon en las coordenadas de un primer
electron de la densidad de pares sobre A y del segundo sobre A + B produce una expresion
para la poblacion electronica total del &tomo A, definida como la suma del niimero de pares
en el atomo A mas el nimero de pares compartidos entre A y B (Dsy(A, A) + Dy(A, B)).
La combinacion de este resultado con las definiciones de Dy(A, A) y Dy(A, B) llevan a la
expresion para la correlacion de Fermi total obtenida de los electrones de referencia situados

dentro de la cuenca atémica de A,

F(A,A)+) F(A B)=—N(4), (3.68)

B
donde, en general, la suma corre para todos los atomos exceptuando a A. Esto muestra que
la densidad de Fermi de los electrones N(A) dentro de la cuenca de A se extiende sobre los
atomos restantes.

La obtencion de estos indices es simple. Para obtenerlos, basta con la doble integracion,
sobre el o los atomos en cuestion, de la densidad de intercambio, que se define como la
contribuciéon a la densidad de pares que describe el intercambio de los electrones, con el
mismo espin, entre los espin-orbitales ¢;(x). El traslape de un par de espin-orbitales sobre

un atomo A como S;;(A) se define como:

F(A,B)=F(B,A)=-> Y S;;(A4)S;(B). (3.69)

3.6. Atomos Cuanticos Interactuantes

Atomos Cuanticos Interactuantes (IQA por sus siglas en inglés), permite la particién

de la energia electronica partiendo principalmente de las matrices de densidad [59, 81]. La
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matriz reducida de primer orden p;(ry;r}) y la densidad de pares ps(ry, re) permiten obtener
la energia electrénica no relativista bajo una aproximacién Born-Oppenheimer, tal como se

abordé en la Ecuacion 3.31,

1 Y ~ 1
Bgee =5 Y “2°F +/h,01(r1;r’1)dr1+—//Mdrldrg, (3.70)
2 TAB 2 T12
A#B
Eelec - ‘/;111 + <j;+ ‘7ne> + <‘7ee>a (371)

la parte correspondiente a la energia monoelectronica es la suma de la energia cinética y
la atraccion nucleo-electron, es decir h = T + V., los otros tres términos Zx, Vin v Vee
denotan el niimero atéomico de X, la repulsion internuclear y la repulsion electron-electron

respectivamente.

Después de una particion del espacio real, como la propuesta por Bader y discutida en
secciones anteriores, en la que cada region del espacio que es delimitado por la condicion
de cero flujo (Ecuacion 3.59) contiene un soélo nucleo, es decir, en el sistema no se tienen

atractores no nucleares, es posible reescribir la Ecuacién 3.70 como:

1 ZAZB 1 2 ’ ZA/)(I']_) 1 p2(I‘1,I’2)
E = - - — . — _ rFax" 74/
elec = 5 E 5 /V p1(ry;ry)dry EA - dr; + 5 . drydr;

izp TAB
1 ZaZp 1 Z 1
LS AT Ly e, Y [ D LS [ ),
AZB TAB 2 JA ‘Ap /B A Ap’/AJB 12
_ 1 AB AA AB AA 1 AB
—gZVnn Y Ta+ ) VA VAP v +§Zvee : (3.72)
A#B A A A#B A A#B

donde los términos estan dados por las siguientes expresiones:

ZaZ
Vil = =2, (3.73)
TAB
1
Ty = —5/ V2pi(ry;1))dry, (3.74)
A
VAB — —ZA/ Py gy (3.75)
B A
92—
yas _ 27 0an / / PrLT) g (3.76)
2 AJB T2

La particion IQA divide la energia electronica en dos componentes principales: 7) la energia

intratomica, que resulta de reagrupar los términos:

EA, =T+ VA 1 V24, (3.77)

net
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y ii) la energia de interaccion entre pares de dtomos, que podemos obtener agrupando los
términos:

EAB — yAB | yAB |y BA i AB (3.78)

int

Donde la suma de estas contribuciones (Ecuaciones 3.77 y 3.78), tiene que regresar for-
zosamente la energia total del sistema estudiado,
Eaec = Z o+ % S B (3.79)
A#B
La Ecuacion 3.79 nos permite observar en la Eg.. como la suma de las contribuciones
intra e interatémicas. Adicional a la particién de la energia electronica que propone IQA es
de suma importancia, para el desarrollo de este trabajo, la definicién de la energia interna

de un fragmento, o grupo de atomos, ¢4 como:

1
Brw=_ Bt > Bl (3.80)
AeY Ae¥ BeY
B#A

La energia de interaccion entre dos grupos esta definida por:

ELY =YY EAP (3.81)

Ae¥ Best

Agrupar atomos permite tener una expresion para la energia de forma anéloga a la Ecua-
cion 3.79, solo que esta vez como funcidon de la energia de los grupos que forman el sistema

y las energias de interacciéon entre los mismos,

elec Z net Z El(itﬂ (382)

%é/f
La eleccién de los dtomos, y sus interacciones, que forman en fragmento ¢4 como los
atomos que forman una molécula dentro de un ctimulos molecular nos permite estudiar las
energias de interaccion intermoleculares, y asi, realizar una comparacion directa de interac-
ciones no covalentes y los cambios que ocurren en dichas interacciones cuando se encuentran

en presencia de algtin otro factor, como puede ser una tercera especie.
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3.6.1. Energia de deformaciéon

El concepto de energia de deformacion es de especial interés en el desarrollo de este
trabajo. Podemos entender como energia de deformacion al cambio en la energia interna del
fragmento ¢ dentro del cimulo molecular & --- 5 ---.# --- con respecto a la energia del
fragmento aislado. Este cambio en la energia propia del fragmento es debido a que dichos
fragmentos son sacados de su geometria de equilibro, al interactuar con los deméas grupos.
Si los grupos ¢, .77, .7 ... son moléculas, la energia asociada a la formacion de un ctimulo

G- -7 --- molecular se puede expresar de la siguiente manera:

Eform — Eg---,}/f---gﬂ--- o (E EJf =+ Eﬁ

ais als als N ) ?

(3.83)

sustituyendo la particiéon de la energia IQA, en sus componentes intra- e intermoleculares
del cimulo 4 --- 5 --- .7 ... (Ecuacion 3.82) en la expresion anterior y reagrupando los

términos,

Eform Z net +3 Z Z Elgitjf Ezs + E;f + Ea{s +. )
g HAY

Z net als %Z Z Efiffv (384)

G w49

llegamos a la definicién de la energfa de deformacion Eb, = >, (EZ, — E%.) de modo que,

la energia de formacion del ctiimulo se puede reescribir como:

Eform = ZEdef + = Z > B (3.85)

G A£G

En la Ecuacion 3.85, E%, es la energia de la molécula aislada de ¢. La energfa de defor-
macion esta relacionada con el reacomodo de la densidad electronica en un sistema que ahora
estd interactuando con algin otro sistema. El calculo de la energia de deformacion es igual
independientemente de si los sistemas estudiados son atomos o moléculas. La Ecuaciéon 3.85
hace pensar que la generacion de un cimulo molecular es un proceso virtual, en el que los

fragmentos aislados son sistemas ficticios a los que se les perturba al hacerlos interaccionar

con el ambiente que los rodea para, posteriormente, construir el cimulo.
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3.6.2. Energia de interaccion

Es posible separar la densidad de pares en una suma de los términos: i) clasico o coulom-

bico (p§°"), i7) de intercambio o de Fock-Dirac (p3) y #ii) de correlacion (p§™).

pa(r1,19) = p57"(r1, r2) + p3(r1, 1) + P57 (11, T2)
- pgou<rl7r2) +p§C(r17r2)7 (386)
donde:
p3’"(r1, r2) = p(r1)p(ra), (3.87)
p3(r1,T2) = —pi(r1;12)p1(Ta; 11), (3.88)
P (r1,12) = pa(r1,ra) — s~ (r1,r2) — p3(r1,T2), (3.89)
P3¢ = p5(r1,T2) + p3™ (r1,12) = pa(r1,12) — p(r1)p(T2). (3.90)

La particion de pa(ry,rs) en la Ecuacion 3.86 hace posible la separacion de la interac-
ciéon electron-electron entre dos dtomos diferentes, A y B, en componentes coulémbica y de

intercambio-correlacion,

V;‘:B // P2 1‘171"2 drydrs
T12
COu
// 1‘171'2 1dr2+// 1‘1,1'2 P2 WL T2) G dry
// I T) g dm—i—// AGTE drldr2+// P gy

VAB VAB VAB VAB VAB (391)
donde:
VAP = / / Mdrldrg, con o = cou, X, corr o xcy A # B. (3.92)

La Ecuacion 3.91 sugiere que la energia de interacciéon entre dos atomos puede ser separada

en dos componentes, uno clésico:

‘/;./14 VAB + VAB + VBA + VAB (393)

cou nn
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y otro cudntico (intercambio-correlacion VAB), por lo que se puede reescribir a la energfa de

interaccion (Ecuacion 3.78) como:

EAP —yAB L A8 (3.94)

int

Los términos V2B y VAB son comtinmente identificados como componentes iénicos y co-
valentes, respectivamente, de la energia de interaccion entre los atomos A y B. El concepto de
interacciéon entre atomos puede ser extrapolado a grupos de dtomos, generalmente moléculas,

G A, 7, ... dentro un sistema,

E= Z B+ 5 ZZ i (3.95)

G GEA
en donde:
El, =) Ei+53 Z > EN (3.96)
Ac9 Ae% Be%
y

ELY =YY EN. (3.97)

Ac¥ Bes
Por lo cual es posible representar el cambio de la energia en términos de la energia asociada
a la formaciéon del cimulo molecular, ¥ + ¢ + 4 4+ ... — ¢ ------.%---, como la

suma.

AE = ZEdef +Y Y EL (3.98)

G G>H

donde EY, denota la energfa de deformacion del grupo ¢, la diferencia en la energfa entre 1)

¢ en el camulo molecular (calculada con la Ecuacion 3.96) y ii) ¢ aislado de su geometria
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de equilibrio [81]. Podemos reescribir la Ecuacion 3.98 como una suma de pares [38],

o 9H . EY* p
AE=Y Y B+ ~ 77 | Paet t | = 7w | Edet
G G>H Z Eint Z Eint
S#Y SEH
=> > EL, (3.99)
G G>H
en donde EZ7 " incluye EZ7 v una fraccion de B, y E. A su vez, es posible proponer

EZY

ol (Ecuacion 3.99), en términos de los componentes

una particion de energia electronica

clasicos y de intercambio-correlacion,

4 4 1 1
AE = E+E) |1+ | =5 | B+ | =7 | B
2. 2 (BT B |1 | | et | s |
7 A
- % (Ej{f +E€?f> . (3.100)
G G>H

3.7. Detalles Computacionales

Las optimizaciones de los 16 cimulos de agua (HyO), n =6, ..., 17, mostrados en la Fi-
gura 4.3, se realizaron con el método M06-2X/6-311++G(d,p) [82, 83], usando el programa
GAUSSIANQ9 [84]. La eleccion del funcional y la base orbital estd basada en estudio realizado
por Jiménez Gravalos y colaboradores 85 en el que se sugiere que dicho método reproduce
adecuadamente el comportamiento cooperativo y anticooperativo descrito por las funciones
de estado correlacionadas a cimulos de agua a un costo computacional moderado [85].

Los analisis de las particiones del espacio real de QTAIM y de la energia electrénica de
IQA se llevaron acabo como estan implementadas [36, 87| en el codigo AIMALL [88] con
densidades obtenidas del programa GAUSSIANO9 [84] y el mismo método descrito para la
optimizacién de geometrias. La lectura de las salidas y el algebra pertinente fue realizado
por medio de scripts escritos en Perl [89]. Las representaciones pictoricas de los resultados se

realizaron con ayuda de GAUSVIEW [84], Matplotlib [90] y estilizadas con GIMP [91].



Capitulo 4

Resultados y discusion

En este capitulo se presentan los resultados mas importantes de este trabajo, tomando
en cuenta los objetivos de esta tesis, sobre la particiéon de la energia y la formacion de los

cimulos de agua.

4.1. Bases y Métodos

Las geometrias de los cimulos diferentes a diez moléculas de agua fueron tomados de la
literatura [38, 92]. En los casos de los ctimulos con 10 moléculas de agua, las geometrias estan
basadas en la estructura a adamantano. Donde los atomos de C fueron remplazados por O
y los enlaces covalentes C-C con EHs. De la diversificacion de la distribucion de los EHs
se obtuvieron cuatro estructuras. Posteriormente se agregaron moléculas a éstas estructuras
para tener, al menos, una molécula tetracoordinada.

Inicialmente se realizaron optimizaciones con el método HF/3-21G, para garantizar que
se trataban de minimos locales, posteriormente se realizaron optimizaciones HF /6-311++-
G(d,p), MP2/aug-cc-pVTZ y M06-2X/6-311++G(d,p), para elegir el método mas favorable
para la optimizacion, el cual resulté ser M06-2X/6-311++G(d,p). La eleccion del método se
fundamenta en que los métodos usados son variacionales, y como se senal6 en la metodologia,

el valor exacto representa una cota inferior para el calculo, por lo que los valores de energia

95
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HF/3-21G HF/6-3114+G(d,p) MP2/aug-ce-pVTZ MO6-2X /6-311+-+G(d,p)
Método y Base

Figura 4.1: Comparacion de la energia calculada con las combinaciones de métodos y bases.

obtenidas son comparables entre si. A pesar de que M06-2X no es 100 % variacional y es
posible estar sobreestimando la energia del sistema, usar MP2 es bastante mas caro compu-
tacionalmente, ademas de que los valores no difieren significativamente de aquellos obtenidos
con M06-2X, como se muestra en la Figura 4.1, por lo que se opt6é por usar M06-2X para las
optimizaciones.

Una vez que se encontraron los minimos locales en los ciimulos de agua, se descartaron
aquellos cuya energia fuera al menos 5.0kcal mol™' mayor que la energia del ctimulo, con
el mismo numero de moléculas, de menor energia. Esto porque, como se muestra en 92,
la abundancia estadistica de dichos ctimulos es despreciable en una distribucion Maxwell-
Boltzmann, es decir, sus resultados no son representativos del comportamiento de la mayoria.
Los ctimulos descartados, por rebasar el limite de las 5.0 kcal mol ™!, se encuentran en la Figura

4.2, mientras que los ctiimulos con los que se sigui6 trabajando estan en la Figura 4.3.

4.2. Nueva Escala

En la Tabla 2.1 [38] se muestra una propuesta de la jerarquica de los EH entre moléculas de
agua basada en su conectividad. Esta escala se encuentra incompleta al no contemplar el caso
de moléculas de agua tetracoordinadas en los cimulos. Considerando los sistemas presentados

en la Figura 4.3 podemos corregir esa omision. En la Tabla 4.1 se da una descripcion de diez
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categorias de diferentes tipos de EHs. Ademas son comparadas con la clasificacion existente
antes de contemplar el caso tetracoordinado como se observa en la Figura 4.4.

Los tipos de EHs descritos en la Tabla 4.1 estan ordenadas de la menos energética (1) a la
maés energética (10), con valores asociados a los promedios de la energia de interacciéon entre
los pares de moléculas presentados en la Figura 4.3. Como podemos observar el intervalo de
las energfas de interaccion es de —5 kcal mol™t a —10 kcal mol~!. Si comparamos este intervalo
con la energfa del dimero, al mismo nivel de teoria que es de —6.6kcalmol™!, vemos que se
puede favorecer la energia de interaccion hasta un 50 %.

En la Figura 4.4, se presenta

una comparacion entre las escalas

obtenidas en 2016 por 38 en rojo,
la cual fue obtenida con la aproxi-
macion MP2, y la obtenida en es-

te trabajo en azul, calculada con el

E/(kcalmol ')

formalismo de DFT y el funcional

MO06-2X. Estas escalas muestran la

energia de formacion de un EH en

~10H §—4 B0 Escala 2016

/ funcién del tipo de enlace de hidro-
4 B0 Escala 2020

- — — geno, cabe senalar que, a pesar de
Tipo de EH

la diferencia en las metodologias,

Figura 4.4: Escala 2016 y 2020. estas se encuentran en gran concor-

dancia. La razon de la pequena di-

ferencia entre las escales es que estas energias son robustas ante el cambio de nivel de teo-
ria [85].

En la Figura 4.4 se muestra la interaccion entre dos moléculas tetracoordinadas, EH tipo

(6), el cual esta en medio de la escala. Con esto podemos decir que la tetracoordinacion esté

cerca de lo que consideramos como un promedio total entre las interacciones analizadas. Otras

categorias con tetracoordinacion son (2), (3) y (7). Las primeras dos son interacciones donde
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Tabla 4.1: Jerarquia de los EH en ciimulos de agua presentados en esta tesis.
Tipo de EH || Descripciéon

1 (¢) El atomo de H involucrado en el EH proviene de un doble donador
de EH y (ii) el oxigeno que participa en la interaccion actia como un
doble aceptor.

2 Una molécula tetracoordinada interactiia como (i) donante de EH a
una molécula tricoordinada que es doble aceptora o (ii) aceptora de
EH de una molécula tricoordinada que es doble donadora.

3 Una molécula tetracoordinada interacttia con una dicoordinada ya sea
donador o aceptor sencilla.

4 (i) E1 H de un doble donador de EH esté enlazado con un oxigeno
de un aceptor sencillo de EH o (ii) un oxigeno de un doble aceptor
interactiia con un H de un donador sencillo.

) Un enlace de hidrogeno es formado entre dos dobles donadores de EH
o dos dobles aceptores de EH.

6 Las dos moléculas de agua involucradas son tetracoordinadas.

7 Una molécula tetracoordinada (i) dona EH a una doble donadora o
(17) acepta EH de una doble aceptora.

8 Un H de un donador sencillo de EH esté enlazado con un oxigeno de
un aceptor sencillo de EH.

9 () un hidrégeno de un doble aceptor de EH interactiia con el oxigeno
de un donador sencillo o (ii) el oxigeno de un doble donador de EH
interactia con un hidrégeno de un sencillo aceptor.

10 El oxigeno de un doble donador de EH interactiia con un H de un
doble aceptor de EH.
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la otra molécula es débil aceptor o donador débil, mientras que el ultimo es una interaccion
con una molécula que tiene una mayor disposiciéon para formar un EH. El EH mas débil
encontrado, el tipo (1), esta asociado con la interaccion entre un donador de hidrogeno, que
es un doble donador, y una molécula aceptora que toma el papel de un doble aceptor de
hidrogeno. Por otro lado el EH mas fuerte, el tipo (10), se da entre una molécula doble
aceptora que toma el papel de donadora, para formar un tercer EH, con una molécula doble
donadora que funge de aceptora.
Espinosa y colaboradores pro-

pusieron en 93 que es posible apro-

ximar la energia de formacion de
un EH utilizando como funcién la
densidad de energia potencial en el -8F

punto critico de enlace V(rpep), ol

E (kcalmol ™)

EHB ~ O'5V(rbcp)‘ (41)

La Figura 4.5 muestra los va-

. . 16 Eygp estimada de la Ecuacion 4.1
lores correspondientes a esta esti- L

o Eillﬁfo"'”—’() " calculada con la Ecuacién 3.99
maciéon, y los compara con los va- I > 5 41 5 6 7 s 9 1
Tipo de EH

lores de interacciéon entre grupos

EH20-H207 “Como se puede apre- Figura 4.5: Energfa estimada para EH [93] vs. energfa
ciar, en todos los casos la energia de interaccion.

estimada es mayor que la calculada

con la metodologia IQA. A pesar de que las diferencias se vuelven més pronunciadas a medida
que el EH se vuelve mas energético, las tendencias de ambas funciones son decrecientes con

respecto a la variable categorica del tipo de enlace de hidrogeno, es decir, guardan la misma

tendencia.
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4.3. Transferencia de Carga en Enlaces de Hidrogeno

Ambas jerarquias de los EH, la sugerida en esta tesis y la que se presenta en 38, pueden
racionalizarse en términos de la transferencia de carga que ocurre en la formaciéon de un EH.
La formacion de un enlace de hidréogeno dentro de un ciimulo de agua, se puede considerar
como una reacciéon acido-base de Lewis, es decir una transferencia de electrones desde el
aceptor del &tomo de hidrégeno al donador en el EH. Tal transferencia de carga facilita tanto
i) la capacidad de donar un atomo de hidrégeno de la molécula aceptora del primer EH, ya
que ahora tiene un déficit de carga, y i7) la capacidad de aceptar un hidrogeno del fragmento
donador del primer EH, ya que su atomo de oxigeno es maés rico en electrones que en una

molécula de agua aislada. Estos argumentos se muestran en la Figura 4.6.

& P
- O }
¢-‘¢ N
w.i DD @ AA )
@
P
L

Figura 4.6: Transferencia de densidad electronica en los diferentes arreglos dentro de los

cumulos de agua aqui estudiados.
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Estos efectos dan paso a la cooperatividad de enlaces de hidrégeno, observable por ejemplo
en los cuamulos ciclicos homodromicos (Figura 4.6 (b)), como de anticooperatividad [33]. En
la Figura 4.6 (c) se muestra un doble donador de EH tricoordinado, donde estos enlaces se
debilitan entre si, pero ademas ambas transferencias de carga contribuyen a que el atomo
de oxigeno sea un mejor aceptor de EH. Este efecto refuerza al EH en la parte izquierda
de la Figura 4.6 (c), por lo que uno puede considerar que los donantes dobles de EH son
malos donadores, pero buenos aceptores de EH. Siguiendo con argumentos similares sobre
la transferencia de carga relacionada a los EHs es posible llegar a la conclusion de que los
EHs en la parte derecha de la Figura 4.6 (d), presentan efectos anticooperativos y que los
hidrégenos de una molécula de agua, que es doble aceptora, son mas acidos que los del agua
aislada, por lo cual, deberia formar EHs més fuertes que los presentes en el dimero de agua,
es decir, los dobles donadores de EH son comparativamente donantes débiles, pero buenos
aceptores de EH. Por lo tanto, el tipo de enlace mas débil de EH en la jerarquia sugerida en
esta tesis involucra: 7) un donante doble de EH que acttia como el donante de EH y #i) un
doble aceptor de EH que funciona como el aceptor de EH en la interaccion.

Por otro lado, el EH mas fuerte en la escala es entre un doble donador de EH actuando
como aceptor de EH y un doble aceptor actuando como el donador de EH, como se ilustra en
la Figura 4.7 (f). En el caso del agua tetracoordinada, al ser tanto doble donadora como doble
aceptora simultaneamente, es dificil clasificarla en términos comparativos como una buena o
mala donadora o aceptora. Por el contrario, es posible clasificar al agua dicoordinada, como
buena donadora o aceptora en funcién de si actiia como donadora o aceptora en el primer
EH. Ademas, la Figura 4.7 (b) muestra que el tipo més débil de EH para moléculas de agua
tetracoordinadas involucra a donantes o aceptores de EHs pobres. De forma anéloga, los EHs
més fuertes formados por monémeros de agua tetracoordinados son resultado de interacciones
con los mejores donantes o aceptores de EH como se muestra en la Figura 4.7 (e). Las Figuras
4.7 (c¢) y 4.7 (d) representan situaciones que son intermedias entre estos dos extremos.

La Figura 4.8 muestra la transicion, desde la interacciéon considerada como el EH mas

fuerte, hasta aquella que se da entre dos moléculas tetracoordinadas pasando por la interac-



CAPITULO 4. RESULTADOS Y DISCUSION

63

N -
O =
o
R Y
g -
>
O
R
RS
=
=
2
E
) o
= Oad
=
=

™

Incremento de las habilidades donadoras o aceptoras de EH

S
ﬁ%; $
“, N
2,
% -
N
N
™ PT™
ey, N
o
o~
\)
o

. .
\]
% ‘% o
”, ’ \)
" ”, o
* LS
? 3
DA X ™
W R
\“‘ o
=
z QO
= .
- 0\
B s
=
[TLLLLL]

punasd
U %
O

DD

st

Figura 4.7: DA=Doble Aceptor de EH, DD=Doble Donador de EH, TM=Monémero Te-
tracoordinado, SA=Aceptor Sencillo de EH, SD=Donador Sencillo de EH.



CAPITULO 4. RESULTADOS Y DISCUSION 64

X X Y
‘Y ‘Y ?\
Y .

« a O A
%)@EH (10) - (& %:OEH 7) o C&) %@EH ©)
2.0 — @O (?o """"" (?o

:::::

wg [ w mg D

,,,,,,,,,,

W y A
Figura 4.8: Transicion del EH mas fuerte (10) al EH tipo (7) y finalmente al tipo (6), a través
de donar y aceptar EHs.

cién de una molécula tricoordinada con una tetracoordinada. Esto proporciona informacion
valiosa sobre los efectos de la formacion de arreglos que involucran moléculas tetracoordina-
das en ctimulos de H,O. Primero, cuando el donador D de EH en la parte izquierda de la
Figura 4.8 se convierte en una molécula tetracoordinada, se convierte en i) un peor donante
y i) un mejor aceptor de EH. El primer hecho debilita al EH indicado en color rojo en la
Figura 4.8, pero el segundo fortalece a los EHs de la molécula D marcados con la letra m. Del
mismo modo, cuando el cuarto EH se forma en la molécula A, esta molécula se convierte en
i) un peor aceptor y i) un mejor donador de EH. Estos resultados tienen efectos similares en
la fuerza de los EHs donde la molécula A esta involucrada, es decir, el EH indicado en rojo
en la Figura 4.8 se debilita atn més y los otros EHs de A se vuelven mas fuertes (aquellos
marcados con la letra w). En general, la tetracoordinacion genera un debilitamiento de los

EH que se ve compensado por el mayor nimero de enlaces formados dentro del cimulo.

4.4. Distancias Intermoleculares

Usualmente, la energia de interaccion y la distancia entre las moléculas estdn muy corre-
lacionadas, la Figura 4.9 muestra el promedio de las distancias entre atomos de oxigeno en
funcion del tipo de EH reportado en la Tabla 4.1. La comparacion entre las Figuras 4.9 y 4.4
nos lleva a concluir que entre mayor sea la distancia promedio entre oxigenos es més débil es

la interaccidn entre las moléculas.
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En la Figura 4.9 se muestra, con

una linea roja, la distancia experimental
entre oxigenos reportada para el hielo
I, [94]. Como podemos observar, el va-

lor es muy similar a las distancias entre

=
= l
oxigenos presentes en los EHs de media g o I |
. . =2l
la escala, es decir, los tipos (3), (4), (5) y
2.65
(6). Cabe senalar que la distancia entre
. .. 260F| — Hielo I,
oxigenos en el hielo I, es muy similar a +—4 Distancia 0-0
2.55 . L . L L L - L L L
la que se presenta en el EH del tipo (6), o e !

tipo de EH que corresponde con la inte-
Figura 4.9: Distancias oxigeno-oxigeno en funcion

del tipo de EH.

raccion entre dos moléculas de agua te-
tracoordinadas, como la que se presenta

en el estado solido del hielo 1.

4.5. Estimacion de la Energia de Enlace en Hielo I

Usando los valores de energia de interaccion es posible estimar la energia asociada con el

proceso de ruptura de los EHs dentro de un mol de hielo I;,, es decir la sublimacion:
HQO(S) - HQO(g). (4.2)

Para esto, consideramos la energia de interaccién entre dos moléculas de agua en el hielo
como el valor correspondiente a la energia de EH del tipo (6) en la nueva escala reporta-
da en la Tabla 4.1, en donde ambas moléculas son tetracoordinadas, y tiene un valor de
—7.36kcal mol~t. Cada molécula de agua en el hielo forma cuatro EHs, pero si consideramos
cuatro EHs por molécula, estariamos contando el doble debido a que cada EH esta formado
por dos moléculas, por lo tanto la energia correspondiente a romper todas las interacciones
intermoleculares en un mol de hielo es dos veces el promedio de energia de interacciéon entre

dos moléculas de agua, 14.72 kcal mol~!. Si comparamos este resultado con el valor reporta-
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do para la entalpfa de sublimacion, AHy,,, extrapolado a 0 K 11.38kcal mol™! [95] vemos
que la metodologia logra reproducir el valor de la energia de sublimacién con un error de

3.34kcal mol 1.

4.6. Componentes I6nicas y Covalentes en la EE%OWH?O/

En el esquema de particion energética de IQA es posible dividir la energia de interaccién
en sus componentes clasicas, o iénicas, y el de intercambio-correlacion, o covalentes. En la
Figura 4.10 se muestran los valores correspondientes a estas contribuciones a la energia de
interaccion entre las moléculas de agua para los distintos tipos de EHs en la escala de la

P - H,0---H,0’
Tabla 4.1. Podemos observar como los valores para el término clasico, V, , son algo
similares para todos los tipos de EHs en esta clasificacion. Por el contrario, la energia de
. . . H,0--H,0' . . .
intercambio-correlacion, Vic , tiene una clara dependencia con tipo de EH. Por lo que
podemos afirmar que las variaciones en la energia de interaccién provienen, principalmente,
del término de intercambio-correlacion.

En la Figura 4.11 se muestra el promedio de los valores de DIs entre las moléculas de
agua de los diferentes tipo de EHs. Los DlIs, de igual forma que el término de intercambio-
correlacion, es una medida de la covalencia de la interaccion entre las moléculas de agua. Los
EHs con las mayores energias de formacion tienen mayor cantidad de densidad electronica
compartida y, por lo tanto, de covalencia. Esto se refleja en los valores de DIHz0+H:0

H,0--H,0’ : . . .
Ve . De hecho, existe una fuerte correlacion entre las cantidades mencionadas, tal
como se observa en la Figura 4.12. Dicha correlaciéon puede ser explotada debido a que el
costo computacional para el calculo de DI representa s6lo una fracciéon del correspondiente a

H,0--H,0’
la de la Vic? 2=
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Conclusiones

Hemos utilizado la metodologia de particién de la energia electronica de IQA para es-
tudiar la conectividad en pequenios cimulos de agua. Hacer esto nos permitié expandir la
clasificacion de enlaces de hidrégeno previamente reportada en la conectividad de los hexa-
meros del agua (Phys. Chem. Chem. Phys., 2016, 18, 19557-19566) para incluir moléculas
tetracoordinadas. Nuestros resultados muestran que los EHs mas fuertes y més débiles estan
formados por monémeros tricoordinados, mientras que las interacciones entre las moléculas
de agua tetracoordinadas estdn en el medio de esta escala. En pequenos ciimulos de agua,
el nimero de moléculas de agua disponibles para el contacto es limitado y el sistema forma
menos EHs pero mas fuertes. En agua helada, donde los contactos son abundantes, la te-
tracoordinacion es la norma. En conjunto, esperamos que el analisis presentado en esta tesis
resulte til para comprender la naturaleza y la prediccion de las estructuras de los cumulos

unidos por EH.

68
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1. El uso de M06-2X/6-311G++(d,p) resulta ser una buena aproximacion, para las opti-

mizaciones de ciimulos de agua, con la gran ventaja de reducir el tiempo computacional.

2. La descomposicion de la energia de interaccion entre monémeros dentro de los ctimulos
de agua estudiados indica que las componentes clésicas y de intercambio-correlacion
son atractivas, pero la de mayor peso en la interaccion es la asociada a la energia de

intercambio-correlacion.

3. Las componentes cléasicas electrostaticas a la energia de interacciéon tienen contribu-
ciones importantes de primeros y segundos vecinos. Por otro lado, la contribucién de

intercambio-correlacion depende tnicamente de los primeros vecinos.

4. Los resultados de esta investigacion son consistentes con estudios de la topologia de la

densidad electronica en sistemas semejantes mas pequenos [38, 96].

5. El estudio realizado sobre los EH en ctimulos de agua dio paso a la publicaciéon de un
articulo cientifico en la revista Journal of Computational Chemistry, 97, en donde se
refiné el célculo de la energia a través del uso de una base més grande, como se muestra

en el Apéndice A.
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1 | INTRODUCTION

Hydrogen bonds (HB) are arguably the most important noncovalent interactions in
chemistry. We study herein how differences in connectivity alter the strength of HBs
within water clusters of different sizes. We used for this purpose the interacting
guantum atoms energy partition, which allows for the quantification of HB formation
energies within a molecular cluster. We could expand our previously reported hierar-
chy of HB strength in these systems (Phys. Chem. Chem. Phys., 2016, 18, 19557) to
include tetracoordinated monomers. Surprisingly, the HBs between tetracoordinated
water molecules are not the strongest HBs despite the widespread occurrence of
these motifs (e.g., in ice I;). The strongest HBs within H,O clusters involve tri-
coordinated monomers. Nonetheless, HB tetracoordination is preferred in large
water clusters because (a) it reduces HB anticooperativity associated with double HB
donors and acceptors and (b) it results in a larger number of favorable interactions in
the system. Finally, we also discuss (a) the importance of exchange-correlation to dis-
criminate among the different examined types of HBs within H,O clusters, (b) the
use of the above-mentioned scale to quickly assess the relative stability of different
isomers of a given water cluster, and (c) how the findings of this research can be
exploited to indagate about the formation of polymorphs in crystallography. Overall,
we expect that this investigation will provide valuable insights into the subtle inter-
play of tri- and tetracoordination in HB donors and acceptors as well as the ensuing

interaction energies within H,O clusters.

KEYWORDS

coordination number, hydrogen bonding, interacting quantum atoms, water clusters

contributions to these interactions. In other words, the proper

account of HBs entails the understanding of how these contacts

Hydrogen bonds (HBs) are critical in a wide variety of fields, such as
molecular recognition™ and catalysis.”? Hence, the understanding of
the nature of HBs is an active research avenue in constant develop-
ment. The correct characterization of HBs is a complicated endeavor
whose principal difficulties lie in the description of the nonadditive

affect each other increasing (cooperativity) or decreasing (anti-
cooperativity) their formation energies.>#

The study of nonadditivity in water clusters has a lengthy and rich
history in experimental and computational physical chemistry. Con-

cerning electronic structure calculations, Clementi and coworkers®™ as

J Comput Chem. 2020;1-12.
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well as Scheiner and Nagle!®

used the supermolecule method among
the first efforts to study HBs with quantum chemical methods. These
researchers found enhanced dipole moments with respect to that
found in an isolated water molecule. Later, more sophisticated investi-
gations which include electronic correlation via the MP2 methodology
found a systematic contraction of the O---O separation in adjacent
water molecules that takes place from the dimer to the hexamer of
water.”®! Afterwards, microwave experiments by Saykally et al. con-
firmed the homodromic cycles within the structures of (H,0), (n = 3-5)
and give strong spectroscopic evidence of cooperativity in small water
clusters.”~*3! Regarding larger systems, the search for the minimum
structures of water clusters via MP2 calculations has continued, for
example, with Xantheas who considered recently H,O clusters with
up to 25 monomers.'*I Other authors have also used force field
potentials to study different properties of water clusters. Tsai and Jor-
dan, for instance, used the TIP4P potential to optimize the structures
of water clusters comprising 8, 12, 16, and 20 molecules almost
30 years ago.l*” Hereof, Peterson et al.!*®! addressed translational
and rotational dynamics of water molecules with the same force field
potential but including up to 45,000 monomers. Recently, broadband
rotational spectroscopy on clusters of 9 and 10 water molecules have
confirmed the presence of cooperative effects in those systems.!*”!
HB cooperativity is fundamental not only for the microscopic proper-
ties of water cluster but also for the macroscopic features of H,O. At
the beginning of the decade Stokely and coworkers used mean-field
calculations and Monte Carlo simulations to show that the inclusion
of cooperativity within water clusters was fundamental for the correct
thermodynamic description of the bulk.l*®

The presence of cooperative effects for water aggregates was
already uncontroversial at the end of the twentieth century.!?72%! |n
contrast, the situation for the opposite effects, that is, HB anti-
cooperativity, was not well established.?? Among the accepted ideas
on this issue, was a strong relationship between antidromic cycles
and donors with HB

anticooperativity.?*28) However, some of us have recently shown

comprising double proton acceptors
how the occurrence of double HB donors and acceptors can also lead
to very strong HB interactions in water clusters.] This conclusion
was obtained as a result of a hierarchy of HB strength based on the
single/double and acceptor/donor character of water molecules
within H,O clusters. Despite its correct account of relative HB forma-
tion energies within small water clusters, this scale of HB strength in
H,O adducts is

tetracoordinated water motifs, which are important arrangements of

incomplete because it does not include
H,O molecules in large water clusters as well as in liquid and solid
water.

We intend to contribute further in this direction by examining
formation energies within water clusters with tetracoordinated mono-
mers using quantum chemical topology (QCT) tools. QCT comprises a
set of methodologies that use the language of dynamical systems to
partition and to characterize molecules and molecular complexes via
the topological analysis of several scalar fields derived from the elec-
tronic wave function.?*2%! The methods in QCT have the attractive

feature of being invariant to orbital transformations and they are

robust against the change of the level of approximation in electronic
structure theory.?! QCT analyses have been used to investigate a

[27]

variety of non-covalent interactions such as z-r and o-0

(281 1291 or pnicogen bonds.[*°-32 Two of

stacking,'“®' chalcogen contacts,
the methods within QCT that have been very successful in this regard
are (a) the quantum theory of atoms in molecules (QTAIM) based on
the topology of the electron density and (b) the interacting quantum
atoms (IQA) approach, a rigorous partition of the electronic energy-
based solely on the state vector of the system under consideration.3!
Different workers have exploited QTAIM and IQA to study

[38,39]

halogen,’®4~%7) beryllium, and tetrel bonding®® to name a few.

Most importantly for this work, the use of QTAIM and IQA has pro-
vided valuable insights into the understanding of HBs.[5441-43]

Given the main aim of this investigation, this paper is organized
as follows. First, we present the theoretical framework of the methods
exploited in this investigation and the associated computational
details of our calculations. Later on, we summarize and discuss our
principal results. Finally, we enumerate our main conclusions. Briefly,
we were able to expand our previously reported scale for the strength
of HBs within water clusters' with the inclusion of tetracoordinated
water molecules. We found that the HB formation energies involving
tetracoordinated water monomers do not correspond to the strongest
HB arrangement as it could have been anticipated given the predomi-
nance of these motifs of water molecules, for example, in ice I,. We
H-bonds
tetracoordinated monomers despite their smaller formation with

also discuss the preference for which involve
respect to other motifs, and how our results provide alternative
explanations for H-bond cooperativity and anticooperativity. We
also consider perspectives for the exploitation of our results in the
assessment of the relative stability of isomers of water clusters
and the study of polymorphism in crystallography. Overall, we
expect that this contribution provides important insights into the
complex relationship between the connectivity of H,O monomers
within a cluster and the formation energies associated with the

resulting interactions.

2 | THEORETICAL FRAMEWORK
The foundations of QCT were laid out by the development of the
QTAIM by Bader and coworkers.* The QTAIM is built on the topo-
logical examination of the electron density which leads us to recover
key chemical concepts, such as atoms, functional groups and chemical
bonding from quantum chemical calculations. Additionally, the QTAIM
defines a division of the three-dimensional (3D) space in atomic
basins, that is, proper quantum subsystems for which we can compute
average values of Dirac observables, such as the atomic energy and
different atomic multipole moments.*>) Moreover, the QTAIM also
defines the delocalization of the electrons of a basin A into another
atom B, an indicator of the degree of covalency between these
atoms. 4!

Based on the topological division of the 3D space defined by
QTAIM, the IQA methodology®**”! performs a division of the
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electronic energy of a molecule or molecular cluster using the first
and second-order density matrices of the investigated system. The
IQA methodology can be also employed within the formalism of
Kohn-Sham theory,[*®4°! despite the lack of second-order densities in

DFT. More specifically, the IQA analysis conduces to a dissection of

EA B

and interatomic, Ejy,

the electronic energy in intra-atomic, EA
[33,47]

net’

components,

"2t DI (1)

A BZA
wherein A, B, ... are the atomic basins defined by the QTAIM. The
intra and interatomic contributions can be further decomposed as

Enee =T+ Vo2 + Vel (2)

and

AP =VAD +VAS + VA VA, @

with T being the kinetic energy of atom A, while VA and VA8 repre-
sent (a) the attraction of the nucleus of atom A with the electrons of
basin B and (b) the repulsion of the electrons of the same atoms.
Finally, VA denotes the repulsion between the nuclei of atoms
A and B.
We can also divide the IQA interaction energy between two
atoms into classical (V4?) and exchange-correlation (VA2) contributions,
Eit = Ve +V3e. 4)
The terms V42
covalent components of the interaction energy between atoms A

and VA8 are commonly identified with ionic and

and B, respectively. The conceptual framework of IQA enables us to
regroup the terms of Equation (1) to express the corresponding values
of the net and interaction energies for groups of atoms, G, #, .7, ...

within an electronic system, for example, monomers forming a molec-

ular cluster,
=ZEﬁet+ Iy yer (5)
G GrH
in which
Evet= Enett ZZEN, 6)
Acg Aeg Beg
BAA
and

Eﬁ-ﬁ:? ZZElnt (7)

AeGBex

Finally, it is possible to represent the changes in energy associ-
ated with the formation of a molecular cluster, G+#Z +G 2 G---%---G,

as the sum,

AE= ZEdef+ZZE|nt ’ (8)

G G>H

wherein Egef, denotes the deformation energy of group G, namely the
difference in energy between (a) G within the molecular cluster (com-
puted with Equation (6)) and (b) G isolated in its equilibrium geome-
try.m] We can rewrite Equation (8) as a pairwise sum of interacting

monomers'¥
o, | _Emt |po S
AE=3 5 | Bt * r Eder * r Eder
gam| " ;gfﬂtg © ng}_ﬂf/ ¢ )
— GI'
_gggﬁk_mt :

in which Eﬁif includes EZ% and a fraction of E, and EZ,. Finally, it is

also possible to partition the energy arising from Equation (9), Eﬁ/

into classical and exchange-correlation components,

1 1
AE= ZZ Eg% Eglzfss 1+ JG Egef+ Edef

G G>H Z Elnt Z Elnt
J#G
PHNC LY
G G>H

(10)

3 | COMPUTATIONAL DETAILS

We optimized the structures of 16 water clusters (H,O), n =6, ..., 17,
shown in Figure 1. The starting geometries of the examined systems
were taken from the literature**°%>Y and recomputed with the M06-
2X/6-311++G(d,p) approximation.[52'53] Later on, single-point calcula-
tions were performed at the M06-2X/aug-cc-pVTZP*+> level of
theory. All these calculations were carried out using the package
Gaussian09.%¢! We decided to employ this methodology because the
combination of this exchange-correlation functional with basis sets of
triple-zeta quality reproduces adequately the cooperative and antico-
operative behavior described by correlated wavefunctions at a moder-
ate computational cost.””) Later on, using the electronic densities
computed via DFT we proceeded to analyze the QTAIM topological
properties of the electron density and to carry out the IQA energy
partition.“®4”1 We used the AMALL program for these purposes.”!
The visualization of our results was carried out with the help of the

[56]

GaussView programt®® and the MatpLotus®®® library.

4 | RESULTS AND DISCUSSION
4.1 | Hierarchy of H-bond strength within water
clusters

As stated in Section 1, we had previously suggested a scale for the
strength of HBs between water molecules based on the single and
double character of the involved hydrogen bond donors and
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FIGURE 1 Water clusters considered in this work. The oxygen atoms corresponding to tetracoordinated H,O molecules are highlighted in

darker color [Color figure can be viewed at wileyonlinelibrary.com]

acceptors.'! This scale is incomplete, however, because it does not
include tetracoordinated water monomers. By considering the sys-
tems shown in Figure 1, we were able to ameliorate this omission.
Table 1 describes the 10 categories in which we separated the differ-
ent types of HBs within the investigated water clusters. This new
scale includes the six types of HB considered beforel” as well as four
new categories which entail tetracoordinated water molecules. The
types of HB in Table 1 are ordered from less (1) to most (10) energetic.
The averages of the formation energies between water molecules for
the different types of HB are presented in Figure 2.

These values span from 4.9 + 0.8 to 8.0 + 0.5 kcal/mol. We recall
at this point that the binding energy of the water dimer computed
with the approximation used in this work is —5.2 kcal/mol. Thus,
hydrogen bond formation energies within water clusters can be
reduced by ~25% (anticooperativity) or increased by ~65% (coopera-
tivity). Figure 2 also presents the formerly suggested scale in refer-
ence [4]. We point out the good agreement between the old and new
data, in particular considering that the previous work relied on
MP2/aug-cc-pVTZ electronic structure calculations. We note, how-
ever, an inversion for the order of the hydrogen bond types (4) and
(5) of the previous scale. But, we also point out that the formation
energies of these HBs in such a hierarchy are very similar —7.01 and
—6.96 kcal/mol.! The closeness of both scales is consistent with pre-
vious reports which state that the description of HB cooperativity and
anticooperativity is robust with respect to changes in different
approximations in electronic structure theory.[57]
shows that the
tetracoordinated H,O molecules, type number (6), lies in the middle

Figure 2 interaction between two

of the scale. Thus, we can say that tetracoordinated water monomers
are close to what can be considered the average of the range of
hydrogen bond formation energies within water clusters. The arith-
metic mean of the computed formation energies is —6.0 kcal/mol and
it corresponds to HB (5) —6.0 £ 0.6 kcal/mol while that for two
tetracoordinated H,O monomers is —6.3 £ 0.4 kcal/mol. Other cate-
gories that include tetracoordinated water molecules are (2), (3),
and (7).

Espinosa et al. suggested to estimate the formation energy

corresponding to an HB via the expression!®”’

EHBzO.SV(rbcp), (11)

where r,, is the position of the bond critical point associated with
the HB, and V(r) the potential energy density scalar field. Figure 3
shows the values computed through this formula as well as those
from our IQA calculations, Ei"'io"'Hzor.

We note that the estimated energy via Equation (11) is in all cases
larger than that computed with IQA (formula (9)). These differences
become more pronounced as the HB type becomes more energetic.
This observation might be related to the results of Mata et all who
investigated the strength of HB interactions under the action of an
external electric field . The purpose of ¢ was to simulate polarization
effects on the interaction, for example, those induced by surrounding mol-
ecules or ions in solid-state.'®®! As discussed in the next subsection, the
scale of Table 1 might be rationalized in terms of charge transfers.
Hereof, Ref. [60] indicates that Equation (11) becomes less accurate
for larger electric fields, that is, more sizeable charge transfers and
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TABLE 1 The scale of hydrogen bond formation energies within
water clusters put forward in this investigation

Type
of HB Description

(1) (a) The H atom involved in the hydrogen bond belongs to a
double HB donor and (b) the oxygen that participates in the
interaction acts as a double HB acceptor

(2) A tetracoordinated water molecule either (a) donates an HB
to a tricoordinated double HB acceptor or (b) accepts an HB
from a tricoordinated double HB donor

(3) A tetracoordinated water molecule interacts with a monomer
which is a single HB donor and a single HB acceptor

(4) (a) The hydrogen of a double HB donor is bonded to the
oxygen of a single HB acceptor or (b) the oxygen of a
double acceptor interacts with a hydrogen of a single donor

(5) A hydrogen bond is formed between two double HB donors
or two double HB acceptors

(6) Both water molecules are tetracoordinated

(7) A tetracoordinated H,O molecule either (a) donates an HB to

a tricoordinated double HB donor or (b) accepts an HB from
a tricoordinated double HB acceptor

(8) The oxygen of a single HB donor interacts with a hydrogen of
a single HB acceptor

(9) (a) A hydrogen of a double HB acceptor is in contact with the
oxygen of a single donor or (b) the O atom of a double
donor interacts with a hydrogen of a single acceptor

(10)  The oxygen of a double HB donor interacts with a hydrogen
of a double HB acceptor

Note: The hierarchy is presented in increasing order of magnitude of H-
bond formation energies.
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FIGURE 2 Distribution of interacting quantum atoms formation
energies, E.t"io"'Hzo’ (Equation (9)) between hydrogen-bonded water
molecules for the types of hydrogen bonds described in Table 1
[Color figure can be viewed at wileyonlinelibrary.com]

formation energies. However, both ways to calculate the hydrogen
bond formation energies (formulae (9) and (11)) agree in the order of
the different categories given in Table 1.

CHEMISTRY

~
DTS G Y
~10 1 ‘\\*
—124 \\+
R £
N
S
\

—14 4 N

E (kcalmol ™)

—167 -®- Eyp estimated via equation (11)

- ES:OWH’O, computed from equation (9)

—18 T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Hydrogen bond type

FIGURE 3 Formation energies of the different types of hydrogen
bonds specified in Table 1. The values are reported in kcal/mol [Color
figure can be viewed at wileyonlinelibrary.com]

4.2 | Charge transfer

The scale of HB strength suggested herein and that put forward in
Ref. [4] can be rationalized in terms of the electron charge transfer
which occurs in the formation of a hydrogen bond, viz, from the HB
acceptor to the HB donor. The left part of the inset in Figure 4a
shows a tricoordinated double HB donor for which the electron
charge transfer has a twofold effect. First, the two schematized
hydrogen bonds in the bottom left part of the inset weaken each
other, that is, they present HB anticooperativity. Second, both charge
transfers contribute to make the oxygen atom a better HB acceptor,
in a similar fashion to the HB donor in (H,0),. This effect reinforces
the HB in the top left part of Figure 4a. One may consider that double
HB donors are relatively poor HB donors but good HB acceptors. Sim-
ilar arguments based on charge transfers indicate that double HB
donors are comparably poor HB donors but good HB acceptors.
Because tetracoordinated water molecules are double HB donors and
double HB acceptors simultaneously, they are HB donors and accep-
tors of middle strength. A similar situation occurs for bicoordinated
water molecules which are single HB donors and single HB acceptors.
We suggest a scale for the HB acceptor and donor capacities within
water clusters in Figure 4a. Therefore, the type of H-bond with the
smallest formation energy within H,O clusters, that is, that on the top
of Table 1 involves the weakest HB donor (a double HB donor acting
as the HB donor) and the weakest HB acceptor (a double HB acceptor
functioning as the HB acceptor) as displayed in Figure 4b. On the
other hand, the HB with the largest formation energy within a water
cluster, viz, the one in the bottom of Table 1 on the scale entails the
strongest HB acceptor (a tricoordinated double HB donor operating
as the HB acceptor) and the strongest HB donor (a tricoordinated
double HB acceptor being the corresponding HB donor) as
schematised in Figure 4c. Likewise, the weakest type of HB in which a
tetracoordinated water molecule participates (type (2) in Table 1)
involves also either a poor HB donor or a poor HB acceptor.
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article (Table 1) [Color figure can be
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FIGURE 5 Transition from the strongest type of hydrogen bond (HB) in Table 1, namely, HB type (10) (indicated in lighter color) to the
interaction between two tetracoordinated molecules (HB kind (6)). The HB sort (7) represents an intermediate stage. While the hydrogen bonding
indicated in lighter color is weakened by the formation of the two hydrogen bonds, those labeled with w (from “weak”) become stronger as
indicated with the letter m (from “medium force”) [Color figure can be viewed at wileyonlinelibrary.com]

Conversely, the HBs with the largest formation energies formed by kinds of HB (3) and (6) which involve tetracoordinated water mole-
tetracoordinated H,O monomers result from their interactions with cules as well represent situations that are intermediate between these

the strongest HB donors or acceptors (type (7) of HB in Table 1) The two extremes.
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The transition from the HB in Figure 4c, that is, the strongest of
the interactions considered in this investigation, to the HB between
two tetracoordinated H,O monomers as schematised in Figure 5 gives
valuable insights on the effects of the formation of tetracoordinated
water molecules in H,O clusters. First, when the HB donor D in the
left part of Figure 5 becomes a tetracoordinated molecule, it turns
into (a) a worse HB donor and (b) a better HB acceptor. The first fact
weakens the HB indicated in lighter color in Figure 5, but the second
strengthens the two HBs of molecule D labeled with the letter w in
the left part of Figure 5. These enhanced HBs are indicated with the
letter m in the middle part of the same figure. Likewise, when the
fourth HB is formed around molecule A, this monomer becomes (a) a
worse HB acceptor and (b) a better HB donor. These conditions have
similar effects to those just mentioned, that is, the HB indicated in
lighter color in Figure 5 is further weakened and the other HBs of
A becomes stronger. Overall, tetracoordination allows increasing the
number of attractive hydrogen bonds within a system while it might
strengthen other previously formed HBs. These observations might
explain the preponderance of HB tetracoordinated water monomers
in large H,O clusters and in the bulk.[6162

The reduction of HB anticooperative effects via the formation of
new hydrogen bonds can be illustrated by considering the generation
of the prism isomer of the water hexamer from the interaction of two
antidromic cycles of (H,0)s. The top part of Figure 6 shows that the
six hydrogen bond formation energies within the antidromic cycles of
the H,O trimers increase in all cases but in one. The magnitudes of
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Formation of the prism isomer of (H,0), from two interacting antidromic cycles of (H,0)s. (Top) Formation energies (in kcal/mol)
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the sums of such formation energies rise by 2.29 and 2.78 kcal/mol in
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the two rings. Also, the hydrogen bond interactions whose formation
energy increase as a consequence of the interaction between the two
antidromic cycles of (H,O)s increase their position (or stay in the same
category) in the hierarchy put forward in Table 1. The converse is also
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FIGURE 7 Average distances between oxygen atoms for the
different H-bond in Table 1. The O- - -O distance for ice I}, is shown as
well. The values are reported in A [Color figure can be viewed at
wileyonlinelibrary.com]
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of the hydrogen bonds within the antidromic cycles of (H,0)3 in isolated form and inside the prism structure of (H,O)s. The value of the sum of
such formation energies for each antidromic cycle of (H,0O)5 is also indicated. (Bottom) Categories within the hydrogen bond strength hierarchy of
Table 1. The hydrogen bonds which are strengthened/weakened as a consequence of the interaction of the two H,O trimers are indicated in

dashed/dotted [Color figure can be viewed at wileyonlinelibrary.com]
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FIGURE 8 Average values for the classical and exchange-
correlation contributions to the interaction energy for the different
types of hydrogen bonds put forward in Table 1 [Color figure can be
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true for the HB which reduces its formation energy due to the process

illustrated in Figure 6.2

4.3 | Relation withice I},

Interaction energies and distances between molecules tend to follow
similar trends. Figure 7 shows the average distances between oxygen
atoms for the different types of HBs in the hierarchy put forward in
Table 1. We note that O---O distances follow a similar tendency to
those shown in Figures 2 and 3. Namely, longer distances are associ-
ated with weaker interactions, while shorter ones are related to stron-
ger contacts, as expected. Figure 7 shows the experimental O---O

distance in ice Iy, 6%

as well. This value is very similar to the average
distance found for the HBs in the middle of the scale, that is, those of
the (3)-(6) types. Importantly, type (6) corresponds to the interaction
between two tetracoordinated H,O molecules, which is the bonding
situation observed in ice I;,.

Now, we discuss briefly how the formation energy of the hydro-
gen bonds among tetracoordinated molecules (HB type (6)) can be

related to the sublimation energy of ice,

Hzo(s) - Hzo(g) .

The formation energy of HB type (6) is —6.3 kcal/mol. Hence,
breaking all of the HBs in ice (composed of tetracoordinated H,O
molecules) would require twice this quantity, that is, —12.6 kcal/mol,
an estimation that ignores three and many-body effects. The sublima-
tion enthalpy of ice at 0 K is 11.4 kcal/mol®®* which is in a reasonably
good agreement with the estimated value based on the HB formation
energies of tetracoordinated molecules. We note at this point that the
utilized methodology M06-2X/aug-cc-pVTZ//M06-2X/6-311++G(d,p)

0.24
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0.16 - _+<
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Delocalization Index

—— Linear Regression, 72 = 0.92
0.12 A 4 VivsDI
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Left: Delocalization indices (in a.u.) between hydrogen-bonded water molecules for the different hydrogen bonds shown in

Table 1. Right: Correlation between the exchange-correlation contribution to the hydrogen bond formation energy, Vngo“‘Hzo/ (in kcal/mol), and
the delocalization indices between hydrogen-bonded water molecules addressed in this investigation [Color figure can be viewed at

wileyonlinelibrary.com]
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overestimates slightly HB formation energies®® and hence it also

overestimates the sublimation energy of ice I, at O K.

Hz0--H O

Covalent vs ionic components of E; ?

431 |
Finally, the IQA energy partition is also able to divide the HB forma-
tion energy into classical (ionic) and exchange-correlation (covalent)
contributions. Figure 8 shows these contributions to the interaction

FIGURE 11 Antidromic and
homodromic structures of the water
trimer (top) and tetramer (middle) as well
as two different configurations of the
book structure of (H,O)s. The categories
of the hydrogen bonds in Table 1 are
shown within parentheses and the
hydrogen bond formation energies are
calculated with the aid of formula 9. We
also report the sum (in kcal/mol) of such
computed H-bond formation energies

) E(calc ) and those predicted with the aid
of Table S1 [Color figure can be viewed at
wileyonlinelibrary.com]

Z E (calc
> Elorea) =

Z E calc

> Bl =—46.47

=-45.50

energy between water molecules for the different types of hydrogen
bonds in the scale of Table 1. The values for the classical term,
V':ég H0 , are quite similar for all types of HBs in this hierarchy. On
the contrary, the differences for the exchange-correlation term,
VH20-H0" gre Jarger. Thus, we can say that the variations in the total
interaction energy come mainly from the exchange-correlation part.
These observations are in contrast with the above mentioned rational-
ization of the hierarchy of Table 1 based on arguments of charge

transfer and they also disagree with the arguments usually used to

"-4.39
@™, -5. 79 (8)

11.36 > ERg, =-17.33
—-16.51 > EBiR, =-2151
it
®)
; 442 (8)5-7.27
-7.17‘=E ®) '
. G
> -7.22
—-17.49 > E =-28.85
~19.50 > Efq =—28.68

6.441®) 10i-924 (8650
‘g..s%}.., @.
‘ -5.60 5.59

> Eloat) =—44.92
> By =45.60
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explain HB anticooperativity.?*) Figure 9 shows a double HB donor
and a double HB acceptor which result in the occurrence of nearly
parallel dipoles, increasing thereby the energy of the system.?] We
point out in this regard that this explanation is inconsistent with the
HB cooperative effects observed between double HB donors and

acceptors (Figure 4c) and would result in large differences in

\/H20--Hz0'

phi for the different types of H-bonds considered herein as

opposed to the results observed in the red curve of Figure 8.

The preponderance of covalency to distinguish among the differ-
ent types of HBs in Table 1 is also consistent with the quantification
of delocalization indices (DIs). The delocalization indices between two
atoms (A and B) or groups of atoms (G and %) indicates the number of
electron pairs shared between these moieties.[*¢%®! The left side of
Figure 10 shows the average values for the DIs between water mole-
cules for the different types of HBs addressed in this paper. The
hydrogen bonds with the largest formation energies have the most
sizeable number of shared pairs of electrons and therefore of cova-
lency as reflected in the values of DI"20H20 and vH20-H20" There is
indeed a strong correlation between these two last-mentioned quanti-
ties (right side of Figure 10). Such correlation can be exploited by con-
sidering that the computational cost for the calculation of Dls

represents only a fraction of that corresponding to V)':‘go“'Hzol.

44 | Perspectives
441 | Energetic assessment of different isomers
of water clusters

The scale put forward in Tables 1 and S1 allows for the qualitative
and quantitative rationalization for the relative stability of a pair of
isomers of a given water cluster. We illustrate this procedure by con-
sidering the homodromic and antidromic cycles of (H,0)3 and (H,O)4
and two different isomers of the book structure of (H,O)s in
Figure 11. We note that Table 1 and S1 predict (a) that the antidromic
cycles posses H-bonds with lower formation energy than those within
the homodromic cycles and (b) that the two considered dispositions
of the book configuration of (H,O)s are nearly isoenergetic, despite
they have different connectivity of H-bonds in their structures. This
procedure can be done without performing electronic structure calcu-
lations and by simply classifying the HBs within a given water cluster
in accordance with Table 1 and by adding the corresponding values of
formation energies in Table S1. One can also compute the hydrogen
bond formation energies within the examined clusters with the aid of
Equation (9). We realize in this way that the hydrogen bonds in the
homodromic cycle of (H,O); are 2.00 kcal/mol more stable than in
the corresponding antidromic ring. Ditto for (H,O); and 2.84 kcal/
mol. Interestingly, the results of Figure 11 reveal that even within
antidromic cycles we can have H-bond cooperativity. The hydrogen
bonds within the antidromic cycle of (H,0)4 are stronger than those
in the corresponding antidromic cycle of (H,0);. We also note that
the predictions of ZE:ZBO'“HZo via the values reported in Table S1

overestimate considerably those calculated for the trimer due to
many-body effects of H-bonding. Nonetheless, the predictions are
considerably better for larger clusters as illustrated by the consid-
ered structures of (H,O), and examined structures of (H,0O), and
(H,O)s. This procedure can be straightforwardly extended to larger
clusters and its exploitation warrants a different study in itself.

On polymorph preference in hydrogen-bonded molecular crystals

Our results may also have further implications on the always diffi-
cult subject of polymorph preference in hydrogen-bonded molecu-
lar crystals, a far-reaching topic in the pharmaceutical industry, for
instance.”! The hierarchy here unveiled signal new possible targets
to follow in the growth of molecular clusters toward crystalline
nuclei and finally to the solid. We envision a nonnegligible role of
the maximization of the number of attractive interactions in such
nucleation processes. Mapping a hierarchy landscape similar to the
one presented in this work in other systems is thus desirable. If
similar conclusions are thereby obtained, one can foresee a more
general framework in which the kinetics of nucleation would be
determined, or at least influenced, by the growth of those clusters
displaying the largest number of “anchoring” points. This ground-
work will potentially have a considerable impact on our under-
standing of the forces driving the formation and observation of

polymorphs.

5 | CONCLUDING REMARKS

We have used the IQA energy partition to determine the hydrogen
bond formation energies in water clusters which encompass
tetracoordinated H,O monomers. This endeavor allowed us to expand
our previously reported classification of hydrogen bonds based on HB
connectivity within water hexamers to include tetracoordinated water
molecules. The hydrogen bonds which involve tetracoordination are
not the strongest interactions considered in this investigation as it
could have been expected from the extended occurrence of this HB
configuration in nature. Instead, the most marked HB cooperative and
anticooperative effects involve tricoordinated water monomers.
Nonetheless, tetracoordination is preferred in large H,O clusters
because (a) it reduces HB anticooperative effects which occur due to
tricoordinated molecules acting as poor HB donors or acceptors, and
(b) it increases the number of attractive interactions within the sys-
tem. Although the scale of HB strength put forward herein can be
rationalized using charge transfer arguments, the covalent character is
substantially different among the different types of HBs examined
herein, in opposition to the classical arguments based on electrostat-
ics. Finally, we give perspectives for the exploitation of our results for
the analysis of the relative stability of isomers of a water cluster and
the study of polymorphs in crystallography. Altogether, we expect
that the analysis presented herein will prove useful to the understand-
ing of the structure and nature of hydrogen-bonded adducts, for
example, water clusters.
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B.2. 271 distancias oxigeno-oxigeno e indices de deslo-

calizacion para los distintos tipos de Enlace de Hi-

drégeno

Tabla IS1: Promedio de valores para la energia de interaccion EZ’ (Ecuacion 3.99), sus
contribuciones clasicas y de intercambio-correlacion (Ecuacion 3.100), la energia estimada
Fyp (Ecuacion 4.1). También se reportan las distancias oxigeno-oxigeno (de las moléculas
que interactian mediante un EH), el indice de deslocalizacion y las desviaciones estandar de

cada una de las cantidades presentadas en la tabla. Todas las energias reportadas estan en

kcalmol ™!, las distancias en A y los indices de deslocalizacion en unidades atomicas.

Tipo de EH | EZ7¢’ - Eg' o EZ 7' o DI o Eup o 0---0 o
10 —9.551 0.551 | —6.831 0.436 | —2.720 0.126 | 0.234 0.019 | —15.077 2.255 | 2.646  0.032
9 —8.692 0.660 | —6.122 0.486 | —2.569 0.179 | 0.203 0.017 | —11.716 1.905 | 2.699  0.034
8 —8570 0.329 | —5.930 0.225 | —2.641 0.107 | 0.196 0.010 | —11.327 0.953 | 2.715  0.020
7 —7.829 0.035 | —5.546 0.234 | —2.282 0.226 | 0.190 0.006 | —10.440 0.299 | 2.723  0.013
6 —7.340 0.633 | —5.036 0.487 | —2.305 0.196 | 0.182 0.016 | —9.610 1.349 | 2.757  0.025
5 —6.927 0575 | —4.930 0424 | —1.997 0.317 | 0.175 0.013 | —9.091 1217 | 2.745  0.030
4 —6.947 0524 | —4.852 0483 | —2.095 0.175 | 0.166 0.019 | —8.605 1.727 | 2.776  0.050
3 —6.410 1.088 | —4.628 0.517 | —1.782 0.612 | 0.161 0.016 | —7.875  2.169 | 2.760  0.040
2 —6.165 0.458 | —4.121 0.293 | —2.043 0.243 | 0.151 0.010 | —7.147 0.833 | 2799  0.034
1 —5.804 0.912 | —3.905 0.510 | —1.899 0.470 | 0.141 0.017 | —6.466 1.235 | 2.849  0.046
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