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Introduccion

Uno de los teoremas mas célebres en el campo de la topologia es el teorema
de la curva de Jordan, que establece que una curva simple y cerrada divide
al plano real en dos componentes conexas, una de estas componentes es aco-
tada mientras que la otra no lo es. Este teorema fue demostrado en 1887 por
Camille Jordan en el tercer tomo de su libro Cours d’analyse [6]. El teorema
principal que nos incumbe en esta tesis es un teorema en el campo de la to-
pologia digital que proporciona una conclusién analoga a la que proporciona
el teorema de la curva de Jordan.

El objeto de estudio de la topologia digital son las propiedades topologi-
cas de subconjuntos de reticulas de puntos en algin espacio euclidiano, ya
sea la recta, el plano o un espacio de dimensién mayor. En otras palabras,
la topologia digital estudia propiedades de los subconjuntos de reticulas de
puntos que sean andlogas a las propiedades topoldgicas de subconjuntos de
R™. Proveer a una reticula de puntos de R™ de la topologia que hereda como
subespacio no es interesante si esta topologia es la topologia discreta, asi que
usualmente se dota a estos espacios de una topologia distinta que capture
propiedades como cercania entre dos puntos de la reticula y conexidad en
el espacio. En [I1] Kong presenta una monografia que recopila los primeros
conceptos y resultados desarrollados en este campo.

En el transcurso de la década de los setentas, Azriel Rosenfeld publicé una
serie de articulos [I8, 19, 20, 21, 22 23] en los cuales estudia propiedades
de conexidad del conjunto Z?, que a su vez le permiten presentar resultados
relativos al procesamiento de imagenes digitales, pensando a cada elemento
de Z* como un pixel. Para poder hablar de conexidad, Rosenfeld define dos
relaciones de adyacencia en Z?: para (n,m) € Z? los cuatro puntos de la
forma (n,m £ 1) y (n £ 1,m) son 4-adyacentes a (n,m); mientras que los
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v INTRODUCCION

cuatro puntos de la forma (n 4+ 1,m 4 1) asi como los puntos /-adyacentes
son 8-adyacentes a (n,m). Para k = 4 0 k = 8, un k-camino es una secuencia
finita de puntos o, ..., r, de Z? tal que para cada i € {1,...,n}, x;_; es
k-adyacente a z;. Un subconjunto S de Z?* es k-conezo si para cualesquiera
dos elementos de S existe un k-camino entre ellos. Una k-componente de un
subconjunto S de Z? es un subconjunto k-conexo de S que no estd contenido
propiamente en ningin otro con esta propiedad.

Rosenfeld fue el primero en acunar el término topologia digital en su articulo
de 1973 titulado Arcs and curves in digital pictures [19]. En este articulo
propone una topologia en Z? para la cual la nocién topolégica de conexidad
coincide con su concepto de 4-conexidad. En este mismo articulo Rosenfeld
define el concepto de 4-camino cerrado simple, que es un 4-camino g, ..., T,
tal que para cada i € {0,1,...,n — 1,n}, x; tiene exactamente dos puntos
4-adyacentes a ¢l en el camino. Con base en esta definicién, Rosenfeld de-
muestra un teorema digital andlogo al teorema de la curva de Jordan, que
enunciamos a continuacion.

Teorema. Sea J C Z? un 4-camino cerrado simple con al menos cinco pun-
tos. Entonces Z* \ J tiene exactamente dos 8-componentes.

Figura 1: Representacién de un 4-camino cerrado simple en Z?2.



A%

Notemos que el teorema anterior no es valido si consideramos un 4-camino
cerrado simple con exactamente 4 puntos. Para demostrar su teorema Ro-
senfeld no hace uso del teorema de la curva de Jordan, ni de alguna otra
herramienta topolégica, sino de argumentos discretos como es usual en la
teoria de graficas.

En la misma década, Efim Khalimsky desarrollé un enfoque distinto para
estudiar propiedades topolégicas de los conjuntos Z y Z? [7, 8], dotdndolos
de topologias que capturan las propiedades de cercania entre sus elemen-
tos. Estas topologias son las de la recta digital y el plano digital
, respectivamente. Dentro de esta teoria Khalimsky demostré un teo-
rema en el plano digital analogo al teorema de la curva de Jordan ([2.1.1]).
Posteriormente Kong, Kopperman y Meyer [12] probaron que el teorema de
Rosenfeld mencionado anteriormente puede ser demostrado a partir del teo-
rema de Khalimsky. En contraste con Rosenfeld, la conexidad en la teoria de
Khalimsky es la conexidad topoldgica usual.

Una manera de definir la topologia del plano digital es mediante una relacién
de equivalencia en R? inducida por una teselacién del plano en cuadrados del
mismo tamano ([2.2.1)), identificando los puntos pertenecientes a una misma
arista o a una misma cara de la teselacion. Esta forma de construir al plano
digital nos motiva a pensar si es posible inducir una topologia a partir de
cualquier teselacion con propiedades andlogas a las del plano digital, y si
existira una generalizacion en este espacio topologico del teorema de la curva
de Jordan para el plano digital.

En [5] Grinbaum y Shephard muestran diversos ejemplos de teselaciones del
plano, sin embargo en este trabajo nos enfocaremos en una clase particular de
teselaciones para las cuales podremos generalizar el teorema de Khalimsky.
Esta clase de teselaciones ya ha sido estudiada bajo una perspectiva distinta
a la nuestra, por ejemplo, por Renault en [17].

No somos los primeros en preguntarnos si existe un andlogo digital del teo-
rema de la curva de Jordan para una reticula de puntos que no estén confi-
gurados en una cuadricula como en el plano digital, de hecho el caso en el
que los puntos estan configurados en una reticula hexagonal ha sido estu-
diado por méds de un autor. Por ejemplo, en [I4] Kopperman da una prueba
detallada de un teorema similar al de Rosenfeld en una reticula hexagonal,
mientras que en [13] Kong y Roscoe desarrollan una teorfa sobre relaciones
de adyacencia en Z? y Z* y mencionan que esta misma teorfa puede ser
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modificada facilmente para probar un teorema de este tipo en una reticula
hexagonal.

Finalmente queremos mencionar el trabajo de Victor Neumann-Lara y Ri-
chard Wilson, quienes en su articulo de 1992, Digital Jordan curves — a
graph-theoretical approach to a topological theorem [16], demuestran un teo-
rema analogo al teorema de la curva Jordan en el contexto de teoria de
graficas . Este teorema no solo generaliza al teorema de la curva de
Jordan para la reticula hexagonal de puntos sino que ademéds, mediante la
herramienta de la grafica de conexidad de un espacio topoldgico , tam-
bién tiene como consecuencia el teorema de la curva de Jordan para el plano
digital de Khalimsky.

Es precisamente el teorema de Neumann-Lara y Wilson en el que nos apoya-
mos para presentar nuestra generalizacion del teorema de Khalimsky. Con el
fin de presentar esta generalizacion definimos versiones digitales de teselacio-
nes del plano que cumplen ciertas condiciones y verificamos que sus graficas
de conexidad cumplan las hipétesis del teorema de Neumann-Lara y Wilson,
para poder concluir el teorema en la version digital de las teselaciones.

Estructura de la Tesis

El objetivo principal de esta tesis es demostrar la generalizacion del teorema
de la curva de Jordan para el plano digital a la cual acabamos de dar prelu-
dio. Una de las herramientas principales para poder lograrlo es el concepto
de grafica de conexidad de un espacio topologico . En cierta clase de
espacios topologicos la grafica de conexidad captura completamente la cone-
xidad del espacio subyacente, estos son los espacios de Alexandroff. Por esta
razon, el Capitulo (1] estd dedicado al estudio de estos espacios: en la Seccion
mostramos algunas de sus propiedades topoldgicas basicas, mientras que
en la Seccion [1.2] exponemos a detalle la correspondencia entre la conexidad
topoldgica en un espacio Alexandroff y su gréafica de conexidad, que es de
suma importancia para desarrollar el material de la Subseccién y de la
Seccién 2.3

El Capitulo [2| contiene todo el material referente a teoremas digitales de la
curva de Jordan. En la Seccién 2.1l mostramos las caracteristicas bésicas del
plano digital y hacemos un recorrido por distintas maneras de entender y
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construir su topologia, en particular entendemos al plano digital como un
espacio cociente del plano real inducido por una teselacion. Terminamos esta
seccion enunciando el teorema de la curva de Jordan para el plano digital de
Khalimsky . En la Seccion definimos el concepto de teselacién en
el plano real y delimitamos la clase de las teselaciones con las cuales vamos a
trabajar; ademas estudiamos las relaciones que existen entre los vértices, aris-
tas y caras de esta clase de teselaciones. En la Subseccion [2.2.1| introducimos
el concepto de version digital de una teselacién y estudiamos sus propieda-
des topoldgicas. Finalmente, en la Seccion presentamos nuestro teorema
digital de la curva de Jordan para versiones digitales de teselaciones.
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Nota Preliminar

En esta breve seccion introduciremos definiciones y cuestiones de notacién
que utilizaremos a través del texto.

Si X es un conjunto, entonces Z(X) es el conjunto potencia de X.

Si X es un espacio topoldgico y A es un subconjunto de X, denotaremos por
el simbolo A a la cerradura de A en X y por el simbolo Int A al interior de
Aen X.

Trabajaremos con R y R? dotados de la norma euclidiana. Utilizaremos el
sfmbolo S* para denotar a la esfera unitaria de dimensién 1 y el sfmbolo B2
para denotar al disco cerrado unitario, es decir:

S'={zeR?||z]| =1}
B® = {z ¢ R? | [|z]| < 1}.
Utilizaremos el simbolo Z? para denotar al plano digital (2.1.1]), sin necesidad

de mencionar explicitamente su topologia cada vez que lo invoquemos.

Si GG es una grafica, entonces denotaremos por Vg y Eg a su conjunto de
vértices y aristas, respectivamente.

Omitiremos las definiciones de conceptos de topologia basicos, todos los con-
ceptos de topologia omitidos pueden ser consultados en [4]. También omitire-
mos las definiciones de conceptos elementales de teoria de graficas, los cuales
pueden ser consultados en [2].

El resto de la notacién sera introducida a lo largo del texto.
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Capitulo 1

Espacios de Alexandroff

En este capitulo definiremos el concepto de espacio de Alexandroff y estu-
diaremos algunas de sus propiedades topoldgicas. Para estudiar su conexidad
introduciremos el concepto de grafica de conexidad de un espacio topolégico
y mostraremos su relevancia en este tipo de espacios. El material presentado
en este capitulo estd basado en [1], [9], [14] y [15].

1.1. Espacios de Alexandroff

Un espacio de Alexandroff es un espacio topoldgico X en el cual todo
punto x tiene una vecindad méas pequena, que denotaremos por N(z). Una
consecuencia inmediata de esta definicién es que para todo z € X, N(x)
es abierta, de donde podemos concluir que en los espacios de Alexandroff
la interseccién arbitraria de subconjuntos abiertos es abierta. A su vez, este
hecho es una caracterizacién de los espacios de Alexandroff, como resumimos
en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1.1. Sea X un espacio topologico. Los siguientes enunciados
son equivalentes.

a) X es un espacio de Alexandroff.
b) La interseccion arbitraria de subconjuntos abiertos de X es abierta.

¢) La unidn arbitraria de subconjuntos cerrados de X es cerrada.
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Demostracion. a) = b). Sean X un espacio de Alexandroff, {U;};cz una
coleccion arbitraria de subconjuntos abiertos de X y = € ﬂze.’[ U;. Como X
es un espacio de Alexandroff z tiene una vecindad méas pequena N(x), que
es abierta. Para todo i € Z, © € U;, asi que N(z) C U,;. De esta manera,
x € N(x) C(),e7 Ui, y concluimos que (7),.; U; es abierta.

b) = ¢). Sean X un espacio topoldgico en el cual la interseccién arbitraria
de subconjuntos abiertos de X es abierta y {F;};cz una coleccién arbitraria
de subconjuntos cerrados de X. Entonces {X \ F;};cz es una coleccién de
subconjuntos abiertos de X, asi que por hipétesis (,.,(X \ F;) es abierta.

Por lo tanto
X\ <ﬂ X\ F)) ) UFE

i€l €L

es cerrada.

¢) = b). Sean X un espacio topoldgico en el cual la unién arbitraria de
subconjuntos cerrados de X es cerrada y {U;};er una coleccién arbitraria
de subconjuntos abiertos de X. Entonces {X \ U;};ez es una coleccién de
subconjuntos cerrados de X, asi que por hipétesis |, (X \ U;) es cerrada.

Por lo tanto
X\ (U X\ Uy) ) (Ui

i€l i€

€T

es abierta.

¢) => a). Sean (X, 7) un espacio topoldgico en el cual la unién arbitraria de
subconjuntos cerrados de X es cerrada y € X. Por la implicacién ¢) = b)
X es un espacio en el cual la interseccién arbitraria de subconjuntos abiertos
de X es abierta. Entonces podemos definir a la vecindad mas pequena de x

Ccomo
=NV

zelU
Uer

Por construccion, para toda vecindad V' de z se cumple que N(z) C V.
Ademas, al ser interseccion de abiertos, N (x) es abierta y por lo tanto es una
vecindad de x. De esta manera, X es un espacio de Alexandroff. n

Notemos que del inciso ¢) de la proposicién anterior podemos deducir que la
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cerradura de un subconjunto A de X es precisamente la union de las cerradu-
ras de los elementos de A. También podemos observar que un punto = esta en
el interior de A si y sélo si N(x) estd contenida en A. Por lo tanto, podemos
concluir que una topologia de Alexandroff estd completamente determinada
si para todos los puntos # de X conocemos N(z), o si para todos los puntos
conocemos {z}. De esta manera, si conocemos la topologia de subespacio
inducida en cualesquiera dos puntos de un espacio de Alexandroff, entonces
la topologia queda completamente determinada. En la siguiente figura mos-

tramos las cuatro posibles topologias del conjunto {z,y}, indicando con un
circulo cuando N(x) ={z} o N(y) = {y}.

O O

d)

Figura 1.1: Posibles topologias en el conjunto {z,y}.

La topologia en el inciso a) es la topologia discreta mientras que la del inciso
d) es la topologia indiscreta. Los espacios de los incisos b) y ¢) son homeomor-
fos y su topologia se conoce como la topologia de Sierpinski. De la figura
anterior podemos deducir que si X es un espacio topolégico Ty, entonces
{z,y} es conexo si y sblo si {x,y} tiene la topologia de Sierpinski.

De la definicion se puede deducir de inmediato que cualquier subespacio de
un espacio de Alexandroff es un espacio de Alexandroff. También es cierto que
el producto de dos espacios de Alexandroff X y Y sigue siendo un espacio de
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Alexandroff, lo cual se puede verificar notando que para cada (z,y) € X XY
su vecindad més pequena en X x Y es N(z) x N(y), donde N(z) y N(y) son
las vecindades més pequenas de z vy y en X y Y, respectivamente.

Un primer ejemplo de un espacio de Alexandroff es cualquier espacio topoldgi-
co de cardinalidad finita. En el transcurso del texto seguiremos trabajando
con espacios de Alexandroff, siendo la recta digital nuestro primer ejemplo
relevante.

Ejemplo 1.1.1. Para cada n € Z, definimos

N(n) = {{n} si n es impar,
{n—1,n,n+1} si n es par.
Entonces B = {N(n)|n € Z} es la base de una tunica topologia 7; en Z.
Al espacio (Z,74), que denotaremos solamente por Z, se le conoce como la
recta digital (o recta de Khalimsky), y las vecindades mas pequenas de
los puntos se ven como en la siguiente figura.

DNORORONONC

Figura 1.2: Vecindades mas pequenas de los puntos en la recta digital.

La recta digital es un espacio conexo y, a diferencia de la topologia discreta
en Z, codifica la cercania del antecesor y sucesor de cada entero, asi que po-
demos pensar a ésta como un analogo digital de la recta real.
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1.2. Grafica de Conexidad

Consideremos X un espacio topologico. Una manera de estudiar la conexidad
de X es a través de su grafica de conexidad, que codifica la conexidad de
{z,y} con la topologia de subespacio heredada de X . Antes de introducir tal
definicién, para cada punto x € X definimos su conjunto de adyacencia
o/ () como sigue:

A (x)={ye X |z#y, {z,y}es conexo}.

Siy € o/(x) diremos que y es adyacente a x. Es claro que si y es adyacente
a x entonces x es adyacente a y. Esto puede parecer una obviedad pero
es importante mencionarlo antes de proporcionar la definiciéon de grafica de
conexidad.

Observacién 1.2.1. Sean X es un espacio de Alexandroff y x, y € X dos
puntos cualesquiera. Entonces x € {y} si y sélo siy € N(x).

Demostracion. Recordemos que x € m si y solo si para toda vecindad U
de x, se cumple que U N {y} # 0, es decir, si y sdlo si para toda vecindad U
de x se cumple que y € U. Esto tltimo es cierto si y sélo si y € N(x), pues
N(z) es la vecindad més pequenia que contiene a z. O

Como podemos apreciar en la Figura , el conjunto {x,y} es conexo siy
sélosiz € {y} oy € {x}, que por la observacién anterior es equivalente a que

y sea un elemento de (N (x)U m> Resumimos el razonamiento anterior en

la siguiente observacion.

Observaciéon 1.2.2. En un espacio de Alexandroff se cumple que
o () = (N(x) U {z}) \ {z}.

Vale la pena mencionar que los conceptos que estamos definiendo en esta
seccion sélo son de interés en espacios topoldgicos que no sean 17, pues si X
fuera un espacio T} el conjunto {x,y} seria disconexo.

Definicién 1.2.3. Sea X un espacio topologico. La grifica de conexidad G
de X es la grdafica que tiene como conjunto de vértices a los elementos de X
y tal que existe una arista que une a los vértices x yy si y solo siy € o (x).



8 CAPITULO 1. ESPACIOS DE ALEXANDROFF

Por ejemplo, la gréfica de conexidad de un espacio topolégico finito con n
elementos, dotado de la topologia discreta, es la grafica con n vértices sin
ninguna arista; mientras que la grafica de conexidad de un espacio topoldgi-
co finito con n elementos, dotado de la topologia indiscreta, es la grafica
completa con n vértices.

Si consideramos a la recta digital, podemos observar que para todo n € Z,
o/ (n) = {n—1,n+1}, de donde podemos deducir que la gréfica de conexidad
de la recta digital es un arbol donde cada vértice tiene exactamente dos
vértices adyacentes, como ilustra la siguiente figura.

Figura 1.3: Grafica de conexidad de la recta digital.

El siguiente concepto nos ayudara a entender mejor la relacion entre un
espacio y su grafica de conexidad. Para cualesquiera x, y elementos de un
espacio topoldgico X definimos la siguiente relacién:

r =y sixem.

Esta relacion se conoce como el orden de especializacion en X. A pesar
de su nombre, el orden de especializacion sélo es una relacion reflexiva y
transitiva.

Observaciéon 1.2.4. Sea X un espacio topoldgico. Entonces el orden de es-
pecializacion en X es un orden parcial si y solo si X es Tj.

Demostracion. El orden de especializacién es una relacion reflexiva y transi-
tiva, asi que basta demostrar que el orden de especializacién es una relacién
antisimétrica si y sélo si X es Ty.

Procediendo por contrapositiva supongamos que X no es un espacio 7. En-
tonces existen dos elementos de X distintos, x y y, tales que x es un elemento
de cualquier vecindad de y y y es un elemento de cualquier vecindad de .
Equivalentemente, x y y son dos elementos distintos tales que x € {y} vy
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y € {z}, o dicho de otra manera, tales que z = y y y = x. Por lo tanto el
orden de especializacion en X no es una relacién antisimétrica.

Por otra parte, supongamos que X es Ty y consideremos dos elementos z, y
de X tales que z <y y y =X z, es decir, tales que = € @ yy € m Si
x # y, como el espacio es Ty podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que existe una vecindad U de x tal que y ¢ U. Esto tltimo contradiria que
x € m asi que podemos concluir que x = y y que el orden de especializacién
es una relacion antisimétrica. O]

La topologia de un espacio de Alexandroff queda completamente determinada
por su orden de especializaciéon, como mostramos en las siguientes proposi-
ciones.

Proposicion 1.2.5. Sean X un espacio de Alexandroff y A un subconjunto
de X. Entonces A es abierto si y solo si A={y € X |z € A, z < y}.

Demostracion. Supongamos que A es abierto. La contencion A C {y €
X |3x € A, x < y} es inmediata por la reflexividad del orden de especia-
lizacién. Por otro lado, si y € X es tal que existe x € A con x < y, entonces
tenemos que x € @ Por la Observacion esta contencién implica que
y € N(x). Como A es abierto se cumple que N(z) C A. Asi, podemos concluir
quey € Ay porlotanto A= {y € X|Jz € A, x <y}.

Por otra parte, supongamos que A = {y € X |3z € A, v < y}. Si suponemos
ademds que A no es abierto, entonces existe a € A tal que N(a) ¢ A, de
donde deducimos que existe un b € X tal que b € N(a) \ A. Pero b € N(a)
implica que a € {b}, es decir, que a < b; lo cual contradice nuestra suposicién
inicial A ={y € X |3z € A, v < y}. O

Proposicion 1.2.6. Sean X un espacio de Alexandroff y A un subconjunto
de X. Entonces A es cerrado si y solo si A={ye X|x € A,y < z}.

Demostracion. Recordemos que en un espacio de Alexandroff A es cerrado
si y sélo si A es la unién de la cerradura de todos sus puntos. Entonces la
proposicién queda demostrada por las siguientes igualdades:

{ve X|Twe A,y 22} ={ye X|3z € A, y € {a}} = U,ea {z}. O
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Las igualdades mostradas en la prueba anterior nos permiten caracterizar a
la cerradura de un subconjunto arbitrario A de un espacio de Alexandroff en
términos del orden de especializacion.

Observaciéon 1.2.7. Sean X un espacio de Alexandroff y A un subconjunto
de X. Entonces -
A={yeX|Fx € A y < z}.

En un espacio topolégico X, definimos una trayectoria digital de x a y co-
mo una secuencia de elementos (xg, z1, ..., x,) de X tales que x = xo, y = z,
y para todo i € {0,1,...,n — 1} se tiene que z; y ;41 son adyacentes (es
decir, {x;,x;11} es conexo y z; # x;41). Diremos que X es digitalmente co-
nexo por trayectorias si para cualesquiera z, y € X existe una trayectoria
digital de = a y.

Antes de proporcionar una caracterizacion de las trayectorias digitales, pro-
baremos el siguiente lema que caracteriza a dos puntos adyacentes en un
espacio topoldgico.

Lema 1.2.8. Sean X un espacio topolégico y x,y € X dos puntos adyacentes.
Entonces eziste una funcion f : {0,1,2} — {x,y} continua tal que f(0) = x
y f(2) =y, considerando a {0,1,2} con la topologia de subespacio heredada
por la recta digital.

Demostracion. El espacio {x,y} es finito, asi que es un espacio de Alexan-
droff. Como z,y son adyacentes y € N(x) o z € N(y); supongamos primero
que y € N(z). Entonces definimos f : {0,1,2} — {x,y} como sigue:

x si n=20,
fn) = {y si n#0.

La topologia de subespacio de {0, 1,2} es {@,{1},{0,1},{1,2},{0,1,2}};
como y € N(z), las tinicas posibles topologfas en {z,y} son {0, {y}, {z,y}}
y {@, {z, y}}, hecho del cual la continuidad de f se deduce inmediatamente.

Por otra parte, si suponemos que y ¢ N(z), se sigue que x € N(y). En este
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caso, definimos f : {0,1,2} — {z,y} como sigue:

K si n# 2,
Jn) = {y sin=2.

Como z € N(y), las unicas posibles topologias en {z,y} son {@, {z},{x, y}}
y {(Z), {x,y}} Como en el caso anterior, la continuidad de f se deduce de
inmediato. O]

Proposicién 1.2.9. Si (zg, x1, ..., 2,) es una trayectoria digital en el espacio
topoldgico X entonces existen un intervalo finito I de la recta digital y una
funcion f: I — {xg,x1,...,2,} continua y suprayectiva.

Demostracion. Sea I = {0,1,...,2n}. Por el Lema [1.2.8] tenemos que para
cada ¢ € {1,2,...,n} existe una funcién continua ¢; : {0,1,2} — {z;_1, z;}
tal que ¢;(0) = z;_1 v ¢;(2) = x;. Observemos que las traslaciones pares en Z
son homeomorfismos, es decir, para cada m € Z se cumple que T,, : Z — Z,
definida para cada ¢ € Z como T,,(q) = q + 2m, es un homeomorfismo.

Consideremos la coleccion C := {{22 —2,2i —1,2i} | ie{l,2,... ,n}}, ésta
es una coleccién localmente finita de subconjuntos cerrados de Z, que ademas
cumple que | JC = I. Procederemos a definir la funcién deseada: para cada
i€ {1,2,...,n}, definimos f; : {2i —2,2i — 1,2i} — {x;_1,x;} con regla
de correspondencia f; = ¢; o T_(;_1); f; es continua al ser composicién de
funciones continuas. Finalmente definimos f : I — {xg,z1,...,2,} de la
siguiente manera

fi(m) si m € {0,1,2},

Fm) = fg(m) si m e {2,3,4},

fn(m) sime{2n—22n—1,2n}.

Veamos que f estd bien definida pues si m = 2i para algin i € {1,...,n—1},
entonces f;(m) = fi1(m) = z;, mas atn, como C es una coleccion localmente
finita de cerrados y f restringida a {2i —2,2i — 1,2i} es precisamente f;, el
lema del pegado nos garantiza la continuidad de f. Para terminar podemos
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verificar la suprayectividad de f directamente de su definicién. Por lo tanto
podemos concluir que f cumple las propiedades deseadas. O

También podemos observar que si I = {n,n + 1,...,n + m} es un inter-
valo finito de la recta digital y f : I — X es una funcién continua que
cumple que para todo i € {0,...,m — 1}, f(n+1i) # f(n+1i+ 1), enton-
ces (f(n), f(n+1),..., f(n+m)) es una trayectoria digital en X. De esta
manera podemos pensar en las trayectorias digitales como la imagen de un
intervalo finito de la recta digital bajo una funcién continua. Este hecho nos
proporciona una analogia mas entre la recta real y la recta digital.

Proposicion 1.2.10. Un espacio de Alexandroff es conexo si y sélo si es
digitalmente conexo por trayectorias. Ademds sus componentes conexas son
sus componentes conexas por trayectorias digitales. Mds aun, sus componen-
tes conexas son abiertas y cerradas.

Demostracion. Sea X un espacio de Alexandroff digitalmente conexo por
trayectorias, y supongamos que X no es conexo. Entonces existe S C X tal
que S es abierto, cerrado y existen z € Sy y € X \S. Por la conexidad digital
por trayectorias existe una trayectoria digital (xg,z1,...,x,) de x a y. Sea
i el ultimo indice tal que z; € S, como (xg,z1,...,x,) es una trayectoria,
{x;, xi11} es conexo; pero x; € Sy x;11 € X\ S, y tanto S como X \ S son
abiertos y cerrados, de donde concluimos que {z;, z;41} es disconexo, lo cual
es una contradiccion.

Sean Y un espacio de Alexandroff conexo y x € Y un punto arbitrario.
Consideremos

C, = {z € Y | existe una trayectoria digital entre z y z}

la componente conexa por trayectorias digitales de x. Para mostrar que Y
es digitalmente conexo por trayectorias, basta demostrar que C, es abierto
y cerrado. Veamos que C, es abierto: sea y € Y cualquier punto para el cual
existe z € C, con la propiedad de que z < y. Entonces z € @ C A (y),

es decir, {z,y} es conexo, y si (xg,21,...,x,) es una trayectoria de x a z
entonces (zg, Z1,...,T,,Yy) €s una trayectoria de x a y. La Proposicién m

nos permite concluir que C, es abierto. De manera andloga, la Proposicion
1.2.6| nos permite concluir que C, es cerrado.
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Como cualquier subespacio de un espacio de Alexandroff es también un es-
pacio de Alexandroff, concluimos que las componentes conexas de un espacio
de Alexandroff son sus componentes conexas por trayectorias digitales. Por
lo anterior, podemos notar que si C' es una componente conexa de un espacio
de Alexandroff y x € C, entonces para todo z € C existe una trayectoria
de x a z, de manera que C' = C,, que por el desarrollo del parrafo anterior
sabemos que es abierta y cerrada. O

Observemos que para cualesquiera dos puntos z,y de un espacio topolégico
X, x es adyacente a y si y s6lo si x y y son adyacentes en su grafica de cone-
xidad G. Recordemos que, en teoria de gréaficas, un camino es una secuencia
de vértices tales que existe una arista entre cualesquiera dos vértices conse-
cutivos. Entonces podemos observar que existe una trayectoria digital de x a
y en X siy solo si existe un camino de x a y en G. El siguiente corolario es
una consecuencia inmediata de este hecho y de la Proposicién [1.2.10]

Corolario 1.2.11. Sea X un espacio de Alexandroff. Entonces X es conexo
st y solo si su grdfica de conexidad G es conezxa.

Para terminar esta seccién proporcionaremos una tltima definiciéon necesaria
para entender el material del siguiente capitulo. Diremos que una trayectoria

digital (xo,...,x,) en un espacio topologico X es un arco digital si n = 1
o si existe un homeomorfismo de un intervalo finito I de la recta digital en
{zo,...,x,}. Tal homeomorfismo nos garantiza que en un arco digital, para

cualesquiera ¢, 7 indices distintos se cumple que x; # x;. Mas ain, como en
la recta digital para cualquier n € Z se cumple que |.<7 (n)| = 2, entonces te-
nemos que para todo i € {2,...,n—1}, o (x;) N {0, ..., Tn} = {Ti_1, Tis1},
mientras que &7 (zo) N{zo, ..., 2o} ={x1} v () N {xo,..., 20} = {zn_1}.
Si para cualesquiera x, y elementos de un espacio topoldgico X existe un arco
digital de x a y diremos que X es digitalmente arco conexo.

Proposicion 1.2.12. Un espacio de Alexandroff es digitalmente arco conexo
sty solo si es digitalmente conexo por trayectorias.

Demostracion. Como todo arco digital es una trayectoria, todo espacio di-
gitalmente arco conexo es digitalmente conexo por trayectorias. Veamos que
la otra implicacién también es cierta.
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Sean X un espacio de Alexandroff digitalmente conexo por trayectorias,
z,y € Xy (xg,...,x,) una trayectoria de longitud minima entre estos dos
puntos. Afirmamos que (xq,...,x,) es un arco digital. Si n = 1 tenemos el
resultado de inmediato. En lo subsecuente trabajaremos con la topologia de
subespacio inducida en la trayectoria y supondremos que n > 2. En particular
N(z) denotard la vecindad més pequena de x en la trayectoria.

Supongamos que tenemos indices ¢ > j tales que {z;,x;} es conexo. Si i >

J+ 1, entonces (xo, ..., Tj_1, T}, Ti, Tit1, - - ., Tp) €S UNa trayectoria entre x y
y de menor longitud que (xq,...,z,), lo cual contradice la minimalidad de
(20, ...,xy,). Por lo tanto, si i > j y {x;,x;} es conexo, entonces i = j + 1.

Esto nos dice que para cada punto de la trayectoria, los tinicos puntos en su
conjunto de adyacencia son aquellos cuyo indice estd a distancia 1 del indice
de tal punto.

Veamos que ademas la topologia de la trayectoria es Tj. Si no lo fuera, exis-
tirfan 4,5 € {0,...,n}, i > j tales que z; € N(z;) y z; € N(z;), lo cual
implica que N(z;) = N(x;). Entonces tendrfamos que x; y x; son adya-
centes y por lo tanto ¢ = j + 1. Mas atin, como x;;; es adyacente a ;o
(o en su defecto, z; es adyacente a x;_1), tenemos que ;o € N(xj41) 0
Tjt1 € N(jt2). S xj49 € N(zj41), como N(x;) = N(z;41) tendriamos que
x; y Zj+2 son adyacentes, lo cual es una contradiccion. Por otra parte, si
zj41 € N(xj12), se seguiria que N(x;) = N(xj41) C N(xj12), llegando de
nuevo a la contradiccion derivada de que z; y ;42 sean adyacentes.

Una consecuencia del desarrollo del parrafo anterior es que N(zo) = {z}
o N(zo) = {zo, x1}. Supongamos que N(xy) = {zo}. Afirmamos que el ho-
meomorfismo buscado es f : {1,2,...,n+ 1} — {zg,...,2,} con regla de
correspondencia f(i) = z;_1. En efecto, f es inyectiva ya que todos los pun-
tos de la trayectoria son distintos. También es claro que, por definicion, f

es suprayectiva. Como los espacios {1,2,...,n+ 1} y {zo,...,x,} son es-
pacios de Alexandroff, para probar tanto la continuidad de f como la de
su inversa, basta probar que para todo i € {1,2,...,n + 1} se cumple que

N(zi—1) = f(N(i)). Como N(zg) = {zo} y N(1) = {1}, la propiedad anterior
se cumple para ¢ = 1. Ahora procedemos por induccién sobre i. Supongamos
que para todo k < i, coni € {1,2,...,n}, se cumple que N(zy_1) = f(N(k))
y demostremos que la igualdad sigue siendo valida para ¢ + 1.

Caso 1. Sii+1 es impar, entonces N (i+1) = {i41}. Como sabemos que para
cada punto de la trayectoria los inicos puntos en su conjunto de adyacencia
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son aquellos cuyo indice estd a distancia 1, basta mostrar que x;—; ¢ N(z;)
y Ziv1 ¢ N(z;). Por hipétesis, N(x;—1) = f(N(i)) = {zi_9,xi_1,2;}, asi
que x; € N(x;_1); ademés recordemos que la topologia de la trayectoria es
To, de donde se sigue que x; 1 ¢ N(x;). Mas atn, como x;,1 ¢ N(x;_1)
y N(z;) C N(z;-1), podemos deducir que x;1; ¢ N(x;), y concluir que
N(zi) = {zi} = F(NG+1)).

Caso 2. Sii+1 es par, entonces N(i+1) = {i,i+1,i+2}. De nuevo, sabemos
que para cada punto de la trayectoria los tinicos puntos en su conjunto de
adyacencia son aquellos cuyo indice estd a distancia 1, asi que basta mostrar
que x;—1 € N(x;) y x;41 € N(x;) (esta ultima contencién sélo si i < n). Por
hipétesis, N(z;—1) = f(N(i)) = {z;_1}, pero z;_1 y z; son adyacentes asi que
x;_1 € N(z;). Sii < nysuponemos que z;41 ¢ N(x;), entonces x; € N(x;11),
de donde se seguiria que x; 1 € N(z;) C N(x;11), lo cual es una contradiccién
pues x; 1y Z;+1 no son adyacentes. Por lo tanto x;.; ¢ N(x;) y podemos
concluir que N(z;) = f(N(i + 1)).

Por otra parte, si N(x¢) = {0, 1}, entonces el homeomorfismo buscado es
f:1{0,1,2,....,n} = {xo,...,x,} con regla de correspondencia f(i) = x;.
La justificacion de este hecho es completamente analoga al caso anterior, el
unico ajuste necesario seria en la base de induccién, que en este caso es cierta

pues N(xg) = {zo, 21} = f(N(0)). O

Asi como las trayectorias digitales corresponden a caminos en la gréafica de
conexidad de un espacio, podemos establecer una correspondencia entre los
arcos digitales y una clase particular de subgraficas en la grafica de conexi-
dad: los caminos simples inducidos. Recordemos que, en teoria de graficas,
una subgrafica inducida de una grafica GG es una subgrafica que tiene por
conjunto de vértices a un subconjunto de los vértices de G y por aristas a
todas las aristas de G definidas por los vértices de tal subconjunto. Por otra
parte, un camino simple es un camino sin vértices repetidos.

Un camino simple inducido es una subgrafica inducida que es un camino
simple, asi como un ciclo inducido es una subgréfica inducida que es un
ciclo. En el inciso a) de la Figura mostramos una representacion de una
grafica (Y3, en el inciso b) mostramos una representaciéon de una subgréfica
de ésta que no es inducida, mientras que en los incisos ¢) y d) mostramos
representaciones de subgraficas propias que si lo son. Para ilustrar el concepto
de camino simple inducido destacamos que la subgréfica representada en el
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inciso d) es un camino simple inducido, mientras que la del inciso ¢) no lo
es.

U1 (o) U1
N
Us Ug Vs Ug
U7 Ug U7 g
——
(o U3
a) b)
U1 v Vg
Us Vg
(g vy U7 g
\ U3
c) d)

Figura 1.4: Una subgrafica que no es inducida y dos subgraficas propias que
si lo son.

Podemos observar que los caminos simples inducidos provienen de un con-
junto de vértices entre los cuales existe un camino simple y no hay conexidad
extra, es decir, ademas de los puntos adyacentes en el camino, un vérti-
ce no puede ser adyacente a ningin otro vértice de la subgréfica. Esta es
precisamente la observacion que hicimos después de definir arco digital, de
donde deducimos que todo arco digital se representa como un camino sim-
ple inducido en la grafica de conexidad de un espacio. El reciproco de este
hecho también es cierto, como senialamos en la siguiente observacion, cuya
demostracion omitimos debido a que es muy parecida a la demostracion de
la Proposicién [1.2.12]

Observacién 1.2.13. Sea X un espacio topoldgico. Entonces (xo, x1, ..., x,)
es un arco digital si y solo si xg,x1,...,T, son los vértices de un camino
simple inducido en la grdfica de conexidad de X .



Capitulo 2

Teorema Digital de la Curva de
Jordan

En el transcurso de este capitulo expondremos el teorema de la curva de Jor-
dan para el plano digital y desarrollaremos las herramientas necesarias para
nuestra generalizacién de este teorema a versiones digitales de teselaciones
del plano real.

2.1. El Plano Digital

En el Capitulo [1| definimos el espacio conocido como la recta digital y dimos
un par de razones para pensarla como un analogo digital de la recta real. A
su vez, el plano real también tiene un analogo digital al que, predeciblemente,
llamamos plano digital.

Ejemplo 2.1.1. El plano digital (o plano de Khalimsky) es el conjunto
72 dotado de la topologia producto inducida por la recta digital.

El plano digital es un espacio de Alexandroff pues es el producto de dos
rectas digitales, que son espacios de Alexandroff. Ademads, como ya men-
cionamos anteriormente, para cada (m,n) € Z* se cumple que N(m,n) =
N(m) x N(n). Consecuentemente, para puntos (u,v), (m,n) € Z? tenemos

17
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las siguientes equivalencias:

(u,v) € {m} x {n} <= we{m}Ave{n}
<= meée N(u)An € N(v)
< (m,n) € N(u) x N(v)

<= (m,n) € N(u,v)

<~

(u,v) € {(m,n)},

de donde concluimos que {(m,n)} = {m} x {n} para cada (m,n) € Z>.

Entonces, recordando que en la recta digital

N(n) {n} si n es impar,
n)=
{n—1,n,n+1} si n es par;

{n} =

— {{n—l,n,n—i—l} si n es impar,

{n} si n es par;

podemos concluir que en el plano digital:

{(n,m)}

{n—1Lnn+1} x{m—-1m,m+1}
{n} x{m—1,m,m+ 1}
{n—1,n,n+ 1} x {m}

{n—1nn+1} x{m—-1m,m+1}
{(n,m)}

{n—1,n,n+1} x {m}

{n} x{m—1,m,m+ 1}

si n es impar, m es impar,
si n es par, m es par,
si n es impar, m es par,

si n es par, m es impar;

si n es impar, m es impar,
si m es par, m es par,
si n es impar, m es par,

si m es par, m es impar.

De las igualdades anteriores podemos concluir que si m,n € Z son ambos
impares, entonces {(m,n)} es abierto en Z?, mientras que si m,n € Z son
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ambos pares, entonces {(m,n)} es cerrado en Z2. Si m,n € Z son de distinta
paridad entonces {(m,n)} no es cerrado ni abierto. Si {(m,n)} es cerrado
o abierto en Z?2, entonces diremos que (m,n) es un punto puro, en caso
contrario diremos que es un punto mixto. Recordemos que en un espacio
de Alexandroff se cumple que para todo punto x del espacio, &7 () = (N (x)U
m) \ {z}. Este hecho aunado a las igualdades proporcionadas en el parrafo
anterior nos permiten caracterizar el conjunto de adyacencia de cada punto
en Z?: si (n,m) es puro entonces

g (n,m)={n—1Lnn+1} x{m—-1,mm+1}\ {(n,m)},

mientras que si (n,m) es mixto, entonces
o (n,m) = (({n—l,n,n+1}x{m})U({n}x{m—l,m,m+1})>\{(n,m)}.

Esta informacién nos permite conocer la grafica de conexidad del plano di-
gital. [lustramos una porcién de tal grafica en la siguiente figura.

20, + - e
O = punto (impar, impar)
@ = punto (par, par)
B = punto (par, impar)
o L mm— punto (impar, par)

l I

I 1

2m 2m+4

Figura 2.1: Grafica de conexidad del plano digital.

Otra manera de caracterizar tanto a la recta como al plano digital es como
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un espacio cociente de su analogo continuo. Para entender a la recta digital
de esta manera definimos la funciéon ¢ : R — Z con regla de corresponden-
cia

q(x) =

2n + 1 si para algin n € N, x € (2n,2n + 2),
2n si para algin n € N, x = 2n,

y dotamos a Z de la topologia cociente inducida por esta funcién. Esta topo-
logia es precisamente la topologia de la recta digital. De manera equivalente,
podemos pensar en la recta digital como el conjunto de clases de equivalen-
cia en R inducidas por la funcién ¢, es decir, los puntos son conjuntos de la
forma (2n,2n+2) o {2n}, con n € N. Pensar a la recta digital de esta forma
también es conveniente, pues los puntos abiertos en 7Z corresponden a clases
de equivalencia que son abiertas como subconjuntos de R, mientras que los
puntos cerrados corresponden clases de equivalencia que son cerradas como
subconjuntos de R. En la siguiente figura ilustramos esta descripcién de la
recta digital.

—X X X —

—2 -1 0 1 2 3 4

Figura 2.2: Porcién de la recta digital como clases de equivalencia de R.

Para entender al plano digital como espacio cociente del plano real definimos
la funcién p : R? — Z2 con regla de correspondencia
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(2n +1,2m + 1) si para algunos n,m € N,
(x,y) € (2n,2n + 2) X (2m,2m + 2),

(2n,2m + 1) si para algunos n,m € N,
r=2n, y € (2m,2m + 2),

(2n +1,2m) si para algunos n,m € N,
r € (2n,2n+2), y = 2m,

(2n,2m) si para algunos n,m € N,

L T =2n, y=2m,

y dotamos a Z? de la topologia cociente inducida por esta funcién. Esta to-
pologia es la misma que la del plano digital. Como hicimos con la recta real,
podemos pensar al plano digital como el conjunto de clases de equivalencia en
R? inducidas por la funcién p. Notemos que en este caso, las clases definidas
por p son conjuntos de la forma (2n, 2n+2) % (2m, 2m+2), {2n} x (2m, 2m+2),
(2n,2n +2) x {2m} o {2n} x {2m}, con (n,m) € Z?; es decir, las clases de
equivalencia son el interior, las aristas (sin vértices) y los vértices, respec-
tivamente, de un rectangulo de la forma [2n,2n + 2| x [2m,2m + 2]. Bajo
esta correspondencia, los puntos abiertos corresponden a las clases que son
el interior de tales rectangulos, los puntos mixtos a las clases que son las
aristas y los puntos cerrados a las clases que son los vértices. En la Figura
ilustramos esta descripcion del plano digital.

Teniendo en mente la representacién del plano digital de la Figura 2.3 la
grafica de conexidad del plano digital que representamos en la Figura [2.1] es
facil de visualizar. La representacién de la Figura también es 1til para
recordar la vecindad més pequena y la cerradura de un punto en el plano
digital.

Antes de poder enunciar el teorema de la curva de Jordan para el plano
digital, necesitamos definir el andlogo digital de una curva de Jordan, lo cual
hacemos a continuaciéon. Decimos que un subconjunto J del plano digital
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B 4

B o

= =

B <
X X X X
A N N
2 2 4

Figura 2.3: Porcién del plano digital como clases de equivalencia de R2.

es una curva de Jordan en el plano digital si |J| > 4 y si para todo
j € J se cumple que J\ {j} es un arco digital. Esta definicién es consistente
en pensar a los arcos digitales como analogos de arcos continuos, pues si a
una curva de Jordan usual le quitamos un punto, el espacio resultante es
homeomorfo al intervalo (0, 1). Pedimos que |J| > 4 precisamente para que
el teorema de la curva de Jordan para el plano digital sea cierto; notemos que
si no pidiéramos esta hipétesis el conjunto Jy := {(0,0),(1,0),(1,1)} seria
una curva de Jordan en el plano digital, sin embargo Z?\ J; es conexo.

Recordemos que en un arco digital no puede haber conexidad entre puntos
que no tengan indices consecutivos. Por esta razéon, ni un arco digital ni
una curva de Jordan en el plano digital pueden ir de un punto abierto a
uno cerrado pasando por un punto mixto como paso intermedio, es decir,
no pueden tener subespacios homeomorfos al espacio Jy que definimos en el
parrafo anterior. Intuitivamente esto tiene sentido cuando pensamos al plano
digital como en la Figura 2.3} cuando un arco sale del interior de un cuadrado
pasa por una arista o un vértice de éste, pero no por una arista y luego un
vértice de éste.

A continuacion enunciamos el teorema de la curva de Jordan para el plano
digital. Este teorema es un resultado de Khalimsky y su demostracion puede
ser consultada en [9].
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Teorema 2.1.1. Sea J una curva de Jordan en el plano digital. Entonces
Z2\ J tiene exactamente dos componentes conezas.

2.2. Teselaciones del Plano

En esta seccion introduciremos los conceptos necesarios referentes a tesela-
ciones del plano real para poder enunciar y demostrar nuestra generalizacién
del teorema de la curva de Jordan para el plano digital.

Definicién 2.2.1. Una teselacion del plano (o simplemente teselacion)
T = {T, }nen es una familia numerable de subconjuntos cerrados y conexos
de R? llamados teselas, tales que:

a) Upen Tn = R?,
b) sii#j, entonces Int (T;) N Int (T;) = 0.

Dada una teselacion T = {7}, },.en, a los puntos del plano que sean elementos
de tres o mas teselas les llamaremos vértices. Si i, j € N son indices distin-
tos tales que {(z,y) € R* | (z,y) € T, N T}, (z,y) no es un vértice} # 0,
entonces cada componente conexa del conjunto

{(z,y) €R® | (x,y) € T; NTj, (x,y) no es un vértice}

recibe el nombre de arista. Finalmente, al interior de una tesela le llamare-
mos cara. Si un vértice, una arista o una cara estan contenidos en una tesela
T, diremos que es un vértice, arista o cara de la tesela, respectivamente.

Para los propésitos de este trabajo nos interesa enfocarnos en una clase par-
ticular de teselaciones, de manera que cuando hablemos de una teselacion,
ademds de a) y b) de la definicién anterior, pediremos que cumpla las si-
guientes condiciones:

c) T es una coleccion localmente finita (es decir, cada punto del plano
tiene una vecindad que intersecta solo a un numero finito de elementos

de T ),
d) para todo n € N, T,, es homeomorfa al disco unitario cerrado,

e) cada arista de la teselacion es homeomorfa al intervalo (0,1),
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f) si dos teselas distintas se intersectan, entonces su interseccion es la
union ajena de un conjunto finito de vértices y aristas.

Ejemplo 2.2.1. La familia {[2n,2n + 2] x [2m,2m + 2] | (n,m) € Z*},
que esta estrechamente relacionada con la representacién del plano digital
ilustrada en la Figura [2.3] es una teselacion del plano. Es importante recal-
car que en este ejemplo las caras, aristas y vértices de la teselacién son los
puntos abiertos, mixtos y cerrados, respectivamente, del plano digital.

Proposicion 2.2.2. En una teselacion toda tesela intersecta solo a un nime-
ro finito de teselas.

Demostracion. Sean T una teselacién y T' € T una tesela. Sabemos que, al
ser T" una tesela, T' es homeomorfa a un disco cerrado, de donde se sigue
que OT es homeomorfa a S'; en particular se sigue que 9T es compacta.
Luego, como 7 es una coleccién localmente finita, para cada x € JT existe
una vecindad abierta U, tal que U, intersecta so6lo a un numero finito de
teselas. Para cada x € 0T, sea T, el conjunto de teselas cuya interseccién con
U, es no vacia; por el argumento anterior sabemos que |7,| < 0o. Después,
{U,}zcor es una cubierta abierta de 0T, que es compacta, asi que existe
{z1,...,2,} C OT tal que {U,,}", es una subcubierta finita de 9T". Entonces
como toda tesela que intersecte a T intersecta a T y a su vez toda tesela
que intersecte a OT intersecta a |J;_, U,,, podemos concluir que el conjunto
de teselas que intersectan a T estd contenido en |J;_; T,,, y este dltimo es un
conjunto finito. O

Observacién 2.2.3. Sean T wuna teselacion y S, T dos teselas tales que
SNT #0. Entonces SNT = 9SNIT.

Demostracion. Recordemos que toda tesela es un subconjunto cerrado. Este
hecho junto con la condicién b) en la definicién de teselacién nos permiten
concluir que SNT =905 NIT. O]

Sea T = {T, }nen una teselacién. Supongamos que existen una tesela 7'y un
punto z en su frontera que no sea elemento de ninguna otra tesela. Como
{T,}nen \ {T'} es una coleccién localmente finita de subconjuntos cerrados
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de R?, su unién es un conjunto cerrado que no tiene por elemento a x, asf
que existe una vecindad V de z tal que para cualquier tesela S distinta
de T, SNV = (. A su vez, como z € 9T, se tiene que existe un punto
y € VNExt T, de manera que y ¢ |J, .y T}, contradiciendo que |J,, oy T = R%.
El razonamiento anterior nos permite concluir que la frontera de cada tesela
es la unién ajena de sus aristas y sus vértices; mas aun, podemos conlcuir

que cada tesela es la union ajena de su cara, sus aristas y sus vértices.

Lema 2.2.4. En una teselacion toda tesela tiene al menos un vértice.

Demostracion. Sea T una teselacion. Procediendo por contradiccién supon-
gamos que existe T' € T tal que T no tiene vértices. Entonces T es la union
ajena de sus aristas. Como dos teselas con interseccion no vacia se intersectan
en un conjunto finito de aristas y vértices, concluimos de la Proposicién [2.2.2]
que T es la unién ajena de un conjunto finito de aristas. Como cada arista
es homeomorfa a (0,1), si T tiene al menos dos aristas, entonces concluimos
que OT es disconexa, lo cual es una contradiccién pues 01" es homeomorfa a
S!. Por otra parte si 7' tiene una tnica arista entonces 97 es homeomorfa a
(0,1), esto también es una contradiccién. O

Proposicion 2.2.5. En una teselacion toda tesela tiene al menos dos vérti-
ces.

Demostracion. Sea T una teselacion. Procediendo por contradiccion y te-
niendo en cuenta el Lema [2.2.4] supongamos que existe T" € T tal que T
tiene exactamente un vértice v. Entonces 07"\ {v} es la unién ajenas de las
aristas de T. Por otra parte, como 9T es homeomorfa a S', 9T \ {v} es ho-
meomorfa a (0,1). Como en la proposicién anterior, si 7" tuviera al menos
dos aristas entonces 97"\ {v} seria disconexa, lo cual contradiria el enunciado
anterior. Por lo tanto 1" tiene exactamente una arista.

Sea S la unica tesela distinta de 7' que intersecta a T en JT \ {v}. Tanto
T como S son cerradas, asi que S NT es un subconjunto cerrado. Como
OT \ {v} C SNT y teniendo en cuenta que S y 7' son teselas, se sigue que
OT C SNT =9SNOT C 9S. Luego, tanto 9T como JS son homeomorfas a
S!, v es un hecho conocido que S! no tiene subconjuntos propios homeomorfos
a si mismo, de manera que 9T = 0S. Después, por teorema de la curva de
Jordan tenemos que las componentes conexas de R? \ 9T son, por una parte
Int (S) y Ext (S), y por la otra Int (7") y Ext (T"). Como Int (T") NInt (S) = 0,
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se sigue que Int (7') = Ext (). Pero como tanto S como 7" son homeomorfas
a un disco cerrado, tenemos que Int (7') es acotado mientras que Ext (S) no
lo es, lo cual es una contradiccién. O

Observacion 2.2.6. En una teselacion toda tesela tiene la misma cantidad
de vértices que de aristas.

Demostracion. En efecto: sean T una teselacién y T es una tesela. Sabemos
que T tiene un conjunto finito de vértices, digamos {vy,...,v,}. Como 9T
es homeomorfa a S entonces 9T \ {v1,...,v,} es homeomorfa a una unién
ajena de una familia {4;,...,A,} de n subconjuntos homeomorfos a (0,1).
Afirmamos que cada uno de estos es una arista. Sabemos que cada arista
es un conjunto conexo, de manera que no puede intersectar a mas de un A;
pues éstos serian una separacion de la arista. Por lo tanto cada arista esta
completamente contenida en algun A;. De la misma manera, ningin A; puede
contener a mas de una arista, pues éstas serian una separacion de A;; como
sabemos que 0T es la unién ajena de los vértices y las aristas de T podemos
concluir que {A;,..., A,} es el conjunto de aristas de 7. ]

El andlisis anterior también nos permite observar que cada arista esta de-
limitada por dos vértices; diremos que tales vértices son los vértices de la
arista.

Finalmente hagamos hincapié en lo siguiente: asi como una arista estd de-
terminada por dos vértices, también lo esta por las dos caras de las cuales
es interseccion. De manera similar, una cara estd determinada por su fron-
tera, es decir, por las aristas y los vértices de la tesela de la cual es interior.
También, a un vértice lo determinan tanto las caras que inciden en él como
las aristas que lo hacen. Entonces podemos hablar de las caras y aristas de
un vértice, de los vértices y aristas de una cara y de las caras y vértices de
una arista. A los conjuntos de caras, aristas y vértices de una teselacién T
los denotaremos por Cr, Ar y V7, respectivamente. Por tltimo, si v es un
vértice a los conjuntos de aristas y caras de v los denotaremos por A, y C,,
respectivamente. De manera analoga podemos establecer notacién para los
vértices y aristas de una cara y para las caras y vértices de una arista.
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2.2.1. Topologia Digital en una Teselacion

En la Seccién proporcionamos una manera de construir el plano digital a
partir de la teselacién del Ejemplo [2.2.T} tomamos como elementos del plano
digital a las caras, aristas y vértices de la teselacion y los dotamos con la
topologia cociente en R? que resulta de identificar a los puntos de una misma
cara, arista o vértice. Esta construccion se puede generalizar de forma natural
a cualquier teselacién T .

Definicién 2.2.7. Sea T una teselacion. Al conjunto Dy := C+ U A+ U Vr
dotado de la topologia cociente en R? que resulta de identificar a los puntos
de una misma cara, arista o vértice le llamaremos la version digital de T .

De acuerdo a la definicién anterior, el plano digital es la versién digital de la
teselacion del Ejemplo [2.2.1]

Sea 7T una teselacién. Como la cerradura de cualquier punto en R? es el mismo
punto, podemos decir que la cerradura de cualquier vértice de la teselacion
es el mismo vértice. La cerradura de una arista de 7 esta compuesta por la
arista y sus dos vértices, ya que éstos estan contenidos en la frontera de una
tesela y la frontera de una tesela es homeomorfa a S!'. Con un argumento
como el anterior podemos afirmar que la cerradura de una cara es la tesela
en la cual esta contenida, es decir, tal cerradura estd compuesta por la cara,
sus vértices y sus aristas.

Teniendo en cuenta el parrafo anterior podemos describir la cerradura de
cualquier elemento x de Dt

{z} six € Vr,
{z} = ¢ {z} UV, stz e Ar,
{z} UV, UA, six € Cr.

Ademas de la cerradura de un elemento arbitrario de Dy también podemos
describir su vecindad més pequena, cuya existencia y descripcion especifica-
mos en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.8. Sea T una teselacion. Entonces Dy es un espacio de Ale-
xandroff.

Demostracion. Sean T = {T,}nen una teselacién, ¢ : R? — Dy la funcién
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cociente asociada a D y x € Dy un elemento arbitrario.

Si x € V7 y U es una vecindad abierta de z, entonces ¢~ '(U) es una vecin-
dad abierta y saturada de ¢~'(z). Como z es un vértice sabemos que estd
en la cerradura de sus aristas y sus caras, as{ que ¢~!(U) intersecta a ca-
da una de las aristas y caras de x; méas atn, como ¢ '(U) es una vecindad
saturada entonces ¢~ !(U) contiene a todas las aristas y caras de z, es de-
cir, ¢ ({z} U A, UC,) C ¢ }(U). Ahora veamos que ¢! ({z} U A, UC,) es
abierto. Sea y € ¢~ ({z} U A, UC,). Si y es elemento de una cara de x, en-
tonces esa cara es un abierto que se queda contenido en ¢~ ({z} U A, UC,).
Si y es elemento de una arista de x entonces existen dos teselas, digamos S
y T, que tienen a x como vértice en comun y tales que y € SNT y para
cualquier otra R € T, y ¢ R. Como T \ {T, S} es una coleccién localmente
finita de cerrados, su unién es un subconjunto cerrado de R? (Teorema 1.1.11.
en [4]), asi que

R\ | | Tn
neN
T,¢{S,T}
es una vecindad abierta de y, que ademds se queda contenida en ¢! ({z} U

A, UC,). Por ultimo, si y = ¢~ (x) entonces consideramos al conjunto S de
teselas que contienen a y, recordemos que S es un conjunto finito. Como en

el argumento anterior R? \ <UT€(T\3) T) es una vecindad abierta de y que

se queda contenida en ¢! ({2} U A, UC,). Por lo tanto ¢! ({z} U A, UC,)
es un abierto tal que ¢~ ({z} UA, UC,) C ¢ *(U). Como U es un abierto
arbitrario de x en Dy podemos concluir que ({z} U A, UC,) es la vecindad
abierta mas pequena de x en Dr.

Siz € A7y U es una vecindad abierta de x, entonces ¢~ (U) es una vecindad
abierta y saturada de ¢7!(z). Como z es una arista sabemos que est4 en la
cerradura de sus caras, asi que ¢! (U) intersecta a las dos caras de . Més atin,
como ¢ 1(U) es una vecindad saturada entonces ¢~!(U) contiene a las dos
caras de z, es decir, ¢! ({z} UC,) C ¢~ *(U). Usando los mismos argumentos
que en el caso anterior podemos conlcuir que ¢~ ({z} U C,) es abierto en R
Como U es un abierto arbitrario de 2 en Dy podemos concluir que ({z} UC,)
es la vecindad abierta mas pequena de x en Dr.

Para terminar, si # € Cr entonces {z} es abierto en Dy pues por definicién
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todas las caras son abiertas en R?. De esta manera queda demostrado que
D+ es un espacio de Alexandroff. n

Resumiendo el teorema anterior, todo elemento z € Dy tiene una vecindad
mas pequena, que describimos a continuacion:

{r}UA, UC, six € Vr,
N(z) =< {z}UC, six € A,
{z} six e Cr.

Recordemos que en la Observacién destacamos que en un espacio de
Alexandroff podemos conocer el conjunto de adyacencia de cualquier elemen-
to si conocemos su cerradura y su vecindad mas pequena. Por lo tanto para
x € Dy tenemos lo siguiente:

A, UC, sixz € Vr,
A (x) =<V, UC, six € Ar,
Va}UAa; SiIECT.

Esta informacion nos permite conocer la grafica de conexidad de cualquier
version digital de una teselacién. Por ejemplo, las relaciones de adyacencia
que acabamos de obtener pueden ser verificadas para la grafica de conexidad
del plano digital que ilustramos en la Figura [2.1] las cuales obtuvimos con la
construcciéon del plano digital como producto de dos rectas digitales.

En la Figura|2.4]ilustramos una porcién de la teselacion del plano con hexago-
nos regulares del mismo tamano y la gréafica de conexidad de su versiéon di-
gital. En esta gréafica representamos con puntos blancos a los vértices de la
grafica que corresponden a las caras de la teselacion, con puntos negros a los
vértices de la grafica que corresponden a los vértices de la teselacion y con
rectangulos negros a los vértices de la grafica que corresponden a las aristas
de la teselacion. También podemos teselar al plano con triangulos equilédte-
ros del mismo tamano; la grafica de conexidad de la versién digital de esta
teselacion también estd representada por la grafica de conexidad de la Figura
2.4] solo que en este caso los puntos blancos corresponden a los vértices de la
teselacion, los puntos negros corresponden a las caras de la teselacion y los
rectangulos negros siguen representando a las aristas de la teselacion.
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Figura 2.4: Porcion de la teselacion del plano con hexagonos regulares y la
grafica de conexidad de su version digital.

En la Figura[2.5] proporcionamos otro ejemplo, ilustrando una porcién de una
teselacion del plano con cuadrados y hexagonos y la grafica de conexidad de
su versién digital. Como en la Figura[2.4] representamos con puntos blancos a
los vértices que corresponden a las caras de la teselacién, con puntos negros a
los vértices que corresponden a los vértices de la teselacion y con rectangulos
negros a los vértices que corresponden a las aristas de la teselacion.

Definicién 2.2.9. Sea G una grifica. Decimos que G es una grafica plana
si existe una funcién ¢ : Vg U Eq — P(R?) que cumpla las siguientes
condiciones:

1) la imagen de cada elemento de Vg es un singulete,

2) la imagen de cada elemento de Eq es un subconjunto de R?* homeomorfo
a (0,1),

3) para cualesquiera dos elementos distintos del conjunto Vg U Eg, x y v,

v(x) Nep(y) =0,
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Figura 2.5: Porcién de una teselacién del plano con hexagonos y cuadrados
y la gréafica de conexidad de su versién digital.

4) siv yw son los vértices de la arista e, entonces

(e) = P(e) Uth(v) Uih(w).

En esta situacion, decimos que |G| = Y(VaUEg) es una realizacion geométri-
ca plana de G.

Notemos que en los ejemplos ilustrados en las Figuras y la grafica
de conexidad es una grafica plana. Este siempre es el caso para la grafica de
conexidad de la version digital de una teselacion.

Lema 2.2.10. Sea T una teselacion. Entonces la grdfica de conexidad de
Vr U Ag, con la topologia de subespacio heredada por Dy, es una grdfica
plana.

Demostracion. Sea H la grafica de conexidad de VU Ar. Recordemos que
el conjunto de vértices de H es el conjunto Vg = Vy U Ar. Sabemos que
en H ningun vértice de la teselacién es adyacente a otro vértice, asi como
ninguna arista de la teselacién es adyacente a otra arista. Es decir, las aristas
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de H siempre denotan la adyacencia entre una arista de la teselacion y sus
dos vértices.

Para cada A € Af, sea r4 € A un punto fijo. Si x € V7 es un vértice de
A € Ar, entonces definimos I, , , como la componente conexa de A\{x 4} que
tiene por extremos a x4 y a x. Por construccién, {xa, 2} NI, , = 0. Como
A es una arista de la teselacion, entonces I, , es homeomorfo al intervalo
(0,1) y ademés

Iyo =1, U{za, z}.

Més ain, si (z4,2) # (xp,y) entonces I, , NI, , = 0 pues sabemos que
dos aristas distintas de una teselacion no se intersectan.

Por lo anterior, la funcién ¢ : Vg U By — 2(R?) dada por

{z} si x € Vr,
() {za} si x = A para alguna A € A,
xT) =
L, si v € By, donde A€ Ar v z € Vr
son los vértices de x,
demuestra la planaridad de H. O

Proposicion 2.2.11. Sea T una teselacion. Entonces la grdafica de conezidad
de Dy es una grdfica plana.

Demostracion. Sean G la grafica de conexidad de Dy y H la gréfica de
conexidad de Vr U Ar. H es una subgrafica de Gy por el Lema [2.2.10
conocemos una funcién ¢ : VgUEF — | H| biyectiva del conjunto de vértices y
aristas de H a una realizacién geométrica plana |H| de H. Queremos extender
la funcién ¢ a una funcién ¢ : Vg U Eg — |G| biyectiva del conjunto de
vértices y aristas de G a una realizacién geométrica plana |G| de G. Con este
fin en mente, basta definir ¢(x) cuando = € Cr o cuando = es una arista
de G' que denota la adyacencia entre una cara de la teselacién y uno de sus
vértices o entre una cara de la teselacién y una de sus aristas.

Sea C' € Cy, sabemos que existe una unica tesela T de la cual C es cara
y también sabemos que «7(C') = Vo U Ac. Sea v : B> — T el homeo-
morfismo entre B? y T que existe ya que T es una tesela. Consideremos al
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conjunto 7 *(V¢) = {wy, ws, ..., w,}, que estd contenido en S pues v es un
homeomorfismo y Vo C OT. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que wy, ..., w, estan enumerados en el sentido de las manecillas del reloj.
Entonces también podemos enumerar al conjunto v *(A¢) = {Bi,..., B.}
denotando por Bj al arco delimitado por w; y wy y enumerando a los demas
en el sentido de las manecillas del reloj. Para cada i € {1,...,n}, definimos
A; = v(B;), gracias a que 7 es un homeomorfismo podemos asegurar que
Ac = {A1,..., A,}. Respetando la notacién del Lema [2.2.10] sabemos que
existe un punto x4, € A; tal que ¥(A;) = {x4,}. Definimos b; := v !(z4,),
que es un elemento de S'\ (v *(V¢)).

Para cada w € {wy,...,wy,by,...,b,} denotamos por L,, al intervalo abierto
entre w y (0,0), es decir, L, ;== {tw | t € (0,1)} . Entonces, si consideramos
a la familia

£C = {Lw|U)e{U)la"'?u}n’bl"'"bn}}7

es claro que los elementos de Lo son ajenos dos a dos y cada uno esta
contenido en Int B2

Definimos z¢ := 7(0,0). Como (0,0) € Int B? se cumple que z¢ € C. Aho-
ra consideramos a la familia v(L¢) = {y(L) | L € L}, esta es una fa-
milia de arcos delimitados por x¢ y cada uno de los puntos del conjunto
{v1,...,Un,Tay,..., 24, }. Asi, podemos denotar a cada arco (L) de v(L¢)
como M, ,, donde v es el elemento de {vy,...,vn,24,,...,24,} que, jun-
to con z¢, delimita a y(L). Por como construimos a M, , es claro que
M., N{zc,v} = 0.

Como 7 es un homeomorfismo, estos arcos son ajenos dos a dos pues los
elementos de L lo son, y estan contenidos en C' ya que los elementos de L¢
estan contenidos en Int B2. Esto ultimo nos asegura que si D es otra cara de
la teselacién, entonces los elementos de v(L¢) v 7(Lp) son ajenos dos a dos
y que los elementos de (L) no intersectan a d7. Por 1ltimo observemos
que si M, € 7(L¢) entonces

Mypw = My U{ze, v}

Por lo anterior, la funcién ¢ : Vg U Eg — Z?(R?) definida por
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(w(x) si x € VyUFEy,
{zc} si = C para alguna A € Cr,
My si € Eg\ Eg, donde C €Cr y v e Vr

¢(x) = -
son los vértices de =,

My, si x € BFg\ Ey, donde C€Cry Ac Ay

L son los vértices de z,

demuestra la planaridad de G. O

Si G es la grafica de conexidad de la version digital de una teselacién Dy,
entonces la realizacion geométrica plana de G' que construimos en la propo-
sicién anterior es a su vez una nueva teselacién del plano. A esta teselacion
se le conoce como la subdivisién baricéntrica de 7 y, a pesar de no ser
una perspectiva en la que profundizaremos en este texto, ha sido estudiada
por diversos autores, como en [3] y [24].

2.3. Teorema Digital de la Curva de Jordan

En esta seccién expondremos nuestra generalizacion del teorema de la curva
de Jordan para el plano digital, en el mismo tenor en el que generalizamos la
construccién del plano digital a partir de una teselacion. Para lograr este fin
nos apoyaremos fuertemente en la grafica de conexidad de la versién digital
de una teselacion.

Para empezar podemos generalizar la definiciéon de una curva de Jordan en el
plano digital, lo cual hacemos a continuaciéon. Sea 7 una teselacion, diremos
que un subconjunto J de Dy es una curva de Jordan digital si |J| >4y
si para todo j € J se cumple que J \ {j} es un arco digital.

Recordemos que en la Observacion destacamos que J \ {j} es un arco
digital en Dy siy sélosi J\ {j} es un camino simple inducido en la grafica de
conexidad de Dy. Entonces J es una curva de Jordan digital en Dy si y s6lo
si J es un ciclo inducido de longitud mayor que tres en la grafica de conexidad
de Ds. Motivados por lo anterior tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.3.1. Sea G una grafica. Una curva de Jordan en el sentido de
teoria de grdficas es un ciclo inducido de longitud mayor que tres.
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Sean GG una grafica y  un vértice de G. Teniendo en cuenta la correspon-
dencia entre un espacio topoldgico y su grafica de conexidad, denotaremos
por &/ (x,G) a la subgrafica inducida por los vértices de G adyacentes a z.
Decimos que G es localmente hamiltoniana si para cada vértice z de G,
</ (x,G) tiene un ciclo hamiltoniano.

A continuaciéon presentamos un lema, seguido de la demostracién del teorema
que funge como piedra angular de nuestra generalizacion. Es un teorema
de Neumann-Lara y Wilson, y la demostraciéon que exponemos es la que
proporcionan los autores en [16].

Lema 2.3.2. Sea G una grdfica conexa y localmente hamiltoniana. Supon-
gamos que J C G es una curva de Jordan en el sentido de teoria de grdficas.

Entonces
H=|]J (#(x.G)\J)

zeVy

tiene a lo mds dos componentes conezas.

Demostracion. Como J es una curva de Jordan en el sentido de teoria de
gréaficas, para cada x € Vj, [Vy@a) N Vsl = 2. Ademas, como G es local-
mente hamiltoniana, <7 (z,G) tiene un ciclo hamiltoniano. Los dos hechos
anteriores nos permiten concluir que <7 (z,G) \ J tiene a lo més dos compo-
nentes conexas.

Supongamos que x,y € V; son dos vértices adyacentes. Entonces cada com-
ponente conexa de &7 (z,G) \ J intersecta a </ (y,G) \ J. Podemos ver esto
enumerando los vértices de & (x,G), V@) = {y = vo,v1,...,v,} de ma-
nera que para todo ¢ € {0,...,n — 1}, v; sea adyacente a v;11 y v, sea
adyacente a vg. Notemos que {vy,v,} N'V; = () pues v; y v, son adyacentes
axzyay,yJ es una curva de Jordan. Ademads, {vi,v,} C V() v si
o (x,G)\ J tiene dos componentes conexas entonces vy y v, estan en compo-
nentes distintas. Por un argumento de simetria, también es cierto que cada
componente conexa de o7 (y,G) \ J intersecta a o7 (z,G) \ J. Esto implica
que (& (z,G)\ J) U ((y,G) \ J) tiene a lo mas dos componentes conexas.

Si numeramos a los vértices de J, V; = {xg, 1, ..., z,} de manera que para
todo i € {0,...,n — 1}, z; sea adyacente a x;41 y x, sea adyacente a zg, y
repetimos el argumento del parrafo anterior para las parejas xo y 1, 1y %2,
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, Tn Y To entonces podemos concluir que

H = U (x,G)\ J)

zeVy

tiene a lo mas dos componentes conexas. O

Teorema 2.3.3. Sea G una grdfica conexa y localmente hamiltoniana. Su-
pongamos que J C G es una curva de Jordan en el sentido de teoria de
grdaficas. Entonces

a) el complemento en G de J tiene a lo mds dos componentes conexas en
G,y

b) si G es plana, entonces el complemento de J tiene exactamente dos
componentes conexas en G.

Demostracion. a) Por el Lema [2.3.2) sabemos que el conjunto

H = U (x,G)\ J)

zeVy

tiene a lo mas dos componentes conexas. Como G es una grafica conexa,
para cada v € Vg \ V; existe un camino més corto de v a J. Tal camino sélo
intersecta a J en su tultimo vértice, y el pentltimo vértice es un elemento de
Vi. Por lo tanto, cada vértice de G\ J estd en la misma componente conexa
de G\ J que algin vértice de H. Como H tiene a lo més dos componentes
conexas, entonces G \ J tiene a lo mas dos componentes conexas.

b) Por hipédtesis G es una grafica plana, de manera que existe una funcién
Y Ve UEg — |G| € 2(R?) que cumple las condiciones de la Definicién
. Consideremos a la realizacién geométrica |J| de J, en otras palabras,
|J| = ¥(V;UE)). Como J es un ciclo inducido, | J|J| es una curva de Jordan
(en el sentido usual) en R?; asi que por el teorema de la curva de Jordan
usual R?\ (|J|J|) tiene dos componentes conexas C; y Cy. Més atin, sabemos
que (] es acotada mientras que Cy no lo es.

Recordemos que 1 es una funcién biyectiva, que para cada e € Eg, ¥(e) es
homeomorfa a (0,1) y que para cualesquiera aristas distintas e, es € Eg se
cumple que ¥(e;)NY(ey) = . Ademds, R? es la unién ajena de Cy, Cy y | |J].
Esto implica que |G| C £(C) U Z(Cy) U Z (J|J]). Si consideramos las
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intersecciones dos a dos de los conjuntos Z(Cy), Z(Cy) vy £ (J|J]), todas
estas tienen por unico elemento al conjunto vacio. Por lo tanto, podemos
concluir que

VeU Eg = v (2(C)uv (2 uv (2 (UI1))
=y (P(C) VY (P(C2) U (Vs U Ey),

donde la anterior es una unién ajena.

Introducimos la siguiente notacién:
I(J) =y 1 (2(C1) N Vg, O(J) == 1 (P(Co)) N V.

Supongamos que I(J) = ). Sabemos que E; Ny~ (Z2(C})) = 0 . Ademss,
v H(P2(C))) N Vg =0, asi que podemos inferir que ¥~ (Z2(C})) = 0.

Ahora construimos una grafica I' con conjunto de vértices Vi = Vi U {p},
donde p ¢ Vi y conjunto de aristas Er = Eg U {{p,w} | w € V;}. Veamos
que I' es una grafica plana. En efecto, como [ J|J| es una curva de Jordan,
Cy U (U]J]) es homeomorfo a un disco cerrado. También, ¢! (22(C4)) = 0,
asi que podemos imitar la construccién del punto z¢ y los conjuntos M, ,
en la Proposicion para concluir la existencia de un punto z, € C; y
conjuntos M, ., C C tales que la funcién ¢ : Vp U Ep — P (R?) definida
como

P(x) si x € VgU Eg,

{'Tp} Si r=p,
si x € Er\ Eg, donde py weV;

son los vértices de x,

¢(x) =

Tp,w

demuestra la planaridad de I'.

Sean x,y,z € V; vértices consecutivos, es decir, x y z son adyacentes a y.
Como J es un ciclo inducido de longitud mayor que tres, x no es adyacente
a z. Luego, </ (y,G) tiene un ciclo hamiltoniano y z, z son dos vértices no
adyacentes que pertenecen a éste, asi que existen dos caminos en <7 (y, G)
que se intersectan tnicamente en x y z. Consideremos un vértice (distinto
de z y z) en cada uno de estos de estos caminos, digamos a y b. Entonces,
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si consideramos a los conjuntos de vértices {p,a,b} y {x,y, 2z} de I' podemos
notar que I' contiene una subdivisién de una grafica bipartita completa K 3,
lo cual contradice al teorema de Kuratowski ya que I' es una grafica plana.
La contradiccién anterior nos permite concluir que I(.J) # (). De la misma
manera se puede demostrar que O(J) # .

Para terminar, consideremos vértices vy € I(J) y vo € O(J) y supongamos
que existe un camino simple P C G\ J entre vy y v,. Por definicién de 1(.J)
y O(J), ¥(v1) € C1 y ¥(vq9) € Cy. Por otro lado, |P| = (Vp U Ep) es tal que
|P| € P(C)UP(Cy) y al ser P un camino simple, | J |P| es una trayectoria
en R?\ |J|J] entre ¥(v;) y 1(vs). Entonces 1(vq) y ¥ (vy) estdn en la misma
componente conexa de R? \ | J|J|. Esto es una contradiccién ya que C; y Cy
son las componentes conexas de R? \ |J|J|. Por lo tanto v; y v estdn en
distintas componentes conexas de G'\ J y por lo tanto G \ J tiene al menos

dos componentes conexas. Finalmente, por el inciso a) tenemos el resultado
deseado. O

Bajo las hip6tesis del teorema anterior, nos referiremos al conjunto I(.J) como
el interior de Vi \ V; y al conjunto O(J) como el exterior de Vi \ V).

Teniendo en cuenta el trabajo que hemos desarrollado en el transcurso del
texto resulta natural pensar en verificar si la grafica de conexidad de la version
digital de una teselacion cumple las hipotesis del Teorema [2.3.3] Esto da pie
a la generalizacion del teorema de la curva de Jordan para el plano digital
que presentamos a cotinuacion.

Teorema 2.3.4. Sean T wuna teselacion y J C Dy una curva de Jordan
digital. Entonces Dy \ J tiene exactamente dos componentes conezas.

Demostracion. Sea G la grafica de conexidad de Dy, veamos que G cumple
las hipétesis del Teorema [2.3.3] Sabemos que existe una funcién cociente
q : R? — Dy que induce la topologfa en Dr. En particular ¢ es continua y
de la conexidad de R? podemos deducir que Dy es conexa; también sabemos
que Dy es un espacio de Alexandroff, asi que por el Corolario [1.2.11]se sigue
que G es conexa. Ademés, recordemos que en la Proposicién [2.2.11] probamos
que G es una grafica plana.

Basta mostrar que G es una gréfica localmente hamiltoniana. En el Teorema
caracterizamos &7 (x) para cualquier € Dy, asi que si z es un vértice
de G tenemos lo siguiente:
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A, UC, six € V7,
A (r,G) =<V, UC, sixz e Ar,
V,UA, six € Cr.

Si x € V7, entonces sabemos que al menos tres teselas se intersectan en .
Por cada una de estas teselas hay exactamente dos aristas cuyo vértice es x,
este hecho nos permite deducir que si consideramos a todas las aristas que
tienen por vértice a x, las cuales son una cantidad finita, y las enumeramos en
el sentido de las manecillas del reloj, entonces cada dos aristas consecutivas
determinan una cara que tiene por vértice a x (y ninguna de estas caras esta
determinada por dos pares distintos de aristas). También sabemos que cada
arista de = esta determinada por exactamente dos caras de x. Finalmente
sabemos que, en la grafica de conexidad, no hay dos aristas adyacentes y
tampoco hay dos caras adyacentes. Entonces la subgréfica inducida por A, U
C. es un ciclo donde los vértices correspondientes a las aristas y a las caras
estan intercalados.

Si x € A7 la situacién es atin mas simple ya que z tiene exactamente dos
vértices y dos caras, y ambos vértices son vértices de ambas caras, asi que la
subgrafica inducida por V, U C, es un ciclo con cuatro vértices. Por 1ltimo,
si x € Cr recordamos el analisis que hicimos en la Proposicién donde
probamos que los vértices y aristas de x estan intercalados en 9C, de donde
podemos concluir de la subgréfica inducida por V, U A, es también un ciclo.

En cualquier caso, demostramos que <7 (x, G) es un ciclo y entonces podemos
afirmar que G es localmente hamiltoniana. Ademas sabemos que como J es
una curva de Jordan digital, entonces .J, vista como subgrafica de G, es una
curva de Jordan en el sentido de teoria de graficas. De esta manera, estamos
en la situacién descrita por las hipétesis del Teoremal[2.3.3]y podemos concluir
que G\ J tiene exactamente dos componentes conexas en G.

Para terminar recordemos que D7 es un espacio de Alexandroff, asi que el
Corolario nos permite concluir que como G\ J tiene exactamente dos
componentes conexas en G, entonces Dy \ J tiene exactamente dos com-
ponentes conexas. Mas atn, este corolario nos asegura que las componentes
conexas de D7 \ J son precisamente los vértices de las componentes conexas
de G'\ J, con J vista como subgrafica de G. Es decir, las componentes cone-
xas de Dy \ J son su interior I(J), que es acotado, y su exterior O(J), que
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no lo es. O

En [10] Khalimsky, Kopperman y Meyer presentan una aplicacién del estudio
de la topologia del plano digital, y en particular del teorema de la curva de
Jordan para el plano digital: el procesamiento de imagenes digitales. En esta
publicacién trabajan con un subconjunto finito y conexo del plano digital,
es decir un subconjunto finito de Dy con T la teselacién del Ejemplo
y a cada pixel de una pantalla le asocian un elemento de Cr, pues para
C1,Cy € Cr existe un automorfismo de Dy que manda a C; en Cs. En
el transcurso de ese trabajo estudian las propiedades de los subconjuntos
conexos del plano digital y de sus fronteras, en particular se enfocan en el
caso en el que estas ultimas son curvas de Jordan en el plano digital, y qué
informacion codifican los unos de las otras. Si bien no es la intencién del
presente trabajo ahondar en esta direccion, a continuacién mostramos que
resultados de esta naturaleza también son vélidos en el contexto més general
de versiones digitales de teselaciones.

Lema 2.3.5. Sean T una teselacion y J C Dy una curva de Jordan digital
tal que JNCr = 0. Entonces, para todo x € J se cumple que < (x)NI(J) # 0.

Demostracion. Sean x € J y G la grafica de conexidad de Dy. Procederemos
por contradiccién. Supongamos que o (x) N I(J) = () y sean xy y x; los dos
puntos adyacentes a x en J (si x es un vértice entonces xo y x; son aristas
y si z es una arista entonces xy y 1 son vértices). Es claro que xy y x; no
son adyacentes. Sabemos que la subgréfica inducida por o/ (x) es un ciclo
con al menos cuatro elementos, asi que existen dos caminos contenidos en
o (x,G) que sblo se cortan en xy y x1. Sean a y b vértices de cada uno de
estos caminos, distintos de zg y ;. Como & (x) N I(J) = 0, entonces, con
excepcion de xg y x1, los vértices de los caminos mencionados anteriormente
estan contenidos en O(J). En particular, a,b € O(J).

T es una teselacion asi que, G es una grafica plana. Consideremos a la
subgrafica H de G inducida por los vértices Vi := I(J) U J, que también es
una gréfica plana. Como o7 (z) N I(J) = 0, x es vértice de exactamente dos
caras de la subgrafica H, pues o (x) N (I(J)U J) = {zg,z1}. Sea C la cara
acotada de tal subgrafica de la cual x es vértice (la otra cara es la cara exte-
rior de la subgréfica inducida por los vértices de J). Entonces tenemos que
J|C| es homeomorfa a un disco cerrado y {¢(zo), ¥ (z), v (z1)} € 0 (U |C)).
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Ahora construimos una grafica I' con conjunto de vértices Vi = Vi U {p},
donde p ¢ Vi y conjunto de aristas Er = Eq U {{p,w} | w € V}. Veamos
que I" es una grafica plana. En efecto, | J|C| es homeomorfa a un disco cerrado
v {(xo), ¥ (x),¥(x1)} € I (U|C|), asi que podemos imitar la construccién
del punto z¢ y los conjuntos M, , en la Proposiciéon para concluir
la existencia de un punto x, € |J|C| y conjuntos M, ., C C; tales que la
funcién ¢ : Vr U Er — Z(R?) definida como

Y(x) si x € Vo U Eg,
{xp} Si r=p,
M, w siz € Er\ Eg, donde py we Vg

son los vértices de =,

¢(r) =

demuestra la planaridad de I'.

Por otra parte, si consideramos a los conjuntos de vértices {p, a, b} y {xo, z, 21}
de I" podemos notar que I' contiene una subdivision de una grafica bipartita
completa K3 3, lo cual contradice al teorema de Kuratowski. La contradiccién
anterior nos permite concluir que o (x) N I(J) # 0. O

Proposicion 2.3.6. Sean T una teselacion y J C Dy una curva de Jordan
digital. Los siguientes enunciados son equivalentes.

a) J es cerrado.

b) I(J) y O(J) son abiertos.

c) J es denso en ninguna parte.

d) I(J)UO(J) es denso.

e) JNCr = 0.

f) T =0(I(J)).

Demostracion. a) = b). 1(J) U O(J) es el complemento de J, asi que es
abierto. Ademads es un espacio de Alexandroff asi que por la Proposicién
[1.2.10 al ser I(J) y O(J) las componentes conexas de I(J) U O(J), son
abiertas y cerradas en I(J) U O(J); como este ultimo es abierto podemos
concluir que cada una es abierta en Dy
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b) = ¢). Procederemos por contrapositiva, supongamos que existe un ele-
mento x € Int (J), es decir = es tal que N(x) C J. En particular tenemos

que z € J y como este dltimo es cerrado tenemos que m C J, de donde
se sigue que <7 (z) U {z} C J. Entonces podemos afirmar que J no es una
curva de Jordan ya que en la grafica de conexidad de o7 (x) U{x}, al haber al
menos un vértice, una arista y una cara que son adyacentes, hay subgréficas
que son ciclos de longitud 3. Por lo tanto J no es cerrado, asi que I1(J)UO(J)
no es abierto, lo cual implica que b) no puede ser cierto.

¢) = d). De nuevo procederemos por contrapositiva. Supongamos que
I(J) U O(J) no es denso. Como Dy es la unién ajena de I(J), O(J) y J,
entonces existe un punto z € J tal que N(z) N (I(J)UO(J)) = 0. Por lo
tanto N(z) C J, es decir z € Int(J) y por lo tanto Int (.J) # 0.

d) = e¢). Una vez més procedemos por contrapositiva. Sea = € J N Cr,
entonces N(z) = {z} € J y como J N (I(J)UO(J)) = 0, concluimos que
N(z)N(I(J)UO(J)) = . De esta manera I(J) U O(J) no puede ser denso.

e) = f). Primero veamos que J es cerrado. Como ningin elemento de J es
una cara, todos sus elementos son vértices y aristas. Ademaés sabemos que
ninguna arista es adyacente a otra asi como ningin vértice es adyacente a
otro. De esta manera, los elementos de J son vértices y aristas intercalados.
Sabemos que la cerradura de un vértice es el mismo vértice y que la cerra-
dura de una arista es la arista junto con sus dos vértices; como las aristas
y los vértices estan intercalados entonces los dos vértices de cada arista en
J son elementos de J. Por lo tanto la cerradura de cada elemento de J esta
contenida en J y, como D7 es un espacio de Alexandroff, lo anterior basta
para asegurar que J es cerrado.

Lo anterior nos permite utilizar la implicacién a) = b) para inferir que I(.J)
y O(J) son abiertos. De aqui concluimos que 0((J)) = (I(J)) \ I(J) y que
I(J) U J es un cerrado que contiene a I(.J), ya que D7 es la unién ajena de
J, I(J) y O(J). Por lo tanto tenemos lo siguiente:

I(J) = (L(IN\I(T) c (I(J)UI)\I(J) = J.

Asi, es suficiente demostrar que J C 9(I(J)). Como I(J) y J son conjuntos
ajenos basta demostrar que para todo z € J, N(z)NI(J) # 0. Sea z € J, el
Lema nos asegura que <7 (x) N I(J) # (). Por hip6tesis, x no puede ser
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una cara de la teselacion.

Si x es una arista de la teselacion, entonces los elementos de N (z) son = y sus
dos caras; mientras que los de 7 (z) son las dos caras y los dos vértices de x.
Sabemos que J e I(J) son ajenos, y que los dos vértices de = son elementos
de J. Por lo tanto o (x) N I(J) debe contener al menos a una de las caras de
z, lo cual implica que N(x) N I(J) # 0. Finalmente, si x es un vértice de la
teselacion entonces o (x) C N(x) y por lo tanto N(z) N I(J) # 0. De aqui
concluimos que J C 9(I(J)).

f) = a). Esto es claro pues sabemos que la frontera de cualquier subcon-
junto en un espacio topoldgico siempre es cerrada. ]

Notemos que la proposiciéon anterior nos provee de una clase de curvas de
Jordan digitales para las cuales I(J) siempre tiene por elemento a una cara
de la teselacion. Esto es facil de ver, pues si J es una curva de Jordan cerrada
en D, entonces I(J) es abierto, asi que para todo z € I(J), N(x) C I(J),
y ya sea que x sea un vértice, una arista o una cara, N(z) siempre contiene
a una cara de la teselacion.

Lo anterior no siempre es el caso. Si J es una curva de Jordan digital com-
puesta solamente por aristas y caras de una teselacion, entonces no podemos
asegurar que I(J) contenga alguna cara de la teselacién. Esta situacién la
ilustramos para la teselacion del plano en hexagonos regulares en la Figura
2.6l En esta figura dibujamos una linea punteada que intersecta a todos los
elementos de una curva de Jordan digital compuesta solamente por aristas
y caras de una teselacion. También dibujamos una linea negra gruesa que
intersecta a todos los elementos de su interior, ninguno de los cuales es una
cara de la teselacion.

Podemos proporcionar una condicién suficiente para que el interior 1(J) de
una curva de Jordan digital compuesta solamente por aristas y caras con-
tenga a una cara de la teselacion. Para lograr esto, consideremos la siguiente
proposicién dual a la Proposicién [2.3.6] Su demostracién es anédloga a la de
esta ultima.

Proposicién 2.3.7. Sean T una teselacion y J C Dy una curva de Jordan
digital. Los siguientes enunciados son equivalentes.

a) J es abierto.
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Figura 2.6: Porcién de la teselacion del plano con hexdgonos regulares y una
curva de Jordan digital junto con su interior.

b) I(J) y O(J) son cerrados.
c) JNVr=1.

En vista de esta proposicion, si J es una curva de Jordan digital abierta en
Dy, entonces I(.J) es cerrado, asi que para todo = € I(J), {z} c I(J), y
ya sea que x sea un vértice, una arista o una cara, m siempre contiene a
un vértice de la teselacion. Asi, I(.J) contiene a un vértice de la teselacion.
De la misma manera, podemos concluir que O(J) contiene a un vértice de la
teselacién.

La curva de Jordan digital J ilustrada en la Figura [2.6| cumple lo anterior,
pero su interior no contiene a ninguna cara de la teselacién. Intuitivamente,
esto sucede porque las caras de J estdn muy amontonadas. En la siguiente
observacién proveemos una restriccion para que éste no sea el caso.

Observaciéon 2.3.8. Sean T una teselacion y J C Dy una curva de Jordan
digital abierta. Si para toda C € Cr N J se cumple que para todo x € Vg,
C. ¢ J, entonces Cr N I(J) # 0.
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Demostracién. Supongamos que C+NI(J) = (). Entonces, como J es abierta,
se sigue de la Proposicion que (Cr\ J) C O(J). Como O(J) es cerrado,

esto implica que para toda C' € (Cr\ J), {C} C O(J).

Sea x € Vyr N I(J), el cual existe pues J es abierta. Como el interior y el
exterior de J son conjuntos ajenos y Cy N I(J) = (), por el parrafo anterior
podemos concluir que C, C J, lo cual contradice nuestra hipdtesis. Por lo
tanto C+ N I1(J) # 0. O

En la observacién anterior podemos cambiar los roles de I(J) y O(J) para
concluir que las mismas hipdtesis implican que C+ N O(J) # 0.

Como mencionamos en la introduccién, en [14] Kopperman prueba un teore-
ma similar al teorema de la curva de Jordan para una reticula formada por
puntos en el centro de cada hexagono de la teselacion del plano con hexago-
nos regulares. Kopperman dota a esta reticula de la siguiente relacién de
adyacencia: dos puntos son 6-adyacentes si los hexagonos que los contienen
comparten una arista. También, considerando a los puntos de su reticula co-
mo vértices de una grafica con aristas dadas por la relacién de adyacencia
anterior, define como 6-curva de Jordan a una subgrafica que sea un ciclo
inducido.

A continuaciéon haremos una formulacion equivalente del teorema de Kop-
perman y mostraremos que es una consecuencia de la Observacion [2.3.8|
Consideremos a T la teselacién del plano con hexagonos regulares. Pensare-
mos a las caras de la teselacion como los puntos de la reticula de Kopperman.
Consecuentemente, decimos que dos caras C7, Cy € Cy son 6-adyacentes si
Ac, N Ag, # (0. Ahora, recordemos que un ciclo inducido es un ciclo en el
cual no existe conectividad extra entre sus vértices. Como cada vértice de
la teselacién hexagonal tiene tres caras, podemos proporcionar la definicién
correspondiente a la 6-curva de Jordan para la reticula de puntos como si-
gue: J C D7 es una 6-curva de Jordan si J es una curva de Jordan digital
abierta que cumple las hipdtesis de la Observacién Con la termino-
logia que acabamos de introducir, estamos listos para probar el teorema de
Kopperman.

Teorema 2.3.9. Sean T la teselacion del plano con hexdgonos requlares y
J C Dy una 6-curva de Jordan. Entonces I(J)NCr # 0, O(J)NCr # 0 y

éstos son conjuntos 6-conexos.



46 CAPITULO 2. TEOREMA DIGITAL DE LA CURVA DE JORDAN

Demostracion. I(J)NCr # 0y O(J) N Cr # 0 por la Observacién 2.3.8
Ademas, sabemos que I(J) es conexo. Como I(J) es cerrado, para toda C' €
CrNI(J) se cumple que Ve UAe C I(J). Més ain, para toda A € ArNI(J),
se cumple que C4 N I(J) # (. En efecto, si existiera A € A7 N 1(J) tal que
CanNI(J) = (), entonces como O(J) es cerrado se seguirfa que C4 C J, por
lo que cada cara de A tendria una arista en comun con 3 caras de J, lo cual
contradice que J sea una 6-curva de Jordan. Por ultimo, es 1til destacar que
si C1,Cy € Cr, entonces Vo, N Ve, # 0 implica Ac, N Ac, # 0.

Veamos que lo anterior basta para probar que I(.J) N Cr es 6-conexo. Como
I(J) es un espacio de Alexandroff conexo, sabemos por las Proposiciones
[1.2.10] y [1.2.12] que I(J) es digitalmente arco conexo. Asi, para cualesquiera
C1,Cy € I(J) N Cr existe un arco digital ag = (xg = Cy,21,...,2, = Cy)
en I(J) de Cy a Cy, con ag de longitud minima. Como « es de longitud
minima, a lo més hay tres elementos consecutivos de una misma tesela en
ap, pues esta es la longitud mas corta de un arco de cualquier elemento de
una tesela a otro elemento de la misma.

Sea my := max{k € N | Vi < k : x9; € ag, 7 € Cr}. Si mg = §, entonces
ap va de una cara a la siguiente pasando por una arista o vértice en comun.
Como mencionamos anteriormente si C, D € Cy, entonces Vo N Vp # 0
implica Ac N Ap # 0, asi que podemos asumir, sin pérdida de generalidad,
que ap va de una cara a la siguiente pasando por una arista en comin. Con
esta convencion, es claro que «q corresponde a un 6-camino simple entre C}

y Cs.

Supongamos que mg # 5. En particular se cumple que 0 < mg <n — 1, ya
que si mg = n — 1 habria dos caras consecutivas en «g. En esta situacion,
Tm, €S una cara de la teselacion y x,,,12 no lo es. Notemos que x,,,11 ¢ Ammo
ya que de lo contrario se seguirfa que Z,12 € Vi, , contradiciendo que
ag es un arco digital. Por lo tanto Zmg11 € Vi s Tmer2 € A7 \ As,, v
Trmg+1 € Vi o Sea Gy, o, € Cy,, 1, N I(J). De nuevo, como ap es un arco
digital podemos concluir que Cy,, ., & Q0 Y Tmyrs € chm0+2. Entonces

{Tmot15 Tmg+2; Tmor3} C {Ca,,y 42t 10 cual implica que o4 & {Co, 1 )-

Para i € {0,...,n}, sea

. x; Sii?’émo—f—Q,
e si i =mg+ 2.

Tmg+2
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De esta manera, a1 := (Yo, Y1, - - -, Yn) €s un arco digital de C; a Cy en I(J) y si
definimos my := max{k € N | Vi < k: ya € v, y2; € C7} entonces my; > my.
Como n < oo, es suficiente aplicar este argumento un nimero finito de veces
para concluir que n es par y para construir un arco digital a de C; a Cs en
I(J) que vaya de una cara a la siguiente pasando por una arista o vértice
en comun. Una vez mas podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que «
va de una cara a la siguiente pasando por una arista en comun. Con esta
convencioén, es claro que a corresponde a un 6-camino simple entre C; y Cs.
Por lo tanto, I(J)NCr es 6-conexo. El mismo razonamiento, intercambiando
los roles de I(J) y O(J), demuestra la 6-conexidad de O(J) N Cr. O

Finalmente, podemos ver que el teorema de Rosenfeld que presentamos en
la introduccién también se puede deducir a partir de la Observacion [2.3.§
Empezamos considerando al plano digital D. Recordemos que Rosenfeld tra-
baja con una reticula cuadriculada dotada de las relaciones de k-adyacencia
descritas en la introduccién, con k € {4, 8}.

Como hicimos con la telesacion hexagonal, pensaremos a las caras del plano
digital como los puntos de la reticula de Rosenfeld. Consecuentemente, deci-
mos que dos caras C1, Cy € Cy son 4-adyacentes si Ag, NAc, # 0 y decimos
que son 8-adyacentes si Vo, N Vg, # (. También definimos el concepto que
corresponde a un 4-camino simple cerrado con al menos cinco puntos: J C Dy
es una 4-curva de Jordan si J es una curva de Jordan digital abierta tal
que |CrNJ| > 5y para cada C € CrNJ, |AcNJ| = 2. Es facil ver que las dos
condiciones anteriores implican que J cumple las hipdtesis de la Observacion
2.3.8] Entonces, podemos enunciar el teorema de Rosenfeld como sigue.

Teorema 2.3.10. Sean D el plano digital y J C D7 una 4-curva de Jordan.
Entonces I(J)NCr # 0, O(J) NCr # 0 y éstos son conjuntos 8-conexos.

Demostracion. I(J)NCr # 0y O(J) N Cr # 0 por la Observacién [2.3.8]
Ademas, sabemos que I(J) es conexo. Como I(.J) es cerrado, para toda C' €
CyNI(J) se cumple que Vo U A C I(J). Més ain, para toda A € ArNI(J),
se cumple que C4 N I(J) # (). En efecto, si existiera A € Ay N I(J) tal que
CaNI(J) =10, entonces como O(J) es cerrado se seguirfa que C4 C J, por
lo que cada cara de A tendria una arista en comun con 3 caras de J, lo cual
es una contradiccion.

Veamos que lo anterior basta para probar que I(J) N Cr es 8-conexo. Como
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I(J) es un espacio de Alexandroff conexo, sabemos por las Proposiciones
[1.2.10] y [1.2.12| que I(J) es digitalmente arco conexo. Asi, para cualesquiera
C1,Cy € I(J) N Cr existe un arco digital ag = (xg = C1,x1,..., 2, = C) en
I(J) de Cy a Cy, con o de longitud minima. Como ayq es de longitud minima,
a lo mas hay tres elementos consecutivos de una misma tesela en ag, pues esta
es la longitud més corta de un arco de cualquier elemento de una tesela a otro
elemento de la misma. Sea mgy := méx{k € N | Vi < k : x9; € ap, x9; € Cr}.
Si mg = 3, entonces ag corresponde a un 8-camino simple entre Cy y Co,
ya que ap va de una cara a la siguiente pasando por una arista o vértice en
comun.

n .
Supongamos que mg # 5. En particular se cumple que 0 < my < n — 1, ya
que si mg = n — 1 habria dos caras consecutivas en «g. En esta situacion,
Tm, €s una cara de la teselacion y x,,, 12 no lo es. Notemos que x,,,11 ¢ AmmO
ya que de lo contrario se seguirfa que T2 € Vi, , contradiciendo que
ag es un arco digital. Por lo tanto Zpmg11 € Vi, s Tmer2 € A7\ As,, v
Tmo+1 € Vi in- Sea Gy, € Cy,, 1, N I(J). De nuevo, como ap es un arco
digital podemos concluir que Cy,, ., & Q0 Y Tmgts € chm0+2. Entonces

{Tmo+1s Tmg+25 Tmg+3} C {me0+2}, lo cual implica que 14 ¢ {Cz,nOJrQ}.

Para i € {0,...,n}, sea

T si i #mgy+ 2,
Yi = .
Citpnyio si @ =mg+ 2.

De esta manera, oy := (Yo, Y1, .- .,Ys) €s un arco digital de Cy a Cy en I1(J)
y si definimos my := max{k € N | Vi < k : yy; € g,y € Cr} entonces
my > mg. Como n < oo, es suficiente aplicar este argumento un nimero
finito de veces para concluir que n es par y para construir un arco digital
a de C7 a Cy en I(J) que vaya de una cara a la siguiente pasando por una
arista o vértice en comun. Este arco digital corresponde a un 8-camino simple
entre C y (5, pues la 8-conexidad captura la adyacencia entre dos caras que
tengan al menos un vértice en comin. Por lo tanto, I(J) N Cr es 8-conexo.
El mismo razonamiento, intercambiando los roles de I(J) y O(J), demuestra
la 8-conexidad de O(J) N Cr. O
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