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Glosario de términos.

BCS

Primera teoria microscopica que explica la superconductividad, como un pro-
ceso de condensacién de pares de fermiones (pares de Cooper). Sus siglas sig-
nifican Bardeen—Cooper—Schrieffer en honor a los creadores.

BEC

Condensado de Bose-Einstein. Es un estado formado cuando un gas de bosones
es enfriado por debajo de su temperatura critica y una fraccién mayoritaria de
ellos pasan a ocupar un estado macroscopico.

BdG

Ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes. Permiten la descripcion de un gas de
pares de fermiones con distribuciones no homogéneas espacialmente y bajo la
accion de potenciales externos.

GP

La ecuacién de Gross-Pitaevskii. Describe un sistema de bosones interactuan-
tes muy frios (gas diluido) donde las interacciones a dos cuerpos son contro-
ladas mediante un potencial de contacto y este se mantiene por debajo de la
temperatura critica en su estado condensado.
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Resumen

En este trabajo se desarrollé la dindmica de la ecuacion de Gross Pitaevskii para
un arreglo bidimensional cuadrado. La propagacion en tiempo imaginario permitio
encontrar el estado base y los parametros para la descripcion de sistemas atrapados.
Se realizé la evolucién en tiempo real tanto de sistemas confinados como sin confi-
namiento bajo modulaciéon temporal del parametro de interacciéon para comparar la
existencia, los tiempos de formacién y las variaciones de la distribucién del espacio
de momentos en la formacién de patrones de Faraday. Una descripcion tedrica es rea-
lizada para describir las preferencias del sistema hacia ciertas zonas de inestabilidad
en el condensado. El resultado es una predicciéon muy precisa mediante una ecuacion
de Mathieu, con la que se predijo el ancho y la posicién de las zonas. Ademas fue
posible predecir la dependencia de estas zonas con la frecuencia de modulacién y
las escalas de tiempo desde que se forma la primera zona hasta que los patrones
desaparecen. De igual manera se encuentra que el sistema mantiene la formacién
de dichos patrones si se realiza la dinamica de un sistema atrapado. Se tienen en
cuenta los efectos de disipacion con el fin de analizar configuraciones cercanas a las
observadas en los experimentos.

Para extender el estudio a la dindmica en gases moleculares ultrafrios se consi-
deraron sistemas fermiénicos en el cruce BCS-BEC. En la simulaciéon computacional
del sistema se utilizaron las ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes, que forman un
sistema autoconsistente. Particularmente se obtienen las soluciones para solitones
estaticos (negros) y solitones en movimiento (grises). En el caso estatico se calcu-
laron los perfiles de densidad en tres regimenes distintos equivalentes a lado BEC,
Unitario y BCS. Aqui se observan cambios en la profundidad de los perfiles, el ancho
y las oscilaciones tanto en el perfil de densidad como en el pardmetro de orden. El
método empleado para resolver el sistema estatico sirvié para extender el analisis
a solitones moviéndose de manera ideal con una velocidad finita sobre un fondo en
reposo. Se observaron las predicciones tedricas de cambios en la profundidad del
soliton y la forma constante del valor de la fase, lo cual se conoce por la soluciéon
analitica de solitones grises de la ecuacién de GP para el lado BEC. Esto permi-
ti6 extender los resultados hacia otros regimenes donde tanto la profundidad de los
solitones como las estructuras de la fase cambian en dependencia de la velocidad.
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Abstract

In this work, we performed the dynamics of the Gross Pitaevskii equation for a
square two-dimensional array. The propagation in the imaginary time allowed finding
the base state and the parameters for the description of trapped systems. Real-time
evolution of both confined and non-confined systems was performed under temporal
modulation of the interaction parameter to compare the existence, formation times,
and variations in the distribution of moment space in the formation of Faraday
patterns. A theoretical description helped in understanding the preferences of the
condensate towards certain zones of instability. A Mathieu equation was used to
predict the width and position of the zones, thus obtaining an accurate prediction. In
addition, the dependence of these zones with the modulation frequency and the time
scales from when the first zone is formed until the patterns disappear is predicted. In
the same way, we found that the system maintains the formation of these patterns if
we perform the dynamics of a trapped system. The dissipation effects are taken into
account in order to analyze configurations close to those observed in the experiments.

By extending the study to the dynamics in ultra-cold gases, we consider fermionic
systems at the BCS-BEC crossover. For the computational simulation of the system,
we use the Bogoliubov-de Gennes equations, which form a self-consistent system. We
primarily get solutions for static solitons (black) and for moving solitons (gray). In
the static case, we calculated the density profiles in three different regimes equivalent
to BEC, Unitary, and BCS. Here, we observe changes in the depth, the width, and
the oscillations of the density profiles. We also notice changes in the order parameter.
The method used to solve the static system also helped us to extend our analysis
to solitons ideally moving with a finite speed in a rest background. We confirmed
the theoretical predictions of changes in soliton depth and the constant shape of the
phase value, which is known from the analytical solution of gray solitons of the GP
equation for the BEC side. This allowed us to extend the results to other regimes
where both the depth of the solitons and the phase structures change depending on
the speed.

VIII



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

La dindmica computacional en gases ultrafrios ha sido una herramienta muy efi-
caz en el desarrollo de aplicaciones y descripciones de sistemas cuanticos. El alcance
y prediccion en situaciones reales es lo que ha impulsado principalmente la optimi-
zacion y generacion de métodos para aumentar el poder de calculo y la extension a
sistemas cada vez mas complejos. Esto toma gran importancia en el campo de gases
atomicos y moleculares que constituyen una oportunidad para extender la aplicaciéon
de los comportamientos cuanticos sujetos a las escalas microscépicas. Las primeras
motivaciones con fines practicos sobre excitaciones elementales y condensacion en
gases cuanticos se encuentran por primera vez en los estudios sobre superfluidez [1]
y en los hallazgos experimentales sobre cuantizacién en la circulacion [2], luego de
que un conjunto de autores establecieran las bases de la teoria sobre el espectro
de excitaciones elementales en superfluidos [3] y en las predicciones de vértices [4].
El impacto de estos trabajos impulsé a otros autores a implementar métodos cada
vez mas precisos, para la descripcion tedrica, basados en técnicas variacionales y
simulaciones de Monte Carlo para la descripcion de las relaciones de dispersion y las
variables termodindmicas [5]. De igual manera no faltaron las predicciones teéricas
en los BEC basadas en modelos de gases ideales no interactuantes e interpretaciones
de las excitaciones en gases que interactuaban débilmente [6].

Generalizaciones de estas descripciones se hicieron también [7][8], pero esta vez se
tuvieron en cuenta sistemas atrapados. De igual manera, la primera observacion de
la existencia del BEC en 8"Rb [9] y *Na [10] abri6 un nuevo mundo en la biisqueda
de nuevas ideas e interpretaciones hacia los sistemas cuanticos de muchos cuerpos.
Esto permiti6 el analisis de muchas de las caracteristicas de los condensados y fa-
voreci6 el estudio computacional de la ecuacién de GP [7][8], descrita en el marco
de interacciones de dos cuerpos mediante un potencial de contacto [11] de onda-s
propio de la consideracion de gas diluido.

La posibilidad experimental de cambiar la dimensionalidad mediante potenciales
opticos también impulso la biisqueda de nuevas descripciones en las excitaciones ele-
mentales de los BEC. Esto hizo que algunos autores se propusieran configuraciones
basadas en la amplificacién paramétrica de tales excitaciones mediante patrones de
Faraday en condensados. En estos sistemas es interesante el estudio de las propie-
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dades de autoconfiguracion, las cuales se manifiestan en la evolucién temporal de
sistemas no lineales, consecuencia de las interacciones interatémicas. La observacion
de dichos patrones [12] ha permitido corroborar las caracteristicas amplificadas por
modulaciones externas de la trampa o directamente modulando la interaccién de
onda-s con campos magnéticos propuesta por [13][14], observandose la influencia de
la dimension y los modos transversales en sistemas reales.

1.2. Motivaciones

La primera parte de este trabajo es una guia para la descripcién de estos pa-
trones en sistemas reales, donde se realiza la modulacion temporal del parametro
de interacciéon. Esto es realizado mediante la simulacién de la ecuacion de GP y la
implementaciéon de un estudio basado en la teoria de Floquet. La observacion de
patrones de Faraday también ha despertado interés hacia sistemas fermiénicos des-
de la primera observacién de condensaciéon de Bose-Einstein en un gas molecular,
como lo fue en 19K [15] y SLi [16]. Los experimentos con gases moleculares son el
reflejo del concepto de gases diluidos en sistemas fermiénicos, en ellos se controla
la variaciéon de campos magnéticos en mezclas hiperfinas interactuantes mediante
onda-s dominantemente, siendo posible al estricto control sobre la relaciéon entre
el radio de accion de las fuerzas moleculares y las distancias interatéomicas. En el
proceso de configuraciéon mediante la manipulacién de estos campos externos, las
especies atémicas son enviadas hacia canales enlazados resonantes controlados por
la resonancia de Feshbach [17][18], estos conforman las nuevas caracteristicas del
sistema y definen las escalas de distancia y energia. En la figura 1.1 (tomada de [19]
) se observa como varian las escalas de distancias de los pares a través del cruce.
De igual manera las interacciones también pueden cambiar el signo manteniendo la
estabilidad sin confinamiento, contrario al sistema homogéneo BEC y el rango de
las interacciones esta determinado por el valor modular de la longitud de dispersién,
el cual puede variar desde regimenes de valor modular pequeno (BEC, BCS) has-
ta regimenes con longitud de dispersiéon mayor que la distancia interatémica pero
manteniendo el cardcter robusto de la condicién de gas diluido [20].

BCS BEC

Figura 1.1. Vista esquematica de las dimensiones moleculares de los estados reso-
nantes.

Estas interpretaciones, en conjunto con la continuidad que exhiben las variables
termodinamicas, hacen posible que la teoria de Bogoliubov para sistemas con peque-
nas fluctuaciones sobre el nivel macroscépico [21] encuentre un punto comin con la
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descripcion de superfluidez para la teoria BCS, abriendo nuevas puertas para las des-
cripciones de campo medio mediante la extension de la ecuaciéon de GP o analizando
el problema de muchos cuerpos mediante un sistema no interactuante de cuasipar-
ticulas. Aunque esta interpretacién no contempla las descripciones de oscilaciones
de baja densidad (fonones) o modos de Anderson, si describe las excitaciones con
gap de la teoria de Landau para el superfluido describiendo la presencia del minimo
rotén (minimo local en py observado en la figura 1.2 extraida de [22]).

i p
Py

Figura 1.2. Espectro de excitaciones elementales en un superfluido de “He.

El minimo del espectro de excitaciones esta determinado por la cantidad A, que
es la mitad de la energia requerida para romper un par, entonces la relaciéon de
dispersién en la vecindad del minimo tiene la forma [23]:

2
(p - pO) (11)
2m*
Los parametros en la ecuacion 1.1 estan determinados por las propiedades en cada
régimen, de manera muy particular revela el cardcter mas universal en el régimen
Unitario, donde todas las magnitudes estan en el orden de las escalas de la teoria
BCS. Por ejemplo, los valores del gap en el lado BCS y BEC coinciden con sus
respectivos semi valores de energia del enlace molecular, mientras que, en el régimen
Unitario los valores estdn en el orden de la energia de Fermi y la escalas en las
longitudes de coherencia son ¢ ~ kp'. De igual manera las mediciones de flujo y
velocidades criticas muestran mayores valores, estando en el orden de la velocidad
de Fermi [24], esto tltimo se abordara mediante las ecuaciones de campo medio de
la teoria BCS, como velocidades limites en la existencia de defectos topologicos.
Encontrar descripciones continuas en el cruce BCS-BEC, que describan a su
vez el comportamiento de regimenes mas correlacionados hace valorar en diferentes
situaciones cudl es la herramienta a utilizar. Nuevas descripciones y modelos han
surgido que contemplan, para cierta regiéon de interés, el comportamiento de la re-
lacién de dispersiéon encontrada en las ecuaciones del gap de la teorfa BCS. En [25]

e =0+
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por ejemplo, se observa el beneficio de introducir la correcciéon de Lee-Huang-Yang
[26] para vorticidades en condensados rotantes a medida que es dejado el lado BEC
y se entra en el cruce BCS-BEC, esta podria ser una de las futuras extensiones de los
calculos realizados en este trabajo, para llevar la dinamica a otros regimenes dentro
del cruce y analizar las consecuencias en las variaciones del "breathing mode". De
igual manera la idea también consistiria en poder describir el comportamiento de
dichos patrones del otro lado de la resonancia correspondiente al lado BCS. Algu-
nas soluciones a este problema pudieran ser encontradas revisando propuestas que
introducen otras discusiones para el comportamiento del potencial quimico en la
descripcién de la formacién de patrones [27].

La segunda parte de este trabajo fue la introduccién a la dinamica en tiempo real
para sistemas fermionicos interactuantes. Primeramente se analizaron las soluciones
para un sistema homogéneo [28] como la base para la implementacion de futuros
defectos topologicos. Estas ecuaciones permiten entender el comportamiento del po-
tencial quimico, pardmetro de orden superfluido, correlaciones, limites de velocidades
en la propagacion de los defectos y mas importante atin, brinda un comportamiento
continuo en la descripciéon de la relacion de dispersion. Esto busca como objetivo la
futura implementacién de mecanismos que utilicen teorias efectivas, como la teoria
funcional de la densidad dependiente del tiempo (TFDDT), para la dindmica de
gases fermionicos [29] y extenderlo a procesos de formacién de patrones de Faraday
a lo largo del cruce. Recientemente fue probada su aplicabilidad en simulaciones de
turbulencias cudnticas [30] lo cual abre nuevas interpretaciones hacia la observacion
de defectos topologicos.

Los sistemas fermionicos son sistemas fuertemente interactuantes, por lo que es
posible obtener comportamientos de este tipo en sistemas de pocos fermiones. Esto
abre todo un nuevo campo en la dindmica y comprension de fases exéticas en estos
nuevos sistemas. Para una futura comprension de este tipo de dindmica se introducen
algunos conceptos y métodos que seran tutiles para avanzar hacia esta descripcion
efectiva, donde se considera una reinterpretaciéon basada en la teoria local de la
densidad (LDA) de las ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes para un problema de
cuasiparticulas [29]. El estudio de excitaciones localizadas como vortices y muros
de dominios hacen que los intereses en gases diluidos aumenten. Estos propician el
desarrollo en el control de las propiedades del condensado, la precisién en técnicas
para imprimir fases y el desarrollo de metodologias para el rastreo no destructivo de
las imagenes, como se puede observar en la realizacién de los primeros experimentos
[31]. La longitud de coherencia en los condensados estd determinada por los valores
del potencial quimico, entonces la forma mas o menos empinada de la densidad es
una medida del aporte a la energia total de la presién o energia cinética. Esto es una
clara manifestacion del principio de incertidumbre y determina la resolucion 6ptica
de las caracteristicas o estructuras dentro de los perfiles de densidad.

Los solitones son ondas de materias que se propagan por largas distancias den-
tro del sistema sin deformacion producto a las no linealidades del medio. Solitones
oscuros son una consecuencia de los saltos en la fase proporcionados por técnicas
de impresién de fase llevadas a cabo por laseres (figura 1.3 tomada de [31]) en
condensados con interacciones repulsivas, manifestando un cambio en la densidad
caracterizada por las escalas espaciales de la longitud de coherencia.
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Figura 1.3. Proceso de impresion de fase a un condensado con la forma de cigarro.
Esto divide el condensado en dos hemisferios a ambos lados del soliton en la densidad.

La caracterizacién de estas estructuras esta determinada por la forma que desa-
rrolla el cambio de densidad en la dimension transversal a la divisién en dos hemis-
ferios debido a las diferentes formas de atrapamiento 3D. Esto abre todo un espectro
muy interesante donde se han reportado inestabilidades de serpiente en condensados
homogéneos con decaimiento en vortices y antivortices, formaciones de lineas de vor-
tices y turbulencias. El interés de esta investigacion se enfoca en los solitones de tipo
kink los cuales no presentan estas inestabilidades transversales y son de gran inte-
rés en sistemas cuasi-unidimensionales [31]. Recientemente se han mostrado avances
en los limites de velocidades y resolucién, en [32] las nuevas técnicas hacen posible
estabilizar solitones més anchos haciendo méas grande la longitud de coherencia, pu-
diendo detectar solitones con velocidades muy pequenas en proporcién a la velocidad
del sonido en el medio. Estos nuevos avances son una motivacion a las descripciones
tedricas de solitones y muros de dominios tanto en BEC [33] como su extensién a
sistemas fermiénicos. Ya varios autores han propuesto nuevas metodologias para la
comprension de estos sistemas fermiénicos como [34][35][36][37], donde estudian ex-
citaciones del parametro de orden superfluido y describen varios aspectos de interés
para la comprension de la dindmica en tiempo real. Se comenzé analizando el siste-
ma de ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes que se obtiene directamente de la teoria
BCS. Este es un sistema infinito, acoplado, y con divergencias introducidas por la
definicion en si misma del potencial de contacto de los pares, los cuales son aspectos
muy parecidos a tomar en cuenta en las ecuaciones dependientes de tiempo para
la aproximacién local de la densidad en el superfluido (TDSLDA). Entonces bajo
estas caracteristicas para el sistema acoplado con amplitudes de cuasiparticulas, se
resuelven las ecuaciones para solitones en reposo (negros) y solitones en movimiento
(grises) en un gas ideal en reposo. Esto lleva a una mejor comprension de los con-
ceptos de cambio de fase, muros de dominios y limites de velocidades establecidos
por la velocidad del sonido en el lado BEC y la velocidad de rompimiento del par
en el lado BCS.



Capitulo 2

Marco Teérico

En este capitulo se muestran algunos conceptos y resultados ttiles para entender
el desarrollo y los métodos propuestos en el capitulo siguiente. Se comenz6 a descri-
bir el condensado como un sistema de muchos cuerpos en funciéon de los operadores
de campo y se establecieron los limites donde es correcto introducir las consideracio-
nes de Bogoliubov para describir la condensacion hacia un estado macroscopico. Se
establecen ciertos criterios tomando en cuenta los conceptos de dispersion a bajas
energias e interacciones efectivas que permiten describir la interaccion de los bosones
mediante interacciones efectivas. Se analizan algunas caracteristicas interesantes en
el estado base de los sistemas atrapados y en la dinamica de sistemas disipativos
descritos por la ecuacion amortiguada de GP, como el potencial quimico y las di-
mensiones del condensado. Posteriormente se describen algunos de los argumentos
mas importantes en el estudio de gases moleculares, donde se controla la interac-
cion de los pares mediante la resonancia de Feshbach la cual introduce al estudio de
campo medio del cruce BCS-BEC mediante la teoria BCS. Por tltimo se introdu-
cen los conceptos fundamentales de esta teoria como lo son la formacion de pares,
transformaciones de Bogoliubov y cuasiparticulas y las ecuaciones del gap. Asi co-
mo la extension a sistemas dependientes de la posicién mediante las ecuaciones de
Bogoliubov-de Gennes.

2.1. La ecuacion de Gross-Pitaevskii

2.1.1. Gross-Pitaevskii dependiente del tiempo.

Para encontrar la evolucion de un sistema de bosones interactuantes se empezara
definiendo la densidad lagrangiana vélida para la funciéon de onda de muchos cuerpos
(Apéndice A.1) considerando la dependencia temporal:

. h2
L™ Ve o) = jhd*M g, — Tvqf(n)vqﬂ") — (Vo + V)@ ™apM) (2.1)
m

se define el asociado conjugado canénico de la funcién de onda de muchos cuerpos:
oL
odm

M(r,t) = = ihid*(™) (2.2)

6
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esto permite determinar la forma de la densidad hamiltoniana:

. K2
H=T(r,t)d™ — £ = Tvqﬁ(”)vqﬂ") + (Va(r,t) + V(r) o™ e (2.3)
m

que permitira encontrar el Hamiltoniano teniendo en cuenta:

H(t) = / & H(r, t) (2.4)

teniendo en cuenta esto, H (t) puede ser expresada, siendo consistentes con la des-
cripcion inicial de la funcion de onda de muchos cuerpos sin la dependencia temporal,
de la forma siguiente:

A h2Vv2

H= /d3r1d3r2...d3rn l(nl,ng...\rl,rz...>z (— le + V(I‘i)> (ri,ra...|ng,ng...) +

i

+ <n1,n2...|r1,r2...> Zth(ri — I'j) <I'1,I'2...|7’Ll,n2...>
1<j

(2.5)

utilizando A.1 se escriben ambos términos por separado como:

. 1 - h*v?
H, = Zi:/d?’rldgrz...dgrn\/ﬁwT(ri) vy, ro..T5 1Ti1...Iy) (— le + V(ri)> X
A 1
X (ry,To.. T 1Tj11...Tp| w(ri)ﬁ
1 5 h*V? A
= n;/d i)t (r;) (- o + V(ry) | ¥(r3)
A 1 1 A A
Hy = - Z/d3r1d3r2...d3rn7¢T(ri)¢T(rj) |r1,r2..ri_1Tif1...Tj_1Tj11...Tn) X
234 yn(n—1)
1 ~ ~
X Vint(ri — Ij) (1, T2 ..rio1Tip1...Tj—1Tjt1...Tn| ———=1(1;)2)(1;)
n(n —1)
1 1 A N A o
= m§ ;/dBI'le(ri)iﬂT(rj)th(ri — 15)1(r3)(r;)

(2.6)

entonces realizando la suma se obtiene la expresion:

2v2

<
~
=
SN—
<
—
H\
SN—

H= / dPripf(r) ( + V(r)> J;(r)+; / Prd®r' )t ()T (v Vi (r— 1)

por consiguiente si se toma Vi, (r—r’') = gd(r—r’) con g = % (C.1) y se consideran
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las variaciones de los operadores bosénicos suaves y el rango de accion de las fuerzas
interatémicas pequeno en comparaciéon con el espaciamiento entre particulas:

= [ i) (TG V) b+ § [ e mimimie @)

2m
entonces:
ihizﬁ(r’t) = [zﬂ(r,t),[ﬂ = W(r,t),f‘:ﬁ} + W(r,t),ﬁg}
" e A A A (2.9)
(e = [ 4 Vie) 9 e300, 0] 1)

Este resultado puede ser modificado para obtener una ecuacién que describa el
condensado evitando un problema de modos infinitos con funciones de onda simé-
tricas y las soluciones radiales para los diferentes modos. Para ello se considera la
funcién de onda del condensado tomando en cuenta la maxima poblacion del estado
menos energético, como se observa a continuacién:

A

(r) = apuo(r —i—Za w;(r

d(r) = ¥(r) + 6i(r)

ay |No) =/ No+ 1|No+1) (2.11)
ao | No) = \/No | Ny — 1)

tomando el limite termodindmico:

CLO |N0 ~ CLO |N0 \/NO |N0 (212)
por lo tanto, considerando que la poblacién térmica es nula, la funcion del conden-
sado es 1(r) = v/Noug(r) v la expresién queda :

_h2v2

zhgtgb(r, t) = o + V(r) + g™ (r, t)u(r, t)] P(r,t) (2.13)

como la ecuacion que describe la evolucion del condensado.

2.1.2. Soluciéon estatica y limite de Thomas Fermi.

La funcién de onda del condensado cumple la condiciéon de normalizacion, la cual
estd determinada por el niimero de particulas de la siguiente manera:

/MW@P:N (2.14)

bajo esta condicién se minimiza el funcional de energia de la ecuacion 2.8 de la forma
E — uN, obteniendo la ecuacion de Gross-Pitaesvkii independiente del tiempo:
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2
—QHmV%(T) +V(r)e(r) + glo(r)Pe(r) = pp(r) (2.15)
en esta ecuacién el potencial quimico es el eigenvalor de energia, diferente a un sis-
tema sin interacciones donde el eigenvalor es por definicion la energia por particula.
Para sistemas atrapados con un gran nimero de atomos, los cuales tienen inter-
acciones repulsivas, las dimensiones de la nube pueden ser lo suficientemente largas
y el sistema encontrarse tan frio como para considerar la energia potencial y de in-
teraccion muy superior a la energia cinética. Esto se conoce como la aproximacion
de Thomas Fermi y da una medida de las dimensiones del sistema. Desde la ecuacion
2.15 y bajo esta consideracion se tiene que:

V(r)(r) + glo(r)*(r) = mp(r) (2.16)
con la solucion
_k=V(r)
n(r) = J (2.17)

los limites de la nube estan dados entonces en V() = u donde la solucién desaparece.
Para una trampa potencial de la forma:

1
V(z,y,2) = om (w%f +wiy? + w§ZQ> (2.18)

los limites del condensado estardn determinados por la condicion:

i=1,2,3. (2.19)

2.1.3. Ecuacién amortiguada.

Los sistemas reales de muchos dtomos manifiestan procesos de amortiguamien-
to en los experimentos donde crecen las propiedades de excitaciones colectivas. La
ecuacion general para la dinamica del condensado tomando en cuenta procesos de
disipacién puede ser escrita de manera compacta de la siguiente manera [38]:

ihd (7 t) = Ky (7, 1) (2.20)
donde el operador K contiene una parte no hermitiana relacionada con los procesos
que llevan el sistema al equilibrio donde se satisface la ecuacion 2.15. Para sistemas

donde la desviacién desde el equilibro es pequena se puede escribir la parte no
hermitiana de la forma siguiente:

“ix [—§v2w<r> SV + ghbr) () — uw)] (221)

la ecuacion general que describe tal sistema con relajaciéon al equilibrio es:

ihopb(r,t) = (1 —i)) [—QH;V2 +V(r)+ glp(r, t)] — u] (7, t) (2.22)
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esta tiene una solucién de la forma:

U(rt) = e " (Y +0) (2.23)

con 1, la soluciéon para el estado base del condensado y § una excitacién coherente
con una dependencia e ™! donde wy(A) es compleja. Este término contiene la
informacion de amortiguamiento e ira a cero en el equilibrio.

2.2. Cruce BCS-BEC. Teoria BCS.

2.2.1. Campo medio

La consideracion de gas diluido para un gas de fermiones permite introducir una
descripcion de campo medio basada en la teoria BCS en los diferentes regimenes del
cruce. Para ello se tomard en cuenta una mezcla equilibrada de estados hiperfinos
atémicos Ny = N| que permite la formacién de pares entre los diferentes estados.
Entonces el sistema es equivalente a uno de bosones compuestos cada uno por dos
fermiones. La formacién de un par de fermiones es conectada con la creacion de un
boson con la siguiente relaciéon entre los operadores [19]:

bh =" gl i, (2.24)
k

con gi una funcién de dos cuerpos. Esta relacion tiene implicito el principio de
exclusion de Pauli (1)) y entonces éLT y éL_k | son operadores fermionicos que anti-

conmutan ({éLT, éL_k 1} = 0) y crean un fermién con momento k y espin 1 y momento
q — k y espin | respectivamente. La descripcién de la funcién de onda del estado
base BCS puede ser también escrita teniendo en cuenta la relaciéon anterior entre
operadores como un estado coherente de bosones:

A A Uk At 4
I (uy + UkCLTCT—kQ |0) = ITxuy exp (Z UkcLTchJ |0) (2.25)
Kk
donde se ha tenido en cuenta que (6L¢)2 = 0.

Para controlar la formacion de los estados enlazados es necesaria la introduccion
de campos magnéticos controlados mediante las resonancias de Feshbach (D.1 ). El
Hamiltoniano que describe un sistema formado por pares en el gas de Fermi tiene la
forma:

F[ — ,uN = Z(Ek — [L)é;r{géka + Z ka’é;r@gr_kiéfk%ék/'r (226)
ko Kk’

En el estudio de este sistema se consideraron excitaciones sobre el estado base
del condensado. Esto es posible introduciendo la aproximacién de campo medio en
conjunto con una descripcion de cuasiparticulas. Entonces el término de interaccion
entre pares sera descrito tomando en cuenta:
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AB ~ (AYB+ A(B) — (A) (B),
A=elely, (2.27)
B - é_k/$ék/T

donde los ( ) son iguales a (¢||¢) y representan el valor esperado del operador en
el estado BCS con la forma 2.25. Luego:

}AIMF = Z(Ek — ,u)é;r(aékg — Z A;‘cé*kiékT — Z AkélT(TéT—k¢ — AQ (228)
k k

ko

Con:

Ap ==Y Viae (Hrél i)
"

o (2.29)
A== Viae (e-wyéier)
k/
esto puede ser escrito de manera mas compacta tomando 1ZA)T = (éLT, C_k)):
. s (e — A\ -
Hyp =N+ (ac—p) + S 0L [(F Ui (2.30)
Kk Kk 2 P

Para diagonalizar Hyp se aplica la transformacion de Bogoliubov:

T ) _ (uke —uk) [ Gt 4 Crt 53]
<7Tk¢> (“fi “k> (éTm) k<§k¢> (231)

Partiendo de esto, las ecuaciones de campo medio pueden ser descritas teniendo en
cuenta las excitaciones del estado base y las relaciones de conmutaciéon quedaran
definidas para los nuevos operadores de la forma {’ykT,fAy;LT} =1y AAl = T bajo
la condicién que exige el estado base BCS |uk|? + |vk|?> = 1. Con esta regla y consi-
derando que las excitaciones no interacttian o el Hamiltoniano diagonal en la nueva
base se puede escribir el tercer término de 2.30 como:

s up —Uk\ [€x — p A Ux Uk At 9 39
<7kT 7_“) (vk uk> ( A* - ek> <—vl*( uﬂ) (&TM) (2.32)

donde se ha introducido:

< ékT ) — ( Uk Uk) (ﬁ/kT ) (2 33)
éT—lq —Vi Ui ’AYT_lq

Si desarrollamos un poco mas la expresion 2.32 llegamos a :

—2|ug|[ve| A + (1 — ex) (Jur]® — vr]?) 0
0 2 ur ||k A = (1 — ) (Jug|® — |vg]?)
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donde se ha obligado a que la matriz sea diagonal exigiéndose la condicion:
2(ex — w)lur] [ve] + Ak (Joe]* = url?) = 0 (2.35)

entonces las amplitudes tendran la siguiente forma:

1 _
‘uk‘2 _ = (1 + € — M ) ’
2 V0ew = )2 + AP

|WF:1(1— %1 ), (2.36)
2\ Jla—p2 +1AP
A

24/ (e, — 10)? + | A2

UV =

y 2.30 se puede escribir ahora como:

A A bk 0 Vi
Hyp = —A? —~ LA k Kl
MF +§k:(§k w+ (3 o) < 0 Ek) ( t

T-ky
= =AY (Ge— 1= B+ Y Bl Ao (2.37)
k ko
= Fpos + Y B, ko
ko
20
—— Gas de Fermi ’,/’

15

Formacion de Pares

Ei 10

Figura 2.1. Relacion de dispersién para las excitaciones de cuasiparticulas.

El cambio de operadores fermiénicos a los operadores de cuasiparticulas permite
entender el estado homogéneo de condensacion de pares y a la vez las excitaciones. La
creacion de una cuasiparticula ﬁfw sobre un estado N expresa que es posible crear un
estado con N+1 particulas anadiendo una en (k, o) o retirando una de (—k, —o) para
un sistema con N+2 particulas. Visto de otra manera, estas excitaciones describen
huecos para k < kr y para k > kp describen excitaciones de particulas. En el grafico
2.1 se observa el efecto de la formacién de pares en la relacion de dispersion, esta
abre una brecha para ambos lados del nivel de Fermi que es igual a la mitad de la
energia de enlace del par.
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2.2.2. Ecuaciéon del Gap

Partiendo desde la ecuacion 2.29 y teniendo en cuenta la amplitud de conden-
sacién para el gas homogéneo (¢| éLTéT_k¢ |¢) = ukvy la ecuacién del gap tiene la
forma:

Ak/
Ak =Y Vi (2.38)
v 2y (a0 — 1)+ [A]?
con: ‘
=V si e — pl, lew — pf < wa
Ve = (2.39)

0 si |ex— pls|ew — p| > wy

Esto representa el potencial efectivo de interaccién entre pares y describe el
proceso de formacion de pares bajo un potencial atractivo. Aqui se ha introducido
una cantidad wy, que es una pequena brecha sobre el nivel de Fermi y controla el
rango de interaccion. Introduciendo la forma del potencial efectivo la ecuacion del
gap tiene la forma:

— = zk: TN (2.40)

2.2.3. Ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes

La principal aplicacion de esta teoria microscopica es la implementacion a siste-
mas inhomogéneos, ya que permite la introduccién de dependencias espaciales. Los
resultados anteriores permitieron profundizar en los conceptos de estado base BCS y
de pequenias excitaciones. Todo este andlisis parte desde el conocimiento a priori del
Hamiltoniano de la teoria 2.26, el cual fue obtenido considerando la forma siguiente
de los operadores de campo:

Qzoz(r) = Z eik.réka
k

) =Y e, 4

k
en estos la dependencia espacial estd bien determinada por ondas planas, lo cual
permite una descripcion basada solamente en los operadores fermiénicos de creacién
y aniquilacion. Para extender este resultado a un problema con dependencia espacial
se considera la misma transformacion de Bogoliubov pero se toma en cuenta esta
dependencia en las amplitudes de cuasiparticulas, de manera que los operadores de
campo toman la forma siguiente [39]:

Pr(r) =3 (Anptin (r) — 4L 03 (x))
. " (2.42)
Du(r) = D (nyun(r) + Ahpvn(r))

n

esta transformacién diagonaliza el hamiltoniano de campo medio H, £
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con Hy = g—fjw —p+V(r).
Luego si se hace:

W)T(r) efe] - ﬁO&T(r) + A(I‘)@/A)I(
[y(r), Hepe] = Hothy (r) — A*(r)l(x)

y se introducen las transformaciones 2.42 se obtiene:

eu(r) = Hou(r) + A(r)v(r)
ev(r) = —Hyu(r) + A*(r)u(r)

14

(2.44)

(2.45)

que puede ser entendido como un sistema de ecuaciones acopladas con energias ¢, y

eigenfunciones (5”) tal que :

()= (o 25 ()

(2.46)



Capitulo 3

Resultados

En este capitulo se realizan descripciones para dos tipos de sistemas. En la pri-
mera parte se analizan los procesos de autoconfiguracion (secciones 3.1, 3.2 y 3.3)
en sistemas bosonicos. Esta parte inicia ( secciéon 3.1) con la descripcién de un mé-
todo para realizar un anélisis de Floquet a las ecuaciones que rigen la dindmica del
condensado, este se basa en encontrar las soluciones del sistema determinadas por
un comportamiento peridédico de sus parametros. Las secciones 3.2 y 3.3 describen
las simulaciones realizadas para comprender las formaciones de patrones de Faraday,
los valores de los parametros que aqui se introducen son tomados semejantes a las
simulaciones hechas en [13][14] y representan los valores del montaje experimental
que alli se describe, con sus respectivas transformaciones de unidades. En una segun-
da parte (secciones 3.4, 3.5 y 3.6) el andlisis es tomado sobre sistemas fermionicos.
La seccién 3.4 describe el comportamiento de las ecuaciones del gap, correlaciones
y aspectos generales para un sistema homogéneo. En el resto de las secciones se
introducen dependencias espaciales y se hace un andlisis teérico de como pudieran
comportarse los solitones en el cruce BCS-BEC.

3.1. Balance armodnico

En esta seccién se propone la aplicacién del método de balance arménico [40][41]
a la ecuacion de Mathieu, para describir la estabilidad del condensado luego de
introducir una perturbacion, en secciones posteriores se expondra cémo se justifica
la aplicacién de dicha ecuaciéon para la descripcién de estos procesos. El método
empleado describe las curvas de transicién en la relaciéon entre parametros, esto es
posible proponiendo soluciones en forma de series de Fourier a la ecuacién:
d*u du
2 +29(1 + kQ)E + {(1 +HQ(k)* + 4k« Cos(2wt)} u=0 (3.1)
Las series tienen la forma de la expresion 3.2 y representan funciones periddicas
con periodo 47 (n impar) y 27 (n par).

nt nt

u(t) = ioan COS(E) + b, sen(g) (3.2)

15
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Primeramente se introduce el cambio de variable 7 = 2wt en la ecuacion 3.1 tal que:

d*u du  [(1+~?) ,  4a’
a2 + 27’5 + lMQ(k‘) + el cos(T)| u =0 (3.3)

con o = ak? y v = (1 + k?). Luego introduciendo 3.2 se obtiene:

Zan lw_nj COS(ZT)—l—bn [92(14_72)—”2 Sen< T

o 4w? 4 4w? 4

w?

»)
2
n \ o n \ o v'n n (3.4)
Ay, COS (2T> 2 cos(7T) + by, sen (27> — cos(7) + bnz cos (27')
0

El siguiente paso es agrupar los términos con igual frecuencia obteniendo un
conjunto homogéneo e infinito de ecuaciones para a,, y b, para ambos casos nyq, y
Nimpar- ENtonces la soluciéon no trivial de este sistema es encontrada obligando el
determinante a ser 0, lo cual puede ser resuelto aplicando un eigensolver para los
valores propios del sistema Q2.

Para n,q se encuentra que el determinante tiene la forma:

!
02 1ia72 0 0 0 0 0 0
2a/ 2 4w? —4wy’ 20/
1492 L 1+72 1492 142 0 0 0 0
4wy 2 4w 20/
0 1+92 Q 1492 0 1442 0 0 —0 (35
0 20/ 0 02 — 16w? _ 94wy 20/ 0 0 - ( : )
1+72 1;1’,,-}/2 1+72 1+72
20/ 4wy 2 _ 16w 20/
0 0 142 142 Q 142 0 1442 0
0 0 0 - 0 0
Y Para Nimpar:
2 w? 2o/ 1 4wy 20/
Q 1442 /+ 1442 2 1492 1442 0 0 0 0
1 4wy 2 _wr 2 20/
2 1442 Q 1492 1492 0 1442 0 0 0
2a/ 0 02 — 9w? 3 4wy 2a/ 0 —0
1+~2 1—/}—72 2 1—1—’y22 1+~2 -
20/ 3 4wy 2 _ 9w 2a/
0 1442 21492 Q 14+42 0 14+42 0
0 0 0 0 .
(3.6)

Para v = 0 se obtienen las soluciones para el caso no disipativo como se vera
posteriormente. En el caso de v # 0 el procedimiento requiere la discretizacién de
soluciones reales de eigenvalores sobre todas las soluciones que se obtienen. Ademas

en ambos casos la relacion entre parametros debe ser adecuada considerando el
cambio a v y /.
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3.2. Patrones de Faraday. Dinamica conservativa.

La formacion de patrones de Faraday en condensados de Bose-Einstein es equiva-
lente a la formacion de inestabilidades en fluidos bajo aceleracion oscilatoria vertical.
La preferencia del sistema a seleccionar las longitudes de onda una vez que se forman
las inestabilidades son una caracteristica del sistema. El mecanismo de excitacién
de las no linealidades en la tesis se realiza modulando temporalmente los mecanis-
mos de dispersion. Experimentalmente estos estudios son realizados cambiando la
interaccion mediante resonancias de Feshbach de manera general, mientras que pa-
ra condensados de bajas dimensiones, es equivalente a modular temporalmente la
frecuencia de la trampa en la dimensién del confinamiento fuerte [42]. Siguiendo es-
to, se analiza numéricamente la ecuaciéon de GP donde se introducen modulaciones
temporales en la longitud de dispersion:

o = V4 V(o el (3.7

donde ¢(t) = ? = 1+ 2a cos(2wt).

El sistema que se analizara es una representacién local de un sistema atrapado
mas extendido, el cual puede ser considerado como un estado homogéneo bajo la in-
fluencia de un potencial V' (r) = 0, para todo el dominio, con condiciones de frontera
periddicas. Este es bidimensional cuadrado de dimensiones de 200 x 200 unidades
y en el inicio de la dindmica se le introduce un rompimiento de simetria espacial y
se deja evolucionar, en tiempo real con el apoyo del codigo XMDS [43]; modulando
temporalmente el pardmetro de interaccion [44]. En la figura 3.1 se muestra el perfil
de densidad de la simulacion, en este se captura el momento donde el sistema se
autoconfigura formando patrones a la izquierda y cuando desaparecen a la derecha

[13].

—200 % : - 200 AR . : ~200 .
2500 ~150 ~100 ~50 50 100 150 2500 150 ~100 ~50 0 2500 ~150 ~100 -50 0 50 100 150

Figura 3.1. Perfil de densidad obtenido haciendo la dindmica de un sistema bidimen-
sional cuadrado en tiempo real. Las distribuciones equivalen a tres tiempos diferentes
(aumentando de izquierda a derecha) de la simulacién.

Estos procesos de autoconfiguraciones temporales estan ligados a la seleccion
de frecuencias que provoca la resonancia entre la frecuencia natural del sistema y
la frecuencia de modulacion externa. Para entender mas de cerca que ocurre en
la simulacién se parte de la aproximacion de un estado homogéneo, el cual puede
ser entendido por una superposicion, donde solo yacen ondas planas con pequenos
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momentos (k — 0). Luego se realiza una perturbacion espacial, la cual excitara varios
de los modos (ondas planas) del medio. La forma més sencilla de la perturbacion
tendrd la forma 1 + w(t) cos(k - r). La forma del espacio de momentos cambiara
en dependencia de como se elija la perturbacién pero no afectaran los proceso de
seleccion de frecuencias, solo cambiaran los tiempos de formacion.

Un ejemplo de propuesta inicial para la perturbacion es la introduccion de multi-
ples modos, entonces el espacio de momentos estara descrito por una serie de anillos
(un anillo por cada grupo de ondas planas con la misma energia, independientemente
de la geometria) que describen diferentes grupos de ondas planas que se propagan sin
preferencia en todas las direcciones y se dispersan entre ellas. Entonces la modula-
cion, borra las huellas del estado inicial mediante procesos de dispersion y comienza
la seleccién de cada grupo de ondas planas que cumplen la relacion de resonancia,
primero la primera zona y transitoriamente el resto. Con el paso del tiempo el sis-
tema a seleccionado suficientes grupos de ondas planas como para que la seleccion
por modulacion pierda el control y ya no pueda competir con los procesos de disper-
sion de los demas modos con los modos seleccionados y de los modos seleccionados
entre ellos, en otras palabras el sistema no puede seguir regulando el orden sin otro
regulador externo como lo fue hasta cierto instante de tiempo la modulacién. Otro
punto de vista del cambio hacia un sistema mas desorganizado pudiera estar dado
por el aumento de interferencias inevitables luego de la organizacion temporal.

A esta distribucién espacial le corresponde la descripcion del espacio de momentos
observada en la figura 3.2, en estas se pueden apreciar las zonas de inestabilidad para
las cuales se configura el condensado. Inicialmente se forma la primera zona en un
tiempo, el cual se encuentra que esta conectado con el tamano de la perturbacion
inicial, alcanzandose con mayor rapidez en cuanto mayor es la perturbacion. El resto
de las zonas se va formando justo después de formarse la primera y esto continua
sucesivamente hasta que el condensado vuelve a perder tales configuraciones.

De igual manera los tiempos en las auto-configuraciones del sistema también son
sensibles a los cambios en la amplitud («) y a las frecuencia (w) de modulacion,
haciéndose mas largos si estos pardmetros disminuyen.

Figura 3.2. Distribucién de momentos obtenida haciendo la dindmica de un sistema
bidimensional cuadrado en tiempo real. Las distribuciones equivalen a tres tiempos
diferentes (aumentando de izquierda a derecha) de la simulacién.

En la figura 3.3 se muestra la configuracion del espacio de momentos variando
la frecuencia de modulacion del parametro de interaccion en tres valores diferentes
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(0.3m, 0.47 y 0.57). Es posible observar cémo crece el radio de las distribuciones con
el aumento de w, al contrario del comportamiento encontrado en las distribuciones
espaciales.

k, 00 ky 0.

-1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 .\—15 -1.0 -05 0.0 .

ky k., ke
Figura 3.3. Distribucion en el espacio de momentos para tres diferentes frecuencias
de la modulacién (0.37, 0.47 y 0.57). En cada caso la distribucién equivale a el
tiempo donde se han formado la dos primeras zonas visibles.

3.2.1. Andlisis de estabilidad.

Para un sistema con ausencia de modulacién (o = 0) el condensado de encuentra
en el estado base ¥(r,t) = ¥y(r)e . Si unido a esto se considera ademés que la
distribucion espacial es la correspondiente a un potencial plano (V(r) =0) p =1
y ¥o(r) = 1, entonces la funciéon de onda macroscopica del gas tendra la forma de
P(r,t) = e~ Luego si se toma en cuenta que la modulacién estd encendida desde un
inicio de la descripcién del sistema, la funciéon de onda macroscopica estara descrita
ahora por:

¢hom(t) _ e—it—% sen(2wt) (38)

Para analizar patrones de Faraday, se sigui6é la propuesta de la introduccion
de una perturbacién espacial a el sistema homogéneo, esto permite analizar como
evoluciona el condensado hacia sus inestabilidades y como cambian las distribuciones
en el espacio de parametros. Para ello se introduce una hipotética forma para el
estado perturbado dada por [13]:

(1, t) = Ypom (t) [1 + w(t) cos(k - r)] (3.9)

donde w(t) es la amplitud compleja de la perturbacién. Esta propuesta para intro-
ducir un rompimiento de simetria permite encontrar mediante la ecuacion de 3.7 la
forma concreta de los coeficientes para ver emerger soluciones inestables luego de
realizar la dinamica. A continuacion, se presenta el andlisis para encontrar la relacién
entre estos coeficientes:

i;¢ = 1Whom(t) |(—i — 2icvcos(2wt)) (1 + w(t) cos(k - 7)) + gtw(t) cos(k - r)
(3.10)
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— V2 = Ppom (H)w(t)k* cos(k - ) (3.11)

()P = ct) [(1+u(t) cos(k - 7))* + (v(t) cos(k - 7))°] ¢
~ c(t) [1 + 2u(t) cos(k - )] ¥ (3.12)
~ Ypom(t) [1 4 3u(t) cos(k - r) + iv(t) cos(k - 7))
donde u(t) = Re(w(t)) y v(t) = Im(w(t)).
Agrupando los correspondientes términos real e imaginarios y considerando solo
el primer orden de la perturbacién se obtienen las ecuaciones para las amplitudes:

dt
i (3.13)

Su(t) = = [u®)k* + 2u(t)e(?)]

lo cual lleva a la ecuacién de Mathieu [13] que describe el comportamiento de auto-
configuracion del condensado:

d*u

e + [92(14) + 4k*a COS(Zwt)] u=0 (3.14)
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Figura 3.4. Zonas donde el condensado se vuelve inestable representado por las
franjas grises en cada uno de los casos. Las configuraciones cambian dependiendo la
frecuencia externa (0.3w, 0.47 y 0.57) como se indicé que ocurre en la simulacién
numeérica.

Las curvas de estabilidad para esta ecuacion estan determinadas por una serie

infinita de resonancias localizadas en k, = \/ —1+4/1+ (nw)? donde n estd dado

por la condicién de resonancia €(k,) = nw entre la frecuencia externa 2w y la
frecuencia natural del sistema dada por la relaciéon de dispersién Q2 = kv/k2 + 2. Lo
anterior expuesto permite encontrar la relacion entre a y k que describe el cambio
en el ancho y posicién de las zonas luego que el sistema forma los patrones como
se muestra en la figura 3.4. Este resultado se encontré utilizando el método de la
seccién 3.1 y es consistente con [13].



CAPITULO 3. RESULTADOS 21

3.2.2. Sistemas atrapados.

Se espera encontrar que los patrones observados en el anterior sistema 2D en un
potencial plano ( V(r) = 0 ) también prevalezcan bajo la accién de una trampa.
Esto introduce ciertos requisitos adicionales al calculo, por lo que se reduce una
de las dimensiones y luego se coloca el confinamiento, esperando que esto describa
correctamente la generalidad de un sistema cuasi 1D.

1.10
1.05
n(x) 1.00
0.95
0.90

-800 -600 —-400 -200 0 200 400 600 800
x

Figura 3.5. El perfil de densidad luego de la formacién de patrones para un potencial
plano en la dimensién méas larga, para un configuracion rectangular donde se ha
hecho pequena la dimensién transversal. Los parametros utilizados fueron a = 0.2
yw=0.37
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Figura 3.6. El perfil de densidad luego de la formacién de patrones para un potencial
plano en la dimensién mds larga. Se ha colocado una trampa arménica (w, = 0.002)
manteniendo la configuracion rectangular de la figura 3.5 y los mismos parametros
para la simulacion. Se observa cémo los patrones surgen ahora envueltos por la forma
parabdlica de la densidad para el potencial armoénico.

Se encontrd que el sistema también se configura formando patrones (figura 3.5)
siempre y cuando se mantenga el aporte (un tamano pequeno pero distinto de 0) de
la dimensién transversal. Previas simulaciones fueron realizadas sin tomar en cuenta
esto y no se observa la formacién de dichos patrones. De igual manera se analiza el
peso de la tercera dimension realizando una dindmica més costosa y esta demuestra
que es valido el resultado 2D. Basados en la dindmica del sistema anterior proce-
demos a validar la existencia de estos patrones al colocar una trampa en nuestras
simulaciones. El resultado es mostrado en 3.6 donde se encuentra que los patrones
emergen envueltos en la estructura formada por la trampa armonica.
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3.3. Patrones de Faraday. Dinamica no conserva-
tiva.

Siguiendo la metodologia anterior la simulacién puede ser extendida a sistemas
reales y obtener el mismo grado de prediccion para los patrones, para ello se introduce
una correccién fenomenolégica a la ecuacion de GP [38]. La ecuacién de GP bajo
esta consideracién es mostrada a continuacion:

2 (L) (- P+ 20cos@en P (3.15)

Los patrones emergen con una mayor simetria, debido al hecho, de que el sistema

ahora limita las frecuencias para un valor determinado de la amplitud de la modula-

cién « e incluso establece valores umbrales en este para la formacion de patrones. A

diferencia de la simulacion conservativa, aqui el sistema mantiene ciertas simetrias

en el perfil de densidad y relaja a una distribucién estacionaria de patrones que
aparecen y desaparecen oscilando con la mitad de la frecuencia de la modulacion.

_4940 -30 =20 -10 0 10 20 30

X T xr

Figura 3.7. Perfil de densidad para el tiempo donde se alcanzan los patrones esta-
cionarios. Estas corresponden a una frecuencia de modulacién de la trampa igual a
a) w=0.57,b)w=myc)w=157y a los pardmetros o = 0.2, v = 0.03.

En la figura 3.7 se muestran los perfiles de densidad encontrados en la diné-
mica con la ecuacion 3.15 para arreglos cuadrados con el mismo valor del término
de disipacion pero para diferentes frecuencias de modulacién. Aqui se observa la
distribucion del perfil de densidad para el tiempo donde se alcanza la distribucion
estacionaria, la cual a partir de ese instante comienza a aparecer y a desaparecer.
También se aprecia que los patrones estacionarios cambian su geometria global para
las diferentes frecuencias, lo cual estd en consistencia con lo obtenido por [13], obte-
niéndose una muy llamativa configuracion hexagonal en las frecuencias intermedias
que no es muy bien capturado por [13]. Estas imagenes muestran también la dismi-
nucién del tamano de los patrones con el aumento de la frecuencia de modulacion
externa, lo cual puede ser comparado visualmente desde la figura 3.7 a la izquierda y
a la derecha que equivalen a w = 0.57 y w = 1.57 respectivamente. De aqui se puede
decir que aumentaron practicamente el doble, ya que aunque la imagen esta ajustada
amigablemente para la comparacion del caracter global de los patrones estas corres-
ponden a dimensiones que van de 40 x 40 en la dindmica con w = 0.5 (izquierda)
a 20 x 20 en la dindmica con w = 1.5 (derecha), que representa aproximadamente
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una el doble de la otra. Esto es un comportamiento que ya se observaba desde la
dindmica conservativa.

En los calculos realizados en la tesis se tuvo en cuenta el analisis del espacio de
momentos de la dinamica no conservativa, que es quién describe con exactitud que le
esta pasando a la superposicion de ondas planas mientras cambia la simetria espacial
de los patrones, pero no se logré capturar todavia un analisis detallado. Se conoce que
lo que esta pasando es que ademas de que la disipacion restringe la formacion de los
anillos de mayores momentos, logrando un estado “estacionario” también selecciona
entre las direcciones de un mismo grupo de momentos. Por ejemplo en el caso de
un arreglo con forma cuadrada se esta en presencia de modos contra propagantes en
las direcciones longitudinal y transversal. El caso hexagonal es el producto de tres
modos contra propagantes haciendo un angulo % de entre ellos.

3.3.1. Andlisis de estabilidad.

Al igual que el analisis realizado en el caso conservativo, para la dindmica no
conservativa también se puede encontrar la ecuacion de Mathieu que rige la estabili-
dad del condensado considerando la evolucion luego de introducir una perturbacion
espacial con una amplitud compleja. Las ecuaciones correspondientes para la parte
real e imaginaria de la amplitud de la perturbacion, al igual que para las ecuaciones
3.13, ahora son escritas de la siguiente manera:

d

di’ = u(t) [k + 2¢(t)] + v(t)7k

de (3.16)
_ 2 _ 2

2 = vk —u(t)y (k*+2)

de aqui se deduce la ecuacion de Mathieu que describe la estabilidad para sistemas

disipativos sin confinamiento:

d*u

dt?

du

+2y(1+ k%)=

+[(1+9%)Q(k)? + 4k cos(2wt) | u = 0 (3.17)

Aplicando el método de balance armoénico propuesto en la seccién 3.1 se encuen-
tran las soluciones 27 y 47 periddicas para los parametros. Las soluciones encon-
tradas son mostradas en la figura 3.9, la cual es consistente también con [13], en
esta se aprecia como las zonas de inestabilidad donde se configura el condensado se
modifican en comparacion a v = 0.

Para valores pequenios de « esta grafica describe que no hay formacién de pa-
trones y para valores dentro del rango donde el signo de la modulaciéon corresponde
a un BEC, el sistema solo manifiesta una zona de estabilidad para la configuracién
estacionaria. Para observar esto en nuestra simulacién se realizo la dindmica para
diferentes valores del parametro « en un sistema donde se redujo una de las dimen-
siones, de tal manera que solo fuera visible el comportamiento en 1D. En la figura 3.8
se observan las equivalentes distribuciones de momentos de la soluciéon estacionaria
de los patrones para dos valores de « diferentes. El lado izquierdo corresponde a
a = 0.05, para este valor el sistema no muestra ninguna zona de inestabilidad, lo
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Figura 3.8. Distribuciéon de momentos para dos valores de la amplitud de la modu-
lacion. A la izquierda o = 0.05 y a la derecha oo = 0.2, estos dos resultados capturan
la sensibilidad de la distribucién de momentos hacia la introduccién de la disipaciéon
(v = 0.03) una vez alcanzada la distribucién estacionaria.

que se observa es ruido y momentos de orden 0. En el lado derecho que corresponde a
a = 0.2 si es posible encontrar las dos franjas propias de la primera zona ademés de
los momentos de orden 0. Estos resultados estan en correspondencia a la prediccién
tedrica de la figura 3.9 que también predice la variacion del ancho para valores de «
donde se ve la primera zona.
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Figura 3.9. Zonas de inestabilidad obtenidas mediante el método propuesto de ba-
lance armonico. Estas corresponden a un valor de v = 0.01 (izquierda) y v = 0.03
(derecha) para una frecuencia de modulacién de 0.37

3.3.2. Sistema atrapado

Siguiendo la propuesta de [14] donde se describe la formacién de patrones de
Faraday en sistemas cuasi-unidimensionales apoyandose en simulaciones 2D como
se realizo para el caso v = 0 y conociendo desde estas mismas simulaciones que
los patrones prevalecen bajo confinamiento, entonces un resultado esperado es la
distribucién de patrones bajo las condiciones de disipacion. En la figura 3.10a se
observa un sistema donde solo se ha colocado confinamiento transversal, aqui es
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posible observar igualmente la formacion de patrones. Para estos resultados se ha
considerado un cambio hacia las distribuciones estacionarias, las cuales ahora estan
atrapadas y esto equivale a la modificacién del potencial quimico, lo cual puede ser
evaluado mediante la aproximacion de Thomas Fermi. El analisis de estabilidad es
ahora un estudio pendiente, porque se necesita una nueva descripciéon que tome en
cuenta la ecuacion de Mathieu escrita para sistemas disipativos bajo confinamien-
to. En la figura 3.10b se anadié el confinamiento longitudinal mostrando de igual
manera estos patrones. En la dinamica se encontr6 también que el sistema luego de
alcanzar su distribucién estacionaria comienza a oscilar con la mitad de la frecuencia
de modulacion y se observaron también las variaciones del tamafio espacial de las
distribuciones.
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(a) Formacién de patrones para un sistema con confinamiento transversal(w, = 1).
Los parametros de la simulacién son w = 0.37, « = 0.2 y v = 0.01.
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(b) Formacion de patrones para un sistema con confinamiento transversal (wy, = 1) y
longitudinal (w, = 0.013). Los pardmetros de la simulacién son w = 0.37, o = 0.2 y
v = 0.01.

Figura 3.10. Resultados de la dinamica con la ecuacién no conservativa bajo confi-
namiento.

Para futuras simulaciones se priorizara un sistema mas amable para la compa-
racién de los resultados del laboratorio. Estos incluiran la simulacién modulando la
trampa [14] y la descripcién en el espacio de momentos.

3.4. Sistemas fermidénicos. Ecuaciones del Gap.

El proceso de condensacion en gases de Fermi interactuantes toma lugar por
debajo de cierta temperatura critica. El sistema alcanza un estado superfluido ca-
racterizado por la formacién de pares que tienen dispersiones de bajas energias y se
comportan como un gas diluido. Aqui se estudia el comportamiento de estos gases
bajo la modificaciéon de la longitud de dispersién mediante la resonancia de Feshbach
D.1. Esto hace que el sistema cambie de regimenes de interaccién y adopte diferentes
caracteristicas. En un lado de la resonancia, con valores pequefios y negativos de la
longitud de dispersion, el sistema es caracterizado por los pares de Cooper de tama-
nos grandes comparados con las distancias entre particulas y que son descritos por
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configuraciones de muchos cuerpos; y al otro lado, con valores pequenos y negativos
de la longitud de dispersion, el sistema sera descrito por dimeros, con naturaleza
bosénica por la unién de dos fermiones (seccion 2.2.1), que se encontraran en estado
BEC si el sistema es frio y diluido. A medida que el sistema transita por diferentes
regimenes también cambia la relacion de dispersion del sistema y el parametro de
orden superfluido. Para encontrar esto se resuelve la ecuacion del gap de la teoria
BCS, la cual es resuelta formando un sistema de ecuaciones con la ecuacion del ni-
mero de particulas, para encontrar el par de valores de vy A que satisface cada uno
de los valores del pardmetro de interaccion [20][28]. La ecuacién 2.40 tiene implicitas
divergencias debido al corte impuesto en el potencial de contacto de los pares, estas
pueden ser corregidas mediante un procedimiento de regularizacién descrito por [45]

m
_WJrﬁZﬁ (3.18)

entonces la ecuacién a resolver es ahora'
— _— — = 3.19
z (2Ek =) (3.19)

Teniendo en cuenta [46] que Y, = 3 [ 4rk*dk y con:

drag

47ras

k? E dk
2 = —-—— = 7k =
T omA Ea A e V2mA (3.20)

se puede escribir la ecuacién para el gap como una integral infinita de la siguiente
manera:

1 2 o0 1 1
—— = —V2mA 22dx ( - > (3.21)
T 0 E, a2

Qs

esta ecuacion es resuelta formando un sistema de ecuaciones con otro resultado, di-
rectamente extraido de la teoria BCS, que es la ecuacion de la densidad de particulas
en funcion de la energia de los estados(T, 1):

— Z (1 — ) (3.22)
esta se puede escribir como una integral infinita de la siguiente manera:

n= 2; (2mA)3 /O Y e (1 - é”;) (3.23)

Luego se hacen algunas consideraciones para reescribir los integrales de las ex-
presiones 3.21 y 3.23 como polinomios de Legendre. Entonces conociéndose que [47]

1
1\4 1
_ V%o / Vzdz _ (1 N 2) - VZo
0 E JE—=1D2 4 x5) 2 1+L) 2
0 0
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donde x¢ = &, se puede inmediatamente encontrar una forma méds loable para esta
ecuacion:

"= kra NITEYX

Este mismo procedimiento es aplicado a la densidad teniendo en cuenta que:

=+ M)ip% <_“) (3.25)

3 3
0o g4 xg [ 22dz x2 1.3 1
Tedr="0 [ Ty yip ) (3.26)
EYT 2, Jooirig 2 2 | i
0 0 (z—1)2+ P 5 1+ 22

la representacion general ahora en las nuevas funciones viene dada por:

3
0

3
1 1 o 1.

o
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donde si se aplica la siguiente propiedad:

N

)
(3.28)

pfom Y_ 4 p Lk ) 1,
2\ Vgt AT 3VAT+ 2 2\ P+ Ar) 3

3
y teniendo en cuenta n = ;%, se obtiene el resultado para la densidad:

4 1 3
w:”Uﬂ+A%”1<_¢E%3F>+(M*¢YVP%<‘¢m%7v> (3.29)

Esta es resuelta en conjunto a la ecuacién del gap (las ecuaciones 3.25 y 3.29 estan
escritas de tal manera que p y A estan en unidades de er) mediante el método de
Newton-Rapshon acercandose iterativamente a la solucién con un grado convincente
de tolerancia (1078). Los valores obtenidos para el potencial quimico y el pardmetro
de orden pueden ser observados en la figura 3.11.

Estas graficas muestran la relacion de dispersion de la mezcla a lo largo de todo
el cruce y de aqui se infiere como varia la interaccién entre estados de espines para
cada régimen. Estos resultados son de vital importancia para cualquier simulacion
con defectos topoldgicos, ya que muestran el comportamiento asintotico de las ex-
citaciones en el parametro de orden superfluido y son resultados que no se pueden
obviar y cualquier dindmica tiene que ser consistente a priori. Los valores obtenidos
en la solucién de la ecuacion del gap hacen posible encontrar cémo se comporta la
ocupacion de estados para un condensado homogéneo en relaciéon a la energia de los
atomos, en la figura 3.12 (izquierda) se observa este resultado dado por la expresion

1 €k — [
ne=~-1- 3.30)
2 ( V(ec— )2 + |A|2) (
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Figura 3.11. Comportamiento del potencial quimico (izquierda) y del valor de gap
(derecha) a través del cruce BCS-BEC.

aqui se le asignan distintos valores al potencial quimico lo cual da una idea de como
varia la superficie de Fermi de un extremo a otro del cruce, a medida que se acerca
hacia el limite BEC la estructura va desapareciendo [28].
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— /l = —2
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Figura 3.12. Ocupacién de los fermiones contra el cambio de su energia cinética para
distintos regimenes del cruce (izquierda). A medida que se entra a el lado BEC la
superficie de Fermi se va perdiendo. Correlaciéon de los pares para distintos regimenes
del cruce (derecha).

Otro interesante resultado son las correlaciones de los pares, estas son deter-
minantes para entender la extension espacial de la funciéon de onda de los pares
O = %t a lo largo del cruce. Esta descripcion puede ser dada mediante la funcién
de correlacién de pares con espines opuestos [48]:

1 A A 2
9(r) = — (@l ¥ (r)](0) 9)] (3:31)
con n la densidad de particulas. y luego:

P Jdrg(n) T Sl
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y tomando el continuo:

1 dk (KGR By

2
air 00 333
Spnir = 2k (B2 ) (333
De aqui se calcula &4 como una funcién de zo = & [46] :
1 4\ 1/2 T I 1/3
K pair = + 3 (o15(20) +2 61(/f0)) (3.34)
2 (1+ zj)

donde:

X

2 \/1+.17(2)+$0
] y - -

N 2

2 1 T 3
5(z0) = (1 +2p) 2" (1+a23)?2)  da}1+ 23V 27 (1+a3)?

1 T x?
Io(@o) = 2+t (2’ 1+ x3)1/2>
(3.35)

con F (g, m) y E (g, Ii) los integrales elipticos de primer y segundo tipo respectiva-
mente.

En la figura 3.12 (derecha) se muestra como varian las correlaciones de los pares,
estas también permiten validar las escalas de tamano de los pares en los resultados
numéricos de la ecuaciones de BdG.

3.5. Excitaciones en sistemas fermionicos. Solito-
nes Negros.

Las ecuaciones de BAG pueden ser resueltas numéricamente para describir un
problema no interactuante de cuasiparticulas el cual se ha propuesto para la des-
cripcién de sistemas de superfluidos fermidnicos, donde las interacciones van desde
fuertes en el lado BCS hasta los limites de la teoria de Bogoliubov en las fluctuacio-
nes sobre el estado BEC. La amabilidad de estas ecuaciones permite la introduccién
de comportamientos espaciales que pueden ser muy utiles para describir el com-
portamiento de solitones o muros de dominios en el cruce BCS-BEC [34]. Estos
constituyen excitaciones en el parametro de orden y deben existir en consistencia a
los resultados encontrados en la seccién anterior para una distribuciéon homogénea.
Las ecuaciones a resolver son:

(500 3) (i) = () -

Este sistema tiene un espectro €, y u,(r), v,(r) son las amplitudes de cuasipar-
ticulas. Esto puede ser resuelto con la siguiente condiciéon de normalizacion:

[ & g (1) (1) + 0 (7Y ()] = S (3.37)
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y las siguientes ecuaciones para el pardmetro de orden y la densidad:
A(r) = =g uy(r)vy(r)
"

3.38
n(r) =23 |vy(r)[’ (339

Las soluciones autoconsistentes son encontradas mediante la continua evaluacion
del parametro de orden hasta alcanzar un deseado rango de tolerancias. También
se tuvieron en cuenta las divergencias ultravioletas por utilizar un rango finito para
el potencial efectivo entre pares, lo cual es controlado introduciendo un corte en los
modos y una renormalizacion al parametro de interaccién:

1 8me 2 |E,
= D (3.39)

kra gky T\ ep
Se considera un sistema 3D homogéneo (V.,; = 0) y las dimensiones son esta-
blecidas sobre una caja L x L% donde L es la dimensién de la coordenada z donde
existe el perfil del soliton y en las deméas dimensiones es traslacionalmente simétrico.

Las soluciones de las ecuaciones tendran la siguiente forma:

vk )
(1) = i, () (3.40)

donde v, = (z,y) y ki = (ky, k), donde k, = 22?” y ky, = 22%, con ny = (ng,ny)
y Ng, Ny enteros.

Todas las operaciones pueden ser modificadas para realizar los calculos con varia-
bles adimensionales en energias, momentos y longitud. Las energias estan divididas
por la energia de Fermi (er), los momentos por el momento de Fermi (k) y la
longitudes por el inverso del momento de Fermi tal que:

10 20
kr kr (3.41)
0< €nn, < E. E.=50¢cp

L

la condicion de normalizacion es ahora:
[ @z [t () + onn, ()] =1 (3.42)
Luego el sistema de ecuaciones de 3.36 toma la forma:
—0%2_ 7
(o) o) (o) = (o) o
donde ji = pu — k2 — k)
Este sistema de ecuaciones es resuelto tomando una discretizacién del espacio

[ =1,2,3...N y utilizando una adaptacién de el método propuesto por [49] a este
problema. La forma para la segunda y primera derivada es la siguiente:
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926(z) = Q11 — 2(;21 + @11
I (3.44)
D.6(2) = I+1 . -1

Esto lleva a resolver un problema de eigenvalores para la siguiente configuracion

matricial:
A B U U

donde la matriz A es triagonal con la siguiente forma:

Z-p —3% 0 0 0 0
1 2 7~ 1
—7 w i -z 0 0 0
0 L0 0
A= 0 (3.46)
0 0
. 0 T T —5%
0 e . 0 =% A0
y B es una matriz diagonal con dimensiones N:
Ay 0 0 0 0 0
0 Ay 0 0 O 0
0 0 As 0 0 0
B=|: 0 "~ 0 0 (3.47)
o ... 0 0 - 0 O
o ... ... 0 0 .0
0O ... ... ... 0 0 Ay

esta contiene la informacién del pardmetro de orden y la fase del superfluido, la
cual se forma inicialmente con una funcién de prueba. Luego U y V son los vectores
solucién correspondientes a las amplitudes de cuasiparticulas.

La soluciones son encontradas con una tolerancia de 1078 sobre la mayor va-
riaciéon de la energia para todos los modos seleccionados. El sistema a resolver es
unidimensional con una modificacion en el potencial quimico que tiene en cuenta el
aporte de los modos transversales correspondientes a ondas planas.

Este sistema puede converger a varias soluciones dependiendo principalmente
del nimero de modos transversales y de la energia de corte que sea establecida.
Entonces encontrar un criterio que discrimine la solucién dentro de un conjunto
infinito de ellas es una tarea que se desarrollé analizando los resultados analiticos
conocidos y las evidencias numéricas de la convergencia. Para un nimero acertado de
modos transversales se encontraron los valores de la energia de corte que satisfacen
la solucion homogénea del parametro de orden y ese fue el principal criterio para
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Figura 3.13. Perfil de densidad en lado BEC (7 = 1) obtenido con las ecuaciones
de BdG y su forma analitica.
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Figura 3.14. Perfiles de densidad (izquierda) y parametro de orden (derecha). Estos
equivalen a tres regimenes del cruce: BEC (7 = 1 ), Unitario (n =0 ) y BCS (

n=-1).

encontrar la solucién final. En este caso resultaron de interés la obtencién de los
perfiles de densidad en tres regimenes distintos equivalentes a el lado BEC, Unitario
y BCS. El resultado en el lado BEC se muestra en la figura 3.13 para 7 = 1 donde fue
comprobado que fuera consistente ademas con la solucién analitica de la ecuacion
de GP y se demostrd que es mejor la coincidencia a medida que se acerca mas hacia
el lado BEC (1 > 1). Los resultados obtenidos para los solitones se muestran en la
figura 3.14. Aqui se observan cambios en la profundidad de los perfiles y en el ancho
pasando desde una distribucién mas profunda y ancha en el lado BEC hasta una
estrecha y poco profunda en lado BCS.

Las oscilaciones tanto en el perfil de densidad como en el pardmetro de orden
son una caracteristica propia del cambio a un sistema con correlaciones mas largas.
En la figura 3.15 se muestra una vista esquemaética de la forma del primer modo
|vg]? para el lado BCS, Unitario y BEC donde se realizé un ajuste conociendo que
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Figura 3.15. |ug|?(2) para el estado de menor energia con k; = 0. (a) corresponde
al régimen BCS, (b) a el Unitario y (c) al BEC. La descripcién analitica en (a)
corresponde a v, ~ sen(kr) exp(z/Epcs) con Epcs = 4.8k5" 1o cual es mayor al valor
de Epair = 3.56/@;1 encontrado en los calculos de campo medio de la seccion 3.4.

v, ~ sen(kr)exp(z/&pcs). Este ajuste permitié identificar el cambio en el tamano
de los pares dentro del soliton, los cuales aumentan con respecto a los encontrados
para el estado homogéneo. Se determiné un ¢pcg = 4.8k lo cual es muy diferente
del valor reportado por [34] de £gcs = 10kp" pero contintia siendo mayor al valor de
Epair = 3.56k" encontrado en los célculos de campo medio para el estado homogéneo,
lo cual indica que el par creci6. Este crecimiento pudiera ser entendido como una
consecuencia directa de la disminucién del médulo de A ( figura 3.14 a la derecha )
en el solitén que se traduce a su vez como una disminucioén de la energia de enlace.
Esto lleva también a reflexionar sobre el significado de las oscilaciones de Friedel,
las cuales pudieran ser la manifestacién de procesos de interferencia por el aumento
de las correlaciones en el soliton.

3.6. Excitaciones en sistemas fermionicos. Solito-
nes (Grises.

La realizacién de la dinamica en tiempo real de las ecuaciones de BAG requieren
un poder de calculo muy alto, estas forman un sistema acoplado infinito que se
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resuelve autoconsistentemente. Algunas variantes para la extension de las soluciones
estaticas han surgido para la descripcién de defectos topolégicos. En este trabajo
se utiliza un método [37] en el que se hacen varias consideraciones para reducir
los grados de libertad del sistema y tomar una idea general de la dindmica en el
cruce BCS-BEC. El sistema que se analiza permitira describir las caracteristicas del
movimiento de solitones [37][35] y establecer una metodologia para la descripcién
de otras excitaciones topologicas. Aqui se considera el soliton moviéndose sobre
un fondo en reposo, el cual no cambia su distribucién y permite a este moverse
puntualmente, solo cambiando ciertas caracteristicas propias de los valores de la
interaccion. Entonces es valido realizar una transformacion Galileana al marco de
referencia del soliton & = z — v,t, resolviendo un problema estatico donde emerge un
término dependiente a la velocidad y una fase compleja en el pardmetro de orden:

Alr,t) = A(z — vt) = A(€) (3.48)

la introduccion de la fase es hecha para describir el aumento o disminucién de parti-
culas en el soliton. La dinamica sera descrita entonces por las siguientes ecuaciones:

: Up (7, 1) Hy Ar)\ (uy(r,t)

ho, [ ") = A e 3.49

et (Un(rv t)) <A* (r) _HO Un('r, t) ( )
y teniendo en cuenta que ahora las soluciones son de la siguiente forma:

JEkr ‘
vy(r,t) = Tfelkme—%ﬂvw €) (3.50)

el sistema a resolver puede ser considerado como:

I—j& + iﬁvsd% A A(¢) (un(§)> — ¢ (un(§)> (3.51)
A )  —He+ihwgs ) \vg(§)) " \o(€) '
con He = —%[% —k; — k2] — .

Para este sistema donde el soliton se mueve con una velocidad v, las ecuaciones
3.45 se modifican de la siguiente forma:

A+inC B U U
( B —A+wsc> (v) =k <v) (3:52)

donde se toma en cuenta ahora el parametro de orden superfluido como complejo y
C es una matriz con la siguiente forma:

0 5 0 0 0 0
- 0 1+ 0 0 0
0 o0 0
C = 0 (3.53)
0 ... 0 0
0 ... ... 0 - .3
0 0 —3 0
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Es necesaria la introducciéon de criterios nuevos para la convergencia que varian
dependiendo del régimen y discriminan sobre el conjunto de soluciones que emergen,
de no conocer a priori la forma exacta de la fase compleja. En el lado BEC por
ejemplo, el criterio es basado en el conocimiento de que la fase compleja es constante
para todo el dominio y entonces se busca dentro de todas las soluciones la que tiene
particularmente esa forma, como se observa en la figura 3.16 (abajo).

0.8

___,_\_/\/\,\__
0.6—//\/¥ — vy =0.0
Im(A) v =01

0.4 ‘ vy = 0.2
€r — v, =03
0.2 | —v, =04
0.0
-10 -5 0 5 10
ZkF
1.2
-
1.0 — v, =0.0
Im(A) 0.8 ‘ vy = 0.1
€R 0.6 vy = 0.2
0.4, 0, =03
0.2
0.0
-10 -5 0 5 10
Z]{?F

Figura 3.16. Distribucién espacial para la fase compleja del solitéon gris en depen-
dencia a la velocidad. Arriba se muestra el lado unitario con n = 0 y abajo el lado
BEC para (n =1)

En los otros regimenes aunque ya no se esperaba una forma especifica del com-
portamiento, se oper6 producto de las variaciones en la densidad, donde el criterio
fue que se cumpliera la consideracién inicial de tomar un solitéon sobre un fondo
que no cambia su distribucion y entonces se dejo que emergieran espontaneamente
la fase compleja con las oscilaciones propias del régimen, como se puede ver en la
figura 3.16 (arriba).

La figura 3.17 muestra el perfil de densidad para n = 0 (Unitario) y n = 1
(BEC) en dependencia a la velocidad de propagacién del solitéon. Se observa cémo
cambia la profundidad a medida que aumenta el valor de la velocidad y se obliga
a las soluciones a mantener un valor constante en el resto del espacio. De igual
manera la figura 3.18 muestra la distribucion espacial del pardmetro de orden, se
observa como se mantienen los criterios de convergencia, al igual que en el caso
estatico, manteniendo el valor asintético como el valor obtenido de la solucion de la
ecuacion del gap para el caso homogéneo (= 0.7 paran =0y ~ 1.5 paran =1 ).
El comportamiento en la variacién de la profundidad, al igual que para la densidad,
fue determinado de manera cualitativa. Un ajuste numérico que describa esto, que
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Figura 3.17. Perfil de densidad para el solitén gris en dependencia a la velocidad. A
la izquierda se muestra el lado Unitario con n = 0 y a la derecha el lado BEC para

(n=1)
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Figura 3.18. Distribucion espacial para el parametro de orden superfluido para el
soliton gris en dependencia a la velocidad. A la izquierda se muestra el lado Unitario
con =0y a la derecha el lado BEC para (n = 1).

es equivalente a decir como varia la fase del soliton, pudiera ser encontrado en los
resultados de [37]. En el caso correspondiente al lado BEC se observa que la altura
en el perfil del solitén varia en un rango mas corto de velocidades en comparacién
al régimen Unitario para el que se encuentra que el rango de variaciones es mayor.

Los resultados obtenidos sobre el rango de variaciones de la velocidad son con-
sistentes con la interpretacion del limite de velocidades con el cambio de regimenes.
Esto se justifica con la velocidad del sonido y la velocidad de rompimiento de los
pares [37] que imponen un limite a la existencia de dichas excitaciones en la fa-
se superfluida. En la figura 3.19 se observa la velocidad de rompimientos de pares

mvzp = /pu? + A% — i que aumenta hacia el lado BEC y la velocidad del sonido
c =4/ n(%) /m que decrece a medida que cambiamos al lado BEC. Este tltimo

resultado fue calculado [46] mediante la expresién 3.54.

c <1Afs<xo><fa<xo> +xof5<mo>>>”2 (3.54)

- 3€F ]5(1‘0)2 +I(5<:U0)2

Ambas velocidades mostradas en 3.54 determinan la velocidad de flujo de los

Uf
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Figura 3.19. Velocidades de rompimiento del par ( %2 ) y del sonido ( ;- ) con la
variacion de la longitud de dispersion.

pares en los diferentes regimenes, mostrando que para el régimen Unitario el flujo
es maximo [37][23][24].
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Conclusiones

Se realiz6 una descripciéon de sistemas bosénicos 2D realizando la evolucion tem-
poral bajo modulaciéon del parametro de interaccién. Para un acercamiento a la
interpretacion de sistemas reales primeramente se analizo la formacion de patrones
en sistemas conservativos, donde se utilizo la ecuacion de GP y se analizaron los
diferentes tiempos de la dindmica para los cuales se forman los patrones y poste-
riormente se destruyen. Este proceso de autoconfiguracion fue analizado siguiendo
un método de balance armoénico basado en teoria de Floquet, el cual permitio dis-
tinguir las zonas de inestabilidad y céomo varian en dependencia de la frecuencia
de modulacion externa. Posteriormente se realiz6 la dindmica introduciendo un tér-
mino fenomenolégico que vuelve la ecuacién no conservativa y favorece al sistema a
alcanzar una distribucion estacionaria mas simétrica que aparece y desaparece con
la mitad de la frecuencia de la modulacion externa. Se observo la variacion en las
formas globales de los patrones en dependencia a las frecuencias y como disminuye
el tamano a medida que aumenta dicha frecuencia. En este caso también se aplicd
teoria de Floquet para la descripcion de las resonancias en el espacio de momentos y
se indagd ademas en la descripciéon de estos sistemas bajo confinamiento de trampas
armonicas.

Como introduccién a la dindmica en tiempo real de sistemas fermiénicos méas
interactuantes se encontraron las descripciones de las relaciones de dispersiéon y del
parametro de orden superfluido con las cuales se describieron las variaciones en los
diferentes regimenes para excitaciones como paredes de dominios en el parametro
de orden, que a su vez se comportan como solitones en los perfiles de densidad. Es-
tos calculos fueron extendidos a ambos lados de las resonancias de Feshbach y para
diferentes velocidades de los solitones, encontrando en cada régimen cémo varian la
profundidad de los solitones, el ancho, la forma de los modos principales y la fase
de la excitacion en el parametro de orden. Estos resultados son encontrados en con-
sistencia con predicciones teodricas de la teoria de solitones descritas para el limite
BEC por la ecuacion de GP y los resultados de la teoria BCS, haciendo que los
métodos empleados sean reconocidos como satisfactorios para descripciones como
las que tomaron lugar en este trabajo o para posteriores analisis de otros sistemas.
Los célculos aqui realizados muestran cuan llamativo y complejo es el mas sencillo
de los estudios realizados con fermiones, para los cuales una descripciéon completa
de la dindmica es actualmente uno de los grandes problemas sin resolver.

38
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Motivado por este estudio se propone la extension de estos calculos a:

= La implementacion de una teoria efectiva para la determinacion del peso en el
tamano de la perturbacion espacial y la amplitud de modulacién en el tiempo
de formacién de los patrones.

= Mediante el estudio del mapeo GP-BdG y basandose en los resultados obteni-
dos para los modos de menor energia para solitones, introducir una descripcion
oscilante a el solitén predicho por la ecuacién de GP que permita ver las par-
ticularidades encontradas para diferentes regimenes del cruce.

= Extender el procedimiento aqui mostrado a una geometria cilindrica y analizar
la formacién de vértices en el cruce BEC-BCS [50].



Apéndice A

A.1. Funcién de onda de muchos cuerpos.

El problema general de bosones interactuantes en una region del espacio esté des-
crito por una funcién de n particulas en el espacio de coordenadas. Esta descripcion
estd realizada sobre las relaciones de conmutacién (A.1) que siguen los operadores
de campo 9t (r)(¢)(r)) que crean (aniquilan) bosones en la posicién r.

[0(r), 01 ()] = 6 = 1), [P(r), ()] = [¢1(@), ¢' ()] =0 (A1)
Este razonamiento puede ser extendido a un sistema formado por n bosones cada

uno ocupando la posicion r; con ¢ = 1, 2...n de la manera que el nuevo estado tomara
la forma:

Ir1, T3..Ta) = \/%QZMIW(rz)zzT(r?,)...z;T(rn) 10) (A.2)

la cual es construida sobre la siguiente condiciéon de ortogonalidad para particulas
indistinguibles:

1
(ry',ra vy |ry, ra ) = o Z P [53(1“1 —11)8%(ry —1r3') ...

* permutaciones (A?))

L0y — rn/)}
y de cerradura:

/d3r1/d3r2.../d3rn lry,ra..ry) (ry,ro..ry =1 (A.4)

Los interpretacion anterior permite la consideracién de particulas distribuidas
en el espacio ocupando posiciones ry, ra...r, y siendo indistinguibles al cambio entre
estas. Establecido esto, se describen todas las caracteristicas tomando en cuenta la
funcién de onda de muchas particulas. Se realiza primeramente la expansion de los
operadores de campo en series de Fourier de la forma:

Oir) =3 alui (r)
h(r) = Z a;u;(r)
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esto genera una descripcion de segunda cuantizacion del espacio de Hilbert y permite
una representacién de nimero de particulas con los vectores bases |ny, ns...), con n;
siendo las poblaciones de los estados u;(r) con energia €; tal que Hu,(r) = e;u;(r).
Entonce la correcta descripciéon de la funcion de onda esta determinada por:

@gf)mmnkm(rl, I'2...I'n) = <I‘1, I'z...I'n|7’Ll, ngnk> <A6)

conn=ny+ne+ ...+ ng....



Apéndice B

B.1. Dispersion a bajas energias.

El concepto de gases diluidos es una consideracion hecha tomando en cuenta las
proporciones de tamanos en las escalas atéomicas, como son la separacion entre ato-
mos, el rango de accién de las fuerzas moleculares y la longitud de dispersién. Varias
consideraciones son hechas sobre esta base para realizar una descripcion fidedigna de
las interacciones en condensados. Algunas como considerar dispersiones simétricas
con frente de onda esférico para ondas planas, las cuales pudieran depender solamen-
te del angulo de dispersion son soportadas por las condiciones del sistema y llevan
a considerar una la funcién de onda como [22]:

exp tkr

W = expikz + f(0) (B.1)

En el limite de dispersién de onda-s (bajas energias) la funcién f(0) serd contemplada
por una constante a que es conocida como longitud de dispersion.

p=1-" (B.2)
r
La descripcion del problema vendra dada por la solucion de la ecuacién de Schro-
dinger para el problema reducido donde se considera la simetria axial y se toma en
cuenta a 1 como la funcién de onda de dos cuerpos. La solucién sera escrita en
términos de los polinomios de Legendre con una parte radial Ry de la siguiente
manera:

¢ =" AP (cos ) Ry(r) (B.3)
1=0
.2, I(l+1) 2mr
Rkl + ;Rkl + lk2 - 2 - 72 U(T)] Rkl =0 (B.4)

La solucion general de esta ecuacion es:

Ry =

a(=DY2L =D [ d \'sen(kr)  e(—=1 21— D)t [ d \' cos(kr)
2+t <7d7’> r * (20 — 1! (wd?") r
(B.5)
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. . - ., ~ sen(krf%l+5l)
que tiene como forma asintética de esta solucion Ry (r) & ——2*—

r = oo y tomando en cuenta:

para

e = el = i(% +1)i' Pi(cos 0) i (kr) i 20 + 1)i' P(cos Q)W
- - (B.6)
se puede determinar la constante Aj:
A= (21 + 1)i'e” (B.7)
y la forma para f(6):
o - DR(eost) 9

=0

luego la probabilidad de dispersion entre 6 y 6 + dff en un angulo sélido df) =
2msen 0d0 :

o= [ 11 d(cos 0)|£(6)?
L . (B.9)
_ m;( )20+ 1)

y desde B.5 se puede calcular 4;:

CQkQH—l
(20— D20+ 1)

tan(él) =~ (Sl = (BlO)

Para entender este resultado se consideran las escalas de interaccion en dos ran-
gos. Primeramente se analizan potenciales en un rango finito, con estos la fase varia
como k?*1 1o cual para momentos pequeiios es gobernado por [ = 0. De igual mane-
ra se toman distancias largas y se introduce el analisis sobre la base de los potenciales
moleculares como %6 y T%, la fase se sigue comportando con mayor peso para [ = 0
solo si | < ”7_3 y para valores mayores es tal que §; ~ k"2 con n el exponente de
la variable espacial en el denominador del potencial , lo cual también es dominado
por [ = 0. De aqui uno encuentra entonces que f = %0 y es posible demostrar desde
B.2 que 6g = —ka para k — 0, lo cual es una condicién que se cumple en sistemas

de atomos muy frios.



Apéndice C

C.1. Interacciones efectivas.
La ecuacién B.1 serd representada en el espacio de momentos como [22]:

o(K) = (27)%6(k — k') + ¢ae(K) (C.1)

y luego la ecuacién de Schrodinger para el sistema de dos particulas de masas m
iguales puede ser escrita de la siguiente manera:

th/z / dk” 1 / 2 N
(k) + [ UG — k') = Bo(K) = 0

(2m)
h2l€2 h2k12 1 (02)
T sc K)y=U kl, k e U k/, K" sc K’
(B =0 k) = 0409 + 5 S U, Kol
con K = % la energia correspondiente al canal de entrada. De aqui:
n2k2 Rk - 1
se(k') = — 0 UK E)+ = Uk, E"os (K"
oulh) = (=05 is) (U0 + 3 SR8
h2k2 th}IQ -1 (CS)
= ( — —|—i5> T(K Kk, F)
m m

donde se ha introducido un factor imaginario ¢ para discriminar solamente sobre
soluciones que salen después de la dispersion y T'(k, k, ) es la matriz de dispersion.
Siendo consistente con todo el analisis realizado para gases diluidos a bajas energias
se considera F# = k = 0 y la funcién de dispersion vendra como:

N\ ~ m /
Ouc(k) & 15 T(K0,0) (C.4)

Esto da paso a entender el sistema como una dispersion por un potencial efectivo
lo cual es posible debido a como varia la funcién de onda del sistema. Esta solo tiene
variaciones importantes cuando los dos atomos estan potencialmente cerca y ocurre
una dispersion rapida dentro de un sistema que en su mayoria varia lento, sin cambios
trascendentales. Otra consideracion dada la forma de los potenciales de dispersion es
la energia del estado dispersado la cual si se toma solo la descripcion a largo rango
puede ser identificada teniendo que &’ = k = 0. Luego:
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/
dk m ’ik'/'l‘

@DSC(T) = —T(0,0,0)/

e
77227?)3 h2/€;2 (C.5)
Pae(r) = _T(O’O’O>47Th2r -y

y 7(0,0,0) = 4%

m
De manera més general la amplitud de dispersién sera expresada como:

Fk, K = —47:’;2T(/f’, k, E) (C.6)

entonces si solo se considera, en una primera aproximacion, el primer término de la
matriz de dispersion se tiene que:

m Ci(k—Er
Qef = 73 /U(T)e (k=KD" g3y
m 3
_ C.7
1 = 1o [ UOEr (1)
m
Qef = WU(Oa O)

con U(r) = U(0,0)0(r) = go(r). Esta descripcién pudiera entenderse como un po-
tencial efectivo que tiene contenida implicitamente la informaciéon de correlaciones
de corto alcance.



Apéndice D

D.1. Resonancias de Feshbach.

En gases de Fermi también se requiere que la dispersion sea gobernada por un
potencial efectivo (onda-s). Estos gases son mezclas de dos estados internos que se
definen como espines abajo y arriba, que en realidad corresponden a un sistema
de dos niveles, formados por la combinacion de estados hiperfinos estables en las
colisiones para la configuracion del medio. Para esta descripcion, serd necesario un
modelo para describir cémo dos fermiones (canal abierto ) se acoplan en un estado
enlazado (canal cerrado) y cémo se describira esto para el cruce, basado en un modelo
de un solo canal, lo cual es véalido en el limite cuando el ancho de la resonancia es
mucho méas grande que la energia de Fermi. De las ecuaciones C.3 se encuentra que
la matriz de dispersién satisface la ecuacién de Lippmann-Schwinger [22]:

1

T(K. k. E) = UK. k) + 3

SSUK K'Y (E — Hy+i0) " T(K' k, E) (D.1)

kl/

donde se modificaron los operadores de enegia (H, ) del canal abierto, correspon-
diente al sistema para el movimiento relativo de fermiones producto de la interaccién
Zeeman y con el campo magnético externo. Este corresponde a:

2
p
HO - TW + Hspin—l + Hspin—? (D2)

donde por ejemplo para un campo magnético en la direccién z:

Hopin = AL T+ gupB.J, — %BZ (D.3)

Las funciones de onda de este Hamiltoniano son |af3, k) con la siguiente configuracion
para la energia:

Hypin— |) = €q|e)

R k2
Ho loB, k) = (52 + 6o+ €5) o, k) (D4)
ch =€+ €s
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Para una mayor simplicidad que tendra como fin la descripcién de la matriz de
dispersion para este sistema formado por un canal abierto y uno cerrado dividamos
en subespacios:

[¥) = |vp) + |q) (D.5)

donde |¢p) = P |¢) vy |1hg) = Q¢) siendo Q y P los respectivos proyectores para
los estados continuos y enlazados.
Aplicando estos proyectores a H [1)) = E [1)) se obtiene el sistema:

(E — Hpp) |tbp) = Hpq [1q)
(E — Hqq) [¥q) = Hqr [¥p)

donde se encuentra el término que media la resonancia actuando como una interac-
cién efectiva en el subespacio P :

(D.6)

E¢p) = (Hpp + Hpo (E — Hoq +1i6) " Hop) [tp) (D.7)

con Hpp = Hy+ U; con U la interaccion en el espacio P. Entonces la ecuacién D.7
queda:

Elp) = (Ho+U) [¢p) (D.8)
con :
U=U,+ Hpo (E — Hog + i)' Hgp (D.9)
La ecuacién D.1 sera escrita de forma matricial de la siguiente manera :

T =U+UG,T (D.10)

donde Gy = (E — Hy +16)~'. Luego esta ecuacién puede ser escrita como:

T:T1+(1 —Ung)_1U2(1 —G()U)_l (Dll)

con T7 es la matriz de dispersion en el supespacio P si se quitan los términos de
transiciones al espacio Q. Entonces la amplitud de dispersién sera escrita como:

<k/| T |k> = <k,| T |k> + <k,7 Ui, _l Uz |k7 Uy, +> (D12)

donde se consideraron contribuciones de primer orden (U =~ U;) y |k, Uy, £) son
estados que poseen ondas esféricas( + si son salientes y - si son entrantes) y resultan
de aplicar (1—GoU) ™! alos estados |k). En la dispersion a bajas energfas se considera
casi cero la velocidad relativa de las particulas del canal abierto, lo que permite

obviar la diferencia entre ondas salientes y entrantes(|k,U;,+) = |¢o)) Bajo estas
consideraciones la amplitud de dispersion sera evaluada por el resultado de C.6:
4Amth Amth
7(127Clp—|—<k’/,U1,—|U2‘k,U1,+> <D13)
m m

donde ap es la longitud de dispersion en el subespacio P cuando no hay acople
entre los canales. Luego el segundo término a la derecha puede ser evaluado con
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Energia Energia

A ¢ A
Estado enlazado *

i.f_mB

L
'

Campo magnético

Y

Distancia interatémica By
Figura D.1. Cambio en la energia entre el estado resonante y el canal abierto con la

variacion del campo magnético.

1 =3, |n) (n|, donde la suma recorre por los estados continuos y los enlazados de
la siguiente manera:

1
{¢ol U o) = > (b0l Hpq n) (nl ol n) (n'| Hqp |¢o)
n,n’ QQ
5nn’
= RZ;,/ (b0l Hpq |dn) By —E., (on| Hop |¢0) (D.14)
= [l Hop |¢0) I?
B Zn: Eth - En

con E, siendo la energia del estado n-ésimo del subespacio Q.

Si la energia Ejy, es cercana a una de un estado enlazado (estado resonante)
entonces los demas estados pudieran estar aproximados a estados no resonantes con
longitud de dispersiéon a,,_,.. tal como:

At axht (6] Hopl60)
m m Ey, —E,.

Este resultado puede ser expandido como una funcién del campo magnético :

(D.15)

Eth - Ere ~ (,ures — Mo — :U“ﬂ)(B - BO) (D16)
con flye = —% o = —%% y g = —g%, que son los momentos magnéticos

de los atomos en el canal abierto y el momento magnético de un estado molecular
respectivamente. La longitud de dispersion estd dada entonces por :

AB
a4 = Ap—re <1 + B_ Bo) (D17)

donde : ,
ap_ M (6w Hoplo)|

= D.18
47Th2an—7"e Hres — Mo — Mg ( )
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En la figura D.1 se observa que si se varia el campo en 6B = B — Bj entonces
la diferencia energética entre el estado resonante y el canal abierto aumenta en una
cantidad ApB con Ap = fiyes — fta — pg lo cual también sigue siendo un estado
enlazado para el canal abierto.
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