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Introducciéon

Uno de los principales problemas de los calculos numéricos basados en aritmética de punto
flotante son los errores debido al redondeo. La acumulacion de este tipo de errores puede
generar resultados irrelevantes, los cuales resultan mas que desastrosos, especialmente
para sistemas criticos. En este punto, los métodos basados en el andlisis de intervalos son
la inica medida existente para acotar de manera rigurosa, los pasos intermedios de un
calculo numérico.

La forma en que el andlisis de intervalos calcula con conjuntos revela una atractiva via para
resolver problemas de optimizacion global. En general, los métodos de optimizacion global
basados en intervalos utilizan un método de branch and bound (B&B), el cual divide de
manera recursiva el espacio de busqueda, y descarta aquellas regiones del espacio que
no pueden contener la soluciéon éptima mediante argumentos de refutacioén, por ejemplo
si el limite inferior del rango de la funcién objetivo en un subconjunto es mayor que el
limite superior del minimo actual, se asegura numéricamente que el subconjunto no puede
contener una soluciéon 6ptima, garantizando de manera rigurosa la obtencion del minimo
global de cualquier funciéon continua.

Estos métodos a su vez pueden ser combinados con operaciones de contraccion o refina-
miento, con el fin de reducir los dominios de las variables, y/o con métodos de optimizacién
local, con el fin de acelerar el proceso de busqueda sin perder la rigurosidad del método
global, sin embargo, la biseccién recursiva en regiones no 6ptimas sigue siendo a veces
inevitable, debido a la complejidad exponencial en el nimero de variables y los problemas
de dependencia que esto conlleva, por lo que aiin no se puede esperar resolver sistemas
mayores a los que solo contengan unas pocas docenas de variables.

El objetivo de esta tesis es presentar un algoritmo de B&B completo, en el cual se unifiquen
las distintas metodologias reportadas en la literatura, siendo aplicados a sistemas de
prueba en el &mbito de la quimica computacional, generando un repositorio abierto [1] en
el lenguaje de programacién Julia [2], para la optimizacién global de funciones continuas
de manera rigurosa, que a su vez complemente el paquete de IntervalArithmetic.jl [3].

Esta tesis intenta abordar 3 conceptos fundamentales los cuales se dividen en 6 capitu-
los. La primera parte estd dedicada a la mecanica molecular, la cual incluye una breve
descripcion de los potenciales basicos que forman parte de un campo de fuerza. La se-
gunda parte esta dedicada a los métodos de optimizacién actuales, en la cual se incluye
una breve descripcion de los métodos mas comunes usados en la optimizacion global de
funciones. La tercera parte introduce los conceptos basicos de la aritmética de intervalos,
incluyendo los distintos métodos de inclusion y refinamientos, ademas de presentar algu-
nas aplicaciones en problemas de optimizacion global; los resultados mas importantes son
presentados en este punto. Finalmente, las conclusiones del trabajo son presentadas en el
capitulo 6, resumiendo los resultados obtenidos y presentando algunas perspectivas para
futuros trabajos.
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CAPITULO 1

MECANICA MOLECULAR

En este capitulo se introduce el concepto de mecanica molecular (MM), la cual se basa
en una vision de las moléculas como bolas unidas por resortes. La energia potencial de
una molécula se puede escribir como la suma de términos que implican estiramientos de
enlaces, flexiéon de angulo, angulos diedros e interacciones no enlazantes. Estos términos
forman un campo de fuerza y calcular las constantes en el campo de fuerza constituye la

parametrizacion del campo.

1.1. Introduccion

Para poder comprender en detalle la estructura, la funcién y los mecanismos de reaccion
de sistemas biologicos y quimicos es necesario emplear métodos teéricos de modelado mo-
lecular que complementen los resultados obtenidos mediante técnicas experimentales. A
pesar de que en la actualidad los métodos instrumentales permiten estudiar las propie-
dades fisicas y estructurales de las moléculas, no son capaces de resolver problemas mas

complejos como el movimiento de una proteina o su unién a un ligando.

En estos casos es necesario utilizar el modelado molecular, cuyo principal objetivo con-
siste en describir las interacciones moleculares en base a las leyes generales de la quimica
y la fisica. El uso de estos métodos esta estrechamente ligado al uso de computadoras, y
aunque a priori se podria llegar a modelar con exactitud cualquier sistema biolégico con
el suficiente poder de célculo y un alto nivel de teoria, esto no es siempre posible, debido
a limitaciones tanto de tiempo como de recursos computacionales. Por este motivo, es ne-
cesario introducir aproximaciones para mantener la viabilidad del experimento aplicando

distintos niveles de teoria en funcién al sistema que va a ser analizado.

De manera general, la descripcion mas rigurosa de cualquier sistema viene definida por la
mecanica cudntica (Quantum Mechanics, QM), en la que se considera, de manera ex-

plicita, los electrones en sus cédlculos, y se tienen en cuenta las propiedades que dependen
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de la distribucién electrénica y la reactividad quimica, como la formacién y ruptura de
enlaces. No obstante, su aplicabilidad esta sujeta a sistemas con un ntmero restringido
de atomos debido a la falta de recursos computacionales. Por tal motivo, el uso de la
mecanica molecular o clasica (Molecular Mechanics, MM), la cual ignora los movi-
mientos electronicos y calcula la energia de una molécula o conjunto de estas a través de
la posiciéon de los nucleos atéomicos, genera un nivel teoria aplicable para estudiar macro-
moléculas como el DNA o las proteinas. Métodos hibridos resultan de la combinacion de
QM/MM donde una pequena parte del sistema se estudia mediante QM, mientras el resto

se considera mediante MM [4].

1.2. Perspectiva

Uno de los principales problemas a resolver en la quimica computacional, es la deter-
minacion de la estructura molecular o geometria de una molécula, la cual se encuentra
estrechamente relacionada con las propiedades que esta exhibe, por ejemplo la estructura
nativa de las proteinas y por ende la naturaleza de su plegamiento, esta estructuralmen-
te relacionada con el minimo global de su superficie de energia potencial, por lo que el
problema consiste en encontrar el minimo global de la funcién de energia potencial o su-

perficie de energia potencial (potential energy surface, PES) [4, 5].

En general el problema resulta simple de plantear; no obstante, el éxito de los métodos
computacionales para resolver este tipo de problema depende principalmente de dos facto-
res; el primero es la seleccién adecuada de una funcién de energia potencial para predecir
los estados basales! del sistema, y segundo los algoritmos de minimizacién disponibles que

se puedan utilizar para encontrar de manera eficaz el minimo global de dicha funcion.

De manera general, la informacién de cualquier sistema se describe como la soluciéon de

la ecuacion de Schrodinger 2(1.1)

A

for,R) = E U, R), (1.1)

donde ¥(r,R) es una funcién que depende tanto de las coordenadas electrénicas r, como

nucleares R. El hamiltoniano H, tiene en cuenta tanto las interacciones electrénicas como

!Estado fundamental o de menor energia en el que un 4tomo o molécula se puede encontrar sin absorber
ni emitir energia.

2La solucién es la funcién de onda ¥, la cual contiene toda la informacién acerca del sistema. El
hamiltoniano, ﬂ, es un operador en el espacio de funciones y los valores propios de H corresponden a los
niveles de energia del sistema.
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nucleares:

H = Tx+Te+ Ve + Vax + Vi (1.2)

Donde Ty corresponde a la energia cinética de los ntucleos, T, corresponde a la energia
cinética de los electrones, V., son las interacciones electron-electron, Vyn corresponden a

las interacciones nicleo-niicleo y Vi, serian las interacciones nicleo-electron.

No obstante, esta descripcion resulta irresoluble para sistemas compuestos de mas de dos
cuerpos [6]. Una aproximacion que se puede considerar en el sistema, es desacoplar los
movimientos nucleares y electréonicos de la ecuacion 1.1 y estudiarlos de manera indepen-

diente; a esto se le conoce como la aproximacion de Born—Oppenheimer, BO [7].

La aproximacién de BO reconoce la gran diferencia entre la masa de los electrones y las
masas de los ntcleos atémicos, y en consecuencia las escalas de tiempo de sus movimien-
tos. Dada la misma cantidad de energia cinética, los nicleos se mueven més lentamente
que los electrones, generando que el nicleo experimente a los electrones como si estos
fueran una nube de carga, mientras que los electrones sienten a los nicleos como si estos
estuvieran estaticos [7]. Por lo anterior, la funcién de onda W(r;R), se puede expresar
como la combinacién lineal de una funcion electrénica ®(r; R), que depende de las coor-
denadas de los electrones a una posicién fija de los niicleos, y una funcién nuclear y(R),

que depende unicamente de las coordenadas de los nicleos (1.3).

De esta manera se puede expresar la ecuacién de Schrodinger electrénica (1.4) y nuclear

(1.5) como:

U(r,R) = ¢(1;R) - x(R), (1.3)
Hoee®(1;R) = Euee®(1;R), (1.4)
(Tx +UR))x(R) = Ex(R), (1.5)

donde ﬁelec corresponde al hamiltoniano electrénico®, la parte electrénica (1.4) describe

el movimiento de los electrones cuando los ntcleos estan fijos y la parte nuclear (1.5)

N

3Helec = Te + Vee + VNe
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tiene presente el potencial efectivo (U(R)) al que estan sujetos los nicleos. Este potencial
efectivo en la base de la QM es conocido como la superficie de energia potencial o funcion

de energia potencial de los niicleos y se define como:

U(R) = Eelec"'VNN' (16)

En el caso de la mecanica molecular, solo se trabaja la parte nuclear y se basa en el
modelo matemdtico de una molécula clasica como una colecciéon de masas (esferas) co-
rrespondiente a los d&tomos, unidos mediante resortes que representan los enlaces (figura
1.1); el principio detras de la MM es el expresar la energia de una molécula en funcién de
su resistencia de estiramiento de enlaces, flexion de enlaces y apinamiento de los atomos y
usar la ecuacion resultante para calcular las longitudes de enlace, dngulos de enlace y an-

gulos diedros correspondientes a los diversos minimos de la superficie de energia potencial.

Figura 1.1: Representacion del modelo utilizado en la mecénica molecular para el etano,
donde los atomos son considerados esferas y los enlaces resortes

Las funciones de energia descritas bajo este razonamiento se conocen como campos de
fuerza (Force Fields), en los que resulta importante conocer los minimos y los puntos de
silla, los cuales se consideran como barreras de minima energia en los caminos que conec-
tan los distintos minimos y que corresponden a los estados de transicion. Es importante
aclarar que el método no hace referencia a los electrones y, por lo tanto, no puede arrojar
luz sobre las propiedades electronicas como la distribucion de carga o el comportamiento
nucleofilico y electrofilico de la molécula; asimismo, la MM utiliza de manera implicita la
aproximaciéon de BO, si los niicleos experimentan lo equivalente a una fuerza de atraccion

estatica, ya sea de electrones o resorte, la molécula tendrd una geometria distinta [4, 5, 8].
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Histéricamente, la mecanica molecular comenz6 como un intento de obtener informacion
cuantitativa sobre las reacciones quimicas en el momento donde la aplicabilidad de la
mecanica cuantica en algo mucho mas grande que el &tomo de hidrégeno parecia remota.
Los principios de las MM fueron formulados en 1946 por Westheimer y Meyer [9] y Hill
[10]. En 1947 Westheimer publicé célculos detallados en los que utiliz6 MM para estimar
la energia de activacién para la racemizacion de bifenilos. Los principales contribuyentes
al desarrollo de la MM han sido Schleyer [11] y Allinger [12], donde esté ultimo ha desa-

4

rrollado las series MM de programas® comenzando con MM1 y continuando con MM2,

MM3 y MMA4.

1.3. Campos de fuerza

Los primeros campos de fuerzas para simulaciones biomoleculares fueron desarrollados por
primera vez en los anos 70 [5, 8], y desde entonces un gran nimero de campos de fuerzas
empiricos para MM han sido desarrollados para la simulaciéon de proteinas, dcidos nuclei-
cos, lipidos, entre otras moléculas biolégicas. Algunos de los programas més destacados
para hacer este tipo de simulaciones son AMBER [13], CHARMM [14], GROMOS
[15] y TINKER[16]. En general, el campo de fuerza para una molécula puede ser escrito

CcOo1mo

E= Z Eenlace + Z Eéngulo + Z Etorsién + Z Enoenlace> (17)

donde los primeros 3 términos son los términos enlazantes que incluyen las contribuciones
debidas a los enlaces covalentes, angulos de valencia y angulos diedros (d4ngulos de torsién
propios e impropios) respectivamente, mientras los términos no enlazantes se definen
por un término de atraccién-repulsién de tipo, principalmente, Lennard—Jones para las
fuerzas de Van der Waals y un término Coulémbico para las interacciones electrostaticas

[4, 5, 8, 17], entre otros; ver figura 1.2.
1.3.1. Términos enlazantes

» Término de enlace

El término de enlace (bond stretching), se encarga de mantener las longitudes de

enlace cercanas a los valores de equilibrio medidos experimentalmente. En términos

4Las series MM se utilizan principalmente para el modelado de geometrias y energias de moléculas
biolbgicas.
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Torsion

Estiramiento
de enlace

|

” Angulo

Interacciones no enlazantes

Figura 1.2: Esquema de interacciones enlazantes y no enlazantes tenidas en cuenta en
el desarrollo de un campo de fuerzas

generales el potencial para un enlace se puede definir como un potencial de Morse
(1.8), no obstante, en los campos de fuerza se suele emplear expresiones mas simples
como la ley de Hooke (1.9), ya que rara vez los enlaces se desvian significativamente

de sus valores de equilibrio.

Eenlace - De (]- - e—a(r—req)>2’ (18)

Eenlaco = Kcnlace (1 - lcq)27 (19)

el termino enlace, corresponde a la constante de proporcionalidad, que en realidad es
la mitad de la constante de fuerza del resorte o enlace. [, corresponde a la longitud
de equilibrio o natural del enlace y [ es la longitud de estiramiento. La figura 1.3
muestra la diferencia del comportamiento entre los potenciales de Morse y Hooke

para un enlace.
= Término de flexién del angulo

El término de flexion del angulo (angle bending), correspondiente al &ngulo formado
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Figura 1.3: Potencial de Morse (linea continua) y potencial de Hooke (linea discontinua).
Un cambio en la longitud de enlace o en el angulo genera un cambio en la energia de la
molécula. La energia para estos términos se puede representar de manera aproximada a
una funciéon cuadratica.

entre 3 atomos (A-B-C), se puede representar mediante un potencial arménico de

Hooke, ecuacion (1.10)

Eéngulo = Kﬂexién(e - eeq>27 (110)

donde Kgexisn €s la constante de proporcionalidad, equivalente a % de la fuerza de
flexion del angulo constante, 04, corresponde al angulo de equilibrio o natural y 6
es el tamafio del dngulo distorsionado. Al ser de la misma forma que el potencial de

la ecuacién (1.9), su comportamiento es el mismo al presentado en la figura 1.3.
» Término de torsion

El término de torsion (torsional term), correspondiente al &ngulo diedro conformado
en una serie de cuatro atomos A-B-C-D, describe la variacién de energia asocia-
da a la rotacién del enlace B-C (Figura 1.4). Este potencial se caracteriza por una

periodicidad en el &ngulo ¢, si el enlace rota 360°, la energia debera volver a su valor.
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A D
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Angulo diedro = 0° Angulo diedro = 60°

Figura 1.4: Cambio conformacional generado por la rotacién del angulo diedro. Cambia
la geometria y la energia del sistema

Al repetirse la geometria cada 360°, la energia varia con el dngulo diedro en un
patrén seno o coseno, y su perfil de energia se puede expresar como una serie de

Fourier de la forma
Erorsien = 5 Z Vr[l + COS(I”¢ - 7)]7 (111)

donde la constante V, determina la altura de la barrera de torsién alrededor del
enlace B-C, N describe la multiplicidad, correspondiente al nimero de minimos
generado en una rotacién de 360°°, ¢ el dngulo de torsién y v el dngulo de fase,

indica en que punto pasa la torsion por el minimo de energia.

1.3.2. Términos no enlazantes

La interaccién entre dos atomos que no se unen es la causa principal del impedimento
estérico, el cual desempena un papel importante en la geometria molecular. Estas inter-
acciones que no dependen de una relacion especifica de enlace entre atomos incluye los
términos de interacciones de van der Waals, interacciones electrostaticas e interacciones

debidas a induccién.
s Interacciones de Van der Waals

Las interacciones de van der Waals entre dos atomos se originan a partir de un

balance entre fuerzas atractivas y repulsivas. Esta energia de interaccion varia en

5Si N=1, describe una rotacién que es periédica cada 360°, el término N=2 es periédico cada 180°, el
término N=3 es periddico cada 120°, y asi sucesivamente.

8
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funcion de la distancia entre los &tomos y generalmente es descrita por un potencial
tipo Lennard—Jones (LJ):

Ai‘ Bi‘
Evaw =Y. (55— =& |, (1.12)

i<i \Tij 1;

donde rj; es la distancia entre dos dtomos, A;; y Bjj son constantes de van der Waals
y la suma se hace entre todos los atomos presentes no enlazados. La expresion en-

vuelve dos términos [18]:

e Una parte atractiva, proporcional a riﬁj.

e Una parte repulsiva, el cual rdpidamente crece cuando la distancia disminuye.
Interacciones electrostaticas

La distribuciéon de carga en una molécula se puede representar en funcion de las
cargas puntuales. Estas cargas reproducen las propiedades electrostaticas de la mo-
lécula, y en el caso de que las cargas estén centradas en los ntcleos, se las denomina
cargas atémicas parciales. La interaccion electrostatica de una molécula se calcula,
por tanto, como la suma de las interacciones entre pares de cargas puntuales segiin

la ley de Coulomb

Eelec = Z % (113)

)
i<j 47T€()I'ij

donde qa y gqp son las cargas puntuales de cada atomo, rap la distancia entre ellos
v €0 la constante dieléctrica del medio que las separa. De este modo, si las cargas

de dos atomos son contrarias, estos se atraeran, de lo contrario se repelan.

1.3.3. Parametrizacion

Como se ha evidenciado anteriormente los campos de fuerza contienen un gran nimero de

parametros, incluso si estos estan diseniados para el modelado de sistemas pequetnios. Un

factor importante, por ende, es la fase de parametrizacion, en la que se busca encontrar

el modelo capaz de aproximarse lo mejor posible a los valores experimentales.

De manera general, se utiliza un conjunto de moléculas con caracteristicas similares (e.g.

hidrocarburos lineales) denominados conjuntos de entrenamiento, en los que se busca

9
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ajustar los parametros en funcion a los datos estructurales, energéticos y electronicos
obtenidos de manera experimental, o asimismo, de los resultados obtenidos de los calculos
de alto nivel ab initio, DF'T o combinaciones de ambos. Un ejemplo de esto puede ser

revisado en [4, 17].

10



CAPITULO 2

PROBLEMA DEL CLUSTER DE
LENNARD JONES

En este capitulo se presenta el problema de los clusteres de Lennard—Jones, los cuales
corresponden a un problema de tipo NP-hard [19] dentro de la teoria de la complejidad
computacional. De igual manera, se resumen algunos de los métodos de optimizacion

no-lineales mas comunes utilizado para abordar este tipo de problemas.

2.1. Introduccién

Como se vio en el capitulo anterior, el potencial de van der Waals describe las interac-
ciones atractivas y repulsivas entre un par de atomos no enlazados. Estas interacciones
generalmente son descritas por un potencial de Lennard—Jones introducido en la ecua-
ci6én (2.1), el cual juega un rol importante en los modelos energéticos empiricos, incluidos

aquellos que modelan las funciones de energia en sistemas proteicos.

Un sistema que contenga méas de un atomo y cuyas interacciones son unicamente de tipo
van der Waals se le llama clister de Lennard—Jones, un ejemplo de esto son los clisteres

que consisten en atomos de gases nobles como Ne, Ar, Kr, Xe.

De manera general, un potencial de Lennard Jones se expresa como

o - O]

donde € es la profundidad del pozo de potencial, o es la distancia finita en la que el po-
tencial entre particulas es cero y r es la distancia entre particulas. Los valores reducidos
de e =1y o = 1, son convenientes para simulaciones de dindmica molecular, desde un

punto numérico, las ventajas de las unidades sin dimensiones incluyen valores informaticos

11



2. Problema del Cluster de Lennard—Jones

que estan mas cerca de la unidad, utilizando ecuaciones simplificadas y siendo capaces de

escalar facilmente los resultados.

De manera general, la interaccion entre un par de atomos neutros es una simple funcion
unimodal, donde el minimo global de energia potencial se encuentra cuando los a&tomos es-
tan a distancia de 1.12 unidades entre si. Cuando esta distancia tiende a cero, el potencial
tiende a infinito y cuando los atomos se alejan, el potencial tiende a cero. Sin embargo,
en un sistema complejo, muchos atomos interaccionan y la suma se realiza entre cada par
de atomos en el cluster, obteniendo como resultado una superficie de energia potencial

compleja [20].

Resulta importante resaltar que en sistemas complejos la sumatoria se realiza en las con-
diciones de i < j y no i # j, debido a que la interaccion entre cada par de atomos necesita
tenerse en cuenta solo una vez. Con lo anterior, se puede decir que el potencial de LJ es

parcialmente separable .

El que la funcién sea parcialmente separable implica que, si se mueve un solo atomo en
un grupo, la energia potencial puede ser reevaluada a un costo de % del costo total de la
evaluacion, donde N es el nimero total de atomos del clister. El problema entonces se
resume a, dado un clister de LJ conformado de N atomos, encontrar la posiciéon relativa
de los atomos en un espacio euclidiano tridimensional que represente la menor energia

potencial, correspondiente a la geometria de equilibrio.

2.2. Planteamiento

Sea
Xy = (Xlia X9i, X3i)7 (22)

las coordenadas del atomo i en el espacio tridimensional euclidiano. Tendremos para N

atomos en el cluster, el conjunto

X = (Xl, X9, X3,...,XN). (23)

1Una funcién que es la suma de funciones, cada una de las cuales solo involucra un subconjunto
disjunto de las variables, se llama parcialmente separable.

12
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De esta manera se puede expresar el problema a resolver como

N—-1 N
min Viy = > > [Ik-xll7? = flx—xl7. (2.4)

3N
XeR i=1 j=it+1

Se ha observado que la determinacion del minimo global en los clisteres de Lennard Jones,
en la teoria de la complejidad computacional corresponde a un problema NP-hard [19],
esto es, problemas que se resuelven con algoritmos no deterministas en tiempo polinémi-

CO2 .

La principal dificultad en este tipo de problemas es el hecho que la funciéon a minimizar
no es convexa y presenta un gran nimero de minimos locales. Emplear métodos proba-
bilisticos o estocasticos, basados en métodos heuristicos de busqueda, son la alternativa
actual a la hora de resolver este tipo de funciones[21, 22], no obstante, en la teoria de la
complejidad computacional, existe el consenso de que un problema no esta bien resuelto
hasta que se conozca un algoritmo determinista de tiempo polinomial que lo resuelva.
Por tanto, nos referiremos a un problema como intratable, si es tan dificil que no existe

algoritmo de tiempo polinomial capaz de resolverlo.

En la seccion 2.3, ampliaremos sobre algunos de los principales métodos actuales de opti-
mizacion no-lineal y en los capitulos 3 y 4 introduciremos los métodos de intervalos como
una alternativa atractiva para la optimizacién global de funciones de manera garantizada

y rigurosa.

2.3. Meétodos de optimizaciéon no—lineales

Como se describié en la secciéon anterior, unos de los principales problemas para encontrar
el minimo global en clisteres de Lennard—-Jones es la cantidad de minimos locales presen-

tes en una superficie no—convexa, siendo catalogado como un problema de tipo NP-hard.

De manera general, los algoritmos de optimizacion global se pueden clasificar en algorit-
mos deterministicos, en los que una misma entrada produce invariablemente una misma
salida, y algoritmos estocasticos, en los que se incluyen variables pseudo-aleatorias que
evolucionan en funcién a otra. Asimismo, dentro de estos modelos, se encuentran otras

categorias como, los métodos libres de derivadas o directos, que se basan tinicamente

2Un algoritmo muestra una complejidad polinémica si necesita un tiempo O(n*), donde n muestra la
dimensién de entrada y k es una constante independiente de n.

13
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en la funcién objetivo f, los métodos de primer orden, que se basan en la informacion
del gradiente para ayudar a dirigir la busqueda de un minimo, y los métodos de segun-
do orden, en los que se usa la segunda derivada o la hessiana de la funcién para dirigir
la busqueda [21].

Métodos como Simulated Annealing, métodos de deformacion de la superficie y algoritmos
genéticos [18], son métodos de optimizacién global basados en la metaheuristica, es decir,
métodos que a diferencia de la heuristica donde se explota informacién propia del problema
para encontrar una solucion ’suficientemente buena’ para un problema especifico, estés son
ideas algoritmicas generales que pueden aplicarse a una amplia gama de problemas. Otros
métodos como el método Nelder-Mead, Descenso de gradiente y el método de Newton son
algunos de los algoritmos més populares utilizados en optimizaciones no-lineales. Una

revisiéon més profunda de estos y otros métodos puede ser consultada en [21, 22].

2.3.1. Simulated Annealing

Simulated Annealing (SA) es un algoritmo de busqueda que se clasifica dentro de un
método estocastico, debido a que se utiliza una variable pseudo-aleatoria, en este caso la

temperatura, en un método de biisqueda metaheuristico.

Esté inspirado en procesos metalturgicos, donde los materiales son calentados en una etapa
inicial y sus atomos se mueven de una manera mas libre, asentdndose en mejores posi-
ciones, seguido de un enfriamiento lento para obtener una estructura cristalina ordenada.
Asi se comienza la exploracion de la superficie a una temperatura lo suficientemente alta,
donde se espera que el proceso se mueva libremente en el espacio de biisqueda (a una tem-
peratura lo suficientemente alta, se espera que las barreras energéticas que diferencian los
distintos minimos sean superadas y de esta forma lograr una exploracién de la superficie
mas rapida), con la esperanza de que se encuentre una buena regién con el mejor minimo
local, seguido de una disminucion lenta de la temperatura, reduciendo la estocasticidad y

obligando a la buisqueda a converger al minimo.

En cada iteracion, se muestra una transicion candidata de x — x’, en un intento de mejo-
rar progresivamente la solucion mediante la mejora iterativa de sus partes. La probabilidad
de realizar la transicion del estado actual al estado candidato, se especifica mediante una
funcién de probabilidad de aceptacién, P(f(x’), f(x), T), que dependen de los valores de
los estados y un parametro global variable en el tiempo llamado temperatura, T, ecuacion

(2.5).

14
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P(f(x¥), f(x), T) = B (2.5)
min(e=®/T 1) Ay >0

donde Ay = f(x’) — f(x). Esta probabilidad de aceptacion es conocida como el criterio
de Metropolis, y es la que le permite al algoritmo escapar de minimos locales cuando la
temperatura es alta. Finalmente se utiliza una funcién para reducir lentamente la tem-
peratura a medida que avanza el algoritmo. La temperatura debe descender lentamente
para alentar la convergencia; de lo contrario el método puede no cubrir la porciéon de la

superficie donde se encuentre el minimo global.

Algoritmo 1 Simulated Annealing
procedure SA(f, x, T, t, kpax)
y « f(x)
Xpest; Ybest < X, ¥
for kin 1 : k.« do

1:
2
3
4
5: Xpew = X+ rand(T)
6
7
8
9

Ynew = f(Xnew)
AY = Ynew —Y
if Ay <0 || rand() < exp(—Ay/t(k)) then

: X, ¥V = ZXnew) Ynew
10: end if
11: if Yoew < Vhest then
12: Xbest; Ybest = Xnew; Ynew
13: end if
14: end for
15: return Xpes;

16: end procedure

Variaciones en la forma de reducciéon de la temperatura pueden ser utilizadas, con el fin
de obtener mejores resultados o tiempos de ejecucion mas cortos. Entre los principales se
encuentran un enfriamiento de tipo logaritmico ecuacién (2.6), donde se garantiza alcanzar
asintoticamente el minimo global bajo ciertas condiciones especificas con el problema de
ser lento computacionalmente, un enfriamiento exponencial ecuacién (2.7), el cual es el
mas comun y utiliza un factor de descomposicion simple, y un enfriamiento rapido ecuacion

(2.8).

t1In(2)

k = m (2.6)
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tk+1 = ’}/tk (27)

o= = (2.8)

Con v € (0, 1) y k el nimero de iteraciones realizadas. Una implementacion bésica es

mostrada en el algoritmo 1.

2.3.2. Meétodo Nelder-Mead

El algoritmo Nelder-Mead, es un método de optimizacién directo, que usa un simplex 3

para recorrer el espacio en busqueda de un minimo.

Este método utiliza una serie de reglas que dictaminan como se actualiza el simplex en
funcién a la evaluacion de la funcién objetivo en sus vértices. Este puede moverse en el
espacio manteniendo su tamano y reducirse a medida que se acerca a un nivel éptimo o

minimo.
El simplex consiste entonces en el conjunto de puntos

X = [Xla X9, X3,...,Xn, Xn+1]7 (29)

donde si se considera a xj, como el vértice con el valor de funcién? mas alto, x, el vértice
con el segundo valor de funcién mas alto, x; el vértice con el valor de funcién mas bajo
y X la media de todos los vértices con excepciéon del punto més alto (xy,), centroide del

simplex, una Unica iteracion evaluard los siguientes cuatro pasos, Figura 2.1:

= Reflexion: refleja el punto x;, sobre el centroide:
x =X + aX — xpn), (2.10)

donde o« > 0.

= Expansiéon: cuando el punto reflejado x, tiene un valor de funcién menor que todos

3Un Simplex es una generalizaciéon de un tetraedro en un espacio n-dimensional.
4El valor de funcién se considera como la evaluacién del punto en la funcién objetivo, estoes, y; = f(x;)
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los puntos en el simplex, esté es alejado atin mas:
Xe = X + fB(x — X),

donde 5 > max(1, «)

= Contraccion: el simplex se reduce al alejarse del peor punto:
Xe = X + y(xn — X),

donde vy € (0, 1).

= Encogimiento, reemplazamos todos los puntos con excepcion de x;:

xi = x1 + o(xi — x),

XS XS

Xr

el
Pl

Reflexion Xt Expansién  X¢ Contraccion  X¢

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Xs

Xn

Encogimiento X/

Figura 2.1: Operaciones del simplex de Nelder-Mead en dos dimensiones, tomado de

[22]

El criterio de convergencia del método utiliza la desviacion estandar de los valores de

Vi, V2, V3,---, Yn, Yns1 @ una tolerancia dada €; si estos caen por debajo de la toleran-

cia, entonces el ciclo se detiene y el punto mas bajo en el simplex se devuelve como un

o6ptimo propuesto, siendo esté el principal inconveniente del método, por ejemplo, para

una funciéon muy plana en un dominio grande la solucién serd sensible a la tolerancia. La

Figura 2.2 resume el diagrama de flujo del método.
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[ Simplex inicial }

Entradas
del simplex
Determina X
Reflexiéon
del punto
X =X+ aX— xh)J

-

{ Reemplaza }

X} CON X,
si
Expansion Contraccion
del punto del punto
Xe =X+ (% —X) Xe =X+ 7(xn — X)
Encoge
.7 1o si reemplazando
Ve < Yr! @ con
(x +x1)/2
si no

Xp CON X, Xp CON X, Xp CON X,

{ Reemplaza } { Reemplaza } { Reemplaza }

no si ( .
mejor punto

Regresa el }

Figura 2.2: Diagrama de los del método de optimizaciéon Nelder-Mead [22]
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2.3.3. Descenso de Gradiente

Descenso de gradiente es un método de optimizacién de primer orden, en la que se utiliza
el gradiente para elegir la direcciéon de descenso sobre la superficie, esto es, un descenso
mas empinado garantiza conducir a una mejora siempre que la funciéon objetivo sea suave,
el tamafo del paso sea lo suficientemente pequefio y no estemos en un punto donde el

gradiente sea cero.

De manera general se define el gradiente como

g = Vi(xy), (2.14)

donde xi es nuestro punto asignado en la iteracion k. Normalmente la direccion de descenso

elegida se encuentra normalizada como

gk

d = —
[EN

: (2.15)

esto con el fin de asegurar que el algoritmo se mueva en tamaifios de paso fijos en cada

iteracion, y se determina el nuevo punto a evaluar como

Xk+1 — Xk + O./kdk, (216)

con a € RT. Un problema comun, es que este método suele funcionar mal con valles
estrechos dentro de la superficie; para este caso métodos como el gradiente conjugado

suelen funcionar mejor.
Esta tltima variacion tiene en cuenta la informacién del gradiente y la direccién del

descenso del paso anterior. El algoritmo comienza inicialmente con la direccién de descenso

mas pronunciado, esto es:

d1 = —81, (217)

Se calcula el nuevo punto segin la ecuacién (2.16). La direccion de descenso del siguiente
paso es elegida en base a la informacion del gradiente del nuevo punto y la contribucion

de descenso del punto anterior,
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dk+1 = —82k+1 + ﬁkdk, (2.18)

donde [ es un escalar y valores grandes de este indican que la direccién de descenso anterior
contribuye mas fuertemente. Determinar los valores de  resulta complicado, por lo que

autores como Fletcher-Reeves[23] y Polak-Ribiére|[24] proponen métodos alternativos.

2.3.4. Meétodo de Newton

El método de Newton es un método de optimizacion de segundo orden. Como se vio en
el método de descenso con gradiente, el conocer el valor del gradiente en un punto puede
ayudar a determinar la direccién del desplazamiento; no obstante, no ayuda a determinar
qué tan lejos dar un paso para alcanzar un minimo local. Sin embargo, un método de
segundo orden permite hacer una aproximacién cuadratica de la funcién objetivo y apro-

ximar el tamano de paso correcto para alcanzar un minimo local [22].

De manera general, un ajuste cuadratico sobre la funcién permite obtener analiticamente
el punto donde la aproximacion cuadratica tiene un gradiente de cero y usar esa ubica-
cién como el punto de partida de la siguiente iteracién. En una funcién univariada la
aproximacion cuadratica en un punto xi se obtiene de la expansién de Taylor de segundo

orden:

f(x) = f(xi) + (x —x0)f (x1) + (X_;‘k)f"(xk). (2.19)

Derivando con respecto a x e igualando a cero la expresion, se obtiene la ecuacion de

actualizacion del punto para el método de Newton

82(;;) = f'(x) + (x—x)f"(x) = 0 (2.20)
_ o P
Xk+1 — Xk f”(xk)' (2-21)

Como se evidencia, la regla de actualizacién implica dividir por la segunda derivada, por
lo que no estara definida si esta es cero y presentara inestabilidad cuando esté cercana a

cero. Cuando las aproximaciones locales son deficientes, pueden conducir a un bajo ren-
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dimiento del método (Figura 2.3).

Oscilacién Excederse f" Negativa
—
|
“—
x x(®) x(k+1) y(k+1) x(®)
X X

Figura 2.3: Casos en los falla el método de Newton, tomado de [22]

El método de Newton se puede expandir al caso multivariado, teniendo que la expansion

de Taylor de segundo orden multivariada es
1
f(x) = f(xi) + g (x —xx) + §(X — x0) THye(x — xy0), (2.22)

donde gy y Hy, son el gradiente y la hessiana en xy respectivamente. Derivando e igualando

a cero, obtenemos

Va(x) = gk + He(x—x,) = 0 (2.23)

Xk+1 = Xk — (Hk)_lgk. (224)

En general, el método de Newton termina una vez x deja de cambiar en mas de una
tolerancia dada e. De igual manera, se puede modificar para usar un factor de paso [22],
pasos mas pequeiios pueden aumentar la solidez del método. El algoritmo 2, resume una

implementacion basica del método.
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Algoritmo 2 Método de Newton

1: procedure METODO DE NEWTON(VE, H, X, €, kpay)
2 k, A < 1, fill(Inf, length(x))

3 while norm(A) > € && k < kyax do

4 A = H(x)/Vi(x)

5: x—= A

6 k+=1

7 end while

8 return x

9: end procedure

Los métodos Quasi-Newton, como los algoritmos BFGS [23] y L-BFGS [25], se utilizan
como alternativas al método de Newton cuando el jacobiano o el hessiano de la funcién no
estan disponibles o son demasiado costosos de calcular en cada iteracion, estos métodos
utilizan solo informacion del gradiente, evitando por lo tanto calcular de forma explicita

la matriz hessiana [21].
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CAPITULO 3

ANALISIS POR INTERVALOS

En este capitulo se introduce el andlisis de intervalos como la rama del analisis numérico
dedicada al control de errores de redondeo generados por los métodos convencionales de
punto flotante, cuyo principal problema radica en no poder representar de manera exacta
todos los nuiimeros reales en la computadora. Estos métodos permiten obtener calculos
rigurosos; por lo que constituyen un enfoque privilegiado para la optimizaciéon global de

manera confiable.

3.1. Aritmética en la computadora

Para que una computadora pueda manejar niimeros naturales, enteros, racionales, reales
o incluso complejos, es necesario representar estos nimeros en la memoria con un formato
bien definido y flexible. De manera general, cualquier maquina discreta, maquina de esta-
dos finitos con un formato estético (cantidad fija de memoria), trabaja con una aritmética
que utiliza un nimero finito de digitos. Un ntimero real tiene, salvo pocas excepciones,
un numero infinito de digitos y el representar estos nimeros en computadoras con una
capacidad finita de memoria introduce un error debido al redondeo en la representacion.
Tener dichos errores presentes, genera una propagaciéon del error conforme realizamos ope-
raciones aritméticas y en algunos casos llegando a provocar grandes errores en el resultado

final.

3.1.1. Numeros naturales

Una forma habitual de poder representar los ntimeros naturales es utilizar el sistema
decimal o de base 10, donde cada niimero se puede representar por una cadena de digitos

de la forma

Ap 8n_1 An_2- a1 89 = ag+ay- 100+ ... +a,_;- 10" +a, - 10", (3.1)
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3. Analisis por intervalos

donde a; € {0, 1, ..., 9} y cada digito se ve afectado por un factor de escala que depende
de su posicion. Sin embargo, los ordenadores actuales utilizan el sistema binario o de base
2 para la representacion de niimeros. Los digitos de este sistema son 0 y 1, denominados
bits y se representan fisicamente mediante los dos estados de conduccién (on) y corte (off)

de un transistor funcionando como conmutador. Un ejemplo de esto es

(1101) = 1-2°+1-240-2' +1-2° = 8+4+1=13. (3.2)

De manera similar el poder obtener la cadena binaria del nimero entero se realiza divi-

diendo reiteradamente el nimero entre dos hasta que el cociente sea la unidad:

12361 |30 |15 | 7|
1

3
Lftfol1]i]t

|1
1

Escribiendo este cociente y todos los restos en orden inverso a como los hemos obtenidos

se obtienen los digitos del ntimero en binario, 123 = (1111011)s.

3.1.2. Numeros enteros

Para poder representar un ntimero entero, seria necesario dedicar un bit para el signo; sin
embargo, entonces el cero tendria dos representaciones equivalentes (40 y -0). A modo de
evitar esta duplicidad, en los ordenadores los nimeros enteros de n digitos se presentan

comunmente por un complemento a 2.

En el complemento a dos, el bit mas significativo representa el signo del nimero entero. Si
es 0, el niimero es positivo, si es 1 es negativo. El médulo del nimero negativo se calcula,
complementando a uno el nimero, es decir, cambiando los 0 por 1 y viceversa, y luego

sumandole 1.

Consideremos la siguiente cadena de bits 10110101. Considerando lo anteriormente des-
crito, el primer bit corresponde al signo, siendo este negativo. Con el resto hacemos un
complemento a 2 intercambiando los 1 por 0 y viceversa: 0110101 — 1001010, que corres-
pondiente al nimero 74 que al sumarle 1 quedaria como 75. Asi pues, la cadena 10110101

corresponde al niimero -75.

Resulta evidente que utilizando el complemento a 2, el cero tiene una tinica representacion
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3. Analisis por intervalos

(todos los bits en cero) y el intervalo de ntimeros representables es [—2"1 2771 —1]. La

longitud n en bits de un nimero entero suele ser un miltiplo de 8.

3.1.3. Numeros de punto flotante

Dado que los ntimeros reales pueden tener un ntmero infinito de digitos, estos se apro-
ximan en la computadora mediante un formato bien definido de punto flotante el cual

utiliza solo un nimero finito de digitos [26, 27].

Una manera conveniente de poder representar los niimeros reales en la computadora es la

siguiente:

x=(=1)7-M- 8, (3.3)

donde o define el signo, M es la mantisa, [ es la base de la representaciéon y r es el expo-

nente entero. La mantisa es un ntimero real y positivo que se representa como

M == bo.bflbfgbfg cee b,n, (34)

donde cada digito by cumple 0 < by < g — 1. Dicho lo anterior, es facil notar que bajo esta
representacion un nimero en la computadora, la cual utiliza un sistema binario g = 2,
puede tener dos representaciones distintas (by = 0, 1), lo que introduce otro tipo de re-
dundancias. Una manera de resolver el problema es normalizar la mantisa, imponiendo

que el valor by # 0, obteniendo necesariamente by = 1.

Por convencion [27] se tiene que, para un sistema de 64 bits estos se encuentran repartidos

de la siguiente manera

= 1 bit para o;
= 11 bits para r;
= 52 bits para M.

Los 11 bits de r se reservan para el exponente y su signo, el cual es un ntimero entero
que se representa en exceso a 2" ' — 1 con n es el ntimero de bits reservados para r. La
representacion sesgada del exponente es de la forma r = r, — 1023, donde r, puede tomar

los valores en el rango de [0, 2047], no obstante, el exponente se encuentra normalizado,
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3. Analisis por intervalos

por lo que en si solo toma los valores entre [1, 2046] y los valores extremos del rango
original se reservan para representar valores especiales. El rango del exponente r se puede
acotar de una manera 7y, < r < rp. en el intervalo de [-1022, 1023] y estos constituyen

el set de nimeros normales [26, 27].

a)

P
w - ——
N

b)
| \ | I I o A | | |
T T T rrrrmuteemerrer-r- Tt 1 1 1T
| | | | | | | | |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 3.1: Numeros de punto flotante a) sin incluir los nimeros subnormales y b)
incluyendo los nimeros subnormales. Tomada de

La representacion de punto flotante permite ampliar el rango representable a costa del
aumento del espacio entre los ntimeros, un espacio no uniforme (Figura 3.1 a), el cual se
hace mayor conforme crece el nimero en magnitud. Esto resulta importante en el rango
que divide al real negativo mas grande y el real positivo mas pequenio. Para contrarrestar
este inconveniente es necesario definir otro set de nimeros denominados ntimeros sub-
normales [26, 27], los cuales se caracterizan por el uso del bit 0 en vez del 1 en el valor b,
de la mantisa y el valor de 0 en r, del exponente, que se interpreta como el valor mas pe-
queno permitido. Esto tltimo se hace con el fin de poder representar los nimeros entre el

mayor nimero negativo y el menor niimero positivo de los ntimeros normales, Figura 3.1 b.

El extremo 2047 del exponente se deja para representar valores especiales (00 y NaN).
Los primeros se representan cuando la mantisa es 0 y se producen cuando una operacion
aritmética genera un nimero mas grande que el maximo representable, es decir, se produce
un desbordamiento por exceso u overflow. NaN se genera en operaciones aritméticas de
resultado no determinado como 0/0, co/00, ete. cuya mantisa es diferente de cero. La tabla

3.1 resume los valores que se pueden obtener con la representaciéon de punto flotante.

3.1.3.1. Redondeo

Por su naturaleza, todos los nimeros expresados en un formato de punto flotante se li-
mitan al nimero de bits de precisién que tenga la maquina, lo que limita el conjunto de

numeros que se puede representar exactamente. Si el niimero no tiene una representacion
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3. Analisis por intervalos

re en binario Te Valor numérico

(00000000000); O +0 si, m; = 0 para todo i
(00000000000); 0 £(0.mymams ... ms2)s x 271022
(00000000001)s 1 =£(L.mymomy... ms2)s x 271022

(00000000010)2 2 :l:(l.rnlmgmg e m52)2 x 271021

(01111111111), 1023  £(l.mymoms. .. m52)s x 20

(10000000000)2 1024 i(l.m1m2m3 ce m52)2 x 21

(11111111110); 2046  +(1.mjmoms. .. m52)s x 21023
(11111111111); 2047  +o0 si, m; = 0 para todo i

(11111111111)5 2047 NaN si existe algin m; # 0

Tabla 3.1: Formato binario de todos los ntimeros flotantes de doble precision

exacta, entonces la conversion requiere una eleccion de qué nimero de punto flotante usar
para representar el valor original. La representacion elegida tendra un valor diferente del

original y a este valor ajustado se le llamara valor redondeado.

Aparte de la precision de la méaquina, la base que se esté usando también determinard

cuales nimeros se pueden representar de manera exacta. En base 2, solo los racionales
1 5
27 16
cualquier otro racional con un factor primo distinto de 2 tendrd una expansion binaria

cuyo denominador sea potencia de 2 como ( ) se pueden representar de manera exacta;

infinita. Por ejemplo, el niimero decimal d0.1 no es representable en punto flotante de
precision finita, sino que la representacion binaria de 0.1 tiene una secuencia de “1100”

continuando sin fin.

Con el objetivo de poder representar valores cuya representacién binaria es una cadena

infinita de bits, se pueden implementar 4 casos de redondeo principales [26, 27]:
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3. Analisis por intervalos

Redondeo hacia arriba (hacia +00)

Redondeo hacia abajo (hacia -00)

Redondeo hacia el cero (truncado)

Redondeo al mas cercano

Para cualquier tipo de redondeo que se utilice, es necesario el uso de bits adicionales de
precisién, bits de guarda, denominados guard (G), round (R) y sticky (S). El método
que se usa mas comunmente es el redondeo al mas cercano, el cual redondea el niimero
al valor representable mas cercano, y en caso de empate se elige el valor que haria que el

resultado final sea un digito par.

Ademas de la incapacidad de no poder representar nimeros como 7 y 0.1 exactamen-
te, pueden ocurrir otros fenémenos como cancelacion catastréfica, donde la resta de
operando casi iguales puede causar una perdida extrema de precisién, y pruebas de
igualdad problematicas, donde dos secuencias computacionales que son matematica-
mente iguales pueden producir diferentes valores de punto flotante, un ejemplo de este

ultimo seria:

1234.567
1.234567
SAS88885

In [1]: M

N T
nnn

(a+b)*c == a*c + b*c

Out[1l]: false

donde, al ejecutar las anteriores lineas, la respuesta serda que la igualdad es falsa, por lo
que no necesariamente la propiedad distributiva se cumple, y de modo similar tampoco
la propiedad asociativa. Con lo anterior queda evidenciado que el uso de un formato de
punto flotante puede generar pequenos errores que, en un método numeérico, en el cual se
realizan operaciones de manera sucesiva, pueden acumularse y crecer catastréficamente
conduciendo a un resultado final de muy baja exactitud. Modos alternativos como punto

flotante de precisiéon multiple y la aritmética de intervalos pueden ser utilizados.

3.2. Aritmética de intervalos

Como se vio en la seccién anterior la aritmética de punto flotante es un método de repre-
sentacion aproximada de nimeros en maquinas discretas. Un ntimero flotante se representa

por un signo, una mantisa y un exponente. Las méaquinas discretas utilizan una mantisa
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3. Analisis por intervalos

de tamano finito, lo que conduce a errores de aproximacion cuando los niimeros no son re-
presentables de manera exacta. Una forma de controlar este tipo de errores fue presentada
en la tesis doctoral de Moore [28], en la cual senté las bases para el célculo de intervalos.
La idea general es representar cada resultado de un célculo con un intervalo que contenga

el resultado exacto. De esta manera, cada niimero se representa como

X = [a, b] = [X, X] X<x<X (3.5)

La aritmética de intervalos extiende la aritmética real a intervalos de manera rigurosa.
Las funciones elementales (+, -, X, /, log, exp, etc.) se implementan redondeando los
calculos hacia afuera, es decir, el limite inferior del intervalo se calcula con un modo de
redondeo hacia —oo y el limite superior se calcula con un modo de redondeo hacia co. El

valor exacto se garantiza para pertenecer al intervalo obtenido.

3.2.1. Términos y conceptos basicos

Se aclara que nos referiremos como intervalos a los intervalos cerrados, y no a los otros
tipos de intervalos que pueden aparecer en mateméaticas como lo son los intervalos abiertos
o medio abiertos. De igual manera, adoptaremos la convenciéon de escribir un intervalo

y sus limites (inferior y superior) en letras maytsculas, como lo escrito en la ecuacién (3.5)

Recordemos que un intervalo cerrado [a, b] representa el conjunto de todos los niimeros

reales dados por

[a, b] = {x €eR: a<x<b} (3.6)

Diremos que un intervalo es degenerado cuando X = X, en cuyo caso solo contendra un

numero real x, y por convencion se identificard como el niimero real x que contenga, e.g.

2 = [2, 2. (3.7)

Al igual que en la teoria de conjuntos, se define la interseccién y unién entre intervalos

[29]. La interseccién entre dos intervalos X y Y es
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3. Analisis por intervalos

0
XNY = (3.8)

=<
A
<
<
il
A
=<

méx(X, Y), min(X, Y)]

=<
vV

<
>

il
\%
=<

Sin embargo, la uniéon de dos intervalos, en general, no da como resultado un intervalo,

por lo que es necesario redefinir esta operacion para intervalos de la siguiente manera

XUY = [min(X, Y), max(X, Y)], (3.9)

de esta manera el resultado siempre sera un intervalo y siempre se cumple que

XUYCXUY. (3.10)

Otros conceptos importantes por conocer a la hora de trabajar con intervalos son
= Tamano de un intervalo, se define y se denota como

wX) = X — X. (3.11)

» Valor absoluto de un intervalo, se denota como |X| y corresponde al maximo

valor absoluto entre sus limites

IX] = max(|X], |X]). (3.12)

= Punto medio de un intervalo, dado por

m(X) — ;(x + ). (3.13)

Estos conceptos se pueden extender al caso de vectores y matrices de intervalos [29]. Un
vector n-dimensional, ecuacién (3.14), se expresa como una n-tupla de intervalos o caja

n-dimensional.

X = (X1, Xo, X5,..., Xu). (3.14)

Con las variaciones adecuadas, ecuaciones (3.15)—(3.17), muchas de las nociones de inter-

valos ordinarios pueden extenderse a vectores de intervalos.
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3. Analisis por intervalos

0 XiNY; = 0 coni=1,....n

XNY = (3.15)
(XiNYy,..., XynYy)  XiNY; # 0 coni=1,...,n

w(X) = mieix w(X;). (3.16)

m(X) = (m(X,), m(Xa), ..., m(Xy)). (3.17)

De esta manera podremos trabajar en un sistema de intervalos con la siguientes propie-

dades [30]:
= Correcto, basado en el teorema fundamental de la aritmética de intervalos, el cual
consiste que al evaluar una funcién usando intervalos, esta produce otro intervalo el
cual contiene todos los resultados de evaluaciones puntuales.
= Total, ya que se busca que esté definido para todos los argumentos posibles.
= Cerrado, ya que es deseable que una operaciéon con intervalos produzca un intervalo.

= Optimo, para que el intervalo calculado no sea mas grande de lo necesario.

= Eficiente, en donde los tiempos de computacién sean razonables.

3.2.2. Operaciones con intervalos

Para poder definir las operaciones basicas para intervalos, resulta necesario tener presente
la idea que computar con intervalos es computar con conjuntos. Bajo este razonamiento

cualquier operacion entre intervalos se puede definir como

XoY = {xoy : xeX, yeY}, (3.18)

donde ¢ representa cualquier operacion binaria y el resultado de dicha operacién es un

intervalo que contiene todos los valores de la operacién entre cada posible par de niimeros
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3. Analisis por intervalos

pertenecientes a los intervalos iniciales [29, 30].

3.2.2.1. Suma de intervalos

Tendiendo dos intervalos X y Y, de manera tal que

X<x<X A Y<y<Y,

la suma de ambas desigualdades deja en visto que las sumas numéricas x +y se limitan

por

X+Y<x+y<X+Y,

por lo tanto, podemos resumir que la suma entre 2 intervalos viene definida por
X+Y = X+Y, X+Y] (3.19)

3.2.2.2. Resta de intervalos

De manera similar a la suma podemos definir que la resta entre dos intervalos X y Y vales

que

X<x<X A Y<y<Y,

la resta de ambas desigualdades deja en visto que las restas numéricas x — y se limitan

por

por lo cual
X-Y = [X-Y, X-Y] (3.20)

3.2.2.3. Multiplicacién de intervalos

En términos de los limites superiores e inferiores podemos definir que la multiplicacion

entre dos intervalos X y Y viene dada por
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X-Y = [min(S), méx(S)] con S = {XY, XY, XY, XY}. (3.21)

Sin embargo, conociendo los signos reales de los limites superiores e inferiores, la formula
anterior puede ser desglosada en 9 casos especificos (Tabla 3.2), de los cuales en 8 casos
solo es necesario computar 2 operaciones. La eficiencia de utilizar la ecuacién (3.21) o los
casos dados en la tabla 3.2 dependerd en gran medida del lenguaje de programacién y el

hardware de la host que se vaya a ser utilizado [29].

Caso XY XY
0<Xy0<X X-Y X-Y
X<0<Xy0<Y XY XY
X<0y0<Y XY XY
0<XyY<0<Y XY XY
X<0yY<0<Y XY XY
0<XyY<0 XY XY
X<0<XyY<o0 XY XY

>~

<

)

yY <0

&
=<
>

Y
X<0<XyY<0<Y minX-Y,X-Y) mix(X-Y, X-Y)

Tabla 3.2: Casos de la multiplicacion entre dos intervalos X y Y

3.2.2.4. Division de intervalos

Al igual que con los nimeros reales, la division se puede realizar como la multiplicacion

por el reciproco del segundo operando,

X/Y = X-(1/Y), (3.22)

donde
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Y = {y : 1/yeY} = [1/Y, 1/Y], (3.23)

suponiendo que 0 ¢ Y. No obstante, la anterior definicién no resulta suficiente para casos
donde 0 € Y por lo que es necesario extenderla a los demés casos, ecuacién (3.24), a esto

se le denomina como aritmética de intervalos extendida [31].

0 Sia=b=0
L Si0<aob<0

1 1 oo Sia=0

R R ta= (3.24)
—o0, 1] Sib=0
—00, gu[%,Jroo} Sia<0<b

3.3. Propiedades algebraicas

Resulta facil de evidenciar que tanto la suma y la multiplicacién de intervalos son con-

mutativas y asociativas, esto es respectivamente

X+(Y+7Z) = X4+Y)+Z A X(YZ) = (XY)Z, (3.25)

y se cumple para cualesquiera 3 intervalos X, Y, Z.

Del mismo modo se puede decir que los elementos de identidad para la suma y multipli-

cacion de intervalos son los intervalos degenerados 0, y 1 respectivamente.

0+X=X+0 =X,
1-X=X-1 =X,

(3.26)

No obstante, los inversos aditivo y multiplicativo no existen, excepto para los intervalos

degenerados, esto es

X+ (-X) = X-X, X - X], (3.27)
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[X/X, X/X] Si 0<X

X/X ={ B B . (3.28)
X/X, X/X] Si X<0

Sin embargo, siempre tendremos la inclusién de que 0 € X — Xy 1 € X/X. La ley distribu-

tiva de la aritmética ordinaria, ecuacion (3.29), también falla al referirnos a los intervalos

x(y +2z) = xy+xz, (3.29)

esto se puede evidenciar tomado los intervalos X = [1, 2], Y =[1, 1] y Z = —[1, 1] donde

X(Y+7Z) = [1,2-([1, 1] -[1, 1))
=1, 2]-[0, 0] (3.30)
= {07 0]7

mientras que

XY +XZ = [1, 2]-[1, 1] - [1, 2] - [1, 1))
[1, 2] =1, 2] (3.31)
= [-1, 1].

Sin embargo, si existe la ley subdistributiva:

X(Y +7) € XY + XZ. (3.32)

Este es el resultado de un fenémeno denominado dependencia de intervalo, el cual serd

objetivo de discusion mas adelante.

3.4. Funciones de inclusion

La principal razén para pasar al reino de los intervalos es que podemos obtener de una ma-
nera simple la forma de encerrar el rango de una funcién real R(f; D) = {f(x) : x € D}.
Excepto en los casos més triviales, las matematicas proporcionan pocas herramientas para

describir este conjunto.

Se comenzara extendiendo las funciones reales a funciones de intervalos; esto significa
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funciones que toman y dan como resultado intervalos en vez de numeros reales. En la
seccion anterior dimos la teoria basica de como operar dos intervalos. De esta manera,
simplemente sustituyendo todas las ocurrencias de la variable real x por el intervalo X

produce una funcién de intervalo F(X), llamada extension de intervalo natural de f.

Si ninguna singularidad esta presente, se cumple que

R(f; x) CF(X). (3.33)

Funciones multidimensionales, f : R* — R también pueden ser extendidas a una funcion
de intervalos de un manera similar. El argumento de la funcién es entonces un vector de

intervalos.

Un ejemplo de esto es la funcién f(x;, x3) = x;27 en el dominio de x; = [0, 1] y

Xy = [3, 4]. Por la relacién (3.2) tendremos

R (& ([0, 1], [3, 4]))C F([0, 1], [3, 4])
_ [07 1] e[3, 4]-10, 1]
= [0, 1] el 4
= [0, 1][e?, ¢'] = [0, ¢']

(3.34)

3.5. Problema de dependencia

Una de las principales razones por las cuales el simple reemplazo de calculos de punto
flotante por intervalos en un algoritmo existente no es probable que conduzca a resultados
satisfactorios, es la dificultad que existe en dar aproximaciones 6ptimas de las imagenes
en una funcién objetivo. Esto se debe a un problema de dependencia que tiene lugar en
expresiones con multiples ocurrencias de variables, esto es, los operadores de intervalos
consideran cada ocurrencia de una variable de manera independiente, y de esta manera,

se sobreestima el rango de una funcion de manera dramatica.
Consideremos la resta de intervalos X — X , con X = [—1, 1]
X=X = [-1, 1] -[-1, 1] = [-2, 2]. (3.35)

Aqui aun cuando esperamos que el resultado sea el intervalo degenerado 0, el error de
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la sobreestimacién es de 2(b — a), el cual corresponde a dos veces el ancho del intervalo
X. La aritmética de intervalos al ignorar las multiples ocurrencias de X, construye una
extension natural de la funcién f(X) con bastantes grados de libertad. No obstante, en el
teorema fundamental de la aritmética de intervalos [29], se demostrd que, en circunstan-

cias particulares, la aritmética de intervalos no sobreestima el rango de la funcién.

Lo anterior se cumple si en una funciéon f continua sobre una caja X en el espacio, todas
las variables ocurren como maximo una vez en la expresion de la funcion, de esta manera

la extension del intervalo natural de f proporciona la imagen 6ptima, esto es:

Fnat(X) = f(X> (336)

Es importante recalcar que la sobreestimacién también puede ser producto de la discon-

tinuidad de la funcién en alguna region del espaci6 [32].

3.6. Refinamientos mas eficientes

En este punto, resulta claro que resolver cualquier tipo de problema en el que exista
multiples ocurrencias de las variables utilizando métodos de intervalos es, por lo tanto,
una tarea ardua. Sin embargo, diversos autores han abordado el problema de la sobrees-
timacion [29, 32, 33, 34] y han propuesto distintos métodos que van desde reescribir la
expresion de la funcion, extensiones de segundo orden, pruebas de monotonicidad y redu-
cir el ancho del intervalo, con el fin de minimizar el problema de dependencia lo maximo

posible.

Uno de los métodos mas sencillos es reescribiendo la expresion de la funcion, siempre y
cuando sea posible. Con esto se busca minimizar la cantidad de ocurrencias de las varia-
bles dentro de la expresion y en el caso mas ideal que las variables tengan una ocurrencia

unica, logrando eliminar el efecto de dependencia.

Por ejemplo consideremos entonces la funcién f(x, y) = % con xeX = [6, 8 y

y €Y = [2, 4]. El rango exacto de la funcién en dicha region del espacio esta dado por

f(X,Y) = [é, %] La extension de intervalo natural de f produce el siguiente resultado
AT XY 06, 8]+ (2,4 [8,12] L6 4l '
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3. Analisis por intervalos

asi se tiene que (X, Y) C Fpat(X, Y). Ahora reescribiendo f como

— -2 2 2
X+y X+y X+y 147

la extension de intervalo natural de la funcién reescrita produce el siguiente rango

9 9 1 3
Foe(X, Y) = 1— = 1-—— = |2, 2,
21 ) [5 5}

s B (3.39)

con lo que decimos que f(X, Y) = Fa2(X, Y), esto es, reescribiendo la expresion de tal
modo que las variables tengan una tnica ocurrencia en la expresion nos conduce al rango
exacto. No obstante, como se describié anteriormente, la mayoria de los problemas actuales

son complejos, por lo que reescribir la expresién de la funcién, normalmente no es posible.

3.6.1. Extensiones de segundo orden

Consideremos f: D C R - R, X € IR(D)! y ¢ € X (por ejemplo el punto medio de X).
El teorema de Taylor establece que, cuando f es m — 1 veces diferenciable en ¢ y m veces

diferenciable en el intervalo abierto, tenemos para r € X

m—1 ¢(k) c (m)
f(x) = f k$ >(x —c)k + ! m('g) (x —c)™
k=0 ' (3.40)
m—1 ¢(k) c (m)
Ekzofk$>(x )k+Fm'(§)(X—cm.

donde ¢ es un nimero real entre ¢ y x, y F™ es la extensiéon natural de intervalo de (™).
Esta inclusion define la extension de intervalo de Taylor de orden m. Las formas de Taylor

mas comunes son la lineal (m = 1) y la cuadratica (m = 2)[32].

La forma lineal de Taylor se conoce cominmente como el mean value form (F,,,),
ecuacion (3.2), donde ¢ = m(X), y Fp,, tiene la propiedad de ser de inclusién isoténica?
si F/ también es de inclusion isoténica [33], y tiene una convergencia cuadratica si F’ es

una funcién de Lipschitz continua [35]

Fo(X, ¢) = f(c) + F/(X)(X - c). (3.41)

TR representa el conjunto de intervalos con limites reales
2Una funcién F = F(Xi,..., X,) es de inclusién isoténica si para todo Y; C X; coni=1,..., n se
cumple que F(Y1,..., Yy) CF(Xq,..., X,)
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Figura 3.2: Extension del mean value form tomada de [32]

La figura 3.2 representa la extensién de intervalo utilizando el mean value form sobre una
funcién univariada. Esta extension de Taylor puede ser facilmente ampliada a funciones

multivariadas f: D C R* — R:

n aF
f(X )+ Z 8)(1 —c), (3.42)

donde X = (Xi, Xg,...,X,) € IR(D),c = (cq, ¢2y...,¢n) EXy % es la extension de

intervalo para la i*" derivada parcial de f.

En este punto es importante aclarar que para la mayoria de los problemas, elegir el punto
medio del intervalo como ¢ no es la mejor opcién, por lo que Baumann [34] dio expresio-
nes analiticas de los centros éptimos a utilizar, cg y cf;, con el fin de maximizar el limite
inferior y minimizar el limite superior respectivamente. Esta variacion se le conoce como

Optimal centered form.
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X Si 0 < F(X)

=] X Si 0> F/(X) (3.43)
U%:EX Cualquier otro caso
< Si 0<F/(X)

=] X Si 0> F/(X) (3.44)
U%:EX Cualquier otro caso

Resulta importante recalcar que dado los centros 6ptimos; al no ser idénticos a los puntos
medios del intervalo, la inclusion isotonica generada en el mean value form no esta ga-
rantizada en el optimal centered form, no obstante, una propiedad ligeramente mas débil
conocida como isotonicidad unilateral si es valida [34], la cual resulta més que suficiente

para una gran gama de aplicaciones.

3.6.2. Extension basada en la monotonicidad

La existencia de monotonicidad local de una funciéon con respecto a alguna de sus varia-
bles elimina el efecto de dependencia relacionado a estas variables y asi lograr una mejor
aproximacion a la imagen exacta, incluso mayor que las extensiones de intervalo con con-

vergencia lineal o cuadratica.

Diremos que para una funcién continua f: D C R" — R, con F la extensién de intervalo
de f y X € IR(D), presenta monotonicidad local, aumentando o disminuyendo localmente,

para una variable x; en X si, %(X) es no negativa o no positiva respectivamente.
1

De esta manera la extension basada en la monotonicidad, Fy;, cumple que

f(X) € Fu(X) C Fy(X), (3.45)

siempre y cuando se detecte f localmente monotonico en X con respecto a variables que
tienen multiples ocurrencias en su expresion. De esta manera podemos definir Fy; como

Fy = [Fn(X7), Fx(XF)], (3.46)
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donde X~ = (X7, X5,...,X7) vy XT = (X{, X5,...,XF) denotan las cajas definidas

por

X Si f incrementa con x;

X[ = X; Si f disminuye con x; (3.47)
X Cualquier otro caso
X; Si f incrementa con x;

X ={ X Si f disminuye con x; (3.48)
X Cualquier otro caso

Como las variables con respecto a las cuales f es mondétono se reemplazan por uno de sus

limites en X~ y X7, el problema de dependencia relacionado con estas variables desapa-

rece en Fy.
Como ejemplo consideremos la funcién f(X) = —x? + x;x9 + XoX3 — 3x3 sobre la caja
X = [6, 8 x [2, 4] x [7, 15]. La extension natural Fy viene dada por

Fy = —[6, 812+ [6, 8][2, 4] +[2, 4][7, 15] — 3[7, 15] = [-83, 35]. (3.49)

Ahora, la extensién natural de las derivadas parciales de f con respecto a cada variable x;

SOo1n

gf (X) = =2X;+X, = [-14, -8 <0, (3.50)
1
gf (X) = X1 +X5 = [13, 23] 20, (3.51)
2
OF
g X)) = Xp =3 = [-1. 1], (3.52)
3

de lo anterior podemos decir que f decrece con respecto a x;, incrementa con respecto a

X9 Y Nno es monotonica con respecto a x3 en X. De lo anterior podemos definir que Fy; es
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Fu = [Fx(8, 2, [7, 15]), Fx(6, 4, [7, 15])] = [=79, 27] C Fx(X). (3.53)
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CAPITULO 4

OPTIMIZACION GLOBAL CON
INTERVALOS

En este capitulo se introducen los métodos de optimizacion basados en aritmética de in-
tervalos, que proporcionan una garantia matematica y computacional para encontrar los
maximos y minimos globales en funciones univariadas o multivariadas. El dominio original
de las variables se divide sucesivamente, y los limites inferior y superior de la funcién se
estiman en cada subregién. Al descartar subregiones donde la solucién global no puede

existir, siempre se puede encontrar la solucién con cotas rigurosas.

4.1. Algoritmo Branch and Bound

Los algoritmos de bisqueda Branch-and-Bound (B&B) [36] son algoritmos de busqueda
global deterministas, en los que se divide repetitivamente el espacio de bisqueda y se des-
cartan las partes que no contienen la solucién 6ptima. Estos métodos van alternando un
paso de filtrado y un paso de ramificacién para explorar de forma exhaustiva el espacio
siguiendo un arbol de busqueda; en cada paso se divide el intervalo en subintervalos o

1 Habitualmente el

ramas y se utilizan sus limites inferiores como criterio de descarte
criterio de detencién es el tamaiio de los dominios, esto es, cada rama es procesada hasta
alcanzar un tamano minimo, e-cajas; con esto, se desarrolla un método donde los limites

superiores e inferiores convergen de manera garantizada al minimo global.

El algoritmo prototipico de Branch-and-Bound en intervalos (IBB) es el conocido como
el algoritmo de Skelboe-Moore [29]. Una implementacién basica de éste se resume en el
algoritmo 3. De manera general, el espacio de busqueda se divide en cajas; las cuales se

evalian mediante extensiones de intervalo de la funcién objetivo. Si una caja no se puede

1Un intervalo cuyo limite inferior sea méas grande al menor limite superior encontrado no puede con-
tener un minimizador global para la funcién f.
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descartar, se divide en subcajas las cuales se acomodan en una lista de prioridad? y se

procesan en una etapa posterior.

Aunque el algoritmo Skelboe-Moore es simple y se recomienda en ciertos contextos, hoy
en dia es principalmente de importancia histérica en el contexto de la optimizacion global.
Asimismo, los métodos de B&B funcionan bien para problemas de baja dimensién, pero no
son practicos para problemas de alta dimension, ya que el nimero de subconjuntos crece
de manera exponencial. Este problema esta relacionado con el problema de dependencia
dado propiamente por la base de la aritmética de intervalos, la cual ya fue introducida en

la seccién 3.5.

Algoritmo 3 Método Skelboe-Moore
procedure SKELBOE-MOORE(f, Xy, ¢)

1:
2. Ly ¢ F(Xo)

3 L + X, inicializa la lista L

4 while length(L) > 0 do

5: (Xo, Vo) < (Xj, v;) donde v; = min(v;) paraj=1, 2...nen L
6 if w(Xy) < € then

7 C + Xg entra Xy en la lista C

8

9

end if
: if Ly, < vg then
10: Descarta X
11: end if
12: Xy, Xo = bisect(Xy)
13: Lup < min(F(X;), F(Xs), Lu)
14: vl, v2 « F(Xl), F(Xg)
15: L+ (Xy, v1), (X2, v2) ingrese los pares en orden

16: end while
17: end procedure

En la actualidad diversos investigadores de computo de intervalos que trabajan en la
optimizacién global han proporcionado muchas mejoras y extensiones sofisticadas al algo-
ritmo Skelboe-Moore; mientras mantienen un rigor matematico completo en los resultados

37, 38, 39).

Cabe resaltar que la heuristica juega un papel fundamental en la velocidad de conver-
gencia de los algoritmos de Branch-and-Bound de intervalos y, en general, depende del

problema. Esto se puede dividir en dos categorias principales, la heuristica de exploracion

2Una lista de prioridad es un tipo de datos abstracto similar a una cola en la que cada elemento tiene
ademads una prioridad asociada; de esta manera se mantiene el orden entre elementos de manera ya sea
ascendente o descendente dependiendo de su prioridad.

44



4. Optimizacion global con intervalos

y la heuristica de particién; es importante aclarar que la heuristica de este método difiere
a la heuristica utilizada en métodos como Simulated Annealing, para el caso particular
de Branch-and-Bound de intervalos siempre hay cotas rigurosas y todo el espacio de bus-

queda es analizado.

4.1.1. Exploracion del espacio de biisqueda

Uno de los principales propositos en los algoritmos de IBB es el poder explorar de manera
eficiente y rapida el espacio de busqueda. Por este motivo, la estrategia de busqueda em-
pleada en cualquier tipo de problema debera encontrar cajas representativas del conjunto
de soluciones en las primeras etapas de la buisqueda. Esto dependera del orden en el que

se insertan y extraen las subcajas de la lista de prioridad.
Las estrategias de busqueda mas utilizadas son:

= Best-first search:, Esta estrategia promueve la exploracion en los subespacios mas
prometedores, esto es, la subcaja con el F,(X) mas bajo se extrae de la lista de

prioridad.

» Breadth first search:, Promueve la exploracién sistematica del espacio de bus-
queda, examinando todas las posibles subcajas del espacio de manera uniforme, esto

es, la subcaja con el mayor tamafio se extrae de la lista de prioridad.

= Depth-first search:, Promueve la exploracién ordenada pero no uniforme de todo
el espacio de busqueda, explorando todas y cada una de las subcajas que va locali-

zando, de forma recurrente. Esto es, explorar primero los subconjuntos méas recientes.

Otras estrategias han sido empleadas con el fin de extenderse en todo el espacio btisqueda

en las primeras etapas:

» Most distant-first search [40], para distribuir e-cajas en el espacio de busqueda, la
bisqueda de una nueva e-caja debe apuntar a maximizar la distancia con respecto a
las e-cajas encontradas hasta el momento. De esta manera buscamos que la siguiente

caja a explorar sea la que maximice la funcion:

MinDis(X) = min{d(X, S1), d(X, Sa),...,d(X, Sm)}. (4.1)

45



4. Optimizacion global con intervalos

46

donde (S, So,..., Su) son las e-cajas encontradas hasta el momento. La distancia

d es una distancia arbitraria entre elementos del espacio de bisqueda dada por

d(X,Y) = max{d(x, y)conx e X, y € Y}. (4.2)

De esta manera cada elemento de en la lista de prioridad se organiza de manera
decreciente de acuerdo con el MinDis, el cual se actualiza cada vez que una nueva
e-caja se encuentra. Un ejemplo de esto es considerar dos e-cajas, Sy y So, y dos
cajas A y B faltantes por explorar, segtin se muestra en la figura 4.1. Evaluando el

MinDis para cada una de las cajas faltantes tendremos

Si

Figura 4.1: Ejemplo de evaluacién de la funcién MinDis

MinDis(A) = min{d(A, Sy), d(A, S2)} = d(A, Sy), (4.3)

MinDis(B) = min{d(B, S), d(B, S2)} = d(B, S.), (4.4)

donde d(B, S3) > d(A, Sp). De esta manera tendremos que la caja que maximiza

la distancia respecto a las e-cajas es la caja B; la cual seria la siguiente en explorar.
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= Depth and most distant-first search, es un método hibrido entre Most distant-
first search (MDFS) y Depth-first search (DFS) utilizado con el fin de mantener las
ventajas de ambos enfoques. Al igual que el MDF'S la lista de prioridad se organiza
de acuerdo con la distancia a las e-cajas encontradas hasta el momento y se actualiza
cada vez que se encuentra una nueva; en cada paso las cajas de mayor profundidad
son insertadas al inicio de la lista y se utiliza una heuristica adicional para elegir
entre cajas con la misma profundidad, aquella caja que maximice el MinDis se ex-

plora primero [40].

Como ejemplo consideremos el caso evidenciado en la Figura 4.2a, en el cual se ha
encontrado una e-caja, caja negra, y el problema tiene 3 soluciones restantes (xy, X
y x3). El cuadro de la derecha maximiza la funcién MinDis, linea punteada, por lo
que se procesa este cuadro primero, bisecandolo y filtrandolo, obteniendo finalmente
la Figura 4.2b.
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Figura 4.2: Diferencia entre la convergencia de MDFS y DMDFS
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Hasta este punto tanto Most distant-first search como Depth and most distant-first
search (DMDFS) acttian de la misma manera, sin embargo, en el siguiente paso de
la busqueda el MDFS procesa la caja que maximiza la distancia a la e-caja entre las
tres cajas existentes, es decir, la caja de la izquierda (linea roja) y eventualmente
convergera a xp; mientras que el DMDFS procesa la caja que maximiza la distan-
cia a la e-caja entre las cajas de mayor profundidad (linea azul), y eventualmente

convergera a Xs.

4.1.2. Métodos de biseccion

Histéricamente se han propuesto varias estrategias generales de biseccion donde la mayo-
ria usa informacion local para seleccionar la siguiente variable o direccién a bisecar [41];

entre éstas se destacan dos heuristicas:
= La variable con el dominio més grande es particionada.
» Las variables se dividen una tras otra en una planificaciéon Round-robin [42].

El objetivo principal es producir un fuerte impacto en el sistema y maximizar la posibilidad
de que los nodos secundarios puedan ser descartados prontamente. En los tultimos anos
los métodos basados en Smear [43, 44, 45] han mostrado ser competitivos con respecto a
las 2 estrategias ya mencionadas. Estos métodos estiman el impacto de una variable en el
sistema utilizando el limite superior para las derivadas parciales de la funciéon y los anchos

del dominio, ecuacion (4.5).

Smear(x;, f) = [[ai]] - w(x), (4.5)

donde [a;] es la extension natural de intervalo de la derivada parcial de f con respecto a
la variable x;, % y w(x;) es el ancho del intervalo x;; la variable que maximiza este valor

es seleccionada.

Como ejemplo consideremos la funcion, f(x;, x2) = 10x3 + 3x2 — 5 en la caja [0, 10] x [0, 10].

Los valores de Smear para cada una de las variables serian

Smear(xy, f) = [20x;| - w(x1) = 2000, (4.6)

Smear(xg, f) = |6xa| - w(x2) = 600, (4.7)
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con lo anterior se concluye que la variable a bisecar es x;.

4.2. Técnicas de aceleraciéon

Uno de los principales problemas en los algoritmos de IBB es la manera poco eficiente
de descartar subcajas no 6ptimas en primeras etapas de la buisqueda o incluso e-cajas al
final del proceso, aun cuando éstas son muy pequenas; esto debido a la imposibilidad de

determinar con precision déonde estan los optimizadores globales.

Lo anterior se debe al hecho de que la funcion de inclusién utilizada no es lo suficientemente
eficiente para producir rangos cercanos al rango real de la funcién, generando a su vez un
aumento en el tiempo de ejecucion del algoritmo. Varias metodologias como extensiones
de segundo orden (Seccién 3.6.1), pruebas de eliminaciéon y métodos de contraccién han
sido consideras con el fin de limitar estos efectos negativos. Alternativas mas actuales
como affine arithmetic, la cual permite un calculo mas estrecho del rango de la funcion
F(X) puede ser revisado en [46, 47, 48]

4.2.1. Pruebas de eliminacién

4.2.1.1. Test del punto medio

El limite superior F(X) de una caja factible X garantiza ser un limite superior del minimo
global f(x*); una mejor descripcién de éste limite permite una prueba de eliminacién mas
eficiente®[48, 49]. La evaluacién de cualquier caja X para este fin puede ser mejorada
si se evaltia en cualquier punto ¢ € X, ya que f(x*) < F(c) < F(X). Ichida y Fujii [37]
propusieron la evaluacién sistemética en el punto medio de la caja F(m(X)); en cada
paso del algoritmo la funcién F se evaltia en el centro de una subcaja X considerada y se

compara con la mejor solucion actual, esto es

f « min(f, F(m(X)) (4.8)

Para ejemplificar lo anterior, consideremos la funcién f(x) = x?cos(x) + x sobre el inter-
valo X = [-5, 3].

3Sea f el mejor limite superior encontrado hasta el momento. Si para un caja X se tiene que f < F(X)
la caja es descartada ya que no puede contener el minimizador global.
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La caja X se divide generando las subcajas X; = [-5, —1] y Xo = [—1, 3]. Procesando

la caja X; tendremos que

F(X;) = [-5, —1]%cos([-5, —1]) +[-5, —1] = [-5, —1] = [-30, 12.5076], (4.9)

obteniendo el limite superior para el minimo global de la funcién, encontrado por el
momento, correspondiente a 12.5076. Ahora si consideramos evaluar la caja X; en el

punto medio tendremos que:

F(m(Xy)) = [-3, =3]%cos([-3, =3]) +[-3, —3] = [-11.91, —11.9099]  (4.10)

logrando asi una mejor descripcion de la cota superior del minimo global, ahora con un
valor de -11.9099.

4.2.2. Métodos de contraccion

Actualmente, los métodos IBB utilizan procedimientos de contraccién, con el fin de poder
reducir los dominios de las cajas en el espacio de bisqueda, eliminando aquellos valores
que no satisfacen una o mas restricciones (por ejemplo, valores mayores al menor limi-
te superior encontrado). Estos procesos de contraccién no pierden soluciones, es decir,
se implementan de manera rigurosa y no implican heuristicas que puedan ignorar las

soluciones.

4.2.2.1. Interval Newton

Uno de los algoritmos de filtrado més efectivos utilizados en el andlisis de intervalos es
la extension del método de Newton a intervalos (Interval Newton) [50]. El objetivo del
método clasico de Newton es encontrar sucesivamente mejores aproximaciones a los ceros
de una funcién real. Consideremos una funcién univariada continua y diferenciable f(x)
y su derivada f’(x). Si x; es una aproximacion de una solucién de la ecuacion f(x) = 0,
entonces se obtiene una mejor aproximacion mediante

f(x)

X4+1 = X1 — f’(Xl)'

(4.11)
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Ahora consideremos la generalizacién del método clasico a intervalos. Para esto tomemos
una funcién univariada f(x) y un intervalo inicial X. El método aplica sucesivamente el

paso de contraccion

X XN <c - ng()l)> : (4.12)

donde ¢ corresponde al punto medio del intervalo X, ¢ = m(X;). Los factores dentro del

paréntesis corresponden al operador de newton dado por

Ne(X, ¢) = ¢c— (4.13)

Si el procedimiento converge a un punto fijo, X;;; C X, devolvera un intervalo con una
tolerancia e que contiene una tnica solucién de la ecuacién f(x) = 0 en X. Si una iteracién
del paso de contraccién devuelve un intervalo vacio, Xj; = (), entonces no hay solucién en
X. Cuando las iteraciones no convergen a un punto fijo, no podemos predecir la presencia

o ausencia de soluciones en X y la caja por en ende sera dividida [29, 32].

Por ejemplo, consideremos la funcién f(x) = x? — 2 y su derivada f'(x) = 2x. Se debe

encontrar los ceros de la funcién en el intervalo inicial de X = [—3, 2] y escogiendo
¢ = m(X) = —0.5%. La primera iteracién de Newton seria
F(c) (—0.52) — 2 19 1
Ni(X, ¢) = ¢— — 05—~ 2/ % _ {— ,—}u[—, ] 4.14
(Xoo) = - g 2[—3, 2] > Ty g )

Ahora la interseccién con el intervalo inicial X sera

19 1
X ANi(X, ¢) = [—3, —} U [—, 2}. 4.15
Es de notar que la interseccion se compone de 2 subintervalos, X; = {—3, —g] y
Xy = [—11—6, 2}, a los cuales se les tiene que aplicar el método de newton recursiva-

mente. Los resultados de las siguientes dos iteraciones para cada intervalo se resumen en
la Tabla 4.1.

4.0.5 corresponde al intervalo degenerado [-0.5, 0.5

o1



4. Optimizacion global con intervalos

k Xk F,(Xk) Nf(Xk, Ck) Xk U Nf(Xk, Ck)

1 [-3, —0.792] [—6, —1.583]  [~1.630, —0.889] X, =[—1.630, —0.889)]

2 [~1.630, —0.889] [—3.260, —1.778] [—1.492, —1.386] X3 = [—1.492, —1.380]

4 [0.063, 2] [—0.125, 4] [—o0, —7.523]U X5 = [1.234, 2]
[1.234, 0]
5 [1.234, 2] [3.468, 4] [1.368, 1.463] Xo = [1.368, 1.463]

Tabla 4.1: Interval Newton para la funcién f(x) =x?>—2 en el intervalo inicial
X =[-3, 2|

Los dos ceros posibles de f en X estan delimitados por los intervalos [—1.492, —1.386]
y [1.368, 1.463] respectivamente. Su existencia es garantizada durante las iteraciones de
k=1yk=>5yaque Xy CX;yXsCXs.

Este método puede ser extendido al caso multivariado de n ecuaciones con n incognitas.
Sea entonces f : R" — R" una funcion diferenciable, X una caja en el espacio y xx € X un
punto. La ecuacion de f(x) = 0 puede ser linealizada en el punto xj usando mean value

form como

f(Xk) + Jf(X)(X - Xk) =0, (416)

donde J; es la extension de intervalo del Jacobiano de f, matriz de las primeras derivadas

parciales de la funcion, sobre X. Teniendo que Yy, = X — xi, tenemos que

Yk = —Jf<X)_1f(Xk). (417)

En la practica, Yy se obtiene resolviendo una versiéon preacondicionada del sistema lineal

de intervalos

J(X)Ye = —f(xx) (4.18)
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4. Optimizacion global con intervalos

4.2.2.2. Algoritmos de restriccion—propagacién

Estos algoritmos se centran en la reduccién del dominio con respecto a una ecuacion
y/o restriccién y se realizan mediante un procedimiento de revisién. Luego se utiliza un
algoritmo de propagacion, similar al conocido algoritmo AC3 [51], para propagar las re-

ducciones a todo el sistema hasta que se alcanza un punto fijo.

Todos los algoritmos de propagaciéon basados en intervalos tienen procedimientos de pro-
pagacion similares a AC3, que difieren principalmente en el procedimiento de revisién. En
general, los procedimientos de revisién intentan imponer consistencias parciales sobre los
elementos de los dominios, de tal manera que deberian encontrar el intervalo “minimo”
para una variable xi que contenga todos los valores consistentes relacionados con una
restriccion C en una caja X. Sin embargo, debido principalmente al problema de depen-
dencia, generalmente no es posible implementar dichos métodos de manera eficiente. Una
forma intuitiva de filtrar los dominios de las variables es aislar la variable que queremos
filtrar y calcular la imagen de la funciéon generada. El resultado se debe intersecar con el

dominio inicial.

Como ejemplo consideremos entonces la ecuacion x; + 2x9 = 10, con los dominios de
Xy =10, 5] y Xg =11, 3]. Si queremos reducir el dominio de X;, debemos aislarla la

variable de la ecuacion de la siguiente manera

X, = 10 — 2X,. (4.19)

Utilizando alguna extension de intervalo (por ejemplo, la extension de intervalo natural),
se puede calcular el rango de F(X;). El nuevo dominio seré la interseccién de la proyeccién

generada y el intervalo inicial, esto es

X, < XN (10— 2Xs) = [0, 5]N[4, 8 = [4, 5]. (4.20)

Tengamos en cuenta que la imagen de la funcién de proyeccién se calcula utilizando ex-
tensiones de intervalo, por lo cual este método también sufre el problema de dependencia.
De igual manera, otro problema ocurre cuando una variable aparece varias veces en una
restriccion, y el aislamiento es generalmente imposible. En este caso, cada ocurrencia de

la variable se puede aislar de forma independiente.

Como ejemplo consideremos la ecuaciéon x* + 3z = 14, en el dominio X = [0, 3|. Para
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4. Optimizacion global con intervalos

reducir el dominio de la variable, podriamos considerar las funciones de proyeccion de

cada ocurrencia e intersecar sus aproximaciones de imagen con el intervalo inicial X;

X XN (=3X+14)5 = [0, 3]N[L.71, 2.41] = [1.71, 2.41]. (4.21)
—X3 4+ 14
X<—Xﬂ3+ — [0, 3]N[—4.33, 4.67] = [0, 3]. (4.22)

De lo cual se obtiene que la ahora X = [1.71, 2.41]. Después de varias iteraciones, X con-

verge al intervalo [2, 2].

Sin embargo, si las funciones de proyeccién tienen varias ocurrencias de la variable a pro-
yectar (es decir, la variable aparece mas de dos veces en la restriccién), debido al problema
de dependencia, la proyeccién convergera a dominios subéptimos; este problema particu-

lar se conoce como el problema de aislamiento.

Uno de los algoritmos més utilizados es el algoritmo HC4-Revise [52], el cual filtra
los dominios de las variables sin generar explicitamente las funciones de proyeccion. HC4-
Revise requiere atravesar la expresion solo dos veces para realizar la proyeccion sobre cada
aparicion de una variable. El algoritmo funciona en dos fases, la fase de hacia adelante,
forward phase, en la que se calcula, utilizando la aritmética de intervalos, la inclusion
natural de las subexpresiones representadas por cada una de las operaciones existentes en
la funcién, denominadas nodos, y la fase hacia atras atraviesa, backward phase, aplicando
en cada nodo un operador de proyeccion relacionado. El operador de proyeccion reduce los
intervalos de los nodos, eliminando valores inconsistentes con respecto al operador bésico

unario o binario correspondiente.

Como ejemplo, consideremos entonces la ecuaciéon x> — 3x + y = z, con los dominios ini-
ciales de X = [4, 10], Y = [—80, 30] y Z = [0, 0]. Los nodos en la fase hacia adelante se
muestran en las ecuaciones (4.23) - (4.26), una representacién esquematica de esta fase se

muestra en la Figura 4.3.

N, = X* = [4, 10]* = [16, 100]. (4.23)
N, := 3X = 3[4, 10] = [12, 30]. (4.24)
N3 := N; =Ny = [16, 100] — [12, 30] = [—14, 88]. (4.25)
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4. Optimizacion global con intervalos

Ny, == N3+Y = [—14, 88] +[-80, 30] = [-94, 118].
[-94, 118]
V4
[-0, 0]
[-14, 88]
/ Y
[-80, 30]
[16,100]
A ) N1
X 2
[4, 10] [4, 10]

Figura 4.3: HC4-Revise: fase de propagacion hacia adelante

(4.26)

La fase de propagacion hacia atras, Figura 4.4, comienza con la interseccion de los rangos

de los lados izquierdo (N4) y derecho (Z). Luego propaga la restriccién hacia abajo,

evaluando las funciones de proyeccion en cada nodo, de la siguiente manera:

N: = NyNZ = [-94, 118]n [0, 0] = [0, 0].
Y* = YN (N;—Ny) = [—80, 30]n ([0, 0] — [~14, 88]) = [—80, 14].
Ni = Ny (N;—Y) = [—14, 8] N ([0, 0] — [-80, 30]) = [—14, 80).

N; = Nyn(Np —N3) = [12, 30] N ([16, 100] — [—14, 80]) = [12, 30].

Nt = Ny N (NS+Ny) = [16, 100] N ([—14, 80] + [12, 30]) = [16, 100],

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)
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[-0, O]

- /
+
N4*\ -0, 0]
Y

[-14, 80]
N3~ [-80, 14]
[16, 100] [12, 30]
A ) Nix Nox [
X 2 3 X
[4, 10] [4, 10]

Figura 4.4: HC4-Revise: fase de propagacion hacia atréas

con lo anterior, aunque se logra un estrechamiento en la variable Y = [—80, 14], pero no

permite una reduccién en la variable X = [4, 10] la cual no se modifica.

Es importante aclarar que HC4-Revise realiza una proyeccién automatica sobre los in-

tervalos, utilizando una inclusion natural. Trabajos recientes describen una variante de

HC4-Revise llamada FBBT [53], la cual utiliza una extensién basada en monotonicidad

para realizar el filtrado. Otros métodos pueden ser revisados en [32, 52].
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CAPITULO 5

PROBLEMAS Y RESULTADOS

5.1. Propuesta

Se unificaron las distintas técnicas de bisqueda, eliminacién y contraccion en un algoritmo
de IBB, en un lenguaje de programacion dindmico y rapido como lo es Julia [2] y hecho

de c6digo abierto. Este compone un repositorio el cual puede ser revisado en [1].

La eficiencia de este algoritmo en el ambito de la quimica computacional, se evalué confor-
me a los problemas presentados por Lavor [54], en la optimizacién de estructuras molecu-
lares y Vanaret [32], en la optimizacién de clisteres de Lennard—Jones, especificamente en
el cluster compuesto de 5 esferas. Una explicacion méas detallada del cddigo es presentada

en el Anexo 1

5.2. Optimizacién de estructuras moleculares

Se consider6 el modelo molecular simplificado estudiado por Lavor [54, 55], con el fin
de tener un punto de comparacion respecto al rendimiento de nuestra metodologia y la

presentada por Lavor.

Como lo sugerido por Lavor, se considera una cadena lineal de N esferas, atomos unidos,
centrados en xy, Xs,..., Xy en un espacio tridimensional. La energia potencial del sistema

esta dada por

V = Vi+Vy+ Vs + Vy, (5.1)

donde V; corresponde a la energia potencial debida al estiramiento de enlace entre cada

par de esferas consecutivas:
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5. Problemas y resultados

v, = % cfj”(rij—rg)?, (5.2)

(17J)6M1

con ci(jl) la constante de fuerza de estiramiento de enlace y r%, la longitud de enlace de
equilibrio. Vs, es la contribucién debido a la flexion del angulo de enlace cada tres esferas

consecutivas,

VQ = Z Ci(jg)(eij —98)2, (53)

(i,j)eM2

0
ij»
V3 es la contribucion debido al angulo diédrico sobre cada cuatro esferas consecutivas:

con ci(f) la constante de fuerza de flexion del angulo y 63, el angulo de enlace de equilibrio;

Vs = Z ci(f)(l + cos(3wy; — wg)), (5.4)
(i,j)eM3

(3)

con ¢;; la constante de fuerza de torsion y wy

i» el dngulo de equilibrio. V4 es el potencial
que caracteriza las interacciones de dos cuerpos, entre cada par de cuentas separadas
por mas de tres enlaces covalentes, a lo largo de la cadena. Aqui, solo se consideran las
interacciones entre pares separados exactamente por tres enlaces covalentes, y el modelo

utilizado es

Ve = Y (_1)1, (5.5)

(i,j)eM3

con 1 la distancia que separa las esferas iy j. La notaciéon Mi, coni = 1, 2, 3, indica los
conjuntos de pares de esferas separadas por enlaces covalentes. En este problema, todas
las longitudes de enlace y angulos de enlace han sido fijados en los valores de equilibrio
r% =1526Ay 6’8 = 1.91, valores caracteristicos de una cadena de hidrocarburos. También,

3) _

los valores de ¢;;” =1y wg = 0 fueron establecidos.

Por las consideraciones anteriores, la funcién de energia potencial queda finalmente de la

forma

V = V34+V4 = ) (1+COS(3W1‘]‘))+7', (5.6)

(1.j)EM3
donde 13; puede ser expresada en funcién del dngulo diedro como
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5. Problemas y resultados

ry = 1/0.60099896 — 4.14720682 cos(wy) (5.7)

El problema es entonces encontrar el minimo global de esta funciéon potencial, que ahora
es una funcién solo de los angulos diedros w;;. Los intervalos iniciales para la busqueda
se establecen como w;; = [0, 5]. Este modelo molecular simplificado es un muy buen
problema de prueba gracias al minimo global conocido [54] y al gran ntimero de minimos

locales que estan presentes!.

La Tabla 5.1, resume los resultados obtenidos con el algoritmo propuesto y la metodologia
utilizada por Lavor [54] y Lin [55]. En cada caso se realizé una exploracién del espacio
con el método de busqueda de Best First Seach, igual que los otros autores. El proceso se

llevé en un procesador Intel Core i7-8550U 1.80GHz, a una tolerancia e = 1075,

N | Exploracién Min. Global Método Lin [55] Lavor [54]
a b c a* b*

5 BFS -0.082236 0.0012  0.0009 0.0037 0.0009 0.003 -

10 BFS -0.589388 0.09 0.11 0.05 0.02 0.05 247
15 BFS -0.493418 8.55 9.22 0.18 0.16 0.55 34.56
20 BFS -1.000569  1013.37 877.51 0471 1.53 9.89 1167
25 BFS -0.9045997  >3600 2685 1.27 8.31 168.5 34657
30 BFS -0.9045997  >3600 >3600 5.79 76.02  >3600 -

Tabla 5.1: Resultados de la optimizacién de las cadenas de hidrocarburos de 5 a 30 esferas
utilizando el método Best-first search (BFS) a una tolerancia ¢ = 107°. a = Inclusién de
intervalo natural + Optimizacion local. b = Mean Value Form + Optimizacion local. ¢
= Mean Value Form + Optimizacién local + Restriccién de la forma HC4-revise, a* =
Interval Newton + Optimizacion local + Expansién de Taylor de Primer Orden como
funcion de Inclusién. b* = Optimizacion local + Expansiéon de Taylor de Primer Orden.

'El ntimero de minimos locales viene dado por 2"~3 con n el niimero de 4tomos o esferas en la cadena.
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5. Problemas y resultados

5.3. Cluster de Lennard—Jones

En esta seccion se realiza la prueba rigurosa de optimizacion para los clisteres de Lennard—
Jones de 2 a 5 atomos. Hasta la fecha, la inica prueba rigurosa fue realizada por Vanaret
[32]; demostrando que la solucién méas conocida, que nunca habia sido certificada numé-

ricamente, es realmente la éptima global.

El potencial de Lennard—Jones descrito en la ecuacién (2.1), generalmente dada en uni-
dades reducidas 0 =1 y € = 1, contiene dos ocurrencias de la variable r. Un truco para

reducir la dependencia es completar el cuadrado, obteniendo

V = [4 (:6—;)2—1], (5.8)

de esta forma, la funcién de inclusiéon natural del potencial V se vuelve 6ptima con res-
pecto a las ocurrencias de r. Sin embargo, se debe tener en cuenta que la funciéon objetivo,
ecuaciéon (5.8), todavia sufre dependencia, ya que las coordenadas (x;, i, z;) de los dto-

mos tienen multiples ocurrencias en los términos de distancia rj;.

Una reduccion de la simetria se puede lograr fijando algunos la posicién de algunos atomos
y asi mismo reduciendo el espacio de buisqueda. Si se considera la primera particula en el

origen de coordenadas, el resto de las particulas se ubicarian con respecto a ésta en

1 X1 = V1 = 727 = 0
2 Xg > 07 Yo = Zo = 0
3 x3>0,y3>0,23 =0 (5.9)

4 x4 >0, vi>0, 24 >0

25 Xi?'éoa)/vi?é())zi?éo

Con lo anterior se realizaron los calculos para los clister de 2 a 4 atomos inicialmente
en el intervalo de [0, 1.2] para cada variable. Los resultados obtenidos con los distintos

métodos aplicados se resumen en la Tabla 5.3.
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5. Problemas y resultados

Exploracion ~ Método ~ Minimo Global Iter. CPU (s)
DFS S -1.00000 29 0.00018
BrFS S -1.00000 29 0.00014
BFS S -1.00000 29  0.00018

MDFS S -1.00000 29 0.00030
DMDFS S -1.00000 29 0.00023
S -3.00000 265  0.0038
MVF -3.00000 265  0.0046

DFS
C -3.00000 25 0.0005
C + MVF -3.00000 25 0.0005
S -3.00000 263 0.0054
MVF -3.00000 263 0.0058

BrFS
C -3.00000 27 0.0005
C + MVF -3.00000 27 0.0005
S -3.00000 245 0.0042
MVF -3.00000 245 0.0035

BFS
C -3.00000 27 0.0005
C + MVF -3.00000 27 0.0010
S -3.00000 245 0.0064
MVF -3.00000 245 0.0064

MDFS
C -3.00000 27 0.0008
C + MVF -3.00000 27 0.0008
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N | Exploracién ~ Método ~ Minimo Global T.F.L. Iter. CPU (s)
S -3.00000 3 245 0.004
MVF -3.00000 3 245 0.004
3 DMDFS
C -3.00000 1 27 0.0009
C + MVF -3.00000 1 27 0.0010
S -6.00000 30 6185 0.33
MVF -6.00000 30 6185 0.33
DFS
C -6.00000 3 203 0.011
C + MVF -6.00000 3 203 0.11
S -6.00000 30 6737 0.34
MVF -6.00000 30 6737 0.35
BrFS
C -6.00000 4 145 0.007
C + MVF -6.00000 4 145 0.007
4
S -6.00000 30 5143 0.27
MVF -6.00000 30 5143 0.30
BFS
C -6.00000 2 125 0.009
C + MVF -6.00000 2 125 0.01
S -6.00000 30 5181 0.22
MVF -6.00000 30 5181 0.24
MDFS
C -6.00000 2 125 0.006
C + MVF -6.00000 2 125 0.008
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N | Exploracién ~ Método ~ Minimo Global T.F.L. Iter. CPU (s)
S -6.00000 30 5181 0.22
MVF -6.00000 30 5181 0.22
4 DMDFS
C -6.00000 2 125 0.006
C + MVF -6.00000 2 125 0.007

Tabla 5.2: Resultados de la optimizacion de los sistemas de Lennard Jones de 2 a 4 ato-
mos, utilizando los métodos de busqueda, Depth-first search (DFS), Breadth-first search
(BrFS), Best-first search (BFS), Most distant-first search (MDFS) y Depth Most distant
first-search (DMDF'S). Los intervalos iniciales de busqueda para todas las variables co-
rresponden a [0, 1.2]. La tolerancia utilizada fue de e = 107*. S = Solo se utiliza inclusién
natural. MVF = Se utiliza el mean value form como inclusién. C = Se utiliza restricciones
de la forma HC4-revise. En todos los casos se combina un método de optimizacién local
basado en descenso de gradiente.

El problema de interés es la optimizacion del cluster de LJ de 5 particulas. Este problema
tiene el principal inconveniente que, debido a la cantidad de minimos presentes en su
superficie de energia potencial y la cantidad de ocurrencias de cada variable, impide el

rechazo de manera 6ptima de las cajas.

Se sugirié la generacion de puntos aleatorios en la caja para encontrar de una manera
rapida un mejor punto 6ptimo para la evaluacién del mean value form y la optimizacion
local. El evaluar el tamano final de la lista es un indicio de la eficiencia del descarte de
cajas que no contienen el minimizador global durante el proceso. La Figura 5.1a, resume
el tamafnio de la lista final en funcién a la cantidad de puntos aleatorios generados, la
Figura 5.1b, resume el tiempo de ejecucion total del algoritmo en funciéon a los puntos

aleatorios generados.

La obtencion de un buen limite superior para el minimo global en las primeras etapas
de la busqueda puede indicar una disminucién en el tiempo de ejecucion del algoritmo;
la Figura 5.2, resume la actualizacién del minimo encontrado en funcién al ntiimero de

iteraciones para cada método de busqueda.
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Figura 5.1: Grafica de a) tamafio de la lista final vs nimero puntos aleatorios generados
y b) Tiempo de ejecucién del algoritmo vs niimero de puntos aleatorios generados; para
el clister de Lennard—Jones de 5 4tomos, en los intervalos iniciales de [0, 1.2] para cuatro
dtomos y [-1.2, 1-2] para el quinto d4tomo, a una tolerancia de e = 1072, con un método
de busqueda de Best-first search, utilizando restricciones y método de optimizacion local.
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Figura 5.2: Minimo encontrado en funcion al logaritmo del niimero de iteraciones para
los métodos de busqueda de Depth-first search (DFS), Breadth-first search (BrFS) y
Best-first search (BFS), para el clister de Lennard—Jones de 5 atomos en los intervalos
iniciales de [0, 1.2] para cuatro dtomos y [-1.2, 1-2] para el quinto 4&tomo, a una tolerancia
de e = 1072

Para los calculos del clister de Lennard—Jones de 5 atomos, se consideraron los intervalos
iniciales de [0, 1.2] para cada variable de cuatro dtomos y un intervalo inicial de [-1.2, 1.2]
para las variables del quinto atomo. Los resultados obtenidos se resumen en la Tabla 5.3.

Las geometrias finales obtenidas para cada caso se evidencian en la Figura 5.3.

N | Exploracién Método Minimo Global T.F.L. Iter.  CPU (s)
MVF + C -9.10385 199293 2689433 381
DFS
MVF + C + P.A. -9.10385 199070 1961361 206
MVF + C 9.10385 210914 2415159 362
BrFS
MVF + C + P.A. -9.10385 177586 2225225 489
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N | Exploracién Método Minimo Global T.F.L. Iter.  CPU (s)
MVF + C -9.10385 204982 2443277 393
BFS
MVF + C + P.A. -9.10385 183961 2248949 509
)
MDEFS MVF + C -9.10385 118394 2017263  >3600
DMDFS MVF + C -9.10385 137839 2091328  >3600

Tabla 5.3: Resultados de la optimizacién del sistema de Lennard—Jones de 5 dtomos, uti-
lizando los métodos de bisqueda, Depth-first search (DFS), Breadth-first search (BrFS),
Best-first search (BFS), Most distant-first search (MDFS) y Depth Most distant-first
search (DMDEFS). Los intervalos iniciales de busqueda para todas las variables de los pri-
meros cuatro dtomos corresponden a [0, 1.2], para el quinto dtomo las variables estdn en

el intervalo de buisqueda de [-1.2, 1.2]. La tolerancia fue de e = 1073. MVF = Se utiliza el

mean value form como inclusiéon. C = Se utiliza restriccién de la forma HC4-revise, P.A.

= generacion de punto aleatorios.

Lennard-Jones 5 esferas Lennard-Jones 4 esferas Lennard-Jones 3 esferas

Figura 5.3: Geometrias obtenidas para los clister de Lennard-Jones de 3 a 5 esferas.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

El trabajo unifico distintas metodologias y técnicas de aceleracion en la base de un algo-
ritmo prototipo de IBB (algoritmo Skelboe-Moore), enfocado en la optimizacién global
de funciones de manera rigurosa y garantizada. Se evidencio que la principal técnica de
aceleracion fueron los métodos de contraccion, generando una reduccion considerable en

el tiempo de ejecuciéon y en el tamano final de lista para cada caso estudiado.

Emplear métodos de optimizacion local, permitio la obtencion de mejores cotas superio-
res para el minimo global en las primeras etapas del algoritmo, ademas de ofrecer una
mejora en la eficiencia de descarte de subcajas que no contienen optimizadores globales,
generando de igual manera una disminuciéon en el niimero de iteraciones generadas para

cada método de exploracién en todos los casos de estudio.

Uno de los principales inconvenientes que se evidencio, es la sobrestimaron del rango de
la funciéon, aun cuando se utilizan métodos de inclusion de segundo orden y las cajas
a evaluar son pequenas. EL emplear ntimeros aleatorios para la obtenciéon de un mejor
centro para la evaluacién del mean value form, produce una disminuciéon en el tamano
final de la lista, con el inconveniente de presentar un aumento considerable en el tiempo

de ejecucion del algoritmo.

Una ventaja de este tipo de algoritmos es la posibilidad de ser paralelizados de manera
eficiente, se propone, para futuros trabajos, el paralelizar estos procesos para obtener una
mejora en el rendimiento global del algoritmo, al igual que emplear métodos como affine
arithmetic para una mejor descripcion del rango de la funciéon. Se cree que, combinado
ambos métodos descritos anteriormente en el algoritmo propuesto, se puede obtener una
metodologia que compita en cuestiones de rendimiento, con algoritmos més complejos

como el presentado por Vanaret [32].

De igual forma, aunque el enfoque del trabajo fue la optimizacion de funciones de energia
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6. Conclusiones y perspectivas

potencial, la metodologia propuesta no se limita solo a este tipo de problemas, y puede
extenderse a sistemas mas complejos en ambitos diferentes. Al mismo tiempo, el codigo
se encuentra de manera abierta [1], con el fin de que pueda ser revisado y utilizado para

cualquier persona que tenga un interés particular en el tema.
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APENDICE A

ANEXO 1

El enfoque principal del algoritmo propuesto, optimize, estd en la optimizacion global
de manera rigurosa de funciones continuas y sin restricciones, mediante el analisis de
intervalos. El c6digo estd escrito completamente en Julia y utiliza el paquete de Interva-

1Arithmetic.jl [3] para la aritmética entre intervalos.

Al ser un codigo escrito completamente en Julia tiene acceso a las funciones de diferen-
ciacion automaética a través de los paquetes en JuliaDiff [56]; de igual manera, permite la
seleccion por parte del usuario de varios pasos en el algoritmo, modificando las posibili-

dades predefinidas elegidas por el desarrollador.

Para mostrar cémo se puede implementar el algoritmo, minimizaremos la funcién de Ro-

senbrock, un problema clasico de optimizacion. Se define la funcién como

function f(X::IntervalBox)
x 1, x2=X
return (1.0 - x 1)"2 + 100.0 * (x_2 - x"2)"2

end

Una vez definida la funciéon simplemente especificamos los intervalos iniciales y llamamos

a optimize con la funcién y los intervalos de partida



A. Anexo 1

X = IntervalBox(-2..2, 2)

optimize(f, X)

Es importante aclarar, que el algoritmo entrega como respuesta, el minimo, el minimiza-

dor y el nimero de iteraciones; la tolerancia € estd dada por defecto como ¢ = 1073, Los

parametros y tipos de entrada se resumen a continuacion

IT

Funcién, la funcién de entrada puede ser una funcién basica de Julia o una funciéon
de tipo constraint, para este tltimo caso revisar IntervalConstraintProgramming.jl

[57).

Intervalos iniciales, optimize recibe como argumento de inicio un IntervalBox que

debe contener los intervalos iniciales para cada una de las variables.

Tolerancia, se tiene por defecto un € = 1073, este valor puede ser modificado a

cualquier valor de tipo Float64.

Funciones de inclusién, por defecto utiliza una inclusiéon natural de la funcién,
no obstante, se puede modificar para que utilice el mean value form, en este caso, el
usurario puede proporcionar un gradiente de lo contrario se construira un gradiente

utilizando ForwardDiff.jl [58].

Métodos de biusqueda por defecto se utiliza el método de Best-First Seach
(BFS), sin embargo, se puede modificar por Depth-first search (DFS), Breadth-
first search (BrFS), Most distant-first search (MDFS) y Depth Most distant-first
search (DMDFS).

Optimizacion local se utiliza un método de descenso de gradiente.
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= Métodos de biseccidn, por defecto se realiza la bisecciéon en la variable con el do-
minio mas amplio, sin embargo, se puede modificar esta metodologia para utilizar

métodos de Smear.

= Generaciéon de puntos aleatorios Por defecto se generan 75 puntos aleatorios

para la busqueda; este valor se puede modificar a cualquier valor de tipo Int64.

Volviendo a la funcién de Rosenbrock, una implementacion completa seria

optimize(f, X, eps = 0.01, search = MDFS, localOpt = true,bisect = Smear, num_alea = 50)

I1I
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