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Introduccion

El siglo XX represent6 el inicio de nuevos paradigmas para el estudio de la mate-
mética, trayendo consigo una gran cantidad de nuevas ramas. Entre las cuales, aparece
el desarrollo de la teoria de anillos, empezando con el teorema de caracterizaciéon de
anillos semisimples de Wedderburn-Artin en 1927 [25]. A partir de ahi, se han intro-
ducido mas herramientas que nos permitan dar una clasificacion méas completa de este
tipo de estructuras. De las cuales, el estudio de los R-médulos se ha convertido en una
de las principales; con éste mismo se ha podido llegar a nociones como las teorias de
torsion, las clases naturales, etc. Mientras que Amitsur, en 1954, introdujo la nocién
de prerradical; Spencer Dickson definié las teorias de torsiéon para categorias abelianas
en 1966. A su vez, Dauns, en 1992, comenzé con el estudio de las clases naturales, a
quienes llamo clases saturadas, y que en 1994 Page y Zhou retomaron con su nombre
actual; etc. Un ultimo enfoque, a través de describir ciertos tipos de clases en R-Mod
por medio de propiedades de cerradura y de dar un tratamiento de manera reticular,
va ha dado condiciones sobre anillos artinianos, neterianos, locales, o inclusive anillos
perfectos.

El objetivo principal de esta tesis es tratar con algunas reticulas de clases de médulos
determinadas a través de las propiedades por las que se cierran, y como consecuencia,
estudiar algunos resultados que se derivan de dicho estudio. Ademas, el presente trabajo
estd basado en el escrito On Big Lattices of Classes of R-modules Defined by
Closure Properties, [1].

Cuando no genere confusion, R denotard a un anillo asociativo con uno. Mientras que
se escribird R-Mod para referirse a la categoria de R-modulos izquierdos unitarios. Asi
mismo, usaremos R-Simp para representar a un conjunto completo de representantes
de clases de isomorfismo de R-mo6dulos simples.

Durante el capitulo 1, introduciremos todos aquellos conceptos que seran necesarios
para entender esta tesis. Empezaremos definiendo algunas nociones de lo que se cumple
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en una gran reticula. Después abarcaremos conceptos basicos de teoria de categorias,
como lo son la concepcion de categoria en si, el producto fibrado, el coproducto fibrado
y la nocién de funtor. Y finalizando esta parte del trabajo, ahondaremos en los diferen-
tes conceptos necesarios para estudiar la categoria R-Mod, incluyendo las propiedades
de cerradura, y viendo como éstas ayudan a generar nuevas clasificaciones de anillos.

Por otro lado, con el capitulo 2 introduciremos las reticulas definidas por las propie-
dades de cerradura. Ademas, veremos algunas reticulas asociadas a R-Mod que sean
S-pseudocomplementadas. Terminaremos por determinar el comportamiento de los es-
queletos (las reticulas de pseudocomplementos) del primer tipo de reticulas de este
capitulo; con esta nueva herramienta podremos describir los pseudocomplementos en
reticulas tales como R-tors, R-nat, etc.

El capitulo 3 se enfocara en la coleccion de clases cerradas bajo submodulos y exten-
siones; describiendo la gran reticula R-sext, para lo cual definiremos los secuenciadores
exactos entre dos clases en esta reticula, e introduciremos el operador sext. Una vez
hecho ésto, nos dedicaremos en buscar algunas propiedades que cumple esta reticula.
Mientras que en el capitulo siguiente, el cuarto, dualizaremos y estudiaremos estos mis-
mos principios para R-qext, la clase de clases cerradas bajo cocientes y extensiones.

Finalmente, en el capitulo 5 relacionaremos todas estas nociones. Ocupando éstas 1l-
timas, junto a R-nat y R-conat, para dar una nueva caracterizaciéon de algunos anillos
artinianos, algunos neterianos, y otros perfectos derechos locales izquierdos. Adicional-
mente, terminamos este trabajo dando ejemplos claves en los que deducimos que las
condiciones R-her = R-quot, R-sext = R-qext y R-nat = R-conat no son equivalentes.

Atln cuando este trabajo sera lo més autocontenido posible, se le recomienda al lector
complementar con otros textos, para un mejor manejo de los conceptos. Las referencias
citadas en este trabajo son un buen comienzo para lograr este fin.
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TEORIA BASICA DE MODULOS Y
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CAPITULO 1

Preliminares

Ocuparemos este capitulo para precisar los conceptos con los que se trabajaran en es-
ta tesis. Empezaremos considerando un poco de teoria de las grandes reticulas. Ademas,
se dard una introduccion a la nociéon de categoria y algunos de sus objetos especiales,
definidos por propiedades universales. Por tltimo, se abordaran las ideas dentro de la
teoria de modulos y de la teoria de anillos, buscando esclarecer en qué consisten las
propiedades de cerradura, estudiando algunos tipos de moédulos y anillos, y caracteri-
zaciones de éstos.

1.1. Reticulas

Definicién 1.1.1. Como en [16], aquellas colecciones que no son conjuntos reciben el
nombre de clases propias. Ademaés, entenderemos por conglomerado, en el sentido
descrito en [20], a una coleccion de clases. Por otro lado, una relacion binaria < sobre un
conjunto X es llamada orden parcial [16] (para fines de este trabajo, lo abreviaremos
como orden) si satisface las siguientes propiedades:

1. Dado x € X, se cumple que z < x
2. Para cualesquiera dos elementos z, y € X, six 2y y y X x, entonces x =y
3. Siz, y, z € X son tres elementos tales que z <y y y = z, entonces = < z

Definicién 1.1.2. Sean X un conjunto, < un orden sobre X y a, b € X. Un elemento
infimo [16] de a y b en X, denotado por a A b, es aquel que satisface:

l.anb=ayaAb=b.

2. Cada que un elemento ¢ € X cumpla que ¢ < a y ¢ X b, se tendrd que ¢ < a Ab.
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De manera dual, el supremo [16] de a y b, el cual escribiremos como a V b, es un
elemento que tiene las siguientes dos propiedades:

l.a<aVbya=<aVh.
2. Para un elemento ¢ € X tal que a < cy b =< ¢, se cumplird que a Vb < c.

Ahora, notemos que esta tltima definicion se generaliza para cualquier subconjunto
S C X. Donde usaremos los simbolos A, ¢ s para el infimo de S, y \/,.¢s para el
supremo S. A continuacion, se precisa el concepto de reticula.

Definicion 1.1.3. Se define como reticula [24] al par {X, <}, donde X es un conjunto
y =< es un orden sobre X en el que cualesquiera dos elementos de X tienen infimo y
supremo. Por otra parte, si { X, <} cumple las propiedades de reticula, donde X es una
clase propia, en vez de un conjunto, se dice que {X, <} es una gran reticula [16].

Dentro de las reticulas, existe un tipo especial de éstas, las completas. Cuya definicion
es la siguiente.

Definicién 1.1.4. Una reticula {X, <} se dice completa [6] si toda subfamilia S C X
tiene infimo y supremo en X.

Siguiendo la misma notaciéon, como X C X, podemos tomar S = X. Lo cual da lugar
a la observacion:

Observaciéon 1.1.5. Toda reticula completa tiene elemento mayor y un elemento me-
nor.

Definicién 1.1.6. Sea {X, <} una reticula. Definimos, en caso de existir, el elemento
cero de X [24] como 0 = A\ .y 2 y al elemento uno de X [24] como 1 =\/ .y . En
dicha situacion, diremos que X es una reticula con 0 y 1.

Estas reticulas seran las que consideraremos a partir de ahora.

Definicién 1.1.7. Sea {X, <} una reticula con 0 y 1, y sea a € X. Un pseudocom-
plemento [1] de a es un elemento b € X tal que es méximo con la propiedad de que
aANb=0.Esdecir,sice XestalqueaAc=0y b =c =<1, seobtiene que ¢ = b.
Por otro lado, si d € X es el elemento mayor con el que a A d = 0, diremos que d
es un pseudocomplemento fuerte [1]| de a (para resumirlo, decimos que d es un
S-pseudocomplemento de a). En otras palabras, si ¢ € X satisface que a A ¢ = 0,
entonces ¢ < d. En tal caso, denotaremos al S-pseudocomplemento mediante el
simbolo at. Ademas, decimos que X es una reticula S-pseudocomplementada [1]
si todo elemento de X tiene S-pseudocomplemento en X. Ahora, se dice que x es un
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complemento de a en X si z Aa = 0y xVa = 1. Finalmente, entenderemos por
reticula complementada [10] a una reticula donde cada uno de sus elementos posee
un complemento.

Observacion 1.1.8. Observe que de las definiciones anteriores se puede concluir que,
en caso de existir, los S-pseudocomplementos son tinicos; en cambio, los pseudocomple-
mentos pueden no satifacer esta condicién de unicidad.

Observacion 1.1.9. Sea { X, <} una reticula y sean z,y € X tales que x < y. Entonces
xNz=yAz, VzeX.

Demostracion. En efecto, si z € X, entonces xt Az < 2y x Az <X x < y. Por lo que
TNz =yANz.

OJ

Observacion 1.1.10. Sea {X, <} una reticula y sean z,y € X dos elementos con
S-pseudoomplemento. Si z < y, entonces y- < xt.

Demostracion. Por la Observacion 1.1.9, x Ayt <y Ayt = 0. Entonces z Ayt =0. Y
por la definiciéon de S-pseudocomplemento, se tiene que y* < zt.

O

Observacion 1.1.11. Sea {X, <} una reticula. Una condicion suficiente para que x <
(x1)* se cumpla para todo # € X es el que X sea S-pseudocomplementada.

En efecto, si # € X, entonces # A 2t = 0y - A (z1)t = 0. Pero, al ser (z1)*+
S-pseudocomplemento de z, se sigue que z < (z1)*

O

Observacion 1.1.12. Sea {X, <} una reticula. Que X sea S-pseudocomplementada,
implica que si z € X, entonces z+ = (z+)++ = (zt+)+ = 24,

Demostracion. Por la Observacion 1.1.11, se tiene que x < zt+. Como z =< z*+

oI,
por la Observacion 1.1.10, se sigue que (z+1)* < zt. Ademas, 2+ Azt = 0, v asi
zt < (zt1)*t. Concluyendo que xt = (zt+)*+.

Por tltimo, puesto que '+ = (z1)*, obtenemos (z+)*+ = (21+)L. Por lo tanto,
ot = (2b) Lt = (pLl)t = pLiL,

O

Definicion 1.1.13. Una reticula { X, <} es modular [6] si dados a,b,c € X, con a < b,
se cumple que a V (¢ Ab) =(aVec)Ab

Definicion 1.1.14. Sea {X, <} una reticula. Decimos que X es distributiva [6] si
para cualesquiera x,y,z € X se tiene que z A (yV z) = (x Ay) V (z A z2).
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Observacién 1.1.15. Dada una reticula {X, <}, las siguientes condiciones son equi-
valentes.

1. X es distributiva

2. Para cualesquiera tres elementos z,y,z € X, se satisface z V (y A z) = (z Vy) A
(xV2).

Una vez definidos éstos conceptos, se procede a considerar algunas generelizaciones.
En el caso de reticulas modulares, definiremos el ser superiormente continua. Analoga-
mente, al abstraer més la nocién de reticula distributiva, obtendremos a los marcos.

Definicién 1.1.16. Sea = un orden sobre X. Un conjunto dirigido es un subconjunto
D C X con la propiedad de que si a,b € X, entonces existe z € X tal que a < z y
b=z

Definicién 1.1.17. Sea X una reticula. Diremos que X es superiormente continua
[24] si para culaquier z € X y cualquier conjunto dirigido D C X se cumple que
A (Vyep¥) = V,ep(® Ay). Por tltimo, se dice que la reticula X es un marco si dado
un elemento x € X y un subconjunto T C X se tiene que x A (\/,cpt) = V,cr(z A1),

Observacion 1.1.18. De la propia definicion, tenemos que todo marco es una reticula
distributiva y superiormente continua.

Observacion 1.1.19. Hasta este momento, todas estas definiciones se pueden genera-
lizar para grandes reticulas. La prueba de la siguiente proposiciéon es valida tinicamente
para reticulas, ya que no tenemos un equivalente del Lema de Zorn para grandes re-
ticulas. Por lo que el estudio de los pseudocomplementos en grandes reticulas se tratan
sOlo para algunos casos particulares.

Proposiciéon 1.1.20. Si {X, =} es una reticula superiormente continua, entonces X
es pseudocomplementada.

Demostracion. Sea x € X.

Definimos la familia § = {y € X : y Az = 0}. Esta tltima es no vacia, pues 0 € J.

Ahora, considere una cadena {y;},., en §. Entonces {y;},., es una familia dirigida.
Puesto que X es superiormente continua, se tiene que 2 A (\/,c; vi) = Ve, (x Ay;) = 0.
Y asi, toda cadena de § es superiormente acotada.

Por el lema de Zorn, § tiene elementos méximos. Sea t € § uno de éstos elementos
maximos. Por tanto, t es un pseudocomplemento de x en X.

O

Maés adelante, en el capitulo 2, veremos que la condicién de una reticula sea superior-
mente continua no es suficiente para que sea S-pseudocomplementada. Como ejemplo

tenderemos a la reticula de ideales del anillo R = ((I% I(R){)
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1.2. Categorias

Definicion 1.2.1. Una categoria 2" [18| consiste de los siguientes elementos:
» Una clase de objetos, denotada por Obj(Z").

» Para cada C, D € Obj(Z), un conjunto Hom 4 (C, D), cuyos elementos se llaman
morfismos.

» Si (C,D, E) es una tripleta de objetos de 27, entonces existe una composicion
Homg (D,C) x Homgy (C,E) — Homy (D, E) tal que:

1. Para objetos distintos W, XY, Z de 27, se satisface que Homy (X,Y) N
Homgy (W, Z) =1

2. La composicion es asociativa.

3. Para cualesquiera C, D, E € Obj(Z"), existe 1¢ € Homy (C,C') tal que si
a € Homy (C,D)y € Homy (E,C) se satisface que alc = ay 1¢f6 = p.

Definicion 1.2.2. Dada una categoria 2, sean o« : M — K, : N — K dos
morfismos en 2". Un producto fibrado [26] de («, 5) es un objeto P en 2" con las
siguientes propiedades:

1. Existe un par de morfismos p: P — M y ¢ : P — N en 2 tal que ap = v

P25 M
bl
N — K
2. SiLeObj(Z), o€ Homgy (L,M)y 7 € Homgy (L, N) son tales que op = 11,

entonces existe un tnico morfismo A : L — P que satisface las identidades
Ap=0cy =T

P23 M
P
N LK

Q

Definicion 1.2.3. Sea 2 una categoria y sean 6 : K — M,x : K — N dos
morfismos en £ . Diremos que un objeto C' € Obj(Z") es un coproducto fibrado [26]
si cumple con lo siguiente:
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1. Hay dos morfismos 1 : M — C'y p: N — C en X tales que wd = px

K -2 M

Lol

N s C

2. 515 € Obj(Z), k€ Homg(M,S)y ¢ € Homg (N, S) son tales que ko = ¢,
entonces existe un tnico morfismo n: C' — S talque nr =k y np = ¢

K-+ M

Definicion 1.2.4. Sean 27, % dos categorias. A una asignacion entre objetos de las
categorias, F': Obj(Z") — Obj(¥) se le daréa el nombre de funtor [18] si:

1. F(X)eO0bj(#), VX € Obj(Z)
2. 51 X,)Y € Obj(Z)y f € Homy (X,Y), entonces F(f) € Homy (F(X), F(Y))

3. Sean X,Y,Z € Obj(Z"). Entonces dados 2 morfismos f € Homy (X,Y), g €
Homy (Y, Z), se satisface que F(fg) = F(f)F(g)

4. Para cualquier X € 2, se satisface que F(Idx) = Idp(x)

1.3. Anillos y médulos

A partir del siglo XX, la concepcién de los R-modulos se ha convertido en una pieza
fundamental en el estudio de la teoria de anillos. Para ésto, definiremos algunas nociones
basicas de esta teoria.

Definicion 1.3.1. Siguiendo la definicion dada en [6], sean R un conjunto no vacio,
+:RXxR— Ry -: Rx R — R dos operaciones binarias en R. Se dice que la
estructura (R, +,-,0,1) es un anillo asociativo con uno (en adelante, inicamente
lo mecionaremos como anillo) si (R,+,0) es un grupo abeliano, (R,-,1) un monoide
y si, ademas, se satiface la distributividad por ambos lados (es decir, para todos los
a,b,c € R, se tiene que a(b+c) = ab+acy (a+b)c = ac+bc). En tal caso, abreviaremos
escribiendo tnicamente R.
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Definicién 1.3.2. Sea R un anillo y sea I C R. Diremos que [ es un ideal izquierdo
(derecho) de R si I es un grupo abeliano aditivo que satisface que al C I (la C I
respectivamente), para toda a € R. Por otro lado, I serd un ideal bilateral de R
siempre que sea ideal izquierdo y derecho.

A partir de lo mencionado en [24], obtendremos el concepto de R-modulo izquierdo
unitario.

Definicién 1.3.3. Sea R un anillo. Un R-médulo izquierdo unitario (a partir de
ahora, serd nombrado como R-mo6dulo) es un conjunto no vacio M, dotado de dos
operaciones + : M X M — My -: R x M — M tales que:

1. M es un grupo abeliano respecto a +
2. r(m+n)=rm+rmn

3. (a+7r)r=am+rm

4. (ar)m = a(rm)

5. Im=m

para cualesquiera m,n € M y a,r € R. Cuando se esté en dicha situacion, reduciremos
la notacion, escribiendo, solamente, M. Por 1ltimo, a la clase de R-modulos se le citara
como R-Mod.

De manera anéloga, se define un R-mdédulo derecho unitario.

Definicién 1.3.4. Sea M un R-médulo y sea {M;}, ., una familia en R-Mod.

1. Un submoédulo de M [18] es un subconjunto N C M que es un R-mddulo bajo
las operaciones heredadas por M. La notaciéon que sera usada para los submodulos
es N < M, ademéas Subr(M) denotara al conjunto de submddulos de M.

2. Todo submoédulo N de M define el respectivo médulo cociente [18] como el
grupo abeliano cociente M /N con las operaciones determinadas por los represen-
tantes en M.

3. El grupo producto [],.; M; dotado con la accién de multiplicaciéon por un escalar
de R (es decir, 7(m;)icr — (rm;)ier) forma el médulo producto [14] de {M;}, .,
4. Al submoédulo {(m;)icr : m; = 0, salvo una cantidad finita de i € I'} de [[,., M; se
le conoce como la suma directa externa [14] de {M;},_,. La cual sera denotada

por @iel M;.
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5. Por ultimo, M # 0 es simple [18] si Subg(M) = {0, M}. Mientras que N < M
es maximo si es coatomo de la reticula Subr(M) (es decir, si M/N € R-Simp).

Definicién 1.3.5. Sean M, N R-médulos y sea f : M — N una funciéon entre M y N.
Decimos que f es un homomorfismo de médulos [18] (o bien, morfismo de modulos)
si para cualquier r € R y para todos m,n € M se tiene que f(m+n) = f(m)+ f(n)y

flrm) = rf(m).

Ya con estos conceptos, cabe mencionar que R-Mod es una categoria, donde los mor-
fismos de esta categoria son justamente los homomorfismos de médulos. A continuacion,
se definen algunos conceptos relacionados a los morfismos entre modulos.

Definicion 1.3.6. A partir de [6], sea f : M — N un morfismo de R-modulos.
1. Al conjunto Nuc(f) ={m € M : f(m) =0} se le conoce como el niicleo de f.
2. La imagen de f se describe como el conjunto Im(f) = {f(m):m € M}.
3. Diremos que f es un monomorfismo si Nuc(f) = 0.
4. A fle llamaremos epimorfismo cuando Im(f) = N.

5. Por ultimo, f serd un isomorfismo si es monomorfismo y epimorfismo. En tal
caso, se dice que M y N son isomorfos, y lo denotaremos por M = N.

Con estas definiciones, a un conjunto completo de representantes de clases de isomor-
fismo de modulos simples se le denota como R-Simp.

Definicion 1.3.7. Una sucesion ... =% M, 1 In M, Il es exacta [18] si

Im(fn+1) € Nuc(f,), para cada n € N. Ademés, una sucesion se dice corta si es de la
forma: 0 > N > M > K > 0

Observaciéon 1.3.8. Las sucesiones exactas cortas en R-Mod son esencialmente de la

forma 0 s N —L M ! s M/N —— 0

Definicion 1.3.9. Sea % una clase de R-mo6dulos. Decimos que % es cerrada bajo

extensiones si para cada N, K € € ysi 0 N LK > 0 es

exacta, entonces M € €.

Definicién 1.3.10. Una clase . de R-mo6dulos cerrada bajo sumas directas si
para cualquier coleccion {M;},., C &7, se tiene que @, ., M; € .
En general, tenemos la siguiente definicion para propiedades 1-arias

Definicion 1.3.11. Sea 2 una clase de R-mddulos y sea B una propiedad 1-aria de
R-modulos. Diremos que 2" es cerrada bajo B si ‘P(M) € &7, VM € 2.
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1.4. Productos fibrados, coproductos fibrados y sub-
cocientes

Utilizaremos y demostraremos con todo detalle 3 teoremas de [18] para poder precisar
la nocion de subcociente.

Proposicién 1.4.1. Sean ¢ : N — M y ¢ : K — M dos morfismos de R-mddulos y
sea L={(n,k) e Nx K:pn)=v(k)}. Si\:L— N yu:L— K estin definidos
como A(n, k) =n y pu(n, k) =k, entonces L, X y i son el producto fibrado de (¢, ).

Demostracion. Primeramente, si (n,k) € L, entonces pA(n, k) = p(n) = (k) =
u(n, k).

Lt K

poob

N "= M
Ahora, sean P € R-Mod, 7: P — N,y 0 : P — K tales que 7 = 01. Definimos
el morfismo n : P — L como 7n(p) = (7(p),o(p)). De modo que A\np = A(1,0) =Ty

pn = p(t,0) =0

Por dltimo, para ver que 7 es tGnica, sea x : P — L otro morfismo que cumple
dicha propiedad. De manera que si p € P, entonces A(n — x)(p) = 7(p) —7(p) =0y
w(n —x)(p) =o(p) —o(p) = 0. Por lo que n — x = 0. Lo que implica que 7 es tnica.

O

Observacion 1.4.2. En la prueba anterior, para demostrar la unicidad de 7, un hecho
de gran importancia es el que Nuc(\) N Nuc(u) = {0}.

Demostracion. Esto se debe a que si (n, k) € Nuc(\)NNuc(j), entonces n = A(n, k) =0
y k= pu(n,k)=0.

O
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Definicién 1.4.3. Sea M € R-Mod. Dado un S C M (posiblemente vacio), definimos
el submédulo generado por S como el menor submédulo de M que contenga a S.
Esto es ({N < M :S C M}. En tal caso, denotaremos a éste como (S). Ademas, si
S = {z}, denotaremos por Rx = {rz :r € R}

Proposicion 1.4.4. Considere los siguientes morfismos ¢ : M — N y ¢ : M — K.
Sea P = {(p(m),—(m)):m € M}. Entonces el mddulo L = N & K/P junto a los
morfismos N : N — L y p : K — L dados por A\(n) = (n,0) y pu(k) = (0,k)
constituyen el coproducto fibrado de (¢, ).

Demostracion. Seam € M.
Entonces (A\p — wip)(m) = (p(m),0) — (0,4(m)) = (p(m),—¢(m)) = 0. Es decir,
Ap = pup.

M-y K
l ’

N 2. [

A

Por otro lado, sean S € R-mod, 7 : N — Sy o : K — S tales que 79 = 0.

Consideramos el morfismo 7 : L — S determinado por n((n.k)) = 7(n) +o(k). Ahora,
sea (n,k) € N x K. Entonces nA(n) = n((n,0)) = 7(n) y nu(k) = n((0,k) = o(k).

MY K

Finalmente, si y : L — S es otro morfismo que satisface ésta misma propiedad y
n,0),(0,k) son dos elementos en L, entonces (x — n)A((n,0)) = 7(n) — 7(n) =0
x — n)u((0,k)) = o(k) —o(k) = 0. Asi, x —n = 0, ya que x — 7 se anula en

{(n, 0),(0,k) :n € N,k € K}) = L. Concluyéndose que 7 es tnica.

O

Una pregunta que surge de estudiar las 2 propiedades anteriores de estas dos nociones
dentro de la categoria R-Mod es el encontrar una relaciéon entre los morfismos y alguna
condicién de inyectividad o de sobreyectividad. Lo cual, da a lugar a nuestros dos
siguientes resultados.
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Proposicion 1.4.5. Sean ¢ : N — M y ¢ : K — M dos morfismos. Suponga que
L junto a A\: L — N y u: L — K forman el producto fibrado de (p,1).

L "y K

boop
N~ M
Entonces:
1. Si 1 es mono., entonces A es mono.
2. Si 1 es epi., entonces \ es epi.
3. St v es mono., entonces p es mono.

4. Si @ es epi., entonces |1 €S epi.

Demostracion. Probaremos los incisos 1 y 2, ya que la condiciéon 3 se argumenta de
manera similar al iniso 1, mientras que la demostracion del 4 es similar al de la del 2.

1. Sea x € Nuc()). Entonces 0 = pA(x) = Yu(z). De esta forma p(x) € Nuc(y) =
{0}. Por los que x € Nuc(\) N Nuc(p). Sin embargo, por la Observacion 1.4.2, se
tiene que Nuc(\) N Nuc(u) = {0}. Es decir, z = 0. Por tanto, A es mono.

0J

2. Sea x € N. Entonces p(x) € M. Puesto que 1 es epi., existe una k € K tal que
Y(k) = o(z). Ahora, la descripcion de L dada en Proposicion 1.4.1, obtenemos
que (z,k) € L, y asi, A(z, k) = x. Por lo que X es epi.

Proposicion 1.4.6. A partir del siguiente diagrama de coproducto fibrado,
M5 K

b

N 25 L
se satisfacen cada una de las siguientes propiedades:

1. Si ¢ es mono., entonces A es mono.

2. Si 1 es epi., entonces \ es epi.
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3. St v es mono., entonces p es mono.
4. 81 es epi., entonces |1 es epi.

Demostracion. Al igual que en la proposicién anterior, probaremos sélo 1 y 2, ya que
la argumentacion es anéloga.

1. Sea x € Nuc(\). Entonces A\(x) = (z,0) = 0. Como (z,0) = 0, existe k € K tal
que (z,0) = (¢(k), v ( )). Lo que implica que ¥ (k) = 0. Pero ¢ es mono., entonces
k) =

E=0yx=q¢( 0. Concluyendo que A es mono.
]
2. Sea (z,y) € L. De forma que y € K, y como 1 es epi., existe m € M tal
que ¥(m) = y. Entonces A\(z — ¢(m)) = (x — ¢(m),0) = (x —¢(m),0) + 0 =
(x —@(m),0) + (¢(m), —1p(m)) = (z,v(m)) = (z,y). Por lo tanto A es epi.

O

Definicién 1.4.7. Sean M, N dos R-mo6dulos. Se entendera que N es un subcociente

de M [1] si existen K un R-moédulo, un monomorfismo ¢ : N — K y un epimorfismo
b M — K.

Corolario 1.4.8. Sean M, N dos R-mddulos. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. N es subcociente de M

2. Ezisten K un R-mddulo, un monomorfismo 7 : K — M y un epimorfismo
c: K — N.

Demostracion. Si N es un subcociente de M, existen L € R-Mod, ¢ : N — L mono.
y ¥ : M — L epi. Entonces considerando al coproducto fibrado (K, ,0) y aplicando
la Proposicion 1.4.6, tenemos la condicion deseada. Inversamente, si P es un R-modulo,
p: P — M monoyvy : P — N epi., entonces aplicamos la Proposicion 1.4.5 al
producto fibrado (S, A, u) para llegar a que N es subcociente de M.

OJ

Observacion 1.4.9. Sea M € R-Mod. La propiedad "N es subcociente de M"
podemos representarla tanto por un diagrama de producto fibrado

I

N2 K
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como por un diagrama de coproducto fibrado.
K" M

N
Observacion 1.4.10. Sean M, N, K, L, () € R-Mod. Entonces:

1. M es subcociente de si mismo.

2. Si N < M y K es subcociente de N, entonces K es subcociente de M. A su vez,
si () es cociente de M y L es subcociente de (), entonces L es subcociente de M.

3. Dado el siguiente diagrama, p[K| N o7[N] es subcociente de N y de K.

0 > N —— M

(e

K25

Demostracion. 1. Esto se debe a que el morfismo identidad Id : M — M es epi. y
mono.

M 14 £
Id

M

2. En el primer caso, tenemos el morfismo inclusién ¢ : N — M. Y como K es sub-
cociente de IV, existen 7" < N, un monomorfismo A : 7" — N y un epimorfismo
n:T — K. Deesta forma T < M, 1Ay n cumplen con las condiciones deseadas.

En el segundo caso, se tiene la proyeccion 7 : M — ). Puesto que L es subco-
ciente de @, existen U un cociente de @), p: Q — U unepiy p: L — U un
monomorfismo. Por lo que M — U, pm y p tienen la propiedad de subcociente.
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M—"%Q—L»U
o

L

¥

3. Primeramente, p[K]| N o7[N] es subcociente de K, ya que p[K] es cociente de K,
p: K — p[K] esepiy lainclusion ¢ : p[K] N oT[N] — p[K] es mono.

S

K
pIK] N oT[N] »—— p[K]

De manera anéloga, argumentamos el que p[K| N o7[N] sea subcociente de N,
teniendo el siguiente diagrama.

N

I

p[K]NoT[N] = o7[N]

1.5. Capsulas inyectivas y cubiertas proyectivas

Definicién 1.5.1. Sea M € R-Mod y sea N < M. Se dice que N es esencial [8] en
M si el anico pseudocomplemento de N en Subgr(M) es {0}

Definicion 1.5.2. Sea M € R-Mod. Definimos la clase de inyectividad [14] de M
como aquellos médulos F con la propiedad que si N < M v a : N — FE, entonces
a puede ser extendido a un morfismo g : M — E. A dicha clase la denotaremos por
In(M).

Definicion 1.5.3. Un R-moédulo M es inyectivo [14] si M € In(N), VN € R-Mod.

Observacién 1.5.4. Sea M un R-moédulo izquierdo. Las siguientes condiciones son
equivalentes:
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1. M es inyectivo.
2. M € In(R)

A éste resultado se le conoce como el criterio de Baer

R
[4

I

M

0 >

Observacion 1.5.5. En tal caso, M € R-Mod es inyectivo en R-Mod si y solo si
In~Y(M) = R-Mod.

Definicion 1.5.6. La capsula inyectiva de un R-modulo M [14] es un modulo inyec-
tivo E tal que M C E'y M es esencial en FE.

Observacion 1.5.7. La capsula inyectiva de un modulo siempre existe y es tinica, salvo
isomorfismos.

Definicién 1.5.8. Sean M, L € R-Mod y N, K submo6dulos de M. Entenderemos que
N es superfluo [12] en M si cada que N + K = M, implica que K = M. Por otro
lado, un epimorfismo f : M — L se dice superfluo si Nuc(f) es superfluo en M.

Definicién 1.5.9. La clase de proyectividad de M, Proy(M), es la coleccion de
R-médulos P tales que si M — K — 0 es exactay 7 : P — K es un morfismo,
entonces 7 se puede levantar a un morfismo o : P — M.

M > K

~
o

Definicién 1.5.10. Sea P € R-Mod. Diremos que P es proyectivo [26] si P €
Proy(M), para cada M € R-Mod.

Definicion 1.5.11. A un R-mo6dulo P se le llama cubierta proyectiva [26] de N € R-
Mod si P es proyectivo y existe un epimorfismo v : P — N superfluo.

Observacion 1.5.12. Existen anillos, en los que algunos médulos no tienen cubierta
proyectiva. Por ejemplo, en la categoria de grupos abelianos, Z/27 no tiene cubierta
proyectiva. Mas ain, ningin Z-moédulo finito tiene cubierta proyectiva y los Z-médulos
proyectivos son los tinicos que tienen cubierta proyectiva en Z-M od.
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1.6. Teorias de torsidon

Definicién 1.6.1. Sean T, T clases de R-mddulos. Al par 7 = (T, F) se le conoce como
teoria de torsion [24] si cumple con las siguientes propiedades

1. SiT €Ty F €F, entonces Homg(T, F) = 0.
2. Si Homgr(M,F) =0, VF € F, entonces M € T.
3. Si Homg(T, M) =0, VT € T, entonces M € F.

En tal caso, diremos que T es una clase de torsion, y FF serd una clase libre de
torsion. Finalmente, se usard la notacion R-TORS para la coleccion de teorias de
torsion en R.

Teorema 1.6.2. Sean T, clases de R-mddulos. Entonces:

1. T es una clase de torsion si y solo si es cerrada bajo cocientes, sumas directas y
extensiones.

2. A suwvez, F es una clase libre de torsion si y solo si es cerrada bajo submdodulos,
productos y extensiones.

Observacion 1.6.3. Si T, T, son dos clases de torsion, entonces T; N Ty es una clase
de torsion.

Definicién 1.6.4. Sean 7 = (T,,F,),0 = (T,,F,) dos teorfas de torsién. Diremos que
7 < o, cuando T, C T,. O equivalentemente, 7 < o < F, C F,

Definicion 1.6.5. Siguiendo [15], sea T una familia no vacia de R-TORS. Se describe
el infimo de T', AT, como aquella teoria de torsion cuya la clase de torsion estd dada

por Inr = (|{T; : 7 € T}. Ademés, de esta forma, el supremo de 7" queda descrito
por VI' = N{o € R-TORS : 7 <o, VT € T}.

Definicién 1.6.6. Sea 7 = (T, ) una teorfa de torsion. Diremos que 7 es hereditaria
[24] si T es cerrada bajo submo6dulos. Adicionalmente, los elementos de T se diran
modulos de 7-torsién, y los moédulos en F se llamaran libres de 7-torsién. Por tltimo,
a la clase de teorfas de torsion hereditarias se le denota como R-tors.

Observacion 1.6.7. Tanto R-TORS como R-tors son reticulas completas.

Proposicion 1.6.8. St 7,0 € R-tors, entonces T,po =T, NT, y 7V o es la teoria de
torsion hereditaria cuya clase libre de torsion es F.,, = F, NF,.
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Demostracion. Probemos primero que T, , =T, NT,. Como TAoc <7y 1TA0 <o0,
entonces T, o C T,y T,rs C T,. Porlo que T\, € T,NT,.

Por otro lado, puesto T, y T, son clases de torsién hereditarias, entonces T, N T,
también lo es. Sea v la teoria de torsion cuya clase de torsion es T, N T,. Entonces
T, CT,y T, CT,. De este modo v < 7 Ao, y asi se concluye que T,,, =T, NT,.

Por dltimo, veamos que F,,, = F,.NF,. Sea v la teorfa de torsiéon cuya clase libre de
torsion es F, NIF,. Puesto que r <7Voyo<7Vo,entonces F.,, CF, Nk, =F,,
yasiv < 7Vo. Ademas, F, CF, y F, CF,. Por ende, 7 < vy o < wv. Por lo tanto,
Fro=F,=F.NF,.

O

Note que la proposiciéon anterior puede generalizarse para infimos y supremos arbi-
trarios. Por lo que formulamos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.6.9. Sea {7;},., C R-tors. Entonces se satisfacen las siguientes dos
propiedades Ta. 7. = Nic; Tri Y Py, 7 = Nicr Fri-

Teorema 1.6.10. R-tors es un marco.

Demostracion. Sea T una teoria de torsion hereditaria y sea T' una familia en R-tors.
Fijando o € T' tenemos que o <\/, . v. Entonces, por la Observacion 1.1.9, 7 A o esta
acotado por 7 A\, .pv. De modo que \/, (T Ao) <TAV, p0.

Ahora, supongamos que la igualdad no se satisface, es decir, que hay un R-moédulo
M tal que M € TT/\VUGTU pero que M ¢ TVGGT(TAU)' Sea N el mayor submodulo de
V,er(T Ao)-torsion. Ademas, observemos que M /N es un médulo libre de \/__,(7A0o)-
torsion, ya que de lo contrario M € Ty/__, (rr0)- Mas atn, M/N € Tray, pos Dues esta
clase es cerrada bajo cocientes. Entonces M/N € Ty, _,0- Lo cual implica que hay un
v e T tal que M/N ¢ F,. Sea K/N # 0 el mayor submodulo de v-torsion de M /N, pues
M /N no es libre de v-torsion. De esta manera, K/N € T, C Ty, _;(orr)- Sin embargo,
como K/N es un médulo de \/ (o A 7)-torsion y M/N € Fy,__, (orr), tenemos que
K/N = 0. Lo cual es imposible.

De este modo, podemos concluir que 7 A\/ .0 =\ cp(0 A T)

1.7. Prerradicales

Definicién 1.7.1. Sea r : R-Mod — R-Mod un funtor. Se dice que r es un prerra-
dical [8] si satisface las siguientes 2 condiciones:

1. Para cada R-modulo M se tiene que (M) C M
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2. Sean M, N € R-Mod. Si f € Homg(M, N), entonces r(f) € Homg(r(M),r(N))
y T(f) = f ’T(M)

M—1 N

J J

r(M) ﬂ> r(N)

A la clase de prerradicales en R se le denotara por R-pr.

Ejemplo 1.7.2. 1. El prerradical identidad, Id : R-Mod — R-Mod. El cual cum-
ple que Id(M) = M y Id(f) = f.

2. El prerradical cero. Es decir, la asignacion 0 : R-Mod — R-Mod, 0(M) = {0}
y 0(f) = 0.

3. En la categoria de grupos abelianos, Z-Mod, tenemos el prerradical de torsion,
t(M)={m € M : m tiene orden finito}.

4. Si dado m € M, denotamos ann(m) = {r € R : rm = 0}. Entonces la asignacion
singular Z : R-Mod — R-Mod, Z(M) = {n € M : ann(n) es esencial en R}
es un prerradical.

5. El radical de Jacobson, donde J(M) = (\{N < M : N es mdzimo de M} =
Y{N < M : N es superfluo en M}.

6. La asignacion zoclo, zoc(M) = X{N < M : N es simple} = ([{N < M : N es
esencial en M}.

7. Dados M € R-Mod y N € Subgr(M), definimos el siguiente preradical wi! (K) =
N{f7YN]: f € Homgr(K,M)}. Mds ain, si 7 € R-pr es tal que 7(M) = N,
entonces T < wi (Ver en [22] ).

Definicién 1.7.3. Dotamos a R-pr de un orden. Sean 7,0 dos prerradicales, conven-
dremos que 7 < ¢ 8] si (M) C o(M), VM € R-Mod.

Observacién 1.7.4. Con ésto, R-pr es una reticula completa. Donde el infimo es
(tAo)(M)=7(M)No(M)y el supremo, (1Vo)(M) =71(M)+o(M). Adicionalmente,
(/\ie] oi)(M) = mie] oi(M)y (vz‘eI 0;)(M) = Sieroi(M).

De esta forma, utilizaremos el siguiente lema para poder investigar mas de la estruc-
tura reticular de R-pr.

Lema 1.7.5. Sea M un R-mddulo. La reticula Subr(M) es superiormente continua.




CAPITULO 1. PRELIMINARES 23

Demostracion. Sean N € Subr(M) y {K,},c; un conjunto dirigido de submodulos
de M. Probaremos que N N X,c; K, = Yoer(N N K,). Primeramente, dado m € N N
Yoer Ky, se cumple que m € Ny m = X! ;m,, para algunas o, ..., &,, donde para cada
i, Ma, € Ko,. Puesto que {K,} ., es dirigido, existe 3 € I tal que mq,, € Kp, Vi €
{1,...,n}. De este modo, m € NN Kg. Y asi, m € Xoer(N N K,).

Inversamente, si m € Y,e;(N N K, ), entonces escribimos a m como m = Y,erme,
con my, € NN K,, Va € I. Lo que implica que m € N y m € X,c;K,. Y por tanto,
m € NN XaerK,.

O

Corolario 1.7.6. R-pr es una gran reticula superiormente continua.

Demostracion. Sean T un prerradical, {04}, una familia dirigida en R-pr, y M un R-
modulo. Entonces 7(M) es un submodulode M y {o,(M)},; es un conjunto dirigido en
la reticula Subgr (M), la cudl ya habiamos visto que es superiormente continua. Por tanto
(T AVaer 0a)(M) = 7(M) N Eaer0a(M) = Zaer(T(M) N oa(M)) = Ve (T Aoe)(M).

O

Definicién 1.7.7. Sean 7,0 € R-pr. Definimos las operaciones - y : de la siguiente
manera;

l.7-0=71o00.
2. (7 :0)(M) es el tnico submodulo de M que satisface que 7(M) C (7 : 0)(M) y

(rio)(M) M
(M) —U(T(M)>

Definicién 1.7.8. Dado un R-mo6dulo M, definimos por recursion ordinal, la serie
zoclo (o bien, serie de Loewy) de M [24]:

1. So ={0} y S1 = zoc(M).
2. Si i es un ordinal, supongamos definido S;, entonces S; 1 (M) = (zoc : S;)(M)
3. Sii es un ordinal limite, entonces S;(M) = X;.,5;(M)

Al menor ordinal tal que S;(M) = S;(M), Vj > i lo denotaremos por v(M).

1.8. Clases naturales

Otro de los diferentes tipos de reticula, se puede encontrar en R-nat, el conjunto de
clases naturales. Por lo que en esta seccién desarrollaremos la teoria basica, en la que
podremos generar clases naturales y complementos de éstas.

Definiciéon 1.8.1. Un algebra de Boole es una reticula distributiva y complementada
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Definicién 1.8.2. Una clase no vacia de R-mo6dulos izquierdos se dice natural si es
cerrada bajo submodulos, sumas directas y capsulas inyectivas. Al conjunto de clases
naturales se le denota como R-nat.

Observacion 1.8.3. {0} y R-Mod son clases naturales.

Definicién 1.8.4. Sea .# € R-nat. Definimos la clase d(.#") y su clase complementaria
c(A) como

d(A)={M € R-Mod :¥0 # N < M,30 # K < N t.q. K — T, p.a. T € K}
o(H) = {M € R-Mod : Y0 £ N, N s K,VK € #}

Observacion 1.8.5. Si ¥ € R-nat, entonces d(.# ) = . Ademés, d(.2") Nc(K) = 0.
En efecto, si 0 # M € d(#) N e(X), entonces M € d(#) y M € ¢(x). Como
M € d(£), entonces para cualquier subméddulo no nulo N de M, existen 0 # L < Ny
K € ¢ tales que L — K. Sin embargo, puesto que M € ¢(%), tenemos que L ¥ K.
Lo cual es una contradiccion.

O

A continuacion enunciamos el argumento de la proyeccién [10], con el que justi-
ficamos muchos teoremas de clases naturales.

Proposicion 1.8.6. (Argumento de la proyeccion)

Sea {Wa},ea una coleccion de R-mddulos y sea x € E(B,c4 Wa un elemento no nulo.
Entonces existen p € A, 0 #r e Ry0# we W tales que 0 # Rrx = Rw < W, y
(0:7rx)=(0:w).

Observacion 1.8.7. El argumento de la proyeccion es equivalente a que cada submo-
dulo no nulo de E(,,. 4 W) contenga un submédulo no nulo isomorfo a un submodulo
de algin W,.

Proposicién 1.8.8. Si # es una clase no vacia, entonces d(£") es una clase natural.

Demostracion. Primeramente, probemos que d(£) es hereditaria. Sean M € d(¢) y
0# N € Subr(M). Si L es un submoédulo no nulo de N, entonces L < M. Dado que
M € d(*), existen 0 # T € Subg(L) y K € # tales que T — K. De esta forma,
N ed(x).

Ahora, veamos la cerrada bajo sumas directas. Sea {My}aea C d(H#) y sea 0 #
N <@, ca M. Entonces N < E(B, .4 Ma). Por el argumento de la proyeccion, exis-
ten 0 € Ay L € Subr(Mp) tales que N = L < Mpy. Como My € d(%), existen
0#T <L=NyKeX tales que T — K. Por lo que @, M € d(X).

Por ltimo, demostremos que d(.#") es cerrada bajo capsulas inyectivas. Sea M €
d() ysea0# N < E(M). Entonces 0 2 NN M € Subg(M). Puesto que M € d(%),
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hay 0 # L < NNM < Ny K € J# con la propiedad de que L — K. Con lo que
concluimos que E(M) € d(%).

U
Proposicién 1.8.9. ¢(%") € R-nat, V.2 # ()

Demostracion. Sea 0 # M € c¢(#) y sea 0 # N < M. Supongamos que hay un
submoédulo L # 0 de N y K € # con la propiedad de que L < K. Entonces
M € d(#) N c(K) = 0. Lo cual es una contradiccion.

Por otro lado, sea 0 # M € d(¢). Si 0 # N < E(M) es un submoédulo de tal forma
que N — K, donde K € . Entonces 0 # N N M — K. De esta forma, tenemos que
M € d(£). Una contradiccion.

Finalmente, sean {M,},c4 una familia de R-mddulos no nulos de ¢(#) y 0 # N <
Pca Mo < E(B,cq Ms). Por el argumento de la proyeccion, existe § € A tal que
N — Mg. Como Mg € ¢(H#') y c(H#) es una clase hereditaria, entonces N € ¢(%).

Por lo tanto ¢(#") € R-nat.

O

Definicién 1.8.10. Dotamos de un orden a R-nat. Dadas dos clases naturales ¢, %,
decimos que & < .7 siy solo si # C 7.

Observacion 1.8.11. R-nat es una reticula completa, donde el infimo y el supre-
mo para una familia de clases {#,}aca se desciben como A, ., %o = (NoesHFa ¥
Vaes Ha = d(U,ecs #a), respectivamente.

acA

Definiciéon 1.8.12. Diremos que dos R-modulos M y N son ortogonales si M y N no
tienen submoédulos isomorfos no nulos. En tal caso, utilizaremos M 1 N como notacién
de este concepto.

Definicién 1.8.13. Sean M € R-Mod y N < M. Diremos que N es un submoédulo de
tipo de M, denotado por N <; M, si N es pseudocomplemento de algtin submodulo de
M tal que hay un L < M que cumple que N & L es esencial en M y N L L.

Observacién 1.8.14. N es un submodulo de tipo de M si y so6lo si hay una clase
natural ¢ tal que N es el mayor submddulo de M con la propiedad de que n € &,
en tal caso especificamos que N es un submodulo de tipo 7.

Observacion 1.8.15. Dada una clase de R-modulos 7, se satisface que d(£7) A
() =0.
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A partir de la observacién anterior, podemos concluir que para cualquier clase natural
A se satisface que £ A (%) = 0. Sin embargo, existe una mayor relacion entre £ y
c(A), por lo cual tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.8.16. Para cualquier & € R-nat, se cumple que # N c( &) = R-Mod.

Demostracion. Sea M € R-Mod. Consideremos N un submoédulo de tipo d(¢). Si L
es un pseudocomplemento de N en M. Entonces L es un submoédulo de tipo de M Yy,
ademas, L € ¢(#"). Puesto que N @ L es esencial en My N ® L € d(#) V c(X),
concluimos que M € d(£) V ¢( ) ya que ésta ultima es cerrada bajo submodulos y
capsulas inyectivas. Por lo tanto, d(.#) A ¢(#) = R-Mod.

OJ
Corolario 1.8.17. R-nat es una reticula complementada.

Observacion 1.8.18. Sean N, L € Subgr(M). Si N, L son submoédulos de tipo £ de
M, entonces N y L no son ortogonales.

Teorema 1.8.19. R-nat es una reticula distributiva.

Demostracion. Si ¥, L, F € R-nat, entonces (K NLYN (K NF) < H NZLVF).

Por otro lado, sean M € # A (£ V F), L un submodulo de tipo £ de M y N un
pseudocomplemento de L en M. Entonces N <; M y L 1. N. De modo que N no es un
submoédulo de tipo .Z. Sin embargo, como N € £V %, todo submodulo no nulo de N
contiene un submodulo no nulo en £ U.#. Asi, N € d(.#) = .%. Con lo cual tenemos
que L e ANLyNeXNF. Porloque LEN € d(H NL)U (A NF)) =
(HNLYNV (H NF).

Concluimos que # A (L V .F) = (H NL)U(H NF).

O

A partir de las dos proposiciones anteriores podemos concluir el resultado de esta
seccion:

Teorema 1.8.20. R-nat es un dlgebra de Boole

1.9. Propiedades de anillos

Las nociones de todos los siguientes tipos de anillos se pueden definir del lado derecho,
estas definiciones son completamente andlogas.

Definicion 1.9.1. Un R-moédulo M se dice semisimple [26] si existe una familia
{Si}ie; de R-modulos simples tal que M = ,.; S;
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Observacién 1.9.2. 1. Si M es un R-moé6dulo e I un ideal bilateral de R contenido
en An(M)={re R:rm =0, Ym € M}, entonces M es un R/I-modulo.

2. J(R)M C J(M).
3. Si M es un R-moédulo semisimple, entonces J(M) = 0.

4. Por las observaciones anteriores, R-Simp = R/J(R)-Simp.

5. J(R) es superfluo en R.

Observacion 1.9.3. Las definiciones que daremos para anillos, también se pueden
definir para cualquier M € R-Mod. Remplazando la reticula de ideales Subgr(R) por la
de submodulos Subgr(M).

Definicién 1.9.4. Como en [24], diremos que R es un anillo neteriano izquierdo si
satisface la condicién de cadena ascendente respecto a su reticula de ideales izquier-
dos. Es decir, si Ip € I; € I; C ... es una cadena ascendente de ideales izquierdos,
entonces existe n € N tal que [,, = [,,.+, V& € N. Por otro lado, se dice que R es un
anillo artiniano izquierdo si su reticula de ideales izquierdos cumple la condiciéon de
cadena descendente. O sea, si Iy O I; O I; O ... es una cadena descendente de ideales
izquierdos, entonces existe n € N tal que [, = I,,,4, Vt € N.

Probaremos una forma equivalente del teorema de Hopkins-Levitzki, la cual se puede
encontrar en |2|.

Teorema 1.9.5. (Hopkins-Levitzki, 1956)
Sea R un anillo artiniano izquierdo y sea M € R-Mod. Tenemos que M es artiniano
sty solo st M es neteriano.

Demostracion. Como R es artiniano izquierdo, entonces J(R) es nilpotente (como con-
secuencia del Lema de Nakayama, ver en [6]) y R/J(R) es semisimple. Sea n € N el
menor nimero natural tal que J(R)" = {0}, y consideremos la serie de composicion
M2 JR)M D J(R)*M 2 ... 2 J(R)"'M 2 J(R)"M = {0}.

Ademas, también se cumple que J(J(R)*M/J(R)* M) = {0}, Vk € {0,1,...,n—1}.
Entonces J(R)*M/J(R)***M es un R/J(R)-mo6dulo semisimple, Vk € {0,1,2,...,n—1}.
Por lo que, M es artiniano izquierdo si y solo si cada uno de J(R)*M/J(R)***M es
artiniano. Sin embargo, para éstos cocientes es equivalente el ser artiniano izquierdo y
el ser neteriano izquierdo, ya que los J(R)*M/J(R)*1 M son semisimples. Por tltimo,
notemos que todo J(R)*M/J(R)*1 M es neteriano izquierdo si y sélo si M es neteriano.
De estas observaciones, se concluye que M es artiniano izquierdo si y so6lo si M es
neteriano izquierdo.

O
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Definicién 1.9.6. Sea &/ una clase de R-mo6dulos. Denotamos por 7., a la teoria de
torsion generada por o7, la cual se puede definir a partir de las siguientes dos clases:

1. Fy ={N € R-Mod|f: M — N = f=0, VM € &/}

2. T,y ={M € R-Mod|f : M — N = f =0, YN € F,}.
Definicién 1.9.7. Dado un anillo R, R es semiartiniano izquierdo [24] si es miembro
de la clase de torsion hereditaria generada por los R-mddulos izquierdos simples.
Observacion 1.9.8. Todo anillo artiniano izquierdo es semiartiniano izquierdo.

Corolario 1.9.9. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. R es artiniano izquierdo
2. R es neteriano izquierdo y semiartiniano izquierdo
Lema 1.9.10. Si M es un R-mddulo semiartiniano izquierdo, entonces Sy (M) = M.

Demostracion. Sea N un submoédulo propio de M, y denotemos por 7 = (T,F) a la
teoria de torsion generada por los R-mo6dulos simples. Entonces N es semiartiniano y
M/N # {0}.Ahora, como M € T, entonces M/N ¢ F. De esta forma existe S € R-Simp
tal que S < M/N.

Por altimo, si Sy (M) # M, entonces soc(M/Syn+1(M)) # {0}. Por lo que la
serie zoclo no se estabiliza en (M), lo cual no es posible. Concluimos S, (M) = M.

0

Corolario 1.9.11. 5@ R es un anillo semiartiniano, entonces todo R-mddulo no nulo
tiene zoclo no nulo.

Demostracion. Sea M € R-Mod. Si zoc(M) = {0}, entonces S, (M) = {0}. Por lo
que M = {0}.

O

Proposicion 1.9.12. Si R es un anillo semiartiniano, entonces zoc(M) es esencial en

M,VYM € R-Mod.

Demostracion. Sea M € R-Mod, v sea H un submodulo no nulo de M. Como R es
semiartiniano, tenemos que H contiene un submoddulo simple S. Asi S C zoc(M) N H.
Asi H N zoc(M) # {0}. Por lo que zoc(M) es esencial en M.

O

Definicién 1.9.13. Un anillo serd local izquierdo si R-Simp consta de un tnico
modulo simple.
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Definicién 1.9.14. Sea R un anillo. Diremos que R es perfecto izquierdo [6] si todo
R-moédulo izquierdo tiene cubierta proyectiva.

Definicién 1.9.15. Sea R un anillo y sea [ un ideal de R. Decimos que [ es T-
nilpotente izquierdo si para cualquier sucesion (a;);>1 de elementos de I, existe n € N
tal que a,a,_1...aca; = 0.

Definicion 1.9.16. Un anillo se dice semiprimario [12] si R/J(R) es semisimple y
J(R) es nilpotente.

Corolario 1.9.17. Todo anillo artiniano izquierdo es semiprimario.

Demostracion. Sea R un anillo artiniano izquierdo. Entonces R/J(R) es semisimple y
J(R) es nilpotente. Por lo que R es semiprimario.

O

Teorema 1.9.18. (Teorema P de Bass)
Para un anillo R, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. R es un anillo perfecto izquierdo.

2. R/J(R) es semisimple y J(R) es T-nilpotente.

3. R/J(R) es semisimple y todo R-mddulo no nulo contiene un submddulo mdzimo.
4. R satisface la condicion de cadena descendente sobre ideales principales derechos.

Una demostracion de este hecho puede encontrarse en [12].

Corolario 1.9.19. Si R es un anillo artiniano izquierdo, entonces R es perfecto por
ambos lados.

Demostracion. Como R es artiniano izquierdo, entonces R satisface la condicion de
cadena descendente sobre ideales de R. En particular R sobre ideales principales iz-
quierdos. Por el teorema P de Bass, concluimos que R es perfecto derecho.

Por otro lado, dado que R es semiprimario, R/J(R) es semisimple y J(R) es nilpo-
tente. Entonces J(R) es T-nilpotente. Y por tanto R es perfecto izquierdo.

O
Proposicion 1.9.20. Todo anillo perfecto derecho es semiartiniano izquierdo.

Definicién 1.9.21. Sea M € R-Mod. Diremos que M es finitamente generado [24]
si existen my,...,m, € M tal que M = X7, Rm,.

Proposicion 1.9.22. En un anillo local izquierdo, todo R-mddulo proyectivo finita-
mente generado es libre.
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Demostracion. Sea P un R-mo6dulo proyectivo. En [26] se discute que P = PEX{Im(f) :
f € Homg(P, R)}. Entonces X{Im(f) : f € Homg(P,R)} Z J(R), por lo que existen
p € Py f € Homg(P,R) tal que f(p) ¢ J(R). Como R es local izquierdo, entonces
R = f(p)R + J(R). Ademas, como J(R) es superfluo, se cumple que R = f(p)R. Asi,

f es epi. y P se descompone como suma directa P = R @ A.

Ahora, puesto que P es f.g., tenemos que %(R) es un %—espacio vectorial de di-
P

mension finita n € N. Entonces B tiene a lo méas n sumandos directos isomorfos a

R/J(R). Sean k > 1y B € R-Mod tales que P = R* @ B. De esta manera, %(R) es de

la forma PJ]?R) = (RJIER))’“ S CJ(?R), y asi & < n. Consideremos que k es el mayor entero
tal que P = R*® B. Si B # {0}, entonces B es proyectivo, pues B es sumando directo,
por lo que B se puede descomponer en sumas directas, B = R®D;y asi P = R @ D.

lo cual es una contradiccién. Entonces P = RF y P es libre.

O

Una proposicién mas general, afirma que en un anillo local, todo R-médulo proyectivo
es libre; y su prueba puede encontrarse en [17].

Definicion 1.9.23. Un anillo R se dice semiperfecto [12] izquierdo si todo R-modulo
izquierdo finitamente generado tiene cubierta proyectiva.

Observacion 1.9.24. La condicién de ser semiperfecto se cumple por ambos lados.
Maés atn, todo anillo perfecto izquierdo es semiperfecto izquierdo.

Observacion 1.9.25. Dado un ideal I, decimos que un elemento idempotente € € R/
es levantado modulo I si existe f € R idempotente tal que € = f 4+ . Un anillo
es semiperfecto si y sélo si R/J(R) es semisimple y todo elemento idempotente es
levantado modulo J(R).

Proposiciéon 1.9.26. Todo anillo artiniano izquierdo (o derecho) es semiperfecto.

Demostracion. Sabemos que un anillo artiniano izquierdo es perfecto por ambos lados,
y por tanto semiperfecto.

O

Definicién 1.9.27. Sea R un anillo con descomposicion R = R1 ® Ry ® ... R,,, donde
cada R; es un anillo. Definimos la clase P(R) = {(ry,...,mn) : 175 € Ri-pr, Vi € {1,...,n}}.
Ademas, dados r = (11, ...,7), 8 = (81, ..., $») € P(R), definimos ([8]):

L.r As=(r1 A Sty T A Sp)
2. 7V s=(r1 Vs, .,rmVs,)

3. r<ssiysolosir <s; Vie{l, ..n}
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4. 1r-s=(r1-S1,...sTn " Sn)
5. (r:s)=(r1:81,..,Tn : Sn)

Proposicion 1.9.28. Sea R un anillo con descomposicion R = Ri®Ro®...® R, donde
cada R; es un anillo. Denotemos por m; : R — R; la respectiva i-ésima proyeccion
canonica. Entonces hay una correspondencia uno a uno entre R-pr y P(R), dada por
las asignaciones r— (m1(r), ..., m (1)) y (11, .oy 1) = 20 15(m;). Adicionalmente, estas
asignaciones preservan supremos, infimos, orden, - y (_ : )

Demostracion. Denotemos las asignaciones ¢(r) = (m(r), ..., m, (1)) y ¥(r1,...ympn) =
Siri(m)-

Probemos primero que ¢(r) € P(R),Vr € R-pr. Sea r € R-pr. Si M € R-Maod,
entonces r[M] C M. De esta forma, para cada i, mr[M]| C m;[M]. Ademas, si f :
M — N, entonces r[M] C N. Y asi mr[M] C m;[N]. De donde podemos concluir que
o(r) € P(R).

Inversamente, sea (r1,...,7,) € P(R). Veamos que ¢(rq,...,r,) € R-pr. Si M un R-
modulo, entonces para cada i, rym[M] C m[M], y asi (rq, ..., ) [M] = E_rym[M] C
@ m[M] = M. Por dltimo, si f : M — N, entonces m;[M] C N,Vi. Por lo que
Y(ryy ey ) [M] = 30 1i(m) [M] C @ ym;[N] = N. Por tanto ¢(ry,...,7,) € R-pr.

Ahora, probaremos que estas asignaciones preservan orden. Las demés propiedades
se prueban de manera anéloga. Sean r,;t € R-pr tales que r < t y sea M € R-Mod.
Entonces m;r < mt, Vi y asi ¢(r) < ¢(t). Por otro lado, si (ry,...,7n) < (t1,....tn) y M
un R-modulo, entonces r;m;[M] < t;m;[M] para cualquier i. Y por tanto ¥ (r) < 1(t).

0

Observacion 1.9.29. Si R es un anillo con descomposicion R = R ® Ry ® ... ® R,
donde cada R; es un anillo perfecto derecho local izquierdo, entonces por la proposicion
anterior, podemos suponer que R es perfecto derecho local izquierdo, en caso de ser
necesario.

A continuacion, procederemos a indagar un poco sobre la reticula de ideales del anillo
_(Q 0
n-(20)

Ejemplo 1.9.30. Sea U un R-subespacio de R*. Definimos Iy = {(2 2) C(x,y) € U}.

0 0 Q 0 00y (0 0 -
Ahora, sea <$ y) € Iy. Entonces (R R) (:v y) = (]Ra: Ry) C Iy. FEsto

quiere decir que Iy es un tdeal izquierdo de R. Mds aun, los 1inicos ideales simples de
R son de la forma Iy, con W un subespacio de dimension 1.

Uno puede ver que Subg(R) = {ly : U <g R} U {O,R, (% 8) }
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Parte 11

GRANDES RETICULAS EN R-Mod
DEFINIDAS POR PROPIEDADES
DE CERRADURA
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CAPITULO 2

Reticulas
S-Pseudocomplementadas

En el transcurso de este capitulo, se considerardn algunas propiedades de cerradura
de clases de R-mdodulos: FEl ser cerrado bajo submddulos, cocientes, ertensiones, sumas
directas, cdpsulas inyectivas, productos o, incluso, cubiertas proyectivas. Estas propie-
dades las abreviaremos usando los simbolos siguientes: <, —, ext, ®, E(), [[, P(),
respectivamente. Ademds, se dard una vision mds detallada al comportamiento tanto de
las grandes reticulas que son objeto de nuestro estudio como de sus respectivos esquele-
tos.

2.1. Propiedades de cerradura

Definicién 2.1.1. Sea A un conjunto no vacio de propiedades de cerradura. L4 deno-
tard al conglomerado de clases R-modulos cerradas bajo cada propiedad en A.

Ejemplo 2.1.2. Las siguientes clases pueden escribirse con la notacion anterior.
1. L{<y denotard a R-her, el conglomerado de clases hereditarias.

2. El conglomerado de clases cohereditarias, R-quot, también puede ser escrito como
L{_»}.

8. Li< . cary €s el conglomerado de clases de Serre.
4. L catey se usard para R-TORS.
5. Mientras que Li< . eyt gy serd la notacion para R-tors.

6. Li<_.y esigual a R-op, el conglomerado de clases abiertas.

35
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7. Li< g eat,p()}y denota lo mismo que R-nat, es decir, el conjunlo de clases naturales

[10].
Proposicién 2.1.3. Li<; es cerrada bajo intersecciones arbitrarias.

Demostracion. Sean €,9 € Ly, M € €N 2y N € Subg(M). Entonces M € €'y
M € 9. Puesto que ambas clases son cerradas bajo <, deducimos que N € € y 4. Asi
N € €NZ. En caso de que A contenga otras propiedades de cerradura, la demostracion
serd analoga; y por tanto € N Z € L.

O

Un resultado mas general puede formularse, para un conjunto no vacio de propiedades
de cerradura, siguiendo la misma heuristica de la demostracion anterior, por lo que
tenemos el siguiente corolario.

Proposicion 2.1.4. Si A un conjunto no vacio de propiedades de cerradura, entonces
L, es cerrada bajo intersecciones arbitrarias.

Observacién 2.1.5. Sea A un conjunto no vacio de propiedades de cerradura. Note
que Ly # 0, ya que R-Mod € L 4.

Se demostrara la siguiente proposicién para poder relacionar a una clase arbitraria
de R-moédulos con las reticulas Ly.

Lema 2.1.6. Sea € una clase de R-mddulos y sea A un conjunto de propiedades de
cerradura. El menor elemento en L que contiene a € siempre existe.

Demostracion. Sea € una clase de R-mo6dulos. Denotemos por L={X € L, : € C X}.
Observe que L # ), pues R-Mod € L. Entonces, por la Proposicion 2.1.4, (\yop, X € Ly.
Este elemento es el buscado.

0J

Definicién 2.1.7. Sea € una clase de R-mo6dulos y sea A un conjunto de propiedades
de cerradura. Al menor elemento en L4 que contiene a € se le denotard como L4 (<)

[1].
Observacion 2.1.8. Dado A un conjunto no vacio de propiedades de cerradura, L4 es
una gran reticula completa respecto a la inclusion.

En efecto, si €,% € Lua, note que el elemento L4(% U 2) es el supremo de dichas
clases y que € N Z es su infimo. Lo cual hace que L4 sea una gran reticula.

Por tltimo, sea & C La. Entonces \/,ce € = La(Uyes @) ¥ Npes © = Nges € -
Asi se cumple que L4 es completa.

O
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Definicion 2.1.9. En caso de existir, dado un S € L4 fijo, escribiremos S+4 para
mencionar a un pseudocomplemento de S en L,4. De manera adicional, Skel(L4) sera la
clase de pseudocomplementos dentro de L 4, a la cual le daremos el nombre de esqueleto
de la gran reticula L 4.

Observacion 2.1.10. Sea A un conjunto de propiedades de cerradura de R-Mod.
Entonces Skel(Ly) C La.

2.2. Reticulas pseudocomplementadas en R-Mod

Ejemplo 2.2.1. Sea ¢ € Li<y (R-her). El pseudocomplemento de € en Li<y queda
descrito de la siguiente forma: €<} = {M : N <M, N € € = N =0}. Mds ain,
€<t es el S-pseudocomplemento de € en L.

Demostracion. Denotemos por &7 a {M: N < M, Ne€ % = N=0}. Sea M € .
Para ver que & € L{<y, consideramos un N submédulo de M y K < N de tal forma
que K € €. Esto implica que K < M y K € €. De modo que K = {0}, ya que M € /.
Concluyéndose que N € 7. Lo cudl garantiza que o/ sea hereditaria.

Por otro lado, sea M € &Z/N% . Puesto que M es submodulo de si mismo y que M € €,
entonces la descripcion de . nos asegura que M = {0}. Y por tanto, & N ¢ = {0}.

Por tltimo, sea 2 € L{<y una clase tal que ¢ N2 = {0}. SiM € Z y N < M es
tal que N € &, entonces N € ¥ N Y, ya que Z es una clase hereditaria. Sin embargo,
€N2 = {0}, yasi N = {0}. De manera que M € <. Por lo que 2 C /. Esto significa
que o/ = €<} es S-pseudocomplemento.

0

Ejemplo 2.2.2. Dentro de la gran reticula de clases abiertas (ésto es, Li< ), fijando
un ¢ € Li<_y, se puede obtener explicitamente un pseudocomplemento, el cual estard
determinado como €=~y = {M : M no tiene subcocientes no nulos en €}.

Demostracion. Sea of = {M : M no tiene subcocientes no nulos en €'}.

o/ es cerrada bajo submoédulos. En efecto, sean M € &/ y N < M, y sea K un
subcociente de N tal que K € %. Entonces K es subcociente de M. Sin embargo,
nuestra descripcion de &7 nos asegura que K = {0}, y asi N € &

Ahora, para ver que & es cerrada bajo cocientes, consideramos M € & y N un
cociente de M. Sea L € ¥ un subcociente de N. De modo que L es subcociente de M,
y por lo tanto L = {0}. Es decir, N € &/.

Por otro lado, si M € €N/, como M es subcociente de si mismoy M € %, entonces
se tiene que M = {0}. Por lo que € N« = {0}.

Por ultimo, sea & una clase contenida propiamente en R-Mod, tal que o C 9y
¢€NZ ={0}. Sean M € 9 y N € € un subcociente de M. Con lo que tenemos el
siguiente diagrama:
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M

|

N — K

Dado que M — K, se tiene que K € 2. Y puesto que N — K, se cumple que N € Z.
De modo que N € ¥NZ. No obstante, ¥N% = {0}, y asi N = {0}. Por tanto, &/ = 2.
En otras palabras, o7 es el pseudocomplemento de %.

OJ

Ejemplo 2.2.3. Sea € € Li.y. Entonces o/ = {M : M - K, K € € = K = {0}} es
el S-pseudocomplemento de €

Demostracion. Considere la clase & a{M : si M - N, N € € = N =0}, ysean M €
/'y M — N.Dado K un cociente de N en la clase €, también es cociente de M. Como
K € €, entonces K = {0}, pues M € /. Esto quiere decier que % es cerrada bajo
cocientes.

Ahora, para ver que o7 N6 = {0}, sea M € o/ N €. Al ser M cociente de si mismo,
se cumple que M = {0}.

Por tdltimo, demostremos que 7 es S-pseudocomplemento de %. Para este fin, sean
P €L, talque 2NE ={0}, M € Zy T un cociente de M tal que T' € €. Como ¥
es cohereditaria, tenemos que T' € € N 2 = {0}. Entonces T' = {0}. Concluimos que
2CE.

O

Ejemplo 2.2.4. R-tors es S-pseudocomplementada.
Esto se debe a que R-tors es un marco, en el que dado T € R-tors, su S-pseudocomplemento
serd la teoria de torsion \/{oc € R-tors: T Ao =0}.

O

Observacion 2.2.5. Si 7 € R-pr tal que 7(S) = 0,VS € R-Simp, entonces 7 = 0.
Esto se sigue del hecho de que todo R-mddulo se sumerge en un producto de copias de

P{s : S € R-Simp}.

Ejemplo 2.2.6. Otro ejemplo cldsico de gran reticula S-pseudocomplementada es R-pr.

Demostracion. Sean o € R-pry T = /\{wé;(s) : S € R-Simp,o(E(S)) # 0}. Ahora, sea
M € R-Simp. Tenemos 2 casos: o(E(M)) =00 o(E(M)) # 0.

Si o(E(M)) = 0, entonces (o A T)(E(M)) < o(E(M)) =
considera el siguiente caso, observamos que (o A 7)(E(M)) <
ambos casos, y por la observaciéon anterior, tenemos que o A T

0. Por otro lado, si se
we M (E(M)) = 0. Por
=0.
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Considerando que 0 # o(E(S)) C E(S) y que S es esencial en F(S), entonces
SNo(E(S)) #0.Y dado que S es simple, entonces S C o(E(S)), y por tanto o(E(S))
es esencial en E(S). Por tltimo, sea « es un preradical tal que « Ao =0y sea S € R-
Simp tal que o(E(S)) # 0. Entonces o(E(S)) N a(E(S)) = (o A a)(E(S)) = 0. Como
g(E(S))Na(E(S)) =0, tenemos que a(E(S)) = 0. Por tanto, a < wéﬂ(s). Concluimos
que 7 es el tinico pseudoomplemento de o.

O

Ejemplo 2.2.7. R-nat también es S-pseudocomplementada. Esto se debe a que toda
dlgebra de Boole es una reticula S-pseudocomplementada.

Ejemplo 2.2.8. Aun cuando Subr(M) es pseudocomplementada VM € R-Mod, hay
anillos en los que no es S-pseudocomplementada.

Demostracion. Sea M un R-modulo y sea N < M. Para ver que Subr(M) es una
reticula pseudocomplementada, definimos § = {K < M : NN K = {0}}. La cual es no
vacia, pues {0} € §.

Ahora, considere la cadena {C;},.; en §. Como N NJ,.; Ci = U,;(N N C;) = {0},
se tiene que | J,.; C; € § es una cota superior de {C;}, ;. De este modo, por el lema de
Zorn, hay un elemento maximo en §.

Sea L € § un maximo. Entonces L N N = {0} y es maximo con esta propiedad. Es
decir, L es pseudocomplemento de N.

Q@ 0
R R
R, donde U; # U, son R-subespacios vectoriales de R? de dimensiéon 1, distintos de
R x {0}. Entonces Iy, y Iy, son dos diferentes pseudocomplementos de Igyx0y- Por lo
que Subr(R) NO es S-pseudocomplementada.

Por otra parte, consideremos el anillo R = ( .Y sean Iy, Iy, dos ideales de

O

2.3. El esqueleto de una gran reticula

Lema 2.3.1. Sean A, B dos conjuntos de propiedades de cerradura tales que L y Lp
son reticulas S-pseudocomplementadas. Si Skel(La) C Lp C Ly, entonces Cta =€+,
para todo € € Lp.

Demostracion. Sea ¢ € Lg. Como €+8 € Ly C Ly y € AN€+5 = 0, entonces se cumple
€+ < €+4. Por otro lado, puesto que €4 € Skel(Ly) C Ly € N6€+4 = 0, se tiene
que €4 < €48, Por tanto €14 = €15.

O
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Teorema 2.3.2. Considere A, B dos conjuntos de propiedades de cerradura y supongase
que tanto Ly como Ly son S-pseudocomplementadas. Si Skel(L,) C Lp C La, entonces
Skel(Ls) = Skel(Lg).

Demostracion. Sea €15 € Skel(Lg), con € € Lp. Como Skel(Ls) € Ly C La, al
aplicar el Lema 2.3.1, obtenemos la igualdad ¢+# = €14 € Skel(L4). De esta manera,
Skel(Lg) C Skel(Ly).

Por otro lado, sea €4, con € € L4. Dado que €414 € Skel(L,) C Lp, a partir
de Observacién 1.1.12 y Lema 2.3.1, se sigue que ¢4 = ¢Ltatata = (gtata)ls ¢
Skel(Lg). Por tanto Skel(La) = Skel(Lg).

O

Teorema 2.3.3. Dados A, B dos conjuntos de propiedades de cerradura, si Ly y Lp
son S-pseudocomplementadas y Skel(La) = Lp, entonces para cada ¢ € La se satisface

que (€+4) = Lp(%).

Demostracion. Sea¥ € La. Como €4 € Lp = Skel(La), entonces Lp(%) < (€+4)*4,
ya que por la Observacion 1.1.11 se tiene que ¢ < (¢+4)14.

Por otro lado, dado que Lp(%¢) € Skel(La) = Lg, entonces existe &7 € L4 tal que
Lp(¥€) = o/+4. Al satisfacerse ¢ < Lg(%), por la Observacion 1.1.10, se sigue que
(E1)E < (Lp(#) )t = (/4 ta)in = 7o = Lp(%)

Por lo tanto, (6+4)*+4 = Lg(%).

O

2.4. El calculo de los esqueletos de algunas grandes
reticulas de R-Mod

En esta seccion, probaremos que los esqueletos de las clases abiertas son justamente
clases de torsion, por lo que probaremos que estos esqueletos son cerrados bajo ex-
tensiones y sumas directas. Posteriormente usaremos este resultado para ver que los
esqueletos de las clases abiertas, de las clases de Serre y de las teorfas de torsion here-
ditarias coinciden.

PI’OpOSiCi()Il 2.4.1. Skel(L{S_»}) g L{S’_ﬁ’em’@}

Demostracion. Sea 9 = €=~} € Li< 3.
Primero, para ver que Z es cerrada bajo extensiones, sea

0 N AN | SN Y » 0 una sucesion exacta, donde L, N € Z. Ahora,
supongamos que existe un subcociente no nulo K € € de M.
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M
B la
K »——T

Con 8 mono. y « epi. Entonces, por la Observacion 1.4.10, B[K]Naf[L] es subcociente
de K y de L.

0 v L -1 s M2y N s 0
K -7 l
— T

De esta forma, S[K]| N af[L] € €, pues € es cerrado bajo subcocientes; y, ademas,
BIK] N af[L] = 0, por ser un subcociente de L en . Entonces tenemos 7 : T —
T/af[L] la proyeccion candnica, n: N — T'/af[L] otro epi. y T'/af[L] # {0}. Puesto
que 2 es cerrada bajo cocientes y N — T'/af[L], tenemos que T'/af[L] € 9. Ahora,
vemos que 7w es mono., y entonces K — T'/af[L]. De este modo, K € €. Y por ende
K = {0}, ya que K € ¢ N€+=~}. Lo cual es una contradiccion.

A partir de ésto, podemos deducir que Z es cerradas bajo sumas directas finitas.

Por otro lado, veamos que Z es cerrada bajo sumas directas. Sea {M;},., una colec-
cion de R-moédulos en 2. Ahora, supongamos que hay un subcociente N de @,.; M;
tal que N € €.

K —— @ieIMi
N

A partir de este diagrama de coproducto fibrado, podemos elegir a N de tal forma que
N sea un submoédulo simple de €,.; M;. De esta forma, N es un subcociente de una
suma directa finita @,_, M;,. Dado que @;_, M;, € 2, deducimos que N € 2. Esto
implica que N € € N €+ (<~}. Por lo tanto, N = {0}, lo cual es una contradiccion.

O
Corolario 2.4.2. Skel(Li<_.}) = Skel(Li< . cuty) = Skel(Li< . coro})

Demostracion. Como Skel(Li< 1) C Li< . cot@} € Li< .caty © Li< .}, aplicando el
Lema 2.3.2, se sigue que Skel(Li< _.) = Skel(Li< . caty) = Skel(Li< . cat@})-
O

Con este corolario obtenemos una nueva descripcion de los pseudocomplementos en
R-tors
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Corolario 2.4.3. Sea 7 € R-tors. El pseudocomplemento de T es la teoria de torsion
determinada por T, = {M : M no tiene subcocientes de T-torsion no nulos}.

Demostracion. Sea o = {M : M no tiene subcocientes de 7-torsion no nulos}. Puesto
que Skel(Li< ) € Li< s emtoy C Li<} ¥y que T € Li< . cur), Por el Lema 2.3.1,
ésto implica que 7H{<~ert8} = 7H<~1. Sin embargo, el S-pseudocomplemento de T,
en Li< .y ya fue previamente descrito en el Ejemplo 2.2.2, siendo éste la clase {M : M
no tiene subcocientes de no nulos en T, } = 0. Por lo tanto, T,. = 0.

O

2.5. Uniformidad

Definicién 2.5.1. Sea M un R-moédulo. Decimos que M es compresible 23] si para
cada N € Subr(M) no nulo, existe un monomorfismo f : M — N. Por otro lado, M
se llamara cocompresible [23] si para cada cociente M — K, existe un epimorfismo
g: K — M.

Definicion 2.5.2. Sea {X, <} una reticula. Diremos que un elemento 4 € X no nulo
es un atomo [23] de X si cada que ¥ < Z implica que ¥ = 2. Por otro lado, una
reticula X es atdmica [23] si para todo z € X, existe y € X un atomo tal que y =< z.
Por tltimo, definimos el zoclo de X [23], denotado por Zoc(X), como el supremo de
todos los atomos.

Ejemplo 2.5.3. Zoc(L<y) = {M : M es compresible}

Demostracion. Sea ¢ un dtomo de Li<y, y sea M € ¢ un R-mo6dulo nonulo. Si N < M,
con N # {0}, entonces Li<}(/N) C €. Sin embargo, puesto que ¢ es dtomo, tenemos
que € C Li<3(N), y entonces M € Li<y(N). Por tanto M es compresible.

Por otro lado, consideremos a M un moédulo compresible. Sea & € Li<} una clase
no nula tal que 2 < Li<3(M). Entonces existe N < M tal que N € 2. Como M es
compresible, tenemos que M € Z. De esta forma Li<y(M) = 2. Con lo que concluimos
que Zoc(Lg<y) = {M : M es compresible}.

0
Ejemplo 2.5.4. Zoc(Ly.y) = {M : M es cocompresible}

Demostracién. Sean € un atomo de Ly}, y M € % un R-médulo no nulo. Consi-
deremos M — N, con N # {0}, entonces L{_3(N) C €. Ahora, como ¢ es atomo,
deducimos que € C Ly_y(N), y asi M € Lg_3(NN). Por lo que M es cocompresible.

Inversamente, sea M un modulo cocompresible y sea & € L_,; una clase no nula tal
que 2 < Lg,(M). Entonces existe N un cociente de M tal que N € 2. Como M es
cocompresible, tenemos que M € Z. Entonces Li<}(M) = 2.
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Ejemplo 2.5.5. Zoc(Ligy) = {0}

Demostracion. Si € € Lig) es un atomo, entonces existe M € €, con M # {0}. Existe
X un conjunto tal que |[M| < ‘M(X)‘. Puesto que nuestra clase es cerrada bajo sumas
directas, MX) € Ly (M). Entonces Ligy(M) = Loy (MX)). De esta forma, existe un
conjunto Y tal que M = (M) con [Y] > 1. Pero [M| < [M®)| < [(MX))M)],
Contradiciendo el isomorfismo de M y (M®))¥). Por lo tanto, L{gy no es atomica.

U
Ejemplo 2.5.6. Zoc(Lp) = {0}

Demostracion. Sea ¢ € Ly un dtomo. También consideremos un conjunto X tal
que |M| < |M¥X|. Ademés, M € Ly (M) = Ly (M?Y). Entonces M = (MX)Y. Y
asi, |(MX)Y| = |M| < |[MX| < [(M¥)¥], lo cudl es una contradiccién. Por tanto
Zoc(Lgmy) = {0}.

0J
Ejemplo 2.5.7. Zoc(Lygy) = {M : M es inyectivo}

Demostracion. Si € es un atomo de Lig()}, entonces existe un R-moédulo inyectivo £
tal que € = Lyp(y(£) = {0, E'}. Lo cual quiere decir que los dtomos de Lip( estan
en correspondencia con un conjunto completo de representantes de clases de modulos
inyectivos. Entonces Zoc(Lg(y) = {£ : E es inyectivo}.

]
Ejemplo 2.5.8. Zoc(Lippy) = {M : M es proyectivo o no tiene cubierta proyectiva}

Demostracion. Sea ¢ un atomo de Lip()y. Si M es un elemento no nulo de €, entonces
Lippy(M) = .

Si M tiene cubierta proyectiva, entonces P(M) € Lypy(M), ya que esta clase es
cerrada bajo cubiertas proyectivas. Entonces {0, M} = Lipy(M) = Lipoy(P(M)) =
{0, P(M)}. Asi M = P(M), y por tanto M es proyectivo. Ahora, si M no tiene cu-
bierta proyectiva, entonces Lypy (M) = {0, M}. Por lo que los atomos de L{p(y; estan
determinados iinicamente por los médulos que son proyectivos o que no tienen cubierta
proyectiva.

O
Ejemplo 2.5.9. Zoc(Li< ) = R-Simp
Demostracion. Por los dos primeros ejemplos de esta seccion, los atomos de esta reticula

son de la forma Li< _3(M), donde M es compresible y cocompresible. De esta manera,
M es simple. Por tanto Zoc(L(<,.}) = R-Simp.
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O
De los ejemplos anteriores, podemos concluir el siguiente corolario.

Corolario 2.5.10. Para un anillo R, las siguientes propiedades se satisfacen:

1. Li<y es atomica si y sdolo si todo R-mddulo no nulo contiene un submddulo com-
presible.

2. Ly es alomica si y solo si todo R-mddulo no nulo contiene un cociente cocom-
presible.

3. Ligy y Ly nunca son atdmicas.
4. Lipoy, Lipoy ¥ Li<,—) siempre son atdmicas.

Definicién 2.5.11. Sea X una reticula. Decimos que X es uniforme [23] si para cual-
quier coleccion {z;};c; de elementos no nulos de X cumple que A, z; # 0.

Teorema 2.5.12. Las siguientes condiciones son equualentes:
1. Li<y es uniforme.
2. R es local izquierdo y semiartiniano izquierdo.

Demostracion. Sean Sy, S, dos moédulos simples. Entonces {0,5:},{0, 52} € Li<. Si
Li<; es uniforme, entonces {0, .51} A {0, 52} # {0}. De este modo S; = S,. Por lo que
R es local izquierdo.

Ahora, si M € R-Mod, entonces Li<y(M)N{0,S;} # {0}. De tal fomra S € Li<y(M):
Por lo que S; se encaja en M. Por tanto R es semiartiniano izquierdo.

Por otro lado, si R es local izquierdo y semiartiniano izquierdo, entonces S; se encaja
en cualesquiera 2 moédulos M y N. Asi Li<;(M) A Li<3(N) # {0}. Por tanto Li<y es
uniforme.

O

Teorema 2.5.13. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. Ligy es uniforme.
2. R es semisimple y local izquierdo.

Demostracion. Suponga que Ligy es uniforme. Sean M, P € R-Mod, con M # {0} y P
proyectivo. Entonces Ligy (M) A Ligy(P) # {0}. De este modo, existen dos conjuntos
X y Y tales que M) = PY) Como P es proyectivo, entonces M) y PY) son
proyectivo, v asi M es proyectivo. Concluimos que todo R-mo6dulo es proyectivo, la
cuél es una equivalencia para que el anillo sea semisimple.
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Ahora, sean S}, S, dos médulos simples. Entonces Lygy(S1) A Lygy(S2) # {0}. Lo
cual implica que (S7)%) 22 (S,)Y)| para algunos conjuntos X y Y. Entonces S} & S,.
Por lo que R es local izquierdo.

Por ultimo, supongamos que R es semisimple, local izquierdo. Sean M, N dos R-
moédulos no nulos, y sea S el Gnico simple. Como R es semisimple, entonces M = S&X)
y N = SO para algunos conjuntos X y Y. Ahora, sea Z un conjunto tal que | X|,|Y] <

1Z| y M%) =2 NP Asi Ligy(M) A Ligy(N) # {0}. Por tanto L{g) es uniforme.
0J

Teorema 2.5.14. Lig(y es uniforme si y sélo st R es trivial.

Demostracion. Supongamos que R no es trivial. Entonces sea F un moédulo inyectivo
no nulo. Ademas, sea X un conjunto tal que ‘EX‘ > |E|. Como E y EX son inyectivos,
entonces {0, E}, {0, EX} € Ligoy y {0, E} A {0, EX} = {0}. Lo cual implica que Lg
no es uniforme.

0
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CAPITULO 3

La Gran Reticula R-sext

3.1. El operador E(-, )

Definicion 3.1.1. A una clase C de R-modulos que contenga al modulo {0} v sea
cerrada bajo isomorfismos, se le da el nombre de clase con cero [1].

Definicién 3.1.2. Denotaremos por R-sext a la coleccién de todas las clases de R-
modulos cerradas bajo isomorfismos, submoédulos y extensiones.

Definicion 3.1.3. Sean %, Z dos clases con cero. Definimos el secuenciador exacto
de € y 2 como la clase de R-moédulos definida por:
E(€¢,2)={M existe 0 > C - M — D — 0 exacta, con C € €y D € Z}.

Definicion 3.1.4. Sea % una clase con cero. Definimos, por recursion, las siguientes
clases. El secuenciador cero de € es la clase E(%, )" = {0}. Para un n € N, supon-
gamos definido el n-ésimo secuenciador, E(%,%)", y en tal caso definimos el n + 1-
ésimo secuenciador como la clase determinada por E(¢,€)" " = E(€,E(€¢,%€)").

Proposicion 3.1.5. Dadas €, 2, & tres clases con cero, E(E(¢,9),8) = E(¢,E(2,8£))

Demostracion. Sea M € E(E(€¢,2),&). Entonces existe una sucesion exacta corta

0 > N > M > M/N —— 0

donde N € E(¢,2)y M/N € &. Puesto que N € E(%, 2), existe otra sucesion exacta
corta

0 > C > N » NJC —— 0

donde C' € €y N/C € 2. De donde obtenemos el siguiente diagrama

47
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0 0
0 > C > C
0 > N > M » M/[N —— 0

! |

0 — N/C —— M/C —— M/N —— 0

v v

0 0

En este caso, N/C € 9y M/N € &. Lo que implica que M/C € E(Z2,&). De este
modo tenemos la sucesion

0 > C > M » M/C —— 0
donde C € €'y M/C € E(2,&). Por lo tanto, M € E(¢,E(2,8)).

Reciprocamente, si M € E(¢,E(Z2,&)), entonces existe una sucesion exacta corta

0 > L > M » M/L —— 0

donde L € € y M/L € E(2,&). Como M/L € E(2,&), existe un R-moédulo K tal
que L K<M,K/Le 2, M/K € & y la sucesion

0 — K/L — M/L — M/K —— 0

es exacta. Con lo que tenemos el siguiente diagrama

0 0 0
0 > L > K » K/L —— 0
0 > L > M > M/L —— 0
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Ademas, K € E(%,2) se sigue de que L € € y que K/L € 2. Entonces tenemos la
sucesion

0 > K > M » M/K —— 0
con K€ E(¢,9)y M/K € &. Porlo que M € E(E(¢,9),&).

O

Lema 3.1.6. Sea € una clase hereditaria de R-mddulos. Para cada n € N, la clase
E(%,6)" es hereditaria.

Demostracion. Procedemos por inducciéon sobre n

Sin =0, entonces E(%¢,%)° = {0} es claramente hereditaria.

Supongamos, inductivamente, que E(%,6)" € Li<y. Ahora, sea M € E(€¢,€) "y
sea N < M. Entonces existe una sucesiéon exacta corta

0 » K > M » M/K —— 0

con K € €y M/K € E(¢,%). De este modo, conseguimos el siguiente diagrama
conmutativo

0—— NNK y N y LK » 0
0 > K > M » M/K —— 0

Como € € Ly<;, se cumple que N N K € €. Y por hipotesis de induccion se sigue que
MK ¢ E(€,€)". Porlo que N € E(¢,€)F.

OJ

Por el lema anterior, si ¢ € L{<;, entonces | J,,.y (%, %)" es una clase hereditaria.
Esto porque si M € U,.ey E(%, €)™, entonces existe k € N tal que M € E(€,%)". Por
lo que Subr(M) C E(€,€)" C U, n E(€,€)".

Sin embargo, este tipo de clases cumple con méas propiedades de cerradura: |J,, .y E(€,€)"
es cerrado bajo extenciones. Por lo que tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.1.7. Sea € una clase de R-mddulos. La clase |, .y E(€,€)" es cerrada
bajo submaodulos y extensiones, siempre que € sea hereditaria.

Demostracion. La primer propiedad ya fue discutida, por lo que nos centraremos en
ver que |J, .y E (€, €)" sea cerrada bajo extensiones.

Sea 0 » K > M > N > 0 una sucesion exacta, con K € E(%€,%)"
y N € E(%,%)™. Probemos, por induccion sobre n, que M € E(%€, %)™ ".
Sin =0, entonces K = {0} y M € E(¢,%)™.
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Ahora, aupongamos, inductivamente, que el resultado es valido para un nivel n = k.

Para el siguiente estrato, como K € E(%,%€ )"}, existe una sucesion exacta

0 > L > K » K/L —— 0

donde L € €y K/L € E(¢,%)". De este modo, consideramos el siguiente diagrama

0 0

0 L L

0 K M > N > 0
! ! |

0 — K/L —— M/L s N s 0
0 0

Entonces M/L € E(€,¢)™™, pues N € E(¢,¢)" y K/L € E(€,%)". Por tltimo,
tomando L € €y M/L € E(€,€)™"*, de la sucesion

0 > L > M > M/L —— 0

tenemos que M € E(€, €)™+ 1.
U

Observacién 3.1.8. Sean A" € Li<y y € € R-sext. Si A C €, entonces E(N, N) C
% . En efecto, si M € E(A,.A), entonces existe una sucesion 0 - N - M — K — 0
exacta, con N, K € 4. Entonces N, K € €, y como € es cerrada bajo extensiones,
tenemos que M € €.

O

Proposicion 3.1.9. Si A es una clase hereditaria y ¢ € R-sext tal que A C €,
entonces ey E(AN, N)" CC
Demostracion. Procedamos por induccion sobre n € N.

Sin = 0, entonces E(A, A4) = {0} C¥.

Ahora, supongamos, inductivamente, que E (A", A4)" C %. Por tltimo, probemos
que E(A, A )" estd contenido en €.
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Si M € E(WN, /)" existen N € 4/ y K € E(A, /)" tal que la sucesion
00— N — M — K — 0 es exacta. Entonces N € % y, por hipotesis de induccion,
K € €. Como ¥ € R-sext, tenemos que M € ¢ .

Concluimos que E(A", A )" C €, Vk € N. Y por tanto, |,y E(A, A )" C €.

OJ

Corolario 3.1.10. Sea € una clase en R-Mod. Entonces |, oy E(Li<}(€), Li<3(€))"
es la clase en R-sext gemerada por € en R-sext.

Demostracion. Puesto que las clases en R-sext son hereditarias, la clase generada
por ¢ coincide con la generada por Li<}(¢). Ahora, por la proposicion anterior,
Unen E(Li<3(€), Li<}(€))" es la menor clase que contiene a Li<}(%), y por tanto
Unen E(L{<3(€), Li<}(€))" es la clase generada por Li<}(%).

O

Definicién 3.1.11. Se define al operador sext: Z(R-Mod) — R-sext como la asig-
nacion sext(€) = U, ey E(Li<3(€), Li<3(€))".

Observacion 3.1.12. Zoc(R) € sext(R-simp). En efecto, como Zoc(R) es la suma
de los ideales izquierdos simples, existe un n € N tal que Zoc(R) € E(R-simp, R-
simp)™ C sext(R-simp).

O

Observacion 3.1.13. R-sext = L{< cyy. Por lo que R-sext es una gran reticula com-
pleta. Donde /\ie] Cier = miel Cier ¥ \/iel Cier = 3€$t<UieI Cier)

Observacion 3.1.14. Sean M, N € R-Mod. Si N < M, entonces Li<}(N) C Li<y(M).
En efecto, si 2" € L{<y es tal que M € 27, como 2~ es hereditaria, entonces N € 2.
Es decir N € L{S}(M), y asi L{S}(N) C L{S}(M).

O

3.2. Pseudocomplementos en R-sext

Lema 3.2.1. Sea € € R-sext. Entonces &/ = {M € R-Mod : Li<;(M)N%€ = {0}} es
cerrada bajo submddulos y extensiones.

Demostracion. Primeramente, si M € o y N < M, entonces, por la observacion
anterior, tenemos que Li}(N)NE C Li;(M)N%E = {0}. De esta forma, &/ es
hereditaria.

Por otro lado, sea 0 > K > M y L » 0 una sucesion exacta, don-
de K, L € o/, yseaT < M tal que T € ¥. Entonces K NT € €, pues € es hereditaria.
Sin embargo, al ser K NT" un submoédulo de K en €, se tiene que K NT = 0. De modo
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que 7 |p: ' — L es mono; es decir, T' < L. Ahora, puesto que L<}(L) es hereditaria,
se sigue que T € Li<y N€ = {0}. Por tanto T = {0}.

OJ

Teorema 3.2.2. R-sext es S-pseudocomplementada.

Demostracion. Sea € € R-sext y sea &/ = {M € R-Mod : Li<;(M)N%€ = {0}}.
Por lo visto en el lema anterior, &/ € R-sext. Ahora, sea M € % N <. Entonces
M € €N Ly (M) = {0}. Por tanto ¢ N o/ = {0}.

Por ultimo, sea & € R-sext tal que € N 2 = {0}. Ademas, considere M € Py
sea N € Liy(M) N %. Esto implica que N < M; y puesto que Z es hereditaria,
se cumple que N € 2 N %. Sin embargo, esta ultima interseccion es {0}. Por lo que
Lic;(M)NE = {0}, y asi Z = /. Se concluye que R-sext es S-pseudocomplementada.

U
Teorema 3.2.3. Skel(R-sext) = R-Nat

Demostracion. Por el Lema 3.2.1, dado que R-nat = Skel(L{<y) C Li<cxry € Li<}, se
puede aplicar el Teorema 2.3.2, por lo que R-nat = Skel(L{<y) = Skel(R-sext).

O

Corolario 3.2.4. Sea € € R-sext. Sinat(€) denota a la clase natural generada por €,
entonces € teesttsert = nat(€). Como consecuencia tenemos, si 6 € R-nat, entonces

(gj-seztlsezt — (g

Demostracion. El resultado se sigue del hecho de que Li< g ey = R-nat = Skel(R-
sext). Entonces por el Lema 2.3.3, tenemos que ¢fseety Liseaty = @Gliceay Licenty =
L{§7E()7@} (Cg) = nat(%)

Por tltimo, si 4 € R-nat, entonces € 1sesttseat = nat(€) = €.

O

Definicién 3.2.5. Sean M € R-Mod y N < M. Decimos que N es esencialmente
cerrado en M si para cada submodulo K de M tal que N C K es esencial en K,
entonces N = K.

Proposicion 3.2.6. Sea M € R-Mod y sea € € R-nat. Eziste un submddulo de M
mdximo respecto a ser elemento de €

Demostracion. Sea § = {N < M : N € %}, la cual es una clase no vacia, porque
{0} € 3.
Ademaés, § estd ordenada bajo <.
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Ahora, dada una cadena {N,}aca una cadena de elementos de §, tenemos que
No < B, cs Na < M. Tenemos que P, ., No € € porque € es cerrada bajo sumas
directas. Por lo que toda cadena en § esta superiormente acotada.

Entonces, por el Lema de Zorn, § tiene un elemento maximo, digamos 1" € §, entonces
T es el submoddulo deseado.

O

Observacion 3.2.7. Sea % una clase natural y sea M € R-Mod. Si N es un submédulo
maximo con la propiedad de ser elemento de %, entonces N es esencialmente cerrado.

Demostracion. En efecto, sea K < M es tal que K contiene esencialmente a N y
K # M. Entonces K es una extension esencial de N. Puesto que % es cerrada bajo
extensiones esenciales, tenemos que K € %. Pero N es maximo con la propiedad de
pertenecer a . Entonces N = K.

O

Teorema 3.2.8. Se cumplen las propiedades de D’Morgan respecto a L gep.

Esto es (€N @)tsest = Glsest N Plscat y (G N @)Lsest = Glsest v @lsest | para cualquier
par de clases €, € R-sext

Demostracion. Probemos que (€ V @)tsest = @hsest A Gaeast Como € < €V Dy
9 <€V 2, entonces por la Observacion 1.1.10, tenemos que (€' V @)1 sest < Glseat y
que (G Z)tee=t < Ptaeat Entonces (6 V Z) et es cota inferior de €=t y de Ptsest
por lo que (€ V @)tsest < Glseat N Glsear,

Por otro lado, supongamos que M € (€1tsst A Pleest) \ (€ V @)L=t Entonces
M e €t = {T: Liny(T)NE ={0}} y M € @t = {T: Liy(T)N 2 = {0} }.
Bajo estas condiciones, consideremos un submdédulo no nulo N € €V Z = sext(¢ U D)

de M. De este modo, hay una sucesion 0 y K> > N » > 0 exacta
corta, donde K € € U 2 es tal que K # {0}. Entonces K < N,y asi K < M. De esta
manera, K € Ly (M)N(FUZ) = (Li<y(M)N2)U (Li<;(M)NZ) = {0}. Por tanto,
K =0, lo cual es imposible. Por lo que M € (¢ \V Z)~tseat.

De igual manera, probemos que (A Z)1seat = @Lsest v Glsest, Puesto que €AY < €
v E€ND < D, obtenemos que Gt < (G N D) teeat y QPleest < (G N D)Lty oasi
Cgl-sezt v @Lsezt < (Cg A @)J—sezt.

Ahora, dado que (€ A 2)t==t € R-nat, podemos considerar M € (¢ A Z)*==t un
R-médulo inyectivo, ésto pues toda clase natural es cerrada bajo submédulos y capsulas
inyectivas. Entonces Li<}(M) N (¢ N Z) = {0}. Sea C un submoédulo maximo de M
tal que C € €*=<=t. Como C es méaximo, C' es esencialmente cerrado en M. Bajo estas
condiciones, por el Ejemplo 2.2.8, sea K un pseudocomplemento de C'. Como C' ; CoK
es escencial en C' @ K, obtenemos que C' & K = M.
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Si K ¢ 2+, entonces Li<y(K) N2 # {0}. De esta manera, existe un submédulo
L € 2 no nulo de K, con L ¢ €++=*. Entonces Li<}(L) N € # {0}. Por lo que hay
un submodulo 7" no nulo de L tal que T' € %. Siendo que T' < L vy & sea hereditaria,
entonces T € 2. Por lo tanto, T' € Liy(M) N (€ N 2) = {0}, lo cual es imposible.
Asi, M = C @ K, con C € €+t y K € P*s=t. Con lo que concluimos la igualdad
ELseat \) Glseat — (€ A -@)Lseact.

OJ




CAPITULO 4

La Gran Reticula R-qgext

En este capitulo se dara un analisis dual al del capitulo anterior, considerando ahora
aquellas clases cerradas bajo isomorfismos, cocientes y extensiones. Veremos que toda
subcoleccion de elementos en R-gext tiene supremo. Seguiremos con el operador gext,
y estudiaremos los pesudocomplementos dentro de R-qgext y su relacién con R-conat.
Finalmente, formularemos un resultado analogo de leyes de D’Morgan respecto a L geq:.
Con este objetivo, damos la siguiente definicion.

Definicién 4.0.1. A la coleccion de todas aquellas clases en R-Mod cerradas bajo
isomorfismos, cocientes y extensiones se le da el nombre de R-gext.

4.1. Clases cohereditarias

Lema 4.1.1. Sea # € L. Para cadan € N, E(%#,%)" es una clase cohereditaria.
Mas ain, | ),y E(B, B)" € Li_.y.
Demostracion. Mediante una induccion sobre n € N argumentamos de la siguiente
manera.

Si n =0, entonces E(%, B)° = {0} € Li_y

Ahora, supongamos, inductivamente, que para un cierto k € N, la clase E(%, %) es
cohereditaria.

Y por tltimo, sea M € E(%, %) y sea M/N un cociente de M. De este modo,
existen K € Subr(M) tal que N < K y una sucesion exacta

0 » K > M » M/K —— 0

donde K € By M/K € E(#,%)". Ahora, como % € L_,, se tiene que K/N € A.
M/N
- €

Por otro lado, por la hipotesis de induccion también obtenemos que M/K = AR

E(B, B)".

25
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0 > K > M > M/K —— 0
0 — K/N —— M/N ]‘Ig]]\\; > 0

Esto implica que M/N € E(%#, B)+.
Mas atin, puesto que cada estrato es cohereditario, podemos concluir que {J, .y £(%, B)"
también lo es.

O
Este lema nos dice que {J,, .y ££(_, _)" genera clases cohereditarias a partir de dicho ti-
po de clase. Més afin, el siguiente teorema nos permite saber que también J, .y E(_, _)"

se cierra bajo extensiones.

Teorema 4.1.2. Si % es una clase cohereditaria, entonces J, oy (%, B)" es cerrada
bajo cocientes y extensiones.

Demostracion. Por el lema anterior, ya sabemos que | J, . E(%, #)" € L.
Ahora, para ver que | J, . E(%, #)" es cerrada bajor extensiones, sea

0 > K > M > M/K —— 0

una sucesion exacta, con K € E(B,B)" vy M/K € E($B,%A)"; vy asi procedemos por
induccion sobre n € N.

Sin =0, entonces M = K € E(B,B)".

Después, suponemos, inductivamente, que el resultado es valido si M /K E(%, B)*.

Por tltimo, si M/K € E(%,%)**!, entonces existe L € Subr(M) tal que K < L,
L/K € E(#,B) y M/L =X c 2. De donde obtenemos el siguiente diagrama:

L/K

0 0 0
0 > K > L » LIK —— 0
0 > K > M > M/K —— 0




CAPITULO 4. LA GRAN RETICULA R-QEXT 57

Entonces, por hipotesis de induccion, L € E(%,B)"* pues K € E(B,B)™ y
L/KE(%,%)*. Con lo cual consideramos la sucesién exacta

0 > L > M > M/L —— 0
Ahora, como L € E(%,3B)" "y M/L € %, concluimos que M € E(%, B)"H++1,
O

Proposicion 4.1.3. Si % es una clase cohereditaria y 9 € R-qext tal que X C D,
entonces |,y E(H, )" C 2.

Demostracion. Probemos, por induccion, que E (¢, )" C 9.

Para el caso del 0, tenemos que E(#, % )° = {0} C 2

Ahora, supongamos, inductivamente, que E (%, )" C 9.

Por ultimo, sea M € E (¢, )" De este modo, existen N € # C 2y L €
E(, )" tal que 0 > N > M > L » 0 es exacta. Entonces, por
hipotesis de induccion, L € Z. Y puesto que Z es cerrada bajo extensiones, se tiene
que M € 9.

O

Corolario 4.1.4. Sea & una clase de R-maodulos. La clase generada por % en R-qext
estd descrita como |, oy E(L-y(%), Ly (B))".

neN

Demostracion. Puesto que R-gext consta de clases cohereditarias, la clase generada por
A coincide con la generada por Ly_,}(%). Ahora, por el lema anterior, la clase generada

por Ly (#) es Upen E(L{-y(B), Li-y(B))".
O

Definicién 4.1.5. De manera totalmente andloga a sext, el operador qext queda es-
tablecido como gext(#) = |,y E(Li-y (), Ly ()™

Observacion 4.1.6. Dado cualquier n € N, tenemos que R" € gext(R)

En efecto, R* € gext(R) pues 0 > R y R? y R » 0 es exacta.
Supongamos, inductivamente, que R € gext(R). De la misma forma, R"™! € gext(R),
va que 0 > R" y Rl > R » 0 es exacta.

]

Observacién 4.1.7. R-qext = Ly, .,y es una gran reticula completa, donde el infi-
mo estd descrito por A\, ; B = (;c; $i v el supremo queda establecido como la clase

Viel B = qext(UieI @2)
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4.2. Los pseudocomplementos en R-gext

Continuaremos por estudiar los pseudocomplementos dentro de esta reticula, por lo
que empezamos con el siguiente resultado:

Lema 4.2.1. S % una clase cohereditaria, entonces la clase { M : Li_y(M) N % = {0}}
es cerrada bajo cocientes y exlensiones.

Demostracion. Denotemos § = {M : Ly_;(M) N 2% ={0}}. Entonces § es cerrada ba-
jo cocientes. En efecto, sean M € §, N un cociente de M y K € 9 un cociente
de N. Entonces M — K, lo que implica que K € L{_(M)N % = {0}. Por tanto
K e L{_»}(N) NA = {O}

Ahora, consideremos una sucesion exacta corta 0 >y N >y M > K >
donde N, K € §. Sea L € % un cociente de M;y como L - KN L y A es coheredi-
taria, entonces K N L € # N Li.y(K) = {0}. De este modo, L es cociente de NN, y asi
Le %N L{_»}(N) = {0}

0

Teorema 4.2.2. R-gext es S-pseudocomplementada.

Demostracion. Sea % € R-qext. Consideremos & = {M : Li_y(M)N 2% ={0}}, la
cual, por el lema anterior, es una clase en R-gext.

El que 2N .o/ = {0} es una consecuencia inmediata. Esto ya que si M € N .,
entonces M € BN Ly_y(M) = {0}. Por lo que M = {0}.

Finalmente, sea 2 € R-qext tal que ZN 2 = {0}. Entonces, dados M € 2y
N € % un cociente de M, tenemos que N € Z, pues ¥ € R-qext. De esta forma,
N € N2 = {0}. Por lo tanto, M € /. Lo cual termina nuestra prueba, <7 es
pseudocomplemento de A y éste es tnico.

O

Observacion 4.2.3. Las dos proposiciones anteriores implican que se cumple la con-
tencion Skel(R-quot) C R-qext

Teorema 4.2.4. R-conat := Skel(R-quot) = Skel(R-qext)

Demostracion. Puesto que Skel(R-quot) C R-qext C R-quot, aplicando el Teorema
2.3.2, tenemos que R-conat := Skel(R-quot) = Skel(R-qext).

O

Corolario 4.2.5. Sea # € R-qext. Si conat(A) denota a la clase conatural generada
por B, entonces BH<~1H<~) = conat(B).
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Demostracion. Tomando como punto de partida el teorema anterior, tenemos que
Skel(R-qext) = R-conat; y por el Lema 2.3.3, entonces #i<~1 <~} = conat(AB).

O

Observacion 4.2.6. Ahora, como R-conat := Skel(R-quot) = Skel(R-gext), tenemos
que dada una clase & € L(_,, entonces B+~ = conat(A).

Observacion 4.2.7. A partir de la condicion CN estudiada en [3], dada una familia
de R-moédulos M, la clase conat(9M) queda descrita como

conat(IM) = {M : VM — N,3IN — C, con C un cociente de un elemento de IM}.

Teorema 4.2.8. Si 6,2 son dos clases en R-qext, entonces se satisfacen las propie-
dades (Cg V; @)Lqezt — (gj_qezz A @J.qext y (cg A @)J_qezt > cgj_qezt V; @Lqemt_

Demostracion. Probemos que (€'V Z)test = @Laest A ae2t Tenemos que € < €V 9
y 92 <€V Z; de modo que (€ V @)twest < Glaest y (G P)laest < Placat | Y asi
(€ V D)tacat < GLacat N Glacat,

Por otro lado, supongamos que existe M € (@loest A Ghaeat) \ (Ghaeat ) Plaeat)
con M # {0}. Lo que implica que € N L_y(M) = {0}, 2 N Ly(M) = {0} y
(¢ Vv 2)N Ly (M) # {0}. Entonces existe M — K tal que K € €V Z. Con lo cual
tenemos una sucesion 0 > T s K s L » 0 exacta, con L € €U 9,
L # {0}. De esta forma, € N Ly (M) # {0} 0 2 N Liy(M) # {0}. Lo cual es una
contraddicon. Y por lo tanto, (€ V @)taest = GLaest A glLacet,

Para la segunda, probemos que (€ A @)teest > @loest v glecet [ desigualdad
(€ N @)taest > Glaeat v GLaest giempre se cumple. En efecto, como € A€ < 2 y
D NE < D, entonces (€ N D)taest > Glaest y (G N D)taest > Qlaest Por lo que
(€ N D)tacst > Glacat v Placat,

0
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CAPITULO 5

Caracterizaciones De Anillos

5.1. Mobdulos finitamente generados

Observacion 5.1.1. Un R-moédulo M es finitamente generado si y sélo si existe un
epimorfismo ¢ : R¥ — M, para alguna k € N.

Proposicion 5.1.2. La clase de maodulos finitamente generados es cerrada bajo cocien-
tes y extensiones.

Demostracion. Sea M un R-moédulo finitamente generado y M /K un cociente de M.
Entonces existen dos epimorfismos, ¢ : R* — M y 7w : M — M/K. De esta forma,
mp: R" — M/K es epi., y por tanto M/ K es finitamente generado. Por otro lado, sea

0 N LK > 0 una sucesion exacta corta, donde N, K son fi-

nitamente generados. Si {z1,...,x,} ¥ {1, ..., Ym} son bases para N y K respectivamen-
te, entonces definimos una familia de elementos de M como sigue, z; = 21, ..., 2, = 2, ¥
para cada ¢ € {1,...,m}, 2,.; es un representante del conjunto g~ '[{y;}]. De este modo,
{21, ..sy Zntm ) €s base para M. Concluimos que M es finitamente generado.

OJ

Ejemplo 5.1.3. gext(R) = {M € R-Mod : M es finitamente generado}.

Demostracion. Sea M un R-moédulo finitamente generado. Entonces existe n € N tal
que la sucesion R" > M » 0 es exacta. Como gext(R) es cerrada bajo co-
cientes, M € gext(R). Ahora, L{_y(R) es la clase de los cocientes R/I, donde I es ideal
de R. Los cuales son finitamente generados, por la proposiciéon anterior. Asi mismo,
E(R, R) consta de R-modulos f.g.; y de la misma manera, gext(R) queda descrita como
aquella clase de modulos finitamente generados.

O
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Ejemplo 5.1.4. sext(R-simp) y gext(R-simp) consisten de R-mddulos semiartinianos
finitamente generados

Demostracion. Tenemos que sext(R-simp) = |, oy E(Li<y(R-simp), Li<}(R-simp))".
Ahora, por el Corolario 3.1.10, sext(R-simp) es la clase en R-sext generada por R-
simp. Como R-simp consta de R-modulos f.g., todos los modulos de sext(R-simp) son
finitamente generados. Finalmente, puesto que la clase de torsion hereditaria generada
por R-simp es cerrada bajo submoédulos y extensiones, dicha clase contiene a sext(R-
simp). Lo cual quiere decir que los R-mo6dulos de R-simp son semiartinianos. De manera
analoga, también se argumenta que gext(R-simp) consta de R-modulos semiartinianos
finitamente generados.

O

Teorema 5.1.5. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. R-nat = R-conat
2. Para cada R-mddulo M, nat(M) = conat(M)

Demostracion. (1) = (2) Sea M un R-mo6dulo. Como nat(M) € R-nat C R-conat, en-
tonces nat(M) es una clase conatural que contiene a M. Lo que implica que conat(M) C
nat(M). De manera analoga, tenemos que nat(M) C conat(M). Por lo tanto nat(M) =
conat(M).

(2) = (1) Sea ¥ € R-nat y sea M € €. Puesto que conat(M) = nat(M) C €,
tenemos que .# es cerrada bajo cocientes. Para probar que % es una clase conatural,
basta probar que si K es un modulo talque todos sus cocientes no nulos tienen un
cociente no nulo en ¥, entonces K € €, es decir que % cumpla la condicion CN. En vista
de lo anterior, consideremos L € R-Mod tal que para cada epimorfismo f : L — T,
existe un epimorfismo g : T' — C, con C' € %

Sea U un submoédulo de L maximo con la propiedad de que U € €. Si U # L, enton-
ces U no es esencial, porque toda clase natural es cerrada bajo extensiones esenciales.
A lo que deducimos que U es esencialmente cerrado. Asi, U tiene un pseudocomple-
mento en L, digamos V' # {0}. Entonces V se encaja esencialmente en L/U # {0}, asi
E(V) = L/U. Ademas, la propiedad de que U y V sean pseudocomplementos implica
que V € €+t Y, dado que €+t también es cerrada bajo capsulas inyectivas, dedu-
cimos que L/U € €+met. Cabe mencionar que L/U tiene un cociente no nulo L/B en
€, por la eleccion de L. Como €+t es cerrada bajo cocientes, entonces L/B € €+net,
De esta forma, {0} # L/B € ¢ N €+ = {0}, lo cual es una contradiccion. Por tanto
L =U € ¥, y concluyéndose que R-nat C R-conat.

Por otro lado, probemos que la otra contencién también es valida. Para este fin, sea
¢ € R-conat y sea M € €. Ya que nat(M) = conat(M) C €, obtenemos que € es
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cerrada bajo submodulos. De donde, vemos que € es una clase abierta. Sea o = {N : N
no tiene cocientes no nulos en €’} el S-pseudocomplemento de € en R-quot, el cual
también es una clase conatural. Entonces &7 es cerrada bajo submodulos, y por ende
o/ = {N : N no tiene subcocientes no nulos en ¢} € R-op. Adicionalmente, por el
Lema 2.4.1, &/ € R-tors, y entonces es cerrada bajo sumas directas. Ahora, como ¢
es una clase conatural, se sigue que € = /(=1 y entonces € es cerrada bajo sumas
directas.

De lo anterior, para probar que % es una clase natural, bastara verificar que si
N es un R-moédulo con la propiedad de que cualquiera de sus submodulos no nulos
tiene un submodulo no nulo en %, entonces N € %; es decir d(%) = €. Sea L un
modulo con dicha propiedad. Entonces L contiene una méxima familia independiente
de submodulos en %, cuya suma directa denotaremos por U. De donde, U € €. Puesto
que esta familia es maxima independiente, tenemos que U es esencial en L. Entonces
L = E(U) € nat(U) = conat(U) C €. Por tanto, € € R-nat. Concluimos que R-
nat = R-conat.

O

Definicién 5.1.6. Diremos que R tiene una descomposiciéon primaria [9] si para
cada M € R-TORS, M se descompone como M = By ;e Ts(M).

Proposiciéon 5.1.7. Sean R un anillo y 7 es un dtomo de R-TORS. Si R = ¥{I €
Subr(R) : I € T}, entonces R es isomorfo a un anillo de matrices de nxm con entradas
en un anillo local.

Demostracion. Como R = 3{I € Subr(R) : I € 7}, tenemos que |R-tors| = 2. Ademas
existe una sucesion de ideales izquierdos {0} = Io C I; C ... C I, = R, « un ordinal,
con:

1. El factor I;,1/1; es simple, para todo ordinal i.

I;.

2. Sii es un ordinal limite, entonces I; = {J,_, I;

Ademas, puesto que | R-tors| = 2, entonces los factores son isomorfos, y asi Zoc(R/J(R))
R/J(R). Por lo que R/J(R) es semisimple. Concluimos que R es isomorfo a un anillo
de matrices de n X m con entradas en un anillo local.

OJ

Observacion 5.1.8. Todo anillo que cumpla las hipotesis del teorema anterior tiene
una descomposicion primaria.

Observacion 5.1.9. Si R tiene una descomposicion primaria, con R = @Ssimple Ts(R),
entonces Tg(R)/J(Ts(R)) es semisimple y cada Tg(R) es T-nilpotente.
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De estas 2 observaciones tenemos que si R tiene una descomposicién primaria, enton-
ces, usando el teorema P de Bass, R es una suma directa finita de anillos matrices con
entradas en anillos locales izquierdos y perfectos por ambos lados. Mas atin, tenemos el
siguiente resultado (]9]):

Teorema 5.1.10. (R. Bronowitz-M. Teply, 1976)
Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Si 7€ R-TORS, entonces T, también es una clase libre de torsion.

2. R es perfecto izquierdo y derecho tal que E(S1,S2) = {0}} para cualesquiera
S1, Sy € R-Simp no isomorfos.

3. Toda teoria de torsion es generada por un R-mddulo simple; y R tiene una des-
COMPOSLCION Primaria.

4. R es una suma directa finita de anillos matrices con entradas en anillos locales
wzquierdos y perfectos por ambos lados.

5. Toda clase libre de torsidon también es una clase de torsidn.

Teorema 5.1.11. Una condicion necesaria y suficiente para que R sea isomorfo a un
producto de anillos perfectos derechos, locales izquierdos es que R-nat = R-conat.

Demostracion. Puesto que R-tors C R-nat = R-conat, entonces 7 es cerrada bajo
cocientes, V7 € R-tors. Por lo tanto, R es isomorfo a un producto de anillos perfectos
derechos, locales izquierdos. Inversamente, supongamos que R es perfecto derecho, local
izquierdo. De donde R es semiartiniano, y entonces todo R-moédulo es una extension
esencial de su zoclo. De esta forma, toda clase natural es generada por médulos simples.
Ahora, como R es local izquierdo, entonces |R-simp| = 1. Por lo que R-nat = {{0}, R-
Mod}. Por otro lado, toda clase conatural también es generada por los médulos simples,
y asi R-conat = {{0}, R-Mod} = R-nat.

OJ

5.2. Propiedades de los operadores sext y gext

Proposiciéon 5.2.1. Sea M € R-Mod. Si R-sext C R-qext, entonces qext(M) C
sext(M)

Demostracion. Como sext(M) € R-sext C R-qext, entonces sext(M) es una clase
cerrada bajo cocientes y extensiones. Sin embargo, gext(M) es la menor clase en R-
gext que contiene a M. Por tanto gext(M) C sext(M).

O
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Proposicién 5.2.2. Sea M € R-Mod. Si R-qext C R-sext, entonces sext(M) C
gext(M)

Demostracion. Puesto gext(M) € R-gext C R-sext, obtenemos que gext(M) € R-sext.
Pero, sext(M) es la menor clase cerrada bajo submodulos y extensiones que contiene a
M. Por tanto sext(M) C gext(M).

O
Con estas dos proposiciones, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 5.2.3. Para un anillo R, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. R-sext = R-qgext
2. sext(M) = gext(M), YM € R-Mod

Demostracion. Primero, sea M € R-Mod. Por lo visto anteriormente, como R-sext C
R-qext, entonces gext(M) C sext(M); y como R-qext C R-sext, entonces sext(M) C
gext(M). Por lo que sext(M) = qext(M).

Invesamente, supongamos que ¥ es una clase en R-sext, y sea M € %. Como
sext(M) = gext(M) C €, tenemos que % es cerrada bajo cocientes. Y asi ¥ € R-
qgext.

Ahora, sea ¥ € R-gext y sea M € &. Entonces & es cerrada bajo submoddulos, ya que
sext(M) = qext(M) C 2. Por lo tanto, Z € R-sext. Concluimos que R-sext = R-qgext.

0

Lema 5.2.4. Sea X un conjunto. Para un mddulo N € sext(M), se tiene que NX) €
sext(MX)).

Demostracion. Sea N # 0 un R-modulo de sext(M ). Entonces existe un n € N minimo
tal que N € E(L{<3(M), L{<y(M))". De esta forma, procediendo por induccién, si
n =1, entonces N < M, y por ende N&X) < M),

Suponga, inductivamente, que n > 1. Entonces existe una sucesion exacta corta
0 > K > N > T >0 talque K <My T € E(Li<y(M), Li<y(M))".
(xX)

De modo que la sucesion 0 —— K&X) — 5 N 5 7)) 5 (0 es exacta.
Ahora, por hipétesis de induccion, K T € sext(MX). Puesto sext(M™X)) es
cerrada bajo extensiones, N € sext(MX)).

OJ

Lema 5.2.5. Dados X cualquier conjunto y un R-mddulo N € gext(M), se cumple
que NX) € gext(M™X)).
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Demostracion. Sea N € gqext(M) no nulo y sea n € N el minimo tal que N €
E(L{_y(M), Li_y(M))™. Por lo que, si n = 1, entonces M — N. Asi, MX) — N
Supongamos, inductivamente, que n > 1. Entonces existen K € E(L{_y(M), Li_y(M))"

y M — T tal que la sucesion 0 y K > N > T > 0 es exacta. Ade-

mas, 0 —— K& — 5 N 5 7)) 5 0 es exacta. Y, por hipotesis de
induccion, K&, T € sext(MX). Y por tanto, NX) € sext(M X)),

OJ
Apartir de estas dos proposiciones, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.2.6. Dados X un conjunto y M, N dos R-mddulos, se satisfacen las si-
guientes condiciones:

1. Si sext(M) = sext(N), entonces sext(MX)) = sext(N™X))
2. Si qext(M) = qext(N), entonces qext(MX)) = gext(NX))
Observacién 5.2.7. Si S € R-Simp y sext(SXN)) = sext(SY)), entonces | X| = |Y]|.

Demostracion. En efecto, como S¥ € sext(SY)), entonces SX) = (S())(2) == g¥x2)
para algin conjunto Z no vacio. De esta forma |X| = |Y||Z|, y asi |X| < |Y]. La otra
desigualdad es analoga.

OJ

5.3. R-sexty R-qext

Teorema 5.3.1. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. sext(R) = sext(R-Simp).
2. R es artiniano izquierdo y R contiene una copia de cada modulo simple.

Demostracion. Supongamos (1), por el Corolario 3.1.10, sext(R) es la clase en R-sext
generada por los ideles izquierdos de R. A partir del Ejemplo 5.1.4, sext(R-simp) con-
siste de R-moédulos semiartinianos finitamente generados. Con estas dos premisas vemos
que los ideales izquierdos de R son semiartinianos f.g.; en particular, R es neteriano y
semiartiniano. Por lo que R es artiniano.

Ahora, sea S un modulo simple. Entonces S € sext(R), y por ende, existe el niimero
natural menor n € N tal que S € F(L{<}(R), Li<}(R)). Por lo que hay una sucesion

exacta 0 > T ) y U > 0 donde T es un ideal izquierdo no nulo
de R. De donde tenemos que T' = S, porque T — S es mono. y S es simple. Por lo
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que T es la copia buscada.

Inversamente, como R es artiniano, entonces R es neteriano y semiartiniano. De
este modo, considerando la serie de Loewy de R, existe un m € N tal que S,,(R) =
Sma1(R), ya que R es neteriano. Puesto que cada S,,(R) es suma de modulos simples,
tenemos que S,(R) € sext(R-Simp). Por otro lado, observamos que Zoc(R/S,,(R)) =
Smt1(R)/Sm(R) = {0}; y asi R/S,(R) = 0, pues R es semiartiniano. Por ende, R =
Sm(R) € sext(R-Simp).

Sea I < R. De manera analoga, tomando la serie de Loewy de I, tenemos que [ €
sext(R-Simp). Entonces Li<}(R) C sext(R-Simp). Como sext(R) es la clase generada
por Li<y(R) C sext(R-Simp) en R-sext, se cumple que sext(R) C sext(R-Simp). Por
altimo, como R contiene una copia de cada modulo simple, concluimos que sext(R-
Simp) C sext(R).

O

Lema 5.3.2. Si gext(R) = gext(R-Simp), entonces R es semiartiniano izquierdo.

Demostracion. Del Ejemplo 5.1.4, vemos que los modulos de gext(R-Simp) son semi-
artinianos finitamente generados. De este modo, todo R-modulo f.g. es semiartiniano,
porque gext(R) = gext(R-Simp). Ya que R es f.g., concluimos que R es semiartiniano
izquierdo.

O

Teorema 5.3.3. R es artiniano izquierdo si y solo si gext(R) = gext(R-Simp) y R es
neteriano izquierdo.

Demostracion. Suponiendo que gext(R) = gext(R-Simp), por el lema anterior, enton-
ces R es semiartiniano izquierdo. Y como simultaneamente R es neteriano y semiarti-
niano, entonces R es artiniano izquierdo.

Por otro lado, si R es artiniano, entonces R es neteriano y semiartiniano. Puesto
que R es neteriano, la serie zoclo de Loewy se estaciona en una cantidad finita de
pasos. Esto es, hay un n € N tal que S,,(R) = S,41(R); de modo que Zoc(R/S,(R)) =
Snt+1(R)/S,(R) = {0}. Ahora, como R es semiartiniano, se cumple que R/S,(R) = {0},
y por ende R = S,(R). Lo cual implica que R es suma de ideales simples, con lo que
tenemos que R = S,,(R) € gext(R-Simp). Por lo que gext(R) C gext(R-Simp).

Finalmente, sea S un R-mddulo simple. Entonces S es un cociente de R, y por tanto
gert(R) = gext(R-Simp).

O

Lema 5.3.4. Sea R un anillo. Si toda clase en R-sext es una clase en R-qext, entonces
R contiene un copia de cada R-mddulo simple.
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Demostracion. Puesto que R-sext C R-qext, entonces gext(R) C sext(R) y cada mo-
dulo simple S esta en la clase sext(R) = J, ey £(Li<3(R), Li<3(R))". Sea n € N el
menor entero positivo tal que S € E(Li<}(R), Li<}(R))™. De este modo, existe una su-
cesion exacta 0 > T > S » U » 0 donde T' € Subr(R). Por lo que
S =Ty T estd contenido en R.

O

Lema 5.3.5. Si R-sext C R-qgext, entonces R es neteriano izquierdo.

Demostracion. Por la hipotesis, Subr(R) C sext(R) C gext(R) = {M : M es f.g.}. Es
decir, todo ideal izquierdo de R es finitamente generado. La cual es la definicion de que
R sea neteriano izquierdo.

O

Proposicién 5.3.6. St R-sext C R-qext, entonces R es isomorfo a un producto finito
de anillos locales izquierdos, perfectos derechos.

Demostracion. Sea F una clase libre de torsion hereditaria. Entonces F € R-sext. Como
R-sext C R-gext, entonces I es cerrada bajo cocientes. Lo cual implica que [F es también
una clase de torsion, y por tanto R es isomorfo a un producto finito de anillos locales
izquierdos, perfectos derechos.

O

Definiciéon 5.3.7. Sean R, S dos anillos. Diremos que Ry S son Morita-equivalentes
[19] por la izquierda si existen dos funtores F' : R-Mod — S—Mod, G : S-Mod — R-
Mod tales que G = Ids_]wgd y GF = IdR—]V[od-

Observacion 5.3.8. Sean R, S dos anillos. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. Ry S son Morita-equivalentes por la izquierda.
2. Ry S son Morita-equivalentes por la derecha.

En dicho caso, diremos solamente que R y S son Morita-equivalentes, y lo denotaremos
por R =, S.

Definicién 5.3.9. Sean R un anillo y 8 una propiedad de moédulos. Decimos que P8
es Morita-invariante [19] si cada que R cumpla ‘B, entonces cada anillo S ~y R
también cumple ‘L.

Observacion 5.3.10. El ser modulo simple izquierdo, ser semisimple izquierdo y ser
artiniano izquierdo son propiedades Morita-invariantes. Entonces, bajo la definicion
dada en este trabajo, el ser local izquierdo es Morita-invariante. Dicho ésto, podemos
reemplazar el ser local iquierdo con ser local en los teoremas de la siguiente seccion.
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Proposicion 5.3.11. Sea R un anillo tal que R-qext = R-sext. Entonces R es isomorfo
a un producto finito de anillos locales izquierdos y artinianos izquierdos.

Demostracion. Dado que R-sext C R-gext, entonces R = [[_| R;, donde cada R,
es un anillo local izquierdo, perfecto derecho. Ademas, como R-qext C R-sext, R es
neteriano, por la Proposicion 5.3.5. Ahora, puesto que todo anillos perfecto derecho es
semiartiniano izquierdo, entonces R; es semiartiniano, para cada i € {1,...,n}. De este
modo, {R;}!, es una coleccion de anillos neterianos y semiartinianos izquierdos. Por
lo que cada uno de éstos es artiniano izquierdo.

0

5.4. Anillos cuya F(R/J(R)) es finitamente generada

Lema 5.4.1. Sea R un anillo artiniano izquierdo, local izquierdo. Si E(R/J(R)) es
finitamente generado, entonces sext(R) = gext(R).

Demostracion. Como R es artiniano, es neteriano y semiartiniano. Entonces todo ideal
de R es finitamente generado, y por ende elementos de gext(R), por el Ejemplo 5.1.3.
Ademas, sext(R) es la clase de los modulos cerrada bajo extensiones generada por
los ideales de R. De esta forma, sext(R) consiste de R-moédulos f.g., y asi sext(R) C
gext(R).

Por otro lado, puesto R es artiniano, entonces gext(R) = gext(R-Simp). Ahora,
sea M un R-modulo f.g. Como gext(R) = gext(R-Simp), existe S € R-Simp tal que
gext(M) = gext(S). Al ser R un anillo local, S es el anico simple en R-Simp. Por lo
que todo R-modulo semisimple es elemento de sext(S).

Finalmente, considerando la serie zoclo de M, existe n € N tal que S,(M) = M,
ya que R es neteriano. Y como S, (M) es suma de simples, vemos que M € sext(S).
Ademaés, por hipétesis tenemos que E(S) es f.g., entonces E(S) € gext(R). Por lo
anterior deducimos que gext(R) C sext(S) = gext(S) C qext(E(S)) C gext(R). Asi,
gext(R) = sext(S) C sext(R). Por lo que podemos concluir que sext(R) = gext(R).

O

Lema 5.4.2. Sea R un anillo artiniano izquierdo, local y sea M un R-mddulo que no
sea finitamente generado. St E(R/Rad(R)) es finitamente generado, entonces tenemos
que sext(M) = gext(M).

Demostracion. Primero, notemos que, como R es artiniano izquierdo, entonces R es
perfecto izquierdo, por lo que todo R-modulo tiene cubierta proyectiva; y como R es
local, todo R-moddulo proyectivo es libre.
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Ahora, sea R —— M » 0 una cubierta proyectiva de un R-modulo no nulo
M. Por otro lado, M/ J(M) = S%) para algiin conjunto Z. Ademés, la cubierta proyec-
tiva de S induce una cubierta proyectiva de M/J(M), R%) —— M/J(M) — 0
Del diagrama

RY) s M/J(M) —— 0

tenemos que A es un epimorfismo superfluo. Entonces R y RX) son cubiertas pro-
yectivas de M/J(M). Asi, R*X) = R Consecuentemente, |X| = |Z|, y también
M, M/J(M) € gext(R™X).

Por otro lado, como R es artiniano izquierdo, tenemos que gext(R) = gext(S), y por
ende, gext(RX)) = gext(SX)). Lo que implica que

qext(M) < gext(R™)) = gext(SWXN)) = gext(SP) = qext(M/J(M)) < gext(M).

Por lo que gext(M) = gext(M/J(M)) = gext(S™). Adicionalmente, del Lema 5.4.1,
tenemos que gext(RX)) = gext(SWN)) = sext(RX)) = sext(SX)). De modo que

qext(M) = gext(M/J(M)) = qext(SXN)) = sext(SX)) = sext(M/J(M)) < sext(M).

Por ultimo, sea N € Subgr(M). Entonces existe un conjunto Y tal que P(N) =
RY) y |Y| < |X|. De esta forma, siguiendo la construccion de arriba, tenemos que
N € sext(SY)) < sext(SX)) = gewt(M). Adicionalmente, note que gext(M) =
sext(R™)) € R-sext. Por lo tanto, sext(M) < gext(M), ya que el generador Li<y(M)
de sext(M) esta contenido en R-sext en la clase gext(M). Concluyendo, asi, que
sext(M) = qext(M).

OJ

Observacion 5.4.3. En la prueba anterior, notamos que en anillos artinianos iz-

quierdos y locales, todo médulo M no finitamente generado, cumple con la igualdad
gext(M) = gext(M/J(M)).

Observacion 5.4.4. Sean R un anillo, M € R-mody N € Subr(M).

1. Si N es esencial en M, entonces E(N) = E(M).

2. Si R es neteriano, entonces capsulas inyectivas conmutan con sumas directas.
Observacion 5.4.5. Sean M, N, K € R-Mod.

1. Si N < M, entonces sext(N) C sext(M).

2. Si K <N <My sext(K) = sext(M), entonces sext(K) = sext(N) = sext(M).
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Demostracion. Probemos la primera afirmacion. Como N < M, entonces Subr(N) C
Subr(M) C sext(M). Puesto que sext(NN) es la menor clase en R-sext que contiene a
Subr(N), entonces sext(N) C sext(M). La segunda afirmacion se sigue de la primera,
pues sext(K) C sext(N) C sext(M) = sext(K). Y por ende, sext(K) = sext(N) =
sext(M).

O

Lema 5.4.6. Dados R un anillo artiniano izquierdo, local izquierdo, y M un R-maodulo.
Si E(R/J(R)) es finitamente generado, entonces sext(M) = sext(Zoc(M)).

Demostracion. Como R es local izquierdo, sea S el tinico modulo simple en R-Mod.
Entonces existe un conjunto Z tal que Zoc(M) = S%). Ahora, dado que R es ar-
tiniano, entonces R es neteriano, semiartiniano y gext(R) = gext(R-Simp): De esta
forma, en vista del lema anterior, tenemos que Zoc(M) es esencial en M. Por ende,
E(M) = E(Zoc(M)) = E(S¥) = E(S)?) ésto ultimo pues R es neteriano. Como
E(R/J(R)) = E(S) es finitamente generado, tenemos que E(S) € gext(R) = gext(R-
Simp) = gext(S). Ademas, por el Lema 5.4.1, gext(S) = gext(R) = sext(R) = sext(S).
Entonces E(S) € sext(S). De esta manera E(M) = E(S)%) ¢ sext(S¥P), y asi,
sext(Zoc(M)) =2 sext(SP)) = sext(E(S)#)) = sext(M). Porlo tanto, sext(Zoc(M)) =
sext(E(M)) = sext(M).

O

Lema 5.4.7. Para R un anillo artiniano izquierdo, local izquierdo y M un R-modulo

[

no finitamente generado. Si E(R/J(R)) es finitamente generado, entonces Zoc(M) =

Demostracion. Puesto que R es local izquierdo, sea S el inico R-modulo simple en R-
Mod. Entonces existe un conjunto X tal que Zoc(M) = S™X). Ademés, al R satisfacer
las condiciones de ser local y ser artiniano por izquierda, tenemos que sext(M) =
gext(M). De la misma manera, tenemos que R/J(M) es semisimple, y por tanto, existe
un conjunto Y tal que M/J(M) = S(). Entonces, por el lema anterior, tenemos que

sext(SX)) = sext(M) = qext(M/J(M)) = gext(SY)) = sext(SY))
De donde, |X| = |Y]. Concluyendo que Zoc(M) = M/J(M).
0J

Teorema 5.4.8. Suponga que R es un anillo en el que la cdpsula inyectiva de ca-
da R-mddulo simple es finitamente generado. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes.

1. sext(M) = qext(M), YM € R-Mod.

2. R-sext = R-qext.
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3. R es isomorfo a un producto finito de anillos artinianos izquierdos, locales iz-
quierdos.

4. R es isomorfo a un producto finito de anillos locales izquierdos, perfectos izquier-
dos y derechos tal que Zoc(M) = M/Rad(M), para cada R-mddulo izquierdo M
no finitamente generado

Demostracion. Tanto la equivalencia 1 < 2 como 2 = 3 fueron discutidas en el Coro-
lario 5.2.3 v en el Lema 5.3.11, respectivamente.

3 = 4 Todo anillo artiniano izquierdo es neteriano izquierdo y perfecto por ambos
lados. Ademés, podemos asumir que R es local. Por hipotesis, E(R/J(R)) es finitamente
generado. Entonces, por el Lema 5.4.7, tenemos que Zoc(M) = M /J(M) para cualquier
R-médulo que no sea finitamente generado.

4 = 1 Supongamos que R es local izquierdo y perfecto por ambos lados. Sea M € R-
Mod y sea S el tinico R-moédulo simple. Si M no es finitamente generado, enton-
ces sext(M) = sext(Zoc(M)) y qext(M) = qext(M/J(M)). Por lo que sext(M) =
sext(Zoc(M)) = sext(M/J(M)) = qext(M/J(M)) = gext(M). Ahora, si M es f.g.,
entonces Zoc(M) y M/J(M) son semisimples f.g.. Concluyendose que sext(M) =
sext(S) = qext(S) = qext(M/J(M)) = qext(M).

O

5.5. Ejemplos importantes
Observacién 5.5.1. Para R un anillo conmutativo, tenemos que R es un anillo local
si y s6lo si R tiene un tinico ideal maximo.

Definicién 5.5.2. Un anillo R es un dominio de ideales principales (abreviado
PID) si todo ideal de R es generado por un solo elemento.

Enunciaremos el siguiente teorema formulado en [4].

Teorema 5.5.3. Sea R un anillo. R-her —R-quot si y solo si R es un producto finito
de anillos artintanos PID.

Proposicion 5.5.4. Dado un anillo R artintano conmutativo, las siguientes condicio-
nes se satisfacen:

1. Si A es un ideal mdzimo de R y B; = {r € E(R/A) : rA* = {0}}, entonces cada
Biy1/B; es finitamente generado.

2. Si A es un ideal mdzrimo de R, entonces R/A es f.g.

3. La clase de R-mddulos es cerrada bajo cdpsulas inyectivas.
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Demostracion. 1. Sea {I,}, una familia bien ordenada estrictamente creciente en
Biy1/B; tales que Yenlo = Biy1/Bi, I = {0} y donde cada I, es de la forma
Yj<arjBit1/B;. Entonces tenemos la siguiente cadena: Iy C I; C .... Ademas,
puesto que R es artiniano, por el teorema de Hopkins-Levitzki, existe £ € N tal
que Iy, = Ipyr,Vr € N. Entonces Biy/B; = X5_,7;Bi1/B;. Por lo que Biy1/B;
es f.g.0]

2. Supongamos que la cadena {B;;1/B;}; no continene 2 ideales iguales. Como R es
artiniano, existe una cantidad finita de éstos. Entonces E(R/A) queda determi-
nado por la familia {B;,;/B;}, y por tanto E(R/A) es finitamente generado.

3. Este inciso se sigue de los anteriores. En efecto, si M es f.g., como R es conmu-
tativo, existen Aj,...A, ideales maximos de R tales que M = ¥ |R/A;. Por el
inciso anterior, cada R/A; es f.g., y por tanto M también lo es.

OJ

A continuacion damos un ejemplo de un anillo donde R-nat = R-conat, pero donde
R-her # R-quot.

Ejemplo 5.5.5. Sea k un campo. Consideremos A = k[x,y] y R = A/(2?,y?).
Notemos que R = {ag + a1x + asy + azzy + (22, y?) : ag, a1, as, a3 € k} es una dlgebra
conmutativa sobre k de dimension 4.
Tenemos que Subr(R) = {0, RTy, RT, Ry, RT + Ry, R}, por el teorema de la corres-
pondencia de mddulos. Entonces R es local. Mds ain, Zoc(R) = RTy y J(R) = RT+Ry.
Ahora, por el teorema de Wedderburn para dlgebras finito-dimensionales, deducimos
que R es isomorfo a M{(k) o a My(k). Sin embargo, Suby(R) y Suby(My(k)) no son
isomorfas. Entonces R = M{(k). Ademds, M,(k) es artiniano, pues k lo es y la pro-
piedad ser artiniano es Morita-invariante. Y por tanto, My(k) es perfecto. De este
modo, R es isomorfo a un producto de anillos locales perfectos. Y asi, R-nat = R-conat.
Por otro lado, visto como anillo, R es QF (un anillo donde todo mddulo inyectivo
es proyectivo y todo mddulo proyectivo) y R/Zoc(R) no lo es. Ademds, RT + Ry no
es generado por un solo elemento. Entonces R no es PID. Concluimos, en vista del
teorema anterior, que R-her # R-quot.

Ahora, veamos que R-sext = R-gext y que R-her = R-quot son dos condiciones que
no son equivalentes.

Ejemplo 5.5.6. Veamos al anillo R definido en el ejemplo anteior. Este satisface que
la clase de R-mddulos finitamente generados es cerrada bajo cdpsulas inyectivas. Ade-
mas, R es isomorfo a un producto finito de anillos locales artinianos. Entonces por el
Teorema 5.4.8, tenemos que R-sext = R-qext, pero R-her # R-quot. Mds aun, cual-
quier anillo artiniano conmutativo que no sea PID, cumple con estas mismas relaciones
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reticulares.

Por dltimo, veremos que R-nat = R-conat y R-sext = R-qext no son equivalentes.
Para este fin necesitaremos las siguientes definiciones.

Definicion 5.5.7. Sea R un anillo. Un R-R-bimé6dulo [24] es un grupo abeliano M
tal que M € R-Mod, M € Mod-R y tal que para cualesquiera r,t € R, m € M se
cumple que (rm)t = r(mt).

Definicién 5.5.8. (Introducida por M.Nagata, 1962)

Sea R un anillo y M un R-R-bimo6dulo. Definimos la extension trivial de Ry M [7]
como el grupo abeliano R @& M dotado de la multiplicacion (r,t)(m,n) = (rt,rn+tm).
En tal caso, la extension trivial de R y M se denotara por R x M.

Observacion 5.5.9. Podemos identificar a los elementos (r,m) de Rx M como (r,m) =

(6 T) De tal forma que podemos ver a R x M como los siguientes 2 conjuntos:

T m
0 T).reR,meM}.

Observaciéon 5.5.10. La extension trivial R x M es un anillo asosciativo con unidad,
donde 1. = (1,0)

{(r,m):rGR,meM}:{<

Ejemplo 5.5.11. Tomemos a R como espacio vectorial sobre Q. Y consideremos la
extension trivial R = Q X R, el cual es un anillo conmutativo.

Entonces Subr(R) = {(0,U) : U es Q-subespacio vectorial de R} U {R}. De esta
forma, (0,Qx) C (0,Q7?) C ... C (0,Qn™) C ... es una cadena infinita ascendente,
y por ende R no es neteriano. Ahora, por el teorema de Hopkins-Levitzki, R no es
artiniano.

Ademds, como dimgR = oo , entonces R no es isomorfo a un producto finito de
anillos. Entonces, bajo estas 3 condiciones, concluimos que R-sext # R-qext.

Ahora, notemos que (0,R) es el unico ideal mdzimo de R. Lo cual implica que R
es local. Asi J(R) = (0,R), y entonces R/J(R) es simple. Ademds si (0,a) € (0,R),
entonces (0,a)? = (0a,0a + 0a) = (0,0). Por lo que R es semiprimario, y por tanto
perfecto. Con lo que concluimos que R es un anillo tal que R-nat = R-conat, pero
R-sext # R-gext.

Cabe notar que en este ejemplo podemos sustituir a Q por cualquier campo k y a R
por cualquier k-espacio vectorial de dimension infinita.
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