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Resumen

El fosforeno negro es un material bidimensional (2D) con propiedades electronicas
y optoelectronicas muy interesantes, entre ellas destacan, una alta movilidad de car-
gas, una estructura de bandas electrénica fuertemente anisotropica, absorcion 6ptica
grande y una banda prohibida directa. Como consecuencia el fosforeno presenta una
alta energia de amarre de excitones comparado con otros materiales 2D. Debido a lo
anterior, el fosforeno se considera un material con potenciales aplicaciones optoelec-
tronicas. En este trabajo realizamos un estudio teérico y numérico del espectro de
energias de excitones en fosforeno tomando en cuenta el efecto espin-6rbita de Rashba.
En primera instancia realizamos calculos de primeros principios basados en la teoria
funcional de la densidad (DFT) -a través de VASP- (Vienna ab initio Simulation
Package) de la estructura de bandas del fosforeno, lo que nos permitio extraer las
masas efectivas del fosforeno para las bandas interés alrededor del punto de simetria
I'; nuestros resultados concuerdan en buena medida a los reportados en la literatura.
Para la determinacion de la energia de amarre y primeros estados excitados para un
exciton en fosforeno resolvemos la ecuacion de Wannier a través de un método lineal
variacional. Este incorpora la interaccién electron-hueco del excitén a través de un
potencial ad hoc para materiales 2D de Rytova-Keldysh ademés del acoplamiento
espin-orbita de Rashba. Nuestros resultados arrojan valores de energias de amarre
de excitones (sin efecto Rashba) de -737, -392 y -213 meV, considerando al fosforeno
estando en vacio, crecido sobre SiO, y encapsulado con hBN, respectivamente. El
mismo célculo pero con efecto Rashba muestra corrimientos en energias en el rango
de peVs. Asimismo investigamos como los estados de excitones se modifican a medida

que el efecto Rashba aumenta arrojando resultados de posible interés en espintronica.



Abstract

Black phosphorene is a two-dimensional (2D) material with very interesting elec-
tronic and optoelectronic properties, such as a high charge mobility, anisotropic bans-
tructure, large optical absorption, and a direct bandgap, among others. As a conse-
quence, compared with other 2D materials, phosphorene have large exciton binding
energies. Because of this, phosphorene has potential applications in optoelectronic
devices. In this work we carried out a theoretical and numerical study of the energy
spectrum of excitons in phosphorene taking into account the Rashba spin-orbit in-
teraction. Firstly, we performed first principles calculations of the electronic bands-
tructure of phosphorene based in the density functional theory DFT -through VASP-
(Vienna ab initio Stimulation Package). This allow us to estimate the effective masses
of the bands of interest near the I'-point; our results are in good agreement with those
reported in the literature. For the calculation of the binding energies and first excited
states of excitons in phosforene we solve the Wannier equation through a linear varia-
tional method. This incorporates the electron-hole interaction of the exciton through
an ad hoc Rytova-Keldysh potential for 2D materials, in addition to the Rashba spin-
orbit interaction. Our results shows binding energy values (in the absence of Rashba
coupling) of 737, -392, and -213 meV, considering phosphorene being in a vacuum,
grown on Si0O,, and encapsulated with hBN, respectively. The same calculation pre-
formed in the presence of Rashba coupling shows an energy shift of the spectrum in
the range of ueVs. Furthermore we investigate how the exciton states are modified as

the Rashba effect increases, behavior of possible interest in the realm of spintronics.
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Capitulo 1

Introducciéon

El fosforo negro es el alotropo mas estable del fosforo bajo condiciones normales de
temperatural3]. Al igual que el grafito, el fosforo negro se compone de monocapas
enlazadas entre si por interacciones de van der Waals. Cada monocapa corresponde
a un sistema cristalino bidimensional con una estructura de panal arrugada que en
el plano comparte la simetria traslacional de su contraparte en el bulto cuyo grupo
espacial es ortorrémbico centrado en la base Cmecal4]. Con el descubrimiento del
grafeno hubo un amplio desarrollo en técnicas de exfoliacién que permitieron aislar
las monocapas de fosforo negro[5, 6]; esto es el fosforeno.

A diferencia del grafeno y otros materiales bidimensionales, el fosforeno tiene una
estructura cristalina rectangular con cuatro atomos en su celda unitaria (Figura 1.1).
La estructura del fosforeno también se caracteriza por tener una alta anisotropia;
en una direcciéon del plano presenta una estructura de tipo silla, mientras que en
otra presenta una estructura de zig-zag como se esquematiza en la Figura 1.1. Ade-
més, la estructura del fosforeno presenta un arrugamiento que resulta en propiedades
mecanicas interesantes como una razon de Poisson negatival|7].

El fosforeno presenta una banda prohibida directa para diferente nimero de ca-
pas, cuyos valores van desde 0.3 eV (fésforo negro en bulto) a 2 eV (monocapa de
fosforeno)|8|. Lo anterior difiere con lo que ocurre en otros materiales bidimensionales,
donde la banda prohibida se vuelve indirecta con el aumento de capas|9]. Aunado a

esto, debido a que pocas capas de fosforeno son mas faciles de sintetizar a compara-

10



Introducciéon
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Figura 1.1: Representacion grafica de la estructura cristalina del fosforeno desde
diferentes perspectivas. La celda unitaria se muestra como un rectangulo amarillo.

cion de una monocapa, esto significa una ventaja para el uso de fosforeno multica-
pa (inclusive) en aplicaciones electronicas que requieren tener una banda prohibida
directa[10, 11]. En la figura 1.2 se muestra la estructura de bandas de fosforeno obte-
nida mediante calculos de primeros principios por Paulo E. Faria Junior et. al.[1].
Como sucede en otros materiales bidimensionales, los excitones! en fosforeno
desempenan un papel fundamental en la descripciéon de propiedades Opticas. Esto
se debe a que la energia de union de los excitones aumenta considerablemente al re-
ducir la dimensionalidad del material[12]. Trabajos experimentales reportan excitones
anisotropicos con energias cercanas a 900 meV|8, 13| estando en el vacio. Una alta
energia de union hace que los excitones se vuelvan mas estables y aumenta su duracion,
por lo que se espera que el fosforeno tenga miiltiples aplicaciones en la optoelectrénica
y en la computacion cuantica controlada mediante optica[l14]. Adicionalmente, se ha
observado que la energia de excitones en fosforeno depende significativamente de las

propiedades dieléctricas del ambiente externo donde ésta se reduce a 400 meV|[15] en

'La nocién clasica de exciton establece que este corresponde a la correlacion entre un electrén
excitado en la banda de conduccién con el hueco que deja en la banda de valencia de un material
semiconductor. En tiempos recientes esta nociéon ha sido extendida para describir el sistema ligado
electron-hueco en sistemas metélicos inclusive, via algtn tipo de interaccién, tipicamente electro-
magnética. El concepto de exciton permite describir diversas propiedades opticas en los materiales.
Esto se tratara en méas detalle en la secciéon 3.1.

11



Introducciéon
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Figura 1.2: Estructuras de bandas de fosforeno obtenida mediante célculos de pri-
meros principios por Paulo E. Faria[l|. Aqui se asocia a las direcciones de brazo de
silla y de zig-zag con los ejes = y y, respectivamente, la cual seré la convencién para
el resto del trabajo.

la presencia de un sustrato de SiOs.

Los &tomos en el fosforeno tienen un ntmero atémico pequeno, por lo que los
efectos del acoplamiento espin-6rbita (SO por sus siglas en inglés) intrinseco no son
muy significativos. No obstante, en un material bidimensional el efecto SO puede ser
incrementado considerablemente si el material se deposita sobre un sustrato que pre-
sente un acoplamiento SO importante o si se expone a un campo eléctrico externo.
Lo anterior se observo en el caso de grafeno[16|, donde el efecto espin-6rbita fue incre-
mentado varias ordenes de magnitud después de ser depositado sobre un sustrato de
Au. Debido a que el fésforo es un elemento més pesado que el carbono, se espera que
el acoplamiento SO tenga un mayor efecto en las propiedades del fosforeno en com-

paracion con el grafeno. Existen trabajos que predicen acoplamiento SO extrinseco

12



Introducciéon

en fosforeno[17, 2, 18]. Ademas, se ha demostrado teéricamente que existe un aco-
plamiento SO en sistemas de excitones bidimensionales, donde se predice un effecto
Hall de espin[19]. Esto hace surgir cierto interés en las propiedades optoelectronicas
de fosforeno en relacion a la espintrénica. Teniendo en cuenta lo anterior, este trabajo
tiene el objetivo de estudiar el efecto que tiene el acoplamiento SO en el espectro de
los estados excitonicos en fosforeno.

La estructura de esta tesis tiene la siguiente forma: En el capitulo 2, se mencionan
los estudios previos de mayor relevancia en esta investigacion. Con esto, se procede a
especificar el proposito del trabajo. Después, en el capitulo 3, se hace una descripcion
concisa del formalismo que trata a los excitones en fosforeno que incluye: la ecuacion
de Wannier en dos dimensiones y el potencial de Rytova-Keldysh. En seguida, se hace
una breve descripcion del acoplamiento espin-érbita de tipo Rashba, el cual domina
en materiales bidimensionales. En el capitulo 5, calculamos la energia de amarre de
excitones en fosforeno usando el método lineal variacional y describimos el papel que
tiene la anisotropia. Finalmente, en el capitulo 6, describimos el efecto que tiene el

acoplamiento espin-orbita en la energia de los excitones en fosforeno.

13



Capitulo 2

Antecedentes

El fésforo negro fue sintetizado por primera vez en 1914 por P.W. Bridgman al aplicar
una alta presion al fosforo blanco[20]. Un siglo después- en 2014- Li Likai[5] y Steven
Koenig|6] publicaron diferentes trabajos experimentales describiendo las propiedades
de pocas capas o monocapas de fosforeno. Sus investigaciones revelaron una banda
prohibida directa y una alta movilidad de portadores de carga. Esto propicié un gran
interés por estudiar este material y en tan solo seis anos se han publicado cientos de
trabajos enfocados en describir las propiedades y aplicaciones del fosforeno[21].

En 2015, Xiaomu Wang et. al. revelaron excitones altamente anisotrépicos y con
energias de enlace de 900+100 meV en una monocapa de fosforeno mediante fotolumi-
niscencia resuelta por polarizacion|13]. En el mismo ano, Jiong Yang et. al. observaron
una energia de enlace cercana a 300 meV de excitones en fosforeno depositado sobre
un sustrato de SiO3[22], lo que concuerda con trabajos teoricos previos. Motivados
por las posibles aplicaciones que otorgan las altas energias de excitones en fosforeno,
J. C. G. Henriques y N. M. R. Peres implementaron un método semi-analitico para
calcular los niveles de energia y las funciones de onda de los excitones en fosforeno,
donde introdujeron la anisotropia del material como una perturbacion|23|. Sus resul-
tados coinciden con otras investigaciones y el método que ellos describen sirvié de
inspiracion en el desarrollo de esta tesis.

En afios recientes (2015-2020) distintos trabajos han estudiado la presencia del

acoplamiento SO de tipo Rashba en las bandas de valencia y de conduccion del fos-
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Antecedentes

foreno. Marcin Kurpas et. al. implementaron calculos de primeros principios para
describir el acoplamiento SO extrinseco e intrinseco en fosforeno, donde reportan
tiempos de relajacion de espin que llegan hasta los nanosegundos|24|. Por otra parte,
Z. S. Popovié et. al. utilizaron la teoria del funcional de la densidad para estudiar la
estructura electronica del fosforeno sometido a un campo eléctrico externo. Ellos des-
criben un efecto Rashba anisotrépico (del orden de peV) y reportan distintos valores
de los coeficientes de Rashba para diferentes direcciones de la zona de Brilluoin|25].
Dichos valores son 3, = 10.9, 8, = 3.6 para la vanda de valencia y o, = 14.0, a,y = 1.7
para la banda de conduccién, todos en unidades de meV-A. Adicionalmente, S. M.
Farzaneh y Shaloo Rakheja construyen un Hamiltoniano efectivo que describe el aco-
plamiento SO extrinseco en la banda de conducciéon del fosforeno, donde también
mencionan un efecto Rasbha anisotropico|26].

Existen algunos trabajos donde analizan el efecto que tiene el acoplamiento SO
en sistemas bidimensionales de excitones|27, 28, 29, 30]. No obstante, al momento
de escribir este trabajo, no existen estudios acerca del acoplamiento SO en excitones
anisotropicos presentes en fosforeno. Lo anterior corresponde al principal enfoque de

esta tesis donde tomamos como base los trabajos mencionados anteriormente.
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Capitulo 3

Marco Teoérico

3.1. Excitones

En 1931, Yakov Frenkel introdujo el concepto de excitones para describir estados ex-
citados localizados en un material cristalino. Sus ideas permitieron explicar distintos
procesos de foto-absorciéon en un cristal. La teoria de excitones fue desarrollada poste-
riormente por Gregory Wannier (1937) para estudiar fenémenos en los materiales no
metalicos!. La descripcion de Wannier es adecuada en el caso de los semiconductores
con una alta movilidad de portadores de carga y con una constante dieléctrica grande.
El fosforeno cumple con dichas caracteristicas y por ende el formalismo de Wannier

sera utilizado en este trabajo.

3.1.1. Exciton de Wannier

Si un electron de la banda de valencia de un semiconductor recibe la suficiente energia,
éste tendrd una transicion hacia la banda de conduccion. La ausencia del electron
genera una carga positiva neta en la banda de valencia de la misma magnitud que
la carga del electron; a esto se le denomina hueco. Wannier demostré que el estado

de excitacion en el semiconductor puede considerarse como el acoplamiento entre un

! Actualmente, se sabe que los excitones no son exclusivos de los materiales no metalicos|31] y
por tanto la definicién de excitones se ha vuelto més amplia. De cualquier forma, en nuestro trabajo
nos apegamos a la definicién convencional para semiconductores ya que es suficiente para nuestro
analisis.

16



3.1. EXCITONES

electron en la banda de conducciéon y un hueco en la banda de valencia ocasionado
por la absorciéon de energia en el material. La interaccion entre el electron y el hueco
se describe mediante un potencial eléctrico y el acoplamiento resultante es analogo al

que existe entre el electron y el proton de un atomo de hidrogeno (figura 3.1).

N -

Banda de conduccion

Banda de valencia R
N Y
1h
/ N__Y \
Figura 3.1: Esquematizacion de un exciton visto como el estado acoplado entre un
electréon en la banda de conducciéon y un hueco en la banda de valencia

Para realizar una descripcion completa del sistema electrén-hueco en un semi-
conductor se tiene que tomar en cuenta el potencial asociado al cristal. Una forma
préactica de hacerlo es utilizar la aproximacion de masas efectivas? En vez de describir
detalladamente el potencial del cristal, se le asigna una masa efectiva al electréon (o
hueco) en funcion de como éste responde a un potencial diferente al del cristal. En
este sentido, el electron y el hueco adquieren una masa aparente que permite descri-
birlos como si fueran particulas libres. De esta forma, el potencial del cristal entra de
manera implicita en el modelo y solo se detalla la interaccion entre el electron y el
hueco.

En el modelo de Wannier, las interacciones entre el electron y el hueco con el resto
de las particulas en el material determinan las masas efectivas. A partir de esto, la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo que describe al exciton se escribe

como

2El concepto de masas efectivas surge en el marco de la teoria k - p en conjunto con el teorema
de Bloch aplicables a materiales cristalinos. Dentro de este esquema, la masa de los electrones libres
en el material se ve renormalizada por efectos del potencial cristalino.

17



3.1. EXCITONES

B2 h?
V2 — hvi +V(re —1p) | ¥ = Ev, (3.1)

_2m6 ¢ 2m

donde V' es el potencial de interacciéon entre el electron y el hueco, r. y rp son los
vectores de posicion del electron y del hueco, Vi ;, denota el Laplaciano con respecto
a las coordenadas de cada particula y m, y my son las respectivas masas efectivas del

electron y del hueco. La forma del potencial V' permite introducir las coordenadas de

MeTe + MpTh C . .
centro de masa R = ——————— y las coordenadas de posicion relativa r = r, — ry,.

me + My,
Con estas coordenadas, la ecuacién 3.1 se convierte en

K2 K2
_WV%‘ — Zvi +V(r)| v = Ev, (3.2)
metp

donde M = me +my y p = . Esto permite separar la interaccién entre

Me + Mp,
el electron y el hueco del movimiento del centro de masa; entonces, escribimos que
(R, r) = g(R)f(r). Es evidente que g(R) debe satisfacer la ecuacion de la particula
libre; es decir, g(R) = ¢*B. Esto implica que VZ9(R, 1) = —k%g(R) f(r). Asf que la

ecuacion 3.2 puede escribirse como

h2k2
oM

[—%VE—I—V(I‘)} flr) = [E— ]f(r). (3.3)

Para las transiciones 6pticas se puede tomar en cuenta la aproximacion del dipolo
eléctrico® donde k =~ 0. En este caso, la ecuacion 3.3 se convierte en la ecuacion de
Schrodinger con un potencial de campo central, la cual seré utilizada para describir

a los excitones en fosforeno.

3En el limite en que el vector de onda de la radiacion electromagnética es pequefio la aproximacion
de dipolo eléctrico corresponde a tomar la energia de interaccion electréon-radiaciéon como -er - E,
con E el campo eléctrico de la radiacién. Por otro lado, generalmente, la longitud de onda de la
radiacion electromagnética involucrada en la generacion (o recombinacion) del par electron-hueco es
mucho mayor que las distancias interatémicas en un cristal. Es por esto que e*7 =1+ ik -r 4 - - -
puede ser aproximado al primer término exclusivamente; es decir, k = 0.
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3.1. EXCITONES

3.1.2. Potencial de Rytova-Keldysh

El término potencial V' de la ecuacion 3.3 debe ser el adecuado para representar la
interaccion entre un hueco y un electréon en fosforeno. Usualmente, la interaccion entre
dos cargas puntuales dentro de un material en bulto se describe mediante un potencial
de Coulomb apantallado por la constante dieléctrica del material. No obstante, en los
materiales bidimensionales existe una gran disparidad espacial que ocasiona variacio-
nes significativas al potencial de Coulomb. El potencial resultante fue desarrollado

por Rytova y Keldysh (1967) [32] y se describe a continuacion.

Z 83

Figura 3.2: Diagrama de un material bidimensional entre dos medios con diferentes
constantes dieléctricas. El material reside en el plano zy.

Consideremos a una pelicula delgada infinita de grosor L y situada en el plano
xy (figura 3.2). La pelicula tiene una constante dieléctrica e, y se encuentra entre
dos medios con constantes dieléctricas €1 y €3. Sea ®(z,2',r) el potencial eléctrico
generado en la posicion (x,y, z) por una carga puntual con valor ¢ dentro del material,
ubicada en el eje z y desplazada del origen por un valor de 2/, donde r = (z,y). En las

regiones 1, 2 y 3, el potencial satisface las siguientes ecuaciones de Laplace y Poisson:

V20,(2,2,1r) =0
Vi®a(z,#,1) = —6(r — 1) (3.4)
2

V2®3(z, 2, 1) =0,

donde r’ indica la posicion de la carga puntual. El potencial también satisface las
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3.1. EXCITONES

condiciones de frontera

0P, 0D,y
@ = @ _— = R =
1 2 €1 92 €2 92 z=0
0D, 03
= e R k4 = 3.5
CI)Q (I)g, 9P 92 €3 02 L ( )
O(z,2',r) — 0, cuando r — oo.

Debido a la simetria en el plano zy del problema, es conveniente representar a ¢

por medio de una integral de Fourier con respecto a las coordenadas x y y:

1 :
O(z,2',r) = p/elk'Tq)(k,z,z')dk, (3.6)
7r

donde k es el vector reciproco a r 'y ®(k, z, 2’) representa los componentes de Fourier
de ®(2/,r).

Al introducir la expresion 3.6 en las ecuaciones 3.4, se obtiene que

0*®y (k, z,2)

5.2 — K*®(k,2,2') =0

0?Dy(k, 2, 2) 9 q

0%k, 2,2) N _Dsi, 3.7
9.2 k*®y(k, 2, ") 82(5(»2 2 (3.7)

2@ kﬁ /
% — K*®y(k, 2,2') = 0.
y4

Para resolver las ecuaciones 3.7 primero se define a f(z) = e F2=2l y se obtiene
que f'(z) = k2e M=%l — 2kekle=#I5(2 — 2') = ke Flz='| — 2k6(2 — 2/). Entonces,
5 l;] e #7=%| es una solucién particular de 3.7 para la region 2. Esto nos dice que las

€9

soluciones del potencial ¢ para cada region estdn dadas por

®y(k,z,2') = Ae™ + Be ™
Dy (k, 2,2") = Ape™ + Bye ™™ + %826“2/' (3.8)
Dy(k, z,2') = Age™ + Bye ™,

Al aplicar las condiciones de frontera 3.5 en 3.8, se pueden encontrar los coeficientes

As vy Bs lo que resulta en la expresion
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3.1. EXCITONES

/ 010
_ —k|z—2z 1¢3
Dy(k, 2,2") =2, (e === ¢ AL 5153003%1 [k(z — 2')]
et k(z+2' ' (3.9)
(z+2'—L) —k(z+z'—L)
+62kL_5153 [536 + 01e ]),
donde §; = ?;_?, para j =1, 3.
2 T €

Cuando el valor de L es muy pequenio en comparacion con la longitud de onda
de un electrén libre (como es el caso de un material bidimensional), el potencial sera
evaluado practicamente para valores de r >> L; es decir, kL << 1. En este caso, todo
lo que sea méas pequeno que kL se considera como cero y la ecuacion 3.9 se convierte

en

q (GkL + 51) (€kL + 53)

Dy (k) =
2( ) 2]{?62 62kL—(51(53

(3.10)

De esta forma, el potencial pierde su dependencia con respecto a z y adquiere un
caracter bidimensional.

Si la densidad optica del material bidimensional es mayor que la del medio en
donde se encuentra (i.e. e5 >> ¢ 3), entonces §; ~ 1 — ﬁ. Para este caso, se tiene

€2
que

q 1
Oy(k)= ————. 3.11
2( ) k€2 kL+ 812;83 ( )

Ahora se puede utilizar la expresion 3.11 en la ecuaciéon 3.6 para encontrar que

d(r) = / / e ®(k)dk,dk,
g 1 [~

1 2 " 0
— LKTCOS! d0 dk
g9 472 /0 k 4+ % ( /0 © )

0

 2mesL k + %

=1 M (i) % (7))
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3.2. ACOPLAMIENTO ESPIN-ORBITA

€
donde € = j . Ademas, Jy, Hy y Yj son las funciones de Bessel, Struve y Neu-
&1 £3
: . : eol €1+e
mann de orden cero, respectivamente. Si definimos que ry = 27 y Kk = ! 5 3,

entonces tenemos que p >> r( y la expresion 3.12 se puede expresar convenientemen-

te como

wo-glm@ o) e

Para valores muy grandes de p 6 cuando la densidad 6ptica del material es similar a
la del ambiente, en la expresion 3.12 se recupera el potencial de Coulomb para un am-
biente dieléctrico homogéneo. Esta expresion ha sido utilizada en trabajos pasados pa-
ra describir excitones en distintos materiales bidimensionales|33, 34, 23, 35, 36|, donde
obtuvieron resultados congruentes con otros trabajos experimentales.Particularmente,
fue utilizado por David Ruiz Tijerina et. al. [37] para estudiar estados localizados de
excitones de moiré en dicalcogenuros de metales de transicion. Por consiguiente, en

nuestro andlisis se incluye el potencial Rytova-Keldysh.

3.2. Acoplamiento Espin-Orbita

Considérese un electron con velocidad v en presencia de un potencial eléctrico V.

. . 2
Para este caso podemos desarrollar la ecuacion de Dirac a orden (2)” (donde c es la

velocidad de la luz en el vacio) y obtener el término

Hgo = —— . (3.14)

Aqui, o representa al vector de las matrices de Pauli y P es el operador de momento.
Este es conocido como el acoplamiento espin-érbita debido a que involucra operadores
de espin y de momento en el mismo término. En el apéndice A.1 se muestran los
detalles del desarrollo con el cual se obtiene 3.14. Este efecto causa la remocion de la
degeneracion de estados con diferentes configuraciones de espin en la ausencia de un
campo magnético. Esto resulta en fendémenos interesantes que motivan su inclusion

en este trabajo.
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3.2. ACOPLAMIENTO ESPIN-ORBITA

3.2.1. Interaccién espin-6rbita de tipo Rashba

Cuando la parte potencial V' en la ecuacion 3.14 solo depende de las coordenadas

espaciales, entonces se tiene que

[P, V] = [—ihiV,V(r)] = —ihV [V (r)]. (3.15)

En seguida, considérese a un electron restringido al plano xy (donde P, = 0) y sujeto
a un potencial eléctrico. Para este caso, se puede utilizar la ecuaciéon 3.15 y el término

del acoplamiento espin-6rbita de la ecuacion 3.14 se puede desarrollar como

ho- P xVV
Hso = —— 50—
h ov '
=~z o)

En algunos materiales bidimensionales existe una asimetria de inversion estructu-

ral en la direccion ortogonal al plano cristalino. Bychkov y Rashba [38] argumentaron
: . . L V

que dicha asimetria se traduce en un campo eléctrico £, = ~ 3, que resulta en un
z

acoplamiento espin-orbita, en vista de la ecuacion 3.16. A este fenémeno se le conoce

como efecto Rashba y se describe mediante la expresion

Hp = — (0,P, — 0,P,), (3.17)

donde ap es el coeficiente de Rashba.

La expresion 3.17 es una descripciéon compacta de lo que en realidad ocurre y en
este sentido establece un acoplamiento espin-érbita efectivo. En sistemas realistas, se
ha demostrado que la asimetria de inversién no solo ocasiona un campo eléctrico F,,

sino que ocasiona una distorsion en la funciéon de onda de los electrones cerca de los

hE,
4m2ct’
El coeficiente de Rashba generalmente aumenta con el nimero atémico y tiene

Q
ntcleos|39]. Es por esto que tipicamente® se obtiene que 7}2 >>

valores pequenos para materiales con un ntimero atémico chico. No obstante, el valor

4El desarrollo completo para derivar el término del efecto Rashba puede llevarse acabo usando
la teoria k - p dentro de la aproximacién de funciéon envolvente o a través de teoria de invariantes.
Este excede el enfoque de este trabajo y para encontrar los detalles del mismo nos referimos al libro
de Roland Winkler[40].
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3.2. ACOPLAMIENTO ESPIN-ORBITA

de ap aumenta considerablemente si se aplica un campo eléctrico externo o el ma-
terial se crece sobre un sustrato con efecto espin-érbita grande. En presencia de un
campo eléctrico externo, se dice que existe un acoplamiento espin-érbita de Rasbha
extrinseco; de lo contrario, se dice que el efecto es intrinseco. Para el caso de fosforeno,
el coeficiente de Rasbha ha sido calculado por medio de diferentes métodos [25, 26]
en presencia de un campo eléctrico constante con distintos valores (2.6, 0.36 V/A).
Una peculiaridad del fosforeno es que el efecto Rashba es distinto para diferentes
direcciones en la zona de Brilluoin. Esto se muestra en la figura 3.3, donde se obser-
va que la separacion de bandas (como consecuencia del efecto Rashba) es diferente
para las trayectorias I'-X y I'-Y. Lo anterior se traduce en distintos valores de los

coeficientes de Rashba asociados a los operadores de momento en las direcciones x y

Y.
a) b
- o ) 200
Separacion
20 F de Rashba 150
< S
= 2 -1 0 1 2 -4 2 0o 2 4 5 100
en 5}
2 5
= oo 50
-20
-40 e r 0
' ' 0O 2 4 6 8
2 -1 0 1 2 -2 -10 0 10 20 D
k, (102 A7) ky (1073 A7) k(1007 A7)

Figura 3.3: a)Separacion de las bandas en fosforeno a consecuencia del efecto Rash-
ba alrededor del punto I'. Las gréaficas superiores muestran las bandas de valencia,
mientras que las inferiores muestran a las bandas de conducciéon. El lado izquierdo
denota a la trayectoria I'-X y el lado derecho a I'-Y". b) Separacion de Rashba corres-
pondiente a la figura a para las direcciones k, y k,. Ambas figuras fueron obtenidas
por Popovié et. al. [2].

En la figura 3.3 vemos que la separacion de las bandas (tanto las de conduccion
como las de valencia) tiene una dependencia lineal con k, y k, (momento). Si tomamos

en cuenta el analisis anterior, entonces los Hamiltonianos que describe a los electrones
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3.3. METODO VARIACIONAL LINEAL

y huecos en las bandas de conduccion y de valencia en fosforeno con acoplamiento
espin-6rbita de Rashba, tiene la forma
P2

1
H = %—FV‘Fﬁ(QRyO—mPy_O‘RxO—wa)‘ (318)

Los Hamiltonianos correspondientes a los electrones y huecos difieren en el valor del
coeficiente de Rashba pero mantienen la misma forma de los operadores de momento

y espin.

3.3. Método Variacional Lineal

En la mayoria de los casos, los métodos matematicos actuales no son suficientes para
encontrar una solucién exacta al problema de eigenvalores de un Hamiltoniano. Por
consiguiente, resulta indispensable el uso de métodos aproximados. El problema de
resolver la ecuacion de Wannier con el potencial de Rytova-Keldysh no es la excepcion.
Debido a esto, utilizamos el método variacional para describir a los excitones en
fosforeno y en esta seccidon mencionamos sus caracteristicas mas importantes.

En su forma mas simple, el método variacional consiste en definir una funcion
arbitraria [¢)(a)) (llamada funciéon prueba) la cual depende de un parametro a. Si Ey
es la energia correspondiente al estado base del Hamiltoniano H, entonces se satisfara

la siguiente desigualdad:

(¥(a)| H |1(a))
(1h(a)|i(a)) = Eo. (3.19)

Esto apunta a que Ej es un limite inferior para el funcional F(a). En esencia, al tener

E(a) :=

|t(a)) dada, se trata de encontrar el valor de a para el cual E(a) sea minimo. De
esta forma, F(a) y |¢(a)) se pareceran mas a la energia y a la eigenfuncion del estado
base.

La eficacia del método depende de la eleccion de la funcion prueba. Esta se elije
segun las caracteristicas que debe tener para poder describir el sistema fisico. Adi-

cionalmente, la ecuacion 3.19 puede ser generalizada para incluir més parametros, lo
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3.3. METODO VARIACIONAL LINEAL

que permite obtener mejores resultados para una funcion prueba dada.

3.3.1. Combinacién lineal de funciones

En vez de hacer que |¢) dependa de un pardmetro como en la ecuaciéon 3.19,

definimos a la funcién prueba como una combinacion lineal de funciones:

N

) =Y ciley), (3.20)

=0
Las funciones |¢;) son linealmente independientes (no necesariamente ortogonales) y
se denominan como funciones generadoras. La elecciéon de las funciones generadoras
al igual que la de los coeficientes ¢; es completamente arbitraria.

Al utilizar la funciéon prueba de 3.20 en la ecuacién 3.19, se obtiene un nuevo

funcional que depende de los coeficientes c;:

g WIHW)

{¥lv)

N N
> > ey (3.21)

i=0 j=0
pr— >
N N > Eo,

> > GeiSi
=0 j=0

donde H;; = (¢;| H |¢;) v Sij = (¢il¢;). Como el Hamiltoniano es un operador Hermi-
tiano, se tiene que H;; = Hj;; asimismo, en el espacio de Hilbert se cumple la relacion
Sij = Sji.

Para minimizar a F,, con respecto a los coeficientes ¢;, derivamos a 3.21 con

dc; . . « . . .
respecto a c¢i. Se puede ver que e dir v sl asumimos que ¢ = ¢; (por simplicidad
Ck
matematica), entonces se obtiene la expresion
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J

— (i%cjc]H ) ( f:(c 0k + €0ik) Sij )
OByar i j
Jdc N 2
K (Z e Sﬁ) (3.22)

N N
2 Z Cijj — 2Evma Z CjSkj
J

J

(% %(C $0jk + ¢;0i) Hij <% % CZ‘%’%‘)
2

8E’UCLT‘
En el minimo de FE,,, se tiene que cumplir que = 0. Por lo que para cada
Ck
k se obtiene la ecuacion
N
> " ¢j (Hij — EyarSij) = 0. (3.23)

7=0
Si se definen las matrices H = [H;] v v ¥ S = [Sij] v > €ntonces las IV ecuaciones

de la forma 3.23 se pueden expresar en forma matricial:

(H—-E,S)e=0
(3.24)
Hec=F,,Sc,

donde ¢ = (¢q,co,...,cn). La ecuacion 3.24 representa al problema generalizado de
eigenvalores con eigenvector c. Este formalismo es llamado el método variacional lineal
y permite aproximar a la funcién del estado base mediante una expansion lineal de

funciones arbitrarias, las cuales se escogen con base en argumentos fisicos.

3.3.2. Generalizacion del método para un Hamiltoniano ma-

tricial de 4 x 4

El método variacional lineal se puede aplicar para el Hamiltoniano
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iLll iL12 iLlS h14

hot hay hos b
— A21 A22 A23 2| (3.25)
hs1 hss hss hsg

iL41 iL42 iL43 h44

En este caso, las funciones prueba tienen la forma

Ji
f2 . @) | @)
) = . donde f, =) "¢ |¢] > (3.26)
f3 7=0
| fa,

Con la funcion 3.26 podemos calcular a (Y| H [¢) y <¢|1/1) y vemos que solo los
términos que involucran a f, dependen de los coeficientes c ). Si ademas se tiene que

H es Hermitiano (i. e. h, = thV), entonces se obtiene que

N
(0| H o) _2;[0 (i), + 7 (a),, +? (na), +? () |

8ck
(3.27)
para v =1,....4 y donde <fzyl> = <¢EV) B ¢§.l)>; similarmente,
ij
9 N
~ y=2Y sy, (3.28)
Ck =0

donde S}; = <¢§V)

¢><-”>.

Al igual que en la secciéon anterior, calculamos que

OF., _ 0 (HW) _ 1
ac” o (W) ()

(aiy) WH 1)~ B <ww>) (329)

(

Aqui también se busca el valor de los coeficientes c,:) tal que nar

(90,(:)

lo anterior en conjunto con las ecuaciones 3.27 y 3.28 llegamos a las expresiones que

= (). Si usamos
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)

nos dan los valores de cg' . Estas son:

N
P (1), 8 () 2 ), 2 1), 5]
jzo |:C] vl ki + C] v2 kj + C] v3 ki + CJ v4 ki varCJ kj .
(3.30)
Las cuatro ecuaciones de la forma 3.30 se pueden representar en forma matricial

como

_<il21>ij_ _<ﬁ22>i]~_ (iL?B)Zj (ilu)ij_ [Szlj] 0 0 0

- -t - 0 [s3] o o0

r 1 T 17 1T 1 “- 0 0 [53} 0 <
_<ﬁ31)¢j_ _(H32>ij_ _(ing)ij_ _(BM)U_ 0 0 0” [Sfj}
:(ﬁﬂ)zj: :<]A7J42>ij: :(mg)ij: :<h44)ij:

(3.31)

donde [(ﬁyl> } y [S;}] son a su vez matricesde Nx Ny C = (051)7 e cg& cf), - 053),
ij

053), . cg\?;), c§4), cey cgé)) . Esta ecuacion es analoga a 3.24 y sera 1til cuando analicemos

los estados de espin en excitones.
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Capitulo 4

Hipdtesis y Objetivos

4.1. Hipbtesis

La energia de amarre de los excitones en fosforeno sera modificada por la presencia
del acoplamiento espin-o6rbita extrinseco tipo Rashba. Ademaés, se podré romper la

degeneracion de estados de excitones con diferentes configuraciones de espin.

4.2. Objetivos

4.2.1. Objetivo General

Observar el efecto que tiene el acoplamiento espin-érbita extrinseco de Rashba en

las energias de los estados de excitones en fosforeno.

4.2.2. Objetivos Especificos

Obtener la estructura de bandas del fosforeno mediante calculos de primeros prin-
cipios utilizando la paqueteria VASP.

Calcular las masas efectivas de los electrones y huecos en las bandas de conduccion
y de valencia alrededor del punto I' en la zona de Brilluoin para las direcciones zig-zag

y brazo de silla.
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4.2. OBJETIVOS

Utilizar el método variacional lineal para encontrar una solucién numérica de los
primeros estados del excitéon de Wannier en fosforeno.
Encontrar una soluciéon de los primeros estados de la ecuacion de Wannier con el

efecto Rashba extrinseco mediante el método variacional lineal generalizado.
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Capitulo 5

Excitones en fosforeno

5.1. Estructura de bandas y masas efectivas

Como primer paso en nuestra metodologia, comenzamos encontrando las masas efec-
tivas de los electrones y huecos en fosforeno. Estas se pueden calcular a partir de
la estructura de bandas del material. Para esto, utilizamos la teoria del funcional
de la densidad|41] a través de la paqueteria Vienna ab initio Simulation Package
(VASP)[42] en conjunto con los pseudopotenciales contemplados por la aproximacion
generalizada de gradientes de Perdew-Burke-Ernzerhof[43]. Adicionalmente, se intro-
dujo el funcional hibrido de Heyd-Scuseria-Ernzerhof (HSE06)[44] con el objetivo de
hacer una correcciéon a la banda prohibida del material.

En nuestros calculos utilizamos un radio de corte de 400 eV al igual que un ma-
llado de puntos k de 10 x 10 x 2 en la zona de Brilluoin. Dichos parametros fueron
optimizados para obtener una precision del orden de meV en la energia del sistema. Se
definié una celda unitaria que, al ser trasladada a lo largo del plano zy, reprodujera
una monocapa de fosforeno. Esta celda se construyo de tal forma que se generara
un espacio de 20 A entre cada capa de fosforeno, lo que permite simular la fisica de
un sistema bidimensional. Antes de calcular la estructura de bandas, relajamos la
estructura del material y obtuvimos los pardmetros de red a = 3.299 A y b = 4.618
A; estos valores concuerdan con otros trabajos computacionales|45]|. Adicionalmente,

el criterio de convergencia de energfa fue de 10~%eV para la relajacion estructural y
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5.1. ESTRUCTURA DE BANDAS Y MASAS EFECTIVAS

de 10~ 7eV para el calculo de propiedades electrénicas.

La estructura de bandas resultante de estos calculos de primeros principios se
muestra en la figura 5.1. Debido a que el objetivo principal de realizar estos calculos
es obtener las masas efectivas de fosforeno, definimos la considerable cantidad de 150

puntos k entre cada punto de alta simetria.

()
(b)

5 /\’\\ 15 &

<
[

Energia (eV)
Energia (eV)

710_ 4
BN

712 L
I X S Y

Figura 5.1: a) Estructura de bandas de una monocapa de fosforeno donde se pro-
yectan las contribuciones de los orbitales s y p. La banda de valencia se conforma
casi en su totalidad por orbitales p,, mientras que en la banda de conduccién existe
una mayor influencia de los orbitales p, y p,. Los puntos de simetria en la zona de
Brilluoin son: Y = (1/2,0), ' = (0,0), X = (0,1/2) y S = (1/2,1/2). Esta estructura
de bandas es muy parecida a la que obtienen Popovi¢ et. al.|2], donde implementan
la misma teoria con pseudopotenciales similares. b) Banda prohibida directa de 1.59
eV en el punto I'.

Los resultados de la teoria del funcional de la densidad establecen que el fosforeno
negro tiene una banda prohibida directa de 1.59 eV, como se observa en la figura 5.1
(b). Este valor es muy parecido al calculado en otros trabajos teoricos|2, 46|, lo cual
respalda la validez de la estructura de bandas para poder calcular las masas efectivas.

Cada banda de la figura 5.1 representa una relacion de dispersion de los electrones
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Figura 5.2: Las energias de las bandas de valencia y de conduccién obtenidas me-
diante calculos de primeros principios (DFT) para las trayectorias Y-T' y I'-X. Se
muestran un ajuste paraboélico de minimos cuadrados y la dispersion casi lineal de
Kane. Los puntos que se muestran son cercanos al punto I', donde los valores de
energia son menores que 0.30eV. También se muestran los parametros o obtenidos
que fueron utilizados para clacular las masas efectivas m; (i = ex, ey, hx, hy) de la
tabla 5.1

en el material. Esto arroja diferentes expresiones algebraicas que pueden usarse para
calcular las masas efectivas alrededor de un punto en alguna de las bandas. Para el
problema de excitones, nos enfocamos en las bandas de conduccién y de valencia en el
punto I" porque es ahi donde ocurren las transiciones 6pticas. Notese que la curvatura

de las bandas de valencia y de conduccion es diferente para las distintas trayectorias
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5.1. ESTRUCTURA DE BANDAS Y MASAS EFECTIVAS

Y-TI' y I'-X; este es el origen de las masas efectivas anisotropicas.

Para el caso de fosforeno, calculamos las masas efectivas usando tanto el ajuste
parabolico convencional, como la relacion de dispersion de Kane (seccion A.2). En la
figura 5.2 se muestran ambos ajustes en conjunto con los puntos de las bandas de
conducciéon y de valencia obtenidos mediante la teoria del funcional de la densidad
(DFT). Los valores que se muestran se encuentran alrededor del punto I'.

En todos los casos vemos que el ajuste de la dispersion de Kane se acerca més
a los puntos de la estructura de bandas en comparaciéon con el ajuste parabdlico.
De hecho en todos los casos (a excpecion del caso de my,) la dispersion de Kane es
practiamente indistinguible de la estructura de bandas. Con base en esto, utilizamos
las masas efectivas que se calculan por medio de este método, las cuales se muestran

en la siguiente tabla:

Meg(Mo)  Mey(Mo)  Mna(mo) My (mo)
Este trabajo 0.17 1.06 0.14 5.95
Ref. 2] 0.17 1.26 0.16 5.50
Ref. |26] 0.16 1.13 - -
Ref. |46] 0.15 1.24 0.14 5.92
Ref. [47] 0.46 1.12 0.23 1.61

Tabla 5.1: Valores obtenidos de las masas efectivas comparados con los resultados
de otros trabajos tedricos. Se muestran las masas efectivas de los electrones (m.) y
huecos (my) en las direcciones x y y en términos de la masa del electron en reposo

(mo).

Se puede observar una gran diferencia en las masas efectivas correspondientes a
diferentes direcciones, tanto para el electréon como para el hueco. Estos valores indican
que la movilidad de los portadores de carga en la direcciéon x es considerablemente
mayor que la movilidad en la direccion y. Ademas, las masas efectivas obtenidas son
muy parecidas a las de otros trabajos que las calculan utilizando diferentes métodos

(tabla 5.1), lo que sustenta el uso de estos valores en nuestro trabajo.
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5.2. ECUACION DE WANNIER ANISOTROPICA

5.2. Ecuaciéon de Wannier anisotrépica

Como se vio en la secciéon anterior, los portadores de carga en fosforeno tienen masas
efectivas diferentes para distintas direcciones (tabla 5.1). Si se toma en cuenta lo ante-
rior en el desarrollo presentado en la seccion 3.1.1, entonces se obtiene el Hamiltoniano

efectivo que describe a los excitones en fosforeno:

n*: 02 h? 92
H=- — Vir). 5.1
R R 51)
Aqui p; = % (1 = x,y) representa a las masas reducidas correspondientes

a las direcciones de zig-zag (eje x) y de brazo de silla (eje y), donde me; y my; son
las respectivas masas efectivas del electron y del hueco en la direccion ¢ = x,y. El
término V' (r) representa el potencial Rytova-Keldysh introducido en la seccion 3.1.2.

Debido a la dificultad de encontrar una solucién exacta al problema de eigenvalores
del Hamiltoniano 5.1, optamos por usar el método variacional lineal (secciéon 3.3) para
encontrar los primeros estados de excitones de forma numérica. En los problemas de
excitones, es comun que las funciones prueba que se eligen sean las eigenfunciones del
atomo de hidrégeno. Sin embargo, la diferencia del momento en distintas direcciones
introduce una asimetria rotacional que ocasiona que el Hamiltoniano 5.1 no conmute
con el operador de momento angular. Por lo tanto, las eigenfunciones del 4tomo de
hidrégeno no son adecuadas para describir la anisotropia del problema.

Para elegir acertadamente la funcién prueba, primero realizamos el cambio de

coordenadas propuesto por Rodin et. al. [48]:

T =

Hea ~ Fy - Paply 1
v, = |ty p=tetv - 5.2
2p1mg Y 2p1myg Y Pz =+ [y ™o (5:2)

En este sistema de coordenadas, el Hamiltoniano efectivo toma la forma

2

H= _Mmow + V(7y/1 + Beos(20)), (5.3)
— g ~ 0 g
donde B = u, mg es la masa del electréon en reposo, V = t— + j—, 7 =
[y + [ or "0y
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5.2. ECUACION DE WANNIER ANISOTROPICA

/T2 4+ 92 y 0 es el angulo polar en el nuevo sistema de coordenadas. Adicionalmente,
la transformacién 5.2 es consistente en cuanto a que T = x y ¥ = y cuando i, = fi,.

Se puede observar que el pardmetro 5 determina la asimetria rotacional del po-
tencial V' en 5.3. Esto, sumado a que [ es proporcional a la diferencia de las masas
efectivas en distintas direcciones, establece que [ caracteriza a la anisotropia en el
material. Como las masas reducidas son definidas positivas, en los materiales muy
anisotropicos se tendran valores de || muy cercanos a 1.

En el nuevo sistema de coordenadas, el estado base del a&tomo de hidrégeno bidi-

mensional tiene la forma

|-

Q
e

(7, 0) mean = VI (5.4)

donde qq es el radio de Bohr y dy = agv/2jimg. Cuando esta funcion es evaluada cerca
del eje z (y =~ 0), la contribucién de p, adquiere mayor peso. Similarmente, p, tiene
una mayor contribucién cuando x ~ 0. Esto indica que una funcion de la forma 5.4
puede contener la parte anisotrépica de las eigenfunciones de 5.1.

La discusion anterior sugiere que para encontrar los primeros estados de 5.1 se
puede utilizar el método variacional lineal con el Hamiltoniano 5.3 usando la funcion

prueba

N

Yo (7,0) = A D 00 (7,0), (5.5)

i=0
donde ¢§m) (7,0) = e™I7mle=GT representa a las funciones generadoras y A m €s una
constante de normalizacién. La forma de las funciones generadoras ¢§m) tiene base
en las soluciones al atomo de hidrogeno en dos dimensiones [49] y, en este sentido,
n denota el nimero cuéntico principal y m el nimero cuantico asociado al momento
angular. Los parametros (; se escogen de tal forma que abarquen un gran rango de

longitudes y asi describan la extension espacial del exciton. Aqui se elige la progresion

Cn o )
G =0 <C_) , donde se define (; = 1.2 x 1072a;" y (x = 3.5 x 10%a;". Esta
1

secuencia fue definida por Mireles et. al.[50] y otorgd ventajas computacionales para
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5.3. ESTADOS DE EXCITONES

calcular las energias de enlace de aceptores en GaN y AIN. Adicionalmente, en este
trabajo usamos un valor de N = 30.

Con las funciones generadoras definidas, se procede a calcular los elementos de
matriz de la ecuacion 3.24 con el Hamiltoniano de la forma 5.3. Estos son Sij ¥y
H;; = K;; +V;;, donde K;; contiene la parte cinética y V;; la parte potencial. Dichos

elementos se calculan de la siguiente forma

21T (2|m| + 2)
(G + g2

Sij = <¢£m)|¢§m)> = 27T/ FAmIFL =G G g —
0

h2 5 h2 [ee) ~
—V? ¢§m>> =~ T P GF = G(2im] + 1)] e )T dF
0Jo

_ ThGGT (2im] 4 2)
- 2nmg (G + Cj)mm‘H’

B 4/1m0

Vi < ‘V ( 1+ Bcos(29)) ¢§m)>
/ / FAmI+1 = (Git¢)Ty ( 1+ ﬁcos(?@)) drdf

(5.6)
donde I' denota a la funcion Gamma, e a la carga del electron y V' es el potencial de
Rytova-Keldysh. La integral que corresponde a los elementos V;; es dificil de resolver
analiticamente. Debido a esto, optamos por calcular a V;; de forma numérica, a dife-
rencia de K;; y S;; que tienen una expresion analitica. Los detalles computacionales

se basan en las aproximaciones desarrolladas por J. N. Newmann [51].

5.3. Estados de excitones

En esta seccion se describen los resultados de la solucién a la ecuacion 3.24 con los
elementos de matriz y las masas efectivas presentados en las secciénes 5.2 y 5.1. Con
base en datos experimentales publicados, calculamos los estados de excitones para

tres casos diferentes: fosforeno en el vacio [52], fosforeno depositado sobre un sustrato
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5.3. ESTADOS DE EXCITONES

de SiO; [53] y fosforeno encapsulado por hBN [54]. Cada caso entra en el formalismo
por medio del pardmetro x en el potencial de Rytova-Keldysh. Se tienen valores de
k = 1.0,2.4 y 4.5 para los casos mencionados, respectivamente. Adicionalmente, se
utiliza el valor de N = 30 en la ecuacion 5.4 y se define que 7y = 25.0 A en el
potencial de Rytova-Keldysh; ry fue calculado en otro trabajo [47] para describir a

una monocapa de fosforeno.

(1,0) (2,00 (2,1) (3,00 (3,1) (3,2
Vacio =737 306 -381  -65  -207 -235
(k = 1.0)

Sustrato de SiO, 2392 -112  -145  -53 -63 -70
(k =24)

Encapsulado con hBN 913 44 56 -19 _99 -23
(k = 4.5)

Tabla 5.2: Energias en meV de los estados de excitones de una monocapa de fosforeno
en diferentes condiciones. Cada estado se representa con la forma (n, |m|), donde
n es el nimero cuantico principal y m es el nimero cuéntico asociado al momento
angular. Los estados con un mismo valor de m pero con signos opuestos se encuentran
degenerados.

En la tabla 5.2 se muestran las energias asociadas a diferentes estados de excito-
nes en fosforeno. En general, observamos que las energias de amarre de los excitones
dependen considerablemente del ambiente 6ptico donde se encuentra el fosforeno.
Cuando la permitividad del ambiente es mucho menor que la de fosforeno (k = 1.0),
las energias de excitones son muy grandes; mientras que si el ambiente tiene una
permitividad cercana a la del fosforeno, las energias de excitones disminuyen signifi-
cativamente. Para visualizar las diferencias entre las energias de diferentes estados,
graficamos los espectros de energia en la figura 5.3.

Una observaciéon importante es que no hay degeneracion en los estados con un
mismo valor de n pero diferentes valores de |m|, lo cual se opone a lo que ocurre
en los estados del atomo de hidrogeno [49]. Esto se debe a que en el potencial de
Coulomb existe una simetria inusual que determina la conservacion del vector de
Runge-Lenz. Esta simetria no esta presente en el potencial de Rytova-Keldysh y por

ende no existe esta degeneracion. Asimismo, la diferencia entre las energias de los
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Figura 5.3: Espectros de energia de los estados de excitones en distintos medios 6pti-
cos denotados por el valor de k correspondiente. Cada columna de lineas corresponde
a un valor de |m| y cada nivel de energia tiene un color caracteristico.

estados (n, my) y (n, ms) disminuye a medida que xk aumenta (esto se puede ver en la
figura 5.3). Si k aumenta lo suficiente, la degeneracion de dichos estados aparece. Lo
anterior se explica notando que un valor de k lo suficientemente grande significa una
homogeneidad del espacio; en otras palabras, como si la pelicula delgada no existiera.
En este caso, el potencial de Rytova-Keldysh toma la forma del potencial clésico de

Coulomb y la degeneraciéon reaparece en el problema.

Este trabajo Resultados experimentales
Vacio =737 -762 [52]
Sustrato de SiOq -392 -300 [53], -316 [52[*
Encapsulado de hBN -213 -100 [54]

Tabla 5.3: Energias en meV de amarre de excitones en fosforeno calculadas en este
trabajo comparadas con las reportadas en otros estudios experimentales. *La referen-
cia [52] reporta un valor de -316 meV para fosforeno sobre un sustrato de polidime-
tilsiloxano, el cual tiene una constante dieléctrica similar a la de SiOs.

Con el objetivo de verificar la validez de nuestros resultados, comparamos las
energias de amarre obtenidas de los excitones con los valores reportados por trabajos

experimentales (tabla 5.3). La energia calculada para el caso de fosforeno en vacio
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5.3. ESTADOS DE EXCITONES

concuerda acertadamente con el valor experimental. En los otros dos casos, también
existe concordancia con los datos experimentales aunque hay una mayor discrepancia
que en el caso de fosforeno en vacio. Esto puede deberse a que al depositar al fosforeno
sobre un sustrato, se genera cierto estrés en su estructura que modifica la estructura de
bandas y por consiguiente las masas efectivas. Lo anterior fue estudiado por Baisheng
Sa et. al. [46], donde encontraron que las masas efectivas cambian significativamente
para una deformacion mayor o igual al 5 %.

Ahora utilizamos nuestro modelo para analizar la relaciéon entre las energias de
amarre de excitones con el niimero de capas de fosforeno. Para esto, se calculan las
energias de excitones en el caso de fosforeno en vacio con diferentes valores de ry. Con
base en la definicion de 7y (ecuacion 3.13) podemos relacionar el grosor del material
con %, donde ¢ es la constante dieléctrica del fésforo negro. En la figura 5.4 se
observa que los excitones en fosforeno tienen una alta energia de amarre para valores

~ To . . . . .
pequenos de —; es decir, los excitones tienen una mayor energia en una pelicula de
€

menor grosor.
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Figura 5.4: Energias de amarre de excitones en fosforeno estando en el vacio corres-
pondientes al estado base. Estas se muestran en funcién del grosor del material.

La disminucion de la energia a causa del aumento del grosor del material se debe a
un incremento en el apantallamiento de las interacciones eléctricas en fosforeno. Esto

se traduce en que el potencial efectivo entre dos cargas en el material se ve reducido
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5.3. ESTADOS DE EXCITONES

por el efecto que tienen el resto de las particulas del material. Dicho efecto se atenta
si las dimensiones del material se reducen. En este sentido, la interaccion eléctrica
entre un electréon y un hueco en fosforeno es mayor en comparaciéon con el material
en bulto y esto resulta en energias de amarre mas grandes.
(a) (b)

(1,0) (2,0)

150
100 0.12
5. 0.1
0.08
0.06
=07 0.04
~100 ] 0.02
-150 0

150100 =50 0 50 100 150
X (A)

y (A)
y (A)

(c) (d)
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—100- 0.02

~150 -150 0

-150 —100 —50 0 50 100 150 =150 —100 —50 50 100 50
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150+

100-
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0
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y (A)

_50 R

—100+

Figura 5.5: a) y b) Densidad de probabilidad de las funciones pruebas optimizadas
correspondientes a los estados (1,0) y (2,0). ¢) y d) Orbitales 2p, y 2p, correspon-
dientes a las combinaciones lineales de los estados (2,1) y (2, —1).

Para concluir la discusion de excitones en fosforeno, calculamos la densidad de
probabilidad de diferentes estados de excitones en el espacio. Esta se obtiene mediante

el moédulo cuadrado de la funcién 5.4 con los coeficientes optimizados para cada estado.
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Las densidades de probabilidad para diferentes puntos del espacio se ilustran en la
figura 5.5.

La forma elipsoidal de las densidades de probabilidad en la figura 5.5 se debe a
la anisotropia del fosforeno. Aqui, una mayor masa efectiva significa que el orbital
estard mas localizado. En el caso de fosforeno, j, es menor que p,, lo que implica
que el exciton se extiende méas a lo largo de la direcciéon x y por tanto se obtienen
las formas elipsoidales. Mas atin, la anisotropia de los estados de excitones se observa
predominantemente en la diferencia de la forma de los orbitales 2p, y 2p,. Adicio-
nalmente, podemos observar que el radio del excitén abarca a varias celdas unitarias
en el material. Lo anterior es consistente con el uso del formalismo del exciton de

Wannier para este problema.
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Capitulo 6

Excitones con Acoplamiento

Espin-Orbita

Hasta el momento, hemos descrito a los excitones en fosforeno sin considerar la con-
tribuciéon del espin al sistema. En este capitulo, presentamos un modelo basado en el
formalismo de excitones de Wannier que incluye al efecto Rashba en fosforeno. Antes
de introducir el Hamiltoniano efectivo adecuado para el problema, nuestra discusion
comienza por describir los estados de espin en los excitones.

En la seccion 3.2.1 se estableci6 la forma del Hamiltoniano que describe tanto a un
electron como a un hueco en fosforeno con acoplamiento espin-érbita de Rashba. No
obstante, un excitéon corresponde a un sistema de dos particulas y obtener el andlogo a
la ecuacion 3.18 no es trivial. Para resolver esto, en la siguiente seccién comenzamos
describiendo los estados de espin de un excitéon, lo cual serd la base del resto del

capitulo.

6.1. Espin de excitones

h

5 El espin de cada

El hueco y el electréon en un exciton tienen valores de espin de
particula tiene dos estados posible y se representa a través de los eigenestados |e) y
|h) pertenecientes a los operadores de espin del electron y del hueco, respectivamente.

Por consiguiente, el espin del excitéon tiene cuatro estados posibles descritos como:
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6.1. ESPIN DE EXCITONES

|esht> , s, t="1,1. (6.1)

donde |e*h') = |e)®|h). Estos estados son espinores de cuatro dimensiones que forman
una base ortonormal y abarcan las posibles configuraciones de espin del sistema.
Sean S, y S} los operadores de espin del excitéon que actiian sobre la parte del

electfon y del hueco, respectivamente. Para estos se tienen las relaciones

Sea MR = g TR S,y et = g TR S, et = g PRt

Sh [T = g P A PR - iig MR Sy [eMHRT) = g PRty
(6.2)

Tomando en cuenta lo anterior, se tiene que S = S, + .5}, es el operador de espin del

exciton, puesto que éste es el generador de rotaciones en el sistema entero. Asimismo,

la ecuacion 6.2 nos dice que los eigenvalores asociados a los operadores S? y S, son

respectivamente s = 1,0 y s, = 1,0, —1. Adicionalmente, Se;, Sey, Shy ¥ Shy son

de gran interés para nuestro anélisis ya que éstos constituyen a la expresion del

acoplamiento espin-orbita de Rashba (seccion 3.2.1).
2
h

Es conveniente representar a los operadores 7; en forma matricial en la base 6.1.

Para establecer una similitud con la ecuacion 3.16, definimos a T.; =

Seh-

Si utilizamos las relaciones 6.2 y las propiedades de ortogonalidad de la base 6.1,

entonces se obtiene que
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eTht etht etnt etht

0O 0 1 0 0 0 —i 0
=0 0 0 1 =10 0 0 —i
1 0o o ol i 0 o0 ol
0O 1 0 0 0O i 0 0
: : : : (6.3)
0O 1 0 0 0 —i 0 0
1 0 0 0 i 0 0 0
The = > Thy =
0 0 0 1 0 0 0 —i
0 0 1 0 0O 0 i 0

Las matrices 6.3 son una generalizaciéon de las matrices de Pauli para un sistema

acoplado de dos fermiones y desempenan un papel importante en nuestro analisis.

6.2. Hamiltoniano efectivo

En la secciéon 5.1 vimos que la estructura de bandas del fosforeno es asimétrica alre-
dedor del punto I'. Esto no solo ocasiona diferentes masas efectivas para diferentes
direcciones en el material, sino también una diferencia en el coeficiente de Rashba pa-
ra distintas direcciones. Adicionalmente, existe un acoplamiento espin-orbita asociado
tanto al electron como al hueco. Consecuentemente, el Hamiltoniano que describe a

los excitones en fosforeno con acoplamiento espin-orbita tiene la forma

2 2 2 2
p Pe
H= Lh oy Per | T +V(|re — 74l)
thx thy Qme,jc Qmey (6 4)
1 1
+ ﬁ (ﬁy’rhxphy - ﬁxThyphx) + ﬁ (ayTezpey - axTeypex) )

el cual tiene base en las ecuaciones 3.1 y 3.16. Aunque la ecuacién 6.4 sea muy pare-
cida a 3.18 en principio, éstas dos difieren en cuanto a que los operadores de espin de

3.18 corresponden a un sistema de :I:%, mientras que los operadores de 6.4 correspon-
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den a un sistema de cuatro grados de libertad. Aqui, 5; v «; son los coeficientes de
Rashba de la banda de valencia y la banda de conduccién, respectivamente, para la
direccion ¢ = x,y. Ademas, 7; son las matrices de la expresion 6.3 y todos los elemen-
tos correspondientes a la parte orbital estan multiplicados por la matriz identidad de
la base 6.1.

Sea P el momento del centro de masa y p el momento de las coordenadas relativas

entre el electron y el hueco. Si se utilizan las coordenadas de centro de masa y se toma

Me; Mp; . .,
en cuenta que p; = Mpi —DiV Pri = ﬁPi +p; para i = x, ¥y, entonces la expresion
6.4 se convierte en

P2 P2 p2 p2
H — T Y T Y V
ot o, o o TV
ﬁ <%Tthy - TThsz + % (5y7_hxpy - BwThypx) (65>
Yy x
1 [a,m. Ay Mgy 1
+ ﬁ < ?\4 yTe:ch - 77—6sz> - % (ayTeatpy - aa:Teyp;r> .
Yy T

La expresion anterior puede separarse en una parte asociada al centro de masa y
la otra a las posiciones relativas del electrén y hueco. En tal sentido, una eigenfuncion
de 6.5 puede ser escrita como [1h) = e*Ef(r) [e™h"+) en semejanza con la seccion
3.1.1. Con esto, la ecuaciéon de Schrodinger derivada del Hamiltoniano 6.5 se escribe

como

h2k2 +h2k§ o n P
OM, ' 2M, 2, 9 2, Oy?

+ ByThr (kymhy 0 ) - BwThy (kxmhx — Zg)

Ef(r) |eMa) = [ +V(r)

My _Za_y

Mzx ox
k,m. o, keMer . O
+ oy Tey ( Z]/Wyy + za—y) — QU Ty ( e + Z%> ] f(r) ’emhm>.

(6.6)
A primera instancia, la ecuacion 6.6 establece que hay una dependencia entre la

dinamica del centro de masa con el acoplamiento espin-érbita. No obstante, nuestro
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6.2. HAMILTONIANO EFECTIVO

interés se centra en las energias de los estados de excitones alrededor del punto I'. En

este sentido, tenemos que k, = k, = 0 y esto nos lleva a la expresion

o o* o
2y 012 24, 0y?

Ef(r) |6th> = |- + V(r)
0 0 0 0
— 1By Thae = + 1BeThy o= + 10y Ter = — 10 Tey—— | f() [ePTRTYY) |
ByTh ay ﬁThyax yTe 83/ Tyax f( )| >
(6.7)
Para tratar la anisotropia del problema, es conveniente utilizar la transformacion

de coordenadas 5.2. Con lo anterior, la ecuaciéon 6.7 se convierte en

2

Ef(r) |emhm> = [— 4§m0 Viiv <f 1+ Bcos(QQ))

0

- N/ o . .
— Zﬁy’rhx + ZﬂxThy% + 'layTexa—g — ZOéxTey%

dy

Aqui o) = _/M oy B = _'u—iﬁzw para i = ,y.
Himo Hmo

Finalmente, el Hamiltoniano de la ecuacion 6.8 se puede escribir en forma matricial

]f(?“) |6T7ihT,¢> )
(6.8)

COIMo
Hy R, R. 0
Rl Hy 0 R.
H = : (6.9)
Rl 0 Hy R,
0 RI Rl H,
o ., 0 o .0 o ., 0
donde R;, = 6;£ - zﬁéa—y, R, = — ”/”_:1: - Zﬁ?;a_y’ R, = —a’m% +Zo/ya—y, Rl =

O @ o h R
o — +ial — =—
Tox Yoy Yo 4iimy

Wannier sin acoplamiento espin-6rbita (ecuacion 5.1). Si el efecto Rashba es nulo (i.e.

V24V (F 1+ Bcos(%)) denota el Hamiltoniano de
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a; = 0), el Hamiltoniano 6.8 deja invariantes a los estados de espin del exciton y, en

este caso, H es equivalente a Hj.

6.3. Funcion prueba de excitones con espin

El método presentado en la seccion 3.3.2 permite encontrar las energias y las eigenfun-
ciones del Hamiltoniano efectivo 6.9. La parte mas importante del método es definir
una funcién prueba que pueda describir el acoplamiento espin-6rbita y la anisotropia
de los estados de excitones en fosforeno. Como vimos en el capitulo 5, las funciones
del tipo 5.4 describen adecuadamente la parte orbital del problema. Entonces, resta
encontrar la parte correspondiente al espin del exciton.

En semejanza con el trabajo de Grimaldi et. al. [27], buscamos que las funciones
prueba sean eigenfunciones de la proyeccion en z del momento angular total: J, =
L,+ S., donde L, y S, corresponden al momento angular orbital y al espin del
exciton, respectivamente. Esto corresponde a un problema de adicién de momento
angular entre L y S, para el cual se obtienen los estados de momento angular total
de la forma 17,J2) = a|l,m =j.—Le'hl)y +0b ‘l,m = j.;e'ht)

(6.10)
+c !l,m = J.; eihT> +d }l,m =7J.+1; e¢h¢> ,
En esta expresion se tiene que <r|l, m; 6th> = O (7) ‘e“h”>, donde O, (1) y m
son la funcién y el nimero cuéntico correspondientes a la parte orbital. Para el caso
del exciton, j puede tomar los valores [+ 1,0y j, =7, —1,...,—7.
La ecuacion 6.10 al igual que la forma de la funcion 5.4 nos llevan a definir a la

funcién prueba

Soloell o V()
N o (d2)
_aC (T, 0 . o _

’w > — Zufo i gbz' ( ) : (b(]z)(f,e) _ eljzaf‘]z‘e*@?"’ (6.11)

T S ) '

PR RG]
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-1- -0- -0- -O-

0 1 0 0
donde ‘eThT> = , ‘eTh¢> = , |e¢hT> = |e¢hi> = .

0 0 1 0

0 0 0 1

Posteriormente, calculamos los elementos de matriz del problema generalizado de
eigenvalores (ecuacion 3.31). Aquellos elementos correspondientes a Hy, se calculan
mediante las ecuaciones 5.6 para la parte cinética y la parte potencial es evaluada
numéricamente, como en el caso anterior. Para encontrar los elementos de matriz

correspondientes a RF, primero calculamos que

<¢l(/jz)

i

G > / / P [(1j. + 1] = GF) cos — i(j. + 1)sind]

X fl]z|+|jz+1 ‘ 6_(4/\+<V)7:d7:d9>

(Cu + C)\)|j2|+|jz+1|+2

L (7] + o] + 1)
(6.12)

2m
]z+1)> / / O1(|32 + 1] — G\F) sinb + i(j. + 1)cosb]

% 7Z|Jz|+\jz+1\e*(CAJrCu)fd?:de)

<¢(JZ

(¢, + o)zl +11+2

=i (7. + . + 1] +1).

(6.13)
Similarmente, llegamos a las expresiones
() G0\ _ /G | 9|
o) | sz o8 ) = (o o | o (6.14)
y
1ol . . ol
<¢l(/jz) a_g’ ¢E\z+1)> _ <¢§\Jz+1) @_g‘ ¢£Jz)>7 (6.15)
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A través de las ecuaciones 6.12 - 6.15, finalmente se obtiene que

Rh‘¢gjz+1)> — <¢g\jz+1) RH ¢£j2)>

(¢, + )=l F11+2

= (8, + 8,)7 U (7] + 7. + 1] +1).
(6.16)

Las expresiones para el resto de los elementos de matriz asociados a R, se calculan

usando el mismo procedimiento que para 6.16.

6.4. Estados de excitones con efecto Rashba

En esta seccion presentamos las soluciones del problema generalizado de eigenva-
lores del Hamiltoniano efectivo 6.9, partiendo de la funcién prueba y las ecuaciones
presentadas en la seccién anterior. Utilizamos las masas efectivas que fueron calcu-
ladas en la secciéon 5.1. En cuanto a los coeficientes de Rashba, usamos los valores
obtenidos por Popovié¢ et. al. [2], donde utilizan la teoria del funcional de la densi-
dad para describir el efecto Rashba extrinseco en fosforeno. Ellos obtienen valores de
B =10.9, p, = 3.6, oy, = 14.0 y oy = 1.7 (todos en unidades de meV) para un campo
eléctrico externo de 2.6 V/A. También, consideramos al fosforeno estando en vacio
(k = 1.0 en el potencial de Rytova-Keldysh) y, al igual que en el capitulo anterior,
dejamos que o = 25.0 A.

Comenzamos describiendo las eigenfunciones resultantes del estado base. Aqui,

todas las funciones obtenidas tienen la forma 6.11. En consecuencia, podemos carac-

terizar a las funciones de diferentes estados a través de los coeficientes ¢¢ ™™ (ver
ecuacion 6.11). En este sentido, cada funcién puede ser representada por un vector
de la forma (', c™, ¢, c”)m, donde ¢ = (CF, . c%) es a su vez un vector de N
elementos.

En el estado base se tiene que n =1, =0, s =1,0 y porende 7 =0,1y j, =

1,0, —1. Si seguimos la notacion del parrafo anterior, las eigenfunciones calculadas
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6.4. ESTADOS DE EXCITONES CON EFECTO RASHBA

para el estado base en ausencia del efecto Rashba se representan como

-c- -O- -O- -0-
0 c 0 0
|¢1> = ) |77ZJO>I = ) |,¢)U>H = y |,¢—1> = (617)
0 0 c 0
_0_ _0_ _0_ c]

Estas funciones representan a estados degenerados de energia del Hamiltoniano 6.9
donde cada una corresponde a uno de los estados de la base 6.1.
Si consideramos la contribucion del efecto Rashba, entonces las eigenfunciones que

se obtienen son las siguientes:

C, a am a_;
a, Co —CO a_q
|w1>R = ) Wo)fz = ) Wo>§ = y Wf1>R = )
aq CO CO a_q
_al_ _al_ i aimg i _Cf1_
(6.18)

donde C; y a; son vectores de N elementos tal que ||a;|| << ||Ck||. Estas funciones se
diferencian de las funciones de 6.17 en que las primeras involucran una combinacién
lineal de los estados 6.1, mientras que las segundas solo tienen la contribuciéon de uno
de los estados de espin de 6.1. También podemos observar que las funciones |@Z)0>f y
W@ﬁ se asemejan a los eigenestados simétrico y antisimétrico del operador de espin
52 del exciton. Es por esto que asociamos a 1) v a |1ho)hr con los valores de s = 1
y s = 0, respectivamente.

La discusién anterior nos permite etiquetar a los estados de los excitones con
acoplamiento espin-orbita de la siguiente manera: para cada valor del nimero cuéntico
principal n tenemos los estados (I, s, j,), donde [ =0,...n—1, s = 0,1y j, se define
igual que en la ecuacion 6.10. Las energias calculadas para algunos estados se muestran

en la siguiente tabla con y sin acoplamiento espin-orbita:
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6.4. ESTADOS DE EXCITONES CON EFECTO RASHBA

Con efecto Sin efecto
Rashba n=1 n=2 Rashba n=1 n=2
(0,0,0) -737.414  -305.593 (0,0,0) -737.409 -305.588
(0,1,0) -737.410 -305.588 (0,1,0) -737.409 -305.588
(0,1,4£1) -737.412 -305.591 (0,1,4£1) -737.409 -305.588
(1,0,0) — -380.686 (1,0,0) - -380.686
(1,0,+£1) — -380.690 (1,0,+£1) - -380.686
(1,1,0) - -380.686 (1,1,0) — -380.686
(1,1,41) — -380.686 (1,1,+£1) - -380.686
(1,1,42) — -380.690 (1,1,42) - -380.686

Tabla 6.1: Energias en meV de distintos estados de excitones con y sin acoplamiento
espin-orbita para los primeros niveles de energia. Los estados se representan con la
forma (1, s, 7.).

En general, se obtiene que el efecto Rashba disminuye la energia de los estados
de excitones (esto se hace mas evidente cuando el valor de los coeficientes de Rash-
ba aumenta |[figura 6.1]). Ademas, se observa que la degeneracién para estados con
diferentes configuraciones de momento angular se rompe. Este no es el caso para los
estados con un mismo valor de |j.|, para los cuales siempre se observa que el espec-
tro de energia queda invariante ante la transformacion j, — —j,. Adicionalmente,
la diferencia de energia para estos estados es del orden de peV. Esto concuerda con
los resultados de Popovi¢ et. al. [2], donde encontraron una separacion de bandas del
mismo orden.

Para este modelo de excitones con acoplamiento espin-orbita se tiene que desde
el estado base se rompe la degeneracion de las eigenfunciones del momento angular.
Esto se contrapone a lo que ocurre en sistemas de espin con dos grados de libertad,
como lo es el dtomo de hidrogeno [2]. Esta caracteristica puede ser importante al
analizar fenémenos como el efecto Hall optico de espin.

El efecto Rashba en fosforeno puede amplificarse si el material es crecido sobre un
sustrato adecuado o mediante un campo eléctrico externo. Debido a esto, buscamos
analizar con mayor detalle el efecto del acoplamiento espin-érbita en los estados de
excitones en fosforeno. Esto se logra calculando las energias del sistema para diferentes

valores de los coeficientes de Rashba. Por simplicidad, consideramos a los coeficientes
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6.4. ESTADOS DE EXCITONES CON EFECTO RASHBA

utilizados anteriormente manteniendo constante la razon entre ellos. Esto se traduce
en multiplicar a todos los coeficientes «; y ; en la ecuacién 6.9 por un parametro
~v. Cuando v = 0, el problema se reduce a excitones sin efecto Rashba y cuando
v = 1, se obtienen las energias de la tabla 6.1. En la tabla 6.2 mostramos las energias
correspondientes a los estados que aparecen en la tabla 6.1 donde se considera un
valor de v = 50. En esta tabla se observa que al considerar coeficientes de Rashba 50
veces mayor a los utilizados inicialmente produce diferencias de energia del orden de

meV entre los estados de un mismo nivel.

v=0 n-=1 n =2 v =50 n-=1 n =2
(0,0,0) -737.409 -305.588 (0,0,0) -748.912 -315.597
(0,1,0) -737.409 -305.588 (0,1,0) -737.483 -305.661
(0,1,4£1) -737.409 -305.588 (0,1,4£1) -743.320 -311.827
(1,0,0) - -380.686 (1,0,0) - -381.590
(1,0,+1) - -380.686 (1,0,+£1) - -391.665
(1,1,0) - -380.686 (1,1,0) - -380.686
(1,1,+1) - -380.686 (1,1,£1) - -380.692
(1,1,+2) - -380.686 (1,1,42) - -392.394

Tabla 6.2: Energias en meV de distintos estados de excitones considerando un efecto
Rashba 50 veces mayor al inicial. Esta tabla es anédloga a la tabla 6.1, donde los
estados se representan de la misma manera.

En la figura 6.1 se muestran las energias para diferentes estados de excitones en
funciéon del parametro 7. Esta figura nos dice que la energia de distintos estados
(I,s,7.) varia de forma diferente con respecto al aumento de los coeficientes Rash-
ba. Mientras que la energia de los estados donde s = 0 disminuye rdpidamente en
comparacion del resto, la energia de casi todos los estados de s = 1 se mantiene
constante.

También vemos que, para romper la degeneraciéon en unos estados, se necesita un
efecto Rashba mayor. Por ejemplo, la diferencia entre la energia de los grupos de
estados (1,0,+£1), (1,1,£2) y (1,1,0), (1,1,+£1), (1,0,0) se vuelve significativa para
valores de v =~ 10 y estos grupos se mantienen degenerados hasta que se llega a un
valor de y & 30; por el contrario, la degeneracion entre los estados (1,1,0) y (1,1,41)

se conserva para todos los valores de los coeficientes de Rashba considerados. Final-
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(a) (b)
n=1,1=0 n=2,1=0
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Figura 6.1: Niveles de energia de los estados de excitones con acoplamiento espin-
orbita para diferentes coeficientes de Rashba. La dependencia de las energias a los
coeficientes de Rashba se describe mediante el pardametro vy (ver texto).

mente, se observa que la separacion de las energias para diferentes estados aumenta
para valores mayores de [, lo cual concuerda con lo obtenido por Stephanovich et. al.
[55] a partir de su modelo de excitones con acoplamiento espin-6rbita.

Ademés de conocer la influencia del efecto Rashba sobre las energias de amarre de
los excitones, es importante saber como dicho efecto modifica las funciones de onda
de los estados de excitones. Cada estado se caracteriza mediante los vectores ¢!, ¢™¥,

c*, e (ecuacion 6.11). Para visualizar las distinciones entre estados, en la tabla 6.3
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se muestran las magnitudes de los vectores ¢ para los estados correspondientes a

n = 1 para diferentes valores de v (vease la semejanza con las funciones de la ecuacion

6.18).

Estado (0, 0, 0) (0, 1, 0)
~ 1 20 50 1 20 50
!t 0.0024  0.0483  0.1176 0.0002  0.0038  0.0096
ct 0.7071  0.7055  0.6973 0.7071  0.7071  0.7070
ol 0.7071  0.7055  0.6973 0.7071  0.7071  0.7070
cH 0.0024  0.0483  0.1176 0.0002  0.0038  0.0096
-E (meV) 737.414  739.272  748.912 737.410 737.421 737.483
Estado (0,1, +1) (0, 1, -1)
v 1 20 50 1 20 20
Mt 0.9999 0.9988 0.9925 0.0000 0.0019 0.0118
ctt 0.0016 0.0316 0.0791 0.0019 0.0371 0.0922
ct 0.0019 0.0371 0.0922 0.0016 0.0316 0.0791
cH 0.0000 0.0019 0.0118 0.9999 0.9988 0.9925
-E (meV) 737412 738.350  743.320 737.412  738.350  743.320

Tabla 6.3: Magnitudes de los vectores ¢ compuestos por los coeficientes de la expan-
sion lineal de las funciones prueba correspondientes a cada estado de espin ‘e“h“>
(ecuacion 6.11). Cada columna de los valores de dichas magnitudes corresponde a
un valor diferente de v (i.e a un efecto Rashba diferente). También se muestran las
energias asociadas a cada estado.

Se puede observar que para v = 1 los valores de ¢™ y ¢! son predominantemente
mayores que los valores de ¢! y ¢ en los estados (0, 0, 0) y (0, 1, 0). Esto significa que
cuando el exciton esta en alguno de estos estados, es muy probable que se encuentre en
una configuracion antiparalela de espin. No obstante, esta probabilidad disminuye (la
probabilidad de encontrar una configuracion paralela de espin aumenta) a medida que
el efecto del acoplamiento espin-érbita se hace méas importante. Por el contrario, en los
estados (0, 1, +1) y (0, 1, -1) las magnitudes c'" y ¢c* predominan, respectivamente;
por consiguiente, es mas probable encontrar una configuracién paralela de espin en
estos casos e igualmente dicha probabilidad disminuye (en menor medida para estos
casos) a medida que -y aumenta.

Ademas de las diferencias en energia, los estados simétrico (0, 1, 0) y antisimétrico
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(0, 0, 0) se disntiguen en que los valores de ¢'T y ¢® difieren por una orden de
magnitud. Mientras que la probabilidad de encontrar una configuracion paralela de
espin en el estado antisimétrico se vuelve significativa cuando v = 50, en el estado
simétrico esta probabilidad se mantiene insignificante para todos los valores de =
considerados.

La discusion anterior plantea un modelo que describe los cambios en las energias
de amarre de los excitones en funciéon de las configuraciones de espin del sistema
y de la magnitud del acoplamiento espin-6rbita en el material. Esto sugiere que el
comportamiento de los excitones en un material en presencia de un campo magnético
puede variar dependiendo de las energias de amarre, lo cual estaréd determinado por
la importancia del efecto Rashba en el sistema. Esto conlcuye la discusion sobre los

excitones en fosforeno con efecto Rashba.
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Capitulo 7

Conclusiones

Desarrollamos un modelo para describir a los excitones en fosforeno con y sin aco-
plamiento espin-érbita. Dentro de éste, se calcularon las masas efectivas del fosforeno
para las bandas de conduccion y de valencia alrededor del punto I' a través de su
estructura de bandas. Los valores de éstas fueron: me, = 0.17mg, me, = 1.06my,
Mpe = 0.14mg y mp, = 5.95my. El fosforeno fue analizado en los tres casos: estando
en el vacio, sobre un sustrato de SiO, y encapsulado por hBN, para los cuales se
obtuvieron los valores -737, -392 y -213 meV de las energias de amarre de excitones,
respectivamente. También se estudio la contribucion del efecto Rashba extrinseco a
los estados de excitones en fosforeno estando en vacio y se encontré una correcciéon a
la energia del orden de peV, donde los valores de energia de los estados base fueron
respectivamente -737.414, -737.410 y -737.412. Finalmente, se obtuvo que el espectro
de energia de los estados de excitones varia al aumentar el efecto Rashba y que la
diferencia de las energias de los estados de un mismo nivel crece considerablemente

para valores significativos de ag.
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Apéndice A

A.1. Ecuaciéon de Dirac

En 1928, Paul Dirac formul6 una ecuacion de onda tomando en cuenta efectos
relativistas, la cual es consistente con los principios de la mecanica cuéntica y la
relatividad especial. En presencia de un potencial eléctrico ®, la ecuaciéon de Dirac

independiente del tiempo tiene la forma

[ca-P+Bch+V]]w>:EW>;
(A1)
0 7 I 0
B
T 0 0 —1

donde P es el operador de momento, V = q®, I es la matriz unidad de 2 X 2 y 7 es
el vector de las matrices de Pauli.

La funcién de onda [¢)) es un espinor de Lorentz, por lo que se puede expresar
X . . .
como [¢) = , donde x y ¢ son a su vez espinores de dos dimensiones. Con esta

forma de la funcion |¢), la ecuacion A.1 se puede reescribir como

E—-mc® —cr-P| |x 0
= . (A.2)
—ct-P E+mc?| |¢ 0

La expresion A.2 representa a dos ecuaciones que involucran a x y ¢. Al resolver

para x, se obtiene que
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A.1. ECUACION DE DIRAC

(E—V —me®)x = {CT - P (ﬁ) T - P} X (A.3)

Aqui, la parte potencial V' depende de las coordenadas espaciales del sistema y por
tanto no conmuta con la parte 7- P. Para solucionar esto, primero notamos que, en la
ecuacion de Dirac, F representa la energia total relativista; por el contrario, la energia
E; de la ecuacion de Schrodinger no incluye la energia asociada a la masa en reposo.
Esto nos lleva a la relacion E = E, + mc?®. Ademas, se tiene que (Fs —V + ail)_l =
a— (Es —V)a? + o(a®), con la condiciéon de que Fy; — V no dependa de a. Al dejar

1

que a~! = 2mc?, la ecuacion A.3 se convierte en

1 E, -V
Ex = - P - = - Pl x. A4
X {V +ecT (2m02 o ) cT ] X (A.4)

Una manera conveniente de expresar la parte que contiene a F;—V en la ecuacion

A4 es

(Es—V)r-P=71-P(E;,—V)—71-[P,E;,—V]

(A.5)
=7 -P(E;,—V)+1-[P,V].
También se tiene la identidad
(tr-A)(t-B)=A-B+it-AxB, (A.6)
donde A y B son operadores Hermitianos. Por lo tanto,
By V+P2 p? (B, — V) P.[P V] ir-Px|[P,V] (A7)
X~ 2m  4m?2c2 7 4m2c 4m2ct X '
2
Adicionalmente, la ecuaciéon de Schrédinger plantea que (Es — V) x = 5,7 X por
m

lo que finalmente se llega a la expresion
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A.2. RELACION DE DISPERSION DE KANE

p? Pt ir-Px[P)V] P-[P,V]

VvV —
2m 8m3c? 4m?2ct 4m2ct

= (Ho+ Kr+ Hso + Hp) x;

pP? P4 TP x |P,V
Hy=>—+V, Kn= Hyo = - T B X 1PV

2m 8m3c2’

P.|P
HD: [ 7V}

4m2ct ’ 4m2ct

(A8

El término H, corresponde al Hamiltoniano de la ecuaciéon de Schrédinger con
un término potencial; Kg, a la correccion relativista de la energia cinética; y Hp,
al efecto Darwin que contempla la interacciéon espin-espin. El término Hgp sobresale
de los demés porque combina a los operadores de espin con los operadores de las
coordenadas espaciales. Se dice que Hgp representa el acoplamiento espin-érbita en
el sentido en que actiia simultaneamente en la parte de espin y en la parte orbital de
una funcion de onda. La interpretacion fisica de lo anterior se explica de la siguiente
manera: La relatividad especial establece que si una carga se desplaza en presencia
de un campo eléctrico, ésta sentird un campo magnético efectivo. En el caso de un
electron en presencia de un campo eléctrico, habra una interaccién entre su espin y
el campo magnético resultante. Este campo magnético depende del movimiento del
electron y, por tanto, existe una dependencia entre el espin y la parte orbital del

electrom.

A.2. Relaciéon de Dispersion de Kane

La definicién méas comun para las masas efectivas esta dada por

1 1 0°F
ROk (4.9)

donde m* representa la masa efectiva. Esta definicion considera que la masa es inver-
samente proporcional a la curvatura de la relacion de dispersion en la red reciproca

y que la variacion de la energia F en dicha red ocurre a lo largo de una trayectoria
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A.2. RELACION DE DISPERSION DE KANE

especifica.
Si contemplamos la relacion entre el momento y la energia, entonces alrededor de
un punto en la estrcutura de bandas la relaciéon de dispersion podra ser aproximada

a una parabola de la forma

_ RPK?

Bk) = o

(A.10)

done se considera la masa efectiva para cierto punto en la estructura de bandas.
En este sentido, las ecuaciones A.9 y A.10 nos permiten obtener un valor de m* si
ajustamos una banda en particular a una parabola alrededor de un punto en especifico,
tomando como base la curvatura de la banda.

Sin embargo, en la mayoria de los casos, las bandas de un material no pueden
ser ajustadas con exactitud a una parabola. Para resolver esto, se puede hacer una

expansion en energia de la ecuacion para obtener que

h2k2
= o

E+ aFE*+ BE® +--- (A.11)

Si solo consideramos los términos a segundo orden en E, entonces se llega a la expre-

sion

h2k2

E(l1+4+aF)~ Sy

(A.12)

donde el pardmetro o describe qué tanto se aleja de una parabola la relacion de
dispersion de la estructura de bandas. En otras palabras: si & = 0, entonces se tiene
una banda parabélica perfecta. Por otra parte, para los electrones en la banda de
conduccion se tendré un valor de a > 0, mientras que para los huecos en la banda de

valencia se tendra que a < 0.
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