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Resumen

En 1957, J. Bardeen, L. Cooper y J. R. Schrieffer desarrollaron la primera teoria microscopica basada
en una interaccion electron-electron atractiva constante y una funcion de onda de multiples pares
logrando explicar una amplia gama de propiedades superconductoras conocidas hasta entonces. En 1958,
N. Bogoliubov encontr6 una transformacion unitaria seguido de una aproximacion de campo medio para
pares de electrones, la cual conduce a la misma solucion de la teoria BCS [Tinkham,1996]. El
formalismo de Bogoliubov-de Gennes (BdG) es una extension de la transformacion de Bogoliubov,
permitiendo el analisis de la brecha superconductora en el espacio real [Gennes,1999]. En materiales
nanoestructurados, tales como nanoalambres y nanotubos, el confinamiento cuantico puede tener efectos
decisivos en su estado superconductor. Por otro lado, J. Hubbard estableci6 en 1963 un modelo cuantico
en el espacio real para los electrones en solidos incluyendo la interaccion electron-electron.

En esta tesis se estudian la brecha superconductora y la temperatura critica, asi como su dependencia
con el potencial quimico y el pardmetro de interaccion electron-electron, en nanoalambres y nanotubos
superconductores con distintos ordenamientos estructurales de d&tomos. Dicho estudio se realiza dentro
del formalismo de BdG a partir del modelo de Hubbard atractivo usando el método de superceldas,
donde los atomos de la seccion transversal son explicitamente considerados. Los resultados obtenidos
muestran que las nanoestructuras poseen una brecha superconductora inhomogénea por la presencia de
una seccion transversal finita. Esta brecha depende del valor del potencial quimico o el llenado de la
banda electronica, cuyos maximos tienen una correlacion estrecha con los picos de la densidad de estados
electronicos local en concordancia con la teoria BCS. Para el caso de nanotubos basados en redes
hexagonales, la aparicion de los estados no dispersivos, es decir, que un numero macroscopico de estados
k tienen la misma energia, conduce a brechas superconductoras singularmente mayores que las
correspondientes a las demas energias dentro de la banda electronica. Ademas, se presentan resultados
analiticos para nanotubos, donde las ecuaciones de BAG se reducen a la ecuacion tipo BCS. Finalmente,
la presente tesis sugiere que el formalismo de BAG mas el modelo de Hubbard podria ser un método
apropiado para el estudio cuantico de la superconductividad en nanoestructuras.
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Introduccion

La superconductividad ha sido un reto para la fisica tedrica desde su descubrimiento en 1911 por el
cientifico holandés Heike Kamerlingh Onnes [Onnes,1911], dado que no presenta resistencia eléctrica
al paso de la corriente y presenta el efecto Meissner [Meissner,1933], es decir, se comporta como un
diamagneto perfecto. Hoy en dia se sabe que la superconductividad es un fendmeno colectivo de muchos
cuerpos y no puede ser entendido a partir de la teoria de un solo electron, ni dentro de la aproximacion
de campo medio para dicho electron. Cabe mencionar que el problema de muchos cuerpos sigue sin
poder resolverse en forma exacta hasta la fecha.

En general, la superconductividad es un fenomeno bastante complejo de entender. En 1934 Gorter y
Casimir [Gorter,1934] desarrollaron la primera teoria termodinamica con la cual demuestran que por
debajo de cierta temperatura critica la superconductividad resulta ser un estado de menor energia y mas
ordenado que el estado normal. Posteriormente, los hermanos London extendieron las ecuaciones de
Maxwell y encontraron la existencia de una longitud de penetraciéon cuando un superconductor se
encuentra en un campo magnético externo. En 1950, Ginzburg y Landau desarrollaron una teoria
fenomenologica donde se introducen los conceptos del parametro de orden y la longitud de coherencia.
A partir del cociente entre la longitud de penetracion y la de coherencia, se definen los superconductores
de tipo 1y tipo II. El gran salto en el entendimiento del fenomeno de la superconductividad fue en 1957,
cuando J. Bardeen, L. Cooper y J. R. Schrieffer (BCS) desarrollaron la primera teoria cuantica
proponiendo una funcién de onda de muchos cuerpos que conduce a una solucion analitica mediante
métodos variacionales, en la cual los pares de Cooper se forman a partir de una interaccion electron-
electron via fonon. Esta teoria logré dar un origen microscopico de los principales modelos
fenomenologicos existentes hasta entonces y en consecuencia se hizo acreedor del premio Nobel de
Fisica en 1972. En 1958, el cientifico ruso Nikolai Bogoliubov desarroll6 una teoria alternativa basada
en campo medio de pares de electrones seguida por una trasformacion que diagonaliza analiticamente el
Hamiltoniano de pares. Dicha teoria obtiene los mismos resultados de la teoria BCS de una manera mas
simple especialmente para temperaturas finitas [Bogoliubov,1958]. Posteriormente, Pierre-Gilles de
Gennes transformo la teoria de Bogoliubov desarrollada en el espacio de momentos hacia el espacio real
obteniendo las famosas ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes.

Aunado a la importancia conceptual por entender la superconductividad, existen intereses en aplicar
el fenomeno en la vida cotidiana, ya que primeramente la superconductividad permite trasladar grandes
cantidades de electricidad sin tener pérdidas en el camino, como los cables basados en superconductores
a temperatura de nitrogeno liquido instalados en Long Island en el estado de New York de los Estados
Unidos de América desde el 2008 [energy.gov,2008]. Asi mismo, los cables basados en ceramicos
superconductores también se usan para crear bobinas y generar grandes campos magnéticos superando
los 30 Teslas. Dichas bobinas son actualmente instaladas en los aceleradores de particulas y utilizadas
en imagenes por resonancia magnética. Dichos cables estan constituidos de multifilamentos o cintas
superconductoras en forma torcida para tener una mayor estabilidad magnética. Estos filamentos o cintas
llegan a tener un espesor menor que 100 nm. Por lo que el estudio de la superconductividad en
nanoestructuras esta estimulado tanto por el ambito conceptual como por el de aplicaciones.



Desde el punto de vista tedrico, una manera general para estudiar la dindmica de los electrones en
solidos puede llevarse a cabo a través del hamiltoniano de Hubbard [Hubbard,1963], el cual enfatiza la
interaccion electron-electron en el espacio real, es decir, considera explicitamente las interacciones entre
electrones del mismo sitio y permite introducir inhomogeneidades estructurales. En esta tesis se investiga
la superconductividad en nanoalambres y nanotubos a partir del hamiltoniano de Hubbard atractivo y las
ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes (BdG) en una forma combinada entre espacio real y espacio
reciproco. Se calculan la brecha superconductora y la temperatura critica como funciéon del parametro
de interaccion y el valor del potencial quimico para nanoalambres y nanotubo de longitud infinita con
pequenia seccion transversal. Los resultados numéricos de las brechas superconductoras locales
obtenidas de las ecuaciones de BdG se comparan con las soluciones analiticas obtenidas en el
formalismo de BCS. Asi mismo, la variacion de la brecha superconductora local con respecto al
potencial quimico puede confirmarse cualitativamente a través de la densidad de estados local obtenida
con la funcion de Green.

La presente tesis se organiza de la siguiente manera. En el capitulo uno se introducen las teorias
fenomenologicas de la superconductividad, tales como la termodinamica del estado superconductor, las
ecuaciones de London y la teoria de Ginzburg-Landau. El capitulo dos resume la teoria microscopica de
BCS, la transformacion de Bogoliubov y las ecuaciones de BAdG. En el capitulo tres se discuten el modelo
de Hubbard, la extension del formalismo de BdG a un espacio combinado real-reciproco y los resultados
obtenidos al resolver las ecuaciones de dicha extension. Finalmente se presentan algunas conclusiones
de este trabajo de investigacion.



Capitulo 1 Modelos del Estado Superconductor

La superconductividad fue descubierta en 1911 por el cientifico Heike Kamerlingh Onnes [Onnes,1911],
quien logroé licuar Helio a una temperatura de 4.2 Kelvin en 1908 y gracias a esto gan6 el premio Nobel
en 1913. Al tener acceso a estas temperaturas, ¢l decide medir la resistencia eléctrica de distintos metales
puros entre ellos el mercurio, en el cual observo una caida abrupta de la resistencia eléctrica alrededor
de los 4.25 Kelvin, como se muestra en la Figura 1.1. Este fendmeno lo bautizé como superconductividad
que ocurre por debajo de una temperatura critica (77, ).
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Figura 1.1 Resistencia eléctrica (R) medida en el
mercurio contra la temperatura (7) [Onnes,1912].

Ademas, Kammerling Onnes descubrié otra importante propiedad en los superconductores. Al ser
expuestos a un campo magnético suficientemente intenso, se destruye el estado superconductor. Si el
campo magnético es retirado, se recupera la superconductividad. El campo minimo que se requiere para
destruir este estado se llama campo critico, cuyo valor depende de la temperatura.

En 1933, Meissner y Ochsenfeld descubrieron que el estado superconductor es un diamagneto
perfecto, es decir, expulsan completamente las lineas de campo magnético del interior de la muestra sin
importar si el campo magnético se aplica antes o después del enfriamiento [Meissner,1933]. Este
fendémeno se conoce hoy dia como efecto Meissner. Cabe mencionar que el efecto Meissner es
reversible, en otras palabras, el estado superconductor destruido por un campo magnético externo se
recupera al retirar dicho campo. Este hecho es relacionado termodindmicamente con la diferencia de
energia libre entre el estado normal y superconductor sin campo magnético aplicado, a esto se le llama
energia de condensacion del estado superconductor. Los datos experimentales muestran que el campo
critico (H,) es dependiente de la temperatura (7 ), como muestra la Figura 1.2, y puede expresarse

como



H.(T)~H . (0O[1-(T/T.)’]. (1.1)

En este capitulo presentaremos un resumen de las caracteristicas principales del estado
superconductor y los modelos fenomenologicos del mismo.
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Fig. 1.2 Representacion del campo magnético (x,/H,) necesario para destruir el

estado superconductor y su dependencia con la temperatura (7') para algunos
materiales [Alloul,2011]

1.1 Termodinamica de los superconductores

El descubrimiento del efecto Meissner condujo al desarrollo de una teoria termodinédmica de la transicion
de fase superconductora por Gorter y Casimir [Gorter,1934]. Dado que en cualquier transicion de fase
ciertas energias libres, determinadas por los parametros termodinamicos del experimento,
correspondientes a las dos fases involucradas deben ser iguales, estudiaremos en esta seccion la energia
libre de Gibbs ya que la transicion superconductora ocurre a presion y temperatura constantes. En general
los superconductores se pueden clasificar en dos tipos: Los del tipo I no permiten la entrada de las lineas
de campo magnético en su interior cuando el campo magnético aplicado es menor que un valor critico

(H.), mientras que los del tipo II tienen dos campos criticos con H.,<H_,. Cuando el campo
magnético aplicado H < H,, el superconductor se comporta como los de tipo I. Si H.,<H<H_, el

superconductor permite presencia de lineas cuantizadas de flujo magnético las cuales forman una red
triangular. Finalmente, para el caso H > H ., la muestra pierde sus caracteristicas superconductoras
[Lyton,1964]. El origen de los dos tipos superconductores se debe a la existencia de una energia

superficial por la presencia de la interfase entre el estado normal y el superconductor. Dicha energia
puede ser positiva que corresponde al tipo I y negativa si son de tipo II [Abrikosov,1957].

¢ Diamagneto perfecto

El trabajo de Meissner mostrd que un superconductor tipo I se comporta como un diamagneto
perfecto, es decir, en el interior del superconductor se tiene
B=0. (1.2)



Como B = y,(H+M), entonces
M=-H. (1.3)

De esta forma, la energia libre de Gibbs (G) para un sistema magnético esta dada por [Zemansky,1997]

G=U-TS+PV -y ,H-M, (1.4)

donde U es la energia interna. Para el caso de temperatura y presion constante, tomando la parte
diferencial de la ecuacion (1.4) se obtiene

dG=-uM-dH, (1.5)
yaque dU =T7dS — PdV + y,H-dM. Integrando la ecuacion (1.5) y considerando la relacion (1.3) para
el caso superconductor se llega a

G(H)-G.(0)=["—uM-dH =" 1 HdH =*> i 1.6
S(H)=Gg(0) = [ "~y = |, wotl dH =22 H (1.6)

Por otro lado, el estado normal de un superconductor es generalmente no magnético, en otras palabras
M = 0, ver Figura 1.3(a), entonces

G.(H)-G,(0)=0. (1.7)

Dada la condiciéon de que en la transicion de fases, cuando H = H., los estados normal y
superconductor tienen la misma energia libre y de las ecuaciones (1.6) y (1.7) se tiene

GS<0>+%H2 =G (H.)=G,(H.)=G,(0) (1.8)
En consecuencia,
G,(0)~Gy(0)= "2 HE. (1.9)

La ecuacion (1.9) sefala que el estado normal tiene mayor energia libre que la del estado superconductor
en ausencia de campo magnético aplicado (/,), como se muestra en la Figura 1.3(b).
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Figura 1.3 (a) Comportamiento de la magnetizacion (M) dentro de un superconductor en funcién
del campo aplicado (/,), efecto Meissner. (b) Comportamiento de la energia libre (G) para un

metal en estado superconductor y normal en funcion del campo aplicado (H,) [Alloul,2011].



A partir de la ecuacion (1.9), se puede calcular la entropia a través de la relacion S =—(6G/dT),
obteniendo
OH .
or

Sn(O)_SS(O)Z_luOHC (1.10)

De la ecuacion (1.1), se tiene H.(7.)=0 cuando 7 =7, y por lo tanto, de la ecuacion (1.10) se
concluye que las entropias del estado normal y superconductor en ausencia de campo externo son
iguales. Para temperaturas 7<T, el valor de (0H./oT ), €S negativo como consecuencia de la
ecuacion (1.1). Por lo que la entropia del estado superconductor es menor que la del estado normal. En
otras palabras, el estado superconductor resulta ser mas ordenado que el estado normal.

Por otro lado, la diferencia de entropias sugiere que hay un calor latente dado por Q=T7'(S, —S;) en

la transicion de fases normal-superconductora en presencia de un campo magnético. Notese que hay una

discontinuidad en dS/dT como resultado de la ecuacion (1.10) y en consecuencia el calor especifico

C =TdS/dT también sera discontinuo. De esta forma, derivando la ecuacion (1.10) obtenemos

C,-C d dH dH, Y’ d’H,
n— gy | H C | = cl 4+ H c . 1.11
T Hy dT( T j Hy |:( AT j < r? ( )
De la misma forma cuando 7 =T, el campo critico /. se vuelve cero y encontramos que
dH .Y
C,-C =T, : 1.12
s L T H c( AT jT_TC ( )

Cabe mencionar que la discontinuidad del calor especifico de la ecuacion (1.12) ha sido confirmado
experimentalmente.

A partir de la expresion (1.1) obtenida experimentalmente para H .(T'), las ecuaciones (1.10) y (1.11)

pueden reescribirse como

e [HOT|, (1Y
S-S, = 2%[ T H1 [—TC”T (1.13)
y

c-¢, . [H.OT| [(TY

—r= 2;1{—% ”1 3[—%”. (1.14)

Se sabe que, a bajas temperaturas, el calor especifico electronico del estado normal es proporcional a
la temperatura [Kittel,2005], es decir,

¢ . [H@T
- _y_z,,{_TC } (1.15)

donde yes el coeficiente del calor especifico de electrones en metales en el estado normal. Sustituyendo
la ecuacion (1.15) en (1.14) se tiene



2
Cy T
=S =3y — . 1.16
T 7[%] (1.16)

Entonces, la discontinuidad en el calor especifico al momento de la transicion viene dada por
(Cy—C,)/T. =2y (1.17)

Cabe mencionar que las ecuaciones (1.16) y (1.17) son consecuencia de la expresion aproximada (1.1),
las cuales difieren respectivamente del comportamiento exponencial observado experimentalmente y de
la teoria BCS [Tinkham,1996].

I 7 AC
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Figural.4 Entropia y calor especifico en funcion de 7/7, [Alloul,2011].

o Estado intermedio

Consideremos una esfera superconductora sometida en un campo magnético ligeramente menor que el
campo critico denotado en la Figura 1.5 como H(. = H_.. En el ecuador de dicha esfera las lineas de
campo aumentan su densidad y en consecuencia el campo puede superar el valor critico. Por lo tanto,
alrededor de dicho ecuador se encuentra en un estado “normal” donde el campo penetra en forma de
burbujas [Prozorov,2008]. Este estado de la muestra en donde una parte es superconductora y otra es
normal es usualmente llamado el estado intermedio que es la mezcla de dos fases. Si el campo externo
es menor que H{. =2H /3 para una muestra esférica, el campo es expulsado completamente fuera de

la muestra ya que el campo externo es menor que el campo critico en todas partes de la muestra. La
muestra estd completamente en el estado superconductor y presenta un efecto Meissner completo.

LY

0 H! H! H, 0 H, H! H,

[

Figura 1.5. Panel izquierdo: Campo magnético (B) en el interior de la muestra como funcion
del campo aplicado (Ha), donde el estado intermedio se encuentra cuando H/<H < H/..

Panel derecho: Magnetizacion (M) versus H, [Alloul,2011].
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1.2 Longitud de penetracion de London

En un superconductor a temperatura finita se pueden clasificar sus electrones en dos tipos: electrones
normales y superconductores. Esta clasificacion se conoce histéricamente como el modelo de dos
fluidos, donde la densidad electrénica total (n) se escribe como la suma de densidades electronicas
normal (n,) y superconductora (n, ), es decir, n =n, +n_ [Lyton,1964].
Sean e*, m* y v la carga, la masa y la velocidad de los electrones superconductores, de acuerdo con
la segunda ley de Newton se tiene
dv
m*—=¢e*E, (1.18)
dt

donde E es el campo eléctrico. En términos de la densidad de corriente de los electrones
superconductores (J ;= nge* v) cerca de los bordes de la muestra que no varia espacialmente, la ecuacion

(1.18) puede reescribirse como
g _ny(e*)’

E. 1.19
ot m* ( )

Usando la Ley de Faraday VxE =-0B/0¢, donde B es el campo magnético, el rotacional de la

ecuacion (1.19) toma la forma

*\2
Olyxy +5E gl . (1.20)
ot m*
Por lo tanto, VxJ¢+ny (e*)zB/ m* es una constante. Los hermanos London propusieron en 1935 que
dicha constante es igual a cero, con lo que llegaron a la relacion
)2
VXJS:—fi%}-B. (1.21)
m
Notese que (1.19) y (1.21) son las dos ecuaciones de London. Para el caso estacionario, 0J /0t =0,y
de la ecuacion (1.19) se tiene que E =0. En consecuencia J,=cE =0. Usando la ley de Ampere dada
por VxB = uJ+ u,¢,0E/0t = u,J y la ecuacion (1.21), se tiene
ng(e*)’
Vx(VxB):,LJOVxJS:—yOSIn—*B. (1.22)
Dado que V-B =0, la ecuacion (1.22) nos lleva a
%\ 2
VB=—u ) g (1.23)
m*
Para una muestra rectangular semi-infinita, la solucion unidimensional de la ecuacion (1.23) es

B(x)=B,e/" =y H e, (1.24)

donde la longitud de penetracion de London ( 4, ) esta definida por

11



A, = /ﬂn’"—(*e*)2 (1.25)

Claramente las ecuaciones de London no reproducen la completa expulsion de un campo magnético
del interior de un superconductor. En su lugar, los hermanos London predijeron una penetracion del

campo que decac como e * de su valor en la superficie, donde A es denominada la longitud de
penetraciéon de London. El valor tipico de 4 es 0.3 a 1 um y se ha medido experimentalmente
[Lyton,1964]. La existencia de esta leve penetracion del campo magnético externo tiene una mayor
relevancia en los casos de peliculas delgadas superconductoras, alambres o particulas coloidales y en un
tratamiento detallado del estado intermedio.

1.3 Teoria de Ginzburg-Landau

En 1950 Vitaly Ginzburg y Lev Landau (G-L) introdujeron un parametro de orden complejo w/(r) para
la superconductividad, tal que |y [*~ n,, donde ng es la densidad de electrones superconductores. La
teoria G-L propone que la energia libre es una funcion tnicamente de |y | y puede expandirse en serie
de potencias alrededor de 7., cuyos primeros términos son |y |, [ [* y [V . En 1959 Lev P. Gor’kov

derivé microscopicamente las ecuaciones de Ginzburg-Landau a partir de la teoria BCS [Gor’kov,1959].

La teoria G-L postula que si y es pequefia y varia lentamente en el espacio, la densidad de energia

libre de Gibbs puede ser expandida en series de potencias [ Tinkham,1996][Lyton,1964]

(EV - e*Aj 7
i

donde ay S son los coeficientes de expansion, A es el potencial vectorial del campo magnético, m" y

2 2

LA (1.26)

1
G,(t)=G, ) +alyl + 2+ - :

e" son respectivamente la masa y la carga de los electrones superconductores. En ausencia de campos
magnéticos externos y de gradientes obtenemos

2 4
G.(0)-G,O=alyf +Lly[" (127)
Minimizando la ecuacién (1.27) respecto a | |* obtenemos el valor de equilibrio sin campo externo

2 2
vl =lw.[=-a/B. (1.28)
donde i es el valor de i en el interior del superconductor.
Para que el sistema sea estable y tenga un minimo distinto de |y |*’=0, se tiene que <0y B>0.

Usando la ecuacion (1.9) dada por G,(0)-G, (0) = —u,H’ / 2 y sustituyendo (1.28) en (1.27) obtenemos

L
G.(0)—G,(0) 25 (1.29)

Dado que los coeficientes oy  son funciones de la temperatura, entonces en una vecindad de 7., ellos

pueden ser expandidos en series de Taylor como
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a(T) ~(T~T,)@a/oT),_,

(1.30)
B~ (1) = pe
Con esto uno puede encontrar a partir de las ecuaciones (1.9) y (1.30) que
2 _ 2 2
B B T Jr_s,

Para temperaturas cercanas a 7T, la variacion de H . con la temperatura puede aproximarse en forma

lineal, por lo que la ecuacion (1.31) justifica las aproximaciones de los coeficientes o'y fen la ecuacion
(1.30).
Ahora, considerando y= |1//| €', el término de energia cinética en la ecuacion (1.26) puede reescribirse

como

1

2m* |\ i

2
(ﬁv - e*A]t//‘ = #[(mv —e'A)lyle ™ |[(-inV e A)|w|e” ]

) 2;* (ine V| +hly|e *Vo—e Alyle ™ )(<ihe"V |y |- hly|e"Vo—e Aly|e”) | (132)
LT * |

= _}‘12(V|l//|)2 +H2 |V/|2 (V) —2he A|1//|2 Vot (e A) |1//|2]
LT o

== | PO +(iVe-eA) |,,,|2}

El primer término de la ecuacion (1.32) corresponde a la energia extra asociada a los gradientes de
|y |, como ocurre en las frontera de un dominio superconductor. El segundo término proporciona la
energia cinética asociada a las supercorrientes en una forma con invariancia de norma. En la norma de
London con ¢ constante [Bardeen,1950], el segundo término de la ecuacion (1.32) se reduce a

M. (1.33)
2m

A partir de las ecuaciones (1.21) y (1.25), la densidad de energia cinética de los superelectrones esta
dada por

* *\ 2 A 2
N C L AN [A] . (1.34)
2m 21,1
Igualando las ecuaciones (1.33) y (1.34) se obtiene
2 m’
= (1.35)
Ho(€" )’

Cabe mencionar que si ||’ = ng, la ecuacion (1.35) se reduce a (1.25).
Suponiendo que los superelectrones son los pares de Cooper, es decir, e'=2e, m"=2m y ng=n/2,
la ecuacion (1.35) puede reescribirse como

s

m-om
R

nS :’[//‘2: (1.36)
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Resolviendo las ecuaciones (1.28) y (1.29), se tiene

2 212 ZHZ 4 3 44H2
g =ttt e yﬂ:Lzec. (1.37)
m m
Por otro lado, aplicando el método variacional a la ecuacion (1.26) respecto a " se obtiene
2
2 1 |A .
ou//+ﬂ|;//| 1//+77V—6A v =0. (1.38)
m|i

Para un sistema unidimensional sin campo magnético externo y y real, utilizando (1.28) la ecuacioén
(1.38) para g =y /y, puede reescribirse como
n d'g
2m’|a| dx’
De la ecuacion (1.39) se puede definir una longitud caracteristica o de coherencia ({) para la variacion
de g como

+g-g =0. (1.39)

hz
‘M=———. 1.40
¢ (T) 2o (D) (1.40)
Al sustituir (1.37) en (1.40) encontramos
h
N=———. 1.41
()= et (1.41)
Por lo tanto, podemos introducir un pardmetro adimensional de Ginzburg-Landau (x) dado por
2
A 22 e H A | (142)

¢(T) h
Se ha encontrado que x <1 para los superconductores puros, mientras que x>1 en aleaciones

superconductoras o ceramicos superconductores, por lo que hoy en dia se utiliza x = 1/ V2 para separar

los superconductores tipo I de los tipo II [Tinkham,1996].
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Capitulo 2 Teorias Cuanticas de la
Superconductividad

A diferencia de los modelos fenomenologicos presentados en el capitulo anterior, en este capitulo se
presenta un resumen del modelo de Frohlich, los pares de Cooper, la teoria BCS, el formalismo de
Bogoliubov y las ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes. Este tltimo serd el punto de partida para el
estudio de la superconductividad en nanotubos y nanoalambres.

2.1 Interaccion electron-electron en solidos

En un gas de electrones en el vacio, las particulas interactian unicamente a través de la fuerza de
Coulomb repulsiva. En un solido conductor, los electrones libres se distribuyen en presencia de una
carga externa como se muestra en la Figura 2.1

Figura 2.1 Redistribucion de la nube electronica en presencia de una carga Q positiva.

A continuacion, se discute la interaccion Coulombiana apantallada en metales dentro de la
aproximacion de Thomas-Fermi. De la ecuacién de Maxwell dada por V-E=p/g,, donde
p(r) = Q05(r) —edn(r) es la densidad de cargay E =-Vog es el campo eléctrico. Entonces se tiene
Qo(r) —eon(r)

€y

—VSp(r) = @.1)

Dado que en un metal a 7 = 0 los electrones se encuentran en la esfera de Fermi, la densidad electronica

o N 2 4 s e n’k;
(n) puede escribirse como n=—=————xk; y su energia cinética como K,=———"-, entonces
V. (2r) 3 2m
h3 3/2 ey 3 n . ;-
n=3 ~(2mK;)"" cuya variacion es on=———0K, . Por otro lado, el potencial quimico puede
F

escribirse como =K, —e¢@ y su variacion Su=0K,.—ed¢p en equilibrio u=0, es decir, 6K,.=edp .

.o ., 3ne
Entonces la redistribucion de n es on=

o¢ por lo que la ecuacion (2.1) puede reescribirse como
F

VpE) = gi[Qam _dne

2K,

op(r)]. (22)

15



3ne’ e’mk . .
Sea kg = =,|——= » entonces la ecuacion (2.2) se convierte en
2¢,K,. o gh

V() = gi[Qam —K25p()]. 23)
0

&

—kgr —kgr
e :Ld ,d e )ld(krl)’k“kz

La solucioén de la ecuacion (2.3) es 0@(r) = e, dado que

—kS r

VZ

2.4
r r* dr dr r 24)

para r#0. Como E=-Vé¢, por lo tanto, el potencial apantallado alrededor de una carga Q es

V(iry=0e™" / (4re,r) . donde la constante de apantallamiento es ky' ~1— 2A en un metal tipico. Este
apantallamiento es crucial en la Superconductividad de los metales.
La energia potencial de interaccion electron-electron apantallada en unidades cgs es
2 _—kgr
e e

U =——r, 2.5)

cuya transformada de Fourier es
2z 2 _—kgr

i ey = J..T]E ©€ et 2gn OdrdOd p
000

V4
= eZJ.
0

S sy 8

-k — k _
re Sr IquOSHSIHHdI"dg 272'62].."7"6 Yr “’”‘drdu

-10

o 1 w (2.6)
2 —kgr 1 —igru 2 —kgr 1 —igr 1 igr
=2re Ire S ——e™ dr =2re Ire S ——e +—€"" |dr
0 iqr » 0 iqr iqr
_ 27.Te2 T[—e_(iq+k3)’ +e(iq_k3)r]dr _ 27.Z'e2 {e.(iqﬂq)r .\ e.(iqks)r:|
iq 3 iq | iq+ky ig—kg |
Si k; >0 entonces el limite superior se anula y obtenemos
2 2
1 1 4re
=FlUM)]=- : +- =" 2.7)
ig |ig+ky iqg—ky| q +kg

En la mecanica cuéntica, los elementos de matriz V,,, <k| V| k > de la interaccion electron-electron
entre un estado inicial (I) donde dos electrones tienen vectores de onda (k,—k), y un estado final (IT)

donde los vectores de onda son (k’,—k’) pueden tener dos términos [Gennes,1999]:

(a) El que se deriva directamente de la repulsion Coulombiana apantallada U(r,—r,) entre dos
electrones cuyo elemento de matriz estd dado por
(11 A, 1) = [[drdr,e ™ U @ —r,)e™ @ = [U(r)e *"dr =U,, (2.8)
donde q =k'-Kk.
(b) El que se origina de la interaccion electron-electron via fonon. En este caso, un electron puede

emitir un fondn que después puede ser reabsorbido por otro electron. Este proceso se muestra en
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la Figura 2.1. El estado inicial (I) tiene energia E, = 2&, , donde &, = h*k?/(2m), mientras que el
estado final (II) tiene energia E, =2&., donde &, =hzk’z/(Zm)=h2|k+q|2/(2m). Como
veremos mas adelante la diferencia entre &y & debe ser menor que la energia fononica para
que la interaccion sea atractiva.

-k—-gq k+q

(q)

Time

(~q)

(a) (b)

Fig. 2.1. Interaccion electron-electron via un fonon. En el proceso (a) un electron en el estado k emite un
fonén con vector de onda -q, el cual es absorbido después por un segundo electron. En el proceso (b) el
segundo electrén en el estado (-k) emite un fonén q que es absorbido por el primer electréon [Gennes,1999].

Existen dos estados intermedios permitidos por la conservacion del momento:

(i1) Este estado esta conformado por tres particulas: el electron 1 en el estado k'=k +q, el electrén
2 en el estado —k, y un fonén con vector de onda —q y energiaZo,, por lo que la energia
asociada a este estado es

E, =&+ & +ho,. (2.9)

(i2) Este estado contiene el electron 1 en el estadok , el electron 2 en el estado —k'=—(k+q), y un

fonon con vector de onda q y energia %o, , cuya energia asociada es
Ei2: ék’ +§k +h0)q= Eil- (210)

El elemento de matriz de los estados acoplados (I) y (II) a segundo orden de perturbacion es

- S I R
(1] H o [ 1) = 2 (1| A |1>E(EH— 3 + £ E j<l| H,,|11), (2.11)

1

donde la suma es sobre todos los posibles estados intermedios y H . €S elacoplamiento electron-fonon.

Entonces, la ecuacion (2.11) puede reescribirse como

. ~ 1 1 1 3
I/H._ . I =(I|\H,_, |il)— — il|H _ |1I
< | indirecto > < | e-ph |1 >2 {51(’_ gk_hwq gk’_ §k+hwq }<1 | e-ph| >
2.12)
~ 1 1 1 T
+(1|H,, |12>5[§k,_ 7o, - Eiiho, ]<12| H,,|1),

es decir,
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1 ! 1 N
H>_5(§.{'—fk—hwq_fk'—fkwwqJZ“'HW|1><1|He-ph|H>

WP
/] 0-0, O0+0, ’

donde se define una frecuencia o por iiw =&, —¢&, y el elemento de matriz que representa la emision o

(1A,

indirecto

(2.13)

absorcion de un fondén con vector de onda q lo llamaremos W, y estara dado por

1 ~ R
‘Wq ‘ZZEZ<I|He—ph|1><1|H€-Ph|H>' (214)

De esta forma %o y 7iq son respectivamente la energia y el cambio en el momento del electréon 1 en la
transicion [ — II. El elemento de matriz total es

2 2
+]Wq] 20, ~ 4re? +]Wq] 20,

<I|H|H>=Uq h mz—mz_q2+k§ hooo’-o,

(2.15)

Cuando ®<o, el término indirecto es negativo, es decir, atractivo. Cabe mencionar que la ecuacion

(2.15) puede obtenerse también a través del modelo gelatinoso (Jelium) [Gennes,1999].

2.2 Pares de Cooper con espin singulete

La idea de una interaccion atractiva débil capaz de unir un par de electrones fue presentada por Cooper
en 1956. El demostré que el mar de Fermi de los electrones es inestable ante la formacion de un par
ligado, sin importar que tan débil sea dicha interaccion, siempre que sea atractiva [Cooper,1956].

Para estudiar la formacion de un par de Cooper, consideremos un gas de electrones libres en el estado
base donde adicionamos dos electrones al mar de Fermi. Ademas, suponemos que los electrones extra
interactiian entre ellos, pero no con los que se encuentran en el mar de Fermi, excepto a través del
principio de exclusion de Pauli. Transformando nuestro problema a coordenadas del centro de masa, el
estado base del par de electrones tiene momento total cero. Entonces, la funcion de onda del par puede
escribirse como

p(r—n,)=> glk)e "™, (2.16)
k

donde g(k) es la amplitud de probabilidad de encontrar dichos electrones con vector de onda k asociada
a la coordenada interna del par (r =r, —r, ). Dado que, los estados |k|<|k;| estan ocupados, el principio

de exclusion de Pauli impone que
g(k)=0, si [k|<|k. (2.17)

Como la funcién de onda total de particulas fermionicas debe ser antisimétrica ante el intercambio entre
dos fermiones, la ecuacion (2.16) se convierte en una suma de cos[k-(r;—r,)] con la funcion de espin

singulete U a(1)>| ,B(2)> — | a(2)>| ﬂ(1)>] / 2 0 enuna suma de sin[k - (r;,—r,)] con las funciones de espin
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triplete dadas por |a(l)>|a(2)>, Ua(l)>|ﬂ(2)>+|a(2)>|ﬂ(1)>]/\/§ y|ﬂ(1)>|ﬂ(2)>. Consideremos la

funcion de onda singulete de dos electrones dada por

Y1) = % > g(k)cos[k-(r, —r)][|a(D)| A2) -|«())] AD)]. (2.18)
\

K[> K|
La ecuacion de Schrodinger para los dos electrones referida al nivel de Fermi es

2712
I j‘m 1), (2.19)
m

h2
_%(Vf"'vg)l}l(rl _r2)+V(r1 _rz)lP(rl —1'2) :(E'i'

donde 7’k; / 2m=E, es la energia de Fermi por electron y £ es la energia del par. Sustituyendo la

funcion de onda (2.18) en el término del potencial en la ecuacion de Schrodinger (2.19) se tiene

V(n-1,)¥r-1,)=V(r) Y gk)cosk'r)y =4 D eV (r)e  +V (-r)e™]

[k'|> [kl K[>k

£33 gk j VIS(r—r)+ S(r+ 1)) dr' =23 g(K') j V') Y (e T+ e M) ar (2.20)

K[>k [k'|> [kl K[> K|
=L 3 3 )|V (F)coskr)e ™ dr = Y gk, Y coskr)z,
Q [ [> [k gl ] > [k [K'|>[keg] [k[> k|

donde se usa V(r)=V(-r). Por lo tanto, a partir de la ecuacion (2.19) obtenemos una ecuacion para
g(k) dada por

Wk’ ,
——e(k)+ > gk =(E+2E)g(k), (2.21)
[K'[>[Kg|
donde
1 r ,—i(k=K)r' 3.1
ka,=5 j V(r')e T dr (2.22)

es el elemento de matriz de la interaccion entre los estados electronicos ky k', y Q es el volumen del
sistema. Si la interaccion V(r) es atractiva, se obtienen soluciones de estados ligados con E <2E,.

Consideremos una interaccion de la forma

. R Rk
-V, s1iE.< , <E;+ho,
Viw = om T om : (2.23)

0,  cualquier otro caso

donde 7 > 0. Esta interaccion es atractiva y constante en una banda de energia con una frecuencia de
corte de o, por encima de la energia de Fermi. Para el caso en que la interaccion atractiva es mediante

fonones, dicha frecuencia de corte es ®,,. Asi sustituyendo el potencial (2.23) en (2.21) obtenemos

K j 2(k). (2.24)
m

VY gk)= (E+2EF -

[K'|> [k g
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Dado que el lado izquierdo de la ecuacion (2.24) no depende de k, entonces

VY gk

k)=— KBk . 2.25
Yy ey (223)

Sustituyendo (2.25) en (2.24) se encuentra la condicion de autoconsistencia

1
V =
RZ:‘(F E + 2EF - hzk’z/m

1. (2.26)

Cambiando la suma en la ecuacién (2.26) por una integral y definiendo & =#’k"/(2m)—E, se

obtiene

oy N(&) -+,
Vjo Tz dé=1, (2.27)

donde N(&)=QQ2r) 4xk” dk'[/dé es la densidad de estados. Si asumimos que %iw,< E,, N(&)

puede aproximarse por el valor de N(0) al nivel de Fermi, asi que la ecuacion (2.27) se reescribe como

E-2hw,
E

1~ %N(O) VIn (2.28)

En la mayoria de los superconductores tradicionales se ha encontrado que N(0)/'<0.3, lo cual
permite el uso del llamado limite de interacciones débiles, valido para N(0)V'<« 1, en donde la solucion
de la ecuacion (2.28) para la energia E del par se puede escribir como

2

E~-2hoye "7 . (2.29)

En otras palabras, este es un estado ligado con energia negativa hecho unicamente por electrones con
k>kg.

2.3 Teoria de Bardeen-Cooper-Schrieffer

Como se vio en la seccion anterior, el mar de Fermi se vuelve inestable ante la formacion de un par de
Cooper cuando la interaccion neta es atractiva. Este problema puede analizarse usando el lenguaje de
segunda cuantizacion, en donde los estados ocupados, incluido el indice de espin, se expresan en

términos de operadores de creacion (éET) con momento k y espin hacia arriba, asi como operadores de
aniquilacion (¢, ,) que vacia el estado correspondiente. En esta notacion, la ecuacion (2.16) se puede

reescribir como

v = X g0, [F), 230

k> kg
donde |F> representa el mar de Fermi con todos los estados llenos hastak, y g(k) es la amplitud de

probabilidad de encontrar un par de electrones con vectores de onda k y —k.
Como los electrones obedecen la estadistica de Fermi, los operadores de creacion y aniquilacion
definidos anteriormente obedecen las relaciones de anticonmutacion de los operadores fermidnicos
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A At A At AT oA
[cka,ck,a,l = Colior T CioCho = O Og.or
A A At At _
[cka,ckb, ]+ —[ ka,ck'a,l =0

donde o =T 6| indica el espin electronico. El operador de numero de particulas n,.,, esta definido como

: (2.31)

ﬁko‘ = 6E06k0 (232)

el cual tiene como eigenvalores uno cuando opera sobre un estado ocupado y cero cuando opera sobre
un estado vacio.

Para el caso de muchos pares Cooper, la funcién de onda propuesta por BCS [Bardeen,1957] es de la
forma

we)= [T (s +néié,)ld) (2.33)

k=k,, k),
donde |uk|2 +|vk|2 =1. Asi la probabilidad de que el estado de par (kT,—k) esté ocupado es |vk|2 yla
probabilidad de que este no se encuentre ocupado es |uk |2 =1- |vk|2

e Método variacional

Para determinar los coeficientes u, y v, se parte del siguiente hamiltoniano reducido

" _ A Af AT A A
H= z &N, + z Ve €aCl €116 5 (2.34)
k,o k.1
el cual incluye los términos decisivos para la superconductividad, aunque omite muchos otros términos

que involucran electrones no apareados. Dado que |;//G> de (2.33) no es un eigenestado del operador de

nimero N = Zﬁka , para mantener el nimero promedio de particulas se introduce un término —uN,
k,o

donde u es el potencial quimico. Minimizando el valor esperado de la suma obtenemos

§(ye|H—uN|w)=0. (2.35)
La inclusion de — ,u]\7 es matematicamente equivalente a tomar el cero de la energia de banda electronica

en u . Mas explicitamente tenemos

A

S(We| Do + 2 Vi 6 €4 W) =0, (2.36)
k.o k.1

donde &, =g, — i es la energia de una particula relativo al potencial quimico. Por simplicidad se toma

u, y v, como reales, entonces
. ~ B s
<V/G | H- lUN| l//G> - 22 S+ Z VathVii vy » (2.37)
k k.1
la cual se minimiza usando la constriccion u; +v; =1. Esta constriccion puede reescribirse como
u, =sinf, y v, =cosb, . (2.38)

Asi, el lado derecho de la ecuacion (2.37) se puede escribir como
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> & (1+cos 245?,‘)%21/,(l sin(26, )sin(26)). (2.39)
k.1

k

Por lo tanto,

%(WG H—-uN|ys)=0=-2¢&in(26,)+ YV, cos(26,)sin(26,), (2.40)
k 1
es decir,
V., sin(26
tan(26, ) = M . (2.41)
28,
Definimos las cantidades
1 .
A== Vi, = ‘52 v, sin(26) (2.42)
1 1
y
E =(Ay+&). (2.43)
la ecuacion (2.41) se vuelve
tan(26,) = - A, /&, . (2.44)
Ademas, 2u, v, =sin(26,) =A, /E, (2.45)
y vi —u. =cos(26,) =&, JE, . (2.46)

Los signos para el seno y el coseno en las ecuaciones anteriores se eligen tal que el nimero de ocupacion
v; — 0 cuando & —> . Sustituyendo (2.45) en (2.42), se obtiene la condicion de autoconsistencia para

evaluar A, dada por
A, :—%Z%Vkl =_%Z(A3+A—;65)WV"" (2.47)
Notese primero la solucion trivial A, =0, de las ecuaciones (2.45) y (2.46) se tienen v, =1 para
& <0y v, =0 parag >0. La funcién de onda asociada a dicha solucién trivial es solamente un
determinante de Slater con todos los estados ocupados hasta &, que corresponde al mar de Fermi normal
a T =0. Pero esperamos una solucion no trivial con menor energia si ¥, es negativo. Retomando el
modelo simplificado para ¥,, usado por Cooper (2.23),

V;{l:{_V’ Sl|§k| Y|§l|£h(’oc

, (2.48)
0, otros casos
donde V' es una constante positiva. Sustituyendo (2.48) en (2.47) encontramos que para |§k| > ho, se

tiene A, =0 ya que V=0, mientras que para |§k| < ho, tenemos A, = A puesto que el lado derecho de
la ecuacion (2.47) no tiene dependencia en k. En resumen,

A _{A, si|& | < ho,

= : 2.49
0, si|&|>no, 24
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Al sustituir (2.49) en (2.47) se obtiene la condicion de autoconsistencia dada por
14 1
I=—) —. 2.50
2T (2.50)

Al reescribir (2.50) cambiando la suma por una integral desde —7iw, hasta 7w, e introduciendo la

densidad de estados N(&, ) = N(0), se obtiene

! ~ J‘hwc va = arcsinh ho, . (2.51)
N©O)V <o (A2+.§2) A
En el limite de acoplamiento débil N(0) V< 1, se tiene
oo ~ 2hw e MO (2.52)

A= €
sinh {1/[N(0)V ]}
Ahora calcularemos los coeficientes u, y v, que especifican la funcién de onda BCS éptima. De la
ecuacion (2.46) y la condicion de normalizacién u;, +v; =1 encontramos los numeros de ocupacion v;

y desocupacién u; que estan dados por

LY PO U P - PRI P
vk—z(l EJ 2[1 m}yuk -} 2[1+EJ. (2.53)

Cabe mencionar que 2Zk |v,/' =N como se demuestra en la ecuacién (3.16) del libro [Tinkham,1996].

En la Figura 2.1 se muestra una grafica de v; . Notemos que v; tiende a uno por debajo de la energia de

Fermi y a cero al pasarlo, asi como la funcion de distribucion de Fermi para metales a temperaturas
finitas.

viatT=0
———— Fermi function at T,

kT.
1 ] | ]
-hw. -A 0 A . Evr=€xr—u

Figura. 2.1 Grafica del factor de ocupaciéon de BCS (v;) versus la energia del electrén
medida desde el potencial quimico (). Para hacer los cortes en 7w, visibles, la grafica
se hizo con un superconductor de acoplamiento fuerte con N(0)V'=0.43. Para comparar, la
funcion de Fermi para el estado normal a 7. se muestra en la misma escala usando la
relacion de BCS A(0)=1.76k,T,. .

Con |Wc> determinada, ahora calcularemos su energia, para mostrar que ésta es necesariamente

menor que la del estado normal. De la ecuacion (2.37), usando (2.47), (2.50) y (2.53) se obtiene
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_ ). 5 [ 2
_ — _ 2k _ 2k 12k
<V/G |H /JN|1//G> ;[ék E, j"' 5 kZJI/I(lulVl 1+ E, 1 E.

zﬂa—z—f};y{%} He-glams-le g

(2.54)

k k k k V

Como el estado normal a 7 =0 es equivalente al estado BCS con A =0, entonces E, =|&, |. Asi que

(v, w,)= . 25, (2.55)

K |<kp
donde los términos con [k|>k,. son cero ya que E, =¢&, . Por lo tanto, la diferencia de energias es

(6,6, -F[a-8 |- - T 25- 3 (4-E ) 3 (a-4)-4- 3 og

k

2 2 AZ 2 AZ
kaF ( “ E, 1;:2 “E )V kaF “E )V

usando la simetria alrededor de la energia de Fermi, es decir que —&, con |k| <k, es igual a & con

(2.56)

|k| > k... En esta formula la suma expresa el cambio en la energia cinética, mientras que el término

A’ / V' es el cambio en la energia potencial. Tomando la aproximacion continua e integrando & desde

0 a hw, y usando la relacion de acoplamiento débil (2.52), la ecuacion (2.56) puede reescribirse como

<E>S—<E>”z2N(O)EIC(§—%2Jd§—A72=N(O)[ (5 NIE )+Aln(\/A2+§ +§)Tw—A72

A V

A+ (ho ) +1 2
O o, (0, -5 ) - A A0 ]A_

fio

c

2 2 ) R
~ NO) ] —(ho, ) ~| 2| - a2 P2 2 L AT LA L vy L a2 Ao 2P0 | A7
2| 7o, A |72\ o, v 2 NS

=N(0){—1A2+A2 ! }—A_2=[A_2_l (O)AZ}_%Z

2 2 5
—NO)| (o2 | 1= | 22| 1 [+ a2m] P2 A ] |24 2.57)
ho, A 4

2 NOW | v |V 2

En términos de la energia interna U(7) y anticipando que A(7) es dependiente de la temperatura

obtenemos como resultado final
U,(0)-U,(0)= —%N(O) AX(0), (2.58)

la cual es la energia de condensacion a T =0 que es por definicion igual a g, H;(0) / 2,donde H.(T)

es el campo magnético critico.
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2.4 Formalismo de Bogoliubov

En contraste con el método variacional en la seccion anterior, ahora resolveremos el hamiltoniano (2.34)
a través de la aproximacion de campo medio de pares definiendo el valor medio b, = <é_k iém> . De esta

forma los operadores de creacion y aniquilacioén de pares pueden reescribirse como

A

At At At * Ao AoA
elhel o =bi+ (el —b) y ¢, 6 =b (¢, 6—b), (2.59)

donde la cantidad entre paréntesis es la fluctuacion de la densidad de pares respecto a su valor medio y
se supone que es pequeio. Por lo que dentro de la aproximacion a primer orden se consideran inicamente
los términos lineales de dicha fluctuacion y el hamiltoniano (2.34) se convierte

H Z gkckacka' + z I/kl b + (ézTéT blj )] [bl + (é,wéﬂ* - bl)]

—ngckocka +Z [beb, + by (¢ 6n —b) +(0ne" | —bb +(ElrT | =B 16 —D)]
. (2.60)
~Z€kckackg +2Vk, bib, +bi (¢, 6n —b)+ (5" —b)b ]

= ngckacko, +Z cmc kib +b.¢ ncn b.b,).

Notemos que el hamlltomano (2.60) no conserva el nimero de particulas y como antes, podemos manejar

esta situacion introduciendo el potencial quimico u para fijar el nimero de particulas promedio <N>.

Similar a la definicidn (2.42) para la brecha superconductora, definiremos

A== Vb == V(e uen)- 2.61)
1 1
En términos de A, el hamiltoniano (2.60) se puede reescribir como
H—-uN = Z ElrCo = D (A EET  + A G — DD - (2.62)
k

Este hamiltoniano puede dlagonahzarse analiticamente a través de una transformacion lineal de
Bogoliubov definiendo unos nuevos operadores fermionicos ( 7, ) como [Bogoliubov,1958]

At ~ N i
Gt =W dvo TV Y Col = VYo T ks (2.63)
. . 2 2 ’ A I s
donde los coeficientes u, y v, satisfacen [u, |"+ v, |"=1. Notese que y,, participa en la destruccion de
un electron con kT o creando uno con —ki ; en ambos casos, el efecto neto es para decrecer el momento

lineal del sistema por 7k y reduce S. por#/2. El operador 7/, tiene propiedades similares, entonces,

7., incrementa tanto el momento del sistema por 7k como el espin S. por 7/2.

Reescribimos el hamiltoniano (2.62) en términos de los operadores definidos en (2.63) obtenemos
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H—pN =3 & (6 +8',8 )= D2 (A ELE  + 808 G —AD)
X k
= Z S [(ukj}lio—i_ ViZ) Wy Vo + ij;li-l) + (N Fot ukj}lzl)(_vkj}lio—i_ U )]
k
- Z[Ak (ukj}li()-i_ VieZi) VPt ”kﬁl) +AL (_Vkﬂo"' U e ) Pro+ Vljlfl) —-Ab] (2.64)
k

— 2 2 AT AT A 2 * kA A At At
= 2 Gl =P PhoFuo+ PisFia) + 2 il + 200 F Fro+ 2104 PP
k
A v+ A v ) (PL ot P 7a— D+ (A = A7 ot (Aevi— A )P 78+ ALb;
+ Z[( Vit A ) (Fo Vot VaZia— D+ Ao = A )7 7ot Qv Adn) Vi Vot Aibi ]
k

Ahora, si escogemos u, y v, tal que los coeficientes de 7,7, Y 71,71, seanigual a cero, el hamiltoniano
(2.64) se diagonaliza, es decir, se lleva a una forma que contienen Uinicamente constantes mas términos
proporcionales a los niimeros de ocupacion 7, 7, , donde v =0,1. Los coeficientes de ambos términos

no deseados son ceros si
25 u v, +Avi—Au, =0. (2.65)

Cuando multiplicamos la ecuacion (2.65) por A, / u, y resolvemos la ecuacion cuadratica de A v, / u, ,

esta condicion se convierte a

*

ALy
Sk e IAF -5 = B4, (2.66)

k

donde hemos elegido el signo positivo de la raiz que corresponde a una solucion estable. Entonces,
utilizando (2.66) la condicion de normalizacion se puede reescribir como

(E|A_klz )2 — _’Vk’2§k; ftk . (26’7)

Resolviendo la ecuacion (2.67) se obtiene nuevamente las soluciones de BCS dadas por (2.53). A pesar

‘Vk‘zz 1- ‘uk‘zz 1- ‘Vk‘z

de que las fases de u, , v, y A, son individualmente arbitrarias, ellas se relacionan a través de (2.66) ya

que ALv, /u, es real. Asi se eligen sin pérdida de generalidad que «, , v, y A, sean reales.

¢ Energia de excitacion

Dados los valores de u, y v, de la ecuacion (2.53) o (2.67), el hamiltoniano (2.64) se reduce a
H-uN = ;[fk —E +AB ]+;Ek( o Pkot Pt )] (2.68)
Usando las definiciones (2.63), la brecha superconductora (2.61) puede reescribirse como
A, = —Z V(08 + 0 7))@ 71 + 070 )
=2 alwi oo =WFP 4 T + v T ) (2:69)

:_sz1V1”:<_7;1T07>10+7;117;1T1 >:_szlvlul* <1_7>1-t)7;10 ~ P >>
1 1
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donde los términos 77 y 7,7, no contribuyen al valor promedio [Galvan,2013]. En ausencia de
cuasiparticulas 7, (fermiones de Bogoliubov) a 7 =0, la ecuacion (2.69) se reduce a (2.42) y en
consecuencia se llega a (2.52) para A(0) en términos de Aw, y N(0)V . Por lo tanto, los resultados de

BCS son confirmados por los obtenidos via la transformacion de Bogoliubov para 7 =0.

Asi en la ecuacion (2.68) la primera suma es una constante que difiere de la correspondiente suma
del estado normal a 7 =0 por exactamente la energia de condensacion encontrada anteriormente con
las ecuaciones (2.56) y (2.57). El segundo término da el incremento en la energia por encima del estado

base en término de los operadores de nimero 7, 7, para los fermiones de Bogoliubov. Entonces,

E =+J|AJ+& eslaenergia de los fermiones de Bogoliubov y A, es la brecha de energia o la energia
minima para romper el par.

e Temperaturas finitas

Dado que los operadores de Bogoliubov 7/, y 7/ obedecen las reglas de conmutacién fermionicas,

estas cuasiparticulas cumplen con la estadistica de Fermi-Dirac dada por

S(E) = (2.70)

ﬂEk +1°
donde B=1/k,T. Como E, =.[|A[+& >0, f(E,) tiende a cero cuando T=0 para toda K,

incluyendol|k|< k.. En general, el valor esperado de los operadores de Bogoliubov satisface
[Galvan,2013]

(1= FloFuo =Pt )=1-21(E,). (2.71)

Asi utilizando (2.45) y (2.71) la ecuacion (2.69) se reescribe como

A, = ZVklvlul[l 2f(E)]= ZVklv,ul( 2 j

e’ +1
AE eﬂEl/2 _ e—ﬂEl/2
= —Zl: Vklvlul ﬁEl 1 Z Vklvl m (2.72)

E,
ZVH"]“] tanh( j ZVH tan h[ﬂz j
Para el caso V,, =V, tenemos A, =A y la condicion de autocon51stencia es

1 3 tanh (SE, /2)

: 2.73
v o4 2E, (73)

donde E, =+/A’+&] ylasuma sobre k esté restringida por la ecuacion (2.48). La ecuacion (2.73) puede

utilizarse para determinar la brecha superconductora A(7") y la temperatura critica (7. ) cuando A=0.

e Determinacion de la temperatura critica
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La forma de encontrar 7. es remplazando E, con | | en (2.73) y resolver dicha ecuacion. Al cambiar
la suma por una integral, considerando la simetria de |&, | alrededor del nivel de Fermi, la condicion de

autoconsistencia es

L Im«»/z tanh(x) , (2.74)
NOoy o x
Al evaluar esta integral uno obtiene [Mathematics,2011]
J-Oﬂchmc/z tanh(x) dx =In(ABho,), (2.75)
x

donde A=2¢" /ﬂzl.l?’ con la constante de Euler y =0.577---. En consecuencia, a partir de las

ecuaciones (2.74) y (2.75) despejamos 3. con lo que obtenemos

1

k,T. =B ~1.13h0.e VO . (2.76)
Realizando el cociente entre las ecuaciones (2.52) y (2.76) se tiene
&zizl.%% (2.77)
k, . 1.13

y encontramos una relacion entre la brecha de energia a 7' =0 y la temperatura critica para el caso de
interacciones débiles.

e Dependencia de la brecha con la temperatura

A partir de la ecuacion (2.73) se tiene

tanh(BE + A’ /2) e, (2.78)

L _ J~hw
NOV T A

y se calcular A(T') de forma numérica. Para superconductores de acoplamiento débil, A(T')/A(0) es una

funcion de T/T, que decrece de forma mondtona como muestra la Figura 2.2.

1
A(T)
O A(0) = 1.76kT.,
] | | ]
0 02 04 06 08 10
T
T.

Figura 2.2 Dependencia de la brecha de energia A(7) respecto a la
temperatura (7) en la teoria BCS. [Tinkham,1996]
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Cercade T =0, la variacion con la temperatura es lenta ya que la tangente hiperbolica tiende a uno y no
se ve fuertemente afectada por 7. En contraste, cercade 7,, A(T) tiende a cero aproximadamente como

AD 74 - L (2.79)
A(0) T

c

La variacion del parametro A a través de la raiz de (7, —7) es una de las caracteristicas de la

aproximacion de campo medio.

2.5 Ecuaciones de Bogoliubov-de Gennes

Dado que la teoria de BCS se desarrolla en el espacio de momentos, el formalismo de Bogoliubov-de
Gennes (BdG) traslada el problema al espacio real y se establecen nuevas ecuaciones fundamentales de
la superconductividad similares a (2.73).

Realizando una transformacion de Fourier a los operadores de creacion y aniquilacion se tienen
_ ikr A AT ik-r "1
—Ze b Y € Ze Coo > (2.80)
k

donde los nuevos operadores en el espacio real satisfacen las reglas de anticonmutacion fermionicas. Asi
el hamiltoniano de BCS (2.34) se puede reescribir como [Gennes,1999]

H=H,+H, (2.81)
donde
A (p—eA) R
H, = C +U,(r) |c. dr, 2.82
0 J; ro’( 2m O( ) ro ( )
y
H, = ——Vj z ehéte ¢ dr, (2.83)

siendo U,(r) un potencial externo del hamiltoniano electronico que puede depender de la posicion de
los iones y Vel potencial de interaccion electron-electron. Definiendo
Hy—puN =3 el H 2, dr (2.84)
con
H (r) :%(—ihv —eA) +U, (1)~ u, (2.85)
m

y remplazando la interaccion V¢ &' ¢ ¢ por un potencial promedio que actia sobre una sola

ro “ro' “ro' “ro

particula podemos dar un hamiltoniano efectivo de la forma [Galvan,2013]

Ier[c Hg,, +U(r)é mAm]

+Idr A (r)ehel, +A (r)cwcrd,

(2.86)

donde
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U(r)z—V<éj >_ V<”lér¢>
A(r) = —V<ér¢cﬁ> = V<chcr¢>.

Desarrollando los valores esperados de los operadores de creacion y aniquilacion uno puede encontrar

<é:TérT>:Z|:ua(r) v (r)‘z(l—fa)}

(2.87)

(2.88)
< rl«ch> Z” )(1-21,).
donde
1

= 2.89
“ l+exp(E,/kyT) (2.89)

es la distribucion de Fermi-Dirac. Por lo tanto, (2.87) se puede reescribir como

a 2 2
=—Vz[u <r>\ bl -1,

(2.90)

VZu )(1-21,).

Para diagonalizar el hamiltoniano (2.86) se realiza una transformacién anéloga a (2.63) de la forma

=2 [“a(r)f 2 VIO7 ;J
- A A (2.91)
=2, [“a(r)V L HVIO7 ]

a

con lo que (2.86) se convierte a

Hy =E,+ Y E 7Ty (2.92)

donde E, es la energia del estado base de H,, y E, es la energia de excitacion a. Esta condicion de

diagonalizacion es equivalente a

[I:Ief ’;/aa] :_Ea };aa (2 93)
[ﬁgﬁ”yla]zEa};ZJ .

Las ecuaciones (2.93) determinan las funciones u“ y v* en (2.91). Para encontrar explicitamente las

ecuaciones de u“ y v, calculamos el conmutador [¢,_, eff] usando (2.86) y obtenemos

(6.4, H,, 1=[H, +U(1)]é.. +A(r)é!
0 off 0 N (2.94)

[6,,.H,1=[H, +U®)]e,, —A"(r)e,

Al sustituir (2.91) y (2.93) en (2.94), sus lados izquierdos quedan como
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(6.0, H 1= ()7 2 v (070 ), H oy 1= D u (O 0 H 1= VO H L, ]

= Zua(r)E(Z};gT + Zva*(r)Ea];Zl,

(6.1 )= [g(u“(rm V7). H ] = ;u“(rnmﬁeﬁ] + ;va*mw;ﬁeﬁ] =
=D u“(0E,7,, ~ Y vV (OE,7:
mientras que los 1adzs derechos puec:en reescribirse como
[H, +U(r),, +Ar)é!,
=[4, +U(r)]§[u“(rmT vl |+ A(r)@[m*(x-)ﬁ;i V07,4 ]
= 2 O, + U@+ (AR} 7,2 + 2 (AR -V (A, + U]} 7,
(A, + lj(r)]ér LA )E ) (2:50)
=[4, +U(r>]§[u“(r>m +v ()7 ] —A*(r)@[ﬂ*(r)f; —v ()7, ]
= 2w O, + U@+ A (0 )} 7, + D {H, + U@ () - A" Ou(10)} 7.
Igualando (2.95) ; (2.96) obtenemos )
2 (" (O E, ~u" (O H + U] - ()A®D)] ) VOB, ~u” (0A®) +v OH + UMD} 71, =0
> {u O E,~u 0 H+U )] =A@V (0} 7, =2 v (0B, +[H A+ U@ (1) = A (0 (1)} 71, =0 =
P(:)r lo tanto, de (2.97) se obtienen las ecuacionc:s de BdG dadas por
[1&6 + U(r)]u”’(r) +A()V(r) = Eu’(r)
(2.98)

AT(r)u”(r) - [H + U(r)}v"(r) = E (1),

las cuales se pueden escribir en forma matricial de eigenvalores como

(u” HA+U A @ «
Q(ug(r)j _[AxU®  A@ [uam] _E (uam} 2.99)
vi(r) A'(r)y -H-U(r))\v'(r) vi(r)
De esta forma utilizando las ecuaciones (2.87) y (2.99) encontramos una relacion de autoconsistencia

donde proponemos una solucion inicial (u‘”(r), v"’(r)) y calculamos los parametros U(r) y A(r) através

de (2.90). Asi usando las ecuaciones de BdG (2.99) se encuentra una nueva solucion de (u“(r),v"’(r)).

El proceso se repite hasta cumplir algun pardmetro de convergencia predeterminado para la solucion.
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Capitulo 3 Superconductividad en Nanotubos y
Nanoalambres

En los capitulos anteriores hemos realizado un repaso de los modelos tanto fenomenoldgicos como
cuanticos de la superconductividad. En este capitulo se aplicara el método de Bogoliubov-de Gennes al
hamiltoniano de Hubbard atractivo que se introducira en la siguiente seccion.

3.1 Modelo de Hubbard atractivo

En 1963, John Hubbard desarrolld6 un modelo para las correlaciones electronicas en sdlidos, cuyo
hamiltoniano en lenguaje de segunda cuantizacion puede deducirse a partir de [Hubbard,1963]

H= ngckgcka 3 Z D kK, [1/r|KKYYE A G G (3.1)

kk,kik) 0,0,

donde la suma de k se realiza sobre la primera zona de Brillouin y

<12

siendo y, la funcion de Bloch con energia ¢, . El primer término de (3.1) representa la estructura de

2 ¢ Wi, O Oy (), ()
2> =e I

r

drdr’, (3.2)

bandas de un solo electron, mientras que el segundo es la energia de interaccion entre electrones.

Introduciendo las funciones de Wannier para un s6lido de Ny atomos dadas por
1 —ik-R;
pr-R)=—=) e "y (r), (3.3)
J [ Ns ; k
y las funciones de Bloch pueden escribirse como
v (1) = —h ¢“Vg(r-R)) (3.4)
k /o .

donde la suma se realiza sobre todas las posiciones Rj. de los atomos. De la misma forma, los operadores

de creacion y aniquilacion en el espacio reciproco se relacionan con los operadores en el espacio real
como

—ik- R
C

Coo = e e Y cka 3.5)
J—Z \/—Z

Sustituyendo (3.4) y (3.5) en (3.1) el hamiltoniano se puede reescribir como

I:Izzzt./»l clO'+ Z Z<]k|1/r|lm> /o’ckazclo cmo’, s (36)

jl o jklm 010,

donde
ty = LZ g (3.7)
Ny 5
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(k| Yr|im)=<* ] PUR)HE-R)FERIGETR) 4 (3.8)

[r—r'|

Notese que la ecuacion (3.8) representa los coeficientes de interaccion entre electrones, cuyo término
dominante en (3.6) es la integral < jj|1/ r| jj> que origina de la interaccion Coulombiana. Por otro lado,
considerando el apantallamiento electronico e interacciones indirectas por el intercambio de un fonén u

otros bosones, la interaccion electron-electron neta caracterizada por el parametro U puede resultar
negativa, es decir, un hamiltoniano atractivo dado por

H= ZZtu 1;]0+U2nj0 o 3.9)
Jj o
donde 7, , = I¢*(r —Rj)1:1¢(r —R,)dr es la integral de salto entre sitios j y j', los cuales en esta tesis

son vecinos mas cercanos. El hamiltoniano (3.9) serd el punto de partida para el estudio de la
superconductividad en nanoalambres y nanotubos.

3.2 Bogoliubov-de Gennes en el espacio combinado

Consideremos nanoalambres y nanotubos de longitud infinita y secciones transversales de pocos 4tomos,
por lo que resulta conveniente trabajar en el espacio reciproco a lo largo de la direccion Z y en el espacio
real para el plano XY. Para este proposito reescribiremos las ecuaciones de BdG basado en el
hamiltoniano de Hubbard atractivo con el fin de calcular los parametros superconductores mas
importantes tales como la brecha superconductora y la temperatura critica.

e Ecuaciones de BdG para el modelo de Hubbard

Aplicando la aproximacion de campo medio de pares al hamiltoniano (3.9) , incluyendo el operador
de numero (]\7 ) y el potencial quimico (x) dado que el numero de pares no es fijo, obtenemos
[Galvan,2013]

H-uN=H,+H, +H, (3.10)
donde
H ZZtucmcjd yH ——,chjU Cioo (3.11)
// e
Hy mUY[=ALA, + A8 ¢cm+AﬂchéjJ (3.12)
J
siendo
Ay=(e,80)==(¢.6,) v Ay=(ele,)==(ce). (3.13)

Dentro del formalismo de BdG los operadores de creacion y aniquilacién pueden escribirse de la
forma

0!*"1' AT ax AT a n
Cia —Z(” Var =V Vau) Cin =2 W7+ =VF, )
o

. R i . R (3.14)
¢,y = Z(”./ Vud ¥V; 701,T) c;; = Z(”;Z 7;¢ +ViV41)
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donde a es el nimero cuantico de las excitaciones con las que se diagonalizara el hamiltoniano (3.10).

Utilizando (3.14) y las reglas de conmutacion fermidnicas de }?; Ly 7?]& , podemos expresar los productos

de operadores como
AT A * AT —_ oy "'A — Tx At
C/ o~ j,o Z(u;” ya,o‘ +V77/a,—0')z (ujl' ya',a +vj!' 7/;’,—0)
_Z(ua*uayaﬁya U+u V 7/110']/(1 O'+Vu 7/(1 O'J/a0'+vava*};a Uj/a*U) (3'15)

_ a*, o a..a'* a.a's At a's A
Z(U U yaa]/aa_kvjvj' 50:, —VV 7/0:—07/0: a+u V 7/0:0'7/0: O_+V1/l 7/0: 0'7/0:0')

AA _ asn — axnt a'p a'x At
CyoCro =20 TV T, )Z W5 7o TV Vo)
~ ~

=Z(M u yaaya —c 7/a07/a 0_+V u 7/0( 0'70( —o'_ng‘[*vj‘i’*j};—o'j};,a') (316)

a'x AT

_ a_a'* —a st — a* a ot I
_Z(iujvj’ é‘ac,m"i_ujvj’ ya',a'}/a,a'i_vj uj'ya,—a'ya’,—a'_v V 7/0( 07a0+u M 7/050'705 —a-)
a,a

donde el signo superior corresponde a o=" y el inferior a o=4 . Sustituyendo (3.15) y (3.16) en (3.10)

podemos reescribir nuestro hamiltoniano como

o a* a*, a' AT A L a'x AT A o a'* AT AT @ a' A A
H th / 2V + Z(uj uj' ya,'T}/a’,T Vj VJ" ya',l«ya,l« uj Vj' ya,Tya’,i V(I' ij ]/a,l«]/a’,T)
s a,a

+Z( ax. a' At » _L,aak st s + ax_a'x ~t At + a a'n A )] (317)
Uy Up Vo lVar L TViVi VarVar YU Vi Vo iV gt TV Ui VotV ol
a,a
_ a_ ax ax a' At A _anet st o _er ak st st aal s A
== 2V D U P T s VIV T D UV TP VU PP h)
J a,a'
+Z( a*, a'~At» _aakst o + ax_a'* st A +? a' s ~ )] (318)
U Uj Y u sV A TViVi YarZat YUV Vo iV d TV U YtV o)
a,a
a. a* a'* At AT o' ~
H UZ{ NN+ N [—uvT ;/ ¢}/ Y “uf }/M}/ 2TV Ve }/M}/ Jtufu M;/a,ﬁ]
(3.19)

aa’

A LUV uTVETL T+ V/a”ft?; vt Tt VIV P Py + U7
Utilizando (3.17), (3.18) y (3.19), podemos escribir de forma explicita el hamiltoniano (3.10) como
H-uN=E+H,+H =E,+H,+H,+H,, (3.20)
donde E,, H, y H, son la parte constante, diagonal y no diagonal dadas por

Ey=22 1, v,—2y2v UZ[A A +ZA“ ufv 7*+ZA ul"v } (3.21)

Jsi'e

H, => Zt“(u“*u”‘,—v“ )= ,uZ(u Ul =V 7t T
o (3.22)

+U2 (A// ?* a+A//V/ '*);70:,0'};0:,0'

a,0,j
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1T_Z{ Ztu(ua* a* uy a*)+ﬂz(“a* o uj” a*)} aTyal

@ (3.23)
+UZ[ i 7* a*_A//V(/Z* a*]%zﬁya',i

a,a,j

w—Z[ Zt”(v u +v”’u”‘)+,u2(v u +v“u“)} (”}70!,,T

(o4

+U Z [Ajjujg'(uja AJJVJ V] ]7a,¢7a',T'

a,a',j

(3.24)

Como hemos visto en la seccion 2.4, el proposito de hacer esta transformacion es para diagonalizar
el hamiltoniano (3.10) obteniendo una ecuacion como (2.92). Asi que los coeficientes de los términos

At A ., , . ., .
VooVao d€laecuacion (3.22) corresponden a las energias de excitacion E, que son eigenvalores de las

(e ) )
v* A —-H )| v v*

donde los elementos de las matrices son

ecuaciones de BdG dadas por

Hj,j:_:u y Hj’j:_;ua (3.26)
H,,=t, yH =t (3.27)
A, —UA“§“. (3.28)

En la ecuacion (3.27) los atomos j y j' son vecinos mas cercanos. Cabe sefalar que el operador de

Q*:[H (A*)TJ{I? A*jzfz, (3.29)
AT —HH") (A -H

donde H es hermitiano y A es una matriz diagonal debido a la ecuacion (3.28). Por lo tanto, £, e R .

BdG (f)) es hermitiano, ya que

Al sustituir las trasformaciones de BdG (3.14) en las ecuaciones (3.13) y sacar el valor esperado, se
pueden obtener nuevas ecuaciones autoconsistentes dadas por [Gennes,1999]

. :——Z(uav”’*+u“ “*)tanh(kETJ, (3.30)

B

cuyos elementos diagonales son proporcionales a la brecha superconductora local (A ).

e Formalismo de Superceldas

Para nanoalambres y nanotubos cuyas secciones transversales en XY son invariantes en la direccion
Z, se puede introducir el concepto de supercelda que contiene los atomos en el plano XY, en otras
palabras, dicha supercelda tiene condiciones a la frontera periddicas en la direccion Z. Entonces el
hamiltoniano que se encuentra en la ecuacion (3.25) puede escribirse como
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H(l,z),(l,z') txyIz 0
H _ txyIz H(2,z),(2,z') 0 3 31
Gy : : . ) (3.31)
0 0 H(ny 22Ny 2"

donde las coordenadas del sitio j se reescriben como (/,z) con /=1,2,---,N_ 'y z=L12,---,N,, siendo
N_ el nimero de atomos en la supercelda 'y N, es el nimero de planos considerados explicitamente
cuyos extremos se relacionan a través de la condicion a la frontera ciclica, z,, es el pardmetro de salto

en el plano XY, las matrices ¢, 1. aparecen cuando los sitios son vecinos mas cercanos,

& 0

— tz g - 0

Hoon=l 7 . . . (3.32)
0 0 - &

es el hamiltoniano de una cadena lineal en la direccion Z asociada al sitio / en la supercelda, £ =—u es
la autoenergia de los sitios en la cadena como muestra en (3.26) y ¢, es el parametro de salto entre sitios
en la direccion Z.

En general, los vectores u” y v“ en la ecuacion (3.25) estan en el espacio real, cuyos componentes
son respectivamente ;. y v/ . En el formalismo de superceldas, dichos componentes pueden

reescribirse usando la transformacion de Fourier como

Ukz,z (u;z)

ik za

a a
u = (ll )
1,z ! k 2

, (3.33)
ikzzavlli!z P (V;Z )kz= I_sz 2 (V;Z )z

uf’(kz>=ﬁ§e
v;”(kz>=ﬁ§e

donde el indice / representa el /-ésimo 4tomo en la supercelda y la matriz de transformaciéon U, . tiene
los elementos (m,z) dados por [Sutton,1994]
1 i2rmz

\/E exp N,

donde m=0,1,2,---,(N,—1) que determina el vector de onda en la primera zona de Brillouin

(3.34)

k.=2zm/(N,a) y z=1,2,---,N, es el contador de los sitios para la cadena lineal en la direccion Z. En

consecuencia, la matriz de la ecuacion (3.25) se transforma como
(U DJ Hi oo Aeoes |(UT 0 _ H,, (k) A, (k) (3.39)
0 U)(Apisn Hinesn L0 U (ALk) -H, (k)
donde A, ,(k,)=A, 6, siendo A, la brecha superconductora de los sitos de la /-€sima cadena en la

nanoestructura, H, ,(k.)=UH U’ siendo

l,2),(I',z")
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0 U, . - 0
U= S ) (3.36)
0 0 U, .
la matriz de transformacion que contiene N, x N, matrices,y A, ,(k.) = UA(,,Z),(,,Z,)UT =Ay.) .- €S UNA
matriz diagonal de las brechas superconductoras A, dada por
AL 0 - 0
0 AL - 0
Aioyirzy = ) (3.37)
0 0 - A, L

Xy
cuyos elementos se transforman como U, - (A1)U! .=A]I . Asi, en el formalismo de superceldas la

ecuacion (3.25) para nanoalambres y nanotubos orientados en la direccion Z se puede reescribir como

Mk N (H,,(k, A, acp o
Q ula( z) — Z l,l*( ) *l,l ula( z) — Ea(kz) ula( Z)J (3.38)
vl' (kz) I'=1 Al,l' _Hl,l, (kz) vl' (kz) Vl (kz)
donde Q es el operador de las ecuaciones de BdG, H Y A, son elementos de matrices de tamafo

N,xN,, . Por otro lado, de la ecuacion (3.30) se tiene

1 - . E,
_Z elkz(z—z a (1 o Z) Z(Zetk zaulazze ik, zavlaz +Ze ik, zaulaz Zetk zav[ozz)tanh (3 39)
NZ z,z' k. 2NZ z z' kB
Usando la transformacion (3.33), la ecuacion (3.39) puede reescribirse como
1 a a* a ax Ea
Z §z,z'A(l,z),(l',z') = Z A(/,z),(/',z) = _E ZA: [”,— (k.) Vi (k.)+ uj’(_kz ) Vi (—k.)]tanh ( A Tj . (3.40)
z,z z a,k. B

Dado que las estructuras consideradas en esta tesis tienen simetria traslacional en la direccion Z, entonces

Agoyon=Ny Yy ui(=k )V (=k,) =ul(k,)v{ (k,) , por lo que (3.40) se convierte en

1 a ax a a* Ea
Z A(/,z),(/',z) =N, A, = _E Zk: [uj (k.) Vi (k. )+ ”.,-'(kz ) Vi (k.)]tanh ( A Tj . (3.41)

B

z

Empleando (3.28), la ecuacion (3.41) se reescribe como

__L a ax a ( )
A= N, 5;,;;}[% (kv (k) +uy (k,)v" (k)] tan h( KT ] (3.42)

donde la suma de k_ se realiza en la primera zona de Brillouin y la suma de « sobre el nimero de

atomos en la celda.
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3.3 Brecha superconductora en nanotubos

En esta seccion estudiaremos la superconductividad en nanotubos de red cuadrada y hexagonal a través
de una transformacion unitaria, la cual reduce las ecuaciones de BdG (3.38) a un conjunto de ecuaciones
BCS independientes. A continuacion, discutiremos en detalle este procedimiento.

Existe una trasformacion unitaria (U) que diagonaliza el hamiltoniano (3.11), es decir,

g (k) 0 0 0
0 &(k,) . 0 0
H(k)=UH((k)U=| : RIE Co, (3.43)
0 0 ey (k) 0
0 0 0 ey(k)
donde U'U=1y
Cii Cya
u-| 1o, (3.44)
G Cy.v
N
cuyos coeficientes ¢, ; cumplen que Z] C,; |* =1 y satisfacen la ecuacion
j=1
ca,l ca,l
H(k)| : |=¢,(k)| : | (3.45)
ca,N ca,N
Definimos la matriz de transformacion
U o0
W = , (3.46)
0 U
la cual transforma Q a
~ U™ 0 \(H(k A Uu o
Q(k.)=W'Q(k. )W = (k.)
0 U’ A -H(k)))\0 U
(3.47)

(UH()U  UAU ) (H(k) A

_( U'AU —U*H(kz)UJ _( A I:I(kz)j’
dado que en un nanotubo de una sola capa con N 4dtomos iguales en su seccion transversal, sus brechas
superconductoras locales (A,) son las mismas por simetria, A,= A, entonces

L0 0 0
0 . .. 0 0

A=[ 1 A T |=AT (3.48)
0 0 0
0 0 0 A,
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siendo I la matriz identidad.

De esta forma, los indices de la matriz fZ(kz) pueden reorganizarse en forma de bloques quedandose

como
g (k) 0 0 0
0 g, (k) 0 0
Qk)=| - :
0 0 ey a(k) 0
0 0 0 ey (k)
donde
ga(kz):(ea(kz) A j
A —¢,(k)
Al mismo tiempo, los vectores (u,v) de las ecuaciones de BAG se transforman como
N
ch,,‘”_/ (k)
=
i, (k.) w (k) ) | G Gy O 0 (k) v
10|y | e e 00w | | 2
4 (kz) Vi (kz) O O cls,l CI§N Vi (kz) z e v (k)
ﬁN (kz) Vy (kz) 0 - 0 Cyi Cy.y J\VN (kz) =
N
ZCN,,'V, (k.)
j=1
Entonces las ecuaciones de BdG (3.38) pueden reescribirse como
g(k) A 0 0 0 0 i (k) u,(k.)
A —g(k) 0 0 0 0 v (k) vy (k)
0 0 . . 0 0 0 : :
Q Q gk) A R - Lji(kz) _E.(k) tji(kz)
: : A —g(k) . 0 0 v.(k.) v.(k.)
0 0 B 0 0 : :
0 0 0 0 &k) A iy (k.) iy (k.)
0 0 00 A —g(k)) (k) vy (k)

Dado que el sistema se encuentra desacoplado la energia E_(k_ ) de cada bloque es

E,(k)=+JA* +&,(k,)

y las componentes de los vectores (1, V) son

it (k.) =

E,(k)+e, (k)

A HE, (k) + &, (k)T
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v, (k)= :
A +[E, (k) + &, (k)T

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)



Sustituyendo los resultados de (3.53) y (3.54) en (3.42) obtenemos

Ju| e E, (k) |U| B AE, (k) +e&, (k)] E, (k)
"N, NkZ;u (k" (k. tanh 2k, T ;Z‘ X [E, (k) va, GO L 2k,

_ Y] 3 ANE, (k) +E, (k) -] tanh(Ea(kz)j

_NNkza:1A2+E k)+AE, (k) —AT 2k,T
z [£,(k.) (k)" =A7] 8 555
U &YX AlE (k.))++E (k) —
||ZZ [E, (k) ++E, (k. ]th(E(k)j
N, N T 2E, (k) +2E (kW E, (k)" — A 2k, T
IUI ZZ NEACS)
o 2E, (k) 2k,T |
Al tomar el limite continuo de la suma en k,, obtenemos una ecuacion tipo BCS dada por
U zla N
1=| |4 [y L anh| £ )dk (3.56)
27Z-N —zja =1 2Ea(kz) 2k T

A través de la ecuacion (3.56) calcularemos la brecha superconductora de nanotubos basados en red
cuadrada.

e Nanotubo basado en red cuadrada

En la Figura 3.1(a) se muestra el esquema de un nanotubo basado en red cuadrada de longitud infinita
con 18 atomos en su seccion transversal mostrada en el panel superior izquierdo, mientras que el panel
inferior se ilustra una vista lateral de una seccion del tubo infinito. El panel superior derecho es una vista
tridimensional de una seccién del mencionado nanotubo.

(a)

e 0.08 (b)
2999
° ? At
o @ 0.06
e o 2 004
- ¥ 0.04
o 0.03
3933399333333 33309 0.00 _0.02
DI IPDIPIPIIPDIIPDIPIIIIPIISRIPRIOI ' 0.01
[* B+ J* e By e Be Iy Be B Bye Rye Be Bye Bye B+ Ry« B¢ ) CRS i
9999999999999 99999 o, oo 0.00
-0-0-9-0-0-9-0-9-9-0-9-9-9-9-9-9-9 =
30D D DD DD DD D-D-D-D-D- DD : e o
8398898333383 3333388 = RVAN

Figura 3.1 (a) Representacion esquematica de los &tomos en un tubo de longitud infinita basado en red cuadrada
con seccion transversal de 18 4tomos (panel izquierdo superior) y (b) Brecha superconductora (A) versus el
potencial quimico (1) y la temperatura (T) para U =—|¢| en el tubo mostrado en (a).
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La Figura 3.1(b) presenta la variacion de la brecha superconductora local (A) de cualquier &tomo en
el nanotubo en funcion del potencial quimico (u) y la temperatura (T) para U =—|t|. Notese la existencia
de una brecha superconductora A =0.05914|¢| a x=T =0, la cual conduce a una temperatura critica
kyT.=0.03292|t|. Esta gran brecha superconductora se origina de la singularidad de van Hove
[Ashcroft,1976] en =0 de redes cuadradas con integral de salto a primeros vecinos como se muestra

en la Figura 3.2(a), donde la densidad de estados local (LDOS) del /-ésimo atomo se define como

7la
LDOS,(E) =—=" lim Im | <l|.| G dk (3.57)
277 10 i (E+im)I—-H(k)

donde I es la matriz identidad, 7 es la parte imaginaria de la energia que evita la divergencia en la
ecuacion (3.57) y H(k) es el hamiltoniano de amarre fuerte de la ecuacion (3.11).

bV

()soal

Figura 3.2 (a) Densidad de estados local (LDOS) y (b) Brecha superconductora local (A) ambas versus el
potencial quimico () y el perimetro de nanotubos como aquel mostrado en la Figura 3.1(a) con U=-]¢t|,

1 =107|¢| en (a) y temperatura T=0 en (b).

En la Figura 3.2 (a) y (b) se muestran respectivamente la densidad de estados local (LDOS) y la
brecha superconductora (A) como funciones del potencial quimico () y el perimetro de nanotubos
basados en red cuadrada como el que se muestra en la Figura 3.1(a), donde a es el parametro de red
cuadrada. Los resultados de la Figura 3.2 fueron obtenidos con U=—[t| y T =0. Se puede notar que la

posicion de los picos de A concuerda con la de los picos de la LDOS, por ejemplo, para los casos de
nanotubos con seccidn transversal de 3 (linea violeta) y 6 (linea magenta) atomos. Obsérvese también
que cuando el perimetro del nanotubo tiende a infinito se obtiene la LDOS de una red cuadrada. La teoria
de momentos nos da informacion parcial de la densidad de estados y en la Tabla 3.1 se presentan para
el tubo en la Figura 3.1(a) los resultados numéricos y analiticos de los momentos de la LDOS obtenidos
por

#"={" LDOS,(E) E"dE (3.58)
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Tabla 3.1 Momentos numeéricos vs analiticos de la LDOS en el tubo de la Figura 3.1(a)

Momentos 3 atomos 6 atomos 9 atomos 12 atomos 15 atomos
() Numérico  0.999837960 0.999837960 0.999838268 0.999838266 0.999837157
Analitico 1 1 1 1 1
) Numérico  0.000046958 |t|  2.3536x10"'7 |t 0.000000726 [t  7.2208x10"7 || 0.000002978 |t|
M " Analitico 0 0 0 0 0
@) Numérico 4.00111943 [t7  4.001119430 [t> 4.001128529 [t* 4.001128506 [t 4.001120536 |t]?
Analitico 4 [t 4 [t 4 |t)? 4 |t 4 |t
3) Numérico  1.99778960 |t 7.2830x10"7 [t}  0.000002046 |t?  4.7562x10'0 |t} 0.000021432 |t|*
M " Analitico 2 |tf 0 0 0 0
) Numérico  36.0332625 |t|* 36.0332625 |t|* 36.0335470 |t* 36.0335464 |t|*  36.0334894 |t*
Analitico 36 |t* 36 |t* 36 |t* 36 |t)* 36 |t*

En general, el n-ésimo momento de un espectro -en nuestro caso la LDOS del sitio /- estd dado por
p= j (E-H,)" LDOS(E)dE, (3.59)
donde H,, es la autoenergia de sitio /. Dado que los sistemas analizados en esta tesis contienen un solo

tipo de atomo, hemos considerado /,, =0, ya que la fisica es independiente de la posicién de energia

igual a cero. Por otro lado, la LDOS del sitio / se puede escribir como [Sutton,1993]
LDOS,(E) = ZEk S(E-E) (¥ ) (¥ |1), (3.60)

donde H |‘Pk> =E, |‘Pk> y |l> es la funcion de Wannier en el sitio /. Sustituyendo (3.60) en (3.59)

obtenemos
=3 j S(E—-E)E-H,) (I|¥ (¥, |1)dE

= 2, (1) E = H) (|1 = ),

donde hemos utilizado la identidad H =3 |¥,)E,(¥,| La ecuacién (3.61) se conoce como el

(3.61)

n
1

teorema de momentos desarrollado en 1968 por Cyrot-Lackmann [Cyrot-Lackmann,1968], el cual
permite calcular los momentos de la LDOS a partir de la topologia alrededor del sitio / sin conocer el

espectro. Por ejemplo, 1”= <l|(I:I—H,,)°|Z> ly u= <l|(I:I—H,,)1|Z> <I|H|Z> H, =0. El segundo
momento puede calcularse contando todas las trayectorias posibles de dos pasos que regresen al sitio /
dentro del modelo de amarre fuerte con integrales de salto a vecinos mas cercanos, ya que

wO=(1|(H ~H,) )= {H=H)| ) (1(H-H|1). (3.62)

En otras palabras, el valor numérico del segundo momento coincide con el nimero de vecinos mas
cercanos al sitio /. Para el momento de n-ésimo orden debemos contar todas las trayectorias de n pasos
que regresen al sitio / [Sutton,1993].

Para el caso del tubo de la Figura 3.1(a) con 3 atomos en la seccion transversal, z”=2|¢|" ya que
existen dos trayectorias cerradas en la seccion transversal, en contraste de =0 en tubos de mayor

didmetro debido a la ausencia de trayectorias cerradas de 3 pasos. Para el cuarto momento existen tres
tipos de trayectorias como se muestran en la Figura 3.3 (a) que se visita 3 &tomos sin pasar por el atomo
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inicial, (b) donde se visita 3 &tomos pasando por el 4&tomo inicial en el segundo paso y (¢) las que visitan
4 atomos distintos. Para el caso del tubo con seccidn transversal de 3 atomos, se tienen 4x3 del tipo (a),
4x4 del tipo (b) y 4x2 del tipo (c), dando un total de 36 trayectorias distintas, es decir, la solucion

(

analitica del cuarto momento es g'Y=36]¢|*. Los resultados numéricos de la Tabla 3.1 se obtuvieron

tomando la parte imaginaria de la LDOS 1 =107¢].

(a) (b) (€)

O—Q O—Q L e S P—Q@—Q@—Q—9Q
2\1)3

O—Q O—Q O—Q O—Q O—Q @
111)4 1 3 1 3

O—Q O—Q Q—QP—4 : o O—Q 7 @

P—Q@——Q@——QP—Q Q@@= Q@—Q O—Q @

P—Q@——Q@—Q@—Q Q@@ O—Q @

Figura 3.3 Trayectorias del cuarto momento del tipo 3 sitios (a) sin y (b) con revisita del sitio inicial, asi como
del tipo (c) 4 sitios.

En la Figura 3.4 se muestra la variacion de la temperatura critica superconductora (7,.) como funcion
del diametro del nanotubo para el potencial quimico u=-4|¢| y £ =0. Obsérvese que la T. crece con

el didmetro para =0 y decrece para u =—4|¢|. En el limite D — o se espera que 7. tenga un valor

casi cero, ya que la DOS en u =—4|¢| es finita en contraste con la singularidad de van Hove.

10-1 %lllllllll||||||||||||||||||||||||l||||||||||||||||||||||lllllllllllllllllllllg
- 5
L E
= L i
>~ 100 .
10 - —o— p=-4ft R
;II||IIIIIIIII]IIIIIIIII]IIIIIlIIII]IIlIlIIIIIIIIIIIIIIIIlllllllllllllllllllll;

2 3 4 5 6 7 8 9 10

D/a

Figura 3.4 Temperatura critica superconductora (7,.) vs el didmetro (D) de nanotubos basados en
red cuadrada para el potencial quimico x =0 (cuadrados rojos) y u =—4|t| (circulos azules). El
recuadro izquierdo ilustra los nanotubos estudiados mientras que el recuadro derecho muestra la

densidad de estados (DOS) de un tubo de 20 4tomos en su seccién transversal con 7 =107|¢|.
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Para los estados superconductores existen una correlacion entre la brecha superconductora (A) a
temperatura 7 =0 y la temperatura critica (T.) donde sucede la transicion de fase superconductor-
normal sin campo magnético externo. Dentro de la teoria BCS, para interaccion electron-electrén débil
el cociente de dichas cantidades es A/(k,T,.) ~1.764 [Tinkham,1996]. En la Figura 3.5 se ilustra la

variacion de (a’-d’) A, (a”-d”) Tc y (a-d) A/(k,T,.) en funcidn del parametro de interaccion electron-
electron (U) para nanotubos de red cuadrada con potencial quimico =0, longitud infinita y seccion
transversal de (a-a”) 3, (b-b”) 4, (c-¢”) 5 y (d-d”) 6 atomos.

l T IIIIIII| T IIIIIII| T TTTITI IIIIIII| T IIIII|T| T TTTIm

20
19
1.8
1.7
1.6
1.5
14
13
1.2

1.1
20

1.9
1.8
1.7
16
1.5
1.4
1.3

AK,T,

AT,

(d")]
B i 01 1 ”10”“:{00
12 = U/ - U/ B
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Figura 3.5 (a-d) Cociente de (a’-d’) la brecha superconductora (A) y (a’-d”) la
temperatura critica (Tc) como funciones del parametro de interaccion electron-electron

(U) para nanotubos basados en red cuadrada con secciones transversales de (a-a”) 3, (b-
b”) 4, (c-¢”) 5y (d-d”) 6 atomos, una longitud infinita y potencial quimico ¢#=0.

Obsérvese que el valor del cociente A/(k,T,.)~1.76 cuando |U | < |t| en los cuatro casos analizados

de acuerdo con la teoria BCS para el acoplamiento débil [ Tinkham,1996]. Por otro lado, cuando |U | > |¢|
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en el régimen de acoplamiento fuerte, notamos un comportamiento asintotico de A/(k,T.)~2. A

continuacion, presentaremos un analisis perturbativo para el caso de la energia potencial mucho mayor
>>|¢|. Partiremos de la ecuacion (3.56) para nanotubos basados en

que la energia cinética, es decir,

red cuadradacon =0, T=0 y A>|¢| la cual puede escribirse como

_|Yla &7 dk._ |u]e & dk.
47N ZI/ Je (k) +a> 4rN ZI/ AJ(E (k)/A) +1

Ula &Pl _1&k) 36 k)
47rNA2I ! 2 A 8 A* dk..

a=l _z/a

(3.63)

Considerando la relacion de dispersion & (k) = 2t[cos (k,a)+cos (27ra/ N )] , donde a=1,---,N
representa a las cadenas independientes después de la transformacion unitaria (3.44), se tiene

U|a 2 287 7 2 7o o[ 27a
A= cos” (k.a)+2cos(k.a)cos| —— |+cos”| — | |dk
47er{a Azj[ ) ) LNJ (Nj ’

a=1 -n/a

cos’ (k,a)+4 cos’ (k.a)cos (2%) +6cos’ (k.a) cos’ (2%}

U 4 N #a
ju “Txa| 44 cos(k.a) cos’ (ﬂj +cos* [ﬂ}
N N

U N
. | |a 2z N Z 2t2 T + 2z cos’ [2&) 6t4 3z +6% co (2&) +2—ﬂcos4 (@J (3.64)
4zN | a A a N Alda  a N a N

U|a 2zN 2 [ﬂ'N ﬂNJ 6t* (37:N 7N 67rNj
~ 5 +— +6 +

47N| a A a A"\ 4a 2a 8a
|U| 20> 27t

_+_
2 A* 2A°

N
donde se utilizé la identidad Z cos (ZN(ZJ z (Zﬁaj = % para N >3. Por otro lado, la
a=1

ecuacion (3.56) para la temperatura critica (7. ) tomando A =0 tiene la forma

—_ |U|a S ”/a dkz [ kZ
_47Z'N;7‘!./a (k. tanh 24,7,

la 3
z|U|aij dk, ||k 1|6, k), 2 (|6, (K, 5‘
ar S8 k|| 2k, T 3\ 2k, T ) 15\ 2k,T,

Realizando las integrales, la ecuacion (3.65) puede reescribirse como

(3.65)
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Ula &, (k) (k)
kBTCzuz [ ak.|1- < S+ 4 ;
8N 12(k,T.)"  120(k,T,.)

a=l_z/a

Ula & ]2 2o 2 2
sz{—”— ! '[{cosz(kza)+2cos(kza)cos%+cosz%}dk

TN S| a Sk;Tczf

7la

s | cos’ (k.a)+4cos’ (k.a)cos 27 +cos*
M N Nk
44 2 2 z
15k, T /4| +6cos’ (k.a) cos’ _;\r]a +4cos(k.a) cos’ _]7\[/0!

Ula &[22 2 [n 27,27« 2t (37 &
~ Z ————-5| —+t—cos +——=| —+6—cos
8TNZ | a 3k;T;|la a N 15k, T | 4a a

Ula|2zN ¢ (22N 2t (3zN _zN 6xN
~ B + yy— +6 +
8TN| a  3k;T; 15k, T\ 4a 2a  8a

a

U| t 3
> et 4d |°
4 3k T 10k,T;
Abhora, dividiendo la ecuacion (3.64) por (3.66) se tiene

A 1-20/N 4271/ (2AY)
k,T. 1-1/GkiT?)+3t/ (10K, T

t2

z

, 2w 2w

2 4 27T
—+—cos —
N N

a

3t

262 27t £ 17¢*
2l l——+— || 1+ = :
A2 2A 3(k,T.)  90(k,T.)
2 £ 27t 2t 17¢*
a2 T PPV 2 4|
N 3(k, T 28 3A(k,T.) 90(k,T,)

2t 27t t? 3¢
2l l——+— || 1+ > = sl >+ 7
A 2A 3(k,T.)*  10(k,T.) 3(k,T.)*  10(k,T.)

(3.66)

} J (3.67)

Por lo tanto, A/(kT.)— 2 en el limite de |U/f| > o0, ya que A/|t|— o0 y por (3.64) y (3.66). Ademas,

dado que 2/ A* > 1/ (3k;T7), se tiene A/(k,T.)<2, es decir, el cociente se aproxima a 2 por la parte

inferior como se observa en las Figuras 3.5 (a-d).

e Nanotubos basados en red hexagonal

A continuacion analizaremos nanotubos basados en red hexagonal como se ilustra en la Figura 3.6(a)
para un nanotubo de tipo zigzag con longitud infinita, el cual se obtiene a partir de una hoja de red
hexagonal con 11 celdas unitarias de 4 atomos (ver Figura A.5) en la direccion armchair y un niimero

infinito de celdas en la direccion zigzag.
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Figura 3.6 (a) Dibujo esquematico de un nanotubo de tipo zigzag basado en red hexagonal y (b) Brecha
superconductora (A) vs el potencial quimico (p) y la temperatura (T) para U =—|¢| en el tubo mostrado en (a).
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En la Figura 3.6(b) se presenta la brecha superconductora (A) como funcion del potencial quimico
() y la temperatura (T) para el tubo de la Figura 3.6(a) con U=—|t|. Notese los dos méximos de

A=0.06366|t| en wu=%122|t] y T=0, los cuales conducen a una temperatura critica
kyT.=0.03524|¢|. Estos maximos se originan de las singularidades de van Hove del nanotubo tipo

zigzag con N =22, las cuales se aprecian en la Figura 3.7(a).
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Figura 3.7 (a) Densidad de estados local (LDOS) obtenida con 7 =107|¢| y (b) Brecha superconductora (A)

con U=—t| y T=0, ambas versus el potencial quimico (i) y el perimetro en unidad de aozx/ga/Z de

nanotubos tipo zigzag mostrados en la Figura 3.6(a), siendo a el parametro de red hexagonal.

En las Figuras 3.7 (a) y (b) se muestran respectivamente la densidad de estados local (LDOS) y la
brecha superconductora (A) como funciones del potencial quimico () y el perimetro de nanotubos tipo

zigzag ilustrados en la Figura 3.6(a), donde a0=\/§a/ 2 y a es el parametro de red hexagonal. La parte

imaginaria de energia en la Figura 3.7(a) es 7=107|¢|, mientras que la Figura 3.7(b) se obtuvo con un
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potencial atractivo electron-electron U =—|¢| a una temperatura 7 = 0. Obsérvese que la posicion de los

maximos de A en la Figura 3.7(b) coincide con la de los méximos de LDOS. Por ejemplo, para el
nanotubo tipo zigzag de 3 (linea violeta) celda unitaria de 4 atomos (ver Figura A.5) tenemos 6 maximos
tanto en LDOS como en A, mientras que para el caso de 4 (linea magenta) celdas unitarias se tienen 8
maximos. Ademas, cuando el perimetro del nanotubo tiende a infinito la LDOS tiende a la de una red
hexagonal infinita (Apéndice A).

En la Tabla 3.2 se presentan los resultados numéricos y analiticos de los momentos de la LDOS en el
tubo de la Figura 3.6(a) con perimetro de 3, 6, 9, 12 y 15 celdas unitarias de 4 atomos como se muestra
en la Figura A.S.

Tabla 3.2 Momentos numéricos vs analiticos de la LDOS en el tubo de la Figura 3.5(a)

Momentos 3 celdas 6 celdas 9 celdas 12 celdas 15 celdas
(0)_Numérico _ 0.999794645 0.999795147 0.999795149 0.999794495 0.999795150
M Analitico 1 1 1 1 1

(1 _Numérico  2.8938x10""7 | 1.3263x10°'° |t| 2.4245x 10 |f] 3.3072x107"7 |t 6.2759x 107 |
M Analitico 0 0 0 0 0

(2) _Numérico _3.00071558 |t} 3.00072550 [tP 3.00072553 [tP 3.00072404 [t 3.00072553 [tP
M Analitico 312 31t 31t 3P 3P
(3)_Numérico  1.6976x10"° |t} 1.3868x1076 [t 7.5032x10"7 [t} 5.3346x10"7 [t 5.2493x10"7 |t}
U Analitico 0 0 0 0 0
(4)_Numérico 150209413 ¢ 15.0211542 [t 15.0211545 [t 15.0211511 [t} 15.0211545 [t}
M Analitico 15 [t 15 [t 15 [t 15 [t* 15 [t

G)_
!

Para los tubos de la Figura 3.6(a) x’=0 debido a la ausencia de trayectorias cerradas de 3 pasos.

Para el cuarto momento existen solo dos tipos de trayectorias que son (a) que se visita 3 atomos sin pasar
por el atomo inicial y (b) donde se visita 3 4&tomos pasando por el dtomo inicial en el segundo paso
siguiendo la notacion de la Figura 3.3. Entonces nuestro tubo tiene 2x3 trayectorias del tipo (a) y 3x3
del tipo (b), dando un total de 15 trayectorias distintas, es decir, la solucion analitica del cuarto momento

es 1 P=15|¢[*. Los resultados numéricos de la Tabla 3.2 se obtuvieron usando una parte imaginaria de

energia 17 =107|¢|, con el fin de alcanzar resultados mas precisos de la LDOS.

En la Figura 3.8(a) se muestra el esquema de un nanotubo de tipo armchair construido a partir de una
hoja de red hexagonal con 6 celdas unitarias de 4 4tomos (ver Figura A.5) en la direccion zigzag y un
numero infinito de celdas en la direccion armchair. El panel superior derecho es una vista tridimensional
de una seccion del mencionado nanotubo. La Figura 3.8(b) presenta la brecha superconductora (A) en
funcién del potencial quimico () y la temperatura (T) para U=—|¢t| en el nanotubo mostrado en la
Figura 3.8(a). Obsérvese los dos maximos de la brecha superconductora A =0.06644|¢| en u=+1.01|¢|

y T =0, los cuales conducen a una temperatura critica k,7,.=0.0368|¢|. Estas grandes brechas

superconductoras se originan de las singularidades de van Hove de los nanotubos de tipo armchair.
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Figura 3.8 (a) Representacion esquematica de un nanotubo de tipo armchair basado en red hexagonal y (b)
Brecha superconductora (A) vs el potencial quimico (u) y la temperatura (T) para U =—|¢| en el tubo del (a).

En la Figura 3.9 (a) y (b) se muestran respectivamente la densidad de estados local (LDOS) y la
brecha superconductora (A) como funciones del potencial quimico (i) y el perimetro de nanotubos de
tipo armchair basados en red hexagonal como se muestra en la Figura 3.8(a), donde a es el parametro de
red cuadrada. La parte imaginaria de energia en la Figura 3.9(a) es 17 =107|¢| y la Figura 3.9(b) fue
obtenida con U=—|¢t| y T =0. Se puede notar que la posicion de los maximos de A en la Figura 3.9(b)
concuerda con la de los picos en la Figura 3.9(a). Por ejemplo, para el nanotubo con perimetro de 3 (linea

violeta) celdas unitarias de 4 &tomos (ver Figura A.5) tenemos 8§ maximos, mientras que para el nanotubo
de 6 (linea magenta) celdas unitarias se tienen 12 maximos. Ademas, cuando el perimetro del nanotubo

tiende a infinito se obtiene la LDOS de una red hexagonal infinita.

v

|

il
i
%UWM‘MQ

\ mj ”.

il
‘%&ﬂ.‘v}.‘.t}ﬁ’
il ‘

\);\\\-\

Figura 3.9 (a) Densidad de estados local (LDOS) calculada con 77 =107*|¢| y (b) Brecha superconductora local
(A) con U =—|¢t| y temperatura 7 =0 ,ambas versus el potencial quimico (i) y el perimetro de nanotubos tipo

armchair como el mostrado en la Figura 3.8(a).
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En la Tabla 3.3 se presentan los resultados numéricos y analiticos de los momentos de la LDOS para
el nanotubo tipo armchair de la Figura 3.8(a) con perimetros de 3, 6, 9, 12 y 15 celdas unitarias de 4
atomos como se muestra en la Figura A.5

Tabla 3.3 Momentos numéricos vs analiticos de la LDOS en el tubo de la Figura 3.7(a)

Momentos 3 celdas 6 celdas 9 celdas 12 celdas 15 celdas

(o) _Numérico _ 0.999795143 0.999795166 0.999795143 0.999795158 0.999795148
7 Analitico 1 1 1 1 1

(1) _Numérico  3.9553x10™"7 [{] 3.2958x107"7 |t] 5.1257x107"8 |t] 4.9074x107"° |t] 4.2715x107"7 ||
L " Analitico 0 0 0 0 0

() Numérico  3.000725433 [ 3.00072560 |t} 3.00072551 [t 3.00072557 [t 3.00072558 [t
U Analitico 32 32 32 3 [t 3 [P

3y Numérico  3.5139x107 [t} 1.5047x10"° [t} 2.6965x10°6 [t} 1.9622x108 [t} 7.4604x10™ |t}
U " Analitico 0 0 0 0 0

(4 _Numérico  15.0211528 [t/ 15.0211549 [t* 15.0211545 |t* 15.0211547 |t/* 15.0211545 |/*
" Analitico 15 |t/ 15 |t 15 |t 15 |t 15 |t

Notemos que para los tubos de la Figura 3.8(a) las soluciones analiticas de los momentos de la LDOS
coinciden con los presentados en la Tabla 3.3 ya que los entornos locales de cada 4tomo son los mismos
cuando el perimetro es mayor o igual a 3 celdas unitarias. Los resultados numéricos de la Tabla 3.3 se

obtuvieron tomando la parte imaginaria de la energia 7 =107|¢| para obtener resultados precisos de la

LDOS.

3.4 Brecha y temperatura critica en nanoalambres

En esta seccion se analizard la superconductividad en nanoalambres con seccion transversal hexagonal

y cuadratica, resolviendo las ecuaciones de BdG (3.38) cuyas soluciones E (k,) y se sustituyen en la

ecuacion (3.42) para determinar las brechas superconductoras locales A, . En la Figura 3.10 se muestran

(a) la seccion transversal de un alambre hexagonal de cinco capas y (b) una vista tridimensional de una
seccion de un nanoalambre hexagonal de dos capas.

Figura 3.10 Esquemas de (a) una seccion transversal hexagonal de 5 capas de 4&tomos (circulos de colores
de acuerdo a su capa) y (b) un nanoalambre hexagonal de dos capas.
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Para el caso de dos capas, tenemos dos tipos de 4&tomos siendo uno central y seis externos, como se
ilustra en la Figura 3.10(b). Cabe mencionar que el d&tomo central tiene ocho vecinos mas cercanos,
mientras que los externos tienen Uinicamente cinco vecinos. En las Figuras 3.11 (a) y (c¢) se muestran
respectivamente las brechas superconductoras locales (A) del atomo central y el externo para un
nanoalambre hexagonal de dos capas y longitud infinita con U = —|¢| a temperatura 7 =0.
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— 0.03

Al

0.02
0.01
0.00

LDOS(u)

—_

o L1 } : L—!—.JI 0 |L I
6 4 -2 0 2 4
w1t 1t
Figura 3.11 (a,c) Brecha superconductora local (A) con U=—|t] a T=0 y (b,d) la densidad de

estados local (LDOS) con 77 =107|¢| como funciones del potencial quimico () para (a,b) el atomo
central y (c,d) atomos externos en un nanoalambre hexagonal de dos capas y longitud infinita.

En las Figuras 3.11 (b) y (d) se ilustran las densidades de estados locales (LDOS) calculadas con una
parte imaginaria de energia 77 =107|¢| para los atomos central y externos, respectivamente. En la Tabla

3.4 se muestran los resultados numéricos y analiticos de los primeros cuatro momentos de las LDOS
para el atomo tanto central como el externo de un nanoalambre hexagonal de dos capas.

Tabla 3.4 Momentos de la LDOS en el alambre de la Figura 3.10(b)

Momentos Central Externo

o __ Numérico 0.999823375 0.999860089
H Analitico 1 1

 _ Numérico 2.8641x10 |t 1.0181x10* [t]
H Analitico 0 0

 __ Numérico 7.99904816 [tP 5.00130747 [tP
H Analitico 8 [tP 5 [P

» __ Numérico 11.9838714 |t} 3.99434869 [t
H Analitico 12 |if 41

@ __ Numérico 137.991247 |t/ 66.0397486 [t[*
H Analitico 138 [t 66 t*
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La solucion analitica del segundo momento coincide con el numero de vecinos mas cercanos,
mientras que los 4tomos central y externo tienen respectivamente 6x2 y 2x1+1x2 trayectorias de tres
pasos que regresan al 4&tomo inicial, por lo que los terceros momentos son correspondientemente 12t y
4|t]. Para el cuarto momento existen 3 tipos de trayectorias como se muestran en la Figura 3.3. Para el
atomo central de un nanoalambre hexagonal de dos capas, se tienen 6x4+2x7 trayectorias de tipo (a),
8x8 de tipo (b) y 6x4+2x6 de tipo (c) de cuatro pasos que regresan al d&tomo central inicial, lo cual
conduce a un cuarto momento de 138|t/*. Para el 4tomo externo, se tienen 4x4+1x7 trayectorias de tipo
(a), 5x5 de tipo (b) y 2x3+3x4 de tipo (c) de cuatro pasos que regresan al dtomo externo inicial,
resultando un cuarto momento de 66|t|*.

Obsérvese en la Figura 3.11 que los atomos central y externo no tienen la misma brecha
superconductora. Ademas, los maximos de la LDOS, coinciden con los maximos de A,, excepto para
el atomo central cuya LDOS, no contiene los maximos en 0, %|t| y +3]t|. Esto se debe a que las

eigenfunciones correspondientes a los eigenvalores t|t| y 2|t| del hamiltoniano de la seccion transversal
tienen un nodo en el sitio central. En cambio, observamos brechas finitas en el atomo central para
u=0, £|t| y £3|¢|, debido a la finitud de la longitud de coherencia superconductora, en otras

palabras, se debe al efecto de proximidad superconductor [Tinkham,1996].

La Figura 3.12 muestra la brecha superconductora (A) como funcion de la temperatura (T) para los
atomos central (circulos rojos) y externos (cuadrados azules) del nanoalambre en la Figura 3.10(b) con
U =—|t| y el potencial quimico (a) x#=-0.354|¢| y (b) #=0.
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(a) 1=-0.354]t| (b) =0
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Figura 3.12 Brecha superconductora (A) de los dtomos central (circulos rojos) y externo (cuadrados azules)
versus la temperatura (T) con =0y U =—|¢|.
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Notese que la temperatura critica (Tc) es k,T. ~0.014736|t| para u=-0.354|¢|, mientras que
k,T. ~0.016804 |¢| para u =0, independientemente del atomo observado, es decir, los 4tomos de un
nanoalambre topoldgicamente no equivalentes tienen valores diferentes de brecha superconductora local
y una unica temperatura critica ya que pertenecen al mismo sistema fisico.

e Nanoalambres cuadrados

En este apartado analizaremos nanoalambres basados en red cubica de longitud infinita, cuya seccion
transversal tiene una estructura de red cuadrada como se muestra en la Figura 3.13(a) para un
nanoalambre cuadrado de cinco capas ilustradas con circulos de distinto color que representan a los
atomos. Figura 3.13(b) ilustra un esquema tridimensional de un nanoalambre cuadrado de dos capas.

Ssssssses
O
(0G0 0 G )

EEEEEEED
Figura 3.13 (a) Seccion transversal de nanoalambre cuadrado de 5 capas de atomos (circulos de colores de

acuerdo a su capa) y (b) vista tridimensional de un nanoalambre cuadrado de 2 capas donde los tres distintos
tipos de atomos central(C), lateral (L) y de esquina (E) son indicados.

Para un nanoalambre de dos capas, tenemos tres tipos de dtomos siendo uno central (C), cuatro
laterales (L) y cuatro de esquina (E), como se ilustra en la Figura 3.13(b). Cabe mencionar que el atomo
central tiene cuatro vecinos mas cercanos, los laterales tienen tres vecinos y los de esquina unicamente
dos. En las Figuras 3.14 (a), (b) y (c) se muestran respectivamente las brechas superconductoras locales
(A) del atomo central, lateral y de esquina para un nanoalambre cuadrado de dos capas y longitud infinita
con U =—|t| atemperatura 7 =0 ; mientras que en (a’), (b’) y (c’) se ilustran las densidades de estados
locales (LDOS) calculadas con una parte imaginaria de energia 7 =107|¢| para los atomos central,
lateral y de esquina, correspondientemente. Obsérvese en la Figura 3.13 que los 4&tomos central, lateral
y de esquina no tienen la misma brecha superconductora. Ademas, los maximos de la LDOS, coinciden

con los maximos de A,, excepto LDOS, del atomo central no contiene los maximos en i(x/z +2)|t]y

i(«/E —2)|¢| ya que las eigenfunciones correspondientes a los eigenvalores +2 |t| del hamiltoniano

de la seccion transversal tienen un nodo en el sitio central. Por otro lado, la finitud de A en el 4&tomo

53



central para ,u=J_r(\/§ +2)|t| y i(ﬁ —2)|t| es debido a la longitud de coherencia finita

superconductora, en otras palabras, se debe al efecto de proximidad superconductor [ Tinkham,1996].
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Figura 3.14 (a,b,c) Brecha superconductora local (A) con U=—|t| a T =0 y (a’,b’,c’) la densidad de estados
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local (LDOS) con 7 =107|¢| como funciones del potencial quimico () para (a,a’) el dtomo central, (b,b’)
atomo lateral y (c,c’) &tomo de esquina en un nanoalambre cuadrado de dos capas y longitud infinita.

En la Tabla 3.5 se muestran los resultados numéricos y analiticos de los primeros cuatro momentos
de las LDOS para el atomo central, lateral y de esquina de un nanoalambre de dos capas.

Tabla 3.5 Momentos de la LDOS en el alambre de la Figura 3.13

Momentos Central Lateral Esquina

o _Numérico  0.999828332 0.999845449 0.999857302
K Analitico 1 1 1

o _Numérico  9.7988x10"7[t|  1.2313x10™[t]  9.9000x10™"® |t
K 7 Analitico 0 0 0

) _Numérico  6.00002846[t>  5.00091902 [(?  4.00160283 [t]
M7 Analitico 6 [tP 5 [P 4|t

3 _Numérico  2.4748x10"°[tP  1.0056x10" |t}  7.4260x10" |t]
K Analitico 0 0 0

« _Numérico  86.0130287 [t  60.0333101[t*  40.0432113|t]
M Analitico 86 |t]* 60 |t]* 40 [t*

La solucion analitica del segundo momento coincide con el numero de vecinos mds cercanos,
mientras que el tercer momento es cero ya que la red es bipartita. Para el cuarto momento existen 3 tipos
de trayectorias como se muestran en la Figura 3.3. Para el 4&tomo central de un nanoalambre cuadrado
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de dos capas, se tienen 4x4+2x5 trayectorias de tipo (a), 6x6 de tipo (b) y 6x4 de tipo (c) de cuatro pasos
que regresan al atomo central inicial, lo cual conduce a un cuarto momento de 86|t|*. Para el 4tomo
lateral, se tienen 2x3+1x5+2x4 trayectorias de tipo (a), 5x5 de tipo (b) y 4x3+1x4 de tipo (c) de cuatro
pasos que regresan al 4tomo externo inicial, resultando un cuarto momento de 60|t|*. Para el de esquina,
se tienen 2x4+2x3 trayectorias de tipo (a), 4x4 de tipo (b) y 2x2+2x3 de tipo (c) de cuatro pasos que
regresan al 4tomo externo inicial, resultando un cuarto momento de 40|t|*.

La Figura 3.15 muestra la variacion de la brecha superconductora local (A) con la temperatura (T)
para tres tipos de atomos central (circulos rojos), lateral (cuadrados violetas) y de esquina (triangulos
verdes) ubicados en posiciones topoldgicamente no equivalentes de un nanoalambre cuadrado con
seccion transversal de 9 atomos, longitud infinita, interaccion electron-electron U =—|¢| y potencial

quimico (a) £=0 y(b) u=2|t|.

(a) p=0

(b) p=2lt

0.04

o Central
— o Lateral
3 A Esquina

lllllllllllll

0.000 0.005 0.00 0.01 0.02

K T/|t] K T/[t]

Figura 3.15 Brecha superconductora local (A) versus temperatura (T) para tres atomos -central
(circulos rojos), lateral (cuadrados violetas) y de esquina (triangulos verdes)- ubicados en
posiciones topoldgicamente no equivalentes en un nanoalambre de seccion transversal
cuadrada de nueve atomos con U =—|t| y el potencial quimico (a) =0y (b) u=2]t|.

Notese que, para x =0 la brecha superconductora (A) del a&tomo en la esquina es mayor que la del
atomo lateral y a su vez son mayores que la del atomo central, en cambio, para u =2|t| A del atomo
central es mayor que la de esquina y que la lateral. Esta diferencia se origina de la densidad de estados
local (LDOS) en estos potenciales quimicos como se observa en las Figuras 3.14 (a'-c’). Ademas, dichas
brechas disminuyen con la temperatura y las tres brechas tienden a cero en una misma temperatura que
se conoce como temperatura critica superconductora (7;.), es decir que s6lo hay una 7. para toda la

muestra. Por tltimo, cabe resaltar que las Figuras 3.15 (a) y (b) representan dos muestras distintas ya
que contienen un numero diferente de electrones.
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Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado la superconductividad en nanoalambres y nanotubos dentro del
formalismo de Bogoliubov-de Gennes (BdG) y del modelo de Hubbard atractivo usando el método que
combina el espacio real y el reciproco, asi como la transformacidn unitaria para reducir el problema
original a uno equivalente de cadenas independientes para el caso de nanotubos donde hay soluciones
analiticas de tipo BCS. Para el caso de nanoalambres, dicha transformacion también resulta ttil en
reducir a un nimero minimo de cadenas acopladas, la cual permite disminuir significativamente el
tiempo de computo. Los resultados de las brechas superconductoras locales a temperatura cero (A)
fueron calculados con y sin la mencionada transformacion unitaria conduciendo a los mismos valores
en las primeras 10 cifras significativas dentro de un calculo de cuadruple precision, posiblemente debido
al proceso de autoconsistencia. Asi mismo, estos resultados son comparados con las densidades de
estados locales, las cuales a su vez fueron verificados a través de sus momentos espectrales evaluados
analiticamente mediante el teorema de momentos. Ademas, hemos investigado la temperatura critica
superconductora (T¢) definida cuando las brechas superconductoras se vuelven cero, asi como el cociente
A/k,T, como funcién del pardmetro de interaccion electron-electron. Los principales resultados

obtenidos son:

(1) Formalizacion de las ecuaciones de BAG en un espacio combinado real-reciproco para el estudio de
nanoalambres y nanotubos con seccion transversal finita y longitud infinita.

(2) Existencia de una transformacion unitaria que reduce las ecuaciones integrales y acopladas de BdG
a problemas tipo BCS independientes para el caso de nanotubos circulares de una sola capa.

(3) Determinacion analitica del comportamiento asintotico del cociente entre la brecha superconductora
y la temperatura critica para nanotubos con interaccion electron-electron fuerte, el cual fue
confirmado por los resultados numéricos.

(4) Hallazgo de una brecha superconductora local inhomogénea en nanoalambres con seccion transversal
hexagonal y cuadrada, asi como su dependencia a la posicion del potencial quimico o al llenado de la
banda electronica.

(5) Observacion de que los nanoalambres con brechas superconductoras locales inhomogénea tienen una
unica temperatura critica.

(6) Encuentro de una coincidencia entre los maximos de la brecha superconductora local a temperatura
cero y los de la densidad de estados local (LDOS) al nivel de Fermi, en concordancia con la teoria
BCS.

(7) Ausencia de ciertos picos en la LDOS debido a los nodos en las eigenfunciones del hamiltoniano del
sistema y la observacion de dichos picos en la brecha superconductora local debido a la finitud del
parametro de orden superconductor.

(8) Realce del estado superconductor en nanotubos con seccion transversal reducida para determinados
numeros de electrones en la banda de conduccion.
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(9) Incremento de 7. con el didmetro del nanotubo cuando 4 =0 y decaimiento del mismo para
1 =—4|t| observados en la Figura 3.4, en concordancia con los resultados experimentales tanto para

el caso de crecimiento [Zgirski,2005] como el decrecimiento [Qin,2018].

Por ultimo, quisiera comentar que la teoria microscopica de la superconductividad expresada en el
espacio real, a diferencia de la teoria BCS desarrollada en el espacio reciproco, es un tratamiento
complejo en aplicar sistemas reales ya que requiere un gran esfuerzo computacional. Sin embargo, este
enfoque tiene la virtud de poder abordar nanoestructuras con rompimiento de simetria en una o varias
direcciones y analizar las brechas superconductoras locales en atomos topoldégicamente no equivalentes.
Nuestro resultado muestra que a pesar de la diferencia en dicha brecha a temperatura cero, ellas tienden
a cero a una misma temperatura critica cuando los mencionados dtomos pertenecen al mismo sistema
termodinamico. En general, la superconductividad es un fendmeno complejo y dificil de tratar en forma
analitica, cuyo estudio requiere el conocimiento de multiples técnicas y métodos para sistemas de
muchos cuerpos. Asi mismo, el disefio de dispositivos superconductores realistas, como los cables
superconductores para el transporte de energia eléctrica, que incluyen multiples interfases y/o fronteras
de grano requiere de teorias en el espacio real.
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Apéndice A Estructura de Bandas en Redes
Cuadrada y Hexagonal

En este apéndice se resumen el modelo de amarre fuerte aplicado a las redes cuadrada y hexagonal. En
esta ultima se estudiaran dos tipos de celdas unitarias de dos y cuatro atomos. Consideremos
primeramente una red cuadrada cuya celda unitaria primitiva contiene un 4&tomo en su interior como se
observa en la Figura A.1.

Y

660606669
O—0—0—0—606—6—@
O—0—0—0—606—60—@
©O—0—0+0'-0—0—@
©O—C0—0—0—0—0—@
O—0—0—0—0—60—9@
O—0—0—0—606—60—9@
v

Figura A.1 Esquema de una red cuadrada con un dtomo por
celda unitaria primitiva indicada por las lineas punteadas.

Los vectores base de la red cuadrada con el parametro de red a son
a,=(a,0) y a,=(0,a), (A.1)

y los correspondientes de la red reciproca son
b, =(2—”,oj y b, =(0,2—”j. (A.2)
a a

La ecuacion de Schrodinger estacionaria esta dada por
H|®) = E| D), (A3)

la cual dentro del modelo de amarre fuerte con integral de salto a vecinos mas cercanos (#) conduce a
una energia electronica en una red cuadrada con autoenergia cero dada por
E(k)= Y exp[ik:(R—R)(R'|H|R)=2¢[cos(k,a) +cos(k,a)], (A.4)
(R.R')
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donde (R,R’> indica que los 4&tomos en Ry R’ son vecinos mas cercanos. La Figura A.2 muestra la
relacion de dispersion (A.4) en la primera zona de

Brillouin  definida  por
{(kx,ky)‘ —rfa<k<zla y -mla<k,< 7[/61} .

E/lt|
5 mm 4
4 3
2

m 3
g ? B
%. 1 0
E 0 -1
= [ 2
Z 2 -3
3 4

v

-

o~
<>

==

S

a E =

5= R
Figura A.2 Energia electronica (E) como funcion del vector de onda (k) para una red
cuadrada dentro del modelo de amarre fuerte a vecinos mas cercanos con integral de salto ¢.

Para una estructura hexagonal como el grafeno, la celda unitaria primitiva tiene dos 4tomos A 'y B no

equivalentes, como se muestra en la Figura A.3, donde dicha celda se ilustra con lineas punteadas de
color naranja.

@ A o8B
@ 9 2 9
) @ 9 9
> —Q ... 9
@ < 9—a 9 X

Figura A.3 Esquema de una red hexagonal con celda unitaria primitiva (lineas
punteadas) de dos atomos no equivalentes A (esferas verdes) y B (esferas cian oscuro).

59



Los vectores base de la red hexagonal son
3a 3a 3¢ fa
a — : a, =| —, —— | AS
1 (2 > j Yy a, (2 > j (A.5)

Para el caso de grafeno, la distancia interatomica es @ =1.42 A [Proctor,2017]. Los vectores base de la
red reciproca correspondiente son

2r 2z 2 2«
b=——F]|yb,=——-—F]. (A.6)
1 (30 ﬁa] ’ (30 ﬁa]
El hamiltoniano electronico dentro del modelo de amarre fuerte con integral de salto a vecinos mas
cercanos y celda unitaria de dos 4&tomos se puede escribir como

H, H
H= [ A4 ABJ (A7)
Hy, Hg,

donde H,,=H,,= <(I), |H|CI),> =¢ con [ =4 o B. Para cada atomo tipo 4 (B) existen 3 vecinos mas

cercanos tipo B (4) en una red de grafeno infinito, entonces teniendo en cuenta las posiciones espaciales
relativas de esos vecinos, los elementos fuera de la diagonal del hamiltoniano (A.7) pueden escribirse
como

H =<®A|ﬁ|®3>=%Zexp[ik~<R'—R)]<¢A<r—R)|ﬁ|¢B(r_Rf)>
:%Z{exp[ik-R1]<¢A(r—R)|I:I|(pB(r—R—R1)>

+exp[ik R,)]{(g,(r—R)|H|p,(r—R-R,)) +exp[ik-R,]{p,(r—R)|H|p,(r —-R-R,))}

=%Z[exp(l‘k-R1)+exp(l‘k-R2)+6Xp(ik.R3)]:t(eikR, LR 4 R
R

(A.8)

= t[exp(ikxa)+ exp(—ikxa/2+ ix/gkya/2)+ exp(—ikxa/2 —ix/gkya/2)}

- t[exp(ikxa) + 2exp(—ikxa/2)cos(\/gkya/Z)J
donde R es la posicion de un 4tomo arbitrario, ¢,(r —R) es la funcion de onda atomica del /-ésimo
atomo, /=AyB, t= <(pA (r—R)|I:I‘(pB(r—R—RJ.)> es la integral de salto entre los vecinos mas

cercanos 'y j =1, 2y 3 las posiciones relativas del &tomo B respecto a 4. Por ejemplo, si el &tomo 4 esta

situado en el origen de la Figura A.3, sus tres vecinos mds cercanos tipo B se encuentran en R, = (a, 0) ,
R, =(-a/2,a3/2) y R, =(=a/2,-a"/3/2). Sea
Sk ok,) = exp(ik,a) + 2exp(~ik.a/2)cos(\3k,a/2) (A.9)

entonces el hamiltoniano de la ecuacion (A.7) puede reescribirse como

P t f(k, k)
H:(tf*(kx,ky) . J (A.10)
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Noétese que el hamiltoniano es hermitiano. Sea la matriz de traslape entre los orbitales p: de los vecinos

mas cercanos
S S 1 S f(k. .k
s:( M ABJ:( . T y)J (A.11)
Sss Spp Sf (kx’ky) 1

donde S = <(pA (r—R)

(pB(r—R'+Rj)>.
Resolver la ecuacion de Schrodinger se reduce a cumplir con la condicion

det(H-ES)=0 (A.12)
Entonces

@qH_Esth{ e-E O—wawﬂ@i

(t=ES)f"(k,,k,) e-F
=(e~E)' —~(t—ES)"| f(k,.k,) (A.13)
=E’—2Es+&’—| f(k,.k,))[ (E’s*—2(ES+1°)
= E'[1=| f(k k) S*1+2E[| f(k,.k,) [ tS —el+ &~ | f (k. k)" £
Resolviendo la ecuacion para el valor de £ obtenemos
o ISk )P 1S =1 A1 £k k)P 1S —eF A=/ k)P SN | £k ) 2]
2[1=| fk k) S°]
e;“—|f(kx,ky)|2 tSJ_r|f(kx,ky)|\/5252—2gtS+t2
) (=1 £k, k)P S°]
e=| f(k k) tSE| f(k, k)| (£S~1)

= (A.14)
(- f (k. k)P S7]
_ s Sk k) S)—t] Sk k) IS TS (kLK) 2]
(=1 f (k.. k)| SI0+| f (k. k)| S]
_ et flkk,)|
18] f(k,,k,)|
donde
3k 3k
| f(k k)= |[1+4cos® 3 22 +4cos(3kxajcos 3 22 , (A.15)
2 2 2
t=-3.033elV y §=0.129 para el caso de grafeno [Melendrez,2017], [Saito,1998].
Entonces, las eigenenergias son
+t| f(k ,k, —t| f(k ,k
et f ko) et f (koK) A1)

— y = s
LS| fkL k)T 1=8 ] fk, k)|

cuyas funciones de onda son
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1 | f(K)|
lPl =¢, |0, 1| Pp) = P,)- s
[¥1) = | @)+ | @) 2—2\f(k)\S| ) £ (k) 2—2!f(k)!S| >
1 | f(K)|
Y,)=c¢,|D, 2| Ps) = 2, s
[¥2) = en| @)+ | @) 2+2|f(k)|S| >+f(k) 2+2|f(k)|S| /

e Base ortogonal

(A.17)

Consideremos el siguiente cambio de base

(mj _ W[CDAJ _[ [2.0)+g (K)]/2 2.0 -2 W]/ (K) 1/[2f(k>]](du]
= - ,(A.18)
i) \0,) ([2.0)-g R]FK)/[2]fK)] [2.(6)+g (®)]/2 @,

donde
2. (&) =1/ x| f(k)[S. (A.19)
Comprobaremos que la nueva base {| v, > , |1//B )} es ortonormal, es decir,
- L8,k ~g 1) | /() (@,|0,) (20 -2 O /6

41 £ ()| o 41 (k)
NEACETI0) 2.0 —g (k) ]| £ (k)

4 4/ (k)

K {[&(k)2 ~g (k)]

(walws (@, ]@,)

CDA|CDB>+[

(@5|25)

2 0]
:f(k){ ! {l—lf(k)\S—l—\f(k)!S}{l—\f(k)!S+l+\f(k)!S}S}
2 /@Il =lwf s NGRS

=f(k)(_ 28 .\ 28 JZO
2 =1/ S* 1= f(K)}S?

+[2.(k)’ +g (k) ]S } (A.20)

o,[0,)+ [2.() ~2 JIFAS] (,[0,)
4 41 (k)

g. (k) g (&) ]| f(K)] (0-g ®]
il . W8l o, L2 0L 0, a,)
/() (A21)
—{le.00* + 2. (0 [0 ~ g (k)] 7K 5}

zl{ 2 2fm)IS
2=/ @) P S* 1| ) S

. [2.00+g W] <

(v,lv,

If(k)|5}=1

62



. [g.0)-g ®)] |0 >+[&(k)z—g(kﬂf(k) (,[0,)
4 o 41/ () T
. [2.(k) —g (&) ] f" (k) (®,[0,)+ [2.00)+g (K] (
41 (k)] A 4
1

= {0 g &) 1 /(RIS +[ 2,007 + g (0)* ] (A.22)

U2 2®IS S}
2{1—|f(k)|2 s saors T
=1.

Asi, los elementos de la matriz hamiltoniana en esta nueva base son

[g.0)+g ®)] ( [g.00)—g ()] (
4 4

<‘/’B |‘/’B

,[P5)

(Wil Hlw,)=

D, |H|D,)+

O, H[D,)
L8007 g () [ /() [8.(k) —g (&) || /()]
41 (k) 4£°(k)

_[e.m0 +4g<k>]28 LLe.00 —4g(k>]2«9 .00 U/ 001, (g0 WIS (5

(@,[H|®,)+

(@] H|0,)

ZL[ 1,1 }Hl[ b1 }tlf(k)l
2|1+ WS 1= fK)[S ] 2|1+ fK)[S 1-[fK)|S
e | S St

- f(K)F 82

[2.(k) —g (k)] f(K)
H =
Waltlva) 4170

,[2.00 - AT

[&(k)2 —g_(k)z] | (k)|

41" (k)

®,[H|P >+[g+(">—g(k>]2 /%),
A B 4f*(k)

S®e | f(K) 1 g 0+g 0I/®) [g.00-g W] /GF
4/ 41" (k) 4 47" (k)

/() Lf (k)
=[5.00~ g (k )]2‘9, o +{[£.00+2 00] +[2.00-g (0] |5 (A.24)

{ 1 1 }gf(k){ 1 .\ 1 }tf(k)

(©,|H|®,)+ (@] H|Dy)

©,|H|D,)

=[g.(k)*~ g_(k)z]{

I R)S 1=[f®)[S 21/ [+ f&)]S -] f®R)[S]| 2
efS _ tf(K)

- f®)] S 1-| f(k)[* S?

_—ef(K)S +1f(K)

- fP S
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[2.(k) —g () ] £ (K) [2.(K) =g ()" ]| f(K)]
s H|W,)= O, H|D, O, H D,
ol =2 LS B e 10, S E I o 1],
+ [g+(k)—g_(k)] S/ (k) <®A|H|®B>+ [g+(k)+g_(k)] <(DB|H|(DA>
4f(k) 4
L. g_(k)z]{ S ®e /) g} 00— 0f' 1/ 1) [g.00+8 (] (k)
TN 4 4 (A25)
_ 2 2 w 3 2 ntf (k)
2.0 -.00° |5 {200~ (O] +[g. 00+ 2 00T | =)
:{ 1 ~ 1 }gf*(k)J{ 1 . 1 }tf*(k)
L+ f0)[S 1=[fK)[S 2] /)| [I+[fK)[S 1-|fK)|S| 2
el 0S i) —ef 0SS (k)
= f@)FS* 1= fK)[ S I=[f(®) [ S?
y
k)-g (k)] k K)|
<WB|H|V/B>=[g+( )4g_( )] <®A|H|®A>+[g+( )+g.( )] <®B|H|(DB>
NEAORET SONIND (,[H|0,)+ [2.(k) —g (k) ] f(K) (,]H]o,)
411 417 (A26)
:[g+(k)—g_(k)]2€ +[g+(k)+g_(k)]28 +t[g+(k)2—g,(k)2]!f k)| _ 1 [g.(k)’~ g (K)*]| f(K)|
4 4 4 4
:l[ I }Hl{ N }mk)\:Lk)fsf-
2L+ f®)[S 1=[f®)[S] 2[+[fK)[S I-|f)[S I=[f®&)["S
Entonces, la ecuacion de Schrodinger estacionaria en la nueva base ortonormal es
e-| R[St —ef(K)S+1f(k)
H(wj: FSMPST KPS (WAJZE(WA} a2
Vo) | —ef )S+1f (k) e | SRSt (W, Wy
-] f(k) 'S 1= f(®) 'S
cuyos eigenvalores estan determinados por
=SB St_p o SK)(=eS)
det(H— ET) = det H{(k)' S 1_|f(k)2| 5o, (A.28)
S K)(E-eS) el SRSt -
= f@F S 1=-[fK)[ S
La ecuacion (A.28) puede reescribirse como
{E—U(k) P st ET_\f(k) G a%)
-] f(k)[* S (-] f(&)[* S°T

la cual tiene las soluciones
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gLl el /@St 4=/ WPS] LIPS+ | f R S°C | f(K)[1°

2111 GPST T (1| f a0 S? T (1= £ (0P S* T

_ e=| SRSt~ 22 | f KPS t+ | f(K)[S° =&+ | f(K)P &S~ | S (K)[' S+ | f (k) £ (A.30)
= f(®)S” '
_ e=| SRS x| f(K)| &S’ =288 141 _ el f®PStx | fK)| (eS—1) _eFt|f(K)]
= /() = /(&) S F[fK)[S

En otras palabras, E, = st/ y E, = -t/ , cuyas eigenfunciones correspondientes son
I+[f(K)|S I=[f(K)| S

_ 4 L FA(S]

|\P1>_a11|WA>+a12|l//B> i\/E|V/A>i\/§f(k)|WB> A3l
_ o Ly, v )] '

|\PZ>_a21|l//A>+a22|WB> iﬁ|l//A>+\/§f(k)|WB>'

La estructura de bandas electronicas obtenida usando ¢ =-3.033el", S =0.129 y la ecuacion (A.15)

para el grafeno descrito por una base tanto ortogonal como no ortogonal se muestra en la Figura A.4.
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Figura A.4 Estructura de bandas para el grafeno bidimensional con una celda unitaria primitiva de dos &tomos

con autoenergia ¢ =0, integral de salto # =-3.033¢) y coeficiente de traslape S =0.129 entre orbitales p-.
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e Celda unitaria de 4 atomos

Consideremos una celda unitaria con cuatro sitios no equivalentes marcada en lineas punteadas en la

Figura A.5
Yo A @ C
@ B @ D
@ 9 @ 9
"+ @ Q9 o
@ 9 o 9
"+ @ Q9 Q X
' Q ' Q
"+ @ Q9 Q
@ 9 @ 9

Figura A.5. Esquema de una red hexagonal con cuatro atomos no
equivalentes (A, B, C y D) por celda unitaria (lineas punteadas).

Los vectores generadores para esta red son
a, =(3a,0) y a, 2(0,\/561).

Los vectores de la red reciproca correspondiente son

27 27
b,=|—.0 b,=|0,—|.
l (361 jy ’ ( x/ga]

(A.32)

(A.33)

Realizando un anélisis similar para el caso de 4 sitios por celda unitaria obtenemos que el hamiltoniano

de un electron es

HAA HAB HAC HAD
H-= HBA HBB HBC HBD ,

HCA HCB HCC HCD

HDA HDB HDC HDD

(A.34)

donde H; =<d)j ‘H ‘(Dj>=5 con j=A4,B, CoD. Los elementos fuera de la diagonal del

hamiltoniano (A.34) estdn dados por
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HAB :<®A(kar)|ﬁ|q)3(kar)>

=%Z exp(ik-(R—R’))<¢7A(r—R’)|I:I|(/)B(r—R)>

R,R'

%; [exp(ik -R,,)+exp(ik R ,,)]
=2texp(ik,a/2)cos(v/3k,a/2)

H . ={®,(k,r)|H|®.(k 1)) =0

H,p =(®,(k,r)[H|®, (k1))

= % Zexp[ik-(R—R')]<¢D(r—R')|ﬁ|(pA(r—R)>
=texp(—ik_ a)
H, ={®,(k,1)|H|0O(k,r))

¥ 2 explik- (R—R)) g, r~R) 1| (- R)
= texp(ik.a)

H,, ={®,(k,1)|H|0,(k,r)=0

Hey = (@ (k,r)[H| @, (k,r)

¥ 2 explik-(R=R) g (r~R) 1]~ R)

=flexp(ik-R,,)+exp(ik-R,,)]

=2rexp(ik,a/2)cos(\/3k,a/2)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)

donde R es la posicion del atomo , ¢,(r—R) es la funciéon de onda atomica del /-ésimo atomo,

I=4,B,CyD, t=(p(r-R)

I:I‘(pj(r—R'+Rm)> es la integral de salto entre los vecinos mas

cercanos i y j, donde m corresponde a las posiciones relativas del atomo j respecto al i. Entonces el

hamiltoniano (A.34) se escribe como

. 2 el 5 COS(\/gkya/z) 0 teo itk
k.a
o ik.a
[ 2re " costBk,a/2) ¢ te Y (A41)
0 fe e £ 2t elTCOS(\/gky(l / 2)
ot 0 2te 2 cos(v3k,a/2) ¢

Sea S la matriz de traslape entre los orbitales p. de los vecinos mas cercanos, la cual se escribe como
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1 28 ei%acos(\/gkya /2) 0 § ek
.| o cos(x3k,a/2) 1 S et k 0 (4.42)
0 S ek | 25¢ ;acos(\/gkya /2)
S et 0 28 e”'k%cos(ﬁkya /2) 1

donde S = <gol. (r—R)

@;(r—-R'+R,, )> . Laecuacion de Schrodinger estacionaria se reduce a la siguiente
condicion

det(H-ES)=0, (A.43)
la cual conduce a los eigenvalores de E que son

g SNLM) e LK) ety f(K) y E, = £-t/ (K) (A.44)

CSsJAk) T 1-SYA®)T T 148 (k) F-Sdf (k)

donde

(A.45)

3k, J3k,a (3/« a]

" (k)=1+4cos cos “— |+ cos
1:(K) 5 5

La estructura de bandas electronicas del grafeno obtenida a partir de una celda unitaria de cuatro
atomos se muestra en la Figura A.6

15

RN
o

(A\9) elbiau]
(@) ]

Figura A.6 Estructura de bandas para una red de grafeno bidimensional con cuatro
atomos no equivalentes en su celda unitaria con integral de salto ¢t =-3.033¢V y

coeficiente de traslape S =0.129 entre orbitales p..

68



Notese que los seis conos de Dirac en la Figura A.4 se reducen a dos en la Figura A.6, el cual puede
entenderse a través de la reduccion de las zonas de Brillouin entre ambas celdas unitarias como se
muestra en la Figura A.7

.

-

Figura A.7 Primera zona de Brillouin de una red hexagonal con celda unitaria de 2 atomos
(Lineas en cian) y la de 4 atomos (Lineas en rojo), la cual puede obtenerse trasladando las areas
que se encuentran entre las lineas rojas y de cian hacia zona central generando las lineas grises.

Obsérvese que los seis puntos de Dirac localizados en los vértices de la primera zona de Brillouin
(lineas en cian en la Figura A.7) para la celda unitaria de 2 4tomos se reduce a dos puntos de Dirac
ubicados en los puntos de cruce de las lineas grises para la celda unitaria de 4 atomos. En otras palabras,
los tres puntos de Dirac en la parte superior de la Figura A.7 se reduce a un solo punto, mientras que los
tres inferiores se reducen al otro punto de Dirac mediante traslaciones de areas de zonas de Brillouin que
se encuentran entre lineas rojas y de cian.

Para el estudio del transporte electronico en el grafeno (red hexagonal) se considera tinicamente el
electron que se encuentra en el orbital p. de cada 4tomo. Dicho orbital es perpendicular a la red
bidimensional del grafeno, por lo que se resuelve la ecuacion de Schrodinger estacionaria considerando
el traslape en los orbitales p.. En general, existe una base ortonormal para la celda unitaria de 4 atomos,
en similitud con la de 2 4tomos presentado anteriormente, y el hamiltoniano de amarre fuerte en dicha
base tiene autoenergias iguales en los 4 dtomos e integrales de salto, ambos dependientes del vector de
onda Kk en el espacio reciproco.
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