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1.1 Resumen

El primer modelo de formacién de patrones, propuesto por el matematico britanico Alan M. Turing,
consiste en un sistema de ecuaciones de reaccion-difusion que produce patrones espaciales estaciona-
rios por medio de la llamada Inestabilidad de Turing [1]. En esta tesis se establecen las condiciones
para lograr la Inestabilidad de Turing en un sistema particular de reacciéon difusion (llamado mode-
lo BVAM [2]) en presencia de difusion cruzada. Ademas, se resuelven las ecuaciones en el programa
COMSOL Multiphysics [3], para hacer un catilogo de patrones e identificar los efectos de la difusién
cruzada en el sistema.

Abstract

The first model for pattern formation, proposed by Alan M. Turing, consists of a reaction-diffusion
system that produces spatial stationary patterns by the so-called Turing instability. In this tesis, the
conditions for the Turing instability in a particular reaction diffusion system (the BVAM model) with
cross diffusion are found. Aditionaly, the resulting equations are solved in the COMSOL Multiphysics
[3] software to produce a catalog of patterns and identify the effects of cross diffusion in the system.

Palabras clave

Patrones espaciales, Inestabilidad de Turing, Sistema de Ecuaciones, Reaccién-Difusiéon, Modelo
BVAM, COMSOL Multiphysics, Difusion Propia, Difusion Diagonal, Difusiéon Cruzada, Difusion An-
isotropica, Patrones Biologicos, Lotka-Volterrav, Depredador-Presa, Movimiento, Migracion, Espacio
de parametros, Sistemas biologicos, Modelacion, Bifurcaciéon, Diagrama de bifurcacion, Caos.
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1.2. Objetivo de la tesis

1.2 Objetivo de la tesis

General

Aplicar la teoria de la inestabilidad de Turing al sistema de ecuaciones de reaccién difusion BVAM
en presencia de difusion cruzada con el fin de identificar las condiciones necesarias para la formacion
de patrones y estudiar el efecto de la difusion cruzada. Adicionalmente, implementar y resolver las
ecuaciones por medio del método de los elementos finitos, usando el programa COMSOL Multiphysics

[3].

Especificos

« Derivar las condiciones necesarias para lograr la Inestabilidad de Turing en el modelo BVAM con
presencia de difusion cruzada.

+ Determinar los efectos de la difusiéon cruzada en las soluciones espacio temporales del modelo
BVAM.

« Implementar y resolver las ecuaciones en el programa COMSOL Multiphysics [3].

1.3 Capitulos subsecuentes

La discusion comienza con una introducciéon a los modelos tipo reaccién difusiéon revisando los
conceptos basicos relevantes de la cinética quimica y la difusion, para establecer el marco matemati-
co de estas ecuaciones. Posteriormente, se describe la teoria de Turing para la formacién de patrones,
presentado el estado del arte alrededor del tema y encontrando las condiciones necesarias para lograr
la generacion de patrones espaciales. Sigue una breve explicacion acerca del método de los elemen-
tos finitos y de como el programa COMSOL Multiphysics [3], nos permitira resolver las ecuaciones y
visualizar los diferentes patrones. Finalmente, se determinan los efectos de la difusion cruzada en el
modelo BVAM y se presentan los resultados finales, ofreciendo algunos ejemplos ilustrativos con el fin
de enfatizar la universalidad del modelo de Turing para la formacion de patrones.
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En este capitulo se expondrd una introduccién al modelo de Turing, destacando su importancia
en la biologia matematica. Se revisaran ademadas los conceptos basicos relevantes de la cinética
quimica y se establecera el marco matemadatico de las ecuaciones de reaccién-difusion esbozando
los métodos para su solucion.

2.1 Introduccion

El matematico inglés Alan Turing, en su articulo de 1952 "The Chemical Basis of Morphogenesis”,
fue el primero en plantear un modelo matematico para la formacién de patrones espaciales en sistemas
biologicos. Turing afirmo que los patrones espaciales pueden surgir como resultado de una inestabili-
dad en un mecanismo tipo reaccién-difusion para dos sustancias quimicas, a las que llamo6 morfoégenos.
En el sistema de reaccion-difusion que propuso, la ahora llamada inestabilidad de Turing, consiste en
que, si en ausencia de difusion el sistema de ecuaciones tiene un estado estacionario estable, ante la
presencia de la difusion, y bajo ciertas condiciones, se produciran inhomogeneidades espaciales (pa-
trones espaciales estacionarios) [1]. A pesar de que esto contra-intuitivo ya que la difusion suele ser
un proceso de estabilizacion y homogeneizacion, Turing demostré que a partir de la interaccion de dos
procesos estabilizadores, surge una inestabilidad [2]. Gracias a esto, el trabajo de Turing caus6 un gran
impacto y contintia teniendo relevancia en la actualidad.

Sistema de reaccion-difusion

Un sistema de reaccion-difusion es un modelo matematico que describe la dindmica de como co6-
mo la concentracién de una o mas sustancias varia en el tiempo y el espacio bajo la influencia de dos
términos: uno de reaccion, en el cual la concentraciéon incrementa o disminuye por la interaccion local,
y otro de difusion que hace que las sustancias se dispersen en el espacio [4]. La forma general de este
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2.2. Antecedentes

sistema es:
dc
5 =
donde c es el vector de las concentraciones de los morfogenos, f representa la cinética de reaccion, D es
la matriz diagonal de los coeficientes de difusion y # un factor de escala. Para nuestro sistema tomare-
mos un dominio abierto (O, con condiciones homogéneas de Neumann. Estas condiciones de frontera
se eligen porque no inducen una simetria en la solucién [5], razoén por la cual son llamadas neutras.

DV?c+1f(c), (2.1)

En esta tesis se estudian los modelos para dos especies quimicas en presencia de difusion cruzada
que tienen la forma:

% = d1V2u+d2V2v+17f(u,v), (2.2)
ov ) )

donde f y g son funciones no lineales [5]. En forma matricial el sistema es:
u . dl d2 2 U f(u, U)
[3)=(a @)l ) &4

En esta tesis se estudiara la inestabilidad de Turing usando la cinética propuesta en el modelo de
reaccion-difusion llamado BVAM (por Barrio-Aragon-Varea-Maini) [2], que tiene la forma

f(u,v) = u+av—cuv—uv?, (2.5)

g(u,v) = bv + hu + cuv + uv?, (2.6)

Este modelo se obtiene a partir de un mecanismo de reaccién difusiéon general, desarrollando las fun-
ciones f(u,v)y g(u,v) en series de Taylor hasta el tercer orden y aplicando un principio de conservacién
de masa [2]. Este modelo ha mostrado ser muy versatil y ha sido aplicado a diversos fen6menos de in-
terés biologico [2, 6, 7, 8, 9, 10].

2.2 Antecedentes

La formacion de patrones es un fendbmeno muy conocido en biologia. Podemos observar ejemplos
de patrones espaciales en un amplio rango de especies y organismos, que van desde el pelaje de mami-
feros [11] hasta la disposicion de los foliculos capilares [12], pasando por la pigmentacion de conchas
marinas [13] y peces tropicales [9, 14, 15, 16, 17, 18].

Los patrones en la piel son caracteristicas destacadas de muchos animales y tienen funciones im-
portantes en la comunicacion, camuflaje, reconocimiento de parentesco, seleccion natural y eleccion

de pareja, lo que les da un alto significado evolutivo.

Con el fin de determinar los mecanismos que generan estos patrones, Turing plante6 una de las
grandes preguntas:

¢Como una célula es capaz de dividirse y crear estructuras diferenciadas que dan lugar a un ser
vivo?

10



Capitulo 2. Introduccion

Turing fue el primero en ofrecer una explicaciéon mediante un modelo tipo reaccion-difusion, el cual
es uno de los modelos tedricos mas conocidos usados para explicar la formacion de patrones autorre-
gulados en el embrion animal en desarrollo.

El punto de vista de Turing es que gracias a una combinacion precisa entre reacciéon y difusion, se
puede producir una ruptura de simetria, lo que genera patrones estacionarios peridédicos. De esta ma-
nera, a pesar de contener la misma informacioén genética y, por lo tanto, las mismas instrucciones, las
células pueden diferenciarse en distintos tipos celulares. Esto se puede observar en los patrones que
presentan los animales en su pelaje, pigmentacion, etc. Es por esto que en los tltimos anos, las ideas de
Turing han inspirado numerosos trabajos sobre patrones biolégicos. Entre estos trabajos destacan los
relacionados con las marcas de mariposas y mamiferos [16], patrones de peces [13], conchas marinas
[14] y estudios de patrones dirigidos por quimiotaxis [19], los cuales nos permiten comprobar que se
puede obtener una amplia gama de patrones con sistemas no lineales, muy parecidos a los patrones
observados en la biologia [5].

Existen otros trabajos, relacionados con la morfogénesis, en donde se aplica la teoria de Turing al
modelado de la dinamica de tumores [20, 21, 22], la formacion de las manos, de los pies [23], e in-
cluso de los dedos en los animales [24]. También se ha modelado el desarrollo de morfologias mas
complejas, como la angiogénesis [4, 25], o la formacion de patrones en emulsiones en nano y micro
escala [26]. Existen también trabajos relacionados con dindmicas ecologicas y sociales [27, 28], por
ejemplo, se cree que incluso las comunidades humanas, orquestadas por retroalimentaciones sociales
sobre el comportamiento y el movimiento, podrian organizarse en patrones de Turing. Un ejemplo, es
un trabajo reciente, donde se ha propuesto un modelo de reaccion-difusion para explicar el fenomeno
de la localizacion de los puntos criticos de delincuencia. Aqui los delincuentes se modelan como depre-
dadores que buscan “presas”, mientras ambos agentes se mueven en el espacio. La “reaccion” puede
ser potencialmente reprimida por una factor inhibidor, como una medida de seguridad o una fuerza
policial [29].

En resumen, se han escrito y publicado una gran cantidad de articulos y documentos alrededor
del tema, retomando y reformulando las ideas de Turing, reproduciendo patrones extremadamente
parecidos a los encontrados en los animales [30] y se han usado las mismas ecuaciones para otras apli-
caciones en los campos de la fisiologia, la ecologia e incluso la dinamica social.

Adicionalmente, esfuerzos dirigidos para alinear modelos tedricos a los sistemas del mundo real
han comenzado a dar fruto apuntando a una gama mucho mas amplia de situaciones en las que po-
drian aplicarse los principios generales del modelo de Turing [4], tales como la biologia sintética, por
ejemplo para la ingenieria de tejidos [23].

Pero ain queda mucho por explorar, sobre todo atin, hay algunos desafios tedricos. Por ejemplo, hay
un problema de ingenieria inversa para encontrar las reacciones correctas, concentraciones y condicio-
nes iniciales que crearian un patrén o estructura deseada. Dado que solo unos pocos procesos pueden
tratarse analiticamente, el desafio de revertir la ingenieria debe, en general, abordarse numéricamente.
Una forma es usar “fuerza bruta” y optimizar los pardmetros del sistema de manera iterativa, lo cual,
puede llegar a tomar bastante tiempo.

Otro problema es que parece bastante dificil aplicar dicho modelo directamente a sistemas de vida
complejos o muy especificos. Por ejemplo, una de las condiciones esenciales para la formaciéon de un
patron a través de la inestabilidad de Turing es una gran diferencia en las tasas de difusion de sus-
tancias reaccionantes (morfégenos) [12]. En los modelos clasicos, esta condicion se cumple sélo para
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2.3. Hipotesis

valores significativamente diferentes de los coeficientes de difusion y no se pueden mantener para los
morfogenos de tamano molecular similar. Una forma de poder evadir esta condicion, con el fin de gene-
ralizar nuestro sistema y darle una gama mas amplia de aplicaciones, es tomar en cuenta el fenémeno
en el que un gradiente de concentracion de una especie induce un flujo de otra especie quimica, lo cual,
es conocido como difusion cruzada. Tomar en cuenta este fenémeno podria permitir describir mejor
muchos fendmenos en las ciencias biologicas y quimicas tales como la interaccién dinamica entre es-
pecies [31]. Esto se confirma si se toman en cuenta diversos experimentos en donde se muestra que los
coeficientes de difusion cruzada pueden ser bastante significativos, incluso superando en importancia
alos coeficientes de difusion propia (diagonal), generando un rango mas amplio de patrones espaciales
[32]. Debido a esto, en esta tesis abordaremos el efecto de la difusion cruzada en el sistema BVAM.

2.3 Hipotesis

El modelo de reaccion-difusion BVAM, con la presencia de difusion cruzada, ofrecera una mayor
riqueza de patrones espaciales que pueden ser de interés e importancia practica.

2.4 Justificacion

Hasta el momento se ha visto que los modelos de reacciéon difusion tienen limitaciones inevita-
bles para describir muchos fendmenos en las ciencias biologicas y quimicas. Una buena manera de
generalizar los sistemas y darles mas aplicaciones, es tomar en cuenta el efecto de la difusiéon cruzada.
Consideramos que al tomar en cuenta este efecto podremos describir mejor algunos fenémenos en las
ciencias biolégicas y quimicas, incluyendo la dinamica de poblaciones [31].

2.5 Metodologia

El primer paso sera aplicar la teoria de Turing para encontrar las condiciones necesarias para lograr
la formacion de patrones espaciales en presencia de difusion cruzada. Este analisis matematico permi-
tira predecir el tipo de patrones emergentes de la solucion espacio-temporal del sistema de ecuaciones
de reaccion-difusion. El primer paso del analisis es desacoplar el término difusivo para garantizar la
estabilidad temporal. Luego se reincorpora este término difusivo y se determina el espacio de parame-
tros que producen la inestabilidad espacial [33].

Una vez encontradas las condiciones y el valor de los parametros necesarios para lograr la inesta-
bilidad de Turing, se simulan las soluciones del modelo BVAM en el programa COMSOL Multiphysics
[3], el cual es un software de proposito general para modelar y simular problemas fisicos. Sus capa-
cidades de post-procesamiento y visualizacién son muy reconocidas. En particular, permite resolver
diferentes ecuaciones diferenciales parciales por medio del método de los elementos finitos [34].

A partir de la simulacion en el programa COMSOL Multiphysics [3], se corroboran los resultados
de la teoria y se estudian visualmente los efectos de la difusiéon cruzada en el modelo BVAM, lo cual
servira para describir varios fenémenos en las ciencias biologicas y quimicas.

12



Capitulo 2. Introduccion

2.6 Modelos de reaccion-difusion

Sabemos que el cambio y el movimiento definen y remodelan constantemente el mundo que nos
rodea a escalas que van de moleculares a globales. Las moléculas se mueven, chocan y reaccionan para
generar nuevas moléculas, los componentes de las células se mueven a lugares donde se necesitan para
participar y mantener procesos vitales, y los organismos se congregan para realizar tareas colectivas,
producir descendencia o competir entre si. La interaccion sutil entre el cambio y el movimiento da lugar
auna asombrosa riqueza de fen6menos naturales, y a menudo se manifiesta en la apariciéon de patrones
espacio-temporales, es decir, los dos procesos que contribuyen a la creacion de estas estructuras son la
difusion a través del espacio y la reaccidon quimica entre ellas.

Difusion

Se entiende por difusion al proceso por el cual las moléculas se mueven de una region de alta con-
centracion a un area de baja concentracion, hasta obtener una distribuciéon uniforme a lo largo del
dominio en el que se encuentran. Durante este proceso, las moléculas, se entremezclan como conse-
cuencia del movimiento aleatorio impulsado por su energia cinética.

Cuando existen gradientes de concentracion, o bien de temperatura se produce un flujo de par-
ticulas o de calor que tiende a homogeneizar y uniformar la concentraciéon o temperatura. Este flujo
homogeneizador es una consecuencia del segundo principio de la termodinamica, que da lugar al mo-
vimiento térmico aleatorio de las particulas. Asi, dada la naturaleza a escala molecular, los procesos
fisicos de difusién son procesos termodinamicos irreversibles.

Como ejemplo ilustrativo, podemos imaginar un tubo delgado lleno por una mitad por un concen-
trado de solucion acuosa de azucar, y por la otra mitad con agua pura. Esta configuracion inicial no dura
y con el tiempo el azacar se redistribuye de manera uniforme en todo el tubo. Asi es como los movi-
mientos microscopicos de particulas individuales dan lugar al proceso de macroscopico que llamamos
difusion. De esta manera, durante un proceso puramente difusivo, las moléculas se redistribuyen en el
espacio, pero su nimero permanece constante.

Normalmente los procesos de difusion estan sujetos a las leyes de Fick o de Fourier, dependiendo de
si se trata de difusion de particulas o difusion de calor respectivamente. Estas son leyes cuantitativas,
escritas en forma de ecuaciones diferenciales que describen matematicamente el proceso de difusion
de materia o energia, en un medio en el que inicialmente no existe equilibrio quimico o térmico.

Tomando en cuenta la segunda ley de Fick, la ecuacion diferencial parcial que gobierna el proceso
de difusion en una dimension es:

a¢ 3 92¢
i Dw; (2.7)

donde:

s ¢ = ¢(x,t) es la concentracion.

+ x es la posicion.

t es el tiempo.

« D es el coeficiente de difusion.
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2.6. Modelos de reaccion-difusioén

La ecuacion de difusion es una ecuacion diferencial parcial de segundo orden (PDE) cuyas solu-
ciones generales se pueden encontrar por varios métodos. Sin embargo, como con todas las PDEs, el
conocimiento de una solucion general no es automaticamente equivalente a resolver un problema fisi-
co de interés. Para encontrar la solucion particular que describe un sistema dado, es necesario hacer la
solucion general congruente con las condiciones iniciales y de frontera. Al hacer coincidir la solucion
general con estas ecuaciones auxiliares, identificamos los valores de los parametros especificos para
nuestro problema. Por supuesto, este procedimiento a veces puede resultar bastante extenso, pero en
muchos casos fisicamente relevantes es posible utilizar simplificaciones con argumentos de simetria
y/o geométricos para obtener soluciones exactas e incluso si esto falla, uno siempre puede buscar so-
luciones numéricas.

Reaccion

Las moléculas son entidades muy dinamicas, que se encuentran constantemente en movimiento,
interaccionando y colisionando con sus vecinos. Este comportamiento es la base de las reacciones qui-
micas, y si la energia suministrada por las colisiones es suficiente para romper sus enlaces, se pueden
combinar para dar lugar a nuevos productos.

La cinética quimica vincula estas colisiones microscopicas con los cambios macroscopicos obser-
vados en las concentraciones de los reactivos, es decir, explica como, experimentalmente, la velocidad
de una reaccion puede ser descrita a partir de las concentraciones, las especies involucradas en la reac-
cion y una constante cinética k. Sin embargo, esta constante cinética puede depender de varios factores,
complicando el proceso de determinacion de la velocidad de reaccion.

La velocidad de reaccion esta conformada por la velocidad de formacién (incremento) y la veloci-
dad de descomposicion (decremento) del reactivo. Esta velocidad no es en general constante y puede
depender de varios factores, como la concentracion de los reactivos, la presencia de un catalizador, la
temperatura de reaccion, e incluso del estado fisico de los reactivos. Mientras mas densidad de masa
exista en un espacio, mas colisiones se registran, por lo que, cuando la concentracion de reactivos es
mayor, también lo es la probabilidad de colisiones entre las moléculas y la velocidad de la reaccion, pero
a medida que la reaccion avanza, la concentracion de los reactivos comienza a disminuir, disminuyen-
do la probabilidad de colision y la velocidad de la reaccidon, es por esto que, la medida de la rapidez de
reaccion implica la medida de la concentracién de uno de los reactivos o productos a lo largo del tiempo.

Por ejemplo, consideremos una reaccién quimica en la que x moléculas de tipo A reaccionan con y
moléculas de tipo B para dar lugar a z moléculas de tipo C. Es decir, una reaccién con la forma:

xA+yB L zC. (2.8)

De esta forma, la ecuacién para x = y = z = 1 se vera como:

A+BS C, (2.9)

para esta ecuacion, la ley de la velocidad de formacion es la siguiente:

v, = U g = 1A - yaym) (2.10)

donde:

« Los corchetes denotan concentraciones.

14



Capitulo 2. Introduccion

« El signo menos corresponde a la desaparicion de sustratos.

« V, eslavelocidad de la reaccion, la cual debe ser proporcional a la frecuencia de colisiones intra-
moleculares necesarias para que ocurra la reaccion.

« d[C] es el aumento de la concentracion del reactivo C en un tiempo .

Esta velocidad V, en realidad se refiere a la velocidad media de la reaccién, pues todas las moléculas
necesitan tiempos distintos para reaccionar. V, caracteriza toda la reaccién y es la misma para todos
los productos quimicos participantes, debido a que la velocidad de aparicion de los productos es igual
a la velocidad de desaparicion de los reactivos. Es por esto que la ley de la velocidad se puede escribir
de cualquiera de las siguientes formas:

d[C]  d[A]  d[B]
dt — dt  dt’

V, = (2.11)

2.7 Formacion del patron

La inestabilidad de Turing, es un mecanismo ampliamente reconocido para lograr la formacién de
patrones espaciales en un sistema de reaccién difusion, debido a que muestra como muchos aspectos
de la morfogénesis pueden ser explicados en términos de sustancias activadoras e inhibidoras.

De acuerdo con Gierer-Meinhardt [12] para lograr que mecanismos simples de auto-catalisis y ca-
talisis puedan determinar y generar un patrén estacionario el sistema solo necesita:

« Activadores de corto alcance.

+ Inhibidores de largo alcance.

« Dos sustancias con interacciones entre ellas.

Por esto, las condiciones necesarias para la formaciéon de un patrén de Turing en un sistema activacion-
inhibicién son:

1. La existencia de relaciones no lineales entre las sustancias responsables de la formacion del pa-
tron.

N

Que el sistema contenga al menos dos agentes (morfégenos).
Uno de los morfogenos debe distribuirse mas lento que el otro.

Uno de los morfégenos debe auto-catalizarse.

AN ol

La inhibicion de un morfégeno sea mas fuerte que la activacion del otro.

Si cumplimos con estas condicidnes y empezamos con una distribucion casi homogenea de con-
centraciones, los morfégenos poco a poco se regulan hasta un pseudo-equilibrio, pero este pseudo-
equilibrio no es estable, ni exacto, porque si en alguna region la fuente del activador o la concentracion
del activador es ligeramente mas grande que el promedio, la concentracion del activador aumentara
aun mas, pero si la concentracion del activador es levemente mas pequena que el promedio la concen-
tracion del activador decrecera atin mas. Esto se conoce como “disparo de gradiente”, pues altera la
concentracion promedio del activador que determina el area de incremento y decremento.
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2.8. Importancia

Pero este incremento/decremento llega a un limite, debido a que las funciones propias que crecen
exponencialmente con el tiempo eventualmente estaran limitadas por los términos no lineales de la ci-
nética quimica. De esta manera, surge una solucion espacialmente no homogénea, es decir, un patrén
espacial. Y a medida que aumenta el tiempo, la dinamica del sistema no sufre mas cambios.

e e . Las sustancias quimicas
Distribucidn casi Se regula hasta un : q
. e se confina a una
homogénea pseudo-equilibrio

fraccion del espacio )

Figura 2.1: Etapas de la formacion del patron por medio del mecanismo de Turing

Asi es como después de algtin tiempo la concentracion del activador estara confinado a una fracciéon
del dominio y serd muy baja en otros lados. La distribucion de las concentraciones dependera de:

o La distribucion de la fuente.
« Las condiciones iniciales.
« Las condiciones de frontera.

« El modo de distribucion.

2.8 Importancia

Modelos tipo reaccion-difusion

Vincular el proceso de reaccion-difusion a los sistemas vivos es relativamente reciente y se remon-
ta sblo a los descubrimientos de Alan Turing en la década de 1940 y de Boris Belousov en la década
de 1950. Turing observé que una mezcla inicialmente uniforme que contiene un reactivo activador y
especies inhibidoras difundidas en el espacio puede romper espontaneamente la homogeneidad y dar
lugar a variaciones de concentracion estacionarias [1]. Belousov, por otro lado, descubri6 una clase de
sistemas en los que el acoplamiento entre reaccion y difusion da lugar a oscilaciones quimicas en el
tiempo y/o espacio [35].

Si bien a primera vista estos hallazgos pueden no parecer directamente relevantes para la vida,
resulta que los sistemas de Turing y Belousov contienen los ingredientes esenciales de acoplamiento
no lineal y bucles de retroalimentacion, cuyas diversas combinaciones proporcionan una base versatil
para los procesos reguladores en células, tejidos, organismos e incluso conjuntos de organismos. Por
ejemplo, por medio de la inestabilidad de Turing se pueden diferenciar regiones separadas de mezclas
quimicas que inicialmente se encontraban uniformes y, por lo tanto, puede ser la base del desarrollo de

16
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diferentes organismos; las oscilaciones quimicas pueden servir como relojes sincronizadores de even-
tos biologicos, y las ondas pueden transmitir senales quimicas. Los procesos de reaccion difusion se
encuentran presentes en muchos fenémenos biolégicos importantes. Los ejemplos que se mencionan
a continuacion pueden ilustrar como se integran estos procesos en los sistemas bioldgicos que operan
a varias escalas de magnitud [5].

Muchos aspectos energéticos y metabdlicos se basan en reaccion difusion. Estos sistemas ayudan
a la descomposicion de azacares para producir moléculas de ATP de alta energia, facilitan la comuni-
cacion eficiente entre la generacion de ATP (mitocondrial) y sitios de consumo de ATP (por ejemplo,
nucleo celular y membrana metabolica), que es esencial para el funcionamiento normal de una célula.
Ademas, estos sistemas estan presentes en los proceso para trasportar ATP a los sitios con deficiencia
de ATP [34].

Los esquemas de reaccion difusiéon también se han usado para coordinar el desarrollo colectivo o
las estrategias de supervivencia de las poblaciones de organismos [34] y estan presentes en muchos
mas proceso vitales.

Al final es casi imposible no estar fascinado y cautivado con la riqueza, diversidad y belleza de los
patrones biologicos. La importancia fundamental del patron y la forma en biologia es evidente. Cual-
quiera que sea el patron que observemos en el mundo animal, es casi seguro que el proceso que lo
produjo ain se desconoce, pero los modelos tipo reaccion-difusion propuestos por Alan Turing son un
buen punto de inicio para descubrir y comprender estos mecanismos [5].

2.9 Estado del arte

El modelo de Turing, junto con otros modelos de tipo reaccidon-difusion (RD) son los modelos teo-
ricos méas usados para explicar la formacion de patrones autorregulados en el embrién en desarrollo.
Aunque su relevancia en el mundo real se debatié durante mucho tiempo, una serie de ejemplos con-
vincentes han aliviado gradualmente gran parte del escepticismo que rodea al modelo. Actualmente
se sabe que el modelo de Turing puede generar una amplia variedad de patrones espaciales y estudios
matematicos han revelado los tipos de interacciones requeridas para cada uno, gracias a que el trabajo
de Turing, permitié simular la formacion de patrones en diversos procesos biologicos, tales como la
formacion las manchas en la piel de algunos animales [2, 11, 14, 36, 37, 38, 39], 1a formacion de hueso,
tejidos y tumores [40, 41, 42, 43], la distribucién de poblaciones animales [13, 14], entre otras muchas
aplicaciones.

Figura 2.2: Aplicaciones del modelo de Turing
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2.9. Estado del arte

La dinamica de la formacion de patrones modelada por medio de ecuaciones de tipo reaccion-
difusion, es normalmente estudiada empleando diversas técnicas numéricas tales como: diferencias
finitas, como por ejemplo en los trabajos de Murray [11], Kondo [14] , Barrio [2] y Crampin [44]; ¥
elementos finitos, como en Chaplain [43] y Madzvamuse [37, 40, 45, 46].

Difusion cruzada

La difusién cruzada, es el fendmeno en el que un gradiente en la concentracion de una especie in-
duce un flujo de otra especie. La difusion cruzada ha demostrado ser muy significativo en la generacion
de estructuras espaciales. Por lo cual, recientemente, un gran nimero de articulos han investigado la
formacion de patrones en sistemas de ecuaciones de reaccion-difusion que incluyen difusion cruzada

[47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60].

En las referencias [32, 61] se ha demostrado que los coeficientes lineales de difusion cruzada, aun-
que sean relativamente pequenos o negativos (en este altimo caso, una especie tiende a moverse en la
direccion de mayor concentracion de la otra especies), lideran y favorecen la formacion de patrones.
Ademas, Madzvamuse y sus colaboradores [45] han demostrado que la introduccion de la difusiéon
cruzada en el modelo Schnakenberg mejora el proceso de formacion de patrones y generaliza la ines-
tabilidad clasica impulsada por la difusion propia [60].
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La idea crucial de Turing fue que es posible tener estados estacionarios estables en ausencia de
difusion, que se vuelven inestables ante la presencia de difusién y forman patrones heterogéneos,
de ahi el nombre de inestabilidad impulsada por la difusién. A continuacion se derivan las llamadas
condiciones para una inestabilidad de Turing en el modelo BVAM con difusién propia y cruzada.

3.1 Estabilidad en ausencia de difusion.

El primer paso es obtener las condiciones para la estabilidad en ausencia de difusion. En este caso,
el sistema de ecuaciones (2.2 y 2.3) se transforma en:

u=1mxf(u,v),
v=1xg(u,v)

Sea (u*,v*) un estado estacionario o punto de equilibrio, es decir, que satisface f(u*,v*) = g(u*,v*) = 0.

Linealizando el sistema alrededor de (u*,v*), se obtiene:

( z ):17( g g )(uw)( Z ) (3-1)

) es el Jacobiano, que denotaremos por J.
(ur,v%)

fu o

Donde la matriz (
gu g‘l}

Buscamos soluciones de la forma W.e*f. Al sustituir en el sistema linealizado (eq. 3.1) el problema
se reduce a un problema de eigenvalores:

7 =21 =0, (3.2)
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3.2. Inestabilidad impulsada por la difusién (difusion propia)

cuyo polinomio caracteristico

/\2_77(](14+gv)/\+772(fugv_fvgu) =0, (3.3)

tiene soluciones:

AMop== ( \/Tr —4Det(] ))

A partir de aqui, (u*,v*), en ausencia de difusion, sera estable si Re[A] < 0. Puede probarse que esto
se cumple si se satisfacen las siguientes desigualdades:

Tr[J] = fu + & <0, (3.4)
Det[]] = fu8v — fu&u > 0. (3.5)

3.2 Inestabilidad impulsada por la difusion (difusion propia)

Ahora introducimos la difusion propia (d; = 1, d, =0, d3 = 0, dy = d) en el sistema linealizado en el
punto de equilibrio (eq. 3.1), para obtener:

(5)=ule )+ lo ) () 59

Si W (x) son las eigenfunciones del Laplaciano, correspondientes al eigenvalor k, es decir,
VW + k*W =0, (3.7)
entonces buscamos soluciones de la forma:

u(x,t) = che’\twk(x), (3.8)

k
donde u = (u,v)T. Sustituyendo (3.8) y (3.7) en (3.6) llegamos a:
AW, = Wi — DKW, (3.9)

donde D es la matriz diagonal con elementos (1,d) en la diagonal (ver Eq. 3.6). De esta manera A
esta determinado por las raices del polinomio caracteristico |)\I -nJ+ Dk2| = 0, donde I es la matriz
identidad de 2 x 2. El polinomio caracteristico es:

A+ A(K2(1+d) = n(fy + 80)) + dk* = n(dfy + 8K+ 1*(fugo — fusu) =

Alarelacion de A(k) y k se le llama relacion de dispersion. Esta, relaciona la longitud de onda o el
nimero de onda de una onda con su frecuencia, y nos proporciona informacién sobre la existencia de
patrones estacionarios no uniformes, ademas, predice su posible periodicidad. El anéalisis de la relacion
de dispersion es indispensable, ya que permite identificar los modos k que crecen exponencialmente
con el tiempo. El mayor dominara conforme pase el tiempo y establecera la longitud de onda del patron
resultante [4].

Sabemos que se obtienen soluciones inestables si Re(A) > 0. Tomando en cuenta que la relacion de
dispersion es una ecuacion cuadratica dela forma A%+ g A+y = 0, con soluciones x(; 5 = 3 ( B++/p? - )
la parte real de las soluciones sera positiva si <0 0 y <0, lo que implica

B=k*(1+d)=n(fu+gs) <
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Capitulo 3. Patrones de Turing

y(k)=dk* = n(df, + g)k* + 1> (fugo — fu&4) <O.

Observamos que g siempre sera positivo por las condiciones (3.4) y (3.5). Entonces para asegurar que
existan soluciones inestables imponemos y < 0. La inica forma de lograr esto es con (d f, + g,) < 0; para
que esto no se contradiga con las condiciones anteriormente obtenidas, se necesitaqued =1y f, y g
tengan signos opuestos. Ademas de esto, es necesario que el minimo de y sea negativo, lo que se logra

asl:

dy _ 2 _
ﬁ =2dk” - U(dfu +gv) =0,

w2 - Mdfutg)
min = T og "

Evaluando esto en la funcidn original, llegamos a la condicion:

(dfy +8v)?
fu4—f/ > fuSv— folu-

(3.10)

Condiciones Generales 1 Las condiciones para lograr la inestabilidad de Turing en un sistema

de ecuaciones reaccion-difusion para dos especies con difusiéon propia son:

Ju+ 8 <0,

fugv _fvgu > 0’

df,+g, >0,

(dfu +gv)2 _4d(fugv _fvgu) > 0.

Con f,, f,, 8. 'V <., los coeficientes del Jacobiano evaluados en el punto de equilibrio.

Modelo BVAM

(3.11)
(3.12)
(3.13)
(3-14)

Consideremos el modelo BVAM en un dominio bidimensional Q = (0, p) x (0, ). Las eigenfunciones

del Laplaciano se obtienen de:

VW+k*W=0 en Q
n.VYIW=0 en 0Q.

Y estas son:
MY

q

nmx
W, ,(x,9) = Cn,mcosTcos
donde n y m son enteros.
Las ecuaciones del modelo BVAM son:

f(u,v)=n(u+av—cuv - uv?),
g(u,v) =n(bv+hu+cuv+ uv?),
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3.2. Inestabilidad impulsada por la difusién (difusion propia)

con puntos de equilibrio (1, v*) en:

(0,0)

\/a+b\/ac2—4ah+bc2+4b+ac+bc \/a+b\/a —4h)+b(c2+4) +ac+bc
2h+2 2(a+b)

—Va+bVac? —4ah+bc? +4b+ac+bc  —Va+bya(c2—4h)+b(c2+4)+ac+bc
2h+2 ’ 2(a+b)

Para la ecuacion linealizada

(Z):"(g; . )(M (Z) (3.16)

necesitamos las siguientes derivadas:

fu=n(l-cv—v?),
fo=nla—cu-2uv),
gy =n(h+cv+v?),
gy =1(b+cu+2uv).

Por simplicidad, tomamos el punto de equilibrio del modelo BVAM (u*,v*) = (0, 0), lo que nos da:
1 a
I—ﬂ( hob ) (3.17)

donde: f, =1, f, = a, g, = hy g, = b. Entonces, las condiciones (3.11) y (3.12) son: 1+b <0y b—ah> 0.
Ademas, debido a que f,, y g, deben tener signos opuestos, debemos tener b < 0. Y las condiciones (3.13)
y (3.14) seran:

d+b>0 y (d+b)*>—4d(b-ah)<0. (3.18)

Las condiciones para una inestabilidad de Turing en el sistema de ecua-
ciones reaccion-difusion BVAM para dos especies con difusiéon propia en el punto de equilibrio
(0,0) son:

1+b<0, (3.19)

b—ah>0, (3.20)

d+b>0, (3.21)
(d+b)>—4d(b—-ah) < 0. (3.22)

Sobre estas condiciones podemos definir algunos de los parametros, con el fin de observar el espacio
de Turing, el cual, no es méas que la region donde los pardmetros atin no definidos cumplen con las cinco
desigualdades. Por ejemplo en la Figura 3.1 se muestran diferentes espacios de parametros paraay b,
para diferentes & fijando d, 7, c.
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Figura 3.1: Espacio de parametros a vs b para la difusion propia fijandod = 5,1 =1y c = 0.
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3.3. Inestabilidad impulsada por la difusion (difusion cruzada)

3.3 Inestabilidad impulsada por la difusion (difusion cruzada)

Si se considera difusién cruzada definida por:

_[ 4 d
=& %)

Linealizamos el sistema en el punto de equilibrio, para obtener:

u _ u dl d2 2 U
(1ol 200
Si W, (x) son las eigenfunciones del Laplaciano, correspondientes al eigenvalor kde la ecuacion 3.7,
sabemos que buscamos soluciones de la forma 3.8 donde u = (u,v)T. Sustituyendo (3.8) y (3.7) en
(3.23) llegamos a:

AW = nJWy — DK*W,. (3.24)

De esta manera A esta determinado por las raices del polinomio caracteristico de |/\I -nJ+ Dk2| =0,
que resulta ser:

A2+ A (K2 (dy +dg) = 1(fu + 80)) + k*(dydy — dyds) +
Ukz(ngu +dsfv—digv—dyf,)+ Uz(fugv ~ &) =0,

con soluciones:
A= %[kz(dl +dyg) =n(fu+8)— \/((kz(dl +dg) —n(fu +gv))2

~4(k*(dydy — dyds) + nk*(doguu +dsfv—dygv — d4fu)))]-
Como se ha mencionado anteriormente la parte real de las soluciénes A(; 5 = %(—/3 +4/p? - 4;/),

sera positiva (inestable) si § <0 0 ¥ <0, lo que implica que:

B=k*(dy +dg)—n(fu+g)<0,

y(k) = k*(dydy — dads) + nk*(dogu +ds fv —dy gv —dyfu) + n°(f,8, — fu&u) <O

Observamos que 8 siempre sera positivo por las condiciones sobre la traza y el determinante previa-
mente impuestas. Entonces para asegurarnos de que existan soluciones inestables, imponemos y < 0.

Considerando que y (k) es también una funcién cuadrética de la forma ak* + pk? — o donde:
* a=(dydy—dyds),

© p=1n(d2gy +dsf, —dig —dafu),

* 0 =102 (fugo ~ foSu)-
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Capitulo 3. Patrones de Turing

Primero necesitamos que y(k?) sea una curva hacia arriba, para esto necesitamos a > 0 6
(dydy —dpds3) > 0. (3.25)

Ademas, sabemos que o > 0 por la condicion previamente establecida sobre el determinante, asi que
para tener soluciones negativas necesitamos que p < 0, es decir:

(ngu + d3fv - dlgv - d4fu) <0.

Ahora necesitamos que la curva y(k?) cruce el eje x, es decir que haya dos raices reales, esto se logra
a partir de la definicion del discriminante: p? — 4ac, ya que cuando es positivo tendremos dos raices
reales distintas. De aqui resulta la quinta condicién:

(ngu + d3fv - dlgv - d4fu)2 - 4(dld4 - d2d3)(fugv _fvgu)) > 0.

Condiciones Generales 2 Las condiciones para una inestabilidad de Turing en un sistema de
ecuaciones reaccion-difusion para dos especies con difusion cruzada son:

fu+8 <0, (3.26)

fu8v = fu8u >0, (3.27)

(d1dy —dyrds) >0, (3.28)

(ngu + dev - dlgv - d4fu) < Or (3~29)

(dagu +dsfy —di1gy —daf,)? — 4((d1dg — dods)(fugo — fu84)) > 0. (3-30)

Con f,, f,, 8. V &, evaluados en el punto de equilibrio.

Modelo BVAM

Las condiciones para una inestabilidad de Turing en un sistema de ecua-
ciones reaccion-difusion BVAM para dos especies con difusion cruzada en el punto de equilibrio
(0,0) son:

1+b<0, (3.31)

b—ah >0, (3-32)

(dydy—dyds) >0, (3-33)

(dyh+dsa—db—dy) <0, (3-34)

(doh+dza—dib—dy)? —4(dydy — drds)(b - ah) > 0. (3.35)

Aplicando esas condiciones, podemos definir algunos parametros con el fin de observar el espacio
de Turing. Por ejemplo en la Figura 3.2 se muestra este espacioparah=1,h=1.5,h=2,h=2.5,h = 3,
h=3.5,h=4y h=4.5 fijando los pardmetros c, 1, d1, d, d3 y d,.

25



3.4. Inestabilidad impulsada por la difusién (difusién anisotrépica)

Figura 3.2: Espacio de pardmetros a vs b para la difusion cruzadaconc =0,y =1,d, =1,d, =1,d; =3
y d4 =5.

3.4 Inestabilidad impulsada por la difusion (difusion anisotropica)

La inestabilidad de Turing para un sistema de ecuaciones reaccién-difusion para dos especies se
estudia bajo difusion anisotropica. Méas especificamente, las constantes de difusién que caracterizan la
capacidad de los morfoégenos para reubicarse en el espacio son sensibles a la direccion.

Las ecuaciones son:
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Capitulo 3. Patrones de Turing

au *u %y
Fri nf(wv)+d Pl dy Fk (3.36)
ov 2*v 2*v
— = , d3— +dy—. .
op = 18\ v)+ds = +dy )2 (3-37)
En este caso, de nueva cuenta linealizamos en el punto de equilibrio para obtener:
22 9?
d 25 +d, 25 0
(” ):’7( . )( y )+ T e, (3.38)
v 8u & v 0 d3m + d49_y2

Para resolver este sistema de ecuaciones sujeto a las condiciones de frontera, buscamos soluciones

xkx+yky)

de la forma e *M 1o que resulta en un problema de eigenvalores, donde:

Al -nA+DK?| =0, (3-39)
cuyo polinomio caracteristico es:
A%+ A(=dykx? — dyky? — dskx® — dyky® —nf, —ng,) + dydskx* + dy dykx*ky® +
ndy g,kx® + dydskx’ky® + d2dsky* + ndyg,ky® + nds fukx® + nda fuky? +1fuge = 1> fogu-
Sabemos que se obtienen soluciones inestables si Re[1]>0. Tomando en cuenta que la relacion de

dispersion es una ecuacion cuadratica de la forma A% + A + y = 0, la parte real de las soluciones sera
positivas (inestable) si <0 0 ¥ < 0, lo que implica:

B = —dikx® - dyky® — dskx® —dyky® —nf, —ng, <0,
y = dyds f, g kx?kx? + dy dskx* + dy dykx®ky? + dydskx*ky? + dpdyky* +
Wdzgvkyz + 77d4fuky2 + ﬂzfugv - 772fvgu <0.

Observamos que p siempre sera positivo por las condiciones previamente establecidas. Entonces
para asegurarnos de que existan soluciones inestables, imponemos y < 0 lo que se logra definiendo:

H(kx?, ky?) = y = dydskx* + dydykx*ky? + nd, g, kx® + drdskxky? + dydyky* +
ndrg,ky® + nds fukx® + ndy fukv® +1° fu80 =17 fo8ur

primero necesitamos que H(kx?, ky?) sea una curva hacia arriba, para esto nos fijamos en los planos
ky? y kx?. Cuando estamos en el plano ky?, es decir, kx> = 0, H se convierte en:

d2d4ky4 + Wdzgvkyz + ’7d4fuk}’2 + szugv - szvgw (3.40)
por lo tanto, necesitamos:
ngv + d4fu > 0,
(d2gv + d4fu)2 - 4(d2d4) (fugv _fvgu) > 0.
Ahora, cuando estamos en el plano kx?, es decir, ky? = 0, H se convierte en:
dydsky® +1dy g,ky? +nds fuky? + 1% fugy = 1% fogu (3-41)
lo cual, da la condiciones:
dlgv + d3fu >0,
(d1gy +d3fu)” — 4(d1d3) (fugw — foqu) > 0.
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3.4. Inestabilidad impulsada por la difusién (difusién anisotrépica)

Condiciones Generales 3 Las condiciones para una inestabilidad de Turing en un sistema de
ecuaciones de tipo reaccion-difusion para dos especies con difusiéon anisotropica son:

fu+ 80 <0, (3-42)

fu8v—fo8u >0 (3.43)

drgy +dyfy >0, (3-44)

(dagy +dafy)? — 4(drds) (fugs — fu&4) > 0, (3.45)
d1g +ds3fy >0, (3.46)

(d1 gy +d3fu)* — 4(d1d5) (fug — fo8u) > O (3-47)

Con f,, f,, 8. V g evaluados en el punto de equilibrio.

Modelo BVAM

Las condiciones para una inestabilidad de Turing en un sistema de de
ecuaciones reaccion-difusion BVAM para dos especies con difusion anisotropica en el punto de
equilibrio (0, 0) son:

1+b<0, (3-48)

b—ah>0, (3-49)

dyb+dy >0, (3.50)

(dob +dy)* — 4(dydy) (b —ah) > 0, (3.51)
dib+d;>0, (3.52)
(d1b+d3)* - 4(dy d3) (b—ah) > 0. (3-53)

Con esas condiciones, podemos definir algunos parametros y visualizar el espacio de Turing. Por
ejemplo: en la Figura 3.3 se muestran este espacio paraay bparah=1,h=15h=2,h=2.5,h=3,
h=3.5,h =4y h=4.5 con los parametros 1, ¢, d1, d,, d3 y dy fijos.
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Capitulo 3. Patrones de Turing

Figura 3.3: Espacio de parametros a vs b para la difusion anisotrépicaconn =1,c=0,d; =1,d, =1,
d3 =3y d4 =5.
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3.5. Comparacion

3.5 Comparacion

Con la intencién de comparar los espacios de Turing para los tres tipos de difusién que se estudia-
ron, usaremos los espacios definido por a y b, para diferentes valores de / y definiendo: # = 1, ¢ = 0,
dy=1,d,=1,d3 =3yd4 = 5. El resultado se muestra en la Figura 3.4 donde podemos observar como el
espacio de Turing para la difusion cruzada claramente tiene una area mayor, lo cual le otorga la ventaja
de poder generar patrones en un espacio mas grande del espacio de parametros.

Figura 3.4: Espacio de parametros (4, b) para diferentes valores de  y definiendo: y =1, ¢ =0, d; =1,
d2:1,d3:3Yd4:5.
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Ahora que hemos identificado las condiciones y los espacios de pardametros inducidos por los di-
ferentes tipos de difusién para la aparicion de patrones de Turing, procedemos a seleccionar los
parametros del modelo cinético de reaccion que pertenecen a estos espacios y calcular soluciones
numéricas con el método de los elementos finitos con el objetivo de exhibir la formacién de patrones
inducidos por los diferentes tipos de difusion [62].

4.1 Soluciones por el método de elementos finitos

El método de los elementos finitos ofrece una soluciéon aproximada a un problema con valores en la
frontera definidas en un cierto dominio. Para ello, el método divide el dominio en subdominios denomi-
nados “elementos finitos”. Dentro de cada elemento se distinguen una serie de puntos representativos
llamados “nodos”, y al conjunto de nodos y sus relaciones de adyacencia, se le llama “malla”.

En los elementos de la malla la solucién se aproxima mediante polinomios de interpolacion y la
aproximacion permite que el problema se reduzca a resolver un sistema de ecuaciones algebraicas
cuyo nimero es proporcional al nimero de nodos. Esto reduce la complejidad del problema y tiene
la ventaja de que la malla pueden construirse sobre dominios arbitrarios [34], incluidas las de for-
mas complejas para las cuales la implementacion de las condiciones iniciales y de frontera por otros
métodos serian virtualmente imposible. Ademas, el método cuenta con una propiedad importante, la
convergencia: si se consideran particiones de elementos finitos sucesivamente mas finas, la solucion
numérica calculada converge a la solucion exacta del sistema de ecuaciones. Si se agrega a esto que el
método de elementos finitos trata eficientemente los problemas que incorporan fuentes y sumideros,
se hace evidente por qué tantos programas de ingenieria (COMSOL [3], ANSYS [63], etc.) se basan en
este método. Desafortunadamente, la destreza del método tiene un precio. Los elementos finitos son
mucho menos intuitivos que las diferencias finitas, son mucho mas dificiles de codificar y requieren
mas poder computacional [34].
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4.2. Sistema BVAM con difusion propia (1D)

COMSOL Multiphysics

COMSOL Multiphysics [3] es una plataforma de software de proposito general, para modelar y
simular problemas fisicos. En particular, permite resolver diferentes ecuaciones diferenciales parciales
por medio del método de los elementos finitos. Sus capacidades de post-procesamiento y visualizacion
son muy reconocidas. Ademas de los distintos m6dulos que ofrece, permite introducir una ecuacion
diferencial o un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales como hicimos nosotros para
resolver las ecuaciones del sistema tipo reaccion-difusion.

4.2 Sistema BVAM con difusion propia (1D)

Para resolver en COMSOL Multiphysics el sistema de ecuaciones diferenciales parciales BVAM con
difusion propia en una dimension con condiciones de frontera de Neumman se realiza lo siguiente:

Para empezar, ingresamos en Asistente de modelo para una dimension con dos variables de-
pendientes, seleccionando la fisica de Matematica > Interfaces de EDP’s > EDP en forma de
coeficientes(c), para especificar y resolver EDPs en “forma de coeficientes”. Debido a que las varia-
bles de campo cambian con el tiempo, pre-programamos el estudio a la forma Temporal.

Para definir la geometria que sera una linea de longitud / damos clic derecho en Geometria 1 >
Intervalo. Posteriormente definiremos la maya en EDP en forma de coeficientes(c) > Malla 1

con el tamafio de elemento “Mas fino”.

La forma general que COMSOL Multiphysics considera para una EDP es:

d%u ou .
eaw+da§+V.(—cVu—au+y)+ﬁ.Vu+au =f, (4.1)
donde:
w=[uoll, V=[] (4.2)
- ’ ’ - ax . 4'

Entonces, tomando en cuenta lo anterior, para especificar nuestro sistema de ecuaciones, defini-

mos:
o_(00) S (10} (10
a=\o o) %= \o 1) ““lo al
00 0 0 0
1o o 1o 1o o
a=lo ol Y3 lol o o
00 0 0 0

Q= 0 0 f= N*(U+a*V—CrUrV—U*V*D)
V0 0 ) T\ yr(Hxu+b*v+crusxv+usvsv)

El coeficiente de difusion d, sera uno de nuestros parametros, junto con eta, a, b, ¢, h'y I. Estos se
pueden agregar dando clic derecho en la seccion de Definiciones globales>> Parametros .

INOTACION DE COMSOL
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Capitulo 4. Solucién por el método de los elementos finitos

Para agregar las condiciones iniciales, daremos clic derecho en la secciéon de Definiciones glo-
bales>> Aleatorio para un argumento con distribucion uniforme con intervalo de 0 a 0.1. Posterior-
mente iremos a la seccion EDP en forma de coeficientes(c) y seleccionaremos la opcion Valores
tniciales donde definiremos: u = rnl(x) y v = rnl(x), donde rnl es una funcion de nimeros aleatorios
predefinida en COMSOL [3].

Una vez realizado el calculo, para poder visualizar las soluciones a lo largo del tiempo, en la pestana
resultados de la barra de tareas seleccionamos Mas conjuntos de datos > Extrusion paramé-
trica > Grupo grafico 2D con el conjunto de datos de "Extrusiéon paramétrica”.

Resultados

-1.0F ,‘ T T g
-1.2}
—1.4*‘

-1.8}|

-2.01 . . . . &
-2.0 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1.0

Figura 4.1: Espacio de pardmetros a vs b,cond =5,c =0, y =1 y h = 1 (difusion propia).

Tomando en cuenta el espacio de parametros mostrado en la Figura 4.1, observamos que en a =
-1.5,b=-1.499;a=-1.25,b=-1.249; ya=-1, b = -0.99, (marcado por puntos negros) las condicio-
nes para la inestabilidad en presencia de difusiéon se cumplen; lo cual nos indica que con esa seleccién
de parametros se generara un patron de Turing.

Para una dimension espacial, los patrones estacionarios se asemejan a franjas alineadas paralelas
al eje del tiempo en un diagrama espacio-tiempo como lo veremos a continuacion [64]. Considerando
un intervalo de longitud de 50 metros, con tiempos en un rango de 0 a 1000 segundos, con pasos de
10 en 10 segundos, para las condiciones anteriormente mencionadas tendremos los resultados de la
Figura 4.2.
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4.3. Sistema BVAM con difusién cruzada(1D)

Figura 4.2: Formacion del patrén con difusion propia a lo largo del tiempo parad =5,c =0,y =1y
h=1conA:a=-1.5b=-1.499; B:a=-1.25,b=-1.249; C: a = -1, b = —0.99. En la parte superior
se encuentran los mapas espacio temporales y en la inferior se encuentra la soluciéon con respecto al
tiempo en un punto arbitrario del dominio.

En la parte superior de la Figura 4.2 observamos la formacién del patrén alo largo del tiempo, mien-
tras en la parte inferior se observa el comportamiento del sistema en un punto del dominio a lo largo del
tiempo. En el caso de la solucién A en la Figura 4.2 observamos la formacion de un estado estacionario
estable (patréon de Turing). En el caso de B en la Figura 4.2, las simulaciones numéricas muestran la
aparicion de un patrén oscilante, esto es debido a que como demostraremos mas adelante, nos encon-
tramos en la regidn de bifurcacion tipo Turing-Hopf, lo cual causa que el estado estable espacialmente
uniforme pierda su estabilidad temporal. Para el caso C, las simulaciones numéricas muestran la apari-
cién de un patrédn oscilante, con oscilaciones irregulares, conocido como caos espacio-temporal, debido
a que no encontramos en una regiéon donde ciclo limite pierde estabilidad y se produce una bifurcacién
de tipo toro.

4.3 Sistema BVAM con difusion cruzada(1D)

Para resolver en COMSOL Multiphysics el sistema BVAM con difusiéon cruzada en una dimension,
se realiza el mismo procedimiento mencionado anteriormente. La tinica diferencia sera que ahora:

(d1 d2
=\ a3z aa |

Los coeficientes de difusion d;,d,,ds y d4 seran parte de nuestros parametros, los cuales se agre-
gan como se menciono6 anteriormente dando clic derecho en la seccién de Definiciones globales>
Parametros .
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Capitulo 4. Solucién por el método de los elementos finitos

Resultados

-1.0f;

-1.2r

-1.4r

-16F

-18r

-2.0¢
-2.0

a

Figura 4.3: Espacio de pardmetros a vs b, paralosvaloresd; =1 =d, =1,d3 =3,d, =5,c=0,y =h = 1.

En la Figura 4.3 se muestra el espacio de parametros para ay b, con los valores de dy, d,, ds3, dy, c,
y h fijos. Observamos que paraa = -1.5,b = -1.25;a=-1.5,b=-1;ya=-1,b = -0.99, las condiciones
para la inestabilidad en presencia de difusiéon se cumplen, lo cual nos indica que con esa selecciéon de
parametros se generara un patréon de Turing. Para este caso se obtienen los patrones mostrados en la
Figura 4.4.

Figura 4.4: Simulacién numérica del sistema BVAM con difusion cruzada en una dimension, a lo largo
del tiempo, parad, =d, =1,d3=3,d,=5,c=0,y=1yh=1conA:a=-1.5,b=-1.25; B: a=-1.25,
b=-0.99; C:a=-1, b =-0.99. En la parte superior se encuentran los mapas espacio temporales y en
la inferior se encuentra la solucion con respecto a un tiempo en un punto arbitrario del dominio.

En la parte superior de la Figura 4.4 observamos la formacion del patréon a lo largo del tiempo.
Mientras en la parte inferior se observa el comportamiento del sistema en un punto del dominio a lo
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4.4. Sistema BVAM con difusion propia (2D)

largo del tiempo. En el caso de la solucion A en la Figura 4.4 observamos la formacion de un estado
estacionario estable (patron de Turing). En el caso de B en la Figura 4.4 las simulaciones numéricas
muestran la aparicion de patrén oscilante, esto es debido a que como comprobaremos posteriormente,
nos encontramos en la region de bifurcacion tipo Turing-Hopf. Para el caso C las simulaciones numé-
ricas muestran la aparicion de patron oscilante, pero en este caso con oscilaciones irregulares.

4.4 Sistema BVAM con difusion propia (2D)

Para resolver en COMSOL Multiphysics el sistema BVAM con difusion propia en dos dimensiones,
el proceso es el mismo que el mencionado anteriormente pero al inicio se especifica que se hara para
dos dimensiones con dos variables dependientes.

La formula general ser4 igual:

’u du
eaw+d‘,§+V.(—cVu—au+y)+ﬁ.Vu+au:f, 4.3)

con una unica diferencia en la definicién de V:
J d
V= [£+a—y]- (4.4)
Para poder visualizar el patron final, después de realizar el calculo; en la pestaiia Resultados

de la barra de tareas seleccionamos Grupo grafico 2D > Superficie con el conjunto de datos de
“Solucion 1”7 y seleccionamos el tiempo final.

Resultados

—1.0F T
-12}
—14f
-1.6—:

-1.8r|

-2.0¢! . L . . .
-2.0 -1.8 -16 =14 =12 -1.0

a

Figura 4.5: Espacio de pardmetros paraay b,cond =5,c=0,y =1y h=1.

En la Figura 4.5 se muestra el espacio de parametros paraay b con d, c, y, y h fijos. Observamos que
ena=-15b=-1.499;a=-1.25,b=-1.249;ya=-1,b = -0.99, las condiciones para la inestabilidad
en presencia de difusion se cumplen, lo cual asegura que con esa seleccion de parametros se generara
un patrén de Turing.
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Entonces para la difusion diagonal, en un dominio cuadrado de 50 metros, con tiempos en un rango
de 0 a 1000 segundos, para a = —1.5, b = —1.499 dentro de esta region de parametros, tendremos la
secuencia de formacion del patréon que se muestra en la Figura 4.6.

Figura 4.6: Simulacion numérica del sistema BVAM con difusiéon propia en dos dimensiones, para
diferentes valores del tiempo, cond =5,c =0,y =h=1,a=-1.5y b =-1.499.

En la Figura 4.6 podemos observar como el sistema inicia con una distribucién casi homogénea, y
poco a poco los morfogenos se regulan hasta un pseudo-equilibrio, donde ocurre el “disparo de gra-
diente”, el cual, altera la concentracién promedio del activador que determina el 4rea de incremento
y decremento. Pero este incremento/decremento llega a un limite, debido a que las funciones propias
eventualmente estaran limitadas por los términos no lineales de la cinética quimica. De esta manera,
surge una solucion espacialmente no homogénea, es decir, un patron espacial.

Figura 4.7: Simulacién numérica del sistema BVAM con difusion propia en dos dimensiones, para di-
ferentes valores del tiempo, cond =5,c =0,y =h=1,a=-1.25y b =-1.249.

En referencia a la Figura 4.7, a partir del segundo 120 (¢ = 120) el patréon se ha terminado de formar
pero comienza a oscilar de forma periédica, manteniendo la forma del patron. Esto es una consecuencia
de que para esos valores de los parametros se encuentra una bifurcacion de Hopf supercritica que da
lugar a un ciclo limite estable.

Figura 4.8: Simulacion numérica del sistema BVAM con difusién propia en dos dimensiones, para
diferentes valores del tiempo, cond =5,c=0,y=h=1,a=-1yb=-0.99.

Sobre los resultados de la Figura 4.8, al igual que en el caso anterior, se forma el patrén pero (apro-
ximadamente en ¢t = 80), este patron comienza a oscilar de forma cadtica. Esta es una caracteristica

37



4.5. Sistema BVAM con difusion cruzada (2D)

muy interesante del proceso de formacion de patrones y es un fenomeno mas realista que tiene mu-
chas aplicaciones en el contexto de la ecologia.

4.5 Sistema BVAM con difusion cruzada (2D)

Para resolver en COMSOL Multiphysics el sistema BVAM con difusion cruzada en dos dimensiones
se realiza el mismo procedimiento mencionado anteriormente. La tinica diferencia sera que ahora:

d1 d2
“=\as da )

Resultados

-1.0

-1.2¢

-1.4r

-1.61

-18F

-2.0¢
=-2.0

Figura 4.9: Espacio de pardmetros paraay b,con: d; =d, =1,d3=3,dy=5,c=0,y =h=1.

En el espacio de parametros mostrado en la Figura 4.9, observamos que en a = —1.5, b = —1.49;
a=-1.25,b=-1.245;ya=-1,b = -0.99 (marcados con puntos negros), las condiciones para la ines-
tabilidad en presencia de difusion se cumplen, lo cual generara un patrén de Turing.

Entonces, para la difusion anisotrépica, en un dominio cuadrado de 50 metros, con tiempos en un

rango de 0 a 2000 segundos, para a = —1.5, b = —1.499, dentro del espacio de parametros se obtienen
los resultados mostrados en la Figura 4.10.
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Figura 4.10: Simulacién numérica del sistema BVAM con difusion cruzada en dos dimensiones, para
diferentes valores del tiempo, cond; =d, =1,d3=3,dy=5,c=0,y=h=1,a=-1.5y b =-1.49.

En este caso obtenemos un “disparo de gradiente” limitado por los términos no lineales en las ecua-
ciones de difusién de reaccion, lo cual genera que a medida que aumenta el tiempo, la dindmica del
sistema no sufre mas cambios, y genera un patron estacionario tal y como vemos en la Figura 4.10
alrededor del segundo 1100 (t = 1100).

Figura 4.11: Simulacion numérica del sistema BVAM con difusion cruzada en dos dimensiones, para
diferentes valores del tiempo, cond; =d, =1,d3=3,d,=5,c=0,y=h=1,a=-1.25y b =-1.249.

Al igual que en los casos anteriores, en la secuencia mostrada en la Figura 4.11, a partir del segundo
400 (t = 400) el patron comienza a oscilar de forma periddica. Esto es una consecuencia de que nos
encontramos en una bifurcacién de Hopf supercritica, que da lugar a un ciclo limite estable.

Figura 4.12: Simulacion numérica del sistema BVAM con difusion cruzada en dos dimensiones, para
diferentes valores del tiempo, cond; =d, =1,d3=3,d,=5,c=0,y=h=1,a=-1y b =-0.99.

En la secuencia mostrada en la Figura 4.12 se presenta un caos espacio-temporal, donde las solu-
ciones no permanecen en ningun estado y siguen oscilando de manera irregular con respecto al espacio
y al tiempo, pero manteniendo de manera aproximada la forma del patron.
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4.6 Sistema BVAM con difusion anisotropica (2D)

Para resolver en COMSOL Multiphysics el sistema BVAM con difusién anisotrépica en dos dimen-
siones y con condiciones de frontera de Neumman se realiza el mismo procedimiento mencionado
anteriormente. Con la diferencia de que ahora, la matriz de difusion es:

(5 &) (00)

Resultados

-1.0F ‘ ‘ I
-1.24
-1.4f
-16F

-1.8r

-2.0¢! . L . . .
-2.0 -1.8 -16 -1.4 =12 -1.0

Figura 4.13: Espacio de pardmetrosavs bcon: dy =1,d, =1,d3=1,d,=5,c=0,y =h=1.

En la Figura 4.13 se observaqueena = -1.5,b = -1.49;a = -1.25, b = -1.249;ya=-1,b = -0.99
(marcados con puntos negros), las condiciones para la inestabilidad en presencia de difusion se cum-
plen, lo cual nos asegura que seleccionando esos parametros se generara un patron de Turing.

Para la difusién anisotrépica, en un cuadro de 50 metros, con tiempos en un rango de 0 a 5000

segundos, en pasos de 100 en 100 segundos, para las condiciones anteriormente mencionadas y para
a=-1.5,b =-1.49 se obtiene la secuencia mostrada en la Figura 4.14.
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Figura 4.14: Simulacién numérica del sistema BVAM con difusién anisotropica en dos dimensiones,
para diferentes valores del del tiempo, con dy =d, =1,d3 =3,d;=5,c=0,y=h=1,a=-15y
b=-1.49.

En la Figura 4.14 se observa como el sistema inicia con una distribucién casi homogénea, y poco a
poco se regula hasta un pseudo-equilibrio, donde ocurre el “disparo de gradiente”, el cual es limitado
por los términos no lineales y poco a poco surge una solucion espacialmente no homogénea, es decir,
un patrén espacial.

Figura 4.15: Simulacion numérica del sistema BVAM con difusiéon anisotropica en dos dimensiones,
para diferentes valores del del tiempo, condy =d, =1,d3 =3,d,=5,c=0,y=h=1,a=-1.25y
b =-1.245.

En la Figura 4.15, a partir del segundo 120 (¢ = 120) el patrén comienza a oscilar de forma periédica
debido a que nos encontramos en una bifurcaciéon de Hopf supercritica, que da lugar a un ciclo limite
estable. Mientras en la Figura 4.16 se observa nuevamente caos espacio-temporal.

Figura 4.16: Simulacién numérica del sistema BVAM con difusion anisotrépica en dos dimensiones,
para diferentes valores del del tiempo, con d; =d, =1,d3 =3,d;, =5,c=0,y=h=1,a=-1y
b =-0.99.
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Recientemente se ha demostrado que los patrones de Turing que oscilan en el tiempo pueden ge-
nerarse en un sistema de dos especies cuando las inestabilidades de Turing y Hopf interactian.
También se ha visto como a medida que se varian los diferentes parametros, los patrones oscilan-
tes experimentan bifurcaciones sucesivas, produciendo duplicacién de periodos, toros, e incluso
caos. Esto es de gran interés debido a la existencia de algunos fenémenos biolégicos que muestran
este tipo de comportamientos, lo cual abre nuevas perspectivas sobre la aplicaciéon de sistemas
de ecuaciones reaccién-difusién a sistemas biolégicos y quimicos reales [64]. De esta manera, pa-
ra estudiar las soluciones del sistema cualitativamente por medio de diagramas de bifurcacion
utilizaremos la herramienta XPPAUT [65], ya que nos ayudara a determinar las fronteras de las
soluciones cualitativas del modelo BVAM a partir del andlisis numérico del sistema, incluyendo las
no-linealidades. Este andlisis es importante ya que el analisis de Turing, a pesar de ser muy im-
portante, es un andlisis no lineal, por lo que no nos puede dar informaciéon acerca de las diferentes
bifurcaciones que experimentara el sistema.

5.1 Diagramas de bifurcacion

Las soluciones del sistema pueden visualizarse como trayectorias que se mueven en el plano, esta
visualizacion es llamada plano fase y nos ayuda a visualizar el comportamiento del sistema. El plano
de fase esta determinado por un campo vectorial definido por las ecuaciones diferenciales [66].

La dinamica de un sistema puede cambiar a medida que varian los paradmetros. Por ejemplo al va-
riar el valor de un parametro, se pueden crear o destruir puntos fijos, o su estabilidad puede cambiar.
Estos cambios cualitativos en la dindmica se denominan bifurcaciones y los valores de los parametros
en los que ocurren se denominan puntos de bifurcacion, con esta informacion se pueden generar los
diagramas de bifurcacion.
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Los diagramas de bifurcacion nos ayudan a identificar como al mover un determinado parametro
se modifica la dindmica del sistema, en nuestro caso particular, como emerge o se modifica un patron;
de esta forma, nos muestran los diferentes tipos de comportamientos de un sistema en funcion de un
parametro de bifurcacion.

Para los sistemas algebraicos, las ecuaciones diferenciales ordinarias y las ecuaciones diferenciales
parciales, existe una amplia variedad de herramientas de software para la deteccién y seguimiento de
bifurcaciones y puntos de equilibrio. Estos incluyen, por ejemplo, XPPAUT [65], AUTO [67] y MatCont
[68].

Con el fin de observar los diferentes comportamientos del sistema BVAM utilizaremos la herra-
mienta llamada XPP/XPPAUT [65]. Esta se usa para estudiar bifurcaciones en sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden. Las ecuaciones de reaccion-difusion son ecuaciones diferen-
ciales parciales, con dependencia espacial. Para convertirlas en un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias podemos discretizar la dependencia espacial y plantear la ecuacion sobre varios nodos usan-
do diferencias finitas.

5.2 XPP/XPPAUT

XPPAUT [65] es una herramienta para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones con
diferencias, ecuaciones con retraso, ecuaciones funcionales, problemas de valor limite e incluso ecua-
ciones estocasticas. Adema4s, incluye una interfaz para AUTO [67], un paquete de continuacién y bifur-
cacion escrito por Eusebius Doedel. Esta version autbnoma de AUTO [67] se comunica con XPP [65],
lo que facilita su uso [65]. La unidad basica para XPP [65] es un tnico archivo ASCII, con extension
ODE, que contiene las ecuaciones, parametros, variables, condiciones de contorno y funciones para el
modelo. Los métodos para resolver las ecuaciones, los graficos y el pos-procesamiento se realizan den-
tro del programa en una interfaz grafica. Debe considerar el archivo ODE como un marco para explorar
el sistema; su funcion principal es configurar el nimero de variables, pardmetros y funciones [65].

Los archivos ODE son archivos legibles ASCII, con instrucciones sencillas, en un lenguaje propio
del programa, que el analizador XPP lee para realizar los céalculos que se indican en las instruccio-
nes. Informacion detallada acerca del lenguaje de XPPAUT puede hallarse en el libro [65]. Enseguida
mostramos el archivo ODE para resolver el modelo BVAM con condiciones de frontera de flujo nulo
y condiciones iniciales aleatorias. Puede observarse que los valores de las condiciones iniciales se fi-
jan arbitrariamente y muchos son cero; esta es una desventaja del lenguaje del XPPAUT [65], que no
cuenta con una funcién generadora de nimeros aleatorios.
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5.2. XPP/XPPAUT

BVAM with cross difusion with Newman Boundary Condition

# Reaction terms
f(u,v)=eta*(ut+axv-Cruxv-uxv*v)
g(u,v)=eta*(b*v+hxu+Crusxv+uxvv)

# Equations
dui/dt=f(u1,vi)+di*(u2—-u1)/(dx*dx)+d2*(v2-v1)/(dx*dx)
dvi/dt=g(u1,vi1)+dg*(u2-u1)/(dxxdx)+dgq*(v2-v1)/(dx*dx)

%[2..49]
du[j]/dt=f(uljl,vljD+di*(ulj+1]+ulj-1]-2%u[j])/(dx*dx)
+d2x*(v[j+1]+v[j-1]-2%v[j])/(dx*dx)
dv[j1/dt=g(ulj1,v[jD+d3*(ulj+1]+ulj-1]-2%u[j]1)/(dx*dx)
+dg*(v[j+1]+v[j—-1]-2%v[]j])/(dx*dx)

dus0/dt=f(u50,v50)+d1*(ug49-u50)/(dx*dx)+d2*(v49-v50)/(dx*dx)
dvs0/dt=g(u50,v50)+d3*(ug49-u50)/(dx*dx)+d4*(v49-v50)/(dx*dx)

# Parameters

par a=-1.5

par C=0 b=-2 h=1 di=1 d2=0 d3=0 d4=5
par eta=1

par dx=0.2

# Initial conditions
init u[26..50]=0.1
init uf[1..25]=0

init v[26..50]=-0.1
init v[1..25]=0

@ xp=u25,yp=v25
@ xlo=-5,xhi=5,ylo=-5,yhi=5
@ bell=0

# AUTO parameters

@ epss=1e-7,epsu=1e-7,epsl=1e-7

@ parmin=-2,parmax=2,autoxmin=-2

@ autoxmax=2,autoymin=—-4,autoymax=4
@ ds=0.01,dsmin=0.001,dsmax=0.1

# @ ntst=150,nmax=1000,

@ meth=cvode, tol=1e-9,atol=1e—9,bandup=2,bandlo=2,dt=.01
@ total=1000,transient=0

@ MAXSTOR=2000000

done
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Capitulo 5. Analisis de bifurcaciones

El calculo de los diagramas de bifurcacion es un complemento para el estudio que se realiza en esta
tesis y su explicacion detallada excede el alcance de esta tesis. Los detalles pueden consultarse en la
Ref. [65]. Entonces, a partir del archivo ODE mostrado arriba, y partiendo de una solucién estacio-
naria estable del modelo, se inicia el proceso de calculo y los resultados se muestran en las siguientes
secciones.

5.3 Modelo BVAM con difusion diagonal

En la Figura 5.1 se presenta el diagrama de bifurcacién del modelo BVAM con difusion diagonal,
usando ¢ como parametro de bifurcacion (eje x), razon por la cual lo identificaremos con una letra ma-
yuscula. Este diagrama de bifurcacion fue generado con la herramienta XPPAUT, la cual, usa colores
y etiquetas para representar las diferentes bifurcaciones y su continuacion; en las descripciones de los
resultados se iran indicando esos colores. En este diagrama de bifurcacion y en todos los posteriores
la linea roja nos indica estados estacionarios estables, es decir, son las soluciones donde se forma un
patron de Turing estable; la linea verde nos indica que nos encontramos en una bifurcacion de Hopf; y
la linea azul, nos indica que nos encontramos en una bifurcacion de periodo doble, también conocida
como doblamiento de periodo donde las oscilaciones duplican su periodo y pueden caer en la zona de
caos.

La Figura 5.1 nos indica que a medida que el valor del parametro ¢ disminuye, el estado estaciona-
rio estable, pierde estabilidad a través de una bifurcacion de Hopf supercritica en ¢ = 0.2981. Una vez
que se cruza la bifurcacion Hopf, si ¢ disminuye atin mas, el sistema llega a una bifurcaciéon de periodo
doble en ¢ = —0.4488. La Figura 5.2 nos ayuda a ilustrar el diagrama de bifurcaciéon presentado en la
Figura 5.1, ya que las simulaciones corresponden a los valores de ¢ indicados para cada Figura A, By
D. Podemos observar como en la Figura A el patron se forma y se mantiene estable, mientras que para
B, el sistema resulta en un patron oscilante, y para D el patrén oscila de forma muy irregular.
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5.3. Modelo BVAM con difusion diagonal

0

-0.8 E 0

Figura 5.1: Diagrama de bifurcacion usando ¢ como parametro de bifurcacion, con valoresy =1, h =1,
d:S,a:—lyb:—Z

Figura 5.2: Simulaciones para diferentes valores de ¢ de acuerdo con la Figura 5.1 con: A: ¢ = -0.1, B:
¢ =-0.4, D: ¢ = -0.8. En la parte superior se encuentran los mapas espacio temporales y en la inferior
se encuentra la solucion con respecto a un tiempo en un punto arbitrario del dominio.

Ya que podemos elegir libremente el pardmetro de bifurcacion. En la Figura 5.3 se muestra el dia-
grama de bifurcacion para b. En este diagrama se observa que mientras incrementamos b, desde b = -2,
aproximadamente en b = —1.68 se encuentra una bifurcacion de Hopf supercritica, y aproximadamente
en b = —1.173 encontramos el umbral para la bifurcacion de doblamiento de periodo. Podemos obser-
var que para la Figura 5.4 A que se encuentran dentro del rango estable el patron se forma y se queda
estable, mientras que para B el sistema resulta en un patrén oscilante, y para C el patron se vuelve
caotico.
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11

f 4]

-5

Figura 5.3: Diagrama de bifurcaciéon parabcony=1,h=1,d=5,a=-1,yc=0.

Figura 5.4: Simulaciones para diferentes valores de b de acuerdo con la Figura 5.3 con: A: b = —1.8, B:
b =-1.4,C: b =-1. En la parte superior se encuentran los mapas espacio temporales y en la inferior se
encuentra la solucion con respecto a un tiempo en un punto arbitrario del dominio.

5.4 Modelo BVAM con difusion cruzada

En la Figura 5.5 podemos observar como a medida que C aumenta a partir de 0.5, el estado esta-
cionario estable pierde estabilidad a través de una bifurcacién de Hopf supercritica en ¢ = 1.27. Una
vez que se cruza la linea de bifurcacién de Hopf, si c aumenta atin mas, las oscilaciones se vuelven irre-
gulares aproximadamente en ¢ = 1.41. Al igual que antes, podemos observar como en la Figura 5.6 A,
para un valor dentro del rango estable, el patron se forma y se queda estable, mientras que para Figura
5.6 B, el sistema resulta en un patrén oscilante, y para Figura 5.6 D el patron se vuelve cadtico.
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5.4. Modelo BVAM con difusion cruzada

Figura 5.5: Diagrama de bifurcacion usando ¢ como pardmetro de bifurcacion, cony =1,h=1,d; =1,
d2:1,d3 :3,d4:5,b:—2ya:—1.5.

Figura 5.6: Simulaciones para diferentes valores de ¢ correspondientes con la Figura 5.5 con: A: ¢ =
1.25, B: ¢ = 1.35, D: ¢ = 1.45. En la parte superior se encuentran los mapas espacio temporales y en la
inferior se encuentra la solucion con respecto a un tiempo en un punto arbitrario del dominio.

Con referencia a la Figura 5.7, a medida que 2 aumenta a partir de a = —1.5, el estado estacionario
estable pierde estabilidad a través de una bifurcacién de Hopf supercritica en a = —0.77. Una vez que
se cruza la linea de bifurcacion de Hopf, si « aumenta atin mas, las oscilaciones se vuelven irregulares
aproximadamente en 2 = —0.53 debido a que se ha generado un toro. Los resultados del diagrama de
bifurcacion de la Figura 5.7 son consistentes con los tipos de patrones que se observan en la simulacion
de la Figura 5.8.
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Figura 5.7: Diagrama de bifurcacion usando a como pardmetro de bifurcaciéon, cony =1,h=3,d; =1,
dz :0, d3 :3, d4: 2.5,b:—2YC:—O.2.

Figura 5.8: Simulaciones para diferentes valores de ¢ correspondientes con la Figura 5.7 con: A: a =
—-0.8,B: a = -0.6, C: a = —0.4. En la parte superior se encuentran los mapas espacio temporales y en la
inferior se encuentra la solucion con respecto a un tiempo en un punto arbitrario del dominio.

En este capitulo, por medio de la herramienta XPPAUT [65], determinamos las fronteras de las
soluciones cualitativas del modelo BVAM a partir del anélisis numérico del sistema.
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En las secciones anteriores ya han sido presentados algunos resultados, tales como los espacios
de parametros y los diagramas de bifurcacion. En esta seccion nos concentraremos en los patro-
nes resultantes del modelo BVAM en un dominio espacial bidimensional, con el fin de comparar
la difusion propia con la difusién cruzada y anisotrépica. Como veremos a continuacién cuando
incorporamos dos dimensiones se puede obtener una amplia gama de patrones de Turing que in-
cluyen patrones florales, laberinticos, puntos calientes, puntos, rayas y combinaciones.

6.1 Comparacion de la difusion diagonal con la difusion cruzada

A continuacion presentamos varios ejemplos de inestabilidad impulsada por difusiéon cruzada.Ademas,
se presentan espacios de parametros detallados que surgen en presencia de difusién cruzada positiva.

Con el fin de explorar los espacios de pardmetros para a y b, se proponen 4 tipos de difusion con
parametros que se fijan desde el inicio:

« Difusion diagonal: di 0 . « Difusion cruzada v: i dy .
0 dy 0 dy

 Difusiéon cruzada:( dy dy )  Difusién cruzada u :( d 0 )
ds; dy ds dy

50



Capitulo 6. Resultados

Figura 6.1: Espacios de pardmetros con 4 =1,¢c=0,h=-2y d; = 1, con d, = d; = 0 para la difusién
diagonal, d, = d; = 1 para la difusion cruzada, d; = 1 para la difusion cruzada u y d, = 1 para la difusion
cruzada v.

La Figura 6.1 nos muestra como cambian los espacios de pardmetros conforme aumentamos el va-
lor de dy, para los diferentes tipos de difusion (diagonal, cruzada, cruzada v y cruzada 1) mencionados
anteriormente. Observamos que cuando d4 = 1, el inico tipo de difusion posible para generar un patrén
de Turing es el de difusion cruzada v. Este valor de d4 es impensable en el caso de la difusién diagonal
ya que un requisito clave para la inestabilidad impulsada por la difusién es que el activador se difunda
mas lentamente que el inhibidor. A partir de d; = 2 empezamos a observar que la difusiéon cruzada
empieza a permitir que los parametros a y b tomen algunos valores para generar patrones de Turing.
El siguiente tipo de difusion que permite obtener patrones de Turing, aproximadamente en d4 = 3, es
la difusion diagonal, seguido por la aparicion de la difusion cruzada u en dy = 4. Estos resultados son
consistentes con los reportados por Madzvamuse et al. en la Ref. [62], en el cual se concluye que el
espacio de parametros correspondiente al sistema de ecuaciones reaccion-difusion con difusion cruza-
da u, es un sub-espacio del espacio de Turing correspondiente al sistema sin difusion cruzada, el cual,
es a su vez, un sub-espacio del espacio Turing correspondiente al sistema con difusiéon cruzada tanto
en u como en v, el cual es un sub-espacio del espacio de parametros correspondiente al sistema de
ecuaciones reaccidon-difusion con difusion cruzada v. Esto se aprecia mejor en el diagrama de la Figura
6.3. El espacio de parametros presentado en la Figura 6.2 nos servira para realizar las simulaciones del
Cuadro 6.1 donde podemos observar los diferentes patrones resultantes de acuerdo a la seleccion de a

y b.
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6.1. Comparacion de la difusiéon diagonal con la difusion cruzada

Difusién
Cruzada v

Difusién
cruzada

Difusién

diagonal

A

Difusidn
cruzada u

Figura 6.2: Espacio de parametros para ay b

Figura 6.3: Esquematizaciéon del espacio de
cony=d;=1,c=0,h=-2ydy=5.

parametros.

6.1

Difusion diagonal Difusion cruzada

Difusién cruzada u Difusion cruzada v

Cuadro 6.1: Espacio de parametros para a y b para los valores en la Figura 6.2.

52



Capitulo 6. Resultados

Figura 6.4: Espacio de pardmetros paraay bcony =1,c=0,h =-1,d; =1, con d, = d3 = 0 para
difusion diagonal, d, = d; = 1 para difusion cruzada, d; = 1 para difusion cruzada u y d, = 1 para
difusion cruzada v.

Para los valores de la Figura 6.4 volvemos a observar que cuando d, = 1, el tinico tipo de difusion
posible para generar un patréon de Turing es el de difusion cruzada v. A partir de d, = 2 la difusion dia-
gonal empieza a permitir que a y b tomen algunos valores para generar patrones de Turing. El siguiente
tipo de difusion que permite obtener patrones de Turing, aproximadamente en dy = 3, es la difusion
cruzada, seguido por la aparicion de la difusion cruzada u en d4 = 4. Estos resultados ya no son consis-
tentes con los obtenidos por Madzvamuse et al. [62] debido a que en este caso se han intercambiado
los lugares la difusion diagonal con la difusion cruzada, en el tamano del espacio de parametros. Esto
se aprecia mejor en el diagrama de la Figura 6.6. En el Cuadro 6.2 podemos observar los diferentes pa-
trones resultantes de acuerdo a la seleccion de a y b correspondientes con el espacio de parametros de
la Figura 6.5. Observamos también que para los valores a = 1.5y b = —1.5 empiezan a surgir patrones
interesantes.
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6.1. Comparacion de la difusiéon diagonal con la difusion cruzada

Difusion
Cruzada v

-1.2h 1 Diagonal
1 Cruzada
[ Cruzada u
-1.3( O Cruzada v

Difusién

~1.5E
15 16 1.7 18 19 20 21 22 eriz=day

a

Figura 6.5: Espacio de pardmetros paraay b  Figura 6.6: Esquematizacion de los espacio de

coniy=1,c=0,h=-1,dy =1ydy=5. parametros.
Difusion diagonal Difusion cruzada
Difusion cruzada u Difusion cruzada v

Cuadro 6.2: Espacio de pardmetros paraaybcony=1,c=0,h=-1,d; =1ydy=5.
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Figura 6.7: Espacio de parametros paraay bcon: 4 =1,c=0,h=1,d, =1, con d, = d; = 0 para
difusion diagonal, d, = d; = 1 para difusion cruzada, d; = 1 para difusion cruzada u y d, = 1 para
difusion cruzada v.

En el caso de la Figura 6.7 la difusion cruzada u es la inica admisible. A partir de d, = 2 la difusion
cruzada permite que la misma region antes comprendida por la difusion cruzada u genere patrones
de Turing. El siguiente tipo de difusion que permite obtener patrones de Turing, aproximadamente en
dy = 3, es la difusion diagonal, seguido por la aparicion de la difusiéon cruzada v en dy4 = 5. Estos resul-
tados tampoco son consistentes con los obtenidos por Madzvamuse et al. [62], ya que los subespacios
(Figura6.9) no son correspondientes a lo esperado (Figura 6.3).

dy=5
-1.5f /
-1.6
O Diagonal
O 17 Cruzada
: Cruzada u
01 Cruzada v
-1.8 /
-1.9E Difusién
-25 -24 -23 -22-21-20 -19 cruzada v
a

Figura 6.8: Espacio de parametros paraay b  Figura 6.9: Esquematizacion de los espacio de
conn=1,c=0,h=1,dy=1ydy=5. parametros.
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6.1. Comparacion de la difusiéon diagonal con la difusion cruzada

Difusion diagonal Difusi6on cruzada

Difusion cruzada u Difusién cruzada v

Cuadro 6.3: Simulacién del espacio de pardmetros de la Figura 6.8 paraaybcon: y=1,c=0,h =1,
d1 =1 y d4 =5.

En ese caso del Cuadro 6.1 es interesante notar que los patrones para el caso de la difusiéon cruzada
y difusién cruzada u son patrones oscilantes.
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Figura 6.10: Espacio de parametros paraaybcony =1,c=0,h=2yd; =1, cond, = d; = 0 para
difusion diagonal, d, = d3 = 1 para difusién cruzada, d; = 1 para difusiéon cruzada u y d, = 1 para
difusion cruzada v.

La Figura 6.10 nos muestra como varian los diferentes espacios de parametros conforme aumen-
tamos el valor de dg, con los valores 7 =1, c =0, h = 1 y dy = 1 para los diferentes tipos de difusiéon
(diagonal, cruzada, cruzada v y cruzada u). En este caso observamos que en d4 = 1, el inico tipo de
difusion posible para generar un patréon de Turing es la difusion cruzada u. A partir de dy = 2 la difu-
sion diagonal permite la generacion de patrones de Turing. El siguiente tipo de difusién que permite
obtener patrones de Turing, aproximadamente en d4 = 4, es la difusion diagonal, seguido por la apari-
cion de la difusion cruzada v igualmente en d4 = 4. Estos resultados tampoco son consistentes con los
obtenidos por Madzvamuse et al. [62], ya que los subespacios (Figura 6.12) no son correspondientes a
lo esperado (Figura 6.3).

dy=5

ey T O Diagonal
O Cruzada
Cruzada u
-1.3f / 0 Cruzada v
-1.4f /
A

5_
-11 -10 -09 -08 -0.7 -086
a

Figura 6.11: Espacio de parametros paraay b  Figura 6.12: Esquematizacion de los espacio
conn=1,c=0,h=2,dy=1ydy=5. de parametros.
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6.1. Comparacion de la difusiéon diagonal con la difusion cruzada

Difusion diagonal Difusion cruzada

Difusion cruzada u Difusion cruzada v

Cuadro 6.4: Simulaciones el espacio de parametros de la Figura 6.11 paraaybconn=1,c =0, h =2,
d1 =1 y d4 =5.

A pesar de las variaciones, los experimentos numéricos validan las predicciones teoricas de que
los espacios de parametros inducidos por difusion cruzada en los componentes u y v del sistema de
difusion de reaccion son sustancialmente més grandes y diferentes de aquellos sin difusion cruzada.
Ademas, en todos los casos los espacios de parametros sin difusion cruzada son sub-espacios de al me-
nos uno de los espacios de pardmetros inducidos por difusion cruzada [62].

Los resultados mas reveladores de esta exploracion consisten en que en contraste con los sistemas
clasicos de reaccion-difusion sin difusiéon cruzada, ya no es necesario hacer cumplir que una de las
especies se difunda mucho mas rapido que la otra. Ademas, ya no es necesario tener un mecanismo
activador-inhibidor como premisas para la formacion de patrones.
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6.2 Efectos al variar parametros en difusion cruzada

Los diagramas de bifurcacion nos pueden ayudar a ver como al cambiar un determinado parametro
podemos modificar la estabilidad y el comportamiento de la solucién, pero hay otros aspectos indepen-
dientes de la estabilidad que pueden ir variando conforme movemos los parametros.

Figura 6.13: Variacién de c conlos valores h=1,a=-3,b=-1,4y=.5,d; =d, =1.1,d3 =19y d, = 1.

Por ejemplo, un efecto del parametro c en la region estable para el modelo BVAM con difusion cru-
zada, para los parametros de la Figura 6.13 es que al variar c, las rayas se van rompiendo en puntos cada
vez mas pequeios tal como se observa en la Figura 6.13. Esto también se puede apreciar en la region
estable para los pardmetros de la Figura 6.14. Esto concuerda con los resultados de las Ref. [18, 69]
donde se expone que el parametro ¢ controla la apariciéon de rayas con ¢ = 0 o puntos con ¢ # 0. Esto
se debe a que ¢ mide la fuerza relativa de los términos cuadraticos y ctibicos, y ha sido demostrado que
para dos dimensiones una no linealidad cubica favorece las rayas, mientras una cuadratica produce
puntos.

Figura 6.14: Variaciondecconh=-1,a=15,b=-0.9,1=1,d, =1,d, =0,d3 =0y dy = 5.
Este mismo patron, con el desvanecimiento de la integridad de las rayas a partir del aumento del
parametro c, se presenta para los parametros de la Figura 6.15. Los patrones en la Figura 6.15 se ase-

mejan a los patrones presentes en los surubies (Pseudoplatystoma), los cuales son un género de peces
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siluriformes (peces gato) de agua dulce nativos de América del Sur. Estos peces son un género atrac-
tivo para estudiar la correlacion subyacente entre fenotipo, ontogenica y distribuciéon geografica del
desarrollo evolutivo de especies del mismo género [9], debido a los diferentes patrones que presentan.
Recordando que en la Figura 6.15 podemos observar algunas ejemplos donde varia la integridad de las
rayas presentes, podemos observar este mismo comportamiento en diferentes especies del pez Pseu-
doplatystoma. Por ejemplo en la Figura 6.27 A, la especie Pseudoplatystoma tigrinum no presenta
puntos aislados a diferencia de la especie Pseudoplatystoma sp. “Hybrid” (Figura 6.16 By C), quienes
presentan una degradacion en la integridad de sus rayas.

Figura 6.15: Variaciondecconh=-2,a=.8,b=-1.5,y=1,d; =1,dy=1,d3 =3y ds =5.

Figura 6.16: Simulaciones realizadas con h = -2, a = 8, b = -1.5, 1 = 1, d; = 1, dy =
1, d3 = 3, dy = 5 para A: Pseudoplatystoma tigrinum (¢ = 0.15). B: Pseudoplatystoma sp.
"Hybrid” (¢ = 0.75). C: Pseudoplatystoma sp. “Hybrid” (¢ = 1). Imagenes recuperadas de
www.shutterstock.com/es/video/clip-1015093027-tiger-sorubim-pseudoplatystoma-tigrinum-close y
www.scotcat.com/pimelodidae/pseudoplatystoma_sp_hybrid1.htm.

Otro ejemplo de un patron resultante con el modelo BVAM con difusion cruzada que nos recuerda
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al genero Pseudoplatystoma, es con el conjunto de parametros de la Figura 6.17. Algunos fragmentos
del patron resultante se asemejan a los observados en la especie, Tigre Zangaero, o Pseudoplatystoma
tigrinum, la cual es una especie de pez de la familia Pimelodidae. Es importante mencionar que este
patron no se encuentra en la region de Turing, ya que no cumple con las condiciones que mencionamos
anteriormente, lo cual indica que no es un patréon de Turing, sino otro tipo de patrén, lo que lo hace un
resultado realmente interesante.

Figura 6.17: Tigre Zangaro (Pseudoplatystoma tigrinum). Simulaciones realizadas con 1 = 1, b =
-1.005, a = -1.115, ¢ = -1.6, dy = 1.1, d, = 0.9, d3 = 0.2, d4 = 1.2 y h = 3. Imagen recuperada de
http://amazonia.iiap.org.pe/especies/ver/303.

Este mismo patron del desvanecimiento de la integridad de las rayas a partir del aumento del para-
metro c se presenta para los parametros de la Figura 6.18. Cabe resaltar que los patrones en la Figura
6.18 no se encuentran en la regiéon de Turing. Ademas estos patrones son bastante similares a los que
resultan del proceso de separacion de fases, descrito por la ecuacion de Cahn-Hilliard, formulada por
John W. Cahn y John E. Hilliard, para describir como una aleacién fundida como el hierro y el niquel
se separa en sus componentes. Gracias a esta ecuacion se describe el proceso de separacion de fases,
por el cual los dos componentes de un fluido binario se separan espontaneamente y forman dominios
puros de cada componente, es decir, describe lo que sucede cuando se agitan dos fluidos inmiscibles
como el aceite y el agua, tal combinacion se llama fluido binario y sin agitar, el estado de equilibrio
del sistema es la recoleccidon de burbujas de aceite y agua. Las ecuaciones de Cahn-Hilliard encuentran
aplicaciones en diversos campos, por ejemplo en fluidos complejos y materia blanda, flujo de fluidos
interfaciales, ciencia de polimeros y aplicaciones industriales, en este caso en la Figura 6.19 observa-
mos la simulacién numerica de separacion de fases en bettin modificado con polimeros por método de
campo de fase [70].

Figura 6.18: Variacibondecconh=-1,a=2,b=-2,n=1,d; =1.1,d, =3,d3 =.2yd, = 1.
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Figura 6.19: Simulacién numérica de separacion de fases en betiin modificado con polimeros por mé-
todo de campo de fase. Imagen recuperada de la Ref. [70].

Figura 6.20: Patrones realizados sobre el espacio de parametros para d, = 1.8, variando d3 de derecha
aizquierdade 0 a 0.5 de 0.1 en 0.1 y d, de arriba a abajode 0.5a1de 0.1 en0.1 conh=-1,a=1.115,
b=-1.0051=1,dy =1.1yc=0.12.

En la Figura 6.20 podemos observar como poco a poco se van rompiendo las lineas en puntos cuan-
do nos vamos acercando al limite de la formacién de patrones. Los patrones resultantes de esta varia-
cién sobre d, y d; son muy similares a los observados en Pomacanthus Imperator Juvenil, tal y como
se muestra en la Figura 6.21.
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Figura 6.21: Pez Angel (Pomacanthus imperator juvenil). Simulaciones realizadas con
h = -1, a = 1.115, b = -1.005, 7 = 1, d, = 1.1, ¢ = 012, dy = 1.8, d3 = 0.5,
d, = 0.8 (simulacion superior) y d, = 0.9 (simulaciéon inferior). Imagen recuperada de
https://es.m.wikipedia.org/wiki/Archivo:Pomacanthus_imperator_juvenile.jpg.

Otro conjunto de patrones muy interesantes resulta con los valores de la Figura 6.22. Aunque al
igual que antes estos patrones no se encuentran dentro de la region de Turing.

Figura 6.22: Simulaciones realizadas con valores y =dy =1,d, =0,d3=3,d,=25,h=2yb=-2

6.3 Efectos al variar parametros en difusion anisotropica

En esta subseccidn, realizamos una serie de simulaciones del modelo BVAM con difusién anisotro-
pica en dos dimensiones. En este caso nos enfocaremos en 6 casos de difusiéon anisotropica:
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« Difusi6n anisotrépica A: donde d; =1,d, =2,d3 =5yds =5.
« Difusion anisotropica B: donde d; =1,d, =1,d3 =10y dy = 5.
« Difusion anisotrépica C: donde d; =1,d, =2,d3; =5y dy = 10.
« Difusion anisotropica D: donde d; =2,d, =1,d3 =10y dy = 5.
« Difusion anisotrépica E: donde d; =2,d, =1,d3 =5y dy = 5.
« Difusion anisotropica F: donde d; =1,d, =1,d; =5y dy = 10.

La Figura 6.23 muestra los espacios de parametros para a y b, en el modelo BVAM con difusiéon
anisotropica para diferentes valores de / con valores fijos de ¢ = 0 y 1 = 1 para los diferentes tipos de
difusion anisotropica A, B, C, D, E y F mencionados anteriormente. En este caso sblo se presenta un
espacio de parametros para cada valor de / debido a que curiosamente el espacio de parametros es el
mismo para todos los tipos de difusiéon anisotrépica en los que nos concentraremos. Dicho espacio de
parametros resulta ser el mismo que en el caso general de difusion diagonal. Las simulaciones para este
espacio de parametros con difusiéon diagonal, enfocado en el valor fijo & = —2 la podemos encontrar en
la Figura 6.24; dichas simulaciones nos permitiran observar el efecto de la difusiéon anisotrdpica sobre
el patron resultante.

h=—2 h:—1
~1.0F . . r _1.0F : :
-11¢ -1.1¢
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~143L i i -1.3¢
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Figura 6.23: Espacio de parametros para el modelo BVAM con difusion anisotrépica A, B, C, Dy E con
valores fijos de ¢ = 0, = 1 para diferentes valores de h.
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Figura 6.24: Simulaciones para diferentes valoresdeaybcony=1,c=0,h=-2,dy =1,dy =1,d3 =5
y d4 = 5 con difusion diagonal.

En el Cuadro 6.5 podemos observar las simulaciones para el espacio de parametros de las diferentes
difusiones para los valores fijos ¢ = 0, # = 1, y h = —2. En el caso de la difusion anisotrépica A el mor-
féogeno o quimico u, tiene como direccion preferencial y, esto se observa en los patrones resultantes,
ya que resultan ser lineas verticales. En el caso de la difusién anisotrépica B también observamos que
el patron resultante consta de lineas verticales, pero en este caso el morfogeno o quimico v presenta
una direccion preferencial hacia x. Para la difusion anisotrépica C, los morfogenos u y v tienen como
direccion preferencial el eje y; esto se observa en la formacion del patrén vertical. Mientras para el caso
de difusion anisotropica D a pesar de que los morfogenos u y v presentan como direccion preferencial
el eje x, el patron final no sigue esta preferencia.

En el caso de la difusion anisotrdpica E, el morfégeno o quimico u, tiene como direccion prefe-
rencial x, como se puede apreciar en los patrones resultantes. En el caso de la difusion anisotropica F
también observamos que el patron resultante son lineas horizontales, aunque en este caso el morfégeno
o quimico v presenta una direccién preferencial hacia y.
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Difusion anisotrépica A Difusién anisotrépica B
Difusi6n anisotrépica C Difusi6n anisotrépica D
Difusién anisotropica E Difusién anisotropica F

Cuadro 6.5: Simulaciones para diferentes valores de a y b con diferentes valores en la matriz de difusién

con valores fijosc =0,y =1y h=-2. 66
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Algunos de los patrones resultantes en el Cuadro 6.5 se asemejan a los presentes en la especie
Pseudoplatystoma-tigrinum, como nos muestra la Figura 6.25. Las similitudes de los patrones resul-
tantes con difusion anisotrépica con los patrones presentes en los peces ya han sido bastante estudiadas

[46, 71, 72,17, 73, 74, 75].

Figura 6.25: Pseudoplatystoma-tigrinum. Valores de simulacion: a = .5, b = -1.5,¢c =0,y =1, h =
-2,d; =2,d,=1,d3; =10 con dy = 5 (simulacién superior) y d4 = 10 (simulacion inferior). Imagen
recuperada de https://alchetron.com/Pseudoplatystoma-tigrinum.

Se realizo ademas otra exploracion de parametros para la difusién anisotropica, pero esta vez va-
riando d, y d3 con los valores fijos dy =5, h=1,a=-1,b=.1,1 = .5y d; = 1. Esta exploracion se puede
encontrar en la Figura 6.26. La variacion de la direccion de la formacion de rayas en la Figura 6.26,
para la difusion anisotropica, se asemeja a la variaciones presentes en algunas especies de el pez cebra
(Danio rerio), el cual debe su nombre al llamativo patrén de rayas longitudinales azules y amarillas. Es
un modelo muy atractivo para estudiar la coloracion de vertebrados [15, 76, 771, ya que las diferentes
especies de Danio, tienen patrones de color en los flancos y aletas muy diferentes las unas a las otras,
en la Figura 6.27 [15, 76, 77] podemos observar algunos ejemplos [15]. Los patrones varian en su nu-
mero de rayas, su ancho y su orientacion, e igualmente varian en su integridad. Tomemos por ejemplo
la Figura 6.27 A, donde la especie Danio albolineatus no presenta ni rayas ni manchas a diferencia de
la especie Danio rerio 6.27 D y Danio choprae 6.27 E, quienes presentan un cambio de direcciéon en
sus patrones rayados.
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Figura 6.26: Patrones obtenidos al variar de izquierda a derecha d, y d3, fijando los valores d4 = 5,
h=-1,a=1.115¢c=.12b=-1.005,y=.2yd; = 1.

Figura 6.27: Mutantes de pez cebra. Simulaciones realizadas con los valores: dy =5, h =-1,a=1.115,
c=.12b=-1.005,1=.2,d, =1,d3; = 3.6 y d, con valores 0, 1 y 1.5. Im4genes recuperadas de la Ref.

[15].
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7.1 Aplicacion del modelo tipo reaccion-difusion a la realidad

Hemos mencionado que una amplia gana de fen6menos se pueden simular usando los modelos tipo
reaccion-difusion. El tema subyacente es que al poner en movimiento la quimica de manera adecuada,
no solo es posible descubrir una variedad de nuevos fen6menos sino también obtener, sin intervencion
externa, diferentes micro y nanoarquitecturas de importancia practica.

Hasta hace muy poco, practicamente no habia aplicaciones de los modelos reaccion-difusion. Peor
aun, todavia una parte de la investigacion sobre reaccion-difusion se centra en como evitarla. Por ejem-
plo, los ingenieros se esfuerzan por eliminar las ondas de oxidacién que emergen a través de un meca-
nismo reaccion-difusion. Tales ondas introducen variaciones altamente no lineales y potencialmente
caoticas de temperatura y concentracion, las cuales son dificiles de controlar y pueden afectar drasti-
camente las emisiones de automoviles [34].

Hay varias razones por las que los modelos tipo reaccién-difusion atin no han encontrado el lugar
que les corresponde en la tecnologia. Pues, a pesar de sus logros innegables, la formacion de patrones
con sistemas quimicos no se ha incorporado ampliamente en la tecnologia moderna.

Una razon es la brecha entre la simplicidad matematica del modelo y la complejidad del mundo
real. Las moléculas hipotéticas (morfégenos) en los modelos tipo reaccion-difusion han sido tan idea-
lizadas para fines del analisis matematico que parece casi imposible adaptar el modelo directamente a
la complejidad de los sistemas biologicos reales. Sin embargo, la légica de la formacion de patrones se
puede entender con modelos simples, después de eso, se puede adaptar esa l6gica a fendmenos biolo-
gicos complejos. De esta forma, se hace mas facil extraer la esencia de los mecanismos subyacentes.

Otra razdn, es que adn hay algunos desafios teéricos. Por ejemplo, hay un problema de ingenieria
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inversa de reaccion-difusion, es decir, es muy dificil encontrar las reacciones y las concentraciones y las
condiciones iniciales que crearian un patron o estructura deseada. Dado que s6lo unos pocos procesos
de reaccion-difusiéon pueden tratarse analiticamente, en general es un problema que debe abordarse
numéricamente. Una forma es usar “fuerza bruta” y optimizar los parametros del sistema de manera
iterativa. Con el rapido crecimiento del poder computacional disponible, para la mayoria de los inves-
tigadores tales procedimientos son una posibilidad viable.

Otro motivo por el cual la reaccion-difusion aiin no ha encontrado el lugar que le corresponde en la
tecnologia es el hecho de que parece haber algunas barreras sociologicas relacionadas a la interdiscipli-
nariedad de los sistemas reaccion-difusion. Los fendmenos tipo reaccidon-difusiéon estan inherentemen-
te vinculados a la quimica, pero relativamente pocos quimicos estan familiarizados con las ecuaciones
diferenciales parciales, bifurcaciones de Hopf o inestabilidades. Estos aspectos de reaccion-difusion
son més familiares e interesantes para los fisicos, sin embargo, pocos de ellos estan familiarizados en
cosas como productos quimicos, fuerzas ionicas o la cinética de las reacciones [34].

Maés importante atn, los fendmenos reacciéon-difusion pueden ser muy sensibles a las condiciones
experimentales y a las perturbaciones ambientales. En algunos casos cambiando las dimensiones de
un sistema reaccion-difusion solo un poco, puede cambiar la naturaleza completa del proceso de este
sistema. Es por esto que, no es de extrafar que trabajar con fenomenos tan delicados tenga problemas
para ganar terreno entre cientificos e ingenieros, quienes probablemente prefieren seguir utilizando
sistemas mas robustos. Y aunque este problema fuera resuelto, los modelos tipo reacciéon-difusion atn
presentaria muchos desafios conceptuales [34]. Ya que hasta el momento no se han podido aplicar estos
modelos para imitar la naturaleza y disehar nuevas construcciones artificiales que usarian la difusién
y reaccion para hacer y controlar estructuras, principalmente a pequena escala.

Sin embargo, gracias a los avances de la ciencia, tal capacidad esta a nuestro alcance y los modelos
tipo reaccion-difusion son perfectamente adecuados para aplicaciones, ya que pueden ser controlados
experimentalmente con precision y a veces, incluso por medios simples. Ademas, estos modelos pue-
den construir estructuras para las cuales los métodos de fabricacion actuales no ofrecen soluciones
viables. Aunque claro, atin queda un largo camino por recorrer y una buena primera aproximacion es
empezar a comprender y explicar este tipo de procesos [34]. Por ejemplo, ademés de imitar y compren-
der los patrones en la piel de los animales son, por ejemplo, comprender la formacion de las rayas de
ondulacion en la arena arrastrada por el viento que se asemejan a los patrones de Turing y se sugiere
que la formacion de estos patrones en la arena es similar a un sistema activador-inhibidor.

7.2 Modelo tipo reaccion-difusion como marco para comprender la forma-
cion de patrones bioldgicos

Los patrones espacio-temporales estan muy extendidos en la naturaleza: aparecen manchas, ra-
yas, ondas, anillos y puntos en el pelaje de los animales, surgen patrones de grietas en la superficie de
fractura de los materiales [78], quimicos reaccionantes dan lugar a estructuras complejas y dinamicas
como en los famosa Reaccidon de Belousov-Zhabotinsky [79] y 1os juegos espaciales en ciencias sociales
producen motivos regulares autoorganizados [80].

Asi que, dilucidar los mecanismos clave que originan el proceso de formacién de patrones es un te-

ma importante de investigacion, que tiene gran impacto interdisciplinario. Como hemos mencionado
uno de estos mecanismos fue identificado y discutido a fondo en el trabajo pionero de A. Turing [1].
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Como sabemos los morfogenos en el modelo de Turing original estan idealizadas para fines de ana-
lisis matematico. Se supone que ellos controlan su propia sintesis y la de sus contrapartes. Obviamente
es bastante dificil aplicar dicho modelo directamente a sistemas de vida complejos. Sin embargo, es-
fuerzos concertados para alinear modelos teoricos a los sistemas del mundo real, han comenzado a
dar fruto, apuntando a una gama mucho més amplia de situaciones en las que podrian aplicarse los
principios generales subyacentes al modelo de Turing. Por ejemplo Gierer y Meinhardt [12], al mos-
trar que un sistema necesita solo incluir elementos que combinen “una retroalimentacion positiva de
corto alcance con una retroalimentacion negativa de largo alcance” para generar un patron de Turing
permiten dejar los tipos y nimeros de factores de reaccion sin especificar, lo que hace que sea mucho
mas sencillo imaginar sistemas que puedan cumplir los requisitos [34].

Por ejemplo, los genes que afectan la produccion de pigmentos y colores ya han sido identifica-
dos en muchas especies; sin embargo, los largos tiempos de desarrollo, los aumentos en el tamafio del
cuerpo y las limitadas posibilidades computacionales hacen técnicamente desafiante estudiar la for-
macion del patréon de color en cualquier vertebrado. Pero es posible, por ejemplo, la identificacion de
los factores genéticos involucrados en la pigmentacion del pez cebra esta en marcha [15], y se espera
que esto aclare los detalles de la red de senalizacion debajo de la piel de los peces, y potencialmente de
todos los vertebrados. Por esto parte de la investigacion en biologia del desarrollo, tanto experimental
como teodrica, esta dedicada a tratar de determinar los mecanismos subyacentes que generan patrones
y formas en el desarrollo temprano [34].

Ademas, gracias a datos gendmicos y nuevas tecnologias analiticas que permiten la identificacion

de moléculas y la comprension de su comportamiento en redes complejas, los modelos tipo reaccion-
difusion se han convertido en herramientas importantes para el analisis teérico de dichos sistemas.

7.3 Dinamicas en sistemas biologicos

Sabemos que no es necesario que los elementos que interacttian estén limitados a las moléculas,
por ejemplo en vez de ser especies quimicas, pueden ser especies biologicas o ecologicas. Un ejemplo
de sistemas donde los elementos que interactiian no son necesariamente moléculas, es la depredacion,
la cual es uno de los tipos de interacciéon més importantes, pues tiene efectos sobre la dindmica de la
poblacion de todas las especies, y por lo tanto, modelar las interacciones tipo depredador-presa es uno
de los temas importantes en la biologia matematica.

Como resultado, la interaccion dindmica entre las presas y sus depredadores se ha convertido y
seguira siendo uno de los temas dominantes en las ciencias ecologicas, debido a su existencia e impor-
tancia universal. Alfred Lotka [81] y Vito Volterra [82] desarrollaron independientemente el primer
modelo que describe la dinamica de dos poblaciones que interactian como un sistema depredador-
presa. Consiste en dos ecuaciones diferenciales con una correspondencia simple entre el consumo de
presas y la produccion de depredadores. El vinculo entre la dindmica de las dos especies se basa en
el tipo de respuesta funcional lineal, que representa el niimero de presas consumidas por depredador
por unidad de tiempo. Este modelo tiene limitaciones inevitables para describir muchos fen6menos
realistas en las ciencias biologicas y con el fin de describir bien las interacciones ecologicas reales entre
las especies depredadoras y presas, muchos autores han sugerido algunas mejoras al modelo original

[83, 84].
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Una de las mejoras importantes en la interaccién depredador-presa fue incluir las ideas de Tu-
ring [1] con algunas modificaciones. El movimiento de la poblacion de una especie en un dominio es-
ta influenciado por la presencia, ausencia, abundancia y escasez de otra especie. Y para modelar tal
situacion, los términos de difusion cruzada se han incluido en algunos modelos de poblacion espacio-
temporales con términos de difusion diagonal [85, 86, 87] los cuales han mostrado que los movimientos
dispersivos no lineales de una poblacion podrian dar lugar a la formacion de patrones en sistemas que
involucran a dos o mas especies competidoras [88]. Asi es como se sabe que las retroalimentaciones
involucradas en la replicaciéon, la competencia y la depredaciéon podrian establecer patrones de tipo
Turing en comunidades animales.[89].
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8. Conclusiones

8.1 Conclusiones

En esta tesis se ha discutido la teoria de la formacion de patrones en un sistema de reaccion difusion,
con la presencia de difusion cruzada, en el modelo BVAM. Se determinaron con detalle las condiciones
necesarias para la formacion de los patrones por medio de la llamada inestabilidad de Turing, con difu-
sion diagonal, cruzada y anisotrépica. Estas ecuaciones se implementaron y resolvieron en el programa
COMSOL Multiphysics [3].

El analisis teorico y numérico detallado permiti6 distinguir entre transiciones supercriticas y sub-
criticas, lo que permiti6 encontrar patrones que exhiben oscilaciones y caos de una manera novedosa.
Muchos de los aspectos de la perdida de estabilidad de los patrones de Turing a través de la bifurcacion
de Hopf no pueden analizarse con las técnicas de anélisis lineal actuales. Con esto también concluimos
que el anélisis lineal puede ser una limitacion para estudiar los sistemas de reaccion-difusion, ya que
las no linealidades juegan un papel importante, no solo en la estabilizacién de un patroén, sino también
en la produccion de soluciones oscilatorias y caoticas [64].

Se compararon los espacios de parametros que se generan a partir de los diferentes tipos de di-
fusion. Nuestro resultado méas revelador es que, en contraste con los sistemas clasicos de reaccion-
difusion sin difusion cruzada, ya no es necesaria la condicion de que una de las especies se difunda mu-
cho més rapido que la otra. En estos caso ya no es necesario tener un mecanismo activador-inhibidor
como premisas para la formacion de patrones. El activador-activador, la cinética de reacciéon inhibidor-
inhibidor, asi como la inhibicién de corto alcance y la activacion de largo alcance, todos tienen el poten-
cial de dar lugar a algtin patrén, siempre y cuando cumplan con las condiciones del analisis de Turing.

En el caso de la difusion anisotrdpica, se demostré que una inestabilidad que rompe la simetria s6lo
puede ocurrir si existen patrones cuando la difusion se ve impedida a lo largo de al menos una de las
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dos direcciones accesibles. En otras palabras, surgen patrones que se asemejan a los obtenidos en el
entorno convencional de difusion isotrépica, también cuando se viola la condiciéon estandar de Turing
en una direccion especifica. Curiosamente, la inestabilidad también puede ocurrir si el activador se di-
funde mas rapido que el inhibidor a lo largo de la direccion de reubicacion espacial para la cual no se
cumplen las condiciones habituales de Turing [90].

También examinamos los efectos de algunos parametros en los distintos tipos de difusion sobre el
patron final en el caso de un dominio espacial bidimensional, y se clasificaron algunos patrones que
resultan a medida que los parametros varian en el espacio de Turing. Estos resultados enfatizan la
necesidad de una mayor investigacion de sistemas simples para comprender mejor los mecanismos
subyacentes a la generacion de dinamicas complejas.

Concluimos que los resultados de esta tesis pueden enriquecer la investigacion de la formacion

de patrones en los modelos tipo depredador-presa o para explicar la formacion de patrones en los
animales, ayudandonos a comprender mejor la dinamica de las interacciones en un entorno real.
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