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Resumen

Se estudio el transporte eléctrico y localizacion, por medio de la densidad de estados,
transmitancia y el IPR, de 5 cadenas atomicas aperiodicas (construidas a partir de la
secuencia de Kolakoski), a temperatura 0K, conectadas a dos saturadores periodicos
semi-infinitos, bajo el formalismo del Hamiltoniano de amarre fuerte y la conductancia
de Landauer. Se supone T' = 0K con el fin de disminuir la presencia de fonones, en
caso contrario es necesario incluir un Hamiltoniano que describa estas excitaciones
que contribuyen al transporte cuantico. Las cadenas contaron con mas de 10% atomos
con el fin de estudiar sistemas macroscopicos. En un sistema real siempre apareceran
imperfecciones e impurezas, asi que se estudiaron los problemas de enlaces, sitios y
mixto contando con un total de cinco casos (tres de enlaces, uno de sitios y uno mixto).
Para obtener las cantidades antes mencionadas se uso el lenguaje de programacion de
Julia v1.2 usando flotantes del tipo BigF'loat debido a que los términos involucrados
se encontraban fuera del orden de 10*°°%. La densidad de estados (DOS) de un
sistema nos indica la cantidad de estados por intervalo de energia. En el caso del
transporte electronico, al conocer la DOS sabemos la cantidad de portadores de carga
que pueden participar en la conductividad. Bajo el formalismo de la conductancia de
Landauer, a temperatura 0K, basta con conocer la transmitancia para determinar la
conductancia. Se desarroll6 el método de renormalizacion para la densidad de estados,
el hamiltoniano, la matriz de transferencia y el IPR con el fin de estudiarlos de manera
exacta. Uno de los problemas de enlaces present6 una mayor cantidad de GAPs en
comparacion a los otros; se observé que, cuando las energias de sitio eran diferentes de
cero, la banda de energia de la cadena se recorria. En todos los casos se encontraron

picos de transmitancia cercanos a 1; se demostré de forma analitica qué generaciones
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RESUMEN IV

del sistema presentaban estados transparentes cuando la energia era cero para uno
de los problemas de enlaces. Ninguno de los espectros de los casos mostré tener un

estado totalmente localizado.



Introduccién general

En mecanica cuantica el estudio de sistemas periddicos, tales como los cristales, re-
sulta relativamente sencillo debido a que el potencial de la ecuacién de Schrédinger
puede reducirse a un potencial efectivo. Con ello el calculo necesario para resolver
el Hamiltoniano del sistema se reduce considerablemente. Sin embargo, los sistemas
reales con una estructura cristalina presentardn imperfecciones o impurezas y fron-
teras, con lo que no es posible proponer un potencial periddico. Si se quiere analizar
sistemas macroscopicos los grados de libertad seran del orden de 10%", con n la di-
mension del sistema. Por esta razon, ain conociendo la distribuciéon que tiene cada
atomo de la red es imposible resolver el problema de manera directa.

En este trabajo se estudio el transporte electronico de cadenaa atémicaa de 100663295
atomos construidas con base en la sucesion de Kolakoski bajo el formalismo del Ha-
miltoniano de enlace fuerte. Para cuantificar el comportamiento electréonico se analizo
la densidad de estados, la transmitancia y el IPR. Se desarroll6 el método de renor-
malizacion a estas cantidades obteniéndolas de manera exacta.

En el capitulo uno se da una introduccion sobre sistemas periodicos y aperiodicos,
el formalismo del Hamiltoniano de amarre fuerte y la conductancia de Landauer,
las herramientas matemaéticas usadas a lo largo de la tesis. También se presenta la
sucesion de Kolakoski con la que se construyé el sistema de estudio y las ideas del
método de renormalizacion y su aplicacion.

En el capitulo dos se hizo un analisis de los espectros de las propiedades fisicas
de los problemas de enlaces, sitios y mixto, contando con un total de cinco casos
diferentes y en el capitulo tres se exponen los resultados mas relevantes obtenidos. En

la seccion de los apéndices se encuentran los calculos del método de la renormalizacion
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aplicado al Hamiltoniano, la DOS, la matriz de transferencia y el IPR.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Cristales

Un cristal ideal es la repeticion infinita de un grupo de atomos, al conjunto més
pequeno de estos con el que se puede generar el cristal es llamado celda unitaria. La
red cristalina (en tres dimensiones) puede ser descrita por tres vectores linealmente
independientes, usualmente llamados vectores de traslaciéon, a1, as y az. Debido a la
periodicidad de la estructura, en cualquier punto del cristal 7" se tendran las mismas

propiedades fisicas para todo r tal que

P =74 ud) + usdn + usds, (1.1)

con uy, ug y uz enteros [Ashcroft et al., 1976, Kittel et al., 1976] . Los vectores aj, d3
y a3 que forman el volumen més pequeno (dado por V' = ||dj - a3 X d3]|) son llamados

vectores primitivos y celda primitiva al paralelepipedo definido por estos. Dados a7,

- =

ay v a3y y los tres angulos «, 3 y 7, determinados por cos™! m, forman siete
illllaj
sistemas, que determinan la geometria de la red, y catorce tipos de redes cristalinas,

describiendo la presciencia de los puntos en el cristal.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

Sistema cristalino | Ntmero Relacion entre aristas y angulos
de redes
cristalinas
Triclico | 1 loll Z aall Z sl £ o], a £ B £ £ @
Monoclinico | 2 lax|l # llaz]| # [las| # llaxl|, a = 5 =90 # ~
Ortorrombico | 4 laxll # llazl] # [las|| # llaxll, & = 8 =~ =90
Tetragonal 2 llai|| = [|az|| # llas||, « = 5=~ =90
Citbico 3 las|l = llazll = llas]l, @ = 8 =~ =90
Trigonal 1 lla1|| = ||az|| = ||as]|, 90 # a = 5 =y < 120
Hexagonal 1 las]l = llas|l # [lasl, 90 = v = B, = 120

Tabla 1.1: Relacion de los vectores primitivos en los distintos sistemas cristalinos en
R3

A las redes cristalinas generadas por celdas primitivas se les conoce como Redes de
Bravais, en el caso de tres dimensiones son catorce y en el de dos son cinco. El
pardametro de red es la norma de los vectores que generan la celda; los nodos son
los puntos que se encuentran dentro de la celda; el nimero de coordinaciéon de un
punto en la red es el nimero de puntos de la red mas cercanos a dicho punto. En
algunos casos es 1til considerar que el tamano fisico de los puntos de la red se extiende
hasta estar en contacto con su vecino mas cercano, a esta aproximacion se le llama
empaquetamiento compacto. El factor de empaquetamiento es el volumen usado por

los puntos de la celda.
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AN
1 !

(a) Cubica (b) Cubica (c) Cubica
simple centrada en centrada en
el cuerpo las caras

/
7y

(d) Tetragonal ) Tetragonal
simple entrada en el
cuerpo
) Ortorrémbica (g) Ortorrombi- ) Ortorrémbica ) Ortorréombica
sunple ca centrada en el centrada en las centrada en las
cuerpo bases caras
(j) Monoclinica Monoclinica
simple centrada en el
cuerpo
1) Trigonal ) Tricli- (n) Hexago-
nica nal

Figura 1.1: Redes de Bravais para un espacio de tres dimensiones.
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Espacio reciprocro

Los cristales tienen periodicidad por lo que una herramienta til es la transformada
de Fourier, asi que es necesario desarrollar una base que describa al cristal en el
espacio reciproco. Supongamos que f es una funcién periddica con periodo R =
niri + nary + narz (n; entero y 7; un vector) en el espacio real de dimension tres.

Expresando a f por medio de su transformada de Fourier tenemos que

HGED ¥ N (1.2)

e I e N T L (13)

por tanto iR = 1. Esto sucede cuando

b- R =2nk, (1.4)
con k un entero . En particular
ezgé — eil;-(n1rﬁ+n2r§+n3r§) — eig-nlﬁ eig-ngréeig-ngrg, (15)
eig.nlr_i =1, (16)
ebnars — 1 (1.7)
ebmats — 1 (1.8)

se satiface si b - r;n; = 2wk. Los vectores by, by, b3 que satisfacen dichas condiciones

forman la base de la red reciproca [Cohen and Chelikowsky, 2012]
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Ty X T3

T -7T9 XT3
- 2 X 1
by = 2w (1.10)
T1:T9 XT3
S,
by = 2L 213 (1.11)

To Ty X T3

Debido a como estan construidos los vectores de la red reciproca se tiene que b; - 7; =

6i,j27r-

1.1.1. Funciones de Bloch y Wannier

Al escribir la ecuacién de Schrodinger de una particula dentro de un cristal se usa un
potencial efectivo periodico tal que V(7 + R) = V(F), con B = my7; + nyry + nsr.
Las funciones de onda generadas por este tipo de potencial son funciones de Bloch y

tienen la forma

() = eFTuy (), (1.12)

donde 1, es una funcion periédica de periodo R, uy(F+R) = uy(r) [Ashcroft et al., 1976,

Callaway, 2013, De La Pena, 2014|. Es facil comprobar que 1 también es periddica

Il
™
=
Eo
3
£
x>
—~
L
—~ —~ —~ —~
= —
— —
Ut =~
~— ~— ~— ~—

Las funciones de Bloch se comportan como ondas planas moduladas por una funcién
periddica. Las funciones de Wannier son la transformada de Fourier de las funciones

de onda de Bloch, para distintos sitios de la red forman un conjunto ortonormal y
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completo. Por lo que las funciones de Wannier son muy ttiles para expresar estados

electronicos en los cristales [Cohen and Chelikowsky, 2012],

) =3 ). (1.17)

Las funciones de Wannier permiten describir estados localizados [Marzari and Vanderbilt, 1997],
mas adelante veremos la importancia que tiene la presencia de estados localizados en

la conductancia.

1.2. Cuasicristales

En 1984 D. Shechtman [Shechtman et al., 1984] observé que al enfriar rdpidamente
una mezcla liquida de aluminio y manganeso se obtenia una aleaciéon con un patréon
de difraccion de puntos discretos que presentaba una estructura de icosaedro. Esto
no era compatible con las simetria de rotaciéon de un cristal porque es invariante a
rotaciones de %71’ radianes, la aleacién tampoco mostraba simetria de traslacién por lo
que todo apuntaba a que no era un cristal. El hecho de que los cuasicristales presenten
propiedades cristalinas sin poseer una estructura peridédica despertd un gran interés
en estudiarlos.

Los cuasicristales tienen una estructura que posee cierto orden; una forma de
estudiar esta estructura es por medio de funciones cuasiperiédicas. Formalmente f es
cuasiperiddica si para todo € > 0 existe un 7 > 0 tal que para todo x se cumple que
|f(z+7)+ f(z)| <€, es interesante notar que las funciones uniformemente continuas
son cuasiperiddicas. Una particularidad de las funciones cuasiperidédicas es que tienen

asociada una serie de Fourier. Por ejemplo,

f(z) = cosax + sin fx (1.18)

tiene la forma de una serie de Fourier, sin embargo, si el cociente 5 es irracional

entonces f no sera periédica. Para poder generar la funcién en el espacio reciproco

serd necesario una base de dos dimensiones. De la misma forma la dimensién de la
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base que genere la red de un cuasicristal sera mayor que la dimension del espacio en

el que se encuentre.

Figura 1.2: Patron de difraccion electronica de una muestra de AlggMmnq4, el cual
presenta una fase icosaedral [Shechtman et al., 1984]

El estudio de sistemas desordenados y de dimensiéon menor a tres han hecho grandes
avances tecnoldgicos en la fabricacion de dichos sistemas, tales como los semicon-
ductores, por lo que el interés por conocer el comportamiento de sus propiedades es
mayor. Para estudiar un sistema cuantico es necesario establecer un Hamiltoniano

que lo describa, a continuacion se presenta el modelo de enlace fuerte.

1.3. Hamiltoniano de enlace fuerte

Al modelar un electréon bajo el potencial eléctrico de un cristal debemos partir de la

ecuacion de Schrodinger
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2
HU = [—;—mvz + V(/))¥ = EV. (1.19)

Debido a que un cristal es periddico, aproximamos el potencial a un potencial efectivo
resultado de las interacciones del electrén con cada atomo. Por tanto V es periodico
y las soluciones |¢) seran funciones de Bloch o bien funciones de Wannier. La apro-
ximaciéon de Hamiltoniano de enlace fuerte consiste expandir los estados del cristal
en orbitales atomicos de los N atomos que componen al cristal de forma tal que el
traslape entre orbitales atémicos de diferentes atomos sea despreciable por lo que
es necesario que dichos orbitales decaigan lo suficientemente rapido a una distancia

interatomica [Ashcroft et al., 1976]

N

v=3"a,li). (1.20)

i=1

Sustituyendo 1.20 en 1.19 y considerando interacciones s6lo a primeros vecinos
H=3" ]+ Y [l tm (] ta =0, (1.21)
l ly;m

donde la energia de sitio ¢, = (I| H |I) es la energia necesaria para que el electron
se encuentre en el sitio [ y la integral de salto t,, = (I| H|m) es la probabilidad
de que el electron pase del sitio [ al m [Anderson, 1958]. La idea general de este
modelo es aproximar el sistema a un conjunto de pozos de potencial aprovechando
que las funciones de Wannier son ortogonales para diferentes sitios. El célculo de
los parametros € y t;,, es complicado y suele realizarse de manera experimental o a

primeros principios. Analicemos ahora el caso de un cristal simple.

1.3.1. Caso perioédico

Supongamos un sistema cristalino peridédico con una distancia interatémica a, igual
. . . . - \d = ) .
en todas direcciones, y vectores primitivos {a;} -1 tales que d@; - a; = a®d;,, el Hamil-

toniano de enlace fuerte a primeros vecinos es
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i, =" o (1 + 3711 681y (m]. (1.22)

l
La funcién de Bloch en términos de la funciéon de Wannier es su transformada de

Fourier o
ik

2w

J

v

17} (1.23)

A

por lo que sustituyendo 1.23 en la ecuacién de Schrodinger con H = H,, encontramos

que
d

E=¢+2t Z cos k;a, (1.24)

j=1
con d la dimension del espacio de la red y k; = d\JTF

Las energias permitidas se encuentran acotadas dentro de un intervalo llamado
banda de energia, que es simétrico alrededor de ¢y, a las zonas donde las energias
no son permitidas se les conoce como GAP (brecha) [Callaway, 2013]. Cuando estu-
diamos la conductancia de un sistema obtener la densidad de estados (DOS, Density
Of States) es importante ya que nos da la cantidad de portadores de carga, una

herramienta para obtener DOS es la funciéon de Green.

1.4. Funcion de Green

Sea L : C* — (¥ un operador diferencial, lineal, hermitiano e independiente del
tiempo. Sea {¢,} el conjunto de funciones propias del operador L y {\,} el conjunto
de valores propios de [:, ﬁgzﬁn = A\¢n. La funcion de Green, G, es solucion de la

ecuacion diferencial no homogénea con condiciones a la frontera para r y r’ .

—

[z — L(P)|G(F, 1, z) = 6(F — r7). (1.25)

Supondremos z complejo y que {¢,} es un conjunto completo y ortonormal que
satisface las mismas condiciones de frontera que G para 7y 7. Reescribiendo la

ecuacion 1.25
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A

(z — L)G(z) = 1. (1.26)

Como L es hermitiano y z complejo, los valores propios de z — L son diferentes de

cero por lo que G tiene la siguiente forma

G(z) = — (1.27)
) (Pnl (1.28)

_y el 129

n

Si el espectro de valores propios es continuo la suma pasa a ser una integral,

—~
=

G(Frz) =) —¢”£F)_¢in ) 4 ¢’“i )_(bii ), (1.30)

de esta forma G (z) es una funcién analitica en el plano complejo excepto en algunos
puntos o intervalos del eje real. En los valores propios discretos G(z) tendréa polos
simples mientras que en el intervalo del espectro continuo de valores propios G(z) no
estard bien definida. En este caso podriamos definirla por un limite, sin embargo, si
las funciones propias asociadas a los valores propios del espectro continuo no decaen
conforme r tiende a infinito, entonces los limites lim, o+ G(F,f’ ,A Eis), A en el
intervalo del espectro continuo de valores propios y s real positivo, existiran pero

seran diferentes. Definimos asi dos nuevas funciones de Green

G (7,1, \) = lim G(F, 7, X +is), (1.31)
s—0Tt
G (7,77, \) = lim G(F, 1, X —is), (1.32)
s—0t
Usando el limite
1 1
it =P—-T1 1.
yg& Ry " Fimd(x), (1.33)
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reescribimos G*

Ak 2y P (M) (1) . o

GE(F, 7\ = P;)\_—)\n :szn:m— An) 6 (F) % (7). (1.34)
Integrando sobre r

/dr@i(f’,ﬁ)\) :/dr (7 GEN) |7 ETr{éi(A)}, (1.35)

:PZ)\_lAn Fir > 6(A—\y).

Cuando las funciones propias son estados propios cuanticos el término ) 0(A — A,)
es la densidad de estados (DOS, density of states) en A, N(\). La densidad de estados
por unidad de volumen en el punto 7 esta dada por p(7, A) = > 0(A—N,) by, (7) @ (7).

Entonces de la ecuacion 1.35 tenemos

(7, ) = % Im{éi(ﬁ 7, )\)}, (1.36)
y
N = $% Im{Tr{éi(A)}}. (1.37)

Si deseamos calcular DOS entonces basta entonces con obtener los elementos de la
diagonal de GF()). El calculo de la densidad de estados es importante debido a
que muchas propiedades dependen de ella ya que nos indica los estados permitidos
del sistema y con ello caracterizar diversas propiedades (como la energia interna)
integrando sobre el intervalo de energias de estados ocupados, por lo que al conocerla

sabremos como se comportara el sistema.

1.5. Conductancia de Landauer

Landauer public6 una serie de articulos en los que estudiaba el transporte cuantico
a través de un material. Consider6 que la resistividad era generada por la dispersion

de los electrones incidentes [Landauer, 1957, Landauer, 1970, Landauer, 1992|. Esta
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nueva forma de abordar el problema para calcular la conductancia de un material
considera que la corriente define al potencial en lugar de ser la corriente generada
por una diferencia de potencial, por lo que el tipo de contactos del material son
importantes.

En el caso unidimensional la corriente total en una cadena sera la suma de la co-
rriente proveniente del lado derecho mas la del lado izquierdo. La corriente proveniente

de la izquierda es
dk

%7

I - / " 2f (e (k). pr)ev (k)T (k) (1.38)

donde f es la funcién de distribucion de Fermi-Dirac, e la carga eléctrica del electron,
v la velocidad de los electrones y T' la transmitancia. Haciendo el cambio de variable
_ dk _ 1
dk = 45 dE = ;- dE
2e [
=" (B p)T(E) dE. (1.39)
Ur
La corriente proveniente de la derecha es similar a I}, salvo un signo negativo en la
velocidad (por estar viajando en sentido opuesto) y un potencial quimico pug
2e [
In=—2C [ F(E,un)T(B)dE, (1.40)
Ur
los electrones con energias entre Ur y U, no pueden contribuir a la corriente por lo

que tomamos como limite inferior a Uy, en la integral de Ig, asi la corriente total

I:IL+IRGS
_2e [

I
h Ju,

[f(E, pe) = F(E, pr)]T(E) dE. (1.41)

Aproximando f por Taylor a primer orden alrededor de la energia de Fermi ..

f(E,Mwa(E,mH(uL—ue)%T o (142)
f(EaNR)%f<E7Ne)+(NR_Ne)%£Z’N) I (1.43)

(1.44)
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y considerando que %’Z’”) s = —%. Entonces
2e > 0f(E, :ué)
I~ — — — ———T(F)dE 1.45

sustituyendo (uy, — ugr) = eV, con V el voltaje entre los extremos de la cadena.

Despejando para tener é y usando la ley de Ohm tenemos que la conductancia es

_2¢t [ Of(E.p)

I
G==
V> h )y, 0E

T(E)dE. (1.46)

A temperaturas bajas (cercanas a 0K) la distribucion Fermi-Dirac es casi una funcion

escalon por lo que —% ~ §(E — ) y la conductancia es

I 2¢?
— =~ —T(u.). 14
T () (1.47)

. 2 . .
Si T =1, entonces G = 2%, este valor es conocido como el cuanto de conductancia.

1.6. Matriz de transferencia

En la secciéon anterior se obtuvo que la conductancia depende de la transmitancia,
por lo que debemos establecer una forma de determinarla, una de ellas es por medio
de la matriz de transferencia. Consideremos que tenemos una cadena atémica con un
Hamiltoniano de enlace fuerte, asi que la funcién de onda de un electrén en el arreglo

puede ser descrita de la siguiente forma
N
T => ali), (1.48)

=1

sustituyendo en la ecuacion de Schrodinger

HV = BV,
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tenemos

N
j=1

Este sistema de ecuaciones puede escribirse de forma matricial y considerando inter-

acciones solo a primeros vecinos

-7 7], (1.50)
Q; Qi1
E-ej _ tii1

T; = tjg+1 tig+r | (1.51)
1 0

Por lo que es posible escribir a ay v ay_1, en términos de a; y a5 iterando productos

de las matrices Tj

=T : (1.52)

conT =Tyn_1Tn_o...T5T,. Si conocemos la funciéon de onda en el primer y tltimo sitio
podremos saber la porcion reflejada y transmitida de la onda a través de la cadena.
Supongamos que en el primer dtomo tendremos una funciéon de onda viajando hacia
la cadena y otra funciéon de onda (la onda reflejada por la cadena) saliendo de la
cadena o = €% 4 re~* mientras que en el dltimo atomo solamente tendremos

iKrx

una funciéon de onda saliendo de la cadena, ay = 7e . Sustituyendo en 1.52 se

obtienen los valores de las amplitudes reflejadas y transmitidas. Una vez hecho esto, la
2,

transmitancia simplemente es |72|; mas adelante se encontrara una expresion explicita

para el sistema estudiado.

1.7. Localizacion, IPR

Anteriormente se mostré que el comportamiento de la transmitancia depende las
amplitudes de las funciones de onda en cada sitio de la red, por tanto el estudio de
estados localizados o estados extendidos es de mucha importancia.

En el caso periodico vimos que la funcién de onda puede escribirse por medio de
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funciones de Bloch lo que implica que tendremos estados extendidos, sin embargo, los
sistemas aperioédicos no presentan funciones de Bloch como funciones de onda por lo
que es necesaria una forma de poder cuantificar el grado de localizacion de los estados.
La localizacion fue estudiada inicialmente por Warren Anderson [Anderson, 1958],
posteriormente se demostré que para sistemas cuya dimensién es menor a tres con
un desorden totalmente aleatorio todos los estados son localizados, sin embargo, en
sistemas aperiddicos construidos a partir de cierta regla es posible encontrar multiples
estados extendidos (lo que nos indica cierto orden).

Existen diversas formas de medir la localizacion, por ejemplo, el exponente de
Lyapunov. En un sistema en el que se conoce la cantidad de sitios en los que puede
estar una particula, tal como es el caso de esta tesis, resulta interesante de medir la
localizacion por medio de la varianza de la densidad de probabilidad llamado IPR por

sus siglas en inglés, Inverse Participation Ratio,

_ S

= R (153)

si U estd normalizada entonces Zfil |¥,]* = 1. Podemos interpretar el IPR como la
proporcion promedio de la amplitud de la funcién de onda en cada sitio en los que es
diferente de cero. El PR (Participation Ratio, PR = +3%) indica el nimero de sitios
en los que la funciéon de onda se distribuye cuando ¥ se encuentra indeterminada. Por

lo que es evidente que si se tiene un estado totalmente localizado entonces IPR = 1

1

mientras que si se tiene un estado totalmente extendido entonces IPR =

1.8. Renormalizacion

El estudio de la mecanica cuantica es de gran relevancia debido a sus aplicaciones
tecnologicas tales como el desarrollo de semiconductores, el gran problema es que los
sistemas del orden de centimetros de tamano implica Hamiltonianos con un ntimero de
grados de libertan de al menos 103, con d la dimensién del sistema. El calculo directo

para resolver dicho Hamiltoniano implica tiempos de computo sumamente largos, en
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los sistemas construidos a partir de una regla es posible realizar una renormalizacion
para disminuir los grados de libertad [Sanchez et al., 2001, Sanchez and Wang, 2004,
Sanchez et al., 2016, Sanchez et al., 2018]. Supongamos que tenemos una cadena de
P atomos a distancias iguales, como Hamiltoniano del sistema usaremos el de enlace

fuerte

H=>"Ip)e& (ol + D [) Vog (al  tp =0, (1.54)
p p,q

si G' es la matriz cuyas entradas son las funciones de Green asociadas al sistema de

ecuaciones de la matriz H tenemos que
(E—H)G=1. (1.55)

Con esto tenemos un sistema de ecuaciones con el que se construye un nuevo Ha-
miltoniano de 2 x 2, con dos energias de sitio efectivas €g, €, y una integral de salto

efectiva t.,

€r, te
Hrenormalizado = . (156)
te €R
En un diagrama:
oty et ty oty
( €p €p Ep Ep ]
le
€L €R

Esta misma idea puede extenderse a otras cantidades, por ejemplo, el IPR.

1.9. Sucesion de Kolakoski

Una forma de generar una sucesion de a y b es por medio de una sucesion contadora

{0 | mn € N}22,, dicha sucesion nos indica colocar 7; veces la letra correspondiente.
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Sin, = n lasucesion de a y b quedaria de la siguiente forma (a, bb, aaa, bbbb, aaaaa, ...).
La sucesion contadora de la secuencia de Kolakoski es (1,2,2,1,1,2,1,2,2,1,2,2,...),
si escribimos la sucesion generada encontraremos que es la misma. Esta sucesion
fue publicada en una revista por William Kolakoski [Vaidya et al., 1965] en el que
proponia, como problema, dar una forma simple de construir la secuencia y saber si
la sucesion era periodica. Necdet Ucoluk dié una construccion y una prueba de que
la sucesion es aperiodica [Kolakoski and Ugoluk, 1966].

El hecho de que una sucesion de Kolakoski sea su sucesion contadora hace que sea
interesante su estudio en cadenas atéomicas de una dimensiéon ya que podrian tener
propiedades que se conserven a diferentes escalas. El estudio de sistemas aperiodi-
cos es interesante por las diferentes propiedades que estos pueden llegar a presentar
en diferentes rangos de temperatura o energias, sin considerar que en la préactica
no es posible construir un sistema periédico. Esta sucesion ya ha sido usada pa-
ra elaborar sistemas aperiodicos y estudiar sus propiedades opticas [Fesenko, 2014,

Fesenko and Tuz, 2016].

1.9.1. Cadena atémica y renormalizaciéon

Se estudiara la conductancia eléctrica de una cadena atémica por medio de la trans-
mitancia, DOS y el IPR de un electron dentro del sistema bajo la aproximacion del
Hamiltoniano de enlace fuerte con interaccione solo a primeros vecinos. La cadena
se encontrara a cero grados Kelvin a fin de disminuir las oscilaciones de los dtomos
(esto harfa que se presentaran fonones dentro del sistema y por tanto se tendria que
desarrollar un Hamiltoniano para describir estas excitaciones que contribuyen en el
transporte cuantico), a ' = 0K todavia existen oscilaciones que deberian ser consi-
deradas. Una forma de hacer esto seria partiendo de la energia interna del sistema
y calcular el calor especifico.. El sistema estda generado con base en la sucesion de
Kolakoski, {k(n)|n € N}, con distancia interatémica a y se aplicara el método de
renormalizacion para calcular las cantidades antes mencionadas. Se tendran dos tipos
de atomos con energias de sitio €1, €5 y, por tanto, tres integrales de salto ¢11, t12 ¥

ta2 (de acuerdo a las posibles posiciones de los dos dtomos).
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La primera generacion de las cadenas esta formada por dos atomos tales que el
primero serd un atomo tipo k(1) y el segundo k(2), la generacion dos constara de
duplicar la generaciéon anterior y unir el siguiente atomo de acuerdo a la sucesion de
Kolakoski, k(3). Se renormaliza el sistema de generacion 2, con 5 atomos, y tendremos
un nuevo sistema de dos grados de libertad con energias de sitio efectivas e(LQ), et? y
una integral de salto efectiva t.(2), repetimos el proceso de unir una copia del sistema
y luego agregar el siguiente atomo en la sucesiéon de Kolakoski para la generacion 3.
Bajo esta regla el sistema tiene un crecimiento exponencial en el niimero de atomos
a cada generacion.

Escribamos cuantos sitios tienen en las primeras 4 generaciones para determinar la

relacion de generacion y ntimero de sitios, sea P(n) el nimero de atomos que contiene

la cadena de generacion n, escribiendo los primeros 4 valores de P,

P(1) =2, (1.57)

P2)=2+2+1=2*+1, (1.58)
PB)=2°+1)+2°+1)+1=2°+2"+1, (1.59)
PA)=2"+2'+ 1)+ (22 +2' + 1) +1 =2+ 22+ 21 4 1, (1.60)

se observa que P sigue la siguiente regla P(n) = 2" + 2?2—02 2¢ ademaés Z?:_(? 2 =

27=1 _ 1, por lo que

P(n)=2"+2"1—-1=302""1) -1, (1.61)

En un diagrama

. t12

(& )— e
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o tip tig . tip o2
[ €1 €2 \ €1 €2 €2
(%
£(2)
IERLCIE
t(2) th(3).1 t(2) th@) k)
2 ) ) 2 i) |
t(n—1) ti(n).1 t(n—1) t(n) k(n+1)
6(Lnfl) 6%71) 62"*1) Eglfl) €k(n+1)

El Hamiltoniano de la n-ésima generacién con base en la generacién anterior, renor-

malizada, es

er(n—1)
t(n—1)
H = 0
0
0

t(n—1)
E—er(n—1)
Lr(n).1
0
0

0
tr(n)1
er(n—1)
t(n—1)
0

0

0
t(n—1)
er(n —1)

Lk(n) k(n+1)

0

0

0
tr(n) k(n+1)

€k(n+1)

. (1.62)

usando las funciones de Green asociadas a este sistema encontramos ez (n), €.(n)

y t(n) para volver renormalizar esta generacion y tener un sistema de 2 grados de
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libertad
E—e(n—1) —tin—1) 0 0 0
—t(n — 1) E— eR(n — 1) _tk(n),l 0 0
0 —th(n)1 E—e¢e(n—-1) —tin—-1) 0 Gsxs = Isxs,
0 0 —t(n — 1) E — eR(n — 1) _tk(n),k(n—f—l)
0 0 0 — k) k(nt) B — €kt
(1.63)
t?(n —1)
er(n)=e(n—1)+ ; 1.64
v(n) =eln—1)+ 7= er(n—1) =12, (E — en(n — 1)) Wger (1.64)
it
n n+
er(n) = €rmrn) + : ) 1.65
R() = ki) + 7= er(n—1) = 2(n — 1)(E — eg(n — 1)) Wgrry (1.65)
Hn) = 2 k(n) 1 k(n) k(1)
(E—er(n—1))2(E—€er(n—1)) —t?)(n— 1)(F —er(n—1)) — tz(n),l(E —ep(n—1))
(1.66)
con
Wi — ! (1.67)
BT (E—epn—1))(E —e(n—1)) —2(n—1)’ '
1
Wrrrn = : (1.68)
(B —er(n = 1))(E —er(n—1)) = 7,

Siguiendo esta misma idea, encontramos la densidad de estados de la generacion n de
manera recursiva usando el sistema de ecuaciones 1.63, para escribir la densidad de
estados con base en los términos de la densidad de estados de generaciones anteriores

se tiene que determinar a G2, G2, Gs3, G314y G4 en funcion de G4, Gi15y G55

1
DOS(n) = — Im{D;(n — 1)G11 + Da(n — 1)Gaa + D3(n — 1)G12 + Da(n — 1)
+D1(n — 1)Gys + Da(n — 1)Gag + Ds(n — 1) Gy + Da(n — 1) + Giss}
1
= —; Im{D1 (TL)GH + DQ(H)G55 + Dg(n)G15 + D4(n)}

(1.69)
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Haciendo lo dicho anteriormente la ecuacion 1.69 toma la siguiente forma

1 t?
DOS(n)=——Im{G11|Di(n—1)+ Dy(n —1
) T i [ = Bl )(E —er =t} (B — €r)Wrrr)?
t
+Ds(n —1 + Dy(n — 1)t*3,, Wh
3( )E —€p — ti(n)yl(E _ ER)WRLT 1( ) k( ),1 RLTTN
+Dyfn— 1) 'y Whrrn  Dyn— 1) oy A WrrrNWrLTTN
n— n—
? (E —er— tz(E — er)WrrrN)? ’ E —ep —t*(E — er)Wrrrn
oy atem ks WhLr
+Gs5 | Do(n — 1) Bn)1 k() Mntl) + Di(n — 1)¢? tk( ) k(n+1) Wiy

(E — €ER — ti(n),l(E ER)WRLT)

) k(s 1)
(E—er —t2(E — eg)Wrrrn)?

tt3 ) k) WRLTTN 1]

+D2(n - 1)

_|_
E —erp —t2(F — er)Wgrrn

26tk (n) 1 k() k(n+1) WRLT

(B —€r— ti(n)’l(E — er)Wrrr)?
trn) 1 tk(n) k(n+1) WRLT

E —ep— ti(n)J(E — er)Wrerr

2t tk(n) 1tk( ),k(n+1) WRLTN
(E —er —t*(E — eg)Wgrrrn)?

—|—G15 DQ(?’L — 1)

+D3(n - 1)

+Dy(n = 1)2% k() 1t kn) kns ) Warrry + Da(n — 1)

+D (n _ 1)t tk(”) 1tk( ).k(n+1) WrrrnWerrrn + ttk(n) 1tk( ) k(n+1) Wrrrrn
’ E —eg —t*(E — eg)Wrrrn
DQ(?’L — ]_)
| Paln = 124 + Di(n — 1)(E — e)WV.
. ) E—ep— t%(n),l(E — er)Whrer i ) #)Wrerry
+ Ds(n — 1) + Dy(n—1) (E — er)tWrrrN
E_ER_tz(E_ER)WRLTN E_ER_tQ(E_ER)WRLTN
(1.70)
con
w : (1.71)
RLTTN = ) )
(B —er)(E =€) =1 — 7,

A continuacion aplicamos el método de renormalizacion para calcular la transmitan-

cia.
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1.9.2. Matriz de transferencia

En la secciéon 1.6 se mostré que la transmitancia podia obtenerse por medio de una
multiplicacion de matrices. Para calcular la matriz de transferencia, T'(n), de la ge-
neracion n-ésima, se usard 7'(n — 1). Primero calculemos T'(2), que servird como

condicion inicial en la renormalizacion.
De acuerdo a que H = ), € |i) (| + tii-1 (%) (¢ — 1| + 541 |9) (0 + 1]

HY osli) =EY o5li), (172)
J J
Oéi(EZ' — E) + ai—lti,i—l —+ ai+1ti,i+1 = 0, (173)

el caso de generacion 2, con matrices, quedaria de la siguiente forma

e2—F
as) _ [T Th) [« , (1.74)
Qo 1 0 Qq
Q —a-bE 4 «
4 _ t1,2 3 , (175)
a3 1 0 [6%)
eo—F t1,2
) _ [T Twa | [) (1.76)
Qy 1 0 Qs
Por lo que
(62—E)2(61—E) eo—F (e2—F)(e1—F) tl_,2
r@ = T Hema FThe T mms ti (L.77)
(e2—E)(e1—F) _ 1 a—E
tiQ t1,2

Luego, de acuerdo a la contruccion del sistema, la matriz de transferencia de la gene-

racion n-ésima estaria dada por

T(n) = TymenT(n — HUT(n — 1), (1.78)
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donde Ty(n41)y U son las matrices de transferencia que aparecen debido a agregar
un nuevo sitio y unir una copia de la generacién anterior, respectivamnente. Para
encontrar Tj,4+1) y U solamente debemos tener en cuenta qué tipos de dtomos estan

presentes en dichas uniones.

(a—E)(epmy=E)  thm)1 (= E)tg(n) k(n—1)

U= 11,28k (n),1 t1,2 1,2tk (n) 1 (1 79)
_em)—F _ t(n),k(n—1) ’
lk(n),1 tk(n),1
__km~E _ tr(n)k(n—1)
t t
Tk(n+1) — k(n),k(n+1) k(n),k(n+1) . (180)
1 0

Con ello se calcula de manera recursiva todas las entradas de la matriz 7'(n) tomando

como condiciones iniciales las entradas de la matriz 7'(2).

€k — B e — E)(exmy — E t(n).
Tia(n) = - Tyi(n—1) | Tu(n — 1)[( ! (€t )t )1]
t t1.90 t
k(n),k(n+1) 1otk s
— E t n n
+T21(TL — 1)[(61 ) k(n),k( +1)]]
t1,2tk(n)1

—|—T12(n — ].)

Lk(n),1 tr(n) 1

‘ﬂﬂn_Uﬁ&iﬁﬁ—%xn—nﬁ@ﬂﬁﬁq)
, (L.81)

t n n— - F n) E t n
bk (1 Ty (- 1)[(61 )exm) — E) Y
Lk(n),k(n+1) t1,28k(n),1 t12

— Et
41y n - (LM
t1,2tk(n),1

m) — B )
+Ts | = Tha(n — D[] = Ty (n — 1)[ 1)]]>

Lk(n),1 tr(n)1




CAPITULO 1. INTRODUCCION 24

(& — E)(ewwy — E) tein
t1,2Tk(n),1 t12

(1 — E)tk(n),k(n—i-l)]
1,2t k(n) 1

Tlg(n) = —M (Tu(n — 1) TIQ(TL — 1)[

Lk(n),k(n+1)

+T22(7’L - 1)[

E

Ck(n) — Li(n) k(n—
+Ti2(n — 1) | = Tia(n — 1)[L] — Tos(n—1)| k(n),k( 1)]
" e (1.82)

(€1 = E)(erem — E) tk(n),l]

T; —1
L t1,28k(n),1 t12

() k(n-1) Tyi(n—1)
Lk(n),k(n+1)

+T15 (n —1

(€1 = E)tin) k(nt1)
i ]
t1,2tk(n),1

+T15 (n - 1)

€k(n) — b L(n) k(n—
— Tip(n — 1)[FL ") Tyy(n — 1)[RU2AD),
b(n) 1 t(n).1

(&1 — E)(ewen) — E) i

T(n)y =Ti(n —1)|Tiu(n —1)] ]
1,2tk(n) 1 t1o
— Bty ki
(o — 1) Dk
t1,2tk(n),1
: (1.83)
€pm) — F
ti(n),1
Lk(n) k(n—1)
—TQQ(TL — 1)[—]
Li(n),1
€1 — E €k(n) — E t n
T(n)yp =Tiu(n —1)|Ti(n — 1)[( ! ) (€k(n) ) Tk )1y
t12tk(n)1 1,2
— Eteon) kin
T (n — 1)[(61 )Lk b )
t1,2tk(n),1
: (1.84)
€pm) — F
+T12(77, - 1) — Tlg(n — 1)[L
Li(n),1

t n n—
—Tys(n —1)] k(n),k( 1)]

Li(n),1



CAPITULO 1. INTRODUCCION 25

Conectaremos la cadena a dos saturadores periddicos semi-infinitos que funcionaran
como reservorios y mantendran a nuestra cadena en equilibrio termodinédmico, cada
saturador tendra un potencial quimico (ug, p7) y una integral de salto (tg, t;). La

funciones de onda en los saturadores tiene la forma de una onda periédica ag = 1+,

ap = ekt premike o = rethne v o = ret*(rth)e T ag matrices de transferencia para

cada saturador seran

= E ) k(nt1)
R= tn b : (1.85)
1 0
_a=-E _ tr
L= t1,2 2 | (1.86)
1 0

con R la matriz de transferencia para el saturador derecho y L la del izquierdo. Con
lo que la matriz de transferencia 7 da la cadena de generaciéon n conectada a los

saturadores es

T = RT(n)L, (1.87)
T = =0 2T () (— )+ T ()] 2D [Ty, () (= =) + T ()],
tr t12 lr 12
(1.88)
€xtnt1) — B tr tk(n)k(nt1) tr
= - T —_— 4+ =T — 1.89
Ti2 i 11(7’L)t172 + I 21(71)751’2, ( )
e — F
751 = —Tn(’n) ! + T12<TL), (190)
1,2
t

Tao = —Tn(n)—L. (1.91)

t12

La transmitancia , |7|°, queda definida por el siguiente sistema de ecuaciones partiendo

de que
7_eika(n+1) eika 4+ re—tka

=T : (1.92)

Tetkan 1+7r
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ezka (n+1) [T 6 + 7~12] + r(ﬂleﬂ'ka + 7-12)’

Te zkan o [T 6 + 7;2] +T(7§1€_ika + 7;2)

Despejando 7y r

[fnleika + 7'12] _ [751eika + Ez]eika

- - - 4 1.93

' (Tine=*a + Tia) — (Tare= k@ + Tap)etka’ (1.93)

_ (Tare™™ 4 To2) [T1re™* + Tia] = (Tue™™* + Tia) [T21™ + Tz (1.0
(Tare~ ke + Tog)etke — (Tiie=te 4 Tio) ) .

— 9 [T12T21 — T11T22] sin ka (1.95)

(Tae=e + Tp)erke — (Tne=he + Try)’

considerando que el determinante de la matriz de transferencia es uno y tomando el

modulo cuadrado de 7

4[712751 - 711752]2 sin? ka

(To1 — Ti2)? + T3 + T2 — TiiT202 cos 2ka + (Tay — Ti2)(Ta2 — Ti1)2 cos(k‘a' |
1.96

rf? =

Usando la ecuaciéon 1.24 y suponiendo que la auto energia en los saturadores es cero,

la energia F = 2t, cos ka y la integral de salto ¢,

(1-£)

4t2

() - : _
(To1 — Th2)? + T + T3 + 2T11 T2 (1 — 2t2) (721 = Ti2) (T2 — Ti) i
(1

97)

Ahora solamente falta determinar el /PR

1.9.3. Localizaciéon, IPR

Dado que el IPR depende de las amplitudes de la funciéon de onda en cada sitio de
la cadena y a que conocemos las amplitudes en los saturadores buscaremos dejar los
coeficientes intermedios en términos de los extremos. Escribiendo I PR de las primeras

dos generaciones A A
lo " + |

IPR(1) = ,
O = GaP + a2

(1.98)
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|041|4 + |062|4 + |043|4 + |044|4 + |045|4

(Jaal” + lazf* + fas|” + Jau|* + |as|*)?’

IPR(2) = (1.99)

Usando la ecuacion de Schrodinger expresamos el I PR(2) en términos de ag y as

|Ofl|4 + |Oé1A2 + CY5B2|4 + |01A3 + CY5B3|4 + |a1A4 + OZ5B4|4 + |OZ5|4
(|041|2 + |(1/1A2 + CY5BQ|2 + |a1A3 + a5B3|2 + |a1A4 + OZ5B4|2 + |a5|2)2’
(1.100)

IPR(2) =

tanto los valores de A;, B; como la generalizacion a I PR(n) se muestran en el apéndice

D.



Capitulo 2

Analisis de las Propiedades Fisicas

A fin de caracterizar las propiedades electronicas del sistema aperiddico se estudiaron
tres casos, enlaces, sitios y mixto. Para el calculo de los coeficientes de DOS, transmi-
tancia e I PR se realizaron programas en el lenguaje Julia v1.2 usando flotantes tipo
BigFloat, debido a que los valores no podian ser expresados de manera correcta con
cuadruple precision. Todos los calculos fueron realizados para una cadena de genera-
cion 26, que contiene 100663295 atomos, si consideramos una distancia interatémica

del orden de 0.1nm entonces corresponderia a una cadena de ~ lem de longitud.

2.1. Problema de enlaces

En este caso se considerarédn energias de sitio iguales y las integrales de salto son
diferentes, esta situaciéon puede ocurrir si se tiene un tipo de atomo y decidimos
alterar la distancia interatéomica. Por ejemplo, si quisiéramos que la integral de salto
t15 cambie entonces debemos alterar la distancia entre los atomos de asociados al 1 y
al 2. Para cuantificar el comportamiento ante las presencia de cada tipo de atomo se
analizaron 3 situaciones diferentes en las que se variaba solo una de las integrales de
salto mientras que el resto eran igual a —|t|.

En las figuras 2.1, 2.2 y 2.3 se muestran los espectros de la DOS (parte imaginaria
de E igual a 1073|¢|) , transmitancia e IPR para el problema de enlaces en funcion de

E

la energia i[> con energias de sitio iguales a 0 y una de las integrales de salto igual a

28
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—0.8|t| ( t11, t12 y ta2, respectivamente) y el resto igual a —|t|.

En la figura 2.1 observamos que los espectros muestran simetria de espejo respec-
to al cero de las energias. El espectro de la DOS muestra zonas en las que es casi
constante, zonas en las que decae a cero y también diversos picos, en los limites de la
banda de energia es donde hay una mayor acumulacion de estados. El espectro de la
transmitancia tiene multiples zonas de picos de alta conductividad y diversos GAPs.
Los méaximos globales del IPR estan en ‘%| = 2 y en las zonas con alta transmi-
tancia decae a cero, en los GAPs de la transmitancia el IPR sube considerablemente

mostrando maximos locales.
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- 0
© E/

0
E/lt|

0.12
0.10
X 0.08
Q. 0.06
— 0.04
0.02 AT Cnfvnd Pt
0.00
-2 -1 1 2

0
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Figura 2.1: DOS (Azul), parte imaginaria de la energia igual a 1073|¢|, transmitancia
(Amarillo) e IPR (Rojo) de una cadena de generacion 26 en funciéon de la energia
ITE\’ con energias de sitio iguales a 0 e integrales de salto t;; = —0.8|t|, t12 = —|t| v

tog = —|t|

En la figura 2.2 el espectro de la DOS muestra que la banda de energia estéi
contenida en el intervalo [—1.8,1.8]. Se observa que algunos picos de la transmitancia
son cercanos a 1. El espectro del IPR toma valores por arriba de 0.5 en ‘% =2ya
pesar de tener miltiples GAPs en la transmitancia, en general, se encuentra debajo

de 0.1
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Figura 2.2: DOS (Azul), parte imaginaria de la energia igual a 1073|¢|, transmitancia
(Amarillo) e IPR (Rojo) de una cadena de generacion 26 en funcion de la energia
|TE‘, con energias de sitio iguales a 0 e integrales de salto t;; = —[t|, t;o = —0.8|t| v

t22 - —|t’

En la figura 2.3 el espectro de la DOS muestra varias zonas con un comportamiento
casi constante y en ellas los picos del espectro de la transmitancia son cercanos a 1
pero es apreciable que no son estados transparentes. El IPR | en general, se encuentra
debajo de 0.1 y cuando la transmitancia decae a 0 el IPR aumenta. Al igual que los
dos casos anteriores los espectros muestran simetria de espejo respecto al 0 de las

energias
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Figura 2.3: DOS (Azul), parte imaginaria de la energia igual a 1073|¢|, transmitancia
(Amarillo) e IPR (Rojo) de una cadena de generacion 26 en funcion de la energia
|TE‘, con energias de sitio iguales a 0 e integrales de salto t1; = —|t|, t12 = —|t| ¥

t22 == —08’t|

Dado que en alrededor del 0 de la energia los espectros de las figuras 2.1, 2.2 y 2.3
mostraban picos de alta transmitancia se decidi6 realizar una amplificacion de las tres,
obteniendo las figuras 2.4, 2.5 y 2.6, respectivamente, para ver como se comportan
los espectros de manera local. En este caso la parte imaginaria de la energia en DOS
fue de 1078|¢| debido a que los estados propios se traslapan.

En la figura 2.4 observamos que el espectro de la DOS presenta picos en grupos
de 2, 3 0 5 y conforme la energia aumenta este comportamiento se pierde. Cerca del
cero de la energia, el espectro de la transmitancia oscila y para diversas energias se
llegan a tener valores cercanos a 1. Ante la existencia de zonas con alta transmitancia

el IPR tiene minimos locales.
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Figura 2.4: Amplificaciéon de la figura 2.1. DOS (Azul), parte imaginaria de la energia

igual a 1078|¢|, transmitancia (Amarillo) e IPR (Rojo) de una cadena de generacion

26 en funcion de la energia %, con energias de sitio iguales a 0 e integrales de salto

tll = —08’t|, t12 = —|t| y t22 = —|t‘

En la figura 2.5 el espectro de la DOS tiene cuatro zonas en las que decae a 0;
ahi el espectro de la transmitancia muestra GAPs, alrededor del 0 se tiene una zona
casi constante y es claro que no se tiene un estado transparente. En los GAPs de la

transmitancia el espectro del IPR aumenta teniendo méximos locales.
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Figura 2.5: Amplificaciéon de la figura 2.2. DOS (Azul), parte imaginaria de la energia

igual a 1078|¢|, transmitancia (Amarillo) e IPR (Rojo) de una cadena de generacion

26 en funcion de la energia ﬁ con energias de sitio iguales a 0 e integrales de salto

tll = —|t’, t12 = —08|t| y t22 = —|t‘

En la figura 2.6 el espectro de la DOS tiene un comportamiento muy similar al
esperado de un caso periodico, el cual se pierde conforme la energia aumenta. A pesar
de eso la transmitancia no presenta estados transparentes en esta region, pero si alta

conductividad y, en esta zona, el espectro del IPR decae casi a cero.
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Figura 2.6: Amplificacion de la figura 2.3. DOS (Azul), parte imaginaria de la energia

igual a 1078|¢|, transmitancia (Amarillo) e IPR (Rojo) de una cadena de generacion

26 en funcion de la energia %, con energias de sitio iguales a 0 e integrales de salto

tll = —|t’, t12 = —’t| y t22 = —08|t‘

2.2. Problema de sitios

En el Hamiltoniano de enlace fuerte representamos a los sitios de la red como
pozos de potencial, por tanto una forma de variar los valores de las energias de sitio
es usando dos tipos de atomos diferentes y tener diferentes estados energéticos en
los orbitales. Este problema se hizo con todas las integrales de salto iguales a —|¢|
y energias de sitio diferentes. En este caso se estudi6 el comportamiento del sistema
cuando ambas energias de sitio son diferentes de cero, con €; = 0.3|t| y €2 = 0.6}t

En la figura 2.7 se muestra el espectro de la DOS (parte imaginaria de la energia
igual a 1073|¢|) y en la figura 2.8 se presentan los espectros de la DOS (parte imaginaria

las

de la energia igual a 1073|¢|), transmitancia e IPR en funciéon de la energia %,

energias de sitio y las integrales de salto fueron las mencionadas enteriormente.
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Figura 2.7: DOS (Azul), parte imaginaria de la energia igual a 1073|¢|, de una cadena

de generacion 26 en funcion de la energia £, con energias de sitio ¢, = 0.3[t], eo = 0.6]t
|t| ) ’

e integrales de salto iguales a —|t|

Se puede notar en la figura 2.7 que la banda de energia del espectro de la DOS se
recorre hasta [—1.6,2.5] y no presenta simetria de espejo. En la figura 2.8 el espectro
de la transmitancia decae a cero fuera de la banda de energia y el espectro del IPR
alcanza su maximo. Se observan diversas zonas de picos en la transmitancia en los
que se podria tener estados transparentes. El IPR es cercano a 0, salvo en las regiones
para las que la transmitancia presenta GAPs, en los que el IPR llega a tomar valores

por encima de 0.05.
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Figura 2.8: DOS (Azul), parte imaginaria de la energia igual a 1073|¢|, transmitancia

(Amarillo) e IPR (Rojo) de una cadena de generacion 26 en funcion de la energia ﬁ,

con energias de sitio ¢, = 0.3|t], o = 0.6|t| e integrales de salto iguales a —|t|

Para ver el comportamiento local de los espectros de la figura 2.8 se hizo una

E

amplificaciéon alrededor de o

= 0.5235, en la figura 2.9 se muestra el espectro de
la DOS (parte imaginariaigual a 1078|¢| debido al traslape de los estados propios),
transmitancia y el IPR para el problema de sitios con €; = 0.3]t|, e = 0.6]¢| e

integrales de salto iguales a —|t|.
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Figura 2.9: Amplificaciéon de la figura 2.8. DOS (Azul), parte imaginaria de la energia
igual a 1078]¢], transmitancia (Amarillo) e IPR (Rojo) de una cadena de generacion

26 en funcion de la energia \tl con energias de sitio ¢, = 0.3|t], e2 = 0.6]¢| e integrales

de salto iguales a —|t|

En la figura 2.9 el espectro de la DOS presenta zonas en las que no hay ningtn
estado propio y con ello una baja transmitancia, en las regiones con DOS diferente
de cero se tiene una alta conductividad y es apreciable que alguno podria ser un
estado transparente. El espectro del IPR se encuentra por debajo de 8 x 1077 con
méaximos locales en las regiones de baja transmitancia. En este caso se puede ver un

comportamiento muy relacionado de los tres espectros.

2.3. Problema mixto

En la seccion anterior cambiamos el tipo de atomos para cambiar el valor de
las energias de sitio dejando las integrales de salto iguales a —|t| , sin embargo, si
cambiamos el tipo de atomos se cambian las integrales de salto. Asi que estudiar el
caso en el que las energias de sitio e integrales de salto son diferentes es un problema
més realista.

En la figura 2.10 se muestra el espectro de la DOS (parte imaginaria de la ener-
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gia igual a 107%|¢|) y en la figura 2.11 se presentan los espectros de la DOS (parte
imaginaria de la energfa igual a 1073|¢|), transmitancia e IPR en funcién de la ener-
gia ﬁ, con energias de sitio ¢ = 0.2[t|, e = 0.4]t| e integrales de salto t;; = —|t|,

tio = —0.9|t], tas = —0.8]t].
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Figura 2.10: DOS (Azul), parte imaginaria de la energfa igual a 10~3|¢|, de una cadena
de generacion 26 en funcion de la energia %, con energias de sitio con energias de

sitio €; = 0.2|t], e = 0.4|t| e integrales de salto t1; = —|t|, t1o = —0.9]¢|, toe = —0.8]¢|
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El espectro de la DOS en la figura 2.10 muestra que la banda de energia se en-
cuentra en el intervalo [—1.6,2.1], en la figura 2.11 observamos que los espectros
no presentan simetria espejo, DOS muestra un comportamiento casi constante para
diversos intervalos. El espectro de la transmitancia presenta GAPs para energias ne-
gativas y para las positivas se tiene, en general, una gran cantidad de picos de alta
transmitancia e incluso sugiriendo la presencia de diversos estados transparentes, en
dicha region el comportamiento del espectro del IPR es casi constante y muy cercano

a 0. Para £ i < —1.4 se tienen los valores més elevados del IPR.

tl
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Figura 2.11: DOS (Azul), parte imaginaria de la energia igual a 1073|¢|, transmitancia

(Amarillo) e IPR (Rojo) de una cadena de generacion 26 en funcion de la energia ﬁ,

con energias de sitio con energias de sitio €; = 0.2|t], o = 0.4]t| e integrales de salto
tll — —|t’, t12 - —09|t‘, t22 == —08’t|

Para observar el comportamiento local de los espectros en la zona con una mayor

E _

cantidad de picos de alta conductividad se hizo una amplificacion alrededor de W=

0.550014 de la figura 2.11. En la figura 2.12 se muestra los espectros de DOS (parte
imaginaria de la energfa igual a 1078|¢|, debido al traslape de los estados propios),
transmitancia e IPR en funcién de la energia con los mismos valores para las energias

de sitio e integrales de salto de la figura 2.11.
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Figura 2.12: Amplificacién de la figura 2.11. DOS (Azul), parte imaginaria de la
energia igual a 107%]¢|, transmitancia (Amarillo) e IPR (Rojo) de una cadena de

generacion 26 en funciéon de la energia %, con energias de sitio con energias de sitio

e1 = 0.3]t|, e2 = 0.6]t| e integrales de salto t17 = —|t|, t12 = —0.9t|, to2 = —0.8]¢|

En la figura 2.12 tenemos que el espectro de la transmitancia presenta alta con-
ductividad, en DOS se observan una gran cantidad de estados propios (comparada
con las amplificaciones de los espectros de los problemas de enlaces y sitios, figuras

24,2526y 2.9 ), se tienen zonas en las que la transmitancia decae a 0 a pesar de

E

i se tienen estados propios lo que nos indica que no

que para la misma region de
todos los estados participan en el transporte electrénico. Se tienen minimos del IPR

ante los picos de alta transmitancia

2.4. Estado transparente

En los problemas anteriores se observo que algunos espectros de la transmitancia
tenfan picos cercanos a 1, para comprobar la existencia de estados transparentes se

obtuvo de forma analitica la transmitancia para el problema de enlaces con t1; =

tio = —|t| y toe = —0.8]t| en la energia % = 0. Al sustituir los valores en la matriz

de transferencia se obtiene que T11(n) y Te(n) son iguales a cero para toda n por lo
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que la transmitancia es

1
TE=0)=|r"=4—"— 2.1
( ) =1l (T21 — Ti2)? (2.)
con
712 = _tk(n),k(n—i-l)TQl (n)7 (22)
T = Tia(n), (2.3)
Th(n) k(n—

Tia(n) = 2D P (0 — 1Ty (n — 1), (2.4)

Lk(n) k(n+1)
T21 (n) = tk(n),k(n_l)Tm(n — 1)T21 (n — 1) (25)

Al desarrollar las ecuaciones de arriba se tiene que las generaciones que presenten

th(n),k(nt+1) = t22 tendran una transmitancia T(E = 0) = mientras que las

_4
2.0527
generaciones con ty(n) k(n+1) = t12 = t11 tendrdn una transmitancia T(E =0) =1.
Por lo tanto, las generaciones 2, 8, 11, 18, y 26 no son estados transparentes, pero
son estados con una transmitancia alta. Para verificar este comportamiento se hizo

la figura 2.13 con los espectros de la transmitancia para £ = 0 contra el nimero de

la generacion.
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Figura 2.13: Transmitancia con £ = 0 vs generacion con energias de sitio iguales a 0
e integrales de salto tyy = —0.8]t|, t12 = —|t| y t11 = —|t|.

En la figura 2.13, observamos que la transmitancia sigue el comportamiento predi-
cho de forma analitica, tiene estados transparentes salvo las generaciones 8,11, 18, 26

y coincide de manera exacta con lo calculado en cada generacion.



Capitulo 3

Conclusiones

En este trabajo se estudiaron cadenas atémicas unidimensionales aperiédicas, cu-
yo ordenamiento esta construido a partir de la secuencia de Kolakoski. Para ello se
empleo la aproximacion del Hamiltoniano de amarre fuerte, considerando interaccio-
nes solo a primeros vecinos y una temperatura de 0 K. El tamano de los sistemas
fue de aproximadamente 1cm de longitud (macroscopico); se desarrollo el método de
renormalizacion al Hamiltoniano, DOS, matriz de transferencia e IPR para obtenerlas
de manera exacta. Se hicieron diversos programas en el lenguaje Julia v 1.2, usando
flotantes tipo BigF'loat debido a que los términos involucrados en la renormalizacion

para cadenas de generacién n = 26 se encuentran fuera el orden de 10%5909,

1. Con el desarrollo del método de renormalizacion se pudo analizar sistemas con

108 atomos.

2. Para los problemas de enlaces, sitios y mixto se encontraron miltiples estados
con alta conductividad. En particular para el problema de enlaces con tyy =
—0.8t|, t1o = —|t| y t11 = —[t| se encontr6 de forma analitica que solo las
generaciones, n, en las que la sucesion de Kolakoski es tal que K(n) =2, K(n+
1) = 2 la cadena no presenta un estado transparente en £ = 0, estando en
concordancia con los datos obtenidos para todas las generaciones de manera

exacta.

3. Bajo el formalismo de la conductancia de Landauer basta con conocer la trans-

43
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mitancia para analizar al sistema. Se observé que el espectro de la DOS puede
caracterizar el sistema tan bien como la transmitancia, sin embargo no todos

los estados propios del sistema colaboran en la conductividad.

4. Para poder obtener informacion del sistema por medio del IPR es necesario co-
nocer su comportamiento en una vecindad ya que nos permite saber la presencia
de GAPs asi como estados de alta transmitancia al comparar el IPR de acuerdo

a los méximos y minimos del espectro.

5. Si bien en zonas de alta transmitancia nuestro sistema presenta un IPR del

orden de en regiones de baja transmitancia (cercana a cero) el IPR

TR
es un un méximo local pero no igual a 1. Esto tdltimo podriamos explicarlo
si consideramos que la transmitancia nunca fue igual a 0 (la transmitancia
lleg6 a tomar valores del orden de 1071%) por lo que la funcién de onda logra
propagarse y por tanto no tenemos estados totalmente localizados. Por medio del
efecto tunel podemos entender que en presencia de alta transmitancia se tienen

estados extendidos pero no se tienen estados localizados con una transmitancia

baja.

6. Al realizar una amplificacién y estudiar los espectros de los casos de manera
local se observan méaximos locales en DOS, estos picos estan localizados en los
valores propios del hamiltonianio y se observa que a mayor cantidad de estados
por intervalo en la energia se tienen zonas de alta transmitancia méas anchas; se

encontroé que no todos los estados participan en el transporte eléctrico.

7. Cuando las energias de sitio son diferentes de cero los espectros pierden si-
metria de espejo alrededor del cero, esto podemos explicarlo si consideramos
al Hamiltoniano del sistema como un Hamiltoniano diagonal mas una pertur-
bacién, H = Hgiagonal + Hperturbacion, POT tanto el polinomio caracteristico del
Hamiltoniano pierde simetria de espejo alrededor del cero. Se observé que con-
forme la aperiodicidad de la cadena se vuelve mayor hay mas GAPs en la cadena

y cubren una mayor zona.
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8. Se buscaron casos en los que el sistema presentara propiedades del tipo fractal,
u otro tipo de regla o patron, en los espectros de DOS, transmitancia, IPR, sin

embargo, no se encontré ninguno.

El método de renormalizacion en sistemas no periédicos es de mucho interés, vimos
que permite estudiar un sistema macroscopico de manera exacta y que estos pueden
tener estados transparentes. Incluso es posible agregara imperfecciones o estudiar
otro tipo de exitaciones como fotones o fonones, el trabajo desarrollado aqui puede
extenderse a sistemas de mayor dimension permitiendo el desarrollo de materiales
considerando las interacciones adecuadas, tales como semiconductores, por medio de
otros modelos de transporte méas avanzados como el formalismo Kubo-Greenwood o

bien para tener una mejor comprension del transporte cuéntico.



Apéndice A
Renormalizacién, Hamiltoniano

En este apéndice obtenemos los valores de las autoenergias e integrales de salto

de cadena de generacion n , el sistema de ecuaciones es

E—er(n—1) —t(n—1) 0 0 0
—t(n—1) E—egr(n—1) —tk(n),1 0 0
0 ~tr(n),1 E—ep(n—1) —t(n—1) 0 G5><5 == I5><5, (Al)
0 0 —t(n=1) E—er(n—1) —tli(n) k(nt1)
0 0 0 —lk(n),k(n+1) E—€r(nt1)

donde Gsy5 es la matriz de funciones de Green de nuestro Hamiltoniano. Para
reducir la notacion se evitara escribir (n — 1).
Multiplicando la primer matriz por la primer columna de Gsy5 obtenemos las

siguientes ecuaciones.

Gu(E —e)—Gpt=1 (A.2)

— Gut+ Gi2(E — €g) — Gty =0 (A.3)
~ Ghatrma + Cua(E — e) — Guat = 0 (A.4)
— Gt + Gu(E — €r) — Gisti(n) k1) = 0 (A.5)

De las ecuaciones A.2, A.3, A.4 y A.5 se sustituye hasta tener una sola ecuaciéon en
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términos de G11 y Gys.
Gt + Gisti(n) knt1)

Gy = E—¢ -
—€R
Gratgny 1 + Gt
G 12 ,})716 14 (A.7)
— €y
Giatimy1 + G157%M§)L#
L The e = (A.8)
L E—eR
Guit + Gistin
G2 = = B 163 - -
— €R
Gyt + Qs L) k(1)
— 11 5 (E—er)(E—er)—t2 (A 10)
E i 1 (E—cr) |
TR T Eeep)(Boep) -2
Sea
1
. A1l
RLT (E —en)(E —ey) — 2 ( )
12
1=Gu(E—eL— )
E —ep ) . (E — eR)WRLT
k(n),1 (A.12)

2t k(n) 1 k(n) k(nt1)

-G
V(B = en)’(E—er) — (B —en) — £, ,(E — €r)

Multiplicando la primer matriz por la ultima columna de G545 obtenemos las siguien-

tes ecuaciones.

— Ghst + Gas(E — eg) — Gstiima = 0 (A.13)
— Gastimya + Gas(E — ¢) — Gazt = 0 (A.14)
— Gzt + Gus(E — er) — Gslagm winsr) = 0 (A.15)
— Gustrgm wins) — Gss(E — xgnsn) = 1 (A.16)

De las ecuaciones A.13, A.14, A.15 y A.16 se sustituye hasta tener una sola ecua-

cion en términos de G11 y Gys.

G5t + Gastin),1

Gor —
25 E—en

(A.17)
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Gastrmy + Gast

G35 =

E— €r,
th(n),1
B G45t + Gl‘:’E——eR
- 2
E — €y — tk(n),l
L E—er
Guo = G35t + Gistiin) knt1)
E — €ER
Prin) 1

Gstim ki) + Grs a2,

. o t2(E‘,ER)
E —er (E—er)(B—e)— T

Sea
1

E — ER)(E — EL) — ti(n),l

WRLTN = (

2
be(n) k(n+1) )
E —ep —t*(E — eg)WrrrN
2t kn) 1 k(n) k(nt1)
(B = en)?(E — 1) — £2(B — e) — £, (B — ex)

1= G55(E = €k(n+1) —

—Gis

por lo que de las ecuaciones A.12, A.23 tenemos que

t2
E— €ER — t%(n),l(E — GR)WRLT

er(n) =ep +

t2
k() k(n+1)
E —ep —t2(E — eg)Wrrrn

€r(n) = €xnyr) +

2t k(n) 1 Tk(n) k(n 1 1)

T (B ) (B —cp) — 2(E —cp) — £, (E —cp)

48

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)



Apéndice B
Renormalizacién, DOS

En este apéndice obtenemos la densidad de estados de la cadena de generacion n

el sistema de ecuaciones es

E—er(n—1) —t(n—1) 0 0 0
—t(n—1) E—er(n—1) —tgm)1 0 0
0 _tk(n),l E—ep(n—1) —t(n—1) 0 G5><5 - I5><5. (Bl)
0 0 —t(n—1) E—er(n—1) _tk(n),k(n+l)
0 0 0 —lk(n),k(n+1) E—€r(nt1)

Por la forma en la que construimos nuestra cadena tenemos que DOS esta deter-

minada por

1
DOS(TL) = —; Im{Dl(n — 1)G11 + Dg(n — 1)G22 + D3<Tl — 1>G12 + D4(n — 1)
+D1(n — 1>G33 + DQ(TL — 1)G44 + D3(n — 1)G34 + D4(TL — 1) + G55}7

- _% Im{D1(n)G11 + Da(n)Gss + Ds(n)Gis + Da(n)}
(B.2)

ahora buscaremos expresar Gio, Gao, G33, G34 v Gyq en términos de Gy, G5 y
(55. Multiplicando los renglones 2,3 y 4 por la matriz G obtenemos las siguientes

ecuaciones.
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— Gut+ Gi12(E — €r) — Gigtpmyn =0 (B.3)
— Gt + Goa(E — €r) — Gagtimyy = 1 (B.4)
— Gt + Go3(E — €g) — Gsstimy =0 (B.5)
— Gt + Gou(E — €g) — Gaatymys =0 (B.6)
— G5t + Gos(E — €r) — Gastpmyn =0 (B.7)
— Gratigmyr + Gis(E — e) — Gyt = 0 (B.8)
— Gastimyr + Goz(E —€) — Gost = 0 (B.9)
— Gostimy1 + Gas(E —e) —Gut =1 (B.10)
— Gastrmys + Gaa(E =€) — Gt = 0 (B.11)
— Gastigmyr + Gas(E — e1) — Gust = 0 (B.12)
— Gt + G14(E — €r) — Gistim) ki) = 0 (B.13)
— Gost + Gou(E — €r) — Gastrimy s(ns1) = 0 (B.14)
— Gust + Gsu(E — €r) — Gastiqmy s(ny1) = 0 (B.15)
— Gyt + Guu(E — €g) — Gastiimyk(nyn) = 1 (B.16)
— G5t + Gus(E — €r) — Gssti(n) kns1) = 0 (B.17)

Con las ecuaciones B.3, B.7, B.8, B.9, B.10, B.12 y B.13 obtenemos a G5 y G2

en términos de G111 G5 v Gss

G15th(n) k(n+1) T Gt
E— €ER

Grati(n),1 + Gual
E— €L,

Gy =

(B.18)

Gis =

(B.19)
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ttk: n),k(n+1
Grati(ny1 + G5t

Gy = t2E—ER (B.20)
E — €1, —
e
Gt + Gistim
G, _ Gu ]—5 13th(n).1 (B.21)
G, Gut+ G15tt2k(n),1tk(n>,k(n+1>WRLT (B.22)
E —er — 71,1 (E — er)Wrer
Gss(E —€r) — Gastim
Cs = 35( EL)t 25Uk (n),1 (B.23)
Gsst + G55tk(n) k(n+1)
_ : B.24
E — €R ( )
G Gos(E — €r)tr(n),1 + Gsstlim) k(nr1) (B.25)

(E—en)(E —ez) — t2

sustituyendo en B.7

—G15t4+Gas(E—er) —Gssttym) 1t hn1) Wrrr — Gastiy 1 (E—€r)Wrir = 0 (B.26)
(n)

G5t + Gssttpmyatim) k) WrLt

Gos = B.27
2 E— €ER — tz(n),l(E - ER)WRLT ( )

Gost + Gostim) kin
Gy = 2 25tk (n) k(n+1) (B.25)

E— €ER

Gty + Gagt
Goa = ’ B.29
= Sltna (B.29)
Gaz = Gotpmy1 (B — eg)Wrrr + Gosttin) k1) Wrer (B.30)

G5t k) WRLr + G5t 15 i) WaLr

228k ()1 ¢r)Wrrr + E —€p — tk(n),1<E - ER)WRLT

(B.31)
Sustituyendo G2 y Goz en B.4

1
E— €ER — ti(n),l(E — GR)WRLT
Gut® + G152ty 1tk (n) kns 1) Wror + G55t2ti(n),1t k(n) e(n+1) WhLr
(E — €ER — ti(n),l(E — ER)WRLT)2

G22 =

(B.32)
_l’_

Con las ecuaciones B.3, B.6, B.7, B.8, B.11, B.12, B.13 y obtenemos a G5 y G4
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en términos de G111 G5 v Gss

Glg(E — EL) — G14t
Lk(n),1

_ Gut + Gistim),1

E— €ER

G12 =

Gi3 = Gut(E — eg) Wrrrn + Guittpm) 1 Werrn
Sustituyendo G13 en B.13

Gut* e 1 Werrrn + Gistem) kn+1)

Gy =
"= E—ER—iQ(E—GR)WRLTN

Gal + Gogtrin),1

Gy =

FE — €r,
i — Gt + Gaati(n)
24 F—ex
Gt + S
34 =

ti()l
n),
E—e — 5o

= Gut(E — er)Wrrrn + Guattyoy 1 Wrorn

Git? t WRLTN + G15ttk(n) 10 k(n) k(n+1) Wrrrn

aut( er)Wrrrn + E'_ER—tQ(E—ER)WRLTN

G5t + Gastrn),1
E— €ER
_ G35(E — EL) — G45t
k(n),1
G35 = Gisttem)y i Wrorn + Gast(E — eg)Wrrrn

G25 =

- G15t2tk(n),1WRLTN —Gust*(E—er)Warrrn+Gas(E—eg) — Gsslin)

Gl5t2tk(n),1WRLTN + Gs5ti(n) k(n+1)
E—ep—t2(E — er)Wrrrn

1

G5 =

G44 =

E —er —t*(E — er)Wrrrn
+G11t4tz(n),1W}2%LTN + G152t2tk(n),Itk(n),k‘(nﬂ)WRLTN + G55ti(n),k(n+1)

(E —eg —t2(E — eg) WrrrN)?

=0
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(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

(B.40)

(B.41)

(B.42)

(B.43)
(B.44)
(B.45)

(B.46)

(B.A7)
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53

Con las ecuaciones B.3, B.6, B.7, B.11, B.25 y B.20 obtenemos a GG34 en términos

de G11 G5 y Gss

G5t + Gastim),1
B — €ER
1
(E—€R>(E—6L)—t t2

Gas =

Werrrn =
k(n),1

Sustituyendo G5 en B.25
G35 = Gisttim) k(ne)Wrerrn + Gisttpm) i WrorrN

Gt + Gistrm)
E— €ER

G12 =

Sustituyendo G5 en B.20

G13 = Guttem) 1 Wrrrry + Gisttim) k) WrorTN

Gs3 = (E — eg)Wrrrry + Guit? tk 1WRLTTN

+Gi52t* e(n), 1tk (n) k(n+1) WiaLrry + Gsst® tk (n),k(n+1) Wirrry

Guat + Gastin) 1

Gy =
34 (E—EL)
Grat + Gsalyn
G24t _ 14 34lk(n),1)
E—ER

G3s = Gut(E — eg)Wrrrn + Guattpm) 1 Werrn

Gua = 1+ Gast + Gust g (), K (n+1)

G3y = tWrrrrN + Guattpm) \WrrrrN + Gasttin),k (nr1) WRLTTN
Git? t yiWRLTNWRLTTN + Gisttym), itk kn+ 1) WrLTTN

= tWgrrrn +

E — €ER — tZ(E — GR)WRLTN

G15t°tk(n) 1 tk(n), K (n+1) WrLTNWRLTTN + G55ttk(n) k(nt1) WRLTTN

E —eg—t?2(F — eg)Wrrrn

Por dltimo sustituimos Gia, Gag, Gs3, G4 y Gy4 en B.3

(B.48)

(B.49)

(B.50)

(B.51)

(B.52)

(B.53)

(B.54)

(B.55)
(B.56)

(B.57)

(B.58)
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1
DOS(n) = —;Im{Dl(n — 1)G11 + Da(n — 1)Gag + D3(n — 1)Gha + Dy(n — 1)

+D1(TL — 1)G33 + Dg(n — 1)G44 + Dg(n — 1)G34 + D4(n — 1) + G55}

t2

1
= ——Im{G|D 1)+ D 1 W
m{G11 | Di(n — 1) 2(n )(E —€ep — ti(n>,1(E er)Wrrr)?

t

+D3(n—1
3< )E — €ER — ti(n),l(E — GR)WRLT

442 2
i Waorn

D —1
+ 2(” >(E —ep— tZ(E — eR)WRLTN)2

Dy(n— 1) t3ti(n)71WRLTNWRLTTN
3 E—ER—tz(E—ER)WRLTN
U A W2
k(n),1"k(n),k(n+1)"" RLT
+Gss |14+ Dy(n — 1
” 2 )(E —€R— ti(n),l(E ¢r)Wrer)?
+D1(n — D ) sy Whrrrn
B k(1)
Ds(n—1 .
2( >(E_€R_t2(E_€R>WRLTN)2
4D — 1)y Wiz
E — €ER — t2(E — ER)WRLTN
262tk (), 1tk(n) o(nt 1) WRLT
+Gi5 | Da(n — 1 ’ ’
15| P2l >(E —€r = i1 (B — €r)Wrir)?

tErn) 1 tk(n) k(n+1) WRLT
+Ds(n—1
3(” )E — €ER — ti(n),l(E ER)WRLT

26 k()1 k() o(nt 1) WRLTN
+D1(n — 1)2t2tk(n),1tk(n):k(n+1)WIQ{LTTN + Dy(n—1) (E — eq — 2(E — eg)Warry )2

Dy(n — 1)( k(n),1lk(n)k(n+1) "W RLTTN k(n),1tk(n),K (n+1) "W RLTN RLTTN)]

E—GR—tQ(E—GR)WRLTN E_ER_t2(E_€R)WRLTN
1
E— €ER — ti(n);(E — ER)WRLT

+2Dy(n — 1) + Dy(n — 1)

+D1 (n — 1)(E — GR)WRLTTN
1

Dy(n—1
+ 2(n )E—ER—tQ(E—ER)WRLTN

+ D3<TL — 1)tWRLTTN}

(B.59)
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Con esto renormalizamos la densidad de estados de nuestro sistema de generacion

n en términos de cadenas de genercion n — 1.



Apéndice C

Renormalizaciéon, Matriz de

transferencia.

La matriz de transferencia T' para nuestra cadena de generacién n esta dada por

T(n) = Ty T(n — HUT(n — 1), (C.1)
donde U es
(El_E)(ek(n)_E) _ tk(n),l (el_E)tk(n),k(nfl)
_ 11,285 (n),1 t1,2 t1,20k(n)1
v & —E _ te(n),k(n—1) ’ (C'2>

Tk(n),1 th(n),1

por lo que tenemos que encontrar las entradas de la matriz T'(n) de acuerdo a C.1,

primero calculamos las entradas del producto UT'(n — 1)

6 — B ekn_E tkn,l 61_E'tl~::n,k:n—l
(61 — E)(erm) — E) i) ]+T21(n—1)[( )k(n) k(n—1)
t1,2tk(n),1 t12 t1,2Tk(n),1

(C.3)

[UT(n—1)}1 = Thi(n—1)]

—F n) — E t n - E)t n n—
(61 — E)(erm) — B) 1y )’1]—|—T22(n—1)[(61 Jk(n) k(n—1)
t1,2tk(n),1 t12 t1,2Tk(n),1

(C.4)

[UT(n—l)]12 = TlQ(n_l)[
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€k(n) — E t n),k(n—
[UT(n — 1]zt = ~Tu(n — 1) 2] — Ty, (n — 1)[ 2022 (C.5)
tk(n),l tk(n),l

ahora obtenemos las entradas en T'(n) con el producto T'(n — 1)[UT(n — 1)]

€k(n) — E t n).k(n—
[UT(n — 1))y = —Tia(n — 1) =] — Ty (n — 1)[ 222D (C.6)
k(n),1 Lk(n),1
—E)(exmy — E)  tem
[T(n — 1)UT(n — 1)]11 = Tll(n — 1) Tll(n — 1)[(61 >(€k( ) ) — k( )’1]
t1,2tk(n),1 12

il = Bl )

+T51(n—1
1 t1,2tk(n) 1

€k(n - F t n),k(n—

+T5(n —1
l ) tr(n)1 Lk(n),1

€1 — F)(e n) — E t n
T(n = YUT(n = W)is = T (n — 1) | Tia(n — L= EN k) ZE) _ Brtonny
1,2tk(n),1 t1o
—E)t n),k(n— ]
+152(n — 1)[(61 L D11 (C8)
t1,2tk(n),1 |
€hn) — F 3 n),k(n— ]
+Thz(n — 1) —Tm(n—l)[L] — Too(n—1)] k(n),k( 1)]
tk(n),l tk’(n),l |

(D0~ YUT(n — D)as = Taal — 1) | T (n — 1@ EN0 = E) _ Fatan
t1,2tk(n),1 t172
—E)t n),k(n— ]
+151(n — 1)[(61 Jiktr) i D11 ()

t1,28k(n),1

€k(n - F t n),k(n—

+T22 (n — 1)
tk(n).1 lk(n) 1
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(e — E)(exmy — E) tk(n),l]

[T(n = 1)UT(n = 1)]22 = Toa(n — 1) | Tia(n — 1)
t1,2tk(n),1 t12

— E)t n),k(n— ]

(o — DA Doy

t1,2tk(n),1
Ck(n) — L k(n) k(n— ]
FToa(n — 1) | = Tia(n — 1)[2 =) — Tyy(n — 1)[ER2ACZL,
k(n),1 )1 |
(C.10)

Por tltimo calculamos el producto Ty,11)[T'(n — 1)UT'(n — 1)] con T(41y igual a

k)~ E _ i(n),k(n—1)
Th(nt1) = tk<n>ik<n+1> fk(ngk(nm (C.11)
en—E ¢ — F Ekn—E tkn,
Tn(n):_tkL<Tu(n—1) T — D[ . )E w=F) _ —
k(n),k(n+1) 1,2Yk(n),1 1,2
€1 — Etrin) kin—
t1,2tk(n),1

+T12 (n - 1)
tr(n)1 Lk(n) 1

~ Tan = D)~ T (o 1>[M]] )

(C.12)
(61 — E)(exm) — E) tk(n),l]

t1,2tk(n) 1 12

(€1 — E)tin) k(n—-1)
i ]
t1,2tk(n),1

TH(TL — 1)[

_tk(”):k(”_l) T21 (n . 1)
th(n) k(n+1)

+T21 (TL -1

€xn) — F the(n) (n—
th(n),1 Lk(n),1
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€rn) — L e — E)(epm — E trin),
Tho(n) = _tkL Tii(n — 1) [Tiz(n — 1)[( ! ; )E k(n) ) _ kt( )1]
k(n) k(n+1) 1,2tk(n) 1 12
€1 — Etrim) kin—
+15(n — 1)[< ! k() 1)]
t1,2tk(n),1
Ek(n - E t n),k(n—
+T12(n — 1) | = Tia(n — 1)[L] — Tho(n —1)] k(n),k( 1)]
tk(n),l k(n),1 (C 13)
tkn,kn— G_E Ekn—E tkn7 .
_t()—(l) <T21(n— 1) T12(TL— 1)[( 1 . )IE (n) ) . t( )1]
k(n),k(n+1) 1,2Vk(n),1 1,2
6 —F Lk(n Je(n—
+ T (n — 1)[< ! Vk(n).( 1)]
t12tk(n)1
€hn) — I Lk(n Jk(n—
FToa(n — 1) | = Tiap(n — 1)[ 2] — Tyy(n — 1)[ 220D
br(n) 1 t(n).1
¢ —F €k(n) — E tiin ,
T(n)a1 = Tu(n—1) | Tha(n — 1>[< 1 t1 zik( ())1 ) B t(1;1]
€1 — E)t n),k(n— ]
+T5(n — 1)[< ! )Lk () 1)] (C.14)
t1,2tk(n)1
€k(n - L t n),k(n— ]
FTa(n — 1) | = Tii(n — 1)[Z22 2 Ty (n — 1) AR,
tk(n),l tk‘(n),l |
€1 — E)(exny — F titn
Too(n) = Tu(n — 1) | Tiz(n — 1>[< 1 t1 iikl(k())l ) B ’;(1 ;71]
€1 — Etrmn) kin |
HTyp(n — LN rbtnon) (C.15)
t1,2tk(n),1
€hn) — E 4 n),k(n— ]
FTa(n — 1) | = Tia(n — )| —Z) — Tyy(n — 1)[ER2AEZL]
tk(n),l tk(n),l

Con esto tenemos renormalizada nuestra matriz de transferencia.



Apéndice D
Renormalizacion, IPR

Para encontrar el I PR de la cadena de generacion n debemos primero calcular el

I PR de las primeras dos generaciones.

4 4
[PR(1) = ‘O‘lL i |O‘2|2 (D.1)
(laa " + Jaa[7)?
IPR(2) = o |* + Jao|* + Jas|” + [aul* + || (D.2)

(Jar|* + laal” + fas|” + |aal® + |as|*)?
De acuerdo a la ecuaciéon de Schrodinger 1.72 se calcula el coeficiente ;11 en

términos de a; v a;_1

12 12
= D.3
ML T ME (D-3)
l12 l12
0 = D.4
W T MR (D-4)
t t
=3 — 2 g — (D.5)

E—EQ 5E—€2'

Con las ecuaciones D.3, D.4 y D.5 escribimos as, a3, a4 en términos de o y as.
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o = (v b1z + « Ht2 Wiz (D.6)
2 1E’ — €9 — t%Q(E — 62)W12 5E — €9 — t%2(E — 62)W12 ’
a3 = aiti X1z + astiatan X1 (D.7)
3, W t
Qg = Q1 127712 + a5 22 (D8)

E — €9 — t%Q(E — 62)W12 E — €9 — t%Z(E — 62)W12

_ 1 _ 1
con Wiy = E—e)(B—e2)—13, Y X2 = (E—a1)(B—e2)—2t2,"

Por lo que expresamos el I PR(2) en términos de oy y oy

‘061’4 + a1 Ay + Oé5Bz|4 + | As + 065Bs|4 + |1 Ag + 045le|4 + ’045‘4
(‘041’2 + |1 A + 04532|2 + |1 As + CY5B3‘2 + |1 Ag + 04534‘2 + ’045‘2)2
(D.9)

IPR(2) =

con A;, B; de acuerdo a D.6 , D.7, D.8. Expandiendo las potencias de los modulos

agrupando términos.

5
D el = 2(2)|on]" + Q(2)|as|* + Q3(2) (1) + Qu(2)(asen)”
=1
D.10
10520 (015) + Qo asam) + 0o Plag
+98(2)|045‘2(04104_5) + Q9(2)|Oé5|2(04504_1)
5
> Jail® = wi (@) + wa(2)]os)? + ws(2)ar T + wa(2)asar (D.11)
=1

con
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01(2) = 1+ Ao + |As]* + |Ayl* (D.12)
Q(2) =1+ |By|* + | Bs|* + | Bul* (D.13)
03(2) = (A2B,)* + (A3B3)° + (A3 B;)° (D.14)
2(2) = (BaAs)® + (BsAs)® + (BsA)? (D.15)
05(2) = 2|As|* A2 By + 2| As|* A3 By + 2| As|* A4 B, (D.16)
Q6(2) = 2|As|” By Ay + 2| As|* B3 As + 2| Auf* BiA, (D.17)
Q7(2) = 4| Aa|| Bo|* + 4] As[* | Bs|” + 4 A|*| Ba” (D.18)
0s(2) = 2| Ba|* Ay By + 2| Bs|* A3 Bs + 2| Ba|* Ay B (D.19)
Q(2) = 2|By|* By Ay + 2| Bs|* Bs A3 + 2| Ba|* By Ay (D.20)
wi(2) = 1+ [Ao]® + | As|” + |Ay? (D.21)
wy(2) =1+ |Bo|* + |Bs|” + | Bu|? (D.22)
ws(2) = AyBy + A3Bs + AyB, (D.23)
w4(2) = ByAy + BsAs + B, A, (D.24)
Sean G, y F, tales que
Gul(z,y) = wi(n)|z]* + wa(n)|y|* + ws(n)ay + wi(n)yz (D.25)
Fu(w,y) = Q(n)lz[" + Qa(n)lyl* + Q3(n)(27)* + Qu(n) (yT)°
+Q5(n) |2 (@7) + Q6(n) |2 (yZ) + Qr(n)|2*|y]” + Qs(n)|y[* (27) (D.26)

+Q(n) |yl (yT)

con lo que IPR(n) queda de la siguiente forma
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Foo1(0, aggn—2_1) + F_1(Q3.9n-2, Qg.9n-1_9) + |043*2n71—1|4

(Gno1(ar, ageon—2_1) + Gp_1(Qguan—2, Qgeon—1_9) + |043*2nfl—1|2)27

IPR(n) = (D.27)

lo que buscamos es expresar ahora a aiyon-2_1, Qg40n-2 § Q340n—1_o €n términos de

4 .
a1 ¥ |agean-1_1|" para poder escribirlo como

Fn(ah 043*27171—1)

(Gn(al-a3*2"*1—l))2

Por lo que tenemos que buscar las expresiones para €;(n) (w;(n)) en funcion de

IPR(n) = (D.28)

Qj(n —1) (wj(n)). Partiendo de esta idea

—Qgson—2_otk(n) k(n—1) + (B — €xm))Qseon—2_1 — azsom—2tp(n) p1) = 0

34on—2_9 = A(TL — ].)Oél + B(TL — 1)0{3*2n72_1

Ql34on—241 = Ac(n — 1)0&3*2n—2 + Bc<n — 1)&3*2n—1_2

(

(
—Q349n-2_1Tk(n) k(1) T (E - 61)063*2"—2 — Qzyon-241t12 =0 (D~31
(
—Q349n-1_3tk(n) k(n—1) T (B — €k(n))Q3u2n-1_2 — Q3son—1_1tk(n) k(nt+1) = 0 (

(

Q34on—1_3 = A(n — 1)0(3*27172 + B(TL - 1)0{3*2n71_2

reduciendo el numero de ecuaciones

— A(n — 1)tk(n),k(n_1)a1 + Xpasguon—2_1 — Li(n), k(1) O342n—2 = 0 (D.35)

— tk(n)7k(1)a3*2nf2_1 + XACCJ_/3*2n72 — Bc(n — 1)t172a3*2n71_2 =0 (D36)

— A(n — Dty etn—1)Qze2n—2 + XBgson-1_9 — tin) k(nt1)¥s42n-1-1 = 0 (D.37)
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XB =F - ek(n) - B(n - 1)tk(n),k(n—1) (D38)

XAC =F - €1 — Ac(n - 1)t1,2 (D39)
Despejando asyon-2_1 en términos de oy v izuon—1_1

An — Ditgin) kin th(n) k(n
(0 = Dty - ko)
Xp Xp

guon—1_9 = Ug4on—1_1 (D40)

Qgion—2 = XpWaptim) k1) san—2-1 + WapBo(n — 1)t olim) k1) ¥4an-1-1  (D.41)

A = D) kn-1)
Xp —WapXpt]

Q3xon—2_1 = Qg

(n) k(1) (D.42)

WapBc(n — 1)t otiin) k(1) tkn) k(nt1)
+ Qlgxon—1_1

XB - WABXBti(n)’k(l)

1

Wan = D.43
AP XpXac — A(n —1)Be(n — D)t1 2t k() k(n—1) (D-43)
Despejando agyon-2 en términos de o v aigyon—1_1
A n — 1 t n n— t n
Agyon—2_1 = ( ;(Z( )JC( 1) aq + %2(1)0@*27172 (D44)
An — Ditgin) kine ti(n) k(n
a3*2n71_2 — ( Ai(z( )7k( 1) 053*271,72 + %(B—‘rl)ai;*?nfl_l (D45)
Qzuon—2 = A(n — 1)tgm) ) tiem) kin-1)Wx o
(n),k(1) k(n),k(n—1) (D.46)

+Be(n — 1)t otin) kn1) Wx Qzeon-1_1
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1
Wx

Despejando aig,on—1_9 en términos de a y uguon-1_1

A(n = D)tim) kn—1) -

- XacXp — ti(n),k(l) — A(n —1)Be(n — 1)t1,2tk(n)7k(n—1)

Lk(n) k(1)

Qggon—2_1 =

Xp Xp

gion—2 = A(n — Dtrm) k) tem) km—1yWaon + XpBe(n — 1)t sWageon-1_9

Qgion—1_9 = A(n — 1>2tk(n),k(1)ti(n)7k(n_1)WWBal + ) k(n+1) WBQ3e2n-1_1

1

W =
XacXp —1t2

(n),k(1)
1

W pum—
B XB — A(TL — 1)Bc(n — 1)t1,2tk(n),k(n—1)XBW

Y con ello también encontramos A(n) y B(n)

A(n) = A(n = 1)tk kW tri) sy W W

B(n) = tpm) km+1yWn

Para encontrar A.(n) y B.(n)

as = Ac(n — 1ag + Be(n — 1)agegn-2_

A(n — 1)BC<TL — ]-)tk(n),k(n—l)
XB - WABXBtz(n),k(l)

+WABBC(n — 1)%t1 2tk k(1) th(n) k(nt 1)
XB - WABXBtz(n%k(l)

az =[Ac(n —1) +

Jau

Qi34on—1_1

65

(D.47)

(D.48)

(D.49)
(D.50)

(D.51)

(D.52)

(D.53)
(D.54)

(D.55)

(D.56)
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A(n —1)Be(n — Dtrm) k(n-1)

I D.57
c(n) = Ac(n—1) X = WanXpti) 1) o
WapBe(n — 1)1 sty () tr(n) kin
iy  WasBeln = Pt sinac st e
Xp = WapXpty ) 1)
Siel IPR es
IPR(n) =

4
Fn—l(Oq7FL10¢1+1"L2Q3*2n—1,1>+Fn—1(Fc1f¥1+1“02043*2n—1,1vFRla1+FR2a3*2n—1,1)+’a3*2n—1,1 ’

2
(anl(0‘1aFLlal"'FLQag*anl,1)+Gn71(FCIO‘1+FC2°‘3*2R71,1’FR1Q1+FR20‘3*2TL71,1)+|a3*2n71,1 | )2

(D.59)

desarrollamos las potencias los médulos y reagrupamos

Foq(ar, (Tiar + Trsassen-11)) =

Q1(n — D|ay|* + Qa(n — D|(Triar + Tisagon—i_1)|*

+Q3(n — 1) (a1 (T + Draaguon—14))?

+Q4(n — D)((Trioq + Traaaegn-1-1)aq)?

+Q5(n — 1)|aa [ (01 (Trron + Tratiaan—1-1)) (D.60)
+Q6(n — 1)|a1|2((FL1041 + Iroagion-1_1)a7)

+Q7(n — 1)|041|2\(FL1041 + I‘1:2043*2717171)|2

+Qs(n — 1)|(Trion + FL2a3*2n—1—1)’2<051(FL1051 + I'roageon-1-1))+

Qo(n — D|(Tp10q + FL2043*2”*1—1)|2((FL1041 + poaizeon-—1-1)070)
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Fo_1(aq, (Tpiaq + Dpsasgeon-1-1)) =

Q(n— 1)+ Qo(n — DT+ Q(n — DT + Qu(n — 1)I2,

+Q5(n — 1)F_L1 + Q¢(n — DIy + Q7(n — 1)|FL1|2

+Qg(n — 1)|FL1|2F_L1+ Qy(n — 1)|FL1|2FL1] |Oé1|4 +

Qg(n — 1)|PL2|4] |063*2n71_1|4

+[Qa(n — 1) (T 11T 12)* + Q3(n — 1)F_L22 + Qs(n — 1)FL1F_L22 (0 Oggn—1-1)2

QQ(TZ — 1)(FL2F_M)2 + Q4(7’L — 1)F%2 + Qg(n — 1)F_L1F%2 ((13*27171_10[_1)2

_|_

+12Qy(n — 1)|PL1|2FL1P_LZ +2Q3(n — DIl pe + Q5(n — 1)F_L2 + Q7(n — 1)FL1F_L2

+2Qs(n — 1)|FL1|2F_L2 + Qo(n — )%, Tra |CY1|2041043*2n71—1

+ [2Qy(n — 1)|FL1|2FL2F_L1 + 2 (n— DT + Qe(n — 1) e + Q7(n — 1)FL2F_L1

|y |2a3*2n71—104_1

=2
+Qs(n — 1)T11 Tro + 2Q(n — 1)| T4 [*Tre

+ 14 (n = DL P|Tr2f* + Q7(n — 1T af* + 20s(n — 1)|T 12 T11)

+2§29(n — 1)|FL2|2FL1] |Cl/1‘2|0z3*2n—1_1‘2

+12Q(n — 1)| T2’ T 1T e + Qs(n — 1)|FL2|2F_L2] |tugn—1 1| Ggagn i1+

20 (n — )| ’T 1ol 11 + Qo(n — 1)’FL2’2FL2] |tugn-1 1| Qigagn-1 101

(D.61)
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Fo1(Terar + Togasuon—1-1, Tpioq + T pocugion—1_1) =

M (n = 1)|(Teran + Ceaasan_1)[* + Qa(n = 1)|(Trias + T raigaon—t )|

2

+Q3(n — 1)((Feraq + Toaagion—1-1) (Criay + Irocizaon-1-1)
+Qu(n — 1)((Trioq + Troagion—1-1)(Lorar + Dogagugn—1-1) 2

)

( )
+Q5(n — 1)|(Ceran + Depagaon—1-1)[*(Coran + Dooazaan—1 1) (Tricn + T raQizaan—11))
“( )

)
+Q6(n — 1)[(Cerar + Foaagion—1-1) fI7(Frioq + Troageon—1-1) (Doroq + Togazaan-—1-1))
(

+Qz(n — 1)|(Teron + F02043*2n—171)\2’ Ipiar + FRQQS*Q"—171)|2

+Qs(n — 1)|[(Triay + F1'%2043*2%1—1)|2((F(11041

+lcoaszan—1-1)(Triaq + Trocgean—1-1)) + Qo(n — 1)| (g1 + FR2(1/3*2”*1—1)|2((FR1011

+ poazson-1_1)(Lorar + Degazuon-11)) =

(D.62)
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Fo1(Terag + Togaguon—1-1, Tpion + T potugeon—1_1) =
[Q (n = DTl + Q(n = VTri|* + Qs(n = VT2 Tar + Quln — )% Tor”
+Qs5(n — 1)|F01|2Fc1r_m + Q6(n — 1)|FCI|2FR1P_CI + Q7 (n — 1)|FCI|2|FR1|2

+Qg(n — 1)|FR1|2FCIF_R1 + Qg(n — 1)|FR1\2FR1F_C1] |Oé1|4

=2 =2
+ 1 (n—D)|Tea|* + Qa(n — D|Tra|* + Qs(n — DT2,Try + Qu(n — 1)T%,Tcy

+Qs5(n — 1)|F02|2FC2F_R2 + Qg(n — 1)|F02|2FR2F_C2 + Q7 (n — 1)|FCQ|2|FRQ|2

+Qg(n — 1)|Cga|* Tl re + Qo(n — 1>|FR2’2PR2P_C2] [k

—9 —9 —_—2 =2
+ Ql(n — 1>F201F02 + Qg(n — 1)F%{1FR2 + Qg(n — ].)F%erQ + Q4(TL — 1)P?3L1PCQ

+Q5(n — 1)Te Taal pe + Q6(n — 1)F02 Toilri + Qr(n — D1l rileal g

_2 —
+Qs(n — D) po Tenl'py + Qo(n — 1)F§31PR2PC2] (o @grpn—17)?

+ (= DIZTor” + Qo(n — D% + Qs(n — DI%Ta + Qu(n — DT%T0r

e — _2 e —
+Q5(n — DIeol ol pt + Qs(n — Dol pelor + Q7(n — 1)lcal pel' o1l ri

_2 _— .
—|—Qg<n — 1)F31 FCQFRQ + Qg(n — 1)F%2PR1P01] (043*27%1_10(1)2

+12Q1(n — 1)|Ter|*Terlon + 2Q2(n — 1)|Ta1 [T il re + 2Q3(n — DI Tril ga

+2Q4(n — DI Teilee + Qs(n — D(|ITe1['Tenlrs + Ty Triles)
+2Q6(n — 1)|Cen|*Tmlen

+Qr(n — 1)(‘F01’2FR2F_R1 + ‘FR1‘2F02F_C1) + 2Qg(n — 1)’FR1’2F01F_RZ

+Qo(n — 1)(ITr ["Trilcs + T2 Tl re) | |ou |2 @13
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= = =2
+120(n — 1)|Ter*Tesler + 20 (n — DT g1’ T el a1 + 2Q3(n — )T Dol m

_2 RE—

+204(n — D piTpalen 4 295(n — 1)|Ter*Teal me
- —

+Q6(n — 1)([Te1[Traler + Ter Triles)

- — —
+Q:(n — 1)(|[Te1’TaiTrs + ITr1)* Teilea) + Qs(n — 1) (|Tg1’Teol a1 + Car Lrollen)

+2Q9(n — 1)|Dp1|’Tralon | |on [ asagn-1 101

+ 4Q1(n — 1)|F01’2‘F02’2 + 492(71 — 1)|FR1’2‘FR2‘2 + 493(71 — 1)F01F02FR1FR2

+4Q4(n — 1) gilrol'c1 oo + 2Q5(n — 1)(‘F01’2FC2F_R2 + |FC2’2F01F_Rl
+2Q6(n — 1)(\F01’2FR2F_02 + |F02’2FR1F_01

)
)
+ (T Trel? + |Tri*[Teal” + TeorlreT ol r1 + Crilcol gal'cr)

+2Q5(n — 1) ([T 1| Tl 2 + |TrelTenTar)

—1—299(71 - 1)(’PR1\2PR2P_02 + ’FR2|2FR1F_C1> |061\2|Oé3*2n—171\2+

- e —_ 2
291<n — 1)|FCQ|2FC’1FCQ + QQQ(H — 1)’FRQ|2FR1FR2 + 293(71 — 1>FR2 FCchg

_2 R

+2Q(n — DTea Trilgo + 2Q5(n — 1|Teo|* TerTaz
= =2

+Q6(n — 1)(|Toa|’TriTes + Ton Terlra)

- — _—
+Q7(n — 1)(|F02|2FR1FR2 + \FR2|2F01F02) + Qg(n — 1)(\FR2|2FC1FR2 + o Tril o)

+2Q9(n — 1)|T ol TriT e | |aguan—1 1 |21 @gmn1 1+

201 (n — 1)|T o’ Tealor + 2Q(n — 1)|T gol T rolr1 + 2Q3(n — DT 20T miT go

+204(n — DI%,Teil e + Qs(n — 1)(|Tea* Teal r1 + T2l el g2)
+2Q6(n — 1)|FCQ|2FR2F_01 + Q7 (n — 1)(|F02|2FR2F_RI + |FR2|2F02F_CI)

+2Qg(n — 1)|FRQ|2FCQF_Rl
+Q9(n — 1)(|T g2 TroT o1 + D20 cal m1) | Jon|*vguon 1107

(D.63)
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Gu1(ay, (Tpioq 4+ Toagean-1_1)) =

wl(n — 1)|041|2 + WQ(TL - 1)|(FL10(1 + FL2a3*2n71,1)|2

Fws(n — Doy (I'riaq + Tpaogaon-1-1)

+wa(n — 1)(Tr1oq + Tioosuan-1-1)0q =
wﬂn—D+wxn—nwmf+wﬂn—ﬂfa+wdn—lﬁmhmf+
wa(n = D2l |Jageansa[*+

[a@(n — D)l + ws(n — 1>F_L2} 1 Qgagn-11+

[wg(n — D)ol + wa(n — 1)FL2} Quz4on-1_1001

Gn-1((Tcron + Tegazaan-1-1), (Triar + L pociguon—1_1)) =

wi(n — 1)|(Teron + Teagan-1-1) " + wa(n — 1)|(Trian + T raagan—1_y) [+

wz(n — 1)(Terar + Logasaan-1-1)(Trian + L roaigaon-1-1)+

wa(n — 1)(Triar + pocguan-1-1)(Feran + Footuguon-1-1) =

[wl(n — 1)|F01|2 + wg(n — 1)|F31|2 -+ wg(n — 1)F01F_Rl

Fwi(n = D0 mTer|Jon*+
Pﬂn—UW@F+wﬂn—Dwmf
+ws(n — 1)Ll gy + wa(n — 1)FR2F_02] |ovgazn-11 [+
[w1 (n = 1)lciles + wa(n — DI pilre + ws(n — 1)IeiTpa
+wa(n —1 FR1FC2] Q1 Qi3,9n—1_1+

(

[M (n — Dleoler + we(n — D) rol g1

Hws(n — 1)l gy + wa(n — 1)FR2F_C1] Qlg4on—1_1000

Asi

71

(D.64)

(D.65)
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Qi(n) =
Qu(n— 1) + Qo(n — DT + Q(n — DT + Qu(n — D2, + Qs(n — )T,
+Qs(n — D1 4+ Qr(n — DT> + Qs(n — DT )Ty + Qo(n — 1)|T | Try
+(n = DITea|* + Qa(n — DTpa|*
+Q3(n — D2, Th + Qu(n — D% Tor + Qs(n — 1)|Ter[*Ter T
+Q(n — 1)|Cea|* Triler + Qr(n — 1)|Cer|*Tri)?
+Qs(n — 1)|Ca1|*Terlr1 + Qo(n — 1)|Dr1 | TriTeor
(D.66)

Da(n) =

14 Qo(n— D|Tra* + Q1 (n — D|Teal* + Qa(n — 1)|Tro|* + Qs(n — NT2,T e
+Qu(n — D% T0s + Qs(n — 1)|Tea*Teal

+Q6(n — 1)|Tea|*Tralcn + Qr(n — 1)|T ol T ral?

+Qs(n — 1)|Trol*Teal g2 + Qs(n — 1)|T g TroL o2
(D.67)

Qs(n) =
Qo(n — )T aT12)? + Qs(n — V)T
+Qs(n — DT + Qi (n — D% Toy
+a(n — D% Ty + Q3(n — DI Ty (D.68)
+Qy(n — 1)F§%1F_02 + Qs(n — 1)I%,Teol ro
+Q6(n — 1)F_(122F01FR1 + Q:(n— DTl ml ool po

_2 —
+Qs(n — D)Tgra Terl g1 + Qo(n — 1)I%, T palco
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Qu(n) =
Qa(n — 1)(Tralp1)* + Qu(n — 1T,
+Q(n — D3, + Qi (n — )I“CQFC1
+Qs(n — 1)F?%2F_Rl + Q3(n — 1)F%2F_Rl
+(n — T2, et + Qs(n — DT2,Teilm
+Q6(n — 1)FC2FR2F_C12 + Q7(n— Dol gl o1l g1

+Qs(n — 1)FRl Lol pa + Qo(n — )%, Tpiler

Qs(n) =

2Q2(n — 1)‘FL1‘2FL1F_L? —|— 293(71, — 1)FL1FL2 —|— 95(71 — 1)F_m
+Q7(n — 1)FL1F_L2
+2§28(n — 1)‘FL1|2F_LQ + Qg(n — l)Filr_Lg

+204 (n — 1)‘F01|2F01F_02 + 205 (n — 1)’FR1‘2FR1F_R2

+2Q3(TL - 1)F%1FR1FR2 + 2Q4< )FR1F01FCQ
+Q5(n — 1)(|ICer|’Terlre + T2 Tril )
+206(n — 1)|Te['TriTen + Qr(n — D)(|Ter|'Trilrz + [T’ Terleos)

+2Qg(n — 1)’FR1’2F01F_RZ + Qq(n — 1)(\FR1|2FR1F_C2 + % Tl Re)

73

(D.69)

(D.70)
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Q6(n) =

205(n — V)| 'T ol ry 4 2Qu(n — DT T,

+Q6(n — Do 4+ Qr(n — Dol

+Qs(n — V)T, Tra + 2Q(n — 1) | T re

+201(n — 1)|Ter|’TeaTer 4+ 29 (n — DT a | Trel m1

+2Q3(n — DT ool rr + 2Q4(n — DT pTrelon

+2Q5(n — 1)|F01|2F02F_R1 + Qg(n — 1)(’F01|2FR2F_C1 + F_mQFerm)
+Q7(n — 1)(|To1|’TriTre + |Tri|’TeorTez)

+Qg(n — 1)(|I0g1|’Teal gy + F_RI2FR2FCI)

+2Q0(n — 1)|T a1 |'TroL 1

Qr(n) =

A0 (n — D[P |Tp2]® + Q7 (n — 1)|T )

+2Qg(n — 1)|T o *Tr1 + 20 (n — 1)|Tre*T 11

+4Q1(n — 1)|Tor[*|Teal® + 4Qa(n — 1) T[T go|?

+4Q3(n — 1)l c1leol pilre 4+ 4Qu(n — 1)I gl enlen

+2Q5(n — 1)(|F01|2F02F_RZ + ’FC2‘2F01F_Rl)

+2Q(n — 1)(|Te1|Tral'cn + T2 Trilen)

+ 7 (ICen P |Trel” + [Tr1*|Te2l? + Tenlral ool m1 + Driloal ol on)
+2Q0s(n — 1)(|Dri|*T ol gz + [Tre"TeriTrr)

)

+2Q9(n — 1)(\F31\2FR2F_C2 + |FR2\2FR1F_01

74

(D.71)

(D.72)
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Qg(n) =
205 (n — 1)|T o Tl s
+Qs(n — DT Tra
+2Q;(n — 1)|Tea Terlea + 2 (n — D|Tre*Tri T ro
+2Q3(n — )T Torlon + 20u(n — 1)Tca Trilae + 2Q5(n — 1)|Teo TeiT e
+Q6(n — 1)(ITea/"TrTes + Tea Teal're)
+Q7(n — 1)(‘FC2’2FR1F_R2 + ‘FR2|2FCIF_C2)
+Qg(n — 1)(|Tga| TonT o + F_RQQFR1FCZ)
+20(n — 1)|Cra Triloa
(D.73)

Qg(n) =
20 (n — 1) o Tral 11 4+ Qo(n — 1)|Tra*T Lo
+20;(n — 1)|Teal Teolor + 2Q(n — 1)|Tga | Trel i1
+203(n — V)% D pilro + 2 (n — DI% o1l (D.74)
+Qs5(n — 1)(’F02‘2F02F_Rl + T2l c1TRo)
+206(n — 1)|Coa|’Tralcr + Qr(n — 1)(|Toa| Tral 71 + |Tre|*Toalcr)

+2Qs(n — 1)|Tgo|* Tl g1 + Qo(n — 1)(|T ol *Traler + | e

wi(n) =

wi(n —1) 4 wy(n — 1)|PL1|2 +ws(n =1l (D.75)

+ws(n — )T +wi(n — 1)|F01]2 + wa(n — 1)\I‘Rl]2

‘Hx)g(ﬂ — 1)F01F_m + w4(n — l)rer_Cl
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wo(n) =

1+ wy(n — 1Tl + wi(n — 1)|Teal?

2 - (D.76)
+wa(n — 1)[Pro|” + w3(n — 1)l'c2l'pe
+wy(n — D) golcn
w3(n) =
wa(n — 1)FL1F_L2 + ws(n — I)F_LQ
L o (D.77)
+w1(n - 1)F01F02 + CL)Q(TL - 1)FR1FR2
‘H.dg(n — 1)F01F_R2 + UJ4(TL — 1)FR1F_02
wa(n) =
wa(n — DTl p1 +wa(n — 1o
(D.78)

+w1(n — 1)FCQF_01 + wg(n — 1)FRQF_m

Fws(n — 1)Teol gy + wa(n — 1) galer

Con esto obtenemos el I PR de la cadena de generacion n de acuerdo a la ecuacion

D.28 .
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