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Nomenclatura

a constante de sensitividad para la conductividad eléctrica, K=!

C,  calor especifico, J kg=! K~

E campo cléctrico dentro de la doble capa cléctrica, V. m—!

E; campo cléctrico interno, V. m=?

Ey  campo eléctrico externo, V ™!

€ carga elemental sobre un electrén, con el valor aproximado de 1,6021 x 107" C
F constante de Faraday, con el valor de 96485,3329 C mol ~!

f constante viscoeléctrica, m? V 2

f*  constantc viscoeléctrica adimensional

I pardmetro adimensional, f = f % &2

H mitad de la altura del microcapilar, m

kg  constante de Boltzmann, J K~!

k;  conductividad térmica, W m—K™!

L longitud del microcapilar, m

N, constante de Avogadro, con el valor de 6,02214076 x 1023 mol~!

n; nimero de concentracién de iones, m=3

Nee  NUMero de concentracién iénica en la solucion, m~—
P presion adimensional

' presién, kg m s—2

Pe  numero de Péclet

R radio del microcapilar, m

Re  numcro de Reynolds

3

r coordenada radial, m

7 coordenada radial adimensional

T temperatura, KK

i tiempo, s

U velocidad axial del fluido, m s=!

i velocidad axial adimensional

Uys velocidad de Helmholtz-Smoluchowski, m s—!
v velocidad transversal del uido, m s~!
v velocidad transversal adimensional

Ch potencial quimico

% coordenada axial

Y coordenada transversal

Y coordenada transversal adimensional
;.4 valencia
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Simbolos griegos

«  parametro, o = AT, /Ty
S parametro, 3 = H/L

€ permitividad eléctrica, C V~'m™!

5 coordenada transversal adimensional de escalamiento

x  coordenada axial adimensional

I'  parametro, I' = aAT,

n  viscosidad dindamica dentro de la doble capa eléctrica, kg m™! s}
10 viscosidad dindmica de referencia, kg m~'s™!
k  inverso de la longitud de Debye, m™!

/&  inverso de la longitud de Debye adimensional
A parametro, A = heoH /ky

Ap longitud de Debye, m

p  densidad, kg m~3

pe  densidad de carga, C m™®

o  conductividad cléctrica, S m~

0y conductividad eléctrica a temperatura ambiente, S m™!

1

g  conductividad eléctrica adimensional
< pardmetro § = ¢,/

i potencial cléctrico dentro de la doble capa cléctrica, V
% potencial eléctrico adimensional

¢  potencial eléctrico externo, V

¢  potencial eléctrico adimensional

Tay esfuerzo cortante, N m™2

Tzy Csfuerzo cortante adimensional

) temperatura adimensional

¢  potencial zeta, V

¢ potencial zeta adimensional
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Subindices

0 referencia, primer orden

1 orden uno

¢ caracteristico

1 interno, dentro de la doble capa cléctrica
o externo, fuera de la doble capa eléctrica
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Abstract

Electroosmotic flow, under the Debye-Hiickel approximation, has been widely analyzed in

the specialized literature. This is a severe restriction in practice, where zeta potentials as high
as 100-200 m V are encountered frequently. Under this condition, the variation of the viscosity
with the clectric field in the clectric double layer (EDL), known as the viscoclectric effect, can
lead to a considerable variation in comparison to the Helmholtz-Smoluchowski equation for the
electroosmotic velocity. The objective of the first part of this thesis is to analyze the electro-
osmotic flow in a cylindrical capillary at high zeta potentials in the thin EDL approximation,
taking into account the viscoelectric effect. In order to obtain the potential distribution, the
Poisson-Boltzmann equation was solved by using the matched asymptotic expansions method,
and then, by applying the samen technique, the flow ficld was determined from the momentum
equation by considering that the viscosity of the electrolyte changes according to the relations-
hip n = ng [1 + f EQ], where 7y is the viscosity evaluated in abscence of an electric field, f
is the viscoelectric constant and E is the intrinsic electric field in direction transversal to the
EDL. For asserting correctness of the asymptotic solution, this result was compared against a
numerical solution, and a very good agreement between them was found. The results show that
the viscoelectric effect has a noticeable influence by reducing the electroosmotic flow velocity
in about 10 % in comparison to the standard Helmholtz-Smoluchowski velocity.
In the second part of this thesis an electroosmotic flow of a Newtonian fluid in a slit microca-
pillary with Joule heating and viscoclectric effect is theoretically analyzed. The mathematical
model consists of the continuity equation, the modified Cauchy equation, the energy equation,
the Poisson-Boltzmann equation and the electrical current continuity equation where the visco-
sity is a function of the temperature and induced electric field parameters and the viscoelectric
constant of the working fluid, while que electrical conductivity is considered as a function of
temperature. The dimensionless equations arce simplified using the lubrication theory and solved
by means of the boundary layer theory is used te obtain an asymptotic solution. The second
order of the mommentum equation can not be solved by analytical methods so a semi-analytical
solution was proposed. The results show the competence between the viscoelectric effect and
Joule heating in the flow field and their influence on the induced pressure field, with the Joule
heating causing an increase in the fluid velocity which causes an induced pressure field that
oposses the flow to keep mass continuity while the viscoelectric effect reduces the flow velocity
and thus also diminishes the magnitude of the induced pressure field. Also, while the Joule
heating effect modifies the phyisical properties of the fluid along the microcapillary, the vis-
coelectric effect not only diminishes the magnitude of these changes but also promotes a back
flow.
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Resumen

El flujo electroosmoético bajo la aproximacién de Debye-Hiickel ha sido ampliamente anali-

zado en la literatura especializada. Esta aproximacién es una restricciéon severa en la practica
dado que potenciales zeta de 100-200 m V se encuentran de manera frecuente. Bajo estas condi-
ciones la viscosidad sufrec una variacion en funcién del campo cléctrico en la doble capa cléctrica
(EDL), esto se conoce como el efecto viscoeléctrico. Esto puede llevar a una diferencia conside-
rable en comparacion con la solucion presentada por la ecuacién de Helmholtz-Smoluchowski
para la velocidad electroosmodtica. El objetivo de la primer parte de esta tesis es el analizar
el flujo electroosmético en un capilar cilindrico a altos potenciales zeta considerando el efecto
viscoeléctrico. Para obtener la distribucion del potencial se resolvié la ecuacion de Poisson-
Botzmann utilizando ¢l método de expansiones asintéticas y del mismo modo se determino
el campo de flujo de la ecuacién de cantidad de movimiento considerando el cambio en la
viscosidad de acuerdo a la relacion 7 = 1y [1 + fEQ}, donde 1)y es la viscosidad evaluadacl
en ausencia de un campo eléctrico, f es la constante viscoeléctrica del fluido de trabajo y E
ies ¢l campo cléctrico en direccion transversal a la EDL. La solucién obtenida fue comparada
con una solucion numérica y se obtuvo una fuerte reciprocidad entre ambas soluciones. Los
resultados muestran que el efecto viscoeléctrico tiene una notoria influencia ya que reduce la
velocidad electroosmotica del flujo cerca de un 10 % en comparacién con la velocidad estdndar
de Helmholtz-Smoluchowski.
En la segunda parte de cste estudio se analiza tedricamente un flujo clectroosmotico de un
fluido Newtoniano en un microcapilar de placas planas uniferme sobre cl que sc presenta calen-
tamiento Joule y el efecto viscoeléctrico en el que se considera que la viscosidad del fluido y la
constante viscoeléctrica son funciones dependientes de la temperatura. El modelo matematico
que permite determinar la hidrodinamica y la distribucién de temperaturas estd formado por la
ecuacién de continuidad, las ecuacién modificada de Cauchy, la ecuacion de Poisson-Boltzmann,
la ecuacion de energia y la ecuacién de continuidad de corriente. En este modelo matematico se
considerd a la viscosidad del fluido y la constante viscoeléctrica como funciones dependientes
de la temperatura. Las ecuaciones adimensionales se simplifican utilizando la teoria de la lubri-
cacion y son resueltas por medio de la teoria de capa limite y la técnica de expansion asintotica
regular. El segundo orden de la ccuacion de cantidad de movimiento no puede ser resuclta por
medio analiticos por lo que se propuso una solucién semi-analitica. Los resultados muestran
que existe una competencia entre el fenémeno viscoeléctrico y el calentamiento Joule afectando
el campo de presion inducida y consecuentemente el campo de flujo. El calentamiento Joule
causa un incremento de la velocidad de flujo que a su vez induce un campo e presién que
sc opone al flujo para mantener la continuidad de masa mientras que el cfecto viscocléetrico
reduce la velocidad del flujo con lo que a su vez disminuye la magnitud del campo de presion
inducida. Ademads, se observa que el calentamiento Joule modifica las propiedades fisicas del
fluido a lo largo del microcanal. Adicionalmente, el efecto viscoeléctrico atenua la magnitud de
estos cambios y promucve un flujo de retorno.
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1. Introducciéon

1.1. Antecedentes

El desarrollo creciente de tecnologias de microfabricacion ha permitido una variedad de sis-
temas de microfluidos que consisten en hombas, valvulas y mezcladores que son utilizados en
el campo de la medicina, farmacéutico y en aplicaciones de monitorco ambiental [1,2]. Algunos
ejemplos de estas aplicaciones son la administracion de medicamento, analisis de ADN, imple-
mentacion de sistemas de secuenciacion de ADN y sensores de deteccién de agentes quimico
hioldgicos o explosivos en microchips [3,4]. La capacidad de miniaturizar, automatizar y para-
lelizar procesos de andlisis de fluidos representan una gran ventaja dado que reduce cl tiempo
y ¢l costo por el acortamiento de tiempos de residencia, reaccidn y respuesta [5]. La capacidad
de estos dispositivos miniaturizados de poder dar un diagndstico sin la necesidad de un equipo
de lahoratorio o personal especializado pueden ser sumamente practicos en aplicaciones médi-
cas y ambientalistas. Estos dispositivos requieren de una integracion total de sus unidades de
recoleccion, scparacion y deteccion con sus elementos de control de flujo, hombeo y los comn-
ponentes electronicos necesarios dentro de un solo microchip, los cudles sc encuentran unidos
por microcapilares, estos ultimos cuentan con longitudes caracteristicas que se encuentran en
el rango entre 1 a 102 um. Con los presentes avances en la tecnologia de micro y nanofabri-
cacion, es posible transportar fluidos con el uso de microcomponentes como microvéalvulas y
microbombas. Esta micromaquinaria, la cual es conocida como sistemas micro-electro-mecani-
cos (MEMS, por sus siglas en inglés) (6], cuenta con dificultades para su aplicacion dado que
dependen de componentes méviles y mecanismos en escala micro que son vulnerables a defectos
de fabricacion y a falla por fatiga, incrementando su costo . Dadas estas dificultades se tuvie-
ron que encontrar alternativas para controlar el flujo de un fluido en escalas micrométricas sin
nccesidad de utilizar partes moviles. Esta necesidad se cubrié en parte con la utilizacion de los
fendmenos electrocinéticos. La electrocinética concierne la aplicacion de campos eléctricos que
producen una fuerza electrostatica en superficies polarizadas de manera tal que se induce el mo-
vimiento de un fluido o de particulas suspendidas en un Huido. Se propuso a dichos fenémenos
como la manera mas eficiente de transportar fluidos a escalas micrométricas ya que cuentan
con las ventajas de la facilidad de fabricacion, la ausencia de partes moviles y por lo tanto
no sufren desgaste mecanico y su confiabilidad de desempeiio aumenta. Anadiendo a esto, la
utilizacion de electrodos permiten un control mucho més sencillo y preciso en el desplazamiento
del fluido [3,7].

La electrodsmosis, fenémeno que se muestra en la Fig. 1, puede utilizarse para el hombeo de
un fluido y cl control del flujo con el uso de campos eléctricos, eliminando asila necesidad de uti-
lizar hombas mecédnicas o valvulas con componentes moviles. Una caracteristica importante que
presentan estos flujos es que poseen un perfil de velocidad el cudl es uniforme a lo largo de todo
el microcanal [8]. La primera expresién que describe estos perfiles de velocidad electroosmética
fue obtenida por Smoluchowski en 1903 [9] y seria 20 anos después cuando Debye y Hiickel
determinaron la distribucion de iones a hajos potenciales eléctricos utilizando la aproximacion
de Boltzmann [10], esto llevo al desarrollo de soluciones analiticas para flujos electroosméticos
en canales de placas planas y circulares [11-14]. Algunas de las caracteristicas principales de los
flujos electroosmoticos, por ejemplo la uniformidad del perfil de velocidad y la haja dispersion
de Taylor, pucden verse afectadas por diversos factores tales como: la variacion de la viscosidad
cn el fluido de trabajo por efecto del calentamiento Joule, superficies con potenciales no unifor-
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mes, cambios en la geometria del microcanal y gradientes en la conductividad. La perturbacion
de este tipo de flujos se ha vuelto un problema fundamental de gran interés en la mecanica
de fluidos [15]. Estas variaciones en las propiedades fisicas del electrolito pueden conducir a la
presencia de inestabilidades electrocinéticas tales como: superficies con potenciales eléctricos
no uniformes a lo largo del microcanal, soluciones electroliticas no uniformes originadas por la
existencia de gradientes de concentracion de especies idnicas y la variacion de las propiedades
fisicas del electrolito por efecto del calentamiento Joule. Este tltimo surge con la imposicién
de un campo eléctrico a través de fluidos conductores, provocando no solo el calentamiento del
electrolito sino también la aparicion de gradientes de temperatura en las direcciones transversal
y axial del microcapilar. La decada pasada se presentaron en este campo soluciones para flujos
electroosmoticos en capilares de placas planas y circulares considerando los efectos de la disipa-
cién viscosa para altos y bajos potenciales zcta [16,17]. Chakraborty y Chen [18,19] obtuvicron
soluciones analiticas para el mimero de Nusselt para un flujo en microtubos y canales de placas
planas bajo la acciéon combinada de fuerzas electroosmoticas y gradientes de presién impuestos.
La importancia de los gradientes de temperatura que se presentan en este tipo de flujos se vio
reflejada en trabajos como los desarrollados por Xuan y Tang [20-22] en el que demostraron
que la magnitud de estos gradientes puede ser lo suficientemente elevada como para afectar
las propicdades fisicas del clectrolito; estos cambios ocasionaran por tanto modificaciones en el
campo de flujo electroosmético y ponen en riesgo de degradacion a las muestras transportadas.
En trabajos como los presentados por Jones [23], Knox [24,25] y Bosse [26] se ha demostrado
que los efectos del calentamiento Joule pueden provocar una disminucion en la resolucion del
analisis llevado a cabo en la muestra o en la pérdida de la misma, ademas de la aparicién de
burbujas de gas dentro del microcanal. En cuestiéon de la hidrodinamica del flujo han sido los
autores Xuan y Li [27] quienes obtuvieron una expresién analitica para flujos electroosméticos,
aunque en principio esta solucién considera solamente el perfil de temperatura radial en un
microcapilar producido por la aparicién del calentamiento Joule. Con esto se pudo demostrar
que el perfil de velocidad electroosmética mantiene su forma de flujo tapon excepto cn la region
correspondiente a la doble capa eléctrica, a pesar de esto, la magnitud de la velocidad electro-
osmoética se incrementa debido a que la viscosidad del electrolito decrece. También, en anos mas
recientes, se han desarrollado soluciones teodricas que describen las caracteristicas hidrodinami-
cas y térmicas de flujos producidos por accién conjunta de fendmenos electroosméticos y gra-
dientes de presién tanto para microcanales anulares como para canales de placas planas [28,29].

Utilizando la aproximaciéon de la teoria de la lubricacién en un microcanal de placas planas
con una variacion del potencial ¢ en la direccion axial se determiné la distorsién del campo
de flujo para geometrias generales [15]. Esto es el producto de un gradiente de presién indu-
cido que es consecuencia de la variacion de las propiedades fisicas del fluido y la conservacion
de masa. Los autores Sounart y Baygents [30] desarrollaron expresiones semi-analiticas para la
velocidad de flujo, funcion de corriente y campo eléctrico con el uso de la teoria de la lubricacién.

La velocidad de Helmholtz-Smoluchowski esta dada por [8]:
E,
UHS:fC_O: (1)
"o

donde ¢ es la permitividad eléctrica de la solucién electrolitica,  es el potencial zeta de la
superficie sélida, E, representa al potencial eléctrico externo y 7y es la viscosidad dindmica del
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Catodo

Figura 1. Diagrama esquematico del fenémeno de electroésmosis.

clectrolito. Con dicha expresiéon sc puede reconocer la relacién que existe entre cualquicra de los
cambios que sc pucdan producir cn las propiedades fisicas del fluido y ¢l cammbio en ¢l campo de
velocidad longitudinal Upyg que se presenta en dentro de un microcanal. Dado que dicho cambio
violaria el principio de conservacién de masa. se reconoce entonces la razon fisica del porqué de
la aparicion del gradiente de presion inducido a lo largo del eje axial del microcanal, esto fue
descrito en por Xuan et al. cn [21]. En este mismo trabajo Xuan ct al. realizaron un estudio
numeérico-cxperimental del calentamiento Joule en un flujo clectroosmético (EOF, por sus siglas
en inglés) de una solucién electrolitica y determinaron que para un valor del campo eléctrico
de 10 kV/m, la temperatura del fluido podria alcanzar los 40°C con una velocidad promedio
de 800 pun/s, mientras que para el mismo campo eléctrico, suponiendo que las propiedades
del fluido permanccicran constantes, la velocidad es aproximadamente 640 pm/s, es decir, al
considerar solamente cl cfecto que la temperatura tiene sobre el campo de flujo la velocidad
se incrementa en aproximadamente un 25 %. Lo anterior hace suponer que los efectos térmicos
tienen una gran influencia en el control de dispositivos microfluidicos que operan con EOF.

La viscosidad de un fluido es una propiedad que depende de varios aspectos, s a continua-
cién que se discute la variacion de la viscosidad con el campo eléctrico y la temperatura, lo que
dara pauta al planteamiento del fenémeno a estudiar en la presente tesis.

En lo pertinente a la teoria estindar de flujos electrocinéticos, Uyg es una constante a
lo largo de la longitud del microcanal cuando las propicdades fisicas del fluido se consideran
constantes. En 1961 Lyklema y Overbeek [31] expresaron la velocidad para el caso general de la
variacion tanto de la permitividad eléctrica € y la viscosidad 7 dentro de la doble capa eléctrica

=0 €
u=t [ Zay, 2)
p=¢ T
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donde v es el potencial eléctrico dentro de la doble capa electroosmotica (EDL, por sus siglas
en inglés). Esta integral fue resuelta cuando la dependencia entre 77 y € con ¢ es conocida.
Para el caso particular en cl cual el potencial { en la superficie de contacto es alto (¢ >
25mV), la viscosidad de la solucién dentro de la EDL es expresada como una funcién del campo
eléctrico [32]. Con esto, se propuso una expresién para denotar el cambio de la viscosidad del
fluido como una funcién del campo eléctrico [33,34]

/

- sp, 3)
donde A7 representa el cambio de viscosidad debido a la accién del campo eléctrico E mientras
que el pardmetro f es llamado la constante viscoeléctrica. Esta ultima es una propiedad fisica
del fluido de trabajo y se encucntra en un rango dentro de los érdenes de magnitud O (10‘16)
to O (1071°) m2v-2 [31].

Se sabe que la teoria clasica tiende a predecir valores mds altos del potencial zeta que los
obtenidos de manera experimental. Para superar esta diferencia se ha propuesto la aparicién
del llamado plano de corte o plano de deslizamiento en el que puede aplicarse la condiciéon de
no deslizamicnto [35]. Es entre este plano y la superficie sélida cn la que se considera que el
electrolito cuenta con viscosidad infinita, esto ltimo dado que al ocurrir un flujo tangencial a
lo largo de una superficie cargada una capa muy delgada de fluido se adhiere a la superficie,
esta capa recibe el nombre de capa estancada hidrodindmica la cual se extiende desde la su-
perficie hasta una distancia en la que se asume la existencia del plano de deslizamiento, cste
estancamiento sc debe a la fuerte interaccién de los iones del fluido con la superficie [36].

Ha habido autores que han demostrado que la viscosidad de un liquido dipolar puede in-
crementarse al aplicarse altos campos eléctricos en dobles capas eléctricas altamente carga-
das [37,38). Esto propone que cxiste una relacién entre la magnitud del campo eléetrico cargado
y el caudal obtenido en un dispositivo que funcione en bhase a la electrocinética.

Bajo la suposicién de EDL’s delgadas, Lyklema y Overbeek [31] presentaron una correc-
cién para la velocidad de Helmholtz-Smoluchowski en la que se consideraba la variacion de la
viscosidad en funcion del campo elécetrico, presentada de la siguiente manera:

n=mne [l + fE], (4)

donde 19 es la viscosidad del fluido en la auscencia de un campo eléctrico y E; = ‘:-1;’ es el campo
eléctrico inducido en la EDL, con y representando la coordenada ortogonal al eje longitudinal
del microcanal. Los resultados obtenidos demostraron que el efecto viscoeléctrico modifica el
campo de velocidades de manera cousiderable. Este modelo ha sido el primer modelo clectro-

reoldégico que ha podido ser llevado a una ecuacién modificada de Helmholtz-Smoluchowski [39].

La Ec.(4) puede aplicarse directamente en las ecuaciones de gobierno para obtener las rela-
ciones modificadas de Helmholtz-Smoluchowski. Esta relacion indica que la parte interna de la
doble capa eléctrica tendera a mantenerse cstatica y este cfecto s debido enteramente al elec-
trolito, independientemente de cualquier otra caracteristica como la densidad de carga. Este
modelo puede contradecir a autores quienes han realizado recientemente estudios tanto tedri-
cos como experimentales [3,40,41], los cuales han mostrado que el flujo persiste en superficies
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Figura 2: Perfil de velocidad u bajo un campo eléctrico tangencial a una superficie cargada.

hidrofilicas. En [39] se propone que, si se considerara la viscosidad como propiedad del fluido
puro (no de la distribucion local de la solucion electrolitica) el mismo aumento de la viscosidad
debido a la accion del campo eléctrico deberia de presentarse en el volumen del fluido, aun-
que también se da el argumento que se necesita mucho control en el experimento para aplicar
campos eléctrico superiores a 30 V/um. Existen trabajos de fendmenos electrocinéticos en na-
nocanales que sugieren la aparicion de un aumento de la viscosidad local cerca de las superficies
cargadas, aunque todavia sc nccesita realizar trabajo en su descripcion matematica. Uno de los
primeros autores en explorar dichos fendmenos fue Lyklema [42], el que deseribié la formacion
de una capa de liquido estdtica en la cudl se presentaba un paso de iones sin restricciones y
contando con una conductividad similar a la del resto del fluido. De manera contradictoria,
trabajos elaborados de manera més reciente [43-46] han demostrado que el fluido se mantiene
en movimicnto cerca de la pared aunque se registra un aumento de de la viscosidad cn esa zona.

La hipotesis de este fendmeno se muestra en la Fig. 2, en la cual se describe que a bajos
voltajes inducidos, la condicion de no deslizamiento se mantiene en la pared y la velocidad
electroosmotica aumenta a través de la capa difusa y a altos voltajes inducidos el abultamiento
de iones incrementa la viscosidad en la zona cercana a la pared y el plano de deslizamicento
sc desplaza alcjandose de la superficie. Varios autores han intentado dar una cxplicacion a la
causa de este incremento de viscosidad siendo las principales ideas las siguientes:

= Abultamiento de ioncs cerca de la superficie: la compresion de iones contra una superficie
pucde provocar un incremento de la viscosidad de un electrolito debido a la disminuciéon
de movilidad de dichos iones a un alta densidad de carga [47-49].

= Correlaciones electrostaticas: los iones condensados se comportan como cristales de Wig-
ner y esto puede contribuir al aumento de viscosidad [50-52].

s Efecto del solvente: trabajos previos [43,44] han registrado aumentos de la viscosidad
cerca de 5 vecees el valor original en el rango de 1 ni de una superficie plana. Este efecto
aumenta todavia més con la aplicacion de altas cargas en la superficie [45] y la rugosidad
de la superficie [53].
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En este tipo de flujos tanto la permitividad eléctrica y la viscosidad son dependientes del
campo eléctrico E y de la composicién de la solucién. Sin embargo, los trabajos [31,43, 44]
demuestran que los cambios en funcién del campo eléctrico serdn mucho menores para la per-
mitividad que para la viscosidad.

La caracteristica principal del modelo viscoeléctrico que serd utilizado en este trabajo, el
abultamiento de iones cerca de una superficie cargada en comparacion con el volumen restante
del fluido, es consistente con las simulaciones de electroosmosis presentadas cn [43, 44, 46, 54]
que no muestran una doble capa estdtica.

El efecto viscoeléctrico ha sido abordado con anterioridad por Hunter [32] mientras que
Zhao y Yang [55] prescntaron una revision de flujos elcctrocinéticos en la que se ha retomado
al cfecto viscocléctrico siguiendo el trabajo presentado por Bazant [39]. Este tltimo aportd
una revisién de efectos electrocinéticos a voltajes altos en soluciones concentradas, en el qué el
efecto viscoeléctrico y fendmenos similares se analizaron.

Observando la Fig. 2 se aprecia que el modclo viscocléctrico presentado cn este trabajo
indica quc el plano de deslizamiento sc scparara de la superfice sélida, dependicndo esto tanto
de la densidad iénica del electrolito y condiciones externas como el campo eléctrico. Es a bajos
voltajes cuando no hay cambios de la viscosidad y el plano de deslizamiento se aproxima a la
superficie sélida. Este modelo de una zona con propiedades electroreolégicas diferentes también
sc prescnta en [56] y [57] para modelos clectrocinéticos de superficics porosas.

Una técnica analitica para abordar la solucion de los modelos matematicos relacionados
a este tipo de fendmenos es la aproximacion asintética. En [58] se utilizé la aproximacion de
lubricacion incluyendo efectos de calentamiento Joule donde las propiedades del fluido se con-
sideraron depcndicntes de la temperatura en un flujo puramente electroosmético de un fluido
viscoclastico. Los resultados obtenidos utilizando esta técnica sc validaron con simulacioncs
numeéricas.

Otra técnica importante para este estudio es el método del acoplamiento (matching en
el idioma inglés) de soluciones asintéticas presentado por Bender y Orzag [59] el cudl se ha
utilizado en trabajos como [60] y [61]. Para ampliar el conocimiento sobre este tipo de flujos se
propone determinar la hidrodinamica y campo de temperatura de un EOF tomando en cuenta el
sistema de ecuaciones diferenciales acopladas que describen el efecto que tiene el calentamiento
Joule en las propiedades del fluido fuera de la zona de la EDL y el efecto del campo eléctrico
en las propicdades del flujo dentro y fuera de la EDL, junto con la consideracion de la variaciéon
de la conductividad eléctrica en funcion del campo de temperatura.

1.2. Efectos electrocinéticos

La electrocinética se define como el estudio del movimiento o flujo de un fluido debido a
una doble capa cléctrica, la cual es el resultado de la interaccion de una superficic ionizada
con cargas cstédticas en superficies dicléctricas [32]. Su importancia radica en la cantidad de
aplicaciones que requieren de controlar el flujo y manipular solutos, esto es en procesos de
separacion, mezclado, dilucién y administracién a micro o nanoescalas [1,4], donde un modo
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mucho més preciso, sencillo y de hajo costo en comparacion con utilizar micromaquinaria es la
utilizacién de electrodos (3, 7]. Los fenémenos electrocinéticos se pueden dividir en [8]:

s Electro6smosis: movimiento de un liquido ionizado relativo a una superficie cargada de-
bido a la aplicacién de un campo cléctrico.

= Electroféresis: movimiento de superficies cargadas relativo a un liquido estacionario debido
a la aplicacion de un campo eléctrico.

» Potencial de corriente: campo eléctrico que se produce por el movimiento de un fluido
ionizado a lo largo de superficies ionizadas que son estacionarias.

= Potencial de sedimentacion: campo eléctrico que se produce por el movimiento de parti-
culas cargadas relativo a un liquido estacionario.

Esta tesis se centra en el estudio de un flujo electroosmotico. Las comparaciones de este tipo
de flujos con flujos debidos a un gradiente de presién presentan importantes diferencias. Por
cjemplo, en los flujos electroosmoticos el perfil de velocidad se mantiene uniforme, el llamado
flujo tapon, mientras que en los flujos debidos a un gradiente de presion el perfil es parahdlico,
esta diferencia es significativa en el transporte de especies y aplicaciones de dispersién [4].

1.2.1. Flujos electroosmaéticos

La electrodsmosis se refiere al movimiento de un fluido debido a un campo eléctrico aplicado
Ey en relacion a una superficie cargada. Esto ocurre debido a la accién de la doble capa eléctrica
(EDL), esta capa se forma por la interacciéon de una solucién ionizada con las cargas estdticas
que sc encuentran sobre una superficie dieléctrica. Esta doble capa tiene movimiento por accién
de las fuerzas de Couloml entre los iones ya que, cuando las superficies de un capilar estan
cargadas negativamente y se aplica un campo eléctrico se ejercerd una fuerza en direccion del
catodo sohre los iones de carga positiva que se encuentran cerca de la superficie. Esta fuerza de
Coulomb produce que los iones de carga positiva arrastren a la solucién electrolitica con ellos
al moverse hacia el catodo Fig. 1.

1.2.2. Doble capa eléctrica (EDL)

La teoria de la doble capa eléctrica fue desarrollada por Helmholtz en 1879, quién relacioné
los pardmetros eléctricos y de flujo para el transporte electrocinético [62]. Al cargar la super-
ficie de la pared de un microcanal, los iones de una carga del fluido que fluye dentro seran
atraidos hacia la superficie, mientras que los iones de carga opuesta seran repelidos, causando
el movimiento del fluido por arrastre viscoso. La Fig.3 muestra un esquema de la composicién
de la EDL, con los iones de carga opuesta agrupados cerca de la pared en lo que recibe el
nombre de capa de Stern, cuyo espesor es del orden del didmetro de un i6n [63] donde la fuerza
electrostatica mantiene inmovilizados a los iones, después sigue la capa difusa, zona en la cudl
aumenta la velocidad electroosmotica.
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Figura 3: Diagrama esquematico de la doble capa eléctrica.

1.2.3. Longitud de Debye

La longitud de Debye es un parametro que predice el espesor de la doble capa eléctrica,
denotada por la letra Ap. Se define como la distancia medida desde la pared donde la energia
del potencial electrocinético es igual a la energia térmica [4]. La longitud de Debye depende
de la concentracion molar del fluido ionizado y su magnitud Ap se puede estimar utilizando el
pardametro de Debye-Hiickel [10]:

1 (2fe'ne . (5)
o\ kgl | 7

donde z es la valencia, ¢ es la magnitud de la carga cleniental, n,4 ¢s la concentracion del
electrolito [m™], € es la permitividad dicléctrica de la solucién clectrolitica [C?/ Nm?], kg es la
constante de Boltzmann [J- K7!] y T la temperatura absoluta [K].

1.2.4. Potencial (

La distribucién de iones debido a la EDL se puede caracterizar usando el potencial eléctrico
¥, el cudl decrece rapidamente al desplazarse desde la pared hacia el centro del microcanal, al
pasar por la capa de Stern. Al valor de ¥ en el borde de la capa de Stern se le conoce como
potencial zeta y se designa con la letra griega (. La carga eléctrica quc se encuentra en la capa
difusa es la razon principal para que los efectos electrocinéticos estén presentes, donde los iones
cargados o particulas puedan moverse con la aplicacién de un campo eléctrico externo [4].
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Figura 4: EDL. a) modelo de Helmholtz, b) modelo de Gouy-Chapman.

1.2.5. Velocidad de Helmholtz-Smoluchowski

Cuando se aplica un campo eléctrico externo Ey, en los extremos del microcanal, se genera
una interaccién de iones en la EDL. Si el espesor caracteristico de la EDL, la longitud de
Debye A, es mucho mas pequeno que el espesor del canal, el EOF exhibira un flujo uniforme a
través del microcanal, el perfil de velocidad producido por este fenémeno es un perfil uniforme,
diferente al perfil parabdlico producido por un gradiente de presién. Los EOF se prefieren en
aplicaciones quimicas y biomédicas, ya que el reducen la dispersién de especies y de muestras,
con lo cual beneficia el desempeno del microdispositivo [15], la movilidad electroosmética para
una EDL infinitesimalmente delgada estd dada por la relaciéon de Helmholtz-Smoluchowski,

neo = —Ce/1 [32]. Utilizando la movilidad electroosmética se obtiene la velocidad de Helmholtz-
Smoluchowski definida por Ugs = —eC % (8], donde 7 y Ey representan el coeficiente de

viscosidad y la intensidad del campo eléctrico, respectivamente.

1.2.6. Distribucion de Boltzmann

La distribucién de Boltzmann cs una relaciéon fundamental en la termodindmica estadistica
que describe la probabilidad de la aparicion de estados microscopicos como una funcion de la
energia de estos estados [64]. Debido a la presencia de una superficie cargada en el microcapilar
se producird una distribucién espacial de los iones cerca de la superficie. También se producira
un equilibrio de la distribucion idnica dentro de la doble capa cléctrica difusa, Fig. 4. Tal equi-
librio permite cl utilizar la distribucién de Boltzmann para relacionar la concentracién iénica
con el potencial eléctrico. Los iones que tienen la carga opuesta son atraidos al sélido, mientras
que los contraiones, son repelidos. En el caso de temperatura cero, se produce una cancelacion
de carga, sin embargo, a una temperatura finita, el movimiento térmico contrarresta este com-
portamicnto. La ecuacion gobernante para la descripcién continua del nimero de concentracion
de iones mn; vienc de la expresion termodinamica para cl potencial quimico ¢, de una especie
i6nica ¢ [65].

crn = Fz3p + RTInC; = zieyp + kT Inn, (6)
donde FF = Nje es la constante de Faraday, N4 la constante de Avogadro, R = kpA es
la constante molar del gas, kg es la constante de Boltzmann, % el potencial eléctrico lejos
de la superficie, 2! la valencia de la especie idnica, e la carga elemental del electrén y T la
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temperatura.éyg y nis. Considerando el equilibrio del transporte iénico de manera que no
exista flujo ionico entonces la distribucion de iones de carga opuesta como funcién de una
distancia 7 Icjos de la supetrficie puede obtenerse para la condicién de equilibrio en el que el
potencial quimico El equilibrio termodinamico implica el potencial quimico ¢, sea uniforme en
cada posicion

én(r =0) = é(r — o0). (7)

Esta condicion se cumple si existe una mezcla idcal de todas las especies ionicas del sistema,
considerando ¥(r — oc) = 0 como un punto de referencia en el volumen aparente de fluido se
puede obtener de las Ecs.(6 y 7) se obtiene la distribucién de Boltzmann:

b
Ny = N 00 EXP (— ?%ﬁ) , (8)
'B

donde n; ., = n;(r — 00) cs la concentracién del nimero i6nico en el estado neutro donde
1 = 0. La distribucion de Boltzmann representa el estado minimo de energia en la ausencia de
flujo. Puede también ser expresada en términos de la densidad de carga de todas las especies
iénicas pe [5):

/ IEaN!
pe = €Xzin; = €XLziN; o €XP (;ﬁ;ﬁ) = F32,C} e XP < *_Z%FTV> . (9)

Sustituyendo esta tultima expresién en la ecuacién de Poisson que describe la distribucién de
un potencial eléctrico en funcion de su densidad de carga

V- (eVY) = pe, (10)

se obtiene asi la ecuacién de Poisson-Boltzinann, con la que se puede describir la distribucion
del potencial eléctrico conferme en relacion a la posicion dentro del microcapilar

1o
Vi = ek —Ezz}nim exp _?ef (11)
5 £ kT
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2. Marco teorico

Dada la naturaleza de los flujos electrocinéticos su anélisis requiere tanto de las ecuaciones
de cantidad de movimiento de la mecanica de fluidos, conservacion de la energia y continuidad,
como las ecuaciones de continuidad de corriente y la ecuacién de Poisson para la distribucion
del potencial eléctrico [64]. En este capitulo se procedera a revisar las ecuaciones de gobierno
béasicas que rigen los fendmenos de transporte en flujos electroosméticos. Se tratara primero
las ecuaciones de gobierno de continuidad, cantidad de movimiento y conservacion de energia
(66], para después abordar las ecuaciones basicas de la electrohidrodindmica, incluyendo la
modificacién a la ecuacion de cantidad de movimiento que se necesita para poder considerar
las fuerzas cléctricas que surgen por la presencia de iones en la solucién [4,64] y a continuacién
se hace un andlisis de las condiciones de frontera hidrodinamicas y eléctricas [64,67] las cuales
son necesarias para el plantamiento del modelo matematico a analizar en este trabajo.

2.1. Ecuaciones de gobierno
2.1.1. Continuidad

La ecuacion de continuidad, o de conservacién de masa, indica que para un volumen de
control que se encuentra fijo en el espacio, el gradiente de acumulacion de masa dentro del
mismo volumen de control es la diferencia entre la masa que entra y sale del volumen de
control. Este enunciado puede escribirse de manera diferencial como sigue

dp
e =

—V - (pu), (12)

la parte izquierda de la ecuacién determina la rapidez de acumulacion de masa por unidad de
volumen y el término de la derecha indica el flujo masico neto por unidad de volumen. Para
el caso particular de un fluido de densidad constante, independiente del tiempo y posicion, la
ecuacion de continuidad se expresa como

V-u=0. (13)

2.1.2. Cantidad de movimiento

El flujo de un fluido de un sistema de un solo componente con densidad constante esté

gobernado por la ecuacién de conservaciéon de cantidad de movimiento, dada por [68]:
du
pEeru-Vu: —VP +V (nVu) + pg + 1. (14)

La Ec.(14) representa el balance de fuerzas en un elemento de fluido en el espacio, donde P es
la presion en el fluido, g es la aceleracion de la gravedad, n es la viscosidad del fluido y f; es
cualquier otra fuerza por unidad de volumen que actiia en él.

2.1.3. Conservacion de la energia

La ecuacién de energia se refiere a la diferencia en energia interna entre dos estados de equi-
librio de un sistema debido al calor anadido y al trabajo realizado por el sistema. Considerando
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una fuente de calor y la disipacién de energia es considera para propiedades fisicas constantes
se tiene la ecuacion [68]

oT
pC, {E i VT} =k V2T + g, (15)

donde C,, es el calor especifico del fluido, T es la temperatura del fluido y k; es la conductividad
térmica del fluido y ¢ es el término de generacion de calor.

2.2. Electrohidrodinamica

Los flujos electrocinéticos tienen aplicaciones en las que el control del movimiento de un
liquido o soluto debe tener un alto grado de control. Esto hace relevante el estudiar la elec-
trohidrodindmica, que counsidera el acoplamiento de las fuerzas eléctricas con la hidrodinamica.
Utilizando esta definicién, la electrohidrodindmica comprende las propiedades eléctricas de los
liquidos, tales como la electroquimica y la electrocinética [69]. Un método utilizado para aco-
plar las fuerzas eléctricas con la hidrodindmica es definir la fuerza de cuerpo de la ecuacion
de cantidad de movimiento como la fuerza que sucede por accion del campo eléctrico. Para el
caso de fluidos newtonianos con viscosidad variable y despreciando la accién de la gravedad se
tiene [5]

pdal; +pu-Vu=-VP+V.(nVu) +f,, (16)
la fuerza eléctrica de cuerpo por unidad de volumen esta dada por
1 i e
f.=p.E— -E-EVe+ -V — | E-E|, 17
—nB- 3B BVe+ 59| (o) (")

donde p es la densidad del fluido, p, es la densidad de carga libre [70], para el caso especial en
el que se considera permitividad constante, la fuerza eléctrica de cuerpo por unidad de volumen
f. esta dada por

L=k (18)
2.2.1. Ley de Gauss

La ley de Gauss en forma diferencial relaciona la intensidad de un campo cléctrico a través
de una superficie cerrada con la carga eléctrica y sc expresa como

v - B=ft (19)

€

esta ecuacion se utiliza para determinar el flujo de un campo eléctrico que es causado por un
conjunto de carga puntuales.
2.2.2. Potencial eléctrico

La inteusidad del campo eléctrico se puede calcular como un gradiente de una funcion
cscalar, csta funcién es ¢l potencial, representada por

Vo E = % (20)
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insertando en Ec.(20) la definicién de la ley de Gauss, Ec.(19), se puede obtener la forma
diferencial del poteuncial eléctrico.

_Pe

V) = (21)

esta ultima ecuacion recibe el nombre de ecuacion de Poisson, y describe la distribucion del
potencial eléctrico en un material dieléctrico en presencia de cargas libres para una permitividad
¢ independiente de la coordenada espacial.

2.2.3. Modelo de Gouy-Chapman de la doble capa eléctrica

La idea de una doble capa eléctrica fue propuesta por primera vez por Helmholtz, quien
propuso un arrcglo de cargas cn dos planos paralelos, cutre los cudles la carga de la superficie sc
ve neutralizada por los contraiones del liquido. Sin embargo, esta descripcién rigida de la doble
capa eléctrica no se presenta en la naturaleza. La teoria de la doble capa difusa fue desarrollada a
principios de los anos 1900 por Gouy y Chapman de manera independiente [32]. En este modelo,
la superficie cargada, compuesta de una capa de cargas, tiene un potencial superficial ¥, los
iones cn la solucion son considerados como cargas puntuales inmersas en un continuo dicléctrico.
Los contraiones no se encuentran sujetos de manera rigida a la superficie cargada, tienen un
movimiento de difusién dentro de la fase liquida. El equilibrio de la distribucién de concentracion
de iones en la capa difusa se establece debido a las fuerzas atribuidas a la repulsién y atraccién
electrostatica entre la superficie cargada y los iones, la energia cinética de los contraiones
tiene un cfecto en el espesor de la resultante doble capa difusa, este modelo de la doble capa
considera que la concentracion de contraiones cerca de la superficie cargada sigue la distribucién
de Boltzmann. El modelo Gouy-Chapman provee de buenas predicciones cuantitativas cuando
el potencial de la superficie es bajo (~0.025 V) y la concentracién del electrolito no es alta.
Este modelo considera a los iones como cargas puntuales que pueden aproximarse a la superficie
cargada sin limite, ademas se counsidera que la permitividad dieléctrica del medio cs constante
hasta la superficie.

Considerando el caso de una superficie plana, la ecuaciéon de Poisson esta dada por

2 N )¢
Si se considera un modelo unidimensional, la ecuacién anterior se expresa como

d?q
=5 P 23
g P (23)

donde ¥ representa la distancia normal a la superficie cargada. La densidad de carga espacial
de los iones moviles p, se puede expresar en términos del mimero de concentraciéon iénica y las
valencias correspondientes como

N
e = Z zien;, (24)
=1

donde n; es la concentracion del mimero iénico de la i-ésima espccic idnica, z; cs la valencia de
la i-ésima especic idnica, e es la magnitud de la carga elemental de un electrén, 1,602 x 107 C
y N es el mimero de especies iénicas en la solucién electrolitica. La Ec.(24) puede insertarse en
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la Ec.(23) y utilizando la distribucion de Boltzmann dada por Ec.(8) se obtiene la ecuacion de

Poisson-Boltzmann
d*y ziey ‘
_darz = — E Zi€Moo EXP ( kaT )’ (25)

esta ultima ecuacion define la distribucién del potencial eléctrico en una capa idénica difusa
adyacente a una superficie cargada.

@ ==3_ =2, (26)

donde z es la valencia del catién. Con esto, la ecuacion de Poisson-Boltzmann Ec.(25) puede

escribirse como %) ,
d o))
ef = 2z€en;s, sinh <;Z(;> . (27)

2.2.4. Aproximacion de Debye-Hiickel

Para el caso en el que el potencial en la superficie cargada es menor a 0.025 V [71], el término
zewp[kpT de la ecuacién de Poisson-Boltzmann es menor a la unidad y puede linealizarse para

escribirse como ‘ y '
. zey) zey zey
simh (| — | ~ — , —— 1. 28
I <A:BT> EeT T 29

Utilizando la definicién de la longitud de Debye, la ecuacién anterior se escribe como

d 1” DL 227 o

TN
‘Az “Tegle V=KD, (29)

esta ecuacion corresponde a la aproximacion de Dcbye-Hiickel para la ecuacion de Poisson-
Boltzmann para un electrolito simétrico (z : z) donde x corresponde al inverso de la longitud
de Debye.

2.2.5. Teoria de la lubricacion

Dado que los microcanales son usualmente de dimensiones macroscopicas en la direccion
axial, y poseen un ancho caracteristico del orden de micrometros, se puede considerar que el
ancho caracteristico es mucho menor que la longitud caracteristica cn el eje axial. El limite
en el que el cociente entre estas dos longitudes es pequeno recibe el nombre de el limite de
lubricacion [72,73]. Considerando las ecuaciones de cantidad de movimiento adimensionales en
2 dimensiones:

Jdu v oP or,.. OT
BRe | u— +v— | = —— + B—= i
BRe <u01: ’LdJ> e + o + y + pEx, (30)
v A opr ey | 07,
8°R o = BB 4 E, 31
< Ox dy ) dy ~ ox T oy T PeBy (31)

cn cstas ecuacionces las componentes horizontal y vertical de la velocidad adimensional estan
represcntadas por v y v, las coordenadas adimensionales estan dadas representadas por z y y,
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las cudles estan adimensionalizadas respecto a las siguientes escalas:

r Y
rT=—= ., Y=,
P=T w ETE

u " vL
U= — =
Uuns UgsH
(P’ — P}) H? R
P= P =P-— ' 32
mUasl 2 (32)
Tyl Taadl
Toy — - Txa )
NoUns nolUns
L
Ty = —5—
Y mUns

con el pardmetro adimensional 3 definido como g = %—, siendo f1 el ancho del canal y L el largo
del mismo. Utilizando la técnica de expansiones asintéticas utilizando a 5 como el parametro
de perturbacién se obtiene las ecuaciones de orden unidad siguientes

) i P .
33
ox: dy (33)
-ll.-
oP
O_y =0, (34)

las cuales se conocen como las ecuaciones de lubricacion. El andlisis por la teoria de lubricacion
reduce el problema de un flujo electroosmoético a resolver dos ccuaciones diferenciales para las
variables del potencial eléctrico y la velocidad en la direccion axial, ¥ y u. También se observa
que la teoria de la lubricacién no toma en cuenta los efectos inerciales, dado que en el limite
de lubricaciéon los términos inerciales son de orden e, donde e es el nimero de Reynolds
basado en el ancho del canal y la velocidad electroosmoética caracteristica y no aparecen en el
primer orden de magnitud atn cuando Re ~ 1.
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3. Efecto viscoeléctrico en un flujo electroosmético en
un microcapilar

3.1. Descripcion del problema

Al aplicarse un campo eléctrico en un fluido la viscosidad de este puede incrementarse debido
al fendmeno de engrosamiento viscoeléctrico, este fendimeno fue abhordado anteriorimente por los
autores Lyklema y Overbeek en [31], donde propusieron el primer modelo electroreoldgico que
podria llevarse a un modelo modificado de la velocidad de Helmholtz-Smoluchowski. Estos
autores estimaron que cl efecto viscoeléctrico es, al menos en fluidos similares al agua, mas
importante que la saturacion dieléctrica cn los efectos electrocinéticos. Para modelar el efecto
viscoeléctrico, propusieron la siguiente expresién usando un valor de f = 107'* m?V~2 para el
agua

n=1n0[1+ fE?]. (35)

Como ha sido discutido anteriormente por autores como Bazant [39], este modelo considera que
al encontrarse a altos valores de carga eléctrica la parte interna de la doble capa eléctrica se
encuentra detenida por cambios en la viscosidad, el modelo de Lyklema y Overbeek atribuye
el efecto por completo al solvente, en este caso agua, siendo independiente de la densidad
de carga o corriente de iones. La inclusién de este modelo en la solucion de la ecuacién de
cantidad de movimiento Ec.(30) provoca la aparicién de un acoplamiento de la ecuacién del
potencial eléctrico interno y la ecuacion de cantidad de movimiento fuera del término fuente,
esto provocara que para resolver el campo de velocidades se tendra que plantear una integracion

de un término de la forma
dx
/ ' 5 (36)
1+ C ("—)

dy

la cual no puede ser resuelta directamente, por lo cual se tendra que hacer uso de técnicas
asintoticas junto con consideraciones de la magnitud de los parametros fisicos para poder otorgar
una solucién.

3.2. Planteamiento del problema

Se considerard un flujo electroosmotico de un fluido newtoniano en un microcapilar cilindrico
de radio R con una superficie cargada negativamente con un potencial en la superficie ¢, como se
muestra en la Fig. 5, Los extremos del microcanal estdan sujetos a un campo eléctrico uniforme
E., el sistema de coordenadas es cilindrico, donde r representa la direcciéon radial y x la direccién
axial, adicionalmente se plantean las siguientes suposiciones:

» Estado estacionario y flujo totalmente desarrollado.
» El electrolito es simétrico (z : z)

» El campo eléctrico externo aplicado es debil en comparaciéon con el campo eléctrico trans-
versal, de manera que £, = ¢/L < (/Ap, esto significa que el campo eléctrico externo no
perturba la estructura de la EDL, como se presenta en los trabajos de los autores Hunter
et al. [36] y Saville [74].
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Figura 5: Diagrama del modelo fisico a tratar.

» La permitividad dieléctrica no depende del potencial eléctrico, esto se debe a que cambios
de un 10% en la viscosidad de los liquidos se espera que ocurra en campos eléctricos de
E =2 x10° V/cm el cudl es mucho menor al campo eléctrico requerido para un cambio
de 10% en la permitividad (E = 1,5 x 10° V /em) [31].

s La viscosidad del fluido en la EDL no depende de la densidad de carga.

Las ecuaciones de gobierno para obtener el potencial eléctrico 1/ vy la velocidad u son las
ecuaciones de Poisson-Boltzmann y Navier-Stokes, dadas por:

%% (T(i—jf) = ziﬂm sinh (z:;) (37)
v
i () =i (7). .
las cuales se encuentran sujetas a las siguientes condiciones de frontera
Yp=¢ u=0 en r=R (39)
y :
2—‘1::0, (ji—:'—() en 1 =20, (40)

aqui, kK = (26222-n,0./ek73T)1/2 es el inverso de la longitud de Debye [64]. La viscosidad, como
fue descrito por Lyklema y Overbeek [31], se encuentra expresada como

n=ne|l+ fE2] . (41)

donde £ = % y dado que @ = (r) + ¢(z), donde ¥ y ¢ son los campos eléctricos interno

v externo respectivamente, por lo que la definicion anterior para F puede expresarse como

_ &
E=4

3.3. Adimensionalizacion de las ecuaciones de gobierno

Para resolver las ccuaciones de gobicrno Ecs.(37 y 38), junto con las condiciones de frontera
Ecs.(39 y 40), sc definen las siguientes variables adimensionales
W i u r

,7:_’ = — F=—. 42
’ e ! Uns ""R (42)
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En las variables adimensionales anteriores se presenta el potencial caracteristico ¢, = kgT'/ze
y la velocidad de Helmholtz-Smoluchowski Ugyg. Utilizando estas variables, se pueden escribir
las ccuaciones de gobicrno Ecs.(37 y 38) en su forma adimensional, como se muestra

>y 1dy = .
a7 sinh(e)), (43)
= 2 y
d dip du 1d dy
— r ]_ N - _ —_— —_——_— r— /
1 P\w) | F car \| dr (44)

quc se encucntran sujctas a las siguicntes condiciones de frontera adimensionales

p=C( 4=0 en 7=1 (45)
Yy
dvy di
— =0 —= r=20
— = 0 en 7 , (46)

cn las ecuaciones anteriores & = Rk, [* = f ('l[)c/l?,)2 y ¢ = (/%.. Como ocurre comiinmente
en los flujos electroosmoticos, la magnitud del radio del microcanal se encuentra en el rango
de 10 — 100 pm. y siendo x = 1/Ap donde la longitud de Debye A se encuentra en el rango
1 — 10 nm., por lo tanto, el pardmetro adimensional £ > 1, lo que permite fundamentar el que
sc andlisis de los campos de velocidad y del potencial eléctrico, presentados en las Ecs.(43 y
44), puedan ser elaborado con cl uso de la teoria de la capa limite, tomando bajo consideracién

que el lado izquierdo de Ec.(43) es afectado por un parametro pequeno &~ 2.

3.4. Solucién asintética para el potencial eléctrico en el limite % <1

En esta seccion se utiliza la teoria de capa limite para resolver el par de ecuaciones acopladas,
Ecs.(43 y 44), con un procedimicnto similar al presentado en [60]. Se considera a las ecuaciones
de gobierno adimensionales en el limite & > 1. Cerca de la pared, dentro del espesor de la doble
capa eléctrica de O (Rfl) la magnitud de los gradientes del potencial eléctrico es grande. Por
lo tanto es conveniente reescalar la variable 7 utilizando la siguiente variable de escalamiento
para la zona cerca del limite ¥ = 1, definida como

¥egl—F, (47)

utilizando esta variable de escalamicuto en conjunto con Ec.(43) se obtiene la ccuacion adimen-
sional de Poisson-Boltzmann para la zona interna de la EDL, expresada por

(1’,21,5,' 1 (11.1/7)5

v? Ry sinh(2), (48)

donde el subindice 7 expresa que se trata de la solucién interna de un problema de capa limite.
El objetivo es obtener una aproximacion asintotica de la solucién correspondiente a la zona
interna de la EDL, por lo que se puede definir una expansion asintética de la forma

_ - 1 s
T!')i:‘/’?+?¢i1+"'v (49)
K
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sustituyendo la expansion expresada en Ec.(49) en la ecuacién adimensional Ec.(48) y agrupan-
do los términos del mismo orden se obtiene la siguiente eucacion adimensional para el orden
cero en la region interna

220 -
d;f; = sinh (¢, (50)
sujeta a las condiciones de frontera
W=C¢ en Y=0 (51)
-lL -
PW=0 en Y - oc. (52)

La doble integracion de la ecuacién Ec.(50) da como resultado [60]

1+ texp(—Y)]
1 —texp(—Y)]’

Y =2In

donde

t = tanh % ' (54)

Para la solucién de la regién externa, el término al lado derecho de la Ec.(43) puede ser linea-
lizado dado que se trabaja bajo la suposicion de que en la zona externa de la EDL el valor del
potencial es muy cercano a cero 1 — 0, por lo que se obtiene

1d [ _dy° o
rar \Tar ) =7V (55)

que cuenta con las condiciones de frontera
Y¥=0 en F=0. (56)
La solucién de esta ecuacién estd dada por [13]
Yy = Aly(RT). (57)

Aqui, Iy es la funcién Bessel modificada de orden cero de primer tipo [75]. A es una constante
que es determinada al igualar la solucién interna con la externa. Al dar un a valoray > 1 en
la Ec.(53) podemos linealizar la expresion como

@) ~ dtexp(—Y) para Y > 1. (58)
Al considerar la expansion asintotica de la funcién Iy en la Ec.(57)

-0 _ €xp (RT)
/0) . A—_

2TR

: (59)

en la interface 1% = 4?9, por lo tanto

A = 4t exp (—F) V27K. (60)
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Una vez ebtenide el valer de la censtante A, se puede ebtener la expresién que describe al
petencial externe . al sustituir la Ec.(60) en la Ec.(57)

Y0 = 4t exp (—&) V2mRIH(RF). (61)

La selucion cempuesta del petencial eléctrice en el erden unidad se ebtiene per medie del
métede del matching descrite en la referencia [76], ebteniende:

20 o, [LHtexp(=F (1= 7)) s {5} Bl lar
B | (R (I—n)| T 4P () VarRh(E) (€2)
— 4texp(—k (1 —7)).

En este case sele se censiderd la centribucion de O (Fs') del campe eléctrice para ebtener el
campe hidredinamice. La razén de este radica en que es cemiin que en preblemas de capa limite,
la selucién de primer erden sea suficiente para mestar la fisica presente en el preblema [59].

3.5. Solucién asintdtica para la velocidad en el limite % <1

Se tiene la ecuacion de cantidad de mevimiente Ec.(44), que puede expresarse en términes
de la ceerdenada interna definida en Ec.(47) ceme
LY dv
EyJdY

2
d Y dip; du; | 1 d
g (1‘;) 1+f(dY) v (= Zay

= ‘ 2 . - . .
dende, f = f (z/)c/ )\D) es la censtante visceeléctrica adimensienal. La Ec.(63) se encuentra
sujeta a las cendicienes de frentera

(63)

;=0 y ¥=( en Y =0 (64)

Z;LZ =0 y (cii(é? =0 en Y — oe. (65)
En Ec.(65) se presentan las cendicienes de frentera en la zena externa, separada de la superficie
del capilar dende les gradientes de velecidad y de petencial sen cercanes a cere. Se prepenc la
expansion para el campe de velecidades de la zena interna de la deble capa eléctrica

U =0y + =U; +-- . (66)

=R

Sustituyende la expansion (66) en la Ec.(63) se puede ebtener la ecuacién de gebierne para el
campe de velecidades electreesmoticas para el erden unidad de la regién interna de la EDL,

dada per
2
d di)? du} | 1 d [diy
Fi% +f(dY) v —‘z—y(— - (67}
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Esta expresion puede ser integrada respecto a Y, y al utilizar la condicién de frontera mostrada

en Ec.(65) se obtiene
i) da) )
1+f(dY) W_*Z(dy) (63)

Una segunda integracion da como resultado

i ]TO
v . . S, (69)
¢ 1+f(d"" )

donde C cs una constante de integracion la cual debe ser determinada con la condicion de
frontera dada en la Ec.(64). Considerando que f = 1 x 1071 m?V =2 (Lyklema y Overbeek [31]),
P, =25x1072V y A\p = 1 x 107® m se determina el valor del pardametro adimensional f como
f < 1y con esto se puede linealizar la expresién como

2
1 .
W=z = (d% ) di? + C, (70)

para continuar con la soluciéon de esta tultima ecuacién se sustituird la derivada del campo
eléctrico respecto a la coordenada Y por la ecuacién de Grahame [77], la cudl se de desarrolla

en el apéndice A,
12,0 9
% — 2sinh <%) . (71)

Al sustituir la Ec.(71) en Ec.(70) se obtiene
=7 _ 50 B
w) = —Z / 1 — 4 fsinh? <?’;—l> dy? + C. (72)

Resolviendo la integral descrita y haciendo uso de la condicién de frontera Ec.(64) se obtiene
la velocidad electroosmotica para la zona interna de la EDL

i = % {@ — ¥+ 2f (Sillh (gﬁ?) — sinh (f)) +4f (¢ - b—,?)} ' (73)

Para la zona externa, la ecuacion de gobierno adimensional utilizada es la que anteriormente

se definié en Ec.(44)
1 i/_O 2 10 1 d | 7y0
a | ay au ] da,
— 271 & = __° - ___|: 74
ar |’ ~f < dr ) dr dr ( dr > (74)

que cuenta con la condicion de frontera

du, dip
B _ Ve

= - y o =0 en 7=0. (75)
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Al integrar la Ec.(74) dos veces con respecto a 7 y aplicando las condiciones de frontera dadas
por Ec.(75) se obtiene
dw
B-—z [ —2 40, (76)
C 1+ f* d"/’

donde ¢ es conocida por la Ec. (61) y su derivada correspondiente es

a;i = 4Rtexp (—k) vV 2nkIy (FF), (77)
r

donde /; es la funcién modificada de Bessel de primer tipo [75]; utilizando la Ec.(61), se puede
reescribir Ec.(77) como

dyy oD (RT)
_ 78
dr "7, (RF) (78)
sustituyendo la Ec.(78) en Ec.(76) se obtiene
1 dy?
= —= Yo +D. (79)

2 P
F [ L(RT 50

La Ec.(79) puede scr linecalizada dado que f < 1, obtcniéndose:

o_ 1 l_f(h(ﬁ:ff))z(y ) ) (80)

’ 9 Iy (k) ’

Al integrar la ecuacion resultante se obtiene la ecuacion del perfil de velocidad en la zona

cexterna de la EDL B ,
L 1 n f < ]T (F‘"f) > 0N 3
0 0 0
Uy = —= [V, — = — W,
C { 3 \ Iy (RT) ( )

Aqui, D es una constante que todavia no ha sido determinada pero puede ser estimada utilizando
el método del matching de expansiones asintéticas [76), para esto, se toman las soluciones de
ambas regiones

=
I

+D. (81)

1_1.? = —l -1,5,,0 + 4,fu3,f’ — 2fsinh (1]),0)] + l [6 + 4f§ — 2fsinh (C_)] ,
¢l ¢
Y ) (82)
o 1. F(ELGD)
ﬁ__f 2§<QMU><%> + Ly

y se expresa una de las dos en términos de la variable independiente de la otra regién, en este
caso, se expresé la solucion interna #) en funcién de la variable independiente externa Y. Esta
expresion es

{[wg]o + 4 [40], - 2f sinh [wﬂo)} + % C+4fC—2fsinh ()] (83)
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N
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Con esto se procede a obtener la solucién del campo de velocidades por acoplamiento al realizar
la suma de las soluciones de la zona interna y externa, Ecs.(82), y se resta la parte comin dada
por la Ec.(83)

2 =&+ %" - [@0],, (84)

Con lo que se obtiene la solucién para el campo de velocidades, el cual es dado por

1 [ 1+ te—"01-7) o
W= £ e 1 itik(iﬂ] — dte™"V/2r&Iy (RF) + dte ("7

2f 14t B0—) i

+ Tf sinh [21n % — sinh [4t6*h(l*r)}

. (35)

af - 1+ te~R(-7
e —.k.(l—?) o il G

= z 4te 2ln e
_]F [l (E’F) - ( o — - 3

+ 5= dte " 2wkl (RT ) + D.
9t | \Tuler) o (Rr)

La constante D se obtiene al utilizar la condicién de frontera en la pared del microcanal @® = 0
cuando 7 = 1, sustituyendo esta condicion y escribiendo la solucién de la velocidad con el valor
de la constante D, sc obtiene

1 1 + te~F(1-7) 1+t
2°==|-2ln l#ﬁ] +2In [%} — dte™"/2nR 1y (RF) + dte™"/2nRly (R)
— te—R(1-T

¢
L[ e-r0-7)
+ = [4156 B —4t]
¢
2

fl . I _ 141 F B :
b T sinh |2In T e | | ~ sinh !2 In L — J — sinh [4?56 ] + sinh [4¢]
Af e 14 ge~01-7) 1414
o —R(-T) _ g4 el e il B
+ z 4te 4t —2In Py +2In ¢
FI(LGEON (.  m=r o\ (LR [ n = )
— dte ™"V 2wkl (R - dte "V 2kl (R :
- 30 T, (77) ( e "V2rR D(m*)) (%) ( e V2K (}(l"b))
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Cuadro 1: Valor de los pardametros utilizados basados en literatura especializada.

Parametro Valor Unidad
i ~ 10°1 m% V&2
Ap ~ 1077 m

¢ ~25x10%2~10x107! \Y

R 10 — 100 it m

£ ~ 072 m

N ~ 1073 kg m~! 57!

4. Resultados

4.1. Efecto viscoeléctrico caso isotérmico

En la primera parte de la presente tesis se presenté una solucion analitica para la distri-
bucién del potencial eléctrico y el perfil de velocidades adimensionales de un flujo puramente
electroosmotico de un fluido newtoniano en un microcapilar cilindrico en el que se considera cl
acoplamiento de la ecuacién de Poisson-Boltzmann y la ecuacién de cantidad de movimiento
en el término viscoso de la ecuacién de cantidad de movimiento, donde se considera la viscosi-
dad dependiente del gradiente del potencial eléctrico. Se muestra que un EOF de este tipo es
dependicnte de los siguientes pardmetros adimensionales: el potencial zeta adimensional ¢, la
constante viscoeléetrica f y el inverso de la longitud de Debye &. Para estimar los valores de los
parametros adimensionales involucrados en el andlisis, se utilizaron valores de los pardmetros
fisicos que se han reportado previamente en la literatura especializada de flujos electroosmaéti-
cos bajo el efecto viscoeléctrico, los cudles se pueden consultar en la Tabla 1 obtenida de la
literatura especializada [31,78].

Para corroborar la exactitud dc la solucién analitica obtenida para cl perfil de velocidad dado

por la Ec.(86) se le comparé con la solucién numérica del sistema de ecuaciones adimensio-
nales, Ecs.(43)-(46). El resultado de tal comparacién se muestra en la Fig. 6, se observa que
tienen muy buena concordancia hasta el valor de ¢ = 4, la solucién numérica de las ecuaciones
adimensionales de gobierno se obtuvo utilizando una integracion numérica con el método de
Runge-Kutta de 4° orden [79] con un tamano de intervalo de A7 = 1 x 107*. El efecto del
potencial eléctrico adimensional ¢ en el perfil de velocidades electroosméticas se muestra en
las Fig. 7, en la que se presenta el perfil de velocidad como funcién de la coordenada radial
adimensional. Estos perfiles se obtuvieron para un valor constante de la constante viscoeléctrica
f =001y & = 50. Esta figura muestra que existe una fuerte dependencia no lineal entre la
magnitud del campo de velocidad y el potencial zeta adimensional, siendo que un aumento
en este ultimo conduce a una disminucion significativa de la velocidad del flujo. Lo anterior
concuerda con lo descrito por Lyklema y Overbeek [31]. Se calculs el caudal adimensional @,
el cual se determino por medio de la relacion

0= % = 2/01 rul (7) dF, (87)

donde Q. = wR*Uys y 4#° esta dada por la solucién de la velocidad adimensional Ec.(86). La
Ec. (87) fue integrada numéricamente utilizando la regla del trapecio [79], con esto se puede
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Figura 6: Sol. asintética, Ec.(86) y sol. numérica de la Ec.(38) para i con & = 100.
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Figura 7: Efecto del potencial ¢ en el perfil de velocidad adimensional 4 con & = 100.
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definir el cociente del flujo volumétrico adimensional con y sin efecto viscoeléctrico Q*
Q=

QF = =,
Qr=0)

(88)

donde el numerador Q(f:,) se refiere al flujo volumétrico bajo el efecto viscoeléctrico y el
denominador Q(s—q) cs cl flujo volumétrico bajo las mismas condiciones sin considerar cl efec-
to viscoeléctrico. En la evaluacion de la Ec.(88) se utilizan valores para a en el rango de
0,001 < & < 0,01. En la Fig. 8, se muestra el flujo volumétrico adimensional como funcion de la
constante viscoeléctrica y dos valores del inverso de la longitud de Debye, & = 50, 100. Aqui se
muestra una fuerte dependencia lineal entre el caudal y la constante viscoeléctrica, esto significa
que para valores menores de la constante viscocléetrica f la magnitud del perfil de velocidad
clectroosmotico aumenta, al considerar el valor de f = 0 la Ec.(86) se expresa como

% _ 1 + te *0-7) = 5
= = |2 In W + 2111 = 4t€_K I(] m“ + 4t€ IO
‘ ‘ (59)
1 i
e [4te—”“—"") - 4t] ,
¢

lo cual concuerda con el resultado obtenido por Petsev y Lopez [60]. En la Ec.(89) los térmi-
nos quc son funcion de la coordenada radial adimensional 7 representan la distribucion del
potencial eléctrico dentro de la doble capa eléctrica, mientras que los términos restantes repre-
sentan el potencial eléctrico en superficie sélida del microcanal. Por lo tanto, la Ec.(89) puede
representarse como:
_0 o l
5
El flujo volumétrico adimensional y per lo tanto, la distribucion de velocidad adimensional
sufrird un decremento al aumentar f. Dado que la constante viscoeléctrica adimensional esté
definida como f = f?/ A5, se reconoce que el valor de esta constante no solo es funcién del
soluto que sc utilice, lo cual determina el valor de f sino que tendra un valor mayor cuando
la longitud de Debye Ap disminuye. La Fig. 9 muestra el flujo volumétrico como funcién de f
para ( = 1,4. Se observa la influencia de ambos pardmetros en la disminucién de la velocidad
electroosmotica y por lo tanto en el flujo volumétrico adimensional obtenido, teniendo f un
efecto lincal para un valor de ¢ dado, micntras que el potencial zeta cn la pared del microcapilar
tiene una influencia mucho mayor y de caracter no licnal sobre cl el comportamicnto del flujo.
Se observa que atin para valores muy altos de f ~ 0.010 el efecto viscoeléctrico tiene una
aportacion muy baja al campo de flujo, es para valores mayores del potencial zeta cuando
el efecto viscoeléctrico se vuelve de importancia. Es importante notar que la teoria lineal de
flujos clectroosmoticos predice que para valores & > 1 ¢l caudal varia de mancra lincal con cl
potencial zcta [8,64], sin embargo, es al cousiderar cl efecto viscoeléctrico que la relacién no
lineal del caudal con el valor del potencial eléctrico se puede apreciar facilmente en la Fig. 10.

[€—4"]. (90)
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Figura & Efecto de & y f en el flujo volumétrico para ¢ = 4.
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Figura 9: Efecto de C y f en el flujo volumétrico para & = 100.
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Figura 10: Efecto de ¢ y f en el flujo volumétrico para & = 50.

5. Calentamiento Joule y efecto viscoeléctrico en un flu-
jo electroosmoético

5.1. Descripcién del problema

En los flujos electroosméticos existe la presencia inevitable del calentamiento Joule en la
fase liquida al aplicarse un campo eléctrico axial el cual genera el flujo. Esta fuente de calor
que se produce de manera interna provocara un incremento en la temperatura no homogéneo
dentro del fluido que puede llegar a ser de magnitud considerable [21]. Este fuerte aumento
en la temperatura afectara por lo tanto los campos de potencial eléctrico y de flujo por medio
del acomplamiento de estos por medio de la dependencia de la conductividad y la viscosidad
del fluido con la temperatura. Esta dependencia ha sido estudiada con anterioridad por otros
autores, como Xuan y Li [27,80] quienes demostraron que la magnitud de la velocidad elec-
troosmética aumenta debido a la disminucién de la viscosidad y que el campo de velocidades
obtiene una forma convexa a lo largo del microcanal a excepcion de las zonas cercanas a los
extremos, donde se obtiene una forma céncava junto con la aparicion de un campo eléctrico no
uniforme a lo largo del microcanal. Estos cambios en el perfil de velocidad llevan a la aparicion
de gradientes axiales de presion a lo largo del microcanal para el cumplimiento de la ecuacion de
continuidad. La dependencia de la conductividad eléctrica y la viscosidad con la temperatura
provoca que el sistema de ecuaciones de gobierno del problema se encuentren fuertemente aco-
pladas entre si, por lo que no es posible obtener una solucién analitica exacta y requiriéndose
por lo tanto utilizar técnicas asintoticas para obtener una solucion utilizando como parametro
de perturbacion una relaciéon adimensional con el gradiente de temperatura caracteristico del
sistema. Mientras que la solucién matematica del primer orden de magnitud de las ecuaciones
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de gobierno se mantiene similar a la soluciéon presentada en el caso presentado anteriormente
es durante la solucién del siguiente orden de magnitud en el que la dependencia con la tem-
peratura presenta dificultades para la soluciéon por métodos analiticos dado que el término de
sinh[t)] presentado en la ecuacién del potencial eléctrico una dependencia con la temperatura,
definida por funciones exponenciales [58]. Siendo la solucién del potencial eléctrico presente en
la solucién para el campo de velocidad y el campo de presiones e introduciendo la no linealidad
al encontrarse en el denominador de los términos con una forma 1 + f‘(if—‘g el cual no podra ser
linealizado bhajo las consideraciones del presente estudio, esto ultimo junto con la complejidad
de la funcién solucién del potencial eléctrico provocan que la solucion analitica para el campo de
velocidades y presiones se dificulte, optando por la utilizaciéon de métodos numéricos aplicados
por medio del software Wolfram Mathematica 8.0 para su solucién.

Para el modelo matematico del problema que considera la accién del calentamiento Joule
y el efecto viscoeléctrico se considera un EOF de un fluido newtoniano en un canal de placas
planas de altura 2/ y longitud L. Las aplicaciones tipicas de un EOF requieren que L > H y el
flujo es producido solo por el efecto de fuerzas electroomoticas causadas por un campo eléctrico
E, que actiia en la direccién axial. Este campo eléetrico esta dado por E, = ¢y/L dénde ¢y es
el valor del campo ecléctrico impuesto en la entrada del microcanal, como se muestra en la Fig.
11. La entrada y la salida del microcanal se encuentran conectadas a depdsitos que poseen una
temperatura de referencia Ty y presion Fy, de manera andloga a los trabajos presentados por
Xuan en [20] y [80]. Se considera un flujo calor hacia las paredes del microcanal ¢ a lo largo
de la coordenada longitudinal (0 < x < L) y se counsidera que los extremos del microcanal son
adiabaticos, esto porque se trabhaja bajo la consideracion de que las pérdidas de calor hacia los
extremos del microcanal son mucho menores que el flujo de calor hacia las paredes. Debido a la
geometria del microcanal, de placas planas se establece un sistema de coordenadas rectangular
(x,y) con el origen ubicado en la entrada del microcanal y el eje x ubicado a lo largo de su eje
longitudinal, como se muestra en la Fig. 11.

Se siguen ademds las siguientes suposiciones:

» El flujo es laminar y el correspondiente mimero de Reynolds es mucho menor respecto a
la unidad Re < 1.

= El fluido es un electrolito simétrico (z : 2)

s El campo eléctrico externo aplicado E, es débil en comparacion con el campo eléctrico
a través de la EDL, esto significa que el campo eléctrico externo perturba la estructura
de la EDL por una cantidad despreciable, como se presenta en los trabajos de los autores
Huuter et al. [36] y Saville [74].

» La permitividad dieléctrica no depende del potencial eléctrico. esto se debe a que cambios
de un 10% en la viscosidad de los liquidos se espera que ocurra en campos eléctricos de
E =2 x 10°> V/cm el cudl es mucho menor al campo eléctrico requerido para un cambio
de 10% en la permitividad (£ = 1,5 x 10° V/em) [31].

» La viscosidad y la conductividad eléctrica son cousideradas dependientes de la tempe-
ratura [80]. Esta suposicién tiene un efecto en los campos de velocidad en la direcciéon
longitudinal y en la existencia de gradientes de presion inducidos en el fluido.
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Figura 11: Diagrama del modelo fisico a tratar.

» El potencial ¢ no varia en la direccion axial. Para relajar esta suposicién se podria con-
siderar la dependencia del potencial con la temperatura como es reportado por [35].

= Aunque en la capa difusa la viscosidad local llega a aumentar debido a la alineacion de
dipolos del solvente [39], en este trabajo se desprecia dicho efecto.

5.2. Planteamiento del problema

Las ccuaciones acopladas que describen el flujo en estado estacionario del EOF son la ccua-
cion de continuidad,

du " v
ox  dy

las ecuaciones de cantidad de movimiento en las direcciones x y y

alu alu; OP ()TQ"J ()TJl
—— =Gl Bz 92
<u6:0+vc9y> " or o oz oy oy (e St (92)

=0, (91)

duv dv OP Onw g
=) - e, W .. d N 9
<u()1 +v0y> dy Oz dy = P )

y la ecuacion de encrgia,

ar — oT #T T
pCp(a +va—J>Af(a—+@)+ cE2. (94)

En las Ecs.(91)-(94), 7., es el esfuerzo cortante, 7., y 7, representan los esfuerzos normales, u

y v son las componentes de velocidad en las direcciones x y 1/, respectivamente, P es la presion
hidrodindmica. Los simbolos p y pe denotan la densidad del fluido y la densidad ncta de carga
de la solucién electrolitica, T es la temperatura del fluido, C}, and k; son el calor especifico
y la conductividad térmica, respectivamente. La conductividad eléctrica es definida como una
funcién dependiente de la temperatura, de la manera siguiente

o =0y [1 —i—a(Tf—TU)] . (95)
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donde o0y es la conductividad eléctica evaluada a una temperatura de referencia Tp, a es el
coeficiente de temperatura [64]. Los simmbolos E, y E, representan los campos eléctricos en las
direcciones x y y, definidos como:

- 0@(1’,1}) (
’ o(z, y)
_ ) (
E, o (97)

El potencial eléctrico @ esta determinado por la ecuacion de Poisson,
I’o Po p.
ax? oy €

donde € es la permitividad dieléctrica del fluido, la cual se considera como una constante. La

densidad de carga p. estd definida para un electrolito simétrico monovalente de la siguiente
manera

(98)

s = —FCye (czkeTi — c'_:;w) , (99)
lo cual puede ser expresado utilizando expresiones trigonomeétricas hiperbdlicas
. zey
)e = —FC\zsinh[—|. 10
P »2 Sinky| kT] (100)
Finalmente, la ccuacion de continuidad de corriente, dada por
0 Ao 9] o}
—=|0—— |+ =—=|0=—] =0 101
or ( ().’L’> dy ( dy) (L)

La conductividad eléctrica es considerada dependiente de la temperatura, por lo tanto, un
cambio en esta propiedad producira cambios en el campo eléctrico, lo que provocarda una modi-
ficacion cn la solucién de las ecuaciones de cantidad de movimicnto ya que modificard el valor
del término fuente que es funciéon de p, y E,.

Las ecuaciones mostradas con anterioridad, Ecs.(91-94) y Ecs.(98-101), se encuentran sujetas
a las siguientes condiciones de frontera

u(z,y=H)=v(z,y= H) =0, (102)
¢(x=0)=gg o(xz=L)=0, (103)
Y(y=0=0 v(y=H) = (104)
% (2,y=0)=0, T(@=0,4) =T (z = Ly) = To, (106)

la condicién de frontera Ec.(102) representa las condiciones de no deslizamicnto e impermeabili-
dad, la Ec.(103) representa cl campo cléctrico impuesto en = 0 como @q con la salida del canal
en condicion de aislamiento, la condicién representada en la Ec.(104) representa el potencial
eléctrico en la pared (potencial () y el como, fuera de la EDL, este potencial cae rdpidamente
aproximédndose a cero. La condicion indicada en la Ec.(105) corresponde a la suposicién de
esta misma formulacion de que no existe un gradiente de presion tanto en la entrada como en
la salida del microcanal, por lo tanto, corresponde a un flujo puramente electroosmoético. El
tltimo conjunto de condiciones de frontera Ec.(106) representa la simetria de la distribucién de
temperatura a lo largo de la direccion transversal en el microcanal [80].
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5.3. Adimensionalizacién de las ecuaciones de gobierno

Las ecuaciones de gohierno presentadas anteriormente son adimensionalizadas a partir de
las siguicntes variables adimensionales

x Yy
—_ — Y = —.
X I I7a
@ o
O =— ) p = e B
de ' T e
b U & vl
Ugs ' UnsH
g B S EIE  p EE (107)
NoUrnsL ’ 2
= TL(,IH = T.’L':L'H
Tey — Tex — 3
noUns noUns
. H T
T;l'y = TJy H 9 = Dt
noUus T

E2HL . _ .
donde AT, = @ka— representa el incremento de temperatura caracteristico en el fluido [58];

—€eCEp
. . . . . . no
[8], donde 719 es la viscosidad del fluido en ausencia de efectos térmicos y eléctricos. Al expresar

las ecuaciones de gobierno en términos de las variables adimensionales éstas toman la forma
siguiente

Uys es la velocidad electroosmética de Helimholtz-Smoluchowski, definida como Ugyg =

oun  0v
Ou . Ou OP  Orpy O  10%) 09
i | — —_— = —_—— i — = ) 1 9
[ Re (U8X+U8Y> aX—I—L‘J’@X + 5y 23V By’ (109)
A o v P T or,
'}R — - — - | 12 Ty : 2] Yy 11
pe(a® 300 _ %0 186 (06 2 111}
“\ox "oy ) "o T save 0 oy ) Y
2P Y
2 .
P oz T oz = & smb {1 T ab |’ (112)
o “& 00 3] oy :
p €. [ 0P =3 () 110
ﬂgax <oax>+ay <00Y> 0 (113)

Para la ecuacién adimensional de la cantidad de movimiento en la direccion Y no aparece el
término de la fuerza eléctrica dado que al partir de la ecuacion de gobierno Ec.(93) se sustituye
la presion de Maxwell en el gradiente de presion

e (DY 2
Pi= Pl (2L 11
+2<3y> (114)
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mientras que los términos p, y £, son sustituidos por sus definiciones, mostradas a continuacion:

0%
pe=—€—, By, =

_0d(x,y)  9Y(y)
oy?’ B .

dy dy

(115)

Al introducir cstas definiciones en la ccuacion de gobierno sc obticne

N e : { 2,0 9ah(4
p ('u@ +v@> -5 (P'+ E <8w> > + Oy + Oryy +fa ~ Ow(y), (116)

or  dy) Oy 2\ dy or |y oy dy

al derivarse en y el segundo término de la presion de Maxwell se obtiene

p( v Bv) _ P Oy, Oy | Oy, WO a1

U—+v— | =— — == € ——
dr Oy dy oy oy Ox Ay dy? oy’
con lo cudl puede climinarsc el término de la fuerza eléctrica. En las ccuaciones adimensio-

nales de gobierno Ecs.(108-113) aparecen pardmetros adimensionales los cudles se definen a
continuacion:

Re — pUps H P pCpUHSH,
Tlo kg
O i
= = [ = —
S 'l/)(; / 1’
F=b et (118)
o ] O-O
AT,
o =— F=1+1T6,
L
I = aAT,.

En los parametros anteriores, Ecs.(118), se presentan las definiciones de los mimeros adimensio-
nales de Reynolds y Péclet, que representan la proporcion entre las fuerzas inerciales y viscosas
y la relacion entre la adveccion y la difusion de una cantidad fisica.

5.4. Expansién asintética en # — 0

Se realiza un andlisis asintdtico del sistema de ecuaciones adimensionales Ecs.(108)-(113),
utilizando los pardmetros adimensionales 5 y Re [58]. Bajo las suposiciones realizadas estos
pardmetros son de magnitud mucho menor a la unidad. Las ecuaciones adimensionales de
cantidad de movimiento contiencn dos parametros adimensionales, los cudles son 3 y 32Re,
ambos deben ser de pequena magnitud para justificar la utilizacion de la teoria dela lubricacion
en su analisis, esto es decir, counsiderarse velocidades muy bajas de flujo Re < 1 y que la
geometria del microcanal se presente como un canal delgado e infinitamente largo g = % <R
Se considera un RRe fijo e independiente de 3, por lo tanto BRe — 0 cuando 8 — 0, el anélisis
bajo este esquema necesita que se desprecie la contribucion de los términos viscosos de orden
O(B) y O(3?), y los términos inerciales O(BRe) y O(3?Re) en las Ecs.(109) y (110), por lo que
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se puede aplicar una expansion asintotica a las variables como se presenta a continuacion:

U = ug+Pur+ ..., (119)
T = v+ Bur+..., (120)
P = Py+BP +..., (121)
0 = 6o+ 0606, +..., (122)
0 e + Bt + ..., (123)
¢ = ot Bh+..., (124)
c = oo+ Mo +.... (125)

utilizando estas expresiones, las ecuaciones adimensionales de gobierno en el limite 8 -—+ 0y
BRe -—+ 0 pueden escribirse como

Jug Oy
— + — =10, 12
ay ey (126)
OP. 81.‘ 4 8'&0 1 82’1;’}0 8@50
—— = 36 — —_— 127
ax ~ Pl DJBY <Hf(ay> v || TTavr oy (127)
0P,
= (). 14
= (128)
De los términos difusivos de la ecuacion de la energia Ec.(111) se tiene que
A, Aly ‘
B e (129)
lo cudl puede reescribirse como A %
T, LATy
o _ 13
L H H (130)

donde 7+ > 1, esto indica que la caida de temperatura en la direccion longitudinal es mayor a
la calda en la direccion transversal, con esto puede considerarse la temperatura como un valor
constante a lo largo de Y. Para obtener una relacion para la tempcratura solo dependiente de
la variable longitudinal x sc integra la Ec.(111) en YV

a6 "1 9% * [3J0]
Pef u—dY f ﬁ—dY Emd)’ / (ax dy, (131)
esto puede reescribirse al sacar los términos no dependientes de Y de las integrales
-\ 2
a0 /-1 829 /l 829 a¢ 1
Pe— [ wdY = B— dY + —d} +7 / dy, (132
Ix Jo ox* Jo d Jo 0Y? C)X Jo )

para evaluar los limites del término % se considera que tendra un valor de 0 dentro del dominio,
sin embargo, en la frontera con la superficie del microcapilar (Y = 1) se tiene que la interaccion

con la superficie sera dada por la ley de enfriamiento de Newton

Q = h’(iq(T - TU)J (133)
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utilizando la ley de Fourier de conduccién de calor y la definicion de la escala adimensional de
temperatura

oT T—-T
q=kj—. 0= 2 (134)
Y AT,
igualando ambas expresiones para el flujo de calor hacia la superficie del microcapilar ¢ y
adimensionalizando se obtiene

AT, 06
-k - — = h,,AT0, 135
UH B k1)
el signo negativo en la parte izquierda de la igualdad es debido a que el flujo de calor se dirige
hacia la superficie del microcanal, despejando % de lo anterior se obtiene
o0 Bl
Bl SV ]
-k (136)
sustituyendo ahora los pardmetros adimensionales
Byt
A= (137)
ky
g=1+16, (138)
se obtiene la ecuacion de la energia
890 ! 8290 1 80—0 ;
Pe— ugdY = f=——= — =\ 1+ 16 — | 139
“ox A ’ B~ gt o)\ By (369)
02/‘!)0 _9 . o )
oyz —F sinh T+ aby |’ (140)
0 90,
— | (1+16y)— ) =0. 141
Ix <( sl 0;><> i
En las Ecs. (126)-(128) y Ecs. (139)-(141) sc definen los siguicntes pardmetros:
AT, .
I =2 aRT, d— o = AT (142)

0

b\ 2
F=f(%>- (143)

Acorde a la Ec.(128), la presién Py es dependiente solamente de x y el problema hidrodindmico
puede ser descrito utilizando la solucién de las Ecs.(126) y (127), las cudles se conocen como
las ecuaciones de lubricacién. De la Ec.(139) se observa que la variable de la temperatura
presentarda una variacion en la variable y afectada por la magnitud de de velocidad wug, ug
también se manticne como funcién de la variable adimensional x y Y. La variacién de ug en
x por lo tanto afectard en el campo de presiones Py. Es de notar que aunque las Ecs.(108)-
(110) son exactas, las ecuaciones de lubricacién son la aproximacién del primer orden de las
ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento en el limite asintético 8 — 0.

55 Yl
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5.5.

Expansion asintética en I' — 0

En este limite se consideran valores pequenos del parametro referente al cambio de tem-

peratura I’ comparado a la unidad,
dependientes ug, vg, Po, 0y, %o, ¢g con

se rcaliza otra perturbacion regular para las variables
las siguicntes expansiones asintéticas en el parametro I

wy = Ugo+ gy + ..., (144)
w = Ivgr+..., (145)
Py = I'Pyy+..., (146)
b = bGoo+ 16+ ..., (147)
Yo = oo+ o1+ ..., (148)
éo oo+ o1+ ... (149)

Sustituyendo las expansiones en las ecuaciones acopladas Ecs.(126)-(141), se pueden reescribir
utilizando las relaciones con AT, de los parametros adimensionales I', & y 0 expuestas en la
Ec.(142). Considerando que AT, = % se puede sustituir esta definicion en las definiciones de
los parametros adimensionales o y ¢ para expresarlos en términos de I' como se presenta a

continuacion

i !
5 2y (150)
Q
L (151)
v — .
aTy 7

Separando los términos por su orden de magnitud en I', se obtiene el siguiente grupo de ecua-
ciones. Para I'%:

ou
;;‘0 =0, (152)
d o (oo \? Do 1 d*yg 0 deoo
% (1+f (dY) gy || T T ar? dx’ 8)
dboo [* ,d2000 1 deo o *
Ped—x'/o Itorody =p p 2’ — E/\()oo—i- d)(’ ' (154)
2
00 _ & sinh [4oo] (155)
oy -
W — 0, (106)
para I'! se obtiene:
B
3;.1 aav;l —0, (157)

36
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~ P =5700 | s v |

Al

3] [ b (oo Oup.
+ 0% exp -4;90’0J <1+f <dY> )% (158)

-

1 [d%ﬁ‘o,o Odo1  0*thon d(;ﬁo,o]
q [ dy? Oy dY? dyx J’

e 2
do 1 d?0g1 1 80
Pe d‘“ fo updY = f de;l —EA90‘1+90,0( ail)

X /
do0 Do,
T 159
2 ) 5 /'
_33;/}2‘;1 = K’ sinh [wo,l — dzﬁo’o : (160)

02@01 d 8(4500 -
e — |f % — = 0.
2 + dx { 0,0 Py 0 (161)

y sus respectivas condiciones de frontera:
uO‘i(Yzl):Oa i:O,l, (162)

voa (Y =1,-1) =0, (163)
Po,l(X:():l)ZO’ ( )
foi(x =0,1)=0, 1 =0, 1, (165)
(166)

(167)

doo(x=0)=1, ¢ou(x=1)=0, 166
20,1 (x=0)=0, ¢o1(x =1) =0, 167
/ / > (h/)OO -
oo (Y =0) =0, ¢oo (Y =1) =¢, %G (Y =0)=0, (168)
/ ) / dtho 1 Ay
Yo1(Y =0) =0 o, (Y =1)=0, = (Y =0)=0. (169)

5.6. Metodologia de solucion

Las ecuaciones presentadas en la seccion anterior son resueltas bajo la consideracion de que
la EDL es delgada, esto tiene como consecuencia que los gradientes del potencial eléctrico intero
y del perfil de velocidad sean muy altos cerca de las superficies del microcanal, llegando a un
gradiente cero en la frontera de la EDL con el volumen de fluido. De acuerdo a esto, la teoria
de capa limite descrita por Petsev y Lopez cn [60] es utilizada. Al considerar las ecuaciones de
cantidad de movimiento y potencial eléetrico interno para ambos 6rdenes de magnitud Ecs.(153)
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y (158), v Ecs.(155) y (160), respectivamente, en la region cerca de la pared, es conveniente
reescalar la variable Y presentando la variable de escalamiento v, la que se define como

v=F(1-Y), (170)

de esta manera se obtienen ecuaciones representativas de la region interna de la EDL tanto
para el potencial eléctrico como para el campo de velocidad, dichas ecuaciones se enumeran a

continuacion [
d*1o,0

02 = sinh [¢y] , (171)
9 {4+ F dipoo\* Doy _ 1d%%y dd’”’[’, (172)
ay dry Oy ¢ dv? dyx
v para [
o, : 1%0,000,0 ‘
po = sinh |9, — ﬁ A (173)
0P0,1 Rzﬂ —e\( _29 9 fdwo.o g1 Oug o
dx oy | Pl 7amo0f = dy v v
[J) b _(dvoo\ 2\ Ou

) 0,0 0,1
2 2y 1 iy 174
+ K PP exp [ " 0‘0] < + f ( y > > By (174)

'ig d*tPo0 Doy 0*1bo ddoo
C| d? x 9y dx |’

donde aparece una nueva variable adimensional f, la cual se define como:
f=f= (175)

Al resolver Ecs.(152-156) v Ecs.(171-172) v utilizando la técenica del matching descrita en [706]
para las ecuaciones de cantidad de movimiento y potencial eléctrico interno, se obtiene la
solucion de orden cero para el potencial eléctrico, campo de velocidades y campo de temperatura
en el fluido, las cuales son:

¢0;0 =1-x, (176)

1+ texp(—F (1 -Y))]
1—texp(—k(1-Y))]
+ 4dtexp(—F) V2rilo(R) — 4t exp(—& (1 — 1)), (177)

o = 2In
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1 1+ te=*1=Y) 1+t
ugy = Z —21n T 7o=r(I=7) +21n[1_t]
s % { dte ™21y (RY) + 4te "V2rR Iy (F;)]
2
4 1_ g rsYT _ 41‘,] + :;—f [— sinh [41‘6 - Y)] + sinh [41‘}} (178)
C G
4f S-Y) s oy |1+te*0Y) 1+t
. -C__ — 4t —2In T~ e F7) +21n =
FLENN (L ok s=r o)
— 4te "V2rrly (RY
- 3¢ [\Ia(7Y) ( & Vaarlyls ))
f ( (ﬁ)) & o= ()
— | | ——= dte™"V2nkly (K ,
3¢ | \ o (R) ( s O(ﬁ))
o0 = —5- == [mQX] == [le] (exp [Tnl] = 1) +1—exp [mlx} ; (179)
' A | exp[mg] — exp [my]
donde B
t = tanh £] , (180)
4
1 1
Wy = o (Pdﬁ + (Pe*k} + 4/\)2) (181)
1 1
m o= g (Pek1 (Pe’ki + 4)) 2) (182)
ki = / uO,OdY. (183)
Jo

Utilizando un procedimiento similar, se obtiene la solucién para O(I”) del potencial eléctrico,
campo de velocidades, campo de presiones y campo de temperatura al resolver Ecs.(157)-(161)
y Ecs.(173)-(174)

1 il | A
Vo1 = / Odyx — / 6(0)dx + x (/ 6(0)dyx — / 9(1)(1);) + Co, (184)
J0 JA() JAO) JA)
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donde al sustituir la condicién de frontera para ¢y, (0) = 0 se obtiene el valor de la constante
de integracion C, = 0.

// 6
o1 = 4tanh™? [n, (X)G—fi(l—)/)] +gﬂ1,_n_

CI-TO
—K(1-Y) d’cmO 06)
— 4 (n (X)e ) __ Yem0,0¥ (185)
aTO
D .
+ Cysinh kY] — ﬁe—n

2K

1
+ D(x) <i-2f=. cosh (kY] — Y sinh [RY]) ,

donde . ( ) )
16' e’ﬂ'llx e’n’llx _1 + eTnl e’ﬂ’l‘zx (_1 + e’n"ﬂ,l
Ody =— | — - C 186
fo X X my (Gm‘] - (im'z) my ((im] — G""‘z) ma + X 5 g 4 ( 8())
donde al sustituir la condicién de frontera para 6 (0) = 0 se obtiene el valor de la constante
de integracién Cy = 0. En la Ec.(185) aparccen aparccen pardmetros que son definidos a
continuacion;
g
n(x) — tanh L;TJ . (187)
Vin0,0 4 tanh™? [te_“(l_y)] . (188)
L")cm0,0 = 4t6_ﬁa (189)
K6
G 3 1
(x) SaTy’ (190)
, 4te™"
D) =6 (p)—m=s, (191)
cosh [k]
1 o450
Cyg = ——— | Yem —= e
sinh (k] <@Jc SR P
Lo Do) [ == cech [5¥] — ¥ winh [5Y] (192)
- —— — cesh [kY] — Y sinh [k :
b =] X\ 3, & &
. Yemo, ot
Wemon = 4 (n()()e_"'(l_Y)> _ lﬂ’ (193)
aTO

Las soluciones para los campos interno y externo del potencial cléctrico se obticnen al intro-
ducir las expresiones obtenidas para cada orden de magnitud en sus respectivas expansiones
asintéticas Ecs.(148) y (149)

Yo = Yoo+ Yo+ ...,
bo = oo+ Ldo1+-..,

la ecuacion que resolvera la cantidad de movimiento para la region interna se obtiene al despejar
de la Ec.(174) el término de la velocidad para cl orden de magnitud I’ quedando en funcién
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del gradiente de presion inducido como

1
ue,1,in  — f
0

( apr &, Bl;b 81}[) i
1 5 EG-1) I O o
= 3 = — ;

\Hxl +f (3%0 (u) C 1 + f (a%n’yut)

( fals] A Lin ] AN Lin
l a_xn 517 be E’_XD dov dry
C 7 0%0,in - aC 01.[) Jin -

g, in O%0,in 01 in

1
_ 2/ f dy Ay 67265'7,
0

donde

F,in
E’)ﬂy -l
g
Oy
dd
y
il o
o]
Qg in
k2

7 oin
(5

—2sinh [2 tanh ! [te*“’]}

1 1
= 9()()+/0 0(0)d —/0 6(1)dyx

—2sinh [2 tanh ™! [77« (x) 677]]

_l: 1 — f_ <a/‘%"ﬂ,'in ) ’ a/lii"[),in
¢ ogl Oy

(194)

(195)
(196)
(197)

(198)

(199)

Esta 1iltima integracion tuvo que scr resuelta por medio del software computacional Wolfram
Mathematica 8.0. De la misma manera, el campo de velocidades para la zona externa Ec.(158)

se obtiene como:

i
Ulout — /
0
1
+ /
0

1
_‘2/~_2_
0

aP, do a'l.JU out
poy 1 0
. E > 7 = | dY
f al[)() out Y0, out
L+ =3 ( ay ) 52 ( Y )
aﬂ 51;')1,%3 % 6¢0,oul
1 By Y bo Bx  OY qy
Cyo I (2ou)\? ' 6y I (Bb0ow)?
’Q’/’U,out 0,0ut
1+R_2( BY) 1"'&_2(31*)

7? Oug,out OW0,0ut OW10ut
oY oY oY dy

F( %u,0u
I€1+R_f2(w:3f>

(200)
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donde
0'—"0.0111 — ]- 5 _
= 4e  "Ri———5 Y 2

7 R~ Al sinh [RY] (201)
Lo
— -1 202
e (202)
o,

= a(x)+/0 H(O)dx—/“ 0 (1) dx (203)

01:('?1;,11 . %CRYG (x) + G (x) <—HY cosh [RY] — %sinh [RY])

+ Rcosh[RY] ! <€_KG ) G (x) <9"_h_[h__] — sinh [R])) (204)

sinh [&] 28 25

+ &cosh [RY]

= ]1 [_] ('d/'l,'in (XO))

auO out 1 f_ a'd"O out g a'{f':l)[)-()'u,t
i = = 1 S A ) aNE
28 ¢ < K ( oy ) oy (205)

del mismo modo que en la solucién de la region interna, la integracion de para obtener la solucién
de la zona externa se realiza a través del software computacional Wolfram Mathematica 8.0.
Conocicndo las expresiones para ambas regiones, la solucion del O(I) se obticne al conjuntar las
soluciones para las regiones externas e internas con respecto de la EDL por medio del método
del matching,

U1 = Ul in & Ut out — Ul,em (206)

donde w4 ., representa los términos comunes entre la soluciones externa e interna, este término
se obtiene de:

Unem = Urin (Y = 0). (207)

Hasta este momento en el procedimiento, se desconoce la solucién para el campo de presiones,
del cudl depende la solucion para el campo de velocidades. Para obtener una respuesta para el
campo de presiones, se sustituye Ec.(206) en la ecuacién de continuidad de O(I"), Ec.(157) y
se resuelve para la componente de la velocidad transversal v,

L ou
v=— | —8Y +C, (208)
o Ox
por la condicién de impermeabilidad en las paredes del microcanal vg; = 0en Y = —1 y en
Y = 1. Con la condicion de frontera en Y = —1 se obtiene la constante de integracion
a’U,l
C= [ F2aVly—s (209)
dx
y al aplicar la condicién de frontera en Y = 1 se obtiene una expresiéon en la que la unica

incognita es el gradiente de presion [58]. Para resolver para Py se utilizé el método del disparo a
través de software Wolfram Mathematica 8.0. La ecuacion a resolver para la presion esta dada
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de la manera siguiente:

I.i.
T do o in a o, in
I}_]r"l _ /1 /] l_ ?}3:1_ Tg:’ry dzy_\/l 1_ _8% ‘ﬂ:;; dﬂ/‘ B .
"'I"I.? 0 0 C .t )F (c')u')o.in )2 0 C s f_ (@Lffe,m ) 2 L

8y ay
)
{ , :
1 1 1 %ﬂ d"f;zn bg %@50 ()?Jd() an
& / / E i( d'j’ + CLC . ()(;Y . dﬁf o
0 0 1_"_f( l:'éo-;’ﬂﬂ) 1 +f( ’Oc'n)

Ao O0,in \

B /1 /1 l g)—(-—:;;?;—— P bl r)J)( _lj—’r- i dmf‘ = | dY
Jo 0 C1+f(d1’a%) aCl—f-f(dwUtn)z) a

1 1 ()LL() in ()UQ in f}Ul in al.‘,() in 51}0 in 6?#"1 i
. / 9 fT Oy Ay (I”"’—}-Q f Ay ay ay (-ir}/"\/:f{ dy
A0 \ 0 1+f'(at/01n 0 1+f db():'n)
+ / / z A s | dY | Y (210)
B . 5 f; Mo, out
|’.

Q@_ awl,aut % B'd’ﬂ.uut

! o B OV bé B OV -
+ / / =—= 5+ ——— s [ dY | dY
0 0 C 1 -+ Lz (8’1,4’0,01,,;&) aC ]_ 4 :‘%‘ (_aw‘)‘mm)

R ay ay

1 1 f Qo out @0, out OV out
2] S o ar|ay
K f o 8vo.e
0 0 i, V0.0 ut
1+ 4 (Z)

C
1 (2-1 ! Y 1 (F-1
+ —G(ljtg (:‘ a) 2dfy/ = 2dY+/— (_" = ) ¢
1+f( U(].m) 0 l+_L( lL(;);uf) f( 1,_)0"1)
Para validar esta solucién semi-analitica, se comparé el campo de presiéon inducido obte-
nido con el mostrado en el trabajo previo de Bautista et al. [58), confirmando una excelente
congruencia entre ammbas soluciones, la cual se presenta en la Fig. 12.
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Cuadro 2: Valores fisicos utilizados para estimar el valor de los parametros adimensionales.

Parametro Valor Unidad
a ~~ 1072 K-!
b ~ 1072 K1
Ey ~ 103 Vm!
H 50 — 200 pm
ks 0,61 —0,7 WKm™!
L ~ 1072
¢ ~ 1072
Mo ~1073% kgm!s!
EX 2
0.012 /Q 0\.
4 N
./ *
L 3
/ \
0.008 /’ ®
/ \.
| e \
/ *
0.004 - \
.
1 ®
/ :
0.000 -p *
—&—f=0,=0.004, Pe =0.05 \ /
®
\. /.‘
N
-0.004 0\’,0
f T 4 T 1 T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Figura 12: Solucién del campo de presién inducida.

6. Resultados

6.1. Calentamiento Joule y efecto viscoeléctrico en un flujo electro-

osmotico

Para estimar el valor de los pardmetros adimensionales usados en la solucién semi-analitica
realizada se utilizaron los valores tipicos de propiedades de transporte y pardmetros geométricos
que se presentan en la Tabla 2. En consecuencia, el valor de los parametros utilizados en
el calculo fueron los siguientes = = 30, I” = 0,004, 0,008, « = 0,01, b = 0,01, 8 = 0,01,
Pe =0,01,0,05, 0 < f < 0,004. La ecuacién diferencial para el campo de presiones inducidas se
resolvié por medio del método numérico del disparo con un tamaro de paso de Ay = 1 x 1073,
La Fig. 13 muestra la distribucién del campo de presion inducida para diferentes valores del
numero de Péclet (Pe = 0,01, 0,05, 8,1) y para un numero fijo de la constante viscoeléctrica
adimensional f = 0,0022 y se comparan estos perfiles con el campo de presién inducido en el caso
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0.000 -

-0.004 -{—&— /= 0.0022, F'=0.004, Pe = 0.1

—O-—-f=00, r=0.004, Pe =0.01

1-O—f=00, r=0.004, Pe =0.05

-0.008 n —&—'./: 00, r= 0.004, Pe = 01

] | T T T T

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
X

Figura 13: Presién inducida para distintos Pe y valores fijos de f,  y I

en el que no se considera el efecto viscoeléctrico, lo que corresponde a un valor de la constante
viscoeléetrica f = 0. Esta presién inducida a lo largo del microcapilar sc debe a la dependencia
con respecto a la temperatura, este campo de presiones garantiza la ecuaciéon de conservacion
de masa en el orden O(I"), donde se tienen considerados los efectos de la generacion de calor
volumétrica. Se muestra asi que a mayores valores de la constante f la longitud de Debye
disminuye provocando un abultamiento de iones que llevara a una menor fuerza de arrastre
de los mismos dentro de la doble capa, por lo que se obtienen velocidades menores y, por lo
tanto, para mantener la ecuacion de continuidad valida, la magnitud del campo de presion
inducida no necesita ser tan alta como en el caso libre del efecto viscoeléctrico. Siendo el valor
de Pe mayor, el perfil del campo de presiones tiende a desplazar su punto de inflexiéon a hacia
la salida del microcanal, esto siendo debido a la capacidad que tiene el fluido de transportar
el calor debido a su movimiento y a las condiciones de frontera que indica que las salidas del
microcanal son sumideros térmicos; esto provoca que el efecto en el campo de presién del efecto
viscoeléctrico se atente cerca de la salida. Es en las Figs. 14 y 15 en el que se muestra la relacion
del campo de presiones inducidas con los dos parametros que rigen el fenémeno viscoeléctrico,
tanto la constante viscoeléctrica adimensional f, como el potencial zeta adimensional ¢, ambos
términos provocaran que la viscosidad del fluido aumente, esto se refleja en el perfil de presion
inducida ya que al aumentar la viscosidad del fluido se disminuye la transferencia de cantidad de
movimiento en el fluido, lo que lleva a que el para mantener valida la ecuacién de conservacién
de masa se requieran gradientes de presion inducida menores. Este aumento de la viscosidad
estd referido en la expresién obtenida por los autores Lyklema y Overbeek [31]

Coincidiendo por lo predicho por ambos autores, el efecto que tienen ambos parametros difieren
entre si, presentandose como una relacion lineal entre la magnitud de la presién inducida Py
el valor de la constante viscoeléctrica adimensional f y una relacién no lineal de P con ¢. De
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Figura 14: Presién inducida para distintos valores de f.

aqui se desprende la ecuacion anterior que describe una relacion lineal de la viscosidad con fy
no lineal cen E = di/d~. Este aumento de la viscesidad disminuye el efecto del calentamiento
Joule a lo largo del microcapilar, promoviendo con esto una distribucién de presion constante e
igual a cero, recupcrando el caso de un EOF donde las propiedades fisicas sc asumen constantes.
Es importante notar que f ~ f(¥2)&?/H? varfa como el inverso del cuadrado de la longitud de
Debye. En la definicién de f se ohserva esta dependendencia ya que f oc &2y E ~ du/dy o F.
Dado que para mayores valores de & lo cudl llevaria a un aumento del valor de la constante
viscoeléctrica, pero este cambio en la configuracién del flujo también provocaria un aumento
cn el gradiente del potencial eléetrico, por lo que el efecto viscoceléetrico es fuertemente influido
por la longitud de Debye. La consecuencia del efecto del calentamiento Joule en las propiedades
fisicas del fluido se muestra en las Figs. 16 - 20. Es evidente que cuando las propiedades fisicas
de un fluido cambian con la temperatura, el flujo es completamente desarrollado. En tal caso,
cuando el gradiente de presién adimensional es positivo, dP/dx > 0, los perfiles de velocidad
son convexos, con la presion a favor del flujo, promoviendo un perfil de velocidad parabdlico,
mientras que para valores negativos, dP/dx < 0, el perfil de velocidad es céncavo, siendo que
se produce una presién negativa dentro del microcanal. Es cuando el valor del gradiente es
dP/dx = 0 que se recupera el perfil de velocidades caracteristico de los flujos electroosmoticos
con propicdades fisicas constantes, cl flujo tipo tapon. Es Ecs.(200)-(205) donde sc mucstra
que el campo de velocidad es afectado por ¢l gradiente de presion adimensional, los gradientes
eléctricos, el campo de temperatura y la constante viscoeléctrica. La ausencia de estos términos
provocaria que no existieran modificaciones al campo de velocidades electroosméticas. Como se
muestra en la Fig. 16 el efecto que tiene el calentamiento Joule sobre el perfil de velocidad obte-
nido es notorio, tanto modificando la forma general del perfil como aumentando la magnitud de
la velocidad adimensional, mientras que el cfecto viscoeléctrico tiene una participaciéon menor
en la magnitud de la velocidad alcanzada. Sin embargo, muestra que como consecuencia de dis-
minuir el gradiente de presion inducida, un flujo modificado por la variacién de sus propiedades
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Figura 15: Presiéon inducida para distintos valores de C.

fisicas por causas tériicas se aproximard a regresar a su forma descrita por propiedades cons-
tantes por accion del efecto viscocléctrico. En las Figs. 16-18 se muestra cl perfil de velocidad
adimensional, el cudl se evalud en dos coordenadas longitudinales adimensionales arbitrarias
x = 0,3, 0,7 y como funcion de la coordenada transversal adimensional Y. La influencia de la
temperatura se muestra fuertemente en los casos presentados, para tres valores diferentes del
namero de Péclet Pe = 0,01,0,05,0,1. Se muestra también cl efecto viscocléctrico, mostrando
que no solo la magnitud del campo de velocidad disminuye sino también la magnitud alcanzada
por el perfil de velocidad, regresando a su forma de flujo tapén. Se debe considerar que para los
casos en los que se considera solamente el efecto viscoeléctrico sin presencia de la dependencia
de la temperatura el perfil de velocidad mantiene su forma original, solo hay un cambio en la
magnitud de la velocidad alcanzada, lo anterior nos permite identificar que la variaciéon de las
propicdades [isicas por efecto de la temperatura tienen mayores y variados cfectos del campo
de flujo, ya que el efecto viscoeléctrico solo actiia en al resistencia a fluir del flujo. También se
muestra que el efecto del pardmetro adimensional f en el campo de velocidades adimensional
es una reduccion de la magnitud de manera lineal, lo cual estda en concordancia con lo obtendio
en [61]. La relacién que tiene la magnitud del perfil de velocidad con los pardmetros princi-
pales del electo viscoeléctrico se muestra en las Figs. 19-20 las cuales muestran la variacién
del perfil de velocidad de un flujo electroosmotico sobre el cual actia el calentamiento Joule
y el fenémeno viscoeléctrico, se muestra el efecto que tiene el potencial zeta (. El resultado
concuerda con el comportamiento obtenido en [61], describiendo cémo la magnitud del perfil
de velocidad disminuye de manera no lineal para valores mayores de (. Es cvidente que este
efecto muestra dedependencia de la posicion en la coordenada longitudinal adimensional y, con
perfiles mostrados tanto para la posicién x = 0,3 y x = 0,7 los cudles disminuyen cuando se
ven sujetos a las mismas condiciones del efecto viscoeléctrico y calentamiento Joule, esto, dado
la modificaciéon del campo cléctrico por efecto de la temperatura. Se considera que al aplicar
potenciales zeta mayores, el perfil de velocidad tenderia a relajarse para regresar a un perfil si-
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Figura 16: Efecto Joule y viscoeléctrico en el campo de velocidades Pe = 0.01 y & = 30.
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Figura 17: Efecto Joule y viscoeléetrico en ¢l campo de velocidades Pe = 0,05 y & = 30.
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Figura 18: Efecto Joule y viscoeléctrico en el campo de velocidades Pe = 0,1 y & = 30.

milar a un flujo electroosmético sin preseucia de calentamiento Joule y con efecto viscoeléctrico,
presentando un perfil similar al flujo tapéu. Las velocidades presentadas en este perfil presentan
una reduccién de su magnitud, esto se debe al aumento de la viscosidad. Para el caso en el que
f = 0y I' = 0 se recuperé el perfil clasico de flujos electroosméticos conocido como ”flujo
tapén”. En las Figs. 21 y 22 se graficé el flujo volumétrico adimensional en funcién de f y . Se
muestra que el flujo volumétrico adimensional tiene una fuerte relacion lineal con el aumento
del valor en f, sin embargo, esta relaciéon no es uniforme cuando se presentan cambios en el valor
del potencial ¢. Esta discrepancia tiene raiz en la influencia que presenta el calentamiento Joule
en el gradiente del potencial eléctrico presente dentro de la EDL, esta relacién estd expresada
por la Ec.(160). Es aqui donde ocurre el acoplamiento entre el calentamiento Joule y el efecto
viscoeléctrico ya que este gradiente de potencial eléctrico presente en la EDL es el pardametro
que influye en la magnitud del efecto viscoeléctrico presente. El acoplamiento de ammbos efectos
es solo en un sentido, dado que la temperatura alcanzada por el fluido por el calentamiento
Joule 6 afecta al gradiente del potencial interno %, el cual influye en la variacion de la visco-
sidad 7 dada por el efecto viscoeléctrico. Mientras que las variables participantes en el efecto
viscoeléctrico: f,ny dip/dY, no afectan a las variables participantes en el calentamiento Joule.
Esto tltimo se muestra en la Fig. 22 doude se ilustra el comportamiento del flujo volumétrico
adimensional en funcién del potencial zeta adimensional en la superficie del microcanal ¢. Se
muestra la disminucion no lineal del flujo volumétrico adimensional para valores cada vez ma-
yores de f Sin embargo, como se describe en la Ec.(185), el gradiente de potencial tiene una
relacién con la temperatura del fluido Ay/AY ~ 6 y considerando que el efecto viscoeléctrico
plantea que u ~ 1/(A/AY’) esto explica que al comparar con el flujo volumétrico adimensional
obtenido en el caso isotérmico el flujo volumétrico obtenido considerando el efecto viscoeléctrico
se presente una reduccién del flujo volumétrico transportado con una diferencia del 3 %.
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Figura 19: Campo de velocidad bajo efectos Joule y viscoeléctrico para distintos ¢ v y = 0,1.
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Figura 21: Efecto de ¢ v f en el flujo volumétrico para & =30 y x = 0,3,0,7.
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Figura 22: Efecto de ¢ y f en el flujo volumétrico para & = 30 y x = 0,3,0,7.
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7. Conclusiones

En la primera parte del presente trabajo se planteé un estudio analitico de un flujo elec-
troomético isotérmico de un fluido newtoniano dentro de un microcapilar cilindrico. El andlisis
tedrico se realizé utilizando las ecuaciones de Poisson-Boltzmann y la ecuacién de cantidad
de movimiento, esta ultima incluyendo el modclo desarrollado por Lyklema y Overbeck que
describe la relacién que ticne la viscosidad de un clectrolito con el campo cléctrico aplicado en
un microcapilar [31,81]. Este modelo fue desarrollado a mitad del siglo pasado y hasta ahora se
mantiene como el Uinico modelo electroreolégico que puede ser usado para obtener expresiones
modificadas de expresiéon de Helmholtz-Smoluchowski para la velocidad electroosmética [39)].
Estas dos ecuaciones de gobierno fueron adimensionalizadas y sc desarrolld la solucién analitica
para describir la distribucién del potencial eléctrico y el perfil de velocidad. Las condicion de
frontera para el potencial eléctrico en la pared del microcanal fue el potencial zeta adimensional
¥ = ( y en el caso de la velocidad se aplicé la condicién de no deslizamiento 7 = 0. Al utilizar
el modelo electroreolégico propuesto por Lyklema y Overbeek se dilucidé la reduccién de la
magnitud del perfil de velocidad electroosmoética en consecuencia al aumento de la viscosidad
por la influencia del campo eléctrico interno.

Las ecuaciones de Poisson-Boltzmann y de cantidad de movimiento se resolvieron utilizando la
teoria de capa limite, csto se justifica dado que los gradientes de ambas propiedades del flujo
presentan una magnitud mucho mayor dentro de la EDL, siendo Av/Ar ~ Au/Ar ~ 0 en la
zona cxterna de la doble capa eléctrica. El acoplamiento entre ambas ccuaciones fue dado con
la inclusién del modelo reolégico de Lyklema y Overbeek en cl término viscoso de la ecuacion
de cantidad de movimiento. Adicionalmente, se consideraron propiedades fisicas independientes
de la temperatura, esto provoca que no se presenten gradientes de presion inducida a lo largo
del microcapilar y por lo tanto el perfil de velocidades es afectado de manera exclusiva por
fuerzas electrocinéticas. Esta parte del trabajo se limité a resolver el efecto del campo eléctrico
interno en la viscosidad, no se consideré el efecto que tiene el potencial eléctrico en el valor de
permitividad dieléctrica dado que en el trabajo realizado por Lyklema y Overbeek [31] se indica
que se presentan cambios en la viscosidad en presencia de voltajes por unidad de longitud de
un orden de magnitud menor que el nccesario para un cambio similar en la permitividad. Esta
ultima condicion se mantuvo para los dos casos estudiados en el presente trabajo.

El campo de velocidad se determiné a partir de la ecuaciones de gobierno adimensionales para
el potencial eléctrico y la cantidad de movimiento, considerando como tnica propiedad fisica
variable a la viscosidad como funcién del campo eléctrico. En esta solucion se aprecia el efecto
de dos pardmetros adimensionales: la constante viscoeléctrica adimensional f y el potencial zeta
adimensional . La constante f es funcién de la constante viscocléctrica particular del fluido
de trabajo f, el radio del microcapilar y la longitud de Debye adimensional, de manera que
f ~ fR2(#¢/R)*. Se muestra que la consideracién del efecto viscoeléctrico trae consigo la dismi-
nucién de la magnitud de la velocidades presentes en el perfil del flujo, sin afectar la forma del
perfil de velocidades cldsico de un flujo clectroosmético. La solucion analitica de las ecuacionces
de gobierno permitio obtener la descripcién de la la influencia que los pardmetros adimensiona-
les caracteristicos del efecto viscoeléctrico f y  presentan en el flujo volumétrico adimensional.
El aumento del pardmetro f lleva a una disminucién lineal del flujo volumétrico adimensional,
est debido a la reduccién de la magnitud del campo de velocidades, mientras que ¢ presenta
una influencia no lineal en la reduccion del flujo volumétrico adimensional. Se demostro que la
cxpresion obtenida para describir la magnitud de la velocidad en el microcanal puede recuperar
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la solucién reportada por los autores Petsev y Lopez para el flujo electroosmético de un fluido
newtoniano en un microcapilar cilindrico utilizando la aproximacion de capa limite presentada
en [60] cuando el valor de la constante viscocléctrica adimensional es f = 0.

En la segunda parte del presente trabajo se consideré la dependendencia de las propiedades fisi-
cas con la temperatura debido al calentamiento Joule en conjunto con el efecto viscoeléctrico
en un flujo electroosmotico de un fluido newtoniano en un microcanal de placas planas rec-
tangulares. Se planted a la conductividad eléctrica como una funcion lineal dependiente de la
temperatura y a la viscosidad como a una funcién exponencial en funcién de la temperatura y
lineal en funcién del campo eléctrico. También se considerd la presencia de una EDL delgada,
la consecuencia de esto es que se consideren que los gradientes de velocidad y de potencial
eléctrico sean de gran magnitud cerca de la superficie del microcanal y tiendan a cero fuera
de la EDL. En consecuencia a la consideracion de la variacién de las propiedades fisicas con
la temperatura el modelo matematico planteado se encuentra fuertemente acoplado. Este mo-
delo matematico estd compuesto por la ecuacién de continuidad, las ecuaciones modificadas
de Cauchy en las direcciones = y y, la ecuacion de energia, la ecuacion de Poisson-Boltzmmann
y la ecuacion de continuidad de corriente. Estas ecuaciones de gobierno fueron simplificadas
aplicando la Teoria de la Lubricacién, con lo que los tériminos inerciales en las ecuaciones de
cantidad de movimiento se pueden despreciar mientras que los términos difusivos de la ecuacion
de energia se mantienen porque se considera que la magnitud del gradiente de temperatura en la
direccion axial es mayor que el gradiente de temperatura transversal [58]. Se planteé la solucién
del sistema de ecuaciones resultante por medio de la técnica de expansion asintética regular,
considerando como parametro de perturbacién al pardammetro adimensional I" el cudl esta aso-
ciado con los cambios en la viscosidad por efecto de la temperatura. Dado que no fue posible
el obtener una solucién por técnicas analiticas para la ecuacién de cantidad de movimiento y
la distribucién de presion inducida, se recurrio a la aplicacion de métodos numéricos por medio
del software computacional Wolfram Mathematica 8.0 para obtener una solucién semi-analiti-
ca. La presencia del calentamiento Joule y su efecto tanto en la viscosidad y la conductividad
eléctrica tiene una fuerte influencia en el campo hidrodinamico y produce el surgimiento de un
campo de presion inducida dentro del microcanal garantizar la conservacion de masa mientras
que el efecto viscoeléctrico produce una resistencia al movimiento por parte del fluido. Esta
consideracion del modelo electroreoldogico muestra que el efecto viscoeléctrico tiene una gran
influencia en el campo de presién inducido por el calentamiento Joule. ElI campo de presién
inducida es sensible a ambos pardmetros que rigen el efecto viscoeléctrico: la constante f y
el potencial zeta C. La relacién del gradiente de presién inducida en la direccién longitudinal
del microcanal AP/Ay es inversamente proporcional a f, mientras que para ¢ la relacién es
no lineal. Se concluye que la aparicion del efecto viscoeléctrico inhibe al campo de presion in-
ducida, esto tiene una influencia directa en cl perfil de velocidad. La accién del gradiente de
presion provoca que el campo de velocidades no se mantenga uniforme a lo largo del micro-
canal, apareceran perfiles de velocidad convexos cuando se presenta una presion positiva en la
region cerca de la entrada del microcanal y céncavos cerca de la salida del microcanal, donde se
presentan presiones negativas. El efecto viscoeléctrico presenta un efecto conjugado en el perfil
de velocidad: El aumento de la viscosidad produce una reducciéon de la magnitud del pertfil
de velocidad electroosmotica y la disminucion del gradiente de presién inducida promueve la
recuperacion del perfil tapon clasico de los flujos electroosméticos con propiedades constantes.
En relacién con el flujo volumétrico adimensional se muestra que este disminuye al aumentar el
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valor de (, esto se debe a que un mayor valor del potencial zeta produce mayores gradientes de
potencial dentro de la doble capa eléctrica. Al conjuntar este efecto con el calentamiento Joule
que provoca un aumento del potencial eléctrico dentro de la EDL lo que lleva a un aumento
del efecto viscoeléctrico. Esto lleva a una reduccion neta del fiujo volumétrico adimensional del
1 % en relacion al caso en que se consideren propiedades fisicas constantes.

Dado que el método numérico utilizado y el poder de computo fue insuficiente para obtener la
solucion del campo de presiones para valores de potencial zeta adimensional ¢ > 3,5, para va-
lores de la constante viscoeléctrica adimensional f > 0,0045 o valores del inverso de la longitud
de Debye £ > 30 se propone como trabajo a futuro la mejora del presente analisis utilizando un
método numérico de cardcter iterativo, otra posibilidad es el incluir en el modelo matematico
la variacion del potencial zeta con la temperatura.
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Apéndices

A. Ecuacion de Grahame

De la ecuacién para el orden unidad del potencial eléctrico

d20 _
d}l;; = sinh (¥}) , (211)

donde se define un cambio de variable como

d'{/;? dzft;? dv (212)
= = U—

av Y oavz agy
utilizando el cambio de variable se puede reescribir Ec.(211) como

V75 = sinh (), (213)
al integrar esta tltima ecuacion se obtiene como resultado

v? =

~ = cosh ( 5?) + B, (214)

donde B = 2, el valor de esta constante se determina al aplicar la condicién de frontera que sc
encuentra aproximandose al centro del canal dw?/dx = ¢? = 0. Para simplificar la expresién
obtenida se considera la identidad trigonométrica sinh®(#) = [cosh (20) — 1] /2. Utilizando
estas expresiones se obtiene de la Ec.(214) lo siguiente:

1/2

70
v = |4sinh? <l;—> (215)

De esto se obtiene la conocida ecuaciéon de Grahame [77], la cual describe la relacién entre la

carga y el potencial eléctrico
0 b9
((—;;—’ = 2sinh <%> (216)
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