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capiTuLo 1

Introduccion

En este trabajo se estudia el espectro puntual de operadores de Sturm-Liouville autoadjuntos con in-
teracciones puntuales. Mds especificamente, se investigard si variando los pardmetros del problema
espectral el problema preserva o destruye el hecho de que una energia dada sea un valor propio. Serda
de particular interes trabajar en un ambiente aleatorio. Para operadores aleatorios métricamente tran-
sitivos es bien sabido que la probabilidad de ser un valor propio para un £ € R dado es cero (Ver
Corolario 1 Seccién 4.3 en [16] y Teorema 2.12 en [21]). Si no se tiene esta condicidn, en principio
cualquier situacién podria ocurrir.

El trabajo consta de dos partes centrales. La primera es el Capitulo 3 donde se estudian operadores
con interacciones puntuales tipo § y ¢’ y la segunda en el Capitulo 4 donde se investiga el caso de
interacciones puntuales generalizadas.

El capitulo 3 es acerca del espectro puntual de operadores de Sturm-Liouille autoadjuntos con inter-
acciones puntuales tipo ¢ y &’. Estos son definidos por expresiones de la forma

2
H, = —% +V(z)+ Z w(n)o(z — )
weN

Existen varias maneras de introducir interacciones puntuales en operadores autoadjuntos definidos
por expresiones diferenciales de la forma

—d?

W"—V

en L?(a,b) con —oo < a < b < oo

e Interacciones tipo ¢ pueden ser definidas usando formas cuatraticas, ver [2], [30]. Por ejemplo,
. ., 2 . oye
una interaccién en un punto p puede ser agregada a j? + V considerando la forma sesquilineal

b
1. g = / @1+ Vaf)de + Agp) ()



2 Introduccion

e Interacciones puntuales en un conjunto discreto de puntos x,, pueden ser introducidas tratando
2 . .
a j? + V' como un operador definido en el espacio @,, L*(1,,), donde |J,, I, = (a,b)\{z,}y
agregando condiciones de frontera conectando z;; con z; para toda n. Ver por ejemplo [12].

e Utilizando la teoria de extensiones autoadjuntas de operadores, generalizando la teoria clasica
de Sturm-Liouville para interacciones puntuales. Este enfoque es trabajado en [5], ver en par-
ticular el apéndice.

El método de formas cuadriticas tiene la desventaja que sélo puede ser usado en operadores semi-
acotados. Esta restriccion excluye modelos fisicos interesante como por ejemplo el caso en que
V(z) = Ex. Por otro lado, al introducir el operador via condiciones de frontera en el caso de un
nimero infinito de interacciones de interacciones esto lleva a indices de deficiencia infinitos. Es por
€so que en esta tesis se trabajard con el enfoque usado en [5], ya que éste resuelve ambos problemas
y tiene la ventaja que los resultados bien conocidos de la teoria de Sturm-Liouville pueden ser exten-
didos a estos operadores. Para un estudio detallado de este campo, incluyendo muchos modelos en
mecanica cuantica ver la monografia [2].

Las relaciones entre los operadores y su espectro tiene profundas consecuencias en varias dreas del
Andlisis funcional, Teoria de dispersion, problemas de Localizacién, Comportamiento dindmico de
sistemas cudnticos, ecuaciones diferenciales integrales, Teoria de matrices entre otras. Este trabajo se
centrard en el espectro puntual y considerard operadores generados por interacciones tipo ¢ y ¢’ con
un valor propio comun. Este puede ser considerado como un problema espectral inverso, donde dado
un punto £ € R uno trata de caracterizar las sucesiones w fara las cuales E pertenece al espectro
puntual de los operadores H,,. La manera en la que se procederd en el Capitulo 3 es primero anal-
izando el operador con solo una interaccién puntual tipo ¢, luego extendiendo el resultado obtenido
en este caso a un nimero contable de interacciones. Finalmente tratando nuestro operador en un
ambiente aleatorio, seremos capaces de dar la caracterizacién de operadores compartiendo un mismo
valor propio en un marco probabilistico.

En la situacion aleatoria se considerardn a las w asociadas a H,, como un proceso estocdstico y cada
w(n) una variable aleatoria con distribucién de probabilidad continua (posiblemente singular). Para
conceptos de probabilidad ver por ejemplo [9] o [11].

Los operadores H,, no necesitan ser medibles (Ver definicién 3.3.3) y w no tiene que ser un proceso
estocdstico estacionario métricamente transitivo o ergdédico, ver Seccién 9.1 en [6].

El objetivo del capitulo 3 es mostrar que para operadores aleatorios con interacciones puntuales, la
siguiente alternativa se cumple: un punto es valor propio para toda w o solo para un conjunto de w’s
de medida cero. Para decidir cual de estas situaciones pasa, se usard teoria clisica de oscilaciones,
explotando la relacién entre los ceros de las funciones propias y la localizacién de las interacciones
puntuales.

Por otra parte, el capitulo 4 trata el mismo problema pero para interacciones puntuales generalizadas.
Este capitulo tiene dos propdsitos. Por un lado, resolver el problema de como varian los valores
propios de un operador de Sturm-Liouville usando un nuevo enfoque, el cual esta basado en ideas
geométricas y propiedades de matrices en SL(2,R). Por otro lado, este enfoque permite generalizar
de interacciones puntuales § y " a una clase completa de interacciones puntuales autoadjuntas reales.



La idea principal que este Capitulo seguird es la siguiente. Fijando las condiciones de frontera
del problema espectral y considerando una energia que es un valor propio para una coleccion de
pardmetros, se variard uno de ellos mientras las otros se mantienen fijos. Como varia el pardmetro es
claro si se trabaja con una interaccion tipo d o &, pero es mucho menos claro en el caso de matrices
en SL(2,R) conectando el limite izquierdo con el derecho de las soluciones en el punto en cuestion.
Con este fin, se considerard la descomposicién de Iwasawa de una matriz en SL(2, R), expresandola
como un producto canénico de una factor pardbolico, uno hiperbdlico y uno eliptico. Esto nos da
los parametros que se buscan y que se variaran. El siguiente paso es investigar la pregunta sobre la
estabilidad de los valores propios del problema cuando se varian los pardmetros. Resulta que en la
mayoria de los casos existe una dicotomia. El valor propio esta presente para todos los valores del
pardmetro, o esta presente solo para el valor con el que iniciamos y para ninguno mds. Para estable-
cer esta dicotomia se mirard a la accién proyectiva de las matrices en SL(2,R) y se podrd exhibir
la dicotomia via cdlculos directos y simples. Una vez que la dicotomia correspondiente a una sola
interaccion puntual ha sido establecida, se preocederd a obtener un resultado para un numero contable
de interacciones y para el caso en que los parametros sean aleatorios.

Este trabajo esta organizado de la siguente manera:

En el Capitulo 2 se definiran los operadores principales de esta tesis introduciendo interaciones pun-
tuales tipo ¢ en un conjunto discreto de puntos {x,}. El objetivo de este capitulo es mostrar que la
teoria clasica de Sturm-Liouville con todas sus herramientas fundamentales pueden ser generalizadas
a nuestro caso. Se establecerd la alternativa de Weyl y se obtendré la caracterizacion usual de realiza-
ciones autoadjuntas en terminos de condiciones de frontera.

El Capitulo 3 esta dedicado para las interacciones puntuales tipo § y ¢’.. En la Seccién 3.1 se consid-
erardn a los operadores con solo una inteaccion en el caso regular y se estudiard el comportamiento
de su espectro puntual. Una herramienta clave es la relacién entre la funcién de Green asociada a
diferentes condiciones de frontera. Partiendo de soluciones cldsicas se construirdn soluciones mas
generales para el problema a tratar. En Seccidn 3.2 los resultados obtenidos para una interaccion
se extenderan a el caso de una cantidad contable y los operadores generados por la correspondiente
expresion diferencial formal. En la Seccién 3.3 se aplicardn los resultados de las secciones 3.1y 3.2
a operadores aleatorios. El Teorema 3.3.1 da la caracterizacion de las w’s tales que H,, comparte un
valor propio. La subseccién 3.3.1 considera los ceros de las funciones propias pertenecientes a el
operador sin interacciones puntuales. Se prueba en particular, que el comportamiento no oscilatorio
implica que las familias de H,,’s tienen un valor propio comun para un conjunto de w’s de medida
cero. Resultados andlogos se cumplen si las interacciones son colocadas suficientemente cerca. En la
subseccion 3.3.2 operadores medibles son introducidos. Finalmente en la Seccién 3.4 se estudiardn
operadores con interacciones &’ y se probaran resultados similares a los que se cumplen para el caso
de interacciones d.

En el Capitulo 4 se trabajard con interacciones puntuales generalizadas. En la Secciones 4.1 se discu-
tirdn las herramientas ya conocidas que seran escenciales sobre matrices de transferencia, las rectas
reales proyectivas y la descomposicion de Iwasawa para matrices. Como un ejemplo, en la Seccién
4.2, se aplicaran estas herramientas al caso de una sola interaccién puntual tipo d. En la Seccién



4 Introduccion

4.3 se considera el caso de una interaccion puntual generalizada, la cual es dada por una matriz en
SL(2,R). Los tres pardmetros que describen tales matriz son dados. Se discutird la estabilidad de
los valores propios en este caso. Luego, la Seccion 4.4 considerd el caso de una cantidad contable de
interacciones puntuales generalizadas localizadas en un conjunto discreto dentro del intervalo. Final-
mente, se considerard el caso de una cantidad contable de interacciones puntuales generalizadas con
pardmetros aleatorios en la Seccién 4.5.



CAPITULO 2

Operadores de Schrodinger con Interacciones Puntuales

En este capitulo se colectardn hechos bésicos acerca de la teoria de Sturm-Liouville para operadores
de Schrodinger en dimensién uno con interacciones puntuales. Aunque el contenido de este Capitulo
es conocido, es incluido para conveniencia del lector. Ver Apéndice en [5].

Los resultados siguen de cerca los obtenidos y probados por D. Buschmann, G. Stolz y J. Weidmann
en [4] para interacciones puntuales generales. Aqui se analiza el caso particular de interacciones tipo
d y se dan las pruebas detalladas de los resultados en esta situacion.

La teoria se desarrolla de manera similar al caso de la teoria de Sturm-Liouville clasica. Para ver un
estudio minucioso de resultados en la teoria clasica ver Capitulo 8.4 en [28], Capitulo 13 en [27] y la
Monografia [29].

2.1 Definicion del Operador

Para introducir el operador con interacciones puntuales. Sean V' € L}Loc(a, b) con —oo < a < b <
oo, sean I C Z, M = {xn}ner C (a,b) conjunto discreto, es decir un conjunto de puntos que
se acumula a loméds en a o en b, A = {a,}ner C R. Consideremos las expresiones diferenciales
formales:

dQ
=——4V
g dx? +
d2
TAM = o +V+ Zand(x — p)

nel

El operador maximal T{"j7 correspondiente a 74 as en L?(a,b) se define como
D(TY'3p) = {f € L*(a,b) : f, f"abs. cont. en (a,b)\M, 7f € L?*(a,b),

f(l'n+) = f(xn_) = f(xn)a f/(xn+) - f/(xn_) = anf(xn)a Vn € I}



6 Operadores de Schrodinger con Interacciones Puntuales

TS =

El operador minimal T{/”}\}} esta definido por
D(T]\”}\Z) = {f € D(T}"37) : suppf compacto en (a,b)}

S =11

Donde suppf denota el soporte de f, es decir el conjunto de puntos donde la funcién no es cero, f(z+)
y f(z—) denotan los limites por la derecha e izquierda respectivamente. f’y f” la primer y se-
gunda derivada débil de f respectivamente, tomada en cada componente conexa de (a, b)\ M. Para la
definicion de derivada débil ver Apéndice A.

Para u; y ug en D(T\"{7) definamos el Corchete de Lagrange como

[u1, us)y := uy (x)ubh(z+) — ) (z+)uz(z) parax € (a,b)

Los limites existen ya que w1, ug € D(TKL]”(}). Obsérvese que cuando x # x,,, entonces

[u1, ugle := wr(2)uy(x) — v (v)uz ()

Definamos ademas los limites

[f,9la == lim [f, g]a Y [fyqlp =

lim
a—a+ B—b—

[f, gls

Teorema 2.1.1 (Cf. Teorema 2.2 a), [4]). Para f,g € D( /(”j\lf) el corchete de Lagrange [f, g, es
continuo, los limites [f, gla y |f, gl existen y se satisface la identidad de Lagrange:

<T1T']?4vag> - <f7T\??]?fg> - [f7g]b_ [fag]a

Demostracion.
Para la primera parte basta probar que [f, g], es continuo en x,, Vn € I. Sean z, € My f,g €
D(T}7), se tiene que

[fs Glan— = [fs 9lan+ = f(xn_)g/(xn_) — f(xn—)g(zn—) — f(xn+)g/(xn+) + f'(wnt+)g(zn+)

= faa)ld (@n—) = ¢'(@nt)] + g(@n) [ (wnt) — f'(2n—)]

= f(zn)[—ang(zn)] + g(zn)lanf ()]
=0

Por tanto [f, g, continuo en (a, b). Ahora, sea [, 3] C (a,b). Entonces [a, 5] N M es finito. Asi,
por integracién por partes se tiene que

B 6_. 8 B_ s
| TR 1T ode = | [T+ VIig-T(-g"+Vollds = [ ~Fade+ [ Fo'des [ Vig-Frads =
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- - B__
=—f'(B-)9(6—) + f'(at)g(at) +/ f'g'dz + f(B-)d' (=) — flat)d (a+)

B__
- / Fodr+ S (frglo — [Flps)

p€(a,f)NM

= [f? g]ﬁ* - [f7 g]a—i—

Fijando c, por la definicién de Ty'j7 se sigue que la primer integral tiene un limite finito cuando
B — b. Por tanto [f, g], existe. Andlogamente haciendo que a@ — a, vemos que [f, g], existe y es
finito. Por tanto se cumple la igualdad que se queria.

O
Supongamos, sin perdida de generalidad, que el conjunto de indices es I = Z si es infinito o
I ={0,1,2,..., N} sies finito de cardinalidad N + 1.

Para poder generalizar Teoremas clédsicos a nuestro caso es necesario extender el concepto de solucion.

Definicion 2.1.1.

e Dado g € L}, (a,b) y z € C, decimos que f es una solucién de (tapg — 2)f = gsi fy [/
son absolutamente continuas en (a,b)\M con —f" + Vf —z2f = g, f(xp+) = f(zn—)y
f,(xn+) - f/(xn_) = O‘nf(xn)

o Sean uy, uz € D(TY'(}). Definimos el Wronskiano W (u1, ug) como

Wa(ui,ug) = det ( u?,jl(gig) UZ?;?) ) = wy (@)usy(z+) — uj (a+)ug (), x € (a,b).

De manera andloga al corchete de Lagrange, el Wronskiano es continuo. Como consecuencia de esto
se tiene el siguiente Teorema.

Teorema 2.1.2. Sean u; y ug soluciones de (Tp pr — z)u = 0, entonces el Wronskiano W (uy, us)
es constante en (a, b).

Demostracion.

Sean u; y ug soluciones de (75 a7 —2z)u = 0. Como u; y us soluciones de (7 — z)u = 0 en cada com-
ponente conexa de (a, b)\ M, por ecuacién (9.4) en [24], W, (u1, u2) constante en cada componente
conexa. Pero W (uy,uz2) continua en (a, b), entonces W, _(u1,u2) = Wy, +(u1,uz2), ¥n € I. Por
tanto W (u1, ug) constante en (a, b). O

De manera andloga a la teorfa clasica se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.1.3 (Cf. Lema 4.2, [4]). Sean u; y ua soluciones de (tapr — z)u = 0, uy y ug son
linealmente independientes si'y sélo si Wy (uy,us) # 0, para alguna x € (a,b).

Demostracion.
Sean uy, uy soluciones de (7a ps — z)u = 0. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

(8 ) (5)-(4)
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Supongamos que W, (u1, u2) # 0 para alguna x € (a, b), entonces, por Teorema 2.1.2, W, (u1,uz) #
0 para toda = € (a,b). Asi, para cualquier x € (a,b) el sistema (2.1) tiene sélo la solucién trivial, y
auy () + Pug(xz) = 0, sélo si « = = 0. Por tanto u; y ug son linealmente independientes.

Supongamos ahora que para toda x € (a,b), Wy (u1,u2) = 0. Entonces el sistema (2.1) tiene una
solucién distinta del vector cero y por tanto existird combinacion lineal au; + Sus = Otal que oy 8
no son ambas cero, es decir, u; y ug linealmente dependientes. O

Teorema 2.1.4 (Cf. Teorema 3.3 a), [4]). El niimero de soluciones linealmente independientes de
(ta.m — 2)u =0 para z € Ces 2.

Demostracion.
Supongamos ! infinito. Sea vg solucién de (7 — z)u = O en (a, b).
Sea v; la tnica solucién de (7 — z)u = O en (a, b) tal que

’Ul(mo) = Uo(l’o)

v (z0) = agvo(zo) + v (o)

Inductivamente, para m > 1, sea v, la tnica solucién de (7 — z)u = 0 en (a, b) tal que
'Um(xmfl) = Umfl(-rmfl)

Vo (Tm-1) = Am—1Vm-1(Tm—1) + V' (Tm-1)

Sea v_; la tnica solucién de (7 — z)u = O en (a, b) tal que
v_1(r-1) = vo(T-1)

’Ul_l(l‘fl) = U/_l(l’fl) — afl’t),l(xfl)

Inductivamente, para m < 1, sea vy, la tnica solucion de (7 — z)u = 0 en (a, b) tal que
Um (Tm) = Vmt1(Tm)

U;n(xm) = U;n+1($m) — QU 1(Tm)

La funcién u; definida por u;(z) = v, (x), para € [Ty,—1, .| esta Unicamente determinada y es
solucion de (75,37 — z)u = O en (a, b).

Sea 7 solucién de (7 — z)u = 0 en (a, ) tal que 79 y v linealmente independientes, esta solucién
existe, ver 16 Teorema 4 de [18] . Repitiendo la construccién para u; obtenemos funcién uo solucion

de (7ao,m — z)u =0en (a,b).

Por construccion W, (uq,ug) # 0 para x € (x_1,xp). Por Teorema 2.1.3, uy y ug son linealmente
independientes.

Sea u3 solucion de (75 a7 — z)u = 0 en (a, b). Por demostrar que existen constantes ¢y, ¢ tales que

uz(x) = crui(x) + coua(x), x € (a,b).
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Como u3 es solucién de (7 — z)u = 0 en (Tyym—1,Tm), Vm € I, por Seccién 16 Teorema 4 en [18],
existen constantes ¢, c' tales que

uz(x) = cf'ui(x) + c5'ug(x), T € (Tm—1,Tm)
Pero w1, ug y ug son soluciones de (75 as — z)u = 0, entonces

0 = uz(zm—) — us(@m+) = (" = " ur(am) + (" — & ua(wm)

De aqui que, para toda m, c]* = c’lwrl =icrycy = c§”+1 =: co. Se sigue el resultado.

El caso con [ finito se obtiene de manera anéloga.
O

Observacion 2.1.1. La prueba del teorema anterior muestra como las soluciones de (Tp nf — 2)u =
0 pueden ser construidas de manera vinica a partir de las soluciones de (T — z)u = 0 en cada
componente conexa de (a,b). Ademds que

dim({Soluciones de (T pr — z)u = 0}) = 2 (2.2)

Definicion 2.1.2. Para toda z € C llamamos a dos soluciones linealmente independientes de (Tp nr—
z)u = 0 un sistema fundamental de (Tp pr — z)u = 0.

Teorema 2.1.5. El operador T{}I}\}} tiene indices de deficiencia dy y d_ iguales. Ademads, T"}‘]’\? tiene
extensiones autoadjuntas.

Demostracion. L B B
Sea f € D(T{%"). Entonces f, f’ absolutamente continuas en (a,b)\M. 7y f € L*(a,b), suppf
compacto en (a,b) y f(znt) = f(¥n—), f'(xnt) — f'(2n—) = anf(zn—), paratodan € I. Asi
fe D(T[(”}(}) Ademés v f =1 f.

Por tanto, T{,”}\ZL es K-real con la conjugacion compleja y por teorema 8.9 en [28], T{/”}\ZL tiene indices
de deficiencia iguales y extensiones autoadjuntas.
O

Teorema 2.1.6. Los indices de deficiencia de T{}lj}} dy =d- €{0,1,2}.

Demostracion. Los indices de deficiencia de T‘T}\’} son iguales al numero de soluciones linealmente
independientes de la ecuacion (75 a7 — 2)u = 0 que estan en L?(a,b), Im(z) # 0. Por Teorema
2.1.4, éstas son a lo mas dos.

O

Teorema 2.1.7 (Cf. Lema 4.2 (3)[4]). Sean u; y ug un sistema fundamental de la ecuacion (Ta p —
2)u =0, c € (a,b)\M, di,dy € Cyg € L}, (a,b), entonces existen constantes c1,cz € C tal que
la solucion f del problema

(tam—2)f =g, flo)=di,  fl(c)=ds
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estd dada por

f(ﬂf) = 01u1(a:) + CQUQ(Q?) + ul(x) /I mdy _ u2($) /x mdy

para cada x € (a,b).

Demostracion.

Sin perdida de generalidad, supongamos que W (u1, ug) = 1.

Sean ¢; = ub(c)dy — uz(c)da y co := —u)(c)d1 + ui(c)da, entonces f(c) = di. Observe que si
x € (a,b)\M,

) =) e+ [ uaatis] + 0 [~ [Taeal

[ =y [Cl + /uz(y)g(y)dy] +ujy [02 — /m(y)g(y)dy} + W (u1,u2)g

= uf [01 + / m(y)g(y)dy} +uy [02 - / ul(y)g(y)dy] +9

Asi, f'(c) =da y

AV =g
Como uy (zn+) = uz(xn—), u2(xn+) = uz(xn—) y [ ui(y)g(y)dy continuas en (a,b), i = 1,2,
entonces f(z,—) = f(xn+), Vn € I. Mds atn,

[ (@n+) = uj(xn+) [cl + /Czn UQ(y)g(y)dy] + uh(n+) [CQ — /:n ul(y)g(y)dy] =

~ o)+, [en [ o)y | oG, st o - [t -
= O‘f(xn_) + f/(xn_)
Se tiene que f es solucién de (7p s — 2)f = g.
]

El siguiente Teorema es otra propiedad importante del Wronskiano conocida como la Identidad de
Pliicker.

Teorema 2.1.8. Para toda f1, fa, f3, fa € D(T]\n]‘ff) se cumple que

Wa(f1, fo)Wa(fs, f1) + Walfr, f3)Wa(fa, f2) + Wa(f1, f)Wa(f2, f3) =0

Demostracion.
Ovsérve que el lado izquierdo de la igualdad es igual al determinante de la matriz

filz)  folx)  fa(x)  falw)
1 fitz+) folet) fi(z+) fi(z+)

2| fAle)  folz)  fa(x)  falw)
fila+) falat) fz(z+) fi(z+)

que es claramente cero.
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Teorema 2.1.9 (Cf. Teorema 2.2 b), [4]). El operador T{}?}\Z} es simétrico. Mds aiin, (T{}’L}\f})* =
TIgs.

Demostracion.
Sean f € D(T}'if)y g € D(Tj{l}\}) entonces por el Teorema 2.1.1

< "r/nJa\/[x yg > — <f7 m]z\?g> [fvg]b_[fag]a:()

Ya que g tiene soporte compacto en (a, b), asi {7 C (T{im)* y por tanto T {}1}\? es simétrico.

Solo queda por probar que D((T{}l}\?)*) C D(TY'57)- Sea f € D((T{/”}\ZL))*, entonces

(f. T¥g) = (&,9), Vg € D(T;)

para alguna funcién & € L?(a,b). Usando el Teorema 2.1.7, sea h alguna solucién de la ecuacién
Ta,mh = . Para o, 5] C (a, b), integrando por partes, se tiene que para toda g € D(T]\”}\Z)

B B
| Bt =g~ o+ S (sl ~ hgh)+ [ Tanihig
« (7BQM «

haciendo o — a, § — by ya que supp g compacto en (a, b), obtenemos

b b b
[Fvito= [mmo= [n ae o

/(f ) mg—/f Toing /h m}\?g—/abgg—/abggzo.

Sea u1, uy sistema fundamental de 75 psu = 0. Sean F', F; y F, funcionales definidos sobre Ls(a, b)

o F(l) = /ab(f—h)l, Fl(l)/abull, Fy(l) == /abqu

Entonces Ker(Fy) N Ker(Fy) C Ker(F). Entonces, del Lema 9.3 en [24], existen constantes
c1,c9 € Ctales que F(I) = ¢1 Fi(1) + coF (1), de aqui que

b b b
/(f—h)g—q/mg—@/uw:O.

Por tanto, f(z) — h(z) = crui(z) + coua(z) a.e. en (a,b) y asi

de aqui que

Tamf =71am(h+ crur + caug) =€

Como f € La(a,b), se sigue que f € D(T'37).

Teorema 2.1.10 (Cf. Corolario 2.3 [4]).

D(T8) = {f € DTRED) « [f, gla = [f.g)s = 0, Vg € DTFS)}
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Demostracion.

C) Sea f € D(Tn), entonces del Teorema 2.1.1 y como f tiene soporte compacto en (a, b) se
cumple que para toda g € D(T{'{7)

(Tyai fr9) — TV g) = 1 gla — 1,9l =0

D) Sea f € D(T{/{f) talque [f, glo = [f,b]y = 0, paratoda g € D(T*{}), en particular tomemos
go € D(T}'i7) tal que go(z) = gg(z) = 1 cerca de a, se tiene que f(a) = 0, procediendo de
manera andloga uno obtiene que f'(a) = f(b) = f/(b) = 0, por tanto f € D(T"%).

O]

Definicién 2.1.3. Decimos que T nr es regular en a si —oo < a, V' € LlLOC [a,b) y a no es un punto
de acumulacion de M. La expresion Ta \r se dice singular en a, si no es regular. Andlogo para b.
Si Ta,\ es regular en a'y en b, llamamos a Ta \r regular.

Lema 2.1.1. Sean 7 ys regularena, z € Cy g € L'(a,c) para c € (a,b). Entonces

a) Para cada solucion f de (Ta pr — 2) f = g existen los limites
P 4 ! I : /
f@)=Im f@) oy )= Jm @)

FPara f,g € D(T{'i7), se tiene que

[f,9)e = f(2)d'(2) = f'(w)g(x),  x € a,b)

b) Para cy,c1 € C constantes arbitrarias, existe exactmente una solucion de (TA’ M—2)f=g
con f(a) =coy f'(a) = c1.

¢) SiTam es regular en b. Para cy, c1,dy, d1 € C constantes arbitrarias, existe f € D(T\'{7),
tal que

f(a) = co, fl(a) = ¢, f(b) = do, f(b)=d
Demostracion.

a) Sea f solucién de (75 ar — 2z) f = g. Como T ps es regular en a, es decir, —oo < a'y a no es
un punto de acumulacién de M, existe un € > 0 tal que (a,€) N M = (). Al ser f solucién, [y
/' son absolutamente continuas en (a, €) y por Observacion A.0.1, los limites existen. El resto
se sigue de la definicién del corchete de Lagrange.

b) Sea uy y ug sistema fundamental de (75, s — z)u = 0. Por parte a), existen los vectores
(ui(a),u)(a))y (uz(a), ub(a)) linealmente independientes. Sea f solucién de (7o pr — 2) f =
g arbitraria. Entonces el sistema

<u1(a) uz(a)> (eo> _ (co - f(a))

ui(a) uya)) \ei c1 — f'(a)

tiene solucién y la funcién f definida como f = eju;(z) + eaus(z) + f(x) es solucién de
(ta,.m — 2)f = g que cumple las condiciones pedidas. Para probar la unicidad, supongamos
que no es dnica. Sean f; y f2 soluciones de (7p a7 — 2)f = g que cumplen las condiciones
pedidas en a. Entonces fi — fo es solucién de (7o p — z)u = 0, tal que (f1 — f2)(a) =0y
(f1 — f2)'(a) =0, por tanto f; — fo = 0.
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¢) Supongamos que ¢y = ¢; = 0. Dado z € C, sea uj, ug sistema fundamental de soluciones de
(Ta,m — 2)u = 0, tal que u1 (b) = uh(b) = 0y u)(b) = ug(b) = 1. Dichas soluciones existen
y son tinicas ya que 7 a7 es regular en b, pueden ser obtenidas repitiendo la prueba de a) pero
para el extremo b. Ademds como 7 ps regular, uy, us € L?(a,b), ya que funciones continuas
en un intervalo finito estan en L?(a, b), y por tanto uy, ug € D(T]\”j‘\‘f)

Consideremos el sistema
[ || <U1,U2>> <€1> ( do )
)= 2.3
(<u2,u1> lusl| ) \&2) = \~ds 23)

Como uq y ug son linealmente independientes, ||uq||||uz|| # |{u1,us2)|, y por tanto el sistema
(2.3) tiene solucidén no trivial para e; y ea. Sea f = ejus + eges, entonces f € D(T[(”j'(f) y
f es solucién de (7o — 2z)u = 0. Visto que f € L*(a,b), entonces f € L} (a,b). Por
parte b) existe una funcién v solucién de 75 prv = f conv(a) = 0y v'(a) = 0. Nuevamente
como 7y regular, v € D(T X”j‘\”f) Usando la identidad de Lagrange, Teorema 2.1.1, se tiene
de (2.3) que

do = ep|jur]] + e2(ui, ug) = (u1, e1us + egug) = (u1, f) = (w1, 7, Mv) =

= (u1, Ta, M) — (TA,MUL, V) = [u1, v]q — [u1, v]p = —[u1, v]p

Haciendo célculos similares resulta que d; = [ug, b]. De aqui,

do = v (b)v(b) — ur (b)v'(b) = v(b)

dy = uz(b)v'(b) — uh(b)u(b) = v'()
Repitiendo el argumento para el caso en que dy = d; = 0, encontramos una funciéon w €
D(T"37) tal que w(a) = co, w'(a) = c1 y w(b) = w'(b) = 0. Por tanto, v + w € D(TY'3})
es la funcion buscada.

O
Las partes a) y b) del Lema 2.1.1 se pueden probar, de manera andloga, para el caso en que 7a s
regular en b.
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2.2 Caso Regular

En esta subseccion se estudiaran las extensiones autoadjuntas del operador Tmm en el caso que A v
es regular. Observe que como Tﬁl{} CTyy = (T ﬂl{}) , entonces toda extenswn autoadjunta .S’ de
Ty es tal que

Tmm C S CTyy
Por tanto, el dominio de definicién de cualquier extension autoadjunta de Tﬁ’{} debe ser un subespa-

cio de D(T7}}%7) en el que se cumplan ciertas condiciones de frontera que garanticen que los terminos
de frontera, al aplicar integracion por partes, se anulen.

La teoria que aqui se aplicard es andloga a la teoria clasica de operadores diferenciales ordinarios de
segundo orden, ver por ejemplo Seccion 8.4 en [28].

Teorema 2.2.1. Si 7A )s es regular, entonces los indices de deficiencia de Tmm son iguales a (2, 2).

Demostracion,

Si Tarv es regular, entonces toda solucion de la ecuacion (75 — 2)u = 0 esta en L*(a,b), con
Im(z) # 0, ya que funciones continuas en un intervalo finito estan en L?(a,b). Por tanto, por
Teorema 2.1.6, 4 = v— = 2. O

Teorema 2.2.2. Sea 7 ) regular. Entonces
D(T) = {f € D(IRET) « fla) = £(b) = f'(a) = £'(b)}

Demostracion.
Sea f € D(T]\”}Q) Por Lema 2.1.1 c¢), existe funcién v € D(T}*37) tal que v(a) = 0,v'(a) = 1y
v(x) = 0 cerca de b. Del Lema 2.1.1 a), se tiene

0 = (TR f.0) — (£, TRSF0) = [, 0] — [f,v]a = — f(a)

Si ahora, la funcién v es escogida de tal manera que v(a) = 1, v ( ) = 0 ( ) = 0 cerca de b,
obtenemos que f’(a) = 0. De manera similar se prueba que f(b) = f’(b)

Para probar la otra contencién, sea f € D(T\'47) tal que f(a) = f'(a) = f(b) = f'(b) = 0.
Entonces, por Lema 2.1.1 a),

(TX37 f,9) = (TR 9) = [f 9l = [f19la = 0

para toda g € D(Tﬁj‘\”}) Es decir, f € D((TX‘}T})*) = D(((T{Mim)*)*) = D(Tin).

Teorema 2.2.3. Sea 7 regular. Entonces el operador definido como

0, . Tmazy . f(a)cos@—f’(a)sin@:O
D(HVX/[) {f € D(T31) f(b)cosy — f'(b)siny =0 } 24

0,y max
HVMf TAM

es una extension autoadjunta de Tgnﬂ para cualesquiera 6,7y € [o,T).



2.3 Caso Singular: Alternativa de Weyl 15

Demostracion.
0, s 6,7
Integrando por partes se ve que Hy/), es un operador simétrico. Por tanto, basta probar que Hy/ ),

es extension de al menos dimension 2 de TI(”}\’/} Ver Teorema 8.13 b) en [28]. Para ver esto, sean
uq,up € D(TY'3T) tales que uq(a) = sind, ufl(a) = cos0 y ug(x) = 0 cerca de b; uy(b) = sin-,
uy(b) = cosyy up(x) = 0 cerca de a. Estas funciones existen por Lema 2.1.1, y por construccion
Uqg, Up € D(H‘e/jw)

Ademads, no existen constantes c1, ce no cero, tales que la funcion v := cju, + coup cumpla que
v(a) = v'(a) = v(b) = v'(v) = 0. Por teorema 2.2.2, esto quiere decir que no existe combinacién

.. . . 0, .. . .. .
no trivial de u, y up que este en D(T]{"b}\g) es decir, HV, o €8 extension de dimension 2 de TX”}Q y

por tanto H 3}\’/1 define una extensién autoadjunta de T]X”ﬂ
O

2.3 Caso Singular: Alternativa de Weyl

Se probé en el Teorema 2.1.6 que lo indices de deficiencia del operador TX”]Z\? pueden ser solamente
0, 1 o 2. Para el caso regular sabemos que los indices son exactamente 2, ver Teorema 2.2.1. Para
estudiar este mismo problema en el caso singular el siguiente resultado, una generalizacién de la
Alternativa de Weyl, es crucial.

Teorema 2.3.1 (Cf. Teorema 4.3 [4]). Sea c € (a,b). Si para algiin zy, toda solucion de (Tp n —
z0)u = 0 pertenece a L?(c,b), entonces toda solucion de (Tp pr — 2)u = 0 pertenece a L*(c,b),
Vz € C. Andlogo para a.

Demostracion.

Sean u; y ug sistema fundamental de soluciones de (7a s —2z0)u = 0, con I'm(zp) # 0, por hipétesis,
uy,uz € L?(c,b) y supongamos sin perdida de generalidad que W (u1, u2) = 1. Sea v una solucién
arbitraria de (7A »s — z)u = 0. Entonces

(TA,M — 20)v = TA, MV — 20V = (2 — 20)V

Aplicando el teorema 2.1.7 para g(x) = (z — 2z9)v(x), existen ¢1, co € C, tales que

v@)ZQMQO+QWQ3+uw@/mmwﬂz—%W@My—m@ﬁ/wmwxz—%wwwy=

= cru () + coua(w) + (2 — 20) /m [u (z)ua(y) — ui(y)uz(x)]v(y)dy

\Mmme{LﬁwV@f

Claramente |[v(z)|lc < [[v][z2(cp)- Escojamos M tal que |[uy(z)[lc < My [Jua(z)|lc < M, por la

Definamos

desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene que

/x[M(:I?)uz(y)—W(w)m(y)]v(y)dy < Jlua (@)ua(y)—uz(@)ur () lellv(@)lle < M (lur (@) +ua(@))|[o(@)]]e
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Entonces, por la desigualdad de Minkowski
lo(@)lle < (let] + le2)M + 2|z — 20| M?[[v ()|

Si ¢ es suficientemente grande para que |z — 29| M? < 1, entonces [[v(z). < 2(|e1| + |co|)M. Y
por tanto, v € L?(c, b).

O
De esto, se obtiene el siguiente resultado

Teorema 2.3.2 (Cf. Teorema 4.4 [4]). [Alternativa de Weyl] Exactamente una de las siguientes
alternativas se cumple,

i) Para toda z € C todas las soluciones de (T pnr2)u = 0 estan en L? cerca de b.

ii) Paratoda z € C existe al menos una solucion de (15 pr — z)u = 0 que no este en L? cerca de
b.

De manera andloga para a.

Demostracion.
Como el nimero de soluciones linealmente independientes de (7 as — 2)u = 0 es dos, de Teorema
2.3.1, se sigue inmedidtamente el resultado. 0

En el primer caso decimos que 74,57 estd en el caso de circulo limite en b (Icc), en el segundo decimos
que esta en el caso de punto limite en b (Ipc). Esta terminologia fue introducida por Weyl en el caso
clasico.

Lema 2.3.1. Si 7 a es lcc en b, entonces existe una tinica solucion de (T v — z)u = 0 que esta en
L? cerca de b. Un resultado similar se cumple para a.

Demostracion.
Si existieran dos soluciones linealmente independendientes en L? cerca de b, TA,M estaria en el caso
de punto limite. O

Lema 2.3.2 (Cf. Teorema 4.5 [4]). 7a ar estd en el caso de punto limite en b si'y solo si para toda
fr9 € D(TST), [f, 9l = 0. Se cumple similarmente para a.

Demostracion. Supongamos que 74 s estd en el caso de punto limite en b y es regular en a. Entonces,
por Lema 2.3.1, dim(Ker(T{"7 —i)) = 1, es decir T*}} tiene indices de deficiencia (1,1) y asi

'\'47 €s una extension dos dimensional de T'\"};. Ver seccion 8.2 en [28] para definiciones precisas.
) )

Sean uy,up € D(TY'}f) conu; = uy = 0cercadeby

entonces u1, us & D(TX"}(}) y u1, u2 linealmente independientes, es decir, u; y u2 son linealmente

independientes médulo T]\"ﬂ Por tanto (Teorema 8.13 a) [28])

D(TR'57) = D(TR3) + span{uy, uz}
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Entonces, para cada f, g € D(T}'{}), existen funciones fo, go € D(T ]\”}\}) talesque f = foyg = go
cerca de by por tanto

[fv g]b = [f0790]b =0

Ahora, si TA, M no es regular en a tomemos una ¢ € (a,b). Para toda f € D(T{'j7) la funcién
[ c,5) pertenece al dominio del operador maximal inducido por la restriccion 7 ] (c,p) ¥ €l resultado
se sigue por lo ya probado.

O

Lema 2.3.3. Supongamos que T s estd en el caso de punto limite en a'y en b. Si u es solucion de
(tam — 2)u = 0 tal que v € L*(a, b), entonces u = 0.

Demostracion.

Siu € L?(a,b)es solucién de (7o ps—2z)u = 0, entonces U € L?(a, b) es solucién de (1o pr—2)u = 0
y ambas u,u € D(TX””}‘{}) Sea [a, beta] C (a,b). Aplicando la identidad de Lagrange en [«, /],
Teorema 2.1.1, se tiene que

[u,u]g—[u,u]a:/jzuu—/juzu:(z—z)/juu:QiIm(z)/ju|2

Cuando o — a 'y 8 — b, el lado izquierdo de la igualdad converge a cero por Lema 2.3.2 y el lado
derecho converge a 2i I'm(z)||u||?, por tanto u = 0.
O

Lema 2.3.4. 7, s esta en el caso de circulo limite en b si y solo si existe f € D(TY'\}) tal que

[f’f]b:() y [fag]b#o
para algiina g € D(T/’@ﬁ) Se cumple similarmente para a.

Demostracion.

Supongamos que 7 s estd en el caso de circulo limite en b y sean uq y ug sistema fundamental de
soluciones de 75 pru = 0 con W(uq,ug) = 1, entonces uj,uy € D(T{*7) cerca de b. Por tanto
existen f, g € D(Tﬁﬁj}") con f = u1 y g = us cercade b. Por tanto, como &1 y ug son reales, se tiene
que

[f.9lo = [u1, uay = 1

Lfs flo = [u1, ]y = 0

Teorema 2.3.3 (Cf. Teorema 4.6 [4]). Los indices de deficiencia de T/’(‘}\? son:

Si TA mres Ipc en ambos extremos de (a,b)
Y+(TA'hr) = § 1 SiTames Ipc en solo un extremo de (a,b)
Si TA wmres lec en ambos extremos de (a, b)
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Demostracion.
Si 75,0 es lec en ambos extremos de (a, b), entonces toda solucién de (75 a7 — i)u = 0 pertenece a
L?(a,b) y por tanto 7+ = dim(Ker(T{'3f F1)) = 2.
En caso de que 7 57 es Ipc en solo un extremo de (a, b), entonces, por Lema 2.3.1, existe exactamente
una solucién de (7a ar — i)u = 0 en L?(a, b), asf y4 = 1.
Si 7a 0 es Ipc en ambos extremos se tiene que Ker(T)'(7 — i) = {0}, por Lema 2.3.3 y por tanto
v+ = 0.

0

2.4 Extensiones Autoadjuntas

Con ayuda de los resultados obtenidos hasta ahora, estamos preparadors para dar las restricciones
mazx min

autoajuntas del operador T{"{7 o equivalentemente las extensiones autoadjuntas de T{"};.

Introduzcamos la siguiente notacién

[f?g]z = [fvg]b - [fvg]a

Teorema 2.4.1. Un operador A es una restriccion autoadjunta de T\"{7 si 'y solo si
D(A) = {g € D(T{'$7) : Vf € D(A), [f,9]; = 0}

Demostracion.
Denotemos el conjunto del lado derecho de la igualdad como Ag. Supongamos primero que A es una
restriccion autoadjunta de T3'(7. Si g € D(A), entonces

0= (T%7f.9) — ([, TR5Fg) = [f. g}, Vf € D(A)

asi, g € Ag. Ahorasi g € A, entonces

0=1[f, 9% =(TN57 f.9) — (f. T{'%79),  Vf € D(A)

y por tanto g € D(A*) = D(A).
Por otro lado, supongamos ahora que D(A) = Ay, entonces A es un operador simétrico ya que para
toda f,g € D(A), se cumple que (T3"i7f,g9) = (f,T3'37g). Ahora, sea g € D(A*) C T'{7,
entonces
0= <T/7\T,l?\/% 79) - <f7 K}%g> = [fag]g

Paratoda f € Ay portanto g € Ay = A.

O
El objetivo de esta seccion es determinar las restricciones autoadjuntas de T"77. El caso mds sencillo

es cuando 7 p/ es punto limite en a y en b.
Teorema 2.4.2. Si 7z )s estd en el caso de punto limite en a y en b entonces T/ = T o5 yn
; p y AM AM

operador autoadjunto.

Demostracion.
Esto es una consecuencia inmediata del Teorema 2.3.3.

Ahora analizemos el caso en el que 75 3 es Ipc en un extremo de (a, b) y lcc en el otro.
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Teorema 2.4.3. Supongamos que T\ es Ipc en a'y lcc en b. Entonces A es una restriccion autoad-
Junta de T\"$7 si'y solo si existe v € D( A \D( mm) con [v,v], = 0 tal que

D(A) ={f € D(TX}7) : [v, fla = 0}
Se cumple un resultado similar en el caso de que Tx nr es lcc en by Ipc en a.

Demostracion Del Teorema 2.3.3, sabemos que v+ (Tmm) = 1, entonces las extensiones autoadjuntas
de mm son precisamente las extensiones simétricas uno dimensionales de ]\”}V’}, ver seccion 8.2 en
[28] para definiciones precisas. Por tanto, ver Teorema 8.13 a) en [28], A es una extension autoadjunta

de T si 'y s6lo si existe funcién v € D( A \D( mm) con [v,v], = 0y tal que
D(A) = D(TF31) + span{v}
Por tanto, basta probar que
Tmm + span{v} = {f € D(T}"37) : [v, fla = 0}

Sea f € D( mm) + span{v}, entonces existen fo € D(T"") y constante c tal que f = fo + cv.
Por Teorema 2.1.10, [v, fo] = 0y como [v,v], =0, entonces7[v, fla =0.
Por tanto, el subespacio del lado izquierdo de la igualdad esta contenido en el del lado derecho. Pero si
el subespacio del lado derecho fuera més grande, seria igual que D( m‘“) y por tanto esto implicaria
que v € D(THn).

’ O
Las restricciones autoadjuntas obtenidas en el Teorema 2.4.3 son distintas si y s6lo si las funciones
v correspondientes son linealmente independientes médulo D ( mm) Mais atn , v puede ser elegida
tal que v sea una solucion real de (74,7 — z)u = 0 con z € R cerca de a.

Finalmente consideremos el caso en que 7a ps eslccenay en b.

Teorema 2.4.4 (Cf. Teorema 5.1 [4]). Supongamos que T v estd en el caso del circulo limite

en ayenb. Entonces A es una restriccion autoadjunta de T{'\f si 'y solo si existen funciones
v,w € D(T'4T), linealmente independientes médulo D( ]\”}\2) con

b

[U’U]a = [waw]g = [va]g =0

tales que

D(A) ={f € D(TX57) : [v; fla = [w, flp = 0}

Demostracion.

min\ __ : : min
Del Teorema 2.3.3, sabemos que v ( A 17) = 2, entonces las extensiones autoadjuntas de AN
son precisamente las extensiones simétricas dos dimensionales de TI(”}(}, ver seccion 8.2 en [28] para
definiciones precisas. Por tanto, ver Teorema 8.13 a) en [28], A es una extension autoadjunta de ]\”}\Z

siy solo si existen funciones v,w € D(T}"j7) linealmente independientes médulo Tmﬁ con

b

[0, 0] = [w, wlg = v, w]g =0

tales que
D(A) = D(Tmm) + span{v,w}
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Por tanto, basta probar que
D(TR) + span{v,w} = {f € D(T{5F) : v, flo = [w, fla = 0}

Denotemos el subespacio del lado derecho por S. Sea f € D(T{*%) + span{v, w}, entonces existen
fo€ D(T]\”ﬁ) y constantes cy, cs tales que f = fy + c¢1v + cow. Por Teorema 2.1.10, [v, fo]2 =0y

[w, fo]?, entonces [v, f]2 = 0. Por tanto el subespacio del lado izquierdo de la igualdad esta contenido

en S. Para probar que S no puede ser mas grande, consideremos los funcionales F,, y F,, en D(T]{Lﬁ)

definidos por
F(f)=[.fla vy Fuolf)=lflo feDIVE)

La interseccion de los Kernels de estos funcionales es precisamente .S, por definicion. Més atn estos
funcionales son linealmente independientes. Para ver esto supongamos ki, ks € Cy c1 F,, + coFyy =
0, entonces para toda f € D(T\"{7) se tiene que

0 = kiFy(f) + kaFu(f) = kv, £ + kolw, f15 = [k1v + kaw, f15

Esto implica que

[k1v + kaw, fla = [k1v + kaw, flp = 0
para toda f € D(T/(”j“\f) y por tanto cjv + cow € D(T]\"}\Z) Ahora como v, w son linealmente
independientes modulo 7" obtenemos que k; = kg = 0.

Ahora por Lema 9.3 en [24]
Ker(F,) € Ker(Fy) y Ker(Fy) € Ker(F),)

Por tanto existen f,, fo € D(T}"37) tales que [v, fo]2 = [w, fu]% = 0 pero [w, f,]2 # 0y [v, fu]2 #
0. Ambas funciones, f,, f,, € S y son linealmente independientes. Por tanto S es a lo mas una
extension dos dimensional de TX%

’ 0
En el caso en que 7 s es Iccen a 'y en b, las restricciones autoadjuntas de 7'\"{7 se dice que tienen
condiciones de frontera separadas si es de la forma 7

D(A) = {f € D(TX5) = [v, fla = [w, flp = 0}

donde v, w € D(T\'{7) y pueden ser elegidas como soluciones reales de (74 s — 2) = 0 cerca de a
y b respectivamente.

Los resultados de esta seccién se pueden resumir en el siguiente Teorema.

Teorema 2.4.5 (Cf. Teorema 5.2 a) [4]). A, ., es una restriccion autoadjunta de T}'{f con condi-
ciones de frontera separadas si'y solo si existen soluciones reales vy w de (A —2) =0, z € R
tales que

U, fla = 058i T leccen a
D) = {sepupsp: 0] M b

[w, flp = 0si Topr lcc en b

Los subindices v, w no tienen significado si Tx \ es Ipc.



CAPITULO 3

Operadores Aleatorios de Sturm-Liouville con Interacciones
Puntuales Tipo § y ¢’

3.1 Operadores de Sturm-Liouville con una interaccion puntual

En éste capitulo se analizard el caso de una sola interaccion en el caso regular y se desarrollaran los
pasos bésicos que serdn usados en las secciones siguientes.

Sea J C R un intervalo cerrado finito. Sea V' € L!(J) funcién real, p € J un punto interior y o € R.
Consideremos las expresiones diferenciales

d2
T = —@ + V
d2
Tap =~ +V +ad(z—p)

El operador maximal 7, ;, correspondiente a 7, esta definido por

Ta,pf = Tf
D(Tap) = {f € L*(J) : f, f" abs. conten J\{p}, —f" + V f € L*(J),
fp+) = flp—=) = f(p), f'(p+) — f'(p—) = af(p)}

Extenderemos el concepto de solucién y Wronskiano de la siguiente manera

Definicién 3.1.1. Dados g € L'(J)y 2 € C, decimos que f es solucion de (1o — 2)f = g
si fy f' son absolutamente continuas en J\{p} con —f" + Vf —zf = gy f(p+) = f(p—),
f'(o+) = f'(p=) = af (p).

Definicion 3.1.2. Sean uy y ug soluciones de (7,,, — z)u = 0, z € C. El Wronskiano W (u1, uz) esta
definido por

Waur, ) = W (ur, uw)(2) = det ( u(at) ua(zt) ) — u () (a+) — () uz(a+)
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Lema 3.1.1. W (u1,u2) es continuo en p.

Wy (u1,u) = Wy (ur,u2) = un(pus(p—) — v (p—)ua(p) — wr(p)us(p+) + ui (p+)uz(p)
un (p) [uy(p—) — uh(p+)] + ua(p) i (p+) — i (p—)]

un (p) [~z (p)] + ua(p) s (p)]

= 0

Fijemos J = [a, b]
Lema 3.1.2. Sean uy v soluciones de
TapU = Aot y Ta,pl = AU

respectivamente. Sean c,d € [a, b]\{p}. Entonces

d
W, v) — Wau,0) = (Ao — A) / w(t)o(t)dt.

Demostracion.
EWe(u,0) = Llu(z)v'(2) — o/ (x)v(z))
= (@) (@) + u(e)" (@) — " (@)o(x) — o () ()
= u(@)[V(z)v(z) — v(z)] = [V(z)u(z) — dou(z)]v(z)
— (o — Nulz)o(a)
Entonces d
@Wm(u,v) = (Ao — Nu(z)v(x) Vz € [a,b)\{p}

Sean ¢,d € [a,b]\{p}. Sia <c<d<pop<c<d<b, entonces del teorema fundamental del
célculo

d
Wa(u,v) — We(u,v) = (Ao — )\)/ u(t)v(t)dt
Sia <c < p<d<b, por continuidad del Wronskiano en p, Lema 3.1.1, se tiene
d D d
(Ao — )\)/ u(t)v(t)dt = (Ao — A) [/ u(t)v(t)dt +/ u(t)v(t)dt]
c c p
= Wpy_(u,v) — We(u,v) + Wy(u,v) — Wpi(u,v) = Wy(u,v) — We(u,v)

O]

Definicion 3.1.3. Una solucion de 7., ,u = Au que satisface la condicion de fronteraenl € |a, b]\{p}.
u(l)cosf + ' (I)send = 0, 0 €[0,m)

se denotard por uj o ().
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Dicha solucién puede ser construida de la siguiente manera. Supongamos que ! € [a, p), elegimos
w1 (x, \) solucién de (7 — A)u = 0, tal que

wi(l, ) = senf
wi(l,\) = —cos @
Una vez obtenida wy (z, A), elegimos wa(x, \) solucién de (7 — \)u = 0, tal que
wa(p, A) = w1 (p, N
wh(p, A) = wi(p, A) + aw (p, A)

Entonces podemos definir

L ’U)l(ﬁﬂ,)\) Slep
Uia(®, A) = { wa(z, \) siz>p

En caso de que | € (p, b], la construccion es andloga. Si o = 0 entonces la solucién construida es la
solucidn del caso clasico.

Las funciones w; o (2, A) y uj (2, A) son enteras con respecto a A para cada z € [a, b] fijo. Ver [24],
Teorema 9.1 y [29], Teorema 2.5.3.

El siguiente Teorema es una generalizacion del Teorema 8.4.2 en [3],

Teorema 3.1.1. Sea uqo()\) como en la definicion anterior. Si uj, (A, x) # 0, entonces Vx €

0,5\ {p) ) o
e»{iﬁéw}‘w o ), 0P

a,o

Y 8itga(A x) #0

0 [ uga(X ) 1 @ )
o {ua,a(A,x)} = _uW(A,x)Q/a tao(A, 1) dt

Demostracion. Si en el Lema 3.1.2 escogemos u = g q(\) Yy v = ugq(A) entonces, para x €

[a, b\ {P}

Wy (a0 (), tan(3)) = (A — 3) / O\ e (5, D)t

ya que W (tga(N), tan(N) =0
AsiVz € [a,b]\{p}

JE taaO Dtig (A, dt = Moo

ua,a(A)“&,a(:\)—uma(A)“fx,ao\)“‘ a,a(A)ufx,a(A)—“g,a (MNua,a(N)
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Haciendo A — ), obtenemos que

* 0 0
/a Ug,a (A, t)%dt = ugya()\, x)aua@()\, T) — Uga (A, x)auim()\, x)
Dividiendo por u/, (A, )? obtenemos la primer igualdad y dividiendo por u,(),z)* obtenemos la
segunda.

O
Definicion 3.1.4. Definamos para z € C

Ug,a(2, T)Up o (2, T)
W, (Ua,a (2), Ub,oc(z))

Gol(z,z,2) =

Esta es la funcion de Green de un operador autoadjunto, pero ésto no se usara aqui.

Teorema 3.1.2. Para cualquier o € R se tiene

1
1 — aGo(z;p,p)

Guo(z;p,p) = Go(z;p,p)

Demostracion. Si x < p, uq0(2) = Uqo(2) y siz > p, upo(z) = up o).

Abhora, de la condicién en p

/

Ug,a(P+) = Uga(p=) + atia,a(p) = ugo(p=) + attao(p) = oo (pP+) + ateo(p).
Usando esto en GG, se tiene que

Ug, o (p)ub,a (p) _ Uq, o (p)ub,a (p)
W (ug,a, tp,a) Ua,ox (p)ugva (p+) — Ug g (p+)up,a(p)

Gaolz,p,p) =

_ Ua,o(P)pr(p)
Ua,0(P)uy, o (P+) — tg o (P+)up0(P) — Atla,0(P)us,0(p)

Entonces

Uq,0(p)up0(p) 1
7 : = GO(Zapvp)
W (ua0,up0) (1 — QM) 1 —aGo(z,p,p)

W (ta,0,ub,0)

Gaolz,p,p) =

Corolario 3.1.1. Si G, := G,(z;p,p), entonces Vo, € R, a # f,
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Demostracion. Del Teorema 3.1.2,si Go = 0, G, =0, Va € R. Si Gy # 0,

1
G, = T
é—O[
Entonces
1 n 1 e
Go G. “T @
Por tanto o
G «
g 1+(Oé—ﬁ)Ga

O
Supongamos ahora que 7, es regularen a y en b, i.e a y b son finitos, V' € L!([a, b]). Consideremos
la restriccién autoadjunta H, , de T, en Lo(a,b), ver Teorema 2.4 o Teorema 5.2 en [4], definido
por

Hypf =7f 3.1

B ~ fla)cost + f'(a)send =0
D(Havp) - {f € D(TOMD) . f(b)COS’y + f’(b)sen’y =0 67 vy € [077[')'
Teorema 3.1.3. Sea E eigenvalor de H,, p, entonces Go(E,p,p) = 00 Gu(z,p, p) tiene un polo en
E.

Demostracion. Sean uqo(E,x) y upo(E,x) soluciones de (Hnp, — E)u = 0 que satisfacen la
condicién de frontera en a y b respectivamente. Entonces u, o y Up o son linealmente dependientes y
W(uga(E), upqo(E)) = 0. Ver [4], Lemma 4.2.

e Siugo(E,p) # 0, entonces

. . Ugq oz(zvp)ub a(z’p)
lim |Ga(z,p,p)| = 1 ’ 7 - "
zg%“ (Z p p)’ zg% W(Ua,a(z)aub,a(z)) = o

e Ahora consideremos el caso cuando u, o(E,p) = 0. Sea up, o solucién tal que up o (E, b)
—senf y uy (E,b) = cosf, § € [0,7). Como, para cada z fija, Wy (ug,a(2), upa(2))
constante para toda z en [a, b],entonces

es
We(ta,0(E), upo(E)) = Wy(ta,a(E), upo(E)) = taa(E,b)cosd + ug, ,(E,b)sinf

Las funciones uy, ,(E,b) ¥ a,o(E,b) no pueden ser cero simultaneamente. Supongamos por
ejemplo que uy, ,(E,b) # 0.

oA Uga (X, D)

83)\ [Wp(u@a(/\), um()\))} -

0 [uqga(A,b) ) cost b 9
= |:b0059 ~+ sin 9:| . = W/a uaya(E, t) dt # 0
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donde para la ultima igualdad se uso el Teorema 3.1.1 . Ya que se esta suponiendo que E
es un eigenvalvalor, las funciones u, o (F,b) y upo(E, b) son linealmente dependientes. As{
Uy o(E,b) = Cuy (E,b) = Ccosf # 0. Por tanto

Wp(ua,a ()‘)a ub,a()‘))
g0 ()

tiene un cero en E de orden uno y como wu, ,(E,b) # 0 entonces Wy (ua,a(N), tupa(N))
también tiene un cero de orden uno. Como el cero en E del numerador de G(z,p,p) es de
orden dos, obtenemos

lim G,(z,p,p) =0 3.3)
z—FE

Si uy, o (E,b) = 0, podemos asumir que uq «(E,b) # 0. Haciendo una construccion analoga
obtenemos que

9 [Wp(uaa(A); upa(N)) sin 0 b 9
I ’ ’ =———— | Uaa(Et)dt
a)\ ua,oz()‘u b) \=F Ua7a (E, b)2 \/a\ u ’ ( ) # 0
y por tanto se sigue (3.3). 0

Los eigenvalores de un operador L seran denotados por o, (L) esto es
op(L) :={r €eR: Ly =rypparaalginp #0, ¢ € D(L)}
Teorema 3.1.4. Sea E € R fijo. Entonces para el conjunto
AE) ={aeR:Ecoy(Hap)}
existen dos posibilidades:
a) A(FE) tiene a lo mds un elemento.
b) A(E)=R.

Demostracion.

Si u(p) = 0, entonces v (p+) — u/(p—) = Pu(p), esto es, v € D(Hg,), V6 € Ry Hgpu = Eu.
Entonces, E es eigenvalor de Hg ,,.

Si u(p) # 0, de la ecuacion (3.2) obtenemos que G (E,p,p) = oo. Por Corolario 3.1.1, V3 €

R\{a},
1

g —a
Como el lado derecho de (3.4) no es cero ni oo, del Teorema 3.1.3 se sigue que E no es eigenvalor de
Hﬁvp'

Gs(E;p,p) = (3.4)

O]

Observacion 3.1.1. Caso a) sucede si el eigenvector u asociado a E es tal que u(p) # 0, de otra
manera se cumple el caso b).
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3.2 Operadores de Sturm-Liouville con Interacciones puntules caso con-
table

Hasta este momento, todos los resultados han sido sobre el operador con una sola interaccién puntual
en el caso regular. Ahora consideraremos una cantidad contable de interacciones puntuales. Los re-
sultados de la seccidn anterior serdn usados.

Sean —oo <a <b< o0,V € Llloc(a, b) funcién real. Fijemos un conjunto discreto M de puntos
acumulandose alomés ena oen b, M := {x, }ner C (a,b) donde I C Zy sea {a,} C R. Fijamos

o = (i, y consideremos la expresion diferencial formal
d2

2
+V(z) + Z and(z —zp) + ad(z — )
nel\{no}

TO[,M = _d{]}‘2

El operador maximal T, 5s correspondiente a 7, s esta definido por
Tof=1f
D(Tor) = {f € L*(a,b) : f, f abs. conten (a,b)\M, —f" + V f € L*(a,b),
fent) = flan=) = f(xn), f(@nt) = f'(2n=) = onf(zn), Vn € T}

Anadlogo a lo que se hizo anteriormente, se introduciran las siguientes definiciones.

Definicion 3.2.1. Dados g € L, .(a,b) y z € C, llamamos a f solucion de (o — 2)f = g si
fy [’ son absolutamente continuas en (a,b)\M con —f" +Vf —z2f =gy f(xn+) = f(xpn—),

Definicion 3.2.2. Definimos el Wronskiano de dos soluciones uy y us de (to,p — 2)f = 0 como en
la definicion 3.1.2, es decir

W (uy,ug) = uy (z+)uhy(z+) — uf (x+)uz (z+)

Definicion 3.2.3. Para f, g € D(T, ) definimos el corchete de Lagrange

[f,9le = f(a+)g'(z+) — f'(z+)g(a+).
Los limites [f, g]o = limy—a+[f, 9]z ¥ [f, 9]p = limy,_p—[f, g]» existen. Ver [4].

Una solucién de (74,0 —2) f = 0 se dice que esta en L?(a, b) a la derecha (izquierda), si f is cuadrado
integrable en una vecindad de b (a).

Definicion 3.2.4.

i) Ta,M esta en el caso del circulo limite (Icc) en b si para toda z € C todas las soluciones de
(Tam — 2)f = 0 estan en L?(a,b) a la derecha.
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1) To, M esta en el caso del punto lriite (Ipc) en b si para toda z € C existe al menos una solucion
de (Ta.r — 2)f = 0 que no esta en L?(a, b) a la derecha.

La misma definicion aplica para el extremo a.

De acuerdo a la alternativa de Weyl, ver [4] Teorema 4.4, siempre se tiene i) 0 7).
Considere la restriccion autoadjunta H, ps de T, as en Lo(a, b) definida como

Ha,]\/[f =7f (3.6)
= ~[v, fla=0siTqmlccena
D(Han) = {f € D(Tum) : i flo = Osimnr lecenb [

Donde v y w son soluciones reales no triviales de (7,1 — A)v = 0 cerca de a y cerca de b respecti-
vamente, A € R. Ver Teorema 2.4.5 o Teorema 5.2 en [4].

1

Definicion 3.2.5. Decimos que 7, s es regular en a si a es finito, V € L,

de acumulacion de M. La misma definicion aplica para el extremo b.

[a,b) y a no es un punto

Si 74,0 es regular en a, entonces 7,37 s lcc en a 'y la condicién [v, f], = 0 puede ser reemplazada
por
f(a)cosy + f'(a)senyp =0
para ¢ € [0, 7). Lo mismo se cumple para b.
Para~,0 € [0,7) y [¢,d] C [a, b], tal que [¢,d] N M = {zy,}, definamos el operador
HY = Hg g,

donde Hq 4, s como en formula (3.1) de la seccion anterior con p =y, y J = ¢, d].
Sea F/ € R fijo y definamos

AE) :={aeR:Ecoy,(Hom)}
Lema 3.2.1. Existen 6,y € [0, 7) tal que si « € A(FE), entonces E € gp(HZO“/O).

Demostracion.
Si A\g € A(E), entonces para alguna ¢ € D(Hy, ar), Hxay v = Eo.

Fijemos los puntos 6y, o € [0, 7) donde

w(c)cosby + ¢'(¢)senby = 0

p(d)cosyo + ¢'(d)senyo = 0 G7)

Sia € A(E) es tal que v = Ao, el resultado se sigue.
Sia € A(E) pero \g # «, entonces H, ys1p = E1), para alguna ¢ € D(H, ps). Por tanto, existen
0,~ € [0, ) que satisfacen las condiciones de frontera en ¢ y d para v, similar a (3.7). Si probamos

que 6 = 6y y v = 0, entonces Hy""°¢p = Ex) y por tanto E € o(HL®).

Probemos que v = 7. La prueba para ¢ es analoga.
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a) Suponga que 7, esta en el caso del circulo limite en b.

El Wronskiano satisface Wy (w, p) = [w, ¢z y Wa(w,¥) = [w,v]; ya que w es real. Es
constante para z € [d, b) ya que w, 1 y ¢ son soluciones de 7, 1/ f = E f en el intervalo [d, b)
porque z,, no intersecta [d, b). Por hipétesis, las funciones ¢ y v satisfacen la condicion del
caso circulo limite en b. Esto implica que

0=[w, ¢y = lim Wy(w,v) y 0=[w,plp = lim Wy(w,y)
r—b— r—rb—

Por tanto W, (w, 1) = Wy(w, ) = 0y entonces W (p,1) = 0. Asi ¢ y 1 son linealmente
dependientes y ¢ = K1) para alguna constante K € R. Por tanto v = ~y. Ver Lema 4.2 [4].

b) Supongamos que 7,/ esta en el caso del punto limite en b. Si 79 # 7y entonces ¢ y 1) son
linealmente independientes en [d, b), ya que si existe una constante K € R tal que v = K¢
entonces y = 7. Por tanto toda solucién f de 7,y f = Ef en [d,b) puede ser escrita
como f = c1p + co). Pero, como ¢, € L%(a,b), entonces u € L*(a,b) y obtenemos una
contradiccion al caso del punto limite.

Un argumento analogo fue dado en [8]. N
El siguiente Teorema es una generalizacion del Teorema 3.1.4.
Teorema 3.2.1. Sea E € R fijo. Entonces para el conjunto
AE) ={aecR:Eco,(Hom)}
existen dos posibilidades:
a) A(FE) tiene a lo mds un elemento.
b) A(E)=R.
Demostracion. Por Teorema 3.1.4 para E fija una de las siguientes se cumple
e Existe a lo mds una « tal que E € Up(Hgoﬁo) 0
o E € 0,(H) paratoda a € R
La afirmacioén se sigue por 3.2.1.
O

Observacion 3.2.1. Caso a) sucede si el eigenvector u asociado a E es tal que u(x,,) # 0, de otra
manera se cumple el caso b).
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3.3 Operadores Aleatorios de Sturm-Liouville con Interacciones Pun-
tuales

En esta seccién serdn usados los resultados previamente obtenidos para estudiar el caso aleatorio.
Para empezar se construird el espacio de probabilidad ) donde estan las sucesiones de constante de
acoplamiento y asi nuestros operadores aleatorios estardn bien definidos.

El espacio de sucesiones reales {wy, }ner, donde I C 7Z, se denotard por RL. Introducimos una me-
dida en RY de 1a siguiente manera. Sea {p, }ner una sucesion de medidas de probabilidad continuas
en R (p,({r}) = 0 para cada r € R) y considere la medida producto P = X,¢;p, definida en la
o —4lgebra producto F de R! generada por los conjuntos cilindro, esto es, por los conjuntos de la
forma {w : w(i1) € Ay,...,w(in) € Ay} paraiy,...,i, € I, donde Ay,..., A, son conjuntos de
Borel en R. De esta manera un espacio de medida Q = (Rf, F,P) es construido. Consideremos
entonces la completacion de este espacio (subconjuntos de conjuntos de medida cero son medibles)
Q que sera denotada por 2. Ver capitulo 1, seccién 1 en [21].

Sean —00o < a < b < o0,V € Llloc(a, b) funcién real. Fijemos un conjunto discreto M :=

{Zn}ner C (a,b) donde I C Zyseaw = {w(n)}ner € Q. Considere la expresion diferencial

formal
2

Ty 1= _ 4 + Vi(x)+ Zw(n)é(x — )

dx?
nel

El operador maximal T}, correspondiente a 7, esta definido como antes por

wa = Tf
D(T,) = {f € L*(a,b) : f, f"abs. conten (a,b)\M, —f" +Vf € L*(a,b),
f(xn+) = f(xn_)v f/(xn"’_) - f/(xn_) = W(n)f(xn)v Vn € I}

Asuma que el caso de punto limite ocurre en a o que 7, es regular en a (Ver definicion 3.2.5) y las
mismas posibilidades para b.

Para 0,~ € [0, ) fijos, sea Hg” la restriccion autoadjunta de 7}, definida como

Hf=1f (3.8)

D(Hz’“’) _ {f € D(T,) : f(a)cosl + f'(a)senf = 0 si T, regularen a }

f(b)cosy + f'(b)seny =0 siT, regularena

Observe que los indices 6 o vy no tienen sentido si 7, es Ipc en a 0 b.
En lo siguiente en lugar de Hfﬂ escribiremos H,,,.

Observacion 3.3.1. Un ejemplo donde T, es Ipc en ambos extremos para toda w € 2 fue dado en
Teorema I en [5]. Se requiere que I = 7, V acotado y infé |Tnr1 — xy| > 0.
ne

Definicion 3.3.1. Para F € R, definimos

AE) ={weQ:Eco,(Hy,)} (3.9)
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Para B C A(FE) medible y para cada n € I, definimos
Qn.g = {w € B|3u, € D(H,), Hyu, = Euy, y u,(ry,) # 0} (3.10)
Lema 3.3.1. Q,, g es medible y P(Q, r) = 0.

Demostracion. Sea

1 siweB
xB(w) =

0 siw¢gB

Siw € Qn, k. entonces de la definicion de @), g se sigue que xp(w) = 1.

Sea f : RIM™ 5 [0, 00).
f(@) = /R x5(@)dpn (w(n))

dondew = > w(k)e(k). Aquie(k) = (em)mer son los vectores candnicos con entradas e,,, = 0
keI\{n}
sik # my e = 1. La medibilidad de f se sigue del Teorema de Fubini. (Ver Teorema 7.8 [22])
Siw = ) w(k)e(k) € Qn entonces f(w) = 0,donde @ = > w(k)e(k), ya que p, es con-
kel kel\{n}
tinua y por Teorema 3.2.1.

Asi Qne C [fH({0}) x R]Nn B.

Ahora, usando Fubini,

/fl({O})xR xBlw)dr = /fl({o}) e /RXB(w)dp nlw(n)) = /fl( o] @) =0

Entonces,

/ xB(w)dP =0
[~ ({0} xRINB

y como xp(w) = 1 en B, entonces P([f~({0}) x R]N B) = 0.

Como la medida dIP es completa, cualquier subconjunto de conjuntos de medida cero es medible con
medida cero. Por tanto (), £ es medible.
O

Teorema 3.3.1. Sea E € R fijo y B cualquier subconjunto medible de A(E). Entonces una de las
siguientes opciones se cumple:

i) P(B) =0
i) A(E) =Q

Demostracion. Es suficiente probar que si i) no se cumple entonces se cumple 7).

Supongamos entonces que existe wy € () tal que E no es eigenvalor de H,,,. Si E' no es eigenvalor
de H,, Vw € 1, entonces P(B) = 0y el resultado se sigue.
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Supongamos ahora que w € B, entonces E € o0,(H,,), i.e. existe u, € D(H,) tal que H,u, =
Eu,,. Entonces w € @, g, para alguna n € I. Esto es cierto porque si u,(x,) = 0 Vn € I, entonces
de la definicién de H,,, E debe ser un eigenvalor de H,,,. Por tanto

B C U Qn,E

nel

Usando Lema 3.3.1, entonces P( | @) = 0, Por tanto se sigue el resultado.

nel
]

Para el siguiente corolario se denotard por H al operador H,, definido en ( 3.8 ) con w(n) = 0,
Vn € I. Este es solo la restriccion autoadjunta generada por la expresion diferencial 7 en la teoria
clasica de Sturm-Liouville sin interacciones puntuales.

Corolario 3.3.1 (cf. Observaciones 3.1.1, 3.2.1).

a) Si E ¢ o,(H) entonces P(B) = 0 para cualquier subconjunto medible B de w’s, w € Q) para
las cuales E € o,(H,,).

b) Si E € 0,(H) con Hu = Eu, entonces A(E) = Q si'y sélo si u(zy,) =0, Vn € I.
Demostracion.

a) Si E ¢ 0,(H), entonces w = (...,0,0,0,...) ¢ A(E). Por tanto A(E) # Q y la afirmacién
se sigue del Teorema 3.3.1.

b) Supongamos que E € o,(H) con Hu = Eu.

<) Siu(z,) = 0Vn € I, entonces de la definicién de H,,, E debe ser un eigenvalor de H,,
con eigenvector u, Yw € €.

=) Del Lema 3.3.1, P({,.c; @n.r) = 0. Entonces A(E) = Q Z U,.c; Qn.5-

Tomemos @ € A(E)\ |J Qn,g. Existe ug € D(Hy) tal que
nel

(75 — E)ug =0 and ug(zy) =0,Vn el

Por tanto u/; (x,+) — u- (zn—) = @(n)ug(z,) = 0, Vn € I. Asi ul; es continua en (a, b)
y (H - E)u(;, = 0.

Como todos los eigenvalores de H son simples, ver Teorema 8.29 (d) [28], entonces
u(zy) = Cug(x,) =0,Vn € 1.

|
Entonces a menos que E sea un eigenvalor de H y de que las interacciones puntuales esten lo-
calizadas en las raices de las eigenfunciones, tendremos un conjunto “pequefio” de operadores H,,
compartiendo el mismo eigenvalor E.

Como otra consecuencia del Teorema 3.3.1 tenemos el siguiente Corolario.
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Corolario 3.3.2. Sea {E;}5°, sucesion de numeros reales y B; subconjuntos medibles de A(E;).
Supongamos que no existe algiin punto E € R que sea eigenvalor de H,, para toda w € (), entonces

o0
P({w e | Bi: (B2 N op(Ha) £ 0} =0
i=1
Demostracion. Por aditividad de P y Teorema 3.3.1, tenemos

P({fw € Q: {Ei}Z) Noy(Hy) # 0}) = P({w € Q= [ {Ei} Nop(Ho)] # 0)} =
i=1

P(G{w €N:E;€0p(Hy))} < il?’({w €EN:E;€0p(H,)})=0
i=1 i=1

3.3.1 Oscilacion de Soluciones

En esta seccidén se usardn resultados acerca de oscilacién de soluciones de expresiones diferenciales
de segundo orden. La localizacion de ceros de eigenfunciones ademads de la posicion de las interac-
ciones puntuales, nos ayudaran a entender cuando la opcion b en el Teorema 3.3.1 pasa.

En esta subseccion 7 se define como en la ecuacion ( 3.5 ) y A(E) se define como en la Definicion
3.3.1(3.9) es decir, como el conjunto de w € €2 tales que H,, comparten un eigenvalor comun F.

Definicion 3.3.2 (Ver Seccion X1.6 en [13]). La ecuacion
(t—E)f=0
se dice no oscilatoria en un intervalo J si toda solucion tiene a lo mds un niimero finito de ceros en J.

Si t = b es un extremo (posiblemente infinito) de J que no pertenece a J, entonces la ecuacion se
dice no oscilatoria en t = b Si toda solucién tiene un niimero finito de ceros en J o si los ceros no se
acumulan en b.

Lema 3.3.2. Si A(E) = Q, entonces existe una solucion u de (1 — E)f = 0 tal que u(x,) = 0,
Vn e I

Demostracion. Si A(E) = €, entonces existe u tal que Hu = Eu, donde H es el operador H,, con
w(n) =0, Vn € I. Del Corolario 3.3.1 (b) la afirmacién se sigue. [

Teorema 3.3.2. Sea V el potencial que aparece en la expresion ( 3.5 ). Supongamos que |V (z)| < K
para toda x € (a,b). Sea J un intervalo tal que

2
VK +|E|

donde | J| es la longitud del intervalo. Asumamos que J N M tiene al menos dos elementos. Entonces
P(B) = 0 para cualquier subconjunto medible B de A(E).

7] <
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Demostracion. Supongamos que existe un subconjunto medible B de A(F) tal que P(B) > 0, en-
tonces del Teorema 3.3.1, A(E) = Q.

Por Lema 3.3.2, existe una solucién u de (7 — E)f = 0 tal que u(zy,) = 0, Vn € I. Usando un
teorema de Lyapunov, ver Teorema 3.9 de [14] y Corolario 5.1 de [13], el intervalo J es desconjugado
, i.e. existe a lo mds un cero de cualquier solucién de (7 — E)f = 0 en el intervalo .J, como u es
solucidn esta es una contradiccion, por tanto P(B) = 0 para cualquier subconjunto medible B de
A(E). |
En el dltimo teorema observe que entre mas grande sea | F'|, mds pequeiio |.J| serd. Esto corresponde
al hecho de que las soluciones oscilan més rdpido si la energia es alta.

Teorema 3.3.3. Supongamos que (1 — E)f = 0 es no oscilatoria en (a,b) y que el conjunto de
interacciones M es un conjunto contable. Entonces P(B) = 0 para cualquier subconjunto medible

Bde A(E).

Demostracion. Supongamos que existe un subconjunto medible B de A(E) tal que P(B) > 0, en-
tonces por Teorema 3.3.1, A(E) = Q.

Por Lema 3.3.2, existe una solucién u de (7 — E)f = 0 tal que u(x,) = 0, Vn € I. La ecuacion
(tr — E)f = 0 es no oscilatoria i.e. cualquier solucién en el intervalo (a,b) tiene a lo més un
nimero finito de ceros. Como u es solucion esto es una contradiccion, asi P(B) = 0 para cualquier
subconjunto medible B de A(FE). [
Existen diferentes condiciones en la literatura que nos permiten concluir que nuestro problema es
no oscilatorio. Aplicando un teorema probado por Hille, Theorem 3.1 [14], obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.3.4. Si V es continua en [a,¢), V(z) < E, [°(E — V(z))dz < o0y

o 1
limsupzn/ (E—=V(t)dt < -
T—00 z 4

entonces (T — E) f = 0 es no oscilatoria en [a, ).

Estimaciones més finas sobre el nimero de ceros pueden también ser usadas, como lo muestra el
siguiente resultado.

Teorema 3.3.5. Sea V continua en [0,T)y |V (z)| < K. Si el miimero de puntos en M N [0,T] es

mayor o igual que
T|E|+ K

2
entonces, P(B) = 0 para cualquier subconjunto medible B de A(E).

+1

Demostracion. Usando Corolario 5.2 en [13] vemos que el nimero de ceros de cualquier solucién de

(T — E)f = 0 es menor o igual que
TVIEI+ K ||
2

y la prueba se sigue como en el Teorema. 3.3.2. |
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3.3.2 Operadores Medibles

Ahora se introducirdn condiciones de medibilidad para la familia de operadores H,,,.

Definicion 3.3.3 (Ver Lema 1.2.2 en [23], Proposicioén 3 en [15]). Una familia {S, },cq de oper-
adores autoadjuntos en un espacio de Hilbert §) se dice medible si los mapeos

w—=< @, Ey,(AN)p >

son medibles para todas ¢, 1 € ), donde E,(\) es la correspondiente resolucion de la identidad de
Se-

El siguiente teorema fue comunicado por Peter Stollmann

Teorema 3.3.6. Sea
AE) ={weQ: Ecoy(S,)}

como en la Definicion 3.3.1. Si {S,}weq es una familia de operadores medibles definida en un
espacio de Hilbert separable $), entonces A(E) es medible.

dem. Sea {1, },en un subconjunto contable denso de $).
Observe que
A(E) = U A, (3.11)
neN

donde
Ay i={weQ: E,{E})Yn # 0}

El conjunto del lado derecho de (3.11) esta contenido en A(E) ya que A(E) = {w € Q|E,({E}) #
0}. Para probar la otra inclusion, sea w € A(FE) y supongamos que para toda n, E,,({E})¢, = 0.
Para cada x € $) se tiene

< Bo({ED)2,tn >=< 7, Ey({E})thn >= 0.

Como {1, } es denso, E,({E})x =0y E,({E}) = 0, 1o que es una contradiccién aw € A(E). Por

lo tanto existe ng tal que E,({E})¢n, #0yw € |J An.
neN
Se probara ahora que los conjuntos A,, son medibles.

Ya que S,, es medible, la funcién f;, definida como w — f,,(w) :=< ¢y, E,({E})Y, > es medible
para cada n. Se tiene que w € A¢ siy sélo si

fn(w) =< mew({E})wn >= HEw({E})l/}nH? =0.

Asi
A% = {W‘Ew({E})wn = 0} = fn_l({o})

Se sigue que A¢ y por tanto A,, son conjuntos medibles. Asi A(E') es una unién contable de conjuntos
medibles y asi medible.

O
Usando el Teorema 3.3.6 obtenemos el siguiente Corolario al Teorema 3.3.1. Sea { H,, }wcq 1a familia
de operadores definida en ( 3.8 ).
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Corolario 3.3.3. Supongamos que la familia {H, },cq es medible. Para E € R fijo, una de las
siguientes opciones se cumple:

i) P(A(E)) =0
i) A(E) = Q

dem. Tomemos B = A(F) en el Teorema 3.3.1. O

Para mostrar un ejemplo de una familia medible de operadores, mencionemos el operador generado
por la expresion diferencial
d2
Tw'i=—==+ Y wn)i(r—=x
w d .’E2 ( ) ( n)
nel
donde w(n) es un proceso estocdstico estacionario métricamente transitivo que satisface |w(n)| <
C' < oo, ver [15]. En particular podemos tomar w(n) variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas.

Como el operador generado por —% sin interacciones puntuales no tiene eigenvalores, podemos
aplicar el Corolario 3.3.1 y obtener P(A(E)) = 0. Tenemos en este caso una prueba de un resultado
de Pastur que dice que la probabilidad de cualquier A € R fijo de ser un eigenvalor de multiplicidad
finita de un operador métricamente transitivo es cero, ver Teorema 3 en [20] y Teorema 2.12 en [21].
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3.4 Operadores de Sturm-Liouville con Interacciones tipo ¢’

Consideremos ahora operadores con interacciones ¢’ y mostraremos resultados andlogos que pueden
ser obtenidos. Sea —co < a <b< o0,V € Llloc(a, b) una funcién real. Fijemos un conjunto discreto
M = {xn}ner C (a,b)donde I C Zy seaw = {w(n)}ner € 2, donde 2 es definida como en la
seccion 3.3. Consideremos la expresion diferencial formal

d2
Tw =~ +V(z)+ Zw(n)é’(:c — )

nel
El operador maximal T}, correspondiente a 7, esta definido por
d2
wa:Tf:—@—i-Vf
D(T,,) = {f € L*(a,b) : f, f" abs. conten (a,b)\M, —f" 4+ V f € L*(a,b),
f(@nt) = fl(@n=), fnt) = flan—) = wn)f'(z,), Vn € I}

La construccioén es similar a la que se hizo en la seccién 3.3, pero nétese el cambio de las condiciones
en las x,,.

Definicion 3.4.1. Una funcion f es una solucion de (1, — \)f = 0si fy f' son absolutamente
continuas en (a,b)\M con —f" +Vf—Xf =0y f'(xp+) = f(xn—), f(Xn+) — flzp—) =
w(n)f'(zy), Vn € L.

Supongamos que ocurre el caso de punto limite en a o que 7, es regular en a (Ver Definicion 3.2.5)
y las mismas posibilidades para b.

Para 0, € [0, ) fijas, sea Hf,’7 la restriccién autoadjunta de 7}, definida como

HYf=rf (3.12)

D(Hf,’“’) _ {f € D(TL) f(a)cosh + f'(a)send =0 siT, regularen a }

f(b)cosy + f'(b)seny =0 siT, regularen a

Notese que los indices 6 o « no tienen sentido si 7, es Ipc en a o b.

En lo que sigue en lugar de HY" escribiremos H,.

Similarmente a lo que se ha hecho antes uno puede probar que para este H,, con interacciones 0’ se
cumple el siguiente Teorema.

Teorema 3.4.1. Sea E € R fijoy B cualquier subconjunto medible de
AE) ={weQ: Feco,(Hy,)}.
Entonces una de las siguientes opciones se cumple:
i) P(B)=0
i) A(E) =Q
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Demostracion.

La prueba se sigue de manera cercara a los argumentos dados en la Seccién 3.1, 3.2 and 3.3. El
Wronskiano puede ser definido para soluciones de (7,,—A)u = 0 con interacciones ¢’ y la continuidad
en los puntos z,, se cumple como en el Lema 3.1.1. La modificacién principal a la Seccién 3.1 es el
uso de G introducido abajo, en lugar de G dada en la Definicién 3.1.4. Para z € C sea

) o (2, 2)up o (2,7)
Go(z,2,2) = Wa(ta,n(2), upa(2))

donde q,o Y Up,o sOn como en la Definicion 3.1.3 pero que satisfacen las condiciones de la inter-
accioén 0" en p, es decir f'(p+) = f'(p—) y f(p+) — f(p—) = af'(p).

Siz < p,uq () = Uga(z) ysiz > p, upo(z) = up o).
Ahora, de la condicién en p
Ug,0(PF) = Ug,a(p—) + atg o (p) = ta,0(p—) + aug o(p) = ua,0(p+) + aug o(p).

Usando esto en GG, tenemos que

Guleapip) = U (P)Uy o (D) Ua,0(P) U} o (D) B
e W(ua,ou ub,a) Ua,a(P+)U§,7a(P) - ug,a(p)ub,a(p"’_)
B Uy o (P)up o (P)
Ua,0(PH) 1y o(p) + autl, o(p)uy, (D) — 1, o (P)up,0(p+)
Entonces

! /

~ g o(P)U0(P) 1
Ga(ZaP,P) = 2 :

g, o(P)uy, o (P)
W (ta,0,up,0)

= Go(z,p, _
) ol pp)l-i-aGo(Z,p,P)

W (a0, Up0) (1 +a

Y obtenemos la caracterizacion de los eigenvalores dada en el Teorema 3.1.3 y asi también el Teorema
3.1.4 para interacciones ¢'.
Los resultados en la seccién 3.2 se cumplen para interacciones ¢’ practimante sin modificaciones.
En la seccién 3.3 modificamos la Definicién 3.3.1 ( 3.10 ) pidiendo que u,,(z,,) # O en lugar de
Uy (n) # 0y se obtiene el Lema 3.3.1 y el Teorema 3.3.1 para interacciones . Por tanto el resultado
se sigue.

O

Observacion 3.4.1. Situaciones mezcladas donde interacciones & y 0' se presentan, pueden ser
tratadas con los argumentos dados anteriormente.



capiTuLo 4

Operadores Aleatorios de Sturm-Liouville con Interacciones
Puntuales Generalizadas
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Este capitulo esta basado en un trabajo conjunto con Rafael del Rio y David Damanik, ver [7]. Se
resolverd el problema de como varian los valores propios de una clase de operadores aleatorios de
Sturm-Liouville usando un nuevo enfoque, herramientas geométricas y matrices en SL(2,R). Por
medio de este enfoque se generalizard de interacciones puntuales § y ¢’ a una clase completa de
interacciones puntuales autoadjuntas reales.

4.1 Matrices de Transferencia

En esta seccion se presentard una manera de introducir las matrices de transferencia, la cual no es la
manera estandar de presentarlas.

1

Consideremos un intervalo abierto I = (a,b) C R, un potencial L,

FE € R. La ecuacion diferencial asociada es

V : I — R, y una energia

—u"(x) + V(2)u(z) = Eu(z), =x¢€l. 4.1)

La teorfa de ecuaciones diferenciales muestra que para cada = € Iy cada (v,d)” € R?, existe una
tinica solucién u de (4.1) con (u(z),u'(x))" = (v,d)T. Mas atn, todas las soluciones reales de
(4.1) provienen de esta manera. Ver por ejemplo Teorema 2.2.1 en [29]. Esto tiene las siguientes
consecuencias.

Proposicion 4.1.1. El conjunto Sg de soluciones reales de (4.1) es un espacio real dos dimensional
¥, para cada x € I, el mapeo

M,p:Sp—R% uw <§/((90x)>>

es un isomorfismo lineal.

Demostracion.

La linealidad se sigue directamente de la definicion del mapeo M, g. Por los resultados estandar de
ecuaciones diferenciales citados arriba, es sobre e inyectiva. Esto también implica el hecho de que
S es un espacio vectorial real dos dimensional. O

Proposicion 4.1.2. Para x,y € I, existe una matriz M(x,y; E) € SL(2,R) tal que para toda
u € Sg, tenemos

u(z) ) _ ey (u(Y)
Demostracion.

Si definimos M (z,y; E) := MIEMy_é, entonces (4.2) se cumple por Proposition 4.1.1. Por con-
struccién, M (z,y; E) € GL(2,R), asi solo basta probar que det M (z,y; E) = 1.
Consideremos las dos soluciones up,uy € Sg con

(i ) = (5 )
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Entonces,

y por tanto

Aqui se ha usado que el Wronskiano es constante, esto se sigue del hecho de que up, uy resuelven
4.1):
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4.1.1 La recta real proyectiva

Recuerde que la recta real proyectiva RP* esta dada por
RP! = {rectas en R? que pasan por el origen}.

Observe que los elementos de RP' son clases de equivalencia con respecto a la relacién de equiva-
lencia en R? \ {0} dada por

vew & INERN\ {0} v = w.
Definicion 4.1.1. Denotamos la clase de equivalencia de v € R? \ {0} por [v).

Observacion 4.1.1. Sean u = (u1,u2)” y v = (vi,v2)T. Entonces, [u] = [v] siy sélo si arg(us +
iu1) = arg(vy + iv1) + km, k € Z.

Lema 4.1.1. Cualquier M € GL(2,R) induce un mapeo biyectivo bien definido de RP* a RP!, el
cual serd denotado por M, via .
M ([v]) = [Mv].

Demostracion.
Sea u ~ v. Entonces u = Av para algin A € R\ {0}y

[Mu] = M[u) = M[M] = [Mv] = [AMv] = [Mv)].

Esto muestra que M esta bien definido.
Sea [v] € RP! con representante v. Como M es sobre por hipétesis, existe u € R? tal que Mu = v.
Como 3

M([u]) = [Mu] = [v],

se sigue que M es sobre.

Finalmente, supongamos [Mu] = [Mv]. Entonces, existe k € R\ {0} tal que Mu = kMv, y como
M es inyectiva por hipétesis , u = kv. Asi [u] = [v] y M es inyectiva. O
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4.1.2 La Descomposicion de las matrices en SL(2, R)

En esta subseccion se discutird la descomposicién de Iwasawa para matrices en SL(2,R); ver por
ejemplo [17].

Definimos los siguientes subgrupos de SL(2, R):
cosf) —sinf
€= {E@ T (sin@ cos 6 > H0 GR}’
1 «
P{Pa. <O 1) .aeR},
r 0
i fmm (7 )0}

Teorema 4.1.1 (Descomposicion de Iwasawa). Toda matriz A € SL(2,R) puede ser escrita de man-
era tinica como A = P,H.FEy, dénde P, € P, H. € Hy Fy € .

Demostracion.
Considere el semiplano superior complejo, Cy = {z € C : Sz > 0}. Dada A € SL(2,R),
consideremos su accién en C dada por

A e a b Z'_az#—b
“\e d ez +d

Observe que A - z pertenece a C,. para cada z € C ya que

(@20 _ (ad—bc)%z: Q3 >0,
cz+d lez + dJ? lcz + dJ?
Mais atin, note que
(A-B)-z=A-(B-=z) (4.3)

Para todas A, B € SL(2,R) y z € Cy.

Consideremos el caso A - 7 = 1, esto es,
ai +b
ci+d

=iteait+b=di—cesa=dyb=—c

Asi, la condicién det A = ad — bc = 1 se convierte en a® + ¢ = 1 y podemos elegir # € R con
a = cosfyc=sind, tal que

A (@ b\ [(a —c\ [cosf —sinf
“\e¢ d) \¢ a ) \sinf cos )
Esto muestraque A -7 =1isiysolosi A € £.

Dada cualquier A € SL(2,R), consideremos A - i € C y fijemos

ai=RAD), = (S(A-0)V2
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Entonces,

A-i=a+ir?
-5 50
- ((1) ?) (6 1(/)r> X

-1 -1
r 0 1 « .
<0 1/7") (0 1> A-i=1,
_1 -1 .
r 0 1l « A cosf) —sind
1/r 0 1 ~ \sinf cosf

para una ¢ € R adecuada por nuestra discucion de arriba. Asi,

A 1 ay(r O cosf —siné
- \0 1)\0 1/r) \sin® cosf )’

como se deseaba. Esto establece la existencia.
Para mostrar unicidad, consideremos la siguiente identidad

1 o 71 0 costh —sinf1\ (1 oo ro 0 cosfly —sinfy
0 1 0 1/ry) \sinf; cosfy /] \0 1 0 1/rg) \sinfy cosbs
con aq, g, 01,02 € Rand ry,ry > 0.
Aplicando ambos lados a 7 € C, obtenemos

()G )6 6 R

lo cual es equivalente a

Asi, para (4.3),

lo que implica que

)

a1 + ir% =as+ ir%.
Esto implica que oy = ag y 71 = r2 (since 71,72 > 0). Toda vez que esto se cumpla, tenemos
también que
costh —sinf;\ [cosfly —sinfs
sinf; cosf; /  \sinfy cosfy /'’
probando unicidad. 0

Observacion 4.1.2. Dado que cualquier matriz en SL(2,R) puede ser escrita como la inversa de la
transpuesta de una matriz en SL(2,R), tenemos también la descomposicion

A— 1 0 % 0 cosf —sinf
T \—a 1 0 7/ \sinf® cosé

para algunas @ € R, ¥ >0y 6cR
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4.2 El Caso de una Interaccion tipo ¢

Para entender los conceptos consideremos el caso de una interaccion tipo 4. Es decir el caso estudiado
en la seccion 3.1 y probaremos el resultado obtenido en el Teorema 3.1.4 pero utilizando matrices de
transferencia.

Sean I = [a,b] C R un intervalo cerrado y finito, V € L'([) real valuada, p € I un punto interior, y
a e R

Consideremos las expresiones diferenciales formales

d2
T = —@"‘V

d2
Ta,p = a2 +V 4+ ad(z —p).

Recordemos que el operador maximal 7, ;, correspondiente a 7, ;, esta definido por
Ta,pf = Tf

D(Top) = {f € L*(I): f, f"abs. contin I\{p}, —f" + V f € L*(I),

(760 ) =0 (365 ) 1

Observacion 4.2.1. Note que la restriccion de cualquier funcion absolutamente continua a un inter-
valo acotado es de variacion acotada y por tanto los limites por la derecha y por la izquierda existen
en todo punto, ver Seccion 8.15 en [22].

Aqui, A, p es la matriz en SL(2, R) definida por

ho (10 ws

a 1

Observe que T4, ,, corresponde al operador definido en la seccion 3.1.

Consideremos la restriccion autoadjunta H, , de Ty, in L2(I), ver Teorema 5.2 en [4], definida por

Hopf=1f 4.5)

6, v €[0,m).

Pifles) = {fGD(Ta,p): f(a)cos + f'(a)sinf =0 }

f(b) cosy + f/(b)siny =0
Teorema 4.2.1 (Ver Teorema 3.1.4). Sea E € 0,(H,,p). Entonces la siguiente alternativa sucede:
i) E € 0,(Ha,p) para toda & € R,

i) E & op(Hap) paratoda & € R\ {a}.
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Demostracion.

Notemos primero que en el nivel de matrices de transferencia, la interaccién puntual inserta el factor
(4.4)entre M(y,p+; E)y M(p—,z; E) paraa <z <p <y <b.

Sea £ € Rtalque E € 0,(H,p). Entonces existe un vector no cero u € D(H,, p) con H, ,u = Eu.

En particular, se tiene que
ulp+)\ _ 4 (ulp-)
u' (p+) P\ (p-))

Supongamos que 7i) falla; y por tanto tenemos que probar 7). Sea £ € 0,(Hgs,p) para alguna & €
R\ {a}. Existe un vector no cero v € D(Hg p) tal que Hs pv = Ev. Como M = M(p—,a; E) €
SL(2,R) y [(u(a),u'(a))"] = [(v(a),v(a))"], se tiene que

ycomou € D(H,p)yv € D(Hap),

<<a Capio o) = (ata ) (b)) = 45 (060) =

a3 (o)) =z (J00) = (502) - (1)
&, €

y entonces (a — &)u(p—) + v/ (p—) = v/(p—). Como & #

(60) = (o) = (0 1) (i) = (6 1) () =2 (02)

Por tanto, se cumple que u € o,(Ha p), V& # a 'y i). O
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4.3 El caso de una sola interaccion puntual generalizada

Ahora construiremos el operador con una interaccion puntual generalizada. Sea I = [a,b] C R un
intervalo cerrado finito. Sean V' € LI(I ) funcién real valuada, p € I un punto interior y A, .9 €
SL(2,R) con descomposicién de Iwasawa A, , g = P, H,FEjy, donde P, € P, H, € H and Ey € £.
Consideremos la siguiente expresion diferencial formal

d2

Definicion 4.3.1. El operador maximal correspondiente Ty, , g esta definido por
Toe,r,é‘f = Tf

D(Toyg) = {f € L3(1) s f, ' abs. contin I\{p},—f" +V f € L*(I),

< f(p+) ):A 9( f(p—) )}
f'(p+) N ()
Consideremos la restriccion autoadjunta Hiz gdeTq, pin L2(I ), ver ecuacion (4.3) en [26], definida

abajo

Definicion 4.3.2. Sea H iZ g €l operador definido por

H f=r1f

a,r,f

f(a)cosd + f'(a)sind =0
f(b)cosy + f'(b)siny =0

Lema 4.3.1. Sea 0,0 € R y fijemos v € R2. Se cumple que: 0 # 0 + kr, k € Z si y sélo si
[Aa,r,ev] # [A(X,r,év]'

Demostracion.

D(Hg;}ﬁ) = {f € D(Ta,rﬂ) . } ’ 57 Y € [O,ﬂ).

=) Sean 0 # 0 + km, k € Zyv € R2 Dado que E., actia como una matriz de rotacion
por un dngulo ~, tenemos que [Epv] # [Ezv]. Tomando en cuenta que P, H, € SL(2,R),
Lemma 4.1.1 nos dice que [A, ,ov] # [A, , 50].

<) Supongamos ahora que [A, . ov] # [A, , 5v]. Recordando la definici6n introducida en el Lema
4.1.1,

PoH[Egu] = [PoHy Ejv] = [A,, | V] # [Aa,rov] = PoHy[Egv],

P

pues P, H, es inyectiva. Asi [Egv] # [Ezv] y por tanto 0+#0+kn kel

Lema 4.3.2. Seanr,7 > 0, 7 # r y v € R2. Los siguientes son equivalentes:
i) [v] = [(sin®, cos0)T] or [v] = [(cos ), —sin H)T],
“) [Aa,rﬁv] = [Aa,F,QU]-
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Demostracion.

i1) = 1) Asumamos que [A, gv] = [Aq,7ov]. Entonces P, [H,Egv] = P, [HiEgv]. Del Lema 4.1.1
P, es inyectiva, [H, Egv] = [H;Egv], esto es, existe k € R\ {0} tal que H, Egv = kH;FEgv.
Asi, H YH,Egv = kEyv, y por tanto Egv es un vector propio de la matriz diagonal H 5 'H,.
Como r # 7, los vectores propios son multiplos de [0, 1] o [1,0]. Entonces [Eyv] = [(1,0)7]
o [Egv] = [(0,1)7], tomando en cuenta que

E0_1 _ < cos sm¢9>

—sinf cosd
y Lema 4.1.1, obtenemos [v] = [(sin ), cos §)] o [v] = [(cos 8, —sin §)7].

i) = ii) Supongamos que [v] = [(sin @, cos #)T]. Entonces,

A pg0] = [PaHp(0,1)7] = [2Pa(0,1)7] = [2Pa(0,1)7] = [PaHz(0,1)7] = [Aq z00].

r ~ ’

<

Cuando [v] = [(cos @, — sin )7, el resultado se sigue de manera analoga.

Lema 4.3.3. Sean o, € R, & # oy v € R2. Los siguientes son equivalentes:
i) [v] = [(cos @, —sin6)T],
i1) [Aarov]) = [Aarovl.

Demostracion.

i1) = i) Asumamos que [A,,gv] = [Aargv], esto es, existe £ € R\ {0} tal que P H,Egv =
kPs;H, Egv. Entonces Pd_lPaHrEgv = kH,Egv. Asi H, Fyv es un vector propio de la matriz
P 'p,. Como a # &, P 1P, # I sus vectores propios son multiplos de (1,0)”. Entonces
[H,Egv] = [(1,0)T], y tomando en cuenta que

1 .
~1_ [ ycosf rsind
(HyEp)™ = (—isin@ rcos@)

y el Lema 4.1.1, obtenemos que [v] = [1(cos 6, — sin 6)”] = [(cos 6, — sin §)”].
i) = 1) Supongamos que [v] = [(cos 6, — sin #)]. Entonces

[Aarov] = [Par(1,0)7] = [r(1,0)7] = [Par(1,0)7] = [As.rev].

Teorema 4.3.1. Sea E € R. Si E € 0,(H®" ), entonces:

a,T,

a) E € ap(Hé’Zé) siysolosif =0+ kn, ke Z

Q,

b) Una de las siguientes se cumple:
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¢) Una de las siguientes se cumple:
i) E¢ ap(lifg’7 ) para toda & # .
i) FE € ap(H ) para toda & € R.

Demostracion.
Como E € op(Hi’Zo), existe u € L?(a,b), u # 0, tal que u € D(Ha o)y Hareu = Eu.

a) Supongamos ahora que E € ap(H o ) para alguna 0 # 0. Entonces existe v € L2(a,b),

v # 0, tal que v € D(H o ) y Hiwév = FEwv. Considemos las matrices M (p—,a; E) y

M (b, p+; E), las cuales no dependen de o, r y 6.
Como M := M(p—,a; E) € SL(2,R) y [(u(a),v/(a))T] = [(v(a),v'(a))T], tenemos que

[(ulp=),u' (p=))"] = M([(u(a),/(a))"]) = M([(v(a),v'())"]) = [(v(p=),v"(p=))"].

Asf, existe A € R\ {0} tal que
(o) = (60)

Anglogamente, como M ~1(b, p+; E) € SL(2,R), existe 1 € R\ {0} tal que

(5(@))) - <§'(@)>> '

() =2 (200) v (V) = Aera (00

tenemos que

[Aa,ro(u(p=),u' (p=)"] = [4,, (=), 0" (0-))"] = [4, . 5(ulp—). @/ (p=))"].

I}

Como

Por el Lema 4.3.1 esto pasa si y s6lo si 0=0+kr kel

b) Supongamos que i) es falso. Entonces para alguna r # r, existe £ € O'p(Hi’lo p)- Por tanto

existe un vector no cero v € L?(a,b) tal que v € D(Hizo )y Hizo
caso a) concluimos que

[Aa,ro(u(p=), v/ (0=))"] = [Aaure0(v(p=),v'(0=))"] = [Aa,ro.0(ulp—), ' (p=))"]-
Por el Lema 4.3.2 esto pasa siy sélosi [(u(p—), v/ (p—))T] = [(sin 6, cos 0)T] o [(u(p—),u' (p—))T] =
[(cos B, —sin0)T].

Asumamos que [(u(p—), u'(p—))"] = [(sin 0, cos 0) ). Si[(u(p—), v/ (p—))"] = [(cos §, —sin 0)],
el argumento procede andlogamente. Existe c € R\ {0} tal que (u(p—), v (p—))T = c(sin 6, cos )7

oV = Ev. Como en el
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Normalizamos y tomamos ¢ = 1. Verifiquemos que paracada > 0, £/ € O'(Hg’}’e) con vector

u' (p—)

50

propio i
Tu(r) sia<z<p

w(x) ==
u(z) sip<ax<b
Primero, notemos que w satistace las condiciones en a y en b de las funciones en D(Hi’z ) ya
que u también las satisface. Ahora,

T ([ u(p—) —fA~ sinf\ _ 71 fa) 1 [(a) _
e\ o) T rr\1) T 1) T

= Ao p
<uwp+)>'

UKP—)> -
w'(p+)

1KP+J> _

4 sinf\

— Carf\cosd) T\ (p+)
La primera y la segunda igualdad se cumplen por la definicién de w y u, las siguientes tres
igualdades son cdlculos directos. La penultima igualdad se cumple ya que u € D(Hg’Z 0) Y
Hi’},e)’ Tw = Fw en
Hfg?, p)- Por tanto,

la dltima se sigue de que w = wu a la derecha de p. Por tanto w € D(
oV = Ev. Concluimos como en el

[a,b]\{p},y F es un valor propio para Hi’}ﬁ, 7> 0.
7’y

¢) Supongamos que %) es falso. Entonces para alguna ag # c, existe E € oy (
existe v € L%(a,b), v # 0, tal que v € D(Hg’:rg) y Hio
. Existe

caso a) que
[Aa,ro (=), @ (0=))"] = [Aag,ro(v(p=), v (0-))"] = [Aag,ro(u(p—),u' (p-))"]

Por el Lema 4.3.3 esto pasa si y s6lo si [(u(p—),u (p—))T] = [(cos®, —sind)T]
)

=ARIHIERLC

c € R\ {0} tal que (u(p—),u'(p—))T = c(sin, cos#)T. Normalizamos y tomamos ¢ = 1.
> = Aaro (— sin @

Para toda & € R,
u(p—)

&“B(UTP—)
Por tanto, para toda @ € R, u € D(Hg’za) y HgZ ot = Eu.
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4.4 Interacciones puntuales generalizadas caso contable

Sean —0o < a < b <ooyV € Li (a,b) funcién real valuada. Fijemos un conjunto discreto de

puntos M = {z,, }nes C (a,b), donde I C Z. Supongamos que el conjunto M se acumula a lo mds
enaob. Sean A :={a,} CR, R:={r,} C(0,00)yO :={6,} CR.

Definicion 4.4.1. Sea A,,, ;. 0, € SL(2,R) con descomposicion de Iwasawa A,,, 1, 6,, = Po,, Hr, Ey,,,
donde P,, € P, H,, € Hy Ey, € & paratodan € J.

Consideremos la expresion diferencia formal

d2
=——+V
T a2 +

Definicion 4.4.2. El operador maximal Th g e esta definido por

Taref=1f

D(Tye) = { € L%(a,b) : f, J' abs. cont en (a,b)\M, " + V | € L*(a,b),

(7)) = a7 Jomea)

(Ver observacién 4.2.1)

Definicién 4.4.3. Dados g € L. (a,b)y z € C, Decimos que f es solucion de (T o — 2)f = g si

loc

Iy [’ son absolutamente continuas en (a,b)\M con —f" +V f—zf =gy

(i3 ) - ] oo

Definicion 4.4.4. Definimos el Wronskiano de dos soluciones uy y us de (tp,re — 2)f = 0 por
W (u, ug) = uy(z+)ub(z+) — uf (x+)ug(x+).

Definicion 4.4.5. Para f y g absolutamente continuas en (a,b)\M, definimos el corchete de La-
grange como

[f, 9l == flx4)g (z+) — f'(z+)g(z+)  z € (a,b)

Si f,g € D(Ta,ge), entonces los limites [f, glq := limy—yqi[f,9lz ¥ [f, 9lp = limgy_p_[f, 9]a
existen; ver [4, Theorem 2.2].

Una solucién de (7o, r.e — 2)f = 0 se dice que esta a la derecha (resp., izquierda) en L?(a, b) si f es
cuadrado integrable en una vecindad de b (resp., a).

Definicion 4.4.6.

i) TA R0 esta en el caso de circulo limite (Icc) en b si para toda z € C, todas las soluciones de
(TA.r,0 — 2)f = 0 estan a la derecha en L*(a, b).

i1) TA R esta en el caso de punto limite (Ipc) en b si para toda z € C, existe al menos una
solucion de (ta.r.e — 2)f = 0 que no esta a la derecha en L?(a, b).
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La misma definicion aplica para el extremo a.

De acuerdo a la alternativa de Weyl, ver [4, Theorem 4.4], siempre se cumple ¢) 0 ii).

En el Teorema 5.2 en [4] se establece que el operador Hj g g, definido abajo, es una restriccion
autoadjunta del operador maximal Ty r e introducido en la Definicion 4.4.2.

Definicion 4.4.7. Sea Hj r e el operador definido como

Hyrof=71f
= v, fla=0ifTARe lccena
D(Hpre) = {f € D(Tpro) : i fl = 0 e ecenb |

donde v y w son soluciones reales no triviales de (TA ro — A\)v = 0 cerca de a 'y cerca de b,
respectivamente, A € R.

Si 77, r,e esta en el caso de circulo limite en b, entonces w esta a la derecha en L? (a,b) y por tanto
[w, f]p esta bien definido y lo mismo pasa para a y v. Si 75 g e esta en el caso de punto limite en a o
b no requerimos ninguna condicién extra en esos puntos.

Observacion 4.4.1. Para la existencia de los valores de [v, f|a y [w, f]p en la frontera ver Teorema
2.2 a) en [4]. En el Teorema 5.2 en [4], las restricciones autoadjuntas esta caracterizadas usando
matrices unitarias. El caso que aqui se esta tratando corresponde al caso particular de condicones
de frontera autoadjuntas reales y connecting. Para la construccion de restricciones autoadjuntas ver
tambiém [19, pp. 216], [10, Seccion 15], [12, Teorema 2.2], [25, Seccion 3]y [1, Teorema 1].

Observacion 4.4.2. Siempre que fijemos un pardmetro, no se escribird. Por ejemplo, si fijamos Ry
O solo escribiremos H ) y andlogamente para los otros casos.

Definicién 4.4.8. Decimos que T r o es regular en a si a es finito, V € Ll [a,b)yano esun punto

de acumulacion de M. La misma definicion aplica para el extremo b.

loc [

Si T, r,e es regular en a, entonces 75 e es lcc en a 'y la condicion [v, f], = 0 puede ser reemplazada
por

f(a)cosyp + f'(a)siny =0
para ¢ € [0, 7). Lo mismo se cumple para b.
En el resto de esta seccién para el operador Hy g ¢ de la Definicion 4.4.7 fijaremos los valores de

Qp, T Y Oy, para n # ng. Fijemos a = apy, 7 = 1y, y 8 = 0p,. Este operador serd denotado por
H, , 9, donde solo los valores que A, Ry © toman en ng estan explicitamente mostrados.

Sea Y € R fijo y definamos
P(E) :={(a,7,0) e Rx (0,00) x R: E € 0p(Harp)}
Ahora, tomemos el operador H o Introducido en la definicién 4.3.2 con p = xp, y I = [e,d] C

(a,b) talque [c,d|NM = {wno} (Note que se ha cambiado la notacién para los extremos del intervalo
D).
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Lema 4.4.1. Existen 0, o € [0,7) fijos tales que para todas («,r,0) € P(E), sucede que E €
80,70
op(H ).

a,r,0

Demostracion.
Si (a1, 71,61) € P(E), entonces para alguna ¢ € D(H,, r, g,) no cero, Hy, », 9,0 = E¢.
Fijemos los puntos g, € [0, 7) donde

¢(c) cos dp + ¢'(c) sindp =0

¢(d) cosyo + ¢'(d) sinyo = 0 (4-0)

Si (a,7,0) € P(E) es tal que (o, r,60) = (a1, 71, 61), la afirmacion se sigue.

Si (o,7,0) € P(E) pero (a,7,0) # (aq,r1,01), entonces Hy 910 = E1) para alguna ¢ €
D(H, ) no cero. Por tanto, existe J,y € [0,7) que satisface las condiciones de frontera en c y
d para 1, similar a (4.6). Si probamos que 6 = dg y 7 = 7o, entonces H 60”‘% = FE% y por tanto

a,r,0
Ee O.(H(;O»'YO).

a,r,0
Probemos que 7 = ~yy. La prueba para ¢ es andloga.

a) Supongamos que 7, esta en el caso de circulo limite en b.

El Wronskiano satisface W, (w, ) = [w, ], y Wa(w,¥) = [w, )], porque w es real. Es
constante para x € [d,b) ya que w, vy ¢ son soluciones de 7, .9 f = E f en el intervalo [d, b)
porque x,,, no intersecta [d, b). Por hipétesis, las funciones ¢ y 9 satisfacen las condiciones de
lcc en b. Esto implica que

0=[w, ¢y = lim Wy(w,v) y 0=[w,plp = lim Wy(w,y)
r—b— r—rb—

Por tanto W, (w, ) = W (w, ) = 0y entonces W, (p, 1) = 0. Asi ¢ y 1) son linealmente
dependientes y o = K1) para alguna constante X € R no cero. Por tanto, v = 7. Ver Lema
4.2 en [4].

b) Supongamos ahora que 7, ¢ esta en el caso de punto limite en b. Si 79 # -, entonces ¢ y
1 son linealmente independientes en [d, b), ya que si existe una constante K € R no cero tal
que ¢» = K entonces v = 7. Por tanto toda solucién f de 7 ,9f = Ef en [d,b) puede ser
escrita como u = ¢ + c2v. Pero, como ¢, € L?(a,b), entonces u € L?(a, b) y obtenemos
una contradiccién al caso de punto limite.

O
Teorema 4.4.1. Se tienen los siguientes casos:
a) Si = ag yr = rg son fijos, entonces {(c, r9,0) € P(E)} es vacio o contable.

b) Sia = agy0 = 0y son fijos, entonces {(ap,r,00) € P(E)} tiene a lo mds un elemento o
{(a0,7,00) € P(E)} = {ao} x (0,00) x {fo}.
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¢) Sir = rgand 0§ = Oy son fijos, entonces {(a,ro,0p) € P(E)} tiene a lo mds un elemento o

{(a,70,00) € P(E)} =R x {ro} x {fo}.
Demostracion.

a) Supongamos que para alguna 6, («, 70, 0) € P(E). Entonces por Lema4.4.1, E € ap(Hi%’Zg 0)-
Por Teorema 4.3.1 a), esto implica que (ag, 7, 0) € P(E) siy sdlosi 6 = 6 + kr, k € Z. Por
tanto el conjunto { (o, 79, 0) € P(E)} es contable.

b) Supongamos que paraalgunar, (o, r,0) € P(E). Entonces por Lema4.4.1, E € Up(Hg?)’ZOeO)-
Por Teorema 4.3.1 b), se tiene que (ag, 7, 6p) & P(E), VF # r o («o,T,00) € P(E), V7 > 0.
Por tanto la afirmacion se sigue.

c¢) Supongamos que para alguna «, («, 79, 6p) € P(E). Entonces por Lema4.4.1, E € ap(HgO;ZOQO).
Por Teorema 4.3.1 ¢), se tiene que (&, ro,0y) & P(E),Va # ao (a,r9,6p) € P(E),Va € R.
Por tanto la afirmacién se sigue.

O]

Observacion 4.4.3. Observe que en b) del Teorema 4.4.1, si el vector propio asociado a E es tal que
W(Tpg—) = €co8Opy y U (Tny—) = —sinby, 0 u(Tp,—) = sinby, y u'(zn,—) = cos by, entonces
{(ag,r,00) € P(E)} = {ap} x (0,00) x {6y}, de otra forma {(ag,r,6p) € P(E)} tiene a lo
mds un elemento. En el caso c) del mismo Teorema, si el vector propio asociado a E es tal que
w(Tpy—) = o8Oy, y U (Tn,—) = — sin Oy, entonces {(a,r9,6p) € P(E)} =R x {ro} x {60}, de
otra forma {(a, 9, 00) € P(E)} tiene a lo mds un elemento.
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4.5 Operadores Aleatorios de Sturm-Liouville con Interacciones Pun-
tuales Generalizadas

En esta seccién usaremos los resultados obtenidos previamente para estudiar el caso aleatorio. Primero
el espacio de probabilidad 2 donde viven las sucesiones de constantes de acomplamiento sera con-
struido y entonces nuestros operadores aleatorios serdn definidos.

El espacio de sucesiones real valuadas {wy, }nec3, donde J C Z, serd denotado por RY. Introducimos
una medida R? de la siguiente manera. Sea {p, }c3 una sucesién de medidas de probabilidad en R
y considere la medida producto P = x,,c3p,, definida sobre la o-algebra producto F de R? generada
por los conjuntos cilindro, esto es, por los conjuntos de la forma {w : w(i1) € Ay, ..., w(in) € Ap}
para i1,...,i, € J, donde Ay, ..., A, son los conjuntos de Borel en R. De esta manera el espacio
Q = (R?, F,P) es construido. Ver Capitulo 1, Seccién 1 en [21]. En algunos casos requeriremos que
el espacio de medida {2 sea completo, i.e. subconjuntos de conjuntos de medida cero son medibles.
Todo espacio de medida puede ser completado, ver Teorema 1.36 en [22].

Si fijamos Ry ©, y sea A € R”, denotaremos el operador H A,R,© como Hp y andlogamente Hp
y Ho cuando los parametros A y © o A y R esten fijos, respectivamente, ver Observacion 4.4.2.
Mas ain suponga que el caso de punto limite ocurre en a 0 que 75 g e €s regular en a y las mismas
posibilidades para b (ver Definicién 4.4.8).

Sean 1 = (R?, F1,P1), Qo = ((0,00)7, F2,P2) y Q3 = (R?, F3,P3) espacios de probabilidad
construidos como se describid arriba.
Definicion 4.5.1. Para cualquier E € R, definimos el conjunto
Pro(E):={A€ R’:E e op(Hp)}
Pro(E):={R € (0,00)" : E € 0,(Hg)}
Py r(E):={0 € R’ : E € 0,(He)}

Se probara el siguiente Teorema. Recuerde que una medida continua p es una medida tal que
p({z}) = 0, para cualquier punto z.

Teorema 4.5.1. Supongamos que €2y es completo y Py = X,,c1py, es tal que p,, son medidas continuas
para todan € I. Sea E € R fijoy B C Pre(E), para cualquier conjunto medible B € F.
Entonces una de las siguientes se cumple:

i) P1(B) =0
ii) Ppo(E) =R’

Observacion 4.5.1. Se mostrard que en algunos casos siempre existe un conjunto de interacciones
puntuales M donde ii) ocurre. Ver Teorema 4.5.5 abajo.

Observacion 4.5.2. Un resultado andlogo se cumple para Py o(E): Po(B) = 0 0 Pro(E) =
(0, 00)°.

Antes de probar el Teorema 4.5.1 probaremos el siguiente Lema, donde la definicién 4.1.1 es usada.
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Lema 4.5.1. Para cualquier conjunto medible B C Pg o y cualquier n € J, sea
Qn.p = {A € B:Jup € D(HA)\{0}, Haup = Eup y [(ua(zn—), u)y (2,—))"] # [(cos O, —sin 6,) ]}
Entonces Qg es medible y P1(Qy g) = 0.

Demostracion.

Sea
1 siAeB,

xs(h) = {o siA ¢ B.

Si A € @ g, entonces de la definicién de @y, g se sigue que xp(A) = 1.

Sea f : RI\"} — [0, 00) definida por
FR) = [ xn(8) dpa(A),

donde A = S A(k)e(k). Aquie(k) = (em)mex son los vectores canénicos con entradas e,,, = 0
ked\{n}
si k #my e, = 1. Lamedibilidad de f se sigue del Teorema de Fubini. (Ver [22, Theorem 7.8].)
SiA =) A(k)e(k) € Qn,E,entonces f(A) =0,donde A = > A(k)e(k). Esto se sigue de la
ked ked\{n}
Observacién 4.4.3 ya que p,, es continua.

Por tanto Q,, z C [f~1({0}) x R] N B.

Ahora, usando Fubini,

@=L @) [ @) = [ d) ) <o

Entonces,

/ xB(A)dP; =0,
[/~ ({0})xRINB

y yaque xg(A) = 1 en B, tenemos que P1([f~1({0}) x RjN B) = 0.
Como la medida dP; es completa, cualquier subconjunto de un conjunto de medida cero es medible
con medida cero. Por tanto (),, g es medible.

O

Demostracion. [Prueba del Teorema 4.5.1]
Basta probar que si i) no se cumple, entonces 7) se cumple.

Supongamos que existe Ay € R” tal que E no es valor propio de H Ao
Si E no es valor propio de H para toda A € R?, entonces P1(B) = 0y el resultado se sigue.

Supongamos ahoraque A € B, entonces E € 0,(Hy), i.e. existe up € D(Hp)\{0} tal que Hyup =
FEuy. Entonces A € @, g para alguna n € J. Esto se sigue ya que si [(ua(zn,—), vy (v,—))T] =
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[(cos 0, —sin0,)T] para toda n € J, entonces existe ¢, € R tal que (u(z,—),u (z,—))T =

¢n(cos B, —sin B), por tanto

u(zn—) cos Oy, 1 A(n)\ (1 1
AA(n),Tn,On (U/(Sﬂn—)> = AA(n),Tn,QnCn <_ sin 0n> = CpTp (0 1 0 = CpTn 0

Como el lado derecho no depende de A, de la definicién de Hy, E debe ser valor propio de Hy para
toda A € R?, en particular E es valor propio de Hy,, cf. prueba del Teorema 4.3.1 ¢), lo cual no es
posible por nuestra hipétesis inicial. Por tanto

B C U Qn,E7

nel

donde @), g fue definido en Lema 4.5.1. Usando ese lema obtenemos que 1 ( |J @) = 0. Por tanto,
n€eJ
el resultado se sigue. O

Observacion 4.5.3. Si 7x g g esta en el lcc en b debemos suponer que es regular en b, de otra manera
no podemos asegurar que la funcion up en la prueba del Teorema 3.3.1 satisface las condiciones de
frontera en b para toda A(n), y lo mismo para el extremo a.

Teorema 4.5.2. Suponga que P3 = X,,c3qy, es tal que gy, es una medida continua para algiinng € J.
Sea E € R fijo y sea B subconjunto medible de Py r(E). Entonces P3(B) = 0.

Demostracion.

Sea
1 if©® e B,

x5(0) = {0 ifO ¢ B,

y definamos f : R¥\M"0} — [0, 00) como
£(8) = [ x5(8)dauy (o)),
R

donde © = 3 O(k)e(k). Aqui e(k) = (em)mes son los vectores candnicos con entradas
k‘Ej\{no}
em = 0sik # my e, = 1. La medibilidad de f se sigue del Teorema de Fubini. (Ver [22, Teorema
7.8].)
Si® = > O(k)e(k) € B, entonces f(©) = 0, donde © = > ©O(k)e(k). Esto se sigue del
ked ked\{n}
Teorema 4.4.1 ya que gy, es continua.

Por tanto B C [f~({0}) x R].

Ahora, usando Fubini,

/ x5(0) dP; = / 0P5(6) / x5(©) diny (O (ng)) = / 1(6) dP3(6) = 0.
{0} xR f=1({o}) R F~1{o})

Entonces, P3([f~1({0}) x R]) = 0. Por tanto, P3(B) = 0.
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Definicion 4.5.2. Para cualquier E € R, definimos
P(E) = {(A,R, @) EM xQyx03: K e Up(HAyR@)}.

En los siguientes Teoremas, la hipétesis de Medibilidad de el conjunto P(FE) es crucial. Esta su-
posicion puede ser satisfecha por ejemplo, si suponemos que los operadores Hj r o son medibles.
Ver Teorema 3.3.6.

Teorema 4.5.3. Supongamos que P3 = X, c3q, es tal que gy, es una medida continua para algiin
ng € J. Sea E € R fijo y supongamos que P(E) es medible. Sea P = Py x Py x Ps. Entonces,

P(P(E)) = 0.
Demostracion.
Sea ( ) )
[ 1 if(A,R,0) € P(E),
xpr) (A R,©) = {0 if (A,R,0©) ¢ P(E)
Entonces,

Usando Fubini, se tiene que

/ xp(s)(A, R, ©) dP = / dP, x dP; / Xy n() () dP3(6),
Q1 XNy %03 Q1 x8Q2 Q3

donde Py r(F) es como en la Definicién 4.5.1.
Note que
/Q XPy r(B)(©) dP3(0) = P3(Pp r(E)),
3
y que el Teorema 4.5.2 da que P3(Pr o (E)) = 0. Asi, el Teorema se sigue.
O

Teorema 4.5.4. Suponga que Q2 es completo y que P1 = X,,cypy, es tal que p,, son medidas continuas
para todan € J. Sea E € R fijo y suponga que P(FE) es medible. Sea P = P; x Py x IP5. Entonces
una de las siguientes se cumple

i) P(P(E)) =0,
i) P(P(E)) = 1.

Proof. Sea
B 1 si(AR,0) € P(E),
Entonces,
P(P(E)) = / xpm)(A, R, ©) dP.
Q1 xQ2xQ3

Usando Fubini, se tiene que

/ xpE) (A, R, ©) dP Z/ dPy X dP?,/ XPp.o(E)(A) dP1(A),
leﬂngg QQXQg

951
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donde Pr o (F) es como en la Definicién 4.5.1. Como

/QXPR,@(E) (A)dP(A) = P(Preo(E)),

usando el Teorema 3.3.1 concluimos que P(Pr o(E)) = 0 0 P(Pre(E)) = 1. Por tanto, se sigue el
Teorema. U

Observacion 4.5.4. Un resultado andlogo se cumple si suponemos que Qo, en lugar de )1, satisface
las hipotesis del Teorema.

4.5.1 Oscilacion de Soluciones

El siguiente resultado, Teorema 4.5.5, muestra que siempre es posible construir un conjunto de inter-
acciones puntuales M tal que la opcidn i) en el Teorema 3.3.1 ocurre.

Sea H = Hy rocon A ={0},e3. R = {1},e5y © = {0},,¢5 el operador no perturbado. Este op-
erador no depende de M ni J, y corresponde al operador autoadjunto sin interacciones. Las matrices
introducidas en la Definicion 4.4.1 ahora son matrices identidad, esto es

1 0
Aanyrnygn - (0 1)

o(x) = arg(u'(z) + iu(z)) x € (a,b).

Los ceros de la solucién u estan dados por los valores de z tales que ¢ (z) = km para algtin entero k.
(T — E)u = 0 es oscilatoria en b si y s6lo si ¢(z) — oo cuando x — b; Ver la Definicion 3.3.2 y [14,

p-9].

Lema 4.5.2. Dados dos ceros consecutivos t1,t2 € (a,b) de una solucion v de (1 — E)u = 0y un
vector dado v = (v1,v2)T € R2, existe un punto xo € [t1,t2) tal que

)] = 1G]
Demostracion.

Como t; y to son ceros de la solucion u, existen k1, ko € Z tales que @(t1) = k1my p(ta) = kom.
Como ¢ no puede tender a un multiplo de 7 por arriba, ver [3, Teorema 8.4.3 ii)], se tiene que
ko = k1 + 1. Como ¢ es continua, existe zy € [t1,t2) tal que

Definamos

arg(u'(zo) + iu(xo)) = arg(ve + ivy).

Por tanto, de la Observacién 4.1.1,

O

Teorema 4.5.5. Sean (T — E)u = 0 oscilatoria en (a,b), —oo < a < b < oo, E € 0,(H) ylos ceros
de u tal que no se acumulan en algiin punto interior de (a,b). Fijemos R = {r,}nesy © = {0 }nes,
donde J es finito o 3 = N. Entonces existe M C R discreto tal que Ppo(E) = R..
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Demostracion.

Sea Hu = Fu.

Supongamos que J es finito, J = {ny,n9,...,n.},y O = {bp,,...,0,,.}. Sean to,t1,...,tp, 7+ 1
ceros consecutivos de u. Paran; € J, sea x, tal que x,,, € [t;i_1,t;)y

Gl =)

Por el Lema 4.5.2, tal x,, existe. Sea M = {xy, }]_; y tomemos A,
en la Definicién 4.4.1, para toda n; € J. Entonces,

w(@n,—)\ _ costp, \ _ I oap ) (1) 1
Aani,rniﬂni (u/(xnl_)) = Aani,rni,eni <_ sin 9n1> = Tn; (0 1 ) <O) = Tn; (O) .

De la definicién de Hy, E debe ser un valor propio de H para toda A € R”, y por tanto Pr o(E) =

= Pu,, Hy,, Ep, como

Tn; 79”7;

R
Supongamos ahora que J = N. Asumamos que existen infinitos ceros de u, enumerados de forma
ascendente por to,t1,.... Sean © = {0, },e5 y x1 tal que z1 € [to,t1) y

()] = 150

Como arriba, sea x5 tal que o € [t1,t2) y

()] = [505))

De esta manera obtenemos una sucesién M := {z, },c3. Tomemos A,,, ;. 6, = Pa, H,Ep, como
en la Definicion 4.4.1. Entonces,

w(zn—)\ costy \ _ 1 oy 1\ 1
Aan,Tn,Gn (U/(l’n—)> - Aan,rnﬁn <— sin Hn) = <0 1 ) <0> —n <O> '

De la definicién de H, E debe ser valor propio de Hy paratoda A € R,y por tanto Pr o (E) = R”.
O
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Sea U C R abierto y conexo. Sea C§°(U) el espacio de funciones infinitamene diferenciables en U
con soporte compacto, a este espacio se le conoce como el espacio de funciones de prueba.

1
loc

Aﬂwmziéwm

Para toda funcion de prueba ¢ € C3°(U).

Definicion A.0.1. Suponga u,v € L; (U). Decimos que v es la derivada débil de u. si

Es decir, si dada una funcién v sucede que existe una funcién v que cumple la igualdad para toda ¢ ,
decimos que u tiene derivada débil.

Definicion A.0.2. El espacio de Sobolev W*P(U) consiste de todas las funciones u : U — R
localmente integrables tales que para cada o, o < k, la a—ésima derivada débil de u existe y
pertenece a LP(U).

Lema A.0.1. Siu : (a,b) — R es débilmente diferenciable y u' = 0. Entonces u es constante.

Demostracion.
La condicién de que la derivada débil de u sea cero significa que

b
/ updr =0 Vo € Cy°(a,b)

Elegimos una funcién de prueba ¢ € C3°(a,b) tal que su integral sea uno. Podemos representar
cualquier ¢ € C§°(a, b) como

¢=Ap+¢
donde A € Ry ¢ € C§°(a, b) dados por

b T
A:/ bdz, w(:c>=/ [p(t) — Ap(t)]dt

b b b b b
/ud)dac:/ u[A(p#—W}d:z::A/ ugodx—i—/ uwldx:A/ wpdx =

b b
:c/ odzx. con c:/ updz.

b
/Xu—@@mzo, Vo € C5°(a,b)

Asi f = c puntualmente a.e. Entonces f es equivalente a una funcién constante.

Entonces,

De aqui que

O]

Teorema A.0.1. v € W'P(a,b) siy sélo si u es igual a una funcion absolutamente continua a.e.
cuya derivada ordinaria (que existe a.e.) esta en LP(a,b).



65

Demostracion.
Seau € W1P(a,b). Por definicion, existe v/, la derivada débil de u, y u’ € LP(a, b). Mds atin, por la
desigualdad de Holder, v’ € L!(a,b). Entonces la funcién F : (a,b) — R dada por

esta bien definida.

Mas atin F' es absolutamente continua, entonces por el teorema fundamental del célculo, tenemos
que existe su derivada ordinaria F” a.e. y es igual a v’ y que

F(x) = F(a) + /x F'(t)dt.

Basta probar que u = F a.e. en (a, b). Para esto, sea ¢ € C§°(a, b), tenemos
b b b b
/ Fydr = —/ Flodr = —/ ' pdr = / ug'dx
a a a a

b
/ (F —u)¢'de =0

Por lema A.0.1, existe constante C' € R tal que F' — u = C a.e, es decir u(z) = F(x) 4+ C para a.e
x € (a,b).

Asi, Vo € C5°(a,b),

Por tanto, la derivada ordinaria de u existe y u’ € LP(a,b).

O
En el teorema anterior se prueba que u es débilmente diferenciable si y solo si u es absolutamente
continua. Y en ese caso u' = v.
Denotemos por AC(a, b) el espacio de funciones absolutamente continuas definidas en (a, b) . Estas
son precisamente las funciones f que pueden ser escritas en la forma

f(x) = f(c) —i—/ h(t)dt, z € (a,b)
donde h € L} (a,b)y laintegral se lee como

Jey DAt if x> c
[Fht)dt = 0 ifx=c
— h(t)dt ifx <c

[z,¢)

Observacion A.0.1. Toda funcion f € AC(a,b) es de variacion acotada y por tanto los Irites

f($+)=1€iigf(w+f) y f(fC*)ZleiTIgf(fU+€)

existen. Ver, por ejemplo, Seccion 8.15 en [22].
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Funciones Absolutamente Continuas
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