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Resumen

El objetivo principal del presente trabajo de tesis es cuantificar los efectos de
la presencia de un campo magnético externo en la producción del bosón de
Higgs mediante el proceso de fusión de gluones

g g −→ H.

Para ello, se da una expresión analítica para la sección eficaz no polarizada
a partir de los dos diagramas de Feynman topológicamente no equivalen-
tes, para el proceso a orden dominante, que incluyen el efecto de un campo
magnético de intensidad arbitraria.

En el régimen de campo magnético débil, con la ayuda de una aproxima-
ción, se estudia el efecto del campo magnético en una contribución específica
a la sección eficaz no polarizada.

Los resultados de la presente tesis indican que, en el límite de momentos
transversos bajos, el campo magnético tiende a aumentar la sección eficaz;
la cinemática del proceso juega un rol importante y es necesario un estudio
a mayor profundidad para determinar el efecto de esta en el proceso.

Este tipo de correcciones, debidas a agentes externos, pueden ser de gran
relevancia para el programa de física de precisión del Higgs que se está lle-
vando a cabo y podrían ayudar a discernir o fortalecer si las desviaciones
experimentales respecto de las predicciones teóricas del Modelo Estándar
pueden ser interpretadas como nueva física; una desviación de los datos ex-
perimentales con respecto a las predicciones teóricas podría ser atribuida
erróneamente a física más allá del Modelo Estándar cuando en realidad se
debía al efecto de agentes externos que no fueron considerados en los cálculos.
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Capítulo 1

Introducción

Desde la predicción teórica del bosón de Higgs [1, 2], y especialmente desde
su descubrimiento en 2012, los procesos que lo involucran han cobrado gran
relevancia en la física de vanguardia, teórica y experimental, de altas energías
debido al gran impacto que tiene el mecanismo de Higgs en la generación de
masas de las partículas elementales.

Las mediciones en donde se detectó una nueva partícula escalar, con pro-
piedades similares al Higgs, se realizaron en el “Gran Colisionador de Ha-
drones” (LHC) en los experimentos de ATLAS y CMS en colisiones protón-
protón [3,4]. El tipo de background en estos procesos, permitió detectar una
resonancia en la región de los 125 GeV.

Con la detección de esta nueva partícula, el programa del Higgs entró
en una nueva fase donde era necesario determinar experimentalmente las
propiedades de la partícula descubierta con el fin de confirmar que fuera el
bosón de Higgs [5–7].

El descubrimiento del bosón de Higgs marcó un nuevo hito en la física
moderna, y en la ciencia en general, pues ahora se cuenta con evidencia con-
clusiva de la existencia del campo de Higgs que, mediante el rompimiento
espontáneo de la simetría electrodébil, dota a las partículas elementales de
masa. Además, el bosón de Higgs da el último grado de libertad del Modelo
Estándar de las Partículas Elementales (SM) y con ello una teoría matemáti-
camente autoconsistente y totalmente predictiva con la que se pueden formu-
lar predicciones físicas hasta energías fuera del alcance de los experimentos
que se tienen actualmente. Gracias a que el SM es renormalizable [8, 9], las
propiedades del bosón de Higgs están totalmente determinadas y, en princi-

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

pio, se podrían calcular teóricamente las tasas de producción y decaimientos
con una precisión únicamente limitada por la capacidad de cómputo.

La investigación sobre el bosón de Higgs es una de las mayores prioridades
de la comunidad de física de altas energías en la actualidad y en los siguientes
años. El caracterizar de forma precisa las propiedades del bosón de Higgs,
ayudaría a comprender mejor la naturaleza de diversos procesos de la física
de partículas así como el rompimiento espontáneo de la simetría electrodébil
[10–12].

La existencia del bosón de Higgs, que completa el SM, algunas veces llegó
a ponerse en duda. Sin embargo, el gran éxito del SM como teoría predictiva
hacía pensar que sólo era cuestión de tiempo para su corroboración experi-
mental. El sector del SM que describe las interacciones electromagnéticas, la
electrodinámica cuántica (QED), ha servido como marco teórico para calcu-
lar una de las cantidades físicas que tiene mayor acuerdo entre la predicción
teórica y la medición experimental, el momento magnético anómalo del elec-
trón. La primera corrección radiativa a esta cantidad fue calculada por Julian
Schwinger en 1948 [13]; actualmente la medición experimental y la predicción
teórica coinciden en más de 11 dígitos de precisión [14, 15].

A pesar de ser una teoría que, por el momento, se ajusta a los datos
experimentales, el SM es una teoría fenomenológica incompleta que necesita
ser extendida para poder describir de forma satisfactoria toda la física que se
conoce hoy en día. Todavía no es claro a qué escala de energía el SM dejará
de ser una teoría válida ni si será necesario introducir nuevas leyes físicas, lo
que es un hecho es que este modelo debe ser ampliado para incluir los efectos
de gravedad cuántica [16, 17].

De forma más concisa para la física del Higgs, a partir de cierta escala
de energía Λ (acoplada al bosón de Higgs), se espera que los acoplamientos
del Higgs con los fermiones y con los bosones de norma se modifiquen por la
cantidad

δg

g
∼ O

(
v2

Λ2

)
,

donde v = 246 GeV es la escala de rompimiento espontáneo de la simetría
electrodébil. Si se toma Λ = 1 TeV, la modificación en los acoplamientos
del Higgs es alrededor de 5%, esto indica la precisión que deben de adquirir
tanto los cálculos teóricos como las mediciones experimentales [18].

Las mediciones de las propiedades del bosón de Higgs abren una nueva
ventana para el entendimiento de las interacciones fundamentales y para
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examinar posibles extensiones a las leyes de la física que se conoce. Pues si se
lograran encontrar pequeñas discrepancias entre las predicciones teóricas y los
datos experimentales estas podrían ser señal de nueva física, física más allá del
Modelo Estándar (BSM). De tal forma que un programa a largo plazo de física
de precisión, tanto teórica como experimental, de las propiedades del bosón
de Higgs sería de gran relevancia, ya que podría brindar evidencia, directa
o indirectamente, de física BSM. Teóricamente se han explotado diversas
extensiones al SM en el sector del Higgs [19–22].

El LHC ha entrado en una etapa en donde las medidas de precisión de
las propiedades del Higgs han jugado un rol central; en paralelo, los físicos
teóricos han hecho grandes avances y esfuerzos a lo largo de décadas elabo-
rando cálculos que revelen con gran precisión las propiedades del bosón de
Higgs, como lo son: sus modos de producción y decaimiento por diferentes
canales [23].

Un área de investigación, muy activa en años recientes, se encuentra alre-
dedor de la medición de los acoplamientos tipo Yukawa del Higgs con fermio-
nes. Debido a que estos acoplamientos son proporcionales a la masa de los
fermiones, las perspectivas para la medición de los acoplamientos del Higgs
con los fermiones de la “tercera generación” (los quarks top y bottom, así
como el leptón τ) son prometedoras [24–26].

Por otra parte, la sección eficaz inclusiva para la producción de Higgs es
una observable física típica para este tipo de comparaciones entre las partes
experimental y teórica. De esta observable es posible obtener información de
las constantes de acoplamiento, así que es una herramienta muy útil para bus-
car desviaciones en las predicciones del SM. Para poder obtener predicciones
teóricas confiables para esta observable, o cualquier otra que provenga de co-
lisionadores de hadrones, es necesario tomar en cuenta correcciones debidas
a procesos de Cromodinámica Cuántica (QCD) [27, 28].

Uno de los muchos procesos físicos que contribuyen a la sección eficaz del
Higgs son los decaimientos de este en dos bosones (di-boson modes)

H −→ γγ,WW,ZZ.

Los acoplamientos involucrados en estos procesos han sido determinados ex-
perimentalmente en la primera corrida del LHC y han concordado con las
predicciones del SM [29]. En estos modos de decaimiento la incertidumbre
de los cálculos teóricos es dominada por los errores sistemáticos, uno de es-
tos errores sistemáticos proviene de la normalización de la señal para la cual
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es necesario tener un cálculo preciso de la sección eficaz inclusiva del Higgs
mediante el canal de fusión de gluones [30].

Es importante mencionar que en el SM no existe un acoplamiento directo
entre el bosón de Higgs y los bosones de norma de la interacción nuclear
fuerte, los gluones [8, 31]. Así que la producción del Higgs mediante fusión
de gluones, a primer orden, se da por medio de correcciones cuánticas de la
QCD [27].

La producción de bosones de Higgs mediante la fusión de gluones es un
proceso de gran relevancia debido a que corresponde a más del 90% de la
sección eficaz a 13 TeV. La contribución a este proceso debido a interac-
ciones puras de QCD es de alrededor del 95%, mientras que interacciones
tipo QCD-electrodébil (QCD-EW por sus siglas en inglés) contribuyen con
aproximadamente 5% [32]; las interacciones tipo QCD-EW corresponden a
acoplamientos del bosón de Higgs con bosones de norma del sector electrodé-
bil que, posteriormente, se convierten en gluones mediante un lazo de quarks.

Desde el siglo pasado, la descripción teórica de la sección efectiva de la
producción de Higgs mediante fusión de gluones se ha llevado a cabo. La
contribución leading-order fue calculada en los 70’s [33], las contribuciones
debidas a interacciones puras de QCD a next-to-leading-order (NLO) fueron
calculadas en los 90’s [27, 34, 35] y se observó que éstas tienen contribucio-
nes significativas que van del ∼ 80− 100% de la contribución leading-order,
esto causó una gran duda en si una expansión perturbativa en la constante
de acoplamiento fuerte αs era confiable para la estimación teórica de la sec-
ción eficaz. Las correcciones de QCD a next-to-next-to-leading-order (NNLO
o N2LO) [36–40] se calcularon usando una teoría efectiva para el bosón de
Higgs (HEFT por sus siglas en inglés), en donde la masa del quark top (173.1
GeV [32]) es mucho mayor que la masa del bosón de Higgs (125.1 GeV [32])
en el límite quiral [41–43]; estas contribuciones son ∼ 10− 20% pero meno-
res que las correcciones NLO, lo cual parecería indicar que la expansión en
la contante de acoplamiento fuerte tendiese a estabilizarse. El cálculo teó-
rico de las correcciones next-to-next-to-next-to-leading order (N3LO) son un
tema de gran interés en años recientes [44–47] y resultan ser mucho menos
significativas ∼ 4 − 6% [48], este hecho nos da la confianza de que los re-
sultados obtenidos mediante la expansión perturbativa para la sección eficaz
son válidos.

Como se mencionó anteriormente, correcciones del tipo QCD-EW con-
tribuyen con aproximadamente el 5% a la sección eficaz de la producción
de Higgs pero para la física de precisión no son despreciables. Así que es
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necesario considerar las contribuciones tanto de QCD pura como de QCD-
EW [18,49].

Hasta el momento, todas las investigaciones a las que se han hecho refe-
rencia se enfocan únicamente en la física del bosón de Higgs en el vacío. Sin
embargo, pueden ser extendidas a escenarios donde los efectos de agentes ex-
ternos pudieran cambiar las propiedades globales del bosón de Higgs [50,51];
mismas que al no ser contempladas en cálculos perturbativos del Higgs po-
drían ser malinterpretadas como desviaciones de las predicciones del SM y,
por ello, confundidas con señales de “nueva física”.

En las colisiones de iones pesados relativistas, por ejemplo, es posible
crear ambiente extremo de alta temperatura y densidad que evoluciona en el
tiempo [52]. Los grados de libertad que dominen en el sistema dependerán
de la etapa de la colisión [53]:

Al tiempo t=0 fm/c, con c es la velocidad de la luz, los dos iones
colisionan y las interacciones se empiezan a producir. En estas inter-
acciones iniciales es cuando los jets hadrónicos, fotones directos, pares
de dileptones, quarks pesados y bosones vectoriales son producidos.

Ya pasado un tiempo t∼0.2 fm/c, se crea un estado denominado “glas-
ma” conformado por materia partónica fuera del equilibrio que tiene
una alta densidad junto con otras características particulares [54].

Los partones (quarks y gluones) que componen el “glasma” comienzan
a interactuar fuertemente entre ellos de tal forma que rápidamente se
alcanza un equilibrio térmico a un tiempo aproximado de t∼1 fm/c
después de la colisión.

El resultado de esta termalización es una fase de QCD a alta tempe-
ratura conocida como “plasma de quarks y gluones” (QGP). La abun-
dante producción y el estudio detallado de esta fase de la materia es
el principal objetivo de los programas de colisiones de iones pesados
relativistas en los experimentos de RHIC1 en el Laboratorio Nacional
de Brookhaven (BNL) y ALICE2 en el LHC.

1Relativistic Heavy Ion Collider.
2A Large Ion Collider Experiment.
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Actualmente, se está estudiando la posibilidad de la detección de bosones
de Higgs en otros tipos de colisiones3; por ejemplo, en las colisiones de iones
pesados relativistas que se estudian actualmente en RHIC y en el LHC y,
próximamente, en el FCC4 también en el CERN [55, 56]. En tales procesos,
dependiendo de la etapa de la posible formación y decaimiento del bosón de
Higgs, se tendrían que considerar los efectos del “glasma” y/o del QGP, así
como aquellos debidos a la centralidad y a la energía de la colisión, como son:
temperatura, densidad y/o la presencia de un campo magnético [57,58]. Los
efectos en las propiedades del bosón de Higgs debido a estos agentes deben
de ser tomadas en cuenta en el programa de física de alta precisión.

Es importante hacer notar que el estudio del efecto que tiene el “glasma”
sobre la producción de diferentes tipos de partículas es un tema de vanguardia
sobre el que no se tiene control todavía pero está siendo estudiado [59].

Pasadas las etapas iniciales de la colisión, se forma el QGP, en los experi-
mentos realizados en el LHC se ha encontrado que el tiempo característico pa-
ra la expansión y enfriamiento del sistema es del orden de 10 fm/c [60–62].Al
comparar este tiempo con la vida media del bosón de Higgs, τ ∼ 47 fm/c [32],
se observa que este es mayor que el tiempo característico del QGP, de modo
que alguna de las siguientes situaciones físicas podría presentarse:

Que un bosón de Higgs producido en la etapa inicial de la colisión (an-
tes de la formación del QGP) sea afectado al “entrar” en el QGP y se
modifiquen algunas de sus propiedades, como la vida media, distribu-
ción cinemática, tasa de decaimiento, etc.

Que un bosón de Higgs sea producido dentro del QGP, de manera que
el principal efecto del medio termalizado se observará en la tasa de
producción.

Que un bosón de Higgs sea producido después del enfriamiento del
QGP, en esta última situación la producción del Higgs se verá afectada
por el efecto que tenga el QGP sobre las partículas que posteriormente
darán origen al Higgs.

3Hasta ahora el estudio del bosón de Higgs se basó en las datos obtenidos de colisiones
protón-protón.

4Future Circular Collider.
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Los efectos de un campo magnético en colisiones de iones pesados rela-
tivistas ha sido un tema de intensa investigación en la última década. Se
ha estimado que en colisiones periféricas pueden alcanzar intensidades de
eB ∼ m2

π, donde mπ es la masa de pión y e la magnitud de la carga del
electrón. Estos campos magnéticos son muy intensos al inicio y decaen ex-
ponencialmente con un tiempo característico de 3-4 fm/c [58]. Si el bosón de
Higgs es producido en una etapa de la colisión en presencia de este campo
magnético externo, una pregunta natural que surge es ¿como se verá afecta-
da su tasa de producción (en la sección eficaz)? La respuesta a la pregunta
anterior dependerá del momento exacto de la producción pues el campo mag-
nético, al decaer exponencialmente, podría ser intenso o débil. Esta última
consideración, asociada a un escenario físico, es particularmente importan-
te pues permite cuantificar analíticamente el efecto del campo magnético
mediante algún tipo de aproximación [63–65].

Estructura del trabajo

En este trabajo de tesis nos damos a la tarea de cuantificar el efecto de este
campo magnético en el proceso principal de producción del Higgs mediante
fusión de gluones, de tal forma que la tesis se ha organizado de la siguiente
manera:

En el capítulo 2 se dan las bases teóricas de la física de partículas
necesarias para realizar el cálculo propuesto, así como las reglas de
Feynman que se utilizan posteriormente.

En el tercer capítulo se recrean los resultados reportados en la literatura
para la sección eficaz de la producción de bosones de Higgs mediante
fusión de gluones. Además, se plantea la metodología que se sigue en el
caso donde se considera la presencia de un campo magnético externo.

A partir de la metodología desarrollada en los capítulos anteriores, en el
capítulo 4 se encuentra una expresión analítica para la sección eficaz del
bosón de Higgs en presencia de un campo magnético externo y se lleva
a cabo el cálculo explícito de uno de los coeficientes que contribuye a la
sección eficaz mediante la aproximación de campo débil para momentos
transversos bajos.
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En el quinto capítulo se comparan los resultados obtenidos entre el caso
del vacío y el caso con campo magnético.

Finalmente, en el capítulo 6, se presentan las conclusiones del trabajo de
tesis y se dan a conocer los posibles caminos para un mayor desarrollo
del presente proyecto.



Capítulo 2

Antecedentes teóricos

En este capítulo se abordarán de forma breve los diferentes conceptos de
física de partículas que permiten situar y realizar el cálculo de la amplitud
del proceso de producción del bosón de Higgs mediante fusión de gluones en
el contexto del Modelo Estándar de las Partículas Elementales.

2.1. Rompimiento espontáneo de la simetría

El rompimiento espontáneo de la simetría es un fenómeno ampliamente
conocido en la física. Las primeras ideas surgen al tratar de explicar el fenó-
meno de superconductividad con los modelos de Ginsburg-Landau y Bardeen-
Cooper-Schrieffer 1. En estos modelos un campo escalar es el responsable de
llevar a cabo el rompimiento de simetría del estado base. Estas ideas son cen-
trales en la formulación del Modelo Estándar de las Partículas Elementales,
a continuación se presentan las ideas básicas detrás de este proceso.

Considérese un campo escalar complejo Φ(x) cuya acción está dada por

S0[Φ] =
∫
d4xL0(Φ, ∂Φ), (2.1)

a la cual, en el caso de una teoría libre, le corresponde la densidad Lagran-
giana

1Una revisión interesante se da en [66].

9
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L0(Φ, ∂Φ) = ∂µΦ(x)∂
µΦ∗(x)−m2Φ(x)Φ∗(x). (2.2)

Al escribir el campo complejo de la forma

Φ(x) =
1√
2
(φ1(x) + iφ2(x)) , (2.3)

con φ1(x), φ2(x) ∈ R, es posible reescribir la densidad Lagrangiana como si-
gue

L0 =
1

2
∂µφ1(x)∂

µφ1(x)+
1

2
∂µφ2(x)∂

µφ2(x)

− m2

2
φ1(x)φ1(x)−

m2

2
φ2(x)φ2(x).

(2.4)

Las ecuaciones de movimiento asociadas a cada campo se obtienen al ex-
tremizar a la acción, se pueden calcular a partir de las ecuaciones de Euler-
Lagrange

∂µ

(
∂L0

∂µφj

)
− ∂L0

φj

= 0, (2.5)

con j = 1, 2. Explícitamente, las ecuaciones de movimiento asociadas son

(
∂µ∂µ −m2

)
φj(x) = 0, (2.6)

es decir, ambas componentes de campo escalar complejo satisfacen la ecua-
ción de Klein-Gordon.

Es fácil observar que la densidad Lagrangiana (2.2) es invariante ante las
transformaciones
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Φ(x) −→ Φ′(x) = eiqθΦ(x), (2.7)

donde q, θ ∈ R son parámetros constantes2. En este punto, el parámetro
q representa simplemente un escalamiento de la fase θ. Al observar que la
teoría, descrita por la Ec. (2.2), es invariante ante estas transformaciones se
dice que la teoría es invariante ante la simetría global U(1).

Hasta ahora se ha presentado una teoría que describe a un campo escalar
masivo libre, es posible introducir un término de interacción de tal forma que

L(Φ, ∂Φ) = ∂µΦ(x)∂
µΦ∗(x)−m2Φ(x)Φ∗(x)− λ (Φ(x)Φ∗(x))2 . (2.8)

A este modelo simple para la interacción se le conoce como teoría Φ4 y el
potencial asociado está dado por

V (Φ) = m2Φ(x)Φ∗(x) + λ (Φ(x)Φ∗(x))2 , (2.9)

con λ ∈ R la constante de acoplamiento; esta debe de ser positiva para
que el potencial esté acotado inferiormente. Esta nueva teoría sigue siendo
invariante ante las transformaciones (2.7) y, por ello, presenta la simetría
global U(1).

Al tomar λ > 0 es posible distinguir entre dos casos distintos:

(a) m2 ≥ 0: en este caso el potencial presenta un único mínimo. La solución
“clásica” que extremiza la acción está dada por el campo constante
Φ(x) ≡ 0. Nótese que esta teoría describe a un campo escalar complejo
masivo con una interacción cuártica.

(b) m2 < 0: en este caso el potencial presenta dos puntos críticos distintos.
Tiene un máximo local en el punto Φ = 0 mientras que existe una
colección de mínimos, es decir, un mínimo degenerado.

2Independientes del punto x.
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(a) m2 ≥ 0. (b) m2 < 0.

Figura 2.1: Comportamiento del potencial V (φ1, φ2) para los distintos inter-
valos de m2. Imagen tomada de [67].

En la Figura 2.1 se muestra la forma del potencial para ambos casos en
términos de los campos reales φ1 y φ2.

Cuando se tiene m2 < 0, la configuración de campo constante Φ(x) ≡ 0
es inestable porque corresponde al máximo local. La condición para que se
presente un mínimo está determinada por

∂V (|Φ|)
∂|Φ|

= 2m2|Φ|+ 4λ|Φ|3 = 0,

⇒|Φ|2 = −m
2

2λ
=
v2

2
,

(2.10)

donde v es el valor de expectación del campo en el vacío. En este caso el
vacío “clásico” ya no es único, presenta un conjunto de vacíos degenerados
que se pueden expresar de la siguiente manera

Φ(x) =
v√
2
eiα, (2.11)

con

v =

√
−m

2

λ
(2.12)

y α ∈ (−π, π]. Nótese que la simetría U(1) se observa trivialmente en el
potencial en el caso m2 ≥ 0 (Fig. 2.1(a)), mientras que para m2 < 0 es menos
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evidente; la simetría U(1) sigue estando presente de forma global pero esto
sólo se puede observar de forma local en el punto Φ(x) = 0 que corresponde
al máximo local (Fig. 2.1(b)).

Al elegir explícitamente una de las configuraciones de vacío de forma arbi-
traria, por ejemplo α = 0, se dice que la simetría se “rompe”; la simetría sigue
presente de manera global pero no se manifiesta explícitamente alrededor de
los mínimos, es decir, la vecindad del punto Φ(x) = v/

√
2 ya no es simétrica

ante U(1). A este fenómeno se le conoce como rompimiento espontáneo de la
simetría (SSB3).

¿Qué consecuencias presenta el rompimiento espontáneo de la simetría?
Para responder a esta pregunta, se hará una expansión alrededor de la con-
figuración de vacío que se ha escogido

φ1(x) = v + σ(x),

φ2(x) = π(x),
(2.13)

con σ(x), π(x) ∈ R y |σ(x)|, |π(x)| � |v|. Entonces se tiene que

Φ(x) =
v + σ(x) + iπ(x)√

2
. (2.14)

Es posible escribir la densidad Lagrangiana (2.8) en términos de estos nuevos
campos reales, de tal forma se obtiene que

L =
1

2
∂µσ∂µσ +

1

2
∂µπ∂µπ −

m2

2
(v + σ)2 − m2

2
π2 − λ

4

(
(v + σ)2 + π2

)2
=

1

2
∂µσ∂µσ +

1

2
∂µπ∂µπ −

1

2
(m2 + 3λv2)σ2 + cte.+O(σ3, π3).

(2.15)

3Spontaneus Symmetry Breaking.
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Se pueden identificar dos tipos de partículas diferentes: una partícula σ con
masa

m2
σ = m2 + 3λv2 = −2m2 > 0, (2.16)

y una partícula no masiva π. A esta última se le conoce como bosón de Nambu-
Goldstone y su presencia es una característica del rompimiento espontáneo
de una simetría continua global.

Nótese que la partícula σ corresponde a perturbaciones en las direcciones
ortogonales al mínimo degenerado, es por eso que es masiva. Mientras que
la partícula π corresponde a las perturbaciones a lo largo de la dirección que
conecta a los mínimos y, por ello, no tiene masa.

El comportamiento descrito anteriormente para una teoría escalar con
simetría global U(1) se puede generalizar para otros grupos de simetría y se
sintetiza mediante el siguiente teorema:

Teorema de Goldstone [68]: El rompimiento espontáneo de una simetría
continua en una teoría da origen a N partículas no masivas llamadas bosones
de Nambu-Goldstone, donde N es el número de generadores que se perdieron
del grupo de simetría inicial al grupo de simetría final. Es decir, si el rompi-
miento espontáneo de la simetría causa que el grupo de simetría de la teoría
se reduzca de acuerdo con

G
SSB−−−→ H,

donde H es un subgrupo de G (H ⊂ G). Entonces el número de bosones de
Nambu-Goldstone N corresponde a la diferencia del número de generadores
entre ambos grupos

N = nG − nH .
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2.1.1. Mecanismo de Higgs

¿Qué pasaría si ahora se quiere promover la simetría U(1) de global a local?
Es decir, que las transformaciones dadas por (2.7) dependieran del punto
donde esté evaluado el campo

Φ(x) −→ Φ′(x) = eiqθ(x)Φ(x), (2.17)

donde el parámetro de la transformación θ(x) depende del punto espacio-
temporal.

Es bien conocido el hecho que al promover una simetría global a simetría
local es necesario introducir la derivada covariante que cuenta con un campo
auxiliar conocido como campo de norma [68,69]. En este caso, como el grupo
U(1) es abeliano, el campo de norma asociado Aµ(x) también lo es.

Al introducir este campo de norma, la densidad Lagrangiana toma la si-
guiente forma4

L(Φ, ∂Φ, Aµ, ∂Aµ) = DµΦ (DµΦ)
∗ − 1

4
F µνFµν −m2ΦΦ∗ − λ (ΦΦ∗)2 , (2.18)

donde

Dµ ≡ ∂µ − iqAµ(x), (2.19)
F µν ≡ ∂µAν(x)− ∂νAµ(x), (2.20)

son la derivada covariante y el tensor de intensidad de campo respectivamen-
te.

Al comparar esta nueva teoría con las teorías que consideran campos es-
calares cargados en presencia de un campo electromagnético, se puede iden-
tificar al parámetro q, que antes era solamente un reescalamiento de la fase
θ, como la carga eléctrica asociada a la partícula escalar5. El término extra
que aparece en la derivada covariante, conocido como acoplamiento mínimo,

4También se agrega el término cinético correspondiente al campo de norma.
5La antipartícula asociada al campo Φ∗(x) tendría carga eléctrica −q.
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cuantifica la interacción de las partículas cargadas con el campo electromag-
nético.

La acción y la densidad Lagrangiana asociadas a esta nueva teoría son
invariantes ante las transformaciones dadas en la Ec. (2.17), en adición con
las transformación del campo de norma

Aµ(x) −→ A′µ(x) = Aµ(x) + ∂µθ(x). (2.21)

Nótese que un término de masa para el campo de norma

m2
A

2
Aµ(x)Aµ(x),

no es invariante ante las transformaciones de norma dadas por (2.21).
Al igual que en el caso cuando la simetría U(1) era global, se puede dis-

tinguir entre dos casos ya discutidos

(a) m2 ≥ 0: la simetría no se ha roto y se tienen partículas escalares masivas
con carga eléctrica q y bosones de norma no masivos. A este caso se le
suele llamar “fase de Coulomb”.

(b) m2 < 0: al igual que cuando la simetría era global, se presenta un vacío
degenerado pero ahora están relacionados por las transformaciones de
norma6. Es en este caso cuando se presenta el rompimiento espontáneo
de la simetría, se dice que “la fase se ha roto”.

En la norma unitaria7

< (Φ(x)) = φ1(x) ≥ 0,

= (Φ(x)) = φ2(x) = 0,
(2.22)

6Se sabe que las configuraciones conectadas por transformaciones de norma correspon-
den al mismo estado físico, esto quiere decir que sólo existe un vacío físico y los demás son
estados espurios.

7Esto es equivalente a cuando se elige α = 0 para la simetría global.
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se pueden analizar las fluctuaciones alrededor de la configuración de vacío
Φ(x) ≡ v/

√
2. Nótese que en esta norma la parte imaginaria está ausente,

por lo que las fluctuaciones son reales

Φ(x) =
v + σ(x)√

2
, (2.23)

y las fluctuaciones asociadas al campo π(x) no están presentes. Sustituyendo
(2.23) en la densidad Lagrangiana (2.18) se obtiene

V (Φ) =
m2

2
(v + σ)2 +

λ

4
(v + σ)4

=
1

2
(m2 + 3λv2)σ2 + cte.+O(σ3),

(2.24)

de donde, como en (2.16), se puede indentificar a la masa de partícula σ

m2
σ = −2m2. (2.25)

El término cinético de la Ec. (2.18), en la norma unitaria, adquiere la forma

1

2
(DµΦ)∗DµΦ =

1

2
[(∂µ + iqAµ) (v + σ)] [(∂µ − iqAµ) (v + σ)]

=
1

2
∂µσ∂µσ −

q2v2

2
AµAµ + cte.,

(2.26)

de donde se puede identificar el término cinético de la partícula σ. Así mismo,
en esta norma, es fácil identificar un término masivo asociado al campo de
norma8 Aµ(x)

mA = qv. (2.27)
8Este término de masa sí es invariante ante transformaciones de norma.
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Nótese que en esta norma los bosones de Nambu-Goldstone están ausentes,
sin embargo el grado de libertad asociado a ellos se ve reflejado en una
polarización extra (debida al término de masa) para el bosón de norma. A
este procedimiento para generar términos de masa en los campos de norma,
a partir del rompimiento espontáneo de una simetría continua, se le conoce
como mecanismo de Higgs9.

2.2. Modelo Estándar de las Partículas Ele-
mentales

El Modelo Estándar de las Partículas Elementales es una teoría cuántica
de campos que describe la naturaleza, comportamiento e interacción de los
bloques fundamentales que conforman a la materia.

El éxito de este modelo radica en el hecho de que existen diversas cantida-
des físicas que, usando el formalismo del SM, se han calculado teóricamente y
coinciden con una precisión muy alta con las mediciones experimentales. Por
ejemplo, la predicción teórica y las mediciones experimentales del momento
magnético anómalo del electrón, coinciden en más de 11 dígitos de precisión.

A pesar de ello, se sabe que esta es sólo una “teoría efectiva” que necesita
ser extendida (o sustituida) para energías arbitrariamente altas. Otro punto
en contra del SM es que carece de explicaciones a diversos fenómenos como la
jerarquía de escalas de energía, la ausencia de neutrinos derechos, el número
de familias de leptones, la violación de CP , la materia y energía oscuras, etc.

La construcción del SM está fundamentada en el principio de invariancia
de norma local. Gracias a ello, las partículas mediadoras de las interacciones,
conocidas como bosones de norma, surgen de forma natural y llevan a las
fuerzas fundamentales a un plano secundario10.

El principio de invariancia de norma local provee un bosón de norma aso-
ciado a cada uno de los generadores del grupo de simetría local de la teoría,
en el caso del SM el grupo de simetría es [70, 71]

9A una fase donde se presenta un rompimiento espontáneo de una simetría junto con
bosones de norma masivos se le conoce como “fase de Higgs”.

10Ya no son necesarias las interacciones instantáneas con rangos de acción infinitos sino
que surge una explicación más profunda gracias a estos bosones de norma.
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SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y ,

de tal forma que cuenta con 12 bosones de norma. El grupo de simetría
SU(3)C está asociado a la interacción fuerte y tiene como mediadores 8 gluo-
nes mientras que el grupo SU(2)L ⊗ U(1)Y está asociado con la interacción
electrodébil y tiene como mediadores, en la fase rota, a tres bosones de norma
masivos (W± y Z0) y uno no masivo (el fotón).

Otro éxito del SM, es que logra unificar la fuerza nuclear débil con la
fuerza electromagnética en la interacción electrodébil gracias al modelo de
Glashow-Salam-Weinberg (GSW).

Finalmente, la pieza angular del SM está dada por el bosón de Higgs. Este,
gracias al rompimiento espontáneo de la simetría electrodébil y al mecanismo
de Higgs, dota de masa a todas las partículas elementales11.

A continuación se estudia de forma general ciertos sectores del SM que
son relevantes par el cálculo que se desarrolla en la presente tesis.

2.2.1. Sector de Higgs

En el SM, el bosón de Higgs está modelado como un doblete de campos es-
calares complejos

Φ(x) =

(
Φ+(x)
Φ0(x)

)
=

1√
2

(
Φ+,1(x) + iΦ+,2(x)
Φ0,1(x) + iΦ0,2(x)

)
, (2.28)

con Φ+,i(x),Φ0,i(x) ∈ R. En este punto los subíndices + y 0 son mera conven-
ción pero más tarde, cuando se promueva la simetría global a una simetría
local, representarán la carga eléctrica asociada.

La densidad Lagrangiana que describe a este doblete está dada por

LHiggs(Φ, ∂Φ) = ∂µΦ
†∂µΦ−m2|Φ|2 − λ|Φ|4. (2.29)

Debido a que esta densidad Lagrangiana describe a un doblete de campos
escalares complejos, las simetrías globales de la teoría cambian respecto al

11Salvo a los neutrinos.
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caso que se analizó con anterioridad. Los dos tipos transformaciones globales
que dejan invariante a la densidad Lagrangiana (2.29) están dadas por

Φ(x) −→ Φ′(x) = GΦ(x), (2.30)
Φ(x) −→ Φ′(x) = Φ(x)H†, (2.31)

con G,H ∈ SU(2), es decir, el grupo de matrices unitarias de 2 × 2 con
determinante 1. Dependiendo del lado por el que opera la transformación, se
denota que

G ∈ SU(2)L,
H ∈ SU(2)R.

Esto revela que el grupo de simetría que tiene la teoría es12 es SU(2)L ⊗
SU(2)R, de tal forma que se tienen 6 generadores diferentes.

Al igual que en la sección anterior, esta teoría presentan dos casos distin-
tos cuando λ > 0

(a) m2 ≥ 0: es la fase simétrica con una configuración única de vacío

Φ(x) ≡
(
0
0

)
. (2.32)

(b) m2 < 0: es la fase se ha rota con un vacío degenerado, que cumplen la
condición

|Φ|2 = −2m2

λ
. (2.33)

12También es posible adoptar una notación donde el campo de Higgs es representado por
un vector de cuatro campos reales, en ese caso el grupo de simetría es O(4) ∼= SU(2)L ⊗
SU(2)R.
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Al elegir el vacío de la forma

Φ(x) =
1√
2

(
0
v

)
, (2.34)

con

v =

√
−m2

λ
, (2.35)

las fluctuaciones del doblete de escalar alrededor de su valor promedio en el
vacío son

Φ(x) =
1√
2

(
π1(x) + iπ2(x)

v + σ(x) + iπ3(x)

)
, (2.36)

con σ(x), πi(x) ∈ R, la densidad Lagrangiana en la Ec. (2.29) adquiere la
forma

LHiggs =
1

2

[
∂µσ∂

µσ + ∂µ~π
T

∂µ~π
]
− m2

2

[
(v + σ)2 − ~π2

]
− λ

4

[
(v + σ)2 + ~π2

]2
=

1

2

[
∂µσ∂

µσ + ∂µ~π
T

∂µ~π
]
−m2σ2 + cte.+O(σ3, π3

i ).

(2.37)

En lo anterior ha introducido la notación ~πT
= (π1, π2, π3). De esta expresión,

se identifica inmediatamente a la masa de la partícula σ, dada por

m2
σ = −2m2, (2.38)

así como tres bosones de Nambu-Goldstone π1, π2 y π3. Estos indican que se
perdieron tres generadores en el proceso de rompimiento espontáneo de la
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simetría13

SU(2)L ⊗ SU(2)R −→ SU(2).

Para que la simetría se vuelva local, se tienen que añadir campos de
norma. En este caso el grupo de simetría SU(2) es no-abeliano así que el
campo de norma correspondiente será no-abeliano.

El grupo de simetría global SU(2)L se vuelve local con un campo de norma
W µ(x). En cambio, la simetría global SU(2)R no se promueve a una simetría
local completamente sino que sólo un subgrupo de ella U(1) ⊂ SU(2)R; como
el grupo U(1) es abeliano este procedimiento se puede lograr con un campo
de norma abeliano Bµ(x).

Los tres generadores que se pierden en el rompimiento espontáneo de la
simetría electrodébil

SU(2)L ⊗ U(1)Y −→ U(1)EM ,

de acuerdo al teorema de Goldstone, generan tres bosones de Nambu-Goldstone,
mismos que son absorbidos por tres bosones de norma masivos volviéndolos
masivos. Los bosones de norma que adquieren masa corresponden a los bo-
sones de la interacción débil W± y Z0, mientras que el grupo de simetría
remanente U(1)EM conserva un bosón de norma no masivo, el fotón.

La densidad Lagrangiana que describe este sector del SM, el bosón de
Higgs y los campos de norma del sector electrodébil, es la siguiente

LH+EW (Φ,Wµ, Bµ) = (DµΦ)
†DµΦ+

1

2
Tr [WµνW

µν ]

−1

4
BµνB

µν −m2|Φ|2 − λ|Φ|4,
(2.39)

13También se puede pensar como O(4) −→ O(3).
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donde la derivada covariante está dada por

Dµ = ∂µ + g
W
Wµ(x) + i

g′

2
Bµ(x), (2.40)

con

Wµ(x) =
i

2

3∑
a=1

W (a)
µ (x)σa, (2.41)

Wµν ≡ ∂µWν − ∂νWµ + g
W
[Wµ,Wν ] , (2.42)

Bµν ≡ ∂µBν − ∂νBµ, (2.43)

donde σa son las matrices de Pauli y, g
W

y g′ los acoplamientos para los
campos de norma W µ y Bµ respectivamente.

Al tomar las fluctuaciones alrededor del vacío de la Ec. (2.34)

Φ(x) =
1√
2

(
0

v + σ(x)

)
, (2.44)

la densidad Lagrangiana toma la forma

LH+EW (Φ,Wµ, Bµ) =
1

2
∂µσ∂

µσ +
1

2
Tr [WµνW

µν ]− 1

4
BµνB

µν

+
1

8
(v + σ)2

[
g2
W
W (1)

µ W (1)µ + g2
W
W (2)

µ W
(2)µ
2

+
(
g
W
W (3)

µ − g′Bµ

) (
g
W
W (3)µ − g′Bµ

) ]
−m2σ2 + cte. +O(σ3).

(2.45)
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En términos de los campos de la fase simétrica, los campos físicos están dados
por

W±
µ =

1√
2

(
W (1)

µ ∓ iW (2)
µ

)
, (2.46)

Zµ =
g
W
W

(3)
µ − g′Bµ√
g2W + g′2

, (2.47)

Aµ =
g′W

(3)
µ + g

W
Bµ√

g2
W
+ g′2

. (2.48)

Los cuales tienen asociadas las masas

mW =
1

2
g
W
v, (2.49)

mZ =
1

2
v
√
g2
W
+ g′2, (2.50)

mA = 0, (2.51)

donde a v se le conoce como el valor esperado del vacío para el bosón de
Higgs v = 246 GeV. La masa del bosón de Higgs, corresponde a la de la
partícula σ, está dada por

m2
H = −2m2 = 2λv2, (2.52)

cuyo valor experimental es m2
H ' 125.1 GeV. Es importante notar que

g
W
, g′, λ y v son parámetros libres del SM14, es decir, son parámetros que

no pueden ser predichos teóricamente y su valor proviene unicamente de la
medición experimental.

En el procedimiento mostrado podrían surgir preguntas como, ¿por qué
no se promovió el grupo SU(2)R a una simetría local completamente? ¿Qué

14Estos parámetros libres usualmente son escritos en términos de la contante de estruc-
tura fina (α), la constante de acoplamiento de Fermi (GF ), la masa del bosón de Higgs
(mH) y v.
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pasa con la parte del grupo que no fue promovida? No se promovió el grupo
completo SU(2)R a una simetría local debido a que esa no es la simetría que
se observa en la naturaleza, como ya se mencionó anteriormente, el grupo de
simetría que se tiene para la interacción electrodébil es

SU(2)L ⊗ U(1)Y .

Así que esa debe de ser la simetría que tenga el modelo que se está utilizando
para describir el comportamiento de la teoría; que las descripción matemáti-
ca que se usa tenga un grupo de simetría mayor no es relevante a la física15.
Ahora, a la simetría remanente SU(2) del planteamiento inicial

SU(2)L ⊗ SU(2)R −→ SU(2).

se le conoce como “simetría custodial” y protege a la teoría de ciertos métodos
de renormalización [72, 73].

2.2.2. Interacciones tipo Yukawa

Este sector contempla las interacciones que surgen al incorporar los campos
de materia en el SM a través de las tres generaciones de leptones y quarks16.

Al ser campos fermiónicos, su descripción se da en términos del Lagran-
giano de Dirac [68]

LDirac(Ψ, ∂Ψ) = Ψ̄(x) (i6∂ −m)Ψ(x), (2.53)

donde 6∂ = γµ∂µ y Ψ̄ = Ψ†γ0 con γµ las matrices de Dirac.
15Simplemente pareciera que no se está usando el lenguaje correcto. Por ejemplo, al

intentar describir a fotón (que tiene dos grados de libertad) con un campo Aµ(x) (que tiene
cuatro grados de libertad) hace que la teoría se redundante y surgen la transformaciones
de norma que conectan a estados físicamente equivalentes.

16Los leptones sólo son afectados por la interacción electrodébil mientras que los quarks
son afectados tanto por la interacción electrodébil como por la interacción fuerte.
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En la base de Weyl, es posible descomponer un biespinor de Dirac Ψ en
dos

Ψ(x) =

(
ψL(x)
ψR(x)

)
, (2.54)

donde ψL,R son conocidos como espinores de Weyl y tienen asociadas quirali-
dades izquierda y derecha respectivamente. Estos transforman por separado
ante transformaciones de Lorentz y pueden ser extraídas del biespinor de
Dirac mediante los siguientes proyectores

P± =
1

2

(
I± γ5

)
, (2.55)

cuya acción es la siguiente

ΨL,R = P∓Ψ,
Ψ̄L,R = Ψ̄P±.

Nótese que el término que masa que aparece en la densidad Lagrangiana
(2.53) se puede reescribir como

mΨ̄Ψ = m
(
Ψ̄LΨR + Ψ̄RΨL

)
, (2.56)

de donde se observa claramente que este término de masa es el responsable
de la mezcla entre los espinores de Weyl ψL,R. Si no se tiene un término de
masa son grados de libertad independientes.

Para observar el comportamiento de los fermiones del SM se hará un bre-
ve análisis de la primera generación de leptones: el electrón y su neutrino.
Estos se pueden representar por los biespinores

eL(x), eR(x) y νL(x). (2.57)
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Se ha omitido al neutrino derecho (quiralidad positiva) debido a que este no
ha sido observado17. Es posible escribir a las componentes izquierdas como
un doblete de SU(2)L mientras que la parte derecha corresponde a un singu-
lete de SU(2)L

(
νL(x)
eL(x)

)
y eR(x), (2.58)

de tal forma que el Lagrangiano libre se escribe como

Lfermiones = (ν̄L, ēL)

(
i 6∂ 0
0 i6∂

)(
νL
eL

)
+ ēRi6∂eR, (2.59)

donde se está considerando que los fermiones son no masivos.
Ahora, al igual que en el sector del Higgs, al promover el grupo de si-

metría global SU(2)L ⊗ U(1)Y a una simetría local es necesario promover la
derivada a una derivada covariante para que la acción sea invariante

∂µ −→ Dµ = ∂µ + ig
W
W a

µ

σa
2
− ig

′

2
Bµ, (2.60)

para la parte izquierda y

∂µ −→ Dµ = ∂µ − ig′Bµ, (2.61)

para la componente derecha, donde se han introducido los campos de norma
Wµ(x) y Bµ(x) y σa son las matrices de Pauli. Nótese que el campo de norma
Bµ se acopla con una contante distinta a las componentes izquierdas que a
las derechas

g′

2
←→ g′,

17En este punto se sigue la construcción original del SM donde los neutrinos eran no
masivos.
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mientras que el campo Wµ se acopla únicamente a la parte izquierda. Por
esto es que se dice que la interacción electrodébil es una teoría quiral.

Una de las consecuencias de que los acoplamientos de las componentes
izquierdas y derechas de los fermiones sean diferentes se observa en el término
de masa (2.56). Si se considera el término de masa para el electrón

m (ēLeR + ēReL) ,

debido a que las componentes izquierda y derecha transforman de manera
distinta ante transformaciones de U(1)Y y de SU(2)L, los términos de masa
no son invariantes ante este grupo de simetría local. Entonces, si el SM tiene
el grupo de simetría local SU(2)L ⊗ U(1)Y , los términos de masa no pueden
estar presentes en el Lagrangiano.

En la naturaleza se observa que los electrones y, en general, todos los
fermiones sí tienen masa, entonces, ¿cómo adquieren masa los fermiones en
el SM? La respuesta es: a través de la interacción con el campo de Higgs.

La interacción que se propone es de la forma

gΨ̄ΦΨ,

denominada interacción de Yukawa. La idea detrás de este término es simple:
una vez que el campo de Higgs condensa, este adquiere un valor constante,
de tal forma que se genera el término de masa que se busca.

La densidad Lagrangiana asociada a este interacción debe respetar el gru-
po de simetría SU(2)L⊗U(1)Y , por ello, el campo de Higgs se incorpora como
un doblete de SU(2)L

Φ =

(
Φ+

Φ0

)
,

de tal manera que el término de interacción que dota de masa a los fermiones
tiene la forma

LY ukawa = −ge
[
ēR(Φ

∗
+,Φ

∗
0)

(
νL
eL

)
+ (ν̄L, ēL)

(
Φ+

Φ0

)
eR

]
. (2.62)
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Para ver con detalle como adquieren masa los fermiones mediante el rom-
pimiento de la simetría electrodébil, considérese la configuración del campo
de Higgs en el vacío (2.34)

Φ(x) =
1√
2

(
0
v

)
,

de modo que al substituirla en la Ec. (2.62) se obtiene

LY ukawa = −
ge√
2

[
ēR(0, v)

(
νL
eL

)
+ (ν̄L, ēL)

(
0
v

)
eR

]
= −ge v√

2
(ēReL + ēLeR) ,

(2.63)

de donde se observa que el electrón adquirió masa

me =
ge v√
2
, (2.64)

la cual es proporcional al acoplamiento Yukawa ge y al valor de expectación
del bosón de Higgs en el vacío v. Nótese que el neutrino no adquirió masa
debido a que no se está trabajando con la componente derecha18 νR.

Este es el mecanismo por el cual todos los fermiones del SM adquieren
masa, de manera general tendrá la forma

m
f
=
g
f
v
√
2
, (2.65)

donde g
f

son los acoplamientos tipo Yukawa, los cuales forman parte de los
parámetros libres de la teoría.

Vale la pena mencionar que la forma precisa de trabajar con los acopla-
mientos tipo Yukawa para los quarks tiene pequeños detalles, por ejemplo:

18El mecanismo por el cual los neutrinos adquieren masa es distinto.
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dotar de masa a la entrada superior del doblete, pasar de los eigenestados
débiles a los eigenestados de masa mediante la matriz CKM. Estos puntos
no se discuten debido a que el objetivo general de esta sección es dar las
características principales del mecanismo por el cual los fermiones adquieren
masa, enfatizando el acoplamiento del campo de Higgs con los fermiones, ya
que esta interacción es crucial en el diagrama que se trabaja en la presente
tesis.

2.2.3. Interacción fuerte

A pesar del gran esfuerzo por parte de la comunidad científica, no ha sido
posible observar a los quarks19 libres en la naturaleza. Esto se debe a que la
fuerza nuclear fuerte es de tal magnitud que los quarks y los gluones20 per-
manecen confinados a bajas energías. La construcción de un modelo realista
que se aproxime lo más posible a la naturaleza de las interacciones fuertes
debe de estar basado en el fenómeno del confinamiento.

La consecuencia principal del confinamiento es que los quarks y gluones,
partículas con carga de color, forman estados de color neutro y carga eléctrica
entera llamados hadrones. Los hadrones se clasifican en bariones (estados de
tres quarks) y mesones (estados de quark-antiquark) pero se han propuesto
estados más exóticos como las “glueballs” (ó bolas de gluones). El fenómeno
del confinamiento es en la actualidad un problema abierto en la física de par-
tículas, pues no ha sido explicado a fondo y se está lejos de un entendimiento
cualitativo completo de las propiedades de los hadrones.

Una imagen sencilla del confinamiento de color se puede dar con ayuda
de los gluones, al tratar de separar un singulete de color (formado por un
quark-antiquark), un “tubo” del campo de norma (asociado a los gluones)
se forma entre las dos partículas y, debido a que la contante de acoplamien-
to es muy grande, cada vez se necesita más energía para separarlos hasta
que se llega a un radio fijo. En este punto se crea un par quark-antiquark
(con la densidad de energía almacenada en el campo de norma) y por ello
no quedan quarks libres. De manera más pictórica, es como si las parejas
quark-antiquark estuvieran atadas por una liga que va almacenando energía
a medida que se separan, cuando llega el punto donde la liga se rompe ha

19Fermiones con carga eléctrica fraccionaria y carga de color.
20Los bosones de norma mediadores de la interacción fuerte.
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almacenado tanta energía que se crea un par quark-antiquark que se asocian
con los estados iniciales y forman estados ligados otra vez.

La teoría que mejor describe a la interacción fuerte es la cromodinámica
cuántica (QCD), una teoría de norma no-abeliana con un grupo de simetría
local SU(3)C . En este modelo los quarks tienen tres tipos de carga de color y
su interacción está mediada por los gluones21. Los acoplamientos tipo Yukawa
de los quarks con el bosón de Higgs entran a la teoría mediante los térmi-
nos de masa de los quarks, lo cual permite estudiarla de forma totalmente
independiente al resto de los sectores del SM.

En general, las masas de los quarks no juegan un rol dominante en la
dinámica de la QCD y no representan las masas de las estados físicos obser-
vables. Es decir, la suma de las masas del contenido de quarks de los hadrones
no es la masa observable, es mucho menor a esta. Este “exceso” de masa en
los hadrones se debe a la gran energía de amarre entre los gluones y quarks
y es la contribución principal de toda la materia observable.

Sabor Carga eléctrica [e] Masa
Up (u) 2/3 2.16+0.49

−0.26 MeV
Down (d) -1/3 4.67+0.48

−0.17 MeV
Strange (s) -1/3 93+11

−5 MeV
Charm (c) 2/3 1.27± 0.02 GeV

Beauty/Bottom (b) -1/3 4.18+0.03
−0.02 GeV

Top (t) 2/3 173.1± 0.9 GeV

Tabla 2.1: Propiedades de los quarks [32].

La existencia de los quarks se ha corroborado a través de una gran can-
tidad de evidencia experimental en los procesos de dispersión inelástica pro-
funda (DIS22).

La QCD exhibe una propiedad llamada libertad asintótica, la cual da un
cambio radical en el comportamiento de la materia hadrónica si la densidad
o la temperatura aumentan drásticamente. En un sistema muy denso los
hadrones están tan cerca uno de otro que los quarks y gluones se comportan
como partículas libres. Esto se debe a que la constante de acoplamiento
decrece a medida que la energía aumenta, así que a medida que la energía se

21A diferencia de la interacción electrodébil, la QCD es una teoría vectorial, en el sentido
que se acopla de igual forma a las componentes izquierda y derecha de los quarks.

22Deep inelastic scattering.
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incrementa la interacción entre los quarks se debilita. Este comportamiento
en la constante de acoplamiento fuerte sugiere que un sistema de hadrones
(con quarks confinados) sufre una transición de fase en donde los quarks y
gluones están libres (plasma de quarks y gluones), esta transición requiere
ya sea una densidad muy grande (aproximadamente 1 GeV/fm3 [74, 75]) o
una temperatura muy alta23. Este plasma de quarks y gluones (QGP) puede
estar presente en el interior de estrellas de neutrones o en colisiones de iones
relativistas producidas en los aceleradores de partículas donde se recrean
estas condiciones extremas de temperatura y/o densidad, ó durante alguna
etapa temprana de la evolución del Universo. En la Figura 2.2, se ilustra
el diagrama de fase de la QCD y la región que accesible para diferentes
laboratorios.

Figura 2.2: Diagrama fase de la QCD. Imagen tomada de [76].

De manera más formal, los generadores del grupo de simetría SU(3) se
denotan como (ta)ij, donde a es el índice de color en la representación ad-

23La temperatura requerida para lograr su formación llega hasta los 175 MeV ( 1
40eV ∼

20◦C).
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junta24 y corre de 1 a 8 y los índices matriciales i, j son índices de color
de la representación fundamental25 y toman tres valores. Estos generadores
satisfacen las relaciones de conmutación

[ta, tb] = ifabctc, (2.66)

donde fabc son conocidas como constantes de estructura de grupo, las cuales
son antisimétricas en todos los índices. Para el caso de SU(3), los generados
son ocho matrices de 3× 3 que pueden escribirse como

ta =
1

2
λa, (2.67)

donde λa son las matrices de Gell-Mann

λi =

(
σi 0
0 0

)
, λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , (2.68)

λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =
1√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 ,

con σi las matrices de Pauli.
La derivada covariante del sector de color SU(3) del SM está dada por

Dµ = ∂µ + igsG
µ(x), (2.69)

donde gs la constante de acoplamiento fuerte y

24Representa los colores de los gluones.
25Representa los colores de los quarks: rojo, azul y verde.
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Gµ(x) = Gµ
a(x)t

a, (2.70)

es el campo de norma asociado a los gluones. A partir de esta derivada, el
tensor de intensidad del campo de color se obtiene inmediatamente, usando
la relación general

1

gs
[Dµ, Dν ] = Gµν(x), (2.71)

de tal forma que

Gµν
a (x) = ∂µGν

a(x)− ∂νGµ
a(x)− gsfabcG

µ
bG

ν
c . (2.72)

Esta teoría, por construcción, es invariante de norma local ante las transfor-
maciones de SU(3).

Debido a que se tienen tres colores diferentes de quarks, los campos fer-
miónicos asociados a ellos Ψj

f (x) llevan un índice de color de la representación
fundamental j además de un índice f que denota los distintos sabores de los
quarks como se muestra en la Tabla 2.1. Todas estas propiedades se ven en-
globadas en la densidad Lagrangiana de la QCD

LQCD = −1

4

8∑
a=1

Gµν
a (x)Ga

µν(x) +
∑
f

3∑
j=1

Ψ̄j
f (x)(i6D −mf )Ψ

j
f (x). (2.73)

El primer término corresponde al término cinético de los campos de norma,
mientras que el segundo contiene información tanto de la teoría libre de los
quarks (el término de masa mf es el que surge mediante los acoplamientos
tipo Yukawa de los quarks con el bosón de Higgs) como del acoplamiento
mínimo entre los gluones y los quarks en la derivada covariante.

La expresión (2.73) no es la forma exacta de la densidad Lagrangiana
para la teoría de QCD. Para poder realizar de manera precisa la cuantiza-
ción de la teoría es necesario incluir un término para fijar la norma así como
campos fantasma mediante el podrecimiento de Fadeev-Popov, de modo que
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la teoría completa se describe con un Lagrangiano que contiene todos estos
ingredientes

LQCD = LY ang−Mills + LQuarks + LNorma + LFantasmas. (2.74)

La anterior es la densidad Lagrangiana que describe con exactitud a la inter-
acción nuclear fuerte. En el presente trabajo de tesis no se ahondará en estos
términos adicionales.

2.2.4. Reglas de Feynman

La sección del SM relevante para el cálculo que se quiere hacer está descrita
por la siguiente densidad Lagrangiana

L = LH+EW + LQCD + LY ukawa. (2.75)

Si se trabaja en el régimen de la expansión perturbativa, esta da origen a las
siguientes reglas de Feynman en el espacio de momentos

(a) Propagadores

Bosón de Higgs

p

=
i

p2 −m2
H + iε

. (2.76)

Quarks

j, f

p

k, f ′ =
iδjkδ

f
f ′

6p−mf + iε
. (2.77)
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Gluones

a, µ

p

b, ν =
−iδab
p2 + iε

(
gµν + (ζ − 1)

pµpν

p2

)
, (2.78)

con ζ el parámetro de norma.

(b) Vértices de interacción

Yukawa

j, f

k, f ′

= −igfδjkδ
f
f ′ . (2.79)

Gluón-quarks

a, µ

j, f

k, f ′

= −igsγµ(ta)jkδ
f
f ′ . (2.80)

Las deltas de Kronecker representan la conservación de la carga de
color, en cualquiera de sus representaciones, así como del sabor de los
quarks.

En esta sección se han omitido las reglas de Feynman asociadas al sector
electrodébil, a los vértices de autointeracción tanto del bosón de Higgs como
de los gluones, así como las correspondientes a los fantasmas. Lo anterior se
debe a que no son relevantes al cálculo central de esta tesis, mismo que se
presenta con detalle en los siguientes capítulos.



Capítulo 3

Producción del bosón de Higgs
en el vacío

En este capítulo se presenta con detalle el cálculo de la sección eficaz para
la producción de bosones de Higgs a través del proceso de fusión de gluones
al orden dominante (leading order); para ello se plantean los diagramas de
Feynman relevantes a este proceso. Posteriormente, se calcula la amplitud de
probabilidad para el proceso, se obtiene el elemento de matriz invariante y,
finalmente, se encuentra la sección eficaz.

El propósito principal del presente capítulo es introducir las herramientas
y la metodología que se usará posteriormente en el Capítulo 4, donde se con-
sidera un campo magnético homogéneo y su efecto en la tasa de producción
del bosón de Higgs.

3.1. Elemento de matriz invariante

La sección eficaz del bosón de Higgs a través del proceso de fusión de gluones

gg −→ H,

tiene asociada la amplitud de probabilidad

37
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〈p3; +|(p1, µ, σ, a), (p2, ν, σ′, b);−〉 , (3.1)

donde p1 y p2 son los cuadrimomentos de los gluones incidentes1, con polariza-
ciones σ y σ′ e índices de color a y b respectivamente, p3 es el cuadrimomento
asociado al bosón de Higgs saliente. Los signos “+” y “-” representan que
son estados asintóticos a los tiempos ±∞.

A nivel árbol este proceso no existe, debido a que no hay un vértice direc-
to entre gluones y bosones de Higgs en el Modelo Estándar. La contribución
dominante a este proceso, ó leading order (LO), se da mediante correcciones
radiativas de QCD que involucra lazos de quarks. A partir de los vértices de
interacción que se muestran en la Sección 2.2.4, la amplitud de probabilidad
al LO es la siguiente

〈p3| ( ˆ̄ψφ̂H
ψ̂)v3(

ˆ̄ψĜψ̂)v2(
ˆ̄ψĜψ̂)v1 |(p1, µ, σ, a), (p2, ν, σ′, b)〉 , (3.2)

donde Ĝ, ψ̂ y φ̂
H

son los operadores de campo asociados a los gluones, quarks
y al bosón de Higgs, respectivamente. Las vi etiquetan a los diferentes vérti-
ces.

Siguiendo el formalismo de la teoría cuántica de campos, se deben de con-
siderar todas las posibles contracciones entre los operadores de campo y los
estados asintóticos para obtener las diferentes contribuciones a la amplitud
de probabilidad.

Las únicas contracciones posibles están dadas por [68]

φ̂
H
(x)|~p3

〉
≡ e−ip3·x |0〉 , (3.3)

Ĝµ
a(x)|(~p, σ)

〉
≡ εµa(~p, σ)e

−ip·x |0〉 , (3.4)

ψ̂(x) ˆ̄ψ(y) ≡ S(x, y) = − ˆ̄ψ(y)ψ̂(x), (3.5)

donde SF (x, y) es el propagador de Feynman fermiónico en el espacio de
configuraciones.

1Los gluones tienen asociados índices de Lorentz al ser bosones vectoriales, en este caso
son µ y ν respectivamente.
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En el caso de la Ec. (3.2), se tienen las siguientes contribuciones2

〈
p3|( ˆ̄ψφ̂H

ψ̂)v3(
ˆ̄ψĜψ̂)v2(

ˆ̄ψĜψ̂)v1|(p1, µ), (p2, ν)
〉
, (3.6)

〈
p3|( ˆ̄ψφ̂H

ψ̂)v3(
ˆ̄ψĜψ̂)v2(

ˆ̄ψĜψ̂)v1|(p1, µ), (p2, ν)
〉
, (3.7)

〈
p3|( ˆ̄ψφ̂H

ψ̂)v3(
ˆ̄ψĜψ̂)v2(

ˆ̄ψĜψ̂)v1|(p1, µ), (p2, ν)
〉
, (3.8)

〈
p3|( ˆ̄ψφ̂H

ψ̂)v3(
ˆ̄ψĜψ̂)v2(

ˆ̄ψĜψ̂)v1|(p1, µ), (p2, ν)
〉
, (3.9)

donde se han omitido los índices de polarización σ y σ′ así como los índices
de color a y b para simplificar la notación. Las contracciones bosónicas se
han colocado en la parte superior mientras que las contracciones fermióni-
cas se colocaron en la parte inferior. Esto es útil debido a que los “cruces”
entre las contracciones fermiónicas generan un signo “-” ya a que estos cam-
pos anticonmutan entre sí, esto último permite ver fácilmente que todas las
contribuciones tienen el mismo signo.

La representación pictórica, mediante diagramas de Feynman, de las Ecs.
(3.6)-(3.9) se muestra en la Figura 3.1. Nótese que de estos cuatro diagramas
sólo existen dos topologías diferentes, es decir, sólo hay dos tipos distintos
de diagramas. Los diagramas A y D son equivalentes entre sí al igual que los
diagramas B y C, esto se puede ver fácilmente si en los diagramas C y D se
“descruzan” las patas externas de los gluones y posteriormente se voltea el
diagrama.

De tal forma que para obtener la amplitud de probabilidad del proce-
so basta con calcular dos diagramas no equivalentes, multiplicarlos por la
multiplicidad y finalmente sumar las resultados.

2Omitiendo diagramas no conexos, tipo tadpoles.
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(a) Diagrama A. (b) Diagrama B.

(c) Diagrama C. (d) Diagrama D.

Figura 3.1: Diagramas de Feynman correspondientes las cuatro posibles con-
tracciones en la amplitud de probabilidad de la producción de Higgs mediante
fusión de gluones al LO.

(a) Diagrama A. (b) Diagrama B.

Figura 3.2: Diagramas de Feynman que contribuyen al proceso al LO. El
flujo de carga se denota por las flechas de los campos espinoriales (quarks),
los índices de Lorentz están asociados a los bosones vectoriales (gluones), el
flujo de momento se indica con las flechas separadas y los puntos sobre los
vértices indican la posición espacio-temporal de éstos.
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En la Fig. 3.2 se muestran los dos diagramas topológicamente inequi-
valentes, junto con las variables relevantes para el calculo de la amplitud.
Nótese que en dicha figura se han incluido las posiciones espacio-tiempo de
los vértices, la utilidad de esto lo veremos en el siguiente capítulo.

Una observación importante es que ambos diagramas son muy similares,
la diferencia que se observa es que la dirección en la que fluye la carga (el
sentido de los propagadores fermiónicos) es opuesta, es decir, en un diagrama
la carga circula hacia la derecha mientras que en el otro circula hacia la
izquierda. A este tipo de diagramas se les conoce como “conjugados de carga”,
lo cual es de gran relevancia en el análisis posterior y se analiza de forma
detallada en el Apéndice B.

3.1.1. Vértice efectivo

Las contribuciones de cada uno de los diagramas de la Figura 3.2 no se con-
siderarán con los estados asintóticos, es decir, se calcularán los respectivos
diagramas de Feynman amputados. Estos diagramas podrían pensarse como
un “vértice efectivo”, Γµν , que contiene toda la información del proceso de
producción de Higgs mediante fusión de gluones. Dicho vértice efectivo re-
presenta un acoplamiento directo entre el Higgs y los gluones tal como se
muestra, de forma esquemática, en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Vértice efectivo.

La forma analítica del vértice efectivo, debida al diagrama A, se obtiene
fácilmente al aplicar las reglas de Feynman en el espacio de configuraciones,
obteniéndose
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iΓµν
(A)(x, y, z) = (−1) 2

2!
T R

[
(−igsγµta)Sf (x, y)(
−igsγνtb

)
Sf (y, z)

(
−ig

f

)
Sf (z, x)

]
,

(3.10)

donde el −1 corresponde al lazo fermiónico, el 2 se debe a la multiplicidad
del diagrama, el 1

2!
a la expansión perturbativa3 y el subíndice f denota el

sabor del quark. El operador T R indica una traza funcional, es decir, hay
que sumar sobre todos los grados de libertad indeterminados del diagrama:
los momentos dentro del lazo así como el espín y el color de los quarks.

Teniendo en cuenta que la relación entre el propagador fermiónico en el
espacio de configuración y el espacio de momentos, es [68]

Sf (x, y) =

∫
d4p

(2π)4
Sf (p)e

−ip·(x−y), (3.11)

donde Sf (p), el propagador fermiónico en el espacio de momentos, está dado
por

Sf (p) =
i

6p−mf + iε
, (3.12)

con mf la masa del fermión y 6p = γµpµ.
Esto permite reescribir la Ec. (3.10) como sigue

iΓµν
(A)(x, y, z) = −ig

2
sgf tr

[
tatb
] ∫ d4a

(2π)4
d4b

(2π)4
d4c

(2π)4
e−ia·(x−y)e−ib·(y−z)

× e−ic·(z−x)Tr [γµSf (a)γ
νSf (b)Sf (c)] ,

(3.13)

donde tr representa la traza en el espacio de color y Tr es la traza sobre los
índices de espín.

Para obtener la contribución al vértice efectivo de la Ec. (3.13) en el
espacio de momentos, donde la interpretación física se da en términos de
cantidades cinemáticas, se aplica una transformada de Fourier sobre cada

3Se está trabajando a segundo orden en el acoplamiento de quarks con gluones.
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coordenada espacial, esto es

iΓµν
(A)(p1, p2, p3) =

∫
d4x d4y d4z iΓµν

(A)(x, y, z)e
−ip1·xe−ip2·ye+ip3·z

=− ig2
f
g
H
tr
[
tatb
] ∫ d4a

(2π)4
d4b

(2π)4
d4c

(2π)4

×
∫
d4x d4y d4z e−i(p1+a−c)·xe−i(p2+b−a)·ye−i(−p3+c−b)·z

× Tr [γµSf (a)γ
νSf (b)Sf (c)] .

(3.14)

De esta ecuación es posible identificar la representación integral de la del-
ta de Dirac

∫
d4x e−ip·x = (2π)4δ(4)(p), (3.15)

de tal forma que la expresión (3.14) se puede reescribir como

iΓµν
(A)(p1, p2) = −ig

2
sgf tr

[
tatb
]
(2π)4δ(4)(p1 + p2 − p3)

×
∫

d4a

(2π)4
Tr [γµSf (a)γ

νSf (a− p2)Sf (p1 + a)] ,

(3.16)

donde se ha retirado la dependencia explícita de p3 en el vértice efectivo
debido a que la delta de Dirac indica la conservación de momento. De aquí
en adelante, por simplicidad, se omite este factor de conservación.

Debido a que las trazas en la Ec. (3.13), hacen referencia a grados de
libertad independientes, estas pueden calcularse por separado. En el caso de
la traza de color, haciendo uso de las relaciones de conmutación de la Ec.
(2.66), junto con

{ta, tb} = 1

3
δab + dabctc, (3.17)
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donde dabc son conocidas como constantes de estructura simétricas. Se obtie-
ne de forma inmediata la relación

tr
[
tatb
]
=

1

2
δab, (3.18)

donde la delta de Kronecker con índices de color indica la conservación del
color en el lazo de quarks que interviene en el proceso.

Para calcular la traza sobre espines es necesario escribir de forma explí-
cita el propagador fermiónico en el espacio de momentos

Sf (p) =
i(6p+mf )

p2 −m2
f + iε

, (3.19)

de modo que, al usar el álgebra de las matrices de Dirac tal como se detalla
en el Apéndice A, se obtiene

Tr [γµ(6a+mf )γ
ν(6a− 6p2 +mf )(6p1 + 6a+mf )]

= 4mf

[
gµν
(
m2

f − a2 − p1 · p2
)
+ 4aµaν + 2aµpν2

− 2aνpµ1 + pµ2p
ν
1 − p

µ
1p

ν
2

]
.

(3.20)

Reemplazando (3.18) y (3.19) en (3.16), la contribución del diagrama A
al vértice efectivo adquiere la forma

iΓµν
(A)(p1, p2) = −2ig

2
sgfmδab

∫
d4a

(2π)4
i

a2 −m2 + iε

i

(a− p2)2 −m2 + iε

× i

(p1 + a)2 −m2 + iε

×
[
gµν
(
m2 − a2 − p1 · p2

)
+ 4aµaν

+ 2aµpν2 − 2aνpµ1 + pµ2p
ν
1 − p

µ
1p

ν
2

]
,

(3.21)

donde se han omitido los subíndices f en las masas para facilitar la lectura.
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Antes de proseguir con el cálculo de la traza sobre el momento en la Ec.
(3.10), expresada en términos de la integral sobre el momento indeterminado
que fluye en el lazo, vale la pena calcular la contribución del diagrama B
de la Figura 3.2 al vértice efectivo. Siguiéndose un razonamiento análogo al
desarrollado para el diagrama A, la expresión equivalente a la Ec. (3.13) para
el diagrama B es

iΓµν
(B)(x, y, z) = −ig

2
sgf tr

[
tatb
] ∫ d4a

(2π)4
d4b

(2π)4
d4c

(2π)4
e−ia·(x−y)e−ib·(y−z)

× e−ic·(z−x)Tr [γνSf (−a)γµSf (−c)Sf (−b)] ,
(3.22)

donde los propagadores fermiónicos tienen un signo negativo en cada momen-
to debido a que en el diagrama B el flujo de momento va en sentido contrario
al flujo de carga sobre cada propagador. Nótese que en los diagramas A y B
de la Figura 3.2 todas las variables se definieron exactamente igual, así que
la suma de ambos diagramas es directa.

Por otro lado, al comparar las ecuaciones (3.13) y (3.22) se observa que
lo único en lo que difieren es en la traza sobre índices espinoriales

Tr [γµSf (a)γ
νSf (b)Sf (c)]

A←→B←−−−→ Tr [γνSf (−a)γµSf (−c)Sf (−b)] .

En el Apéndice B se muestra con detalle la igualdad entre estas dos trazas
así como la simetría de conjugación de carga que las conecta. Este análisis
es de gran utilidad más adelante cuando se desarrolla el cálculo en presencia
de un campo magnético.

Tomando en cuenta que las contribuciones debidas a los diagramas A y
B son exactamente iguales, entonces, el vértice efectivo “total” está dado por

iΓµν(p1, p2) = −4ig2sgfmδab
∫

d4a

(2π)4
i

a2 −m2 + iε

i

(a− p2)2 −m2 + iε

× i

(p1 + a)2 −m2 + iε

×
[
gµν
(
m2 − a2 − p1 · p2

)
+ 4aµaν

+ 2aµpν2 − 2aνpµ1 + pµ2p
ν
1 − p

µ
1p

ν
2

]
.

(3.23)
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Las integrales sobre el momento que fluye dentro del lazo a para encontrar
una expresión analítica para el vértice efectivo, esto se pueden realizar por
distintos métodos, por ejemplo usando el parámetro de Feynman [77] o por el
método de reducción de Passarino-Veltman [78]. En este trabajo se calculan
por un tercer método implementando integrales Gaussianas debido a que este
es el que se utiliza para el caso con campo magnético.

Antes de continuar con el cálculo de una expresión analítica para el vértice
efectivo, es importante realizar un análisis general de las estructuras tenso-
riales que lo constituyen. Este análisis, basado en simetrías y propiedades
generales que debe satisfacer el vértice, se realiza con detalle a continuación
y será de gran ayuda en el caso de campo magnético.

3.1.2. Estructura tensorial

Teniendo en cuenta las estructuras tensoriales que se tienen a disposición en
este proceso

pµ1 , pµ2 , gµν y εµναβ.

La forma más general del vértice efectivo es

Γµν(p1, p2) = Agµν+Bpµ1p
ν
2+Cp

ν
1p

µ
2+Dp

µ
1p

ν
1+Ep

µ
2p

ν
2+Fε

µναβp1αp2β, (3.24)

donde los coeficientes asociados a cada uno de estos términos son funciones
de escalares de Lorentz. Debido a que no es posible formar un pseudoescalar
con los tensores disponibles y a que la teoría con la que se está trabajando
conserva paridad, el coeficiente F debe de ser nulo.

Los coeficientes de la Ec. (3.24), se determinan al resolver un sistema de
ecuaciones, tal como se detalla en el Apéndice C.1, obteniendo
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A =
(p1 · p2)gµν − pµ1pν2 − p

µ
2p

ν
1

(d− 2)(p1 · p2)
Γµν(p1, p2), (3.25)

B = −(p1 · p2)gµν − pµ1pν2 − (d− 1)pµ2p
ν
1

(d− 2)(p1 · p2)2
Γµν(p1, p2), (3.26)

C = −(p1 · p2)gµν − (d− 1)pµ1p
ν
2 − p

µ
2p

ν
1

(d− 2)(p1 · p2)2
Γµν(p1, p2). (3.27)

Donde, por simplicidad, se ha restringido el cálculo a gluones reales. Debido
a esto último, no ha sido posible encontrar expresiones para los coeficientes
D y E pues en capa de masa se cumple que p21 = p22 = 0.

Ahora, la estructura tensorial del vértice efectivo debe ser tal que cum-
pla con todas las propiedades generales de QCD. La primera es que debe
de satisfacer las identidades de Slavnov-Taylor4; estas identidades aseguran
que la estructura tensorial del vértice efectivo sea transversa respecto a los
cuadrimomentos de los gluones incidentes, es decir

pµ1Γµν(p1, p2) = 0, (3.28)
pν2Γµν(p1, p2) = 0. (3.29)

Adicional a lo anterior, debido a que se está trabajando con gluones, par-
tículas bosónicas indistinguibles, en la estructura del vértice efectivo no debe
ser posible diferenciar la contribución de cada uno de los gluones. Esto se ve
reflejado en la siguiente propiedad

Γµν(p1, p2) = Γνµ(p2, p1), (3.30)

es decir, el vértice efectivo es simétrico ante el intercambio entre los gluones
incidentes.

A partir de las relaciones (3.28)-(3.30) se encuentran las siguientes rela-
ciones

A = −C, (3.31)
E = D = 0. (3.32)

4Es la generalización a QCD de las identidades de Ward para QED [79,80].
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De lo anterior, la estructura tensorial que debe tener el vértice efectivo para
este proceso es

Γµν(p1, p2) = A

[
gµν − pν1p

µ
2

p1 · p2

]
+Bpµ1p

ν
2. (3.33)

3.1.3. Método de integración Gaussiano

La integral que aparece en la expresión (3.23) para el vértice efectivo se puede
resolver de forma simple usando la siguiente identidad matemática

i

x
=

∫ ∞
0

ds eixs, (3.34)

donde s se conoce como tiempo propio de Schwinger y es válida si se cumple
que =(x) > 0 [81]. Usando esta relación, la ecuación (3.23) toma la forma

iΓµν(p1, p2) = −4ig2sgfmδab
∫

d4a

(2π)4

∫ ∞
0

ds1

∫ ∞
0

ds2

∫ ∞
0

ds3 e
is1(a2−m2+iε)

× eis2
(
(a−p2)2−m2+iε

)
eis3

(
(p1+a)2−m2+iε

)
×
[
gµν
(
m2 − a2 − p1 · p2

)
+ 4aµaν

+ 2aµpν2 − 2aνpµ1 + pµ2p
ν
1 − p

µ
1p

ν
2

]
.

(3.35)

Nótese que el factor “iε” en el propagador de Feynman ha permitido el uso de
(3.34). De este punto en adelante ya no se escribe explícitamente este factor
pero se tendrá en cuenta que sigue presente, una manera sencilla de pensar
esto es que se redefine la masa de tal forma que ahora esta cuenta con un
pequeño factor imaginario

m2 −→ m2
ε ≡ m2 − iε,
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de tal forma que ahora la combinación im2 tiene una parte real positiva

<
(
im2

)
= ε > 0.

Esta representación permite una manipulación simple de las exponencia-
les que aparecen en la expresión 3.35, de forma tal que se obtienen integrales
Gaussianas en la variable a. Esto se logra completando el cuadrado en el
argumento de la exponencial, como se discute en el Apéndice D, esto es

eis1(a
2−m2)eis2

(
(a−p2)2−m2

)
eis3

(
(p1+a)2−m2

)
= exp

[
γ − β2

4α

]
exp

[
α

(
a+

β

2α

)2
]
,

(3.36)

con

α = i(s1 + s2 + s3), (3.37)
βµ = 2i (s3p

µ
1 − s2p

µ
2) , (3.38)

γ = −im2 (s1 + s2 + s3) + is2p
2
2 + is3p

2
1. (3.39)

Para obtener un resultado general es necesario calcular estas integrales
Gaussianas en d dimensiones debido a que más tarde se procederá a hacer la
regularización del vértice efectivo.

Al aislar la integral sobre los momentos de la Ec. (3.35), se define

Iµν(p1, p2) ≡
∫

dda

(2π)d
e
α
(
a+ β

2α

)2[
gµν
(
m2 − a2 − p1 · p2

)
+ 4aµaν

+ 2aµpν2 − 2aνpµ1 + pµ2p
ν
1 − p

µ
1p

ν
2

]
.

(3.40)

La integración se puede llevar a cabo de forma simple, término a término,
tal como se muestra en el Apéndice D.2, obteniendo
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Iµν(p1, p2) =− i
e−

iπ
4
d

(4π)d/2
1

sd/2

×
[
gµν

(
m2 − p1 · p2 +

i

s

(
2− d

2

)
− (s3p1 − s2p2)2

s2

)

− 4s2s3
s2

pν1p2
µ + p2

ν (s
2p1

µ − 2s2p2
µ(s− 2s2))

s2

+ p1
µ (2s3 − s) (2s3p1ν + p2

ν(s− 2s2))

s2

]
,

(3.41)

con s = s1 + s2 + s3.

3.1.4. Integración sobre el tiempo propio de Schwinger

La manera en que se introdujo el tiempo propio de Schwinger en la ecua-
ción (3.34) corresponde a una identidad matemática que permite escribir los
propagadores en una forma tal que sea posible realizar las integrales sobre el
momento que fluye dentro del lazo.

El uso del tiempo propio de Schwinger tiene un origen mucho más profun-
do, este se puede usar como método de regularización5. El método consiste
en realizar de forma exacta la integral funcional de la parte cuadrática en los
campos, en la acción, y llevar a cabo la regularización en el determinante,
producto de la integración, mediante el tiempo propio de Schwinger. Para es-
to, se toma un corte inferior en las integrales sobre el tiempo propio s0 > 0 de
tal forma que la integración no se lleva a cabo en la región divergente s −→ 0.
Este tipo de regularización preserva la invariancia de norma abeliana pero
no es posible realizar una generalización al caso no-abeliano [8].

Debido a que ahora se está trabajando con QCD, una teoría de norma no-
abeliana, no sería posible utilizar este método de regularización6. El método
propuesto para trabajar es el de regularización dimensional, se mostrará más
adelante que las divergencias se cancelan de forma automática antes de tomar
el límite d −→ 4− δ con δ > 0.

5Regularización por tiempo propio de Schwinger.
6En el presente trabajo se utiliza la parametrización de tiempo propio de Schwinger

como una identidad matemática para escribir a los propagadores fermiónicos pero no para
llevar a cabo la regularización.
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Para llevar a cabo la integración sobre los tiempos propios de Schwinger
que aparecen en la ecuación (3.41) es conveniente realizar los siguientes cam-
bios de variable7

s3 = sv,

s2 = su, (3.42)
s1 = s(1− u− v),

donde s ∈ [0,∞) y u, v ∈ [0, 1]. Nótese que el parámetro s tiene unidades de
[E−2], mientras que los parámetros u y v son adimensionales.

En términos de estas nuevas variables, la expresión (3.41) se reescribe de
la siguiente forma8

iΓµν(p1, p2) =−
4g2sgfmδabe−

iπ
4
d

(4π)d/2

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du

∫ ∞
0

ds

s
d
2
−2

e−i∆
2s

×
[
i

s

(
2− d

2

)
gµν + gµν

(
m2 − p1 · p2 − (up2 − vp1)2

)
+ (2v − 1) pµ1 (2vp

ν
1 + (1− 2u) pν2)

+ pµ2 ((1− 4uv) pν1 + 2u (2u− 1) pν2)

]
,

(3.43)

donde ∆2 ≡ m2 − uv(p1 + p2)
2 − (1 − u − v)(vp21 − up22). Claramente las

condiciones para los coeficientes de la estructura tensorial (3.31)-(3.32) no se
cumplen en la expresión (3.43) para el vértice efectivo, sin embargo, una vez
que la integral sobre el tiempo propio de Schwinger es realizada, la relación
entre los coeficientes se pone de manifiesto, como se verá en breve.

Nótese que en la ecuación (3.43) la divergencia se presenta en la región
donde s −→ 0, las singularidades aparecen el los términos de la forma 1

sn

con n ∈ N. Esta divergencia sólo está presente en el primer término de la
expresión anterior en el límite d −→ 4, así que este es el término que es
necesario regularizar.

7Nótese que con estos cambios de variable, efectivamente se cumple que s = s1+s2+s3.
8El jacobiano de esta transformación de coordenadas es s2.
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Las integrales sobre s, que aparecen en la Ec. (3.43), se pueden identificar
con la representación integral de la función Gamma9, esto es

∫ ∞
0

sn−
d
2 e−i∆

2sds =
(i∆2)

d
2
−(n+1)

n+ 1− d
2

Γ

(
n+ 2− d

2

)
, (3.44)

con n ∈ N. Obsérvese que la ecuación (3.44) es divergente si se toma d = 4 y
n = 1. La forma general de lidiar con estas divergencias es la regularización
dimensional, con este método se toma una dimensión ligeramente menor a
la que se está trabajando; en este caso se presenta tomando la dimensión
d = 4− δ en el límite δ −→ 0 para posteriormente hacer una expansión en la
función Gamma correspondiente Γ(δ/2), con esto la singularidad se presenta
como un polo de la forma 1

δ
.

Lo que sucede en el cálculo que se está llevando a cabo es que la dimen-
sión que aparece al hacer la integral (3.44) se cancela con el coeficiente que
acompaña a dicho término, de tal forma que la dimensión d no aparece ex-
plícitamente y es posible tomar d = 4 sin que se presente una singularidad.
Sustituyendo los resultados a partir de la Ec. (3.44) en la expresión (3.43)
para el vértice efectivo, se obtiene

iΓµν(p1, p2) =−
4g2sgfmδabe−

iπ
4
d

(4π)d/2

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du
(
i∆2
) d

2
−3

Γ

(
3− d

2

)
×
[
−∆2gµν + gµν

(
m2 − p1 · p2 − (up2 − vp1)2

)
+ (2v − 1) pµ1 (2vp

ν
1 + (1− 2u) pν2)

+ pµ2 ((1− 4uv) pν1 + 2u (2u− 1) pν2)

]
.

(3.45)

Esta cancelación parecería “mágica” pero es muy importante debido a que
como no existe un vértice de interacción directo entre los gluones y el bosón
de Higgs en el Modelo Estándar, no se cuenta con el contratérmino adecuado

9Para ver un desarrollo detallado de este método ver el Apéndice E.
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para cancelar/absorber las posibles divergencias que surgieran de los diagra-
mas que se están trabajando. Entonces, en la expresión anterior, se pude
sustituir d = 4 sin ningún problema, de tal forma se obtiene

iΓµν(p1, p2) =−
4ig2sgfmδab

(4π)2

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du
1

∆2

×
[
−∆2gµν + gµν

(
m2 − p1 · p2 − (up2 − vp1)2

)
+ (2v − 1) pµ1 (2vp

ν
1 + (1− 2u) pν2)

+ pµ2 ((1− 4uv) pν1 + 2u (2u− 1) pν2)

]
.

(3.46)

Es importante remarcar que en este proceso de regularización, tanto las in-
tegrales Gaussianas sobre los momentos como la traza sobre las matrices de
Dirac deben realizarse en d dimensiones, de lo contrario se pueden obtener
resultados erróneos.

Es posible obtener la expresión anterior para el vértice efectivo al reali-
zar las integrales de momento mediante el parámetro de Feynman [77], las
variables u y v son equivalentes a los parámetros de Feynman.

Para poder realizar de forma analítica las integrales restantes, sobre los
parámetros u y v, se llevará el vértice efectivo a la capa de masa usando las
relaciones

p21 = 0,

p22 = 0, (3.47)

p1 · p2 =
m2

H

2
,

con mH la masa del bosón de Higgs, de tal modo que el vértice efectivo en
la capa de masa tiene la forma
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iΓµν(p1, p2) =−
ig2sgfmδab

m2
Hπ

2

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du

τ − 4uv

×
[
m2

H

2
(4uv − 1)

[
gµν − pµ2p

ν
1

p1 · p2

]
− (1− 2v)2pµ1p

ν
2

+ 2v(2v − 1)pµ1p
ν
1 + 2u(2u− 1)pµ2p

ν
2

]
,

(3.48)

donde se ha definido τ ≡ 4m2
f/m

2
H .

En la expresión anterior para el vértice efectivo se observan cuatro estruc-
turas tensoriales distintas, y no dos como se había discutido anteriormente
en 3.1.2. En el Apéndice E se muestra que las integrales asociadas a estas es-
tructuras tensoriales extras son nulas. Tomando en cuenta esto, la expresión
(3.48) se reduce a

iΓµν(p1, p2) =−
ig2sgfmδab

m2
Hπ

2

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du

τ − 4uv

×
[
m2

H

2
(4uv − 1)

[
gµν − pµ2p

ν
1

p1 · p2

]
− (1− 2v)2pµ1p

ν
2

]
.

(3.49)

Con esto se completa el cálculo del vértice efectivo en el vacío.
Lo que resta por hacer es identificar los coeficientes A y B de la Ec. (3.33),

esto se logra fácilmente comparando (3.49) con (3.33), obteniendo

A =
g2sgfmδab

2π2

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du
1− 4uv

τ − 4uv
, (3.50)

B =
g2sgfmδab

m2
Hπ

2

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du
(1− 2v)2

τ − 4uv
. (3.51)

Estas integrales se calculan de forma explícita en el Apéndice E.
Una vez obtenido el vértice efectivo, se procede a calcular el elemento de

matriz invariante. Este se forma al contraer el vértice efectivo con los respec-
tivos estados asintóticos de los gluones y del Higgs, obteniéndose
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iM = iA

[
gµν − pµ2p

ν
1

p1 · p2

]
εaµ(p1, σ)ε

b
ν(p2, σ

′), (3.52)

donde se ha usado la propiedad de ortogonalidad pµεµ(p) = 0. De este análisis
se deduce que el único coeficiente que contribuye a la sección eficaz es A.

Nótese que los términos con las expresiones tensoriales extras en la ecua-
ción (3.48) serían eliminados al contraer con los estados asintóticos debido
a la propiedad anterior, así que de haberse realizado la contracción en un
punto más temprano hubiera ahorrado el cálculo de varias integrales. Al con-
traer el vértice efectivo con los vectores de polarización εµa(p1, σ) y ενb (p2, σ′)
se anulan los términos proporcionales a pµ1 y pν2, lo que se puede interpretar
como una proyección en el espacio transverso a los momentos de los gluones.
Esta es una forma muy interesante de entenderlo y será de gran utilidad más
adelante.

3.2. Sección eficaz no polarizada

La sección eficaz diferencial para un proceso arbitrario con dos partículas
incidentes con momentos p1 y p2, y con masas m1 y m2 respectivamente, está
dada por [32]

dσ =
(2π)4|M|2

4
√
(p1 · p2)2 −m2

1m
2
2

dΦn(p1 + p2; p3, ..., pn+2), (3.53)

donde el elemento de espacio fase invariante se define como

dΦn(Q; q1, ..., qn) = δ(4)

(
Q−

n∑
i=1

qi

)
n∏

i=1

d3qi
(2π)32Ei

. (3.54)

En el caso particular de la producción de un bosón de Higgs mediante
fusión de gluones, la sección eficaz no polarizada está dada por
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σ (gg −→ H) =
1

2m2
H

∫
d3p3

(2π)32EH

(2π)4δ(4) (p3 − p1 − p2)
∑

color,espín
|M|2

=
1

2m2
H

2πδ
(
S −m2

H

)∑
color,espín

|M|2,

(3.55)

donde p3 y EH son el momento y la energía del bosón de Higgs producido
respectivamente y S = (p1 + p2)

2 es la variable usual para el cuadrado de
la energía10. Nótese que en la primera línea de la expresión anterior aparece
la misma delta de conservación de momento que se ignoró, únicamente por
comodidad, en la expresión para el vértice efectivo; la delta de la segunda
línea asegura que el bosón de Higgs sea producido en la capa de masa y es
una de las condiciones dadas en (3.47).

Obsérvese que para poder obtener la sección eficaz no polarizada se debe
calcular el valor absoluto del cuadrado del elemento de matriz invariante y
promediar sobre los valores de espín y color de los gluones incidentes. Como
ahora se busca hacer la suma sobre espines no se van a contraer directamente
con el vértice efectivo, así que se usará de forma dada por la expresión (3.33)
en lugar de (3.52). De tal forma que se obtiene lo siguiente

|M|2 =
(
A

[
gµν − pµ2p

ν
1

p1 · p2

]
−Bpµ1pν2

)(
A∗

[
gαβ − pα2p

β
1

p1 · p2

]
−B∗pα1p

β
2

)
× εaµ(p1, σ)εbν(p2, σ′)εaα

∗(p1, σ)ε
b
β

∗
(p2, σ

′),

(3.56)

misma que se promedia sobre espines

1

2

1

2

∑
σ=±1

∑
σ′=±1

|M|2, (3.57)

donde, por comodidad, se ha escrito la suma en la base de polarización lineal.
Tomando una de la sumas, nótese que esta se puede llevar a cabo usando la

10Se usa S en lugar de s para que no se preste a confusiones con el tiempo propio de
Schwinger.
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propiedad

∑
σ=±1

εµ(k, σ)ε
∗
α(k, σ) = −gµα +

kµnα + kαnµ

k · n
+ n2 kµkα

(k · n)2
, (3.58)

donde nµ es un vector auxiliar arbitrario en la relación de completez11. Este
vector, al ser una consecuencia de la libertad de norma de los gluones, se
puede elegir de forma conveniente. Al tomarse como pµ2 en la relación para
los estados asintóticos que involucran a pµ1 y viceversa, se llega a las siguientes
relaciones

∑
σ=±1

εaµ(p1, σ)ε
a
α
∗(p1, σ) = −gµα +

p1µp2α + p1αp2µ
p1 · p2

, (3.59)

∑
σ=±1

εbν(p2, σ
′)εbβ

∗
(p2, σ

′) = −gνβ +
p2νp1β + p2βp1ν

p1 · p2
. (3.60)

Nótese que la estructura tensorial de ambos resultados es exactamente igual,
así que será útil definir el proyector

Pµν ≡ gµν − pµ2p
ν
1 + pµ1p

ν
2

p1 · p2
. (3.61)

De esta forma, usando (3.61) en (3.57), el promedio sobre espines es

1

2

1

2

∑
σ=±1

∑
σ′=±1

|M|2 = 1

22
Γµν(p1, p2)P α

µ Γ∗αβ(p1, p2)P β
ν

=
d− 2

4
|A|2

d=4−−−→ 1

2
|A|2.

(3.62)

Obsérvese que, al igual que en la expresión (3.52), el único coeficiente que
contribuye a la sección eficaz es A. Anteriormente se mencionó la idea de que

11Por ello debe de ser linealmente independiente del momento del gluón kµ.
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esto era porque los estados asintóticos proyectan el vértice efectivo a cierto
subespacio, ahora se puede interpretar este resultado como que al sumar sobre
todas polarizaciones, los términos asociados al coeficiente B en la proyección
de la polarización dan cero como resultado (en promedio).

Una vez que se ha obtenido el promedio de espines, lo único que resta por
hacer es promediar sobre colores. Para ello, es conveniente hacer las siguien-
tes redefiniciones

A =
δab

2
Ã, (3.63)

B =
δab

2
B̃. (3.64)

Con esto se extrae el factor obtenido de la traza de color en la representación
fundamental dada por (3.18), de tal forma que el promedio sobre los colores
de los gluones12 es

∑
color,espín

|M|2 = δabδab
22 · 82

1

2
|Ã|2 = 1

32

1

2
|Ã|2. (3.65)

Sustituyendo lo anterior en la Ec. (3.55), se obtiene la expresión analítica
para la sección eficaz no polarizada de producción de Higgs mediante fusión
de gluones

σLO (gg −→ H) =
1

128m2
H

|Ã|22πδ
(
S −m2

H

)
=

1

128m2
H

g4smH
4

8π4v2
τ 2|NA(τ)|22πδ

(
S −m2

H

)
.

(3.66)

donde el subíndice LO indica que es la contribución al leading order y se ha
usado el resultado (E.44)

Ã =
g2sm

2
H

2
√
2π2v

τNA(τ), (3.67)

12En la representación adjunta.
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con

NA(τ) =
1

4

[
2− (τ − 1)Li2

(
2

1−
√
1− τ

)
− (τ − 1)Li2

(
2

1 +
√
1− τ

)]
,

(3.68)

donde Li2(x) es la función dilogaritmo que se analiza en el Apéndice E.2.
Estos dos último resultados se obtienen detalladamente en el Apéndice E.3.3.

En la Figura 3.4 se muestra el comportamiento de la sección eficaz en
función de la masa del sabor de los quarks dentro del lazo fermiónico, este
comportamiento coincide con el reportado en la literatura [78].

0.0 0.5 1.0 1.5

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

mf /mH

σ
[E
2
]

TopBottom

Figura 3.4: Comportamiento de la sección eficaz de producción de Higgs
mediante fusión de gluones dada por la expresión (3.66) como función de la
masa del quark dentro del lazo fermiónico.

En la Figura 3.4 se observa que la contribución principal a la sección efi-
caz de la producción de Higgs mediante fusión de gluones proviene del quark
top
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σtop
LO (gg −→ H)

σbottom
LO (gg −→ H)

∼ 130, (3.69)

σtop
LO (gg −→ H)

σcharm
LO (gg −→ H)

∼ 5400, (3.70)

y es considerablemente mayor a las contribuciones de los otros quarks.
Con éste último análisis se da por concluido el estudio de la sección eficaz

no polarizada de producción de Higgs mediante fusión de gluones en el vacío.
En el siguiente capítulo se extenderán las ideas a un escenario que contempla
la presencia de un campo magnético homogéneo de fondo durante el proceso.



Capítulo 4

Producción del bosón de Higgs
en presencia de un campo
magnético externo

En el presente capítulo se extienden las ideas planteadas en el Capítulo 3,
considerando ahora que el proceso de fusión de gluones se da en presencia de
un campo magnético1 homogéneo que define la dirección z.

4.1. Propagador fermiónico en presencia de
un campo magnético externo

El efecto del campo magnético se ven reflejados en la forma que los quarks
se propagan pues estos, al ser eléctricamente cargados, se acoplaran con el
campo magnético externo modificando su movimiento.

El propagador fermiónico que incorpora los efectos de este campo mag-
nético de fondo fue obtenido por Schwinger en 1951 y está dado por [82]

S
qB

(x, y) = Ωq(x, y)

∫
d4p

(2π)4
S

qB

(p)e−ip·(x−y), (4.1)

1El campo magnético se considera de forma clásica, es decir, no se trabaja como co-
rrecciones de QED sino como un campo de fondo.

61
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donde

Ωq(x
′, x′′) = exp

(
−iq

∫ x′

x′′
Aµ(x)dx

µ

)
(4.2)

se conoce coma fase de Schwinger, con q la carga eléctrica del fermión y Aµ

el cuadripotencial que genera al campo magnético B.
Lo primero que se observa es que el propagador en el espacio de configu-

raciones ya no es simplemente la transformada de Fourier del propagador en
el espacio de momentos, como en el caso del vacío (3.11), esta es la razón por
la que es útil trabajar de inicio en el espacio de configuraciones.

En el caso particular en que un campo magnético homogéneo define la
dirección z, la parte simétrica del propagador fermiónico en el espacio de
momentos está dado por [82]

S
qB

(p) =

∫ ∞
0

ds

cos(qBs)
exp

[
− is

(
m2 − p2‖ − p2⊥

tan(qBs)

qBs

)]
×
[(
m+ 6p‖

)
e−iqBsΣ3 +

6p⊥
cos(qBs)

]
,

(4.3)

donde p‖ y p⊥, son las componentes del cuadrimomento paralela y perpendi-
cular al campo magnético, cuyo contenido es

pµ‖ ≡ (p0, 0, 0, p3) y pµ⊥ ≡ (0, p1, p2, 0). (4.4)

Análogamente, las matrices de Dirac perpendiculares y paralelas al campo
magnético son

γ‖ = γ0, γ3,

γ⊥ = γ1, γ2,
(4.5)
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donde además se define

Σ3 ≡ iγ1γ2 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 , (4.6)

la cual se identifica con la matriz de espín a lo largo de la dirección del campo.

4.2. Elemento de matriz invariante en presen-
cia de un campo magnético externo

4.2.1. Vértice efectivo

De forma análoga al capítulo anterior, los diagramas a considerar se muestran
en la Figura 3.2 pero ahora se tienen que considerar a los propagadores de
los quarks de la Ec. (4.1), esto está representado en la Figura 4.1 con una
doble línea.

(a) Diagrama A. (b) Diagrama B.

Figura 4.1: Diagramas de Feynman que contribuyen al proceso a “leading
order” en presencia de un campo magnético externo. La contribución del
campo magnético está representada por una línea doble en los propagadores
fermiónicos.
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Al aplicar las reglas de Feynman al diagrama A, se llega a una expresión
análoga a (3.13)

iΓ
qB

µν
(A)

(x, y, z) = −ig2sgf tr
[
tatb
]
Ωq(x, y)Ωq(y, z)Ωq(z, x)

×
∫

d4a

(2π)4
d4b

(2π)4
d4c

(2π)4
e−ia·(x−y)e−ib·(y−z)e−ic·(z−x)

× Tr
[
γµS

qB

f (a)γνS
qB

f (b)S
qB

f (c)
]
.

(4.7)

Y de forma análoga a (3.22), para el diagrama B

iΓ
qB

µν
(B)

(x, y, z) = −ig2sgf tr
[
tatb
]
Ωq(z, y)Ωq(x, z)Ωq(y, x)

×
∫

d4a

(2π)4
d4b

(2π)4
d4c

(2π)4
e−ia·(x−y)e−ib·(y−z)e−ic·(z−x)

× Tr
[
γνS

−qB

f (−a)γµS−qB

f (−c)S−qB

f (−b)
]
.

(4.8)

donde ahora los propagadores fermiónicos tienen un signo negativo tanto en
el momento como en la carga correspondientes debido a que en el diagrama
B el flujo de momento va en sentido contrario al flujo de carga sobre cada
propagador, tal como se discute en el Apéndice B. Nótese que las fases si-
guen siendo etiquetadas con la carga q y no −q, ¿por qué? Esto se debe a que
el sentido del flujo de carga ya se ha considerado al escribir la dependencia
espacio-temporal, esto se ve reflejando en la siguiente propiedad

Ωq(x, y) = Ω−q(y, x). (4.9)

Para seguir adelante en el cálculo es necesario determinar la fase que
acarrea cada uno de los diagramas. Ello se logra al considerar que el cam-
po magnético externo es homogéneo y define la dirección espacial z, esto es,
~B = Bk̂. Esta configuración de campo se puede producir con una norma
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simétrica del cuadripotencial

Aµ =

(
0,−B

2
x2,

B

2
x1, 0

)
, (4.10)

de tal forma que se obtienen las componentes correctas en el tensor electro-
magnético, dado por

F µν =


0 0 0 0
0 0 −B 0
0 B 0 0
0 0 0 0

 . (4.11)

Al sustituirse (4.2) en (4.10), la forma de la fase de Schwinger es

Ωq(x, y) = ei
qB
2
xµF̂µνyν = ei

qB
2

(
x1y2−x2y1

)
, (4.12)

donde se ha definido el tensor electromagnético unitario como

F̂ µν =
F µν

B
. (4.13)

Al aplicarse (4.12) a los diagramas A y B, se obtiene

Ωq(x, y)Ωq(y, z)Ωq(z, x) = ei
qB
2
F̂µν(xµyν+yµzν+zµxν) = e−i

qB
2
ξ, (4.14)

Ωq(y, x)Ωq(z, y)Ωq(x, z) = e−i
qB
2
F̂µν(xµyν+yµzν+zµxν) = ei

qB
2
ξ, (4.15)

donde se ha definido

ξ ≡ −x2y1 + x1y
2 − y2z1 + y1z

2 − z2x1 + z1x
2. (4.16)
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Los cálculos que se han realizado hasta este punto están desglosados en el
Apéndice F así como una breve discusión donde se muestra que el resultado a
pesar de que la fase de Schwinger de cada propagador depende de la norma,
la fase total del lazo es invariante de norma [83].

Ahora, para poder continuar con el cálculo en el espacio de momentos es
necesario tomar la transformada de Fourier como se muestra en la ecuación
(3.14)

iΓµν
qB (A)

(p1, p2, p3) =

∫
d4x d4y d4z iΓµν

qB (A)
(x, y, z)e−ip1·xe−ip2·ye+ip3·z

=− ig2
f
g
H
tr
[
tatb
] ∫ d4a

(2π)4
d4b

(2π)4
d4c

(2π)4

×
∫
d4x d4y d4z e−i

qB
2
ξe−i(p1+a−c)·xe−i(p2+b−a)·y

× e−i(−p3+c−b)·zTr
[
γµS

qB

f (a)γνS
qB

f (b)S
qB

f (c)
]
.

(4.17)

A diferencia del caso del vacío, en este caso no es posible identificar a las repre-
sentaciones integrales de la delta de Dirac (3.15) para todas las componentes.
Las identificaciones sólo se pueden realizar en las coordenadas paralelas pero
no en las perpendiculares debido a la fase que ha adquirido el diagrama, de
tal forma que

iΓµν
qB (A)

(p1, p2, p3) =− ig2sgf tr
[
tatb
]
(2π)6

∫
d4a

(2π)4
d4b

(2π)4
d4c

(2π)4

× δ(2) (p1 + a− c)‖ δ
(2) (p2 + b− a)‖ δ

(2) (p3 − c+ b)‖

×
∫
d2x⊥ d

2y⊥ d
2z⊥ e

−i qB
2
ξe−i(p1+a−c)⊥·x⊥e−i(p2+b−a)⊥·y⊥

× e−i(−p3+c−b)⊥·z⊥Tr
[
γµS

qB

f (a)γνS
qB

f (b)S
qB

f (c)
]
.

(4.18)

Nótese que estas deltas de Dirac indican la conservación de las componentes
paralelas de momento en cada uno de los vértices, sin embargo, aparente-
mente este ya no es el caso de las componentes perpendiculares.
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Para la integración sobre las componentes perpendiculares se usa la mis-
ma idea de identificar deltas de Dirac pero esta nueva fase que adquiere el
diagrama, debida al campo magnético, “mezcla” las componentes. Este cálcu-
lo se realiza con detalle en el Apéndice F. De modo que, una vez realizada
la integración perpendicular, se obtiene la siguiente expresión para el vértice
efectivo en el espacio de momentos

iΓµν
qB (A)

(p1, p2, p3) =− ig2sgf tr
[
tatb
]
(2π)8

(
4π

qB

)2

δ(2) (p1 + p2 − p3)⊥

×
∫

d4a

(2π)4
d4b

(2π)4
d4c

(2π)4
δ(2) (p1 + a− c)‖ δ

(2) (p2 + b− a)‖

× δ(2) (p3 − c+ b)‖ e
i 2
qB

(p1+a−c)µF̂µν(p2+b−a)ν

× Tr
[
γµS

qB

f (a)γνS
qB

f (b)S
qB

f (c)
]
.

(4.19)

Cuando se realice la integración sobre los momentos paralelos en expresión
anterior, la delta de Dirac final dará la conservación global de momento para-
lelo. Así que, como se realizó anteriormente en la expresión (3.16), es posible
factorizar la delta de conservación

(2π)4δ(4) (p1 + p2 − p3) ,

y redefinir el vértice efectivo sin ella, tal como en el caso sin campo. De tal
forma que se llega a la siguiente expresión

iΓµν
qB (A)

(p1, p2) =− ig2sgf tr
[
tatb
]
(2π)4

(
4π

qB

)2

×
∫

d4a

(2π)4
d4b

(2π)4
d4c

(2π)4
ei

2
qB

(p1+a−c)µF̂µν(p2+b−a)ν

× δ(2) (p1 + a− c)‖ δ
(2) (p2 + b− a)‖

× Tr
[
γµS

qB

f (a)γνS
qB

f (b)S
qB

f (c)
]
.

(4.20)
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Procediendo de forma totalmente análoga para el diagrama B, se tiene

iΓµν
qB (B)

(p1, p2) =− ig2sgf tr
[
tatb
]
(2π)4

(
4π

qB

)2

×
∫

d4a

(2π)4
d4b

(2π)4
d4c

(2π)4
e−i

2
qB

(p1+a−c)µF̂µν(p2+b−a)ν

× δ(2) (p1 + a− c)‖ δ
(2) (p2 + b− a)‖

× Tr
[
γνS

−qB

f (−a)γµS−qB

f (−c)S−qB

f (−b)
]
.

(4.21)

Al igual que en el caso del vacío, las trazas espinoriales de las expresiones
(4.20) y (4.21) son iguales, como se muestra en el Apéndice B.

Siguiendo las ideas del caso del vacío, es posible llevar a cabo un análisis
de las estructuras tensoriales que conforman el vértice efectivo en presencia
de un campo magnético externo. Sin embargo, dado que es un análisis ex-
tenso (detalles en Apéndice C.2), sólo se presenta la estructura final, dada por
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Γµν
qB
(p1, p2) =A

[
gµν − pν1p

µ
2

p1 · p2

]
+B

pµ1p
ν
2

p1 · p2
+ C

F̂ µp1F̂
νp2

p1 · p2

+D

[
gµν⊥ −

pν1⊥p
µ
2⊥

(p1 · p2)⊥

]
+ E

[
pµ1p

ν
1 + pµ2p

ν
2

p1 · p2
−
pµ1p

ν
1⊥

+ pν2p
µ
2⊥

(p1 · p2)⊥

]
+G

[
gµν +

(p1 · p2)gµν⊥ − pν1p
µ
2⊥
− pµ2pν1⊥

(p1 · p2)⊥

]
+H

(
p2F̂ p1

)[
gµν

p2F̂ p1
(p1 · p2)2

− (p1 · p2)F̂ µν + pµ2 F̂
νp1 − pν1F̂ µp2

(p1 · p2)2

]

+ I

[(
p2F̂ p1

)2 pµ1pν1 + pµ2p
ν
2

(p1 · p2)3
−
(
p2F̂ p1

) pµ1 F̂ νp1 − pν2F̂ µp2
(p1 · p2)2

]

+ J

[
F̂ µν p2F̂ p1

p1 · p2
− F̂ µp2F̂

νp1
p1 · p2

]
+K

(
p2F̂ p1

) pµ1 F̂ νp2 − pν2F̂ µp1
p1 · p2

+ L

[
F̂ µp1F̂

νp1 + F̂ µp2F̂
νp2

p1 · p2
−
(
p2F̂ p1

) pν1F̂ µp1 − pµ2 F̂ νp2
(p1 · p2)2

]

+M
(
p2F̂ p1

)[
gµν⊥

p2F̂ p1
(p1 · p2)2

− (p1 · p2)⊥
F̂ µν + pµ2⊥F̂

νp1 − pν1⊥F̂
µp2

(p1 · p2)2

]
+N

(
p2F̂ p1

)[pν1⊥F̂ µp1 − pµ2⊥F̂
νp2

(p1 · p2)2

+ (p1 · p2)⊥
pµ2 F̂

νp2 − pν1F̂ µp1
(p1 · p2)3

]
,

(4.22)

de donde se puede observar que hay 11 nuevas estructuras en comparación
con la expresión obtenida para el vacío (3.33).

4.2.2. Método de integración Gaussiano

Para poder llevar a cabo la integración sobre los momentos se genera-
lizan las expresiones (4.20) y (4.21) a una dimensión arbitraria d. Debido
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a que la presencia de campo magnético separa las componentes paralelas
y perpendiculares, se tendrán 2 dimensiones paralelas y d − 2 dimensiones
perpendiculares. Promoviendo estas expresiones a d dimensiones y reempla-
zando la forma explícita de los propagadores fermiónicos (4.3) se obtiene

iΓµν
qB (A)

(p1, p2) =− ig2sgf tr
[
tatb
]
(2π)4

(
4π

qB

)d−2

×
∫ ∞
0

ds1ds2ds3
cos(qBs1) cos(qBs2) cos(qBs3)

×
∫

dda

(2π)d
ddb

(2π)d
ddc

(2π)d
ei

2
qB

(p1+a−c)F̂ (p2+b−a)

× e−is1
(
m2−a2‖−a

2
⊥

tan(qBs1)
qBs1

)
e
−is2

(
m2−b2‖−b

2
⊥

tan(qBs2)
qBs2

)

× e−is3
(
m2−c2‖−c

2
⊥

tan(qBs3)
qBs3

)
δ(2) (p1 + a− c)‖

× δ(2) (p2 + b− a)‖ T
µν
(
a‖, a⊥, b‖, b⊥, c‖, c⊥

)
,

(4.23)

y

iΓµν
qB (B)

(p1, p2) =− ig2sgf tr
[
tatb
]
(2π)4

(
4π

qB

)d−2

×
∫ ∞
0

ds1ds2ds3
cos(qBs1) cos(qBs2) cos(qBs3)

×
∫

dda

(2π)d
ddb

(2π)d
ddc

(2π)d
e−i

2
qB

(p1+a−c)F̂ (p2+b−a)

× e−is1
(
m2−a2‖−a

2
⊥

tan(qBs1)
qBs1

)
e
−is2

(
m2−b2‖−b

2
⊥

tan(qBs2)
qBs2

)

× e−is3
(
m2−c2‖−c

2
⊥

tan(qBs3)
qBs3

)
δ(2) (p1 + a− c)‖

× δ(2) (p2 + b− a)‖ T
µν
(
a‖, a⊥, b‖, b⊥, c‖, c⊥

)
,

(4.24)
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donde T µν es la traza espinorial dada por (A.19)

T µν = Tr
[
γµ
((
m+ 6a‖

)
e(s1) + ˜6a⊥

)
γν
((
m+ 6b‖

)
e(s2) + ˜6b⊥

)
×
((
m+ 6c‖

)
e(s3) + ˜6c⊥

)]
,

(4.25)

y se ha usado la notación xµF
µνyν = xFy. Nótese que la única diferencia

entre las expresiones asociadas a los diagramas A y B, para el vértice efectivo,
es el signo opuesto de la exponencial proveniente de la integración de las fases
de Schwinger.

El análisis que se hace alrededor de las ecuaciones (A.20) y (A.21) en el
Apéndice A, un conteo simple de matrices de Dirac en la Ec. (4.25), permite
identificar tres tipos de integrales Gaussianas sobre los momentos que son
relevantes

∫ ∞
−∞

da exp [αaµaµ + βµaµ + γ] ,∫ ∞
−∞

da exp [αaµaµ + βµaµ + γ] aα, (4.26)∫ ∞
−∞

da exp [αaµaµ + βµaµ + γ] aαaβ.

Cómo se muestra en el Apéndice D, se puede factorizar el resultado de la
integral simple en (4.26) en cada uno de los tres tipos de integrales y después
“evaluar” las inserciones haciendo sustituciones sencillas. Este procedimien-
to es de gran utilidad pues permite que en las ecuaciones (4.23) y (4.24) se
puedan realizar las integrales Gaussianas sin inserciones de momentos y pos-
teriormente hacer las sustituciones respectivas en la traza. En el Apéndice
D.3 se analiza un caso concreto.

Tomando las expresiones para el vértice efectivo asociadas a cada dia-
grama (4.23) y (4.24) junto con los resultados de la integración Gaussiana
(D.36) y (D.37) se llega a las siguientes expresiones
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iΓµν
qB (A)

(p1, p2) =− ig2sgf tr
[
tatb
]( 4π

qB

)d−2

×
∫ ∞
0

ds1ds2ds3
cos(qBs1) cos(qBs2) cos(qBs3)

G(A)T̃
µν
(A)

(4.27)

con

G(A) =
24−3d

sπ
3d
2
−2

(
−iqB cos(s1) cos(s1 + s2)

sin(s)

) d
2
−1(

(qB)2 cot(s3)

cot(s3)− tan(s2)

) d
2
−1

× e
i

qB
cos(s1) cos(s2) sin(s3)

sin(s)

[
tan(s1)

(
tan(s2) cot(s3)p22⊥

+p21⊥

)
+tan(s2)(p1+p2)2⊥

]

× e−ism2

e
i
s

(
(s1+s2)s3p21‖

+(s1+s3)s2p22‖
+2s2s3(p1·p2)‖

)

× e−
2i
qB

cos(s1) cos(s2) sin(s3)
sin(s)

tan(s1) tan(s2)p1F̂ p2 ,

(4.28)

y

iΓµν
qB (B)

(p1, p2) =− ig2sgf tr
[
tatb
]( 4π

qB

)d−2

×
∫ ∞
0

ds1ds2ds3
cos(qBs1) cos(qBs2) cos(qBs3)

G(B)T̃
µν
(B)

(4.29)

con

G(B) =
24−3d

sπ
3d
2
−2

(
−iqB cos(s1) cos(s1 + s2)

sin(s)

) d
2
−1(

(qB)2 cot(s3)

cot(s3)− tan(s2)

) d
2
−1

× e
i

qB
cos(s1) cos(s2) sin(s3)

sin(s)

[
tan(s1)

(
tan(s2) cot(s3)p22⊥

+p21⊥

)
+tan(s2)(p1+p2)2⊥

]

× e−ism2

e
i
s

(
(s1+s2)s3p21‖

+(s1+s3)s2p22‖
+2s2s3(p1·p2)‖

)

× e
2i
qB

cos(s1) cos(s2) sin(s3)
sin(s)

tan(s1) tan(s2)p1F̂ p2 ,

(4.30)
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donde T̃ µν corresponde a la traza espinorial de cada diagrama con las sus-
tituciones pertinentes de acuerdo a lo discutido en el Apéndice D.3. Los
reemplazos que se realizan son los siguientes

c‖ −→ (p1 + a)‖,

b‖ −→ (a− p2)‖,

aµ‖a
ν
‖ −→

gµν‖
2α‖

+
βµ
‖

2α‖

βν
‖

2α‖
,

aµ‖ −→ −
βµ
‖

2α‖
,

pµ⊥p
ν
⊥ −→

gµν⊥
2α[p,⊥]

+
βµ
[p,⊥]

2α[p,⊥]

βν
[p,⊥]

2α[p,⊥]
,

pµ⊥ −→ −
βµ
[p,⊥]

2α[p,⊥]
,

(4.31)

donde los coeficientes α’s son válidos para ambos diagramas y dependen del
momento asociado a ellos, el campo magnético y los parámetros de Schwinger

α‖ = is,

α[c,⊥] = i
tan(qBs3)

qB
,

α[b,⊥] = −i
cot(qBs3)− tan(qBs2)

qB
, (4.32)

α[a,⊥] = i
sec(qBs1) sec(qB(s3 + s3)) sin(qBs)

qB
.
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Mientras que los coeficientes β’s sí dependen del diagrama

βµ
‖
= 2i

(
s3p

µ
1‖
− s2pµ2‖

)
,

βµ
[A,c,⊥] =

2i

qB
F̂ µ(a− b− p2),

βµ
[B,c,⊥] = −

2i

qB
F̂ µ(a− b− p2),

βµ
[A,b,⊥] =

2i

qB

(
cot(qBs3)

(
aµ⊥ − p

µ
2⊥

)
+ (a+ p1)F̂

µ
)
, (4.33)

βµ
[B,b,⊥] =

2i

qB

(
cot(qBs3)

(
aµ⊥ − p

µ
2⊥

)
− (a+ p1)F̂

µ
)
,

βµ
[A,a,⊥] =

2i

qB

pµ1⊥ − tan(qBs2)
(
F̂ µp2 − p1F̂ µ + cot(qBs3)p

µ
2⊥

)
cot(qBs3)− tan(qBs2)

,

βµ
[B,a,⊥] =

2i

qB

pµ1⊥ + tan(qBs2)
(
F̂ µp2 − p1F̂ µ − cot(qBs3)p

µ
2⊥

)
cot(qBs3)− tan(qBs2)

,

donde se está usando la notación

pF̂ µ ≡ pνF̂
νµ = p⊥νF̂

νµ,

F̂ µp ≡ F̂ µνpµ = F̂ µνp⊥ν , (4.34)
pF̂ q ≡ pµF̂

µνqµ = p⊥µF̂
µνq⊥ν .

Nótese que los coeficientes β’s en (4.33), asociados los diagramas A y B,
difieren únicamente por un signo en los términos que involucran al tensor
electromagnético F µν .

Los reemplazos dados por (4.31) se deben de hacer con cuidado. Debido
a que el orden de integración que se tomó fue c → b → a, ese mismo orden
se debe de seguir al hacer las sustituciones. El resultado final no depende del
orden de integración pero los parámetros β’s sí dependen del orden2.

2Por ejemplo: se siguió el orden c→ b→ a, así que el coeficiente βµ
[a,⊥] sólo depende de

p1 y p2 debido a que los demás momentos ya fueron integrados. Pero si la inetgral sobre
a se hiciera primero, dependería de b, c, p1 y p2.
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Con los resultados que se dieron a lo largo de esta sección ya es posible
obtener una expresión analítica para el vértice efectivo. Ya se tienen los resul-
tados de la integración Gaussiana y sólo es cuestión de hacer los reemplazos
correspondientes en la traza espinorial de cada diagrama3.

Lo anterior es un proceso “sencillo” es su mecánica pero “complicado” en
cuanto al número de términos que se deben de manejar4 y, por ello, obtener
un resultado compacto conlleva una gran dificultad. Con ayuda del software
Mathematica 12.0 y el paquete FeynCalc 9.2.0, se logró llegar a una expre-
sión explícita para las trazas de ambos diagramas, ya con las sustituciones
Gaussianas hechas, pero estas constan de 1300 términos aproximadamente.
La forma general de estas expresiones es la siguiente

T̃ µν(p1, p2, p1⊥ , p2⊥) =K(1)p
µ
1p

ν
1 +K(2)p

ν
1p

µ
2 +K(3)p

µ
1p

ν
2 +K(4)p

µ
2p

ν
2

+K(5)F̂
νp2p

µ
1 +K(6)p

µ
1p

ν
1⊥

+K(7)F̂
νp1p

µ
1

+K(8)p
µ
1p

ν
2⊥

+K(9)g
µν
⊥ +K(10)F̂

µp2F̂
νp1

+K(11)F̂
µp1F̂

νp2 +K(12)F̂
µp1p

ν
2 +K(13)F̂

νp1p
µ
1⊥

+K(14)F̂
µp1p

ν
1 +K(15)F̂

µp1p
ν
1⊥

+K(16)F̂
νp1p

µ
2

+K(17)p
µ
2⊥
pν2 +K(18)p

ν
2⊥
pµ2 +K(19)p

µ
2⊥
pν1

+K(20)F̂
µp2p

ν
2 +K(21)p

µ
1⊥
pν2 +K(22)p

ν
1⊥
pµ2

+K(23)p
µ
1⊥
pν1 +K(24)F̂

µp2p
ν
2⊥

+K(25)p
µ
2⊥
pν1⊥

+K(26)p
µ
1⊥
pν2⊥ +K(27)F̂

νp2p
µ
2 +K(28)F̂

νp2p
µ
2⊥

+K(29)F̂
µp2p

ν
1 +K(30)F̂

µp2F̂
νp2 +K(31)F̂

µp1F̂
νp1

+K(32)p
µ
1⊥
pν1⊥ +K(33)p

µ
2⊥
pν2⊥ +K(34)F̂

νp2p
µ
1⊥

+K(35)F̂
µp1p

ν
2⊥

+K(36)F̂
νp1p

µ
2⊥

+K(37)F̂
µp2p

ν
1⊥

+K(38)g
µν +K(39)F̂

µν ,

(4.35)

donde los coeficientes escalares K(j) = K(j)(p1, p2, p1⊥ , p2⊥ , qB, s1, s2, s3) de-
penden del diagrama. Nótese que al realizar de forma explícita el cálculo de la

3Las trazas de los diagramas en términos de los momentos del lazo a, b y c son idénticas
pero cambian a la hora de hacer las integraciones Gaussianas, es decir, las sustituciones.

4Las sustituciones anidadas crean muchos más términos y las trazas sobre espín, aunque
sencillas de hacer, pueden ir de 4 a 8 matrices γ.
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traza y la integración sobre los momentos de lazo se obtienen 39 estructuras
tensoriales distintas, tal como se plantea en el Apéndice C.2.

Ahora, al comparar la expresión (4.35) con la estructura tensorial para
el vértice efectivo (C.21), la mayoría de los coeficientes K(j) deberían de ser
cero. De forma muy similar a lo que sucedió en el caso del vacío, las inte-
grales sobre los tiempos propios de Schwinger de los coeficientes K(j) que no
aparecen en la estructura tensorial (C.21 deben de ser nulas5. De tal forma
que la estructura se reduce a

T̃ µν(p1, p2, p1⊥ , p2⊥) =K(1)p
µ
1p

ν
1 +K(2)p

ν
1p
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2 +K(4)p

µ
2p

ν
2

+K(5)F̂
νp2p

µ
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pµ2 +K(25)p
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+K(27)F̂
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2 +K(28)F̂

νp2p
µ
2⊥

+K(29)F̂
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µp2F̂
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µ
2⊥

+K(37)F̂
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ν
1⊥

+K(38)g
µν +K(39)F̂

µν .

(4.36)

Las relaciones entre los coeficientes K(j) que dan origen a la estructura tenso-
rial dada por (4.22) se ven reflejadas hasta después de calcular las integrales
sobre los tiempos propios de Schwinger como se mostró y discutió en el caso
del vacío.

4.3. Sección eficaz no polarizada en presencia
de un campo magnético externo

De forma análoga al caso del vacío (3.55), la sección eficaz está dada por

5Para el presente trabajo todavía no se han realizado los cálculos de estas integrales de
forma explicita pero para el caso del vacío se muestra en el Apéndice E.3.2.
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σ
qB

(gg −→ H) =
1

2m2
H

2πδ
(
S −m2

H

)∑
color,espín

|M
qB
|2. (4.37)

En analogía con (3.65), el promedio sobre color y espín de la amplitud de
probabilidad está dada por

∑
color,espín

|M
qB
|2 = 1

32

1

4
Γµν

qB
PµαΓ

∗αβ
qB
Pνβ. (4.38)

donde, al igual que en el caso del vacío, se extrajo el factor δab

2
de los coefi-

cientes de la estructura tensorial (C.21) para poder llevar a cabo el promedio
sobre el color de los gluones incidentes. Ahora, sustituyendo la expresión
(C.21) para el vértice efectivo en el límite d −→ 4

(
Γµν

qB
PµαΓ

∗αβ
qB
Pνβ

)
d−→4

, (4.39)

y sustituyendo el resultado en (4.38) se obtiene la sección eficaz no polarizada
al leading order para la producción de bosones de Higgs mediante fusión de
gluones en presencia de un campo magnético externo.

Para obtener la sección eficaz no polarizada se deben extraer los todos
los coeficientes de la estructura tensorial para el vértice efectivo A-M6, sin
embargo, por razones de tiempo, se restringirá el cálculo al análisis del co-
eficiente que presenta la misma estructura tensorial que el caso sin campo
(el coeficiente A). Esta elección permitirá comparar directamente con el re-
sultado del vacío y cuantificar el efecto del campo en este coeficiente. De tal
forma que

σ
qB

LO, parcial (gg −→ H) =
1

2m2
H

1

128
2|A|22πδ

(
S −m2

H

)
, (4.40)

que es análoga a (3.66). Donde el subíndice “parcial” se ha usado para indicar
que sólo se toma en cuenta uno de los coeficientes que contribuye a la sección
eficaz. El análisis que contempla todas las contribuciones de los coeficientes
continua bajo estudio.

6Al igual que en el caso del vacío, se tienen algunos coeficientes que no contribuyen a
la sección eficaz. Por ejemplo, los coeficientes B y E.
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4.3.1. Determinación del coeficiente A

Para determinar la forma analítica del coeficiente A, se compara la estructu-
ra tensorial en (4.22) con la estructura proveniente de integración Gaussiana
en (4.36). De esta última, después de una pequeña manipulación algebraica,
se obtiene

T̃ µν(p1, p2, p1⊥ , p2⊥) =−K(2)(p1 · p2)
[
gµν − pν1p

µ
2

p1 · p2

]
+
[
K(38) +K(2)(p1 · p2)

]
gµν + ...,

(4.41)

de este modo se identifica que a partir del coeficiente K(2) en la expresión
completa de la traza, es posible calcular el coeficiente A. La forma explícita
del coeficiente K(2) es la misma para ambos diagramas y está dada por

K(2) = −2mf (d− 2)(4uv − 1) cos2(s1) cos
2(s2) cos

2(s3)

×
[
tan(s1) tan(s2) + tan(s2) tan(s3) + tan(s3) tan(s1) +

2

d− 2

]
,

(4.42)

donde se ha empleado la notación f(qBsi) ≡ f(si). Las variables u y v están
dadas por (3.42).

Para la identificación completa del coeficiente A, lo que resta es multipli-
car la expresión (4.42) con los factores que aparecen en las Ecs. (4.27)-(4.30),
esto es

A = g2sgf (p1 · p2)
(
4π

qB

)d−2 ∫ ∞
0

ds1ds2ds3
cos(s1) cos(s2) cos(s3)

K(2)

[
G(A) +G(B)

]
,

(4.43)
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con
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24−3d
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2
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tan(s2) cot(s3)p22⊥

+p21⊥

)
+tan(s2)(p1+p2)2⊥
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× e−ism2

e
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s

(
(s1+s2)s3p21‖

+(s1+s3)s2p22‖
+2s2s3(p1·p2)‖

)

× e∓
2i
qB

cos(s1) cos(s2) sin(s3)
sin(s)

tan(s1) tan(s2)p1F̂ p2 .

Como se verá más adelante, el coeficiente A no presenta posibles diver-
gencias al tomar el límite d −→ 4, a diferencia del caso del vacío. Un análisis
más profundo de esto se presenta en el Apéndice E.4.

La expresión (4.43) para el coeficiente A es analítica y exacta, es decir, se
ha obtenido sin ninguna clase de aproximación en el procedimiento. Ahora,
las tres integrales que quedan por realizar no se pueden calcular de forma ana-
lítica o con métodos numéricos; para conocer los efectos de campo magnético
sobre este coeficiente, es necesario realizar cierto tipo de aproximaciones que
permitan llevar a cabo el análisis de estas integrales para distintas situaciones
físicas.

Como las escalas físicas presentes en la expresión (4.43) son los momentos
de los gluones incidentes p1 y p2, la masa de los quarks en lazo mf y la
combinación de la carga de los quarks con el campo magnético qB, una
jerarquía entre estas escalas de energía podría ser determinada y dependerá
de la situación física presente en la producción de Higgs y, de acuerdo a
esta, se podrán realizar distintas aproximaciones que facilitaran el cálculo
del coeficiente A.

Las aproximaciones más recurridas en la literatura son las de campo mag-
nético débil y campo magnético intenso. Estas aproximaciones se dan cuando
se tienen la siguientes jerarquías entre el campo magnético y la masa de los
fermiones |qB| � m2

f
y |qB| � m2

f
, respectivamente7.

En el presente trabajo de tesis, dado el contexto físico de la producción de
Higgs que se contempla en la introducción, la aproximación que se emplea en
la Ec. (4.43) es de campo débil. Para ello, se tiene que tomar en cuenta que

71014Gauss ∼ 1
2eMeV2, con e el módulo de la carga del electrón.
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la principal contribución a las integrales sobre los tiempos propios si provie-
nen de la región qBsi � 1 [84–86] debido a que el integrando es altamente
oscilatorio y está modulado por factores decrecientes en dicha región. Con
esto en mente, es posible realizar una expansión en Taylor en las distintas
funciones que contienen términos de qB en su argumento.

Las escalas físicas restantes, los momentos de los gluones, que aparecen
en (4.43) también juegan un papel importante y deben de ser consideradas al
realizar cualquier aproximación. Particularmente, la componente transversa
de los momentos de los gluones es de vital importancia.

4.3.2. Aproximación de campo débil para momentos
transversos bajos

En las aproximaciones de campo débil se considera que la escala de energía
qB es mucho menor que la masa del las partículas con las cuales interactúa
el campo magnético, es decir, |qB| � m2

f
. En este régimen de energías, es

posible hacer un desarrollo en Taylor sobre la variable qB sobre todos los
términos de la expresión (4.43). Sin embrago, se tiene que tener cuidado
con el término exponencial que aparece en G(A/B) debido a que combina el
momento transverso de los gluones con el campo magnético.

Si el momento transverso de los gluones es mayor que la masa (cross field
approximation [87,88]), pi⊥ � m

f
, el desarrollo de Taylor de dicho término no

es válido y es necesario preservar el factor exponencial [64]. Por el contrario,
si la componente transversa del momento de los gluones es del mismo orden
de la masa de los quarks, pi⊥ . m

f
, el desarrollo en Taylor de este factor sí

es válido [64].

Por simplicidad, se restringirá el análisis a la región de momentos trans-
versos bajos pi⊥ . m

f
, de este modo, al realizar la expansión de Taylor

completa de la expresión (4.43) da como resultado
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2

)]
,

(4.44)

donde se han usado los cambios de variable dados por (3.42). Nótese que
el límite de campo cero se recupera fácilmente al evaluar en qB = 0 y el
resultado coincide con el caso del vacío.

El cálculo explícito de las integrales de la expresión (4.44) se realiza con
mayor detalle en el Apéndice E.3.4. Ahora, de la forma de la expresión (3.67)

Ã =
g2sm

2
H

2
√
2π2v

τNA(τ),

para el coeficiente A en el caso del vacío, es conveniente reescribir el resultado
final como
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,

(4.45)

donde v es el valor de expectación del bosón de Higgs en el vacío y Θ es el
ángulo entre p1⊥ y p2⊥ .

La expresión anterior presenta problemas en el punto τ = 1, es decir
4m2

f
= m2

H , donde algunos términos89 presentan divergencias. Estas diver-
gencias son aparentes y no están presentes en realidad ya que, para que la

8Todos están asociados al campo magnético.
9La divergencia proviene de los polinomios en τ ya que tanto los dilogaritmos como la

arcotangente son “bien comportados” en el punto τ = 1.
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aproximación de campo débil sea consistente, se requiere que el campo mag-
nético tienda a cero más rápidamente que estos términos de umbral10 [64].
Esto se debe a que en la ecuación (4.43), el parámetro de la expansión es
qB/(t − 1) ∼ qB/(4m2

f
− m2

H). La expresión (4.44) en ausencia de campo
magnético tiene dos escalas energéticas m

f
y (t − 1) ∼ (4m2

f
− m2

H), que
corresponden a los valores extremos del argumento de la exponencial

exp
[
−is

(
m2

f
− 2uv(p1 · p2)

)]
.

Esta última escala es la relevante en el desarrollo de la parte imaginaria del
coeficiente A, como se detalla en el Apéndice E.3.3.

Finalmente, al sustituir la expresión (4.45) en la ecuación (4.40), se ob-
tiene la contribución del coeficiente A a la sección eficaz no polarizada

σ
qB

LO, parcial (gg −→ H) =
|A|2

128m2
H

2πδ
(
S −m2

H

)
. (4.46)

Con lo anterior se da por concluido el cálculo de la contribución del co-
eficiente A a la sección eficaz no polarizada

g g −→ H

en presencia de un campo magnético externo. En el siguiente capítulo se
estudian los efectos del campo en este proceso.

10El umbral, a nivel árbol, para la producción de Higgs se ubica en el punto m
H
= 2m

f
.





Capítulo 5

Efectos del campo magnético
en la sección eficaz

En este capítulo, se comparan los resultados obtenidos en los Capítulos 3 y 4
para la tasa de decaimiento y se presenta una breve discusión sobre los resul-
tados obtenidos con el apoyo de gráficas utilizadas, así como su interpretación
física.

Antes que nada, vale la pena notar que la aproximación de campo débil
puede dar a entender que se refiere a campos magnéticos “pequeños” pero
esto no siempre es cierto. Debido a que esta aproximación se toma cuando1

qB � m2
f
, el límite máximo de la intensidad del campo magnético está de-

terminado por el quark que sea elegido para hacer el análisis. En la Tabla 5.1
se muestran los valores máximos de campo magnético permitidos para que
la aproximación de campo débil sea válida.

Para tener un punto de comparación, el campo máximo que se crea en
las colisiones de iones pesados relativistas está dado por

eBmax ' 10m2
π ∼ 2× 104 MeV2 = 2× 10−2 GeV2.

Entonces, el campo magnético de las etapas iniciales de colisiones de iones
pesados relativistas puede considerarse “débil” para los quarks pesados pero
no para los demás.

1A partir de este punto se escribe solamente qB pero se está haciendo referencia a |qB|.

85



86 CAPÍTULO 5. EFECTOS DEL CAMPO MAGNÉTICO

Sabor Carga eléctrica [e] qBmax [GeV2]
Up (u) 2/3 ∼ 10−6

Down (d) -1/3 ∼ 4.4× 10−6

Strange (s) -1/3 ∼ 2× 10−3

Charm (c) 2/3 ∼ 0.3
Bottom (b) -1/3 ∼ 3.5

Top (t) 2/3 ∼ 6× 103

Tabla 5.1: Orden del campo magnético máximo a partir de la cual la aproxi-
mación de campo débil pierde validez, se toma qBmax = 0.2m2

f
.

5.1. Coeficiente A

En la presente sección se lleva a cabo el análisis del comportamiento del coefi-
ciente A. Antes de comenzar, es conveniente delimitar la regiones de validez
de la aproximación de campo débil en términos de la masa del Higgs y la
masa de los quarks. Los quarks que se toman en cuenta durante este estudio
son el top y el bottom entonces, a partir de sus masas correspondientes, se
deduce fácilmente la vecindad2 alrededor de la cual la aproximación de cam-
po débil se rompe3

Top: mcrítica
H ∼ 346.2 GeV,

Bottom: mcrítica
H ∼ 8.4 GeV.

Por otra parte, si se toma fija la masa del bosón de Higgs mH = 125.1 GeV,
la aproximación de campo débil no es válida alrededor del punto

mcrítica
f

∼ 62.5 GeV.

Si la intensidad del campo magnético está dada por qB = Nm2
f

con
N � 1 y la variable es mH , el intervalo alrededor de mcrítica

H donde la apro-
2Para la masa del Higgs.
3Esta corresponde a τ = 1.
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ximación de campo débil no es válida es mcrítica
H ±∆m, con

∆m >
√
Nm

f
, (5.1)

y al tomar como el campo máximo qBmax = 0.2m2
f
, corresponde a

Top: ∆m > 78 GeV,
Bottom: ∆m > 2 GeV.

Por otra parte, si la masa del Higgs está fija y la variable es la masa de los
quarks, el intervalo alrededor de mcrítica

f
donde la aproximación de campo

débil no es válida es mcrítica
f

±∆m, con

∆m >

√
N

2
mH ,

mismo que al tomar como campo máximo qBmax = 0.2m2
f
, corresponde a

∆m > 28 GeV.

En la Figura 5.1 se muestra el comportamiento de la combinación τNA(τ)
como función del ángulo entre las componentes transversas del momento de
los gluones Θ. Mientras que para el quark top la contribución máxima se al-
canza en Θ = 0 (los momentos transversos de los gluones son paralelos), para
el caso del quark bottom esta se tiene en Θ = π (los momentos transversos
de los gluones son antiparalelos).
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(a) Quark top.
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(b) Quark bottom.

Figura 5.1: Comportamiento de la combinación τNA(τ) dada por (4.45) en
función del ángulo entre las componentes transversas del momento de los
gluones Θ para los quarks top (mt = 173.1 GeV) y bottom (mb = 4.18 GeV)
tomando mH = 125.1 GeV, pi⊥ = 0.5m

f
y qB = 0.1m2

f
.
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En las Figuras 5.2-5.4 se muestra el valor absoluto y las partes reales e
imaginarias para el quark top. En cada una de estas gráficas se observa una
región donde las curvas que contienen el efecto del campo magnético no se
muestran. Esto es debido a que en la vecindad de mcrítica

H ∼ 346.2 GeV, como
se analizó al inicio de este capítulo, la aproximación empleada no es válida
así que se ha omitido en las gráficas.
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Figura 5.2: Comportamiento de la magnitud de τNA(τ) en función de la masa
del bosón de Higgs mH para el quark top, tomando Θ = π, pi⊥ = 0.1m

f
y

qB = 0.2m2
f
.

En la Figura 5.2 se muestra el comportamiento del valor absoluto de
τNA(τ) como función de la masa del bosón de Higgs. Se observa que en la
región de mH que va de 0 a 280 GeV, la presencia del campo magnético tiende
a aumentar esta combinación con respecto al caso del vacío, mientras que en
el intervalo de 420 a 900 GeV, el efecto del campo es opuesta.
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Figura 5.3: Comportamiento de la parte real de τNA(τ) en función de la masa
del bosón de Higgs mH para el quark top, tomando Θ = π, pi⊥ = 0.1m

f
y

qB = 0.2m2
f
.
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Figura 5.4: Comportamiento de la parte imaginaria de τNA(τ) en función
de la masa del bosón de Higgs mH para el quark top, tomando Θ = π,
pi⊥ = 0.1m
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En la Figura 5.3 se muestra el comportamiento de la parte real de τNA(τ)
como función del campo magnético. En esta se observa que aumenta con la
presencia del campo magnético respecto al vacío en ambas regiones (tanto
antes como después del punto crítico) y tiene asintóticamente al caso del
vacío a medida que la masa del Higgs aumenta.

El comportamiento de la parte imaginaria de τNA(τ) se muestra en la
Fig. 5.4 como función del campo magnético. Esta es nula en la región anterior
al punto crítico así que el caso con campo coincide con el vacío, además se
observa que al pasar el punto crítico el valor de la parte imaginaria aumenta
pero su magnitud disminuye, esto se ve reflejado en el valor absoluto de
τNA(τ) que se mostró en la Figura 5.2.

En las Figuras 5.5-5.7 se muestra el valor absoluto y las partes reales e
imaginarias para el quark bottom. De forma análoga al quark top, se observa
un intervalo donde no está la curva que presenta el efecto del campo mag-
nético en la vecindad de mcrítica

H ∼ 8.4 GeV debido a que en este región la
aproximación no es válida como ya se ha mencionado.
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Figura 5.5: Comportamiento de la magnitud de τNA(τ) en función de la masa
del bosón de Higgs mH para el quark bottom, tomando Θ = π, pi⊥ = 0.1m
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Figura 5.6: Comportamiento de la parte real de τNA(τ) en función de la masa
del bosón de Higgs mH para el quark bottom, tomando Θ = π, pi⊥ = 0.1m
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Figura 5.7: Comportamiento de la parte imaginaria de τNA(τ) en función
de la masa del bosón de Higgs mH para el quark bottom, tomando Θ = π,
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El comportamiento general del valor absoluto (Fig. 5.5), de la parte real
(Fig. 5.6) y de la parte imaginaria (Fig. 5.7) para el quark bottom es el mismo
que para el quark top. Vale la pena resaltar que en este caso la desviación
del caso con campo magnético con respecto del vacío es menor que en el caso
del quark top.

5.2. Sección eficaz parcial

En esta sección se lleva a cabo el análisis del comportamiento de la sección
eficaz parcial y su comparación respecto al caso del vacío.
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Figura 5.8: Comportamiento de la sección eficaz parcial dada por la expresión
(4.46) como función de la masa de los quarks dentro del lazo fermiónico,
tomando Θ = π, pi⊥ = 0.5m

f
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En la Figura 5.8 se muestra el comportamiento de la sección eficaz parcial
en función de la masa de los quarks a un ángulo fijo entre los momentos
transversos de los gluones y manteniendo una proporción fija de los momentos
transversos y la intensidad de campo magnético con la masa de los quarks.
La masa del bosón de Higgs se ha fijado en el valor mH = 125.1 GeV. Nótese
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que, de la Ec. (5.1), el intervalo en donde no es válida la aproximación es
m

f
/mH ∈ (0.25, 0.75).

En la Figura 5.8 se observa que en la región que va de 0 a 0.25 pa-
ra m

f
/mH , pareciese que el campo magnético disminuye la sección eficaz

y se pega al caso del vacío a medida que la masa del quark tiende a cero,
el efecto de campo se hace cada vez menor. Por otra parte, por encima de
m

f
/mH = 0.75, el campo magnético tiende a aumentar la sección eficaz. Nó-

tese que tanto el campo magnético como los momentos transversos aumentan
en proporción a la masa de los quarks, por lo que en esta gráfica se resalta
el efecto de diferentes sabores de los quarks sujetos a la misma jerarquía de
escalas; siendo el quark top el que domina.

Para cuantificar de forma más precisa el efecto, tanto del campo magné-
tico como del momento transverso de los gluones, es conveniente definir

∆σ ≡
σ

qB

LO, parcial

σLO, vacío
− 1. (5.2)

En las Figuras 5.9 y 5.10 se muestra el comportamiento de la respuesta del
sistema respecto a la intensidad de campo magnético para distintos valores
del momento transverso para los quarks top y bottom respectivamente. En
ambos casos se eligió p1⊥ = p2⊥ , esto es porque la expresión (4.45) es simétrica
ante el intercambio de p1⊥ y p2⊥ , entonces el efecto de cualquiera de los
momentos transversos es el mismo.
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Figura 5.9: Comportamiento de la respuesta de la sección eficaz dada por
la expresión (5.2) como función del campo magnético para el quark top,
tomando diferentes valores del momento transverso y Θ = π.
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Figura 5.10: Comportamiento de la respuesta de la sección eficaz dada por
la expresión (5.2) como función del campo magnético para el quark bottom,
tomando diferentes valores del momento transverso y Θ = π.
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En la Figura 5.9 se observa que tanto el campo magnético como el momen-
to transverso de los gluones aumentan la sección eficaz. El cambio máximo
que se observa corresponde alrededor del 2 % de la sección eficaz del vacío.

En la Figura 5.10 se observa el mismo comportamiento, tanto el campo
magnético y el momento transverso de los gluones aumentan la sección eficaz.
En este caso, el cambio máximo que se observa corresponde alrededor del
0.02 % de la sección eficaz en el vacío.

En las Figuras 5.11 y 5.12 se muestra el comportamiento de la respuesta
del sistema respecto al momento transverso de uno de los gluones, tomando
distintas intensidades de campo magnético para los quarks top y bottom
respectivamente. En ambas figuras se observa el mismo comportamiento que
en las gráficas anteriores, la intensidad de campo magnético y el momento
transverso de los gluones aumentan la sección eficaz del vacío.
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Figura 5.11: Comportamiento de la respuesta de la sección eficaz en función
de p1⊥ para el quark top tomando diferentes valores para el campo magnético,
p2⊥ = 0.2m

f
y Θ = π.
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Figura 5.12: Comportamiento de la respuesta de la sección eficaz en fun-
ción de p2⊥ para el quark bottom tomando diferentes valores para el campo
magnético, p1⊥ = 0.2m

f
y Θ = π.

En las cuatro gráficas anteriores se realiza el análisis tomando distintos
valores para la magnitud de los momentos transversos de los gluones de tal
forma que siempre van aumentando. Como el momento transverso se conser-
va durante todo el proceso, esto es

p1⊥ + p2⊥ = p3⊥ ,

entonces, si el momento transverso de Higgs (p3⊥) está fijo, es relevante hacer
una análisis del comportamiento de la sección eficaz respecto a la distribución
de los momentos de los gluones que mantienen la conservación de momento
transverso de forma explícita.

En las Figuras 5.13-5.16 se lleva a cabo este análisis tomando

p1⊥ + p2⊥ = p3⊥ = m
f
, (5.3)

donde m
f

del quark en el lazo.
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En las Figuras 5.13-5.14 se muestra el comportamiento de la respuesta del
sistema respecto a la intensidad de campo magnético para distintos valores
del momento transverso de uno de los gluones incidentes, para los quarks top
y bottom respectivamente.
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Figura 5.13: Comportamiento de la respuesta de la sección eficaz en función
del campo magnético para el quark top, tomando diferentes combinaciones
para los valores del momento transverso y Θ = π.

En la Figura 5.13 se observa que el campo magnético aumenta la sección
eficaz donde el cambio máximo que se observa corresponde alrededor del 2 %
de ésta. Por otra parte, al ser el momento transverso total fijo, se observa
que la menor contribución se obtiene cuando la magnitud de los momentos
transversos asociados a cada gluón son iguales y aumenta a medida que la
diferencia |p1⊥ − p2⊥ | crece.
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Figura 5.14: Comportamiento de la respuesta de la sección eficaz en función
del campo magnético para el quark bottom, tomando diferentes combinacio-
nes para los valores del momento transverso y Θ = π.

En la Figura 5.14 se observa el mismo comportamiento: el campo mag-
nético incrementa la sección eficaz donde el cambio máximo que se observa
corresponde alrededor del 0.015 %. Nuevamente, la mayor contribución se da
cuando la magnitud |p1⊥ − p2⊥| es máxima.

En las Figuras 5.15 y 5.16 se muestra el comportamiento de la respuesta
del sistema respecto al momento transverso de los gluones tomando distintas
intensidades de campo magnético para los quarks top y bottom respectiva-
mente. En ambas figuras se observa el mismo comportamiento que en las grá-
ficas anteriores, la intensidad de campo magnético y la magnitud |p1⊥ − p2⊥ |
aumentan la sección eficaz.

En estas gráficas se puede notar que la sección eficaz es simétrica ante
el intercambio de p1⊥ y p2⊥ . Las curvas muestran un punto mínimo en el
centro, el cual corresponde a p1⊥ = p1⊥ = 0.5m

f
, y son crecientes simétricas

alrededor de dicho punto hasta alcanzar un máximo en pi⊥ = 0 y pj⊥ = m
f
.
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Figura 5.15: Comportamiento de la respuesta de la sección eficaz en función
de p1⊥ para el quark top, tomando diferentes valores para el campo magné-
tico, p2⊥ = mt − p1⊥ y Θ = π.
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Figura 5.16: Comportamiento de la respuesta de la sección eficaz en fun-
ción de p2⊥ para el quark bottom, tomando diferentes valores para el campo
magnético, p1⊥ = mb − p2⊥ y Θ = π.



5.2. SECCIÓN EFICAZ PARCIAL 101

Vale la pena notar que las intensidades de campo que se manejan en esta
sección son mayores que la intensidad máxima que se ha registrado en las
colisiones de iones pesados relativistas así que el análisis anterior es pura-
mente teórico. Si se considera una intensidad de campo magnético del orden
qB = 5m2

π ∼ 0.01 GeV2, así como p1⊥ = p2⊥ = 0.9m
f

y Θ = π se obtienen
los siguientes valores para la respuesta del sistema

∆σtop ∼ 8× 10−14,

∆σbottom ∼ 2× 10−9.

Finalmente, se tiene que tener en mente que el análisis realizado en esta
sección corresponde a la contribución pura del coeficiente A en la sección
eficaz. Entonces los resultados aquí presentados son parciales y es necesario
considerar los otros 12 coeficientes para poder concluir de forma satisfactoria
el análisis de la producción de bosones de Higgs mediante fusión de gluones
en presencia de un campo magnético externo.





Capítulo 6

Conclusiones

En el presente trabajo de tesis se realizó un análisis acerca de los efectos de
un campo magnético uniforme en la tasa de producción del bosón de Higgs
mediante fusión de gluones. Este estudio puede ser de gran interés debido
a que recientemente se ha encontrado que es posible detectar una señal en
el canal de Higgs en las colisiones de iones pesados relativistas, tanto en las
aceleradores que se manejan en la actualidad como en los futuros.

El análisis se centró en comparar los resultados obtenidos para la sección
eficaz en el caso del vacío y la contribución equivalente (asociada a la misma
estructura tensorial) en presencia de campo magnético para los quarks top
y bottom, es decir, en este sentido se trabaja una sección eficaz parcial con
campo magnético. El cálculo de esta sección eficaz parcial se realizó con la
aproximación de campo magnético débil para momentos transversos bajos.

Se encontró que tanto la intensidad de campo magnético como la magni-
tud del momento transverso de los gluones aumentan la sección eficaz parcial.
El aumento de la sección eficaz parcial podría deberse al campo magnético,
pues este provoca una reducción dimensional del espacio fase. Esta reducción
de espacio fase propicia la interacción de los quarks dentro del lazo y, con
ello, el aumento de la tasa de producción. Por otra parte, el aumento debido
al momento transverso pude deberse a que hay más energía disponible para
el proceso y esto facilita la producción.

Al considerar una cantidad de momento transverso total fija pero que
distribuye de forma distinta entre los gluones, se encontró que los resultados
varían. La mayor contribución se da cuando la diferencia |p1⊥ − p2⊥ | es má-
xima. Es decir, la cinemática de los gluones juegan un rol importante en el
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proceso.
Por razones de tiempo, este estudio se limitó a una aproximación válida

sólo para momentos transversos bajos. Tal como se ha mostrado en las distin-
tas gráficas, la cinemática en presencia de campo magnético es relevante para
el proceso [64]. Entonces, el no poder considerar magnitudes arbitrarias para
el momento transverso, limita el alcance de los resultado aquí presentados.
Típicamente una colisión en el LHC se ha da energías del orden de TeV, en-
tonces, es de esperarse que el momento transverso pueda llegar a ser de este
mismo orden de magnitud, muy por encima de lo que aquí se ha planteado.
Para llevar a cabo un análisis que considere un momento transverso arbitra-
rio, es necesario trabajar con una aproximación de campo débil ligeramente
distinta [64].

Cabe mencionar que el presente trabajo solamente es una primera apro-
ximación al problema. Para llevar a cabo el análisis completo se debe de
calcular la sección eficaz total en presencia de campo magnético y trabajar
con diferentes aproximaciones que permitan estudiar un intervalo arbitra-
rio para las magnitudes de las componentes transversas del momento. Otro
punto que se debe de tener en cuenta es que para poder analizar las contri-
buciones de los quarks ligeros se debe de trabajar con una aproximación de
campo intenso.

En el tipo de situaciones físicas, en las que el presente estudio es relevante,
existen otros “agentes externos” que pueden repercutir en la producción de
un bosón escalar. Por ello, un análisis más completo debe de incluir los efectos
de temperatura y densidad finitas.

Si bien el trabajo realizado se centró en el proceso de producción de Higgs
mediante fusión de gluones

g g −→ H,

otro proceso por el cual se puede producir el bosón de Higgs es mediante un
proceso de dispersión

g −→ gH,

el cual se puede obtener mediante simetría de cruce. Por tanto, el presente
análisis representa solo una parte del trabajo que se continua desarrollando.
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Con todo lo anterior, la perspectiva del trabajo a futuro de este estudio
es prometedora y podría ser relevante en la física de alta precisión del bosón
de Higgs tanto en la actualidad como en el futuro.

Por otra parte, el QGP que se crea en las colisiones de iones pesados
relativistas se puede utilizar como un modelo para el Universo temprano in-
mediatamente después del Big Bang y, por tanto, también tiene implicaciones
para la cosmología [89]. De tal forma que investigar y comprender los efec-
tos del QGP sobre el bosón de Higgs podría ayudar a comprender distintos
procesos que se dieron en las etapas tempranas del Universo. Además, debi-
do a que el campo de Higgs se describe mediante un campo escalar neutro;
los resultados obtenidos a lo largo de la investigación pueden generalizar-
se y ser aplicados a diversos procesos físicos donde el campo escalar juegue
un rol central. Ejemplo de esto son la inflación (el campo inflatónico [90]),
el estudio de objetos astrofísicos compactos (superfluidez de color [91]) o la
producción de alguna otra partícula (pseudo)escalar en colisiones de iones
pesados relativistas, como mesones π, B, D, etc.





Apéndice A

Trazas espinoriales

En el presente apéndice se discute con mayor detalle la forma para calcular
las trazas sobre espines que se presentan en los Capítulos 3 y 4.

A.1. Matrices de Dirac en d dimensiones

La traza de una sola matriz de Dirac es nula debido a que cumple con un
álgebra de Clifford d-dimensional. Para el caso d = 4 en base de Weyl, esto es

Tr [γµ] = Tr
(

0 σµ

σ̄µ 0

)
= 0.

donde σµ son las matrices de Pauli.
La relación principal del álgebra de Clifford es la relación de anticonmu-

tación entre sus elementos

{γµ, γν} = 2gµνI, (A.1)

donde I representa la matriz identidad de d × d, la cual generalmente no
se escribe explícitamente. La operación de traza tiene el significado físico de
sumar sobre todos los posibles valores de espín en el lazo cerrado, por lo que
ésta actúa sobre los índices espinoriales y no sobre los espacio-temporales.
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En d dimensiones se siguen cumpliendo las relaciones básicas para las
trazas de matrices de Dirac

Tr [I] = d,

Tr [γµγν ] = 4gµν , (A.2)
Tr [γµγνγσγρ] = 4 (gµνgσρ − gµσgνρ + gµρgνσ) ,

Tr [# impar γ’s] = 0.

La traza espinorial que aparece en la expresión (3.16) para el vértice efec-
tivo se puede calcular sin mayor dificultad al utilizar las relaciones anteriores
y da como resultado

Tr [γµ(6a+mf )γ
ν(6a− 6p2 +mf )(6p1 + 6a+mf )]

= 4mf

[
gµν
(
m2

f − a2 − p1 · p2
)
+ 4aµaν + 2aµpν2

− 2aνpµ1 + pµ2p
ν
1 − p

µ
1p

ν
2

]
.

(A.3)

Ahora, la relevancia de que se considere en una dimensión arbitraria d
surge al trabajar con el álgebra de matrices de Dirac. Algunas relaciones úti-
les se muestran a continuación

γµγµ = dI,

γµγαγµ = (2− d)γα, (A.4)
γµγαγβγµ = 4gαβ + (d− 4)γαγβ,

γµγαγβγδγµ = −2γαγβγδ + (4− d)γαγβγδ.

A.2. Algunas relaciones relevantes

De acuerdo a las definiciones (4.4) y la siguiente convención para la métrica
de Minkowski
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gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , (A.5)

se tiene que

a · b = (a · b)‖ + (a · b)⊥,
(a · b)‖ = a0b0 − a3b3,
(a · b)⊥ = −a1b1 − a2b2.

Teniendo en cuenta que

gµνa
µbν = aνb

ν = (a · b) = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3,

es posible separar a la métrica en su parte paralela y perpendicular

gµν = gµν‖ + gµν⊥ , (A.6)

con

gµν‖ = diag(1, 0, 0,−1), (A.7)
gµν⊥ = diag(0,−1,−1, 0). (A.8)

Tomando en cuenta el tensor electromagnético dado por (4.11) y las defi-
niciones anteriores, se puede mostrar que se cumplen las siguientes igualdades

Fµνp
µ
‖ = 0,

Fµνp
µ = Fµνp

µ
⊥, (A.9)

FαµF
α
ν = B2g⊥µν ,

FµνTensor simétricoµν = 0.
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Ahora, existen otras relaciones que serán de gran utilidad al manipular
el propagador fermiónico con campo magnético (4.3). La parte espinorial de
la expresión mencionada está dada por

(
m+ 6p‖

)
e−iqBsΣ3 + ˜6p⊥. (A.10)

donde se ha usado la notación

˜6p ≡ 6p
cos(qBs)

. (A.11)

La matriz Σ3 definida por (4.6) se puede reescribir de la siguiente forma

Σ3 = −
i

2
F̂µνγ

µγν = − F̂µνσ
µν

2
, (A.12)

donde

σµν =
i

2
[γµ, γν ] . (A.13)

De forma que, se puede escribir el factor exponencial en la expresión (A.10)
como

− iqBsΣ3 = is
qFµνσ

µν

2
. (A.14)

De aquí se puede ver que este factor acopla1 entre el espín de los fermiones y
el campo magnético externo. Es posible reescribir este término exponencial
de la siguiente forma [92]

1Cuantifica la interacción.
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e(sj) ≡ e−iqBsjΣ3 = I cos(qBsj)− iΣ3 sin(qBsj), (A.15)

donde se ha introducido notación para compactificar las resultados posterio-
res. Nótese que ambos términos cuentan con un número par2 de matrices γ,
esto será de mucho utilidad al calcular las trazas espinoriales en la siguiente
sección. Además, debido a que sólo contiene a las matrices γ1 y γ2, se puede
mostrar que conmuta con los momentos paralelos, es decir

6p‖e(sj) = e(sj) 6p‖. (A.16)

Haciendo uso de identidades trigonométricas simples se llega a que

e(si)e(sj) = e(si+sj). (A.17)

Las identidades presentadas en esta sección serán de gran utilidad para
el cálculo explicito de la traza sobre espines cuando se considera un campo
magnético externo, este análisis se presenta en la siguiente sección.

A.3. Y ahora, ¿qué se hace con el campo mag-
nético?

Al escribir de forma explícita los propagadores fermiónicos en la traza sobre
espines de la expresión (4.20), se obtiene

2Se está llamando par al 0 pero esto es sólo por conveniencia.
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Tr
[
γµS

qB

f (a)γνS
qB

f (b)S
qB

f (c)
]

=

∫ ∞
0

ds1ds2ds3
cos(qBs1) cos(qBs2) cos(qBs3)

e
−is1

(
m2−a2‖−a

2
⊥

tan(qBs1)
qBs1

)

× e−is2
(
m2−b2‖−b

2
⊥

tan(qBs2)
qBs2

)
e
−is3

(
m2−c2‖−c

2
⊥

tan(qBs3)
qBs3

)

× Tr
[
γµ
((
m+ 6a‖

)
e(s1) + ˜6a⊥

)
γν
((
m+ 6b‖

)
e(s2) + ˜6b⊥

)
×
((
m+ 6c‖

)
e(s3) + ˜6c⊥

)]
,

(A.18)

donde se han omitido los subíndices f y las variables p̃ están referidas a su
tiempo propio correspondiente3. De tal forma que, la traza correspondiente
está dada por

T µν = Tr
[
γµ
((
m+ 6a‖

)
e(s1) + ˜6a⊥

)
γν
((
m+ 6b‖

)
e(s2) + ˜6b⊥

)
×
((
m+ 6c‖

)
e(s3) + ˜6c⊥

)]
.

(A.19)

Desarrollando la expresión anterior, se encuentra que consta de 125 términos
diferentes a los cuales se les debe de tomar la traza. Haciendo uso de las
identidades de la sección anterior y analizando el número de matrices γ de
cada término, la traza se pude escribir como

3ã⊥ =
a⊥

cos(qBs1)
, b̃⊥ =

b⊥
cos(qBs2)

y c̃⊥ =
c⊥

cos(qBs3)
.
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T µν = Tr
[
m3γµe(s1)γνe(s2+s3) +mγµe(s1)γν 6b‖ 6c‖e(s2+s3)

+mγµe(s1)γν˜6b⊥ 6c‖e(s3) +mγµe(s1)γνe(s2) 6b‖˜6c⊥
+mγµe(s1)γν˜6b⊥˜6c⊥ +mγµ 6a‖e(s1)γνe(s2+s3) 6b‖

+mγµ 6a‖e(s1)γν˜6b⊥e(s3) +mγµ 6a‖e(s1)γνe(s2+s3) 6c‖
+mγµ 6a‖e(s1)γνe(s2)˜6c⊥ +mγµ˜6a⊥γν 6b‖e(s2+s3)

+mγµ˜6a⊥γν˜6b⊥e(s3) +mγµ˜6a⊥γν 6c‖e(s2+s3)

+mγµ˜6a⊥γνe(s2)˜6c⊥
]
.

(A.20)

La descomposición anterior es de gran utilidad debido a que cada uno de los
13 términos4 cuenta con una estructura de momentos diferente y, por ello, co-
rresponden a integrales Gaussianas distintas. Por ejemplo, el tercer término
se reescribe como

T µν
(3) = mb̃⊥αc‖βTr

[
γµe(s1)γνγαγβe(s3)

]
. (A.21)

De este modo, las integrales Gaussianas a realizar se identifican de forma
inmediata. La forma explícita de la traza se obtiene al sustituir la expresión
(A.15) para las exponenciales y escribir a Σ3 en términos del tensor electro-
magnético5 (A.12). Por ejemplo, el primer término6 da como resultado

4Cada uno de estos 13 términos se expande al sustituir explícitamente e(si).
5Este punto es importante ya que si se usa la definición explicita, dada por (4.6), la

forma de la traza ya no es covariante. Es decir, aparecen explícitamente los índices de
Lorentz 1 y 2.

6Este es el término más simple debido a que no tiene momentos.
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T µν
(1) =m

3Tr
[
γµe(s1)γνe(s2+s3)

]
=m3 cos(s1) cos(s2 + s3)Tr [γµγν ]

− m3

2
cos(s1) sin(s2 + s3)F̂αβTr

[
γµγνγαγβ

]
− m3

2
sin(s1) cos(s2 + s3)F̂αβTr

[
γµγαγβγν

]
+
m3

4
sin(s1) sin(s2 + s3)F̂αβF̂δσTr

[
γµγαγβγνγδγσ

]
= 4m3

[
cos(s)gµν‖ + cos(s1 − s2 − s3)gµν⊥ − sin(s1 − s2 − s3)F̂ µν

]
,

(A.22)

donde se está usando la notación f(sj) ≡ f(qBsj) y s = s1 + s2 + s3. Para
poder obtener el resultado de la traza completa se tienen que sumar cada
uno de los términos y simplificar, a pesar de esto el resultado final para
toda la traza es muy extenso pues contiene más de 1000 términos. De ahí
la importancia de las estructuras tensoriales que nos permiten extraer las
contribuciones principales como se discute en el Apéndice C.2, entonces es
de mayor utilidad desarrollar un procedimiento para poder identificar estos
términos en la expresión final de la traza como se muestra en la Sección 4.3.1.



Apéndice B

Conjugación de carga

En el presente apéndice se discute alrededor de la operación de conjugación de
carga que se menciona a lo largo de este trabajo. Además de que se muestran
ciertas propiedades que son de gran utilidad.

B.1. Conjugación de carga para un campo fer-
miónico

En teoría cuántica de campos, cuando se trabaja con un campo complejo
existe una posible simetría discreta. Esta es una simetría interna ya que
transforma directamente las propiedades de las campos y no las propiedades
espacio-temporales como la hacen la paridad y la inversión temporal.

A esta transformación se le conoce como conjugación de carga, C, y con-
siste en intercambiar las partículas con sus antipartículas correspondientes
sin modificar su momento y su espín.

En el formalismo de la teoría cuántica de campos, esta transformación
se implementa mediante un operador lineal y unitario Ĉ. Esencialmente in-
tercambia a los operadores de creación y aniquilación para las partículas y
antipartículas. Por ejemplo, si se trabaja con un campo escalar complejo,
esto se vería reflejado al hacer el intercambio

Φ̂(x)←→ Φ̂∗(x).

115
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Y en el caso de un campo fermiónico como con el que se está trabajando, el
intercambio sería

ψ̂(x)←→ ˆ̄ψ(x)T ,

donde el superíndice T indica el espinor transpuesto.
Se tiene que proceder de forma cuidadosa debido a que los espinores ψ̂ y

ˆ̄ψT transforman de forma diferente ante el grupo de Lorentz.
Para garantizar que estos espinores transformen bajo Lorentz de la misma

forma, es necesario encontrar una matriz C de 4× 4 tal que los generadores
de la representación espinorial1 transformen de acuerdo con

CSµνC−1 = −(Sµν)T , (B.1)

donde los generadores están dados por

Sµν =
i

4
[γµ, γν ] . (B.2)

La relación (B.1) se traduce en que

C [γµ, γν ]C−1 =
[
(γµ)T , (γν)T

]
, (B.3)

la cual se satisface si

CγµC−1 = ±(γµ)T . (B.4)

1Es la representación unitaria e irreducible del grupo de Poincaré para partículas con
espín 1

2 .
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La regla de transformación ante la conjugación de carga establece que

ψ̂
C−−→ C ˆ̄ψT ≡ ψ̂c, (B.5)

donde el superíndice c denota el espinor conjugado de carga. De esta forma
se sigue que

Cψ̂c C−−→ C
(
C ˆ̄ψT

)T
= C

(
ψ̂Tγ0C†γ0

)T
= ±γ0CC∗γ0ψ̂, (B.6)

donde el signo ± proviene de conmutar γ0 con C y no conocer la forma ex-
plícita de ésta última. Al aplicar la operación de conjugación de carga dos
veces el resultado debe de ser el inicial, es decir

(
ψ̂c
)c

= ψ̂, (B.7)

porque el operador de conjugación de carga cumple con Ĉ2 = 1. Entonces de
(B.6) y (B.7) es posible deducir la siguiente condición para la matriz C

CC∗ = ±I. (B.8)

Partiendo de esta ecuación es sencillo mostrar que la forma explícita de C
es [93]

C = iγ2γ0, (B.9)

y tiene las siguientes propiedades

C = C∗ = −C−1 = −C† = −CT . (B.10)
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Esta definición para la matriz C fija las dos condiciones que no se defi-
nieron univocamente (B.4) y (B.8) a

CγµC−1 = −(γµ)T , (B.11)
CC∗ = −I. (B.12)

Con el análisis anterior se ha mostrado la forma en que transforma un
campo fermiónico ante la conjugación de carga

Ĉψ̂(x)Ĉ−1 = ψ̂c(x) = C ˆ̄ψT (x). (B.13)

Vale la pena aclarar que la transformación de conjugación de carga, al
cambiar partículas y antipartículas, conjuga todas las cargas asociadas a
estas. Es decir, transforma la carga eléctrica, la carga de color, etc. Este
análisis sólo se ha enfocado en la carga eléctrica debido a que es el parámetro
relevante para este caso.

B.2. Propagador fermiónico en el vacío

Para poder simplificar las trazas espinoriales será de gran utilidad ver como
se transforma el propagador fermiónico con las matriz C de que implementa
la conjugación de carga. En particular, la siguiente conjugación

CSF (p)C
−1 = C

(
i(6p+m)

p2 −m2 + iε

)
C−1

=
i(C 6pC−1 +mCC−1)

p2 −m2 + iε

=
i(−6pT +m)

p2 −m2 + iε
= SF (−p)T .

(B.14)

Esta propiedad es muy interesante y es de gran ayuda a la hora de calcular
las trazas como se muestra a continuación.
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La matriz de conjugación de carga C es de gran utilidad para obtener
ciertas identidades sobre las trazas de matrices γ. Por ejemplo, si se tiene la
traza de n matrices2 γ, es posible insertar una matriz identidad junto a cada
matriz que junto con la propiedad (B.11) dan el resultado siguiente

Tr [γµγν ...γσ] = Tr
[
C−1CγµC−1CγνC−1C...C−1Cγσ

]
= Tr

[
CγµC−1CγνC−1C...C−1CγσC−1

]
= Tr

[
(−γµ)T (−γν)T ...(−γσ)T

]
= (−1)nTr

[
(γσ...γνγµ)T

]
= Tr [γσ...γνγµ]

(B.15)

Este es un procedimiento estándar para simplificar los resultados de trazas
espinoriales [68] y es de gran utilidad en este caso.

Considérese la traza espinorial de la ecuación (3.14), entonces es posible
seguir el procedimiento que se muestra en (B.15) al “introducir” de forma
conveniente matrices identidad

Tr [γµSF (a)γ
νSF (b)SF (c)]

= Tr
[
C−1CγµC−1CSF (a)C

−1CγνC−1CSF (b)C
−1CSF (c)

]
= Tr

[
CγµC−1CSF (a)C

−1CγνC−1CSF (b)C
−1CSF (c)C

−1]
= Tr

[
(−γµ)TSF (−a)T (−γν)TSF (−b)TSF (−c)T

]
= Tr

[
(SF (−c)SF (−b)γνSF (−a)γµ)T

]
= Tr [SF (−c)SF (−b)γνSF (−a)γµ]
= Tr [γνSF (−a)γµSF (−c)SF (−b)] .

El resultado anterior se ha obtenido haciendo uso de las propiedades habitua-
les de la traza junto con las identidades (B.11) y (B.14). Esto ha permitido
mostrar la igualdad

Tr [γµSF (a)γ
νSF (b)SF (c)] = Tr [γνSF (−a)γµSF (−c)SF (−b)] , (B.16)

2n debe de ser par para que la traza no sea nula.
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de donde se reconoce el miembro derecho de la ecuación anterior como la traza
espinorial en la ecuación (3.22), es decir, la traza del diagrama conjugado de
carga. Por tanto, las trazas sobre espines de ambos diagramas son idénticas.

B.3. Propagador fermiónico en presencia de
un campo magnético externo

Para llevar a cabo el mismo análisis de la sección anterior al caso donde se
tiene la presencia de un campo magnético externo, es necesario ver somo se
transforma el propagador fermiónico con campo magnético dado por (4.3)

S
qB

(p) =

∫ ∞
0

ds

cos(qBs)
exp

[
− is

(
m2 − p2‖ − p2⊥

tan(qBs)

qBs

)]
×
[(
m+ 6p‖

)
e−iqBsΣ3 +

6p⊥
cos(qBs)

]
,

(B.17)

ante la conjugación por la matriz C, es decir, encontrar el análogo a la ex-
presión (B.14).

El propagador fermiónico con campo magnético (B.17) está compuesto
por una parte escalar y una parte espinorial. La conjugación por la matriz C
sólo afectará a la parte espinorial, entonces se considera solamente

CS
qB

(p)C−1 ∝ C

[(
m+ 6p‖

)
e−iqBsΣ3 +

6p⊥
cos(qBs)

]
C−1.

En este caso surge la necesidad de trabajar con la matriz Σ3, para ello es
útil usar la relación (A.15)

e−iqBsΣ3 = I cos(qBs)− iΣ3 sin(qBs). (B.18)
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Además, al escribir las definiciones explícitas para Σ3 y C, (4.6) y (B.9), se
puede mostrar fácilmente que estas anticonmutan

{C,Σ3} = 0, (B.19)

así como con los momentos paralelos

6p‖Σ3 = Σ3 6p‖, (B.20)

y que

ΣT
3 = Σ3. (B.21)

Con las propiedades anteriores se puede llevar a cabo el análisis de la
transformación de la parte espinorial del propagador fermiónico con campo
magnético

C

[(
m+ 6p‖

)
e−iqBsΣ3 +

6p⊥
cos(qBs)

]
C−1

= cos(qBs)C
(
m+ 6p‖

)
C−1 − i sin(qBs)C

(
m+ 6p‖

)
Σ3C

−1 +
C 6p⊥C−1

cos(qBs)

= cos(qBs)
(
m− 6p‖

)T
+ i sin(qBs)

[
Σ3

(
m− 6p‖

)]T
+
−6pT⊥

cos(qBs)

=

[
cos(qBs)

(
m− 6p‖

)
+ i sin(qBs)

(
m− 6p‖

)
Σ3 +

−6p⊥
cos(qBs)

]T
=

[
cos(−qBs)

(
m− 6p‖

)
− i sin(−qBs)

(
m− 6p‖

)
Σ3 +

−6p⊥
cos(−qBs)

]T
,

donde la última línea se ha usado que el coseno y el seno son funciones par
e impar respectivamente. De tal forma se tiene que

C

[(
m+ 6p‖

)
e−iqBsΣ3 +

6p⊥
cos(qBs)

]
C−1 =

[(
m− 6p‖

)
eiqBsΣ3 +

−6p⊥
cos(−qBs)

]T
.

(B.22)



122 APÉNDICE B. CONJUGACIÓN DE CARGA

De esta manera, el propagador fermiónico en presencia de campo magné-
tico transforma de la siguiente forma ante la conjugación por la matriz C

CS
qB

(p)C−1

=

∫ ∞
0

ds

cos(qBs)
exp

[
− is

(
m2 − p2‖ − p2⊥

tan(qBs)

qBs

)]
×
[(
m− 6p‖

)
eiqBsΣ3 +

−6p⊥
cos(−qBs)

]T
=

∫ ∞
0

ds

cos(−qBs)
exp

[
− is

(
m2 − (−p‖)2 − (−p⊥)2

tan(−qBs)
−qBs

)]
×
[(
m− 6p‖

)
e−i(−qB)sΣ3 +

−6p⊥
cos(−qBs)

]T
,

(B.23)

donde nuevamente se han usado la paridad de las funciones trigonométricas.
De forma más compacta el resultado que se tiene es el siguiente

CS
qB

(p)C−1 = S
−qB

(−p)
T
. (B.24)

Llevando a cabo el mismo proceso que se realizó en la sección anterior, es
posible mostrar de forma simple que las trazas sobre espín de los diagramas
A y B que aparecen en las expresiones (4.20) y (4.21) son equivalentes

Tr
[
γµS

qB

f (a)γνS
qB

f (b)S
qB

f (c)
]
= Tr

[
γνS

−qB

f (−a)γµS−qB

f (−c)S−qB

f (−b)
]
.

(B.25)

B.4. Teorema de Furry

En esta sección se discute un resultado relevante para el cálculo que se está
llevando a cabo debido a la inclusión de un campo magnético externo3.

3Este campo magnético no se considera cuántico pero, en las aproximaciones que se
tomarán más adelante, se puede interpretar como inserciones de fotones en los diagramas.
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A partir de la manera en que se transforma el propagador fermiónico en
el espacio de momentos (B.14), es posible mostrar que el propagador en el
espacio de configuraciones cumple que

CS(x, y)C−1 = S(y, x)T . (B.26)

(a) Diagrama A. (b) Diagrama B.

Figura B.1: Diagramas de Feynman conjugados de carga con n patas de
fotones.

En la Figura B.1 se tienen dos diagrama de Feynman con n inserciones
de fotones, éstos son diagramas conjugados de carga debido a que la carga
fluye en sentido contrario.

A partir del vértice de interacción entre fermiones cargados y fotones, es
posible escribir la amplitud para cada uno de estos diagramas. Para el dia-
grama A se tiene que4

M(A) ∝ (−iqγµ1

ab )Sbc(x1, xn)(−iqγµn

cd )Sde(xn, xn−1)...

× ...(−iqγµ3
op )Spq(x3, x2)(−iqγµ2

qr )Sra(x2, x1),
(B.27)

donde q es la carga eléctrica del fermión y los subíndices i, j representan las
índices espinoriales de las matrices. Como el diagrama tiene un lazo de fer-

4Se denota la ubicación de los vértices como xi.
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miones, el primer índice está contraído con el último, esto indica que se tiene
que tomar la traza sobre espín. Por tanto, la amplitud para el diagrama A
se puede reescribir como

M(A) ∝ Tr
[
(−iqγµ1)S(x1, xn)(−iqγµn)S(xn, xn−1)...

× ...(−iqγµ3)S(x3, x2)(−iqγµ2)S(x2, x1)
]
.

(B.28)

De forma análoga, se llega a la siguiente expresión para el diagrama B

M(B) ∝ Tr
[
(−iqγµ1)S(x1, x2)(−iqγµ2)S(x2, x3)...

× ...(−iqγµn−1)S(xn−1, xn)(−iqγµn)S(xn, x1)
]
.

(B.29)

Siguiendo el procedimiento que se desarrolla en las dos secciones previas,
es posible manipular la expresión para el diagrama B de la siguiente forma

M(B) ∝Tr
[
C(−iqγµ1)C−1CS(x1, x2)C

−1C(−iqγµ2)C−1CS(x2, x3)C
−1...

× ...C−1C(−iqγµn−1)C−1CS(xn−1, xn)C
−1C(−iqγµn)C−1

× CS(xn, x1)C−1
]

∝(−1)nTr
[
(−iqγµ1)TS(x2, x1)

T (−iqγµ2)TS(x3, x2)
T ...

× ...(−iqγµn−1)TS(xn, xn−1)
T (−iqγµn)TS(x1, xn)

T
]

∝(−1)nTr
[(
S(x1, xn)(−iqγµn)S(xn, xn−1)(−iqγµn−1)...

× ...S(x3, x2)(−iqγµ2)S(x2, x1)(−iqγµ1)

)T]
∝(−1)nTr

[
S(x1, xn)(−iqγµn)S(xn, xn−1)(−iqγµn−1)...

× ...S(x3, x2)(−iqγµ2)S(x2, x1)(−iqγµ1)
]

∝(−1)nTr
[
(−iqγµ1)S(x1, xn)(−iqγµn)S(xn, xn−1)(−iqγµn−1)...

× ...S(x3, x2)(−iqγµ2)S(x2, x1)
]
.
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De tal forma que se tiene

M(B) = (−1)nM(A). (B.30)

Por tanto, al sumar las amplitudes de ambos diagramas se obtiene lo si-
guiente

M(A+B) =M(A) + (−1)nM(A) =

{
2M(A) si n es par,
0 si n es impar.

(B.31)

Nótese que si el número n de patas de fotones es par, los diagramas tie-
nen la misma contribución. Mientras que si es impar, las contribuciones son
contrarias y se anulan.

Una explicación razonable para esta última implicación es la siguiente: en
un lazo cerrado de fermiones puede circular tanto la partícula como su an-
tipartícula y, debido a que estas interactúan con el campo electromagnético
con cargas opuestas, la contribución neta para un número impar de fotones es
cero porque se cancelan entre sí. A este resultado se le conoce como teorema
de Furry.

Teorema de Furry [94]: Todos los diagramas que contengan un lazo “pu-
ro” de fermiones y un número impar de vértices de interacción con fotones
pueden ser omitidos en el cálculo de amplitudes, correladores, funciones de
Green, etc.

El teorema de Furry se sigue de la invariancia del Lagrangiano bajo la
conjugación de carga

ψ̂(x) −→ Ĉψ̂(x)Ĉ−1 = ψ̂c(x),

Âµ(x) −→ ĈÂµ(x)Ĉ−1 = −Âµ(x).

Este resultado es análogo a que, en la teoría φ4, los correladores con un
número impar de patas del campo φ son nulos debido a que el Lagrangiano
es invariante bajo la transformación discreta φ −→ −φ [69].
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En el presente trabajo se tienen fotones5 y gluones. Debido a que el vér-
tice de interacción entre los quarks y los gluones contiene una matriz γ6, el
teorema de Furry puede ser generalizado para incluir inserciones tanto de
fotones como de gluones.

5Debido al campo magnético externo.
6La forma de ambos vértices es la misma, salvo la inclusión de las matrices de Gell-

Mann en el caso de gluones pero éstas (al tener índices de color) corresponden a un espacio
distinto.



Apéndice C

Estructura tensorial del vértice
efectivo

En el presente apéndice se analiza la estructura tensorial del vértice efectivo.
Para el caso del vacío se profundiza en el método de proyectores mientras
que para el caso de un campo magnético externo se lleva a cabo el análisis
completo de la estructura tensorial del vértice efectivo.

C.1. Método de proyectores

En la expresión (3.24) se muestra la forma general de la estructura tensorial
del vértice efectivo

Γµν(p1, p2) = Agµν +Bpµ1p
ν
2 + Cpν1p

µ
2 +Dpµ1p

ν
1 + Epµ2p

ν
2. (C.1)

Al contraer cada una de las estructuras tensoriales que aparecen en (C.1) con
el vértice efectivo1 se obtienen las siguientes ecuaciones

1En una dimensión arbitraria d.
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gµνΓµν(p1, p2) = dA+ (p1 · p2)(B + C), (C.2)
pµ1p

ν
2Γµν(p1, p2) = A(p1 · p2) + C(p1 · p2)2, (C.3)

pν1p
µ
2Γµν(p1, p2) = A(p1 · p2) +B(p1 · p2)2, (C.4)

pµ1p
ν
1Γµν(p1, p2) = E(p1 · p2)2, (C.5)

pµ2p
ν
2Γµν(p1, p2) = D(p1 · p2)2, (C.6)

donde se han considerado a los gluones en capa de masa p21 = p22 = 0. El
sistema de ecuaciones resultante (C.2)-(C.4) se puede resolver fácilmente y
se obtienen las siguientes expresiones para los coeficientes

A =
(p1 · p2)gµν − pµ1pν2 − p

µ
2p

ν
1

(d− 2)(p1 · p2)
Γµν(p1, p2), (C.7)

B = −(p1 · p2)gµν − pµ1pν2 − (d− 1)pµ2p
ν
1

(d− 2)(p1 · p2)2
Γµν(p1, p2), (C.8)

C = −(p1 · p2)gµν − (d− 1)pµ1p
ν
2 − p

µ
2p

ν
1

(d− 2)(p1 · p2)2
Γµν(p1, p2). (C.9)

Nótese que no se pudieron obtener expresiones para los coeficientes D y E de-
bido a que se está trabajando con gluones reales, esto hace que las ecuaciones
de desacoplen entre sí.

Una forma de interpretar las expresiones (C.7)-(C.9) es que se pueden
obtener los coeficientes al “proyectar” al vértice efectivo sobre ciertos subes-
pacios linealmente independientes, las estructuras tensoriales que aparecen
en estas ecuaciones son los proyectores asociados a cada coeficiente/estruc-
tura tensorial del vértice efectivo.

C.2. Estructura tensorial del vértice efectivo
en presencia de un campo magnético ex-
terno

Al igual que en el caso del vacío, se llevará a cabo un análisis de las estruc-
turas tensoriales que constituyen el vértice efectivo en presencia de campo
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magnético.
La estructura del vértice efectivo ahora es mucho más diversa a compa-

ración con el caso del vacío. Anteriormente se contaba solamente con dos
cuadrivectores y una estructura tensorial linealmente independientes pµ1 , p

µ
2

y gµν , pero en presencia de un campo electromagnético se cuenta con cuatro
estructuras tensoriales linealmente independientes [95]

gµν , F µν , F µ
αF

αν y F µ
αF

α
βF

βν ,

donde F µν está asociado a un campo electromagnético arbitrario. Si la con-
figuración es tal sólo exista campo eléctrico ó campo magnético, se tiene que

F µ
αF

α
βF

βν = −2FF µν , (C.10)

donde F está dada por

F ≡ 1

4
F µνFµν . (C.11)

Por tanto, el número estructuras tensoriales linealmente independientes se ve
reducido a tres. Este análisis de las estructuras tensoriales también se puede
llevar a cabo en términos del tensor electromagnético dual

F ∗µν ≡
1

2
εµνγδF

γδ, (C.12)

y es equivalente [96].
Debido a la presencia de estas dos nuevas estructuras tensoriales, el núme-

ro de cuadrivectores linealmente independientes que se tienen a disposición
aumenta a seis [95, 97]

pµj , F
µpj y F 2µpj,
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con j = 1, 2 y donde se ha implementado la notación

F µp ≡ F µνpν ,

F 2µp ≡ F µ
αF

ανpν . (C.13)

A partir de estos seis cuadrivectores linealmente independientes es posible
generar 36 estructuras tensoriales diferentes


pµ1p

ν
1 pν1p

µ
2 pν1F

µp1 pν1F
µp2 pν1F

2µp1 pν1F
2µp2

pµ1p
ν
2 pµ2p

ν
2 pν2F

µp1 pν2F
µp2 pν2F

2µp1 pν2F
2µp2

pµ1F
νp1 pµ2F

νp1 F µp1F
νp1 F νp1F

µp2 F νp1F
2µp1 F νp1F

2µp2
pµ1F

νp2 pµ2F
νp2 F µp1F

νp2 F µp2F
νp2 F νp2F

2µp1 F νp2F
2µp2

pµ1F
2νp1 pµ2F

2νp1 F µp1F
2νp1 F µp2F

2νp1 F 2µp1F
2νp1 F 2νp1F

2µp2
pµ1F

2νp2 pµ2F
2νp2 F µp1F

2νp2 F µp2F
2νp2 F 2µp1F

2νp2 F 2µp2F
2νp2

 .

Si a esto se suman las tres estructuras tensoriales dadas inicialmente

gµν , Fµν y F 2
µν ,

se tiene un total de 39 estructuras posibles para construir al vértice efectivo.
Al comparar esto con la expresión para el caso del vacío (3.24) se puede
observar que ahora se tienen 33 estructuras nuevas debido a la presencia del
campo magnético.

Los coeficientes asociados a cada una de estas estructuras tensoriales de-
ben de ser invariantes de Lorentz. En este caso, sólo se tienen cinco tipos de
escalares independientes2

p1 · p2, p2Fp1, pµi F 2
µνp

ν
j , F y G ≡ 1

4
F µνF ∗µν .

Nótese que cuatro de los coeficientes tienen un número par de F µν ’s, la ex-
cepción es el segundo coeficiente p2F µp1.

2En el caso donde sólo existe campo eléctrico o campo magnético, como en el presente
cálculo, se tiene que G = 0 [95].
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A partir del teorema de Furry3, se deduce que las estructura del vértice
efectivo no puede tener términos con un número impar F µν ’s. Esto se debe a
que cada línea externa de fotón está asociada a un tensor electromagnético
dentro del lazo y sólo puede haber un número par de estas líneas exter-
nas [95, 98]. Entonces los coeficientes asociados y las estructuras tensoriales
correspondientes deben de tener en total un número par de F µν ’s.

Es posible separar al vértice efectivo basándose en el número de F µν ’s de
las estructuras tensoriales, la parte par está dada por

Γµν
qB , par =C(1,1)p

µ
1p

ν
1 + C(1,2)p

ν
1p

µ
2 + C(1,5)p

ν
1F̂

2µp1 + C(1,6)p
ν
1F̂

2µp2

+ C(2,1)p
µ
1p

ν
2 + C(2,2)p

µ
2p

ν
2 + C(2,5)p

ν
2F̂

2µp1 + C(2,6)p
ν
2F̂

2µp2

+ C(3,3)F̂
µp1F̂

νp1 + C(3,4)F̂
νp1F̂

µp2 + C(4,3)F̂
µp1F̂

νp2

+ C(4,4)F̂
µp2F̂

νp2 + C(5,1)p
µ
1 F̂

2νp1 + C(5,2)p
µ
2 F̂

2νp1

+ C(5,5)F̂
2µp1F̂

2νp1 + C(5,6)F̂
2νp1F̂

2µp2 + C(6,1)p
µ
1 F̂

2νp2

+ C(6,2)p
µ
2 F̂

2νp2 + C(6,5)F̂
2µp1F̂

2νp2 + C(6,6)F̂
2µp2F̂

2νp2

+ C0(p1 · p2)gµν + C2(p1 · p2)F̂ 2µν ,

(C.14)

mientras que la parte impar está dada por

Γµν

qB , impar =C(1,3)p
ν
1F̂

µp1 + C(1,4)p
ν
1F̂

µp2 + C(2,3)p
ν
2F̂

µp1 + C(2,4)p
ν
2F̂

µp2

+ C(3,1)p
µ
1 F̂

νp1 + C(3,2)p
µ
2 F̂

νp1 + C(3,5)F̂
νp1F̂

2µp1

+ C(3,6)F̂
νp1F̂

2µp2 + C(4,1)p
µ
1 F̂

νp2 + C(4,2)p
µ
2 F̂

νp2

+ C(4,5)F̂
νp2F̂

2µp1 + C(4,6)F̂
νp2F̂

2µp2 + C(5,3)F̂
µp1F̂

2νp1

+ C(5,4)F̂
µp2F̂

2νp1 + C(6,3)F̂
µp1F̂

2νp2 + C(6,4)F̂
µp2F̂

2νp2

+ C1(p1 · p2)F̂ µν ,

(C.15)

donde se ha usado el tensor electromagnético normalizado F̂ µν por conve-
niencia.

3Ver Apéndice B.4.
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Al igual que en el caso del vacío, el vértice efectivo debe de cumplir la
condición de simetría ante el intercambio de los gluones (3.30) y las condi-
ciones de transversalidad (3.28) y (3.29). Para aplicar la primera condición
se tiene que tener cuidado ya que hay pequeñas sutilezas: los coeficientes de
las estructuras impares contienen un número impar de F ’s, así que el escalar
p2F̂ p1 aparece un número impar de veces y este cambia de signo al inter-
cambiar p1 y p2. En cambio, los coeficientes de las estructuras pares también
pueden contener al escalar p2F̂ p1 pero en un número par de ocasiones así que
no cambian de signo al intercambiar p1 y p2.

Al considerarse lo anterior, los coeficientes pares se relacionan entre sí de
la siguiente forma

C(1,1) = C(2,2), C(1,5) = C(6,2), C(2,5) = C(6,1),

C(3,3) = C(4,4), C(5,1) = C(2,6), C(5,2) = C(1,6), (C.16)
C(5,5) = C(6,6),

y a los impares

C(1,3) = −C(4,2), C(2,3) = −C(4,1),

C(3,1) = −C(2,4), C(3,2) = −C(1,4), (C.17)
C(3,5) = −C(6,4), C(4,5) = −C(6,3),

C(5,3) = −C(4,6), C(5,4) = −C(3,6).

Nótese que todos los coeficientes de la parte impar deben de incluir (al menos
una vez) la estructura p2F̂ µp1, así que es conveniente factorizarla y escribir

Cimpar = (p2F̂ p1)C̃impar. (C.18)
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Con estas redefiniciones de los coeficientes, las condiciones de transversalidad
dadas por las Ecs. (3.28)-(3.29) imponen que

C(6,1) = C(6,2) = C̃(6,3) = C̃(6,4) = C(6,5) = C(6,6) = 0,

C(2,2) = C̃(2,4)
(p2F̂ p1)

2

p1 · p2
− C(2,6)

p2F̂
2p1

p1 · p2
,

C̃(4,2) =
C(4,4)

p1 · p2
− C̃(4,6)

p2F̂
2p1

p1 · p2
, (C.19)

C0 = C̃(1,4)
(p2F̂ p1)

2

p1 · p2
− C(1,6)

p2F̂
2p1

p1 · p2
− C(1,2),

C̃1 = C̃(3,6)
p2F̂

2p1
p1 · p2

−
C(3,4)

p1 · p2
− C̃(1,4),

C2 = −C̃(3,6)
(p2F̂ p1)

2

p1 · p2
− C(5,6)

p2F̂
2p1

p1 · p2
− C(1,6).
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Al aplicarse estas constricciones, a la estructura tensorial del vértice efec-
tivo en presencia de un campo magnético externo, se obtiene

Γµν
qB

=C(1,2)(p1 · p2)
[
gµν − pν1p

µ
2

p1 · p2

]
+ C(2,1)p

µ
1p

ν
2

+ C(2,6)

[
pµ1 F̂

2νp1 + pν2F̂
2µp2 −

(
p2F̂

2p1

) pµ1pν1 + pµ2p
ν
2

p1 · p2

]
+ C(4,3)F̂

µp1F̂
νp2 + C(5,6)

[
F̂ 2νp1F̂

2µp2 −
(
p2F̂

2p1

)
F̂ 2µν

]
− C(1,6)

[(
p2F̂

2p1

)
gµν + (p1 · p2)F̂ 2µν − pµ2 F̂ 2νp1 − pν1F̂ 2µp2

]
+ C̃(1,4)

[
gµν
(
p2F̂ p1

)2
−
(
p2F̂ p1

)(
(p1 · p2)F̂ µν + pµ2 F̂

νp1 − pν1F̂ µp2

)]
+ C̃(2,4)

(
p2F̂ p1

)[(
p2F̂ p1

) pµ1pν1 + pµ2p
ν
2

p1 · p2
− pµ1 F̂ νp1 + pν2F̂

µp2

]
+ C(3,4)

[
F̂ νp1F̂

µp2 −
(
p2F̂ p1

)
F̂ µν

]
− C̃(4,1)

(
p2F̂ p1

) [
pν2F̂

µp1 − pµ1 F̂ νp2

]
+ C(4,4)

[
F̂ µp1F̂

νp1 + F̂ µp2F̂
νp2 −

(
p2F̂ p1

) pν1F̂ µp1 − pµ2 F̂ νp2
p1 · p2

]

+ C̃(3,6)

(
p2F̂ p1

)[(
p2F̂

2p1

)
F̂ µν −

(
p2F̂ p1

)
F̂ 2µν

− F̂ µp2F̂
2νp1 + F̂ νp1F̂

2µp2

]
+ C̃(4,6)

(
p2F̂ p1

)[
− F̂ µp1F̂

2νp1 + F̂ νp2F̂
2µp2

+
(
p2F̂

2p1

) pν1F̂ µp1 − pµ2 F̂ νp2
p1 · p2

]
.

(C.20)
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Al emplear la relación (A.9)

F̂ 2
µν = F̂µαF̂

α
ν = −g⊥µν ,

es posible reescribir el vértice efectivo como

Γµν
qB
(p1, p2) =A

[
gµν − pν1p

µ
2

p1 · p2

]
+B

pµ1p
ν
2

p1 · p2
+ C

F̂ µp1F̂
νp2

p1 · p2

+D

[
gµν⊥ −

pν1⊥p
µ
2⊥

(p1 · p2)⊥

]
+ E

[
pµ1p

ν
1 + pµ2p

ν
2

p1 · p2
−
pµ1p

ν
1⊥

+ pν2p
µ
2⊥

(p1 · p2)⊥

]
+G

[
gµν +

(p1 · p2)gµν⊥ − pν1p
µ
2⊥
− pµ2pν1⊥

(p1 · p2)⊥

]
+H

(
p2F̂ p1

)[
gµν

p2F̂ p1
(p1 · p2)2

− (p1 · p2)F̂ µν + pµ2 F̂
νp1 − pν1F̂ µp2

(p1 · p2)2

]

+ I

[(
p2F̂ p1

)2 pµ1pν1 + pµ2p
ν
2

(p1 · p2)3
−
(
p2F̂ p1

) pµ1 F̂ νp1 − pν2F̂ µp2
(p1 · p2)2

]

+ J

[
F̂ µν p2F̂ p1

p1 · p2
− F̂ µp2F̂

νp1
p1 · p2

]
+K

(
p2F̂ p1

) pµ1 F̂ νp2 − pν2F̂ µp1
p1 · p2

+ L

[
F̂ µp1F̂

νp1 + F̂ µp2F̂
νp2

p1 · p2
−
(
p2F̂ p1

) pν1F̂ µp1 − pµ2 F̂ νp2
(p1 · p2)2

]

+M
(
p2F̂ p1

)[
gµν⊥

p2F̂ p1
(p1 · p2)2

− (p1 · p2)⊥
F̂ µν + pµ2⊥F̂

νp1 − pν1⊥F̂
µp2

(p1 · p2)2

]
+N

(
p2F̂ p1

)[pν1⊥F̂ µp1 − pµ2⊥F̂
νp2

(p1 · p2)2

+ (p1 · p2)⊥
pµ2 F̂

νp2 − pν1F̂ µp1
(p1 · p2)3

]
,

(C.21)

donde se observan 11 nuevas estructuras en comparación al vacío (3.33).





Apéndice D

Método de integración
Gaussiana

En este apéndice se dan algunos resultados generales para las integrales Gaus-
sianas que son de gran utilidad para calcular las integrales que aparecen en
las secciones 3.1.3 y 4.2.2.

D.1. Integrales Gaussianas generales

El resultado general para las integrales Gaussianas es

∫ ∞
−∞

e−Ax2

dx =

√
π

A
, (D.1)

con la condición de que <(A) > 0.
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Integrando por partes y haciendo algunos cambios de variable adecuados,
es fácil mostrar que

∫ ∞
−∞

xe−Ax2

dx = 0, (D.2)∫ ∞
−∞

x2e−Ax2

dx =
1

2A

√
π

A
, (D.3)∫ ∞

−∞
e−A(x±B)2dx =

√
π

A
, (D.4)∫ ∞

−∞
xe−A(x±B)2dx = ∓B

√
π

A
, (D.5)∫ ∞

−∞
x2e−A(x±B)2dx =

1

2A

√
π

A
+B2

√
π

A
. (D.6)

Es posible manipular una exponencial tipo eαx2+βx+γ a una forma Gaus-
siana completando el cuadrado, esto es

eαx
2+βx+γ = exp

[
γ − β2

4α

]
exp

[
α

(
x+

β

2α

)2
]
. (D.7)

Se puede observar que la primera exponencial es independiente de la integra-
ción y sale como un factor constante. Llevando a cabo la identificación

A = −α, (D.8)

B =
β

2α
, (D.9)

es inmediato aplicar los resultados (D.2)-(D.6). La condición para la integra-
ción Gaussiana <(A) > 0 toma la forma <(α) < 0.
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D.2. Integrales Gaussianas en el vacío

Las integraciones Gaussianas que se presentan en el caso del vacío (sobre el
momento indeterminado en el lazo a) presentan ciertas sutilezas debido a que
la exponencial tiene la forma

eαa
µaµ+βµaµ+γ,

así que debe de tenerse cuidado al manipular dichas variables. Éstas repre-
sentan que hay distintas integrales Gaussianas, en principio cuatro, y tienen
signos relativos entre ellas1. En esta sección se dan los resultados de las in-
tegrales Gaussianas2, de la expresión de vértice efectivo, en 4 dimensiones y
se generalizan a d dimensiones.

Las integrales a calcular están dadas por (3.40)

Iµν(p1, p2) =

∫
dda

(2π)d
e
α
(
a+ β

2α

)2[
gµν
(
m2 − a2 − p1 · p2

)
+ 4aµaν

+ 2aµpν2 − 2aνpµ1 + pµ2p
ν
1 − p

µ
1p

ν
2

]
,

(D.10)

donde el término
(
a+ β

2α

)2 representa

(
a+

β

2α

)2

=

(
aµ +

βµ

2α

)(
aµ +

βµ
2α

)
.

A partir de las definiciones (3.37)-(3.37) se llega a que

α

(
a+

β

2α

)2

= is

(
a+

s3p1 − s2p2
s

)2

,

1Debido al signo relativo entre la parte temporal y la parte espacial.
2Un cálculo explícito, componente a componente, de este tipo de integrales Gaussianas

se presenta con detalle en [92].
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donde se ha introducido la notación s = s1 + s2 + s3.
Para poder realizar la integración Gaussiana es necesaria la condición de

que <(α) < 0 pero en este caso no se cumple. Debido a que los tiempos pro-
pios de Schwinger son puramente reales, α es un número imaginario puro. Al
considerar el término “+iε” que se “guardó” en la masa m2

ε , se puede hacer
una maniobra para redefinir

α = (i− ε̃)s,

donde se elige ε̃ > 0 de forma adecuada3 a partir de ε. Esta nueva elección del
parámetro α ya cumple con la condición de <(α) < 0. Una forma alternativa
de interpretar esta manipulación es equivalente a pensar que ahora el tiempo
propio de Schwinger desarrolla una pequeña componente imaginaria ε̃ que,
desde el punto de vista de la integral asociada, es pedir que la integración
sobre el tiempo propio ya no sea puramente sobre el eje real sino que se tenga
una pequeña rotación en el plano complejo.

De la expresión (D.10) se pueden reconocer fácilmente cuatro tipos inte-
grales Gaussianas diferentes

∫
d4a e

α
(
a+ β

2α

)2

=

√
π

−is

(√
π

is

)3

d−−→
√

π

−is

(√
π

is

)d−1

, (D.11)

∫
d4a e

α
(
a+ β

2α

)2

aµ =

√
π

−is

(√
π

is

)3(
s3p

µ
1 − s2p

µ
2

s

)
d−−→
√

π

−is

(√
π

is

)d−1(
s3p

µ
1 − s2p

µ
2

s

)
, (D.12)

3Ver detalles en [92].
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∫
d4a e

α
(
a+ β

2α

)2

a2 =

√
π

−is

(√
π

is

)3
(
4i

2s
+

(s3p1 − s2p2)2

s2

)
d−−→
√

π

−is

(√
π

is

)d−1(
di

2s
+

(s3p1 − s2p2)2

s2

)
,

(D.13)

∫
d4a e

α
(
a+ β

2α

)2

aµaν =

√
π

−is

(√
π

is

)3(
igµν

2s
+
s3p

µ
1 − s2p

µ
2

s

s3p
ν
1 − s2pν2
s

)
d−−→
√

π

−is

(√
π

is

)d−1(
igµν

2s
+
s3p

µ
1 − s2p

µ
2

s

s3p
ν
1 − s2pν2
s

)
.

(D.14)

Incorporando los resultados (D.11)-(D.14) en la ecuación (D.10) se obtie-
ne

Iµν(p1, p2) =− i
e−

iπ
4
d

(4π)d/2
1

sd/2

×
[
gµν

(
m2 − p1 · p2 +

i

s

(
2− d

2

)
− (s3p1 − s2p2)2

s2

)

− 4s2s3
s2

pν1p2
µ + p2

ν (s
2p1

µ − 2s2p2
µ(s− 2s2))

s2

+ p1
µ (2s3 − s) (2s3p1ν + p2

ν(s− 2s2))

s2

]
.

(D.15)

D.3. Integrales Gaussianas en presencia de un
campo magnético externo

La presencia de un campo magnético externo separara las componentes del
momento paralelas y transversas, de tal forma que integrales Gaussianas
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correspondientes tienen factores diferentes y se pueden calcular de forma
separada.

De acuerdo con la discusión de la Sección 4.2.2, sólo es necesario realizar
tres tipos de integrales diferentes para el caso con campo magnético (4.26).
Los resultados a estas integrales se obtienen fácilmente de la sección anterior
de este apéndice y son los siguientes

∫ ∞
−∞

da exp [αaµaµ + βµaµ + γ] = exp

[
γ − β2

4α

]√
π

−α
,∫ ∞

−∞
da exp [αaµaµ + βµaµ + γ] aσ = exp

[
γ − β2

4α

]√
π

−α

(
−β

σ

2α

)
,∫ ∞

−∞
da exp [αaµaµ + βµaµ + γ] aσaρ = exp

[
γ − β2

4α

]√
π

−α

(
gσρ

2α
+
βσ

2α

βρ

2α

)
.

(D.16)

Nótese que todos los resultados anteriores tienen un factor común. Así que
el cálculo de la integral Gaussiana de un polinomio de la forma

A+Baσ + Caσaρ,

se podría llevar a cabo de la siguiente forma: primero se multiplica a todo el
polinomio por el factor común

exp

[
γ − β2

4α

]√
π

−α
[A+Baσ + Caσaρ] ,

posteriormente, se hacen los reemplazos necesarios

aσaρ −→ gσρ

2α
+
βσ

2α

βρ

2α
,

aσ −→ −β
σ

2α
.
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Este es el método que se empleará para calcular las integrales Gaussianas
que surgen en el vértice efectivo en presencia de un campo magnético.

El factor de integración Gaussiano para el diagrama A, Ec. (4.23), está
dado por

G(A) =(2π)4e−ism
2

∫
dda

(2π)d
ddb

(2π)d
ddc

(2π)d
ei

2
qB

(p1+a−c)F̂ (p2+b−a)

× e−is1
(
−a2‖−a

2
⊥

tan(qBs1)
qBs1

)
e
−is2

(
−b2‖−b

2
⊥

tan(qBs2)
qBs2

)

× e−is3
(
−c2‖−c

2
⊥

tan(qBs3)
qBs3

)
δ(2) (p1 + a− c)‖

× δ(2) (p2 + b− a)‖ ,

(D.17)

mientras que para el diagrama B, Ec. (4.24), está dado por

G(B) =(2π)4e−ism
2

∫
dda

(2π)d
ddb

(2π)d
ddc

(2π)d
e−i

2
qB

(p1+a−c)F̂ (p2+b−a)

× e−is1
(
−a2‖−a

2
⊥

tan(qBs1)
qBs1

)
e
−is2

(
−b2‖−b

2
⊥

tan(qBs2)
qBs2

)

× e−is3
(
−c2‖−c

2
⊥

tan(qBs3)
qBs3

)
δ(2) (p1 + a− c)‖

× δ(2) (p2 + b− a)‖ ,

(D.18)

donde nuevamente se está usando la notación s = s1+s2+s3. El factor e−ism2

no afecta a la integración y sólo se ha escrito para recordar el factor +iε, que
se “escondió” en m2

ε , permite llevar a cabo la integración Gaussiana.
Se puede observar que no existen términos que mezclen las componentes

paralelas y perpendiculares, así que es posible separar la integración por
componentes4.

D.3.1. Integración de las componentes paralelas

En la ecuación (D.17) se puede observar que existen dos deltas de Dirac en
las componentes paralelas, así que esta es la parte sencilla de la integración.

4Se debe de tener en cuenta que el factor de la forma xFy sólo tiene componentes
perpendiculares aunque no esté escrito explícitamente.
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Definiendo

G
(A)
‖ =(2π)4

∫
d2a‖
(2π)2

d2b‖
(2π)2

d2c‖
(2π)2

exp
[
is1a

2
‖
]
exp

[
is2b

2
‖
]
exp

[
is3c

2
‖
]

× δ(2) (p1 + a− c)‖ δ
(2) (p2 + b− a)‖ ,

(D.19)

se observa que dos integrales son inmediatas y sólo hay una integración Gaus-
siana asociada al momento a. De forma directa se llega a que

G
(A)
‖ =

∫
d2a‖
(2π)2

exp
[
is1a

2
‖
]
exp

[
is2(p2 − a)2‖

]
exp

[
is3(p1 + a)2‖

]
=

1

(2π)2
exp

[
γ[A,‖] −

β[A,‖]
2

4α[A,‖]

]√
π

α[A,‖]

√
π

−α[A,‖]
,

(D.20)

con

α[A,‖] = is,

βµ
[A,‖] = 2i

(
s3p1,‖

µ − s2p2,‖µ
)
, (D.21)

γ[A,‖] = is2p2,‖
2 + is3p1,‖

2,

donde el subíndice [A, ‖] hace referencia a la parte paralela de la integración
Gaussiana diagrama A. Las expresiones para los diferentes diagramas (D.17)
y (D.18) sólo difieren por una exponencial que depende de los momentos
transversos, la integración paralela asociada al diagrama B es exactamente
la misma

G
(A)
‖ = G

(B)
‖ , (D.22)
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de tal forma que es conveniente remover el subíndice asociado al diagrama
de los coeficientes (D.21)

α‖ = is,

βµ
‖
= 2i

(
s3p1‖

µ − s2p2‖
µ
)
, (D.23)

γ‖ = is2p2‖
2 + is3p1‖

2.

El resultado final está dado por

G‖ =
1

4πs
exp

[
i

s

(
(s1 + s2)s3p1‖

2 + (s1 + s3)s2p2‖
2 + 2s2s3(p1 · p2)‖

)]
.

(D.24)

D.3.2. Integración de las componentes perpendiculares

Falta por hacer las integrales Gaussianas en la parte perpendicular, para sim-
plificar el cálculo vale la pena introducir la notación

pF̂ µ ≡ pνF̂
νµ = p⊥νF̂

νµ,

F̂ µp ≡ F̂ µνpν = F̂ µνp⊥ν , (D.25)
pF̂ q ≡ pµF̂

µνqµ = p⊥µF̂
µνq⊥ν .

La parte perpendicular de las integrales Gaussianas para el diagrama A
está dada por

G
(A)
⊥ =

∫
dd−2a⊥
(2π)d−2

dd−2b⊥
(2π)d−2

dd−2c⊥
(2π)d−2

ei
2
qB

(p1+a−c)F̂ (p2+b−a)

× eia
2
⊥

tan(qBs1)
qB eib

2
⊥

tan(qBs2)
qB eic

2
⊥

tan(qBs3)
qB .

(D.26)
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Llevando a cabo la integración sobre c⊥ se obtiene

G
(A)
⊥ =

1

(2π)d−2

(√
π

α[A,c,⊥]

)d−2 ∫
dd−2a⊥
(2π)d−2

dd−2b⊥
(2π)d−2

exp

[
γ[A,c,⊥] −

β[A,c,⊥]
2

4α[A,c,⊥]

]
=
(−iqB cot(s3))

d
2
−1

2d−2π
d
2
−1

∫
dd−2a⊥
(2π)d−2

dd−2b⊥
(2π)d−2

e
i

qB

(
a2⊥ tan(s1)+b2⊥ tan(s2)

)

× e−
i

qB

(
cot(s3)(a−b−p2)2‖−2aF̂ (b+p1+p2)−2p1F̂ (b+p2)

)
,

(D.27)

donde se ha introducido la notación para las funciones trigonométricas f(qBsi) ≡
f(si), y con

α[A,c,⊥] = i
tan(qBs3)

qB
,

βµ
[A,c,⊥] =

2i

qB
F̂ µ(a− b− p2), (D.28)

γ[A,c,⊥] =
i

qB

(
a2⊥ tan(qBs1) + b2⊥ tan(qBs2)

+ 2aF̂ (b+ p1 + p2) + 2p1F̂ (b+ p2)

)
.

Prosiguiendo con la integración sobre la variable b⊥ se llega a que

G
(A)
⊥ =

1

(2π)2d−4

(√
π

α[A,c,⊥]

)d−2(√
π

α[A,b,⊥]

)d−2

×
∫

dd−2a⊥
(2π)d−2

exp

[
γ[A,b,⊥] −

β[A,b,⊥]
2

4α[A,b,⊥]

]
=
(4π)2−d

(qB)2
cos (s2 + s3)

cos(s2) cos(s3)

(
(qB)2 cot(s3)

cot(s3)− tan(s2)

) d
2

×
∫

dd−2a⊥
(2π)d−2

e
i

qB
a2⊥ tan(s1)e

i
qB

tan(s3)
cot(s3)−tan(s2)

(
cot(s3)(a−p2)2⊥+(a+p1)2⊥

)

× e
i

qB
tan(s3)

cot(s3)−tan(s2)

(
−2aF̂ (p1+p2)+2p1F̂ p2

)
,

(D.29)
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donde

α[A,b,⊥] = −i
cot(qBs3)− tan(qBs2)

qB
,

βµ
[A,b,⊥] =

2i

qB

(
cot(qBs3)

(
aµ⊥ − p

µ
2⊥

)
+ (a+ p1)F̂

µ
)
, (D.30)

γ[A,b,⊥] =
i

qB

(
cot(qBs3)

(
−a2⊥ − p22⊥ + 2(a · p2)⊥

)
+ a2⊥ tan(qBs1) + 2aF̂ (p1 + p2) + 2p1F̂ p2

)
.

Finalmente, la integración sobre la variable a⊥ da como resultado

G
(A)
⊥ =

1

(2π)3d−6

(√
π

α[A,c,⊥]

)d−2(√
π

α[A,b,⊥]

)d−2

×
(√

π

α[A,a,⊥]

)d−2

exp

[
γ[A,a,⊥] −

β[A,a,⊥]
2

4α[A,a,⊥]

]
=

82−d

π
3d
2
−3

(
−iqB cos(s1) cos(s1 + s2)

sin(s)

) d
2
−1(

(qB)2 cot(s3)

cot(s3)− tan(s2)

) d
2
−1

× e
i

qB
cos(s1) cos(s2) sin(s3)

sin(s)

[
tan(s1)

(
tan(s2) cot(s3)p22⊥

+p21⊥

)
+tan(s2)(p1+p2)2⊥

]

× e−
2i
qB

cos(s1) cos(s2) sin(s3)
sin(s)

tan(s1) tan(s2)p1F̂ p2 ,

(D.31)

donde

α[A,a,⊥] = i
sec(qBs1) sec(qB(s3 + s3)) sin(qBs)

qB
,

βµ
[A,a,⊥] =

2i

qB

pµ1⊥ − tan(qBs2)
(
F̂ µp2 − p1F̂ µ + cot(qBs3)p

µ
2⊥

)
cot(qBs3)− tan(qBs2)

, (D.32)

γ[A,a,⊥] =
i

qB

p21⊥ + tan(qBs2)
(
cot(qBs3)p

2
2⊥
− 2p1F̂ p2

)
cot(qBs3)− tan(qBs2)

.
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Es posible llevar a cabo un procedimiento análogo para el diagrama B y
el resultado final toma la siguiente forma

G
(B)
⊥ =

1

(2π)3d−6

(√
π

α[B,c,⊥]

)d−2(√
π

α[B,b,⊥]

)d−2

×
(√

π

α[B,a,⊥]

)d−2

exp

[
γ[B,a,⊥] −

β[B,a,⊥]
2

4α[B,a,⊥]

]
=

82−d

π
3d
2
−3

(
−iqB cos(s1) cos(s1 + s2)

sin(s)

) d
2
−1(

(qB)2 cot(s3)

cot(s3)− tan(s2)

) d
2
−1

× e
i

qB
cos(s1) cos(s2) sin(s3)

sin(s)

[
tan(s1)

(
tan(s2) cot(s3)p22⊥

+p21⊥

)
+tan(s2)(p1+p2)2⊥

]

× e
2i
qB

cos(s1) cos(s2) sin(s3)
sin(s)

tan(s1) tan(s2)p1F̂ p2 ,

(D.33)

donde ahora se tienen las siguientes igualdades

α[c,⊥] = i
tan(qBs3)

qB
,

α[b,⊥] = −i
cot(qBs3)− tan(qBs2)

qB
,

α[a,⊥] = i
sec(qBs1) sec(qB(s3 + s3)) sin(qBs)

qB
,

βµ
[B,c,⊥] = −

2i

qB
F̂ µ(a− b− p2), (D.34)

βµ
[B,b,⊥] =

2i

qB

(
cot(qBs3)

(
aµ⊥ − p

µ
2⊥

)
− (a+ p1)F̂

µ
)
,

βµ
[B,a,⊥] =

2i

qB

pµ1⊥ + tan(qBs2)
(
F̂ µp2 − p1F̂ µ − cot(qBs3)p

µ
2⊥

)
cot(qBs3)− tan(qBs2)

,

γ[B,a,⊥] =
i

qB

p21⊥ + tan(qBs2)
(
cot(qBs3)p

2
2⊥

+ 2p1F̂ p2

)
cot(qBs3)− tan(qBs2)

.
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Se ha retirado el subíndice que indica el diagrama B a los coeficientes α’s
debido a que son idénticos a los obtenidos en el diagrama A. Por otro lado, los
coeficientes β´s sí conservan el subíndice del diagrama porque no coinciden5

Otro punto importante es que al compararse los resultados obtenidos de
la integración Gaussiana en la parte perpendicular para ambos diagramas,
expresiones (D.31) y (D.33), se observa que son idénticos salvo el signo en la
última exponencial. Este término corresponde al factor

p1F̂ p2,

que tiene el signo opuesto incluso antes de llevar a cabo la integración Gaus-
siana debido a que los diagramas tienen una fase contraria que proviene de
la integración en el espacio de configuraciones de las fases de Schwinger.
Entonces, los resultados para ambos diagramas sólo cambian por una fase.

Ya teniendo los resultados de las integrales tanto en la parte paralela co-
mo en la perpendicular, es posible escribir el resultado final de acuerdo con

G(A) = e−ism
2

G‖G
(A)
⊥ ,

G(B) = e−ism
2

G‖G
(B)
⊥ .

(D.35)

De tal forma, se obtiene que

G(A) =
24−3d

sπ
3d
2
−2

(
−iqB cos(s1) cos(s1 + s2)

sin(s)

) d
2
−1(

(qB)2 cot(s3)

cot(s3)− tan(s2)

) d
2
−1

× e
i

qB
cos(s1) cos(s2) sin(s3)

sin(s)

[
tan(s1)

(
tan(s2) cot(s3)p22⊥

+p21⊥

)
+tan(s2)(p1+p2)2⊥

]

× e−ism2

e
i
s

(
(s1+s2)s3p21‖

+(s1+s3)s2p22‖
+2s2s3(p1·p2)‖

)

× e−
2i
qB

cos(s1) cos(s2) sin(s3)
sin(s)

tan(s1) tan(s2)p1F̂ p2 ,

(D.36)

5Nótese que la forma de todos los términos es la misma pero se tienen algunos cambios
de signo.
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y

G(B) =
24−3d

sπ
3d
2
−2

(
−iqB cos(s1) cos(s1 + s2)

sin(s)

) d
2
−1(

(qB)2 cot(s3)

cot(s3)− tan(s2)

) d
2
−1

× e
i

qB
cos(s1) cos(s2) sin(s3)

sin(s)

[
tan(s1)

(
tan(s2) cot(s3)p22⊥

+p21⊥

)
+tan(s2)(p1+p2)2⊥

]

× e−ism2

e
i
s

(
(s1+s2)s3p21‖

+(s1+s3)s2p22‖
+2s2s3(p1·p2)‖

)

× e
2i
qB

cos(s1) cos(s2) sin(s3)
sin(s)

tan(s1) tan(s2)p1F̂ p2 .

(D.37)

Estos son los resultados para las integraciones Gaussianas de un término
sin inserciones de momento como lo es la primera integral en (D.16). Como
se discutió anteriormente, para calcular integrales Gaussianas que sí tengan
inserciones de momentos sólo hace falta multiplicar los factores anteriores
y hacer las sustituciones de los momentos; estos reemplazos están dados en
términos de los coeficientes α’s y β’s que ya se determinaron, de tal forma que
es posible calcular cualquiera de las 13 integrales Gaussianas que aparecen
en la traza espinorial (A.20).

D.3.3. Dependencia de la fase

Como se discute en el apéndice F.2, el resultado de integrar las fases de Sch-
winger sobre el espacio de configuraciones depende del orden de integración
(F.20)-(F.22). Al elegir uno de estos resultados en particular se obtuvieron las
expresiones (4.20) y (4.21) para el vértice efectivo asociados a los diagramas
A y B respectivamente. Debido a esto las expresiones (D.17) y (D.18) para
la integración Gaussiana dependen de la elección de uno de estos resultados.

¿Cómo es posible confiar en el resultado que se ha obtenido si para llegar
a este fue elegida una “fase” particular? A priori, no es posible.

Por ello, el siguiente paso debe de ser calcular nuevamente las integrales
Gaussianas pero ahora considerando cada una de las respectivas fases (F.20)-
(F.22) y comparar los resultados obtenidos. Como esta fase sólo involucra las
componentes perpendiculares de los momentos, la integración Gaussiana de
la parte paralela queda intacta.
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Es posible repetir esta integración6 y los resultados que se obtienen son
idénticos. Tanto las expresiones finales (D.31) y (D.33), como las definiciones
de todos los coeficientes α’s y β’s.

Esto da la certeza de que los resultados que se han obtenido hasta ahora,
(D.36) y (D.37), son correctos y la elección de la fase que se llegó a hacer en
algún punto es irrelevante.

6Es decir, hacer las integrales Gaussianas sobre los momentos perpendiculares con otras
dos fases distintas para cada uno de los diagramas.





Apéndice E

Algunas integrales interesantes

En este apéndice se dan las herramientas matemáticas necesarias y se hace el
cálculo explícito de ciertas integrales que aparecen a lo largo de este trabajo
de tesis.

E.1. Función Gamma

La función Gamma se define como [99]

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt = 2

∫ ∞
0

t2z−1e−t
2

dt, (E.1)

con la condición de que <(z) > 0.

Además de que cumple con las siguientes propiedades

Γ(n) = (n− 1)!, (E.2)
Γ(z + 1) = zΓ(z), (E.3)

en donde n es un número natural. La segunda de estas propiedades permite
hacer una continuación analítica de la función Gamma a todo el plano com-
plejo a excepción de los puntos z ∈ {0,−1,−2, ...} donde la función adquiere
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polos simples [99].

Por otro lado, existen diferentes expansiones para la función Gamma usa-
das frecuentemente en teoría cuántica de campos. Si δ es un parámetro lo
infinitesimal, entonces se tiene que [69]:

Γ(δ) ' 1

δ
− γ +

[
γ2

2!
+
ζ(2)

2

]
+ ..., (E.4)

Γ(δ − 1) ' −1

δ
+ (γ − 1) + ..., (E.5)

en donde γ es la constante de Euler-Mascheroni y ζ(x) la función Zeta de
Riemann.

E.2. Funciones polilogarítmicas

Existen ciertos tipos de funciones que surgen frecuentemente al evaluar las
integrales sobre los parámetros de Feynman1 [100], estas son los polilogarit-
mos y funciones más generales2; todas estas funciones son generalizaciones
del logaritmo.

Se define al polilogaritmo como la siguiente serie [101]

Lin(z) =
∞∑
l=1

zl

ln
, (E.6)

con n ∈ N; esta converge en el disco unitario centrado en 0. Nótese que

Li1(z) =
∞∑
l=1

zl

l
= − ln(1− z), (E.7)

1En este caso surgen en la integración sobre los parámetros de Schwinger.
2Como los polilogaritmos armónicos, logaritmos múltiples, etc.
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de donde se observa que las funciones polilogarítmicas son generalizaciones
del logaritmo.

Ahora, considérese el dilogaritmo

Li2(z) =
∞∑
l=1

zl

l2
. (E.8)

Es posible escribir una fórmula integral para el dilogaritmo, válida únicamen-
te dentro del disco unitario, a partir de diferenciar la serie

Li2(z) = −
∫ z

0

ln(1− z)
z

dz = −
∫ 1

0

ln(1− zt)
z

dt, (E.9)

donde se ha tomando un contorno de integración arbitrario con punto inicial
en 0 y punto final en z. Si se retira el intervalo real [1,∞) del plano complejo
y se usa el valor principal del logaritmo, es posible extender la definición (E.9)
para el dilogaritmo para cualquier valor z en el plano complejo a excepción
del intervalo [1,∞); la función resultante de esta extensión analítica será
referida como “valor principal del dilogaritmo”.

Como la función está definida en el dominio C − [1,∞), no incluye al
punto (1,0). Pero es de gran utilidad definir Li2(1) como el valor límite en
dicho punto aunque, como se mostrará mas adelante, es un punto ramal (o
de ramificación). La función Li2(z) puede ser evaluada de forma cerrada en
las siguientes puntos

Li2(−1) = −
π2

12
, (E.10)

Li2(0) = 0, (E.11)

Li2
(
1

2

)
= −π

2

12
− ln2(2)

12
, (E.12)

Li2(1) =
π2

6
, (E.13)

donde se ha incluido el valor límite Li2(1).
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Figura E.1: Gráficas de la función Li2(z) en el plano complejo. Imagen tomada
de [102].

La estructura analítica del dilogaritmo se puede analizar a partir de su
forma integral (E.9). Se observa que existe un punto ramal en z = 1; adi-
cionalmente para todas las hojas, excepto para la rama principal, existe una
singularidad logarítmica en el punto z = 0. De tal forma, si se quiere analizar
a la función fuera de la rama principal es necesario remover el intervalo real
[−∞, 0].

La discontinuidad que se presenta en la parte imaginaria del dilogaritmo
cuando se atraviesa el corte (1,∞) para cualquier punto z > 1 en la dirección
contraria a las manecillas del reloj está dada por

Li2(z + iε)− Li2(z − iε) = 2πi ln(z). (E.14)

Nótese que, a diferencia de la discontinuidad de la parte imaginaria del loga-
ritmo, esta depende del punto donde se cruce el punto z. La discontinuidad
en las otras hojas en el punto z = 0 es la discontinuidad usual del logaritmo.
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Finalmente, para acabar con el análisis del dilogaritmo, las siguientes son
algunas identidades básicas que satisface

Li2(z) + Li2(−z) =
1

2
Li2(z2), (E.15)

Li2(1− z) + Li2(1− z−1) = −
ln2(z)

2
, (E.16)

Li2(z) + Li2(1− z) =
π2

6
− ln(z) ln(1− z), (E.17)

Li2(−z)− Li2(1− z) +
1

2
Li2(1− z2) = −

π2

12
− ln(z) ln(1 + z). (E.18)

E.3. Algunas integrales interesantes

E.3.1. Integrales sobre el tiempo propio de Schwinger

Las integrales sobre el tiempo propio s de la expresión (3.43) para el vértice
efectivo están dadas por

∫ ∞
0

ds

s
d
2
−2

e−i∆
2s, (E.19)∫ ∞

0

ds

s
d
2
−1

e−i∆
2s, (E.20)

con ∆2 ≡ m2 − uv(p1 + p2)
2 − (1− u− v)(vp21 − up22).

Ambas integrales presentan una divergencia aparente en la región donde
s −→ 0, las singularidades aparecen los términos de la forma3 1

sn
con n ∈ N.

Las integrales (E.19) y (E.20) se pueden resolver de manera sencilla al lle-
var a cabo una extensión analítica al plano complejo de s [98]. Al aplicar el
cambio de variable t = i∆2s es posible identificarlas con funciones Gamma

3Es conocido que este tipo de singularidades son removibles siempre y cuando n 6= 1.
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Figura E.2: Contorno de integración en el plano complejo de s.

∫ ∞
0

s1−
d
2 e−i∆

2sds =
(
i∆2
) d

2
−2

Γ

(
2− d

2

)
=

(i∆2)
d
2
−2

2− d
2

Γ

(
3− d

2

)
, (E.21)

∫ ∞
0

s2−
d
2 e−i∆

2sds =
(
i∆2
) d

2
−3

Γ

(
3− d

2

)
. (E.22)

Nótese que, como ya se había observado anteriormente, la única divergencia
se presenta en la primera integral en el límite cuando d −→ 4.

Los resultados anteriores se pueden generalizar de la siguiente forma

∫ ∞
0

sn−
d
2 e−i∆

2sds =
(
i∆2
) d

2
−(n+1)

Γ

(
n+ 1− d

2

)
, (E.23)

con n ∈ N.
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E.3.2. Integrales nulas

En la expresión (3.48) para el vértice efectivo

iΓµν(p1, p2) =−
ig2sgfmm2

Hδ
ab

π2

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du

τ − 4uv

×
[
m2

H

2
(4uv − 1)

[
gµν − pµ2p

ν
1

p1 · p2

]
− (1− 2v)2pµ1p

ν
2

+ 2v(2v − 1)pµ1p
ν
1 + 2u(2u− 1)pµ2p

ν
2

]
,

(E.24)

es posible observar que se tienen cuatro estructuras tensoriales diferentes.
Por otro lado, en la Sección 3.1.2 se llevó un análisis sobre las estructuras
tensoriales del vértice efectivo y se concluye que sólo deben de ser dos (3.33)

Γµν(p1, p2) = A

[
gµν − pν1p

µ
2

p1 · p2

]
+Bpµ1p

ν
2. (E.25)

Al comparar las expresiones (E.24) y (E.25) se concluye que las siguientes
integrales deben de ser nulas

N1 =

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du
v(2v − 1)

τ − 4uv
, (E.26)

N2 =

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du
u(2u− 1)

τ − 4uv
, (E.27)

con τ ≡ 4m2
f/m

2
H . Nótese que el denominador de las integrales en (E.24) está

dado por

1

τ − 4uv
.
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Este se puede manejar como una función de la variable4 τ y analizar en di-
ferentes regiones

τ ≶ 4 si

{
mf < mH −→ Quarks ligeros.
mf > mH −→ Quark top.

(E.28)

Además, dependiendo de la región de integración para u y v, puede tener
polos e incluso cortes ramales. Dada esta situación, es relevante llevar a
cabo un análisis por regiones para obtener los resultados de las integrales
[77, 78, 100].

En la presente tesis este análisis no se lleva cabo sino que se extiende
analíticamente la función al plano complejo, se realizan las integrales indefi-
nidas mediante el valor principal y posteriormente se evalúa la expresión en
los límites de integración. Por ejemplo [78]

P

∫ 1

−1

du

u− Λ
= ĺım

δ→0

[∫ Λ−δ

−1

du

u− Λ
+

∫ 1

Λ+δ

du

u− Λ

]
= ĺım

δ→0

[
ln

(
−δ
−1− Λ

)
+ ln

(
1− Λ

δ

)]
= ln

(
1− Λ

1 + Λ

)
.

Con esto en mente, las integrales de la expresión (E.26) son inmediatas

N1 =
1

4

∫ 1

0

dv (2v − 1)
[
ln τ − ln

(
τ − 4v − 4v2

)]
=

1

16

[
(τ − 1) ln

(
4v − 4v2 − τ

)
+ (2v − 1)2

(
1 + ln τ − ln

(
τ − 4v + 4v2

)) ]∣∣∣∣1
0

= 0.

(E.29)

4Es una variable real y positiva.
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La integración sobre la variable u, de la expresión (E.27), es inmediata

N2 =
1

32

∫ 1

0

dv

[
τ
(2v − τ) ln (4v − 4v2 − τ) + (τ − 2v) ln(−τ)

v3

− 4
(v − 1)(2v2 − τ)

v2

]
.

(E.30)

Mientras que en la integración sobre la variable v ya no es posible evaluar el
límite inferior forma trivial sino que es necesario obtener el valor límite de la
expresión cuando v −→ 0. Llevando a cabo este procedimiento el resultado
de la integral es el siguiente

N2 =
1

2

[√
τ − 1 arctan

(
1√
τ − 1

)
−
√
1− τ arctanh

(
1√
1− τ

)]
. (E.31)

Este resultado se obtuvo de forma general para τ arbitrario en el plano com-
plejo, así que se debe de llevar a cabo el análisis en las regiones de interés
(E.28). Para ello, es de gran utilidad recordar que

arctan(−iτ) = −i arctanh(τ),
arctanh(−iτ) = −i arctan(τ).

De tal forma, se tiene que para τ ≥ 1

N2(τ ≥ 1) =
1

2

[√
τ − 1 arctan

(
1√
τ − 1

)
− i
√
τ − 1 arctanh

(
−i√
τ − 1

)]
=

√
τ − 1

2

[
arctan

(
1√
τ − 1

)
+ i2 arctan

(
1√
τ − 1

)]
= 0.
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Y para τ < 1

N2(τ < 1) =
1

2

[
i
√
1− τ arctan

(
−i√
1− τ

)
−
√
1− τ arctanh

(
1√
1− τ

)]
=

√
1− τ
2

[
−i2 arctanh

(
1√
1− τ

)
− arctanh

(
1√
1− τ

)]
= 0.

Por tanto

N2 = 0. (E.32)

Con esto se ha mostrado que las integrales de los coeficientes de las es-
tructuras tensoriales extras en la expresión (3.48) para el vértice efectivo son
nulos.

E.3.3. Cálculo de los coeficientes A y B

Falta encontrar los coeficientes no nulos de la expresión (3.48), estos están
dados por

A =
g2sgfmf

δab

2π2

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du
1− 4uv

τ − 4uv
, (E.33)

B =
g2sgfmf

δab

m2
Hπ

2

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du
(1− 2v)2

τ − 4uv
. (E.34)

En la Sección 3.2 se discute que el coeficiente B no contribuye a la sección
eficaz pero se calcula por completez.

Para facilitar la notación, se definen las integrales

NA =

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du
1− 4uv

τ − 4uv
, (E.35)

NB =

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du
(1− 2v)2

τ − 4uv
. (E.36)
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Partiendo de la expresión (E.35), se puede llevar a cabo la integración
sobre la variable u de forma directa

NA =
1

4

∫ 1

0

dv

[
(τ − 1)

ln (τ − 4v + 4v2)− ln τ

v
+ 4(1− v)

]
. (E.37)

En la expresión anterior hay varias integrales simples de realizar pero también
aparecen combinaciones más complicadas pero muy particulares. A partir de
la definición (E.9) se puede anticipar que el resultado va a estar dado por
dilogaritmos.

El resultado final está dado por

NA =
1

4

[
2− (τ − 1)Li2

(
2

1−
√
1− τ

)
− (τ − 1)Li2

(
2

1 +
√
1− τ

)]
.

(E.38)

De forma muy similar para la expresión (E.36), la integración sobre la
variable u es

NB =
1

4

∫ 1

0

dv (1− 2v)2
ln τ − ln (τ − 4v − 4v2)

v
. (E.39)

Mientras que la integración sobre v da origen a dilogaritmos nuevamente

NB =
1

4

[
Li2
(

2

1−
√
1− τ

)
+ Li2

(
2

1 +
√
1− τ

)
+ 4
√
1− τ arctanh

(
1√
1− τ

)
− 4

]
.

(E.40)
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De esta forma, los coeficientes asociados a las estructuras tensoriales es-
tán dados por

A =
g2sgfmf

δab

2π2
NA(τ), (E.41)

B =
g2sgfmf

δab

m2
Hπ

2
NB(τ). (E.42)

Los acoplamientos tipo Yukawa del los quarks con el bosón de Higgs g
f

son proporcionales a la masa del quark5

g
f
=
√
2
m

f

v
, (E.43)

donde v ∼ 246 GeV es el valor de expectación del Higgs en el vacío. De tal
forma, la expresión (E.41) se puede reescribir como

A =
g2sm

2
f
δab

√
2π2v

NA(τ) =
g2sm

2
H δ

ab

4
√
2π2v

τNA(τ). (E.44)

En la literatura, es frecuente definir al coeficiente A de una manera lige-
ramente distinta

Atesis = (p1 · p2)Alit., (E.45)

de tal forma que en la capa de masa se obtendría la siguiente expresión

Alit. =
g2s δ

ab

2
√
2π2v

τNA(τ). (E.46)

5Para ser más precisos, la relación (E.43) es válida para las entradas inferiores de los
dobletes de quarks. Para las entradas superiores hay un signo menos de por medio debido
a que en ese caso los acoplamientos tipo Yukawa son negativos g

f
< 0.
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(a) Contribución del quark top.
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(b) Contribución del quark bottom.

Figura E.3: Comportamiento de la combinación τNA(τ) que se muestra en
la expresión (E.44) como función de la masa del bosón de Higgs mH para el
quark bottom, mb = 4.18 GeV, y para el quark top mt = 173.1 GeV.
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En la Figura E.3 se muestran las contribuciones de los quarks bottom y
top a la combinación6 τNA(τ) ∝ Alit. en función de la masa del bosón de
Higgs y estas coinciden con el reportado en [100].

E.3.4. Cálculo del coeficiente A en presencia de campo
magnético externo

En la expresión (4.44) para el coeficiente A en presencia de campo magnético

A =
i(1− i)d22− 3d

2 mg2sgf

3π
d
2

(p1 · p2)
∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du (1− 4uv)

×
∫ ∞
0

ds

(
1

s

) d
2
−1

e−is(m
2−2uv(p1·p2))

×
[
− 6− 2i(qB)2s3

(
(u− 1)2u2p21⊥ + (v − 1)2v2p22⊥

− 2uv(2u2 + 3v(u− 1)− 3u+ 2v2 − 1)(p1 · p2)⊥
)

+ (qB)2s2
(
6v2
(
d+ 2s2(u− 1)2u2(p1F̂ p2)

2 − 1
)
+ 6du2

+ 6(d− 1)(u− 1)v − 6du+ d− 6u2 + 6u+ 1

+ 12s2u2v3 (v + 2(u− 1)) (p1F̂ p2)
2

)]
,

es posible identificar las siguientes potencias de la variable s

s2−
d
2 , s3−

d
2 , s4−

d
2 , s5−

d
2 y s6−

d
2 .

Nótese que ninguno de estos términos presenta una divergencia al tomar el
límite d −→ 4.

6Nótese que dicha combinación es adimensional.
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Es posible realizar las integrales sobre s a partir de los resultados (E.21)-
(E.23), de tal forma que en la capa de masa y tomando d = 4 se obtiene lo
siguiente

A =
g2sgfmf

π2

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du
1− 4uv

τ − 4uv

+
256(qB)2g2g

f
m

f

3π2

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du
1− 4uv

(τ − 4uv)5

×
[

τ 2

16m4
H

(
18(u2 + u(v − 1) + v2)− 18v + 5

)
− 3(τ − 4uv)

2m6
H

(
(u− 1)2u2p21⊥ + (v − 1)2v2p22⊥

− 2uv
(
2u2 + 3(u− 1)v − 3u+ 2v2 + 1

)
(p1 · p2)⊥

)
− τ − 2uv

2m4
H

uv
(
18
(
u2 + u(v − 1) + v2

)
− 18v + 5

)
− 144

m8
H

(u+ v − 1)2(p1F̂ p2)
2

]
.

(E.47)

Nótese que al evaluar (E.47) en qB = 0 se obtiene trivialmente la expresión
para el coeficiente A en el vacío (3.50) salvo por el factor δab

2
que se ha retirado

en este caso.
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Llevando a cabo el procedimiento que se mostró previamente para este
tipo de integrales, el resultado final está dado por

A =
2
√
2g2s

9m12
H τ

2vπ2

[
9m6

Hτ
3

32

(
Li2
(

2

1−
√
1− τ

)
+ Li2

(
2

1 +
√
1− τ

))
×
(
(τ − 1)m8

H + 24(qB)2
(
m4

H − 2m2
H(p1 · p2)⊥

− 16(p1F̂ p2)
2
))

+
3(qB)2

16

τm6
H

(τ − 1)3/2
arctan

(
1√
τ − 1

)
×
(
m2

Hτ
2(5τ − 8)

(
p21⊥ + p22⊥

)
− 2m4

H(τ − 1)(τ + 2)(9τ − 10)

+m2
H((6τ

2(7τ − 8)− 32τ) + 32)(p1 · p2)⊥

+ 2(τ − 1)12(τ(8− 9τ) + 8)(p1F̂ p2)
2

)
+
m6

H

16

(
9m8

Hτ
3 + 6(qB)2m4

Hτ(45τ + 26)

− 72(qB)2τ(57τ + 14)(p1F̂ p2)
2

)
+

(qB)2

16(τ − 1)
m8

H (τ(τ(14− 15τ) + 8)− 16)
(
p21⊥ + p22⊥

)
+

(qB)2

16(τ − 1)
m8

H6τ(τ(58− 93τ) + 32)(p1 · p2)⊥
]
.

(E.48)

donde v es el valor de expectación del bosón de Higgs en el vacío. Nuevamente,
al evaluar en qB = 0 se obtiene el caso del vacío dado por la expresión (E.44).



E.4. DIVERGENCIAS CON CAMPO MAGNÉTICO 169

Debido a que los momentos transversos de los gluones tiene dos com-
ponentes, estos están contenidos en un plano. De tal forma que es posible
parametrizar ciertas combinaciones de los momentos transversos con el án-
gulo que se subtiende entre ellos

(p1 · p2)⊥ = |p1⊥||p2⊥ | cosΘ = p1⊥p2⊥ cosΘ,

p1F̂ p2 = p1⊥ × p2⊥ = p1⊥p2⊥ sinΘ.
(E.49)

E.4. Divergencias en presencia de un campo
magnético externo

Recuérdese la expresión (3.43) para el vértice efectivo en el caso del vacío

iΓµν(p1, p2) =−
4g2sgfmδabe−

iπ
4
d

(4π)d/2

∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du

∫ ∞
0

ds

s
d
2
−2

e−i∆
2s

×
[
i

s

(
2− d

2

)
gµν + gµν

(
m2 − p1 · p2 − (up2 − vp1)2

)
+ (2v − 1) pµ1 (2vp

ν
1 + (1− 2u) pν2)

+ pµ2 ((1− 4uv) pν1 + 2u (2u− 1) pν2)

]
,

donde ∆2 ≡ m2−uv(p1+p2)2− (1−u−v)(vp21−up22). Como ya se mencionó
anteriormente, los coeficientes correspondientes a gµν y a pν1p

µ
2 coinciden una

vez que se lleva a cabo la integración sobre la variable s.
Otro punto importante es que, mientras que el coeficiente asociado a la

estructura pν1p
µ
2 no presenta problemas a la hora de la integración, una parte

del coeficiente asociado a la métrica gµν sí presenta una aparente singularidad.
Esta es una divergencia logarítmica y se puede lidiar con ella debido a que
las integrales Gaussianas sobre los momentos de lazo se realizaron en una
dimensión arbitraria d. El punto importante es que las posibles divergencias
están asociadas al coeficiente que acompaña a la métrica.
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En el caso de campo magnético se llevó a cabo una manipulación simple
(4.41)

T̃ µν(p1, p2, p1⊥ , p2⊥) =−K(2)(p1 · p2)
[
gµν − pν1p

µ
2

p1 · p2

]
+
[
K(38) +K(2)(p1 · p2)

]
gµν + todo lo demás,

para poder identificar al coeficiente A. Debido a que se escogió usar el coefi-
ciente K(2), inicialmente asociado a la estructura tensorial pν1p

µ
2 , no se pre-

sentan estas divergencias aparentes al llevar a cabo la integración sobre s.
Las divergencias están asociadas al coeficiente K(38) que corresponde a la
métrica.

A partir de la expresión obtenida mediante el software Mathematica 12.0
para la traza sobre espines ya integrada, es posible identificar las términos
que podrían presentar una posible divergencia. Éstos cargan un factor 1

s
glo-

bal y están dados por

T̃ µν
div. =

4im

s
gµν⊥

[
2i qB cos4(s3) tan

2(s1)

h1
+
qB cos4(s2) (1− i tan2(s2))

h2

+
qB cos4(s3) (1− i tan2(s3))

h3

+ cos2(s1) cos
2(s2) cos

2(s3)

(
− d⊥ tan(s2) tan(s3)

+ tan(s1)(tan(s2) + tan(s3))(d− 2d⊥)− 2

)]
+
m

s
gµν
[
2d⊥qB

(
cos4(s1) (tan

2(s1) + i)

h1
− cos4(s2) (tan

2(s2) + i)

h2

− cos4(s3) (tan
2(s3) + i)

h3

)
− i cos2(s1) cos2(s2) cos2(s3)(−d⊥ + d− 4)

× (d⊥ (tan(s2) tan(s3) + tan(s1)(tan(s2) + tan(s3))) + 2)

]
,

(E.50)
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donde d⊥ = d− 2 y

hi =
cos2(si)

s
(tan(s1) + tan(s2) + tan(s3)− tan(s1) tan(s2) tan(s3)) .

(E.51)

Nótese que estos términos están asociados tanto a la métrica gµν como a su
componte transversa gµν⊥ .

La parte aparentemente divergente del vértice efectivo en presencia de
campo magnético está dada por

iΓµν
qB,div.

=− ig2sgf tr
[
tatb
]( 4π

qB

)d−2

×
∫ ∞
0

ds1ds2ds3
cos(qBs1) cos(qBs2) cos(qBs3)

T̃ µν
div.
(
G(A) +G(B)

)
.

(E.52)

Llevando a cabo el límite de campo débil para momentos transversos ba-
jos se llega a la expresión

iΓµν
qB,div.

=− ig2sgf tr
[
tatb
] ∫ 1

0

dv

∫ 1−v

0

du

∫ ∞
0

ds e−is(m
2−2uv(p1·p2))

×
[
W µν

1

s
d
2
−1

+ (qB)2
(
W µν

2

s
d
2
−2

+
W µν

3

s
d
2
−3

+
W µν

4

s
d
2
−4

+
W µν

5

s
d
2
−5

)]
,

(E.53)

donde W µν
i = W µν

i (p1, p2, p1⊥ , p2⊥). En el Apéndice E.3.1 se muestra que
la única integral sobre s que presenta una singularidad corresponde a s1− d

2 ,
entonces, el único término que pudiera llegar a ser divergente es el que está
asociado con W µν

1

W µν
1 = −22−

d
2
(1− i)dm
(4π)d/2

(d− 4) gµν , (E.54)

que efectivamente corresponde al término divergente del caso del vacío que
aparece en la expresión (3.43). Es decir, las divergencias son exactamente las
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mismas que en caso de vacío y, por ende, se trabajan con el mismo procedi-
miento.

La forma explícita de los demás términos W µν
i no se escribe explícitamen-

te debido a que es larga y no son relevantes para el análisis de las divergen-
cias. Sin embargo, es importante a destacar es que todos estos términos van
multiplicados por (qB)2, así que se anulan al tomar qB = 0.

Con este análisis se muestra que el campo magnético no tiene asociadas
nuevas divergencias y, por ello, la metodología para trabajar con las singula-
ridades es la misma que se tiene en el vacío.



Apéndice F

Sobre la fase de Schwinger

En este apéndice se presentan explícitamente los cálculos donde la fase de
Schwinger juega un rol importante, así como las discusiones pertinentes a
todos los detalles que surgen en estos procedimientos.

F.1. Fase de Schwinger

En la expresión (4.2) se muestra la forma explícita de la fase de Schwinger

Ωq(x
′, x′′) = exp

(
−iq

∫ x′

x′′
Aµ(x)dx

µ

)
. (F.1)

Ésta indica que una partícula cargada, en presencia de un potencial electro-
magnético Aµ(x) adquiere una fase al moverse de un punto a otro.

A partir de la definición del tensor electromagnético

F µν(x) ≡ ∂µAν(x)− ∂νAµ(x), (F.2)

se puede escribir la forma que adquiere el cuadripotencial Aµ(x) que genera
un campo magnético homogéneo en la dirección z en una norma completa-
mente arbitraria

173
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Aµ(x) =
1

2
xνF

νµ + ∂µχ(x), (F.3)

donde χ(x) es una función arbitraria de clase C2. Se ha removido la depen-
dencia espacio-temporal del tensor electromagnético F µν debido a que es
constante en la configuración que se ha considerado y está dado por (4.11).

Para obtener la fase que adquiere una partícula cargada que se mueve
entre dos puntos arbitrarios en presencia de este cuadripotencial se requiere
hacer la siguiente integral

∫ x

y

Aµ(τ)dτ
µ.

El segundo término de la ecuación (F.3) se integra de forma trivial debido a
que se está integrando una derivada total, entonces el resultado es la función
evaluada en los extremos. Por otra parte, para integrar el primer término se
tiene que eligir una trayectoria para que se realice la integral de línea, de
acuerdo a Schwinger esta es una línea recta [81]. Realizando la parametriza-
ción

τµ = yµ − (x− y)µt, (F.4)

con t ∈ [0, 1]. Se puede mostrar de forma simple que

1

2

∫ x

y

xνF
νµdτµ = −1

2
xµF

µνyν ,

de tal forma que la fase total adquirida está dada por

Ωq(x, y) = ei
qB
2
xµF̂µνyνe−iq(χ(x)−χ(y)), (F.5)

donde F̂ µν es el tensor electromagnético unitario definido por (4.13). Escri-
biendo de forma explícita las componentes no nulas del tensor electromagné-
tico dado por (4.11)
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F 21 = B y F 12 = −B. (F.6)

La forma explícita de la fase está dada por

Ωq(x, y) = ei
qB
2

(
x1y2−x2y1

)
e−iq(χ(x)−χ(y)). (F.7)

Nótese que el resultado anterior no es invariante de norma, tiene una depen-
dencia explícita de ella. Además, se puede observar que cumple la siguiente
propiedad

Ωq(x, y) = −Ωq(y, x) = −Ω−q(x, y). (F.8)

A partir de la Ec. (F.5) se puede encontrar la forma del producto de las
fases que aparecen en las ecuaciones (4.7) y (4.8)

Ωq(x, y)Ωq(y, z)Ωq(z, x) =e
i qB

2
xµF̂µνyνei

qB
2
yµF̂µνzνei

qB
2
zµF̂µνxν

× e−iq(χ(x)−χ(y))e−iq(χ(y)−χ(z))e−iq(χ(z)−χ(x))

=ei
qB
2
F̂µν(xµyν+yµzν+zµxν)

=ei
qB
2

(
−x2y1+x1y2−y2z1+y1z2−z2x1+z1x2

)
,

(F.9)

y análogamente

Ωq(y, x)Ωq(z, y)Ωq(x, z) =e
i qB

2
F̂µν(xνyµ+yνzµ+zνxµ)

=e−i
qB
2
F̂µν(xµyν+yµzν+zµxν)

=e−i
qB
2

(
−x2y1+x1y2−y2z1+y1z2−z2x1+z1x2

)
.

(F.10)

Nótese que estos resultados sí son invariantes norma. Se puede mostrar que,
para un lazo cerrado con un número arbitrario de propagadores donde todos
cargan su respectiva fase, el resultado total es invariante de norma [83].

Otro punto importante es que los diagramas A y B tienen asociadas fases
contrarias, esto causa términos de interferencia en la sección eficaz que en el
caso del vacío no estaban presentes (debido a que la contribución de ambos
diagramas era exactamente la misma).
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F.2. Integración en el espacio de configura-
ciones

En la expresión (4.18) para el vértice efectivo del diagrama A, se tienen que
llevar a cabo las integrales sobre la parte perpendicular del espacio de confi-
guraciones

iΓµν
qB (A)

(p1, p2, p3) =− ig2fgHtr
[
tatb
]
(2π)6

∫
d4a

(2π)4
d4b

(2π)4
d4c

(2π)4

× δ(2) (p1 + a− c)‖ δ
(2) (p2 + b− a)‖ δ

(2) (p3 − c+ b)‖

×
∫
d2x⊥ d

2y⊥ d
2z⊥ e

−i qB
2
ξe−i(p1+a−c)⊥·x⊥e−i(p2+b−a)⊥·y⊥

× e−i(−p3+c−b)⊥·z⊥Tr
[
γµS

qB

f (a)γνS
qB

f (b)S
qB

f (c)
]
.

(F.11)

Este es el procedimiento que se llevará a cabo en la presente sección.
Por comodidad se definen las siguientes variables

u = p1 + a− c,
v = p2 + b− a, (F.12)
w = −p3 + c− b,

donde éstas cumplen que u + v + w = p1 + p2 − p3. En términos de estas
nuevas variables, la integral a calcular se escribe como

Λ(A) =

∫
d2x⊥ d

2y⊥ d
2z⊥ e

−iu⊥·x⊥e−iv⊥·y⊥e−iw⊥·z⊥

× ei
qB
2

(
−x2y1+x1y2−y2z1+y1z2−z2x1+z1x2

)
.

(F.13)

Primero se llevan a cabo las integrales sobre x, por ello es útil manipular las
exponenciales para obtener representaciones de la delta de Dirac de la forma
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(3.15)

Λ(A) =

∫
d2y⊥ d

2z⊥ e
−iv⊥·y⊥e−iw⊥·z⊥ei

qB
2
(y2z1−y1z2)

×
∫
d2x⊥ e

−i
(
x1u1+x2u2

)
ei

qB
2
(x2y1−x1y2+z2x1−z1x2)

=

∫
d2y⊥ d

2z⊥ e
−iv⊥·y⊥e−iw⊥·z⊥ei

qB
2
(y2z1−y1z2)

×
∫
d2x⊥ e

−ix1

(
u1+ qB

2
(−y2+z2)

)
e
−ix2

(
u2+ qB

2
(y1−z2)

)

=

∫
d2y⊥ d

2z⊥ e
−iv⊥·y⊥e−iw⊥·z⊥ei

qB
2
(y2z1−y1z2)

× (2π)2
(
qB

2

)2

δ

(
2

qB
u1 − y2 + z2

)
δ

(
2

qB
u2 + y1 − z2

)
,

(F.14)

donde se ha usado la propiedad [99]

δ(g(x)) =
∑
j

δ(x− aj)∣∣ dg
dx
(aj)

∣∣ . (F.15)

Las deltas de Dirac resultantes tienes dos raíces distintas

δ

(
2

qB
u1 − y2 + z2

)
−→


y2 =

2

qB
u1 + z2,

z2 = −
2

qB
u1 + y2.

(F.16)

δ

(
2

qB
u2 + y1 − z1

)
−→


y1 = −

2

qB
u2 + z1,

z1 =
2

qB
u2 + y1.

(F.17)

Ahora se realizará la integración sobre las componentes perpendiculares
de la variable y, esto es trivial ya que sólo hay que evaluar la expresión (F.14)
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en las raíces correspondientes de (F.16) y (F.17). De esta forma, se obtiene

Λ(A) =

(
4π

qB

)2 ∫
d2z⊥ e

−iw⊥·z⊥e
−i

(
− 2

qB
u2+z1

)(
v1− qB

2
z2

)
e
−i

(
2
qB

u1+z2
)(

v2+ qB
2
z1

)

=

(
4π

qB

)2

e−i
2
qB

(
u1v2−u2v1

) ∫
d2z⊥ e

−i(u+v+w)⊥·z⊥

=

(
4π

qB

)2

e−i
2
qB

(u1v2−u2v1)(2π)2δ(2) (u+ v + w)⊥

=

(
4π

qB

)2

ei
2
qB

uµF̂µνvν (2π)2δ(2) (p1 + p2 − p3)⊥ .

(F.18)

Nótese que aparece una delta de Dirac asociada a la conservación de momento
global1 en lugar de las deltas de conservación de momento en cada uno de
los vértices que surgían en el caso del vacío o con las componentes paralelas
(4.18).

Existen diferentes órdenes de integración posibles. Por ejemplo, es posible
realizar las integrales en las componentes perpendiculares de z en la expre-
sión (F.14). Tomando las raíces en z⊥ de (F.16) y (F.17) se llega a la expresión

Λ(A) =

(
4π

qB

)2 ∫
d2y⊥ e

−iv⊥·y⊥e
−i

(
2
qB

u2+y1
)(

w1+ qB
2
y2

)
e
−i

(
− 2

qB
u1+y2

)(
w2− qB

2
y1

)

=

(
4π

qB

)2

e−i
2
qB

(
u2w1−u1w2

) ∫
d2y⊥ e

−i(u+v+w)⊥·y⊥

=

(
4π

qB

)2

ei
2
qB

wµF̂µνuν (2π)2δ(2) (p1 + p2 − p3)⊥ .

(F.19)

Las expresiones(F.18) y (F.19) no coinciden, esto indica que el resultado
obtenido depende del orden de integración.

1Del diagrama completo.
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Al realizar todas las permutaciones posibles en el orden de integración se
obtienen solamente tres resultados diferentes para la fase

Θxyz = i
2

qB
uµF̂

µνvν = i
2

qB
(p1 + a− c)µF̂ µν(p2 + b− a)ν , (F.20)

Θzxy = i
2

qB
wµF̂

µνuν = i
2

qB
(−p3 + c− b)µF̂ µν(p1 + a− c)ν , (F.21)

Θyzx = i
2

qB
vµF̂

µνwν = i
2

qB
(p2 + b− a)µF̂ µν(−p3 + c− b)ν . (F.22)

Nótese que los momentos contraídos con el primer índice del tensor elec-
tromagnético unitario corresponden al vértice de la variable sobre la que se
realizó la primera integral mientras que los momentos asociados al vértice de
la segunda variable de integración aparecen contraídos con el segundo índice.

Que el resultado dependa del orden de integración puede acarrear mu-
chas dudas, ¿el resultado será correcto?¿Cuál de estas tres fases es la que se
debe de usar? Esto se aclara en el Apéndice D.3.3 dando el siguiente resultado

Λ(A) =

(
4π

qB

)2

(2π)2δ(2) (p1 + p2 − p3)⊥ e
i 2
qB

(p1+a−c)µF̂µν(p2+b−a)ν . (F.23)

De forma análoga, se puede mostrar que para el diagrama B los resultados
(F.20)-(F.22) cambian por un signo global y, con ello, las fases correspondien-
tes a cada diagrama siguen siendo contrarias. El resultado correspondiente
para el diagrama B está dado por

Λ(B) =

(
4π

qB

)2

(2π)2δ(2) (p1 + p2 − p3)⊥ e
−i 2

qB
(p1+a−c)µF̂µν(p2+b−a)ν . (F.24)

Una última observación respecto a la notación: el tensor electromagnético sólo
es no nulo al contraerse con componentes perpendiculares de los momentos,
entonces se podría agregar el subíndice “⊥” en la fase de las expresiones
(F.23) y (F.24) pero esto no se hace para facilitar la lectura.
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