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6 INDICE GENERAL
Introduccion

En esta tesis se desarrollan principalmente los temas de la Descompo-
sicion Primaria de Ideales y Mdédulos sobre un anillo conmutativo. La des-
composicion primaria para ideales es la generalizaciéon del hecho conocido
de que un numero entero se descompone como producto de potencias de
numeros primos. En anillos neterianos conmutativos cada ideal tiene una
descomposicién primaria. Es también importante mencionar que el concepto
de descomposicién primaria también se extiende a la descomposicién prima-
ria de un modulo sobre un anillo conmutativo. Para médulos sobre un anillo
conmutativo se define lo que es un submédulo primario y en este contexto
se obtienen los resultados equivalentes a los obtenidos cuando se trabaja
con ideales del anillo.

Es también de gran importancia mencionar que la descomposicién pri-
maria va mas alld de los anillos conmutativos. En [4] los autores definen la
descomposicién terciaria de un médulo que en el caso neteriano conmutativo
coincide con la descomposicién primaria. Ademds en [6] se menciona que la
descompocicion terciaria es una razonable generalizacion de la descomposi-
cién primaria la cual fue probada por [6]. Adicionalmente en [6] se aborda
una descomposicion primaria para anillos no conmutativos, sin embargo los
resultados que se obtienen no son tan satisfactorios como los que se obtienen
de la descomposicién terciaria. También en [2] se da otra descomposicién
primaria en términos de C'-modulos.

En el capitulo 1 damos los preliminares, y hablamos del concepto ideal
primo que en la teoria de anillos es una generalizacion importante del con-
cepto de nimero primo. En ese mismo capitulo trataremos temas como el
radical de un ideal. Mostraremos que el radical de un ideal I es la interseccon
de los ideales primos que contienen a I. Damos también la definicién de con-
traccion y extension de ideales a través de morfismos de anillos. Por iltimo
en este mismo capitulo se introduce el tema de anillos de fracciones que son
una generalizacién del campo de fracciones para el dlgebra conmutativa.

En el capitulo 2 se desarrollaré el tema de descomposicién primaria de
ideales que es uno de los temas principales de esta tesis. Llegaremos final-
mente a los dos teoremas de unicidad.

En el capitulo 3 se utilizard la descomposiciéon primaria de ideales y se la
aplicamos a una clase importante de anillos dentro de la teoria del algebra
conmutativa, los anillos neterianos conmutativos. Daremos la descomposi-
cion primaria de los ideales de un anillo neteriano conmutativo.
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En el capitulo 4 se extiende el concepto de descomposicion primaria
de ideales a descomposicion primaria de submddulos, donde desarrollamos
completamente la teoria correspondiente a la descomposicién primaria de
submoédulos de un moédulo dado. Obtenemos también los teoremas de uni-
cidad correspondientes al contexto de submédulos.

Finalmente, en el capitulo 5 hablaremos de la descomposicion terciaria de
modulos. En este capitulo el anillo no es un anillo neteriano conmutativo. Se
hace notar que esta descomposicién generaliza la descomposiciéon primaria
en anillos neterianos conmutativos, vista en el capitulo 3.
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Capitulo 1

Preliminares

En el capitulo 1 daremos los preliminares, se desarrollaran conceptos im-
portantes para los temas de descomposicion primaria de ideales y modulos.

1.1. Ideales Primos

El concepto de ideal primo es una generalizacién importante del concep-
to de ntimero primo.

Definicion 1.1.1. Si A es un anillo conmutativo, un ideal P # A es
ideal primo si siempre que xy € P=x € P oy € P.

Ejemplos 1.1.2.

1) Si A = Z, entonces los ideales primos son de la forma pZ donde p es
un numero entero primo. Note también que el ideal cero es primo.

2) Si A = Zg los enteros modulo 6. El ideal P = 2Zg es un ideal primo
de A. En efecto si a,b € A tal que ab € 2Zg, entonces ab = 0 mod(6) o
ab = 2 mod(6) o ab = 4 mod(6), en cualquier caso 2 divide a ab, por lo
tanto a € 2Zg 0 b € 2Zs.

Proposicion 1.1.3. Sea A un anillo conmutativo y QQ # A, entonces Q)
es ideal primo si y solo st A/Q es dominio entero.

Demostracién = |Sean z + @, y + @ elementos de A/Q tales que
(z+Q)(y+Q) = 0+Q, entonces zy+ Q) = 0+ Q. Por lo tanto zy € (). Como
@ es ideal primo, entonces x € Q) o y € (). Asi tenemos que x +Q =0+ Q)
oy+Q=0+Q. Por lo tanto A/Q es dominio entero.
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< | Ahora supongamos que A/Q es dominio entero. Sean z,y € A tal
que zy € @ entonces 0 +Q = zy+ Q = (x + Q)(y + Q). Como A/Q es
dominio entero, entonces z + ¢ = 0+ Q o y+ Q = 0+ (. Por lo tanto
x € Q oy € Q. Asi tenemos que () es ideal primo.

Definicion 1.1.4. Sea A un anillo conmutativo, un ideal M # A es
mdzimo si no existe ideal I de A tal que M G I & A.

Proposiciéon 1.1.5. Si A es un anillo conmutativo y M es un ideal
mdximo, entonces M es un ideal primo.

Demostracion. Sean a,b € A tal que ab € M. Si a € M entonces
Aa+ M = A, asi existe r € Ay m € M tal que ra +m = 1. Ahora multi-
plicando por b tenemos que rab+ mb = b pero ab € M entonces rab € M y
como m € M entonces mb € M por lo tantobe M. B

Note que el inverso de esta proposicion es falso, por ejemplo en Z el ideal
cero es primo, pero el ideal cero no es maximo.

Teorema 1.1.6. Todo anillo conmutativo con 1 tiene al menos un ideal
marimo.

Demostracion. La demostracion se realizara aplicando el lemma de

Zorn. Sea Y el conjunto de todos los ideales distintos de A, donde ¥ es un
conjunto parcialmente ordenado por la inclusién y ¥ # () ya que 0 € X. Para
aplicar el lemma de Zorn tenemos que probar que toda cadena ascendente
en Y esta acotada superiormente en X.
Sea {I,} una cadena de ideales en X3, tal que para cualquier par de indices
o, B tenemos que I, C Iz o I, D Ig. Sea J =, I, donde J es un ideal y
ademas 1 no pertenece a J ya que 1 no pertenece a cada I, para toda .
Por lo tanto J € X, y J es una cota superior de la cadena. Por lo tanto por
el lemma de Zorn ¥ tiene un elemento maximo. W

Corolario 1.1.7. §i [ # A es un ideal en un anillo A, entonces existe
un ideal mdzrimo de A que contiene a I.

Demostraciéon. Sea II el conjunto de todos los ideales de A que con-
tienen a I, IT # 0 ya que el anillo A pertenece a este conjunto. IT es un
conjunto parcialmente ordenado por la inclusion, entonces para aplicar el
lemma de Zorn tenemos que probar que toda cadena ascendente en II estd
acotada superiormente en II.
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Sea {I,} una cadena de ideales en II, es decir que para cualquier par de
indices o, 3, I, € Ig 0 I, D Iz. Sea M = |, I, donde M es un ideal y
ademas 1 no pertenece a M ya que 1 no pertenece a cada I,. Como M
pertenece a Il y ademas M es cota superior de la cadena, entonces por el
lemma de Zorn II tiene un elemento maximo. M

Corolario 1.1.8. Si A es anillo conmutativo con 1, entonces toda no
unidad en A estd contenida en un ideal maximo.

Demostracion. Sea a € A no unidad. Consideremos Aa el ideal genera-
do por a, entonces Aa # A, asi por el corolario anterior tenemos que existe
un ideal maximo M en A, tal que Aa C M. Por lo tanto a € M. R

Proposicion 1.1.9. Sea A un anillo conmutativo con 1, sean Iy, I, ..., I,
ideales de A. Si P es un ideal primo de A tal que ﬂ?zl I; € P. Entonces
I; € P para algin j. Si ademds ﬂ?zl I; = P entonces I; = P.

Demostracién. Supongamos que I; ¢ P para toda j, entonces para ca-
da j, existe x; € I; tal que z; € P. Ya que P es primo, entonces H?:l x; & P.
Por otra parte sabemos que I115...I,, C Iy NI, N...N I, y como H?Zl T; €
I 1,...1,, entonces () 1; Q P lo cual es una contradiccién. Finalmente, si
P =1, entonces P C I; para todo j. Asi tenemos que P = [; para algin
j.

1.2. Radical

En teoria de anillos el concepto de radical nos muestra ciertas propieda-
des de los ideales parte importante para la descomposicién primaria.

Proposicion 1.2.1. Si [ es un ideal en un anillo A, entonces el con-
gunto r(I) ={x € A:a™ € I para algin entero n > 0} es un ideal.

Demostracién. Si z € r([), entonces 2" € I para cierto n > 0. Es claro
que ax € r(I) Ya € A, ya que (ax)"” = a"a™ e I un ideal. Sean z,y € r(I),
luego 2™ € I, y"™ € I. Por el teorema binomial (que es valido ya que A es
conmutativo), (z+y)"**! es suma de enteros multiplicados por productos
2"y, donde r + s = m + n + 1; esto implica que r > m o s > n, entonces
cada uno de estos productos estd en I. Por lo tanto (z + y)™ ™ € I. Asi
obtenemos que z +y € r([), entonces (/) es un ideal. B
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Definicién 1.2.2. Sea I un ideal en un anillo A. El radical (o nilradical)
de I es el ideal r(I) = {x € A: 2" € I para algin entero n > 0}.

Proposicion 1.2.3. Si I es un ideal en un anillo A, el radical de I es
la interseccion de todos los ideales primos que contienen a 1.

Demostracién. Sea H = (J[{P C A | P es ideal primo e I C P} la
interseccién de todos los ideales primos P que contienen a I. Si x € r(I) y
P es un ideal primo tal que I C P, entonces 2™ € I C P para algin n > 0,
por lo tanto x € P, entonces x € H. Asi r(I) C H.

Reciprocamente, supongamos que x € H y que = ¢ r(I). Sea A el con-

junto de los ideales J con la propiedad de que I C J y 2™ € J para todo
n > 0 con n nimero natural. A es no vacio porque r(I) € A. Como A es
un conjunto parcialmente ordenado por inclusion, se puede aplicar el Lema
de Zorn. Por lo tanto A tiene un elemento méximo. Sea P’ un elemento
maximo de A. Probaremos que P’ es primo.
Sean y, z € P’, entonces los ideales < y > +P’', < z > +P’ contienen pro-
piamente a P’, entonces no pertenecen a A. Por lo tanto 2™ €< y > +P’,
2" €< z > +P’ para ciertos m,n > 0. Entonces 2" €< yz > +P’. Asi
el ideal < yz > +P" ¢ A y por lo tanto yz ¢ P’. De aqui obtenemos que
P’ es primo. Entonces tenemos un ideal primo P’ tal que = ¢ P’, por lo
tanto z € H, esto es una contradiccién. Asi probamos que V & r(I) implica
x ¢ H. Porlo tanto H Cr(I), asi H=r(I). B

Proposicion 1.2.4. Si I, 1, I, ..., I, son ideales en un anillo A, enton-
ces:

i) 1Cr(l) = r(r(D)

it) r(hil.. 1n) = (M 1) = Ny r(Z)

i) r()=Aal=A

i) r(ly + L) =r(r(ly) + r(1ly))

v) Si P es un ideal primo, entonces r(P") = P para todo n > 0.

Demostracién. (i) Las inclusiones I C r(I) C r(r(])) son consecuencia
directa de la definicién de radical. Si x € r(r(I)), entonces existe n > 0 tal

que " € r(I) y entonces "™ = (z™)™ € I para algiin m > 0. Por lo tanto,
zer(l)yr(r)) Cr(l).
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ii) Six € (j_, r(I;) entonces existen my, my, ..., m, > 0 tal que 2™ € I

para cada 7 = 1,2,...,n. Si m = my + mg + ... + m,, entonces " =
g™gm2 g™ € I1,..I,, por lo tanto ﬂ?zlr(fj) C r(lils...1,). Como
LI,..I, C ﬂ;”:l I;, entonces tenemos que
7“(]1]2...]”) g T(m;‘l:1 ]J)
Finalmente, si € 7((;_, I;), existe un n > 0 tal que ™ € (\;_, I;, enton-
ces para cada j = 1,2,...,n,2" € I;, asi v € r(I;) para toda j =1,2,...,n .
Por lo tanto = € (j_, r({;). Asf tenemos que ((;_, ;) € (;_, r(I;). Por
lo tanto r((;_, I;) € (=, 7({;) € r(Lils...1,) € r(();-, 1;) lo cual prueba
el resultado.

iii) Sea r(I) = A, entonces para todo x € A, existe un n > 0 tal que
x™ € I, en particular 1 = 1™ € I, por lo tanto I = A. La otra implicacién
es trivial.

iv) De (i) se deduce que I + Iy C r(Iy) 4+ r(I3) y entonces r(I; + I3) C
r(r(I1)4r(l)). Para probar la otra contencién, tomemos x € r(r(I)+r(l3))
entonces existe n > 0 tal que 2" € (r(fy) + r(l2)), luego tenemos que
" = x1 + a9 donde z7 € r(l1) y x2 € r(l3) o sea existen ni,ny > 0,
tales que ™ € I} y 2™ € I, por el teorema binomial, (z")™+72t!l =
(x1 + 22)™ ™21 5 una suma de enteros multiplicados por productos de
xiz5, donde r + s = n; + ny + 1; no podemos tener que r < ny y s < ng asi
que r > nq 0 § > ng, entonces cada uno de estos productos estan en I; o en
I, por lo tanto "™+ ¢ [ + I y x € r(I; + Iy).

v) Sea P un ideal primo, por (i) e (i7) P C r(P) = r(P™). Solo falta
probar que r(P) C P. Sea x € r(P) y sea n el menor entero positivo tal que
2" € P, como P es un ideal primo, entonces x € P o 2"~ ! € P. Como n es
el minimo tal que 2™ € P, entonces 2" ! & P, asi que lo tinico que puede
suceder es que x € P. B

1.3. Ideal Cociente

Definicién 1.3.1. Si I, J son ideales en un anillo A, su ideal cociente
es(I:J)={x € A:xJ C I} el cual es un ideal. En particular (0 : J) es
llamado el anulador de J y se indica como Ann(J).

Observacién: Si J es el ideal principal < x >= Ax, escribiremos (I : x)
en lugar de (I : Az) y Ann(x) en lugar de Ann(Az). Con esta notacién el
conjunto de los divisores de cero en A es D = J,, Ann(x).
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Proposicion 1.3.2. Si I, J, I, I, ..., I, son ideales del anillo A, enton-
ces:

i) IC(I:J)

i) (Mgzi e ) = Nz i 2 ).

Demostracién. i) Si x € I entonces tenemos que x.J C I por ser [ ideal
de A por lo tanto x € (I : J). Asi I C (I : J).

it) Sea x € ((p_, Ix : J) entonces xJ C (,_, I). Asi xJ estd incluido en
cada [ y por tanto = € (I : J) para cada k = 1,2, ...,n. Reciprocamente
si v € (o_,(Ix : J) entonces para cada k tenemos que xJ C ;. Luego

xJ €y I y porestoz € (N, I : J). A

En general, se puede definir el radical 7(E) de cualquier subconjunto £
de A como el conjunto de los x € A tales que " € E para cierto entero
n > 0. Generalmente no es un ideal. En efecto si E' es un subconjunto de A
que no contiene al cero, entonces 0 no pertenece a r(E) y por lo tanto r(E)
no es un ideal.

Proposicién 1.3.3. Sea A un anillo y {E,} una familia de subconjun-
tos de A, entonces r(|J, Ea) = U, 7(Ea)-

Demostracién. Sea z € (|, E,) entonces existe n > 0 tal que 2" €
U, Ea. Por lo tanto existe a tal que 2™ € E,. Asi x € r(E,), por lo tanto

r(Ua Ea) € U, m(Ea).

Ahora si x € |, r(E,) entonces x € r(E,) para alguna «, entonces
existe n > 0 tal que 2" € E,. Asi 2" € |J, Ea, por lo tanto obtenemos que
rzer(, E,). 1

Proposicion 1.3.4. Sea D el conjunto de los divisores de cero de A,
entonces D = r(D) = U, 4 r(Ann(z)).

Demostracién. Ya tenemos que D C r(D), ahora demostraremos que
r(D) € D. Sea x € r(D), si x € D entonces ya terminamos. Si x ¢
D, entonces existe n > 1 minimo tal que " € D. Por lo tanto exis-
te y # 0 tal que 2"y = 0. Como z" ! ¢ D, entonces x" 'y # 0, pe-
ro 0 = 2"y = z(2" 'y). Por lo tanto # € D es una contradiccién. Asf
hemos demostrado que r(D) C D, por lo tanto D = r(D). Ahora sabe-
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mos que D = |, £0 Ann(z), entonces por la Proposicién 8 tenemos que
r(D) = r(U,z0 Ann(z)) = U, 4o r(Ann(z)). B

1.4. Extensién y Contraccion

En &algebra conmutativa la extensiéon y la contracciéon de ideales son
operaciones realizadas a partir de los morfimos de anillos.

Definicién 1.4.1. Sea f : A — B un morfismo de anillos. Si I es un
ideal en A, se define la extension 1¢ de I como el ideal Bf(I) generado por
f(I), en forma mds explicita se puede definir I¢ como el conjunto de todas
las sumas > y; f(x;) donde x; € I,y; € B. Si J es un ideal de B, entonces
F7YJ) es siempre un ideal de A, llamado la contraccién de J y se denota J°.

Note que en general la imagen de un ideal no siempre es un ideal. Por

ejemplo consideramos el morfismo inclusion de los enteros Z en los raciona-
les Q; f:Z — Q. Tenemos que f(2Z) = 2Z no es un ideal de Q.

Proposicién 1.4.2. Sea f : A — B un morfismo de anillos y J C B un
ideal primo, entonces la contraccion J¢ es ideal primo en A.

Demostracién. Sean z,y € A tal que xy € J¢. Por lo tanto f(zy) € J,
como f es morfismo de anillos, entonces f(xy) = f(z)f(y), y como J es
ideal primo y f(z)f(y) € J, entonces f(x) € J o f(y) € J. Asi obtenemos
que x € J° oy € J° Por lo tanto J¢ es ideal primo de A. B

Proposicion 1.4.3. Sea f : A — B un morfismo de anillos y sean [
ideal de A, y Ji, Jo, J ideales en B, entonces:

i) IC I, JeC g
i) Je = Jeee, [¢ = [ece
iti) (Jy N Jo)¢ = JE N JS.
Demostracién. i) Sabemos que I = Bf(I) y como f(I) C Bf(I),
entonces f(I) C Bf(I) = I¢, por lo tanto f~'(f(I)) C f~'(I¢). Ademés es
1

claro que I C f~1(f(I)). Asi hemos probado que I C f~1(I¢) = I*.

Ahora probaremos que J* C J. Tenemos que J¢ = f~1(.J), por lo tanto
Je¢ = (f~1(J))¢ = Bf(f~1(J)). Por otra parte es claro que f(f~(J)) C J,
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por lo tanto Bf(f~'(J)) € BJ = J. Asf hemos demostrado que J* C J.
ii) Por el inciso (i) tenemos que J° C .J, por lo tanto f~1(J%) C f~1(J).
Como f~1(J) = Jecy f~1(J) = J¢ entonces J°¢ C J¢ Ya que J¢ C A,

entonces por (i) tenemos que J¢ C (J)* = J*°. Por lo tanto tenemos que
Jeee C Je C Jeec. Asi obtenemos que J¢ = J°.

Ahora demostraremos que 1¢ = [°*“. Por inciso (i) tenemos que I C ¢,
por lo tanto f(I) C f(I¢), de donde obtenemos que Bf(I) C Bf(1°). Por
lo tanto ¢ C I°*. Por otra parte tenemos que [ C B y por inciso (i)
tenemos que (/€)% C I¢, es decir 1°° C I¢, por lo tanto [¢ C ¢ C [, asi

obtenemos que [¢ = ¢,

iii) Sabemos que f~'(J; N Jy) = f~1(J;) N f~1(Jz). Por lo tanto (J; N
D) = Jen Je. M

1.5. Moddulos

En esta subseccion A denota un anillo no necesariamente conmutativo.

Definicién 1.5.1. Un A — médulo izquierdo consiste en un grupo abe-
liano M y una operacion A x M — M denotada (a,x) — ax tal que

1) a(z +y) = ar + ay
2) (a+b)x = ax + bz
3) (ab)z = a(bz)
)1z =z

Si en lugar de (3) se cumple 3') x(ab) = (ax)b se dice que M es un
A — médulo derecho.

Si A es un anillo conmutativo, las condiciones (3) y (3') coinciden y, por
tanto, todo médulo izquierdo es derecho. Si A es un campo, M se llama un
espacio vectorial.

Se denotard con 0 el médulo cuyo grupo es trivial.
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Definicién 1.5.2. Sean M y N dos A—maodulos. Una funcion f: M —
N se llama un A-homomorfismo de M en N si:

1) flz+y) = fl)+ f(v),
2) flax) =af(z),a € A, z,y € M.

La transformacion idéntica de M en M es un A-homomorfismo que se
denotard con 1,;. Al conjunto de todos los A-homomorfismos de M en N
se le denotard Homa(M, N) y éste se vuelve un grupo abeliano si se define
la operacién con la férmula (f + g)(z) = f(x) +g(x), (f,9 € Homa(M,N),
reM).

El cero de este grupo, es decir, la funcién que transforma todo elemento
en 0 se denotard también con 0.

Si A es conmutativo, Homa (M, N) se puede considerar como un A —
médulo izquierdo, definiendo (af)(z) = a(f(z)), (a € A, f € Homa(M, N),
reM).

En el caso no conmutativo af puede no ser un A-homomorfismo.

Definicion 1.5.3. Si f : M — N y g: N — P son A-homomorfismos,
su composicion gf : M — P lo es también.

Note que la composicion determina una aplicacion
Homa(M,N) x Homu(N,P) — Homa(M, P) tal que (f,g) — ¢f la cual
es bilineal, es decir, (g1 + g2)f = g1.f + g2f v 9(fi + f2) = gf1 + gfo

Si, ademas, A es conmutativo, la bilinealidad significa también que vale

glaf) = (ag)f = a(gf), donde a € A.

Si f € Homa(M, N), se escribird también f : M — N. Por otra parte
se tiene que (fg)h = f(gh).
En el caso de que M = N = P esta composicion define una multiplicacién
en Homa(M, M) con la cual este grupo resulta ser un anillo con elemento
unitario 1.

Definicién 1.5.4. Un A—modulo N es un submddulo de un A—mddulo
M si

1) N es un subgrupo de M,
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2) La inclusion de N en M es un A-homomorfismo.

Sif: M — N esun A-homomorfismo de médulos, el nicleo de f deno-
tado por Kerf es el A— submaodulo de M formado por los elementos © € M
tales que f(z) = 0y la imagen de f, denotada I'mf es el A— submddulo de
N que consta de los elementos y € N de la forma y = f(x) con = € M.

El homomorfismo f : M — N se llama monomorfismo (respectivamente
epimorfismo), si f es una funcién inyectiva (respectivamente suprayectiva).
Se dice que f es un isomorfismo si existe un A-homomorfismo g : N — M
tal que gf = 1y, fg = 1n. Evidentemente f es un monomorfismo (respecti-
vamente epimosrfismo) si y sélo si Kerf = 0 (respectivamente Imf = N).
Un homomorfismo es isomorfismo si y sélo si es monomorfismo y epimorfis-
mo.

Definicién 1.5.5 Una sucesion M' — M —9 M" de A-homomorfismos
de modulos se dice que es exacta si Imf = Kerg.

Por ejemplo f : M’ — M es monomorfismo si y sélo si la sucesién
0 — M’ — M es exacta, en donde 0 — M’ es el inico A-homomorfismo
posible de 0 en M’. Anélogamente g : M — M" es un epimorfismo si y sélo
si la sucesiéon M —9 M” — 0 es exacta, siendo M"” — 0 el tnico posible
A-homomorfismo de M” en 0.

Una sucesién M; —f1 My, —P2 .. =/ M, ., de A-homomorfismos de
modulos es exacta si Imf; = Kerfii1, (1 <i<mn).

1.6. Moddulos cociente

La estructura de cociente que se estudia en anillos también es vélida
para modulos.

Definiciéon 1.6.1. Sea M un A — médulo y M' un submdédulo de M.
El mddulo cociente M/M' de M con respecto a M' es el A —médulo cuyos
elementos son las clases de equivalencia de M determinadas por la relacion
x~y sixz—1y €M, conlas operaciones inducidas por las de M.

El A-homomorfismo g : M — M /M’ definido por g(z) =x+ M' = la
clase de equivalencia de x, es llamado proyeccién canodnica.
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Proposicién 1.6.2. Sea 0 — M’ —/ M —9 M" — 0 una sucesion exac-
ta de A-homomorfismos. Entonces, para cada A-homomorfismo h: M — N
tal que hf = 0, existe un A-homomorfismo tnico h : M" — N tal que

hg = h.

Demostracién. Sea y € M”; por ser g suprayectiva existe x € M tal
que y = g(z). Si también y = g(2’) se tiene que g(z) = g(z’) , de donde
g(x —2') = 0y por ser la sucesién exacta x —x’ € Imf. Puesto que hf =0,
h(z — ') = 0, es decir, h(z) = h(z'). Esto demuestra que podemos definir
la funcién h : M" — N con la formula h(y) = h(g(x)) = h(x).

Ahora probaremos que esta funciéon es un A-homomorfismo:

h(yr + 42) = hg(x1) + g(x2)) = h(g(x1 + 22)) = h(xy + z2) = h(z1) +
h(x2) = h(y1) + h(y2);

h(ay) = h(ag(z)) = h(g(ax)) = h(ax) = ah(x) = ah(y).

Unicidad: Sean hy : M"” — N, hy : M" — N dos A-homomorfismos
tales que hig = h, hog = h. Entonces, ya que ¢ es epimorfismo resulta que
hi = hy; en efecto, si y € M”, y = g(z) y se tiene hy(y) = hi(g(z)) =
hy(g(z)) = he(y) con lo cual queda probada la unicidad de 7. B

+ |

1.7. Teoremas de isomorfismos

Los teoremas de isomorfismos son tres resultados importantes que rela-
cionan modulos y moédulo cociente.

Teorema 1.7.1. (Primer teorema de isomorfismo) Consideremos la su-
cesion exacta 0 — M' —* M —9 M/M’, donde i es la inclusion y g la
proyeccion canonica. Si h : M — M" es un epimorfismo con nicleo M’,
entonces existe un isomorfismo f: M/M' — M" tal que fg = h.

Demostracén. Por la Proposicién 1.6.2, existen f : M/M' — M",
fr o M" — M/M’ tales que fg = hy f'h = g, de donde, ff'h = h'y
f'fg = g. Pero como g y h son epimorfismos, se tiene que f'f = lyap y
ffr =1y 1

Note que si (N;);er es una familia de submédulos de A — modulo M, la
interseccién (,c; N; es un submédulo de M. Si S es un subconjunto de M,
el submédulo generado por S es la interseccion de todos los submodulos de
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M que contienen a S. En particular ) ., N; denota el submédulo generado
por la union (J,; IV;. En el caso de dos submédulos, el generado por N UN'
se denota N + N’. En el caso de los elementos de N + N’ son de la forma
r+2' conzxeNya e€N.

Proposiciéon 1.7.2. (Segundo teorema de isomorfismo.) Si N y N’
son submodulos de un A — moédulo M, entonces la composicion de A-
homomorfismos N —5 N+ N’ —9 (N + N')/N' (donde f es la inclusion y
g es la proyeccion candnica) es un epimorfismo con nicleo N N N'. Por lo
tanto N/(NNN') = (N + N')/N".

Demostracién. Sea y € (N + N’)/N’. Por ser g suprayectiva existen
x € Nya € N tales que y = g(z + '), de donde, y = g(x) + g(z').
Pero g(z') = 2’ + N’ = 0. Por lo tanto y = g(x) y como f es la inclusién
entonces y = g(f(z)). Es decir, gf es suprayectiva. Ahora supongamos que
(9f)(xz) =0, paraxz € N. Como (gf)(z) = g(f(z)) = f(z)+ N’ = 0, enton-
ces f(z) € N'. Ya que f es la inclusién entonces x = f(x) € N'. Por lo tanto
x € NNN'. Inversamente, si z € NNN', (¢f)(z) =0, yaque f(x) e N'. R

Ahora consideremos 0 — M’ —/ M —9 M” — 0 una sucesién exacta
de A —médulos. Si N” es un submédulo de M”, g='(N") es un submddulo
de M vy se tiene:

Proposicién 17.3. (Tercer teorema de isomorfismo.)

a) La correspondencia N" — g~ '(N") es un isomorfismo de la reticula

de submddulos de M" en la reticula de submddulos de M que contienen a
M.

b) St N es un submddulo de M que contiene a M’, entonces la compo-
sicion de los epimorfismos candnicos M — M/M' — (M/M")/(N/M') es
un epimorfismo con nicleo N. Por tanto M/N = (M/M")/(N/M').

Note que: a) Significa que la correspondencia es biyectiva y conserva las
inclusiones.

b) Es consecuencia de los teoremas de isomorfismo.
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1.8. Productos y sumas directas

En esta seccién para una familia de A-mddulos vamos a definir el pro-
ducto y la suma directa.

Definicién 1.8.1. Sea {M,}oer una familia de A—médulos izquierdos.
El producto directo [[ M, (o € I) de la familia {M,} es el A — médulo
izquierdo cuyos elementos son las funciones u : I — |JM, (a € I) tales
que u(a) € M, (es decir, los elementos del producto cartesiano) con las
0peraciones:

i) (u+v)(a) =u(a)+v(a),
i) (au)(a) = au(a) (u,v € M, a € A, a € 1).

Para cada « se tiene el A-homomorfismo p, : [[ My — M, es llamado
proyeccién, definido por p,(u) = u(a).

Proposicién 1.8.2. (Propiedad universal del producto directo.) Para ca-
da A—médulo N y cada familia fo : N — M, (a € I) de A-homomorfismos
existe un A-homomorfismo unico f : N — [[ M, tal que pof = fa.

Demostracién. La funcién f : N — [[ M, definida por f(x)(a) =
falz) z € N, a € I es un A-homomorfismo:

) flz+y)a) = falv +y) = falr) + faly) = f(2)(a) + fY)(a) =
(f (@) + f(y))(),

i) flaz)(a) = falax) = afa(r) = a(f(x)(a)) = (af(x))(a).

dAdeméS (Paf)(@) = pa(f(x)) = f(2)(a) = falz), 0 sea, pof = fo para

Ahora probaremos la unicidad de f. Sea g : N — [1M, tal que p,g = fa
entonces, g(z)(a) = pa(g(2)) = falr) = pa(f(x)) = f(z)(@), de donde
g(z) = f(z). W

La propiedad universal del producto directo suele expresarse diciendo
que para definir un homomorfismo en un producto directo basta definir ho-

momorfismos en sus factores.

Proposicion 1.8.3. La propiedad universal caracteriza al producto di-
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recto.

Demostracién. Sea M’ un médulo y pf, : M" — M, homomorfismos ta-
les que para todo médulo N y toda familia de homomorfismos g, : N — M,
existe un homomorfismo g : N — M’ tnico tal que pl,g = g,.

Segun la propiedad universal de IIM,, y las hipdtesis sobre M’ existen
entonces h : M' — IIM, y 1’ : IIM,, — M’ tales que p,h = p., vy pLh = pa,
de donde, pohh' = po = palyr v poR'h = pl, = pl1a. De acuerdo con las
unicidades, hh/ = 1), y h'h = 1 por lo cual M’ y [[ M, son isomorfos. B

Definicién 1.8.4. La suma directa M = @ M, (o € I) de la familia
{M,} es el A — submddulo de [[ M, cuyos elementos son las funciones
u: I — UM, tales que para todo o excepto un nimero finito de ellos
u(a) = 0.

En este caso, para cada « existe un A-homomorfismo i, : M, — @ M,
llamado inclusion dado por in(z)(8) = 0 si f # a, ia(24)(8) = Ta, si
f=qa,(a,fEI x, €M,).

Notese que si el conjunto de indices I es finito, la suma, directa coincide
con el producto directo.

La notacién en estos casos serd My x My X...x M,,, 0 My P Mo P ... P M,,.

Proposicién 1.8.5 (Propiedad universal de la suma directa) Para cada
A — médulo N y cada familia de homomorfismos v, : My, — N (a € I)
existe un homomorfismo v : @ M, — N dnico tal que vi, = fq.

Demostracién. Para f = (f.) € @, c; Mo se define v de la siguiente
manera: v(f) =0si f =0yov(f) = Zjelf vj(f;)si f # 0. Afirmacién v es un
A-homomorfismo. En efecto, sean f = (fa), 9 = (9a) € Poer Ma-Si f =0
0 g = 0, entonces se tiene que v(f+¢g) = v(f)+v(g). Supongamos que f # 0
yg#0yseah = (hy) = f+g.Si h =0, entonces g, = — f, paracada « € |
y entonces se tiene v(h) = 0= 3", v;(f;) + > vi(g;) = v(f) +v(g)-

Si h # 0, entonces v(h) = > e vi(hy) = 2 cr v (fi +95) = e vi(f5) +
> icrvi(g;) = v(f) + v(g). De manera andloga se prueba que para f €
DP.ci Mo, a € Aybe N,v(fa) = v(f)ay v(bf) = bu(f). sea ahora
m € M;, entonces vi;j(m) = v(f), donde f = (f,) con f; =my f, =0 para
a # j. De aqui resulta que v(f) = v;(f;), es decir, vi; = v;, para cada j € I.

Probemos ahora la unicidad del homomorfismo v. Sea v’ un
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A — homomor fismo de @, .; My en M tal que v'i, = v, para cada o € [

v f=(fa) € Poer Ma- Si f =0, entonces v'(f) = v(f). Sl f # 0, entonces
V(f) =2 ser v (i) = 2ser (i) (f5) = Xjervi(f3) = v(f).

La propiedad universal de la suma directa se expresa diciendo que para
definir un homomorfismo desde una suma directa, basta definirla desde cada
uno de los sumandos.

Proposicion 1.8.6. Sea My, ..., M, una familia de submodulos de un
A —médulo M. Entonces se cumplen las condiciones:

1) Mi+ ...+ M,=M,
2) M N (My + oo+ Mgy + My + ... + My,) =0, (1 <k <n),

si y solamente si el homomorfismo de la suma directa M, € ... D M,, —
M que determina las inclusiones M; — M es un isomorfismo.

Demostracién. =) Usando la propiedad universal de la suma directa.

En efecto si llamamos 6; a la composicion del isomorfismo de M; — M;
con la inclusién de M; — M tenemos que existe un tnico homomorfismo
0:P,c; My — M tal que 0((x:)icr) = D _icp 0(x).
Ahora como tenemos que 6(M;) = M; y por hipétesis tenemos que M =
My, ..., M, entonces tenemos que 6 es sobre. Ademas si 0((x;)ics) = 0,
entonces 0;(x;) = 0 para todo i. Por lo tanto como 6; es un isomorfismo
entonces 6 es inyectiva.

< ) Por hipétesis se tiene que My @ ... @ M,, — M es un isomorfismo,
entonces si x € My N (My + ... + My_1 + Myy1 + ... + M,,) podemos escribir
ax =) ,.,;m donde m; = x y m; = 0 para todo 7 # j, pero ademas
=3 c;mi conmi=0ymj € M para todo i # j. Por lo tanto se tiene
que z =mj =mj = 0.
Por ultimo como tenemos que m = @;_; M;, entonces cada m € M se

puede escribir de manera tunica de la forma m = mq, ..., m,. por lo tanto
M=M+..+M, R

Bajo las hipotesis de la proposicién anterior, cada elemento x de M pue-
de escribirse en forma tnica como r = x1 + ... + x,, con 1 € M.

Podemos entonces definir los A-endomorfismos py, : M — M (1 < k < n,
haciendo py(x) = xj. Estos endomorfismos tienen las tres propiedades si-
guientes:
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2) PePk = Pk

Definicion 1.8.7. Se dice que la sucesion exacta de A — modulos 0 —
M =5 M —=9 M" — 0 se escinde si existe un A — homomor fismo
h:M"— M tal que gh = 1.

Por ejemplo, si M = M'@ M" es una suma directa de A — mdédulos,
la sucesién exacta 0 — M’ — M'@ M" —*" M" — 0 (en donde 7' es
la inclusién y p” la proyeccién respectivas) se escinde, ya que la inclusién
i" - M" — M es un A — homomor fismo tal que p”i" = 1. Inversamente,
es valida la

Proposicién 1.8.8. Si 0 — M’ —/ M —9 M" — 0 es una sucesion
exacta que se escinde y h : M" — M es el morfismo tal que gh = 1ym»,
entonces los morfismos h: M" — M, f: M'" — M inducen un isomorfismo

M' @ M" — M dado por (x,y) — f(x)+ h(y).

Demostracién. Sea z € M' y y € M" tal que f(z) + h(y) = 0, en-
tonces se tiene que 0 = gf(z) + gh(y) = y. Por tanto, f(z) = 0, de don-
de x = 0. Sea ahora z € M. Tenemos que z = z — hg(z) + hg(z). Pero
g(z — hg(z)) = g(2) — gh(g(2)) = g(2) — g(z) = 0 y segun la exactitud
z — hg(z) = f(x) para cierta z € M’. Por lo tanto, z = f(x) + h(y) con
y=g(z). W

1.9. Anillos de fracciones

En dlgebra conmutativa es importante el concepto de anillo de fracciones
que es una generalizacion del concepto de campo de fracciones.

Definicion 1.9.1 Sea A un anillo conmutativo con 1. Un subconjunto
multiplicativamente cerrado de A, es un subconjunto S de A tal que 1 € S
y S es cerrado respecto a la multiplicacion: en otras palabras, S es un sub-
semagrupo del semigrupo multiplicativo de A.

Definimos una relaciéon = en A x S como sigue:
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(a,s) = (b,t) < (at — bs)u = 0 para algin u € S.

Proposicion 1.9.2 Si A es un anillo conmutativo con 1 y S es un
conjunto multiplicativamente cerrado de A, entonces la relacion = es de
equivalencia.

Demostracién. (Reflexiva) Hay que probar que (a,s) = (a,s), pero
dado u € S tenemos que (as—as)u = Ou = 0, asi se prueba que es reflexiva.

(Simetria) Es claro que si (a, s) = (b,t) entonces (b,t) = (a, s)

(Transitividad) Para probar que es transitiva, supongamos que (a, s) =
(b,t) y (b,t) = (c,u). Entonces existen v,w € S tales que (at — bs)v =0y
(bu — ct)w = 0. Multiplicando la primera ecuacién por uw y a la segunda
por sv y sumandolas se tiene que (au — cs)tvw = 0. Ya que S es cerrado
respecto a la multiplicacién, se tiene tvw € S, por lo tanto (a,s) = (¢, u).
Asi se tiene una relacién de equivalencia.

Denotamos por a/s a la clase de equivalencia de (a,s), y por S7'A el
conjunto de la clases de equivalencia. Se da una estructura de anillo a S~1A
definiendo una adiciéon y una multiplicacion de estas fracciones de la misma
manera que en el dlgebra elemental, es decir:

1) (a/s)+ (b/t) = (at + bs)/st,

2) (a/s)(b/t) = ab/st.

El anillo S7'A se denomina el anillo de fracciones de A con respecto
a S. Ademds S7'A es anillo conmutativo con 1.

Note que S~'A es anillo cero < 0 € S.

Note ademads que tenemos un morfismo natural de anillos f : A —
S~1A definido por f(a) = a/1. Si ademds A es dominio enteroy S = A—{0},

entonces S~1A es el campo de fracciones de A.

Ejemplo: 1.9.3. Sea P un ideal primo de un anillo A, entonces S = A—P
es multiplicativamente cerrado ( de hecho A — P es multiplicativamente ce-
rrado si y solo si P es primo). Escribimos Ap en lugar de S~ A para este
caso. Los elementos de la forma a/s con a € P forman un ideal M en Ap.
Si b/t & M entonces b € P, por lo tanto b € S y ademds b/t es una unidad
en Ap. Resulta que si a es un ideal en Ap y a € M, entonces a contiene
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una unida y es por lo tanto todo el anillo. Por lo tanto M es el tinico ideal
maximo en Ap.

La construccién de S~ A puede llevarse a cabo utilizando A — médulos
en lugar del anillo A, de la siguiente forma.

Sea M un A — mdédulo, definimos la relacién = en el conjunto M x S,
diremos que (m,s) = (m/,s') < 3t € S tal que t(sm’ — $'m) = 0, donde
este 0 € M.

De forma completamente andloga como en el caso del anillo A tenemos
que = es una relacion de equivalencia en M x S.

Nuevamente denotamos por m/s a la clase de equivalencia de (m,s) y
S~IM el conjunto de clases de equivalencia.

Ahora demostraremos que S™'M es un S~!A—mddulo con las siguientes
operaciones:

D(m/s)+ (m'/s'") = (s'm+ sm')/ss'
2)(a/o)(m/s) = (am/os), donde (/o) € STLA.
Primero probaremos que la suma no depende de los representantes.

Supongamos que m/s = x/y y m'/s’ = a'/y’. Por lo tanto (z/y) +
(@' /y') = (yx+yx'/yy'. Ahora debemos probar que las clases de equivalen-
cia (s'm+sm//ss' y (y'z +yz'/yy’ son iguales, es decir debemos probar que
(s'm+ sm')/ss’ = (y'x + yx'/yy'. Asilo que debemos probar es que existe
t €9, tal que t(ss'(yx + yz') —yy'(s'm + sm')) = 0.

En efecto tenemos que t(ss'(y'x + ya') — yy'(s'm + sm’)) =
t(ss'(yx +yx') —yy' (Sm+ sm’)) = t(ss'y'x + ss'yx’ — yy's'm — yy'sm’) =
t(ss'y'x — yy's'm + ss'yx’ — yy'sm/) = t(s'y'(sx — ym) + sy(s'z’ —y'm’)).

Por otra parte sabemos que m/s = x/y y m’/s' = 2’ /y, entonces existe
11yt tal que t1(sx —ym) = 0y ta(s's’ —y'm’ = 0. Por lo tanto si tomamos
t = tita, tenemos que t(s'y/(sx — ym) + sy(s'a’ —y'm’)) =
tita(s'y (sz — ym) + sy(s'a’ — y'm')) = (t1t2s'y (sx — ym) + titesy(s's’ —

N
y'm')) =
(tos'y'[t1(sx — ym)] + tysy[te(s' — y'm/)]) = 0.
Asi hemos probado que la suma esta bien definida.
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Ahora probaremos que el producto no depende de los representantes y
lo haremos en dos casos.

Primer caso.
Supongamos que, si /o = a/s (en ST1A) y m//s' € ST'M, entonces debe-
mos probar que am’/os’ = am’/ss’. Asi debemos probar que existe t € S
tal que t(os'am’ — ss'am’) = 0.

En efecto tenemos que t(os'am’ — ss’'am’) = t(s'(ca — sa)m’).

Por otra parte sabemos que a/o = a/s, por lo tanto existe t; € S
tal que ti(sa — ga) = 0. Por lo tanto si tomamos ¢t = —t;, tenemos que
t(os'am’ — ss'am') = —t1(s'(0a — sa)m’) = §'(t1(sac — oa)m') = 0.

Segundo caso.
Supongamos que si m’/s' =m' /s" (en ST'M) y a/o € ST'A, entonces de-
bemos probar que (a/o)(m’/s") = (a/o)(m” /s"). Pero esta demostracién es
completamente andloga a la prueba del primer caso. Asi hemos demostrado
que el producto de elementos del anillo S~ A por elementos de S~1M esta
bien definido.

Ahora procederemos a demostrar que S~ M es un médulo sobre el anillo
de fracciones S~ A.

i) 0/s es el elemento neutro para cualquier s € S
Vamos a demostrar que para todo m/s € S™'M se tiene que (0/s)+(m/s) =
m/s. Es decir (0/s)+ (m/s) = (s0+sm)/ss = m/s, entonces debemos pro-
bar que existe t € S tal que t(s(sm) —ss(m)) = 0. Pero t(s(sm) —ss(m)) =
t(s(sm — sm)) = t(0) = 0. pro lo tanto para cualquier ¢ € S se tiene lo que
de quiere probar.

ii) Para todo m/s € S™'M existe (—m)/s € S™'M tal que (m/s) +
(—m/s) =0/s.
Tenemos que (m/s) + (—m/s) = (sm + s(—m))/ss = 0/s, por lo que tene-
mos que probar que existe ¢t € S tal que t(s(sm+s(—m)) —ss(0)) = 0, pero
tenemos que t(s(sm+s(—m)) = t(s(s(m—m)—ss(0)) = t(s(0)) =¢(0) =0
por lo tanto para cualquier t € S se tiene lo que se quiere demostrar.

iii) Asociatividad de la suma, (m/s) + [(m'/s") + (m"/s")] = [(m/s) +
(m'/s")] + (m"/s").
Por un lado tenemos que (m/s) + [(m'/s") + (m"/s")] = (m/s) + [m's" +
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m/S///S/S//] — (S/S//m+Sl:mlsll_'_mlsll]/sslslf) y [(m/s) _"_ (m//sl)] +(m///5//) —
[ms’ +m’s/ss'|+(m”[s") = (s"[ms’ +m's|+ss'm” [ss's"), entonces hay que

demostrar que (s's"m+s[m's"+m's"]/ss's") = (" [ms'+m’s|+ss'm” /ss's")

es decir hay que demostrar que existe ¢ € S tal que t(ss's”(s's"m+ s[m’s” +
m's"]) — ss's"((s"[ms" +m's] + ss'm”)) =0

Pero t(ss's”"(s's"m + s[m’s" + m/s"]) — ss's"((s"[ms" + m's] + ss'm”)) =
t(ss's"(s's"m + sm's” + sm's" — §'s"m + sm/s" + sm’s")) = t(ss's"(0)) =
t(0) = 0. Por lo tanto para cualquier ¢t € S se tiene lo que se queria probar.

iv) Conmutatividad, (m/s) + (m'/s") = (m//s") + (m/s).
Hay que demostrar que (s'm+sm’)/ss’" = (sm/+s'm)/s's. Es decir tenemos
que probar que existe t € S tal que t(s's[s'm+sm/| —ss'[sm/+s'm]) = 0. Pe-
ro tenemos que t(s's[s'm-+sm'| —ss'[sm’+s'm]) = t([s'm+sm'|(ss' —5's)) =
t([s'm + sm'](0)) = t(0) = 0. Por lo tanto se tiene que para cualquier t € S
t(s's[s'm + sm/| — ss'[sm’ 4+ s'm]) = 0.

v) El producto distribuye a la suma, (a/o)[(m/s)+(m'/s")] = (a/o)(m/s)+
(afo)(m]5).
Vamos a demostrar que:
(als'm 4+ sm'])/ss'oc = [(0s")(am) + (os)(am')]/osos’]. Es decir que existe
t € S tal que
t([osos][(a(s'm~+sm'))|—[oss][(cs")(am)+(os)(am’)]) = 0, pero tenemos
que
t([osos][(a(s'm + sm/))] — [oss|[(os") (am) + (os)(am')]) =
t(losos'|[as'm + asm/] — [0ss'][os'am + osam!] =
t([oss'|[os'am + osam/] — [oss'|[os'am + osam’]) = t(0) = 0. Por lo tanto
se tiene que para cualquier ¢, t([osos'|[(a(s'm + sm'))] — [oss'][(os") (am) +
(os)(am/)]) = 0.
Para el caso [(a/o)+ (! /o")](m/s) = (a/o)(m/s)+ (' /o’)(m/s) es andloga
a la demsotracién anterior.

vi) Asociatividad del producto,

[(/o)(’/a"))(m[s) = (a)a)[(c/ [o’)(m[s)].

Se tiene que probar que [ad/|m/[oc’]s = a[a'm]/col0o’s]. Por demostrar
que existe t € S tal que t((o[o’s])([aad/m) — ([oo’]s)(ala’'m)) = 0. Pero
tenemos que
t{(olo's]) (Jac]m)—(jo0']s) (ala'm)) = t((o]o"s]) ([aa’}m)—(o]o"s]) ([aa’}m))
= t(0) = 0. Entonces se tiene que dada cualquier t € S, t((o[o’s])([ac/|m) —
([oo’]s)(ala’m)) = 0. Por lo tanto se tiene la igualdad que se queria.



1.9. ANILLOS DE FRACCIONES 29

vii) Multiplicar por el 1 = (s/s) € S™'A por los elementos de S™' M, es
decir (s/s)(m/s) = (m/s).
Tenemos que demostrar que (sm/ss) = (m/s), es decir que existe ¢t € S tal
que t(s[sm] — ss[m]) = 0. Pero es obvio que t(s[sm] — ss[m]) = t(ssm —
ssm) = t(0). Por lo tanto dada cualquier ¢t € S se tiene lo que se queria
demostrar.

Proposicion 1.9.4. Sea A anillo conmutativo con 1 y S un conjunto
multiplicativamente cerrado. Si f : A — S7YA es el morfismo de anillos tal
que f(a) =a/l e I es un ideal de A, entonces su extension I¢ en S™'A es

ST

Demostracién. Sabemos que ¢ = (S7'A) f(I), entonces cada elemento
x € I° es de la forma
v = (X0 aufs) (S0 () = (D0 a/s) (S0, ;/1). Por lo tanto el
elemento x es de la forma « = 3, (axxi)/sk, donde oy € A, x), € I,
s, € S. Por otra parte sabemos que los elementos de S™'I son de esta mis-
ma forma. Asi tenemos que I¢ = S~'7. B

Proposicion 1.9.5. Sea A un anillo conmutativo con 1 y S un conjunto
multiplicativamente cerrado. Si f : A — S71A es el morfismo de anillos tal
que f(a) = a/1, entonces:

i) Cada ideal J en S™'A es un ideal extendido.

it) Si I es un ideal en A entonces 1°° = | J,cq(I : 5). Ademds I° = A si
y solo si INS # .

iit) El operador S~ conmuta con intersecciones y radicales.

Demostracién. i) Sea J un ideal en S7'A, y sea z/s € J. Como
s/1 € ST'A y J es ideal, entonces (x/s)(s/1) = x/1 € J. Por lo tanto
x € J° Ya que J* = STLA(f(J¢)), entonces x/s € J. Asi hemos probado
que J C J°. Por el inciso (i) de la Proposicién 1.4.3 tenemos que J* C J.
Por lo tanto J¢ = J, es decir J es el ideal extendido de J°.

ii) Por la Proposicién 1.9.2 sabemos que I¢ = S~'A. Por lo tanto
v el s ze (STTAC Asi f(x) =x/1 € ST'A & z/1 = r/s para algiin
rel,seS <& (sz—r)t =0paraalgint € S o ats € [ < x e, 4 :5).
Ahora si I¢ = S7'A entonces I°“ = A. Por lo tanto 1 € I° = |J,.4({ : ).
Asi existe s € S tal que 1 € (I : s) de donde s € I. Por lo tanto I NS # 0.

Ahora probaremos el inverso. Sea s € i N S, entonces I¢ = (S71A)f(I).
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Como s € I, entonces f(s) = s/1 y si tomamos 1/s € ST!A, tenemos que
(1/s)(s/1) =s/s=1/1 € S7'A. Por lo tanto I¢ = (S7'A)f(I) = ST'A.

i11) Primero demostraremos que S~'r(I) C r(S~'I). Sea z/s € S~'r(I),
entonces x € r(I) y s € S. Por lo tanto existe n > 0 tal que 2" € I. Co-
mo s € S, entonces /s € S7'I. Como S™'T es ideal de S™'A entonces
(x"/s)(1/s"7 1) = 2" /s™ € STII. Por lo tanto (z/s)" € S7'I. Asf tenemos
que z/s € r(S7I).

Ahora demostraremos que r(S™1I) C S~!'r(I). Sea x/s € r(S™'I) en-
tonces existe n > 0 tal que (z/s)* € S™*I. Por lo tanto 2"/s" € S™'I.
Como S™!I es ideal de S™'A, entonces (z"/s")(s" /1) = a™/s € ST'I. Asi
obtenemos que " € I. Por lo tanto = € r(I). De donde z/s € S™'r(I).

Para el caso de la interseccién lo probaremos solo para cuando tenemos
dos ideales, se extiende facilmente si tienen més. Dados I, J dos ideales en
A, probaremos que S~HI N J) = (S7'I) N (S71J). Si /s = y/t donde
rel,yeJysteS, entonces u(tr — sy) = 0 para algin u € S, por lo
tanto w = utz = usy € I NJ, y por tanto x/s = w/stu € S™(I N J). En
consecuencia S~ N S™1J C SHINJ). La otra contencién es clara. B



Capitulo 2

Descomposicion Primaria

2.1. Descomposicion Primaria de ideales

En esta secciéon A denotara un anillo conmutativo con uno.

La descomposicién de un ideal en ideales primarios es un pilar tradi-
cional dentro de la teoria de ideales. Esto proporciona la fundamentacion
algebraica para la descomposiciéon de una variedad algebraica en sus com-
ponentes irreducibles. Otro punto que aborda la descomposicién primaria
es la generalizacién de la factorizacion de un niimero entero en su producto
de potencias de primos.

Definicién 2.1.1 Un ideal Q en un anillo A es primario si Q # A y si
xy €Q = x € Q oy" € Q para algin entero n > 0. Fquivalentemente si
x & Q entonces y" € Q para alguna n > 0.

Note que un ideal primo es la generalizacion de un ntimero primo.

Proposicién 2.1.2. Q es primario < A/Q # 0 y todo divisor de cero
en A/Q es nilpotente.

Demostracién. =) Si ) es primario entonces A/Q # 0. Ahora sea
z+@Q € A/Q un divisor de cero, entonces existe w+Q € A/Q y w ¢ @, tal
que (z+Q)w+Q)=Q,y (z+Q)(w+ Q) = 2w+ Q = Q. Asi tenemos
que zw € Q). Como () es primario sabemos que w ¢ (), entonces existe un
entero n > 0 tal que 2" € Q.

Por lo tanto, @ = 2"+ Q = (2 4+ Q)"; lo que prueba que z + @ es nilpotente.

<) Supongamos que A/Q # () y que todo divisor de cero en A/Q es
nilpotente. Es claro que () # A. Sean x,y € A tal que zy € ). Si x no

31
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pertenece a @, entonces t+Q #Qy (z+Q)(y+ Q) =xy+ Q = Q. Por lo
tanto y+ @ es un divisor de cero en A/Q. Por lo tanto y+ @ es nilpotente en

A/Q. Asi por hipétesis existe un entero n > 0 tal que (y+Q)" = y"+Q = Q
entonces y" € (). Por lo tanto () es primario. B

Proposicion 2.1.3. 5t A es un anillo y @ un ideal primo de A, entonces
Q es primario.

Demostracion. Sea () un ideal primo en un anillo A y sean x,y € A tal
que zy € Q como () es un ideal primo se tiene que x € QQ o y € Q. Ahora
si x € Q entonces y € @ es decir existe un entero n = 1 tal que y* € Q) por
lo tanto @) es primario. l

Proposicion 2.1.4. La contraccion de un ideal primario () es primario.

Demostracion. Sea f : A — B un morfismo de anillos y sea () un

ideal primario de B. Ahora sean z,y € A tal que xy € f~1(Q) entonces,
flay) = f(2)f(y) € Q.
() es primario, entonces f(z) € @Q o [f(y)]" € Q. Como f es un morfismo
de anillos entonces [f(y)]™ = f(y™). De aqui tenemos que f(y") € Q) para
algtin entero n > 0. Asf z € f71(Q) o y" € f~1(Q). Por lo tanto f~1(Q) es
primario. l

Proposicion 2.1.5. Sea Q un ideal primario de un anillo A, entonces
r(Q) es el ideal primo mas pequeno que contiene a Q).

Demostracion. Sea () un ideal primario de A, por el resultado de la Pro-
posicién 1.2.3 tenemos que r(Q) es la interseccién de todos los ideales primos
que contienen a ). Ahora demostraremos que r(Q) es primo. Sean x,y € A
tal que xy € r(Q), entonces existe m > 1 tal que (xy)™ = z™y™ € Q) pero
como @ es primario se tiene que ™ € @ o (y™)" € @ para algin entero
n > 0, entonces ™ € @ o y™" € @ por lo que se tiene que z € 7(Q) o
y € r(Q). En consecuencia (@) es primo. Asi 7(Q) es el ideal primo mas
pequeno que contiene a (). W

Definicién 2.1.6. Sea @) un ideal primario y P un ideal primo de un
anillo A. Si P =r(Q), entonces diremos que Q) es P — primario.

Ejemplos. 2.1.7.

1) Sea Z el anillo de los nimeros enteros, entonces los ideales primarios
de Z son 0Z y p'Z, donde 7 es un nimero natural positivo y p es un niimero
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primo.

Demostracién i) El ideal cero 0Z es ideal primo, entonces por la Pro-
posicién 2.1.3 tenemos que 0Z es primario.

1) Sea m + p'Z € Z/p'Z un elemento divisor de cero tal que m & p'Z,

entonces existe k + p'Z € Z/p'Z con k & p'Z, tal que (m + p'Z)(k + p'Z) =
mk + p'Z = p'Z por lo tanto se tiene que mk € p'Z es decir mk = p'a con
a € 7.
Como k ¢ p'Z, entonces k # p'z para toda z € Z. Ya que p' | mk, de
donde m = plby k = plecon 0 < j < iy 0 <[ < i. Asiexiste un entero
s > 0 tal que sj > i. De esta forma tenemos (m)® = (p’b)* = p*7b*, entonces
(m + p'Z)* = m® + p'Z = p'Z lo que implica que m + p'Z es un elemento
nilpotente de Z/p'Z. Ahora por la Proposicién 2.1.2 tenemos que p'Z es
primario.

Ahora sea () un ideal primario de Z, entonces () = mZ, para un entero
m > 1. Supongamos que m no es una potencia de un ntimero primo, enton-
ces m = p'q donde p es un niimero primo, ¢ > 1 es un entero que tal que
ptqei>D0.
Afirmamos que el elemento p +mZ € Z/Q es un divisor de cero. En efecto
el elemento p'lq+mZ # 0y (p+mZ)(p"q+mZ) = p'g+mZ = 0. Ya que
() es primario entonces por la Proposicion 2.1.2, tenemos que p+mZ es nil-
potente en Z/Q. Por lo tanto existe un entero n > 0 tal que (p+mZ)" = 0.
De donde tenemos que p™ € mZ. De aqui obtenemos que m | p", asi existe
r € Z tal que mr = p". Esto implica que m es una potencia de p. Lo que es
una contradiccion.

2) Sea A = F[:E,y] con F un campo y sea Q =< z,y*> >= Az +
Ay?* = (Flz,y))z + (F[z,y])y*. Definimos el siguiente morfismo ® : A —
Flyl/Flyly* como ®(p(x,y)) = p(0,y) + Flyly>. Sabemos que ker® =
{p(z,y) € A| 2(p(x,y)) € Flyly*} = {p(x,y) € A| p(0,y) € Flyly*}.

Por otra parte claramente tenemos que x,y? pertenecen al kernel de ®
va que ®(z) = 0+ Flyly> = Flyly* y ®(y°) = v* + Flyly* = Flyly*, De
donde se tiene @ C ker(®).

Ahora si p(z,y) € ker(®) entonces p(z,y) = p1(y) +xp2(x,y) vy aplicando el
morfismo tenemos ®(p(z,y)) = pi(y)+0p2(0, y) + Flyly* = pi(y) + Flyly* =
Flyly* lo que implica que pi(y) € Flyly* por lo tanto pi(y) € Fly] y
po(z,y) € Flz,y|, entonces zpy(z,y) € x(Flz,Y]) = Flx,ylr. Asi tene-
mos que p(x,y) €< x,y* >= Q. Por lo que se tiene que ker(®) = Q. De
donde por el primer teorema de ismorfismos se tiene que A/ker(®) = I'm(P)
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es decir A/Q = F[y]/F[y]y*. En consecuencia los divisores de cero son de
la forma ay + F[y|y?. Pero estos elementos son nilpotentes, entonces todos
los divisores de cero de A/ son nilpotntes por lo cual @) es primario.

Ademas note que el ideal P =< z,y >= xA + yA es ideal primo y
P2 ¢ Q ¢ P. Es decir @ no es potencia de un ideal primo y si es primario.

3) Sea A = Flz,y, 2], donde F es un campo y tomamos [ = (zy —
2)A,B=A/[,P=<x+1,2+1>= (x+I)B+ (2 + I)B. Afirmacién: P
es un ideal primo de B, y P? no es primario.

Demostracién. Sea ¢ : A — F[y] tal que ¢(p(z,y, 2)) = p(0,y,0), en-
tonces ¢ es un morfismo de anillos.
Por otra parte ¢(zy — 2%) = Oy — 0> = 0 de donde zy — 2% € ker(¢). Como
I = (zy — 2%)A, entonces se tiene que I C ker(¢). Se sigue que ¢ induce un
morfismo de anillos ¢ : B — F[y] donde p(p(z,y,2)+ 1) = ¢(p(z,y, 2)) es
decir p(p(x,y, z)+1) = p(0,y,0). Asi tenemos que p(z+1) = 0, p(2+1) = 0,
entonces x + I,z + I € kery . En conclusion P C ker.

Ahora sea p(z,y,z) + 1 € ker(yp) y escribimos p(z,y,2) = pi(y) +
xp2(,y)+zps(x, y, z) paraalgin pi(y) € Flyl, p2(z,y) € Flz,y], ps(z,y, 2) €
Flz,y, z]. Ahorasi 0 = ¢(p(z,y, 2)+I) = ¢(p(z,y, 2)) = p(0,y, ) =pi(y)+
Op2(xay> + OPB(CC?Z/?Z) = pl(y)> entonces pl(y) €l = (l‘y -z )F[l’ Y,z ]
Por lo tanto p;(y) = 0. Asi obtenemos que p(z,y,2) = 0+ zpa(x,y) +
zps(x,y, 2) €< x+1, z+1 >. Asi tenemos que p(z,y, z2)+1 €< x+1, z+1 >=
P. Por lo tanto ker(¢) = P. Entonces por el primer teorema de isomorfis-
mos B/ker(yp) = Im(p). Asi B/P = F[y] por lo tanto B/P es un dominio
entero ya que F[y] lo es, lo cual prueba que P es un ideal primo.

Ahora demostraremos que P? no es primario. Observe que (z + I)(y +
N=ay+I=0oy—(ry—2*)+I1=2>+1=(z+1)?€ P?. Por lo tanto
P? =< 2? + 1,2z + 1,22 + 1 > . Supongamos que P? es primario. Como
(x+1I)(y+1) € P? entonces x+ 1 € P2 oy*+1 = (y+ I)* € P? para
algin entero k > 1. Por lo tanto = o y* €< 22,12, 2%, 2y — 22 > lo cual es
imposible ya que < 2%, xz, 2%, 2y — 22 >= ax®+ frz +v22 + §(vy — 2*) con
a, B, v, 6 € A. Por lo tanto P? no es primario.

Porposicion 2.1.8. Sea ) un ideal de un anillo A y supongamos que
r(Q) es ideal mdzimo, entonces:

i) Q es primario
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ii) Si M es ideal mdzimo de A, entonces M' es primario y M' es
M — primario para toda t un niumero natural.

Demostracién. i) Supongamos que ) es un ideal de A, y sea M = r(Q)
tal que M es maximo. Por la Proposicion 1.2.3 sabemos que M es la inter-
seccién de todos los idales primos de A que contienen a (). Como M es ideal
maximo, entonces por la Proposicion 1.1.5 tenemos que M es ideal primo y
por lo tanto M es el unico ideal primo de A que contiene a Q.

Ahora por la correspondencia biyectiva tenemos que M /Q es el tnico ideal
méximo (por lo tanto primo) de A/Q. Por el Corolario 1.1.7 tenemos que
cualquier ideal propio de A/Q esta contenido en M/Q).

Afirmacién: cada elemento de A/Q es unidad o es nilpotente. En efec-
to sea a + Q € A/Q no unidad, entonces por Corolario 1.1.8 tenemos que
a+@Q € M/Q. Asi existe m € M tal que a + Q = m + Q. De donde
a—m € Q. Pero @ C r(Q) = M. En consecuencia a —m € M. Por lo
tanto a € M. Ahora por la Definicion 1.2.2, tenemos que existe un entero
n > 0 tal que a” € Q. Por lo tanto (a + Q)" = a™ + Q = 0, es decir a + Q
es nilpotente en A/@Q. De aqui tenemos que cada divisor de cero en A/Q es
nilpotente. Por lo tanto, por la Proposicion 2.1.2, esto es equivalente a @)
sea primario.

i1) Sea t un nimero natural. Tomamos M un ideal méximo. Probaremos
que r(M") = M. Sea x € r(M"), entonces existe n tal que 2" € M*. Como
M! C M, entonces z" € M. Ya que 2" = z(2" '), entonces z(z"" ') € M.
Como M es primo entonces x € M o 2"~ 1 € M, repitiendo el proceso llega-
remos a que x € M. Por lo tanto r(M") C M. Ahora sea x € M, entonces
2t € M*. Por lo tanto M C r(M"). Asi hemos demostrado que r(M*') = M,
De donde Mt es M — primario. B

Proposicion 2.1.9. Sea P un ideal primo y Q1,Qs, ..., Q, ideales P —
primarios en un anillo A, entonces Q = (., Q: es P-primario.

Demostracién. Por la Proposicién 1.2.4 inciso (i), tenemos que r(Q)) =
(e, Qi) = iz, 7(Q:) = (P = P. Solo falta probar que @ es primario.
Supongamos que z,y € A tal que zy € Q. Como @ = (., Q;, entonces
xry € Q; para alguna 1 < i < n. Si z € @, entonces z € (Q; para alguna
1 < j < n.Como @; es primario, entonces tenemos que y" € (); para un
entero n > 0. Por lo tanto y € 7(Q;) = P. Como r(Q)) = Py y € P, enton-
ces existe un entero m > 0 tal que y™ € Q. Por lo tanto ) es P—primario. B

Definicién 2.1.10. Sea @ un ideal en un anillo A y x € A, definimos
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(@Q:2)={yecAlry e}

Proposicion 2.1.11. Sea P un ideal primo de un anillo A y QQ un ideal
P — primario. Si x € A. Entonces:

i)re@=(Q:z)=A.

ii) Si x & @Q entonces (Q : x) es P — primario y por lo tanto
r((Q :z)) = P.

iii) Si x & P entonces (Q : x) = Q.

Demostracién. i) Supongamos que x € @, entonces Az C @) ya que )
es un ideal de A. Asi tenemos que para todo y € A, yr € Q). Por lo tanto
AC(Q:z). Como (Q:x) C A, entonces tenemos que (@ : x) = A.

ii) Suponemos que z ¢ @, si y € (Q : z) entonces xy € @ pero
como () es primario y tenemos que x ¢ (), entonces existe un entero
k> 0 tal que y* € Q. Asf y € r(Q). Ademas por hipétesis tenemos
que 7(Q) = P. Por lo tanto y € P. Asi tenemos que (@ : ) C P. Pero
Q C (Q : z), entonces Q C P. Se tiene que el radical respeta contenciones,
entonces 7(Q) C r((Q : x)) C r(P), pero r(P) = Py r(Q) = P, entonces
P=rQ) Cr(((Q:z)) Cr(P)= P porlo tanto r((Q : z)) = P.

Ahora sélo falta probar que (@ : x) es primario. Claramente 1 € (Q : ),
entonces (Q : z) # A, ahora sean a,b € A tal que ab € (Q : x). Supongamos
que ¥ ¢ (Q : x) para todo j > 0, entonces por definicién del radical tene-
mos que b € r((Q : z)) = P. Ademés como ab € (@Q : ), entonces abx € Q)
es decir tenemos que axr € Q o existe [ > 0 tal que b' € @ por ser ) un
ideal primario. Si se tiene que b' € @ entonces b € r(Q) = P lo cual es una
contradiccién. Asi ax € @ de donde tenemos que a € (@ : x). Por lo tanto
(@ : x) es primario.

iii) Supongamos que x ¢ P. Claramente tenemos que ) C (Q : z). Aho-
ra demostraremos que (@) : x) C (. Supongamos que existe y € (Q : z) y
y & Q. Comoy € (Q:x), entonces xy € Q. Ya que y € @, y @ es primario,
entonces existe un entero m > 0 tal que ™ € @. Por lo tanto x € r(Q).
Pero por hip6tesis ) es P — primario, por lo tanto r(Q)) = P. As{ tenemos
que x € Py esto es una contradiccién. Por lo tanto (Q : x) C Q. de donde

Q:2)=Q.m

Definicién 2.1.12. Una descomposicion primaria de un ideal I en un
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anillo A es una interseccion finita de ideales primarios es decir I =}, Q;
donde Q); es ideal primario para 1 < i < n.

En general una descomposicion primaria no necesariamente existe para
cada ideal, sin embargo nos centraremos en los ideales que si tienen descom-
posicién primaria.

Note que los ideales distintos de cero de Z son de la forma nZ. Ahora si
descomponemos a n en sus factores primos n = p{"' py*...p;"*, entonces una

descomposicién primaria de nZ es nZ = ﬂle(piZ)mi = ﬂle piZ.

Definicién 2.1.13 Liamaremos a la descomposicion primaria de la De-
finicion 2.1.12 minima o irredundante si:

i) 7(Q1),7(Q2), ..., 7(Qy), son distintos entre si.

i) Nz Q5 € Qi para 1 < j <.

m

.7 es minima.

Note que la descomposiciéon nZ = (._; p
Proposicion 2.1.14 Cualquier descomposicion primaria puede ser rem-
plazada por una descomposicion primaria minima.

Demostracion. Si I = ﬂ;;l Q; con cada (); primario y algin (); con-
tiene a [ i Q);, entonces I = i (); es también una descomposicién pri-
maria. Eliminado todos los @Q); que resulten superfluos y cambiando los
indices tenemos que I = ﬂ?zl (); con ningun (); que contenga la inter-
seccion de los otros ;. Sean P, ..., P, los ideales primos distintos en el
conjunto {r(@1),...,7(Q)}. Sea Q; (1 < i < r) la interseccién de todos
los Q; € {Q1,...,Qn} que son P-primarios. Por la Proposicién 2.1.9 tene-
mos que @ es P-primario. Asi para cada ¢ = 1,2,....,7. Q1,Qa, ..., Q, son
P-primarios respectivamente. Por lo tanto I = (;_, Q; = [j_, @ es una
descomposicién primaria minima de /. B

Definicién 2.1.15. Si I es un ideal en un anillo A, diremos que I es
descomponible si I tiene una descomposicion primaria.

Teorema 2.1.16. (Primer teorema de unicidad) Sea I un ideal des-
componible en un anillo A. Sea I = (;_; Q; una descomposicion primaria
minima de I. St r(Q;) = P; para 1 < i <mn, entonces
{P1,Py,....P,} ={P| P es primo y 3x € A tal que r((I : x)) = P}.
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Demostracién. Sea © € A tal que r(({ : z)) es el ideal primo P.
Como I = (), Qi entonces r((I : z)) = r((N;, @) : z). Por la Propo-
sicién 1.3.2, tenemos que ((()i_; Q:) : x) = N4 (Q; : x). Asi tenemos que
r((Miey Q) = ) = r(Nf_1(Q; : z)). Ahora por Proposicién 1.2.4 tenemos
que H((Vy(@;  #)) = (V) r(Q: : ). Por lo tanto My r((Q; : o) =
r(({ : z)) = P. Como P es primo, entonces por [1,Proposicién 1.11 inci-
so (ii)] tenemos que existe 1 < j < n tal que r((Q; : z)) = P. Ya que
r((Qj : x)) = P;, entonces P; = P. Por lo tanto hemos probado que {P | P
es primo y Jx € A tal que r((I : z)) = P} C{Py, Ps,..., P, }.

Ahora demostraremos la otra contencién. Como la descomposicién pri-
maria de I es minima, entonces para cada 1 <14 < n existe z; € ([, Q;) ¥
x; € @Q;. Ahora por la Proposicién 2.1.11 (ii) tenemos que 7((Q; : x)) = P;.
Por otra parte tenemos que r((I : z;)) = (N2, @;) : ;) = r(((N; Q;) N
Qi)+ xi) = r((N; Q) + =) Nr((Q; = ;). Como z; € () @, entonces
r((Mjz Qj) : 1) = A. Por lo tanto r(( : z;)) = AN P, =F. A

El teorema anterior asegura que los ideales P;, 1 < ¢ < n son indepen-
dientes de la descomposicion de [

Note que si A es un anillo y () es un ideal primario de A que contiene al
ideal I, entonces el ideal Q/I es un ideal primario del anillo A/I. En efecto
siz+1,y+1€ A/l tal que (x4 1I)(y+1) € Q/I, entonces zy +1 € Q/I,
de donde obtenemos que xy € ). Como () es primario, entonces r € )
o existe un entero m > 0 tal que y™ € Q. Por lo tanto z + I € Q/I o
(y+1)™ € Q/I. Lo que prueba que /I es ideal primario en A/I.

Ahora si (), @; es una descomposicién primaria del ideal /. Afirmamos
que ();—,(Q;/I) es una descomposicién primaria de 0 en el anillo A/I. En
efecto, sabemos que Q);/I es primario en el anillo A/I. Como I = N",Q;,
entonces 0 = I/T = (N™,Q;)/I = N, (Q;/I). Inversamente si 0 tiene una
descomposicién primaria en A/I, entonces I tiene una descomposicién pri-
maria en A. Ademés si r(Q;) = P, entonces r(Q;/I) = P;/1.

Sean { P, ..., P,} los ideales primos del Teorema 2.1.16. Estos ideales se
dice que son pertenecientes a I o asociados a I.

Notese que el ideal I es primario si y solo si tiene un tnico ideal primo
asociado.

Los elementos minimos del conjunto {Pi, ..., P,} son llamados primos
minimos o primos aislados pertenecientes a I. Los otros son llamados idea-
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les primos inmersos.

Ejemplo 2.1.17. Sea A = F[z,y] donde F es un campo, y sea I =<
22 vy >= 22A + 2yA = z(zA + yA). Observe que [ =< x >N < x,y >2=
(zA) N (zA + yA)?, ademds que I =< = > N < 2%y >. Claramente
< x >= xA es primo en A, ademéds < x,y > es maximo en A y por lo
tanto por la Proposicién 2.1.8 < z,y >2 es primario en A.

Note que r(< z >) =<z >y r(< z,y >%) =< z,y >.
Los ideales primos asociados a I son los ideales < x >y < x,y >. Ademas
r(l)=r(<z>N<z,y>)=r(<r>Nr(<zy>?)=<z>N<
x,y >=< x >. Por lo tanto r(I) =< x >= Ax es un ideal primo, pero no
es ideal maximo porque < x >C< x,y >. También tenemos que I no es
ideal primario ya que el elemento z(z + y) = (2> +xy) € I, pero x € I ,y
ninguna potencia de (z + y) pertenece a [.

Porposicién 2.1.18. Sea I un ideal descomponible en un anillo A y sea
P un ideal primo de A tal que I C P. Entonces P contiene un ideal primo
minimo perteneciente a I.

Demostracién. Sea I = (;_, @; una descomposicién primaria minima
de I'y P, =r(Q;) para 1 <i <n. Como P es primo se tiene que P = r(P).
Pero por hipétesis I C P entonces r(I) C r(P) = P. Por otra parte tenemos
quer(l) =N, r(Q;) =i, P entonces (;_, P, C Py por [1, Proposicién
1.11] P; C P para alguna j. Por lo tanto P contiene un primo minimo que
pertenece a I.

Ya que para cada I C Ase tiene que I C r(I). Por lo tanto si I es des-
componible, entonces I C r(I) = r((, Q:) = (e, . Asi I esta contenido
en cada uno de los ideales primos F;. Por lo tanto el conjunto de los idales
primos minimos que contienen a I es el mismo conjunto de ideales minimos
pertenecientes a /. W

Note que en general es falso que todas las componentes primarias son in-
dependientes de la descomposicién. En el ejemplo 2.1.17 I =< 2%, 2y >=<
r>N<xy>i=<z >N <2y > son dos descomposiciones primarias
minimas distintas.

Proposicion 2.1.19. Sea I un ideal descomponible en un anillo A, sea
I =N, Qi una minima descomposicion primaria y sea r(Q;) = P;. En-
tonces | J;_, P,={x € A| (I :x)#I}.
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Demostracion Por la nota anterior sabemos que si I es un ideal de A
descomponible, entonces 0 es ideal de A/I descomponible. Adem4s una des-
composicién primaria de 0 es (._,(Q:/I), es decir 0 = (_,(Q;/I). Ahora
solo debemos demostrar que |J;_,(P;/I) = {z € A/I | (0,%) # 0}.

Sea D el conjunto de los divisores de cero en A/I por [1, Proposicién
1.15] tenemos que D = U, 7(Ann(z)) = Uz r((0 @ 7). Como 0 =
N (Qi/I), entonces si T # 0 tenemos que r((0 : 7)) = r(N_,(Q:/I) :
z) =i, r((Q:/I) : ). Ahora como T # 0 = [, (Q;/I), entonces existe
1 <j<ntalquez ¢ (Q;/I), entonces por Proposicién 2.1.11, tenemos que
r((Q;/I) : &) = P;/I. Por lo tanto r((0 : z)) C P;/I para alguna 1 < j < n.
Asf obtenemos que r((0 : )) C U, (P/I) para toda & # 0. Por lo tanto

D =U;7((0: 7)) C Uy (P/D).

Por otra parte sabemos que D = {z € A/I | (0,z) # 0}. Por lo tanto
D C Ui, (P;/I). Ahora por el Teorema 2.1.16 sabemos que cada ideal P;/I
es de la forma r((0 : 7)) para alguna Z € A/I. Por lo tanto | J;_,(P;/I) C D.
Asf hemos demostrado que |J;_,(P;/I) =D ={z € A/I|(0:z) #0}. &

Note que si A es un anillo y el ideal cero es descomponible, entonces
por la Proposicion 2.1.19, el conjunto D de divisores de cero de A es la
union de ideales primos pertenecientes a 0. Por otra parte también sabe-
mos r(0) = {z € Alz" = 0} es el conjunto de los elementos nilpotentes
de A. Por lo tanto si el cero es descomponible, 0 = ﬂ?zl ();, entonces
r(0) = r(Mj=; Q) = M=, 7(Q;). Con esto probamos que el conjunto de
elementos nilpotentes de A es igual a la interseccion de los ideales primos
pertenecientes a 0.

Proposicion 2.1.20. Sea S un subconjunto multiplicativamente cerrado
de A, sea P un ideal primo y @Q un ideal P-primario. Entonces:

i) Si SN P #( entonces S7'Q = S7'A
it) Si SN P =0 entonces S™1Q es S~ P-primario y (S71Q)¢ = Q

Demostracién. i) Sea € SN P. Como S es multiplicativamente ce-
rrado y P = r(()) entonces existe un entero n > 1 tal que 2" € SN Q. Asi

el elemento % € S71Q. Pero este elemento es una unidad del anillo S™1A,

n

1
ya que (%)(ﬁ) = 1. Por lo tanto S7'Q = S71A.

ii) Ahora supongamos que SNP = () y sea s € S. Afirmacién sia € A es
tal que as € @, entonces a € Q). En efecto sia ¢ @), entonces por Proposicién
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2.1.11 tenemos que (@ : a) = P. Como as € @, entonces s € (Q : a) = P.
Asi s € SNP = () esto es una contradiccién. Por lo tanto a € (). Ahora tam-
bién tenemos que si as € @, entonces a € (Q : s). Por lo tanto (Q : s) C Q
para toda s € S. Por lo tanto (J,(Q : s) C Q. Por la Proposicién 1.9.5
tenemos que Q° = (J,(Q : s). De aqui tenemos que Q° C (). Por otra
parte por la Proposicion 1.4.3 tenemos que ¢Q C Q°°. Por lo tanto () = Q°°.
Ahora por la Proposicién 1.9.2 sabemos que la extensién (¢ en el anillo
S71A es el ideal Q° = S7!'Q. Por lo tanto (S7'Q)¢ = Q* = Q. Solo
falta demostrar que S™1Q es S~'P — primario. Por la Proposicién 1.9.5
tenemos que el operador S™! conmuta con el radical. Asi tenemos que
r(S7'Q) = S7'r(Q) = S7'P. Ahora por [1, Proposicién 3.11] S7!P es
ideal primo de S~'A. Ahora veamos que S™!'(Q es primario. Para ello sean
(z/s), (y/t) € ST'A tales que (z/s)(y/t) € ST'Qy (z/s) ¢ S7'Q, zy € Q
y z & Q. Como @ es P — primario, entonces y € r(Q). Por lo tanto

(y/t) er(57'Q). W

Para cualquier ideal I en un anillo A y cualquier subconjunto S de A
multiplicativamente cerrado, a la contraccién del ideal S™'I en A la deno-
tamos como S(I), es decir (S711)¢ = S(I).

Proposicion 2.1.21. Sea S un subconjunto multiplicativamente cerrado
en un anillo A y sea I un ideal descomponible. Sea I = (\_, Q; una mini-
ma descomposicion primaria de I y P; = r(Q;). Supongamos que los Q;
estdn ordenados de tal forma que para algin entero m > 0, SN P; = (0 para
1<i<mySNP;#0 param < j <n. Entonces: S =", S7'Q; y
S(I) =N, Qi. Son minimas descomposiciones primarias.

Demostracién. Por la Proposicién 1.9.5 tenemos que S~! conmuta con
la interseccién, entonces S~'1 = (7, S7'Q;. Por la Proposicién 2.1.20 te-
nemos que S~'Q; = S7'A para j > m, entonces S~ = (), S7'Q; =
N, 57'Qu
Por otra parte sabemos por la Proposicién 2.1.20 tenemos que S™'Q; es
S~!P-primario. Ademds S™'P;,...,S7'P,,, son distintos entre si ya que
Py, Py, ..., P, son distintos por hipétesis. Por lo tanto S™'1 = (", Q; es
minima descomposicion primaria.

Ahora sabemos que S(I) = (S7')° = (N2, (S71Q;)¢). Por Proposicién
1.4.3, tenemos que (2, (S7'Q:)°) = i~ (S~'Q:)°. Ahora por Proposicién

1=

2.1.20 tenemos que (S7'Q;)¢ = Q;. Por lo tanto S(I) = (", @;. Ademds es-

ta descomposicién es minima ya que si para alguna 1 < i < m se cumpliera
M STIQ € STIQ; ent = (S7'Q) 2N S71Q,)° =

que mjzl,j;éi Q; Q; entonces Q; = (57'Q;)° 2 mjzl,j;éi( Q)" =

ﬂ;nzl’#i Q; y esto es una contradicciéon. B
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Definicién 2.1.22. Sea I un ideal descomponible y I' un conjunto de
ideales primos pertenecientes a I. Diremos que I' es aislado si cumple lo
siguiente:

Si P’ es un ideal perteneciente a I tal que existe P € T' con P C P
entonces P’ € T.

Sea I' un conjunto aislado de ideales primos asociados a [ y S = A —
Uper P, entonces S es un conjunto multiplicativamente cerrado. En efecto
sean x,y € S, entonces x € Py y & P para todo P € I'. Como cada P es
primo, entonces xy € P para todo P € I'. Por lo tanto xzy € S. Si P’ € T,
entonces P’ NS = ().

Si P' ¢ T, entonces P ¢ P para todo P € T'. Por [1, Proposicién 1.11]
tenemos que P’ ¢ per P- Por lo tanto P’ e ' & PN S = 0.

Sea I un ideal descomponible en un anillo A y Py, P, ..., P, los ideales
primos que pertenecen a I (Por el primer teorema de unicidad son indepen-
dientes de la descomposicion).

Teorema 2.1.23. (Segundo teorema de unicidad) Sea I un ideal des-
componible. Sea I = (_, Q; una descomposicion primaria minima de I
con r(Q;) = P,. Sea I' = {P},, Pj,, ..., Pj, } un conjunto aislado de ideales
primos pertenecientes a 1. Entonces (-, Qj. es independiente de la des-
COMpPOSLCIOn.

Demostracion. Consideremos el conjunto multiplicativamente cerrado
S = A\ (Ujer I)- Sabemos que P;, € I' para 1 < k£ < m. Por lo tan-
to P;, NS = 0 para todo 1 < k < m. Ahora por la Proposicién 2.1.21
tenemos que S(I) = (-, Qj,. Por otra parte sabemos que por el primer
teorema de unicidad que los ideales primos P; con 1 < ¢ < n son tnicos. Sea
I = N7, @} otra descomposicién primaria minima de I. Por la unicidad
sabemos que r(Q;) = PF;. Por lo tanto (., Q;, = S(I) = (L, @}, Asi
esta interseccion es tnica. Llamamos a una componente primaria (); de una
descomposicién primaria aislada si 7(Q;) es aislado, (en cuyo caso {r(Q;)}
es aislado), e inmersa en otros casos. B

Corolario 2.1.24. Sea I un ideal descomponible. Sea I = (\_, Q; una
descomposicion primaria minima y I' = {P;,, Pj,, ..., P;,,} el conjunto ais-
lado de los ideales primos minimos pertenecientes a I. Entonces [, Qj,
es unicamente determinada por I.

Demostracién. Sea S = A\ (|J,cr 1), sabemos que S es un conjunto
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multiplicativamente cerrado. Por el segundo teorema de unicidad tenemos
que S(I) =, Qj, y esta interseccién es tnica. W
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Capitulo 3

Anillos Neterianos

3.1. Descomposicion Primaria de Anillos Ne-
terianos

En esta seccion probaremos que cada ideal en un anillo neteriano con-
mutativo tiene descomposiciéon primaria.

Proposicién 3.1.1. Para un anillo conmutativo A las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

i) Todo conjunto de ideales I' no vacio en A tiene un elemento mdzimo.

i1) Toda cadena ascendente Iy C Iy C ... de ideales en A se estaciona,
es decir An tal que I, = I,11.

iii) Todo ideal en A estd finitamente generado.

Demotracién. (i) = (ii) Sea {I,, }m>1 una cadena de ideales ascenden-
te con la relacién contencién, entonces por inciso (i) el conjunto de ideales
{ILn}m>1 tiene un elemento méximo, sea I, tal elemento, entonces la cadena
ascendente I; C I, C ... C [, se estaciona en [,, por ser este el elemento
maximo.

(i7) = (i) Si (i) es falso entonces hay un conjunto de ideales ¢ de A
que no tiene elemento maximo por lo que podemos construir una cadena
{In}m>1 en ¢ que no se estaciona lo cual es una contradiccién al inciso (i7).

(¢) = (4i7) Sea J un ideal de A y sea F' el conjunto de todos los ideales

finitamente generados contenidos en J, entonces F' es un conjunto no vacio
ya que 0 € F' por lo tanto por inciso (i) tiene elemento maximo. Sea Ny tal

45
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elemento. Si Ny & J entonces existe v € J y © € Ny. Por lo tanto Ny + Ax
es un ideal tal que Ny & Ny + Ax C J y Ny + Az es finitamente generado,
lo cual es una contradiccion ya que Ny es méaximo. Por lo tanto J = Nj.

(1i1) = (i) Sea I; C I, C ... una cadena ascendente de ideales en
A,y sea I = ;o Ir que es un ideal. Por (i) I es finitamente genera-
do. Sean zq, ..., z, los generadores de /. Como cada z; € Ij,, entonces sea
n = max{ky, ks, ..., k. }. Por lo tanto z; € I,, para todo 1 <[ < r, entonces
I, = I y por lo tanto la cadena se estaciona en [,,. B

Definicién 3.1.2. Un anillo A es Noetheriano si cumple alguna de las
condiciones de la Proposicion 3.1.1.

Los anillos Neterianos son parte importante de las clases de anillos en
el algebra conmutativa. Haremos importantes deducciones alrededor de los
anillos Neterianos incluyendo la existencia de descomposiciones primarias.

Proposicion 3.1.3. Sea A un anillo neteriano, I un ideal de A entonces
A/l es neteriano.

Demostracién. Dada una cadena ascendente de ideales en A/I da lugar
a una cadena ascendente de ideales en A, y como A es neteriano, entonces
se estaciona. Por lo tanto A/I es neteriano. B

Proposicion 3.1.4. Sea A es un anillo neteriano y ® un morfismo de
A a un anillo B, tal que ® es suprayectivo, entonces B es neteriano.

Demostracion. Dado A un anillo neteriano, entonces por Proposicién
3.1.3si I = ker(®), entonces tenemos que A/I = A/ker(®) es también nete-
riano, entonces por primer teorema de isomorfismos A/ker(®) = Im(P) =
B. Por lo tanto B es neteriano. B

Proposicion 3.1.5. Sea A un subanillo de B. Supongamos que A es
neteriano y que B es A — modulo finitamente generado. Entonces B es un
anillo neteriano.

Demostracién. Como B es una A — mddulo finitamente generado, en-
tonces por [1, Proposicién 6.5] B es neteriano como A — médulo. Como A
es subanillo de B entonces B es neteriano como B — moddulo. Por lo tanto
B es neteriano como anillo. Il

Teorema 3.1.6. (Teorema de la base de Hilbert) Si A es un anillo ne-
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teriano, entonces el anillo de polinomios Alx] es neteriano.

Demostracién. Sea J un ideal en A[z]. Los coeficientes principales de
los polinomios en J forman un ideal I en A. Como A es neteriano, entonces
I es finitamente generado. Sean aq, as, ..., a, los elementos que generan a I.
Para cada i = 1,...,n existe un polinomio f; € Alx] y f; € J, de la forma
fi = a;z"+ (términos de grado menor). Sea r = max{ry,ry,...,rp}. Sea J’
el ideal generado por fi, fa, ..., fn, entonces J' C J C Alz].

Sea f = cz™+ (términos de grado menores) cualquier elemento de J,
entonces ¢ € I. Si m > r, entonces escribimos ¢ = Z?:l u;a;, donde u; € A;
luego f—>  u;f;x™ " pertenece a J y tiene grado menor que m. Procedien-
do de esta manera, podemos seguir restando elementos de J’ a f hasta que
tengamos un polinomio g de grado menor a r tal que f = g+h, donde h € J'.

Sea M un A — médulo generado por 1,x,...,2""'. Afirmacién J =
(JN M)+ J'. En efecto como M es un A — médulo finitamente generado,
entonces por [1] Proposicién 6.5 tenemos que M es neteriano. Nuevamente
por [1, Proposicién 6.2] tenemos que JNM es A —mddulo finitamente gene-
rado. Si g1, ..., g; generan a JN M es claro que {fi, ..., fn, g1, .., g¢} generan a
J. Por lo tanto J es finitamente generado y por lo tanto A[z] es neteriano. B

Proposicién 3.1.7. Si A es neteriano entonces Alxy, ..., x,] también es
neteriano.

Demostracion. Por induccion sobre n a partir del Teorema 3.1.6. l

Las siguientes dos proposiciones muestran que todo ideal distinto de (1)
en un anillo neteriano tiene una descomposicion primaria.

Definicién 3.1.8. Un ideal I en un anillo A se llama irreducible si
I=JNK entonces I =J ol = K .

Note que si P es un ideal primo de A (un anillo conmutativo con 1);
entonces P también resulta ser irreducible. En efecto, sean J,K ideales de
A tales que P = J N K, se tiene que JK C JN K, entonces JK C P. Por
hipétesis P es un ideal primo, entonces J C P 6 K C P. Pero P=JNK C
J, k. Por lo tanto P=J 6 P =K.

Proposicion 3.1.9. En un anillo neteriano A todo ideal es una inter-
seccion finita de ideales irreducibles.

Demostracion. Suponemos que existe un ideal I que no es interseccién
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finita de ideales irreducibles, entonces el conjunto I' de ideales en A para los
cuales la proposicién es falsa es no vacio, como A es neteriano, I' tiene un
ideal maximo M. Entonces M no es ideal reducible. Por lo tanto M = JNK
donde M & Ky M & J con J, K ideales de A y como M es méaximo de I',
entonces J, K ¢ I'. Por lo tanto J, K son una interseccion finita de ideales
irreducibles. Asi M también lo es, lo cual es una contradiccion. B

Proposicion 3.1.10. En un anillo neteriano A todo ideal irreducible es
PrIMario.

Demostracion. Tomando el anillo de cocientes, es suficiente mostrar
que si el ideal cero es irreducible, entonces es primario. Supongamos que
(0) es irreducible. Sea xy = 0 con y # 0, y considere la cadena de idea-
les Ann(z) C Ann(z?) C .... Como A es neteriano, entonces la cadena se
estaciona, es decir tenemos que Ann(z") = Ann(z™™!) = ... para algin n.
Afirmacién Az"N Ay = 0. En efecto, sea bz™ = ay, entonces (bx™)z = (ay)z.
Como zy = 0, entonces yxr = 0. asi (ay)r = a(yxz) = 0. Por lo tanto
0 = (bz™)z = bz"™!, entonces b € Ann(x"*) = Ann(z"). De donde tene-
mos que b € Ann(z™). Por lo tanto 0 = bx" = ay. Asi Az" N Ay = 0. Puesto
que (0) es irreducible y Ay # 0, entonces 2" = 0. Asi tenemos que el ideal
cero es primario. l

Teorema 3.1.11. En un anillo neteriano cada ideal tiene una descom-
poSsicion primaria.

Demostracién. El resultado se obtiene de las Proposiciones 3.1.9 y
3.1.10. m

Proposicion 3.1.12. En un anillo neteriano A, cada ideal contiene una
potencia de su radical.

Demostracién. Como A es neteriano entonces r([) es finitamente ge-
nerado. Sea r([) generado por xy,...,x; : es decir 2" € I (1 < i < k).
Sea m = S (n; — 1) + 1, entonces r(I)™ esta generado por los productos
ait a2k con YT r; = m; por definicién de m se tiene que r; > n; para
al menos un indice 7. Por lo tanto cada uno de estos monomios esta en I y
asir()"CI. 1

Proposicién 3.1.13. En un anillo neteriano el nilradical es nilpotente.

Demostracién. Témese I = (0) en el Teorema 3.1.11. B
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Proposicion 3.1.14. Sea A un anillo neteriano, M un ideal mdximo e
I un ideal cualquiera en A. Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

i) I es M — primario
it) r(I) = M;
iii) M™ C I C M para algin n > 0.

Demostracién. i) = ii) Es claro de la definicién; ii) = i) Por el Teo-
rema 2.1.16; 77) = 4i7) Aplicando la Proposicién 3.1.12; ¢ii) = ii) Tomando
los radicales y por propiedades del radical r(M™) C r(I) C r(M) pero como
M es méximo entonces r(M"™) = M y r(M) = M, por lo tanto r(I) = M.
|

Proposicion 3.1.15. Sea I # A un ideal en un anillo neteriano A.
Entonces los ideales primos pertenecientes a I son precisamente los ideales
primos que aparecen en el conjunto de ideales (I : x) con x € A.

Demostracién. Si tomamos el anillo cociente A/I podemos suponer
que I = 0. Sea [;_; @; = 0 una descomposicién primaria minima del ideal
cero. Sea P; = r(Q;) e Iy = (1,4, Q; # 0. Entonces de la demostracién del
primer teorema de unicidad Teorema 2.1.16, se tiene que r(Ann(x)) = P
para cada x # 0 en [, de manera que Ann(x) C P,. Puesto que cada Q;
es P,—primario entonces por Proposicién 3.1.12 existe un entero m tal que
P C @Q;. Por lo tanto ;P CI;NP™ C I;NQ; =0. Seam > 1 el menor
entero tal que I;P™ = 0 y sea x un elemento no nulo en ;P! entonces
P,z = 0. Por lo tanto para cada una de estas x se tiene que P; C Ann(x) y
por lo tanto P; = Ann(zx).

Reciprocamente, si Ann(x) es un ideal primo P, entonces r(Ann(x)) =
P y por lo tanto por el primer teorema de unicidad Teorema 2.1.16, P es
un ideal primo perteneciente a cero. B
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Capitulo 4

Descomposicion primaria de
Moédulos

En este capitulo extenderemos el concepto de descomposiciéon primaria
de ideales a descomposicion primaria de submodulos de un R — modulo M.
A lo largo del mismo, consideraremos R-mddulos izquierdos por convenien-
cia de notacion, donde R denotara a un anillo conmutativo con 1.

4.1. Radical

Definicién 4.1.1. Sea R un anillo conmutativo y N un submddulo de
un R—mddulo izquierdo M. El radical de N en M se define como ry(N) =
{z € R:2'M C N para algin entero q > 0}.

Definicion 4.1.2. Sean N y L son submddulos de un R—maodulo M,
definimos (N : L) = {x € R|JxL C N}.

Note que (N : L) es un ideal del anillo R. En efecto sea z € (N : L)
es claro que rxz € (N : L) para todo r € R. Sean x,y € (N : L) tal que
rAC NyyL C N, entonces tL+yL = (x+y)L C N. Por lo tanto (N : L)
es un ideal de R. En particular, (0 : M) es llamado el anulador de M y se
denota por Ann(M).

Si (z) = Rz es el submddulo generado por x € M, escribiremos (N : )y
Ann(z) en lugar de (N : Rx) y Ann(Rz) respectivamente. Como R es con-
mutativo, entonces (N : ) = {r € R|rz € N}. En efecto si rz € N, enton-
ces Rrz C N de donde r(Rx) C N. Por lo tanto r € (N : Rx) = (N : (x)).
Ahora si r € (N : (x)) tenemos que r(Rx) C N asi rz € N.

Observe también que si N es un submédulo de M y x € M, entonces

o1
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(N :z) = Ann(z) donde z =2+ N € M/N.

Proposicion 4.1.3. Sea N un submodulo de un R — modulo M. En-
tonces ry(N) = r((N : M)) = r(Ann(M/N)). En particular ry;(N) es un
deal.

Demostracién. Sea x € r);(N), entonces existe un entero ¢ > 0 tal que
z9M C N, entonces 27 € (N : M). Por lo tanto rj(N) C r(N : M).
Ahora sea x € r((N : M)), entonces existe un entero ¢ > 0 tal que
x4 € (N : M). Entonces z7M C N. Por lo tanto z9m € N para todo
m € M. Asi 29%m + N = 0 = N/N. De aqui obtenemos que z%m + N C N
Vm € M. Por lo que 2%(m + N) C N para todo m € M, as{ 24(M/N) = 0.
Por lo tanto ¢ € Ann(M/N). Finalmente x € r(Ann(M/N)) y tenemos
que 7((M : N)) Cr(Ann(M/N)).

Por dltimo si € r(Ann(M/N)), entonces existe un entero ¢ > 0 tal que
z?(M/N) = 0; de aqui se tiene que x?(M +N) C N. Por lo tanto x9M C N,
es decir x € rp(N).

Como 7y (N) Cr((M : N)) Cr(Ann(M/N)) C ry(N) obtenemos el resul-
tado deseado. B

Note que como (N : M) es un ideal entonces rp (N) = r(N : M) tam-
bién es un ideal.

Proposicion 4.1.4. Sean N, Ny, Ny, ..., N, submodulos de un R—maodulo
M, entonces:

i) Si L C N, entonces (L) C ra(N)

i) ru(N) = r(ra(N))

iii) T (g Ny) = ey 7 (N;)

w)ry(N)=R< N=M

v) r(ry(Ny) + r(ra(N2)) C ra (N, + Na).

Demostracién. i) Sea = € (L), entonces existe un entero ¢ > 0 tal
que M C L. Como L C N, entonces z9M C N. Asi x € ry(N). Por lo

tanto rp (L) C ra(N).

(ii) Siz € r(rp(N)), entonces x9 € ry(N). Por lo tanto existe un entero
p > 0tal que (x9)PM C N. Porlotanto x € rp(N). Asir(rp(N)) C ray(N).
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La otra inclusién se deduce del inciso (i) de la Proposicién 1.2.4.

(iii) Si x € ﬂ;”zl ra(N;), entonces existe enteros ¢i, g, ..., gm > 0 tal
que z%M C N; para cada j = 1,...,m. Si ¢ = ¢1 + ¢2 + ... + Gm, €n-
tonces 29 = zMa®.. .z M C (VL N Ast (2, rar(N;) C rau(N2, ).
Reciprocamente si x € TM(ﬂ;”:l Nj), entonces existe un entero ¢ > 0
tal que z9M C ﬂ;nzl N;. Por lo tanto para cada j = 1,...,m, se tiene
que z7M C Nj, es decir x € ry(Nj). Por lo tanto = € (L, ru(N;) v
rar (M1 Ny) € N2y ()

(iv) Sea rp(IN) = R entonces para todo r € R, existe un entero ¢ > 0
tal que r1M C N, en particular M = 19M C N. Por lo tanto M = N. La
otra implicacion es trivial.

(v) Por inciso (ii), tenemos que rp(Ny) = r(ry(Ny)) y rau(Ne) =
r(rar(Na)). Ahora por el inciso (i) tenemos que 73/ (Ny) € rar(Ny + No)
y "ar(N2) € rar (N1 4+ Na). Por lo tanto rp(Ny) + 7 (Na) C rar(Ny + Na).
Como rp(Ny) 4+ ry(N2) y rar(Ny + Ny) son ideales del anillo, entonces
r(rar(Ny) 4+ rar(N2)) C r(ra (N1 4+ Ny)). Ahora por inciso (ii) 7(rp(Ny +
N3)) = rar(N14Ny). Asi obtenemos que r(rp (N1) 473 (N2)) C rar(N14+No).
[ |

4.2. Modulos Primarios

Definicién 4.2.1. Seaxz € R y ¢, : M — M el endomorfismo, tal que
¢z(m) = xm. El elemento x se dice que es un divisor de cero en M si ¢,
no es inyectivo, se dice que x es nilpotente en M si ¢, es nilpotente.

Note que el morfismo ¢, es un morfismo de R — modulos porque R es
anillo conmutativo. Notese también que x es divisor de cero en M si existe
0 # m € M tal que xm = 0.

También se puede observar que si x es nilpotente entonces existe un
entero ¢ > 0 tal que (¢,)? es el morfismo cero; esto es, (¢,)9(m) = 0,
Vm € M. Por lo tanto, (¢,)%(m) = (¢z)...(¢)(m) = x9m = 0, Vm € M.
Asi x es nilpotente en M si existe un entero g > 0 tal que x%m = 0, Vm € M.

Definicién 4.2.2. Un submoddulo () de un R — modulo M es primario
en M si QQ # M y cada divisor de cero en M/Q es nilpotente.

Note que @) es primario en M si para cada o« € Ry para cada x ¢ () tal
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que ax € ), entonces oM C () para algun entero positivo n.

Proposicion 4.2.3. Sea () un submodulo primario de M, entonces
(Q : M) es un ideal primario. Por lo tanto r)(Q) es un ideal primo P.

Demostracién. Sean z,y € R tales que yz € (Q : M)y z ¢ (Q : M),
entonces yrM C Q y M ¢ Q. Afirmemos que ¢, : M/Q — M/Q no
es inyectiva. En efecto, como xM ¢ @, entonces existe m’ € M tal que
xm’ ¢ Q. Por otra parte sabemos que yzM C @); Por lo tanto y(zm') € Q.
Asf ¢, (zm’) = 0 pero zm’ # 0. Por lo tanto ¢, no es inyectiva. de donde se
sigue que y es un divisor de cero en M/@Q. Como @ es submédulo primario
de M existe un entero ¢ > 0 tal que ¢f = 0. Asi, para todo m € M, se
sigue que 0 = ¢f(m + Q) = y?(m+ Q) = yIm+ Q. Por lo tanto y’M C Q y
en consecuencia y? € (@) : M). Con lo cual hemos probado que (Q : M) es
primario. Ahora por la Proposicién 4.1.3 tenemos que 7y (Q) = r((Q : M)).
Ahora por la Proposicién 2.1.5 tenemos que r((Q : M)) es un ideal primo
P.a

Definicién 4.2.4. Si Q) es un submddulo primario en M yry(Q) = P,
diremos que ) es P — primario en M.

Proposicion 4.2.5. Sean QQ1,Qo, ..., Q, submddulos P — primarios en
M, entonces Q =(\;_; Q; es P — primario en M.

Demostracién. Note primero que (Q : M) = (;_,(Q; : M). En efecto
re(@Q:Mere (L, Q:M < aMCN,Q < M C Q; para
todal<i<n,&ze(Q;:M)paratodal <i<n,eze()_(Qi:M).
Ahora por la Proposicién 4.1.3 tenemos que 7, (Q) = r(Q : M) = r((i_; Q; :
M) =r(N.,(Q; : M)). También por la Proposicién 1.2.4, inciso (ii); se tie-
ne que () (Qi : M)) = N, r((Qi : M)) = (N, rm(Q;). Como cada
Q; es P — primario, entonces (., ra(Q;) = P. De donde se sigue que
ry(Q) = P. Solo falta demostrar que @) es primario en M. Sea x un divisor
de cero en M/Q), entonces ¢, : M/Q — M/Q no es inyectivo. Asi existe
m + Q # 0 tal que ¢.(m + Q) = 0. Ademés se tiene que zm + Q = 0,
entonces xrm € Q. En consecuencia tenemos que m ¢ @ pero xm € Q.
Como m ¢ @ = (), Qi, entonces existe 1 < j <n tal que m &€ Q;.

Por otra parte, ya que xm € Q) = ﬂ?zl ()i, entonces xm € (); para toda
j=1,2,..,n. Asi, para ¢, : M/Q; — M/Q; tenemos que ¢,(m + Q;) =
xm + Q; = 0, es decir ¢, no es inyectiva. Por lo tanto, z es divisor de cero
en M/Q);. Como (), es primario en M, se sigue que ¢, es nilpotente, es decir
existe un entero n > 0 tal que (¢,)"(M/Q,) = 0. De donde, 2"(M/Q;) = 0.
Asi tenemos que z"M C @;. En consecuencia = € ry(Q;) = P. Ademas
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sabemos que 7)/(Q) = P, por lo que se tiene que x € 7y (Q). Entonces
existe un entero ¢ > 0 tal que z9M C Q. Asi tenemos que z(M/Q) = 0.
Finalmente ¢, : M/Q — M/Q es nilpotente, de donde obtenemos que x
es nilpotente en M/Q. De donde @ es primario en M. B

Proposicion 4.2.6. Sea () un submodulo P — primario de M yx € M,
entonces:

i) Six € Q entonces (Q : x) = R;
i) Si x & Q entonces (Q : x) es P — primario, r(Q : ) = P.
Demostracién. i) Se deduce de la Definicién 4.1.2.

(ii) Veamos que (@ : x) es primario. Para ello sean z,y € R tales que,

zy € (Q:z),y € (Q:2)=(Q : Rxr). Como yz € (Q : ) = (Q : Rx),
entonces (yz)Rr € Q. Ya que y & (Q : Rx), se sigue que y(Rz) ¢ Q asi
existe t € R con ytx € Q). Pero z(ytx) € @, por lo cual z es un divisor de
cero en M/Q ya que ¢.(yx + Q) = zyr + Q = 0 e yz & Q. dado que Q es
primario existe un entero ¢ > 0 tal que ¢4(M) = z7M + @ = 0 en particular
2z9Rx C Q. Por lo tanto 27 € (Q : z).
Solo falta probar que r((Q : z)) = P. Seay € (Q : x) luego yz € @ entonces
como x ¢ () tenemos que y es un divisor de cero en M/Q. Teniendo que
() es primario, entonces y es nilpotente en M/Q. De donde se sigue que
PI(M) = y'M + Q = 0 para cierto entero ¢ > 0. Asi y € rj/(Q). Ahora
por la Proposicién 3.1.1, tenemos que ry(Q) = r((Q : M)) = P. Por lo
cual y € P. De donde (@ : ) C P. Tomando radicales obtenemos que
r((Q : x)) C r(P) = P. Ahora sea y € P. Como @ es P — primario, se
sigue que y € P = ry(Q), entonces y?M C @ para cierto entero ¢ > 0, en
particular y?Rz C Q. Por lo tanto y € r((Q : x)) y P C r((Q : z)). Con lo
cual queda demostrada la igualdad. B

Definicién 4.2.7. Una descomposicion primaria de un submaodulo N en
M es una representacion de N como una interseccion finita de submdodulos
primarios en M, es decir N = (;_, Q;. Si ademds ninguna de las compo-
nentes (Q; puede omitirse la interseccion, es decir ﬂ#i Q; € Q; y los ideales
primos P; = ry(Q;)son distintos, entonces la descomposicion primaria se
dice minima. Diremos que N tiene una descomposicion en M si N tiene
una descomposicion primaria en M.

Teorema 4.2.8. Sea N un submddulo de M tal que N = ﬂ?zl Qj es
una descomposicion primaria minima de N. Sea P; = rp(Q;) (1 <i < n),



56 CAPITULO 4. DESCOMPOSICION PRIMARIA DE MODULOS

entonces los P; son precisamente los ideales primos que aparecen en el con-
Junto de ideales r(N : x), x € M y son independientes de la descomposicion
particular de N.

Demostracién. Veamos primero que (()_,; Q; @ ) = (i, (Q:i : ).
Sea y € (., Q: : z), entonces yRx C (._, Q;, de donde yRx C Q; pa-
ra i = 1,2,...,n. Por lo tanto y € (Q; : ) para cada i = 1,2,...,n. Asi
(Ni—, Qi = x) € N, (Ri,z). Reciprocamente si y € ();_,(Q; : x), entonces
para cada 7, tenemos que yRx C @Q;. Se sigue que yRx C (), Q;. En con-
secuencia y € (i, Qi : ). Asi (N, (Qi : z) C (N, Qi : ).

Entonces por lo demostrado antes, para cada = € M se tiene que (N : z) =
(N, Qi : ) = N, (Qi : z). Por lo tanto (N : z) = (i, 7(Q; : ).
Ahora por la Proposicién 4.2.6, se tiene que (), r((Q; : x)) = Naga, B
Supongamos que r(N : z) es primo, por la Proposicién 2.1.3, se sigue que
r(N : z) = P; para alguna j. Por lo tanto cada ideal primo de la forma
r(N : x) es uno de los P;. Reciprocamente como la descomposicién es mini-
ma, para cada i existe x; € @Q;, pero x; € ﬂ#j ();, entonces se tiene que

r((N:z)) = ﬂngj P;=PF. 1

Definicion 4.2.9. Los P; del teorema anterior se dice que son idea-
les primos pertenecientes a N en M. Los elementos minimos del conjunto
{Pi, ..., P,} se denominan ideales primos minimos o aislados pertenecientes
a N. Los otros se denominan ideales primos inmersos.

Proposicion 4.2.10. Sea N un submddulo de M tal que N = ﬂ;”zl Q;
es una descomposicion primaria minima de N. St P; = rp(Q;) (1 <i <n),
entonces los P; son precisamente los ideales primos pertenecientes a 0 en

M/N.

Demostracion. Por el Teorema 4.2.8 P es un ideal primo perteneciente
a N en M siy sélo si existe un @ € M tal que P = r((N : x)). Como
r((N :x)) =r((0:z)) =r(Ann(z)), donde z + N = z € M/N, entonces
P = (0: ) es un ideal primo. Lo que es equivalente a decir que P es un
ideal primo perteneciente a M/N. R

Proposicion 4.2.11 Sea N un submodulo descomponible de M, enton-
ces cada ideal primo P tal que ry(N) C P, contiene un ideal primo minimo
perteneciente a N. Asi los ideales primos minimos pertenecientes a N son
precisamente los elementos minimos en el conjunto de todos los ideales pri-
mos que contienen a vy (N).

Demostracién. Sea P un ideal primo tal que rp/(N) C P, entonces
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tenemos que 7y (N) = (i, rm(Q;) = (P, donde P; es primo minimo
perteneciente a N, entonces (| P; C P. Asi tenemos que P; C P para algin
entero j. Por lo tanto P contiene un ideal primo minimo perteneciente a
N. Ahora si P es un elemento minimo del conjunto de ideales primos que
contienen a 7y (N), entonces P, = P. Ademds como ry(N) = () P; y cada
P; es un ideal primo minimo perteneciente a IV, tenemos claramente que
ru(N)C P;.

Sea .S un conjunto multiplicativamente cerrado del anillo R. La construc-
cién de ST!R puede efectuarse con un R —médulo M en lugar del anillo R,
definimos en M X R la relacién = como sigue: (m,s) = (m/, s’) si y solo si
existe t € S tal que t(sm’ — s'm) = 0.

Es rutinario verificar que ésta relacion es de equivalencia. Denotamos por
m/s la clase de equivalencia de la pareja (m,s) y por ST'M al conjun-

to de estas clases de equivalencia. Ahora S™!M tiene la estructura de
!/

) . : m m s'm + sm/
S™'R — médulo con las siguientes operaciones: (—) + (—) = ————.
s s sS
. a a,,m, am
Si — € S7!R, entonces (—)(—) = —.
s s s ss’

Proposicién 4.2.12. Sea S un subconjunto multiplicativamente cerrado
de R, y sea Q) un submodulo P — primario de un R —modulo M. Entonces
las siguientes condiciones se cumplen.

i) Si SN P #(, entonces S™1Q = S~ M.
i) Si SN P =10, entonces S™1Q es S™'P — primario.

Demostracién. i) Sea s € SNP. Como P = ry(Q), entonces s"M C Q
para algin entero n > 0. Sea m/t € S™'M, entonces m/t = (s"m)/(s"t) €
S~1Q. Por lo tanto S™'M C S~'Q. La otra inclusién es clara.

ii) Si SN P =0, entonces S™'Q # S~ M. Veamos que rg-13,(S7'Q) =

S~IP, para ello sea /s € ST'P, se sigue que z € P y existe un entero
q > 0 tal que M C Q, por lo que (z7/s7)(S™*M) C S71Q. Por lo tanto
S™P C rg-1y(S71Q). Para la otra inclusién sea (z/s) € rg-1(57'Q),
de donde se tiene que (z/s)4(S™*M) C S~Q, entonces M C Q. Como
P = ry(Q), se sigue que x € P. Por lo tanto (x/s) € S71P.
Ahora veamos que S™!Q) es primario, para ello sean (r/s) € SRy (z/t) €
S~1Q tales que (r/s)(x/t) € ST'Q. Por locual rz € Q,conr € Ry z € Q.
Como @ es primario, entonces "M C () para algun entero n > 0. De donde
se tiene que (r"/s")S™!M C ST1Q. W
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Capitulo 5

Descomposicion Terciaria

5.1. Ideales Primos Asociados

En este capitulo se estudiara la descomposicion terciaria para un R —
modulo izquierdo donde R es un anillo que no necesariamente es conmuta-
tivo.

Recordemos que un anillo R es neteriano izquierdo si para cualquier cadena
ascendente de ideales izquierdos Iy C I, C ... C I, C ..., existe un entero
positivo m tal que I,,, = I,,,11.

En este capitulo, daremos por hecho que R es un anillo neteriano iz-
quierdo y los R — maédulos seran izquierdos.

Definicion 5.1.1. 57 M es un R — mddulo izquierdo el anulador de M,
es el conjunto Ann(M) = {r € Rlrm = 0 para todo m € M}.

Proposicién 5.1.2. Si R es un anillo y M € R—mod, entonces Ann(M)
es un ideal bilateral.

Demostracién. Sear € Ann(M), « € Ry m € M, entonces (ar)(m) =
a(rm) = 0. Por lo tanto Ann(M) es un ideal izquierdo. Ahora (ra)(m) =
r(am). Como M es R —mddulo izquierdo, entonces am € M. Asi r(am) =
0. Por lo tanto Ann(M) es bilateral. B

Definicién 5.1.3. 57 R es un anillo diremos que un ideal bilateral P & R
es ideal primo si para cuales quiera ideales bilaterales I, J tales que [J C P,
entonces I C P o J C P.

Notemos que en el caso de un anillo conmutativo con 1, las definiciones
5.1.3 y 1.1.1 son equivalentes.

29
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Un anillo R se dice que es anillo primo si 0 es ideal primo de R.

Note que P es ideal primo de R siy solo si R/P es un anillo primo.

Definicién 5.1.4. Sea M un R — moédulo y P
0

teral. Diremos que P es asociado a M si existe
P = Ann(L") = Ann(L) para todo 0 # L' C L.

R un ideal bila-
L

-
+ C M tal que

Proposicién 5.1.5. Si P es asociado a un R —modulo M, entonces P
es un ideal primo.

Demostraciéon. Sea P el ideal asociado a M, entonces existe 0 # L C
M, tal que P = Ann(L) = Ann(L'),V0 # L' C L. Consideremos I, J ideales
bilaterales de R, tales que I.J C P. Supongamos que J ¢ P, de donde existe
x € Jtal que z € P. Como P = Ann(L) se tiene que L # 0. Sea L' = xL,
entonces L' C L. Asi P = Ann(L'). Por otra parte IJ C P, entonces
IJL =0, de donde I(JL) = 0. Como z € J, se sigue que 0 = [(zL) = IL'.
En conclusiéon I C Ann(L') = P. R

Definicién 5.1.6 Si M es un R — mdédulo denotamos por Ass(M) al
congunto de los ideales primos asociados a M.

Note que si I = Ann(L) es elemento maximo de la familia F' = {Ann(K)
|0 # K es submédulo de M}, entonces [ es asociado a M. En efecto sea
I = Ann(L) con I maximo de F. Sea 0 # L' C L un submddulo, en-
tonces Ann(L) C Ann(L'). Como I = Ann(L) es maximo de F', entonces
Ann(L) = Ann(L'). Para asegurar la existencia de estos maximos se asume
que R es anillo neteriano izquierdo. De esta forma tenemos que la siguiente:

Proposicién 5.1.7 Si M es un A—médulo no cero, entonces Ass(M) #

0.

Proposicén 5.1.8 Si0 - L — M — N — 0 es una sucesion exacta de
modulos, entonces Ass(L) C Ass(M) C Ass(L) U Ass(N).

Demostracién. Sea I € Ass(L) entonces para todo L' no cero submédu-
lo de L se tiene que Ann(L') = I. Como todo submédulo de L es submédu-
lo de M, entonces I € Ass(M). Por lo tanto Ass(L) C Ass(M). Sea
P = Ann(K) € Ass(M), entonces P = Ann(K’') para todo 0 # K’
submédulo de K € M. Ya que K N L = 0 y la sucesion es exacta, en-
tonces K es isomorfo a un submddulo de N y por lo tanto P € Ass(V).
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Por otra parte, si K N L # 0 se sigue que P = Ann(K') para todo K’ # 0
submédulo de K N L, por lo que P € Ann(L). De donde tenemos que
Ass(M) C Ass(L)U Ass(N). R

Proposicién 5.1.9. Ass(,.; M;) = U,y Ass(M;).

Demostracién. Sea M = @, ., M; y P € Ass(M), entonces existe
L C M, tal que Ann(L') = Ann(L) para todo 0 # L' C L. Por lo tanto
si x € L, entonces el ciclico Rz € L tiene la propiedad Ass(Rx) = P.
Podemos suponer que L es ciclico. Como L C M = @, ., M;, entonces
L CME@MEP..EM,. Asi la demostraciéon la podemos hacer por in-
duccion y podemos reducir para el caso de una suma directa M; & M.
Consideremos la sucesion 0 — M, — M; & My — M, — 0 entonces esta
sucesion se escinde. Ahora aplicamos la Proposicién 5.1.8 y tenemos que
Ass(My & M) C Ass(My) U Ass(Ms). La otra contencién es clara. B

Definicién 5.1.10. Sea M un R — moédulo y N un submddulo de M.
Diremos que N es esencial en M y lo denotamos por N C.o M si para todo
0# L C M se tiene que LN N # 0.

Proiposicion 5.1.11. Sea M # 0 un R —modulo y N C.; M, entonces
Ass(M) = Ass(N).

Demostracién. Claramente tenemos que Ass(N) C Ass(M). Ahora
sea P € Ass(M), se sigue que existe L C M tal que Ann(L') = Ann(L)
para todo 0 # L' C L. Teniendo en cuenta que N C., M, entonces
0# LNN C N. Ahorasea L” C LN N. Como L C LN N C L, en-
tonces Ann(L") = Ann(LNN) = Ann(L) = P. Como LN N C N, se tiene
que P € Ass(N). Asi Ass(M) C Ass(N). R

Corolario 5.1.12 Sea M un R — médulo y E(M) la capsula inyectiva
de M, entonces Ass(M) = Ass(E(M)).

Demostracién. Se sabe que M C., E(M). Ahora por la Proposicién
5.1.7 tenemos el resultado. B

Definicién 5.1.13. Un R—maédulo M se dice que es uniforme o coirre-
ducible si para cualesquiera L, N submddulos no cero de M se tiene que

LNN#0.

Corolario 5.1.14. Sea M # 0 un R — modulo, si M es uniforme, en-
tonces Ass(M) tiene un solo elemento.
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Demostracion. Sea 0 ## N C M un submédulo. Como M es uniforme,
se sigue que N C.s M. Asi por lo Proposicién 5.1.8, tenemos que Ass(N) =
Ass(M). De donde Ass(N) = Ass(M) para todo N submddulo de M. Aho-
ra sea P € Ass(M), entonces existe N C M tal que Ann(N') = Ann(N)
= P para todo 0 # N’ C N. Por lo tanto Ass(N) = {P}. En conclusién
Ass(M) ={P}. 1

Definicién 5.1.15. Un R — moédulo M tiene rango finito si existe un
entero no negativo n tal que E(M), es suma directa de n submddulos uni-
formes.

Note que por [3, Lema 5.16] se tiene que si M es de rango finito, enton-
ces cualquier otra descomposicién de E (M) en suma directa de submédulos
uniformes tiene exactamente n sumandos.

Corolario 5.1.16. Sea M un R — médulo si R tiene rango finito, en-
tonces Ass(M) es finito.

Demostracion. Por la Definicién 5.1.15, tenemos que
E(M)=E ... E,, donde cada E; es médulo uniforme. Ahora por la
Proposicién 5.1.9 tenemos que Ass(E(M)) = Ass(My)U...U Ass(M,,). Asi
por los Corolarios 5.1.12 y 5.1.14 tenemos que Ass(M) = Ass(E(M)) es
finito. W

Definicién 5.1.17. Un R—mddulo M es llamado coterciario si Ass(M)
consiste de un elemento, el cual denotaremos por ass(M). Un submddulo L
de M es terciario en M si M/L es un mddulo coterciario.

El Corolario 5.1.14 muestra que todo médulo uniforme es coterciario. Da-
do P un ideal primo, diremos que un submédulo L de M es P — terciario
en M si Ass(M/L) = {P}.

Proposicion 5.1.18 Si P es un ideal primo del anillo R, entonces P
es un ideal izquierdo P — terciario.

Demostracién. Sea B € Ass(R/P), entonces existe (I/P) C R/P tal
que B = Ann(J/P) = Ann(I/P) para toda 0 # J/P C I/P. Afirma-
mos que B = P. En efecto, P(I/P) = PI/P. Como P es ideal bilate-
ral, entonces PI C P. De donde tenemos que (PI/P) = 0. Por lo tanto
P C Ann(I/P) = B. Ahora como B(I/P) = 0, se sigue que BI C P.
Ademas P es ideal primo, con lo cual se tiene que B C P o I C P. Como
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0 # (I/P), entonces B C P. En conclusiéon B = P. B

Proposiciéon 5.1.19 Toda interseccion de submodulos P — terciarios
de M es P — terciaria en M.

Demostracién. Sean {L;};c; submoédulos P — terciarios de M, enton-
ces el monomorfismo (M/(,c; L;) = ,c;(M/L;) muestra que
Ass(M/(Nier Li) € Uiy Ass(M/L;) = {P}. Por lo tanto Ass(M/ (), L;) =
{P}. 1

Definicién 5.1.20. Sea M un R — médulo y N C M un submoddulo.
Diremos que N es irreducible en M si para cualesquiera L y K submodulos
de M tales que N = LN K se tiene que L C N o K C N.

Note que si N es irreducible en M, entonces M /N es uniforme. en efec-
to, sea N irreducible en M y sean L/N N K/N = 0 Asi obtenemos que
LN K/N = 0. Por lo tanto LN K = N. Como N es irreducible L = N o
K =N.Asi L/N =00 K/N =0, entonces M/N es uniforme. Por lo tanto
M/N es coterciario, es decir Ass(M/N) tiene un solo elemento.

Consideremos el médulo E(R/P) para un ideal primo P. Este es un
modulo coterciario, pero en general no inescindible, por que P no es nece-
sariamente irreducible. Sin embargo, ya que R es anillo neteriano izquierdo,
entonces hay una descomposicién E(R/P) = €,.; E; de médulos inyectivos
inescindibles F;.

Proposicién 5.1.21. Si P es un ideal primo y E(R/P) = @, Ei,
donde los E; son maodulos inyectivos inescindibles, entonces todos los E;
son isomorfos entre si.

Demostracién. Por [6] Capitulo II sabemos que el anillo (izquierdo)
clésico de cocientes ) de un anillo neteriano izquierdo R/P es una ani-
llo simple. Asi R/P tiene un anillo simple de cociente ). Como R/P
es esencial en () como un R/P moédulo y también es esencial como un
R — médulo izquierdo. Se sigue que la inclusion (R/P) — FE(R/P) pue-
de ser extendido a un monomorfismo R — lineal, Q — E(R/P), el cual
es esencial. El anillo simple () puede descomponerse en una suma directa
minima de ideales izquierdos B;, los cuales son isomorfos entre si. Asi se
obtiene (P,c; £i) = E(R/P) = (B, E(B;))). De el Teorema de Azumaya
[6] Corolario V 5.5, tenemos que E; = E(B;) para todo 4, y por lo tanto
todos los E; son isomorfos. B
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Ahora daremos el siguiente resultado.

Proposicién 5.1.22. Sea M un R — moédulo finitamente generado, en-
tonces eziste una cadena (0) = My C ... C M,, = M tal que

1) M; es un submddulo terciario de M,y ;
2) M;y1/M; es anulado por su ideal primo asociado.

Demostracion. Haremos la desmotracién pot induccion. Supongamos
que My,..., M; ;1 cumplen la proposicién. Si M; # M, entonces Ass(M /M;) #
() v se tiene que existe M; C M tal que todo submédulo no cero de M, 1/M;
es anulado por un ideal primo P,;. Como M es finitamente generado, en-
tonces m es finito. Por lo tanto las condiciones (1) y (2) se satisfacen. B

Definicién 5.1.23. (Descomposicion Terciaria) Sea M un médulo fini-
tamente generado. Una descomposicion terciaria de un submodulo L de M
se obtiene al escribir a L como una interseccion finita L = My 0 ... N M,
donde cada M; es terciario en M y

i) La descomposicion es irredundante,
i) ass(M/M;) # ass(M/M;) para i # j.

Proposicion 5.1.24. Sea M un R — modulo izquierdo y L C M un
submaodulo finitamente generado, entonces tenemos lo siguiente:

1) L tiene descomposicion terciaria.

2) Si L =MnN..NM, =N N..NN, son descomposiciones de L,
entonces m =n y {ass(M/M;) | i =1,...m} = {ass(M/N;) | j =1,...,n}.

Demostracién. 1) Como R es anillo neteriano izquierdo y M un R —
médulo izquierdo es finitamente generado, entonces por [6] Proposicién 3.1
capitulo I tenemos que M es neteriano. Asi L puede escribirse como una
interseccién irredundante L = M; N ... N M} de submddulos irreducibles
M; de M. Por lo tanto cada M; es terciario en M. Para cada ideal primo
P € {ass(M/M;)}, sea M(P) la interseccién de todos los M; tales que son
P—terciarios. Por la Proposicion 5.1.19 tenemos que M (P) es P—terciario
en M. Asi tenemos que L = [, M(P) es la descomposicion terciaria desea-
da.
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2) Ahora veamos la unicidad. Sea L = M; N ... N M, cualquier descom-
posicion terciaria de L en M. Consideremos el monomorfismo (M/L) —
(M/M;) @ ... ® (M/M,,). La irredundancia implica que M/L tiene una
interseccién no nula K; con cada M/M;. Por lo tanto hay monomorfis-
mos (K1 & ...& K,,) - (M/L) - (M/M,) & ... & (M/M,,). Ahora por
las Proposiciones 5.1.8 y 5.1.9 obtenemos que | J; Ass(K;) C Ass(M/L) C
(U, Ass(M/M;). Pero cada M/M; es coterciario y Ass(K;) # 0. Por lo tan-
to Ass(K;) = Ass(M/M;). Se sigue que {ass(M/M;) | i = 1,...m} =
Ass(M/L), y de esto se sigue la unicidad. B

Note que si R es un anillo neteriano conmutativo, entonces cualquier
ideal irreducible I es terciario en R, ya que R/I es uniforme. Ademéds por
la Proposicion 3.1.10 sabemos que I es ideal primario. Por otra parte cada
ideal es interseccion finita de ideales irreducibles. Por lo tanto cada ideal en
un anillo neteriano conmutativo tiene descomposicion terciaria y es la mis-
ma que su descomposicién primaria. Riley demuestra en [5] que la descom-
posicién terciaria tiene una razonable generalizacion de la descomposicion
primaria de anillos Noetherianos no conmutativos.

Se puede mencionar otra forma de generalizar la descomposicién prima-

ria para anillos no conmutativos aunque no es tan buena como la descompo-
sicién terciaria. Sea M un R-modulo finitamente generado, un submaédulo
L de M es primario en M, si L es terciario en M y P"M C L, donde
P = ass(M/L) para algin entero n. Asi se pueden definir descomposicio-
nes primarias analogamente a la descomposicion terciaria. Una condicion
suficiente para la descomposicién primaria de M es que cada subméddulo
irreducible sea primario.
En particular, todo ideal es primario si y solo si es terciario y contiene una
potencia del ideal primo asociado. Esta condicién puede ser reformulada en
un anillo conmutativo de forma que rearmemos la definicién tradicional de
ideales primarios en un anillo conmutativo. Para cada ideal izquierdo I sea
I el ideal bilateral mas grande contenido en I, es decir I = {b € R|Rb C I}.
Se denota a /T a la interseccién de todos los ideales primos que contienen
a I. Se puede demostrar que /T es el mayor ideal bilateral de R tal que
alguna potencia de /T estd contenida en I.
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