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ABSTRACT

High-frequency approach techniques for wave propagation such as ray tracing
are widely used methods for tomographic investigations or seismic explorations.
These techniques are applicable for velocity gradient sections where the interfaces
are usually relatively smooth, although it can also be applied to models in which
the interface contrasts become complicated in geometry.

Analogous ray tracing methods such as Gaussian beams overcome certain pro-
blems compared to geometric ray theory: the solution of the field in the beams
is not limited only to the beam path but also to a portion in the vicinity of the
beam; the sum of Gaussian beams provides a good approximation of the field in
the vicinity of caustics, avoiding some implementations that are required in geo-
metric ray theory. The use of this method in the propagation of seismic waves
has the advantage of being flexible in its implementation and effectively obtaining
the arrival times and the amplitudes of the reflections in the analyzed interfaces.
Some approximations to the wave field such as evanescent wave phenomena and
diffraction are not discussed in this development.

In this work, the sum of Gaussian beams is used to calculate seismic reflections
for different models, where the seismograms calculated using this method are
compared with those calculated by the finite difference method. In such cases, the
results using Gaussian beams compare well with the finite difference simulation
for the different reflectors. The methodology for treating cases in heterogeneous
media of elastic wave propagation is explained and results are presented with
numerical examples of the computation times necessary to obtain synthetic seis-
mograms of the different seismic phases (reflections). In general, the time to ob-
tain seismograms by the Gaussian beam method varies with the number of rays
and the number of receivers, the lower computational cost for calculating synthe-
tic seismograms using beams being more evident, compared to finite differences
when the frequency increases.



RESUMEN

Técnicas de aproximacion en altas frecuencias para la propagacion de ondas tales
como el trazado de rayos son métodos muy usados para investigaciones tomo-
graficas o exploraciones sismicas. Estas técnicas son aplicables para secciones con
gradiente de velocidad en donde las interfaces suelen ser relativamente suaves
aunque también puede aplicarse a modelos en el cual los contrastes de las interfa-
ces llegan a ser de geometria complicada.

Métodos andlogos al trazado de rayos tales como haces gaussianos superan cier-
tos problemas en comparacion con la teorfa de rayos geométricos: la solucién del
campo en los haces no se limita s6lamente en la trayectoria del rayo sino también
sobre una porcién en la vecindad del mismo; la suma de haces gaussianos propor-
ciona una buena aproximacién del campo en las cercanias de causticas, evitando
algunas implementaciones que se requieren en la teoria de rayos geométricos. El
uso de este método en la propagacién de ondas sismicas tiene la ventaja de ser fle-
xible en su implementacién y obtener de manera efectiva los tiempos de arribo y
las amplitudes de las reflexiones en las interfaces analizadas. No se discute en este
desarrollo algunas aproximaciones al campo de ondas tales como los fenémenos
de ondas evanescentes y la difraccién.

En este trabajo se utiliza la suma de haces gaussianos al cdlculo de reflexiones
sismicas para distintos modelos, en donde se comparan los sismogramas calcu-
lados usando este método y los calculados por el método de diferencias finitas.
En tales casos, los resultados usando haces gaussianos se comparan bien con la
simulacién de diferencias finitas para los distintos reflectores. Se explica la meto-
dologia para tratar casos en medios heterogéneos de la propagacién de onda elés-
tica y se presentan resultados con ejemplos numéricos de los tiempos de cémpu-
to necesarios para obtener sismogramas sintéticos de las distintas fases sismicas
(reflexiones). En general, el tiempo para obtener sismogramas por el método de
haces gaussianos varia con la cantidad de rayos y el nlimero de receptores, siendo
mas evidente el menor costo computacional para calcular sismogramas sintéticos
utilizando haces, en comparacién con diferencias finitas cuando aumenta la fre-
cuencia.
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INTRODUCCION

En el campo de la sismologia y prospeccion sismica, el objetivo fundamental es la
determinacién de la estructura interna de la tierra en diferentes escalas (global, re-
gional o local). La dificultad con los programas de modelacién de propagaciéon de
ondas eldsticas se concentra en aproximar de manera eficiente el campo de ondas
registrado ya sea en superficie o cerca de la superficie para estructuras con hete-
rogeneidades y geometria compleja. En base a esto, se requiere aplicar distintos
algoritmos numéricos que permitan simular el campo de ondas fuente-receptor
con una buena precisién y en un tiempo de célculo aceptable. La propagacion de
las ondas sismicas por el subsuelo estd determinada por las condiciones del te-
rreno, lo que hace posible obtener informacién del medio tales como la velocidad,
densidad o forma de su estructura, estudiando los tiempos de propagacion y las
amplitudes de las ondas sismicas.

Existen diversos algoritmos que se emplean en las técnicas de modelado, parti-
cularmente se fundamentan en diversas teorias de propagacion de onda aplicadas
a medios con caracteristicas y objetivos especificos. De acuerdo a esto, cada algo-
ritmo tiene sus ventajas y desventajas en relacién al modelo geoldgico de estudio
y a la capacidad de computo disponible, por lo que es importante evaluar la apli-
cacién de dichas técnicas de modelado respecto a estas tltimas condiciones.

El trazado de rayos sismicos se caracteriza por determinar el camino que sigue
la onda sismica desde un punto en especifico donde se genera (fuente) hasta otro
lugar de la superficie donde es recibida la sefial (receptor). Particularmente los
solucionadores eikonales tienen muy buena precisién en cuanto al tiempo de arri-
bo de la sefial en medios complicados, donde el uso de modelos de velocidades
mads realistas generalmente ofrece una mayor precisiéon de los tiempos de llegada
desde la fuente. Asi el método de trazado de rayos ha sido una técnica aplicada
con éxito para el campo de exploracion petrolera, en mineria y en la sismologia,
donde se ha usado para el estudio de la corteza, el manto y el ntcleo terrestre
para el caso donde la fuente es el hipocentro de algtn terremoto.

El método de haces gaussianos (HG) puede ser visto como una extension del
trazado de rayos sismicos, donde existe una gaussiana que acompafia a toda la
trayectoria del rayo y que sumando varios haces gaussianos simula el frente de
onda que puede ser medido en cualquier punto dentro del abanico de rayos. La
teoria explica que los rayos sismicos representan una aproximacién asintética de



INTRODUCCION

alta frecuencia para ondas sfsmicas que se propagan en medios tanto isétropos
como anisotrépicos. Para frecuencias finitas, este método no es exacto, pero pro-
porciona una buena aproximacién en el campo lejano a grandes distancias de la
fuente.

Los rayos centrales en los haces gaussianos siguen las mismas ecuaciones di-
ferenciales que la teoria de rayos salvo que se estos se definen complejos, por lo
que tienen amplitudes complejas. Esto evita que su amplitud se haga infinita en
zonas cercanas a las catsticas [1]. En los tltimos afios se puede encontrar dife-
rente informacién acerca de la modelacién sismica y su aplicacién al problema de
migracién usando haces gaussianos como solucién en alta frecuencia (v.gr., Popov
[2, 3]; Cerveny [4, 5]; Cerven}’f y PSencik [6, 7, 8]; Miiller [9]; Nowack [10]; Zéacek
[11]; Kravtsov y Bercynki [12]). En comparacién con el trazado de rayos tradicio-
nal, un haz gaussiano es definido sobre la vecindad del rayo, ofreciendo la ventaja
de no posicionar receptores necesariamente sobre la trayectoria del rayo. Como
punto critico, la solucién del haz gaussiano depende en gran medida de los paré-
metros de haz seleccionados utilizados para definir las condiciones iniciales para
la propagacion de rayos y su medicion a distancias diversas de la fuente.

1.1 JUSTIFICACION

Los métodos de discretizaciéon tales como el método de diferencias finitas (MDF)
o método de elemento finito (MEF), se caracterizan por necesitar un gran niime-
ro de puntos para resolver la ecuacion. En diversas simulaciones de propagacion
directa e inversion de datos, obtener resultados puede llevar un elevado costo
computacional que varia dependiendo de las frecuencias simuladas y que en fre-
cuencias suficientemente altas, las simulaciones directas pueden llevar un tiempo
de cémputo considerable. Como alternativa, métodos asintéticos en alta frecuen-
cia poseen un costo computacional mucho menor.

La técnica de haces gaussianos como aproximacion de los campos de onda, ha
mostrado grandes ventajas frente a otras soluciones asintéticas de la ecuacién de
onda, debido a que es definido sobre la vecindad a lo largo del rayo mediante
la aproximacion de onda plana. Ya que los haces son independientes entre si, la
respuesta entre fuente-receptor es contribuida por la cantidad de haces a partir de
multiples arribos del campo de onda que parten de distintos caminos en el sub-
suelo. Se explora entonces sus fundamentos teéricos asi como su implementacién
y alcances en el modelado sismico.



1.2 HIPOTESIS

1.2 HIPOTESIS

La propagacién de onda sismica a través de diversas configuraciones geométricas
y con distintas propiedades, genera un frente de onda con multiples trayectorias
de la energia sismica (multipathing). Distintas técnicas surgen como respuesta a
diversos problemas los cuales se resuelven teniendo en cuenta su costo compu-
tacional y la precision requerida de la respuesta. La hipétesis se concentra en que
estos fendémenos del campo de onda, podrén ser simulados a través de la suma de
haces gaussianos de manera aproximada y aceptable para uso de interpretacién
y exploracién, ademds de conservar la ventaja en los tiempos de computo que el
método de trazado de rayos ofrece frente a métodos de discretizacion.

1.3 OBJETIVO

Los objetivos en este trabajo pueden ser divididos en los siguientes puntos:

e Realizar la simulacién de la propagacién de onda por el método de trazado
de rayos a través de la suma de haces gaussianos en 2D, para el caso P-SV.

e Desarrollo del cédigo para explorar los alcances en irregularidades topogra-
ficas y de medios complejos.

e Interpretacion de las respuestas para diferentes frecuencias de onda inciden-
te.

e Comparacién con los métodos de discretizacion y definir los alcances de la
aplicacién del método para estudios de campo y enfoque de la informacion.






MARCO TEORICO

Los métodos basados en técnicas de trazado de rayos son utilizados en el campo
de la sismologia obteniendo la solucién aproximada en alta frecuencia de la ecua-
ciéon de onda. Estos métodos determinan la trayectoria de los rayos y el tiempo
de viaje al integrar la ecuacién sobre su trayectoria. Son flexibles, eficientes y tie-
nen la capacidad de obtener imagenes de reflectores sobre una amplia variedad
de geometrias; ademads, se puede trabajar de manera separada el conjunto de on-
das propagadas, lo que puede ser muy apropiado para casos de exploraciéon o
inversién de datos.

Por otra parte, en los métodos de discretizacién de dominio se resuelve el con-
junto total de ondas, lo que hace que se obtenga una simulacién mas completa en
comparacion con el método de trazado de rayos, donde en este tiltimo no pueden
calcularse ciertos efectos de manera directa tales como ondas evanescentes o la di-
fraccién, sin embargo, aunque los métodos basados en trazado de rayos son bien
utilizados en la reflexién y refraccién de ondas de cuerpo (existen trabajos donde
se extiende su aplicacion a ondas superficiales [13, 14]), estos suelen ser menos de-
mandantes en costos de memoria y tiempo de cémputo. Una breve comparacién
de estos métodos se decrible en la Tabla 1.

Para mejorar la precisiéon y superar los limites de los métodos basados en tra-
zado rayos, existen técnicas derivadas tales como suma de haces gaussianos (HG).
Katchalov y Popov [15], Cerveny et al. [1] y Klimes [16] han aplicado el método
de haces gaussianos para la modelaciéon del campo de ondas sismico. El método
HG fue incorporado por Hill [18, 19], Hale [20, 21], Popov et al. [22, 23, 24], etc.,
aplicdndose con éxito en problemas de migracién sismica y para medios anisotré-
picos. En ciertos problemas ofrece flexibilidad y eficiencia en calcular el campo de
ondas de medios complejos dentro de un rango de frecuencias.

El método HG incluye el trazado de rayos cinemdtico y dindmico. El trazado de
rayos cinematicos calcula el tiempo de viaje y la trayectoria del rayo, determinan-
do el frente de onda sobre la trayectoria del rayo propagado. El trazado dindmico
calcula la amplitud del cual se deriva el vector de desplazamiento necesario para
generar sismogramas sintéticos. La parte cinemadtica se implementa utilizando la
ley de Snell y el principio de Fermat; el trazado dindmico de rayos se basa en la
aproximacién de rayos paraxiales lo que implica solucionar un sistema de ecua-
ciones diferenciales lineales sobre el rayo central, obteniendo las derivadas de las
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Método trazado de rayos

Método MDF

Los métodos de rayos son soluciones asin-
toticas en alta frecuencia de la ecuacién de
onda.

Modelado por diferencias finitas se basa
en la discretizacién directa de la ecuacién
diferencial.

Se aplican a modelos generalmente sua-
ves conteniendo varias interfaces, a través
de los cuales los pardmetros son homogé-

El modelo de capas puede ser arbitraria-
mente heterogéneo siempre y cuando se
cumplan las condiciones de estabilidad

neos en cada capa. de la diferencia finita.

El modelado de trazado de rayos estd
orientado a eventos. Se puede elegir el ti-
po de ondas a modelar en las distintas ca-
pas y el tipo de reflexién y transmisién
que se producird en las interfaces. Por es-
ta razén, el modelado de trazado de rayos
es una herramienta 1til para el analisis de
la propagacién de ondas y la identifica-
cién de llegadas.

Su implementacién proporciona el campo
de ondas completo, que incluye todos los
tipos de ondas contenidas en la duracién
de la propagacién de la onda.

El tiempo depende de factores como la
densidad de rayos, el tiempo total propa-
gado, el nimero de receptores, el nimero
de capas y el nimero de disparos. Gene-
ralmente es menos demandante.

Requiere tanto memoria de computadora
como tiempo de cémputo, especialmente
en los modelos 3D.

Tabla 1: Principales aspectos del método de trazado de rayos y el método de diferencias
finitas (MDF).

coordenadas a lo largo del rayo y los correspondientes vectores de lentitud con
respecto a los pardmetros del rayo.

El campo de ondas sismico es obtenido mediante la suma de todos los haces
que contribuyen a la respuesta sobre un receptor dado (proximidad), superando
las desventajas del trazado de rayos convencional, lo que evita ubicar receptores
especificamente sobre la trayectoria del rayo y mantener la continuidad de las
amplitudes en zonas de cdusticas.

En este trabajo se determinardn entonces los alcances que puede ofrecer el mé-
todo de haces gaussianos (HG) para la simulacién campo de ondas bidimensional
y ante la incidencia sobre distintas configuraciones geométricas. Ya que la parte
critica del método, es escoger los pardmetros adecuados para los haces de tal for-
ma que se pueda construir aceptablemente el frente de onda, se explora la manera
en como se puede abordar para problemas geoldgicos.
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2.1 APROXIMACION EN ALTA FRECUENCIA DE LA ECUACION DE ONDA
2.1.1 Ecuacién de onda Paraxial

Asumiendo que la aproximacion se trabaja en altas frecuencias, es decir, que la
longitud de onda de la propagacion es sustancialmente mds corta que las hetero-
geneidades del medio, la ecuaciéon de onda eléstica simplificada para el clculo de
ondas escalares o vectoriales puede ser generalizada para medios eldsticos lineales,
homogéneos e is6tropos de la siguiente manera:

162¢
V2 _oe 1
c 0t? 0, ()

donde @ representa el potencial de la onda escalar, ¢ es la velocidad de la onda y
t el tiempo. Se asume que la solucién de la Ecuacion (1) se trabaja en el ntimero de
onda por lo que aplicamos transformada de Fourier en ambos lados de la ecuaciéon
obteniendo la ecuacién de Helmholtz:

(V2+K2) D=0, (2)
y definiendo a @ como:
© = A(x)e ¥, (3)

donde A(x) describe el perfil transversal de la onda plana en la direccién de pro-
pagacion. k = w/c es el nimero de onda y w la frecuencia angular. Obteniendo
los gradientes de ® tenemos:

VO = (VA)e ¥ —ikAge tkx (4)

V20 = (V2A)e ¥ — 2ik(VA) - ke T* —k2Ae kx| (5)

pasando el altimo término de la Ecuacién (5) del lado izquierdo:

qu) + kZAe—ikX — (vZA)e—ikx —21k(VA) X %e_ikx , (6)

el lado izquiero de la Ecuacién (6) es la Ecuacién de Helmholtz, por lo que puede
expresarse como:
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(V2+K3)D = (VZA — zik%i) e =0, 7)
de tal forma que:
<v2A — ZikaA> e tkx =0, (8)
0x

Esta tdltima ecuacion representa una ‘aproximacion paraxial” para el campo de
onda conocida también como ecuacién parabélica, la cual se puede resolver en
términos de polinomios de Hermite. La solucién mds simple corresponde al poli-
nomio de orden cero, denominado también como "Haz Gaussiano’ y representado
en dos dimensiones usando coordenadas locales como:

Uhg(s,n) = #exp (iks — n’ > etwt (9)
9> T+1(s/Sc) L2, (1+1i(s/Sc)) '

donde S. = O.SkI_]zvl es la distancia critica, k es el niimero de onda, Ly el semian-
cho inicial del haz en s = 0, C es una constante que define la amplitud del haz, s y
n son las direcciones de propagaciéon y sentido perpendicular del rayo (coordena-
das locales), estas tltimas dependientes de las coordenadas globales x y z (Figura
2.1).

X Perfil gaussiano
l final
z n Lm(s)

2Lm I . S _i . :-"'__ N

Perfil gaussiano BRRREN W
inicial

S=0 S=Sc  S=3Sc

Figura 2.1: Propagaciéon de un haz gaussiano caracterizado por sus propiedades tales co-
mo la abertura inicial del haz, decaimiento de la amplitud y su divergencia en
el sentido de la propagacion.

Entonces la Ecuacién (9) propaga una gaussiana a través de la linea del rayo
donde su mayor amplitud se encuentra en s = 0 y los pardmetros Ly y C deter-
minan la forma inicial de la gaussiana. El parametro S es la distancia critica en
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el cual la forma de la gaussiana diverge y C = 1 obtiene la amplitud unitaria del
haz (ver Figura 2.1 izquierda).

2.1.2  Solucion ecuacién Eikonal

Partiendo de la Ecuacioén (1) y eligiendo trabajar en el tiempo de viaje t(x), la solu-
cién de la ecuacion tiene la forma:

D= A(X)efiw(’r(x)nht) , (10)

donde A(x) es la amplitud y w es la frecuencia angular. El Laplaciano del potencial
escalar es:

V20 = V2Ae tw(t(x)+t) _ 5 vr. VAe tw(T(x)+t)

—w?AVT Ve tw(tx)+t)

La segunda derivada de @ con respecto al tiempo es:

2
0 2peiwltx) ) (12)
ot? ’
sustituyendo Ecuaciones (11) y (12) en la Ecuacién (2) nos queda:
2 2 2_ - 2 —Aw?
VIA = W AV —iw (VA - VT + AV T) = —5—; (13)
la ecuacién anterior puede separarse en su parte real e imaginaria:
—Aw?
arte real: VZA — w?A|Vt? = ,
P 2 (14)

parte imaginaria: 2VA - VT+AV2T =0 ,

tomando en cuenta la parte real y pasando —Aw? del lado izquierdo de la ecua-
cién, la expresion se simplifica a:

1 2
VT — = = _V°A

S i (15)
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Considerando aproximacioén en altas frecuencias, es decir, suponemos que w
es un pardmetro grande, obtenemos que el lado derecho de la Ecuacién (15) se
convierte en cero y llegamos a la expresién conocida como ecuacién Eikonal:

1
(VD)? =, (16)
c
reescribiendo la anterior:
1
V1t =—, (17)
c
simplificando de tal modo que:
dt 1
- _ 2 18
G o’ (18)

donde ds es la distancia viajada por la onda. Se puede realizar el siguiente despeje:

d
ar="=2, (19)
Cc

y la propagacién de la onda entre dos puntos A y B corresponde al tiempo total
de viaje entre esos puntos por lo que:

B ds
T:JAC. (20)

Basdndose en el formalismo Lagrangiano, podemos asumir la accién total como
la suma de pequefias acciones en cada instante de tiempo por lo que la ecuacién
anterior puede escribirse como:

B
T:J Lds, (21)
A

donde £ representa el sistema Lagrangiano:

L=~ . (22)
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De este modo, la perturbacién del tiempo de viaje 8t corresponde a que £ es
una funcién de coordenadas y velocidades generalizadas:

1
L(XrU;Z,XIQIi) = E V x2 +y2 +ZZ ’ (23)

donde:

dx . dy . dz

X — —— = — = — 2
X=o Y=o EE g (24)

entonces la variaciéon de T bajo las dependencias de £ tenemos:

B
ot = J 0L(x,y,2z,%,7,2)ds =
A

B
0L oL _. 0L ol _. oL oL _.

i srmino 2886x = 4 (£
Si ahora sumamos y restamos el término 3% 6% = £- (4%) 8x para usar la regla

del producto y deshacer la derivada de la variacién de velocidad:

(25)

:%&c
B
0L 0L d /L d /L
6T—JA 6—6 —i—&é +ds<ax>6x_ds ax>6x +

62) } ds = (26)

+JB %éx—i < ox | + %6 _4 (L dy | +
AL T ws \ox oy Y s \ay ) Y
L d /(L
+ (azél— a <az) 6Z> } ds P

los términos evaluados de la integral se anulan debido a las condiciones del forma-
lismo Lagrangiano. De acuerdo con el principio de Fermat 6t = 0, lo que implica:
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(“ﬁ—aﬁ:o, (27)

que son las ecuaciones de Euler-Lagrange. En conjunto con la Ecuaciones (22) y (23)
se puede obtener:

oL _ X L—Lk—hix,

ox /%2412 422 cds

0L ] 1d

N Pt rarpr il A (28)
Yy X2 412 + 22 c ds

0L z 1dz

Entonces se puede concluir que la solucién de la ecuaciéon Eikonal requiere la
solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

ds
Tdy) _ 0 (1
(cas> ~ oy <c> / (29)
i3

el reciproco de la velocidad es la lentitud o, el cual ayuda a realizar algunas sim-
plificaciones:

o= . (30)

sustituyendo este parametro en la Ecuacién (29), se puede reescribir el sistema de
una forma mds compacta como:

a4 <de) =Vo, (31)
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donde x = [x,y, z] denota posiciéon y o = [0y, 0y, 0] es considerado como vector
de lentitud. Aplicando la condicién en que la trayectoria del rayo es ortogonal a
los frentes de onda:

d
X _evr=2, (32)
ds o

la Ecuacién (31) se puede reducir como:

do
—=Vo. (33)
ds
Para el caso bidimensional (2D) y basdndose en un sistema con simetria cilin-
drica, en la ecuacién Eikonal se reemplaza x con r y se nulifica cualquier derivada

con respecto de y:

dr o, dz o
G- o0 Ao (34)

bajo estas condiciones la Ecuacién (24) se convierte en:

do, 00 do, Oo

ds or ' ds 0z ° (35)

En la dltima ecuacién o, (s) y 0, (s) representan, respectivamente, la componen-
te horizontal y vertical de la lentitud:

o(s) = [ov(s), 0z(s)] , (36)

la diferencial del tiempo de viaje puede ser escrito como:

d 2
dt = e ods = G—dr . (37)
C oy

El sistema de ecuaciones dado por las Ecuaciones (34) y (35) puede ser reescrito
en la siguiente forma:

dr  or(s) do, 00(s)

ds ofs)  ds or '
dz 0.(s) do, 00(s)
ds o(s) © ds 0z

(38)

13
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Para resolver la ecuacién Eikonal se utiliza el método Runge-Kutta-Fehlberg
(ver Seccién 2.2), el cual empieza reescribiendo el sistema original de ecuaciones
como una ecuacién diferencial lineal:

d
dy _,

s , (39)
donde:
Or
o
z &
y= f=1 7 (40)
oy o
0, g

2.1.3  Solucién ecuacién de transporte

En teorfa de rayos la solucién de la parte imaginaria conocida como ecuacion de
transporte en la Ecuacion (14) es la amplitud de A:

p(mv(womro)] " Ao, (41)

p(tv(T)](7)

donde p es la densidad, v es la velocidad para un tipo de onda (« o 3 para ondas
P y S respectivamente) y | es el Jacobiano medido en un tiempo especifico. En el
caso de un medio homogéneo e isotrépico, p(To) = p(T) y v(T0) = v(T) por lo que
la Ecuacién (42) se simplifica como:

A(t) = [

AlTo) - (42)

Se enfatiza que la funcién A puede ser calculada s6lamente en la trayectoria
del rayo, ademads existe un inconveniente en el punto cdustico, donde [J(T)| = 0
y la amplitud escalar se vuelve infinita, por lo que las cdusticas representan una
singularidad en tal punto y en sus proximidades en la teoria de rayos, siendo una
region donde el método es localmente invalido [17]. Estas desventajas de la teoria
de rayos son bien conocidas, por lo que se han propuesto soluciones para resolver
estos problemas tal como el método de haces gaussianos.
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De esta manera, para el caso 2D la amplitud A puede aproximarse como un
haz gaussiano, el cual modela la evolucién de la amplitud a lo largo del rayo y se
determina por la siguiente expresion:

_Jv(s)q(so) [ < _1pls) z>]
Ung(s,n) = v(so)q(s)eXp iw [ T(s) Zq(s)n , (43)

donde n representa la normal de la trayectoria de rayo s, v(s) representa la velo-
cidad del medio, s¢ es el punto inicial de la trayectoria del rayo, p(s) y q(s) son
escalares que se obtienen de la solucién del conjunto de ecuaciones dindmicas:

d d nn
o =clslpls) , b =—"Tqls). (44)

La derivada de segundo orden a lo largo de la normal n puede ser escrito en
términos de derivadas con respecto a r y z:

ar\ ? dr dz dz\?
nn — | 7 rr S T TZ N zz s
c In Crr+2 In n Crz + n c (45)
donde:
02c d2c d2c
Crr:a? ’ sz:@ ’ Crz:m, (46)
y las derivadas:
d d
i:—sinﬁ,d—i:—cose, (47)

que pueden ser identificadas como las componentes locales de los vectores e (s)
y es(s) (Figura 2.2), correspondiente a:

cos (s —sin0(s
eals) = | N en(s) = S 49)
sin O(s) cos 0(s)
Ademas se afiade las condiciones iniciales para po y qo y resolver las ecuaciones
dindmicas, asegurando que el término (q) # 0 y liberando al haz gaussiano de
singularidades [18]:

15
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(0]
E

trayectoria de rayo

\

z

Figura 2.2: Vectores locales para la trayectoria de rayo 2D.

i wr(LMo)Z

- VO 7 qO - VO 7 (49)

Po
donde i es la unidad imaginaria, Vj es la velocidad del medio de donde parte la
fuente, w, es la frecuencia de referencia y Ly, el semi-ancho inicial del haz.

Mientras n es un vector real, n-e; = 0, ambos escalares p y q son complejos.
Entonces la parte compleja del producto pq~'n? induce a un decaimiento de la
amplitud de la gaussiana a lo largo de la normal; la parte real introduce una
correccion de fase en el tiempo de viaje a lo largo de n.

2.2 METODO RUNGE-KUTTA-FEHLBERG

La solucién de la ecuacién Eikonal representa el tiempo que recorre el frente de
onda en el medio desde la fuente hacia el receptor. La integraciéon se lleva a cabo
por el método de Runge-Kutta-Fehlberg (Fehlberg [25, 26]), a menudo referido como
RKF45. Este método es un algoritmo de andlisis numérico para la resolucién de
ecuaciones diferenciales ordinarias y consiste en utilizar dos métodos de Runge-
Kutta de orden diferente, uno de cuarto y otro de quinto, sirviéndose de todos los
puntos del primero. Este método es popular porque sélo necesita seis evaluaciones
de la funcién, el cual puede predecir el error local de truncamiento y seleccionar
con esta prediccién un tamafio de paso que controle el error global.
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Empleando el método Runge-Kutta con error local de truncamiento de quinto
orden:

16 6656 28561 9 2
{ = —k k ks — =k k
Ynt1 =Ynt [135 112825 T 56430t T 500 55 6] R
para estimar el error local en un método Runge-Kutta de cuarto orden:
25 1408 2197 1
Ynt+1 =Yn + [216k1 + 3565 <3 + 47104]@1 - 5k5] / (51)
donde:
hf XTL/ yn 7
k,z = hf (X ,yn )
k3 = hf + 3h +3 k + k
3= Xn T oM Yn 1T 3k
12 1932 7200 7296 (52)
ks = hf (X“ Tz unt grerkt g7k z197k3>
439 3680
kS—hf<Xn+hryn+2]6k1_8k + =5 513 4]04 4)

3544 1859
2565 4104 40

h 8
kg = hf <Xn + zlyn 27k1 +2ky — —k3z + ——

El método Runge-Kutta-Fehlberg emplea un pardmetro q que determina el mejor
tamafio de paso:

eh 1/m
q< | ——m— : (53)
Yn+1 —Yn+1

El valor de q en el n-ésimo paso cumple el propésito de rechazar, si es necesario,

la eleccién inicial de h en el paso n-ésimo y repetir los célculos de tal forma que
pueda predecir una eleccién adecuada de h para el (n+1)-ésimo paso.

El tamafio 6ptimo de paso q puede ser determinado multiplicando el escalar q
por el actual tamafio de paso h. Si se repiten los pasos, se elige el valor de q para
n =4 (orden del método para estimar el error local), siendo la eleccién comun:

17
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h 1/4 h 1/4
i) o)
2|Un+1 _yn+1| ‘yn—o—] _yn+1| (54)

donde € es la tolerancia especificada del control de error.

2.3 GENERACION DE SISMOGRAMAS SINTETICOS

Para generar sismogramas sintéticos se necesita un modelo matemaético en el cual
podamos caracterizar la onda incidente asi como su contenido espectral. En este
trabajo se utiliza la ondicula de Ricker (Ricker [27, 28]), el cual se expresa en su
dominio temporal como:

r(t) = (1= 2(7ef (L — t5))2) e~ Frm(t—ts® (55)

donde f,,, es la frecuencia central del espectro y ts el tiempo de retraso respecto a
t = 0. La expresién en el dominio espectral se tiene como:

R(w) = 2 w \? w? (56)
= () o0 (mn) ’

donde w es la frecuencia angular. La ondicula de Ricker se caracteriza por ser
una sefial simétrica la cual consiste en un pico de amplitud y dos l6bulos secunda-
rios (Figura 2.3). No obstante, se utiliza con mayor frecuencia en la interpretaciéon
debido a que se puede relacionar el pico central de la ondicula con algtin reflector
de interés, siendo muy empleada en la industria para generar modelos sismicos y
sismogramas sintéticos.

Dado que los pardmetros del haz son nimeros complejos, el enfoque mds ade-
cuado para calcular sismogramas sintéticos es el método basado en la multiplica-
cién en el dominio de la frecuencia, debido a que es maés directo y eficiente para
la suma de haces gaussianos.

El campo vectorial-complejo de amplitudes up 4 que depende de las coordena-
das locales s, y de la frecuencia angular w, para ondas incidentes P, SV y SH en
un punto k, es calculado como:
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Q8

Q6
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0.2

0.4t
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Figura 2.3: Pulso de Ricker de fase cero, Tp = V6/mtfm y TR = Tp/ V3 sus periodos
caracteristicos.

ug (S/ n/ w/ k)esl
Ung(s,m, w,k)p = 0 , (57)

Ug (Sr n,w, k)es3

ug (S, TL/ CU, k)es3
U-hg (S, n,w, k)SV = 0 ’ (58)

_ug (SI n,w, k)es1

0
Ung(s, M, W, K)sH = | ug(s,n,w,k) | - (59)
0

Aqui eg; es la proyeccion vectorial de e (ver Figura 2.2) con j = 1,3 que repre-
sentan las direcciones de los ejes x, z respectivamente. Finalmente, multiplicamos
las expresiones uy 4 con la ondicula fuente y la solucién del dominio de frecuencia
se obtiene en el dominio de tiempo usando transformada inversa de Fourier:

Upg(x,z,t) = I

JR(w)uhg(s,n,w)eiwtdw ) (60)

Donde R(w) es el espectro de la ondicula de Ricker. El algoritmo completo para
calcular sismogramas sintéticos se presenta a continuacion:

19
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Algoritmo 1: Construcciéon del frente de onda eldstico por el método de
haces gaussianos.

Entrada:
1. Modelo de velocidades y densidades «, 3, p.
2. Dimensiones del dominio e interfaces discretas.
3. Ntumero de rayos R, e intervalo angular 0ini_fin de cobertura de rayos.
4. Archivo del conjunto de fases requeridas.
5. Archivo de la ubicacién de receptores.
6. Definicién de la ondicula fuente a usar.
Salida:
1. Sismogramas sintéticos.
for k = 1 a miimero de fases do
forj=1aR, do
Calcular r, z, 0+, 0, de la ecuacion eikonal (Ec. 40);
if Direccion del rayo cumple la fase propuesta then

| Calcular p(s), q(s) de las ecuaciones dindmicas (Ec. 44);
else

‘ regresa y probar nuevo 0 ;
end
for i = 1 a mimero de receptores do

Calcular upg(s,n) de la ecuacion de transporte (Ec. 43);
Calcular sismograma sintético y actualizar con cada rayo;

end

end

end
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2.4 METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

Una de las técnicas numéricas mds exitosas en la simulacién de propagacion de
onda consiste en el modelado por el método de diferencias finitas (MDF). Este
método se basa en la definicion de una malla de puntos que representa la dis-
cretizacion en el espacio y el tiempo del medio a resolver. La idea basica de este
esquema es realizar aproximaciones numéricas mediante diferencias finitas para
las derivadas de las ecuaciones diferenciales, cumpliendo con algunos criterios
relativos a la malla y estabilidad de la solucién descritos mds adelante.

2.4.1  Formulacién velocidad-esfuerzo de la ecuacién de onda 2D P-SV

En la literatura se pueden encontrar diversos esquemas introducidos para la solu-
cién del método. En este trabajo, la aplicacion se basa en el esquema de discreti-
zacion clédsica de una malla escalonada de 4° orden de precisién en el espacio y
de 2° orden de precision en el tiempo, la malla en el espacio y tiempo es unifor-
me y las derivadas espaciales son discretizadas a lo largo de los ejes cartesianos
(Virieux-Levander) [29, 30]. La formulacién velocidad-esfuerzo de la ecuacion de
onda en 2D P-SV estd dado por:

ax axx ax
v:b(T +TZ>+fX/

ot 0x 0z
ov, 0Ty, O0Tsz
— =b f
ot ( x | oz >+ =7
0T,z ov, Ovy
= u) —2 e
ot M2 oA

Oz _ (Vx| Ovz
ot Ml%z "o )

donde vy y v, son las particulas de velocidad horizontal y vertical respectiva-
mente, Tyx, T,z Y Txz son los esfuerzos, fx y f, las componentes de la fuerza de
cuerpo, b es la flotabilidad (inverso de la densidad), A y p son los pardmetros de
Lamé. Las primeras dos ecuaciones representan la ecuaciéon de movimiento, las
siguientes tres son la ley de Hooke después de la diferenciacién con respecto al
tiempo. Entonces el sistema es discretizado para una precisién arbitraria Ax, Az
en el dominio y la malla de puntos implementada para la simulacién se muestra
en la Figura 2.4. La condicién inicial es que en el tiempo t = 0 las velocidades
y esfuerzos en todo el modelo se establezcan en cero y al aplicar una fuente de
exitacion, las cinco cantidades vy, v,, Txx, T2z ¥ Txz que caracterizan el movimiento
de la onda se calculan de forma recursiva en cada paso de tiempo At.
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Figura 2.4: Esquema de discretizacién para el dominio de malla escalonada, i,j es la dis-
cretizacién en los ejes x — z respectivamente, Ty, se define en los puntos de la
malla de referencia, mientras que vy, vz, Txx, Tzz, A, L ¥ b se definen como los
puntos a la mitad de la cuadricula en la malla de referencia (Virieux-Levander).

2.4.2  Formulacién de fronteras absorbentes PML

Las fronteras absorbentes PML (por sus siglas en inglés, Perfect Matched Layer)
constituyen un medio de espesor finito que rodea al espacio computacional (Fi-
gura 2.5) el cual atenda la propagacién infinita de la onda evitando reflexiones

[31].
X PML
i (0,0) superior
z

PML h - PML
izquierda Dominio derecha

PML
inferior

Figura 2.5: Distribucién de capas absorbentes PML en el dominio 2D para simulaciones
de fuente puntual con malla conforme a intervalos de tamafio Ax = Az = h.
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Al construir un operador diferencial PML y descomponer los esfuerzos y velo-
cidades en direcciones ortogonales, la ecuacién de onda 2D se puede reescribir
como:

ovX 0T
7;‘—1—0‘X =D azx—l—fx ,
ovz 0
’c)vtX Fozvx =D gzz ’
ov} X 0Ty 2
f
ot TOVaT b oy
ovz 0
SRR
ots ov
a),zx + oxTyx = (A+2p) 87; ,
otz v (62)
TR
z
ots ov
ot T =AG
oT? ov
ot 0t = (A2 =
ot¥ ov
ot TN =G
0T% ov

donde vy = VX + V5, vy = VI +VZ, Txx = Tox + Taxs Tzz = To, + T2, ¥ Txz = Tap +
T%,. Los superindices x y z representan las componentes de la division PML en
las direcciones x — z respectivamente. La funcién de suavizamiento 1D dadas por
Ox, 0z son aplicadas en el dominio PML.

En el domino regular, el modelado se rige de acuerdo a las expresiones (61), en
la region sobre las que existen capas PML, la ecuacién de onda es modificada en
base a las ecuaciones (62) donde el campo de velocidad-esfuerzo es multiplicado
por el factor de suavizamiento oy, 0, el cual puede ser representado por una
funcién exponencial o cualquier funcién que decremente suavemente la amplitud
del campo.

2.4.3 Regla de discretizacion y estabilidad del método

Existe un tipo de error para MDF relativo al resultado del trucamiento cuando
se realizan aproximaciones de las derivadas espaciales. El error es conocido como
dispersion numeérica y la condicién para evitar la dispersion esta relacionada con
el niimero de puntos de la malla por longitud de onda. Tipicamente para el caso
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2D en una malla escalonada Virieux-Levander, la regla de discretizacién es de
10 y 5 puntos por longitud de onda minima para 2° y 4° orden de presicién
respectivamente. Asi, la condicién de estabilidad estd dada por:

At< — Ax
Zk:] |Ck|ﬁ Vmax

, (63)

donde 1 es el nimero de coeficientes en la malla y cx son los coeficientes.

Utilizando 2° orden de precision n = 1y ¢ = 1; en el caso de 4° orden de
presicion n = 2y ¢y = 1/24 y ¢ = 9/8 [30]. De esta manera en una malla de
4° orden de precision en el espacio y de 2° orden de precisién en el tiempo, la
condicién de estabilidad es:

A
At < 0.606-—= (64)

Vmax

donde vy es la velocidad méaxima de onda considerada en el modelo 2D. La con-
dicién (64) es necesaria, pero no suficiente porque se deriva para medios homogé-
neos. La derivacion de la estabilidad para medios heterogéneos generalmente es
mas complicada.
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Basado en los programas de investigaciéon actstica submarina de Rodriguez et
al. [32], se programaron los cédigos en Fortran 90 para las simulaciones de la
propagacién de onda eldstica utilizando haces gaussianos. La representacion y
validacién del campo de ondas utilizando este método sigue la ley de Snell, el cual
describe los cambios producidos en la direccién de un frente de onda a medida
que se propaga en medios de velocidades diferentes.

Rayo incidente Rayo reflejado

Angulo de
incidencia

(1

Angulo de
reflexicn

indice de refraccidn = n,

Medio 1
— Medio 2
Angulo de //// indicede =ns
refraccidn refraccion
{r) Onda refractada
Ley de Snell:

nq senj= Nosenr

Figura 3.6: El dngulo que se forma entre la normal a la interfase de dos medios a partir
de un rayo incidente es el dngulo de incidencia y es igual al dngulo de refle-
xién en medios isotrépicos. El dngulo de refracciéon depende del contraste de

velocidades.

Para un haz, si elegimos los pardmetros apropiados podemos calcular su ampli-
tud y tiempo de viaje de tal forma que se puede construir una combinacién lineal
compleja angular, es decir, que la propagacion de los haces se realice mediante la
eleccion de distintos dngulos. De esta manera, el objetivo es conservar la forma
del frente de onda y la amplitud lo suficientemente aceptable sobre los receptores
antes de que el frente de onda se modifique por la divergencia de los haces. Man-
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tener la forma del frente de onda y su amplitud dependera de la velocidad del
medio y los pardmetros iniciales de propagacion del haz.

Ahora bien, se requiere validar los intervalos en que los parametros seleccio-
nados pueden aproximar la sefial de manera eficiente, o dicho de otra manera,
identificar el rango en que las amplitudes o la forma de onda dejan de ser véalidos.
Asi, las investigaciones sobre los pardmetros y suma de haces para la reconstruc-
cién del frente de onda debe ser comparado con programas analiticos o numéricos
para determinar la precisién y eficiencia del método. En este trabajo se utiliza el
método de diferencias finitas (MDF) y los c6digos en Fortran 90 proporcionados
por el proyecto SEISCOPE (http://seiscope2.osug.fr), con el fin de validar el
c6digo para haces gaussianos y realizar comparaciones.

3.1 REPRESENTACION DE MODELOS

La manera en que la respuesta del medio es considerada a través de la suma de
haces gaussianos se determina por medio de la cobertura de rayos de la zona de
interés y con las conversiones (P, SV, SH) requeridas. La fuente se puede tratar
como onda plana o puntual y la calidad de los sismogramas obtenidos dependera
de la cantidad de haces que cubran el receptor y los pardmetros iniciales de los
haces propagados. La representacion del medio para el calculo de sismogramas
sintéticos se muestra en la Figura 3.7. Las interfaces en el medio se determinan
por la unién de una serie de puntos logrando la forma topografica deseada.

z Vi P1
-1
V2 P2
1-2
Vg P4
1-4 Vs Ps
a)
1-5

Figura 3.7: Construccién del medio y definicién de las interfaces para la propagacién de
haces gaussianos. a) Indice de interfaces [[—0,1—1,...,1— 5], modelo de ve-
locidad y densidad. b) Secuencia de trayectoria de rayos en dos fuentes S7 y
S2.


http://seiscope2.osug.fr

3.2 PARAMETROS DE INICIO DE LOS HACES GAUSSIANOS

Dado que el dominio estd compuesto por un apilamiento de capas, donde cada
capa se puede tratar como un medio de velocidad constante o variable, el primer
paso para trazar un rayo a través del medio es el cdlculo de los puntos de inciden-
cia a lo largo de una secuencia de capas. Ya que puede existir cuatro posibilidades
en la trayectoria del rayo al tocar alguna interfase, se especifica de antemano las
fases de la secuencia de acuerdo a sus indices.

En la Figura 3.7(b) se ejemplifica la trayectoria de tres rayos que parten desde
dos fuentes S y S, (puntos rojos). La secuencia general que describe la trayectoria
de rayo 1 en el medio tiene la forma:

rs ={(sgn(Io), TRo), (sgn(I1), TRy), ..., (sgn(Ix), TRx)} , k=0,1,..., N, (65)

donde N es el nimero de intefaces a ser comprometidas en la propagacion, Iy
identifica el nimero de interfase, sgn el signo de Iy siendo positivo si se trata
de onda P y negativo para onda SV, TRy puede tomar valores de TR = 0 para
transmision o TR = 1 para reflexién.

En tal caso, s = {(+0,0), (+1,0),(+2,0), (+3,1),(+2,0), (+1,0)} especifica una
secuencia de onda P para el rayo R, (Fig. 3.7(b)), los puntos de incidencia (azules)
determinan completamente la trayectoria obteniendo el comportamiento de la cur-
va entre tales interfaces. El rayo R; al ser definido previamente con un dngulo, la
trayectoria resuelta por la eikonal no cumple la secuencia propuesta (si asumimos
que buscamos rayos con secuencia de R;), por lo que no se considera dentro de
los siguientes célculos para obtener sismogramas.

Para R3 se tiene una conversién de onda tipo P a SV (linea punteada) y nueva-
mente a onda P: rs = {(+0,0), (+1,0),(=2,1), (+1,0), (+0,1), (+1,1), (+0,1), (+1,1)}
seria la secuencia para R3. En el caso SH sélo basta con especificar el modelo de
velocidades de onda P igual a cero, por lo que no se tomaria en cuenta los signos
de Ik.

3.2 PARAMETROS DE INICIO DE LOS HACES GAUSSIANOS

Para analizar la sensibilidad de propagacién del haz se realiza una comparacién
de la solucion obtenida en el caso bidimensional (Ecuacién g), mostrando en la
amplitud su componente real y utilizando diferentes pardmetros iniciales (Figuras
3.8 ¥ 3.9) sobre un modelo de velocidad constante e isotrépico. Entre los principa-
les factores que determinan como es la forma de propagacién del haz gaussiano
se encuentra la frecuencia, la velocidad del medio y el semi-ancho inicial de la
gaussiana. En la Figura 3.8 se muestra tres haces gaussianos con las mismas pro-
piedades de frecuencia y velocidad, cambiando s6lamente el semi-ancho inicial.
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La velocidad del medio es de 3[km/s] y la frecuencia de propagacién es de 4[Hz]
para los tres haces, el semi-ancho inicial aumenta de 0.5(km] a 1.5[km].

Se puede observar que a partir de las condiciones iniciales de frecuencia y ve-
locidad, ajustar el semi-ancho inicial determina el comportamiento del campo de
onda sobre la vecindad del rayo y que gradualmente decae cuando se incrementa
la distancia. En el caso de un semi-ancho inicial de 1.5[km] la dispersién del haz
se encuentra a mayor distancia de la fuente.

Propagacién haz gaussiano Propagacion haz gaussiano
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v = 3 [kmi/s] v = 3 [km/s] v = 3 [km/s]
Lm = 0.5 [km] Lm = 1.0 [km] Lm = 1.5 [km]

Figura 3.8: Conjunto de haces gaussianos con la misma frecuencia y velocidad. El pardme-
tro que cambia es el semi-ancho inicial del haz.

En la Figura 3.9 los haces tienen el mismo semi-ancho inicial (0.5[km]), cambian-
do esta vez los valores de frecuencia y velocidad en ambos haces. En el primer
caso la frecuencia es de 10[Hz] y velocidad de 3[km/s], la dispersién del haz se
encuentra a mayor distancia en comparacién con el segundo donde la frecuencia
de propagacién es menor y la velocidad del medio mayor.

Otros casos en donde el medio es heterogéneo (velocidad variable) se muestran
en la Figura 3.10. Ambos haces se propagan con un semi-ancho inicial de 1[km]
a una frecuencia de 15[Hz] y con dngulos de 0° y 35°. La velocidad del medio en
cada caso se muestra en las respectivas figuras.

Se puede destacar a partir de las figuras anteriores que la forma de propagacién
de estos haces ante cambios en sus respectivos pardmetros, modifica notablemente
la energia local del rayo. Estos aspectos deben tomarse en cuenta para cumplir la
validez en la construcciéon del campo de ondas, ya que la forma obedece a una
suma acoplada para cada direccién del haz, mantener el frente de onda y su
amplitud en distintos medios requiere de escoger los pardmetros adecuados para
mentener coherentemente el frente de onda.
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Propagacion haz gaussiano Propagacion haz gaussiano
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Figura 3.9: Haces con el mismo semi-ancho inicial. La variacién de pardmetros se tiene en
la frecuencia y velocidad.

3.3 SUMA DE HACES GAUSSIANOS

El comportamiento de la energia para un sélo haz en un medio con ciertas con-
diciones de velocidad dependera significativamente de la eleccion del semi-ancho
inicial Ly, en especial para el limite inferior de frecuencias. La representacion del
campo de ondas a través de la suma de haces gaussianos serd mas fidedigna en
las primeras regiones de la propagaciéon, extendiéndose esta zona a medida que
aumenta la frecuencia. De esta manera, la superposicion de haces nos permitira
representar aproximaciones a una fuente puntual o plana, aunque el esparcimien-
to de los haces a grandes distancias (relativas a la distancia critica S. Fig. 2.1) ya
no reproduce fidedignamente el frente de onda.

Como se mencioné anteriormente, la teoria de rayos es una aproximacién en
altas frecuencias que no cubre todos los aspectos de la propagacién de ondas. Si
bien se puede encontrar en la literatura aproximaciones para tratar fendmenos
de difraccién y ondas superficiales utilizando teorfa de rayos, esto sobrepasa el
alcance para este trabajo. En particular para estudios de exploraciéon de sismica
multicomponente, el conjunto de sefiales PP y PS lleva diferente informacion de
los objetivos, siendo mds efectivo que utilizar onda P s6lamente. La formulacién
que se presenta es vdlida entonces para representar ondas emitidas por refraccién
o reflexién dada por la onda incidente.
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Figura 3.10: Propagaciéon de haces en medios heterogéneos con semi-ancho inicial de

1.0[km] y frecuencia de 15[Hz]. El modelo de velocidad se muestra en cada
caso y linea blanca denota eje de propagacion del haz.

3.3.1 Fuente puntual

En el caso 2D la respuesta de los desplazamientos debido a una fuerza explosiva
puede obtenerse mediante la suma de un conjunto de haces con distintos angulos
iniciales de propagacion emitidos desde una fuente Xgenre = (x0,Yo) (Figura 3.11).
El campo puede ser expresado de acuerdo a Hill [18] como:
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N
u(s,n,w) = 217TJ1 u9®(s(0),n(0), w)et*td(w), (66)

donde u9°(s,n, w) es el haz gaussiano y N el ntimero de rayos con diferentes
dngulos. Entonces para un conjunto de receptores el campo de onda se expresa
como la suma de los siguientes términos:

REF 1

NR
LL(X,Z, (U) = Z\)] Z H Ax u(s,n,w) 7 (67)

j=1  1=1 \k=1

donde NR es el nimero de rayos, REF es la cantidad de reflexiones y refraccio-

X Superposicion de haces : Propagacion haces gaussianos (radial) .
4 08

w
=
-
e
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V AE(0) 4 o8

-5 0 B
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Figura 3.11: El campo de onda en el receptor se obtiene con la suma de los haces mas
préximos. La distacia entre cada haz A& aumenta segtin el angulo 6.

nes (de cada rayo) en las interfaces segtn la trayectoria propuesta, Ay son los
coeficientes de transmision y reflexién correspondientes a la trayectoria y vj es el
tiempo de retraso en el punto de contacto de cada uno de los rayos incidentes con
la frontera del medio donde se encuentran los receptores.

Como ultimo paso, una vez que se tiene el campo de desplazamientos en el
dominio de la frecuencia, se realiza la convolucién con algin determinado pulso
y se calcula la respuesta en el dominio del tiempo utilizando transformada inversa
de Fourier (TIF).

3.3.2 Onda plana

La respuesta de los desplazamientos debido a una onda plana se obtiene median-
te la suma de un conjunto de haces distribuidos de manera paralela. Como se
puede observar en la Figura 3.12, la amplitud de la onda plana se mantiene cohe-
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rente hacia la zona con buena distribucién de haces y pierde amplitud hacia los
extremos.

SuperpOSIC on Propagacion haces gaussianos (plana)
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Figura 3.12: Suma de haces con A¢ constante para formar un frente de onda plano.

La expresion para este caso es similar a la Ecuacién 67 y sigue el mismo proceso
para el célculo de los coeficientes, tiempos de retraso y su respuesta temporal.

NR REF / 1
u(x,z, w) = Z A&v; Z ( Ak> u(s,n, w) (68)
1=1 \k=1

j=1

El dngulo 0 seria el mismo en cada rayo y la distancia A = cte representa la
separacion entre cada haz, siendo este tltimo pardmetro un valor que depende
de las condiciones iniciales de propagacion de haces. Worku et al. [33] propone
un factor de superposicion FS definido como el cociente entre el didmetro de haz
dn, = 2Lz y la separacion de haces adyacentes A&:

dn
FS = AE (69)
El factor de superposicion determina la cantidad de ripple en el perfil inicial
del frente de onda plano compuesto por la suma de haces (Figura 3.13). Un factor
de FS = 1 obtiene resultados significativos de ripple alrededor de 14.8 %, cuando
el factor de superposicién se incrementa la amplitud del ripple disminuye signifi-
cativamente (Fig. 3.13 (e) y (f)). El nimero haces gaussianos requeridos a lo largo
de una linea de apertura con un factor de superposicién dado FS y un semi-ancho
inicial del haz Ly viene dado por:
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W
Niimero de haces = ———— , (70)
2Lm

donde W es la distancia de linea de apertura de los haces. Para el caso de la Figura
3.13, W = 10[km] (distancia que va de —5[km] a 5[km]), Lm = 1y la separacién
entre haces son A& = 2.0,1.3,1.0(km] para d) e) y (f) respectivamente.

a) FS =1 D) FS=15 0 FS=2
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Figura 3.13: Conjunto de perfiles de amplitud utilizando suma de haces gaussianos para
construir un frente de onda plano mostrando el efecto del factor de superpo-
sicién como cantidad de ripple en la cima de las amplitudes.

3.4 FASE DE GOUY

La solucién en los haces, como se ha explicado anteriormente, no se limita a un
punto si no que se concentra también en la vecindad del rayo y el rango es determi-
nado por el semi-ancho inicial del haz Lyo. En el origen, la amplitud transversal
decae como 1/e del valor méximo. Para un haz gaussiano en un medio homoggé-
neo, el semi-ancho Ly dependiente de la distancia se puede expresar como:

2
w(s) = Llsoly 1+ (2 ) 7
R
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donde s representa la distancia en coordenadas locales de trayectoria de rayo,
dg = L%, (s0)/A el cual es llamado la distancia de Rayleigh y A es la longitud de
onda. Si el ancho del haz es igual a V2Lm(so) esta se conoce como distancia de
Rayleigh y mas alla el haz comienza a diverger.
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Figura 3.14: Haz Gaussiano propagado en un medio de velocidad constante 5[km/s] y
frecuencia de 15[Hz]. El ancho del haz en el origen es de Ly = 350[m], la fase
de Gouy describe el cambio de fase con la distancia y que representa cambios
en la forma del pulso de los sismogramas.

Cuando un haz gaussiano se propaga a lo largo de una direccién este sufre un
cambio de fase que difiere con el de una onda plana con la misma frecuencia. Esta
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diferencia se denomina cambio de fase de Gouy y se puede describir mediante la
siguiente expresion:

wz—%tan_](s/dg) , (72)

donde n =1 es para el caso 2-D y n = 2 es para el caso 3-D. En la Figura 3.14 se
muestra un haz propagado en un medio de velocidad constante de 5[km/s] a una
frecuenca de 15[Hz] y con semi-ancho incial Ln1o = 350[m]. En la parte central de
la figura se describe el comportamiento de la fase de Gouy, el cual asciende a un
valor de —7t/4 y que visto en los sismogramas modifica la fase del pulso de Ricker
(Fig. 3.14 superior). En haces que van de [—oo, +00] (0 haces que pasan a través
del semi-ancho inicial) el cambio de fase asciende a —7t/2. Si se utilizan haces con
pequefias longitudes de semi-ancho inicial, el intervalo donde se encuentran los
cambios de fase de Gouy son mds cercanos en el origen (aproximadamente de
5[km] de la Fig. 3.14) y serdn de intervalos mas amplios a medida que aumente el
semi-ancho inicial.

La fase de Gouy es una funcién continua de la distancia de propagacién y
representa el avance de fase progresivo de una sefial en el dominio del tiempo
que modifica la forma del pulso con la distancia. Sin embargo, a medida que el
semi-ancho inicial del haz se reduce, la anomalia de la fase de Gouy se vuelve
mads concentrada cerca del semi-ancho inicial y aproxima la fase a permanecer
continua en la propagacién a distancias mas lejanas del semi-ancho inicial.

Aunque en la préctica los cambios de la fase de Gouy se suelen percibir cerca de
Lo, todas las soluciones de haz gaussiano tendrdn un avance de fase progresivo
con la distancia que modifica la forma del pulso, por lo que en las mediciones
se debe considerar las zonas con cambios ‘minimos’ de fase, principalmente en
enfoques de correlacion de datos.
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RESULTADOS

4.1 ELECCION DE PARAMETROS

Elegir los pardmetros necesarios para propagar una fuente puntual o plana es
la parte mas complicada en la construccién del frente de onda utilizando haces
gaussianos. Si bien, anteriormente se describié que para formar una onda plana
se necesita conocer sdlamente el semi-ancho inicial del haz propuesto, este tltimo
valor obedece a ciertos criterios tales como las propiedades del medio de propa-
gacion, la cobertura de rayos y la distancia entre los receptores y la fuente.

Para el calculo adecuado de sismogramas, los parametros de haces a utilizar
deben ser seleccionados en base a las propiedades del medio y el rango de fre-
cuencias contenida en la fuente. Este rango de valores, en estudios de exploracién
sismica normalmente se encuentran alrededor de los 10 a 50[Hz] [19]. Ya que los
haces para altas frecuencias son mds estrechos que los haces en bajas frecuencias
[34], 1a divergencia del haz sera mds evidente para haces en bajas frecuencias, por
lo que se investiga la eleccion de los pardmetros y comportamiento de varios ha-
ces utilizando una fuente explosiva de frecuencia predominante de fp = 5[Hz]
con funcién fuente de ondicula tipo Ricker (Figura 4.15), en un medio homogéneo
e infinito mostrado en la Figura 4.16. Los pardmetros utilizados se ejemplifican
para cuatro ejercicios y se muestran en la Tabla 2. Para validar los sismogramas
obtenidos, se realiza la comparacién mediante el método de diferencias finitas.

Pulso Ricker en tiempo Pulso Ricker en Frecuencia

0.045

0.035

Amplitud

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo (s) Frecuencia (Hz)

Figura 4.15: Grafica del pulso de Ricker empleada como funcién fuente y su espectro de
amplitudes, fp = 5[Hz] .
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Figura 4.16: Conjunto de haces y pardmetros utilizados utilizados en la Tabla 2: a) y d) haz
simple y suma radial para el ejercicio 1, b) y e) correspondiente al ejercicio 2,
) y f) para el gjercicio 3, g) y h) para el ejercicio 4, i) dimensiones del medio
y conjunto de receptores separados a cada 100[m], la fuente (estrella) se ubica
en la parte superior de las dimensiones del medio.

Ejercicio Velo.cidad del .Se.nti-ancho Frecuencia del
medio [m/s] inicial Ly, [m]  haz [Hz]

L 500 100 5

2 500 50 5

3 500 200 5

4 2000 200 5

Tabla 2: Pardmetros utilizados para 4 ejercicios en la construccién del frente de onda sis-
mico utilizando haces gaussianos.
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Como se observa en la Figura 4.17, los sismogramas correspondientes al ejercicio
1 muestran una buena aproximacién del campo lejano. Los sismogramas cercanos
a la fuente estardn afectados por la fase de Gouy y que obtener sismogramas

con mejor aproximacion en este punto comprende una eleccién distinta del semi-
ancho Lyy, y la fase.

Distancia receptor [km]

Segundos

Figura 4.17: Sismogramas obtenidos para el ejercicio 1 de la Tabla 2. Linea negra método
de diferencias finitas, linea roja método de haces gaussianos.

DF
——— HG

Distancia receptor [km]

Segundos

Figura 4.18: Sismogramas obtenidos para el ejercicio 2 de la Tabla 2. Linea negra método
de diferencias finitas, linea roja método de haces gaussianos.

En el ejercicio 2, el semi-ancho Ly, es menor que en el primer ejercicio y se
observa una aproximacién mdas débil de los sismogramas (Figura 4.18), ademds
puede notarse respuesta de la dispersion de los haces antes del arribo del frente
de onda. En el ejercicio 3 el semi-ancho utilizado es mayor que en el ejercicio 1
y observamos que la aproximacién a los sismogramas obtenidos con diferencias
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DF
——— HG

Distancia receptor [km]
\

| 1 1 1 1 1 |
s 2 25 3 as s

Segundos

Figura 4.19: Sismogramas obtenidos para el ejercicio 3 de la Tabla 2. Linea negra método
de diferencias finitas, linea roja método de haces gaussianos.

Distancia receptor [km]

L L L L |
1 15 2 25 3
Segundos

Figura 4.20: Sismogramas obtenidos para el ejercicio 4 de la Tabla 2. Linea negra método
de diferencias finitas, linea roja método de haces gaussianos.

finitas no mejora en comparacién con el ejercicio 1 (Figura 4.19), esto debido a que
la fase de Gouy es mds gradual con la distancia bajo estas condiciones. Podemos
concluir que el pardmetro Ly, méds adecuado para las condiciones de velocidad y
frecuencia de los ejercicios 1, 2 y 3 estd en las proximidades de Lyq, = 100[m].

En el dltimo caso (ejercicio 4) las condiciones de velocidad cdmbian y la mejor
aproximacién que se obtuvo fue utilizando un semi-ancho inicial de Ly, = 200[m]
(Figura 4.20). El intervalo de distancia en que la fase de Gouy acttia es mucho més
pequefio para este caso (en la vecindad de la fuente). De esta forma el conjunto
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de pardmetros a usar para la superposicion de haces gaussianos y cdlculo de
sismogramas sintéticos puede determinarse mediante prueba y error de distintos
valores.

De acuerdo con Hill [18], los haces deben propagarse lo més estrechos posible
sobre sus trayectorias, ya que pueden convertirse en soluciones inexactas para la
ecuacién de onda si la velocidad del medio cambia rapidamente dentro del ancho
del haz. De esta manera, el semi-ancho Ly, deberia procurarse ser pequefio; sin
embargo, si es demasiado pequefio, el haz auméntard excesivamente de ancho a
medida que se propaga. La expresion que utiliza para una eleccién del semi-ancho
inicial es:

Lm, = o, (73)

donde V, es la velocidad promedio espacial en el modelo de velocidades y w-
la frecuencia de referencia (w, = 27tf,) definida como la frecuencia mds baja del
ancho de banda de los datos sismicos. Aunque la eleccién de w, es a criterio, este
debe ser mds pequefio en comparacién con la frecuencia mas baja medida en la
banda de frecuencias.

La Ecuacion (73) ofrece una buena aproximacién de los pardmatros del haz a
utilizar en el modelo, sin embargo, como las condiciones pueden ser distintas
dependiendo de nuestro problema a resolver, se sugiere realizar pruebas de los
pardmetros utilizados con el fin obtener pardmetros confiables en los modelos
donde se realicen propagaciones.

41



42

RESULTADOS

4.2 SISMOGRAMAS SINTETICOS Y REFLEXION P-SV

Para modelar y validar sismogramas obtenidos de reflexiones P-SV se propone
realizar la propagacién de una fuente explosiva sobre tres diferentes modelos. En
este primer caso se realiza sobre un estrato y semiespacio, los receptores se ubican
en superficie libre como se muestra en la Figura 4.21, las propiedades de este
modelo se describen en la Tabla 3. La funcién fuente que se utiliza en este caso es
una ondicula de Ricker con frecuencia predominante fp = 10[Hz] (Figura 4.22).

0 _VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV_

z [km] 14 . L
Vp=2000 m/s p=2gricm®
Vs =1200 m/s

Vp=2500m/s p =2.5gricm®
Vs = 1400 m/s
2 =1 1 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2

x [km)]

w

Figura 4.21: Modelo de estrato y semiespacio utilizado para validar el programa de haces

gaussianos. La fuente (estrella) se ubica a una profundidad de 1000[m] y en
el origen de la distancia horizontal. La Tabla 3 describe sus propiedades.

Medio o[m/s] Blm/s] p[gr/cmﬂ
Estrato superior 2000 1200 2
Semiespacio 2500 1400 2.5

Tabla 3: Propiedades del medio para el ejemplo de un estrato y semiespacio.

Amplitud

02

01

0

-0.5

Pulso de Ricker en tiempo

-0.1 1

02

031

04 F

0

0.1

0.2

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Tiempo [seg]

0.8

0.9

Amplitud

0.02

0.015

0.01

0.005

Pulso de Ricker en frecuencia

10 15 20 25 30 35 40 45 50
Frecuencia [Hz]

Figura 4.22: Grafica del pulso de Ricker empleada como funcién fuente y su espectro de
amplitudes, fp = 10[Hz] .
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El conjunto de rayos como base para la suma de haces gaussianos se muestra
en la Figura 4.23. El tiempo de simulacién donde se registra respuesta en los
sismogramas es cuatro segundos y bédsicamente se calculan los frentes de onda
que llegan a la superficie libre de las reflexiones que provienen de la interfase
estrato-semiespacio. Finalmente se realiza una comparacion utilizando el método
de diferencias finitas y los resultados de los sismogramas se muestran en la Figura

4.24.

“la) by

AN AN
ESIARN X
SN
VYA

WO
MR

R
7 SN

Figura 4.23: Conjunto de rayos para el calculo de sismogramas sintéticos. Los rayos conti-
nuos (color negro) indican la trayectoria de la onda P y los rayos discontinuos
(color azul) la de onda SV.

Los sismogramas calculados para las componentes horizontales y verticales
muestran buena aproximacién por el método de haces gaussianos para el calcu-
lo en tiempos de arribo y de las amplitudes. Aunque los tiempos de cada frente
de onda estdn bien determinados por este método, ciertos arribos como la onda
directa estan ligeramente influenciada por la fase de Gouy, por lo que presentan
pequefias variaciones en cuanto a la fase de la ondicula fuente. Ademds algunas
amplitudes de ciertos receptores tienden a ser menores debido a la cobertura de
rayos tal como sucede en la Figura 4.23(c) (receptores en los limites del modelo).

Estos resultados muestran que las aproximaciones por el método de haces gaus-
sianos tienden a ser mds confiables en la reconstruccion del frente de onda a
medida que se tenga una buena cobertura de rayos y el cambio de fase en los ha-
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Figura 4.24: Comparacién de sismogramas sintéticos por el método de haces gaussianos
y diferencias finitas del modelo estrato plano y semiespacio.

ces se mantenga estable, ademads de realizar mediciones que no superen distancias
relativamente grandes en la zona de dispersiéon de los haces.
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Céilculo de 1la Célculo de

Fases Receptores  eikonal (rayos) sismogramas
(segundos) (segundos)
DF Malla: 201x601  Completa 121 - ~ 37
HG Malla: 201x601 P! 121 0.1 0.6
P1P1 121 0.1 0.8
PiSV! 121 0.1 0.85
p'p,p! 121 0.1 0.7
P'P;SV! 121 0.1 0.8
P'sv,p! 121 0.1 0.8
P'sv,sV! 121 0.12 0.85
P'PyP'P;P' 121 0.15 0.9
Total 8 fases 121 X fase ~ 0.87 ~ 6.3

Tabla 4: Anélisis de tiempos de computo para MDF y HG del modelo estrato y semiespa-
cio.

En general, la reconstruccién del frente de onda y amplitudes con haces gaussia-
nos se logran en base a la cercania que se tenga con los rayos. El nimero de rayos
(y por lo tanto de haces) determinan la cobertura del drea de interés. Beydoun
y Keho [35] sugieren que para el método de HG se requieren del orden de diez
haces en la vecindad de un receptor para reconstruir con buena aproximacién el
campo de onda. Como la suma de haces gaussianos en la fuente se normalizan
con respecto al niimero de rayos, tener una excesiva cantidad de rayos no mejorara
la respuesta en el receptor aunque debe tomarse en cuenta para ondas convertidas
y con receptores que tengan una densidad pobre de rayos, ya que las amplitudes
de los sismogramas para estos casos seran menores.

En la Tabla 4 se muestra los tiempos de cédlculo para los dos métodos y el tamafio
de malla empleada (equiespaciada h = 10[m]). En el caso de los haces se puede
obtener el tiempo individual de cada arribo, donde el subindice o superidice de
las fases indica la propagaciéon de la onda hacia abajo o hacia arriba en un medio
(en este caso s6lo uno) dado por el nimero, respectivamente.

Para las condiciones del problema, es decir, el nimero de receptores y refle-
xiones, el tiempo de célculo con haces gaussianos es casi seis veces menor en
comparacion con diferencias finitas.

El siguiente modelo se realiza para calcular la primeras reflexiones PP y PSV
de un estrato con base en forma de gaussiana (ver Figura 4.25) con las propieda-
des a usar descritas en la Tabla 5, la forma del reflector en este caso se considera
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suficiente para producir fenémenos de causticas (Figura 4.26). Los fenémenos de
cdusticas ocurren frecuentemente en la propagaciéon de ondas sismicas y pueden
entederse como la intersecciéon de muchos frentes de onda (frentes de onda repre-
sentados por un solo rayo) en el mismo tiempo de viaje. Este fenémeno causa un
punto de singularidad cuando se trabaja solamente con teoria de rayos, donde el
jacobiano del trazado dindmico se desvanece y la amplitud llega al infinito. Ya que
la componente dindmica del haz gaussiano es siempre no singular, el método es
estable en estas regiones.

Medio o[m/s] Blm/s] plgr/cm3]
Estrato superior 1700 1000 2
Semiespacio 2100 1500 2.5

Tabla 5: Propiedades para estrato con forma de gaussiana y semiespacio.

Vp=1700 m/s p =2 gricm®
Vs = 1000 m/s

N Vp=2100m/s p =2.5gr/cm®
1 Vs = 1500 m/s

X fkm]

Figura 4.25: Modelo para primera reflexion, la fuente explosiva (estrella) se localiza a
100[m] de profundidad.

Figura 4.26: Trayectoria de rayos para la primera reflexién de la onda P y su reflexién SV.

En la Figura 4.27 se muestra la comparacién de los sismogramas obtenidos con
el método de diferencias finitas y haces gaussianos, ademads de los tiempos de
arribo de rayos que llegan a la superficie. La onda directa se ha suprimido en este
caso y se toma en cuenta la primera reflexiéon con la interfase.
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Figura 4.27: Sismogramas obtenidos por el método de diferencias finitas (superior izquier-
da y derecha) y con el método de haces gaussianos (medio izquierda y dere-
cha). Los circulos amarillos indican respuesta no deseada debido a la disper-
si6n de haces. Figura inferior tiempos de arribo de los rayos en la superficie,
onda P (negro) y onda SV (azul).
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Se puede observar que la regién donde existe causticas es correctamente mode-
lada por la suma de haces gaussianos aunque se observa respuesta de haces con
exceso de ancho L (circulos amarillos en los sismogramas) debido a la distancia
que recorren los haces desde la fuente hasta los receptores en superficie. En el
caso de la reflexion de la onda SV no existe dispersion apreciable por lo que se
podria variar los pardmetros de haces para onda P y mejorar la respuesta en los
sismogramas. Los tiempos de cémputo en ambos métodos se muestran en la Tabla
6, siendo menor el tiempo de calculo para los sismogramas obtenidos con haces.

Céilculo de la Célculo de

Fases Receptores  eikonal (rayos) sismogramas
(segundos) (segundos)
DF Malla: 201x301  Completa 121 - ~ 20
HG Malla: 201x301  P; P’ 121 0.044 2.8
PiSV! 121 0.043 2.9
Total 2 fases 121 X fase ~ 0.087 ~ 5.7

Tabla 6: Analisis de tiempos de cémputo para MDF y HG del modelo estrato con base en
forma de gaussiana.

Vp=2000m/s p=2gricm®
4| Vs =1150 m/s

0.6
5| VP=2300m/s p=2.1gricm®
Vs = 1400 m/s
Z[km] |
12 =
. Vp=2500m/s p=23 grlcm®
" vs = 1450 m/s

16 =

18

, Vp=2700m/s Vs =1600m/s p =2.45 gricm’ . ! L |
2 15 -1 05 o 05 1 15 2
X [km]

Figura 4.28: Modelo de tres capas y semiespacio, la fuente (estrella) se localiza a 100[m]
de profundidad.

El dltimo modelo que consiste en tres capas y semiespacio, es propuesto para
observar la respuesta de las reflexiones y las conversiones primarias PP y PSV
en cada interfase, lo que puede ajustarse como un simple ejemplo de anélisis
numérico de sismica multicomponente.

El modelo y sus propiedades se muestran en la Figura 4.28 y Tabla 7 respectiva-
mente. En este caso la cantidad de reflexiones corresponde a seis frentes de onda
compuesto de mdltiples trayectorias de haces que se miden en los 121 receptores
dispuestos en superficie. La trayectoria de los rayos para las fases reflejadas en
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Medio o[m/s] Blm/s] p[gr/cm3]
1 2000 1150 2

2 2300 1400 2.1

3 2500 1450 2.3
Semiespacio 2700 1600 2.45

Tabla 7: Propiedades utilizadas en el modelo de tres capas y semiespacio.
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Figura 4.29: Familia de rayos de las reflexiones PP y PSV en cada interfaz para el modelo
de tres capas y semiespacio.
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cada medio se muestran en la Figura 4.29 y los resultados de los sismogramas cal-
culados con el método de diferencias finitas y haces gaussianos se comparan en
la Figura 4.30. Se puede observar que en la reflexién del primer medio existe una
zona donde los rayos no alcanzan a cubrir de manera eficiente el espacio de re-
ceptores; sin embargo, en los sismogramas se observa una respuesta aproximada
lo cual representa una ventaja en comparacién con el método de trazado de ra-
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Figura 4.30: Sismogramas obtenidos por el método de diferencias finitas (superior izquier-
da y derecha) y con el método de haces gaussianos (medio izquierda y de-
recha) para el modelo de tres capas. Figura inferior muestra los tiempos de
arribo de los rayos en la superficie, onda P (negro) y onda SV (azul).
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yos tradicional y en general una respuesta aceptable del conjunto de sismogramas
calculados con este método.

Como se mencioné anteriormente, obtener las amplitudes correctas con el mé-
todo de haces gaussianos requiere de una buena cobertura de rayos, por lo que en
modelos donde exista interfaces con topografias muy angulosas generaran zonas
de sombra que serdn mds o menos visibles en los receptores dependiendo de la
distancia. Una forma de superar este problema es suavizar las interfaces angulosas
de manera que los rayos puedan cubrir de manera gradual este tipo de topografias
y evitar asi cambios abruptos en la direccién de los rayos.

En la Tabla 8 se puede observar que el tiempo de cémputo empleando haces
gaussianos supera al método de diferencias finitas, esto se debe por un lado a
la cantidad de haces que deben ser sumados y transformados en el dominio del
tiempo y por otro lado, al nimero de receptores que obtienen la respuesta de
cada haz que llega a la superficie libre. De este modo, los resultados exhiben la
eficiencia de usar uno u otro método dependiendo de como se plantea el problema
directo.

Céilculo de la Caélculo de

Fases Receptores  eikonal (rayos) sismogramas
(segundos) (segundos)
Malla: 2)11 <30T Completa 121 - ~ 20.4
HG p,P! 121 0.58 4.06

Malla: 201x301  P;SV! 121 0.7 4.3
P,P,P?P! 121 1.3 4.92
P1PZSVZSV] 121 1.62 5.1
P1P2P3P3P2P1 121 1.7 5.2
P1P,P3SV3SV2SV! 121 1.77 5.55

Total 6 fases 121 X fase ~ 7.67 ~ 29.13

Tabla 8: Analisis de tiempos de computo para MDF y HG del modelo de tres capas y
semiespacio.

Como ultimo ejercicio, se realiza el calculo de sismogramas para el mismo ejem-
plo anterior llevando esta vez el célculo hacia frecuencias mds altas, en este caso
la frecuencia predominante de la fuente es de fp = 20[Hz] (Figura 4.31). Bajo estas
condiciones y con el fin de reducir dispersién numérica, el epaciamiento del grid
h para el medio de propagacion debe ser mds pequefio si utilizamos el método de
diferencias finitas. En los anteriores modelos se trabajé con un h = 10[m| por lo
que en este ejercicio el valor de la discretizacion del medio se reduce en h = 5[m].
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Pulso de Ricker en tiempo Pulso de Ricker en frecuencia
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Figura 4.31: Grafica del pulso de Ricker empleada como funcién fuente y su espectro de
amplitudes, fp = 20[Hz].

Como se observa en la Tabla 9, el tiempo de cémputo utilizando haces gaussia-
nos es menor en comparaciéon con el método de diferencias finitas, esta reduccién
es aproximadamente en la mitad de tiempo, lo que implica la influencia del rango
de frecuencias a modelar y las ventajas en los costo de tiempos de computo para
problemas de inversién de datos. La comparacién de los sismogramas calculados
por ambos métodos se muestra en la Figura 4.32.

Céilculo de 1la Célculo de

Fases Receptores  eikonal (rayos) sismogramas
(segundos) (segundos)
Malla: E)P; 60T Completa 121 - ~ 157.4
HG PP’ 121 0.5 9.13
Malla: 201x301  P;SV! 121 0.51 9.22
P,P,P?P! 121 1.5 10.4
P1P,SV2SV! 121 1.56 10.3
P1P2P3P3P2P1 121 1.8 11.22
P1P,P3SV3SV2SV! 121 1.9 11.5
Total 6 fases 121 X fase ~7.77 ~ 61.77

Tabla 9: Analisis de tiempos de computo para MDF y HG del modelo de tres capas y
semiespacio a una frecuencia fp = 20[Hz| de la funcién fuente.

Como se mencion6 anteriormente el método de diferencias finitas tienen la prin-
cipal ventaja de modelar el conjunto completo de ondas. La precisién de la res-
puesta obedece a algunos criterios de preparacién que se tomen para el modelo,
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Componente horizontal Componente vertical
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Figura 4.32: Sismogramas obtenidos por el método de diferencias finitas (superior izquier-
da y derecha) y con el método de haces gaussianos (medio izquierda y dere-
cha) para el modelo de tres capas, para una funcion fuente con fp = 20[Hz|.
Figura inferior muestra los tiempos de arribo de los rayos en la superficie,
onda P (negro) y onda SV (azul).
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entre estos el tamafio del mallado, ya que para evitar fenémenos de dispersiéon
numérica se debe de elegir un tamafio adecuado que cumpla con la condicién de
estabilidad. Ademds debe tomarse en cuenta los efectos producidos en los bordes
del modelo, por lo que se debe incluir alguna condicién de frontera absorbente.
Estos elementos vuelven computacionalmente costoso el célculo de sismogramas
y en mayor medida en los casos 3D.

Aunque el método de haces gaussianos necesita también de una preparacion del
modelo y una eleccién adecuada de los pardmetros iniciales de haces dependiendo
del problema a analizar, este puede ser muy bien adaptado a diversos problemas,
consiguiendo modelar de manera aceptable los eventos sismicos deseados. El tiem-
po que lleva calcular sismogramas sintéticos comprende la solucién de la ecuacién
eikonal y de transporte. Como se observa en los ateriores casos propuestos, resol-
ver la ecuacién eikonal tiene un costo minimo de tiempo, en cambio, el costo en
la solucién de la ecuacién de transporte y el cdlculo de sismogramas depende de
factores como el ntiimero de receptores, niimero de rayos y el rango de frecuen-
cias a trabajar, por lo que reducir costos de tiempo en el célculo de sismogramas
sintéticos requiere de un manejo 6ptimo de estos factores.
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En un medio con propiedades homogéneas, la correccién y precision de las so-
luciones numéricas pueden ser validadas con soluciones analiticas, sin embargo,
este no es el caso para medios complejos. La representacién de estructuras geo-
légicas mas realistas requiere de interfaces topograficas y modelos de velocidad
relativamente complicadas, por lo que es razonable pensar en variaciones laterales
de velocidad de onda en los espacios delimitados por reflectores.
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v [km/s]
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17
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Figura 4.33: Modelo de velocidades y trayectoria de rayos reflejados para la propagacién
de onda actistica. La construccién del frente de onda se realizé con 100 haces
distribuidos en el intervalo angular [220 — 320] grados.

Un modelo sintético con un reflector horizontal y una fuente puntual sobre un
modelo de velocidad heterogéneo con un lente de baja velocidad se muestra en
la Figura 4.33. La principal caracteristica de este modelo es el lente de baja velo-
cidad que da paso a la formacién de cdusticas de la onda incidente y reflejada, la
distribucién del modelo de velocidad es descrito mediante la siguiente expresién
(Duchkov [36]):

v(x,z) = 1.5—0.4exp (—15 [x* + (z—0.6)%]), z < 1.5[km] (74)

Y con velocidad constante de 2[km/s] para profundidades mayores a 1.5[km].
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Para este ejemplo se obtienen sismogramas sintéticos con receptores ubicados
en la superficie (z = O[km]) de la onda acustica reflejada. La fuente se ubica en
superficie y a una distancia de 0.1[km] hacia la distancia horizontal.
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Figura 4.34: Sismogramas sintéticos obtenidos para el modelo de lente de velocidad, a) y
b) representan los resultados obtenidos con diferencias finitas y paquete de
gaussianas respectivamente (Duchkov [36]). c) representa el resultado obteni-
do con haces gaussianos.

[6as] odwal
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Como se observa en la Figura 4.34, los sismogramas obtenidos por el método de
haces gaussianos tienen muy buena aproximacién con los reportados por Duchkov.
La trayectoria de los rayos son resueltos numéricamente para ecuaciéon eikonal y
las amplitudes para la ecuacién de transporte, indicando que los rayos que pasan
a través de este lente se deforman cambiando de trayectoria y concentrando los
rayos hacia una direccion, haciendo que el frente de onda se modifique y de la
apariencia de observar varios frentes reflejados. El calculo de rayos se obtiene
utilizando un grid equiespaciado de 151x401 con h = 10[m] y una frecuencia
predominante de fp = 20[Hz]. El tiempo ocupado para este ejercicio se muestra
en la Tabla 10.
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Tiempos de los Cilculo de
Fases Receptores arribos (rayos) sismogramas
(segundos) (segundos)
HG Malla: 151x401 PP 256 ~ 2.7 ~7.6

Tabla 10: Tiempos de computo utilizando HG para el modelo de velocidad heterogéneo
(lente de baja velocidad) .

Para explorar el comportamiento de los haces en medios complejos se realiza la
propagacion sobre el modelo de Marmousi. Este modelo fue creado en 1988 por
el Instituto Francés del Petréleo (IFP), usado como benchmark para migraciéon e
inversion de datos. El modelo de velocidades a usar es el de onda P y se simplifico
remuestreando a cada 25[m/] para obtener una malla de 141x401 nodos, obteniendo
distancias de 3.5[km] en profundidad y una longitud de 10[km] que abarca de los
4[km] a los 14[km] del modelo original. El cuadro con linea puenteada blanca de
la Figura 4.35 define las dimensiones de este modelo.

Modelo de Marmousi v [km/s]

0 2 4 6 8 10 12 14 16
x [km]

Figura 4.35: Valores de velocidad del campo de onda actstico. El modelo de Marmousi
consiste de 2801x13601 nodos equiespaciados a 1.25[m], equivalente a una
profundidad de 3.5[km] y 17[km] de longitud. La linea punteada define los
limites del modelo a utilizar.

En base al desarrollo matematico para la solucién de la ecuacion de transporte
(Ecuacioén 43), sabemos que se requiere de un modelo de velocidad para tener
derivadas continuas de segundo orden. Ya que los modelos reales a menudo no
cumplen este requisito se vuelve necesario suavizar estos modelos para garantizar
las condiciones de resolucion de las ecuaciones. Por lo tanto, se propone investigar
el efecto que tiene la cantidad de suavizamiento sobre el tiempo de viaje calculado
por la ecuacion eikonal en un modelo de velocidad 1D.

Han et al. [37], propone diferentes operadores usando distintos intervalos de
puntos para suavizar modelos de velocidad (operador de tres puntos, de cinco

puntos y de convolucién), evaluando su influencia en el tiempo de viaje sismico.

Ellos consideran que es mds apropiado utilizar un operador de convolucién de
suavizamiento ya que puede reducir el error que se tiene del suavizado en relacién
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con el tiempo de viaje de la onda y la trayectoria de rayos. Este operador de
suavizado es utilizado para los siguientes modelos y la expresién en el caso 1D es
la siguiente:

T-—w T—w
k+1 k k k
Vi = 5 Viely T OV SV (75)

donde v]i‘,j es la velocidad en la posicion del nodo (zi,x;) del grid después de
realizar k veces de ciclos de suavizamiento; w es un valor que varia entre 0 y 1
(no confundir con frecuencia angular). El valor para w es a criterio y se elige en
los siguientes célculos de w = 0.5.

Para el andlisis 1D se tomo la primera columna de datos de velocidad de Mar-
mousi simplificado (141x401 nodos), que corresponde a la columna de velocidades
en la posiciéon de 4[km] del modelo original. A partir de esta columna se constru-
ye un modelo extendido de dimensiones de 3.5[km] de profundidad y 3[km] de
longitud horizontal. La propagacién se inicia con una fuente puntual ubicada en
superficie a 1.5[km] y con receptores en la base del modelo (Figura 4.36).
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Figura 4.36: Arriba de izquierda a derecha dimensiones del modelo 1D ubicando la fuen-
te (estrella) con receptores en la base y modelos suavizados con ciclos de
k = 2,4,8,12,20,30,50 respectivamente. Abajo tiempos de arribo del frente
de onda para los valores de k utilizados.
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Como se desea saber la influecia del suavizamiento en los tiempos de viaje se
propone los valores de k = 2,4,8,12,20,30,50 y calcular el tiempo de viaje hacia
los receptores usando 60 rayos en la disposicién angular [250 — 290] grados.

El frente de onda que corresponde a la linea negra continua (Figura 4.36 inferior)
representa el tiempo de viaje real y se puede observar que al aumentar el namero
de suavizado, el error del tiempo de viaje de la onda sismica crece gradualmente
conforme se aplica més ciclos de suavizamiento. En la Tabla 11 se muestra el
tiempo que alcanza cada frente de onda al receptor central y el error relativo que
tiene cada frente con respecto al real. Al analizar el error para las condiciones del
modelo elegidas, se muestra que su valor se aproxima al 1% cuando k llega a los
50 ciclos.

. Tiempo de arribo Error

Ciclos de .

K receptor central relativo
[seg] %
Real 1.5687

k=2 1.5639 0.3
k=4 1.5622 0.42
k=38 1.5601 0.55
k=12 1.5588 0.63
k=20 1.5570 0.75
k =30 1.5555 0.84
k=50 1.5531 0.99

Tabla 11: Error relativo de los frentes de onda calculado por diferentes operadores de
suavizado en el mismo modelo.

Aunque la diferencia entre los tiempos de arribo no es considerablemente alto
de acuerdo los valores propuestos, el modelo de velocidades en cada ciclo de
suavizamiento si cambia la trayectoria de los rayos cuanto més complejo es el
modelo original, ademads de que el tiempo empleado en la solucién de la ecuacién
eikonal varia con respecto a cada modelo.

Para ejemplificar estos cambios se realiza la solucién de la ecuacién eikonal en
el modelo de Marmousi simplificado. La cantidad de suavizamiento aplicado a
este modelo es de k = 0,2,4,8,12,20,30,50, la fuente se ubica en la superficie y
a 5[km] en la distancia horizontal, se hacen propagar 60 rayos con distribucién
angular en el rango de [210 — 330] grados (ver Figura 4.37).
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v [km/s]
45
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v [km/s]

x [km]

Figura 4.37: Propagacién de 60 rayos para el modelo de Marmousi original y suavizado
en un rango angular de [210 — 330] grados. a) modelo sin suavizar y de b)-h)
se utilizan valores de k = 2,4, 8,12, 20, 30, 50, respectivamente.
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De las figuras anteriores se puede observar como el efecto de suavizamiento
altera drasticamente la trayectoria de los rayos. En el modelo de velocidad original
(k = 0) el cambio entre interfaces modifica la direccién de los rayos haciendo que
se distorsione completamente el frente de onda, lo que representa un modelo
sin utilidad. En los modelos con k = 2,4,8 la direccién de los rayos es menos
cadtica pero no lo suficiente como para dar seguimiento a un frente de onda
uniforme. De los siguientes modelos k = 12,20, 30, 50, la direccién de los rayos es
mads controlada a los cambios de velocidad y logra mantener una mayor cantidad
de rayos con direcciéon uniforme, més claramente en el modelo con suavizado
k = 50. Sin embargo, cabe destacar que mientras se sigan sumando ciclos de
suavizamiento, el modelo de velocidades se aleja del modelo real.

En la Tabla 12 se muestra el tiempo empleado para la solucién de la eikonal en
los modelos de Marmousi simplificado. A medida que se tiene més ciclos de k
el tiempo de cémputo disminuye, la relacién es inclusive de la mitad del tiempo
comparando k = 50 y k = 4. De esta manera, la cantidad de suavizado para obte-
ner amplitudes por suma de haces gaussianos dependera a decisiéon del usuario,
del error que se puede permitir de acuerdo al modelo geolégico y los objetivos
del problema.

Tiempos de la

Ciclos de k eikonal (rayos)
(segundos)
k=0 ~ 40.6
k=2 ~ 24.3
k=4 ~ 20.9
k=38 ~ 16.5
k=12 ~ 14.9
k=20 ~ 12,5
k=30 ~ 10.8
k =50 ~ 9.6

Tabla 12: Comparacién de los tiempos de computo para el célculo de la eikonal en el
modelo de Marmousi sin sauvizar y con distintos valores de suavizamiento.

Finalmente, en la Figura 4.38 se muestra el resultado de la propagacion del fren-
te de onda para el modelo de Marmousi suavizado utilizando k = 12 en intervalos
de tiempo de 0.25 segundos. El efecto de zonas con poca o nula densidad de rayos
indicarfa areas donde no se concentra una porcién significativa de la energfa del
campo de ondas de acuerdo al modelo de velocidades propuesto.
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Figura 4.38: Solucién dindmica para el modelo de Marmousi suavizado utilizando ciclos
de k = 12, el frente de onda se muestra en intervalos de tiempo de 0.25
segundos.
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La suma de haces gaussianos para la construccién del campo de ondas representa
un método robusto y eficiente para obtener los tiempos de viaje y las amplitudes
de las reflexiones por las interfaces del medio, mostrando algunas ventajas sobre
la teoria de rayos clasica tal como respuesta del campo en la vecindad del rayo y
mantener estabilidad de las amplitudes en zonas de cdusticas. La mayor dificultad
de trabajar con este método es la eleccién de los parametros para la propagacién
de haces. Especificamente si el semi-ancho del haz es muy pequefio en relacion
con la distancia de los receptores, la dispersion del haz se volverd demasiado
amplia a medida que crece con la distancia, generando respuesta no deseada en
los sismogramas, por lo que una elecciéon apropiada de los pardmetros del haz es
crucial para generar sismogramas precisos.

La anomalia de la fase de Gouy varia continuamente con la distancia, esta se
observa como un avance progresivo de la fase con la distancia modificando la
forma del pulso. Aunque esta anomalfa puede ser menos evidente al trabajar en
el rango donde el cambio es minimo, en modelos de velocidad compleja puede
influir potencialmente en la seleccién de tiempos de viaje o en la correlacién de
sefiales como en los procesos de migracion sismica.

El proceso de suavizado es un factor importante que debe ser aplicado para
un modelo de velocidades con fuertes cambios de velocidad entre sus interfaces.
Como se comprueba en el modelo de Marmousi, las trayectorias de los rayos se
modifican haciendo que las direcciones de propagacién sean mds estables ante
tales cambios. Elegir moderadamente la cantidad de suavizado puede conducir a
soluciones que coinciden mejor con la envoltura de propagacién de un campo de
onda lo que es muy apropiado en la interpretacion de los tiempos de viaje.

La aplicacion del método ha demostrado que puede calcular correctamente sis-
mogramas a partir de la cobertura de rayos en el medio. Ya que diferencias finitas
es comtinmente utilizado para realizar simulaciones, el costo de tiempo de ha-
ces gaussianos frente al método diferencias finitas es de gran gran importancia
para problemas tales como inversién de datos. Si bien los métodos asintéticos (y
por ende haces gaussianos) poseen la cualidad de ser menos costosos hablando
computacionalmente, la eficiencia del célculo dependerd de factores como la can-
tidad de rayos, el nimero de receptores y el rango de frecuencias, siendo el ciclo
de calculo sismogramas el que genera mayor tiempo en el algoritmo tal y como se
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muestra en las tablas de andlisis de tiempos. Por ello se deja como trabajo a futuro
la optimizacién del cédigo.

Aunque los métodos numéricos que resuelven el campo completo de ondas
son muy bien aplicados en la actualidad debido al rendimiento que ofrecen las
computadoras, el comportamiento de la propagacién de onda y comprensién de
los sismogramas adn requerira de herramientas para interpretar tales datos en
base de aproximaciones asintéticas de alta frecuencia.
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CALCULO DE COEFICIENTES ELASTICOS

Los coeficientes de transmision y reflexion describen la divisién de energia cuando
una onda sismica alcanza un limite entre materiales eldsticos. Estos coeficientes
dependen de las velocidades, densidades y dngulo de incidencia en cada lado del
limite (Figura 1.39).

Figura 1.39: En un medio s6lido-sélido, una onda P o SV incidente se convierte en un
sistema P-SV de ondas 'reflejadas’ R y ondas 'transmitidas’ T.

En base a estas condiciones y la definicion de la velocidad aparente cx =
v/sen(i), tenemos la expresion para la ley de Snell:

- > T,
= en(ty) ~ senGy)  sen(iz) _ sen(ia) - (76)

Una importante definicién de la ley de Snell es que:

1 sen(i) sen(j)

P T T T B (77)

p es la lentitud horizontal, conocida comtnmente como el pardmetro del rayo. Otra
importante expresion es la lentitud vertical, que para una onda que viaja con velo-
cidad c, pardmetro de rayo p y un dngulo de incidencia de i es:

/1 1/, ¢ 1 cos(i)
) 2=l 1 =L /1 —sen2(i) =
n=4\az P = 1 27¢ 1—sen?(i) = - (78)
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En base a las expresiones anteriores, la Tabla 13 presenta las férmulas utilizadas
para el célculo de coeficientes eldsticos:

Coeficientes Férmula
Sélido-superficie libre (P-SV)
Rpp {~11/B2)=2p2]” +4p™nang | /A
Rps {4(o/B)pna [(1/8%) —2p%] } /A
Rsp {4(B/c)pnp [(1/B*) —2p]} /A
Rss {[(1/B2)—2p2]2—4p2nan5}/A
Rss(SH) 1
Sélido-sélido (P-SV)
Rpp [(bnay —ene, )JF— (a+ dnagng,Hp?)] /D
Rps — [2M«, (ab+cdna,mp,)pler /B1))] /D
Tpp [2p1ma, Flx1/22))] /D
Tps [2p1ma, Hp(ot1/B2))] /D
Rss —[(bng, —cnp,)E—(a+bna,ng,)Gp?)] /D
Rsp — [2np, (ab+ cdna,np,)p(Bi1/o1))] /D
Tsp —[2p1mp, Gp(B1/x2))] /D
Tss [2p1mp, E(B1/B2))] /D
Rss(SH) (img, —w2ng,) / (wimp, +H2ng,)
Tss(SH) (2wimg,) / (mimp, + 12ng,)
k= pp?
a = pa(1—2p5p2) —p1(1 —2B7p?) E=bNo; — Mo,
b = p2(1—2p%p?) —2p1B5p? F=bng, —cng,
¢ = p1(1—=2B7p?) +2p2B5p* G =a—dnegnp,
d=2(p2B5—p1B%) H=a—dnu,ng,

D = EF + GHp?

A=[(1/B%)—2p%]" + 4pnaymg,

Tabla 13: Coeficientes de desplazamientos para transmisién y reflexiéon. Modificado de
Lay y Wallace [38].



ATENUACION Y FACTOR DE CALIDAD

Los datos sismicos estan influenciados por propiedades aneldsticas en el interior
de la tierra. La dispersion de velocidad en medios débilmente disipativos suele ser
muy pequefia y no tomarse en cuenta en muchas aplicaciones, por lo que el factor
de calidad Q a menudo puede considerarse independiente de la frecuencia. La
implementacién en el método de haces gaussianos puede ser incorporado intro-
duciendo un término complejo que multiplique a la velocidad del medio (Miiller

[39]):

L— <1+1>, (79)
v V medio ZQ

donde v .4, €s la velocidad real del medio y Q el factor de calidad, el cual es
independiente de la frecuencia w. Este caso representa el de absorcién no causal.

Asumiendo que la parte imaginaria en la Ecuacién 79, es una pequefia per-
turbacién en la lentitud 1/v 40, €l tiempo de viaje Ty relacionado con Q en la
trayectoria del rayo s puede expresarse como:

i ds i(dr
=3 a2l o )

donde dr significa el paso de tiempo a lo largo de la trayectoria de rayo. El decai-
miento de la amplitud debido a la atenuacién esta dado por:

. T,
Adecaimiento = exp (1wTd(s)) = exp <_2wt (S)> ’ (81)

para un valor de Q que depende de la posicién Q(x,z), el factor de atenuacién
completo en t*(s) esta dada por la integral:

N ds  [dt
t (S) - JvmedioQ _J Q ds, (82)

donde la cantidad ’'t-estrella’ es también llamada factor de absorcién global y en
unidades de tiempo. Entonces t*(s) controla la descomposicion disipativa de las
amplitudes de las ondas sismicas de cuerpo en un medio eldstico no homogéneo
débilmente disipativo.
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