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1 INTRODUCCION

1. Introduccion

En este trabajo presentamos una prueba detallada, usando Teoria de Morse, del celebrado Teorema de Indice
de Poincaré-Hopf, que fue presentada por John W. Milnor en [I0]. Este teorema afirma que la suma de los indices
>+ de un campo vectorial X con ceros aislados en una variedad cerrada M™ coincide con la caracteristica de Euler
de M, x(M). Como consecuencia directa, el comportamiento de cualquier campo vectorial en M™ con ceros aislados,
una cualidad diferenciable de M™, estd hasta cierto punto determinada por un invariante homotépico de M™.

Este resultado fue probado por primera vez en 1926 por Heinz Hopf en [6], y es una generalizacién del caso n = 2,
que fue probado por Henri Poincaré en 1885.

Comenzamos con algunos hechos algebraicos bésicos necesarios para establecer un pilar de la demostracién: la ca-
racteristica de Euler es una funcién aditiva de pares.

Seguidamente analizamos el comportamiento local de un campo vectorial X en M con ceros aislados, a través de
su indice local en cada cero. El indice local de X mide el cambio direccional de X alrededor del cero en cuestion,
sutilmente contando el nimero de veces que X apunta a una direccion fija.

El estudio de las funciones de Morse en una M nos ocupard a continuacién. Después de enunciar un teorema de
existencia, ilustraremos como deformar ligeramente una funcién de Morse sin que pierda dicha propiedad, y tal que
la variacién resultante toma valores diferentes en puntos criticos diferentes. Este hecho, a simple vista técnico, sera
de mucha utilidad posteriormente.

A continuacién, probaremos que una funcién de Morse en la variedad cerrada M, provee a M de una estructura de
CW-complejo finito. Esto quiere decir que, en cierto sentido, M se puede construir pegando discos de varias dimen-
siones. Més especificamente, probaremos que los indices de los puntos criticos de una funcién de Morse f en M, son
las dimensiones de los discos que conforman M. Entonces, descomponiendo a M convenientemente, encontraremos
una relacién entre la homologia de M con coeficientes en Z, y los puntos criticos de cualquier funcién de Morse en
M.

La prueba entonces comienza con el estudio de campos no degenerados. Para cada funcién de Morse, existe un campo
particular asociado, no degenerado, para el cual resulta directo probar la igualdad > ¢ = x(M). La prueba de este
caso concluye observando para cualquier tal campo en M, su suma de indices Y ¢ estd completamente determinada
por la geometria de cualquier encaje de M en un espacio Euclidiano. La prueba del caso general consiste en mo-
dificar localmente cualquier campo en M con ceros aislados para hacerlo no degenerado, sin alterar su suma de indices.

Una interpretacién geométrica bastante intuitiva del Teorema de Indice de Poincaré-Hopf viene dada en [5] p.137.
Denotemos por ¢; al flujo de X, y veamos a M como la seccién cero de su haz tangente T'M. Entonces para t > 0
suficientemente pequeno, la perturbacién ¢;(M) es una subvariedad de TM transversal a M, y su interseccién con
M es un conjunto finito de puntos que coincide con el conjunto de ceros de X. Resulta entonces que la suma de
indices de X coincide con el niimero de interseccién I(M, M) de M en M x M, el cual en ocasiones se usa como
definicion alternativa de la caracteristica de Euler de M.

El Teorema de Indice de Poincaré-Hopf tiene muchas aplicaciones tanto dentro como fuera de la matematica teorica.
A continuacién mencionamos algunas:

1. Teorema de Campos en esferas: Existe un campo vectorial nunca nulo en S*~! si y solo si n es par. Para

esto basta observar que

0, si nespar
X(E") = { ey
2, si n es impar,
y aplicar el teorema.

2. Para la superficie de género g, S,, se cumple x(S,) = 2 — 2g. Para probar esto, basta construir un campo
vectorial X en S, con dos ceros de indice 1, y 2g ceros de indice —1. Ver [5] p. 125.

3. Ningiin grupo de Lie G es homotépicamente equivalente a S"~! si n es impar. En efecto, si asumimos lo
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contrario, x(G) = 2. Pero esto contradice que G es paralelizable, pues existe un campo vectorial X nunca
nulo en G, y al aplicarle a X el teorema obtenemos x(G) = 0.

4. En [3] se presenta un modelo matemético de un terremoto, como aplicacién del Teorema de Indice de Poincaré-
Hopf.

2. Preliminares

2.1. Grupos finitamente generados. Sucesiones exactas y homologia

A continuacién un breve recordatorio de algunos conceptos bésicos de teoria de grupos y dlgebra homolégica que
necesitaremos.

Definicién 1. Dado un grupo abeliano A, decimos que a € A es un elemento de torsién, si na = 0 para algtiin n € N.

Entonces se verifica fécilmente usando la conmutatividad de A que si na = 0, mb = 0, entonces nm(a + b) = 0.
Luego, el subconjunto de todos los elementos de torsién en A es un subgrupo de A, que denotamos por Az, v
llamamos el subgrupo de torsion de A.

Decimos que el grupo abeliano A’ es libre, si existe {e;}ie;r € A’ no vacio tal que todo elemento a € A’ se escribe
de forma tnica como
a = Z kiei,
iel

con cada k; € Z y k; = 0 para casi todo i € I. En este caso |{e; }icr| es llamado rango de A’ y se denota rk A’.

Teorema 1. Sea A un grupo abeliano finitamente generado y libre de torsion (Ao = 0), entonces A es libre abeliano.

Teorema 2. Sea A un grupo abeliano finitamente generado. Entonces Ao es finito, y % es un grupo abeliano
libre. Mds aiin, existe un subgrupo libre abeliano A’ de A, tal que A = Ay, @ A'.

Para pruebas de los teoremas 1|y [2| ver [7] pp. 45, 46.

De esta manera, si A es un grupo abeliano finitamente generado, se define el rango de A como rk A‘:‘ .

or

Definicién 2. Sean {4, },ecn R-médulos, donde R es un anillo conmutativo. La sucesién de homomorfismos de
R—médulos

LS O S LSS NG LN L S SN
se dice exacta, si ker f,, =Im f,+1, V. n > 0.

Proposicién 1. Dada una sucesion exacta corta de grupos abelianos (Z—mddulos) finitamente generados

0 A2 B C 0,

se tiene 0 =1k C — vk B+ rk A.

Demostracion:
El homomorfismo 8 : B — C es sobreyectivo, y por el Primer Teorema de Isomorfismo para grupos, ver [7] p. 16,
y la exactitud de la sucesién en B, induce un isomorfismo £ : % — C' que hace conmutar el tridngulo:
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B —%O
gw -

Ademés, « es inyectivo, por lo que a~! : a(A) — A es un isomorfismo.

De esta manera, si ¢ : a(A) < B denota la inclusién, se tiene un isomorfismo de sucesiones exactas cortas como
sigue:

0 A—-B C 0
T | Al
0 a(A) = B—" ;fp 0

Luego, podemos asumir sin pérdida de generalidad que A C B,y C = %.

Ahora, tenemos A = A, ® A’ para A’ < A algin subgrupo libre abeliano, usando el Teorema [2 De esta suma
directa y que A es finitamente generado, tenemos que A’ es finitamente generado. Sea A’ = spang{a1,...,ax}.
Tenemos que

1

A _ A _A+B, _ B
Ator B AN Btor B Btor Btor

donde B’ es un subgrupo libre abeliano de B. Los isomorfismos de los extremos son consecuencia del Teorema
mientras que el del medio es resultado del Segundo Teorema de Isomorfismos para grupos, ver [7] p. 17. El mapeo
< es inyectivo, ya que Bior < A+ Bior < B.

Entonces podemos asumir sin pérdida de generalidad que A’ < B’ y, usando el Lema de Zorn, ver [7] App. 2, podemos
completar {a1,...,a;} a una Z-base {a1,...,ax,bgt1,...,bn} para B’

Probemos ahora que rk C =n — k.

En efecto, basta probar que

A’ =~ B,

B B
C===(= F’ 1
A (A > tor v ) ( )
donde F' = spany{by+1 + 4, ...,b, + A} Por definicién, (%)tw = {b+ A | nb € A para algin n € N}, y para todo
b € B existen bp,,,. € Bior Y 71,-..,Tn € Z tales que b =bp,, +ra1+ ... +7rrax + Te+10+1 + ... + 7nby. De aqui

que
b+ A= (bp,, +A) +7s1(bes1 + A) + ...+ 1p(bp + A),

y claramente bp,, + A € (%) ton- LStO prueba que tenemos + en .
Ahora supongamos que b+ A € (%) tor

b+ A=rpp1bpr1+ ...+ by + A de

N F' para algin b € B. Como b+ A € F', existen rgy1,...,7, € Z tales que

b—7pt1bpy1 — ... — by = aa,,. + 1101+ ...+ 1TR0K, (2)
para algunos a4,,. € Aior, 71,...,7% € Z.
También b+ A € (%)tw, luego existe m € N tal que mb € A.
Entonces
mb = (mb)4,,. + s1a1 + ...+ Spag, (3)
para algunos (mb)a,,. € Aior, y S1,...,8k € Z.

Ahora escojamos [ € N tal que I(mb) 4,,. = lag,,, = 0. Multiplicando por m y sustituyendo (3)), tenemos:
(mb)a,,. + s1a1 + ... + sgag — mrgy1bpr1 — ... — mrpby, = maa,,. +mriag + ...+ mriag 4)
Multiplicando por [ obtenemos:

0=1I(mry—s1)as + ... +l(mrg — sg)ar + Imrgs1besr + ... + Imryby,
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Como {ay,...,ak,bgs1,...,b,} es linealmente independiente sobre Z y ,m 40, rpp1 =...=1r, =0,y b+ A= A.
Esto prueba que la suma en es directa, y concluye la prueba. O]

Corolario 1. Dada una sucesion exacta de grupos abelianos finitamente generados

. frt2 An+1 fn+1 A,

se tiene que rk A, < 1k Api1 + 1k Ap—1 para todo n € N.

Demostracion:
Para cada n € N tenemos una sucesién exacta

0—Tm fpr o Ay 25 Tm f, — 0,

donde f,, es simplemente f,, visto como un mapeo A, — Im f,, = f(A,), e ¢ denota la inclusién.

Notemos que Im f, 1 = k(ﬁ’}:il, por el Primer Teorema de Isomorfismo para grupos, ver [7] p. 16. Luego, por
Proposicién []
rk A, =1k Im f, 41 + 1k Im f,
An+1
=1k ————— 471k Im
ker fr4+1 o
< rk An—i—l + rk An—h
ya que kg’}“ﬂ es un cociente de A,41 e Im f,, < A,_1. O

Corolario 2. Sea A la sucesion exacta de grupos abelianos finitamente generados

0—s A, A, I8 S0,
Entonces x(A) =0, donde x(A) =Y (—1)'rk A;.
Demostracién:
Para cada 7 € {0,...,n} tenemos una sucecién exacta corta
L fi
0 ——Im fi-i—l Ai Im fz 0.

Por la Proposicién [I] se tiene luego que
rk A; =tk Im f;11 + 1k Im f; = rk ker f; +rk Im f;,

para i € {0,...,n}.

Entonces N N
X(A) = (=1)tk A; = (=1)" (tk ker fi +rk Im f;) =0,
i=0 i=0
pues Im f;11 = ker f; para todo i € {0,...,n}, y ker f,, = Im fy = 0. O
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Definicién 3. Sea Top? la categoria de pares de espacios topoldgicos y funciones continuas entre tales pares, y sea
S una funcién de un subconjunto de Top? al anillo de los enteros, Z. Decimos que S es subaditiva si siempre que
X DY D Z, se cumple

S(X,Z)<S(X,Y)+ S(Y, Z).

Si se cumple la igualdad, decimos que S es aditiva.

Por un argumento inductivo directo, es facil ver que si Xg C ... C X,, y S es subaditiva, entonces
n
S(Xn, Xo) < Z (Xi, Xi1)
De igual manera, si S es aditiva, entonces

S(Xn, Xo) = i S(Xi, Xi—1).

i=1

Como consecuencia del Corolario 19.20 de [4], los grupos de homologia con coeficientes enteros de cualquier CW-
complejo finito son finitamente generados, y son casi todos triviales. Esta observacién le da sentido a los siguiente
dos resultados.

Lema 1. El \-ésimo nimero de Betti, 3 : CW? — Z definido por Bx(X,Y) = rk Hx(X,Y;Z) es subaditivo,
donde CW? denota la subcategoria de Top? cuyos objetos son pares de CW complejos finitos y cuyos morfismos son
funciones continuas entre tales pares.

Demostracién:

Basta aplicarle el Corolario [1| a la sucesién exacta larga en homologia asociada a la terna (X,Y, Z), (ver [] p.
77):

23

PN (Y, Z) — HA(X, Z) — Hy(X,Y) -2

Lema 2. La caracteristica de Euler x : CW? — Z definida por

X(X,Y) =) (-1)*B(X,Y)
A

es aditiva.

Demostracién:
Basta aplicarle el Corolario [2] a la sucesién exacta larga en homologia asociada a la terna (X,Y, Z) (ver [] p. 77):

Ont1

P 1Y, Z) — HA(X, Z) — HA(X,Y) -2
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2.2. Indice de un campo vectorial. Teoria de Morse y homologia.

En esta subseccién, el concepto ”suave” va a significar clase C'°°, ya sea aplicado a variedades o a mapeos entre
ellas. Recordemos que para un mapeo suave f: M — N, p € M se dice punto regular de f si df, : T,M — Ty, N
es sobreyectiva; en caso contrario, p es un punto critico de f. Dualmente, ¢ € N es un valor regular de f
si dfy : T,M — Ty N es sobreyectiva para todo p € f~1(q); en caso contrario, ¢ es un valor critico de f.
Vacuamente, cualquier ¢ € N\ f(M) es un valor regular de f.

Definicién 4. Sean M, N variedades orientadas suaves de la misma dimensién, con M compacta y N conexa, y
f: M — N un mapeo suave entre ellas. Entonces para ¢ € N un valor regular de f, definimos

deg(f,q) = Y sign(df,), (5)

peEf~1(q)

donde

1, s df,:T,M — T,N preserva la orientacién

sign(af,) = { 1+ % A DA AN pre entact
-1, si dfp :T,M — T;N invierte la orientacién
Aclaremos varias ideas en esta definicién. Primero, el Teorema de Sard (ver [10] §3) garantiza que casi todo ¢ € N

es un valor regular de f. En este caso, como dim M = dim N, f~!(¢) es una subvariedad discreta de M compacta,
por tanto es un subconjunto finito de puntos y la suma en es finita. Més atn, df, : T,M — T, N es un isomorfismo
para cada p € f~1(q), de aqui que tiene sentido decir que preserva o invierte la orientacion.
Dos propiedades fundamentales de este entero deg(f, ¢) son:

= no depende del valor regular ¢ € N que tomemos
= es constante en la clase de homotopia de f.

Para pruebas de estos hechos, ver [10] §5.

Por la primera propiedad, podemos definir el grado de Brouwer o grado orientado de f : M — N como deg(f) =
deg(f, q) para cualquier valor regular ¢ € N.

Consideremos ahora un abierto U C R™. Un campo vectorial en U es un mapeo suave X : U — TU tal que el
triangulo

< TU
-
U—=U
conmuta, donde TU es el haz tangente de U, y 7 : TU 2 U X R® — U es el mapeo 7(x,v) = v. Podemos entonces
convenir que un campo vectorial en U C R™ es un mapeo v : U — R"™, solo considerando la segunda coordenada v
de X, que contiene casi toda su informacion.
El punto z¢ € U es un cero de v si v(zg) =0 € R™. Se dice que xy es un cero aislado de v si existe una vecindad
abierta V' C U tal que xq es el uinico cero de v en V. En este caso existe € > 0 tal que xg es el tinico cero de v en la
bola cerrada B(x, ¢). En particular i St (zg) — S™~! es una mapeo suave entre variedades como en la Definicién

donde |-| denota la norma en R™, S"~! es la esfera unitaria en R™ con centro en Ogn y SP~1(x9) = 9B(xo,€).
Entonces definimos indice de v en z¢ como ind,,v = deg ﬁ
A continuacién siguen algunos resultados que nos permitiran generalizar el concepto de indice a campos vectoriales

en variedades abstractas.

Lema 3 (Lema de Hadamard). Sea f : U — R una funcion suave definida en un abierto convezo U C R™ que

contiene a Ogn, entonces existen funciones suaves g; : U — R, i € {1,...,n} tales que
f@) = f(0) +atgi(z) + ... +a"gn(x)
para todo x € U, donde x = (x',...,2™) son las coordenadas usuales en R™. Ademds, g;(0) = gfi (0).
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Demostracion:
Para cada x € U tenemos

=0
n 1
—3 / 9 (1) dt
=0 0
Luego, basta hacer g;(z) = 01 gfi (tz) dt, para cada i € {1,...,n}. O

Una isotopia de mapeos entre variedades M, N es un mapeo suave H : M x [0,1] — N tal que cada para cada
t €10,1] el mapeo H(-,t) : M — N es un encaje.

Lema 4. Cualquier difeomorfismo f : R™ — R™ que preserva la orientacion estdndar de R™ es suavemente isotopico
a la identidad Idgn. Asimismo, si [ invierte la orientacidn, es suavemente isotdpico a la reflexion

7,(1,1, ’xn) _ ($1, 7xn71’7‘rn)
Demostracién:
Podemos asumir luego de aplicar traslaciones, que f(0) = 0, sin pérdida de generalidad.
Ahora,
f(tz)

Afo(w) = im T2,

Luego, es natural definir una homotopia H : R™ x [0,1] — R™ por la férmula

f(tz) <
H(x,t) = e para 0<t<1
dfo(x), para t=0

Ahora, probemos la suavidad de H. Primero, escribamos f = (f!,...,f"), en las coordenadas usuales de R".
Aplicéndole el Lema [3| a cada f7, obtenemos f7(z) = z'g1j(x) + ... 4+ 2"gn;(z) para algunas funciones suaves

g
915y -+ Y9nj, CONL gij(o) = gii (0).
Entonces, si definimos g;(x) = (gi1(x), . .., gin(x)), podemos escribir

flz)=x'gi(x) + ...+ 2"gn(x).

De aqui que H(z,0) = dfo(x) = lim;_,q @ =a2lg1(0) + ...+ 2"g,(0).
Pero para t # 0, tenemos:

H(x,t) = f(ix)

=alg (te) + ... + 2" g (tx).

Entonces, para todo (z,t) € X x [0,1],
H(z,t) = ztg (tx) + ... 4+ 2"g,(tz).

Luego, H es suave, y H(-,0) = dfy, H(-,1) = f.
Ahora, H(-,0) = dfy es claramente un difeomorfismo, pues es un isomorfismo R™ — R™. Ademds, para t # 0,
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H(-,t) : R — R” es un difeomorfismo cuyo inverso es el mapeo y — w Luego, en efecto H es una isotopia.
Solo resta ver que dfy es isotopico a Idg o a la reflexién 7 del Lema[d] segin f preserve o invierta la orientacién, y
notar que la homotopia es una relacién de equivalencia entre mapeos.

En el primer caso, f/(0),Idg» € Gl(n,R)™, y este es un grupo de Lie conexo, ver Teorema 3.68 de [15]. Basta tomar
una curva suave vy : [0,1] = GIl(n,R)™ tal que ¥(0) = Idgs, y v(1) = f/(0) y definir G : R™ x [0,1] — R™ como
G(z,t) =~(t) - .

Si f invierte la orientacién, entonces f/(0),7'(0) € Gi(n,R)™ = Gi(n,R)* conexo, as{ que podemos aplicar el mismo
razonamiento que antes.

O

Dados un mapeo suave f : M — N entre variedades y X y Y campos en M, N respectivamente, decimos que X y
Y estdn f-relacionados si
dfp(Xp) = Y§(), para todo p € M.

La notacién X, es alternativa a X (p), para campos vectoriales en variedades abstractas.

Proposicién 2. Sean U,V subconjuntos abiertos de R™, h : U — V wun difeomorfismo y v,w campos en U,V
repectivamente, que estdn h-relacionados. Si xg € U es un cero aislado de v, entonces h(xg) es un cero aislado de w
y mds atn, indgy,v = indp(z)W.-

Demostracion:

Nuevamente podemos asumir sin pérdida de generalidad que 29 = h(xg) = 0. Més atin, como el concepto de indice
es local, podemos después de restringir el dominio, asumir que U es una bola cerrada de radio positivo, centrada en
0.

Si h preserva la orientacion, el Lemagarantiza la existencia de una isotopia H : U x [0,1] — R™ entre H(-,0) = Idy
y H(-,1) = h. De esta manera obtenemos una una familia a un pardmetro de encajes H(-,t) = h; : U — R™.

Sea v; el campo en h;(U) definido por v;(y) = dhs o v o hy ' (y). Por definicién, para cada t € [0,1], v y v; estan
hi-relacionados. Veamos que existe un € > 0 tal que para todo ¢t € [0,1], 0 es el dnico cero de v; en la bola cerrada
B(0,¢).

En efecto, si asumimos lo contrario, podemos encontrar una sucesién {tx}ren C [0, 1] tal que vy, := v, tiene un cero
yr # 0, con

Ii =0.
koo O

Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, ver [12] p. 40, podemos asumir sin pérdida de generalidad que existe ¢t =
limg o0 tx € [0, 1]. Entonces, para cada k € N, ap = hal(yk) # 0 es un cero de v. Una vez més, como {zy }neny C U
compacto, podemos asumir que existe = limg_, o 1 € U. Pero entonces

hi(z) = H(z,t) = khﬁrrolo H(xg, ty) = khﬁrrolo he, (xg) = klirgoyk =0.

Como h; es un difeomorfismo, = 0. Esto es absurdo, pues hemos encontrado una sucesién {z, },en de ceros de v
con limg_,o, x = 0, y esto contradice que 0 es un cero aislado de v.

Entonces existe € > 0 tal que, para todo t € [0, 1], v; no tiene ceros en la esfera S?~! y podemos definir una homotopia
G :S" 1 x [0,1] = S"~! entre los mapeos 11> Ty como G(x,t) = ﬁig:gl

Esto prueba que indgv = deg(‘;’—l) = deg(ﬁ) = indyw.

Ahora, si h invierte la orientacién, también por el Lema [4 tenemos una isotopia H : U x [0,1] — R™ tal que
ho=H(-,0)=ry hy = H(-,1) = h, donde 7 es la reflexién definida en el Lema[d] Entonces indgw = indgv’, donde

1 1

12 — —
v =drovor ' =rowvor - =rowvor,

’ 7
pues 7 es lineal y r? = Idg~. Solo faltarfa ver que indgv’ = indgv. Observemos que |’v’—,| =ro ﬁ or, por tanto M’j—/l

preserva la orientacién en x si y solo si |Z—‘ preserva la orientacién en r(x). Como r es un difeomorfismo restringido a
cualquier esfera centrada en 0,

v’ v

indgv’ = deg(m) = deg(m) = indgv
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y concluye la prueba. O

Definicién 5. Para un campo X en una variedad M, y p € M un cero aislado de X, tomemos una carta ¢ : U —
o(U) C R™ centrada en p (i.e ¢(p) = 0), donde U C M es abierto. Entonces definimos el indice de X en p como
ind, X = indyv, donde v es el campo en ¢(U) definido por

v(x) = Xy-1(), para cada x € p(U).

Para ver que esta nocién estd bien definida, tomemos otra carta ¢ : U — (U) C R™ también centrada en p,
sin pérdida de generalidad. Entonces los campos v en ¢(U) y w en (U) asociado a X en la carta 1) como arriba,
estan h-relacionados, para el difeomorfismo h = 1o =1 : p(U) — 9(U). Luego, la Proposicién [2 garantiza la buena
definicién del indice en el contexto general.

Ahora vamos a ver cémo la topologia de una variedad compacta con frontera, X™ C R", en particular un campo
vectorial normal a 09X, determina hasta cierto punto el comportamiento de cualquier campo vectorial en X con solo
ceros aislados.

Lema 5. Sea X una variedad compacta orientada, M = 0X orientada por la orientacion frontera heredada de X y
N wuna variedad tal que dim M = dim N. Si el mapeo suave f : M — N admite una extension suave F : X — N,
entonces deg f = 0.

Demostracion:

Por el Teorema de Sard (ver [10] §3), casi todo punto y € N es un valor regular de ambas f, y F. Para un tal
y € N, por el Teorema de Clasificacién de 1-variedades suaves, ver [10] App., la 1-variedad compacta F~1(y) es una
unién finita de circulos y arcos cerrados. Ademds, como dF~!(y) = F~1(y) N dX, solo los puntos frontera de los
arcos estan en M.
Sea A C F~!(y) uno cualquiera de tales arcos, con A = {a,b}. Bastard probar que sign(df,) + sign(df) = 0.
Las orientaciones en X y N inducen una orientacién en A como sigue. Sean z € A y {v1,...,v,} una base po-
sitivamente orientada de T, X tal que v; € T,A. Entonces {v1} es positivamente orientada para T,A <
{dF;(vs),...,dF,(v,)} es positivamente orientada para T, N. Esto tiene sentido pues dFy|s : S — T,N es un
isomorfismo, donde S = span{vs,...,v,}, al ser y un valor regular de F'y F(A) = {y}.
Sea v (z) el vector unitario positivamente orientado tangente a A en x. Entonces v; es un campo vectorial suave,
pues vy (z) = @% para cualquier parametrizaciéon « : (=1,1) — A de una vecindad de = en A que preserve la
orientacién, con t = a1 (x).
Ademads, como vy (a) ¢ T, M, v1(b) ¢ T, M, uno de v (a), v1(b) apunta hacia afuera y el otro apunta hacia adentro.
De aqui es trivial que

sign(df.) + sign(dfy) = 0,

teniendo en cuenta la orientacién que definimos en A y que dFy|r,p = df, para todo x € M. ]

Definicién 6. Sea X" C R" una n-variedad compacta con frontera. El mapeo de Gauss g : 0X — S" ! se define
como g(x) = N,, donde N, es el vector unitario normal a 9X en x que apunta hacia afuera.

En esta definicion, aclaremos la frase ”... que apunta hacia afuera”. Para un vector v € T,, X, donde z € 9X, se
dice que v apunta hacia afuera si alrededor de x existe una carta ¢ : U — H" tal que v(z™) > 0, donde v(z™) > 0
denota la derivada direccional de la funcién coordenada z™ en el punto x en la direccién de v. Es un resultado bien
conocido que esta nocién no depende de la carta, como consecuencia del Teorema de Bolzano de Valores Intermedios,
ver [12] p. 93.

Lema 6. Siv: X" — R™ es un campo vectorial suave con ceros aislados que apunta hacia afuera a lo largo de 0X,
entonces Y1 = deg g, donde > v denota la suma de los indices de v y como antes, g : X — S~ es el mapeo de
Gauss asociado a X.
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Demostracion:

Sea {x1,...,2x} C X el conjunto de ceros de v, y B; = B(z;,¢;) una bola abierta centrada en z; y no contiente
a cualquier otro cero de v. Entonces Y = X \ Ule B; es una variedad compacta con frontera 0.X Ule(fﬁBi) =
0X Uf:l(—Szkl). El signo ”—" indica que la esfera S!"~! recibe la orientacién opuesta a la que hereda de B; como
su frontera, pues como frontera de Y, un vector que apunta hacia afuera en S;’*l es el vector que apunta a x;.

La funcién v(z) = ﬁgfgl : 0Y — S"7! estd bien definida, es suave y claramente se extiende a Y. Por el Lema la
suma de los grados de las restricciones de T a las distintas componentes de 9Y es 0. Pero T|gx es homotdpico a g via

la homotopia
H:0X xI—S"!

dada por hi(z) = W—’:zgggl Esta homotopia estd bien definida pues en todo punto z € 9X, v(z) y N, apuntan
hacia afuera.
Entonces, como la suma de los grados de las restricciones de v a las componentes S?il, e 78271 de dY es —> 4, la

prueba concluye. O

Tomemos ahora M C RF una variedad cerrada, y para € > 0 definamos M, = {z € R* | d(z, M) < ¢}. El Teorema
de la e-vecindad, ver [5] p. 69, garantiza que para € > 0 suficientemente pequetio, M, es una k-variedad compacta
con frontera {x € R¥ | d(z, M) = €}, y cada punto = € M, tiene al menos un punto més cercano en M.
Sea T+M = {(y,v) € M x R¥ | v € (T,M)*}, el haz normal de M en R*. M4s especificamente, en [5] pp. 71, 72, se
demuestra que el mapeo

h:T+M — R*

dado por h(y,v) = y+v, manda una vecindad abierta U de la seccién cero en T+ M difeomorfamente a una vecindad
abierta V de M en R*. Como M es compacta, es claro que cualquier vecindad abierta V' de M contiene a M, para
algin € > 0.

Ahora, si 7 : T*M — M denota la proyeccién canénica 7(y,v) = y, entonces tenemos una sumersién suave r :
M. — M, definida por r(z) = m(h~!(x)). Este mapeo es una sumersién pues 7 es claramente una sumersién y
h:h=Y(M.) — M, es un difeomorfismo.

El siguiente lema caracteriza de manera geométrica a la sumersion r.

Lema 7. Para x € M., r(z) € M es el unico punto en M mds cercano a .

Demostracién:

Primero veamos que existe un punto yo € M tal que d(z,y0) = d(z, M) = infcprd(z,y). En efecto, la funcién
0 : M — R dada por 0(y) = |z — y|? es suave, al ser la restriccién a M de una funcién suave R* — R, dada por la
misma regla de asignaciéon. Entonces, como M es compacta, 6 debe alcanzar su valor minimo en algiin punto yo € M,
por el Teorema de Weierstrass de Valores Extremos, ver [12] p. 89. Claramente este yy es un punto més cercano a
en M.
Ahora veamos que x — yo € (TyyM)*. Sea 7 : (—¢,€) — M cualquier curva suave tal que v(0) = yo. El punto ¢t = 0
es de minimo local para la funcién d : (—e¢, €) — R definida como d(t) = 0(a(t)) = |z — a(t)|?. De aqui que

0=d(0) =—-2(d/(0),z — a(0)) = —2(a’(0),x — yo).

Consecuentemente, x — yo € (Ty, M )+ como querfamos.

Finalmente, veamos que r(x) es el tnico punto en M maés cercano a x. Supongamos por el contrario que existen dos
puntos distintos yo, y1 mas cercanos a « en M, para x € M,. Como vimos antes, t—yo € (T}, M)t yz—y € (TylM)L.
Ademés, h(yo,z — yo) = h(y1,z — y1) = z, de donde (yo,z — o), (y1,7 —y1) € h™ (M,). Esto es absurdo, pues ya
habfamos establecido que h : h=1(M,) — M, es un difeomorfismo, en particular es inyectivo. O

Decimos que un campo vectorial w : U — R tiene un cero no degenerado en z si z es cero de w, y la transformacién
lineal dw,, es no singular. Del Teorema de la Funcién Inversa, ver [I4] p. 35, se sigue que los ceros no degenerados de
un campo vectorial son aislados.

Més generalmente, consideremos un cero z de un campo vectorial v en una variedad M C R*. Como v es un mapeo

10
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v: M — RF, la diferencial de v, dvg : T, M — RF estd definida.
El siguiente lema técnico nos permitira probar seguidamente que todos los campos con solo ceros no degenerados en
una variedad compacta M C RF tienen una caracteristica de naturaleza combinatoria en comun.

Lema 8. Para v un campo vectorial en una variedad M C RF y 2 un cero de v, dv, (TyM) C T, M.

Demostracién:
Sea h : U — R™ una carta alrededor de x en M, con h = (h',... h") y sea {X;}"™ ; la correspondiente base de
campos coordenados en M. Entonces X; = % .= dh;(lm) (e;) = % (h(z)), donde (u',...,u") son las coordenadas

usuales en h(U) C R™. Ademads, denotemos por {e;}; la base usual de R™.
Notemos que

0

0 d(voh™1)
oh? '

duy(X;) = dv, ( ) = (o b ), (o0 = 22 (), (©)

Sea
n
w = Z w’e;
j=1
el campo en h(U) que estd h-asociado a v. Por definicién,

(voh 1) (h(z)) = v(z) = dh;&) owoh(x) = dh;(lm) ij(h(as))ej = ij (h(z))X;(z).

Por tanto,

oail) 0wy < 0

Ahora, evaluando en h(z) y sustituyendo @, obtenemos que

dvy(X;) = a%}in € T, M.
j=1

O

Entonces, para un campo v en una variedad M C R*, decimos que el cero 2 € M es no degenerado si dv, :
TyM — T,M es un isomorfismo. Por el mismo argumento que usamos para campos definidos en abiertos de R,
todo cero no degenerado es aislado. A aquellos campos vectoriales v con solo ceros no degenerados los llamaremos
campos no degenerados; si v no es un campo no degenerado, se dice que v es un campo degenerado.

Teorema 7. Para cualquier campo vectorial no degenerado v en M, la suma de sus indices Y ¢ es igual al grado del
mapeo de Gauss
g:OM, — Sk1

En particular, esta suma es constante en el conjunto de campos v que satisfacen las hipdtesis enunciadas.

Demostracién:
Consideremos la funcién distancia al cuadrado ¢ : M. — R dada por ¢(z) = |z — r(z)

grad ¢ (x) = 2(33 - T(J;)),

|2. Como

€2 es un valor regular de ¢, pues grad ¢ (x) = Q(x - r(x)) = 0 implicaria que * € M, lo cual es imposible si

|z —r(z)|=€>0.

11
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Entonces, para cada punto de la superficie de nivel M, = ¢~ (e?) el vector normal unitario que apunta hacia afuera

esté dado por
grad ¢ (z)  x—r(x)
)= ferad 6 @] ~ e

Ahora extendamos v a un campo vectorial w en la vecindad M, como

w(z) = (m - r(a:)) +v(r(x)).

Entonces w es suave y apunta hacia afuera a lo largo de OM,, pues si & € M., (w(z),g(x)) = ¢ > 0. Adema4s,
notemos que w(z) = 0 solo si x € M y v(z) = 0, pues z — r(z) L v(r(z)), al ser @ — r(z) € (T,(,)M)*. Para la
derivada de w en un cero y € M, tenemos que

dwy(u) = dvy(u) siu e TyM (8)
dw, (u) = u siu € (T,M)* (9)

Para probar (8)), es suficiente ver que 7|y= Ids, por tanto w|y = v.

Por otra parte, si u € (T,M)L es no nulo, la curva suave « : (—7a1 \%I) — M, dada por a(t) = y + tu satisface

a(0) =y y o/(0) = u. Entonces

d
=2 t:Ow (a(t))

= %L:O((y +tu—y) +v(y))

d
= — t
dt lt=0 (tu)

:’u/7

dwy (u)

lo cual prueba @

Entonces, por el Lema |8y como dv, es no singular, también dw, es no singular. Entonces el indice de w en el cero
y es igual al indice ¢ de v en y, por el Lema [

El Lema |§| garantiza entonces que la suma de indices Y ¢ de v es igual al grado del mapeo de Gauss g. O

Seguidamente, algunas definiciones y resultados importantes de Teoria de Morse que necesitaremos mas ade-
lante. A partir de ahora estudiaremos las llamadas funciones de Morse sobre una variedad compacta M.
El concepto de matriz Hessiana de una funcién suave f : M™ — R en una generalizaciéon de mismo concepto, para
funciones definidas en abiertos de R™. Recordemos que para una funciéon f : U C R®™ — R, la matriz Hessiana en
un punto z es la matriz Hess, f = (% (x))U con i,j € {1,...,n}. El punto critico x € U (df, = 0) se dice
no degenerado si det Hess, f # 0; de lo contrario se dice que z es degenerado.

Para extender este concepto a variedades abstractas, haremos uso del siguiente:

Lema 9. Sean U, V C R"™ abiertos, f : U — R una funcion suave tal que 0 es un punto critico no degenerado de f,
yo:V = d(V)CU un difeomorfismo con ¢(0) = 0. Entonces 0 es un punto critico no degenerado de f o ¢.

Demostracion:

Sean f' = fo¢, ¢ = (¢',...,¢"), H = Hesso f, H = Hessof’. Entonces df{ = dfy o d¢o = 0, de donde 0 es un
punto critico de f’. Més atn,
o) = ,;1 gar ) G (@)

12
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Luego,

0% f
833189&( )

=1 Ozk ozt (0)- o’ 0)- c’mJ
noop? o o'
S 0)- %2 (0. ¢<>,

Ozkox! ozt
=1

M+ T

>
Il
—

pues %(O) =0 para todo k € {1,...,n}.
En notacién matricial, hemos probado que H' = (¢’ (0))tH ¢'(0), donde A* denota la matriz transpuesta de A. Como
¢ es un difeomorfismo y H es no singular, también lo es H'. O

Definicién 8. Sea f: M — R suave y p un punto critico de f. Decimos que p es un punto critico no degenerado
de f si para una carta (ga, U ) centrada en p, tenemos que 0 es un punto critico no degenerado de fop™!; en otro caso
decimos que p es un punto critico degenerado de f. Entonces decimos que f : M — R es una funcién de Morse

en M si no tiene puntos criticos degenerados.

El Lema [0 garantiza que la primera parte de esta definicién no depende de la carta ¢ que tomemos.
Si p es un punto critico de f, podemos definir una forma bilineal simétrica f, : T,M x T, M — R como sigue. Dados
los vectores v,w € T, M, los extendemos localmente a campos vectoriales X,Y en una vecindad de p. Para esto,
basta tomar una carta (¢,U) alrededor de p, y definir X, = (dy¢~ 1)90((1) (Vp(q)), Yq = (d(p’l)w(q) (y(q)), donde los

campos ¥, @ se definen como 9(z) = dy,(v), w(zr) = dp,(w) para todo x € p(U). Claramente X y Y son campos
suaves, al ser pullbacks por una carta de campos constantes en p(U). Ademas, X, = v, ¥, = w.

Definimos pues f.(v,w) = X,(Y f), donde la funcién Y f se define como Y f(p) = Y,(f). Ahora, si X', Y’ son otras
extensiones de v, w a campos vectoriales locales, veamos que X, (Y f) = X,(Y'f). En efecto, X, = v = X, asi
que la definicién de f,, no depende de la extensién de su primera coordenada v. Entonces, si probamos que fy, es
simétrica, en particular estariamos probando que su definicién tampoco depende de la segunda coordenada w. Para
esto, tomemos dos pares de extensiones X, X' y Y, Y’ de v, w respectivamente. Entonces

Xp(Y) =Y (X'f) = X, (V) = Y (X'f) = (X" Y], (f) = dfp([X',Y]p) = 0.

Entonces f.. (v, w) = fux(w,v) independientemente de las extensiones que tomemos. Esto prueba que f,. es simétrica
y estd bien definida. Claramente, f,, es bilineal.
Si ¢ = (z',...,2") es una carta alrededor de p, la matriz que representa a f.. en la base {%b, cey %b} es

precisamente ( Bf a’;, (p)) i la matriz Hessiana de f en p en la carta . De esta forma definimos el indice de f en
p como el indice de la forma bilineal f,, en T, M, i.e, la méxima dimensién de un subespacio W de T,,M restringida
al cual f,, es definida negativa (fwx(v,v) < 0 para todo v € W).

A continuacién enunciamos un resultado seminal de Teoria de Morse, una demostracién del cual puede ser hallada
en [11] p. 6.

Lema 10 (Lema de Morse). Sea p un punto critico no degenerado de f : M — R de indice A. Existe una carta
(¢, U) centrada en p tal que para todo q € U se tiene

f@)=Fp) = ") —... = @Ng)* + @ (@)* + ... + (2"())?,
donde ¢ = (x',... ™).

Toda variedad suave compacta M admite un encaje ¢ : M — RY para algin N € N, ver Teorema 2.17 de [13].
Entonces, podemos pensar que M es una subvariedad Euclidiana y, en ocasiones, serd pertinente hacerlo.
Hasta ahora, hemos hablado de funciones de Morse en una variedad compacta M, pero no hemos garantizado siquiera
la existencia de tales funciones. Resulta que el Teorema de Sard, ver [I0] §3, no solo garantiza que existen funciones
de Morse en M, sino que son bien comunes en un sentido practico:
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Teorema 9. Sea M C RY wuna subvariedad Euclidiana, y f : M — R una funcion suave. Entonces para casi todo
a= (a',...,a") € RN, la funcion f, = f +a'a' + ...+ a2 es de Morse en M, donde (x',...,2N) son las
coordenadas usuales en RN .

Para una prueba simple de este resultado, ver [5] p. 43.
Ahora, dada una variedad cerrada M (compacta y sin frontera) y una funcién de Morse f : M — R, notemos que
f solo puede tener una cantidad finita de puntos criticos. En efecto, el Lema garantiza que todo punto critico
no degenerado, es aislado. Como f es de Morse, su conjunto de puntos criticos es un subconjunto discreto de M
compacta, por tanto, es finito. Consecuentemente, es claro que también el conjunto de valores criticos es finito. El
siguiente resultado serd 1util més adelante.

Lema 11. Dada una subvariedad Fuclidiana compacta M, existen funciones de Morse en M que toman valores
distintos en distintos puntos criticos.

Demostracion:
Tomemos cualquier funcién de Morse f en M, y sea {p1,...,pr} el conjunto de sus puntos criticos. Para cada
i€ {l,...,k} sea p; : M — R una funcién flan suave idénticamente 1 en una pequena bola coordenada abierta U;

centrada en p;, e idénticamente 0 fuera de una bola coordenada abierta V; que contiene a U;, ver Proposicién 2.25
de [8]. Podemos ademds suponer que V; NV, = @ para i # j, y que p; es el tnico punto critico de f en V;.

Veamos que podemos escoger niimeros reales no nulos ar, . . ., ai tales que f(p;)+a; # f(pj)+a; parai # j. Sik =1
no hay nada que probar. Si k > 2, en cualquier vecindad de (f(p1), ..., f(pr)) € R* hay puntos que no pertenecen a
ninguno de los hiperplanos {z; = x;} con i # j, pues la unién de estos tiene medida cero en R¥. Dichos puntos son
de la forma (f(p1),-.., f(pr)) + a, con a € R* de norma tan pequefia como se quiera.

Seguidamente, definamos f : M — R como

k
f=r+ Z%Pr
i=1

Esta f es suave. Claramente fuera de Ule Vi, f=T. o
Supongamos que p € V; \ U; para algin i. Notemos que K; = V; \ U; es compacto, por tanto existen m =
minye g, |gradf(p)|, y M = max,ck, |gradp;(p)|. Entonces

|

(p) = f(p) + aipi(p),

de donde

grad f(p) = grad f(p) + aigradpi(p) # 0,
si la;| < % Finalmente, si p € U; para algin i, f = f + a;. Entonces grad f(p) = gradf(p) = 0 solo si p = p;.
Hemos probado que f tiene los mismos puntos criticos que f. Pero, como en cada U; tenemos que f = f + a;,
Hessp, f = Hess,, f es no singular.

Luego, f es una funciéon de Morse que toma valores diferentes en puntos criticos diferentes. O

Ahora, dada una funcién de Morse f : M — R, denotaremos M; = f~!(—oo,t], y M(t) = f~1(t). Dedicaremos
entonces una gran parte de esta subseccion a estudiar como cambia M; cuando ¢ recorre de manera creciente el
intervalo [c— ¢, ¢+ €], donde ¢ es un valor critico de f y € > 0 es tal que ¢ es el unico valor critico de f en [c—¢,c+¢€].
Para esto, primero veamos el caso mds simple, donde ¢ recorre un intervalo [a, b] sin valores criticos de f.

Teorema 10. Sea M una variedad cerrada suave, y f : M — R una funcidn suave que no tiene valores criticos en
[a,b]. Entonces M, es un retracto por deformacion de My. Ademds, My = M, difeomorfos.

Demostracién:
La idea de la prueba es deslizar M a lo largo de trayectorias transversales a las hipersuperficies M (t), con
t € [a,b]. Toda variedad suave admite una métrica Riemanniana, ver Corolario 4.20 de [2]. Dicho esto, escojamos
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una métrica Riemanniana (,) en M. Se define entonces el campo gradiente de f con respecto a (, ), que denotamos
grad f, como

<an gradf(q)) = Xq(f) = dfq(Xq)-

Ahora, como f~![a,b] es cerrado en M compacta, es compacto. Sabemos que gradf(q) # 0 para g € f~'[a,b]. Sea
entonces p : M — R una funcién suave que coincide con (d% en el compacto f~1[a,b], y es idénticamente 0
gradf,gradf)

fuera de f~![a—28,b+24] para § > 0 suficientemente pequefio. Para construir p, extendemos m de f~'[a, b
a toda M, multiplicAndola por una funcién flan suave A : M — R no negativa, que es idénticamente 1 en el compacto
7 1a, b] e idénticamente 0 fuera del abierto f~'(a — §,b+ J). Adicionalmente, notemos que max,epA(q) = 1.
Entonces el campo vectorial X = p - gradf es suave, y como M es compacta, es un campo completo, ver Teorema
5.6 de [13).

Sea ¢ : M x R — M el flujo de X, entonces cada ¢y = ¢(-,t) es un difeomorfismo de M.

Consideremos para cada q € M la funcién t — f (¢¢(q))-. Si ¢+(q) € f~[a,b], entonces

of (¢:(q)) 09+(q)
ot ot

= ( (gradf)g, ) = (Xg.(a)> (gradf)g,(g) = 1

Por tanto,

f(ou(q) =t + flq), (10)

siempre y cuando f (¢:(q)) € [a,b].
Msés atin para todot e Ry g € M,

of (¢(q)) 09:(q)

ot = < ot 7(gra‘df)¢t(q)> = <X¢t(q)v (gradf)¢t,(q)> = P(¢t(Q)) ! |(gradf)¢t(Q)}2 € [Oa 1]

De aqui que f es creciente a lo largo de las trayectorias de X,y f(¢:(q)) — f(do(q)) <t —0, 0
f(9e(q) < flg) +1t, (11)

paratodot € Ry qge M.
Consideremos ahora el difeomorfismo ¢, : M — M. Veamos que ¢,—p(My) = M,. Primero, si g € M,, a —b < 0,

por tanto f(¢a—s(q)) < f(¢o(q)) = f(¢) < a. Ahora, si ¢ € f~'[a,b], notemos que ¢p_r(q)(q) € f~'[a,b], pues

F(bo-p()()) < f@) +b— f(g) = b, por (LI). Ademds b— f(q) > 0, luego f(dy—r(¢)(2)) = f(¢0(q)) = f(q) > a.
Entonces, podemos aplicarle a ¢y—¢(q)(q) para obtener

f(Pa—6(9)) < f(a—bsv—1(q)(@) = f 0 bab(Dv—5(q)(0) = [(Dv—f()(@)) +a—b<b+a—-b=a.

Con esto hemos probado que ¢,_,(Mp) C M,. Para finalizar, basta aplicar para ver que ¢,_p (M (b)) = M(a).
Esto prueba que M, = M,. Ahora definamos una homotopia h; : M, — M, por

ho(q) = 17 st flg) <a
@) {fbt(af(q))(Q), si a<f(g)<b

Para ver que esta homotopia es continua, notemos primero que sus restricciones a M, X I y ( f_l[a,b]) x I son
continuas. Ademds, si (qo, tp) es un punto de la interseccién de las cerraduras de estas dos regiones,

= lim h
0=, R

para (q,t) € (f*[a,b]) x I, por la continuidad de ¢. Ademés, ho = Idys,, y h1 es una retraccién de M, en M, pues
claramente hy |, = Idpy,, y si g € f7a,b], o y(q)(q) € M(a), por (10). O

De este teorema podemos deducir que si ¢ recorre un intervalo [a, b] sin puntos criticos de f, entonces M; no cambia
su tipo de homotopia, en particular.
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Supongamos ahora que [a,b] = [c — €, ¢ + €], donde ¢ es un valor critico de f y € > 0 es tal que ¢ es el tinico valor
critico de f en [c—€, c+€]. Ademds, por el Lema podemos asumir que f toma valores distintos en puntos criticos
distintos. Separemos los posibles casos en cuanto a el fndice A del punto critico p con f(p) = c.

Primero supongamos que p es de indice 0. Entonces, por el Lema existe una carta (¢,U) centrada en p,
o= (x',...,2"), tal que

fop tat,. .. ,x™) =c+ (V)2 +... + (™2

Entonces p es un minimo local de f.

Empecemos asumiendo que p es, de hecho, el minimo absoluto de f en M. En este caso, M; = & para t < ¢, en
particular M._. = & para € > 0. Ademads, ¢ = f(p) € (c — 2¢,c + 2¢) abierto en R. Entonces podemos asumir sin
pérdida de generalidad que f~!(c — 2¢,¢+ 2¢) C U, y por tanto M., C U. De aqui que

Meye={geUle+ (z'(¢)* + ... + (¢"(q))* < c + ¢}
={geUl(z'(9)* +... + (@"(0)* < &}
= ¢! (D}) =D",

Si p es un minimo local pero no es el minimo absoluto de f, entonces M,_. # & para € > 0 suficientemente pequeno.
Como antes existe una carta (o, U) centrada en p, ¢ = (z!,...,z"), tal que

fogp‘l(xl,...,x”) =c+ (x1)2 4.+ (x”)Q,

yUNMcye = ¢~ (D) = D2, Escribimos entonces Moy = ¢~ (D2) || (Meye\ @71 (DP) ), con My \ ¢! (D?) # @
pues Moy \ ™t (D?) D M. # 2.

Notemos que K1 = f~c—¢, c+e]\p ™! (D7) es compacto y grad f # 0 en K1, para cualquier métrica Riemanniana
en M. Entonces, como en la prueba del Teorema construimos una funcién flan suave p; : M — R tal que
p1L = ngradﬁ en K1 y p1 = 0 fuera de una vecindad precompacta U; de K7 y hacemos X = p; - grad f. Este
campo es suave y completo en M. Si ¢ : M x R — M es el flujo de X, definimos una retraccién por deformacion de

Meycen M._.| |~ (D7) como

ht(q) — q7 Si q e MC*E |_] L)0_1 (D?)
djt(cfeff(q))(q)a si g€ K.

Probemos que esta homotopia es continua. Solo hay que verificar la continuidad en puntos (qo,tg) € M(c —€) x I,
pues esta es la interseccién de las cerraduras de las regiones (MC_6 Lot (ID)?)) x I, Ky x I. Entonces,

h(q)

= lim
©= (> aosto)
para (¢,t) € Ky x I, por la continuidad de ¢.
Ademds, ho = Iday,,., hi(q) = ¢ para todo ¢ € My_| |~ ! (D) y t € [0,1]. Adicionalmente, hi (K1) € M(c —e),
por en la prueba del Teorema para a = c— ¢, b = c+ e. Entonces h; es una retraccién.

Analicemos ahora el caso en que el indice A de p es n = dim M. Por el Lema [10| existe una carta (¢, U) centrada
en p, p = (z',...,2"), tal que

foe ... ,a") =c—(2)* — ... — (2™~

Entonces p es un méaximo local de f.
Asumamos inicialmente que p es el maximo absoluto de f en M. Entonces si t > ¢, M; = M. Podemos asumir que
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UNM,._.+# @, para e suficientemente pequeno. En este caso,
M.—eNU={geUle—(z'(q)*—... — (2"(q))* < c—¢}
={q €Ul (@) +...+ (@"(@)* > ¢}
— (SD(U) \ int Djﬁ) .

Como OM,_, = ¢~ 1 (STXL/?) =~ S"~1 y ¢ es el valor maximo absoluto de f, M., = M es M._. con un disco D"

pegado a lo largo de su frontera S?~1.
Si p es un maximo local que no es el punto de maximo absoluto de f, para e suficientemente pequetio, M., C M.
Nuevamente usamos la forma local de f que garantiza el Lema y escribimos

Mere = 9 (ims D7) | | (MM \ g~ (int D@g)) .

Notemos que Ko = M1\ ((p_l(int ]D):l/g) J int Mc_e) es compacto y grad f # 0 en Ko, para cualquier métrica

Riemanniana en M. Entonces, como antes, construimos una funcién flan suave py : M — R tal que po = m
en K5 y pa = 0 fuera de una vecindad precompacta Us de Ky y hacemos X = py - grad f. Este campo es suave y
completo en M.

Sigp: M xR — M es el flujo de X, definimos una retraccién por deformacién de M.y en M,_, Ugo’l (int ]D)’\I/E) como

. iy .
ht(q) = 8 S? q € M._.U 2 (mt ]D)\/E)
Pr(c—e—f(g)(@), si q€ K.

La prueba de continuidad de esta homotopia es enteramente andloga a la de la homotopia construida en el caso de
un punto de minimo local no absoluto, es consecuencia directa de la continuidad del flujo ¢.

Ademas, ho = Idyy,. ., ht(q) = q para todo g € Mc_Up™! (int ]D)?/g) y t € [0,1]. Adicionalmente, hy(K3) C M(c—¢),
por en la prueba del Teorema para a = c— ¢, b = c+ e. Entonces h; es una retraccién.

De esta manera, si A = n, M.y, es homotdpicamente equivalente a M._. con un n-disco pegado a lo largo una de las
componentes de su frontera.

Para los casos en que el indice de p es A = 0 0o A = n, M._. UD?* es un retracto por deformacién de M.,.. Es
importante observar que el espacio adjuncién M,._. UD* ha tenido la caracteristica de que el mapeo de adjuncién es
siempre inyectivo. En ocasiones, cuando nos refiramos a un A-disco D* siendo adjuntado a un espacio, vamos a usar
la notacién e*, y le llamaremos una A-celda.

Resulta que si A # 0,n el resultado sigue siendo cierto, aunque la prueba es bastante més complicada. Aprovechamos
para recordar las hipdtesis que hemos estado usando hasta ahora.

Proposiciéon 3. Sea M™ una variedad cerrada, f : M — R una funcion suave, p un punto critico no degenerado de
f de indice X # 0,n, y c = f(p). Si e > 0 es tal que p es el tinico punto critico de f en f~[c — €, ¢+ €], entonces
M,._.Ue> es un retracto por deformacion de Mg, ..

Demostracion:
Por el Lema podemos escoger una carta (p,U) centrada en p, tal que
foe @t ... z")=c— ()2 —... = (@) + @TH2+ ..+ ()2
Escojamos € > 0 lo suficientemente pequeno como para que ]D):”/2 CoU),y Mec—eNU, Moy e NU # &. La A-celda
en la tésis del teorema serd e* = {g € U | 21(¢)? +... + 2*(¢)? < ¢, 22 (q) = ... =2"(q) = 0}.
Entonces,
M. .NU={qeU |2 (q)*+... +2*(q)* — 2 (q)> — ... —2"(q)* > ¢},

el "interior” del hiperboloide generalizado (z)% + ...+ (z*)? — (2212 — ... — (2")? = ¢}.
Similarmente,

Moy NU={qeU| —a'(q)> —... —2Mq)* + 2 (@)? + ... + 2"(¢)* < €},
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el "exterior” del hiperboloide generalizado —(z!)? — ... — M2 + (212 + ...+ ()2 = €}.

Las hipersuperficies M (c) N U son conos generalizados.

Como ¢ : U — ¢(U) es un difeomorfismo, luego en ocasiones ¢ € U serd identificado con z = ¢(q) € U. Notemos
ahora que e* C U, entonces

ANMec={zcU| @) +.. +@)<e MM = =2"=0, (") +... + @) - @) - . —@")?>e
={zecU| @)Y +.. + @) =¢ 22 =... =2" =0} =9,

asf que e* estd inyectivamente pegado a M,_. a lo largo de su frontera.
Probemos que M,._. Ue> es un retracto por deformacién de M, .. Para esto, empecemos por convenir la existencia
de una funcién suave u : R — R que satisface:

= 1(0) > €
» u(r) =0, para r > 2¢
» —1 < p/(r) <0, para r > 2e,

cuya construccién es directa usando la funcién I : R — R definida en [I3], p. 33.

Sean &, n: U — [0,+0oc] las funciones ¢ = (z1)2 + ...+ (%)%, n = (@12 + ... + (2)2. Definamos F : M — R
como f fuerade U,y F = f — u(é+2n) en U. En U\go_l(D’f/%) tenemos que & +2n > £ +n > 2¢, y como u(r) =0
para r > 2¢, tenemos F' = f. Entonces, F' es suave.

Ademéds,en U, f=c—&+n, F=c—&§+n— pl€+2n).

Paso 1: Probemos que F~!(—o0,c+ €] = M.

Como F < f en M, claramente M., . C F~1(—oc0,c+ €.

Ahora veamos que F~!(—o0,c+e] C Moy, Paraé+2n > 2¢, F = f.Siq € F~1(—o00,c+e€ es tal que £(q)+2n(q) < 2,
entonces f(q) = ¢ —&(q) +n(q) < ¢+ 3€(q) +n(g) < c+e.

Paso 2: Los puntos criticos de 'y f coinciden.
Fuera de U, F = f, asi que sus puntos criticos claramente coinciden.
EnU, F=c—&+n—p&+2n), luego

oF ,
96 = 1—p'(€+2n) <0
OF ,
e > 1.
an 1—2p/(§+2n) =1

Luego, %—?7 %—JZ # 0 en U. Ademas, las 1-formas d¢, dn son simultdneamente nulas solamente en p € U.

En efecto,

_ 08 9 oo 11 A7 A
df—axld:v +“'+6‘x>‘dx =2z dzx 4 ...+ 2x"dx
_ Oy A+1 M o A4l Abl ng.n
dn—ax)\ﬂdas —&-...—l—azndm =2z " dx + ..+ 22" dx"™.
De aquf que dé(q) = dn(q) =0 < 2'(q)=...=2"(q) =0 < ¢=p. Como
OF OF
F="d¢+
d a§d§—|—andn,

el tnico punto critico de F' en U es p, como ocurre para f.

Paso 3: F~1(—o0, c — €] es un retracto por deformacién de M., .
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Consideremos la regién compacta F~l[c —e,c + €. Si ¢ € Fllc—ec+e|, c—e < F(q) < f(q), y también
q € F~1(—00,c+ €] = M. Entonces f(q) € [c—¢€,c+ €], y hemos probado que F~[c—e,c+¢€] C fTlc—e,c+¢].
Como el tinico punto critico de f en f~![c—¢, c+€] es p, p es posiblemente el tinico punto critico de F' en F~t[c—¢, c+¢].
Ahora, como F(p) =c=pu(0) <c—¢, p¢ Flc—¢€c+ €|, y esta regién no contiene puntos criticos de F. Enton-
ces, si aplicamos el Teorema a F: M — R, obtenemos que F~1(—00,c — €] es un retracto por deformacién de
F~1(—oo,c+el = M.y,

Como F < f, M._. C F~!(—o0,c — €.
Escribamos entonces F~1(—oco0,c— €] = M._.UH, donde H = F~1(—o0,c — €] \ M._.. De hecho,

H={qeU|—-e<—&(q)+n(q) <uélq)+2n(q)) — €}

Probemos que ¢* = {g € U | £(q) <€, n(g) =0} C H. Sea g € e*, como & < 0, 7(q) =n(p) =0y &(g) > 0= £(p),

0
entonces F(q) < F(p) < ¢ —e. Ademas, f(q) = ¢ — &(q) +n(q) > ¢ — e. Entonces g € H, y e* C H.

Paso 4: M,_.Ue* es un retracto por deformacién de M._. U H.

Finalmente, vamos a construir una retracciéon por deformacion r : (Mc,6 UH ) xI —> M._.UH de M._. UH en
M,._. Ue*, donde usamos la notacién I = [0,1]. Sea r; el mapeo identidad fuera de U, para todo t € I, i.e en
(M.—c UH) NU¢, y definamos r; en (M._. U H) NU por partes como:

(', ... 2t ), si xe HN{(<e}=Ry
re(zt, o 2™) = (2l a s (@) M L s(e)a), si s € HN{e<€E<n+e =Ry
(... "), si ze{n+e<é}=M..=Rs,

para todo ¢ € I, donde si(z) =t + (1 — t)(é(n?x;e)%.

Para concluir la prueba, debemos verificar varias propiedades de r;:
= 1 es continua, donde r(z,t) = r¢(x),
] rt(Mc,6 UH) C M., .UH paratodotel,
v 7¢pr U ex=1Idy U or Paratodo t €I,

s ry=Idy, oY

» 70 es una retraccion M._. U H — M,_. U e*.
Probemos estas propiedades en ese orden.
Para la continuidad de r : (Mc,6 U H) x I — M._.U H, primero notemos que la continuidad de r restringida a
las regiones Ry X I y Rz x I es directa. Adicionalmente, el mapeo s : Ry X I — R definido por s(x,t) = s;(x) es
claramente continuo, ya que {n = 0} N Ry = &, entonces también la restriccién de r es continua en Ry X 1.
Solo falta probar que r es continua en (R; x I) N (R; x I) = (R; x I) N (R; x I) = (R; N R;) x I, para todos los
pares (i,7) con i # j, 4,5 € {1,2,3}. Como M es primero numerable, la continuidad de cualquier mapeo definido en
un subespacio de M puede ser verificada usando sucesiones.

= Supongamos que (zg,tg) € (EHE) x I. Entonces (xg) =€, y n(zo) > 0.
Si n(zo) > 0,
@) B, 1y S = 0
asi que
(w’t)glao’to) r(z,t) = r(zo, to)
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tanto si (z,t) € Ry x I como si (z,t) € Ry x I.

Por otra parte, supongamos que 1(xg) = 0. Como £ y 1 son continuas, n(zg) =0y 0 < % < 1 para todo

T € Ry, tenemos que

§(x) — €
n(x)

Ogst(:n)—tJr(lt)( >2§t+(1t)—1.

De aqui que si (z,t) € Ry X T

Ir(t,z) — r(zo, to)|> = lim (5(:1: — ) + st(z)zn(x)) =0.

1m
(z,t)—(zo,t0) (z,t)—(z0,t0)

Como en este caso (1g,tg) € Ry x I = Ry x I y ya habfamos verificado la continuidad de r restringida a Ry x I,
este caso concluye.

= Si (z0,t0) € (R2 N R3) x I, &(x0) = 1(x0) + € y nlwo) > 0.

Primero, si n(zg) > 0,
lim  s(z,t) =1,

(z,t)=(z0,t0)
asi que

lim ’I"(I,t) = T(IOatO) =x9
(I,t)H(Z[),to)

lo mismo si (z,t) € Ry x I que si (z,t) € R x 1.
Ahora, si n(z) = 0, como vimos en el caso anterior se cumple que

lim r(x,t) = r(xg,t
(w,t)—}(;l?g,to) ( ) ( 0 0)

para x € Ry. Pero en este caso (xg,t9) € R3 x I = Rz x I y r restringida a R3 x I es continua, luego este caso
estd probado.

s Para (zo,t) € (R710R73) x I tenemos que

1 T 1’7t =1r(xn.t —
(@,t) = (z0,t0) (1) (wo,to0) 0

tanto si (z,t) € Ry x I comosi (z,t) € Rgx 1, pues (xq,tp) € (EOE) xI = (RlﬂRg) xI = (R1 XI)O(RgxI),
y las restricciones de r a estas dos regiones son continuas.

Ahora veamos que 7y (MC,E U H) C M. .UH paratodot e I.

Si x € R3 esto es trivial.

Supongamos que z € Ry = H N {¢ < e}. Como &(r(w)) = &(z) < ¢, tenemos que &(ry(z)) € {€ < €} para todo ¢ € 1.
Ahora,

—&(ri(2)) +n(ri(x) = —€(x) + °n(z) > —€(x) > €
y como p es decreciente
—&(re()) +n(re(z)) = —€(@) + n(x) < —€(x) +n(x) < p(E(2) + 2n(2)) — e < p(E(r@)) + 2n(re(2))) — ¢,
para todo t € I. Luego, también r¢(z) € H para todo t € I.

Size€ Ry, 0< (5577”()356)5 <1, luego

su@) = 4 (=1 (E(;c()x; €>; - <g(;c()x;e>% +(1-1) (s(;:()x; e)é _ (5(;6()95 6>%,

(o) + () = =€) + (st *n(e) = ~€) + (L5 ) ) = e

de donde
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Ademas, & (rt( )) = &(z), ( ) > n(x) y p es decreciente, asi que como en el caso anterior, tenemos que
—f(rt( ) —i—n(rt ) <pu ( ( ) + 277(r x))) — ¢ para todo t € I. Entonces r¢(x) € H, para todo ¢ € I.

Claramente ¢y, ex=Idys__ e» para todo t € I, pues (MC_E U e>‘) NRy =e'y (Mc_E U e)‘) NRy C M,._..
También es claro que 1 =Idy, .U H.

Finalmente, probemos que r( es una retraccion M. .UH — M. .U e*. Six € M._. = R3, ro(z) = z, igualmente
si @ € e entonces x € Ry y 7o(z) = . O

Resumiendo toda la discusién anterior, hemos probado el siguiente:

Teorema 11. Sea M™ una variedad cerrada, f : M — R wuna funcion suave, p un punto critico no degenerado
de f de indice \, y ¢ = f(p). Si € > 0 es tal que p es el tinico punto critico de f en f~l[c — ¢,c + €|, entonces
Meye~ M. U e*, donde ~ denota la relacion de equivalencia homotopica.

A continuacién veremos la importancia del Teorema [L1] y su prueba, por ejemplo, para calcular las homologias
relativas H,(Meje, Mo—c; R), donde R es cualquier anillo conmutativo unitario, que seran de mucha ultilidad en la
prueba del teorema principal de este trabajo.

Un vez fijo el anillo de coeficientes R, escribiremos H, (X)), H.(X, A) en lugar de H.(X; R), H.(X, 4; R).

Proposicién 4. Bajo las mismas hipdtesis del Teorema Hy(Meye,M._.) = H,(e*, 0¢), para cualquier anillo
conmutativo unitario R.

Demostracion:
Como hicimos anteriormente, vamos a separar los casos A=0, A=ny A # 0, n.

Supongamos primero que A = 0. Entonces, como ya vimos, M.y = M._.| | ", de manera que

H*(Mc+echfe) = H (Mc 5|_| e" Mcfe)

H. (M| e, M| | @)
H (Mc—e,Mc—) @ H. (", 2)
H.(e",2)
H, (", 0e°),

El primer isomorfismo viene dado porque el par (M._.| | ", M._) es un retracto por deformacioén del par (M4, Mc—¢).
El segundo isomorfismo es consecuencia de la Proposicién 13.9 de [4], que podemos aplicar a la descomposicién en
componentes conexas de M._.| | e™. El cuarto isomorfismo es consecuencia de que e” ~ e%, y que de’ =

Similarmente, si A = n, ya probamos que existe una retracciéon por deformacion de M.y en M. Ue™, M._
con una n-celda pegada inyectivamente a lo largo de una de las componentes de su frontera, S*~!. Entonces, por el
Teorema de Escision, ver [4] p. 82, podemos escindir el subespacio int M,_o. del par (M._.Ue™, M._.), y obtenemos
que

H.(Meye,Me—o) 2 H(M._.Ue", M._.) = H, (f_l[c —2¢,c—elUe”, f e —2¢,c— 6])

Una vez més usamos la técnica de la prueba del Teorema [I0] primero fijando una métrica Riemanniana en M.
Como K = f~1[c — 2¢,¢ — €] es compacto y no contiene puntos criticos de f, podemos construir una funcién flan
suave p : M — R tal que p = m en K y p = 0 fuera de una vecindad precompacta U de K y hacemos
X = p-grad f. Este campo es suave y completo en M. Entonces, si ¢ : M x R — M es el flujo de X, definimos una
retraccién por deformacién de f~1[c — 2¢,¢ — €] Ue™ en M(c — €) Ue™ como

ha(p) = P, si pe M(c—e)Ue”
Pt(c—c—fp))(P), st pEK.
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Como vimos anteriormente, esta homotopia es continua.

Ademds, ho = Idf-1[c—2c.c—e U ens ht(p) = p para todo p € M(c —¢)Ue" y t € [0,1]. Adicionalmente, hi(K) C
M(c —¢), por en la prueba del Teorema para a = ¢ — 2¢, b = ¢ — €. Entonces hy es una retraccién.

Hemos probado que (M (c—e) U e™, M(c—e)) es un retracto por deformacién de (f~*[c—2¢,c—€] Ue™, f~c—2¢,c—¢]).
Ahora, si X1,..., Xk son las componentes conexas de M (c — ¢€) U e, siendo X = e™ la componente que contiene a
e", entonces X7i,..., Xi_1,0e" son las componentes conexas de M(c —¢€), y

H*<Mc+e7 Mcfe) = H* Mcfe U en»Mcfe)

donde el pentltimo isomorfismo estd garantizado por la Proposicién 13.9 de [4].

Finalmente, analicemos el caso A # 0, n.
Por la Proposicion M,._.Ue* es un retracto por deformacién de M,,.. Recordemos que podemos escindir el
subespacio int M, o, del par (M._.Ue* M. _.), y obtenemos que

H*(Mc-‘rea Mc—e) = H*(Mc—e U e)\a Mc—e) = H, (fil[c - 2€a ¢ — d U e)\v fﬁl[c - 2676 - 6])

Copiando la prueba del caso A = n, el par (M(c —e)Uer M(c — e)) es un retracto por deformacién del par
(ffl[c —2e,c—¢€ U er fe—2¢c— e])
Ahora, hagamos B = ¢~ (B(0,2¢)), X = M(c—e)Ue* y V = X \ int B, donde ¢ es una carta como en la prueba
de la Proposicién [3| Entonces, claramente V' es cerrado en M, y como X también es cerrado en M, V es cerrado en
X. Més atn, V =V C M(c — ¢), cuya frontera topoldgica en X es de, la cual es disjunta de V.
Entonces V =V C int M(c—¢), y podemos escindir V del par (X, M(c— e))7 de nuevo por el Teorema de Escision,
ver [4] p. 82. De esta forma,

H,(X,M(c—¢€)) = H,(Z,T),
donde Z = XN int B, T = M(c—¢€) N int B. Para concluir con la prueba, veamos ahora que (e™, 9e™) es un retracto

por deformacién de (Z,T).
Primero notemos que como A > 1, existe un difeomorfismo

Y={zcR"| (@) +.. .+ @) - (@2 - .. —@")2=¢ 2, St x R

dado por

331

A
X
\/(z*“>2+m+(w">2+f Y \/<“+1>2+...+<zn>2+e ’
€

€

¢(z) =

con inversa
ST xR Gy

definida como

o) = <y1¢<yk+l>2+..€.+<yn>2+ewywyk+l>2+...

+(y")? +e "
€ ( ) VyAJ’_l?"‘Vy >‘

Definimos entonces una homotopia H; (Z,T) x I — (Z,T) por

L I EZ sioxeed
t(x){¢_1(¢1(x),...,¢’\(a:),(1—t)qﬁ’\+1(x),...,(1—t)(b”(ac)), si xe M(c—e),
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para todo t € I, donde ¢ = (¢!, ..., ¢").

» Claramente H es continua. En efecto, sus restricciones a e* x I y (M(c— €)Nint B) x I son continuas. Ademads,
si (xo,tp) es un punto de la interseccién de las cerraduras de estas dos regiones,

hf(l')

0= lim
(aj,t)%(l?o,to)
para (z,t) € (M(c—€) Nint B) x I, por la continuidad de ¢.

» Para cada t € I, hy(T) C T, pues (¢'(z),...,¢Mz), (1 —t)p* (z),...,(1 —t)¢"(z)) €SI xR siz €T,
luego hi(z) € Y. Més atn, como ¢ > 0, |h(x)| < |z| < 2¢, tenemos que hy(x) € YN int B = M(c—e)N int B =
T.

Por el mismo argumento de arriba, y porque cada h; deja e* fijo, hy(Z) C Z para cada t € I.

= Por definicién, para cada z € e* y t € I, hy(z) = .
» ho=Id(z 1)y h1:(Z,T) = (Z,T) es una retraccién al par (e”, de").
Para verificar la ultima afirmacién, tomemos =z € Z. Entonces

x! x?

o 0
\/(IA+1)2+_'.+(zn)2+€ \/(IA+1)2+'”+(IH)2+€

€

hi(z) = ¢!

x! x?

- . .0
\/(w)\+1)2+_“+($n)2+6 \/($/\+1)2+“‘+(:En)2+6

si € Z. Adicionalmente, si x € M(c — ¢€), este punto esta en de”.
Entonces h1(Z,T) C (e",0e"), y como hi|(en gery = Id(en geny, la prueba concluye.

O

Con todas las herramientas que hemos desarrollado, estamos listos para probar una relacién crucial entre los puntos
criticos de una funciéon de Morse en una variedad cerrada M, y su caracteristica de Euler.

Teorema 12 (Desigualdades de Morse). Si ¢y denota el nimero de puntos criticos de indice A de una funcidén
de Morse f: M — R en una variedad cerrada M que toma valores distintos en distintos puntos criticos, entonces

BA(M) < e (12)
X(M) = " (=1) e (13)
A

donde Bx(M) = Br(M,2), y x(M) = x(M, 2).

Demostracion:
Sean ap < ... < aj nimeros reales tales que M,, contiene exactamente ¢ puntos criticos y M,, = M. Entonces

H}\(Mai7Ma7;71) % H)\( eAi7ae>\i) (14)
Z, si =\

~ y S? A )\t (15)
0, si A#N

donde A; es el indice del punto critico p; € (a;—1,a;). El isomorfismo en ((14)) estd justificado por la Proposicién [4] y
el isomorfismo en (|15)) es consecuencia de la existencia de una sucesién exacta larga en homologia asociada al par
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(e*i,0er), ver [4] p. 75, y de que e es contraible.

Aplicandole el Lema ad=M, C...C M, = M obtenemos

BAM) <> Br(Ma,, Ma, ) = cx,
A

lo cual prueba (12).
Asimismo, aplicdndole el Lema |Z| ad=M, C...C M, = M obtenemos

X(M) - ZX(Mai’Mai—l) = Z(*l)/\C)\,
A

A

y queda probado. -

3. El teorema

Teorema 13 (Teorema de Indice de Poincaré-Hopf para variedades cerradas). Sea M una variedad cerrada,
y X un campo vectorial suave en M con ceros aislados. Entonces

X(M) =>4,

la suma de los indices de X . En particular, esta suma de indices no depende del campo vectorial X .

Demostracién:

Paso 1: El teorema es cierto para campos no degenerados en M.
Supongamos que X es un campo no degenerado en M. Tomemos entonces una funcién de Morse f : M — R que
toma valores distintos en puntos criticos distintos. Esta funcién existe como consecuencia del Teorema[J]y del Lema
hui!
Entonces, por el Teorema 2.30 de [9], existe un campo vectorial Y en M que es tipo gradiente para f, ver Definicién
2.29 en [9]. Esto implica, en particular, que para cada punto critico p de f de indice A, existe una carta (p, U) centrada
en p tal que:

fo gpfl(xl, o) = —(x1)2 — = (3:)‘)2 + (x’\+1)2 +...+ (:E”)2 +c (16)

y en estas coordenadas

0
+ .+ 22"

Y=—2x1i—...—2x’\i+2x/\+1 ,
ox™

Ozt oz Oz 1 (17)

donde ¢ = (2',....2") y c = f(p).
En particular, y (L7) implican que los ceros de Y y los puntos criticos de f coinciden, y Y solo tiene ceros
aislados. Ademés, por (17)), el indice de Y en el punto critico p de indice A es (—1)*. En efecto, la localizacién de Y’
es el campo vectorial v en p(U) dado por

o(xt, .. 2" = (=221, ..., =22, 22 ML 22m),

)

De aqui que ‘”7' : SP~1 — §"~1 es un difeomorfismo que preserva la orientacién si y solosi (—1)* = 1, eind, Y = (=1)*.
Ademas, Y es un campo no degenerado.
Del Teorema [I2] tenemos que

X(M) = (=)rex =,

A
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donde la tltima igualdad es consecuencia de que en todo punto critico de f de indice A, el indice de Y es (—1)*.
Como X y Y son campos no degenerados en M, el Teorema [7| garantiza que la suma ¢ coincide en ambos campos
y queda probado el teorema para cualquier campo no degenerado.

Paso 2: El teorema es cierto para cualquier campo X en M.
Supongamos primero que v : V' — R"™ es un campo en un abierto Euclidiano, con un cero aislado en zy. Tomemos
una funcién flan suave p : V- — [0, 1] tal que

= p=1lenun Ny,
» p=0 fuerade N D Ny,

donde N7 y N son bolas abiertas centradas en xq, contenidas en V' y xg es el tinico cero de v en N. Observemos
ademds que p es no negativaen V' y

A =1. 1
?Eaécp(x) (18)

Tomemos un valor regular y de v y veamos que si y es suficientemente pequeno, el campo vectorial o : V. — R”"
definido por

es no degenerado en .
Primero si x € Ny es un cero de 9, como p‘Nl =1, se cumple

0="70(z) =v(x)—y,

de donde dv, = dv, es no singular, pues y es un valor regular de v.
Si
lyl < min_[o(z)],
zEN\N;

entonces para todo x € N \ Ny tenemos

0(2)] = [v(z) — p(x)y| = [v(z)] = p(z)[y] >0

por . Luego, ¥ no tiene ceros en N \ Nj.

Fuera de N, v = ¥ y v no tiene ceros, luego todos los ceros de ¢ estan en N;. Como en Ny se cumple 0 = v —yy y
es un valor regular de v, la cantidad de ceros de v es finita.

Sea {x1,...,25} C N el conjunto de ceros de ¢. La suma de los indices de © es simplemente esta suma restringida a
N. Tomemos 6 > 0 tal que K = N \ Ule B(x;,0) no contiene ceros de ¥ y todas las bolas son disjuntas dos a dos,
y disjuntas de ON. Entonces la frontera de la variedad compacta orientada K es

n

ON | | (—Sy~ (@),

=1

donde —S} ! (2;) denota la esfera con centro z;, radio § y con la orientacién inversa a la heredada de B(z;,d) como
su frontera.
Como el mapeo

‘ez

0K — S*t

=

se extiende a K, por el Lema [f]

O:degm

= indg,v — E ind,, 0,

=1
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pues 0 = v en IN.

De esta manera, modificamos el campo local v posiblemente con ceros degenerados, y obtuvimos un nuevo campo
local ¥ no degenerado con la misma suma de indices Y ¢.

Ahora, en el caso general de una variedad cerrada abstracta M, procedemos como sigue. Tomemos un cero aislado
p € M y una carta (¢, U) alrededor de p. Seguidamente, le aplicamos el procedimiento anterior al campo v : V- — R"™,
definido como v = (o~ 1)* (X|U), el pullback del campo local X’U por =1,y V = (U). Asf obtenemos ¢ : V — R"

no degenerado y con la misma suma Y ¢ que v. Entonces, definimos el campo X en M como
T _ (©)*(@)(q), si qeU
a X, si g¢U.

Este campo es suave, pues 0 = v en la regién V' \ N, como antes. Ademds, claramente la suma ¢ es la misma para
X y X, pues estos campos coinciden fuera de V, y en V tienen igual suma de indices por como construimos v y .
Seguidamente le aplicamos este procedimiento a X y en una cantidad finita de iteraciones, terminamos con un campo
no degenerado en M, y con la misma suma » ¢ que X.

Para concluir, solo le aplicamos el paso anterior al campo resultante. O]

Observacion. En el caso de variedades compactas con frontera, el Teorema de Indice de Poincaré-Hopf es también
vélido. Para una prueba, usando Teoria de Punto Fijo de Lefschetz, consultar el Teorema 12.13 de [1].
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