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“Puedes, deberias, y si eres lo suficientemente
valiente para empezar, lo hards.”

Stephen King
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Introduccion

Los limites inversos generalizados fueron definidos por W. S. Mahavier en
2004, [9] como sigue:
Dada una coleccion M = {Mk}:; de subconjuntos cerrados del
cuadrado [0,1]?, se define el limite inverso generalizado, lim M,
—

[e.9]

como la coleccion de elementos x en [] [0, 1]y tales que (xg11,xk) €
k=1

M., para cada k € N.

Desde su definicion, este tema ha sido una gran fuente de investigacién y
ha crecido como espuma de cerveza.

Como era de esperarse, y para no perder las buenas costumbres entre
los matematicos (sin mencionar a los topdlogos), tal definicién no tardé en
adaptarse para una familia de continuos en general. Para ello fue necesario
el uso de funciones conjunto valuadas; aquellas funciones f : X — H(Y') que
parten de un continuo X al hiperespacio H(Y") de otro continuo Y, como pue-
den ser los subcontinuos de Y (C'(Y')) o, en menor medida, sus subconjuntos
cerrados (2¥). Estas funciones vitales son mejor conocidas como funciones
semicontinuas superiormente (scs). La nueva versién de la definiciéon de W.
S. Mahavier conviene empezar a escribirla como sigue:

Dadas dos sucesiones, una de continuos { Xy}, y otra de funcio-

nes fi : Xpr1 — 2% para cada k € N, se define el limite inverso

generalizado, denotado por limg { Xy, fr}, como la coleccion de
H

o0
puntos © € [[ Xy tales que xy € fr(xky1), para todo k € N.
k=1

Debido a la importancia que representan las funciones scs, en la par-
te inicial, formalizamos su definicién, asi como sus principales propiedades.

I1I
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También hacemos un breve, pero importante, repaso por los limites inver-
sos clasicos, ya que de ellos obtenemos caracteristicas importantes como la
condicién de ser tipo arbol y tipo arco.

Una vez establecida la definicién general, el primer rumbo que siguié esta
nueva herramienta, fue garantizar en principio la compacidad y la conexidad.
La segunda ha sido un poco mas rebelde; es decir, se han establecido con-
diciones suficientes para garantizar conexidad, como lo son que cada X} sea
un continuo y toda fy : Xx11 — C(X}) sea una funcién scs, pero hasta hoy,
(algtin mes de 2020) se sigue estudiando en aras de reducir las hipétesis.

Durante el recorrido ha habido quien se desvio hacia nuevas aventuras,
digase, decidir cuando el continuo que se obtiene es descomponible o indes-
componible ([5], [19] y [20]). Otros aventureros decidieron intentar clasificar
tanto a los continuos que se pueden obtener, como a los que no, como el
limite inverso generalizado de una sola funcién scs definida en el intervalo
[0, 1]. Se ha establecido que no es posible obtener una curva cerrada simple
[4] y que la tnica grafica finita que es posible obtener es el arco [16]. También
se ha caracterizado a las dendritas con un nimero finito de puntos de ramifi-
cacién [10]. También se handado caracterizaciones para ser tipo arbol, entre
otras propiedades. En fin, el camino si bien no es sencillo promete tesoros y
asombrosos descubrimientos, una Nueva Espana.

Al desenvolver el nuevo juguete, como alguien asi lo describiera en la au-
diencia de aquella ocasién, cuando éste vio la luz, entre los primeros ejemplos
que seguramente se trabajaron, esta el identificar qué se obtiene si cada My,
en la definicién original de W. S. Mahavier, es ([0, 1] x {1}) U ({0} x [0, 1]).
Este resulta ser un arco, fin de la historia... pero pero pero, ; Realmente lo
es?; es decir, jqué pasa cuando en lugar de tratar con sélo una linea ver-
tical y una horizontal, contamos con una cantidad finita de éstas?, ;cémo
son estos continuos?, ;se sigue obteniendo un arco?, lo cual pareceria ser
muy poco probable. Y si no son arcos, ;/qué les podemos pedir para que si
lo sean? jqué pasa con su dimensiéon? En este trabajo abordamos tales inte-
rrogantes. Este tipo de conjuntos corresponden a la grafica de funciones scs
f:10,1] = C([0,1]), a las que llamamos funciones escalera. En el Capitulo
2, abordamos sus propiedades basicas y le damos forma a los limites inversos
generalizados que se obtienen. Por ejemplo, si f y f? son funciones escalera,
su limite inverso es tipo arbol y con condiciones atin méas especiales, es tipo
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arco. En este mismo episodio, establecemos cotas para su dimension, la cual
no nos gustaria que se nos fuera de las manos.

Continuando con el Capitulo 2, dado que todo el trabajo esta con base a
las funciones escalera, les dedicamos este capitulo por completo. Para descu-
brir las propiedades que seran de utilidad para concluir teoremas importantes
en el Capitulo 3, en el que desarrollamos propiedades acerca de funciones es-
calera f tales que la composicién con ella misma, digase f2, también es una
funcién escalera, obtenemos resultados para las funciones scs que definimos
como libres de diagonal, superiores e inferiores. Y dada la similitud de ambas,
nuestras pruebas las haremos tnicamente para las superiores. Para la parte
final de este capitulo, trabajamos con la dimensién de los limites inversos
generalizados que se pueden obtener con ellas. Previo a la Seccion 2.4, obte-
nemos los siguientes resultados originales: los lemas 2.29, 2.35, los teoremas
2.11, 2.16, 2.21, 2.31, 2.37, las proposiciones 2.9, 2.10, 2.15, 2.25, 2.26, 2.28,
2.38 y los corolarios 2.12, 2.13, 2.17, 2.18, 2.30.

Para el Capitulo 3, acompanada de una funcién escalera f libre de diago-
nal llega la propiedad estrella: la conexidad local. Este resultado junto con
la condicién de que f? es una funcién escalera, llevan a descubrir dendritas
asi como arcos en el limite inverso generalizado. Y lo jideal se da!, jestos
teoremas tienen regreso! Ya sabiendo que trabajamos con dendritas vamos
un poco mas alla. Investigamos el comportamiento de sus puntos de ramifi-
cacion, asi como el orden de sus puntos de corte y sus subcontinuos. Muchos
de estos resultados vienen acompanados de ejemplos, esperando que sean de
utilidad para el lector.

Haremos una pausa, jse me olvidabal!, también en el Capitulo 3. Asi como
se extendié la definicién para una coleccion de continuos, no conformes con
eso, también se adaptd para un conjunto dirigido, o al menos bien ordenado
[18] y [21]. Por ejemplo los niimeros enteros o los niimeros enteros negativos.
Debido a que trabajamos con este ltimo par de conjuntos, no esta de mas
decir lo que significa esto:

Dadas dos sucesiones, una de continuos { Xy}, y otra de fun-
ciones scs {fr + Xpp1 — 2%6}°° . se define el limite inverso ge-

—0o07

neralizado sobre los enteros, denotado por limg{ Xy, fi}, como la
%
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oo
coleccion de puntos x € [] Xi tales que xp € fr(xki1), para

todo k € Z.

k=—o0

Ahora si. Para la parte final, pero no menos importante, llevamos nuestras
funciones escalera al terreno de esta nueva definicién. Trasladamos nuestros
resultados a dichos limites inversos generalizados y, como es de esperarse,
ocupamos toda la herramienta desarrollada en los primeros tres capitulos.
Obtenemos también que éstos resultan ser dendritas asi como, bajo ciertas
condiciones, arcos. En la iltima parte, se agrega un anexo donde se compilan
los resultados obtenidos durante todo el trabajo, en su version de las funciones
scs libres de diagonal inferior.

Esperando que la lectura sea de agrado para el lector. jEmpecemos!



Capitulo 1

Antecedentes

Comenzamos este trabajo dividiendo el presente capitulo de presentacion
en varias secciones segiin nuestra necesidad. Para comenzar, introducimos
algunas notaciones clasicas que generalmente son dadas en un primer curso
de Topologia, en caso de emergencia para recordarlas se recomiendan [2]
y [22]. Después, avanzamos un poco y nos envolvemos dentro de la Teoria
de los Continuos y, aunque ésta contempla toda una gama de posibilidades,
nuestro estudio se enfoca en los continuos conocidos como dendritas. En
caso de que el lector anhele profundizar en estos tépicos se recomienda la
Biblia de los continuos [11]. Luego, nos sumergimos en una rama de los
continuos denominada como limites inversos y en las funciones semicontinuas
superiormente; en caso de que el lector asi lo decida, puede profundizar mas
en ellos en la misma Biblia, asi como en [8]. Ya para finalizar, pero no menos
importante, introducimos el concepto sobre el cudl se basa gran parte de
nuestro trabajo, los limites inversos generalizados, el tema de moda, para el
cudl recomiendo los libros [5] y [7] para una buena lectura de los mismos
temas. La mayoria de los resultados que se enuncian a continuacién no se
prueban, pero dejamos una referencia al lector en caso de que quiera verificar
tal resultado.



2 CAPITULO 1. ANTECEDENTES

1.1. Espacios topoldgicos y productos

Denotamos por N; el conjunto de los nimeros naturales. Dados un espacio
topolégico X y un subconjunto A de X, denotamos por CI(A) a la cerradura
de A, Int(A) al interior de A y Fr(A) a la frontera de A. Si A C Z C X,
los simbolos Clz(A), Intz(A) y Frz(A) denotan la cerradura, el interior y la
frontera de A relativas al subespacio Z de X, respectivamente.

Dados un espacio métrico X, con métrica d, p € X y r > 0, definimos la
bola abierta de radio r con centro en p como:

B(p,r) = {q € X :d(g,p) < 7‘}.

Para un subconjunto A de X tal que p € A, definimos la bola abierta de
radio r con centro en p relativa a A como:

Ba(p,r) = {qEA:d(q,p) <T} = B(p,r) N A. (1.1)

Dada una coleccién de espacios topoldgicos {X,}aer € I un conjunto
de indices, denotamos en negrita a los elementos @ del producto cartesiano

[] Xa- Si a € I, entonces, z, es la proyecciéon de x bajo la funcién 7, :
acl
[1X: — X,; es decir, m,(x) = z,. Para una coleccién numerable de espacios
iel

o0
métricos { Xy }72, con métricas di, respectivamente, consideramos en [ X

k=1
la métrica D definida para @ = ()52, v ¥ = (yx)52; como sigue:
— di(r, Yr)
Di.y) =y W), (12)
k=1
Dado que es muy comun el uso del producto [][0, 1] durante nuestro
k=1

trabajo, denotamos por D,, a la métrica en este espacio, definida para x y
Y como sigue:

— |$k - yk|
Dy(a,y) = 37 (1.3
k=1
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Para fines practicos definimos X; = [0,1] con la métrica usual, para

cada k € N. Dados n,m € N, con n > m, consideramos las funciones P} :
n

[100,1)x — [110,1)x v Pu: T110,1]x — 110, 1] definidas como
k=1 k=1 k=1 k=1

P (z) = (21, ... T (1.4)

Po(x) = (21, ..., Tpm), (1.5)
respectivamente. Para cada t € [0,1] y cada n € N, t,, representara al ele-

mento del espacio [][0,1]x tal que tx = ¢, para toda k = 1,...,n. Del mismo
k=1

modo, ¢ representara al elemento del espacio [][0,1]x, tal que t;, = ¢, para

k=1
cada k € N.

Antes de continuar con espacios topolégicos mas especificos, damos por
entendido que el lector esta familiarizado con el conjunto de Cantor; sin
embargo, puede consultar [11, Capitulo 7, Seccién 2] donde podra encontrar
muchas cosas interesantes sobre este conjunto, entre las que destacamos las
siguientes:

Teorema 1.1. Todo espacio métrico compacto es la imagen continua del
conjunto de Cantor. [11, Teorema 7.7, p. 106]

Teorema 1.2. Un espacio métrico compacto X es homeomorfo al conjunto
de Cantor si y sdlo si es compacto, perfecto y totalmente disconezo. [11,
Teorema 7.14, p. 109]

En caso de que sea conveniente hacer un repaso de las definiciones de
espacios perfectos o totalmente disconexos, recomiendo al lector consultar
[11, p. 108-109]. A continuacién enunciamos una proposicién que va en este
sentido.

Proposiciéon 1.3. Sea {X;}?2, una sucesion de espacios métricos tal que
o

X es finito y no degenerado, para cada k € N. Entonces X = X es
k=1

homeomorfo al conjunto de Cantor.



4 CAPITULO 1. ANTECEDENTES

Demostracion. Dado que X es finito, no degenerado y métrico, para cada
k € N, se tiene que X}, es compacto y totalmente disconexo, para cada k € N.
De modo que, por [22, Teoremas 17.8 y 29.3], X es compacto y totalmente
disconexo, respectivamente. Resta mostrar que X es perfecto. Sean x € X y
{2 }32, una sucesion tal que z; € Xy v xp # 2, para cada k € N; donde zy,
es la k-ésima proyeccién de @, para cada k € N. Definimos en X la sucesion

{z*}%2, como sigue:
ok { 2k, k=1

! T, k%l’

Entonces, " # x", para cualesquiera £ y n en N con k # n y, dada
la definicién de la métrica D en (1.2), se sigue que D(z*, &) < 5, para
cada k € N; por lo tanto {x¥}?°, converge a . Esto muestra que X es
perfecto. Asi, puesto que X es compacto, perfecto y totalmente disconexo,
por el Teorema 1.2, X es homeomorfo al conjunto de Cantor. O

1.2. Continuos

Definicién 1.4. Dados un espacio topologico X y p € X, decimos que X
es localmente conexo en p si para cada abierto U tal que p € U, existe un
abierto y conexo V' tal que p € V C U. Decimos que X es localmente conezxo
st es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Definicién 1.5. Dados un espacio topolégico X y p € X, decimos que X
es conexo en pequeno en p si para cada abierto U tal que p € U, existe un
conjunto conexo K tal que p € Int (K) C U. Decimos que X es conexo en
PEqUENO Si es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos.

Definicién 1.6. Un espacio topologico no degenerado X es un continuo st
posee una métrica que hace de él un espacio compacto y conexo. Si K C X
es cerrado, no vacio y conexo, decimos que K es un subcontinuo de X.

Teorema 1.7. Sea {X;}2, una sucesion de continuos no vacios tal que

[o.¢]
Xkr1 C Xy, para cada k € N. Entonces (| Xi es un continuo.[11, Teorema

k=1
1.8, p. 6]
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Es claro, dadas las Definiciones 1.4 y 1.5, que todo espacio localmente
conexo es conexo en pequeno. Ahora bien, la otra implicacién es vélida y la
enunciamos a continuacion.

Teorema 1.8. Todo continuo X conexo en pequeno es localmente conexo.[22,
Teorema 27.16, p. 201]

Teorema 1.9. Un continuo X no puede fallar en ser conexo en pequeno para
uno, o incluso, para una cantidad numerable de puntos; mds aun, si X no es
conexo en pequeno en p, existe un subcontinuo no degenerado K de X tal que
X no es conexo en pequeno en ninguno de los puntos de K. [11, Corolario

5.13, p. 78]

Como consecuencia de los Teoremas 1.8 y 1.9, tenemos el siguiente resul-
tado.

Teorema 1.10. Un continuo X no puede fallar en ser localmente conexo
para uno o incluso, una cantidad numerable de puntos.

Aunque hay toda una variedad de continuos nosotros solo trabajamos con
un punado de ellos. A continuacién presentamos la lista de los convocados,
aquéllos que nos acompanaran durante toda esta travesia:

Definicién 1.11. Decimos que un continuo X, se dice que es:
= Un arco si es homeomorfo al espacio [0, 1], con la topologia usual.

= Un triodo simple si es homeomorfo a la union de tres arcos que com-
parten un solo punto en comain.

= Una curva cerrada simple si es homeomorfo al subcontinuo del plano
St = {(x, y):x? +y? = 1}, cuya topologia es la usual.

n

» Una n-celda si es homeomorfo a []1[0,1]x, donde [0,1]x = [0,1], para
k=1
toda k € {1,...,n}.



6 CAPITULO 1. ANTECEDENTES

s Una grdfica finita si puede expresarse como la union finita de arcos
cuya interseccion dos a dos es vacia o coinciden en a lo mds sus puntos
extremos.

s Un darbol si es una grdfica finita que no contiene curvas cerradas sim-
ples.

= Una dendrita si es localmente conexo y no contiene curvas cerradas
simples.

El presente trabajo se centra en las dendritas y, en particular, en pro-
piedades de ellas. Para describirlas, necesitamos de las siguientes nociones.

Definicién 1.12. Sea X wuna dendrita, p € X y 8 un numero cardinal.
Decimos que p es de orden menor o igual a (3, denotado por Ox(p) < B
si, para cada abierto U de X tal que p € U, existe un abierto V de X
tal que |Fr(V)| < (8. Decimos que p tiene orden B en X si Ox(p) < By
Ox(p) £ «, para cualquier nimero cardinal o < 3. Denotamos por Ram(X),
a la coleccion de elementos de X cuyo orden sea mayor o igual a 3. A los
puntos de orden 1 se les llama puntos extremos de X .

Definicién 1.13. Sean X un continuo y p € X. Decimos que p es un punto
de corte de X, si X \ {p} es disconexo.

Definicién 1.14. Dado un continuo X, decimos que X es unicoherente si
para cada par de subcontinuos H y K de X tales que X = HUK, HNK es
conexo. Decimos que X es hereditariamente unicoherente si todo subcontinuo
de X es unicoherente.

Teorema 1.15. Toda dedrita es un continuo hereditariamente unicoherente.
[11, Teorema 10.35, p. 180]

Teorema 1.16. Todo continuo X localmente conexo es arco conexo.[11, Teo-
rema 8.23, p. 130]

Proposicién 1.17. Sean X y Y dos espacios métricos y f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva tal que X es un continuo localmente conezxo.
Entonces Y es un continuo localmente conexo. [11, Proposicién 8.16, p. 127]
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Enseguida y para finalizar esta seccion, mencionamos algunos teoremas
sobre los continuos antes mencionados, los cuales usamos durante este tra-
bajo.

Teorema 1.18. Todo subcontinuo de una dendrita (un drbol) es una dendrita
(un drbol). [11, Corolario 10.6, p. 167]

Teorema 1.19. Un continuo X es una dendrita si y solo si cada elemento
de X es un punto de corte o bien un punto extremo. [11, Teorema 10.7, p.
168]

Teorema 1.20. Un continuo de Peano X es una dendrita si y solo st X
hereditariamente unicohorente. [11, Teorema 10.35, p. 180]

Teorema 1.21. Un continuo X es un arco si y solo si X posee exactamente
dos puntos que no son de corte.[11, Teorema 6.17, p. 96|

1.3. Dimension

La nocién de dimensién para espacios topoldgicos puede llegar a ser un
poco ambigua debido a la variedad de espacios en que se puede trabajar. Por
ejemplo, en [3] se manejan diversas definiciones, desde dimension débil hasta
dimension fuerte, pasando por bases y demés cosas. Sin embargo, todas estas
concurren cuando se trabaja con espacios métricos separables; es decir, aque-
llos espacios que poseen un conjunto denso y numerable. Afortunadamente
para nuestra causa, estos espacios son los que nos interesan. La definicién que
a continuacién establecemos es la dada en [12], y unifica estas definiciones
para los espacios separables.

Definicién 1.22. Sean X un espacio métrico y A una coleccion de subcon-
guntos de X . Se define la malla de A, denotada por mesh(A), como sigue:

mesh(A) = sup {didm(A) : A € A}.
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Si A es la coleccion vacia se dice que mesh(A) = 0. Si A es un conjunto
finito y sus elementos son subconjuntos no vacios de X, se define el orden de
A, denotado por ord(A), como el natural més grande n para el cual existen
n + 1 elementos de A cuya interseccion total es distinta del vacio. Si A es
vacia ord(A) = —1.

Definicién 1.23. Sean X un espacio métrico separable yn € N. Decimos que
dim(X) < n si para toda € > 0, existe una cubierta abierta de X con malla
menor a € y con orden a lo mds n. Decimos que dim(X) =n si dim(X) <n
pero no se cumple que dim(X) <n — 1.

Teorema 1.24. Sean X un espacio métrico separable, Y C X yn € N tales
que dim(X) < n. Entonces dim(Y) < n. [12, Teorema 3.2, p. 15]

Teorema 1.25. Sean X y Y dos espacios métricos separables tales que X
es homeomorfo a Y. Entonces dim(X) = dim(Y").[12, Teorema 1.2, p. 6]

Teorema 1.26. Sean {E,}°°, una coleccion de conjuntos cerrados y m € N

tales que dim(E,,) < m, para cada n € N. Entonces dim < U En> <m. [12,
n=1

Teorema 7.1, p. 33]

n

Teorema 1.27. Para cadan € N, dim <H [0, l]k) = n.[12, Teorema 9.5, p.
k=1
19]

1.4. Limites inversos

A continuaciéon enunciamos la definicion clasica de los limites inversos
que fueron muy estudiados hasta antes del 2004, cuando W. S. Mahavier
vino a darle un giro a este tépico. También complementamos con algunos
resultados que seran relevantes a lo largo de nuestro trabajo. En la mayoria
de ellos se proporciona una referencia para que el lector avido de este tema,
pueda profundizar en sus demostraciones y mas propiedades.
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Definicién 1.28. Una sucesion inversa es una doble sucesion { Xy, fr}52,
tal que Xy es un continuo y fr : Xgr1 — Xg es una funcion continua, para
cada k € N. Si { Xy, fr}32, es una sucesion inversa. Definimos y denotamos
el limite inverso generado por { Xy, fr}22, como el siguiente conjunto:

11'2 { Xk, [k}, = {az € [] X»: zx = fe(xks1) para cada k € N}.
k=1

Una exposicién completa de este tema aparece en [8] y [11]. A continua-
cion enunciamos los resultados que se tomaran en cuenta para este trabajo.

Teorema 1.29. Sea { Xy, fr}32, una sucesion inversa tal que Xy es un con-
tinuo y fr : Xkr1 — Xk es una funcion continua, para cada k € N. Entonces
lim { Xk, fi}22, es un continuo. [8, Proposicién 2.1.8, p. 71]

H

Teorema 1.30. Sea { Xy, fr}72, una sucesion inversa tal que Xy es here-
ditariamente unicoherente y fr es suprayectiva, para cada k € N. Entonces
lim { Xy, fu}o2, es hereditariamente unicoherente. [8, Corolario 2.1.26, p. 81|
(_

Definicién 1.31. Dados dos continuos X y Y y una funcion continua y
suprayectiva f : X — Y, decimos que f es mondtona si f~1(y) es conexo,
para cada y €Y.

Teorema 1.32. Sea {Xg, fr}i2, una sucesion inversa tal que Xy, es local-
mente conexo y fr es mondtona, para cada k € N. Entonces lim { X, fi}32,
—

es localmente conezo. [8, Corolario 2.1.14, p. 75]

Definicién 1.33. Dado un continuo X, decimos que X es tipo drbol (tipo

arco) si existe una sucesion inversa { Xy, fr} tal que, para cada k € N, X,

es un drbol (arco) y fi. es suprayectiva, y X es homeomorfo a lim { Xy, fi}.
—

Teorema 1.34. Un continuo X es tipo drbol si y solo si para cada ¢ > 0
existen un drbol T, y una e-funcién continua y suprayectiva f.: X — T.. [8,
Teorema 2.5.13, p. 123]

Teorema 1.35. Sea X es un continuo tipo arco (tipo drbol). Entonces X no
contiene curvas cerradas simples. [8, Corolario 2.1.29, p. 82
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Teorema 1.36. Toda dendrita es un continuo tipo drbol. [11, Teorema 10.32,
p. 179]

A partir de los Teoremas 1.35 y 1.36, se puede concluir el siguiente resul-
tado.

Teorema 1.37. Un continuo es tipo drbol y localmente conexo si y sélo st
es una dendrita.

Teorema 1.38. Un continuo es tipo arco y localmente conexo si y solo si es
un arco. [11, Corolario 12.6, p. 233]

Teorema 1.39. Sean { Xy, fr}72, una sucesion inversa y m € N tales que

dim(Xy) < m, para cada k € N. Entonces dim (h’m { Xk, fk}zo:1> < m. [14,
—

Remark 27-9, p. 161]

1.5. Funciones scs

Las funciones semicontinuas superiormente son pieza clave para los limites
inversos generalizados , los cuales presentamos en la préxima seccién. Al igual
que en las secciones pasadas s6lo mencionamos los resultados que ocupamos
en el trabajo, por supuesto, con sus respectivas referencias.

La nocion de funciéon scs depende del hiperespacio de subconjuntos cerra-
dos de un continuo. Debido a ello presentamos la siguiente definicion.

Definicién 1.40. Dado un continuo X, definimos:

2% = {A C X : A es cerrado y no vacz/o};
C(X)={A€2%: A es conezxo}.

Definicién 1.41. Sean X y Y dos continuos, f : X — 2¥ una funcion y
p € X. Decimos que [ es semicontinua superiormente (scs) en p si para todo
abierto V-C Y tal que f(p) C V, el conjunto {z € X : f(x) C V} es abierto
en X. Decimos que [ es scs si lo es en cada punto de X.
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Definicién 1.42. Dados un espacio topoldgico X, una funcion f : X — 2V
y E C X. Definimos y denotamos a la imagen de E bajo f como sigue:

f(E) = f@).

el
Decimos que f es suprayectiva si f(X) =Y.

Teorema 1.43. Sean X, Y dos continuos, f : X — 2V una funcion scs y
E € 2X. Entonces f(E) € 2¥. [1, Teorema 2.6]

Definicién 1.44. Sean X, Y dos continuos y f : X — 2¥ una funcion.
Definimos y denotamos la grifica de la funcion f como:

G(f) ={(z,y) eX xY 1y € f(x)}.

Proposiciéon 1.45. Sean X, Y dos espacios métricos compactos y M C
X XY tales que para cada x € X, existey € Y tal que (x,y) € M. Entonces
M es cerrado en X xY si y sélo si existe una funcion scs f : X — 2V tal
que M = G(f). [5, Teorema 1.2, p. 3]

Definicién 1.46. Sean X, Y dos continuos y f : X —2¥Y yg:Y — 27
dos funciones. Definimos la funcién composicion go f : X — 2% para cada
xr € X, como:
(9o N=) = |J 9.
yef(z)

Cabe notar que (g o f)(x) = g(F) donde E = f(x). En el caso que
X =Y =Zyg= fen lugar de escribir f o f, lo abreviamos como f2. De
manera inductiva si f : X — 2% definimos, para cadan € N, f*: X — 2%
como la funcién obtenida de componer n veces la funcion f.

Proposicién 1.47. Sean X, Y y Z tres continuos, f : X — 2V yg: Y — 2%
dos funciones scs. Entonces fog: X — 2% es scs.[5, Teorema 1.4, p. 4]

Observemos que la composicion definida en el enunciado de la Proposicion
1.47, esta bien definida debido al Teorema 1.43.

Definicién 1.48. Sea f : X — 2¥ wuna funcién scs tal que f(x) es un
conjunto degenerado, para cada x € X. Definimos f*: X — 'Y como sigue
f*(x) es el inico punto de f(x).
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Proposicién 1.49. Sean X, Y dos continuos y f : X — 2¥ una funcién scs
tal que f(x) es el conjunto degenerado {c,}, para cada v € X. Entonces la
funcion f* . X — 'Y definida por f*(x) = ¢, es continua. [11, Lema 7.2, p.
103]

Como consecuencia de las Proposiciones 1.47 y 1.49, se tiene el siguiente
corolario.

Corolario 1.50. Sean X, Y dos continuos, f : X — 2 una funcion scs y
h:Z — X una funcion continua. Entonces foh : Z — 2Y es scs.

1.6. Limites inversos generalizados

En el ano 2004, W. S. Mahavier, en [9] revoluciona el concepto de limite
inverso clésico al definirla para subconjuntos cerrados del cuadrado unitario
[0, 1]2. Desde entonces ha dado pie a resultadosmmuy interesantes as{ como
al presente trabajo. Su definicion es la siguiente:

Definicién 1.51. Sea M = {Mk}z; una coleccion de subconjuntos cerrados
del cuadrado [0,1]?. El conjunto limg M denota la coleccion de elementos
“—

x = (zx)72, en [0, 1]x tales que (i1, xx) € My, para cada k € N.
k=1

En el caso en que M = M, para cada k € N, simplemente escribimos
limg M.

«—

A lo largo de esta seccion, asi como hemos hecho con las secciones pasadas,
presentamos los principales resultados que vamos a ocupar en este trabajo.
Para algunos de ellos escribimos su prueba y para otros no, esperando hacer
la lectura de la misma més ligera. Sin embargo, dejamos al lector la debida
referencia en caso de que prefiera revisar su demostracion.
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Definicién 1.52. Una sucesion inversa generalizada es una doble sucesion
{ Xk, [}, tal que Xy es un continuo y fr : Xpr1 — 2% es una funcidn
scs, para cada k € N. Si {Xg, fr}i2, es una sucesidn inversa. Definimos y
denotamos el limite inverso generalizado dado por { Xy, fr}32, como sigue:

limg {Xk,fk} = {(E € H X :xp € fk(xk—&-l) para todo k € N}
— k=1

Sin > 1, definimos los siguientes conjuntos:

G*(f1, s fn) = {:B € HXk cxp € fr(xpyr), para todo 1 <k < n}
k=1

n+1

G(f1, ., fn) = {:12 € HX’“ cxk € fr(xpyr), para todo 1 <k < n}
k=1

Sin temor a causar alguna confusién, en el caso en que f = fr y X = X,
para cada k& € N, simplemente escribimos G, para representar al conjunto

G*(fla >fn) = G*(faaf)7 Gn en hlgar de G(flaafn) = G(faaf) Yy por

limg f al limite inverso generalizado obtenido bajo esta funcién en comun.
P

Antes de enunciar y probar propiedades bésicas sobre este concepto, lo
practicamos un poco con un par de ejemplos.

Ejemplo 1.53. Sea f : [0,1] = 21U la funcién dada por f(t) = {0,1}, para

todo t € [0,1]. Entonces limg f es homeomorfo al conjunto de Cantor.
<—

Demostracion. Para hacer notar esto, veamos la estructura de los elementos

del limite inverso generalizado. Sea € limg f. Puesto que x1 € f(x2), por
H

la definicién de f, x; € {O, 1}. De la misma manera, dado que zo € f(z3)
se sigue que xy € {0 1} y asi sucesivamente. De modo que, para cualquier

T € hmg [,z € {O 1}, para cada k € N; es decir, hmg fC H {0 1}k

Deb1d0 a la definicion de la funcién f, tenemos que f(0) = {O 1} y f@

{0,1}. De aqui se sigue que, para cada x € H {O,l}k, Tr € {0,1}; es
k=1
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Figura 1.1: Grafica del Ejemplo 1.53.

decir, z, € f(xpy1), para cada k € N. Asi, [] {0,1};g C limg f vy, asi,
k=1 —

hemos mostrado que limg f = ] {0, 1},. Es bien conocido que [T {0,1}
— k=1 k=1

es homeomorfo al conjunto de Cantor (2, 4.1, p. 104] o bien, el lector puede
concluirlo mediante la Proposicion 1.3. ]

Ejemplo 1.54. Sea f : [0,1] — 2% la funcién dada por:

sy = g osi0stsy;
Tl {z+L) sil2<t<

Entonces limg f = {G,T}.
—

3/4

1/4

1/2

Figura 1.2: Grafica del Ejemplo 1.54.
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Demostracion. Al igual que en el ejemplo previo, examinemos la estructura
de los elementos de limite inverso generalizado. Sea « € limg f. Dado que

P
1 € f(x9) y por la definicién de f, z; € [0, i] U [%,1]. Sizy € 0, i], por
definicion de f, x9 = 221 v 15 < % Sixy < %L se sigue que xr3 = 2z Y,
si % < x9 obtenemos, por la definicion de f, ya no puede existir un x3 que
cumpla con la definicién del limite inverso generalizado. Procediendo de este
modo, notamos que, cada vez que existe xp, para xi, debe suceder que
Tpa1 = 22 Y, a Su vez Ty < 71' Esto iinicamente pasa, debido a la naturaleza
de la funcion 2t, cuando 1 = 0. Ahora, si 1 = 0, por definicién de f, x, = 0,
para cada k € N; es decir, = 0. Analicemos ahora el otro caso para z;.
Si z; € [2,1], por la definicién de f, zp = 221 — 1y 5 € [5,1]. Siap < 3

se tiene que 3 = 219 — 1 vy, si % < x5 < 3 entonces, por la definicién de

f, va no puede existir un x3 que cumpla coﬁ la definicién del limite inverso
generalizado. Procediendo de este modo, notamos que, cada vez que existe
Tri1 para xy, debe suceder que 1 = 22, — 1 y a suvez xy € [%, 1]. Lo cual
solo es posible, debido a la naturaleza de la funcién 2¢ — 1, cuando z; = 1.
Ahora, si 1 = 1 por la definicién de f, x;, = 1, para cada k € N; es decir,

x = 1. Con este andlisis concluimos que limg f = {E,T}. [
%

Si el lector desea conocer mas modelos de limites inversos generalizados,
puede encontrar en la tesis de Carlos Oldair, [17], una lista de mas de 20
ejemplos bien detallados. Bueno, ahora demos inicio a algunas propiedades
importantes.

Teorema 1.55. Sea { Xy, fi}72, una sucesion inversa generalizada. Enton-
ces limg { Xy, fr} es compacto. [7, Teorema 111, p. 81]
%

El siguiente teorema trata la conexidad de un limite inverso inverso gene-
ralizado. Su prueba se sigue de lo realizado en [5, Lemas 2.1 y 2.2, Teoremas
2.6y 2.7, p.17-18].

Teorema 1.56. Sea { X, fr}32, una sucesion inversa generalizada. Los si-
gquientes enunciados son equivalentes:

» G*(f1,..., fn) €s conezo, para cada n € N.
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» limg { Xy, fr} es conexo.
H

» G(f1,..., fn) €s conezo, para cada n € N.

Teorema 1.57. Sea f : X — C(Y) una funcion scs, con X un continuo y
Y un compacto. Entonces f(X) es un continuo. [5, Teorema 2.4, p. 16]

Teorema 1.58. Sean X,..., X,,11 una coleccion finita de continuos y f :
Xir1 — C(Xg) funciones scs, para cada 1 < k < n. Entonces G(f1,..., fn)
es conexo.

Demostracion. Procedamos por induccién. Para n = 1, notemos que G(fi)
es homeomorfo a G(f1), por el homeomorfismo que intercambia coordena-
das; a decir, la primera por la segunda y viceversa. Por tanto, del Teorema
1.59, G(f1) es conexo. Supongamos que el resultado se cumple para cual-
quier colecciéon de n funciones scs. Sean fi, ..., f,+1 funciones scs. Definimos

F :G(fa, ..., fay1) = C(X1) como sigue:

F(x) = fi o (Mot furn) (®) = fr(z2).

Dado que f; es una funcion scs y 7 es una funcién continua, por el Corolario
1.50, F es una funcién scs. Observemos que (Za, ..., Tpio,21) € G(F) siy
sélo si (1, X2, ..., Tpi2) € G(f1,..., fnt1); es decir, G(F) es homeomorfa a
G(f1,..., fas1). Asi, por el Teorema 1.59, G(fi, ..., far1) €S conexo. O

Teorema 1.59. Sea f : X — C(Y) una funcion scs, con X un continuo y
Y un compacto. Entonces G(f) es un continuo. [7, Teorema 118, p. 86]

La siguiente definicion se utiliza a menudo en el Capitulo 4, cuando tra-
bajemos el limite inverso generalizado cuyos indices corren sobre los niimeros
enteros y los niimeros enteros negativos.

Definicién 1.60. Sean X y Y dos continuos y f : X — 2V una funcion.
Dado y € Y, definimos la funcion inversa de f, denotada por f=':Y — 2%,
como sigue:

fTllyy={reX:ye flx)}.
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Teorema 1.61. Sean X un continuo y f : [0,1] — 2[%U wna funcién scs.
Entonces limg f es conexo si y sdlo silimg £~ es conexo. [5, Teorema 2.3,

— —
p.16]

Combinando los Teoremas 1.55, 1.56 y 1.58, tenemos el siguiente resulta-
do.

Teorema 1.62. Sea { Xy, fr}72, una sucesion inversa generalizada tal que
fr: Xpr1 — C(Xy), para cada k € N. Entonces limg { X, fi} es un continuo.
—

Demostracion. El resultado se sigue de los Teoremas 1.55, 1.56 y 1.58. [

El siguiente resultado es base en la primera parte de nuestro trabajo y
solo abordamos funciones del intervalo en su hiperespacio de subcontinuos,
lo probamos en general para una coleccién de continuos.

Sea { Xy, fr} una sucesién inversa generalizada. Sean P y P, las fun-
ciones definidas en (1.4) y (1.5). Para toda k € N, consideremos el conjunto
k
Gr = G(f1,..., fr) de J] X; asi como la restriccién g de P,ffjf a Gy41. Enton-
i=1
ces g(Gry1) C G para cada k € N, por lo que {Gy, gx} es una sucesién inversa.
Vamos a utilizar esta sucesiéon inversa para probar el siguiente resultado.

Teorema 1.63. Sea { Xy, fx} una sucesion inversa generalizada tal que fy
es una funcion suprayectiva, para cada k € N. Entonces limg { Xy, fr} es
H

homeomorfo a lim {G, Q¥*'}.
(—

Demostracion. Sea H : limg { Xy, fi} — lim {G), QF™} definida como si-
%
gue:

H(w) = (Ql(m)7Q2(m)7 ) = (($1,(B2), (l‘l,xg,l’g), )

donde @y representa a la restriccién de la funcién Py sobre limg { Xy, fr} v
<—

Py es la funcién definida en (1.5). No es dificil observar que H esta bien defini-
da; es decir, para cada x € limg { X}, fi} se tiene que H(x) € lim {Gy, Q¥ }.
P —
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Por los Teoremas 1.29 y 1.62, sabemos que limg { Xy, fi} v lim {Gi, QF ™}
- —

son continuos, respectivamente; por tanto, sélo es necesario mostrar que H

es continua y biyectiva. Veamos que H es inyectiva. Sean x y y elemen-

tos diferentes de limg { Xy, fi}. Entonces existe k € N tal que xp # yi;
(_

por tanto, (z1,...,xx) # (y1,..-,Yx). De modo que, por la definicién de H,

H(x) # H(y). Y esto concluye la prueba. Veamos que H es suprayectiva.

Sea z € lim {Gy, Q¥ }. Definimos x € limg { Xy, fi} tal que z, = m,(2,).
— —

Asi, por construccién, la n-ésima coordenada de H(x) es igual a z,, para
cada n € N. Para finalizar, veamos la continuidad. Puesto que la k-ésima
funcion coordenada )y de H, corresponde a la restriccion de la funcién con-
tinua Pyyq al conjunto limg { Xy, fi}, resulta que @ es una funcién continua

H
y por lo tanto, H es continua [2, Teorema 2.2, p. 101]. O

La prueba hecha previamente permanece valida si suponemos a la suce-
sién de funciones {fy : Xgy1 — 2%¢}2°; es decir, no es necesario que las
funciones vayan al hiperespacio de C'(X}).

Teorema 1.64. Sea { Xy, fr} una sucesion inversa generalizada tal que fk_1 :
Xi — C(Xg41), para todo k € N. Entonces limg {Xy; fr} es localmente
%

conezxo si y sélo si G(f1,..., fr) es localmente conezo, para cada k € N.
Demostracion. Supongamos que limg { Xk, fx} es un continuo localmente co-
%
nexo. Sea k € N. Por la Proposicién 1.17 y dado que Pyyq(limg { Xy, fr}) =
<—

G(f1,--- fr), se sigue que G(fi, ..., fx) es localmente conexo.

Supongamos que G(fi, ..., fx) es localmente conexo, para cada k € N. Por
el Teorema 1.63, limg { X4, i} es homeomorfo a lim {Gy, Q;*'}. Por otro
— —

lado. Sea x € G, entonces
Qi) ) = {2 € Gryr - Q)N (&) =} = {]} x fi " (an).

Dado que f, '(x4) es conexo, (QF™)~!(x) es un conjunto conexo; es decir,

i“ : Gry1 — Gr es monotona, para cada k € N. Por el Teorema 1.32,
lim {Gy, Q™ } es localmente conexo y, por ende, limg { Xy, fi} es localmente
— P

conexo. O]
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Aun con continuos localmente conexos X,y Xo y f: Xo — C(X;) una
funcion scs, puede suceder que G no sea localmente conexo. El siguiente

ejemplo es muestra de ello. Antes de empezar, vale la pena hacer notar que,
dada una funcién f : [0,1] — 20U G(f=1) = G\.

Ejemplo 1.65. Sea f:[0,1] — C([0,1]) la funcidn scs dada por:

_ [ A{lsen ()}, t#0;
f“)—{[o,u,() L= 0.

Entonces G; no es localemente conexo.

Demostracion. Notemos primero que G(f) corresponde al continuo llamado
la curva topolégica la cual no es locamente conexo. Ahora, por la definicion,
G = {(z1,22) € [0,1]* : 21 € f(x2)}; es decir, Gy corresponde al resultado
de intercambiar la primera coordenada por la segunda coordenada y viceversa
en G(f). De este modo, G no es localmente conexo. O

Figura 1.3: Gréfica de la funcién del Ejemplo 1.65.

Figura 1.4: Representacion grafica del conjunto GG; del Ejemplo 1.65.
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CAPITULO 1. ANTECEDENTES



Capitulo 2

Arboles y funciones escalera

En este capitulo presentamos la definicién de las funciones escalera f :
[0,1] — C([0,1]) y trabajamos con sus propiedades, tanto inmediatas como
para algunos subespacios del producto finito de intervalos y en el limite in-
verso generalizado. Una propiedad importante sobre este tipo de funciones es
saber cudndo, dada una funcién escalera f, podemos asegurar que f? también
sea una funcién escalera. Es por ello que les dedicamos una seccion completa
para estudiar esta propiedad, asi como las consecuencias que tienen. Para
concluir el capitulo, trabajamos un poco sobre la dimensién y obtenemos un
par de resultados interesantes en subespacios y el limite inverso generalizado,
ocupando la herramienta hasta ese momento construida.

2.1. Arboles en funciones scs

Empezamos esta seccion estableciendo resultados sobre las funciones scs
cuyas graficas son arboles. Para ello hacemos uso de las funciones que defini-
mos como funciones escalera. Comencemos con un lema y le recomendamos
al lector retomar la Definicién 1.48.

Proposicién 2.1. Sea h : T — C([0,1]) una funcion scs donde T es un
drbol y h(z) es no degenerado sélo para un conjunto finito de puntos, N, de
T. Supongamos que, para cada componente C' de T\ N, la funcién (hlc)* :
C' — [0, 1] tiene una extension continua a la cerradura de C. Entonces G(h)
es un arbol.

21
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Demostracion. Sea N = {t]_,tQ, e ,tn} el subconjunto de T' para el cual
h(t;) es no degenerado. Dividimos nuestra prueba en dos casos:

Caso I. T = [0, 1].

Sin perder generalidad, supongamos que t; = 0, t, = 1 y que t; < t;,1,
paracadat=1,...n — 1.

Sea h; @ [ti, tit1] — [0,1] la extension continua de (k| .,))", para cada
i =1,...,n — 1. Dado que h; es continua, la grifica G(h;) es un arco, para
cada i =1,...,n — 1. Por otro lado,

n n

G(h) = U G(hi) U U [{ti} x h(t;)] . (2.1)

i=1 i=1

Exploremos las intersecciones entre los conjuntos de (2.1),

Sean i,j € {1,...,n}. Suceden los siguientes casos:

« Gh)NG(hs) =0si|i—j| > 1.
o G(hj)NG(hi) =0sij=i+1y hi(tit1) # hii(tirr).

e G(h;j) N G(h;) = h(tiy1) si j = i+ 1y las funciones h; y hiy
coinciden en el extremo t;, .

Para cualesquiera i, j = 1,...,n, [{t;} x h(t;)] N [{t;} x h(t;)] =0 siy
sélo si ¢ # j. Para ¢ = j, la interseccién es el arco h(t;).

Para cada 1 = ]., .., n, [{tz} X h(tz)] N g(hz) = {(tl, hl(tz))}

Para cada i = 2,...,n, [{t;} x h(t;)] N G(hi—1) = {(t;, hisa(8:))}-

Como G(h) es la unién finita de arcos cuyas intersecciones dos a dos son un
punto, un arco o el conjunto vacio, concluimos que G(h) es un arbol.

En caso de que 0 o bien 1 no sean parte de N, definimos h : [0,1] —
C([0,1]) como sigue: h(0) = [0,1], h(1) = [0,1] y h(t) = h(t) para los demds
puntos. Cabe notar que la funcién h es scs pues, por la Proposicion 1.45, es-
tamos anadiendo una coleccién finita de cerrados a G(h); a decir, {0} x [0, 1]

y {1} x [0, 1]. Al mismo tiempo, dado que G(h) es un subcontinuo de G(h) y
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G(h) es un arbol, se tiene que G(h) es un arbol.

m
Caso II. T es un arbol tal que T'= |J I donde I es un arco e Iy N I}, es
s=1
a lo mas un punto, para cualesquiera k # s.
Dada s = 1,...,m, N N I, es un conjunto finito, asi que, por el Caso I,

G(hl|z,) es un arbol. Ademas:

G(h) = JG(hl1). (2.2)

De nuevo, veamos las posibles intersecciones entre los conjuntos de (2.2):

= SiI,N1; =0, se tiene que G(h|,) NG(h|r,) = 0.

= SiINI; = {z}, donde z ¢ N, entonces h(z) es un conjunto degenerado.
Por el Teorema 1.59, G(h) es un conjunto conexo. De modo que G(h|r,)N
G(hlr,) = {(2,h(2))}; es decir, h|j, y h|j, deben de coincidir en este
punto.

= 5i NI = {ts} para algin t, € N, entonces G(h

{ts} x h(t,).

De este modo, G(h) estd expresado como una unioén finita de drboles cuyas
intersecciones dos a dos resultan en el conjunto vacio, un punto o un arco; es
decir, G(h) es un arbol. O

) NG(h|) =

El siguiente ejemplo muestra que el lema anterior es falso sin la condicién
de que cada componente tenga una extension continua.

Ejemplo 2.2. Sea h:[0,1] — C([0,1]) la funcion scs dada por:

_ [ {lsen (7)1}, t#0;
h(”—{ [0,1],( ) P20,

Entonces (h|o1])* no tiene una extension continua a [0,1].

Demostracion. Como se muestra en la figura, h es scs pues su grafica es un
subconjunto cerrado de [0, 1]%. Por otro lado, G(h|(1]) no tiene una extension
continua al intervalo [0, 1] y G(h) no es un arbol. O
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Figura 2.1: Grafica del Ejemplo 2.2.

Teorema 2.3. Sea h : T — C([0,1]) una funcion scs donde T es un drbol.
Supongamos que h(x) es no degenerado solo para un conjunto finito de pun-
tos, N, de T y h(C) es degenerado, para cada componente C' de T \ N.

Entonces G(h) es un drbol.

Demostracidon. Sea C' una componente de T'\ V. Por la Proposicién 2.1, serd
suficiente con mostrar que la funcién (h|c)* tiene una extensién continua a
C1(C). Supongamos que h(C') es el conjunto degenerado {a¢}. Definimos la
funcion H : C1(C') — [0, 1] como sigue:

”H(w) = ¢,

para cada w € Cl(C). Entonces H es una funcién continua, pues es una
funcién constante, que extiende a (h|c)* sobre C1(C'). Asi, por la Proposicién
2.1, G(h) es un arbol. O

A continuacién presentamos un resultado sencillo respecto a cuando una
funcién scs tiene como grafica a un arco.

Corolario 2.4. Sea h : [0,1] — C([0,1]) una funcion scs tal que h(x) es no
degenerado sélo para un conjunto finito de puntos N = {t1 <ty <-o- < tn}.
Supongamos que, para cada intervalo (ty, tpi1), conty Yyt en N, la funcion
(Pl (t,tern))” tiene una extension continua hy : [ty tey1] — [0,1]. Entonces
G(h) es un arco siy solo si hx_1(ty) y hi(ty) corresponden a los extremos del
arco h(ty), para cada ty € N.

Demostracién. Supongamos que G(h) es un arco. Sean ¢, € N y hy_1 la
extensién continua de (A, ,.,))*- Como hy es una funcién continua, G(hs)
es un arco. Supongamos que hy(t;41) no es un extremo del intervalo h(tx41);
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es decir, que hg(tg+1) € Int(h(try1)). Entonces G(h) contiene al triodo sim-
ple G(hg) U [{tks1} X h(tg41)]; lo cual es una contradiccién. Andlogamente,
si hgi1(tre1) no es un extremo del intervalo h(ty1), se tiene que G(h) con-
tiene el triodo simple G(hgi1) U [{tg+1} X A(tr+1)], que de nuevo presenta
una contradiccién. Ahora, si ambos limites coinciden con un extremo del in-
tervalo h(tyy1), entonces G(h) contiene al triodo simple G(hx) U G(hyy1) U
[{tr41} X h(tgs1)], 1o cual de nuevo es una contradiccién; por lo tanto, hy(tx41)
Y hiy1(tgs1) son los extremos del intervalo h(tg.1).

Para finalizar, supongamos ahora que hg(tx41) v hgy1(tks1) coinciden con
los extremos de intervalo h(tg.1), para cada t;,; € N. Recordemos que,

G(h) = [{t1} x h(t:)]UG(h1) U[{t2} x h(t2)]U-- - UG (hn1) U[{En} X h(tn)].

Dado que esta es una coleccion finita de arcos los cuales se van pegando
mediante sus puntos extremos, podemos concluir que G(h) es un arco. O

2.2. Funciones escalera

El propdsito de esta seccién es definir las funciones que son la base de
nuestro estudio: las funciones escalera y a partir de sus propiedades podremos
concluir propiedades del limite inverso generalizado.

Definicién 2.5. Decimos que una funcion scs y suprayectiva f : [0,1] —
C([0,1]) es escalera si existe un subconjunto finito N = {t1 <ty <--- < tn}
de [0,1] tal que, para cualesquierat yt' en la misma componente de [0, 1]\ N,
f(t) es un conjunto degenerado y f(t) = f(t').

Antes de proseguir con mas definiciones y resultados, hagamos una breve
pausa. Durante la mayor parte de este trabajo, y como el lector ya habra
notado, uno de los conceptos clave es el de funcién scs. Una primera pregunta
que nos podemos plantear es: ; Puede una funcion satisfacer las condiciones de
la Definicién 2.5 sin ser scs? La respuesta es si. El siguiente ejemplo muestra
tal necesidad.
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Figura 2.2: Grafica de una funcién escalera.

Ejemplo 2.6. Sea f:[0,1] — C([0,1]) la funcion dada por:

[3/4, 1], t=0,1;
f(t): [071/4]v t:1/2;
{0}, t7é0,1/2,1;

Entonces f es suprayectiva y existe un subconjunto finito N' = {t1 <ty <
e < tn} de [0,1] tal que para cualesquiera t y t' en la misma componente

de [0, 1]\ N, f(t) = f(t') pero f no es scs.

3/4 I

0 1/2 1

Figura 2.3: Grafica del Ejemplo 2.6.

Demostracion. Claramente f satisface las condiciones que se establecen en
la Defincién 2.5, sin embargo, f no es scs pues no es un subconjunto cerrado
de [0, 1]%. Es por este tipo de funciones que agregamos la condicién de scs a
la definicién de funcion escalera. O]

Definicién 2.7. Dada f : [0,1] — C([0, 1]) una funcion scs. Decimos que f
es libre de diagonal sit ¢ f(t) para ninguna 0 <t < 1.
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Al igual que en la Definicién 2.5, agregamos la condicién de ser scs para
nuestros propositos. El Ejemplo 2.6 proporciona un ejemplo de una funcion
no scs que satisface las condiciones de ser libre de diagonal pero no es scs.

Ahora, dada una funcién libre de diagonal f, como f(¢) es un conexo,
para cada t € [0,1], por el Teorema 1.59, tenemos que G(f) debe ser un
continuo; por tanto, se pueden distinguir dos casos:

= Si f(t) C [0,t), para cada t € (0,1), las llamamos libres de diagonal
inferior.
= Si f(t) C (t,1], para cada t € (0,1), las llamamos libres de diagonal

SUPETLOT.

Asi como hicimos en la Proposicion 2.1, nos referimos al conjunto de puntos
donde la funcién f es no degenerada como N = {t1 <ty < -ee < tn} y
denotamos por:

f(t:) = [pi,q], paracadat; € N. (2.3)

Un ejemplo sencillo de una funcién escalera y libre de diagonal superior
es el siguiente.

Ejemplo 2.8. Sea F* : [0,1] — C([0,1]) la funcion scs definida por:

\ 0,1], t=0;
F(t)—{ [[1},] 0<t<l.

Entonces F* es escalera superior libre de diagonal superior.

0 1

Figura 2.4: Grafica del Ejemplo 2.8.

Las primeras propiedades basicas de las funciones escalera se dan a con-
tinuacion.
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Proposicion 2.9. Sea f una funcion escalera. Los siguientes enunciados se
satisfacen:

i) Para cualesquiera a < b, existen [c,d] C |a,b], conc < d, yt € [0,1]
tales que [c,d] C f(t); mds aun, existen o’ y V' tales que a < a’,b’ < b,
ast como t yt' en N tales que [a,a’] C f(t) y [V, 0] C f(t).

Figura 2.5: Representacion de la Proposicién 2.9 7).
ii) Para cada E C [0,1)\ N no finito, existen a y b en E, con a < b, tales
que fljap) €s constante.

Demostracion. Mostremos 7). Sean a 'y b en [0, 1], con a < b. Como f es una
funcién suprayectiva, escalera y hemos definido en (2.3) que f(t;) = [pi, qil,
para cada t; € N, se sigue que:

[0,1] = U f(ti) = U [pis G- (2.4)
tieN tieN

Por (2.4), existe t; € N para el cual [a,b]N f(¢;) es un arco no degenerado
[c, d]. Esto muestra la primera parte de 7). Para mostrar la segunda parte,
definimos:

I= {Z €{l,2,...,n}:a Zp,;}.
Por (2.4), existe p;, = 0, para algin t;, € N; por tanto I # .

Afirmacion 1. Existe t; € I tal que a < g;.

Supongamos que ¢; < a, para cada t; € /. Entonces
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0,1] = U (i, @] = U[pi,%] U U[pia%'] C [0,a] U [ps, 1],
t;eN iel il
donde ps = min{py : k ¢ I}. Si min{py : k ¢ I} es un conjunto vacio, se
obtiene que, por la contencién mostrada arriba, [0,1] C [0,a] con a < 1, lo
cual es una contradiccién. Si min{py, : k£ ¢ I} no es un conjunto no vacio, por
la definicién de I, a < py, para cada k ¢ I. Como [ es un conjunto finito,
a < ps. Lo cual implica que el intervalo [0, 1] estd contenido en la unién de
dos cerrados ajenos; lo cual es una contradiccion. Asi, existe j € I tal que
p; < a < ;. Para ' = min{b, %Tq]} obtenemos que [a,d’] C f(t;).
Ahora definimos

J={ie{1,2,...,n}:b<q}.
Por (2.4), existe ¢;; = 1 para algun t;, € N; por tanto J # ().
Afirmacién 2. Existe j € J tal que b > p;.

Supongamos que b < p;, para cada j € J. Entonces

[0,1] = U [pi, ai] = U[pu%'] U U[Pzw%‘] C [0,q] U [b,1],

t,eN ieJ i¢J

donde ¢, = méx{q, : k ¢ J}. Si mdx{q, : k ¢ J} es un conjunto vacio.
Por la contencién mostrada arriba, [0,1] C [b,1] con 0 < b, lo cual es una
contradiccién. Si max{q; : k ¢ J} no es un conjunto vacio, por la definicién
de J, b > ¢ para cada k ¢ J. Como J es un conjunto finito, b > ¢s. De
nuevo, esto implica que el intervalo [0, 1] no es conexo. Asi, existe j € J tal
que p; < b < g;. Para ¥ = max{a, % obtenemos que [V, b] C f(t;).
Mostremos #i). Sea E C [0, 1]\ A/ un conjunto no finito. Dado que ENN =
0, existen a, b en E, con a < by t;, tjr1 en N, para los cuales t; < a < b <
tj+1. Puesto que f es una funcion escalera, f|, s es constante. ]

Para el segundo inciso de la Proposicion 2.9, es claro que no es necesario
pedir que E sea infinito, ya que la misma conclusion es posible para cualquier
conjunto con una cardinalidad mayor a A’ més 2.

De ahora en adelante sélo trabajamos con funciones libres de diagonal
superior. Los resultados que obtenemos, asi como sus pruebas, se pueden
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adaptar sin problema para las funciones libres de diagonal inferior. Por esta
razén, omitimos tales demostraciones y enunciamos los resultados correspon-
dientes al final de este trabajo.

Para el siguiente teorema necesitamos hacer una pequena observacién. En
el momento que definimos a las funciones libres de diagonal, s6lo tomamos
en cuenta a los términos ¢ en (0, 1), esto da pie a varias posibilidades sobre
f(0) y f(1). Observemos que puede suecdeer que f(1) = [0,1] y la funcién
siga siendo libre de diagonal. A continuaciéon mostramos un par de resultados
que estan encaminados en este sentido.

Proposicion 2.10. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior.
Entonces f(1) = f™(1), para cada n € N.

Demostracidon. Sea C' la componente de [0,1] \ N tal que 1 € CI(C). Dado
que f es una funcién escalera, se sigue que f(C') es un conjunto degenerado,
digamos {to}. Por otro lado, como f es libre de diagonal superior, f(t) C (¢, 1]
para cada t € C'. De modo que ty, > t, para cada t € C, lo cual sélo es posible
si to = 1. Con esto hemos mostrado que f(t) = {1}, para cada t € C. Asi,
dado que f esscs, 1 € f(1).

Sea a el minimo elemento de f(1); es decir, f(1) = [a,1]. Como f es
libre de diagonal superior, se sigue que f(t) C [a, 1], para cada t € f(1) v,
dado que 1 € f(1), podemos concluir que f?(1) = f(1). Haciendo uso de la
induccién se tiene que f(1) = f"(1), para cada n € N. H

El siguiente teorema establece cémo se comportan las graficas de las ite-
raciones de una funcion escalera y libre de diagonal.

Teorema 2.11. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior.
Entonces eziste s € N tal que G(f*) = ({0} x [0,1]) U ([0, 1] x f(1)).

Demostracion. Sean [ una funcién escalera y libre de diagonal superior y
z # 0. Por la Proposicién 2.10, basta con probar que f™(z) = {1}, para
algin m € N. Para ello, denotemos por z, al minimo elemento de f"(z).
Dado que f es libre de diagonal superior, y > ¢, para todo y € f(t). Mas
aun, observemos que si ¢’ > t, se sique que y > t, para todo y € f(t'). De
este modo, siempre que z, # 1, z, < z,.1. Ahora, supongamos que z, < 1,
para cada n € N. Entonces {z,}°2; es una sucesién creciente; por tanto,
la sucesién es convergente a algin z* € [0,1]. Sean C' la componente de
[0,1]\ N y M € N tales que 2z, € C, para cada k > M. Como f es una
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funcién escalera, f(z;) es un conjunto degenerado y f(zx) = f(zum), para
cada k > M. Sea yp el tinico elemento de f(z)s). Entonces yo € f*1(2),
para cada k > M. Esto implica que [zx,1, 0] C f*71(2), para cada k > M.
Ahora, dado que f es scs 'y {2,}°2, converge a z*, se tiene que yo € f(z%)
y por tanto, yo > z*. Observemos que para todo t € [zx11, 2*), f(t) = {yo}
para todo t > yo, f(t) C [0, 1]. Debido a que 2712 es el minimo elemento de
FMY2(2) v 2a42 < w0, existe t* € [2%,yo] tal que zp742 € f(t*). Concluyendo
asi que 242 € f¥(2), para cada k > M, lo cual es una contradiccién pues
ZM+2 < ZM+3-

Si z =0. Como f es scs, por el Teorema 1.59, G(f) es un continuo. Dado
que f es una funcién libre de diagonal superior, 0 solo puede estar en f(0) o
bien en f(1). Por la Proposicién 2.9 i), existe a’ tal que [0,a'] C f(0), o bien,
[0,a'] C f(1). Procedamos por casos.

Caso 1. Si 0 ¢ f(0).

Entonces 0 € f(1), de forma que, por la Proposicién 2.10, f(1) = [0, 1].
Sea zp es el minimo elemento de f(0). Por lo hecho previamente, existe mg €
N tal que f™(z9) = {1}; por tanto, f™*(0) = [0, 1].

Caso 2. Si 0 ¢ f(1).

Entonces 0 € f(0), f(0) es un conjunto no degenerado. Sea z* E £(0), con

2* # 0. Por lo hecho previamente, existe mg € N tal que f™(z {1} Asi

{O, 1} estd contenido en el conexo f™*1(0), lo cual implica que, meH(O) =
[0, 1].

Para concluir. Sea m¢ el nimero natural tal que f™c(z) = {1} para
todo elemento z € (', donde C es una componente del conjunto [0,1] \ V.
Sea m; un numero natural tal que f™ (t; {1} para cada elemento t; € N
y sea mg un numero natural tal que fm°+1(0) [0,1]. Dado que |0, 1] \ NV
posee un nimero finito de componentes y A/ es un conjunto finito, elegimos
s = méx {m¢,n; + 1,mo + 1}. Entonces f*7'(t) = f(1), para todo t # 0y
f571(0) = [0,1]. Lo cual concluye nuestra prueba. O

Corolario 2.12. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior.
Entonces existe s € N tal que G(f™) = ({0} x [0,1]) U ((0,1] x f(1)), para
cada n > s.
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Demostracion. Por el Teorema 2.11, existe s € N tal que G(f*) = ({0} x
[0,1]) U ([0,1] x f(1)). Por la Proposiciéon 2.10, f*(1) = f(1), para toda
n € Ny, como f es suprayectiva, f*(0) = [0,1], para cada n > 1; por
tanto, f"(t) = f(1), para cada t € (0,1] y n > s. Lo cual concluye nuestra
prueba. O

Corolario 2.13. Sea f una funcion escalera. Entonces f es libre de diagonal
superior con f(1) = {1} siy sdlo si existe s € N tal que f* = F*, donde F*
es la funcion definida en el Ejemplo 2.8.

Demostracion. Sea f una funcion escalera. Si f es libre de diagonal superior
tal que f(1) = {1}, la existencia del natural s tal que f° = F* es una
consecuencia inmediata del Teorema 2.11 y la definicién del Ejemplo 2.8.
Sea s € N tal que f* = F*. Notemos que si t € [0, 1], es tal que t € f(¢),
entonces t € f"(t), para cada n € N; por tanto, si t € f(t) y f° = F*,
por la definicion de F™* del Ejemplo 2.8, se sigue que t = 0 o bien t = 1.
De este modo, para cualquier ¢ € (0,1), ya que f(t) es conexo y t ¢ f(t),
f(t) C (t,1] o bien f(t) C [0,t). Supongamos que existen ¢ y ¢’ en (0,1), con
t <t tales que f(t) C [0,t) y f(t') C (¥,1]. Por el Teorema 2.3, la grafica
G(fli)) es arcoconexa. De manera que existe t < t” < t', tal que t" € f(t"),
lo cual, como hemos mencionado es imposible. Si f(t) C [0,¢), para cada
t €[0,1), en particular, f(1/2) C [0,1/2). Asi, para cada t € f(1/2), f(t) C
[0,1/2). De modo que f?(1/2) C [0,1/2) y utilizando induccién obtenemos
que f"(1/2) C [0,1/2), para cada n € N, lo cual es una contradiccién pues
f5(1/2) = F*(1/2) = {1}. Por lo tanto, f(t) C (¢, 1], para todo ¢ € (0,1); es
decir, f es libre de diagonal superior. Como f* = F*  f*(1) = {1}, de modo
que por la Proposicién 2.10, f(1) = {1} Esto concluye nuestra prueba. [

Reflexionando un poco. El Corolario 2.13 tiene una doble implicacién
cuando se supuso la existencia de s € N que hacia que f° = F*. La pregunta
natural seria: jEl Teorema 2.11 también la tiene?, ;Si f es una funcién esca-
lera y existe s € N tal que G(f*) = ({0} x [0,1]) U ([0,1] x f(1)). Entonces f
es libre de diagonal superior? La respuesta es negativa. El siguiente ejemplo
senala esta situacion.

Ejemplo 2.14. Sea f :[0,1] — C([0,1]) la funcion scs definida por:

{1/2}, 0<t<1/2;
f)y=< {0}, 1/2<t<1,;
0,1], t=1/2,1;
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Entonces existe s € N tal que G(f*) = ({0} x [0,1]) U ([0, 1] x f(1)), pero, f
no es libre de diagonal superior.

1/2 1/2

a 1/2 1 0 1/2 1

Figura 2.6: Gréfica del Ejemplo 2.14.

Demostracion. En la figura de la funcion del Ejemplo 2.14 se muestran las
primeras tres iteraciones de la funcién escalera f. Observemos que G(f3) =
({0} x [0,1])) U ([0,1] x f(1)) miéntras que f no es libre de diagonal superior
pues 1/2 € f(1/2). O

En la siguiente proposicién construimos, para cada n € N, una funcion
escalera f,, parala cual G(f,)"" = ({0} x [0, 1])U([0, 1] x f(1)), pero G(f,)" #
({0} x [0,1]) U ([0,1] x f(1)). Esto es con el fin de que el lector conozca que
no hay cotas superior para el valor del nimero natural s que establece el
Corolario 2.13.

Proposicién 2.15. Para cada n € N, existe una funcion escalera f, tal que

(fa)"h = F* pero (fa)" # F*.

Demostracion. Sean n € Ny (ax)72; la sucesién de nimeros reales dada por
ap = kiﬂ, para cada k € N. Definimos f, : [0,1] — C([0,1]) como:
[0,1] sit=0;
fo(t) =< ags1,1] sit=ayg, paracada k= {1,..n};
{1} en otro caso;

Observemos que a; = 1/2 y agy1 € fu(ay), para cada k < n. De manera
inductiva, obtenemos que (f,)"(1/2) = [an41, 1]. Asi, (f,)" # F* y dado que
Jallansi) = {1}, se tiene que (f,)" ™ = F*. O
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£ e
4/5 4/5
3/4 3/4
2/3

1/22/33/4 1/22/3
3

1 f=F*

4/5
1/2

Figura 2.7: Las primeras 3 iteraciones de f3.

Obtengamos las primeras propiedades de los limites inversos generalizados
con este tipo de funciones.

Teorema 2.16. Sean f una funcion escalera y libre de diagonal superior tal
que f(1) = {1} y un subconjunto cerrado H de limg f tales que 1 ¢ H.
.(—

Entonces existe M € N tal que 1, ¢ P,(H), para ninguna n > M; donde
P, es la funcion definida en (1.5); mds ain, existe N € N tal que si x € H,
rn = 0, para cada n > N; donde x, representa la n-ésima proyeccion del
elemento x.

Demostracion. Supongamos que el teorema es falso; por tanto, para cada
n € N, existen 2" € H y m,, > n tales que P, (") = 1,,,. De modo que
P,(z") = 1,,. Es claro que la sucesién {x"}>°, C H converge a 1 y como H
es un subconjunto cerrado, 1 € H; lo cual es una contradiccién.

Para la segunda parte. Supongamos, de nuevo, que la afirmacién es falsa;
por tanto, para cada n € N, existen " € H y m, > n, para los cuales
x;,  # 0, donde z}, representa la m,-ésima proyeccién del elemento x".
Como f es libre de diagonal superior, suprayectiva y f(1) = {1}, 0 sélo
pertenece a la imagen de f(0), de modo que z}! # 0. Por el Corolario 2.13,
existe s € N tal que f® = F*. Asi, para n € N suficientemente grande,
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P,_s(x"™) =1,_s. Lo que implica, de nuevo, que la sucesién {x"}°° , converge
a 1, lo cual es una contradiccién. Esto demuestra nuestro Teorema. ]

Corolario 2.17. Sean f una funcion escalera, libre de diagonal superior tal
que f(1) = {1} y H un subconjunto cerrado de limg f tales que 1 ¢ H.
«—

Entonces existe N € N tal que H es homeomorfo a P,(H), para cadan > N.

Demostracion. Por el Teorema 2.16, existe N € N tal que si® € H, x,, =0,
para cada n > N. Consideremos P,|y : H — P,(H), con n > N. Asi,
para cualesquiera * y y en H con * # vy, Tx # Yk, para algin k < n; ya
que para todos los indices mayores a N son 0,; por tanto, P,|y es biyectiva.
Puesto que las proyecciones P, son continuas y H es compacto, P,|y es un
homemorfismo, para cada n > N. O

Corolario 2.18. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior tal
que f(1) = {1} Entonces 1 no es un punto de corte de limg f.

«—

Demostracion. Para cada n € N, definimos:

E, = {:l: € limg f: =z, =0, para cada m > n}
<—

Entonces:

» limg £\ {1} = fj E,. Sea x € limg f \ {1}. Si hacemos H = {x},
— n=1 —

obtenemos que H es un conjunto cerrado tal que 1 ¢ H. Asi, por el
Teorema 2.16, existe N € Ntal quesix € H, x,, = 0, para cadan > N;

por lo tanto, € Ey. Por la definicién de los conjunto E, se tiene que
o

E, C limg f.

n=1 —

= F, es conexo, para cada n € N. En este punto es conveniente recordar
las Definiciones dada en (1.6) y (1.7) en la Definicién 1.52 y hacer
notar lo siguiente: Para cada @ € E,,, se tiene que x,_1 € f(0). En otras
palabras F,, = G(f1, f2, ..., fn_1) donde f; = f, paracadai=1,...,n—2
Y fa-1 = flfw). Dado que cada f; es scs y f(0) es conexo, por los
Teoremas 1.56 y 1.58, tenemos que FE,, es conexo.

= F, C E,1. Se sigue de la definicién del conjunto F,,.

Por lo tanto, limg f \ {1} es conexo. O
<—
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n

Definicién 2.19. Sea n € N. Definimos k,, : [[ [0,1]x — []10,1]x como la
k=1 k=1
funcion tal que:

Kn(T1, Tay ooy ) = (Tpy oovy T, 1) (2.5)

Es decir, la k-ésima coordenada de k,(x) es z, 41k, paracada k =1, ..., n.
Es inmediato observar que k,, es un homeomorfismo, para cada n € N. Dadas
una funcién scs f : [0,1] — C([0,1]) y n € N, consideremos el conjunto:

n+1
A, = {a: € H[O, g zj41 € f(z;), para cada j =1, ,n} (2.6)
k=1
n+1
Sea h, : ][0, 1]x — C([0,1]) que en & toma el valor:
k=1

ho(®) = f(@n41), (2.7)
y denotamos al producto finito y numerable del conjunto NV, respectivamente,
por:
Ny N (2.8)
Proposicién 2.20. Sea f : [0,1] — C([0,1]) una funcion scs. Entonces:
Z) g(f) = A
ii) A, es un continuo, h, es scs y G(hn|a,) = Api1, para cada n € N,

ii1) Knt1(An) = Gy, para cada n € N; donde Gy, es el conjunto definido en

(1.7).

Demostracion. Mostremos i).
Av={z (0,122 € f(z1)} = {(x,9) € [0,1]" : y € f(2)} = G(f).

Mostremos 7). Como f es suprayectiva:
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n+2
Ay = {x e [[[0,1)g: xj41 € f(z;), paracada j=1,...,n+ 1}
k=1
n+2
= {iB € H [07 1]k - Tp42 € f(‘rn—&-l) y wl = (l’l, '-‘7In+1) € An}
k=1

nil

= {m c kl:ll[o, 1]k I Tpgo € hn(ar:’) y T e An}
— {(@,y) € A, x [0,1] 1y € hy(2)}
- g(hn|An)

Dado que f es una funcién scs, por el Teorema 1.59, A; es un continuo.
Como las funciones proyecciéon son continuas, por el Corolario 1.50, h,, es
una funcién scs. Ahora bien, como A, 1 = G(hy,|a,), por el Teorema 1.59
y haciendo uso de la induccién se sigue que A, es un continuo, para cada
n € N.

Mostremos #i7). Dado que la funcién k,, intercambia las coordenadas del
elemento x, donde la k-ésima coordenada la manda a la (n + 1 — k)-ésima
coordenada, entonces, si 11 € f(z) se tiene que la k-ésima coordenada de
kn(x pertenece a la imagen de la k + 1ésima coordenada de &, (. Por tanto:

Fri(An) = {Ran(@) @€ A}

n+1

= {z € [][0,1] : z; € f(zj41), paracada j=1,....,n}
k=1

]

Mas propiedades del conjunto A, se enuncian a continuaciéon cuando f es
una funcion escalera.

Teorema 2.21. Sea f una funcion escalera. Entonces A, es localmente co-
nexo, para cada n € N.

Demostracion. Hagamos la prueba por induccién sobre n. Para n = 1. Por
las Proposiciones 2.20 y 2.1, G(f) es un arbol. De modo que A; = G(f) es
localmente conexo. Supongamos que A, es localmente conexo. Mostremos

que A,;1 es localmente conexo. Sean U un abierto de A, y ® € U. Sin
n+2

perder generalidad, supongamos que U = V N A1, donde V = [] I} e I}
k=1

es abierto en [0, 1], para cada k = 1,...,n + 2. Para cada t; € N/, definimos:

n+1
o =P @)y V=PrRV) =[]y &€={2€A: 201 =t;}.

k=1
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Entonces, por definicién de A,,, ' estd en A,,. Se satisfacen las siguientes
propiedades:

» &' es cerrado en A, para cada t; € N. Esto se debe a que A, es cerrado
y sus elementos tienen la entrada n + 1 constante.

» £'NEJ = (), siempre que i # j. Esta propiedad se sigue de inmediato
por la definicién de los conjuntos £°.

Sea

£ = Usi.

t,eN

Dado que cada £ es cerrado y A es un conjunto finito, £ es cerrado. Anali-

Figura 2.8: Representacion de A,.

cemos los posibles casos para el elemento ' de A,,:
Caso 1. &' € A, \ €.

Dado que @’ no pertenece a &, se sigue que ,; no pertenece a N. Sea C
la componente abierta de [0, 1]\ N tal que 2/, ,, € C. Como A, es localmente
conexo y las proyecciones son continuas, existe un abierto y conexo O en A,
tal que ' € Oy 2,41 € C, para cada z € O. Por otro lado, dado que f es
una funcién escalera, f(t) = f(t'), para cualesquiera ¢t y t' en C'; por tanto,
de la definicién de h,, se tiene que h,(z) = h,(x'), para cada z € O. De este
modo:

O x {hn(w/)} = [O X In+2] N An—H C [V/ X In+2] N An+1 = U,

donde [O X I,12] N A,41 es un abierto en A, 1; por lo tanto, O x {h,(z’)}
es un abierto y conexo que contiene a x y esta contenido en U.
Caso 2. ' € Int4, &7, para algin ¢; € N,
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(0]

Figura 2.9: Caso 1.

Dado que A, es localmente conexo, existe un abierto y conexo O en A,
tal que ' € O C [Int4, £ NV']; por tanto, de la definicién de 7, z,41 = t;,
para cada z € O. Elegimos un conjunto abierto y conexo J en f(t;) tal que
Tpyo € J C [Iny2 N f(t;)]. Entonces O x J es un conexo y abierto en A,
que contiene a x y esta contenido en U.

gi

(0]

Figura 2.10: Caso 2.

Caso 3. @’ € Fru,(&7), para algin t; € N.

Como cada £ es cerrado, es posible elegir un abierto V' de tal forma que
[V'NA,)NEF =0, si k # j. Como A, es localmente conexo, existe un abierto
y conexo O en A, tal que &' € O C V' N A,. Dada la eleccién de V', se
sigue que O\ & = O\ € y, argumentando del mismo modo que el Caso 1,
se sigue que h,, (O \ £7) es un conjunto finito. Por el Teorema 1.57, G(h,|4,)
es conexa; por tanto, h, (O \ 7) C f(t;). Por el Caso 2, existe un abierto y
conexo J C I,,1o de f(t;) tal que @42 € Jy hyy(O\ E7) C J. De modo que:

(O x J]NApsr = [(O\E) x h,(O\EN]U[(E7NO) x J]

es un abierto y conexo en A, 1 que contiene a x y estd contenido en U.
Por lo tanto, A, 1 es localmente conexo. O

El siguiente ejemplo ilustra a los conjuntos definidos en el Teorema 2.21
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0o

Figura 2.11: Caso 3.

en el espacio Ay. Expresamos a los conjuntos £, asi como a sus interiores,
respectivamente. Esperando que sea de utilidad para el lector.

Ejemplo 2.22. Sea f:[0,1] — C([0,1]) la funcion dada por:

0,1/2], t=0;

{1/2}, 0<t<1/2;
F(t) = [1/2,1], t=1/2,1;

{1}, 1/2<t<1.

1/2,

0 1/2 1
Figura 2.12: Gréifica de f del Ejemplo 2.22 (A,).

En este ejemplo, N' = {tl,tg,tg}, donde t; = 0,t = 1/2 y t3 = 1.
Entonces:

gl = {(07070)}7
€2 ={({0} x [0,1/2]) U ([0,1/2] x {1/2}) U ([1/2,1] x {1})} x {1/2};
£ ={G(f)\ ({0} x [0,1/2))} x {1}.

Para los cuéles:
Inty, gl =10

?



23. ;YSIF Y F? SON FUNCIONES ESCALERA? 41

1/2 / A
1

21

g
Figura 2.13: A para el Ejemplo 2.22.

Inta, £ = {0} x [0,1/2] x {1/2};

Inta, £ = {1/2} x [1/2,1] x {1}.

Como se puede notar, los conjuntos £' no siempre resultan en conjuntos
CONEXOS.

2.3. ;Y si fy f?son funciones escalera?

Una pregunta que el lector pudo haberse hecho es la siguiente: ;Dada
una funcién escalera f, serd que f2 es una funcién escalera? A continuacién,
presentamos un ejemplo que responde de manera negativa.

Ejemplo 2.23. Sea f : [0,1] — C([0,1)) la funcion escalera definida por:

[ ]0,1], t=0;
f@_{{O}, 0<t<l.
Entonces f% no es una funcion escalera.

Demostmcz’on Dado que f(0) = [0,1], f2(0) = [0, 1]. Por otro lado, si t €
(0.1], £(t) = {0}, de donde £2(t) = F(£(8)) = F({0}) = [0.1]; s decir,
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f2(t) = [0,1], para toda ¢t € [0,1]. La cual no cumple la definicién de ser
una funcién escalera, debido a que f? tiene una cantidad infinita de valores
donde nos arroja un conjunto no degenerado. O]

f 2

0 1 0 1

Figura 2.14: Gréficas de f (izquierda) y f? (derecha) del Ejemplo 2.23.

Tenemos entonces un ejemplo de una funcién escalera f tal que f2 no es
una funcién escalera. Ahora bien, ;Y al revés? ;Si f? es una funcién escalera.
Entonces f es una funcién escalera? La respuesta también es negativa y la
ilustramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.24. Sea f:[0,1] — C([0,1]) la funcion scs definida por:

[071]a t:O;
FO =4 [3/4,1, 0<t<1/2
1y, 1/2<t<1.

Entonces f? es una funcién escalera pero f no es una funcién escalera.

Demostracion. Dado que f([3/4,1]) = {1} y f(1) = {1}, entonces f? = F*;
donde F™ es la funcién definida en el Ejemplo 2.8, la cual es una funcion
escalera. Sin embargo f no es una funcion escalera, pues contiene una infini-
dad de puntos ¢ en el intervalo [0, 1] para los cuales f(¢) es un conjunto no
degenerado. O]

Sin embargo, basta con que f y f? sean funciones escalera para que f"
sea una funcién escalera, para cada n € N. A continuacién enunciamos y
probamos tal afirmacién.
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f F2

3/4

0o 0

Figura 2.15: Gréficas de f (izquierda) y f? (derecha) del Ejemplo 2.24

Proposicién 2.25. Sea f una funcién escalera tal que f? es una funcién
escalera. Los siguientes enunciados se satisfacen:

i) Sit; € f(t), para algin t; € N. Entonces t € N. En palabras, los
elementos del conjunto N sdélo pueden pertenecer a la imagen de los
elementos de N .

i) f™ es una funcion escalera, para cada n > 3.

Demostracion. Hagamos la prueba del primer enunciado. Sea t; € N tal que
t; € f(t). Supongamos que ¢t ¢ N. Sea C* la componente de [0,1] \ N pa-
ra la cual ¢ € C*. Como f es una funcién escalera, por la Proposicion 2.9,
f(t) = f(t'), para cualquier ¢ en C*. Asi, t; € f(t'), para cada t' € C*, o
bien, (¢',s) € G(f?), para cada t' € C* y s € f(t;); es decir, el conjunto
C* x f(t;) € G(f?); lo cual es una contradiccién pues por el Teorema 2.3,
G(f?) es un arbol; por lo tanto, t € A

Hagamos la prueba del segundo enunciado. Para mostrar que cada itera-
cion de la funcion f es una funcion escalera, sera suficiente con exhibir que,
para cada k € N, existe un conjunto finito de puntos del intervalo [0, 1], para
los que la funcién f* es un conjunto no degenerado. De hecho, mostramos
que, para cada una de las componentes C' de [0, 1]\ N, f*(C) es un conjunto
degenerado. Sean C' una de tales componentes y z € (. Supongamos que
existe m € N tal que f™(z) es no un conjunto degenerado, donde m es el
minimo nimero natural con tal cualidad; por tanto, f(z),..., f™ !(z) son
conjuntos degenererados y f"(z) no lo es. Dado que f es una funcién esca-
lera, f™~!(z) € N. Continuando de esta forma y dado que vamos en forma
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regresiva, llegamos a la conclusién de que z € N; lo cual es una contradic-
cién, por la eleccion de z. De este modo, f™ es una funcién escalera, para
cada n € N. O]

Para la siguiente proposicién es necesario recordar que, en (2.3), se es-
tablecié que f(tx) = [pk,qx], para cada t; € Ny que cada funcién escalera
considerada en los enunciados son funciones suprayectivas.

Proposicién 2.26. Sea f una funcién escalera tal que f? es una funcidn
escalera. Entonces para cada t; € N, con 0 < t; < 1, existe t, € N tal que

ti € (p57 QS)-

Demostracion. Sea t; € N tal que 0 < t; < 1. El enunciado se sigue de
inmediato si existe t; € N, tal que f(ts) = [0,1]. Supongamos que f(ts) #
[0,1], para toda t, € N. Supongamos que el resultado es falso. Como f es
suprayectiva, t; € f(t), para algin t € [0, 1] y, por la Proposicién 2.25, t € N.
Asi por (2.3), t; es un punto extremo del intervalo [py, g], para algun ¢, € N
tal que t; € f(t). Definimos:

L= {k‘ e{l,2,..,n}:t :pk} y R= {k‘ e{l,2,..,n}:t;= qk}.
Cabe notar que t; no puede ser el extremo derecho ni el extremo iz-

quierdo de todos los intervalos [px,qx|. Si t; fuera el extremo derecho de
todos estos intervalos, obtenemos que [px,qx] C [0,%;] v ya que, de (2.4),

0,1] = U [pk,qx] C [0, ;] tenemos una contradiccién. Si ¢; fuera el extremo
treN

izquierdo de todos estos intervalos, entonces [pg, gx] C [t;, 1] ¥ ya que, de(2.4),

0,1 = U [pk, q&) C [ti, 1] tenemos una contradiccién. Observemos que para
treN

ambos casos, la contradiccion recae en el hecho de que 0 < t; < 1; por lo
tanto, £ # 0 y R # (). Una vez que sabemos que L es no vacio, elijamos
mgy € L (Se procede de manera similar si se elije mg € R). Alguno de los
siguientes casos se cumple:

Caso 1. RN{k € {1,2,....,n} :mo < k} # 0.

Sea s el minimo en esta interseccion. Entonces t; = ps_1 y, como pertenece
a R, t; = qs. Dado que f es una funcion escalera, f(z) = {ti}, para cada
ts_1 < z < ts. De modo que f?(z) = f(t;), para cada z € (t,_y,t,). Asi para
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tpl"l'-
=3
"

Figura 2.16: RN {k € {1,2,....,n} : k > mg} # 0.

cualquier z € (t,_1,t), se tiene que f2(z) es un conjunto no degenerado; lo
cual es una contradiccién pues f2? es una funcién escalera.

Caso 2. RN{k e {1,2,....n} : k <mg} #0.

Sea s el maximo en esta interseccion. Entonces ¢; = p,11 y, como pertenece
a R, t; = qs. Dado que f es una funcion escalera, f(z) = {ti}, para cada
ty < z < ter1. De modo que f2(z) = f(t;), para cada z € [ts,t,1]. Asi para
cualquier z € (t,,t,41), se tiene que f2(z) es un conjunto no degenerado; lo
cual es una contradiccién pues f? es una funcién escalera.

t.5+1 ts

Figura 2.17: RN {k € {1,2,....,n} : k <mg} # 0.

De lo anterior obtenemos que t; € (ps,qs), para alguna t; € N. Esto
concluye nuestra prueba. ]

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco de la Proposicién 2.26 es

falsa.
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Ejemplo 2.27. Sea f:[0,1] — C([0,1]) la funcion escalera definida por:

{0}, 0<t<1/3;

[0,2/3], t=1/3;
f)=1< {2/3}, 1/3<t<2/3;

[1/2,1], t=2/3;

{1}, 2/3<t<1.

Entonces para cada t; € N, con 0 < t; < 1, eziste ts € N tal que t; € (ps, qs),
pero 2 no es una funcion escalera.

f
1 1
2/3
1/2 1/2
0 1/3 2/3 0 1/3 2/3

Figura 2.18: Gréficas de f (izquierda) y f? (derecha) del Ejemplo 2.27.

Demostracion. Para esta funcién, 1/3 € (0,2/3) y 2/3 € (1/2,1). Sin em-
bargo f? no es una funcién escalera pues, para cada t € (1/3,2/3), f2(t) =
f({2/3}) = [1/2,1]; es decir, para f? hay una infinidad de valores para los
cuales es no degenerada. O

Proposicién 2.28. Sean f una funcién escalera tal que f? es una funcidn
escalera y n € N. Entonces {x € A, : x,41 € N} es finito, para cada n € N.

Demostracion. Sea € {x € A, : x,41 € N}. Dado que ¢ € A, 2,41 €
f(z,). Como z,,1 € N, por la Proposicién 2.25, obtenemos que z,, € Ny
asi, de manera regresiva, obtenemos que z, € N, paracada k =1,...,n+1;
es decir, x € N™*. Por tanto, {x € A, : z,.1 € N} C N Puesto que
N1 es un conjunto finito, se sigue que {x € A, : z,,.1 € N'} es un conjunto
finito. ]
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Antes de continuar le recomendamos al lector retomar la definicién de la
funcion scs h,, definida en (2.7).

Lema 2.29. Sea f una funcién escalera tal que f? es una funcion escalera.
Entonces los siguientes enunciados se satisfacen:

i) Para cualesquiera w y v en A, tales que uy y vy pertenecen a f(0),
existe un unico arco A C A, que va de u a v tal que m (A) C f(0).

ii) A, es un drbol, para cada n € N.

Demostracion. Mostremos i) por induccién sobre n. Para n = 1. Sean u
y v en A; tales que u; y v pertenecen a f(0) y, sin perder generalidad,
supongamos que us < v9. Se cumple alguno de los siguientes casos:

Caso 1. uy = vy.

Entonces A = {ul} x J, donde J es el intervalo con extremos en us y vy
es el arco buscado. Recordemos que la unicidad del arco se sigue debido a
que, por el Teorema 2.3, G(f) es un arbol.

Caso 2. uy # v;.

Sin perder generalidad, supongamos que u; < v1. Como f(0) es un arco
que tiene a uy y vy, [u1,v1] C f(0). Sea E = [uy, v1]NN, dado que N es finito,
E' es finito. Por el Teorema 2.3, G(f|fu, ) es un arbol y, por construccion,
u y v pertenecen a éste. De modo que existe un unico arco A que va de u a

vy, m(A) = [ug,v1] C £(0).

Supongamos vélido el enunciado i) para A,. Mostraremos que A, tam-
bién lo satisface. Sean u y v en A, ; tales que u; y v; pertenecen a f(0).
Denotemos por u* = P,1(u) y v* = P,41(v). Asi, u* y v* pertenecen a A,
y, dado que u; = uj y vy = v§, se tiene que uf y v; € f(0). Se cumple alguno
de los siguientes casos:

Caso A. u* = v™.

*

Entonces A* = {u } x J, donde J es el intervalo determinado por u, 2o
Y Unio, €s el arco deseado.

Caso B. u* # v*.
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Observemos que h,(u*) = upio y hy(v*) = v,42. Por hipétesis de in-
duccion, existe un unico arco A contenido en A,, que va de u* a v* tal que
m(A) C f(0). Sea N* = {z € A : 2,41 € N'}. Por la Proposicién 2.28, N
es finito y, por la Proposicién 2.1, G(h,|s) es un drbol que contiene a u y v;
por tanto, existe un unico arco Ag que va de u a v. Como 7 (Ag) = m(A),
obtenemos que 71 (Ag) C f(0).

Figura 2.19: Obtenciéon de A, a partir de A,.

Haremos la prueba de i) también por induccién. Para n = 1. Por el
Teorema 2.3, G(f) es un arbol. Por la Proposicién 2.20, A; = G(f), de modo
que, A; es un arbol. Supongamos que A, es un arbol. Mostremos que A,
es un drbol. Por la Proposicién 2.28, {x € A, : z,.1 € N} es finito, por
la Proposicién 2.1, A, 1 = G(hy,|a,) v, por la Proposicién 2.20, se sigue que
A,41 es un arbol. O

Cabe mencionar que en el inciso ii) del Lema 2.29, es posible reemplazar
f(0) por f(t), para cualquier t € N. Para el siguiente resultado, le sugerimos
al lector retome la definicién establecida en (1.7) y en (2.5).

Corolario 2.30. Sea f una funcidén escalera tal que f? es una funcidn esca-

lera. Entonces limg f es un continuo tipo drbol.
H

Demostracion. Por el inciso ii) de Lema 2.29, A,, es un arbol, para cada

n € N. Por la Proposicién 2.20, G,, = k,41(A,), para cada n € N. Dado que

Kni1 es un homeomorfismo, G, es un arbol, para cada n € N. Asi, por el

Teorema 1.63, limg f es un continuo tipo arbol. O]
—

La versién para continuos en general del Corolario 2.30 puede encontrarla
en [6, Teorema 4.2]. Nosotros dimos una prueba mas sencilla ocupando las
herramientas que hemos construido.
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Otro de los que se pueden considerar es determinar condiciones bajo las
cudles si f : [0,1] — C([0,1]) es una funcién escalera, f?: [0,1] — C([0,1])
también es una funcion escalera. El siguiente resultado es una aportacion en
este sentido. Mas adelante, en el Teorema 3.2, damos otras condiciones para
que f? sea una funcién escalera.

Teorema 2.31. Sea f una funcion escalera cuya grafica es un arco. Entonces
2% es una funcién escalera si y solo si A, es un arco, para cada n € N.

Demostracion. Sea f una funcién escalera tal que f? es una funcién escalera.
Procedamos por induccién sobre n. Para n = 1. Por la Proposicion 2.20,
Ay = G(f) y, por hipdtesis, la grafica de f es un arco. Supongamos que
A, es un arco. Mostremos que A, 1 es un arco. Por la Proposicion 2.28,
el conjunto N = {ac € A, Tp1 € /\/} es finito. Dado que A, es un
arco, A, \ N sélo tiene un nimero finito de componentes. Garantizamos a
continuacién que, para cada € € N y las componentes C' 'y C' de A, \./\7
tales que C1(C)NCL(C") = {x}, los arcos C x h,,(C) y C' x h,,(C") se unen en
extremos distintos del arco {&} x h,(x). En efecto, por la definicién de N,
para cada componente K de A, \/\7 , hn(K) es un conjunto degenerado; por
lo tanto, K x h,(K') es homeomorfo a K, para cada componente K de A, \/\N/’ )
Sean C'y C” dos componentes de A, \ A tales que C1(C) N CL(C") = {z}
con & € N. Como Tpi1 € f(x,), por la Proposicién 2.25, x,, € N. Dado que
G(f) esun arcoy z,.1 € N'y f? es una funcién escalera, se tiene que z,; s
un punto interior del arco definido por f(x,). De este modo, x es un punto
interior del arco P! (x) x h,_i (P (x)).

Sin perder generalidad, supongamos que x, = t, y que ,41 = t;, donde
ts y t; son elementos de N. Entonces P! (x) x h,,_1 (P (x)) = P (x) x
[Dss qs) con Tpi1 € (ps,qs) ¥ hn(x) = [p), ¢j]. Dado que C'y C’ son las com-
ponentes cuyas cerraduras coinciden en @, sucede sélo uno de los siguientes
casos:

Caso 1. Si P (@) X (ps, Tpy1) NC # Oy PP x) X (2541,q5) NC" # 0.

Entonces h,,(C) = {p;} v ha(C’) = {g;}. De este modo, h,(C) y h,(C")
corresponden a los puntos extremos del arco h, ().

Caso 2. Si P (x) X (ps, Tpy1) NC" # Dy PP (x) X (41, 95) NC # 0.
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Entonces h,(C) = {q;} ¥ ha(C") = {p; }. De este modo, h,(C) y h,(C")
corresponden a los puntos extremos del arco h,(x); por lo tanto, A, es un
arco.

Supongamos que A,, es un arco, para cadan € N. Sean C' una componente
de [0,1] \ W y z € C. Entonces CI(C) x {f(2)} x {f?(z)} es un continuo en
Ay. Como Ay es un arco, C1(C) x {f(2)} x {f*(z)} es un arco. Debido a que
CI(C) es un arco, f?(z) debe ser un conjunto degenerado. Por lo tanto, f2(t)
es un conjunto no degenerado para a lo mas un conjunto finito de puntos ¢
en el intervalo [0,1]; es decir, f? es una funcién escalera. O

Como podemos observar basta que A, sea un arco para que f2 sea una
funcién escalera. Los siguientes ejemplos muestran funciones escalera f, cuya
grafica es un arco, f? es una funcién escalera pero, la grafica de f? contiene
un triodo simple; es decir, el hecho de que una funcién escalera f satisfaga
que f? sea una funcién escalera y su grafica G(f) sea un arco, no garantiza
que G(f?) también sea un arco.

Ejemplo 2.32. Sea f:[0,1] — C([0,1]) la funcion escalera dada por:

([0, 1], t=0;

{1/2}, 1/8<t<1/4

_ [1/271]7 t:1/871/45

FO=3 (3. te0.1/8)U(1/4,9/16) U (5/8,1];
(3/4}, te€(9/16,5/9);

| [3/4,1), t=19/16,5/8.

Entonces f? es una funcidén escalera y G(f) es un arco pero, G(f*) no es un
arco.

Demostracion. Por la definicién de f, observamos que f([0,1/4]) = [1/2,1] y
f([1/2,1]) = [3/4, 1]; por tanto, [0,1/4]x{1} y {1/8} x[3/4, 1] son subconjun-
tos de G(f?). De este modo, el triodo simple [[0,1/4] x {1}JU[{1/8} x [3/4, 1]],
estd contenido en G(f?). Mds atin f3 = F*; donde F* es la funcién definida en
el Ejemplo 2.8, pues f([3/4,1]) = {1}. Como f(1) = {1} podemos afirmar
que f™ = F*, para cada n > 3. O
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2
: .f 5 f

i I 3/4 l

1/2 o |
e 0

Figura 2.20: Gréficas de f (izquierda) y f? (derecha) del Ejemplo 2.32.

Ejemplo 2.33. Sea f : [0,1] — C([0,1)) la funcion escalera dada por:

[1/4,1], t=0;

{1/4}, 0<t<1/2
f(t) = (1/4,3/4], t=1/2;

{3/4}, 1/2 <t <1;

0,3/4], t=1.

Entonces f? es una funcién escalera y G(f) es un arco pero, G(f*) no es un
arco.

i i
3/4 3/4
1/4 1/4
0 /2 1 1/2 1

Figura 2.21: Gréficas de f (izquierda) y f? (derecha) del Ejemplo 2.33.

Demostracion. Por la defincién de f, observamos que f([1/4,1]) = [0,3/4],
f([1/4,3/4]) = [1/4,3/4] y f([0,3/4]) = [1/4,1]; por tanto, {0} x [0,1/2] y
[0,1/2] x {1/4}, estdn contenidos en la grifica de f2. Esto implica que el
triodo simple [{0} x [0,1/2]] U [[0,1/2] x {1/4}], esta contenido en la grafica
de f2. O
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Si el lector dispone de un poco de tiempo, logrard notar que f?" = f?2
y f*tl = f para cada n € N. Nuestro siguiente objetivo es obtener la
estructura que tiene el limite inverso generalizado de una funcién escalera f
tal que f? es una funcién escalera. Para ello definimos un par de subconjuntos
que nos facilitan esta tarea.

Definicién 2.34. Sean f una funcion escalera y n € N. Definimos los con-
Junto:
N, ={t€[0,1]: f*(t) s un conjunto no degenerado}

L(f™) ={y: f*(C)={y}, para alguna componente C de [0,1] \ N, }.

Lema 2.35. Sea f una funcidn escalera tal que f? es una funcion escalera.
Entonces se cumplen los siguientes enunciados:

i) Npy1 C Ny, para cada n € N.

i) T(f*™) Cc T(f"), para cada n € N. Mds ain T(f"1) = f(T'(f")), para
cada n € N.

iii) N NT(f™) =0, para cualesquiera n y m en N.

Demostracion. Mostremos ). Por el inciso i) de la Proposicién 2.25, f™ es
una funcién escalera, para cada n € N. Sea t € N, ;1. Supongamos que ¢ no
es un elemento de N,,; es decir, f™(t) es un conjunto degenerado, digamos
{c}. Como f(c) = f"(t) y t € Nuy1, se sigue que f(c) es un conjunto no
degenerado; es decir, ¢ € N. Por el inciso ) de la Proposicién 2.25, dado que
c € f™(t) tenemos que f"'(t) € N, de forma que f(f"(¢)) = f(t) es un
conjunto no degenerado, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, t € N,,.
Con esto hemos mostrado que N, ;1 C N, para cada n € N.

Mostremos ii). Sean y € I'(f"™) y C* una componente del conjunto
[0, 1]\ Npp1 tales que f"71(C*) = {y}. Dado que C*\ \V es no vacio, elijamos
¢ € C*\ N tal que f""(z*) = {y}. Como 2" no pertenece a N, por
el inciso i) de la Proposicién 2.25, f*(z*) es un conjunto degenerado, para
cada k € N. Denotemos por z; el elemento del conjunto degenerado f(z*)
y C1 la componente de C; de [0,1] \ N, tal que z; € Cy. Como f es una
funcién escalera, f"(Ch) = f"(z1) = f"(2*) = {y}; es decir, y € T(f").
Por lo tanto, T'(f"*!) c T'(f"), para cada n € N. Para la segunda parte,
sea C' una componente de [0, 1] \ A,,. Por el inciso 7), existe una componente
C* de [0,1] \ M,41 tal que C N C* # (0 y, dado que C'y C* son conexos,
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f5(C) = f&(C*), para cada k € N, o bien, f**1(C*) = f(f*(C)). De igual
forma, si C* es una componente de [0, 1] \ NV, 41. Por el inciso i), existe una
componente C' de [0, 1]\, tal que C' C C* y, dado que C'y C* son conexos,
f5(C) = f*(C*), para cada k € N; es decir, f"(C*) = f(f(C)). Por lo
tanto, T(f™*1) = F(D(f")).

Mostremos 7i7). Supongamos que existen n, m € N tales que N,,NT'(f™) #
(). Sin perder generalidad, supongamos que n > m. Por el inciso i) tenemos
que N, NT(f™) # (. Sea ¢y un elemento en la interseccion N,,, NT'(f™). Dado
que ¢y € I'(f), existe una componente C' de [0, 1]\ N, tal que f™(C) = {co}
y, dado que ¢g € N, f(cp) es un conjunto no degenerado. De aqui que
f™H(C) = f(cp). Esto implica que N,, 41 no es unconjunto finito; lo cual es
una contradiccion por la Proposicion 2.25. Esto concluye la prueba Lema. [

La siguiente proposicién es, hasta cierto punto, un caso particular del
Teorema 3.4, el cual expondremos en el siguiente capitulo. Sin embargo, para
este ultimo necesitamos mas condiciones. Ademas, de que la prueba resulta
ser un poco mas extensa.

Proposicién 2.36. Sean f una funcién escalera tal que f? es una funcion
escalera y |N'| = 1; es decir, sdlo hay un punto donde f es no degenerada.

Entonces limg f es una dendrita.
H

t t*

t* t*

Figura 2.22: Posibles casos para la funcion f de la Proposicion 2.36.



54 CAPITULO 2. ARBOLES Y FUNCIONES ESCALERA

Demostracidn. Sea t* el unico elemento de N para el cual f(t*) es no de-
generada. Dado que f es suprayectiva, f(t*) = [0, 1]. Por el Corolario 2.30,

limg f es un continuo tipo drbol. Por otro lado, como f es escalera, f~!(c)
H

es un conjunto conexo, para cada ¢ € I'(f). Por los Teoremas 1.32 y 1.64,
limg f es localmente conexo; por lo tanto, del Teorema 1.37, se sigue que
hfgg f es un dendrita. [
—

En la figura de la Proposicion 2.36, la linea vertical negra senala el pun-
to t* donde la funcién escalera f satisface que f(t*) = [0,1] y las lineas
horizontales, marcadas con los colores rojo y azul, pueden seleccionarse a
cualquier altura siempre y cuando se conserve que f2 sea una funcién escale-
ra. El siguiente teorema establece la forma en que se puede describir al limite
inverso generalizado generado por una funcién escalera f para la cual f2 es

una funcién escalera. Antes de continuar le recomendamos al lector recordar
la Definicion 2.34.

Teorema 2.37. Sean f una funcion escalera tal que f? es una funcion es-
calera y f(t;) = [0,1], para cada t; € N'. Entonces:

lim =FU D,,
mg f U

n=1

donde F es un conjunto finito, D, =T, x C, con T, un drbol o un punto,
y C es el conjunto de Cantor o un punto; mads aun:

Fr (,Q Dn> —F.

Demostracion. Sea f es una funcién escalera tal que f? es una funcién esca-
lera. Por la Proposicién 2.25, f™ es una funcion escalera, para cada n € N.
De modo que I'(f™) es un conjunto finito y, claramente, no vacio, para cada
n € N. Por la Proposicién 2.35, I'(f"*!) C I'(f"), para cada n € N. De modo
que existe N € N, tal que ['(f) = I'(f*), para cada k > N. Denotemos por

L) ={cioiom} (2.9)

Afirmacién A. Para cualesquiera ¢; y ¢; en T'(fV), con ¢; # ¢;, se tiene

que f(e) # £(c;).
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De no ser asf, I'(f¥*1) estarfa contenido propiamente en T'(fV); lo cual
es una contradiccién, dada la condiciéon de N. Esto concluye la prueba de
esta afirmacion.

Afirmacién B. Para cada ¢; € T'(fV), existe s; € N tal que {¢;} = f*(c;)
v {ci} # fY(ci), para ninguna [ < s;.

Sea ¢; € T'(fV). Tomemos las iteraciones de ¢; bajo f. Dado que T'(fY)
es finito, existen n; y k; en N, con n; < k;, tales que f™i(c;) = f*i(¢;) y son
minimos con esta propiedad; es decir, para cada n; < s < k;, f*(¢;) # ™ (¢;).
Por la Afirmacién A, f%~1(¢;) = f*~1(c;) y continuando de forma regresiva
se tiene que {¢;} = f*7"i(¢;). Esto concluye la prueba de ésta afirmacion.

Denotemos por:

['(limg f) = {a: € limg f:x, € I'(f), paracada n € N}.
— —

Afirmacién C. Para cada m € N,

[(limg f) = {.’v € limg f:x, € I'(f™), paracada n € N}.
— —

Sean m € Ny « € I'(limg f). Por la definicién del limite inverso ge-
%

neralizado, x, € f™ ' (x,ym_1), para cualesquiera n,m € N. Dado que
Tpem—1 € D(f), se tiene que f™ 2, y1m_1) € f™ HT(f)). Por el inciso i) del
Lema 2.35, f™ 1(T'(f)) = T(f™). De este modo, tenemos que z,, € T'(f™).
Esto concluye la prueba de ésta afirmacion.

Sea M el minimo comin miultiplo entre los nimeros naturales s; con las
propiedades de la Afirmacién B, para los elementos ¢; de I'(fV) y donde
N es el nimero natural definido en (2.9); por tanto, {¢;} = f*(¢;), para
cualesquiera ¢; € D(fV) y k € N.

Afirmacién D. T'(limg f) es finito.
—

Supongamos que la afirmacién es falsa. Sea {x"}°, una sucesién en
['(limg f) tal que " # x™ siempre que n # m. Por el Teorema 1.55,
—



56 CAPITULO 2. ARBOLES Y FUNCIONES ESCALERA

limg f es compacto; por tanto, podemos suponer que la sucesion {x"}5° | es

o

convergente a un elemento « € limg f. Como 7; es una funciéon continua, la
(_

sucesién {27} converge a x1. Por la Afirmacién C, {z7 : n € N} C T(f%)
y, dado que T'(f%) es un conjunto finito, existe L; en N tal que 2/ = z;, para
cualquier r > L;. Ademads, dada la eleccién de M, se tiene que ', ., = 71,
para cualesquiera £k € Ny r > L.

Por el mismo argumento, para cada una de las proyecciones 7;, con 1 <
J < M, existe L; € N tal que 27 ,,, = z;, para cualesquiera r > L; y
k e NU{0}.

Ahora, si L es el maximo entre los nimeros naturales Ly, ..., Ly, obtene-
mos que z, = T, para cualesquiera n € Ny r > L; es decir, " = x, para
cualquier r > L, lo cual es una contradiccion. Esto concluye la prueba de
esta afirmacion.

Dado que f(t;) = [0, 1], para cada t; € N tenemos que N'* es un subcon-
junto de limg f. Como N es finito, por la Proposicién 1.3, N es homeomorfo

P
al conjunto de Cantor o es un punto, dependiendo si N tiene més de un punto
o es degenerado, respectivamente.

Antes de definir a los conjuntos D,,, que mencionamos en el enunciado
del teorema. Observemos lo siguiente. Si & € limg f \ I'(limg f), existe
— —

un minimo ndmero natural m tal que z,, € I'(f) y @my1 ¢ I'(f). Dado
que Tpi1 € f(Tma2), se sigue de la definicién de T'(f) que x,,+2 no puede
pertenecer a ninguna componente de [0, 1] \ NV; por tanto x,,,2 € N. Como
zr € f(Tpr1) Y Tmeo € N, por la Proposicién 2.25, z, € N, para cada
k>m+ 2.

Definimos

D, ={x € limg f : z; € N, para cada k > n}.
H

Se cumplen las siguientes propiedades:

» D, C D,., para cada n € N. Esto se debe a la Proposicién 2.25.
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s Para cadan > 2:
DIZNOO7 D2:[071]XNOOyDn:Gn—2XN007

donde G,,_5 corresponde al conjunto de la Definicién 1.52. Antes de
analizar estas igualdades, por la Proposicién 2.25, para cada « € limg y

n € N tales que x,, € N, se tiene que x, € N, para cada k > n. Par:Dg,
dado que f(t;) = [0, 1], para todo t; € [0, 1], la primera coordenada de
todo elemento de Dy puede tomar cualquier valor entre [0, 1]; por tanto,
Dy = [0, 1] x N°°. Mostremos la tercera igualdad por doble contencién.
Sea & € D,. Dado que z,, € f(xpms1) y 2, € N, por la Proposicién
2.25 se tiene que xy € N, para toda k > n. Asi, P, 1(x) € G,_»
y x, € N, para toda k& > n. De este modo D,, C G,_o x N*°. La

segunda contencién es inmediata observando que f(¢;) = [0,1], para
todo t; € N.
Por lo tanto, para F' = I'(limg f), se sigue que limg f = FU |J D,.
— — n=0

Para concluir, mostremos que se cumplen todas las propiedades. Por la
Proposicién 2.20 y el Lema 2.29 se sigue que G, es un arbol, para cada k € N.
Por el Teorema 1.62, limg f es un continuo. Ahora bien, dado que F' es un

H

conjunto finito y por tanto cerrado, y F'N ( U Dn) = (), se sigue que
n=0

Fr (G Dn> =Fr <h'mg i\ [j Dn) =Fr(F)=F.

n=1

Esto concluye la prueba del Teorema. O

Proposicion 2.38. Sean f una funcion escalera como en el Teorema 2.57,
gclimg f\F,peF ye>0. Entonces existen un arco A. y p, en limg f
— —

tales que q y p, pertenecen al arco A. y D(p,p,) < €.
Demostracion. Sea € > 0y elijamos Ny € N tal que > 2i < €. Como
k=No
q € limg f \ F, existe N7 tal que ¢ € N, para cada k > Nj. Sea N el
—
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maximo valor entre los nimeros naturales Ny y ;. Definimos p, € limg f
o

tal que Pp,(p.) = Pn,(p) v la n-ésima coordenada de p, es igual a g¢,,
para cada n > Nj. Dado que la Ny-ésima coordenada de Py, (p,) v Pn,(q)
pertenecen a f(qn,+1), por la Proposicién 2.20 y el Lema 2.29, existe un
arco I en Gn,—1 que va de Py,(p.) a Pn,(q) tal que mn, (1) C f(gny+1)-
Por lo tanto, dado que gn, € Ny f(qn,) = [0,1], el arco definido por
A. = 1 x J] {qx} estd contenido en limg f, contiene a q y p. y por la

k>No —

eleccién de Ny, D(p,p,) < €. O

2.4. Un poco de dimension

Durante esta seccién trabajamos con funciones escalera y libres de diago-
nal superior. Abordamos un poco la dimensién de los limites inversos gene-
ralizados que éstas generan.

Proposicion 2.39. Sean f una funcion escalera y n € N. Entonces

A, =JgulJF

donde 7y (E7) y mo_1(F*) son conjuntos degenerados, para cualesquiera j
y k, respectivamente, y 1 = 1, ..., L”T“J, donde |-] denota al menor entero
menor o iqual; siendo los conjuntos 9 y F* una coleccion finita de cerrados
de A,; mds ain, dim(A,) < 2.

Demostracion. La idea base de la prueba es la siguiente observacion. Para
cada intervalo cerrado J C [0, 1], se tiene que:

G(fls) = [ U {ti} x f(ti)] U

t,eN’

U cue) x {f(C)}] :

ceB

donde N" = N'NJy B={C : C es una componente de J\N’}. Dado que f
es una funcién escalera, m1({t;} x f(¢;)) y m(CL(C) x {f(C)}) son conjuntos
degenerados, para cualesquiera t; € N’y C' € B. Aplicando este proceso para
intervalo cerrado f(¢;) con t; € N, se tiene que:
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G(flrey) =P vzt (2.10)

donde 71 (ZF) y 772(775 ) son conjuntos degenerados, para cualesquiera indices
J v k, respectivamente. Por otro lado:

A= ({1} % g(f|f(ti)))] U [U (CL(C) x f(C) x fz(C))] . (2.11)

tieN ceC

donde C es el conjunto formado por las componentes de [0, 1] \ V. Por (2.10)
se sigue que:

{m}><g(f“un)::[LJ{Q}><7¥}LJ[LJ{Q}><Z$].

Observemos que 71 ({t;} x P?), ms({t;} x P7) y mo({t;} x ZF) son conjuntos
degenerados. De nuevo, como f es una funcion escalera, mo(C1(C) x f(C) x
f2(C)) es un conjunto degenerado. Renombrando a estos conjuntos y cata-
logandolos segun la cardinalidad de sus proyecciones podemos reescribir A,

A2 - UP] UUIk,

donde cada P’ y Z* son conjuntos cerrados tales que 7wy (P?) y mo41(Zy) son
conjuntos degenerados, para cada [ =0, 1.

Del mismo modo, y debido a la confusion que pueden llegar a ser los
indices, es posible adaptar la prueba para cada conjunto A,,, de forma que:

A, =P ul 7t (2.12)

como sigue:

donde cada P’ y Z* son conjuntos cerrados tales que my(P?) y o1 (Z%) son

conjuntos degenerados, para cualesquiera j, k y para cada [ = 0,1, ..., L%lj

Asi, garantizamos que, por lo menos [”THJ de las proyecciones de cada uno

de estos conjuntos cerrados es un conjunto degenerado. Por tanto, es posible
|25 ]

exhibir un encaje de cada uno de estos conjuntos en el producto [] [0, 1],

k=1
en el que no se consideren aquellas coordenadas donde las proyecciones de
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PJ o IF sean conjuntos degenerados. Por el Teorema 1.27, se sigue que P7 y
T* tienen dimensién de a los més L”T“j Para concluir, por el Teorema 1.26
y, dado que en la igualdad (2.12) se trata de una unién finita de conjuntos
cerrados, se sigue que dim(A,,) < L”T“j . Lo que completa nuestra prueba. [

El Teorema 2.40 es de utilidad para garantizar que dada una funcién
escalera y libre de diagonal superior f, la dimension del limite inverso gene-
ralizado obtenido con f, estd acotada. El valor de la cota la obtenemos con
el Teorema 2.11. Para dar claridad en los encajes que damos en la prueba
usamos la representacién de un punto como una n-ada. De igual forma le
sugerimos al lector que retome el enunciado establecido en el Corolario 2.13
ya que lo necesitamos para los siguientes resultados.

Teorema 2.40. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior tal
que f(1) = {1} Sim € N es el minimo numero natural tal que f™ = F*;
donde F* es la funcion definida en el Ejemplo 2.8. Entonces dim(A,,) < mT“,
para toda n € N.

Demostracion. Sea f una funcién escalera y libre de diagonal superior tal
que f(1) = {1}. Por el Corolario 2.13, existe m € N tal que f™ = F* y tal
que es el menor nimero natural con esta propiedad. Por la definicién de F™*,
para cada t # 0 tal que t € f(t'), ' = 0. Por el Proposicién 2.39, si n < m,
dim(A,) < ™. Sea n > m, definimos:

Elz{mGAn . ZL‘m+1:1}.

Como cada (m + 1)-ésima coordenada de todos los elementos de E; es cons-
tante, £ es un subconjunto cerrado. Dado que f(1) = {1}, si x € By,
x, = 1, para cada k > m + 1. Sea e; : B4 — A,, la funcién dada por:

61((1’1, ceey l‘n+1)) = ([L’l, ceey ajm—&—l)-

Entonces e; representa un encaje, debido a que las coordenadas de todos
los elementos de E; coinciden con 1 a partir del indice m + 1. Asi, por la
Proposicion 2.39 y los Teoremas 1.24 y 1.25, dim(E;) < ™. Para cada
s > m + 3, definimos el conjunto:

ES:{:BEAn : xszlyxs_l#l}.

Sea x € E. Asi como lo justificamos para F1, se sigue que F, es un conjunto
cerrado. Por definicién de los conjuntos A,, zs_1 € f"™(zs_1_m). Por otro
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lado, ya que xs_1 # 1y f™ = F* tenemos que zs ,,—1 = 0. Dado que f
es una funcién libre de diagonal superior, z; = 0, para cada i < s —m — 1.
Por lo tanto, para cualquier elemento de F,, cada una de sus coordenadas
mayores a s — 1 coincide con 1, miéntras que cada una de sus coordenadas
menores a s —m — 1 coincide con 0. Sea e, : Ey, — A,, la funcién definida
por:
es((x1, ey Tnt1)) = (Ts—me1y ooy Ts—1)-

Entonces e, es un encaje. Por la Proposiciéon 2.39 y los Teoremas 1.24 y 1.25,
dim(E,) < [21).

n+1
Ahora, definimos Fy = A, \ {El u u ES} . Veamos la forma que tienen
s=m+3
los elementos de Ey. Sea & € Ey. Dado que  no pertenece a Ey, x,,12 # 1.

Como f es libre de diagonal superior, z; # 1, para cada i < m+2. Como @ no
pertenece a F,, 13, T3 # 1. Continuando de esta forma, se sigue que z; # 1,
para cada i = 1,...,n+ 1. Por otro lado, si z; fuera distinto de 0, para algin
kE <n+1—m.Dado que xyin, € f"(zx) y f™ = F*, se tiene que xyyy = 1,
lo cual es una contradiccién. De manera que, PrH (z) = O,41-m, para
cualquier x € Ey. Sea ey : Ey — A,, la funcién dada por:

€01y s Tns1)) = (Tnpams s i),

Entonces ¢ es un encaje. Por la Proposicién 2.39 y los Teoremas 1.24 y 1.25,

se tiene que dim(FEp) < 2.

Para concluir, mostremos que E, es un conjunto F,, para cada s > m+3;
es decir, es posible representar a F, como la unién numerable de conjuntos
cerrados, para cada s > m + 3. Como f es una funcién escalera, {t € [0, 1] :
f(t) = 1} tiene un ndmero finito de componentes Ji, ..., J;; més atn, como
f es libre de diagonal superior, podemos numerar estas componentes del tal
forma que J, sea la componente que tiene a 1. Asumamos que .J, = [a, 1]. Sea
(ax)?2 sucesién creciente tal que a < ag, para cada k € N y convergente a 1.

o0
De modo que [a,1) = | [a,ax]. Por lo tanto, {t € [0,1] : f(¢t) =1} \ {1} =

k=1

U Bk donde By = Ji, para cada k = 1,...,q — 1 y By = [a, ai], para todo
k=1
k > q. Sea Fj, = {:v €A, : 1,1 € Bk}. Entonces F} es cerrado, para cada

ke N,y Es = |J Fg. Debido a que dim(FEy) < LmTHJ, por la Proposicién
k=1
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1.24, dim(F,) <[], para cada k € N. De este modo, por el Teorema 1.26,
dlm( n) <[], Esto concluye nuestra prueba. O

Corolario 2.41. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior
tal que f(1) = {1}. Si m es el minimo nimero natural tal que f™ = F*.

Entonces dim <h’mg f) < | mH

—
Demostracidn Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior tal
que f(1 {1} Por el Corolario 2.13, existe m € N tal que f™ = F*y

tal que es el menor nimero natural con esta propiedad. Por los Teoremas
1.25 y 2.40 y la Proposicién 2.20, dim(Gy) < ZH, para cada k € N. Por los

Teoremas 1.39 y 1.63, se tiene que dim (h’mg f) < LmT“J O
H



Capitulo 3

Arcos y dendritas

En esta seccién demostramos que para toda f funcion escalera y libre de
diagonal superior tal que f(1) = {1}, limg f es localmente conexo. Con este
—

resultado, el Teorema 1.37 y el Corolario 2.30, establecemos que limg f es
H
una dendrita. Garantizamos condiciones para las cuales limg f es un arco.

Para la segunda secciéon extendemos los resultados del Ca&ulo 2 junto con
los de la proxima seccién a los limites inversos generalizados definidos para
el conjuntos de los ntimeros enteros Z y los niimeros enteros negativos. Para
concluir el capitulo, enunciamos los resultados que obtuvimos para las fun-
ciones escaleras y libres de diagonal superior para el caso de las funciones
escalera libres de diagonal inferior.

Lema 3.1. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior tal que
f(1) = {1}. Entonces limg f es localmente conezo.
H
Demostracion. Mostremos que limg f \ {1} es localmente conexo. Sea p €
H
limg £\ {1}. Dado que f es una funcién escalera, libre de diagonal superior

P
y f(1) = {1}, por el Teorema 2.16, existe un nimero natural m, tal que
pr = 0, para cada k > m, donde p, representa la k-ésima coordenada del
punto p y m es el menor niimero natural con esta condicién. Sea un conjunto
abierto U de limg f tal que p € U. Los siguientes casos son posibles:

—

Caso I. p # 0.

63
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Como f es una funcién escalera, libre de diagonal superior, y f(1 {1}
se tiene que 0 € N. Demodoquesuyef()conté/\fyt;«é() y > 0.
Esto implica que existe un abierto Wy tal que 0 € Wy y Wi N f(t) = (), para
cada t € N'\ {0}. Sea W = W; x W, un abierto en [0, 1]? con las siguientes
propiedades:

W

’
(Olpm,] ) ,f"
! L
e

Figura 3.1: Forma del abierto W en el Lema 3.1.

1) (0,pm_1) ew.
ii) Siempre que y € Wi, con y € f(x), se tiene que x = 0.
Definimos W' = 7 Y(Wy) Nt (Wa), donde 7y, T ¢ [T10, 1% — [0, 1]

k=1
son las correspondientes funciones proyeccion. Entonces UNW' es un abierto

en limg f con p € UN W’y tal que:
H

iii) 7, 1(UNW') C Wy, Debido a que UNW' C 7.1 (Ws).
iv) 7, (UNW’') C Wy. Debido a que U N W' C 7L (W,).

V) T (U N W) = {0}. Debido a que, si z € UN W', como z, €
f(zZma1) N WYy, por iv), z, € Wi y de ii), se tiene que 2,11 = 0.

Por lo tanto:

UNW' =P, (UnW)x [] {0k (3.1)

k>m—+1

Los siguientes enunciados se satisfacen:
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vi) Pn(U NW’) es un abierto en G,,_1; donde G, corresponde al con-
junto dado en (1.7). Sea ¢ € P, (U N W'). Por (3.1), el elemento

q* € H[O 1]k, para el cual P,(q*) = qy ¢f =0, para cada k > m+1,

pertenece a UNW' y por tanto, a hmg f. Como U N W’ es abierto

de limg f, existe € > 0 tal que B, f(q ,€) C UNW'. Mostremos
— —

que existe un abierto O en G,,_1 tal que g € O C P,,(UNW'). Sea
O = Bi™ (q.e)N{x € Gp_1 & x € Wi}, dado que {z € Gy
Ty, € Wi} es un abierto en G,,_1, O es un abierto en G,,_;. Puesto
que q € P,(UNW’), por ii), ¢, € Wi, de modo que, q € O. Mos-

tremos que O C P,(UNW'). Sea z € O, definimos z* € H[O 1k

tal que P, (2*) = z y z; = 0, para k > m + 1. Como z, E W1 y
Zm+1 = 0, se tiene que z,, € f(zma1). Asi, z € limg f. Observemos que

H
D,.(z,q) = D(z*,q") y D(z*,q*) < e. Por lo tanto, 2 €¢ UNW"y,
por (3.1), z € P,,(UNW’). Esto concluye que O C P,,(UNW’).

Por la Proposicion 2.20 y el Teorema 2.21, GG,,,_1 es localmente conexo.
Por lo tanto, existe un abierto y conexo V en G,,_; tal que:

Vi) Po(p) € V C Po(U N W),

Sea V =V x ][] {0}. Por (3.1), p € V C (UNW’). Mostremos que
k>m—+1

V es un abierto en limg f. Sea w € V. Como V' y W5 x W son abiertos,
—

existe € > 0 tal que Bg:nnfl(Pm(w), €) C V y, para cualquier pareja ordena-

da (a,b) tal que |wg’,,j11_b| + |w§ﬁ;a‘ < €, (a,b) € Wy x Wi. Mostremos que
Blll)mg slw,e) CV. Seaw' € mag #(w, €), por la definicién de la métrica Dy,

|wm—1—w,, 4]

se tiene que D,,(Pp(w), P,(w') < ey ;m =L+ ‘wm2nfum| < ¢ por lo
tanto, (w!,_,,w.,) € Wy x Wi. Ahora, como w;, € Wy y w,, € f(w m+1) por

ii), se sigue que wy,,; = 0y, como 0 tinicamente pertenece a f(0), se sigue
que wy = 0, para cada k > m+ 1; por lo tanto, w’ € V. Con esto mostramos

que BP (w, €) C V y con esto que V es un abierto en limg f.
H

hmg f

Caso II. p = 0.
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Sean W un abierto como en el Caso I y V} un abierto y conexo tal que
0 Vi CW.SeaV =1V, x [[{0}. Mostremos que V = V; x [[{0} es

k>2 k>2

un abierto en limg f. Por ii), V C limg f. Sean w € V y € > 0 tales que
— —

(wy — 2¢,w; +2¢) C Vi. Veamos que Blif?_m_g flw,e) CV.Siw' € Blf[i“lg slw,e),

por la definicién de la métrica D, ‘1”1;21”/1' < €. De modo que w| € V; y, por

construccién del abierto Wy, wy, = 0, para cada k > 2. De modo que w’ € V;

por lo tanto, V es un conjunto abierto en limg f.
—

Figura 3.2: Forma del conjunto V;, para el Caso II del Lema 3.1.

Es inmediato notar que, para ambos casos, V es un conjunto conexo tal
que p C V C U; por lo tanto, limg f \ {1} es localmente conexo y, por el
—

Teorema 1.10, se concluye que limg f localmente conexo. O]
—

Los siguientes teoremas nos relacionan a las funciones escalera, libres de
diagonal superior con su iteracién f? y el limite inverso generalizado.

Teorema 3.2. Sea f una funcion escalera tal que limg f no contiene curvas
—

cerradas simples o dim(limg f) = 1. Entonces f? es una funcidén escalera.
<_

Demostracion. Para probar que f? es una funcién escalera, basta que para
cada componente C' de [0,1] \ NV, el conjunto f?(C) sea degenerado pues N
es un conjunto finito.

Sea C* una componente de [0,1] \ Ny supongamos que f*(C*) es un
conjunto no degenerado. Como f es una funcién escalera, f(C*) es un con-
junto degenerado, digamos {c;}; de modo que f*(C*) = f(c;). Dado que
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C1(C*) es un intervalo, por la Proposicién 2.9, existen t, € Ny un intervalo
[a,b], tales que [a,b] C C* y [a,b] C f(ts). Sea {a,}22, una sucesién tal que
ar € f(agy), para cada k > 0, donde o = t5 .Definimos:

Q={(w,c1,2) 1we fla)yz€a,b]} x H{ak}

k>0

Entonces 2 es una 2-celda contenida en limg f; lo cual es una contradic-
<;

cion, pues hmg f no contenga curvas cerradas simples o bien dlm(hmg f)=

1; por tanto, fz( ) es un conjunto degenerado, para cada componente C, de
[0, 1]\ V. Esto muestra que f? es una funcién escalera. O

Lema 3.3. Sea f una funcion escalera y libr’e de diagonal superior tal que
f? es una funcidn escalera. Entonces 0 € f(0 {1}

Demostracién. Sea C' la componente de [0,1] \ AV tal que 1 € CI(C). Dado
que f es una funcién escalera, f(C') es un conjunto degenerado, digamos {¢}.
Por otro lado, como f es libre de diagonal superior, f(t) C (t,1]. De modo
que ty > t, para cada t € C pero esto sélo es posible cuando t5 = 1. De
este modo, se tiene que f(t) = {1} para cada t € C. Ahora, si f(1) fuera es
un conjunto no degenerado se sigue que f2(t) es un conjunto no degenerado,
para cada t € C, lo cual no es posible debido a que f? es una funcién escalera
Para concluir, dado que f es suprayectiva, libre de diagonal y f(1) = {1}
se tiene que 0 € f(0).

Teorema 3.4. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior tal

que f? es una funcion escalera. Entonces limg f es una dendrita.
<_

Demostracion. Sea f es una funcién escalera y libre de diagonal superior

tal que f? es una funcién escalera. Por el Corolario 2.30 y los Lemas 3.1

y 3.3 se sigue que limg f es un continuo tipo arbol y localmente conexo,
(—

respectivamente y, por el Teorema 1.37, se sique que limg f es una dendrita.
-
]

El siguiente corolario nos permite identificar a los tipos de subcontinuos
de limg f para una funciéon f con las caracteristicas del Teorema 3.4. Los
H

clasificamos segtin tengan al elemento 1 o no lo tengan.
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Corolario 3.5. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior tal

que f? es una funcion escalera. Entonces todo subcontinuo K C limg f tal
—

que 1 ¢ K es un drbol.

Demostracién. Sea K un subcontinuo de limg f tal que 1 ¢ K. Por el
—

Corolario 2.17, existe M € N tal que K es homeomorfo a Py (K). Por la
Proposicién 2.20 y el Lema 2.29 tenemos que Gj;_1 es un arbol y dado que
Py (K) es un subcontinuo de Gyy—1, por el Teorema 1.18, Py (K') es un arbol;
por lo tanto, K es un arbol. O

Los siguientes dos ejemplos de funciones escalera muestran que las dos
condiciones para el Teorema 3.4 son necesarias. En el primero omitimos la
condicién de que f? sea una funcién escalera. Para el segundo definimos una
funcion escalera que no es libre de diagonal superior. Quiero agradecer al
Profesor W. S. Charatonik por el segundo ejemplo.

Ejemplo 3.6. Sea f :[0,1] — C([0,1]) la funcion escalera definida por:

(10,1, t=0;

(/2),  0<t<i/a
) /2.3, t=1/4
FO=9 g3/, 1ja<t<1/2
B/41],  t—1/2

L {1}, 1/2<t<1.
Entonces limg f no es una dendrita.
—
1 i
3/4 rd
1/2 v
."/’(
0 1/4 1/2 1

Figura 3.3: Grafica del Ejemplo 3.6.

Demostracion. Observemos que f es libre de diagonal superior y, por la defi-
nicién de f, [3/4,1] C f?(t), para cada t € [0, 1/4]; es decir, % no posee una
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cantidad finita de puntos ¢ donde f?(¢) no es un conjunto degenerado; por lo
tanto, f2 no es una funcién escalera. Por otro lado, como f(1/2) = [3/4,1],
1/2 € f([0,1/4]) y £(0) =[0,1], el conjunto

[3/4,1] x {1/2} x [0,1/4] x J[{0}

k>4

es una 2-celda contenida en limg f; por tanto no puede ser una dendrita. [
(;

Ejemplo 3.7. (W. S. Charatonik.) Sea f : [0,1] — C([0,1]) la funcion
escalera (funcion H ) definida por:

(0], t=0,1
f(t)—{g/g}, 0<t<l.

Entonces limg f no es una dendrita.
(—

1/2

o ]

Figura 3.4: Grafica del Ejemplo 3.7 (funcién H).

Demostracion. Dado que f(1/2) = {1/2} y f(0) = f(1) = [0, 1] se sigue que

f* = f, para cada n € N. Claramente, f no es hbre de diagonal superior.

Veamos ahora que limg f no es localmente conexo en el punto 0. Para ello
“—

utilizamos la definicién de la métrica D que definimos en (1.2). Sea x €

Bl?mg £(0,1/8). Entonces |z1|/2 < D(%,0) < 1/8, de modo que |z;| < 1/4; es
de(31r x1 € [0,1/4]. Por la definicién de f se sigue que x5 € {0,1} y, dado que

_1({0 1}) = {0,1}, obtenemos que z; € {0,1}, para todo k > 2. De modo
que mag £(0,1/8) € [0,1/4] x []{0,1},. Ahora bien, por la Proposicién
k=2
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1.3, JT{0, 1}« es homeomorfo al conjunto de Cantor y, dado que el conjunto
k=2

de Cantor es totalmente disconexo, el conjunto [0,1/4] x [] {0, 1}, no puede
k=2

contener conjuntos conexos con interior no vacio; por lo tanto, no puede

existir un conjunto abierto y conexo de limg f contenido en B, ;(0,1/8).

P
De manera que, limg f no puede ser una dendrita. O
%

El siguiente resultado establece cuando garantizamos que limg f es un
%

arco con funciones escalera.

Corolario 3.8. Sea f funcion una escalera y libre de diagonal superior tal

que f? es una funcién escalera y G(f) es un arco. Entonces limg f es un

-
arco.

Demostracion. Sea f una funcién escalera y libre de diagonal superior, tal
que f2 es una funcién escalera y G(f) es un arco. Por el Lema 3.1, limg f es
«—

localmente conexo. Por los Teoremas 1.63 y 2.31, limg f es un continuo tipo
(—

arco y, por el Teorema 1.38, se sigue que limg f es un arco. O]
—

Para la prueba del siguiente corolario recordemos que dada una funcion
escalera f, en (2.3), se establecié que f(t;) = [pi, ¢;], para cada t; € N.

Corolario 3.9. Sea f funcion una escalera tal que limg f es un arco. En-
(_

tonces f? es una funcién escalera y G(f) es un arco.

Demostracion. Sea f una funcién escalera tal que limg f es un arco. Por
H

el Teorema 3.2, f? es una funcién escalera. Supongamos que la gréfica de f
contiene un triodo simple. Dada la definicién de funcién escalera, los puntos
de ramificacién de la gréifica de f deben de ser de la forma (¢;, ¢), para algin
t; € N. Los siguientes casos son posibles:

Caso I. Si ¢ € (pi, q:).

Como f es una funcién escalera, f(z) = {c}, para cada z € (t;_1,t;)
0 z € (t;,t;41). Sin perder generalidad, supongamos que f(z) = {c}, para



71

(t;,c)

Figura 3.5: Punto de ramificacién de G(f) (Caso I).

cada z € (t;_1,t;). Por la Proposicién 2.9, existen t; | < a < t; y t, € N
tales que [o, t;] C f(ts). Sea {a,}5°, una sucesién de [0, 1] tal que ag =t y
a, € f(ans1), para cada n > 0. Definimos:

Ti=[{(c,t) : teat}U{(wt) : we ft:)}] x [[{an}-

n>0
Entonces T es un triodo simple contenido en limg f; lo cual es una contra-
H
diccion.
Caso II. Sic=p; 0 c =g;.

(t,'J C}

-

...._____-__
Ln]

I

-8

Figura 3.6: Punto de ramificacién de G(f) (Caso II).

Sin perder generalidad, supongamos que ¢ = ¢;; por tanto, f(z) = {¢},
para cada z € (t;_1,t;41) con z # t;. De modo que, 0 < t; < 1. Por la
Proposicién 2.26, existe t, € N tal que t; € (ps,qs). Sean [a,b] un intervalo
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tal que t; € (a,b) C (ps,qs) N (ti—1,tiy1) ¥ una sucesion {«a, }22, de [0, 1] tal
que ag =ts v a, € f(apy1), para cada n > 0. Definimos:

Tp=[{(wt;) : we ft)}U{(a2) : z€lab]}] x [[{an}

n>0

Entonces Ty es un triodo simple contenido en limg f, lo cual es una contra-
H

diccidn; por lo tanto, G(f) no puede contener puntos de ramificacén.

Por el Teorema 2.3 se tiene que G(f) es un arbol, de modo que G(f) es
un arco. Esto concluye la prueba de nuestro corolario. O

Teorema 3.10. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior tal

que limg f es una dendrita, la cual no es un arco. Entonces 1 es el unico
P

punto limite del conjunto Ram(limg f).
—

Demostracion. Sea f una funcién escalera tal que limg f es una dendrita
H

la cual no es un arco. Por el Teorema 3.2 y el Corolario 3.8, f? es una

funcién escalera y G(f) contiene un triodo simple, respectivamente. Por lo

establecido en la prueba del Corolario 3.9, un punto de ramificacién de G(f)

tiene la forma (t;, ¢), para algin t; € N. De nuevo, dos casos son posibles y

son los mismos que para el Corolario 3.9. Definimos una sucesiéon de triodos

simples {7},}>°, contenidos en limg f cuyos puntos de ramificaciéon {p"}>>,
“—

convergen a 1.

Sean 17 y T5 los triodos simples definidos en la prueba del Corolario 3.9.
Debido a que f? es una funcién escalera, ¢ ¢ A. Como f es una funcién
escalera, por el inciso i) de la Proposicién 2.9 existe, para ambos casos,
un intervalo [¢/,0'] C f(t;) tal que ¢ € [d/, V] y f([/,V]) es un conjunto
degenerado, digamos que f([a’,¥]) = {50}

Sean T} y Ty los triodos simples obtenidos al reemplazar f(t;) por [a’, V]
en cada caso. Dado que f? es una funcién escalera, f"(3y) es un conjunto
degenerado para cada n € N; digamos que f"(5y) = {/Bn}, para cada n € N.
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~+|———————
[ S

i

Figura 3.7: Triodos simples T} (derecha) y Ty (izquierda) en G(f).

Definimos:

T ={ (B, Bo)} X T} k=1,2. (3.2)

Entonces 7} es un triodo simple para los cuales se cumple que limg f tal
%

que p* = (Bn, ..., P1, ¢, tiy ts...) es punto de ramificacién de T}, para cuales-
quieran € Ny k = 1,2; por tanto, p” es un punto de ramificacion de limg f.

P
Dado que f es libre de diagonal superior 3y # 0. Por el Teorema 2.11 y el
Lema 3.3, existe m € N tal que §, = 1, para todo k£ > m, de modo que la
sucesién {p"}>, converge a 1.

Supongamos que existen un punto g en limg f\ {1} vy {g"}>2; una
«—
sucesiéon que converge a q con g" un punto de ramificacién de limg f y

H
q" # q, para cualesquiera n,m € N. Sea K un subcontinuo de limg f tal
e

que ¢ € Int (K). De modo que, para n suficientemente grande, g* es un
punto de ramificacion de K, para cada k > n. Por el Corolario 3.5, K es un
arbol. De forma que K tiene una infinidad de puntos de ramificacién; lo cual
es una contradiccion. Esto concluye nuestra prueba. ]

En [10], Vidal-Escobar, Ivon y Martinez-de-la-Vega, Veronica muestran
que toda dendrita con una cantidad finita de puntos ramificaciéon obtenida
como limite inverso generalizado bajo una misma funcién scs satisface que
éstos puntos pertenecen a un mismo arco. La pregunta natural seria: ;Este
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resultado se sigue conservando sin la condicion sobre los puntos de ramifica-
cién? La respuesta es negativa y se muestra en el siguiente ejemplo. Antes de
analizar el ejemplo, tomemos en cuenta que si una dendrita tiene a todos sus
puntos de ramificacién en un mismo arco, entonces cualquier subcontinuo de
ésta, que también seria una dendrita, satisface ésta misma condicién. Con
esto en mente, procedamos con nuestro ejemplo.

Ejemplo 3.11. Sea f : [0,1] — C([0,1]) la funcion escalera definida como
Sigue:

[ [0,1], t=0;
{1/2}, 0<t<1/8;
£(t) = [1/2,1], t=1/8;
{1}, 1/8 <t < 3/4;
[7/8,1], t=3/4;
L {1}, 3/4 <t <1.
Entonces limg f es una dendrita que tiene una infinidad de puntos de rami-

H
ficacion y no pertenecen a un mismo arco.

Demostracion. Observemos que f es una funcién escalera y libre de diago-
nal superior. Por la definicién de f, se tiene que f((0,1/8]) = [1/2,1] ¥
f([1/2,1]) = [7/8,1]. De forma que, f*((0,1/8]) = [7/8,1] y f*([1/2,1]) =
{1}. Asi, f? es una funcién escalera. Por estas mismas afirmaciones observe-
mos que f3 = F*, donde F* es la funcién definida en el Ejemplo 2.8. Por el

Teorema 3.4, limg f es una dendrita. Como f? es una funcién escalera, por
i

el Lema 2.29, As es un arbol y tiene a (0,3/4, 1) como punto de ramificacién
y no pertenece al arco que va de (0,0,0) a (1,1,1).

1
7/

1/.

0 1/8 3/4 1

Figura 3.8: Grafica del Ejemplo 3.11.
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Az [ L4

(0,3/4,1)

Figura 3.9: Grafica de A, para la funcion del Ejemplo 3.11.

Por otro lado, dado que f(0) = [0,1] y, por la Proposicién 2.20, As es

homeomorfo a G, se tiene que el conjunto dado por Go x [[{0}x es un sub-
k>4
continuo de limg f que no contiene a sus puntos de ramificaciéon dentro en el

<—
mismo arco. Esto implica que limg f tampoco los puede tener. Como mos-
<;
tramos en el Teorema 3.10, limg f, tiene al menos una cantidad numerable

(_
de puntos de ramificacion. Esto concluye nuestra afirmacion. ]

Teorema 3.12. Sean f una funcién escalera tal que f* es una funcién es-
calera y n € N. Entonces 04, (p) < 4, para cada p € A,.

Demostracion. Hagamos la prueba por induccién sobre n. Para n = 1. Por
la Proposicién 2.20, basta con mostrar que 04,(p) < 4, para cada p € G(f).
Analicemos los posibles casos:

Caso 1. Si p = (u,v), donde u € [0,1] \ V.

Entonces p pertenece al arco C1(C') x {v}, donde C' es la componente de
[0,1] \ W tal que u € C'y f(C) = {v}; es decir, 04, (p) = 2.

Caso 2. Si p = (t;,v).

Sean C'y C* las componentes de [0, 1] \ NV tales que t; € C1(C') N Cl(C*),
distinguimos aqui dos posibilidades:
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Caso 2.1. Si {v} # f(C) y {v} # f(C*).

Entonces p pertenece al interior del arco {t;} X f(t;), por lo que 84, (p) = 2.

Caso 2.2. Si {v} = f(C) o {v} = f(CO).

Entonces en el punto p salen a lo mas los siguientes arcos C1(C) x {v},
CI(C™) x {v}, {t:} x [pi, v] y {ti} x [v, ;], donde se defini6 que f(t:) = [pi, ¢il;
por lo tanto, 04, (p) < 4.

Esto concluye la prueba de la base de la inducciéon. Supongamos que el
resultado es valido para A,_1; es decir, que todo elemento de A,_; tiene
orden menor o igual a 4. Veamos que se sigue cumpliendo para A,. Antes de
continuar con la prueba. Dado que f? es una funcién escalera, por el Lema
2.29, A,, es un arbol, para cada n € N. Sea p € A,,. De nuevo consideramos
dos casos:

Caso A. Si p ¢ N™HL

Sea C' la componente de [0,1] \ N tal que f(C) = {pn+1}. Sea Vi x V5
un abierto y conexo de [0,1]% tal que (Vi x Vo) NG(f) C C x {ppy1}- Por la
Proposicién 2.21 y la continuidad de la funcién 7, |4, , : A,—1 — [0, 1], existe
un conjunto abierto y conexo U en A, ; tal que P""(p) € U y z, € Vi,
para cada x € U.

Definimos K = Cl(U) X {pn11}. Por las caracteristicas de U, se sigue que
K es un subcontinuo contenido en A,, tal que p € K. Mostremos ahora que p
es un punto interior de K. Para ello, veamos que U X {pp+1} = (U x V5) N A,,.
Solo es necesario verificar que (U x Vo) N A,, C U X {pns1}. Sea g € (U X
V2) N A,. Como g, € Vi'y (qn, qnt1) € G(f), se tiene que gni1 = ppi1; por lo
tanto, ¢ € U X {pns1}. Asi, p € Inty, (K).

Por otro lado, dado que 04, ,(P"™(p)) < 4y la (n+1)-ésima coordenada
de cada elemento de K es p,y1, se sique que 04, (p) < 4.

Caso B. Si p € NHL,

Dado que f? es una funcién escalera, se sigue que {p,41} # f(C) y
{pns1} # f(C*), donde C' y C* representan las componentes de [0,1] \ N
tales que C1(C') N CI(C*) = {p,}. Sea Vi x V5 un abierto y conexo de [0, 1]?
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tal que (Vi x Vo) NG(f) C {pn} X f(pn). Por otro lado, por el Teorema 2.21,
la Proposicién 2.28 y la continuidad de la funcién m,|a, , @ An—1 — [0, 1],
existe un abierto y conexo U de A, tal que UNN™ = {Pr(p)} y z, € V1,
para cada x € U.

Definimos K = P""!(p) x f(p,). Entonces K es un subcontinuo de A, 1.
Mostremos que p es un punto interior de K. Para ello, veamos que (U X
Vo) N A, = P"(p) x V5. Como se puede notar, sélo es necesario verificar
que (U x Vo) N A, C P (p) x Va. Sea g € (U x V3) N A,. Como ¢, € V,
i1 € VoV (Gn, qur1) € G(f), se sigue que ¢, = p,. Dado que p, € N,
por la Proposicion 2.25, se tiene que g, € N, para cada k < n; es decir,
Ptl(g) € N™. Dada la eleccién de U, se sigue que P*"!(q) = P"!(p); por
lo tanto, g € P"(p) x V,. Asi p pertenece al interior del arco K C A, y,
dado que A,, es un érbol, 64, (p) < 2. Esto concluye la prueba de nuestro
teorema. O]

Corolario 3.13. Sean f una funcién escalera tal que f? es una funcién
escalera y n € N. Entonces 0, (p) < 4, para cada p € G,,.

Demostracion. Este resultado es una consecuencia inmediata de la Proposi-
cién 2.20 y el Teorema 3.12. [

Veamos qué sucede con el orden de cada uno de los puntos de la dendritas
obtenidas con las funciones escalera con estas caracteristicas.

Corolario 3.14. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior tal
que limg f es un dendrita. Entonces, Omg £(p) < 4, para cada p € limg f.
— — —

Demostracién. Sea p € limg f \ {1}. Por el Teorema 3.2, f? es una funcién
H

escalera y por el Lema 3.3, f(1) = {1} Ahora, por el Teorema 2.16, el Lema

3.1y el Corolario 3.5, existen un arbol K y N € N tales que p € Int (K) C

K C limg f\ {1} y K es homeomorfo a Py(K) con Py(K) C Gy_1; por
—

tanto, del Corolario 3.13, se concluye que O £(P) = Ocy_, (Pn(p)) < 4.

Para el caso de p = 1, por el Corolario 2.18, se tiene que 1 no es de corte;
es decir, fmg (1) = 1. Esto concluye la prueba del corolario. O

En resumen, lo que hicimos en esta seccion es lo siguiente. Dada una
funcién escalera y libre de diagonal f tal que f? es una funcién escalera, se
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concluye que limg f es una dendrita. Ahora bien, si definimos:
—

A={KeClimg f):1¢ K} y B={KecC(imgf):1e€K}.

Entonces

» 1 es un punto extremo de la dendrita limg f.
—

C(limg f) = AUB

» Para todo K € A, K es un arbol.

» Para todo K € B, 1 es el tnico punto limite de Ram(K).

3.1. Enteros y negativos

En esta seccién damos la definicion de los limites inversos generalizados
para un conjunto dirigido distinto de N. Muchos resultados interesantes de
esta definicion se han encontrado desde entonces, algunos de ellos debido a S.
Varagona [18] y més recientemente por P. Vernon [21]. Durante las siguientes
paginas nos enfocamos en el comportamiento de las funciones escalera en los
limites inversos generalizados definidos sobre los niimeros enteros y los enteros
negativos.

Representamos por Z~ al conjunto de los niimeros negativos y en los
productos [][0,1]x y ]I [0, 1], definimos las métricas:

keZ keZ—
Dz : [0, 1 x [JI0. 1]k = R y Dz J]10,1s x [T 0,1 = R,
kEeZ kEZ keZ~ keZ~

de la siguiente manera:

\xk—yk\ \xk—yk\
@y =)~ o Y Dz-( =2 o (33)
kEZ keZ—
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Para cada n € N, en el producto [] [0, 1] definimos la métrica D_,, ,, :

k=—n
n

IT [0,1]x x [ [0,1]x — R de la siguiente manera:
k=—n k=—n

|$k—yk|
Dolay) = 30 ] (3.4)
k=—n

Observemos que la métrica D_,, ,, generaen [] [0, 1], la topologia usual.

k=—n
n

De modo que [] [0, 1]; sigue siendo compacto con D_,, .
k=—n

n 2n+1
Proposicién 3.15. Los espacios ( IT [o, 1]k,D—n,n) Yy ( IT [0, 1]k,D2n+1)
k=—n k=1
son homeomorfos, para cada n € N.

Demostracion. Sea n € N. Dado que ambos espacios son compactos basta
con definir una funcién continua y biyectiva entre ellos. Sea

Rn : < ﬁ [O, 1]k: Dn,n) — <2ﬁ1[0, 1]k: D2n+1>

k=—n k=1

dada por:

Ro((Z—ny ooy Ty ooy Tn)) = (27, 29, o0, T 1),

donde x}, = ®_(n+1), paracada k =1, ...,2n+ 1. Es claro que R, es biyectiva
debido a que sélo se recorren los indices de —n hasta 1 y de n hasta 2n + 1.

Resta mostrar la continuidad de la funcién R,. Para ello, dados @ y o’ en
n

[T [0, 1], se satisface que:

k=—n
D2n+1(Rn<w>7 Rn(wl)) S 2nD7n,n(w> ml)u

debido a que, para cualesquiera nimeros reales no negativos a_,, ..., ag, ..., an
se tiene que:
n 2n+1

Yoo <2n Z o5, donde b; = a;_(n11).
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Esta desigualdad muestra que R,, es una funcién continua. O

Definicién 3.16. Sea f : [0,1] — C([0,1]) una funcion scs. Definimos y
denotamos al limite inverso generalizado de f sobre Z~— como el conjunto de
puntos:

limg f={x e [ [0,1]:zx_1 € f(zx), para cada k € Z~}
— z- keZ-

Definicién 3.17. Sea f : [0,1] — C([0,1]) una funcion scs. Definimos y
denotamos el limite inverso generalizado de f sobre Z como el conjunto de
puntos:

limg f={x e [][0,1]x: xr_1 € f(xx), para cada k € Z}.
— z keZ

Hagamos un ejemplo del limite inverso generalizado con la Deinificién
3.16. Con este ejemplo mostramos que limg f y limg f pueden ser conjuntos
.(—

— z
topologicamente distintos y lo realizamos con una funcion escalera f.

Ejemplo 3.18. Sea f :[0,1] — C([0,1]) la funcion dada por:

0,1], t=0;
f(t):{ (1/2), 0<t<1.

Entonces limg f y limg f no son homeomorfos.
— — Z

1/2

o 1

Figura 3.10: Gréfica del Ejemplo 3.18.
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Demostracion. Hagamos el modelo para limg f.
—

Dado que f (%) = {%}, el elemento g € limg f. Sean x € limg f tal que
— —

T # g y m € N minimo tal que x,,11 # 1/2. Como z,,.1 € f(xpa2), por la
definicién de f, z,,.o = 0. Dado que 0 sélo estd en la imagen de 0, x = 0,
para cada k > m + 2. Para cada n € N definimos:

1
In:{weh’mgf:xkzg, sik<n-—1y, x, =0, sian—i—l}.
H

I

In+1

Figura 3.11: Interseccion de I, con I, en el Ejemplo 3.18.

Observemos que, para cada elemento del conjunto I,,, sélo cambia en la
n-6ésima entrada. Por otro lado, dado que f(0) = [0,1] y 5 € f(t), el conjunto

I, es un arco contenido en limg f y, por la definicién de la métrica D,
<—

didm(7,) < 2%, para cada n € N. Por otro lado, para todo « € I, ) = %,
paracadal <k <n-—1yx, =0, para cada k > n+ 1. Entonces I, N1, # ()
siysolosim=mnom=mn+ 1; mas ain, [, intersecta I,, en su punto

medio.
Por tanto, limg f = {g} Uy .
— n=1

Observemos que, dada la representacion de limg f, el conjunto de sus
H

puntos de ramificacién corresponde a la sucesién {p"}°°, donde p} = %,

para cada k < ny p} =0, para cada k£ > n+ 1. Esto implica que el conjunto

de los puntons de ramificacién de limg f tiene a % como unico punto limite.
«—

Veamos ahora el modelo de limg f.
— z
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I,

Figura 3.12: Modelo para limg f del Ejemplo 3.18.
—

Para ello, ocupamos algunos argumentos utilizados para hallar el modelo

de limg f. Primero, dado que f (%) = {%} y 0 € f(0), se tiene que g y 0
—

son elementos de limg f. Segundo, para cualquier « € limg f con x # 0,
— z — z
existe un minimo ndimero entero Ny, tal que xy, # 0. Como zn,_1 € f(zn,)

se tiene que Ty,—1 = %; por tanto, x; = %, para cada k < N; — 1. Por otro

lado, si @ € limg fy x # %, existe un minimo nimero entero Ns, tal que
— z

TN, # % Como zy, € f(zn,41) tenemos que zy,41 = 0y dado que 0 sélo
estd en la imagen de 0, se sigue que x, = 0, para cada s > N,. Por ultimo,
para cada n € Z definimos

1
In:{weh'mg fiop==sik<n—-1y, x,=0, sian—l—l}.
. 2
Por el mismo argumento empleado para I,, se sigue que Z, es un arco

contenido en limg  f y, dada la definicién de la métrica Dy, didm(Z,) < 5,

— z
para cada n € Z. Entonces Z,, N Z,, # 0 si y sélosi m =n om =n+ 1. Més
aun 7, intersecta a Z,, en su punto medio, para cada n € N.

Por lo tanto, limg f = {g,ﬁ} Uy Z.
— z

neL

Al igual que con la representacion de limg f, notemos que limg f tiene
— — 7
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Figura 3.13: Modelo para limg f del Ejemplo 3.18.

— Z

a % y 0 como unicos puntos limite de sus puntos de ramificacién. De modo
que limg f y limg f no pueden ser homeomorfos entre si. ]
— — Z

Una de las preguntas que se han hecho respecto al tema de los limites
inversos generalizados es saber qué continuos pueden obtenerse mediante una
sola funcion scs f. Por ejemplo, V. C. Nall muestra que no es posible obtener
2-celdas [15, Teorema 3.2, p. 1325], A. Illanes, muestra que no es posible
obtener una curva cerrada simple [4, Teorema 1, p. 2990] y, el mismo V. C.
Nall, muestra que la tnica grafica finita que es posible obtener mediante esta
forma es el arco [16, Teorema 13, p. 736]. En el caso de la definicién del
limite inverso generalizado en los enteros, algunos de estos resultados ya no
continuan siendo validos. P. Vernon, muestra que para la funcién f : [0, 1] —
C([0,1]) definida por f(1/2) = [0,1/2], f(1) = [1/2,1], f(z) = |22]/2 en

otro caso, limg f es una 2 celda, donde [-] representa la funcién mayor
— z
entero menor igual que [21, Ejemplo 6.

A continuacién, enunciamos los resultados sobre la compacidad y cone-
xidad, respecto a los conjuntos que se obtienen de las Definiciones 3.16 y
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3.17. Los teoremas que a continuacién enunciamos estan en términos de una
funcién f : [0,1] — C([0, 1]) scs. Sin embargo, su prueba para una familia de
continuos en general puede ser hallada en [18].

Teorema 3.19. Sea f una funcion scs y suprayectiva. Entonces limg f y
— z

limg  f son compactos y no vacios. [18, Teorema 2.1, p. 3]

— z-

Teorema 3.20. Sea f una funcion scs y suprayectiva. Entonces limg f y
— z

limg  f son conexos y no vacios. [18, Teorema 2.2, p. 4]

— 7-

Teorema 3.21. Sea f una funcion scs y suprayectiva. Entonces limg f es
— z
un continuo si y sélo limg f es un continuo. [18, Teorema 2.2, p. 4]
%

Llegados a este punto, retomamos la Definicion 1.60 y la adaptamos para
una funcién scs f : [0,1] — C([0,1]). Si f:[0,1] — C([0,1]) es una funcién
scs, la funcién 71 [0,1] — 20U est4 dada por

') ={z€[0,1]: te f(x)}.

Figura 3.14: Gréficas de f (izquierda) y f~! (derecha).

Geométricamente, la grafica de la funcién f~!, se obtiene mediante el
reflejo de la grafica de f con respecto a la diagonal. Por el Teorema 1.45, se
sigue que f es scs siy sélosi f~! es scs. Cabe mencionar que f~! estd bien de-
finida sobre todo el intervalo [0, 1] debido a que f es una funcién suprayectiva.
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Como el lector lo habrd notado, dadas las definiciones de f~! y de los
limites inversos generalizados sobre los enteros negativos existe una corres-

pondencia entre las coordenadas de limg  f y limg f. Establecemos for-
— g- —
malmente esta relacion.

Teorema 3.22. Sea f una funcién scs. Entonces limg =1 es homeomorfo

(—
alimg  f.[21, Teorema 3, p. 36]

— 7-

Es momento de extender los resultados obtenidos en el Capitulo 2. Co-
menzamos con los conjuntos A, de la siguiente manera:

A, ={z ¢ H [0,1] : @p41 € f(xp), paracada —n+1<k<n}. (3.5)

k=—n

Proposiciéon 3.23. Sean [ una funcion escalera y n € N. Los siguientes
enunciados se satisfacen:

i) A, es homeomorfo a Agpyy.
ii) A, es localmente conexo.
i) Si f? es una funcion escalera. Entonces A, es un drbol.

Demostracion. Para el inciso 7). La restriccién R, |4, @ A, — Agnyq €s un
homeomorfismo, donde R, es el homeomorfismo definido en la Proposicion
3.15.

El inciso #7) es una consecuencia inmediata del inciso i) y el Teorema 2.21.

El inciso #i7) se sigue de inmediato de i) y el Lema 2.29. Esto concluye la
prueba de la Proposicién. O

Teorema 3.24. Sean f una funcion escalera, libre de diagonal superior tal
que f(1) = {1} y un subconjunto cerrado K C limg f\ {0,1}. Entonces
— z

exviste N € N tal que, para todo * € K, x, =0 y x; = 1, para cualesquiera
k>Nyj<-N.



86 CAPITULO 3. ARCOS Y DENDRITAS

Demostracion. Por el Corolario 2.13, existe m un numero natural tal que
f™ = F* donde F* es la funcion definida en el Ejemplo 2.8.

Mostremos que para todo * € K, existe N; tal que z; = 0, para cada
k > Ni. Supongamos que no. Entonces, para cada n € N, existen " € K
y S$p > n tales que x;, # 0. Como x5, _,, € f"(xs,), por la eleccién de m,
Zs,_m = 1. Dado que f(1) = {1}, x, = 1, para cada k < s, — m. De modo
que, por la definicién de la métrica Dz, Dz (x", 1) < 2&%, para cada n € N.
Dado que s,, crece a infinito, m es fijo y K es cerrado, 1 € K, lo cual es una
contradiccion.

Ahora vemos que para todo & € K, existe Ny tal que, xy = 1 para todo
i < —Ns. Supongamos que no; por tanto, para cada n € N, existen " € K
y s, < —n tales que xs, # 1. Dada la eleccién de m y x5, € f™(s,+m),
se sigue que x i+, = 0. Puesto que f(1) = {1} y f es libre de diagonal
superior, 0 sélo estd en la imagen de 0 y se tiene que xp = 0, para cada
k > s, + m. Asi, por la definicién de la métrica Dz, Dz (x",0) < W,
para cada n € N. Dado que m es fijo, s, decrece a menos infinito y K es
cerrado, se sigue que 0 € K, lo cual es una contradiccién.

Elegimos N el maximo entre los nimeros N; y Ny, entonces para todo
x € K, z, =0y x; =1, para cualesquiera £ > N y 7 < —N. Esto concluye
nuestro teorema. O

Teorema 3.25. Sea f una funcién escalera tal que f* es una funcién esca-

lera. Entonces limg  f ylimg f son continuos tipo drbol.
— z- — Z

Demostracion. Vemos que limg  f es un continuo tipo arbol. Por la Propo-

— z-
sicién 3.22, es suficiente con mostrar que limg £~ es un continuo tipo arbol.
H
Para ello notemos que:
n+1
Go(f )= {ze€ [[[0,1]x: xx € f(2k41), paracada 1 <k <n}
k=1
n+1
= {x € [[[0,1]x: xky1 € f(zx), para cada k < n}
i=1

— A,
(3.6)
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Por el Lema 2.29 tenemos que G, (f!) es un &rbol, para cada n € N y por
el Teorema 1.63 limg £~ es un continuo tipo arbol.
—

Para mostrar que limg f es un continuo tipo arbol, por el Teorema 1.34,
— Zz
basta con mostrar que dada € > 0, existen un arbol 7, y una funcién conti-

nua y suprayectiva F': limg f — T, tales que didm(h™'(2)) < ¢, para cada

— Z
zeT,.
Sean € > 0y N € N tales que »_ ﬁ < €. Por la Proposicién 3.23, Ay
|k|>N
es un arbol. Definimos F': limg f — Ay la funciéon dada por:
— Z
F((oory ToNy ooy Toy ooy TNy on)) = (TN ey Ty ooy TN)- (3.7)
Es decir, la k-ésima coordenada de F(x) corresponde con x, para cada
k= —N,...,N. Veamos que F satisface lo que deseado. Comencemos con la
continuidad. Sean @ y x’ elementos de limg f. Por la definicién de F y las

— z
métricas Dy y D_n n, se tiene que:

D_yn(F(z),F(z')) < Dy(z, 2').

Por lo tanto, F' es continua. Ahora veamos el didmetro de cada preimagen.
Sean z € Ay y @, ' elementos de F~1(z). Por la definicién de F, se sigue
que =y, = z}, para cada —N < k < N. De modo que:

N e AR
Z(m733)— Z ol < Z %<e.

|k|=N |k[>N
Por lo tanto didm(F~*(2)) < ¢, para cada z € Ay.

Por lo tanto, limg f es un continuo tipo arbol. ]
— z

Teorema 3.26. Sea f una funcién escalera tal que f? es una funcién esca-
lera. Entonces limg  f es una dendrita.

— z-

Demostracién. Por el Teorema 3.25, limg f~! es un continuo tipo 4rbol.
F

Por la igualdad de (3.6) tenemos que G, (f~!) = A, vy, por el Teorema 2.21,
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G,(f™1) es un espacio localmente conexo, para cada n € N. Por otro lado,
para cada z € [0, 1]:

(Y Me)={tel0,1]:zef')}={tel0,1]:te flx)} = f(x
Es decir, (f7')™' es un conjunto conexo, para cada z € [0,1], de modo
que, por el Teorema 1.64, limg f~! es un espacio localmente conexo. Por el

(—
Teorema 1.37 y la Proposicion 3.22, se tiene que limg  f es una dendrita.
— z-1

]
Teorema 3.27. Sea f una funcion escalera tal que limg  f no contiene
— -
curvas cerradas simples o bien dim (limg f> = 1. Entonces f% es una
— z-

funcion escalera.

Demostracién. Supongamos f2 no es una funcén escalera. Sea C' una com-
ponente de [0, 1] \ NV tal que f?(C) no es degenerado. Por la Proposicién 2.9,
existe [a,b] C f%(C), con a < b, tal que f([a,b]) es un conjunto degenerado,
digamos 7p. Sean (p el elemento de f(C) y {v;};2°; una sucesién tal que
v; € f(7vj41), para cada j < —1. Definimos:

Q= {(-..,’}/,2,’)/,1,’}/0,10,@;0,2) Tw e [a7 b],Z S C1<C>}

Entonces €2 es una 2-celda contenida en limg  f, lo cual es una contradic-
«— 7-
cién, para cualquiera de las suposiciones sobre limg  f; por lo tanto, f? es
— 7-
una funcion escalera. O

Para el siguiente Corolario, retomamos la notaciéon y los triodos del Co-
rolario 3.9, asi como la definicién dada en (2.3).

Corolario 3.28. Sea f una funcion escalera. Entonces limg  f es un arco
— 7-
si y sélo si f? es una funcion escalera y G(f) es un arco.

Demostracién. Supongamos que f? es una funcién escalera y G(f) es un ar-
co. Por el inciso iii) de la Proposicién 3.23 y el Teorema 2.31, A,, es un arco
para cada n € N. Imitando la prueba del Teorema 3.25 e intercambiando la
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palabra arbol por arco, se sigue que limg £~ es un continuo tipo arco. Por el
-

Teorema 3.26, limg £~ es localmente conexo, de modo que, por el Teorema
<—

1.38, limg f~! es un arco.
H

Supongamos que limg  f es un arco. Dado que los arcos son dendritas,
-
por el Teorema 3.26, f2 eg una funcién escalera. Supongamos que G(f) con-
tiene un triodo simple con (¢;, ¢) un punto de ramificacién. Observemos que
para cada uno de los posibles triodos en el Corolario 3.9, por la Proposicién
2.9, existe un intervalo [a/, 0] tal que [a’, V'] C f(¢;) con f([a’,b]) un conjunto
degenerado. Sean 3y el elemento de f([a’,b']) v {£,}22; una sucesién tal que
f"(Bo) = { 6n}, para cada n € N. Representamos por 7" a cualquiera de estos
posibles triodos y definimos:

Ty =T x [[{8:}-

k>0

Entonces Ty es un triodo simple en limg £, lo cual es imposible por el
<—

Teorema 3.22; por lo tanto, G(f) es un arco. O

Figura 3.15: Posibles casos para el triodo simple 7" en el Corolario 3.28.

Definicién 3.29. Sean S, A: []10,1]x — 110, 1]x las funciones dadas por:
keZ keZ

Sy oy oy oy oy Tp)y o) = (o, @y o, TG, oy Ty, ), donde T, = Ty,
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Yy

A((cery @y ooy @0y ey Ty o)) = (s @y oy Ty ey Ty o), donde T, = X1,

para cada n € 7.

En otras palabras la (n+ 1)-ésima coordenada de S(x) es x,, y la n-ésima
coordenada de A(x) es x,41, para cada k € Z.

No es dificil observar que S como A son homeomorfismos y S~ = A. Estas
funciones son mejor conocidas como homeomorfismos de recorrimiento.

Proposiciéon 3.30. Sean f una funcion escalera y N* C N. Definimos

f:10,1] — C([0,1]) como sigue:

ft), tEN%
(t):{ 0,1], teN™

|

Entonces f es una funcion escalera; mds avin, si f* es una funcion escalera,
(f)? es una funcion escalera.

f

|

t, ¢t t, t,

Figura 3.16: Gréficas de f (izquierda) y f (derecha), con N* = N.

Demostracion. La primera parte de la proposicién es inmediata debido a
que sélo se modifican los valores de f sobre N. Para la segunda parte, por
la definicién de f y la Proposicién 2.25, (f)?(2) es un conjunto degenerado,
para todo z € [0,1] \ V. Dado que f es suprayectiva, f es suprayectiva. []

Observemos que G(f) C G(f). El siguiente teorema establece la forma

como esta descrito limg f para una funcion escalera y libre de diagonal
— z
superior f tal que f? es una funcién escalera.
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Teorema 3.31. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior tal

que f? es una funcidon escalera y f(0) = [0,1]. Entonces limg f es una
— z
dendrita; mds aun:

limg f = | D U{T},

— 2 keZ

donde Dy, es una dendrita y Dy C Dy, para cada k € 7.

Demostracion. Para cada k € Z, definimos:

D) = {a: €limg f :x, =0, para cada m > k}
— Z

Hacemos las siguientes afirmaciones:
Afirmacién A. Dy C Dy, para cada k € Z.

Sea k € Z. Esta afirmacion se se sigue de inmediato de la definicion de
los conjuntos Dy,.

Afirmacién B. Dy, es homeomorfo a Dy, para cada k € Z.

Sea k € Z. La funcién S|p, : Dy — Dy muestra un homeomorfismo
entre los espacios donde S es la funcién definida en (3.29).

Afirmacién C. Dy es homeomorfo a limg f~1, para cada k € Z.
—

Por la Afirmaciéon B, basta con mostrar el enunciado para k& = 0. Sea
Po_y: [110,1], = I [0,1],, la funcién definida por:

meZ m<—1
ngl(...,flj,l,xo,fﬂl, ) = (...,x,g,:l:,l).

Es decir, la k-ésima cooordenada de P<_i(x) es zj, para cada k < —1. Se
puede notar que la definicién de P<_; es muy parecida a las funciones F,, que
definimos al inicio del Capitulo 1, sélo que esta extendida sobre los niimeros
enteros y se puede notar facilmente que P<_; es una funcién continua. Por la
definicién del conjunto Dy, la funcién (P<_1)|p, es inyectiva. Como z,, = 0
para cada m > 0 con x € Dy se tiene que Dy es un conjunto cerrado; y por
tanto, compacto. De forma que la funcién (P<_1)|p, : Do = P<_1(Dy) es un
encaje.
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Definimos H : [] [0, 1], = ][0, 1], la funcién dada por:
n=1

m<0
H(...,x_9,x_1) = (27,25, ...),

donde zj, = x_j, para cada k € N. En otras palabras, la k-ésima coordenada
de H(x) es x_,, para cada k € N. Notemos que H es un homeomorfis-
mo. Por la definicién de limg f~! y dado que f(0) = [0,1], se sigue que
%
H (P<_1(Dp)) = limg f~*; es decir, Dy es homeomorfo a limg f~1.
«—

«—

Afirmacién D. Dy converge a {0} si k tiende a —oo.

Dado x € Dy, con k < 0, por la definicién de la métrica Dy, se tiene que
Dz<3’},0> S 2%,6

Afirmcacién E. limg  f = |J Dy U {1}.
— z keZ

Dado que f? es una funcién escalera y libre de diagonal superior, por el

Lema 3.3, 1 € limg f. Asf, U Dr U {1} C limg f. Sea = € limg f,
— Z keZ — z — 7

con £ # 1. Como f es una funcién escalera y libre de diagonal superior,

por el Teorema 3.24, aplicado al conjunto cerrado {x}, existe N € N tal que

T, = 0, para cada m > N. Asi, x € Dy.

Mostremos que limg f \ {1} es localmente conexo. Sean p € U C
— z
Cl(U) cC limg f\ {1}, con U abierto en limg f. Por las Afirmaciones
— z — z

A v E, existe N € Z tal que U C Dy. Como Dy es homeomorfo a limg £,
<;

por la Proposicion 3.22 y el Teorema 3.26, se tiene que Dy es localmente
conexo. Sea V' un abierto y conexo en Dy tal que V' C U. Como U es un

conjunto abierto en limg f se sigue que V es abierto en limg f. De este
— z — z

modo, pe V Cc U C CI(U) C limg f\ {1}.
— z

Asi, por el Teorema 1.10, limg f es localmente conexo. Por el Lema 3.25,
— 7
limg f es un continuo tipo arbol.
— Z

De forma que, por el Teorema 1.37 obtenemos que limg f es una den-
— z

drita. n
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Corolario 3.32. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior tal
que f? es una funcién escalera. Entonces limg f es una dendrita.

— z
Demostracion. Sea f una funcién escalera y libre de diagonal superior tal que
f? es una funcién escalera. Por el Lema 3.3 tenemos que 0 € N. Si N* = {O},

por la Proposicién 3.30 obtenemos que f y ?2 son funciones escalera. Dado

que G(f) C G(f) se sigue que limg f C limg f.

— Z — Z

—2 . . . .
Como f es una funcién escalera y libre de diagonal superior, por el

Teorema 3.31, limg  f es una dendrita. De este modo, por el Teorema 1.18,
H

se sigue que limg ;" es una dendrita. ]
— z

Los siguientes ejemplos de funciones escalera muestran que las dos condi-
ciones del Teorema 3.31, libre de diagonal superior y que f? sea una funcién
escalera, son necesarias. De hecho, estos ejemplos son los mismos que tra-
bajamos para el caso del limite inverso generalizado sobre los naturales, los
Ejemplos 3.6 y 3.7. Simplemente los adaptamos al limite inverso generalizado
sobre los enteros.

Ejemplo 3.33. Sea f:[0,1] — C([0,1]) la funcion dada por:

(0,1/2], t =0;

(12}, 0<t<1/a:
12,34, t=1/4;
FO=9 (313, 1ja<t<i/2
[3/47 1] ) = 1/2;

| {1} 1/2<t<1.

Entonces limg f no es una dendrita.
— z

Demostracion. Como se mencioné en el Ejemplo 3.6, f es una funcién esca-
lera y libre de diagonal superior tal que f2 no es una funcién escalera. Dado
que 1 € f([3/4,1]), [3/4,1] C f(1/2),1/2 € [0,1/4] y 0 € [0,1/4], el conjunto
dado por:

12 = TTH0he x 3/4.1] x {1/2) x [0,1/4] x [J{0},

k<0 k>4
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es una 2-celda contenida en limg f; de modo que limg f no es una dendrita.
— z — z -

Ejemplo 3.34. Sea f:[0,1] — C([0,1]) la funcion dada por:

0,1], t=0,1;
f(t>:{{1/2}, 0<t<l.

Entonces limg f no es una dendrita.
— z

Demostracion. Asi como lo mencionamos en el Ejemplo 3.7, f es una funcién
escalera tal que f* = f, para cada n € N y no es libre de diagonal superior.

En el Ejemplo 3.7 mostramos que limg f no es localmente conexo y lo hicimos
(—

mostrando que no era localmente conexo en 0. Para el caso que nos concierne
ocupamos esta condicion. Definimos la funcién P : limg f — limg f dada

— z —
por:

P(...,l‘_l,l'o,l‘l, ) = (37,1,1‘/2, ),

donde z}, = xy, para cada k € N; es decir, la k-ésima coordenada de P(x) es
zy, para cada k € N. Por la definicién de las métricas D (dada en (1.2)) y
Dy (dada en (3.3)), se sigue que D(P(x), P(y)) < Dz(x,y); por tanto, P es
una funcién continua. Como 1/2 € f([0,1]), P es una funcién suprayectiva,
ya que podemos completar a cualquier elemento « € limg f colocando 1/2,

(—
para todo inidice en los negativos y asi, poder exhibir &’ € limg f tal que
— z

Px') =x.

Dado que la propiedad de conexidad local se preserva bajo funciones
continuas en espacios de Hausdorff y como limg f no es localmente conexo,

<‘

se sigue que limg f no es localmente conexo; de manera que limg f no

— z — z
puede ser una dendrita. O

A continuacién le recomendamos al lector, en caso de creerlo necesario,
revisar la Definicion 1.12.
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Teorema 3.35. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior tal

que f* es una funcion escalera. Entonces todo subcontinuo K C limg f\
— Z

{0,1} es un drbol; mds ain, Oymg $(p) < 4, para cada p € limg £\ {0,1}.
—z

— Z

Demostracion. Sean f y K con tales caracteristicas. Por el Teorema 3.24,
existe N € N tal que para todo © € K, z, = 0y z; = 1, para cualesquiera
k> Nyj<—N.Sea F la funcién definida en (3.7) para el Teorema 3.25,
debido a que F'|k es una funcién continua, K es compacto y la elecciéon de N
se sigue que F'|x es un encaje. Por el inciso iii) de la Proposicién 3.23, Ay
es un arbol. Dado que F(K) C A, tenemos que F(K) es un arbol; y por lo
tanto, K es un arbol.

Para la segunda parte, si p € limg f \ {0,1}, por el Teorema 3.31,

— Z

existe K* continuo tal que p € Int(K*) C K* C hmg £\ {0,1}. Por lo

hecho en la primera parte de este teorema, el Teorema 3 12 y la Proposiciéon
3.23, 04, (F(p)) <4; de modo que bye £(p) <4 O
— z

Teorema 3.36. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal superior tal
que f% es una funcidon escalera y G(f) contiene un triodo simple. Enton-

ces existe una sucesion de triodos simples {T"}nez en limg f tal que T"
— z

converge a {0} sin decrece a —oo y T™ converge a {1} sin crece a 0.

Demostracion. Supongamos que G(f) contiene un triodo simple. Aqui reto-
mamos el Corolario 3.8 y los casos para el punto de ramificacién del triodo
simple en G(f) del Teorema 3.10. Sean 17 y T3 los triodos simples definidos
en limg f para el Teorema 3.10, donde 77} se ocupaba en el primer caso y 7%

(—
para el segundo caso. Sean {53,,}5°, v {a, }52, las sucesiones que se ocuparon
para definir estos triodos simples, las cuales satisfacen que f(5,) = { 5n+1}

y an € f(ans1), para cada n € N, y que 74(7)) = {ozs}, para cualesquiera
s >3y k=1,2, donde 7, representa la funcién proyeccion sobre la coorde-
nada s.

Definimos:
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= H{ﬁ,n} x Ty, para k=12.
n<0
Representamos por 1T al triodo simple obtenido en cualquiera de los casos.
Por definicién, para cualquier & € T = q,_3, para cada n > 3 y xn =
B_n, para cadan < 0. Por la definicion de la métrica Dy, didm(7T>°) < 1 5+ a2 22,
dejamos expresado el valor del didmetro en forma de una suma de frac<31ones
por motivos de la definiciéon que damos a continuacion. Sea n € N, definimos
la siguiente sucesién de triodos simples {7"},cz como sigue:

T S™(T*®), n>0;
| AT(T), n<0.

donde S™ y A™" representan las composiciones de n veces las funciones S'y A
de la Definicién 3.29 y donde S° representa la funcién identidad. Puesto que
los homeomorfismos S y A recorren las coordenadas, por la definicion de la
métrica Dy y la definicién de cada 7", se tiene que didm(7") < 557 + g7
para cada n € Z. Por otro lado, como f? es una funcién escalera, por el
Corolario 2.13 y el Lema 3.3, existe N € N tal que s = 1y ay = 0, para
todo s > N; por lo tanto, 7™ converge a {1} si n crece a oo 'y T™ converge
a {0} si n decrece a —oo. Esto concluye la prueba del teorema. O

Concluyamos esta seccién enunciando un resultado respecto a la dimen-
sion de estos continuos obtenidos.

Corolario 3.37. Sean f una funcion escalera y libre de diagonal superior y
m € N tales que f™ = F*; donde F* es la funcion definida en el Ejemplo

2.8. Entonces dim (h’mg f) < LmHJ

— z-

Demostracion. Por la igualdad obtenida en (3.6) de la Proposicién 3.22,
G.(f~') = A,, para cada n € N. Por el Teorema 2.40, dim(Gn(f_l)) <

| 241, para cada n € Ny, por los Teoremas 1.39 y 1.63, dim hmg f1
| ™tL | Por el Teorema 1.25 y la Proposicién 3.22, se sigue que

2
dim (h’mg f) — dim <h'mg f—1> Lm 1

— 7-

Esto concluye la prueba del corolario. O
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3.2. Funciones libres de diagonal inferior

En esta seccién recopilamos los resultados obtenidos durante el Capitulo
2 y anteriores secciones del éste Capitulo 3 correspondientes a las funciones
f:]0,1] = C(]0,1]) que son escalera y libres de diagonal inferior. El orden
en que estan enunciados corresponden a la secciéon donde los establecimos y
probamos. Debido a la naturaleza de las pruebas que ya realizamos para las
funciones escalera y libres de diagonal superior, éstas pueden adaptarse con
pocos cambios, es por ello que omitimos su respectiva demostracion.

3.2.1. Funciones escalera

Aligual que en el Capitulo 2, comenzamos definiendo la siguiente funcion.
Ejemplo 3.38. Sea F : [0,1] — C([0,1]) la funcién scs definida por:

0,1, t=1;
F*(t)Z{ [{o},] 0<x<l.

Entonces F, es una funcion escalera y libre de diagonal inferior.

Proposicion 3.39. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal inferior.
Entonces f(0) = f"(0), para cada n € N.

Teorema 3.40. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal inferior.
Entonces existe s € N tal que G(f*) = ({1} x [0,1]) U ([0, 1] x f(0)).

Corolario 3.41. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal inferior.
Entonces existe s € N tal que G(f") = ({1} x [0,1]) U ([0,1] x f(0)), para
cada n > s.

Teorema 3.42. Sea f una funcion escalera. Entonces f es libre de diagonal
inferior con f(0) = {0} si y sdlo si existe s € N tal que f* = F., donde F
es la funcion definida en el Ejemplo 3.38.

Proposicién 3.43. Para cada n € N, existe f,, una funcion escalera tal que
(fo)" = F, pero (f,)" # F., donde F, es la funcién definida en el Ejemplo
3.38.
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Teorema 3.44. Sean [ una funcion escalera y libre de diagonal inferior tal
que f(0 {O} y un subconjunto cerrado H de hmg f tales que 0 ¢ H.

Entonces existe M € N tal que 0,, ¢ P,(H), para cada n > M; donde P,
es la funcion definida en (1.5); mds aiun, existe N € N tal que si x € H,
rn, =1, para cadan > N.

Corolario 3.45. Sean f una funcion escalera, libre de diagonal inferior tal
que f(0 {0} y un subconjunto cerrado H de llmg f tales que 1 ¢ H.

Entonces existe N € N tal que H es homeomorfo a P, (H) para cadan > N.

Corolario 3.46. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal inferior tal
que f(0 {O} Entonces 0 no es un punto de corte de hmg f.

3.2.2. Arcos y dendritas

En esta parte establecemos los resultados asociados con los continuos
localmente conexos, tipo arbol y, por supuesto, dendritas equivalentes para
las funciones escalera y libres de diagonal inferior.

Lema 3.47. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal inferior tal que
f(0) = {0} Entonces limg f es localmente conexo.
—

Lema 3.48. Sea [ una funcion escalera y Zz'bre de dz’agonal inferior tal que
f? es una funcion escalera. Entonces 1 € f(1 {O}

Teorema 3.49. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal inferior tal

que f? es una funcién escalera. Entonces limg f es una dendrita.
(_

Corolario 3.50. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal inferior tal

que f% es una funcion escalera. Entonces todo subcontinuo K C limg f tal
«—

que 0 ¢ K es un drbol.

Corolario 3.51. Sea [ funcion una escalera y libre de diagonal inferior tal

que f? es una funcién escalera y G(f) es un arco. Entonces limg f es un

-
arco.
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Lema 3.52. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal inferior tal que
limg f es una dendrita, la cual no es un arco. Entonces 0 es el tinico punto

—
limite de Ram(limg f).
(_

Corolario 3.53. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal inferior tal
que limg f es un dendrita. Entonces Oimg £(p) < 4, para cada p € limg f.
— «—

«—

3.2.3. Enteros y negativos

Ahora mencionamos los resultados obtenidos en la seccién de los enteros
y negativos.

Teorema 3.54. Sean f una funcion escalera, libre de diagonal inferior tal

que f(0) = {0} y un subconjunto cerrado K C hmg £\ {0,1}. Entonces
z
eriste N € N tal que, para todo x € K, xp, =1 y xj = 0, para cualesquiera

k=Nyj<—N.

Teorema 3.55. Sea [ una funcion escalera y libre de diagonal inferior tal

que f? es una funcidn escalera y f(1) = [0,1]. Entonces limg f es una
— z
dendrita; mds aun:

limg f = | Dy U {0},
Z kEZ
donde Dy, es una dendrita y Dy C Dyy1, para cada k € Z.

Corolario 3.56. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal inferior tal
que f? es una funcién escalera. Entonces limg f es una dendrita.

— z
Teorema 3.57. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal inferior tal que
f? es una funcién escalera. Entonces todo subcontinuo K C hmg F£\{0,1}

es un drbol; mds aun, Oymg £(p) <4, para cada p € hmg I \ {0 1}.
— Z

Teorema 3.58. Sea f una funcion escalera y libre de dzagonal inferior tal que
I? es una funcidn escalera y G(f) contiene un triodo simple. Entonces existe

una sucesion de triodos simples {T"}nez en limg f tal que T" converge a
{1} sin decrece a —oo y T" converge a {0} sin crece a co.



100 CAPITULO 3. ARCOS Y DENDRITAS

Corolario 3.59. Sean f una funcion escalera y libre de diagonal inferior y
m € N tales que f™ = F, donde F, es la funcion definida en el Ejemplo 3.58.

Entonces dim ( limg f> < |

— 7-

3.2.4. Un poco de dimensién

En este apartado abarcamos los resultados para dimension, tanto para
los limites inversos generalizados sobre lo naturales como para los enteros y
los enteros negativos.

Teorema 3.60. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal inferior tal que
f(0) = {0} Sim € N es el minimo niumero natural tal que f™ = F; donde
F, es la funcién definida en el Ejemplo 3.38. Entonces dim(4,) < |25 ],
para toda n € N.

Corolario 3.61. Sea f una funcion escalera y libre de diagonal inferior tal
que f(0) = {O} Sim € N es el minimo nimero natural tal que f™ = F,; don-

de F, es la funcion definida en el Ejemplo 3.38. Entonces dim (limg f) <
i

[752]-

Corolario 3.62. Sean f una funcion escalera y libre de diagonal inferior y

m € N tales que f™ = F.; donde F, es la funcion definida en el Ejemplo

3.38. Entonces dim <h’mg f) < |z

— 7-



Y ahora, ;Qué sigue?

Todo aquel interesado en los limites inversos generalizados, es muy pro-
bable que comience su camino con los Ejemplos 1.53, 1.54 y el 2.8 o bien,
con los libros [5] o [7]. Este dltimo ejemplo hizo que la primera pregunta que
se me viniera a la mente fue:

;91 f [0,1] — C([0,1]) es una funcion scs, conformada por
una cantidad finita de lineas verticales y horizontales, su limite
inverso generalizado sequird siendo un arco?

Mas tardé en plantear la pregunta que en responderla, hubiera sido dema-
siado facil, ;No? Resulta que el limite inverso generalizado generado por la
funcién f : [0,1] — C([0,1]) dada por f(t) = {1}, parat # 1y f(1) =
[0,1], contiene un subconjunto homeomorfo al cubo de Hilbert; a decir,
H = [0,1] x {1} x [0,1] x {1}---. Vale vale, si asi como tal no es cierto:
. Qué se puede pedir para que este enunciado sea cierto? Antes de empezar
a investigar, primero fue necesario definir a las funciones escalera. Poco a
poco obtuve varios resultados, muchos de ellos son basicamente los que plan-
teamos aqui; sin embargo, entre tantas y tantas revisiones de sus pruebas
se depuraron hasta conseguir enunciarlos como lo hicimos en este trabajo.
Tal vez sea mal que yo lo diga (digo, escribi esta tesis), pero realmente me
sorprendié conseguir estos resultados, no sélo establecimos condiciones para
conseguir arcos mediante este tipo de funciones; sino también jdendritas! y,
como mencionamos més adelante, estamos cerca de conseguir dendroides.

Cabe mencionar que tales condiciones son bastante sencillas de verificar
para cualquier funcion scs f conformada por lineas verticales y horizontales.

101
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Bésicamente son dos: f? escalera, f libre de diagonal(ya sea superior o infe-
rior); més aun, si queremos que el limite inverso sea un arco basta con anadir
que G(f) sea un arco.

Trabajando con estas funciones surgieron algunas dudas que a mi parecer
son interesantes y que por cuestiones de tiempo no se pudieron incluir en este
escrito; sin embargo, me gustaria compartirlas en este apartado y es posible
que usted mismo pueda tener la respuesta a alguna de ellas, si es asi, por
favor contactar a mglaglcra@yahoo.com.mx, jlo antes posible!.

Como mencionabamos, aunque no se abordaron aqui, se les dara su res-
pectivo seguimiento pues, al final, como todo matematico que se jacte de
serlo no estaré satisfecho hasta resolver estas preguntas o al menos inten-
tarlas. Aqui una de estas dudas, definimos las funciones escalera f para el
intervalo [0, 1]; pero, esta definicién se podria extender para arboles, o bien,
. Por qué no hacerlo para un continuo X en general o una coleccién de con-
tinuos {X,,}22 ;7. Tal definicién quedaria de la siguiente forma:

Definicién. Dados dos continuos X y Y, decimos que una fun-
cion scs f: X — C(Y) es escalera si existe subconjunto finito
N = {931,--- ,xn} de X tal que para cualesquiera t y t' en la
misma componente de X \ N, f(t) = f(t).

Por supuesto, también habria que considerar la definicion de libre de
diagonal para una funcién scs. Para el intervalo [0, 1], los elementos 0 y 1
son puntos que no son de corte de [0, 1]. Por otro lado, sabemos que todo
continuo X tiene al menos dos puntos que no son de corte. De modo que ésta
seria tal definicién:

Definicién. Dados X un continuo y f : X — C(X) una funcién
scs, decimos que f es libre de diagonal sip ¢ f(p), para todo
p € X\ K, donde K es el conjunto de puntos que no son de corte.

Ahora bien, una de las razones por las que es intersante empezar con
arboles es para dar respuesta a la siguiente pregunta:

¢Si A esun drboly f : A — C(A) es una funcion escalera y libre

de diagonal tal que f? es una funcion escalera. Entonces limg f
P
es una dendrita?
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Si el lector me pregunta, la respuesta seria si; en la imaginaria he estado
pensandolo y, salvo los detalles que habria que verificar, parece que la pre-
gunta tiene respuesta afirmativa. Ahora bien, ;Qué sucede con el orden de
estas dendritas? Seria interesante responder:

:Si A es un arbol, f: A— C(A) es una funcion escalera y libre
de diagonal tal que f? es una funcion escalera y Og(s) () < n, para
cada x € G(f). Entonces Oigmy £(x) < n, para cada x € limg f?.

«—

En caso de que las respuestas sean afirmativas, seria interesante extender
estos resultados hacia los enteros y enteros negativos.

Cuando trabajamos con el Ejemplo 3.7 concluimos que limg f no se tra-

%
taba de una dendrita. Como el lector pudo notar, se trataba de un continuo
arcoconexo pues se componia de una cantidad no numerable de arcos. El
modelo que encontramos para limg f de este ejemplo entra en la categoria

de los continuos llamados Dendrc?ies. La definicién de Dendroide no la inclui
en este trabajo debido a que no la requeria; pero, es la siguiente: Un dendroi-
de es aquel continuo arcoconexo y hereditariamente unicoherente. La tinica
condicién que cumplia tal funcién escalera es que f? también es una funcién
escalera. Cuando exploré mas ejemplos con esta misma condicién resulté que
cada uno de los modelos del limite inverso generalizado que se generaban,
iresultaban ser un dendroide!; pero, como se nos dice desde el primer semes-
tre de la carrera ejemplos no son pruebas y que funcione para unos cudntos
no significa que funcione para todos. Asi que:

2Si f:]0,1] — C([0,1]) es una funcién escalera tal que f* es una

funcion escalera. Entonces limg f es un dendroide?
(—

Un par de acercamientos hacia intentar responder a esta pregunta los en-
contramos en el Teorema 2.37 y la Proposicion 2.38. Por ejemplo, el Teorema

2.37 nos dice que limg f se puede representar como la unién numerable de
H

dendritas (conjuntos arco conexos) anidadas cuya unién es un conjunto cone-

x0 y cuya frontera es un conjunto finito. Mientras que la Proposicion 2.38, nos

dice basicamente, que limg f tiene un conjunto denso y arcoconexo. Estas
o

propiedades no son suficientes para garantizar la arcoconexidad de limg f;
H
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un ejemplo de un espacio que satisface estas dos propiedades es el circulo de
Varsovia, tiene un conjunto denso y arcoconexo pero no es hereditariamente
unicoherente.

Por otro lado, si f es una funcién escalera tal que f? es una funcién esca-
lera, el espacio limg f tiene mas propiedades que las que mostramos en este
H

escrito. Por ejemplo, es un continuo descomponible y hereditariamente uni-
coherente y otras mas que el lector quiera agregar son mas que bienvenidas.
Estas cualidades quizéds sean de ayuda en el camino hacia la respuesta de la
proposicion antes mencionada, que no dije, me parece que es cierta.

Espero que la lectura de este trabajo haya sido de su agrado y quiero
agradecer su tiempo invertido para la misma. Me despido de usted, espe-
rando tener otra oportunidad de que me lea y desedndole lo mejor siempre,
iGRACTAS!
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