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Resumen

Los resultados básicos de la Teoría Clásica de la Recursión, usual-
mente presentados en el marco de ZFC, pueden ser recuperados sin
mayores cambios en el marco de una teoría estructural de conjuntos,
como aquella axiomatizada en el topos Set. Un resultado importante
de esta teoría es que existen funciones no computables (en térmi-
nos de máquinas de Turing y formulaciones equivalentes). Puesto
que al menos una de las pruebas usuales para dicho teorema tiene
que ver exclusivamente con cuestiones de cardinalidad (hay estric-
tamente más funciones no computables que funciones computables),
uno puede preguntarse si la existencia de dichas funciones es un ras-
go estructural de la noción clásica de computabilidad. En este texto
defiendo una respuesta negativa a dicha pregunta. De manera más
precisa, argumento que la existencia de morfismos no computables no
es una propiedad estructural de la noción clásica de computabilidad.
Utilizo la teoría de categorías para dar un criterio técnico de lo que
es una propiedad estructural y para proponer una definición de “ca-
tegoría computable” relativa a la noción clásica de computabilidad.
A partir de ello, presento dos categorías computables (Asm y Eff) y
muestro que hay un isomorfismo entre el Hom(N,N) de estas catego-
rías y el conjunto de funciones recursivas en Set. Después defino una
propiedad que captura la existencia de morfismos no computables, y
muestro quedicha propiedadnopuede formar parte de la caracteriza-
ción de morfismo computable en términos de propiedades universales.
Así, la conclusión es que dicha propiedad no es estructural.
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1. Introducción

La pregunta general de mi tesis es la siguiente: ¿Cuáles son las propie-
dades estructurales y las no estructurales de la noción de computabilidad
clásica? En particular, ¿es tan estrecha la conexión entre las nociones de
computabilidad e incomputabilidad como nos dice la Teoría Clásica de la
Recursión?1

La tesis que defiendo es que su conexión no es estructural. De manera
más precisa, mi tesis es que la existencia de morfismos no computables no
es una propiedad estructural de la noción de computabilidad clásica. A
continuación explicaré qué son las propiedades estructurales de un objeto,
por qué conocerlas es importante, ymotivaré la idea de que unamuy buena
teoría para estudiarlas es la Teoría de Categorías, la cual usaré comomarco
teórico principal en esta tesis.

Ordinariamente, las propiedades estructurales de un objeto o situación
se piensan como aquellas propiedades que son permanentes, necesarias
o esenciales de tal objeto o situación. Piénsese por ejemplo en la relación
entre las líneas del metro y su representación pictórica. Las imágenes que
vemos para orientarnos no plasman con exactitud las distancias entre una
estación del metro y otra, y muchas veces ni siquiera se exhiben las rectas
y curvas que de hecho ocurren en el camino. En este caso, lo que importa
es que la representación preserve el orden en que aparecen las estaciones:
si en el trayecto real la estación A está entre las estaciones B y C, un buen
mapa del metro debe representar a la estación A entre las estaciones B

y C; si las estaciones D y E son las estaciones terminales de una línea,
esto también debe ser representado. Tanto la línea real del metro como su

1De acuerdo con dicha teoría, dada la caracterizacion estándar de función computable
como un tipo particular de función numérica, para cualquier función computable siempre
hay al menos una función no computable.
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representación pictórica comparten cierta estructura, a saber, el orden de
sus nodos. Para muchos propósitos, todo lo que nos interesa saber acerca
del metro es dicha estructura.

En matemáticas la situación no es muy distinta. En muchas ocasiones,
las únicas propiedades que nos importan de un objeto son sus propiedades
estructurales. Por ejemplo, es indiferente si definimos a los números reales
como clases de equivalencia de secuencias de Cauchy (de números racio-
nales) o como cortes de Dedekind. Una vez que han sido caracterizados
como un campo ordenado completo, básicamente todas las matemáticas
relevantes relacionadas con los reales son aquellas que tienen que ver con
esa estructura de campo, pues cualquier campo ordenado completo es
isomorfo a los reales.

Tanto el ejemplo de la línea del metro como el de los números reales
sirven para ilustrar lo que se entiende más precisamente, aunque todavía
informalmente, como una propiedad estructural: se dice que una propie-
dad P de un objeto x es estructural si dicha propiedad se mantiene salvo
isomorfismo. En otras palabras, si P es estructural y x es isomorfo a y,
entonces x tiene la propiedad P si y sólo si y tiene la propiedad P. En
el primer ejemplo, la línea real del metro es isomorfa al mapa del metro
con respecto a la relación de orden que hay entre sus nodos (las estaciones
reales y sus representaciones respectivas). Así, la propiedad “ser de color
azul” claramente no es estructural en este caso, pues bien puede ocurrir
que el mapa sea de hecho azul y la línea real sea de cualesquiera otros
colores (o viceversa), sin que eso afecte el orden de las estaciones y sus
representaciones.

Por supuesto, el que haya acuerdo acerca de si una propiedad es estruc-
tural o no depende de lo que se entienda por isomorfismo. La definición
estándar que se utiliza actualmente proviene de la Teoría de Categorías.

Una categoría consiste de dos tipos de cosas, objetos y morfismos (o
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flechas), los cuales satisfacen algunos axiomas básicos. Más adelante preci-
saré los detalles técnicos, pero por ahora es útil pensar a los objetos de una
categoría como objetos que comparten el mismo tipo de estructura, y a los
morfismos como ciertas transformaciones que preservan dicha estructura.

Por ejemplo, tenemos la categoría de los conjuntos parcialmente orde-
nados (Pos), cuyos objetos son órdenes parciales y cuyosmorfismos son las
funciones monótonas entre ellos.2 Algunos objetos de dicha categoría son
los números reales ordenadosmediante la relación demenor o igual están-
dar (R, ≤), o los naturales junto con la relación de divisibilidad (N, |), pero
también la línea del metro y el mapa de la línea del metro. Sólo algunos de
los objetos de la categoría Pos son isomorfos entre sí.

De acuerdo con la teoría de categorías, dos objetos A y B son isomorfos
(escrito A � B) si existe un isomorfismo entre ellos, esto es, una flecha
f : A → B tal que existe otra flecha g : B → A y se cumple lo siguiente:
si aplicamos f y después aplicamos g, el resultado es la identidad en A

(g ◦ f � 1A), y si aplicamos g y después aplicamos f , el resultado es
la identidad en B ( f ◦ g � 1B). Podemos pensar un isomorfismo como
un camino de ida y vuelta entre dos lugares tal que, al final del camino,
terminamos exactamente en el mismo lugar en el que habíamos iniciado.
Los isomorfismos preservan toda la estructura de cierto tipo.

2Un conjunto parcialmente ordenado se compone de un conjunto O equipado de una
relación binaria sobre O que es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Dados dos órdenes
parciales (O , ≤O) y (P, ≤P), una función f : (O , ≤O) → (P, ≤P) es monótona si, para
cualesquiera elementos o1 y o2 de O,

o1 ≤O o2 ⇒ f (o1) ≤P f (o2).

Para cualquier orden parcial X, existe una función monótona f : X → X que manda a
cada elemento x de X a sí mismo (x � f (x)), preservando trivialmente el orden original.
Las funciones monótonas preservan la estructura de orden parcial en el sentido de que la
imagen de un orden parcial bajo una función monótona es un orden parcial.
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En el ejemplo de Pos, la línea real del metro es isomorfa a su mapa
(en cuanto órdenes parciales), pues es posible trazar una correspondencia
uno a uno entre las estaciones físicas y sus representaciones pictóricas
preservando todo el orden en que están organizadas. En cambio, ninguno
de los dos es isomorfo a (R, ≤) ni a (N, |). Basta con notar que las bases de
estos órdenes, N y R, son conjuntos infinitos, mientras que las estaciones
físicas y sus representaciones forman colecciones finitas, por lo que no
puede haber una función biyectiva entre ambos.3

Buena parte de la explicación de por qué la noción categorista de iso-
morfismo es tan útil es que la teoría de categorías trata a los objetos mate-
máticos en términos estructurales de manera automática. Esto quiere decir
que el lenguaje y los métodos categoristas hacen abstracción de la “com-
posición interna” de los objetos matemáticos, y los describen únicamente
a partir de las relaciones que tienen unos con otros. Steve Awodey expresa
esto de la siguiente manera:

[Las definiciones categoristas] son caracterizaciones de propiedades
de objetos y flechas en una categoría exclusivamente en términos de
otros objetos y flechas, esto es, justamente en el lenguaje de la teoría de
categorías. [...] La idea es que los objetos y flechas están determinados
por el rol que juegan en la categoría a través de sus relaciones con
otros objetos y flechas, esto es, por su posición en una estructura y

3La manera estándar de definir un isomorfismo de orden entre dos órdenes (O , ≤O) y
(P, ≤P) es diciendo que se trata de una función biyectiva f : O → P tal que

o1 ≤O o2 ⇔ f (o1) ≤P f (o2),

para cualesquiera o1 y o2 de O. Hay que notar que este requisito es más fuerte que el de
pedir que exista una funciónmonotónica biyectiva entre ambos órdenes. En otras palabras,
aunque exista una función monotónica biyectiva entre dos órdenes, eso no implica que
ellos sean isomorfos. La noción categorista de isomorfismo captura adecuadamente esa
situación.
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no por lo que “son” o por “aquello de que están hechos” en algún
sentido absoluto. [3, p. 29]

Resumiendo lo que he dicho hasta ahora, las propiedades estructurales
de un objeto son aquellas que se mantienen salvo isomorfismo. Ellas son
importantes porque, una vez que un objeto ha sido caracterizado estructu-
ralmente, ya sabemos mucho, y en ocasiones todo, de lo que hay que saber
matemáticamente acerca de dicho objeto. La teoría de categorías es un buen
marco teórico (y, en opinión de muchos, el mejor)4 para estudiar propieda-
des estructurales, debido a que su lenguaje y métodos ponen el énfasis en

4La teoría de categorías no es la única teoría (matemática) acerca de las estructuras
matemáticas. Entre las alternativas más notorias se encuentran la proveniente de la teoría
de modelos, la proveniente del grupo Bourbaki y, más recientemente, la proveniente del
programa de Fundaciones Univalentes (UF)/Teoría Homotópica de Tipos (HoTT). Hacer
una comparación entre todas ellas excede los propósitos de este texto, pero al menos
puedo decir lo siguiente:

• Las limitaciones de las dos primeras (es decir, de la teoría de estructuras de la teoría
de modelos y de la teoría del grupo Bourbaki), así como las ventajas de la teoría de
categorías sobre ellas, están discutidas, por ejemplo, en [1], [2] y [13].

• El debate acerca de si UF/HoTT es “más estructuralista” que la teoría de categorías
es un debate en curso actualmente. En cualquier caso, los defensores de UF/HoTT
no niegan que la teoría de categorías sea una buena teoría acerca de las estructuras
matemáticas; lo que sostienen es que su propia propuesta busca ser máximamente
estructuralista, en el sentido de hacer imposible, a nivel de la sintaxis de su teoría,
hablar de propiedades no estructurales. Cf., por ejemplo, [4, pp. 62–63] y [45, p.
3584]. En todo caso, no creo que sea polémico afirmar que la teoría de categorías
sigue siendo el marco dominante para llevar a cabo el estudio de las propiedades
estructurales de los objetos matemáticos. El programa de UF/HoTT apenas está en
sus inicios, de manera que hacer una evaluación adecuada de su propuesta no es
algo sencillo. En contraste, los métodos y herramientas de la teoría de categorías
están ampliamente difundidos y tienen una legitimidad considerable por parte de
la comunidad matemática.
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el rol que juegan los objetos en un sistema de relaciones con otros objetos,
tratando a los objetos que son isomorfos entre sí como indistinguibles.

Ahora bien, la mejor herramienta categorista para caracterizar objetos
estructuralmente es la definición de propiedades universales. Estas pro-
piedades establecen cómo se comporta un objeto o flecha de manera única
(salvo isomorfismo) con todos los objetos de una categoría. Su relevancia
tiene que ver con el hechode que ciertos objetos y construccionesmatemáti-
cas aparecen una y otra vez en distintos contextos (en distintas categorías),
y las propiedades universales nos dicen exactamente qué es lo que tienen
en común todas esas ejemplificaciones.

Consideremos el caso de la noción de producto. En la categoría de
los conjuntos y las funciones entre ellos, el producto de dos conjuntos
A y B, usualmente llamado producto cartesiano, es el conjunto de pares
ordenados tales que su primer componente es un elemento de A y su
segundo componente es un elemento de B. En la lógica proposicional
intuicionista vista como una categoría, es decir, tomando como objetos a
las oraciones del lenguaje y como flechas a las deducciones del sistema, el
producto de dos oraciones p y q es su conjunción.

A primera vista ambas construcciones, el producto cartesiano de dos
conjuntos y la conjuncióndedos oraciones, sonmuydistintas. Sin embargo,
ambas satisfacen cierta propiedad universal: dados dos conjuntos A y B

y dadas dos oraciones p y q, tanto el producto cartesiano A × B como
la conjunción p ∧ q tienen dos mapas “naturales” hacia cada uno de sus
componentes, es decir, mapas

A A × B B
π1 π2

y

p p ∧ q q
π1 π2
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La teoría de categorías nos dice exactamente en qué sentido ambos mapas
son naturales, y ello explica la universalidad de la construcción. Demanera
general, dada una categoría arbitraria C y dos objetos X y Y de C, un
diagrama de producto para X y Y consiste de un objeto P de C junto con
dos flechas π1 y π2 como se muestra en el siguiente diagrama

X P Y,
π1 π2

tales que, para cualquier objeto T de C y flechas h : T → X y k : T → Y,
existe una única flecha u : T → P tal que π1 ◦ u � h y π2 ◦ u � k, lo cual
equivale a decir que el siguiente diagrama conmuta:

T

X P Y

h u k

π1 π2

Es fácil revisar que tanto el producto cartesiano de los conjuntos como la
conjunción de oraciones en el cálculo de proposiciones intuicionista satis-
facen esta propiedad de manera única salvo isomorfismo. En otras palabras,
dados dos conjuntos A y B, existe un único conjunto, A × B (equipado con
dos funciones hacia A y hacia B), que tiene la propiedad anterior; dadas
dos oraciones p y q del cálculo de proposiciones intuicionista, existe una
única proposición, p ∧ q (equipada con dos deducciones hacia p y hacia
q), que tiene la propiedad anterior. Dado que las propiedades universales
caracterizan a un objeto de manera única salvo isomorfismo, éstas nos di-
cen todo lo que tenemos que saber de los productos cartesianos y de las
conjunciones en términos estructurales.

Comomencioné al inicio, el tema central de mi tesis es la relación entre
las nociones clásicas de computabilidad e incomputabilidad. Aunque estas
nociones han sido estudiadas principalmente en un contexto conjuntista
(i.e., en la categoría de los conjuntos), su examen no está limitado a dicho
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contexto. En categorías tales como la de los conjuntos finitos y las fun-
ciones totales entre ellos, la de los ensamblajes y las funciones realizadas
entre ellos, o en el topos efectivo, uno puede ver que sus morfismos son
computables en un sentido clásico.

Así, dado que podemos tener morfismos computables en distintas ca-
tegorías, una buena caraterización estructural de los mismos debería ser
“transcategórica”, esdecir, independientede cualquier categoríaparticular.
Como también mencioné, en teoría de categorías estas caracterizaciones se
ofrecen mediante propiedades universales. El argumento de mi tesis tiene
como paso crucial mostrar que una caracterización de la noción de mor-
fismo computable en términos de propiedades universales no puede incluir
como uno de sus componentes la existencia demorfismos no computables.
La conclusión es que la existencia de morfismos no computables no es
una propiedad estructural de la noción de computabilidad clásica. Para
que esto quede mucho más claro, el argumento general de mi tesis es el
siguiente:

(1) La teoría de categorías es nuestra mejor teoría de las estructuras
matemáticas.

(2) La mejor manera de hablar de propiedades estructurales en teoría de
categorías es mediante propiedades universales.

(3) La caracterización de los morfismos computables en términos de
propiedades universales no pued

e incluir la existencia de morfismos no computables.

∴ La existencia de morfismos no computables no es una propiedad
estructural de los morfismos computables.

La organización de mi trabajo es la siguiente: en la sección 2 presento las
definiciones y resultados básicos de teoría de categorías que utilizo en el
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resto del texto. En la sección 3 presento la teoría clásica de la recursión
en términos categoristas, es decir, en el topos Set, poniendo énfasis en los
dos argumentos tradicionales que demuestran la existencia de funciones
no computables en esta categoría. En la sección 4 defino la noción de
“categoría computable” y presento dos ejemplos ampliamente estudiados,
la categoría de los ensamblajes Asm y el topos efectivo Eff, en los cuales
vale la Tesis Fuerte de Church, que afirma que todos los morfismos de
los naturales a los naturales son computables. En la sección 5 reúno los
resultados de las secciones anteriores para formular un argumento a favor
de la premisa (3) de mi argumento general. En las conclusiones discuto
algunas objeciones y preguntas abiertas que deja mi propuesta.
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2. Teoría de Categorías

2.1. Axiomas básicos de categorías y diagramas conmutati-

vos

Una categoría se compone de dos tipos de cosas:5 objetos, que en general
denotaré con las letras mayúsculas A, B, C, ..., y flechas (o morfismos), que
en general denotaré con las letras minúsculas f , g , h , ... Cada flecha tie-
ne asociados exactamente dos objetos de la categoría, no necesariamente
distintos, uno de los cuales es llamado su dominio y el otro su codominio;
para representar que cierta flecha f tiene como dominio el objeto A y como
codominio el objeto B, la notación estándar es f : A→ B, aunque también,
sobre todo al usar diagramas,

A
f
→ B.

Para cualesquiera dos flechas f y g, si el codominio de f es igual al dominio
de g, decimos que f y g son componibles. Si f y g son componibles, la flecha
compuesta será representada como g ◦ f . Cada objeto A tiene asociada una
flecha identidad, representada como 1A. Los axiomas para una categoría son
los siguientes:

• Para cada par de flechas componibles f y g, la compuesta g ◦ f tiene
como dominio el dominio de f , y como codominio el codominio de
g.

• Para cada objeto A, la flecha identidad 1A tiene como dominio y
codominio a A. Para cualesquiera objetos A y B y cualquier flecha
f : A→ B, 1B ◦ f � f � f ◦ 1A.

5El texto en el que baso la mayor parte de mi exposición es [34], particularmente los
capítulos 1–2, 4–6 y 13.
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• La composición de flechas es asociativa. Esto quiere decir que, para
cualesquiera tres flechas f : A → B, g : B → C y h : C → D,
(h ◦ g) ◦ f � h ◦ (g ◦ f ).

Hay una anécdota famosa según la cual Hilbert, al comentar sus axiomas
para la geometría euclidiana, mencionó que en lugar de “puntos”, “líneas”
y “planos”, uno debería ser capaz de poner “mesas”, “sillas” y “tarros de
cerveza”. La idea es que sin importar qué cosas sean los puntos, las líneas
y los planos, cualquier cosa que satisfaga los axiomas dados por Hilbert
debería considerarse como un sistema geométrico. De manera análoga,
podemos decir que cualquier cosa que satisfaga los axiomas básicos de teoría de
categorías puede ser vista como una categoría.

En teoría de categorías es muy común hacer uso de diagramas “con-
mutativos” para representar ecuaciones, y en este trabajo seguiré dicha
costumbre. Un diagrama es conmutativo si se cumple lo siguiente: todos
los caminos dirigidos que comparten el mismo nodo inicial y el mismo
nodo final representan la misma flecha.

Como ejemplo, tomemos el axioma que dice que la composición de
flechas es asociativa. Sean f : A→ B, g : B → C y h : C → D tres flechas,
cuya representación diagramática sería la siguiente:

B D

A C

g

h◦g

f

g◦ f

h

Decir que el diagrama anterior conmuta significa exactamente decir que
(h ◦ g) ◦ f � h ◦ (g ◦ f ), esto es, que el camino que va desde A hacia D

pasando por B representa la misma flecha que el camino que va de A hacia
D pasando por C.

Los diagramas pueden no ser conmutativos, y en general, a menos de
que contemos con información que nos diga que lo son, no debemos asumir
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que lo son. Para poner un ejemplo, supongamos que sabemos que existen
las siguientes cuatro flechas con sus respectivos dominios y codominios:
f : A→ B, g : A→ C, h : B→ D , k : C→ D. Podemos representar dichas
flechas con el siguiente diagrama:

A B

C D

g

f

h

k

Sin más información, no podemos saber si el diagrama anterior conmuta.
Para que conmute, es necesario y suficiente que h ◦ f � k ◦ g. Esto último
indica que a partir de ciertas ecuaciones podemos construir diagramas
conmutativos, y a la inversa, de diagramas conmutativos podemos obtener
ciertas ecuaciones.

2.2. Nociones categoristas básicas

En esta sección presento las definiciones de varias flechas y objetos distin-
guidos que aparecen a lo largo de mi texto. Como mencioné en la intro-
ducción, estas definiciones pueden pensarse como externas, relacionales o
estructurales, en el sentido de que no se preocupan por cómo están com-
puestos “internamente” los objetos y flechas definidas. Además, hay que
notar que su especificación depende de la categoría particular en la que
estemos trabajando. Por ejemplo, el hecho de que dos objetos matemáticos
sean isomorfos es relativo a la categoría en la que los estudiemos.N y Z son
isomorfos en la categoría de los conjuntos, pues hay al menos una función
biyectiva f : N → Z, y ésa es la noción apropiada de isomorfismo entre
conjuntos. En cambio,N yZ no son isomorfos en la categoría de los grupos,
puesN no es un grupo, de manera que no puede existir un homomorfismo
biyectivo deN a Z, y éste es el tipo de isomorfismo apropiado entre grupos.
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Isomorfismos Una flecha f : A → B es un isomorfismo si existe una g :
B→ A tal que g ◦ f � 1A y f ◦ g � 1B. En otras palabras, si f : A→ B

es un isomorfismo, entonces los siguientes dos diagramas conmutan:

B

A A

gf

1A

A

B B

fg

1B

En ese caso, g es única, y la llamamos el inverso de f , o f −1 : B → A.
Si hay un isomorfismo de A a B, decimos que A es isomorfo a B, con
la notación A � B. Dos objetos isomorfos en una categoría tienen las
mismas propiedades categoriales.

Monomorfismos Una flecha f : A → B es un monomorfismo si para cual-
quier objeto T y flechas h : T → A y k : T → A, si f ◦ h � f ◦ k,
entonces h � k. Se dice entonces que f es cancelable por la izquierda. La
representación de este tipo de flechas es la siguiente:

T
h
⇒
k

A
f
� B

Epimorfismos Una flecha f : A→ B es un epimorfismo si para cada objeto
T y flechas h : B → T y k : B → T, si h ◦ f � k ◦ f , entonces h � k.
Decimos que f es cancelable por la derecha; escribimos f : A� B para
señalar que f es epi. Su representación es la siguiente:

A
f
� B

h
⇒
k

T

Elemento generalizado Un elemento generalizado de A en una categoría C

es cualquier flecha con A como su codominio, por ejemplo: x : B →
A. En este caso, decimos que B es la etapa de definición (de x), o
simplemente que x es un elemento-B de A. Dado que pensamos en
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cualquier flecha y : A → B como un elemento-A de B, podemos
usar la notación y ∈A B para referirnos a dicha flecha. Pensando
en y ∈A B como un elemento generalizado de B, para cualquier
f : B → C podemos escribir f (y) para la composición f ◦ y. Así,
para cada y ∈A B y f : B → C, existe f (y) ∈A C. En cada etapa de la
definición A, f toma elementos-A de B y los manda a elementos-A
de C.

Elemento global Un elemento globaldeA enuna categoríaC es un elemento
generalizado cuya etapa de definición es un objeto terminal: h : 1→
A. En Set, por ejemplo, para cualquier conjunto A existe una flecha
x : {∗} → A por cada x ∈ A.

Subobjeto Un subobjeto de A en una categoría C es una flecha mono con
codominio A, por ejemplo, i : S� A.6

Miembro Un elemento-T de A (x ∈T A) es un miembro de i si x factoriza
a través de i, esto es, si existe una h : T → S que hace conmutar al
diagrama:

T S

A

h

x
i

A veces abusamos de la notación y en lugar de escribir x ∈ i escribi-
mos x ∈ S.

6Los teóricos de las categorías a veces definen a un ‘subobjeto’ de A no simplemente
como una flecha mono con codominio A, sino como una clase de equivalencia de dichas
flechas.
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Inclusión Dadas las flechas mono i : A � C y j : B � C, escribimos
i ⊆ j, o decimos que i está incluido en j si i factoriza a través de j, esto
es, si existe una s : A→ B que hace conmutar al siguiente diagrama:

A B

C

s

i
j

Equivalencia Decimos que i es equivalente a j, o escribimos i ≡ j, si se cum-
ple que i ⊆ j y j ⊆ i. Tenemos además los siguientes dos resultados:
(a) i ≡ j implica que los dominios de i y j son isomorfos; (b) dados
subobjetos i : A � C y j : B � C, tenemos i ⊆ j sii cada miembro
de i es un miembro de j.

Functor Un functor F de una categoría A a una categoría B, denotado,
F : A→ B, asigna a cada objeto A de A un objeto FA de B, y a cada
flecha f de A una flecha F f de B, tal que se cumple lo siguiente:

1. F preserva dominios y codominios, esto es, dada f : A → B en
A, tenemos F f : FA→ FB.

2. F preserva identidades: Dada cualquier A en A, F(1A) � 1FA.

3. Fpreserva composición: Si f y g son componibles enA, entonces
F(g ◦ f ) � Fg ◦ F f , y el segundo compuesto está en B.

Si pensamos enuna categoríaA comouna reddeflechas entre objetos,
podemospensar queun functorF : A→ Bproduceun retratodeA en
B, y el retrato de cualquier diagrama conmutativo también conmuta,
pues si aplicamos F a todos los objetos y flechas en un diagrama
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conmutativo en A obtenemos un diagrama conmutativo en B:

A

B

F

A B

C

FB

FA FC

f

g◦ f
g

Fg
F f

F(g◦ f )

Dados dos functores F : A → B y G : B → C, el functor compuesto
G ◦ F : A → C está definido como sigue: (G ◦ F)A � G(FA) y (G ◦
F) f � G(F f ). Dado que para cualquier categoría A existe el functor
identidad 1A : A → A, tenemos otro ejemplo de una categoría: la
categoría de las categorías, Cat, cuyos objetos son categorías y cuyas
flechas son los functores entre ellas.

2.3. Categorías cartesianas cerradas

Las tres categorías que presento en este trabajo (Set, Asm y Eff) son cate-
gorías cartesianas cerradas, aunque también cuentan con cierta estructura
adicional. Lo relevante de este tipo de categorías son las construcciones que
se pueden realizar en ellas, especialmente los productos y exponenciales.7
Precisamente, unamanera de definir este tipo de categorías es diciendo que
se trata de categorías que tienen todos los productos finitos y exponenciales
para cualesquiera dos objetos.

7En términos lógicos, dichas categorías son modelos (al menos) del fragmento ∧,⇒
del cálculo de proposiciones intuicionista.
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Una categoría tiene todos los productos finitos si y sólo si tiene un objeto
terminal y productos binarios para cualesquiera dos objetos de la categoría:

Objeto terminal Unobjeto terminal enuna categoríaC es un objeto, usual-
mente denotado como “1”, tal que, para cualquier objeto X de C,
existe una única flecha f : X → 1. Dado que la flecha es única, la
notación usual para la misma (dado un objeto arbitrario X) es

!X : X → 1

Productos binarios Decimos que una categoría tiene (todos los) productos
binarios si, para cualesquiera dos objetos A y B, existe otro objeto P

y flechas p1 : P → A y p2 : P → B, tales que, para cualquir objeto T y
flechas h : T → A y k : T → A existe una única flecha u : T → P tal
que p1 ◦ u � h y p2 ◦ u � k. En ese caso se dice que P es un producto
binario de A y B. Dado que los productos están determinados salvo
isomorfismo, es usual tomar cualquiera (si es que existe) y denotarlo
como ‘A × B’; las flechas p1 y p2 se denominan flechas proyección. Una
manera gráfica de poner lo anterior es diciendo que, si

A
p1← A × B

p2→ B

es un diagrama de producto para A y B, entonces para cualquier T y
flechas h y k como se muestra:

A
h← T

k→ B,

existe una única flecha u : T → A×B que hace conmutar al siguiente
diagrama:

T

A A × B B

h ku

p1 p2
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Una categoría que tiene objeto terminal y todos los productos binarios
tiene (todos los) productos finitos, esto es, productos para cualquier
número finito de objetos.

Exponenciales Dados dos objetos A, B, un exponencial de B por A consiste
de un objeto I y una flecha e : I × A→ B con la siguiente propiedad:
Para cualquier objeto C y flecha g : C × A→ B hay una única flecha
ḡ : C→ I que hace conmutar al siguiente diagrama:

I I × A B

C C × A

e

ḡ ḡ×1A
g

La notación que usaremos es la siguiente:

BA BA × A B

C C × A

evA,B

ḡ ḡ×1A
g

Recapitulando, una categoría que tiene todos los productos finitos así como
exponenciales para cualesquiera dos objetos es una categoría cartesiana
cerrada.

2.4. La noción de topos

Existen distintas maneras equivalentes de definir lo que es un topos ele-
mental. Una de ellas, haciendo uso de las definiciones que ya se han men-
cionado, es diciendo que se trata de una categoría cartesiana cerrada que
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cuenta con un clasificador de subobjetos y con igualadores.8 Sólo dos de las
categorías que presento más adelante son topos: Set y Eff.

En este tipo de categorías es posible interpretar fórmulas de lenguajes
de orden superior, es decir, fórmulas en las que se cuantifica no sólo sobre
individuos, sino también sobre predicados, sobre predicados de predica-
dos, etcétera. Pero no sólo eso: cada topos elemental es un modelo de la
lógica intuicionista de orden superior, en el sentido de que una fórmula
de esta lógica es un teorema sólo si su interpretación es verdadera en cada
topos elemental.

Igualadores Dadas dos flechas paralelas9 f : A → B y g : A → B, un
igualador es una flecha e : E → A tal que f ◦ e � g ◦ e y para
cualquier T y h : T → A, si f ◦ h � g ◦ h, entonces existe una única
flecha u : T → E tal que h � e ◦ u. En diagramas:

T

E A B

u h

e
f

g

El igualador puede pensarse como ‘la parte de A en la que f � g’.

Para definir la noción de clasificador de subobjetos es útil dar primero la
definición de ‘producto fibrado’ o pullback:

8Una lista equivalente de condiciones (axiomas) para que una categoría C sea un topos
elemental es la siguiente: (1) C debe contar con todos los límites finitos; (2) C debe tener
un clasificador de subobjetos; (3) para cada objeto B de C, debe existir un objeto potencia
PB, idéntico al exponencial ΩB . Para una prueba de que ambas colecciones de axiomas
son equivalentes, cf. [31, cap. IV].

9Se denominan flechas paralelas a aquellas que comparten el mismo dominio y codo-
minio.

19



Pullback Un pullback (o producto fibrado) para dos flechas con el mismo
codominio, por ejemplo, f : A → C y g : B → C, consiste de un
objeto P y dos flechas como se muestra en el diagrama:

P B

A C

p2

p1 g

f

con la siguiente propiedad: el diagrama anterior conmuta y, para
cualquier objeto T y flechas h : T → A y k : T → B, si f ◦ h � g ◦ k,
entonces existe una única u : T → P tal que p1 ◦ u � h y p2 ◦ u � k:

T

P B

A C

u k

h p2

p1 g

f

Denominamos a dos flechas con el mismo codominio como una es-
quina de flechas. La notación para un pullback para las flechas f y g

es la siguiente:

20



T

A ×C B B

A C

〈h ,k〉 k

h p2

p1 g

f

Clasificador de subobjetos Un clasificador de subobjetos es un objetoΩ y
una flecha t : 1→ Ω tal que para cualquiermonomorfismo s : S� A

existe una única flecha χs : A→ Ω que el siguiente diagrama sea un
pullback:

S 1

A Ω

s t

χs

A la flecha χs se le llama flecha clasificadora para s, o flecha característica
para s.
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3. Teoría Clásica de la Recursión

Piergiorgio Odifreddi [41, pp. 1–2] menciona dos sentidos en los que uno
puede hablar de una teoría clásica de la recursión: por un lado, su objeto de
estudio son las funciones numéricas, es decir, funciones del tipo Nk → N;
por otro lado, su formalización seda enunmarco teórico-conjuntista clásico
(usualmente ZF o ZFC), es decir, uno cuya lógica subyacente es clásica.

Hay al menos dos diferencias importantes entre las teorías de conjuntos
“materiales” basadas en la noción de pertenencia (como ZF), y las teorías
de conjuntos basadas en la noción de función (llamadas usualmente “es-
tructurales”, tales comoETCS): por unaparte, las teoríasmateriales definen
una relación de pertenecia global, lo cual quiere decir que para cualesquie-
ra dos objetos A y B, uno puede preguntarse si A pertenece a B. En cambio,
aunque las teorías estructurales también permiten definir la relación de
pertenencia, ésta siempre es local. Esto quiere decir que no tiene sentido
tomar dos objetos arbitrarios A y B y preguntarse si uno pertenece al otro;
lo que sí tiene sentido es preguntar, una vez que sabemos que A pertenece
a B, si es que A pertenece a algún subconjunto de B, y a cuál.

La segunda diferencia es que las teorías de conjuntos estructurales
toman a los conjuntos isomorfos como indistinguibles. Esto quiere decir,
por ejemplo, que dado un conjunto arbitrario A, las teorías estructurales
no hacen distinciones entre 2A (el conjunto de funciones de A hacia “el”
conjunto 2, que tiene sólo dos elementos) y ℘A (el conjunto potencia de A),
puesto que 2A es isomorfo a ℘A. Las teoríasmateriales sin duda distinguen
entre ambos conjuntos.

En esta secciónpresento las definiciones y resultados básicos de la teoría
clásica de la recursión formulados en una teoría de conjuntos estructural,
aquella que describe al topos Set. Dicha teoría es clásica en los dos sentidos
de Odifreddi, pues tiene como objeto de estudio a las funciones numéricas
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y su lógica subyacente es clásica.
Quizá la única diferencia más o menos notoria en relación con su for-

mulación en las teorías materiales es que, cuando se hable de los ele-
mentos de un conjunto, hay que entender que se trata de los elemen-
tos globales de dicho conjunto. Así, por ejemplo, cuando decimos que
N � {0, 1, 2, ...}, formalmente esto quiere decir que existen los morfismos
0 : 1→ N, 1 : 1→ N, 2 : 1→ N, etc. Igualmente, cuando nos referimos al
“sucesor de n” (para algún n ∈ N), nos referimos a la composición:

1 N N
n

s(n)

s

A continuación presento los axiomas de Set y más adelante la teoría de la
recursión formulada sobre esta categoría.

3.1. El topos Set

Existen distintas axiomatizaciones (no equivalentes) de lo que es “la” cate-
goría de los conjuntos y las funciones entre ellos. La diferencia tiene que ver
con la elección de las propiedades que se le atribuyen a los conjuntos, por
ejemplo si su lógica es clásica o intuicionista, si la categoría debe validar el
axioma de elección y los de reemplazo, etc.

Mi presentación de Set está basada principalmente en [34, cap. 22].
Dicha presentación puede pensarse como una formulación en términos
categoristas de la teoría de conjuntos (clásica) ZFC con cuantificadores
acotados. En particular, se asumirá que Set valida el axioma de elección y
que su lógica es booleana.

El topos Set satisface los siguientes axiomas (además de los axiomas
para un topos elemental):
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(a) Buena puntuación (1 es generador): para cualquier par de morfismos
paralelos f , g : A→ B se cumple que o bien f � g o bien existe algún
c : 1→ A tal que f ◦ c , g ◦ c.

(b) No trivialidad: 1 (el objeto terminal) no es iso a ∅ (el objeto inicial).

(c) Infinito: hay un objeto de números naturales N.

(d) Elección (los epimorfismos dividen): para cualquier epimorfismo f :
A � B existe una función σ : B → A tal que f ◦ σ � 1B (σ es una
sección de f , esto es, un inverso derecho):10

B A Bσ

f ◦σ�1B

f

Una característica importante de Set es que es un topos booleano, es decir,
su lógica subyacente es clásica.11

Acontinuaciónpresentaré lasnocionesdeobjeto terminal, objeto inicial,
productos, igualadores, exponenciales, productos fibrados, clasificador de
subobjetos y objeto potencia para la categoría Set. Presento algunos dia-
gramas internos12 para dichas definiciones y también algunas pruebas de
que de hecho se satisfacen las definiciones categoristas.

10Esto recupera la siguiente versión tradicional del axioma de elección: toda función
suprayectiva tiene un inverso derecho.

11Otras maneras equivalentes de decir que un topos E es booleano son las siguientes:
(a) cada subobjeto en E tiene complementos, esto es, para cualquier subobjeto i : I � A

existe un subobjeto j : J � A tal que i ∩ j ≡ ∅ y i ∪ j ≡ 1A; (b) Ω es decidible, esto es, la
diagonal ∆Ω : Ω� Ω ×Ω tiene un complemento; (c) la lógica booleana es correcta para
E. Para la prueba de que todas estas condiciones son equivalentes (y para la presentación
de otras condiciones equivalentes) cf. [34, p. 162].

12Un diagrama interno en Set muestra exactamente qué elementos del dominio de una
función son asociados con qué elemento de su codominio. En contraste, los diagramas
externos sólo muestran cuál es el dominio y cuál el codominio de una flecha.
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• Objeto terminal: en Set, un objeto terminal es un conjunto con un
solo punto, es decir, un unitario (1 � {∗}). Un objeto terminal se ve
así en Set:

Tomandounconjuntounitario arbitrariopodemosver que se satisface
la propiedad universal del objeto terminal:

en el sentido de que sin importar cuántos puntos tenga nuestro objeto
arbitrario (el dominio), existe una única manera de asociarle a cada
punto un único punto en el objeto terminal (el codominio).

• Objeto inicial: en Set, un objeto inicial es un conjunto sin puntos, es
decir, el conjuntovacío (∅). Para cualquier conjuntoA, existeunaúnica
función ∅ → A, de modo que se satisface la definición categorista de
objeto inicial.

• Productos: dados dos conjuntos A y B de Set, el producto A × B es el
producto cartesiano “usual”, esto es, A× B � {(a , b) : a ∈ A∧ b ∈ B}:
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A × B

A

B

• Exponenciales: Dados dos conjuntos A y B en Set, el exponencial de
B por A es el conjunto

BA
� { f : dom( f ) � A ∧ cod( f ) � B},

es decir, el conjunto de todas las funciones de A hacia B.

• Igualadores: Dadas dos funciones paralelas f , g : A→ B, un iguala-
dor en Set es el conjunto

E � {x : f (x) � g(x)} ⊆ A,

esto es, el subconjunto de A para el cual coinciden f y g:

f

g

E A B
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• Productos fibrados (pullbacks): Dadas dos funciones f : A → C y
g : B→ C en Set, un producto fibrado para f y g es el conjunto

A ×C B � {(a , b) ∈ A × B : f (a) � g(b)}.

Una manera equivalente de definir un producto fibrado para f y g

es diciendo que se trata de un igualador para las funciones paralelas
f ◦ p1, g ◦ p2 : A × B→ C, con A × B el producto cartesiano de A por
B, y p1, p2 sus proyecciones naturales. (En la siguiente definición se
muestra el diagrama para un producto fibrado.)

• Clasificador de subobjetos: En Set, un clasificador de subobjetos es
un conjunto de dos puntos, digamos Ω � {>,⊥}, junto con una
función > : 1→ Ω, tales que, para cualquier conjunto A y cualquier
s : S � A existe una única función χS : A → Ω que hace que el
siguiente diagrama sea un producto fibrado para χS y >:

∗ > ⊥

S A

Ω

3.2. Teoría de la recursión en Set

Informalmente, una función f : Nn → N es computable si existe algún
algoritmo para calcular sus valores, esto es, un conjunto de reglas o ins-
trucciones tales que, al seguirlas con valores de entrada (x1, ..., xn), el
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procedimiento termina eventualmente y nos devuelve el valor de salida
f (x1, ..., xn). Hay distintas maneras de hacer precisa la noción de función
computable; en este texto presento una de las más conocidas, debida a los
trabajos de Herbrand, Gödel y Kleene: la de función recursiva.

La clase de las funciones recursivas es la menor clase que contiene a la
función sucesor, las funciones cero, las funciones proyección, y que está cerra-
da bajo las operaciones de composición, recursión primitiva y búsqueda.
A continuación explicaré con detalle cada una de estas nociones.13

3.2.1. Funciones primitivas recursivas

Las funciones primitivas recursivas son una subclase de las funciones re-
cursivas. Esta subclase se compone de lo siguiente:

1. Las funciones cero, esto es, las funciones constantes f cuyo valor de
salida es siempre 0 para cualquier valor de entrada (x1, ..., xk):

f (x1, ..., xk) � 0

2. La función sucesor, que a cada número le asigna el que le sigue en la
serie de los números naturales.

3. Las funciones proyección: para cualesquiera n , k tal que 1 ≤ n ≤ k,

Ik
n(x1, ..., xk) � xn .

Estas funciones son llamadas usualmente las funciones iniciales. La clase
que las incluye a todasyque está cerradabajo las siguientesdosoperaciones
(composición y recursión primitiva) es la clase de las funciones primitivas
recursivas:

13Mi exposición de estos temas sigue de cerca las presentaciones de [24], particularmen-
te el capítulo III, de [17], particularmente los capítulos 1, 2 y 4, y de [18], particularmente
los capítulos 11 y 14–16.
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1. Composición: dadas dos funciones f y g, si dom(g) � cod( f ), enton-
ces existe una función h, denotada usualmente como g ◦ f , tal que
toma como valores de entrada los valores de entrada de f y devuelve
como valores de salida ciertos valores de salida de g (aquellos que
son imágenes bajo f ). De manera más general, una función h de k

lugares se obtiene por composición de la función g de n lugares y las
funciones f1, ..., fn de k lugares si la siguiente ecuación se sostiene
para todo valor de entrada (x1, ..., xk):

h(x1, ..., xk) � g( f1(x1, ..., xk), ..., fn(x1, ..., xk)).

2. Recursión primitiva. Tenemos dos casos:

• Una función h de un lugar se obtiene de la función g de dos
lugares mediante recursión primitiva al usar el número m si el
siguiente par de ecuaciones se sostiene para todo y:

h(0) � m

h(y + 1) � g(h(y), y)

• Para k > 0: Una función h de k + 1 lugares se obtiene mediante
recursión primitiva de la función f de k lugares y de la función
g de k + 2 lugares si el siguiente par de ecuaciones se sostiene
para todo x1, ..., xk y para todo y:

h(x1, ..., xk , 0) � f (x1, ..., xk)

h(x1, ..., xk , y + 1) � g(h(x1, ..., xk , y), x1, ..., xk , y)

Las operaciones de composición y de recursión primitiva cierran la clase
de las funciones primitivas recursivas en el sentido de que, si denotamos
esta clase mediante ‘C’, entonces en cualquier caso en que una función f

es obtenida ya sea mediante composición o mediante recursión primitiva
a partir de funciones en C, f misma pertenece a C.
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3.2.2. Búsqueda

La clase de las funciones recursivas primitivas no comprende a todas las
funciones computables, aunque sí a una buena parte de ellas. Para obtener
a las restantes, añadimos a las operaciones de clausura la búsqueda. Decimos
que una función h de k lugares es obtenida a partir de la función g de k + 1
lugares mediante búsqueda si para cada (x1, ..., xk), el valor h(x1, ..., xk):

• o bien es el número y tal que g(x1, ..., xk , y) � 0 y para todo t < y,
g(x1, ..., xk , t) está definido y es distinto de 0, si tal y existe,

• o bien no está definido, si no existe tal y.

La notación usual es la siguiente:

h(x1, ..., xk) � µy[g(x1, ..., xk , y) � 0].

La idea detrás del operador-µ es buscar al menor número y que es la
solución para alguna ecuación, probando sucesivamente y � 0, 1, 2, ....

Recapitulando, tenemos que una función es recursiva si puede ser cons-
truida a partir de las funciones sucesor, cero y proyección, permitiendo el
uso de las operaciones de composición, recursión primitiva y búsqueda.

3.2.3. Enumeración de las funciones parciales recursivas

Al inicio mencioné que la noción informal de función computable nos
dice que éstas son aquellas para las que existe un algoritmo para calcular
sus valores. En general, dado un conjunto de instrucciones, existen varios
métodos para codificar dicho conjunto en términos de números naturales.
Asumamos que tenemos uno a la mano. Entonces podemos definir, para
cualquier n positivo, una función “universal” parcial computable Φ(n) de
n + 1 lugares tal que, para cualquier función parcial computable f de n
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lugares, existe un número e tal que:

Φ(n)(e , x1, ..., xn) ' f (x1, ..., xn),

para toda tupla (x1, ..., xn). (El símbolo ‘'’ indica que o bien ambas funcio-
nes están definidas para el input (x1, ..., xn) y son iguales, o bien ninguna
está definida para ese input.) La idea es que, si e es el número que codifica
las instrucciones para computar f , el significado intuitivo de la función
Φ(n) es el siguiente:

Φ(n)(e , x1, ..., xn) � el resultado de aplicar las instrucciones codificadas
por e al input (x1, ..., xn)

Así, podemos dejar que [[e]](n) sea la función parcial computable definida
por la ecuación

[[e]](n)(x1, ..., xn) � Φ(n)(e , x1, ..., xn),

con lo cual es posible obtener una enumeración completa de las funciones
parciales computables de n lugares:

[[0]](n), [[1]](n), [[2]](n), ...

La enumeración de las funciones parciales recursivas nos permite defi-
nir la función parcial “diagonal”:

d(x) � [[x]](x) + 1

La numeración de las funciones parciales recursivas es computable (cf.
[18, pp. 103–104]), por lo que la función diagonal también lo es. Entonces,
d ' [[e]] para algún índice e. Esto quiere decir que

[[x]](x) + 1 ' d(x) ' [[e]](x),
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para todo x. En especial, cuando tenemos que x � e, se cumple que

[[e]](e) + 1 ' d(e) ' [[e]](e)

Aunque esto se vea raro, ello no implica que exista un número l (en este
caso [[e]](e)) tal que l � l + 1; recordemos que el símbolo ‘'’ no es una
identidad. Al contrario, lo que sí implica es que la función d no puede
ser extendida a una función total recursiva. Esto último quiere decir que
no existe una función total recursiva f tal que cuandoquiera que d(x) está
definida entonces f (x) � d(x).

3.2.4. El problema de la detención en Set

En esta sección doy una presentación del problema de la detención en
Set, la cual es esencialmente la misma que da Yanofsky en [48]. La gran
diferencia es que su argumento asumeque la categoría en la que se presenta
el problema de la detención es un “universo computable”; en particular,
asume que

(a) N y 2 son objetos de la categoría;

(b) todos los objetos de la categoría son conjuntos numerables isomorfos,
esto es, que para cada objeto C de la categoría existe un isomorfismo
eC : N→ C;14

14En realidad, Yanofsky parece confundir dos requisitos bastante distintos: por un
lado, pide que para cada objeto C de la categoría exista algún tipo de enumeración de
sus elementos, de modo que cada C sea “un conjunto de cosas computables”; por otra
parte, define una enumeración como “un isomorfismo total eC : N → C” [48, p.373]. A
excepción del caso trivial en que la categoría tiene un solo objeto y una sola flecha salvo
isomorfismo, el primer requisito permite que los conjuntos de la categoría sean conjuntos
finitos, mientras que el segundo requisito lo prohibe. Dado que otro de sus requisitos
es que 2 sea un objeto de la categoría (entendiendo a 2 simplemente como un conjunto
con dos elementos), lo más viable es modificar su noción de enumeración, y pedir que
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(c) todas las flechas f : C → C′ (con C y C′ objetos de la categoría)
son funciones computables, o, lo que es lo mismo, que para toda
f : C → C′ existe un número f̄ ∈ N (el número que corresponde al
programa que computa f ).

El requisito (a) se cumple en Set, pero (b) y (c) no. Es fácil ver, por ejemplo,
que en Set, N � ℘(N) o que N � 1. También tenemos que no existe una
función suprayectiva N→ 2N, de modo que hay al menos una f : N→ N

a la que no es posible asignar una f̄ ∈ N en Set. Esto es lo que he llamado
anteriormente como “el argumento de la cardinalidad”:

(1) Las funciones computables tienen dominio y codominio en N, y for-
man un conjunto numerable.

(2) El conjunto NN no es numerable.

∴ El conjunto de las funciones computables es un subconjunto propio
de NN.

∴ Hay estrictamente más funciones no computables que funciones
computables.

En cualquier caso, la conclusión del argumento de Yanofsky es que la fun-
ción halt (que defino a continuación) no puede ser total, y dicho argumento
puede recuperarse para Set.

Definamos a halt : N ×N→ 2 de la siguiente manera:

halt(n ,m) �


1 si n ∈ Wm

0 si n < Wm

para cada objeto C de la categoría exista una función parcial suprayectiva N ⇀ C. En el
apartado acerca de la categoría de los ensamblajes digo algo más acerca de esta noción.
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donde Wm es el conjunto recursivamente enumerable correspondiente a m.
Además, definamos la función α : 2→ 2 de la siguiente manera: α(0) � 1 y
α(1) ↑. Finalmente, definamos una función g : N→ 2 a partir del siguiente
diagrama conmutativo:

N ×N 2

N 2

halt

α∆N

g

En otras palabras, g � α ◦ halt ◦ ∆N. La función halt no es total, pues no
está definida para ( ḡ , ḡ): por un lado,

1. supongamos que halt( ḡ , ḡ) � 0.

2. Entonces, α(halt(∆N( ḡ))) � 1 (pues ∆N( ḡ) � ( ḡ , ḡ) y α(0) � 1).

3. Entonces, g( ḡ) � 1 (pues g � α ◦ halt ◦ ∆N).

4. Entonces, ḡ ∈ W〈g〉.

5. Por tanto, halt( ḡ , ḡ) � 1 (por la definición de halt).

Tenemos entonces que

halt( ḡ , ḡ) � 0 ⇒ halt( ḡ , ḡ) � 1

El otro lado de la implicación se obtiene de manera análoga. Así, halt no
puede ser total en Set.

Hay dos cosas que me interesan destacar de lo que he dicho en este
apartado:

(a) Haydos pruebas distintas de que (TFC) no es válida enSet: la primera
tiene que ver exclusivamente con cuestiones de cardinalidad (en el
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sentido de que hay más funciones de N → N en Set que funciones
computables); la segunda tiene que ver con la lógica de Set, pues
supone la validez de tercero excluido para la definición de halt (y
para la prueba por reducción al absurdo de que halt no puede ser
total).

(b) A menos de que uno piense que la noción de computabilidad en tér-
minos de máquinas de Turing (y equivalentes) deba estar atada ya
sea a la estructura de los conjuntos (al menos como es descrita en
Set) o a la lógica clásica, no es evidente por qué debería ser esen-
cial a la noción de función computable el que existan funciones no
computables.

En las siguientes secciones presento dos categorías (Asm y Eff) en las que
tenemos todos los morfismos computables deN→ N en Set (algo que más
adelante denominaré como “Computabilidad plena”), y en las que a la vez
todo morfismo de N→ N es computable en el sentido de la teoría clásica
de la recursión (lo que he mencionado en la introducción como la Tesis
Fuerte de Church).

La lógica de dichas categorías no es clásica. Así, podría plantearse
que el cambio de lógica es lo que hace que dichos resultados valgan en
tales categorías. Sin embargo, como mostraré en las siguientes secciones,
el orden de la explicación es el inverso: las propiedades específicas de los
objetos y morfismos de Asm y Eff es lo que hace imposible que la lógica
de estas categorías sea la lógica clásica.
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4. Categorías computables

En el lenguaje de la teoría de categorías podemos dar una definición de “ca-
tegoría computable” basándonos en la noción de computabilidad descrita
en el apartado anterior:

Categoría computableMT Una categoría C es computable relativa a la no-
ción de computabilidad MT (por máquina de Turing) si sus objetos
y morfismos son computables en términos de la noción clásica de
computabilidad.15

Esta definición está inspirada en la definición de “universo computable” de
Yuri I. Manin en [32] y [33]. La definición que yo propongo es más general
que la suya al menos en los siguientes tres aspectos:

(i) Manin pide que los objetos de la categoría sean conjuntos numerados
(finitos o infinitos). La noción de “categoría computable” no impone
este requisito. Por ejemplo, en Asm los objetos son ensamblajes. Aun-
que el concepto de ensamblaje es similar al de conjunto numerado

15Podemos generalizar la definición de categoría computableMT para abarcar otras
nociones de computabilidad del siguiente modo:

Categoría computableX Una categoría C es computable relativa a la noción de compu-
tabilidad X si sus objetos y morfismos son computables en términos de X.

Hay al menos dos razones para considerar esta versión general. Por un lado, como men-
cionan John Longley y DagNorman, “[m]ientras que para funciones ordinarias de primer
orden sobre los números naturales (i.e. funciones de tipo N → N) hay un único concepto
razonable de computabilidad, este no es el caso para operaciones de tipos más complejos
como ((N → N) → N)” [28, p. 2]. Por otro lado, mucho trabajo en teoría de la compu-
tabilidad ha consistido en reemplazar a la estructura de los números naturales por otras
estructuras matemáticas en las cuales formular las nociones básicas de la teoría (Cf. [12,
p. 183]).
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(en realidad es su generalización), no son idénticos: todos conjun-
tos numerados son ensamblajes, pero no todos los ensamblajes son
conjuntos numerados.16

(ii) Manin pide que losmorfismos de la categoría sean funciones compu-
tables. Nuevamente, esto no es impuesto por la noción de “categoría
computable”. Por ejemplo, en Eff los morfismos entre objetos son
relaciones funcionales, pero no exactamente funciones.

(iii) Manin pide que uno de los objetos de la categoría sea el conjunto
de los números naturales. Hay dos cosas que decir al respecto: la
primera es que no es lo mismo pedir que el conjunto de los números
naturales sea un objeto de la categoría, a pedir que la categoría tenga
unobjetodenúmeros naturales (NNO). EnMod,AsmyEff se cumple
el segundo requisito (esto es, todas ellas tienen un NNO), pero no el
primero (pues el conjunto de los números naturales no es uno de sus
objetos). En segundo lugar, quisiera dejar abierta la posibilidad de
definir una categoría computable sin NNO. Ésa es precisamente la
propuesta de Macedo, Haeusler y Garcia en [29].

En esta sección presento dos categorías computablesMT : la categoría de los
ensamblajesAsm y el topos efectivo Eff. Lo que me interesa de este tipo de
categorías es que en ellas es válida la Tesis Fuerte de Church (TFC):

(TFC) Todo morfismo del tipo N→ N es computable.17

Además, en algunas, pero no en todas, las categorías computablesMT es
válido lo siguiente:

16En el apartado acerca de la categoría Asm explico con detalle la diferencia.
17En las categorías computablesX es válida una versión generalizada de la Tesis Fuerte

de Church, a saber, que todo morfismo en ellas es computable relativo a X.
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(Computabilidad plena) Todo morfismo f : N → N que es computable
en Set corresponde a un morfismo del NNO al NNO de dichas cate-
gorías.

Este resultado vale tanto en Asm como en Eff. No es válido, por ejemplo
en FinSet.18

4.1. La categoría de los ensamblajes Asm

Esta sección está dividida en tres partes: en la primera presento la categoría
Asm, cuyos objetos son los ensamblajes y cuyas flechas son las funciones
realizadas entre ellos, explicando la equivalencia entre las distintas defi-
niciones de ensamblaje que hay en la literatura; en la segunda presento
algunas construcciones categoriales definibles en Asm, y en la tercera, tras
presentar el objeto de números naturales de Asm, explico por qué en dicha
categoría vale la (TFC) y (Computabilidad plena).

Parte de la teoría de la recursión que utilizaré en esta sección es la
siguiente: contamos con una enumeración de las funciones parciales recur-
sivas, y escribimos n(m) para referirnos al valor en m de la de la n-sima
función, siempre y cuando m esté en el dominio de n. Contamos también
con una función recursiva de emparejamiento (_, _) : N × N → N y fun-
ciones recursivas l : N → N y r : N → N tales que, para cualesquiera

18Los objetos de FinSet son conjuntos finitos, y sus morfismos son las funciones totales
entre ellos. Dados dos conjuntos finitos A y B, (la gráfica de) una función f : A → B

será necesariamente un conjunto finito de pares ordenados; dado que hay varias maneras
de definir un programa que decida la pertenecia a dichos conjuntos (cf. [17, p. 2]), f es
computable por una máquina de Turing. Aunque (TFC) no es válida estrictamente en
FinSet (pues esta categoría no cuenta con un objeto de números naturales), en ella sí vale
su versión generalizada, a saber, que todos los morfismos de FinSet son computables en
términos demáquinas de Turing. Sin embargo, estrictamente ningúnmorfismo deN→ N

en Set corresponde a un morfismo en FinSet (pues los morfismos de Set son funciones
totales definidas sobre el conjunto de los naturales, el cual es infinito).
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números naturales n y m, l(n ,m) � n, r(n ,m) � m y n � (ln , rn). Así,
(n ,m) es un número natural que codifica al par compuesto por n y m, con
l y r sus proyecciones.

4.1.1. Conjuntos numerados y ensamblajes

Para Church, Turing y Gödel, los objetos que fungen como valores de en-
trada y de salida de un procedimiento efectivo son objetos finitos, ya sean
ristras de símbolos de cierto alfabeto (finito), o bien números naturales.
Una pregunta importante en teoría de la computabilidad es cómo represen-
tar otras entidades matemáticas en términos de dichos objetos finitos, de
manera que podamos realizar cómputos sobre ellas. Esto se logramediante
la noción de numeración.

Un conjunto numerado (A, νA) consiste de un conjunto A y una función
parcial suprayectiva νA : N ⇀ A, llamada numeración. Decimos que |A| �
{n ∈ N : νA(n) ↓} es el “dominio” de νA. Dado cualquier elemento x ∈ A,
si x � νA(n), decimos que n es el nombre de x, o que n representa a x.

Una función realizada f : (A, νA) → (B, νB) es una función f : A → B

para la que existe una función parcial recursiva p : N → N tal que, para
toda n ∈ |A|, f (νA(n)) � νB(p(n)). En tal caso, decimos que p rastrea o
realiza f .

Ahora bien, a partir de la función de numeración νA podemos definir
una relación de realizabilidad A, correspondiente al conjunto numerado
(A, νA), como la gráfica de νA, esto es, para toda x ∈ A:

νA(n) � x ⇔ n A x ,

y decimos que n realiza a x.
Puesto que νA y A se determinan mutuamente, podemos dar la si-

guiente definición de conjunto numerado, la cual es equivalente a la defi-
nición anterior: un conjunto numerado (A, A) consiste de un conjunto A
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y una relación A subconjunto deN×A, la cual satisface las siguientes dos
propiedades:

(1) Es suprayectiva, esto es:

(∀x ∈ A)(∃n ∈ N)(n A x).

(2) Es monovaluada, esto es:

(∀n ∈ N)(∀x , y ∈ A)((n A x ∧ n A y) ⇒ x � y)

Hay que notar que puede darse el caso de que n A x y m A x, con
n , m, esto es, un mismo objeto puede tener varias representaciones (o
varios realizadores). En teoría de la realizabilidad, otro nombre para los
conjuntos numerados es el de conjuntos modestos. Una noción más general
que ésa es la de ensamblaje: un ensamblaje (A, A) consiste de un conjunto
A y una relación A subconjunto de N×A, cuyo único requisito es que sea
suprayectiva (y nonecesariamentemonovaluada). Esto quiere decir que, tal
como ocurre con los conjuntos modestos, dado cualquier a ∈ A es posible
que más de un número natural sea su representante, pero, a diferencia de
los conjuntos modestos, también es posible que un solo número natural
represente amás de un elemento en A. De aquí en adelante, cuando escriba
‘A’ para referirme a la relaciónde realizabilidaddeun conjuntoA, asumiré
que se trata de esta noción más general.

Así, podemos reformular la definición de función realizada (para en-
samblajes) en términos de la relación de realizabilidad diciendo que, da-
dos dos ensamblajes (A, A) y (B, B), una función realizada f : (A, A) →
(B, B) consiste de una función f : A → B para la cual existe una función
parcial recursiva p : N⇀ N tal que:

n A x ⇒ p(n) B f (x).
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Si pensamos a las funciones recursivas en términos de los programas que
las computan, podemos decir que el programa p opera sobre códigos del
mismomodo que f opera sobre los elementos correspondientes. La catego-
ría que tiene como objetos a los ensamblajes y como flechas a las funciones
realizadas entre ellos suele denotarse como Asm.

En la literatura suelen darse al menos otras dos definiciones distintas
(pero equivalentes) de lo que es un ensamblaje. Dado que ambas son más
comunes que la mencionada más arriba, daré una presentación de ambas
y una breve explicación de por qué son todas equivalentes.

La primera aparece, por ejemplos, en los trabajos de van Oosten [47],
Stekelenburg [44], Menni [40]. De acuerdo con esta definición, un ensam-
blaje es un par (X, α), donde X es un conjunto y α : X → ℘(N) es una
función valuada en subconjuntos no vacíos deN. La idea es que α le asigna
a cada x ∈ X el conjunto de sus representantes o realizadores, y para cada
x ∈ X hay almenos unode ellos. Por un lado, esto empata con la idea de que
las numeraciones sobre conjuntos son funciones (parciales) suprayectivas,
de modo que a cada elemento de un conjunto numerado le corresponde al
menos un número natural, y nada impide que haya elementos del conjun-
to numerado a los que les correspondan más de un número natural. Por
otro lado, a diferencia de los conjuntos numerados o modestos, dado que
no se imponen restricciones sobre α para que sea una función inyectiva o
para que los subconjuntos de N asignados a cada x ∈ X sean disjuntos, se
permite que existan elementos de X que compartan representantes.

Dados dos ensamblajes (X, α) y (Y, β), un morfismo total (X, α) → (Y, β)
es una función f : X → Y para la cual existe una función parcial recursiva
p : N ⇀ N tal que para cada x ∈ X y n ∈ α(x), n está en el dominio de
p y p(n) ∈ β( f (x)). La noción de morfismo total corresponde con la de
función realizada mencionada anteriormente, por lo que podemos definir
Asm como la categoría de los ensamblajes y los morfismos totales entre

41



ellos.
La segunda formulación aparece en los trabajos de Carboni, Freyd,

Scedrov y McLarty. De acuerdo con esta versión, un ensamblaje (A) es un
par (A, {Yn}n≥0), donde A es un conjunto y {Yn}n≥0 es una secuencia de
subconjuntos Yn ⊆ A, llamados los caucuses, y denotados A|n . Los caucuses
no son necesariamente disjuntos, es decir, dados cualesquiera dos caucuses
es posible que su intersección no sea vacía. El portador de un ensamblaje (A)
es un conjunto |A| � ⋃

n A|n (la unión de los caucuses), el cual no necesita
ser todo A. En este caso, la idea es que para cada a ∈ A|n , n es el realizador
de a; puesto que no se pide que los caucuses sean unitarios, es posible que
a ∈ A|n , b ∈ A|n , y a , b, esto es, que a y b compartan un mismo realizador
(en este caso, n). Además, dado que los caucuses no son necesariamente
disjuntos, es posible que a ∈ A|n y a ∈ A|m , con n , m, esto es, que un solo
elemento tenga más de un realizador o representante.

Una flecha entre ensamblajes f : (A) → (B) es una función f : |A| → |B |
entre los portadores para la cual existe al menos un módulo, esto es, una
función parcial recursiva p : N ⇀ N tal que, para todo x ∈ |A|: si x ∈ A|n
entonces p(n) está definida y f (x) ∈ B |p(n). Nuevamente, esta definición
empata con las de función realizada y morfismo total entre ensamblajes.

En lo que sigue, utilizaré la notación de Carboni, et. al. para referirme
a los ensamblajes, es decir, utilizaré la notación ’(A)’ para referirme al
ensamblaje cuyo portador es |A| y cuyo n-simo caucus es A|n , con las
definiciones de portador y de caucus mencionadas arriba.

4.1.2. Construcciones en Asm

Las construcciones que se necesitan para mostrar que la tesis fuerte de
Church vale enAsm son las siguientes: objeto terminal, productos binarios,
exponenciales y objeto de números naturales. En esta sección presentaré
las primeras tres, y en la siguiente hablaré del objeto de números naturales
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en Asm.
Para empezar, recordemos que un objeto terminal en una categoría C

es un objeto 1C tal que, para todo objeto X de C hay una única flecha de
X a 1C. En Asm, podemos definir al objeto terminal 1Asm � (1) como el
ensamblaje cuyo portador es un conjunto unitario arbitrario 1 ({∗}), y a ese
mismo conjunto para cada caucus, esto es:

1|1 � 1|2 � ... � 1|n � ... � 1

Para ver que este ensamblaje es de hecho un objeto terminal en Asm,
consideremos a un ensamblaje arbitrario (A) y a dos flechas f : (A) → (1)
y f ′ : (A) → (1) en Asm. Así, existen funciones parciales recursivas e

y e′ tales que, para cualquier a ∈ A|n , e(n) ↓, e′(n) ↓ y f (a) ∈ 1|e(n) y
f ′(a) ∈ 1|e′(n). Pero sabemos que 1|e(n) � 1 � 1|e′(n), por lo cual f (a) � f ′(a).
Por tanto, (1) es un terminal en Asm.

Para el producto, sean (A)y (B)dos ensamblajes.Definimos suproducto
(A)×(B) � (A×B) como el ensamblaje cuyo portador |A×B | es el producto
cartesiano usual de A y B, y cuyo n-simo caucus (A × B)|n es Al(n) × Br(n).
Para entender por qué ésta definición es adecuada, sea (n ,m) el realizador
del par (a , b), esto es, (a , b) ∈ (A × B)|(n ,m). La idea es que (n ,m) debe
contener suficiente informaciónpara que seaposible recuperar los nombres
de a y de b, y no más información que esa. Sea lo que sea el ensamblaje
(A × B), sus proyecciones p1 : (A × B) → (A) y p2 : (A × B) → (B) deben
ser realizadas por funciones parciales recursivas q1 : N⇀ N y q2 : N⇀ N.
Dado (a , b) ∈ (A × B)|(n ,m), lo anterior implica que q1(n ,m) ↓ y a ∈ Aq1(n ,m)

y que q2(n ,m) ↓ y b ∈ Bq2(n ,m). Pero ya contamos con ciertas funciones
recursivas quehacen el trabajode q1 y q2, a saber, las proyecciones izquierda
(l) y derecha (r) con respecto a la función recursiva de emparejamiento
(_, _) : N × N → N, de modo que tenemos que a ∈ Al(n ,m) � A|n y
b ∈ Br(n ,m) � B |m .
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Finalmente, recordemos que, dada una categoría C que cuenta con
productos binarios y objetos A y B de C, un exponencial de B por A

consiste de un objeto EC y una flecha evA,B : E × A → B tales que, para
cualquier objeto C y flecha g : C × A→ B hay una única flecha ḡ : C → E

que hace conmutar al siguiente diagrama:

E E × A B

C C × A

evA,B

ḡ ḡ×1A
g

La noción de exponencial es una generalización de la noción de espacio
funcional, en el sentido de que un exponencial representa las flechas entre
dos objetos de una categoría (en este caso las flechas deA hacia B), mientras
que los espacios funcionales son colecciones de funciones entre conjuntos.
De ahí que un exponencial de B por A suela denotarse como BA.

En el caso de la categoríaAsm, dados dos ensamblajes (A) y (B)deAsm,
definimos al exponencial de (B) por (A) como el ensamblaje (BA) � (B)(A)

cuyo portador es el conjunto de flechas de (A) hacia (B) y cuyo n-simo cau-
cus contiene las flechas cuyomódulo es n, esto es, (BA)|n � { f : (A) → (B) :
n : N⇀ N es una función parcial recursiva que realiza o rastrea a f }. Para
ver por qué esto funciona, consideremos lo siguiente. Dada la definición
de exponencial, ev : (BA × A) → (B) es una función ev : |BA × A| → |B |
con un módulo u : N⇀ N tal que, para todo (g , y) ∈ |BA × A|,

(g , y) ∈ (BA × A)|(n ,m)⇒ u(n ,m) ↓ ∧ ev(g , y) ∈ B |u(n ,m).

Supongamos que (g , y) ∈ (BA×A)|(n ,m). Así, g ∈ BA |n y y ∈ A|m . Entonces,
g : (A) → (B) es una flecha en Asm, cuyo módulo es n (por la definición
de caucus para un exponencial). Esto quiere decir que, para toda k ∈ N y
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para toda a ∈ |A|,

a ∈ A|k ⇒ n(k) ↓ ∧ g(a) ∈ B |n(k).

En particular, dado que y ∈ A|m , tenemos que n(m) ↓ y g(y) ∈ B |n(m).
Por un lado, esto indica que ev : |BA × A| → |B | debe ser la función de
evaluación usual, definida por la ecuación ev(g , y) � g(y). Por otro lado,
necesitamos que se cumpla lo siguiente:

u(n ,m) ' n(m).

Puesto que hemos asumido que contamos con una numeración de las
funciones parciales recursivas tales que n(m) es el valor en m de la n-sima
función, podemos dejar que u sea la función parcial recursiva universal Φ,
definida en el teorema utm informalmente como

Φ(x , y) � el resultado de aplicar las instrucciones codificadas por x a la entrada y

Ahora sólo falta mostrar que (BA) y ev de hecho satisfacen la propiedad
universal del exponencial, esto es, que dada una flecha g : (C × A) → (B)
existe una única ḡ : (C) → (BA), ambas en Asm, tales que g(z , x) � ḡ(z)(x),
para toda z ∈ |C | y x ∈ |A|.

Sea g : (C × A) → (B) en Asm. Supongamos que p : N ⇀ N es un
módulo para g : |C×A| → |B |. Así, tenemos que para todo (z , x) ∈ |C×A|,

(z , x) ∈ (C × A)|(k ,m)⇒ p(k ,m) ↓ ∧ g(z , x) ∈ B |p(k ,m)

Sea (z , x) ∈ (C × A)|(k ,m). Así, tenemos que z ∈ C |k y x ∈ A|m . Para mostrar
que cod( ḡ) � |BA |, necesitamos que el mapa x 7→ g(z , x) sea realizado
computablemente para toda z ∈ |C | y x ∈ |A|. Gracias al teorema utm
mencionado arriba, dado z ∈ C |k y x ∈ A|m , lo anterior se logra con
m 7→ n(k ,m). Así, se cumple que ḡ : |C | → |BA | es una función. Para
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que ḡ sea una flecha en Asm, necesitamos una función parcial recursiva
s : N⇀ N tal que, para toda z ∈ |C |,

z ∈ C |k ⇒ s(k) ↓ ∧ ḡ(z) ∈ (BA)|s(k).

En otras palabras, necesitamos una función parcial recursiva s tal que,

s(k)(m) ' p(k ,m),

pero la existencia de dicha función s ya está garantizada por el teorema
Sm

n .

4.1.3. (TFC) y (Computabilidad plena) en Asm

Un objeto de números naturales en una categoría C que cuenta con objeto
terminal consiste de un objeto N y flechas 0 : 1→ N y s : N → N de C, con
la siguiente propiedad: para cualquier objeto A de C y flechas q : 1→ A y
f : A→ A de C, existe una única flecha u : N → A de C tal que u ◦ 0 � q

y u ◦ s � f ◦ u:

1 N N

A A

0

q
u

s

u

f

En parte, la idea es que si una categoría cuenta con objeto de números
naturales, entonces podemos definir funciones recursivamente en dicha
categoría. En el caso del diagrama anterior, tenemos que u(0) � q (la base)
y u(s(n)) � f (u(n)), con n en N (cláusula recursiva).

En Asm, el objeto números naturales es el ensamblaje (N) � NAsm,
donde cada caucus N |n � {n}, de manera que el portador de (N) es el
conjunto de los naturales,N. Así, podemos dejar que la flecha 0 : (1) → (N)
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en Asm sea la función constante cero, y que s : (N) → (N) sea la función
sucesor con ella misma como módulo.

Para ver que (N) es efectivamente un objeto números naturales en Asm,
tomemos a un ensamblaje (A) cualquiera, con flechas x : (1) → (A) y
f : (A) → (A) en Asm, cuyos módulos son p y q respectivamente. Las
funciones x y f inducen una única u : |N | → |A| entre conjuntos, y los
datos de recursión θ0 � φ0 y θ(n + 1) � ψθn dan una flecha recursiva θ,
la cual sirve de módulo para u.

Entonces, tenemos que las flechas f : (N) → (N) en Asm son funciones
recursivas. Este teorema puede ser expresado en términos de un bicondi-
cional: Dada una flecha f : (N) → (N) en Asm, f : |N | → |N | tiene un
módulo φ si y sólo si f es una función recursiva.

Un lado del bicondicional es trivial, pues si una función es recursiva,
entonces podemos tomarla a ella misma como sumódulo. Por ejemplo, sea
s la función sucesor (la cual es recursiva); por la definición de módulo, s

tiene un módulo si y sólo si existe una función parcial recursiva p : N⇀ N

tal que, para todo x ∈ |N |, si x ∈ N |n , entonces p(n) ↓ y s(x) ∈ N |p(n).
Veamos qué pasa si s � p. Sea k ∈ N |n ; dada la definición de los caucases,
k � n. Puesto que s es una función total, s(n) ↓. Además, dado que los
caucuses de (N) son unitarios, el único elemento que pertenece a N |s(n)
es s(n), y dado que n � k, tenemos que s(k) ∈ N |s(n). Por tanto, podemos
tomar a s como su propio módulo.

Esto nos dice que en Asm tenemos al menos todas las funciones recur-
sivas N→ N de Set, lo cual implica que (Computabilidad plena) es válida
en Asm. Sin embargo, no es claro que tengamos solamente esas funciones.
¿Es posible que una función f : |N | → |N | tenga un módulo y no sea
recursiva? A continuación explico por qué no.

Sea f una función de |N | → |N | que tiene un módulo φ. Entonces,
por la definición de módulo, tenemos que para todo n ∈ N y para todo
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x ∈ |N |, si x ∈ N |n entonces φ(n) está definida y f (x) ∈ N |φ(n). Sea x ∈ N |n .
Dado que N |n � {n}, entonces x � n. Dado que φ es recursiva y dado que
φ(n) está definida, tenemos un método para calcular f (x). En este caso,
N |φ(n) � {φ(n)}. Por tanto, f : |N | → |N | es recursiva.

Así, tenemos que las flechas f en (NN) son todas y únicamente las
funciones recursivas. Esto es (informalmente) lo que nos dice la tesis fuerte
de Church. Dicha tesis es inconsistente con la lógica clásica.

4.2. El topos efectivo Eff

Tal como ocurre con Asm, en la literatura existen distintas presentaciones
del topos efectivo (Eff). En mi exposición sigo la formulación de Carboni,
Freyd, Scedrov yMcLarty (Cf. [6], [7] y [34, cap. 24]). Aunque dicha presen-
tación difiere de la original introducida por Martin Hyland en [22], tiene la
ventaja de que construye el topos directamente a partir de Asm. Demanera
imprecisa, los objetos de Eff son relaciones de equivalencia de ensambla-
jes, mientras que sus flechas son relaciones funcionales; de manera más
precisa, existe un functor mono pleno Asm� Eff tal que cada relación de
equivalencia (R)� (A ×A) en Asm tiene un cociente (A/R) en Eff, y cada
objeto de Eff es el cociente de alguna relación de equivalencia en Asm.
Dados dos objetos (A/R) y (B/R′) en Eff, un morfismo F : (A/R) → (B/R′)
en Eff es una relación funcional definida de R a R′ en Asm.

Siguiendo aMcLarty, el plande la exposición consistirá en construir una
serie de “categorías de relaciones” a partir de Asm, de tal modo que Asm

aparezca como una subcategoría de Map(Asm), la cual no es otra categoría
que el topos efectivo Eff. Eff a su vez aparece como una subcategoría de
Eq(Asm), todo lo cual está representado en el siguiente diagrama:19

19Este diagrama está tomado (con algunas modificaciones mínimas) de [34, p. 245].
El símbolo ◦ en medio de los functores en este diagrama representa el hecho de que el
functor es pleno.
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Eff :� Map(Asm)

Asm Rel(Asm) Eq(Asm)

◦

◦

Una de las propiedades más importantes de la inclusión Asm� Eff es la
preservación del objeto de números naturales, de modo que también en
Eff las flechas de N a N son las funciones recursivas. Así, en Eff la tesis
fuerte de Church también es válida.

4.2.1. Relaciones

En esta sección presentaré en términos categoristas ciertas definicio-
nes concernientes al concepto de relación, pues Rel(Asm), Eq(Asm) y
Map(Asm) (el topos efectivo), son categorías cuyos objetos o morfismos
son ciertas relaciones definidas sobre Asm.

Sea C una categoría con todos los límites finitos. Una relación de A a B es
un subobjeto de A×B, por ejemplo, r : R� A×B. Para cualquier objeto T

y cualesquiera x ∈T A y y ∈T B, x está en la relación r con y sii 〈x , y〉 ∈ r.
Cuando esto ocurre, usualmente escribiré xr y. 20

Toda relación r : R� A × B tiene un converso r◦ : R� B × A definido
al componerlo con la flecha torcida, r◦ � tw ◦ r. Así, para y ∈T B y x ∈T A,
〈y , x〉 ∈ r◦ sii 〈x , y〉 ∈ r.

Una relación r : R → A × A es reflexiva si ∆A ⊆ r. En diagramas, el
siguiente debe conmutar:

20Por ejemplo, la flecha diagonal de un objeto B cualquiera, ∆B : B � B × B, aparece
como la relación de igualdad en B: para cada objeto T y x ∈T B y y ∈T B, 〈x , y〉 ∈ ∆B sii
x � y.
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A R

A × A

∆A r

Una relación r : R→ A × A es simétrica si r◦ ⊆ r:

R R

A × A

r◦ r

Una relación r es transitiva si, para cualquier objetoT y cualesquiera x ∈T A,
y ∈T A y z ∈T A, si 〈x , y〉 ∈ r y 〈y , z〉 ∈ r, entonces 〈x , z〉 ∈ r.

Una relación r : R� A × A es una relación de equivalencia sobre A sii
es reflexiva, simétrica y transitiva.

4.2.2. Rel(Asm)

Rel(Asm) es la categoría cuyos objetos son los mismos que los objetos de
Asm (es decir, ensamblajes), pero cuyas flechas son relaciones enAsm. Para
construir Rel(Asm) a partir de Asm, lo primero es comprobar que Asm

es una categoría regular, lo cual, informalmente, significa que hay algo así
como un cálculo de relaciones “decente” en Asm.

Nuevamente, existen varias maneras equivalentes de definir lo que es
una categoría regular; la que menciono a continuación no tiene ningún
mérito particular. Una categoría C es regular sii cumple los siguientes tres
requisitos:

1. C es finitamente completa (es decir, tiene todos los límites finitos).
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2. Todo morfismo suryectivo (o suprayectivo) en C es estable.

3. Todo morfismo f en C tiene una imagen suryectiva.

En la sección anterior vimos que Asm cumple el primer requisito, pues
tiene un objeto terminal, productos binarios, e igualadores (lo cual ocurre
sii tiene todos los límites finitos). Para los requisitos 2 y 3, consideremos
las siguientes definiciones:

• Una flecha q : A→ Q es suryectiva si el menor subobjeto de Q a través
del cual factoriza es 1Q . Una flecha suryectiva q : A→ Q es estable si
para cada s : Q → Q′ el pullback de q es suryectivo a Q′.

• Una imagen suryectiva para una flecha f : A→ B es una factorización
de imagen

A Q B,
q i

con q una flecha suryectiva e i un monomorfismo.

La prueba de que Asm satisface los requisitos 2 y 3 se encuentra en [34,
p. 231].

Para mostrar que Rel(Asm) es de hecho una categoría, tenemos que
mostrar que satisface los axiomas de categorías:

(a) Composicióndemorfismos.Dadauna relación (F)� (A×B) enAsm,
decimos que A es el dominio y B el codominio de F en tantomorfismo
de Rel(Asm). En ese sentido, dadas dos relaciones (F)� (A × B) y
(G) � (B × C) en Asm, existe una única (FG) � (A × C) (salvo
equivalencia) tal que, para cualquier (T) y cualesquier elemento-(T)
x de (A) y elemento-(T) z de (C), x(FG)z sii hay alguna s : (S) → (T)
suryectiva y alguna y : (S) → (B) en Asm tales que (x ◦ s)(F)y
y y(G)(z ◦ s). La prueba de esto se encuentra en [34, p. 242]. En
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resumen, dadas (F)� (A × B) y (G)� (B × C) en Asm, existe una
única (FG)� (A × C) también en Asm, la cual aparece en Rel(Asm)
como la composición de F y G.

(b) Morfismo identidad. Las diagonales (A)� (A×A) enAsm se compo-
nen como identidades en Rel(Asm): para cualesquiera (F)� (C×A)
y (G)� (A × B) en Asm, (FA) ≡ (F) y (G) ≡ (AG).

(c) Asociatividad. Para cualesquiera F,G,H componibles, tenemos que
F(GH) ≡ (FG)H.

Es más o menos sencillo ver que Asm es una subcategoría de Rel(Asm).
Para cualquier morfismo f : (A) → (B) en Asm, cuya gráfica es Γ f , y
para cualesquiera elementos-(T) x de (A) y y de (B), tenemos que xΓ f y

sii y � f x. Así, cada f : (A) → (B) en Asm aparece como su gráfica
Γ f � A × B en Rel(Asm). La composición de gráficas Γ f Γg en Rel(Asm)
es la gráfica de la composición g ◦ f en Asm.

4.2.3. Eq(Asm)

Un objeto de Eq(Asm) es una relación de equivalencia (R)� (A × A) de
Asm. Cuando tomamos a R como un objeto de Eq(Asm), en general lo
escribiré (nuevamente siguiendo a McLarty) como A/R, para sugerir que
se trata del cociente de A por R. Dados dos objetos A/R y B/R′ deEq(Asm),
una flecha F : A/R→ B/R′ es una relación F definida de R a R′ en Asm.

Dadas dos relaciones de equivalencia r : (R) � (A × A) y r′ : (R′) �
(B × B) en Asm, una relación f : (F) � (A × B) está definida de r a r′ (en
Asm) sii:

r f ≡ f ≡ f r′.

Abusando de la notación, si identificamos a r, r′ y f con sus dominios,
tenemos que si xRy y yFz, entonces ya es el caso que xFz (y lo mismo con
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R′). Eq(Asm) es una categoría:

(a) Composición: Dadas tres relaciones de equivalencia R � A × A,
R′� B × B y R′′� C × C, y dadas F� A × B definida de R a R′ y
G � B × C definida de R′ a R′′, FG es una relación definida de R a
R′′.

(b) Morfismo identidad: Dada cualquier R � A × A, ella está definida
desde ella misma hacia sí misma (pues RR ≡ R ≡ RR). Además para
cualquier R′ � B × B y F � A × B definida de R a R′, RF ≡ F ≡
FR′, de modo que cada relación de euivalencia se compone como la
identidad.

(c) Asociatividad: Para cualesquiera F,G,H componibles, tenemos que
F(GH) ≡ (FG)H.

Cada relación (R) � (A × B) está definida de la diagonal de (A) a
la diagonal de (B), pues ∆(A)F ≡ F ≡ F∆(B). Así, si identificamos a ca-
da ensamblaje (A) con su cociente por su diagonal (A)/∆(A), vemos que
Rel(Asm) es una subcategoría plena de Eq(Asm).

4.2.4. Map(Asm): el topos efectivo

Map(Asm) (el topos efectivo) es una subcategoría de Eq(Asm). Al igual
que en Eq(Asm), un objeto de Map(Asm) es una relación de equivalencia
(R)� (A×A)deAsm; a diferenciadeEq(Asm), unaflecha F : A/R→ B/R′

es una relación funcional F definida de R a R′ en Asm.
Una relación es R� A×B funcional si esmonovaluada y está totalmente

definida:

(1) R es monovaluada sii para cualquier T y cualesquiera x ∈T A, y ∈T B

y y′ ∈T B, si Rx y y Rx y′, entonces y � y′.
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(2) R está totalmente definida sii para cualquier T y cualesquiera x ∈T A,
existe una y ∈T B tal que Rx y.

Así, una relación R� A × B es funcional sii es equivalente a la gráfica de
una flecha f : A→ B.

Una relación F definida de R a R′ es funcional de R a R′ sii

R ⊆ FF◦ y F◦F ⊆ R′

Unamanera de pensar este tipo de relaciones es diciendo que se comportan
como funciones parciales: para cada elemento en el dominio de F hay a lo
más uno en su codominio.

Tenemos que si F es funcional de R a R′, y G es funcional de R′ a
R′′, entonces FG es funcional de R′ a R′′. Además, cualquier relación de
equivalencia es funcional de ella misma hacia ella misma. Por tanto, la
categoría está bien definida.

4.2.5. (TFC) y (Computabilidad plena) en Eff

En [22, prop. 3.2–3.3] y [34, pp. 231–232] semuestra que la inclusiónAsm�

Set preserva tanto el objeto de números naturales como los exponenciales,
de manera que (TFC) y (Computabilidad plena) también son válidas en
Eff.21

Aunque aquí no daré la prueba, no es tan complicado ver por qué esos
resultados valen en Eff: cada objeto de Asm aparece en Eff identificado
como su cociente por su diagonal; cada flecha de Asm aparece en Eff

identificada con su gráfica. Esto vale, particularmente, para (N) (el objeto
de números naturales de Asm) y para cada flecha f : (N) → (N) en Asm.

21De hecho, dicho functor preserva mucha más estructura: preserva todos los límites,
incluidos los productos, igualadores, productos fibrados y los monomorfismos.
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5. Morfismosno computables ypropiedadesuni-

versales

En esta sección presento un argumento para sostener que la caracterización
de los morfismos computables en términos de propiedades universales no
puede incluir como uno de sus componentes la existencia de morfismos
no computables.

Existen distintos métodos para definir propiedades universales en teo-
ría de categorías, por ejemplomediante functores representables, functores
adjuntos o extensiones de Kan. Todos estos métodos involucran detalles
técnicos que son irrelevantes para mi argumento, así que dejaré todo a un
nivel más o menos intuitivo.

A lo largo demi texto he presentado varios tipos de objetos y flechas de-
finidos mediante propiedades universales, entre los que se encuentran los
objetos iniciales y terminales, los productos, losmonomorfismos y epimor-
fismos, los igualadores y el objeto de números naturales. En todos ellos se
exhiben tres características de las propiedades universales que son relevan-
tes parami argumento: (1) éstas definen un objeto o flecha demanera única,
(2) son estructurales (pues la definición se da salvo isomorfismo) y (3) son
“canónicas” o “transcategóricas” (como las he llamado en la introducción),
es decir, aplicables a cualquier categoría bajo ciertas condiciones22.

La teoría clásica de la recursión trata la noción de computabilidad en
términos de funciones que van del conjunto de los naturales hacia sí mis-
mo. Formulada en la teoría del topos Set, su definición ya es estructural.
Sin embargo, ni los morfismos de una categoría arbitraria tienen que ser
funciones, ni sus objetos tienen que ser conjuntos, ni su objeto de números

22Dos ejemplos: (a) para que haya un objeto de números naturales en una categoría es
necesario que ésta cuente con un objeto terminal; (b) para que haya exponenciales en una
categoría es necesario que ésta cuente con productos binarios.
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naturales, si es que cuenta con uno, tiene que ser el conjunto de los números
naturales. Así, una definición categorista de la noción de computabilidad
clásica debería abstraer las particularidades del topos Set, si es que busca
caracterizar esta noción en términos de propiedades universales.

Como vimos en la sección 3, un resultado de la teoría clásica de la
recursión es la existencia de funciones numéricas no computables. Las
funciones computables (de Set) satisfacen entonces el siguiente predicado:

I(x) :� (∃y)(y es del mismo tipo que x ∧ y no es computable)23

Sin embargo, como vimos en la sección 4, tanto en Asm como en Eff es
válida la Tesis Fuerte de Church: toda flecha de N a N es recursiva. Así,
ninguna de estas flechas satisface el predicado I. Mi conclusión es que
la existencia de morfismos no computables (expresado mediante I) no
puede formar parte de la definición de morfismo computable en términos de
propiedades universales.

Consideremos entonces el siguiente argumento:

1. Si la propiedad I fuera estructural, entonces I formaría parte de la
propiedad universal de la noción de morfismo computable.

2. Si I formara parte de la propiedad universal de losmorfismos compu-
tables, entonces para cualquier categoríaCypara cualquiermorfismo
f de C, si f fuera computable entonces I( f ) sería el caso.

3. Hay al menos dos categorías muy bien estudiadas, Asm y Eff, tales
que existenmorfismos f computables en Asm y Eff pero no es el caso
que I( f ).

23En otros términos,

I(x) :� (∃y)(dom(y) � dom(x) ∧ cod(y) � cod(x) ∧ y no es computable).
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4. Por tanto, I no puede formar parte de la caracterización de morfismo
computable en términos de una propiedad universal.

Este argumento sirve para apoyar la premisa (3) del argumento general de
mi tesis:

(1) La teoría de categorías es nuestra mejor teoría de las estructuras
matemáticas.

(2) La mejor manera de hablar de propiedades estructurales en teoría de
categorías es mediante propiedades universales.

(3) La caracterización de los morfismos computables en términos de
propiedades universales no puede incluir la existencia de morfismos
no computables.

∴ La existencia de morfismos no computables no es una propiedad
estructural de los morfismos computables.
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6. Conclusiones

En este trabajo he defendido la tesis de que la existencia de morfismos no
computables no es una propiedad estructural de la noción de computabi-
lidad clásica. En el apartado anterior he presentado una recapitulación de
lo realizado a lo largo del texto, así que aprovecharé esta última sección
para mencionar dos consecuencias de mi tesis y dos posibles objeciones.

La propuesta de mi tesis pretende ser neutral con respecto a la ontolo-
gía de los objetos matemáticos. Aunque desde el inicio he mencionado la
relevancia de caracterizarlos mediante sus propiedades estructurales, no
descarto la idea de que ciertas propiedades no estructurales de los obje-
tos matemáticos sean importantes ni pienso que éstas son propiedades no
matemáticas. Sin embargo, si uno asume una postura estructuralista en
filosofía de las matemáticas, sea ésta moderada o radical,24 una consecuen-
cia de mi tesis es que la existencia de morfismos no computables no es un
componente esencial de la noción de computabilidad clásica.

Por otro lado, si lo que propongo es correcto, tenemos un caso de un
tipo de objeto matemático (los morfismos computables) cuyas propieda-
des son independientes (al menos) de la lógica clásica. Esto va contra el
dictum quineano de que un cambio de lógica significa un cambio de tema.
De hecho, buena parte de la investigación en teoría de categorías apun-

24Una postura estructuralista moderada es una que considera que las propiedades más
importantes (aunque quizá no las únicas) de los objetos matemáticos son sus propiedades
estructurales. Por ejemplo, Resnik o McLarty. Una postura estructuralista radical es una
que considera que las únicas propiedades estrictamentematemáticas de un objeto son sus
propiedades estructurales. Por ejemplo, Tsementzis: “en cierto nivel, ser un estructuralista
acerca de los objetos matemáticos es creer que las únicas propiedades que importan
de aquellos objetos son aquellas que podemos llamar propiedades estructurales. Todo lo
demás que podemos decir acerca de los objetosmatemáticos es un sinsentido (o, demanera
más caritativa, es no matemático)” [45, p. 3584].
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ta en este sentido: si una construcción es definida mediante propiedades
universales, entonces ella es independiente (al menos) de la lógica clásica.
Lo relevante de mi proyecto tiene que ver con que contribuye a responder
ciertas preguntas que se han realizado recientemente en la literatura acerca
de los fundamentos de la computabilidad en elmarco del debate acerca del
pluralismo lógico. En particular, Toby Meadows y Zach Weber plantean lo
siguiente:

Actualmente hayunagranvariedadde lógicas [...] algunas propuestas
como rivales serios de la lógica clásica [...]; o, inclusomás osadamente,
como [teorías de] nociones co–iguales de consecuencia lógica. Con
esta pluralidad de lógicas a la vista, se torna plausible que pudiera
haber una pluralidad correspondiente de nociones de computación
[...] Inicialmente, uno quisiera saber el estatus de la Tesis de Church-
Turing en un contexto no clásico. [39, p. 1]

Tanto la categoría de los ensamblajes como el topos efectivo son contextos
no clásicos, en el sentido de que su lógica interna es intuicionista. Sin
embargo, como he intentado mostrar, su noción de computabilidad es
exactamente la misma que la del topos de los conjuntos. Si la Tesis de
Church-Turing es correcta, entonces su verdad es invariante en estos tres
contextos (Asm, Eff y Set).

Hay al menos dos objeciones que pueden plantearse en contra de mi
propuesta. Una de ellas es que mi tesis es irrelevante o poco interesante.
Creoquepuedodecir almenosdos cosas acercade esta objeción: la primera,
como mencioné antes, es que si mi tesis es cierta, entonces tenemos al
menos una manera de comenzar a responder las preguntas de Meadows
y Weber acerca de la noción de computabilidad en marcos no clásicos. En
segundo lugar, mientras que algunos resultados sumamente importantes
de teoría de la recursión pueden obtenerse de su estudio en Set, dicho
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estudio tiene limitaciones importantes.25 Así, buscar otros contextos en
los cuales examinar la noción de computabilidad, y las relaciones que hay
entre estos contextos, parece una buena vía para conocermás a fondo dicha
noción.26

La segunda objeción es que mi tesis es trivialmente verdadera, para lo
cual pueden darse dos razones: en primer lugar, basta saber que existen
categorías en las que vale la Tesis Fuerte de Church para quemi conclusión
sea obvia. En segundo lugar, basta observar la mayoría de propiedades
universales que conocemos para darnos cuenta de que en ninguna apare-
cen predicados similares al predicado I; en otras palabras, es obvio, por la
forma de definir propiedades universales, que no habría manera de incluir
el predicado I u otro similar en cualquier definición de una propiedad uni-
versal. Creo que puedo conceder ambas razones, pero puedo decir también
lo siguiente: hasta donde sé, en la literatura no se han organizado los re-
sultados que presento en mi tesis de manera que se obtenga la conclusión
de mi argumento.

Hay un chiste famoso que dice lo siguiente: dos matemáticos entran a
un bar y se ponen a discutir acerca de cierto teorema. El primermatemático

25Un ejemplo mencionado recurrentemente en la literatura es la dificultad para ofre-
cer modelos de polimorfismo trabajando con conjuntos y funciones clásicamente: “John
Reynolds mostró cómo los aspectos de impredicatividad de [la noción de] polimorfismo
eran demasiado fuertes para permitir una interpretación suya en términos de conjuntos
y funciones. [Más bien] lo que era demasiado fuerte era la teoría de conjuntos adopta-
da: ahora es bien sabido que alguna poderosa teoría de conjuntos intuicionista hubiera
permitido tal interpretación” [43, p. 350]. La categoría de los conjuntos modestos (Mod)
también sirve para este propósito.

26En esto sigo aColinMcLarty cuando afirma lo siguiente: “[n]o es una pregunta signifi-
cativa si todas las funciones de la línea [real] hacia símisma son ‘realmente’ diferenciables,
o si todas las funciones de los números naturales hacia sí mismos son recursivas. Más
bien, necesitamos estudiar tanto éstas como otras idealizaciones, y las relaciones entre
ellas” [34, p. 7].
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dice del mismo: ‘es trivial’. El segundo pide una explicación y el primero
procede a darla. Tras dos horas de exposición y preguntas y respuestas, el
segundo matemático acuerda con el primero que el teorema es trivial.

Con ese espíritu, espero que mi tesis parezca trivial sólo después de los
argumentos que he dado para sostenerla.
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