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Introduccién

Denotemos como K al conjunto simplicial reducido asociado a una categoria exacta

A por la

Se-construccién de [Wal83]. Entonces un n-simplejo de KA es una serie de

n — 1 monomorfismos admisibles de 4 junto con una eleccién de cocientes.

Los grupos de homotopia de K# son por definicién los K-grupos de Quillen de A;

mas precisamente K, (A) = 7Tn+1(K‘A) para n > 0. Recordemos la siguiente propiedad

universal (no estable) de los K-grupos de Quillen inferiores de A:

KO El grupo Ky(A), es decir el grupo fundamental del conjunto simplicial redu-

K1

cido KA, representa al funtor:

Grp _da Set ;
de las funciones aditivas de A, donde una funcién aditiva de A con valores en
un grupo G (no necesariamente conmutativo) es una funcién a: Ob(A) — G
con las siguientes propiedades:
(1) a(0) = e el elemento neutro de G.
(1) a(B) =a(A)-a(C) para cualquier sucesién exacta de A:

A B C .

Ver las Secciones §7.3 y §16.1 de este trabajo.

El 2-grupo fundamental del conjunto simplicial reducido K4, cuyos grupos de
homotopia son los grupos Ky(A) y K;1(A), representa al funtor con valores
en la categoria Set de las (clases de homotopia de los) determinantes de
A definido en la categoria homotdpica de los 2-grupos (no necesariamente
conmutativos):

hdet4(-)

2-hGrp
Ver §4.6 of [Del87] y la Seccién §16.3 de este trabajo.

Set .

Hay una versién enriquecida de la propiedad K1: Denotemos como K# al conjunto

bisimplicial reducido asociado a A por la wS.-construccién de [Wal83]. Entonces un

p-simplejo del conjunto simplicial K;‘fq es una p-cadena de isomorfismos naturales entre

elementos de K. En particular los conjuntos simpliciales reducidos diag(K4) y K4

son débilmente equivalentes de forma canonica.

1
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Se tiene:

K1E El 2-grupo fundamental del conjunto simplicial reducido diag(K4) representa
al funtor con valores en la categoria homotodpica de los grupoides hGrpd de
los determinantes (funtoriales) de A definido en la categoria de los 2-grupos

(no necesariamente conmutativos):

det 4 ()

2-Grp hGrpd .

Ver §4.3 de [Del87] y las Secciones §7.4 y §16.4 de este trabajo.

En los articulos [MTO07] y [MTW15], usando mddulos cuadréticos se demuestra
la propiedad K1E para cualquier conjunto bisimplicial reducido, en particular para el
conjunto bisimplicial asociado a un derivador como en [Mal07a] o a una categoria de
Waldhausen por la wS,-construccién.

En esta tesis la propiedad universal K1E que tiene el 2-grupo fundamental de cual-
quier conjunto bisimplicial reducido, sera deducida de las propiedades homotdpicas que
tiene el conjunto bisimplicial reducido N2(G) asociado a todo 2-grupo G por el funtor
2-nervio de [LPO08], en la estructura de categoria de modelos simplicial “canénica”sobre
la categoria ssSet, de los conjuntos bisimplicailes reducidos que modela los 2-tipos de
homotopia punteados conexos (ver la Proposicién 11.3.1, el Teorema 15.2.2 y la Seccién
16 del Capitulo 3)

La estructura de la tesis es la siguiente:

CAPiTULO 1. En las Secciones 1, 2 y 3 recordamos la notacién y las propiedades
béasicas del concepto de (co)limite en una categoria usual y en las Secciones 4, 5 y
6 extendemos este concepto al de (co)limite homotdpico en una categoria de mode-
los, demostrando sus propiedades de manera andloga a las de los (co)limites clésicos.
Posteriormente en la Seccién 7, usando cuadrados homotépicamente (co)cartesianos,
definimos la K-teoria de un categoria de modelos (respecto de una familia de sus obje-
tos).

CAPITULO 2. En la Seccién 8 recordamos notacién bdsica sobre la estructura de
categoria de modelos simplicial en la categoria de los conjuntos simpliciales sSet, donde
las equivalencias débiles son las n-equivalencias débiles W,, (para alguna 0 <n < o0) y
las cofibraciones son los monomorfismos (sSet, mono, W,,). Mientras que en la Seccién
9 revisamos condiciones equivalentes para que en una categoria de modelos simplicial
su enriquecimiento sea de hecho un enriquecimiento compatible con las n-equivalencias
débiles.

En las Secciones 10 y 11 recordamos para 0 < n < oo dos categorias de modelos
simpliciales equivalentes de Quillen que modelan los n-tipos de homotopia punteados
conexos. Primero revisamos en la Seccién 10 la estructura de categorias de modelos
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simplicial en la categoria de los conjuntos simpliciales reducidos sSet, donde las cofi-
braciones son los monomorfismos, las equivalencias débiles son las n-equivalencias ho-
motdpicas débiles v*W,,, y el espacio de funciones es la restriccion a sSet, del espacio
de funciones habitual para los conjuntos simpliciales punteados. Entonces en la Proposi-
cién 10.1.8 damos un conjunto generador de cofibraciones triviales para la familia de las
fibraciones entre los objetos fibrantes de la categoria de modelos (sSety, mono,v*W,,).

Posteriormente en la Seccién 11, aplicando la construccién de [Dug01] a la categoria
de modelos (sSety, mono, v*W,,), deducimos una estructura de categoria de modelos
simplicial en la categoria de los conjuntos bisimpliciales reducidos ssSet, donde las
cofibraciones son los monomorfismos, las equivalencias débiles son las n-equivalencias
homotopicas débiles diagonales d*W,, y el espacio de funciones es inducido del funtor
pi(A*): A — ssSet definido por pj(A™),, = AZ. En el Corolario 11.3.4 obtenemos
condiciones suficientes para que un conjunto bisimplicial reducido sea un objeto fibrante
en la categoria de modelos (ssSetq, mono, d*W,,).

CaPiTULO 3. Comenzamos el Capitulo en la Seccién 13 recordando las propiedades
homotdpicas del funtor nervio (geométrico) para las categorias pequenas, cuando lo
restringimos a los grupos. En la Seccién 14 revisamos la 2-categoria catf, = de las
categorias monoidales, los funtores monoidales laxos unitarios y las transformaciones
entre ellos, asi como la sub-2-categoria plena 2-Grp de cat¥, ~ cuyos objetos son los
2-grupos.

Por otro lado, en la Seccién 15 comenzamos con la definicién del funtor nervio
(geométrico) N: cat%, ~— sSet, como en [Str87], y probamos en el Lema 15.1.1 que
N es el mismo que el funtor nervio de [Dus02] cuando lo restringimos a las bicategorias
con un objeto. En la Proposicién 15.1.4 recordamos que el nervio de un 2-grupo N (G)
es un objeto fibrante de la categoria de modelos (sSety, mono, v*Wy). Posteriormente
en §15.2 definimos un funtor nervio N'2: cat%, ~— ssSet; tomando una “resolucién
simplicial”del funtor A/. Entonces probamos en el Teorema 15.2.2 que N?(G) es un
objeto fibrante de la categoria de modelos (ssSety, mono,d*Ws) para cualquier 2-
grupo G. Més atin, probamos en el Corolario 15.2.5 que el funtor N2 es fielmente pleno
y en §15.2.2 que N2 admite una extensién a un funtor simplicial fielmente pleno.

Finalmente en la Seccion 16 deducimos las propiedades K1 y K1E senaladas arriba
(resp. la propiedad KO) de las propiedades homotdpicas de los nervios geométricos
de un 2-grupo N(G) y N2(G) (resp. el nervio geométrico de un grupo N(G)) en la
categoria de modelos correspondiente (sSetg, mono,v*Ws) o (ssSety, mono, d*W,)
(resp. (sSet,, mono, I/*Wl)).






Capitulo 1

Los K-grupos de una categoria de modelos

En el presente Capitulo recordamos el concepto de (co)limite homotdpico en una
categoria de modelos, demostrando sus propiedades de manera analoga a las de los
(co)limites cldsicos en una categoria usual. Posteriormente, usando cuadrados homotdpi-
camente (co)cartesianos, definimos la K-teorfa de un categoria de modelos (respecto de
una familia de sus objetos).

1. Preliminares

§1.1. Universos y categorias. En algunas partes de este trabajo pueden apare-
cer problemas de tamano con las familias de objetos que consideramos, concretamente
en la construccién de la categoria de fracciones de una categoria con equivalencias débi-
les. Para resolver estas dificultades supondremos como fundamentos a los axiomas de
Zermelo-Frenkel (ver por ejemplo [Kun95]), el axioma de eleccién y la existencia de
al menos un universo de Grothendieck, al que fijamos y denotamos como U (ver por
ejemplo [Low14]).

Cualquier familia de objetos con la que trabajemos se supondra entonces que es un
conjunto. Més atin, definimos una categoria abstracta (resp. una 2-categoria abstracta)
como una categorfa (resp. una 2-categoria) en el sentido habitual, cuya familia de todos
sus objetos y la de todas sus flechas (resp. sus objetos, sus 1-flechas y sus 2-flechas) son
conjuntos. Si C es una categoria abstracta (resp. una 2-categoria abstracta), denotamos
como Home(X,Y) (resp. Hom.(X,Y)) al conjunto (resp. a la categoria abstracta) de
los morfismos en C de X en Y.

Por otro lado, definimos un conjunto pequernio (resp. conjunto grande) como un
conjunto €2 tal que © € U (resp. 2 € U). Una categoria grande como una categoria
abstracta tal que el conjunto de todos sus objetos y el de todos sus morfismos son
conjuntos grandes. Una categoria como una categoria grande C cuyo conjunto de mor-
fismos Home(X,Y') es un conjunto pequeno para cualesquiera dos objetos X y Y de
C. Y finalmente una categoria pequena como una categoria cuyo conjunto de objetos es
un conjunto pequeno (ver también §26.1 de [DHKSO04)).

Denotamos como CAT (resp. Cat, cat) a la 2-categoria abstracta de las categorias
grandes (resp. las categorias, las categorias pequenas), los funtores y las transforma-
ciones naturales entre ellas. Escribimos también CAT, Cat y cat para denotar a las

5
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categorias abstractas inducidas de CAT, Cat y cat respectivamente, al olvidar las

transformaciones naturales.

§1.1.1. Categorias de fracciones. SiC es una categoria y W es una familia arbitra-
ria de morfismos de C, la categoria de fracciones ClW 1] como se describe por ejemplo
en §5.2 de [Bor94| (ver también §1.1 de [GZ76] o §2.1 de [Riel4d]), la cual se obtiene de
C al formalmente invertir los elementos de W, es generalmente una categoria grande.

Mas atin, se muestra que la construccion “categoria de fracciones” define un 2-funtor:

Catyy CAT.
(C,W) — (W]

(1.1)

donde Catyy, (resp. CATyy; en (1.2) de més abajo) denota a la siguiente 2-categoria
abstracta: Sus objetos son las parejas (C, W) formadas de una categoria (resp. una
categoria grande) C y de una familia distinguida de morfismos W de C. Una 1-flecha
de (C,W) en (D, W’) es un funtor F: C — D tal que F(W)c W'. Si F'y G son dos
1-flechas, una 2-flecha de F' en GG es una transformacién natural entre los funtores.
El 2-funtor (1.1) tiene la siguiente propiedad universal: Existe una transformacién
natural:
(C,W) — C
T
Caty,  |»  CAT
~_
(C.W) —  C[W™]

tal que si D es una categoria grande, C es una categoria y W es una familia arbitraria
de morfismos de C, entonces el siguiente funtor:

—*Y(C,W)

(12)  Homgug(C[W],D)

HOJMW((Cﬂ W)7 (D7 iSO’D))

es un isomorfismo de categorias, donde isop denota a la familia de todos los isomorfis-

mos de D.

§1.2. Transformaciones conjugadas. Sean:
F’:‘A—>B7 G:C—>D, PA—)C y QB—)D

funtores entre categorias abstractas, como en el siguiente cuadrado no necesariamente

conmutativo:
G

D C
QT ? TP
B A.
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Supongamos que los funtores Py @ (resp. F'y G) tienen adjuntos izquierdos (resp.

derechos). M&s precisamente, elijamos funtores adjuntos:

Qizq Pizq
VRS L
(1.3) B 1. D y A 1+ ¢
~— 7 ~— 7
Q P
G F
X\ ~— X\
resp. c + D y A 1+ B,
N~ ~_
Gder Fde'r

junto con una unidad y una counidad (resp. una counidad y una unidad):
. 77P @ .
(1.4) id= PoP,, y Qizgo Q = id

G

F
(resp. FoFy, = id y id = Gaer o G ) )

respectivamente.
Si Nat( -, -) denota al conjunto de las transformaciones naturales entre dos funtores,

recordemos que se tiene una asignacion:

(1.5) Nat(G o P,Q o F) — Nat(Qizg 0 G, F o P.2y)
© — @izq

resp. Nat(G o P,Q o F') — Nat(P o Fyer, Ger 0 Q)
© — ®der

que a cada transformacién natural:

C
Tp
A

asocia su conjugada izquierda (resp. derecha) con respecto a (1.3) y (1.4):

D
(1.6) QT
B

F

Gder

(17) Qizq

="

C D C
\ Oz l Pizq resp. Q T 05 N T P
A B A

F Fde'r‘
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la cual se define como la composicién:

(QizqoG)* P
Qizquq:n QizquoPOqu

(18) eizqﬂ/ ﬂ/Qizq*e*Pizq

F © 'PZZq GQ*(FOPizq) QZZ(] © Q ° F ° PZZq

nG*(POFder)
PoFder =GderoG°PoFder

resp. Oder {”} ﬂGder*G*Fder
Ger 0 QQ === Gaer 0 Qo F o Iy,
(GaeroQ)*ef

Por abuso, en ocasiones simplemente decimos que la transformacién natural (1.7)
es una conjugada izquierda (resp. una conjugada derecha) de la transformacion natural
(1.6).

En la literatura se suele decir que la transformacién natural (1.6) cumple la condi-
cion de Beck-Chevalley si alguna conjugada izquierda de (1.6) es un isomorfismo (ver
las propiedades en §1.2.1).

§1.2.1.  Propiedades simples. La funcién (1.5) es biyectiva. En efecto, © es igual a
la conjugada derecha (resp. izquierda) de O;, (resp. de Oy, ) con respecto a los funtores
adjuntos (1.3) y a las transformaciones naturales:

P Q
(1.9) PoPp.=id v id= QuoQ

77F e
<resp. id=Fol,, v GioG=1id ),

inversas® de las transformaciones naturales en (1.4).
Mas atn, dos conjugados izquierdos (resp. derechos) ©;,, v O, (resp. Oger ¥ ©),.,)
de la misma transformacion natural ©: Go P = Qo F' , estan relacionados por iso-

morfismos de la forma:

*G ‘o
;zquﬁ?Ququ POFée'rP=;>POFder
(1.10) ®§zqﬂ ﬂ@m resp. %erﬂ “@dw
FoP, ——— FoP,, G 0Q —— GueroQ

tzq Fxa B*Q

1Una unidad y una counidad de una misma adjuncién son llamadas inversas si ellas verifican las

identidades triangulares.
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En efecto, sabemos que si consideramos otros funtores adjuntos izquierdos (resp.

derechos):
Q:ﬁzq P’{Zq
e LT
(1.11) B . D y A 1+ C
~—_ 7 ~— 7
Q P
G F
~— X\ ~— X\
rep. C + D y A 1+ B,
N~ ~N~—
G, F(;ET

der

con respectivas transformaciones naturales:

. 7
(1.12) id= PoP,  y l.0Q=1id

=G

G ]
(resp. FolF) =id y 1d:G&er0G),
existen isomorfismos naturales:

a B
P = Pizq y gzq = Qizq

izq

@ B
(resp. Fi = Fpur v G = G ),

tales que los siguientes diagramas conmutan:

nP P © Pzzq Qizq © Q Q
id - ﬂP*a y B*Qﬂ id
o Po Pi/zq gzq ° Q &
Fo Fder F G Giz‘] oG

resp.
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Se verifica entonces que el cuadrado (1.10) es conmutativo ya que éste es una cara
del cubo:

Q;Zq ) G —_— (Q;Zqu)*ﬁP _ ngq o G o P o ‘F)leq
. Il s
*G *(GoP)*
K AN Qizq*O* Pl e
Qizq ° G _— (QiquG)*nP Qizq o G oPo PfL’Zq
Fo P?,,Zq = =EQ*(FOP1"zq)= ;zq o Q oF o P’leq Qizq*O*Pjq
* B*(QoF)*
“ @
FOPizq =€Q*(F°Pizq)= QizquoFo-Pizq

cuyas otras caras son cuadrados conmutativos.
Mostremos:

LEMA 1.2.1. S7 la transformacion natural ©: Go P = Q) o F' admite una trans-
formacion conjugada izquierda ©;.4 Qizgo G = F o P, Yy una conjugada derecha

Ogert P o Fyep = Gaer 0 Q) , entonces las tranformaciones naturales ©;.q4 Yy Oger son
conjugadas la una de la otra en el sentido de IV.7 en [Lan98].

De manera explicita se tiene un cuadrado conmutativo:

1R

(1.13) Homp(Qizg 0 G(7),b) = Home(z,Gger 0 QD))
O(@izq)zT ](ede'r)bo_
HomB(F o Pp(x), b) ~ Homc(a:, Po Fder(b))

para todo objeto x de C y b de B, donde los isomorfismos horizontales son inducidos
de las transformaciones naturales (1.4) que definen ©;.4 Y Ouer Yy Sus transformaciones
naturales inversas (1.9).

En particular la transformacion ©;,4: Qg0 G => F o P,,, es un isomorfismo si y
solamente si la transformacion Oger: P o Fyop = Gger 0 Q) €s un isomorfismo.

DEMOSTRACION. De acuerdo al Teorema 2 de IV.7 en [Lan98], es suficiente ver
que el siguiente cuadrado es conmutativo:

772

(114> 1d (GderoQ) o (Qizqu)
771 “ H(GderoQ)*eizq
(PoFye)o(Fo Pizq) Oer s (FoPre) (GaeroQ)o(Fo Pizq)
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donde n' y n? son las siguientes transformaciones naturales:

'r]P P*’r]F*Pizq
id:POP’iZq=PO(FdGTOF)OPizq:(POFder)o(FOPiZq)

y

G Gier *UQ *G

id 77=> Gder 0 —/— Gder o (Q © szq) oG = (Gder o Q) ° (szq © G)

respectivamente.
Para mostrar esto escribamos a los morfismos [@der *(Fo Pizq)] onty [(GdeT 0Q) *

@izq] on? del diagrama (1.14) como sigue:

Gder C
@ T i Q D Gder
n . T

C
id . .
D€ S o 0
QT ﬂ@ ;lt) \U/UP lPiZq y B'eszq_D'HG_C?C )
B <~—r— A <—ia A Y f% /o '}’ "
K/aF Flt\er id B A : P;
i ‘U/’ﬂF " izq
id B F
respectivamente.

Se sigue de las llamadas identidades triangulares que estos dos caminos son iguales

a la composicion:

. 77G*77P Gder*G*Pizq
1d=GdeTOGOPO-PiZq=Gde7’OQOFOBZq ,

por lo que (1.14) es un cuadrado conmutativo. O
Deducimos por ejemplo:

COROLARIO 1.2.2. Sea ©: Go P = Qo F' wuna transformacion natural como la
del diagrama (1.6). Supongamos que © es un isomorfismo natural y que se cumple una
de las siguientes propiedades:

(a) Los funtores G y F (resp. P y Q) son equivalencias de categorias y el funtor
P o el funtor Q (resp. F o G) admite un adjunto por la izquierda (resp.
derecha,).

(b) El funtor F (resp. P) es una equivalencia de categorias, G (resp. Q) es un
funtor fielmente pleno y se tienen adjunciones G 4 Gaer Y Qizq = Q.

entonces © admite una transformacion conjugada izquierda y una conjugada derecha
las cuales son isomorfismos.
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DEMOSTRACION. Supongamos que © es un isomorfismo natural. Para mostrar el
enunciado con las hipétesis de (a) supongamos también que los funtores G'y F' (resp.
Py Q) son equivalencias de categorias.

Notemos primero que el funtor P (resp. F') admite un adjunto por la izquierda
(resp. derecha) si y solamente si ) (resp. G) admite un adjunto por la izquierda (resp.
derecha). En efecto si Pi,, (resp. Fger) es un adjunto izquierdo (resp. derecho) de P
(resp. F) no es dificil mostrar que F o P,,, o G’ (resp. P o Fy, 0 Q') es un adjunto
izquierdo (resp. derecho) de @ (resp. G), donde G": D — C (resp. Q" D — B ) es un
funtor inverso salvo isomorfismo natural de G (resp. @)). Reciprocamente si Q;,, (resp.
Gler) s un funtor adjunto izquierdo (resp. derecho) de @ (resp. G), entonces F"0();,,0G
(resp. P'oGger0@Q)) es un funtor adjunto izquierdo (resp. derecho) de P (resp. F'), donde
F': B— A (resp. P: C — A ) es un funtor inverso salvo isomorfismo natural de F’
(resp. P).

Se sigue en particular que © admite una conjugada izquierda (resp. derecha). Més
aun,si F': B—~ A y G D —C (resp. P: C — A y Q" D — B ) son funtores in-
versos salvo isomorfismo de F'y G (resp. Py Q), entonces tenemos adjunciones F' 4 F’
y G 4G (resp. P4 Py @ < Q) cuyas unidades y counidades son isomorfismos na-
turales. En particular © también admite una transformacién conjugada derecha (resp.
izquierda) la cual es un isomorfismo natural de funtores por la férmula (1.8). Se si-
gue del Lema 1.2.1 que toda conjugada izquierda (resp. derecha) de © también es un
isomorfismo.

Para mostrar lo que nos falta, notemos que las hipétesis de (b) implican que el
funtor F’ o Qi 0 G (resp. P’ o G 0 ()) es un funtor adjunto izquierdo de P (resp.
de F'), donde F': B— A (resp. P": C — A ) es un funtor inverso salvo isomorfismo
natural de F' (resp. P). En particular © admite una conjugada por la izquierda y una
conjugada por la derecha.

Maés ain, como G (resp. @) es fielmente pleno, toda unidad n%: id = Gger 0 G

(resp. toda counidad £¥: @Q;,,0@Q =>1id ) es un isomorfismo. Se sigue de la férmula
(1.8) y del Lema 1.2.1 que toda conjugada por la izquierda y por la derecha de © son

isomorfismos. U

§1.2.2.  Compatibilidad con la composicion. Consideremos ahora dos transforma-

ciones naturales de la siguiente forma:

G K K
F

D C D F £
QT Yo TP y LT o TQ resp. LT Y o2 TH
B A & B D C

F H G
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y tomemos la transformacién natural que obtenemos al componer como sigue:

K G KoG

F D C F C
(1.15) N N P A
& I B - A & e A
F & \
LT Vs TH F—" ¢
resp. D<~—c—C = LOQT Yo THOP 7
ol vy | B A
B A

es decir definimos ©3 = (02 x F) o (K x ©!) (resp. ©% = (L« ©1) 0 (02 » P)).

Supongamos que hemos elegido funtores adjuntos izquierdos (resp. derechos):
(116) qu 4P, Qizq —-Q Yy Lizq L

(resp. F 4 Fy,, G A Gger y K 4 Kyer) s
de los funtores P, Q y L (resp. F', Gy K) y que:

. 77P . 77Q e? . el .
(1.17)  id=PoP,,, Wd=Q0Qiy , Qine@=1d y Lj,oL=1id

ef ., G . . 77G . 77K
(resp. FoFy,=id, GoGyr =1id, id= Gy, oG vy 1d:KOKde,,);

son unidades y counidades de las adjunciones (1.16) respectivamente.

02, v 07, (resp. O} , ©2

. . . 1
Si escribimos © i e der> Oder

i2q?

formaciones naturales conjugadas izquierdas (resp. derechas) de las transformaciones

y @ger) para denotar a las trans-

(1.15) con respecto a (1.16) y (1.17), respectivamente. No es dificil mostrar:

LEMA 1.2.3. Si las transformaciones naturales n® y @ (resp. n@ ye%) en (1.17) son

inversas una de la otra, es decir si éstas verifican las identidades triangulares, entonces:
®?zq = (H * @zlzq) °© (622zq * G) (T’@Sp. 6?167" = (6367‘ * Q) °© (H * @cller)) )

en diagramas:

R FLY ¢
Lizq l &922211 Q\lilzq & Zqu l P’L’zq = Lizq l &e?ﬂl J Pz’zq
& B A & A
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F &
Kde'r
LT o2\ TH i £
resp. D —Goe—C = LOQT e N THoP

QT o1 N\ TP B— A

er der
B = A

der

2. Extensiones de Kan ordinarias

En esta seccion recordamos terminologia sobre extensiones de Kan ordinarias (ver
Capitulo 10 de [Lan98], §3.7 de [Bor94] o Capitulo 1 de [Riel4]), usando el vocabu-
lario de transformaciones conjugadas que revisamos en §1.2.

§2.1. Extensiones de Kan ordinarias locales. Seay: A — B un funtor entre
categorias abstractas (ver §1.1). Recordemos que si C es una categoria abstracta y
F: A—C es un funtor, una extension de Kan izquierda (resp. derecha) de F a lo
largo de v es una pareja formada de un funtor Lan, F: B — C (resp. Ran,F: B—C )

y una transformacién natural a: F' = Lan,F o~y (resp. B: RanyF oy = F ), tal que

para cualquier otro funtor G: B — C la siguiente funcion es biyectiva:

(7)o Bo(~+7)

Nat(LanvF, G)

Nat(F,G o) (resp- Nat(G, Ran, F) Nat(G o, F) )
donde Nat(S,T") denota al conjunto de las transformaciones naturales del funtor S en
el funtor 7'

§2.2. Extensiones de Kan ordinarias globales. Sea C una categoria (ver
§1.1). Si I es una categorfa pequena, la categoria C! de los I-diagramas en C es por
definicién la categoria de los funtores X: I — C y las transformaciones naturales entre
ellos. Si a es un objeto de I y X es un I-diagrama de C, denotamos como X, al valor
de X en a.

Un funtor entre categorias pequenas u: I — J induce un funtor entre las categorias
de diagramas u*: C/ — C! | definido como u*()), = Yy, para todo J-diagrama ) de C
y todo objeto a de I. Del mismo modo, una transformacién natural a: v =v: I — J
induce la transformacién natural a,: u* = v* : C/ — C! | definida en un J-diagrama

Y de C y un objeto a de I como el siguiente morfismo (Oé*y)a =Y,,: Yo — Yo deC.
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Se demuestra sin dificultad que obtenemos por este medio un 2-funtor:

cat? Cat
I C!

o ) =)
J c’

donde cat? denota a la 2-categoria abstracta que se construye a partir de cat al tomar
(solamente) las 1-flechas en la direccién opuesta.

Si u: I — J es un funtor entre categorias pequenas, decimos que la categoria C
admite extensiones de Kan izquierdas (resp. derechas) a lo largo de w, si el funtor

inducido u* admite un adjunto izquierdo (resp. derecho):

VRN 7N
c’ L ct resp. C’ L c!
~___7 ~__~

Cuando este es el caso, un funtor u; adjunto izquierdo (resp. u, adjunto derecho) es
llamado un funtor extension de Kan izquierda (resp. derecha) a lo largo de u. Notemos
que si a: ider = u* o uy (resp. B u* ou, = ider ) es una unidad (resp. counidad) de
la adjuncion uy 4 u* (resp. u* 4u,) y X es un I-diagrama de C, la pareja formada por
el J-diagrama wu(X) (resp. u.(X)) y el morfismo de I-diagramas ax: X — w(X)ou

(resp. Ba: us(X)ou— X ), es una extension de Kan izquierda (resp. derecha) de X
a lo largo del funtor u, como definida en §2.1.
Si una categorfa C admite extensiones de Kan izquierdas (resp. derechas) a lo largo

del funtor p;: I — * :

(pI)! :COEjm (PI)*
VRN 7N

C L ct resp. C L cll,
~___7 ~___~

(r1)* (pr)+ =lim

donde * es la categoria puntual e I es una categoria pequena, se dice que C admite
colimites (resp. limites) de tipo I o I-colimites (resp. I-limites). En este caso, para
todo I-diagrama X de C, llamamos (por abuso) al objeto collim)( (resp. li}n X ) un
colimite (resp. limite) de X en C.

Recordemos por ltimo que una categoria C se dice que admite colimites pequenos
(resp. limites pequerios), si C admite colimites (resp. limites) de tipo I para toda cate-

goria pequena I (ver la Proposicién 2.2.3).
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§2.2.1.  La imagen de una adjuncién por el 2-funtor (2.1) es una adjuncién entre

categorias de diagramas. Mds precisamente, si tenemos una adjuncién entre categorias
u

~ /-\ . . . .
pequenas I 1t J con una unidad n: id; = vowu y una counidad €: uov =-idy ,
~N~—

v

v*

. . .7 /—\ . .
entonces deducimos una adjuncién C! =~ 1 €’ donde una unidad 7,: ider = u* o v*
~——7—a—ma—

I

y una counidad €,: v* ou* = idgs son definidas por los morfismos:

Y.,
J
Y,

J

XTM
(22) Xi—— Xpouy =uw*ov*(X); y  vou(Y);=Yueu(

respectivamente, para todo I-diagrama X de C, todo J-diagrama ) de C, todo objeto
1 de I y todo objeto j de J.
Deducimos:

u

LEMA 2.2.1. Si C es una categoria y I 3 J una adjuncion entre categorias

pequenas, entonces el funtor uy = v*: CT —C7  (resp. v, = u*) es un funtor extension
de Kan izquierda (resp. derecha) a lo largo de u (resp. de v). Mds ain, en este caso i
u (resp. v) es un funtor fielmente pleno, el funtor uy (resp. v.) también lo es (ver el
Corolario 2.2.4 de mds abajo).

En particular, si I es una categoria que admite un objeto final (resp. inicial) iy,
entonces C admite colimites (resp. limites) de tipo I y para todo I-diagrama X de C el
objeto X;, es un colimite (resp. limite) de X en C.

DEMOSTRACION. Para la segunda parte, recuerda que el funtor p;: I — * admite
un adjunto por la derecha (resp. por la izquierda) si y solamente si I admite un objeto
final (resp. inicial). O

Mostremos:

COROLARIO 2.2.2. Sea C una categoria y u: I — J wun functor entre categorias
pequenas. Supongamos que u admite un funtor adjunto por la izquierda (resp. por la
derecha) v: J — I y que la categoria C admite I-colimites (I-limites); entonces C

admite J-colimites (resp. J-limites) y toda transformacion conjugada izquierda (resp.
derecha):

colim o u* => colim (resp. lim = lim o u* )
I J J 1
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de la transformacion natural:

o u* o/ o Pr c
(2.3) p?T 7% TPS resp. uT /iy Tid ,
C , C Cl —C
id p;

es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Notemos que si u fuera una equivalencia de categorias (o un iso-
morfismo de categorias) el enunciado seria una consecuencia del inciso (a) del Corolario
1.2.2. Mientras que si v fuera un funtor fielmente pleno, el resultado seria una con-
secuencia del Lema 2.2.1 y del inciso (b) del Corolario 1.2.2. Mostremos el resultado
deseado con la hipédtesis de que existe una adjuncién v 4 u (resp. u = v).

En efecto, para empezar notemos que por el Lema 2.2.1 tenemos una adjuncion
u* = v* (resp. v* 4 u*). En particular, si colim; (resp. lim;) es un funtor /-colimites
(resp. I-limites) en C, entonces colimyou* (resp. limyou*) es un funtor J-colimites (resp.
J-limites) en C. Por lo tanto la transformacién natural (2.3) admite una conjugada
izquierda y una derecha.

Maés atn, por el Lema 1.2.1 basta con determinar una transformaciéon conjugada
derecha (resp. izquierda) de (2.3) que sea un isomorfismo. Para ello notemos que si
n: idy = uov (resp. & uov =>1id; ) es una unidad de la adjuncién v -+ u (resp.
u - v), entonces podemos tomar como conjugada derecha (resp. izquierda) de (2.3):

(2.4) idger: p == v* o p; <resp. id;.qt v* op] == D} )

a la transformaciéon natural definida en un objeto A de C como el siguiente morfismo
de C7:

idder, 4= (n)px 4

(2.5) p5(A)

vt out 0 s (A) = v* o py(A)

idizg, 4= (ex)p% 4

resp. v*op;(A) = v*ou* opi(A) p5(A) |,

donde 7n,: idgs = v* ou* (resp. e, v* ou* = id ) es la transformacién natural definida

en un J-diagrama ) de C y un objeto b de J como el morfismo Y, (resp. V.,) de C.
En particular, como Y = p*(A) es un J-diagrama constante en (2.5), se sigue que

(idger, 4 )b (resp. (idizq, 4)p) es igual al morfismo identidad de A en C, para todo objeto b

de J. Por lo tanto, la transformacién (2.4) conjugada derecha (resp. izquierda) de (2.3)

definida por (2.5) es un isomorfismo. O
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§2.2.2.  Morfismo evaluacion. Sea u: I — J un funtor entre categorias pequenas.
Recordemos que si b es un objeto de J, la categoria u|b (resp. b|u) de los objetos de I
sobre (resp. bajo) b a través de u, es por definicién la categoria cuyos objetos son las
parejas (a,a), donde a es un objeto de I y av: ua — b (resp. a: b—ua ) es una
flecha de J. Un morfismo de (a,«) en (a’,a’) es una flecha f: a — a’ de I tal que
a’ou(f)=a (resp. u(f)oa=a').

Consideremos la transformacién natural canénica:

ulp — g blu — o
(2.6) Pu|bl 23D l resp. blfrl 22 j
* — > ] J

b

donde (7 |b)(a, ) = ay (I'|b)(aa) = @ (resp. (b|m)(a, ) =ay (b]T)(aa) = a), para
todo objeto (a,«) de u|b (resp. b|u).
Si C es una categorfa, deducimos de (2.6) y del 2-funtor (2.1) una transformacién

natural:
(2.7) (pub)*] ”(Flb)*]“* resp. (blﬂ)*T K/(b|r)*Tb*
¢ 0’

Un morfismo evaluacion izquierda (resp. derecha) de u en b (con valores en C) es por

definicion una transformacion conjugada izquierda de (F | b)* (resp. conjugada derecha

de (b|T) ):

(r|b)* lim
Cu\b_cf Cblu b C
colim F|b)iz u) * *
(28) oliz ‘ & q] resp. (b]m) [(blr)deR [b
¢ b ¢’ Ch—’

Si tal transformacion conjugada existe, es decir si la categoria C admite (u|b)-
colimites (resp. (b|u)-limites) y extensiones de Kan izquierdas (resp. derechas) a lo
largo de u, llamamos para cada I-diagrama X en C al morfismo:

(F | b)izq, X

(2.9) C(;llign(.)( o (b)) u (X))

(b I F)der, X

(resp. us(X)p hm(Xo (b|7T)) )

blu
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un morfismo evaluacion de w(X) (resp. u.(X)) en b.
El siguiente enunciado es bien conocido (ver por ejemplo X.4.1-2 de [Lan98]):

PROPOSICION 2.2.3. Si C es una categoria con colimites (resp. limites) pequenos,
entonces C admite extensiones de Kan izquierdas (resp. derechas) a lo largo de cualquier
funtor uw : I — J entre categorias pequenas. Mads aun, en este caso todo morfismo
evaluacion (2.9) de w(X) (resp. u.(X)) en b es un isomorfismo de C, para todo I-
diagrama X de C y todo objeto b de J.

§2.2.3.  FExtensiones de Kan a lo largo de funtores fielmente plenos. Seaw: [ — J
un funtor fielmente pleno entre categorias pequenas. Observemos que para todo objeto
a de I, se tiene la siguiente igualdad de transformaciones naturales:

u|ua rlue I—9 -1 u|uaﬂ>l
| _
(21()) puual ﬂI‘ l\f ﬂld lu - pu|ual ﬂr‘|ua ju
vl —=J et
Pualu
ua|u ——— %
Pua|u
ua|7rl / r la ua|u —— %
resp. I id— [ = ua|7rl/ Y va|T lw
e | )
= )
donde la transformacién natural:
Tr\ua Pua|u
u|ua —— 1 ualu ———=*
(2.11) puual Y lid resp. ua|7rl Y r la )
1 I— !

es definida en un objeto (¢, ) de la categoria u|ua (resp. ua|u), como el inico morfismo
de I cuya imagen por u es igual a a.

Sea C una categoria arbitraria y consideremos las transformaciones naturales que
deducimos de (2.10) y del 2-funtor (2.1):

Cu|ua (m|ua)” CI id CI Cu|ua *(ﬂ—‘ua)* CI

* '1\ * *

(212) puuaT ﬂ Ty lij ” id Tu* = puuaT ﬂF|ua* TU
C cr c’ C———C

a* u* (ua)*
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*

pua|u
Cualu < C
pZa|u
(““'”)*T as T Cualu < _ ¢
idT ﬂid Tu* CI<—*CJ
CIE CJ

u
Supongamos que la categoria C admite colimites (resp. limites) pequenos. Mas
precisamente, supongamos (ver la Proposicién 2.2.3) que w - u* (resp. u* 4 u,) es
una adjuncién con una unidad 7: id = u* ow; (resp. una counidad &: u* ou, = id )
. . . . L .
y que colimy,|,q = P ua (resp. Prau ™ limyq[,) es una adjuncién con una counidad

—>id (resp. una unidad n: id = p?

. 3 *
g: colimy,|yq 0 p ua|u

ulua Ohmua‘“ )

Deducimos del Lema 1.2.3 y del diagrama (2.12) que para todo I-diagrama X de
C y todo objeto a en I, la siguiente composicién es un morfismo evaluacion de (X))
(resp. u. (X)) en u(a):

colim(Tx x)

2.13 colim(X o (7 |ua u‘ua—> colim(p X, ikl X, (120)e u* ow(X),
u|ua u|ua u\ua
(ex)a NXq ultilrﬁu(r*’?()
resp.  u*ou,(X), X, lirln( | u(Xa ) lirln (X0 (ualm)) |-

Mas atin, notemos que como (a,id,,) es un objeto final (resp. inicial) de la categoria

u|ua (resp. ua|u), se tiene una adjuncién:

Puua (a,idua)
/\ /\
(2.14) * L u|ua resp. * L ualul,
~—_ 7 ~—
(ayidua) Pua|u

donde una counidad (resp. unidad) es la transformacién natural identidad:

(2.15) Pupueo (@id) 2o id, (v id, 2 p, 0 (aidy) )
En particular, en (2.13) podemos tomar (ver el Lema 2.2.1):
e=id .
(2.16) co‘lim = (a,idy)* ¥ Cq?ﬁiin ODylua = ide

=id
(resp. lim = (a,id,,)* vy ide —— lim © Dy ua ) :

ua|u ua|u

En resumen, si w: I — J es un funtor fielmente pleno, C es una categoria con
colimites (resp. limites) pequenos, u; (resp. u,) es un funtor extensién de Kan izquierda
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(resp. derecha) alo largo de uy n: id = u* owy (resp.e: u* ou, => id ) es una unidad
(resp. counidad) de la adjuncién uy + u* (resp. u* 4 uy); se sigue de (2.13), (2.16) y de
la Proposicién 2.2.3 que 7 (resp. ) es un isomorfismo natural.

Esto demuestra la primera parte del siguiente enunciado:

COROLARIO 2.2.4. Sea C una categoria que admite colimites (resp. limites) pe-
quenos. Si w (resp. u.) es un funtor extension de Kan izquierda (resp. derecha) a lo

largo de un funtor fielmente pleno u: I — J entre categorias pequenas:

i w*
VRS 7 N\
¢/ 1. resp. CJ7 1+ CI |,
\_/ \/
u* Us

entonces uy (resp. uy) es también un funtor fielmente pleno.

Mas ain, si € (resp. n) es una counidad (resp. unidad) de la adjuncion u, 4 u*
(resp. u* 4 u*) e es un J-diagrama de C, entonces Y pertenece a la imagen esencial’
del funtor uy (resp. u.) si y solamente si, para todo objeto x de J que no pertenece a
la imagen esencial de u, el morfismo:

(2_17) (u! o u*(y))w ﬂ V., (resp. V. m (u* o u*(y))x )7

es un isomorfismo de C.

DEMOSTRACION. Si consideramos una unidad y una counidad (que verifiquen las

identidades triangulares) de la adjuncién uy — u* (resp. u* A u*):

. n e . . n e .
id=u*ou y wou*=id (resp. id = u, ou* yu*ou*:ld),
respectivamente, sabemos que el morfismo:

(EX)CL

(2.18) X, M (u* ou ()('))a (resp. (u* O Uy ()('))a — X, )
es un isomorfismo para todo I-diagrama X de C y todo objeto a de I.

2Recuerda que un objeto & de J pertenece a la imagen esencial de un funtor u: I — J | si existe

un objeto a de I y un isomorfismo a:ua 2 x de J
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Por otro lado, si « es un objeto de J y a:ua 2 x un isomorfismo para algin objeto

a de I, tenemos un diagrama conmutativo:

(u*ey)a

(u* cuyou*)), (u*Y)a
[ Il

(2.19) (0 u* V) ua (3)ua— Vua
(wou* V) 2l Ul Va
(wourY), Y
(ey)a
(u*m))a
(u*Y)a (u* ouyou*Y),
[ I
resp. yua (ny)ua— (U* ou” y)ua
Vo I 21 (U*OUX—y)a
Ve (uyou*Y),

\

(M)

Por lo tanto, ya que el morfismo (u*e€y), (resp. (u* ny)a) de (2.19) es el inverso
izquierdo (resp. derecho) del isomorfismo (2.18) donde X = u*), se tiene que (2.17) es

un isomorfismo si x pertenece a la imagen esencial de u. U

3. Cuadrados (co)cartesianos ordinarios

§3.1.  Denotemos como [ a la categoria pequena generada por el siguiente dia-
grama:
a—>b
d—>c¢

y sujeta a la relacién que identifica las dos flechas de a en ¢. Consideremos también a
la siguiente subcategoria plena ™ (resp. 1) de [O:

(3.1) S R 11él)
d d—> ¢

b a—>b

resp. = l . L l

d —> ¢ d —> ¢

Observemos que si C es una categoria arbitraria, escoger un [OJ-diagrama X en C
equivale a darse un cuadrado conmutativo de C:

Xoe —Xp

SN

Xg— X..

(3.2)
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En este caso tenemos:

Xg —= Xp X
() - | resp. q3(¥) - l
Xa Xg— X,

Supongamos més ain que C es una categoria que admite colimites pequenos (resp.

limites pequenos). Deducimos de la Proposicién 2.2.3 que existe una adjuncién:

qr q
- VN
(3.3) cr . cH resp. C- L cH
\:/ ~_ 7
qr qx

Si Z es un r-diagrama (resp. _-diagrama) de C:

Ly —= Zy Zy
zZ = l resp. Z = l
Zq Zy—— Z.

yn: id = qf oqr (resp. e g .o0q=1id ) es una unidad (resp. counidad) de la ad-
juncién (3.3); notemos que como g- (resp. ¢,) es un funtor fielmente pleno, se sigue del
Corolario 2.2.4 que:

nz)a

Z, q-1(2), (resp. .+ (2)s (2 Zx)

es un isomorfismo de C para = = a,b,d (resp. x = b, ¢, d).

Por otro lado, si consideramos una adjuncién:

colim P
r
VRS
RS
(3.4) cr L C resp. C- L C|.
\_/ \_/
* lim
Pr J

se construye un isomorfismo natural:
(3.5) g1 (2). = colim (2) (resp. G5 (Z)g = lim (Z))

de la siguiente manera: Sean:

(mle)*

crle <2 cr

(R —

qu|c < (rle)” Cr

Ct?rlilr? j m idjzq ] colrim

C~—C

id
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lim lim
ala alqg
cale, 1" ¢ cole 2 . ¢
resp: (alm)” ] (a|F)deN ]a* Y (elmr ] idaer N ]id
CJ T) C\] C- lim C

transformaciones conjugadas izquierdas (resp. derechas) de las transformaciones natu-

(me)*

qu|c <~ Cr

rales:
cale T o

(quc)*] Z(r|c). T‘I? y (quc)*] = TPF

C~—CF C~—C
c* id
Pala, ala
Cales <1 ¢ C“|‘1J<LC
resp. (“”)*T A(a|1)s Ta* y WW*]% = Tid )
¢ =——C" Cl=——C
q; P,
inducidas del 2-funtor (2.1) y de las transformaciones naturales:
e e

g-lc ——r grlc ———r

(3-7) pq,—|cl ﬂF|C Jl: y pqr|cl = plf—
!

* c O * id *

Palq, Palqy

alg, ———~ alg, ——— *
resp. a|ﬂl K/a|r ja y ahrl; - lid
1 — ] | T *

Se sigue de la Proposicion 2.2.3 y del Corolario 2.2.2 que las transformaciones na-
turales (3.6) son isomorfismos, pues el funtor 7|c (resp. a|7) es un isomorfismo de

categorias. Definimos el isomorfismo (3.5) como la composicién:

(id)izq
( )Z colim (2)

(T]¢)izq 2
) i—)colim((ﬂc)*(Z))

gr Z c
QF‘C

(id)izq
@)

(a|T)der
resp. qM(Z)a(—)Eclbilfg((aW)*(Z))
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Notemos por otro lado que si X es un O-diagrama en C y €: ¢~y 0 ¢ => id (resp.

n: id => g% 0q,. ) es una counidad (resp. unidad) de la adjuncién (3.3); como sefiala-
mos en la prueba del Corolario 2.2.4, el morfismo de diagramas:

rr @) ex (e v g (1))

cumple que para z = a,b,d (resp. x =b,¢,d):

(ex)a (mx)a
qr! Q;(X)w - Xa: (resp. Xa: — q;(‘)()a: )
es un isomorfismo de C.
Dicho de otro modo, la diferencia entre los cuadrados conmutativos X y ¢y ¢=(X)
de C, radica en el siguiente morfismo de C:

(3.8) 4 g (X)L X, (resp- X, gL (), ) '
Se construye un morfismo natural de C:
. * (q>izq)2{ (q)der)X . %
(3.9) colrlm(ql_(X)) X, (resp. X, hgn(qJ(X)) ) ;
tomando una conjugada izquierda (resp. derecha):
ar lim
C"m<=—(CC c-—— ¢
(3.10) COlriml y Piza lid resp. ¢ T o, \ Ta*
C -~ CU Co ~ CO
c id
de la transformacion natural:
c—% ¢o "
(3.11) p?T /o, Tid resp. qu /o, Ta*
C<——F7—C" cH D co
inducida de la transformacion natural candnica:
ar P
r O J— %
(3.12) o+ /¢ lid resp. JV Y o la
* O | O

c id
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En el siguiente enunciado se muestra basicamente que los morfismos (3.8) y (3.9)

forman parte de un triangulo conmutativo:

4 (42(X)), = colim(ge(X))

(772() (éder)x
resp.
(ex)e (®izg)x

0.+ (¢5(X)), hm (g3(X))

donde el isomorfismo horizontal es el construido en (3.5) para Z = ¢*(X).

LEMA 3.1.1. Sea C una categoria con colimites pequenos (resp. limites pequenos).
St X es un O-diagrama de C:

Xog —= Xp
-l
Xg — X,
los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) X es isomorfo a un objeto en la imagen del funtor q-y (resp. q,.), donde
g 4G (resp. g4 q, *) es cualquier adjuncion como en (3.3).
(11) Sie: gryoqr = id (resp. n: id = q*oq,. ) es una counidad (resp. unidad)

de una adjuncion q-y - q* (resp. gt Hq, *), el morfismo:

€ n
QF!Q;(X)—X>X (T@Sp. X—X>QJ*¢]§(X))’
es un isomorfismo de CH.
() Sie: grroqt = id (resp. n: id = q*oq,« ) es una counidad (resp. unidad)

de una adjuncion q- - q* (resp. q* = q, *), el morfismo:

(ex)e

(nx)a
(Jr'qr(X) —>X (Tesp' X L>q_|>+ Q_I(X)a)

es un isomorfismo de C.
(tv) Si (3.10) es una conjugada izquierda de la transformacion natural (3.11),
entonces:

(‘Pizq)X ((I’de'r)X

(3.13) colim(g7 (X)) X, (7"6819- Xa lim (g’ (X)) ) )

es un isomorfismo de C.
(V) Si &*: qf = proc* (resp. O*: proar = ¢ ) denota a la transformacion
natural (3.11), entonces:

. * B *
Colbm(éx) lljn(CPX)

colim (g7 (%)) colim(p (X)) (7’@5?9’ lim(p?, (X)) lim(q(X)) ) )
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es un isomorfismo de C.

DEMOSTRACION. De acuerdo al Corolario 2.2.4 el funtor ¢- (resp. ¢_.) es fielmente
pleno, ya que g- (resp. q,) lo es; entonces los enunciados (1) y (1I) son equivalentes por
un argumento canénico sobre las adjunciones. Los enunciados (1) y (I11) son equivalentes
por la segunda parte del Corolario 2.2.4.

Mostremos (111)<>(1v) en el caso de la categoria . Para ello observemos que la

igualdad de transformaciones naturales:

e ar m|c qr
e r O e r O
(314) pflCL = pl' ﬂq, Lid = pflCL Jé/p|c % = lid 5
* * O * O O
id c c id

induce por el 2-funtor (2.1), la Proposicién 2.2.3 y el Lema 1.2.3, una igualdad entre la

siguiente composicion de transformaciones naturales conjugadas izquierdas:

*

(mle)* ar (mle)* ar

Ccr le Cr co Cr le Cr co
cgl‘izn l \ id},, co@im mq)izq j id = C(r’llién L \(F [€)izq L qr1 N\ id?., j id
C , C Cco C Co . CO
id c* c* id

En particular, se tiene un diagrama conmutativo de C:

(08,

Cgl|i(1:fr1((7r )" o ¢t (X)) i Colrim(q?(/\’))
((r\c)izq)q;){ (Pizg)x
ar1 7 (X)e X,

(42 )x) =(cx)e

para todo cuadrado conmutativo X de C.
Ma&s aun, para todo r-diagrama Z de C se sigue de la Proposicién 2.2.3 y del
Corolario 2.2.2 que (idizq) 2y ((F | c)izq) . son isomorfismos de C, pues el funtor | c del

diagrama (3.14) es un isomorfismo de categorias. Por lo tanto, (111)<(1v).

Por tltimo, notemos que si ®;.,: colimo g* = c* (resp. d*: a* = limo ¢* ) es una
r _

conjugada izquierda de la transformacion natural (3.11), se tiene por definicién un
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triangulo conmutativo:

((I)'qu))( (q)de'r))(

colim(g? () X, Xy ————= lim(g(¥X))
\ ‘EXC resp. NXa ‘ / )
colrim(éf‘_, lijn(@}
coll_im(p; (Xc)) liin(pj (Xa))

donde €: colrim opr =id (resp. n: id = liﬂn o p* ) es una counidad (resp. unidad) de

la adjuncién colrim - pr (resp. pE lign).
Por otro lado se sigue del Lema 2.2.1, que para todo objeto A de C, el morfismo:
. - €A nA . %
colrlm(prA) — (resp. A—— l1:Jrn(pJA) ) ,
es un isomorfismo, ya que I (resp. ) admite un objeto inicial (resp. final). Por lo
tanto los enunciados (1v) y (V) son equivalentes. O

Si C es una categoria con colimites pequenos (resp. limites pequenos), decimos que
un O-diagrama X de C:
Xo— X,
ol
Xg— X,
es un cuadrado cocartesiano (resp. cuadrado cartesiano) de C, si se cumple uno de los

enunciados equivalentes del Lema 3.1.1.

§3.2.  Mostremos algunas propiedades simples de los cuadrados (co)cartesianos
en una categoria admitiendo (co)limites pequenos.

LEMA 3.2.1. Sea C una calegoria con colimites pequenos (resp. limites pequenos).
Supongamos que F: X — X' es un morfismo de O-diagramas de C tal que:

g F o F
G (X) ——q=(X)  (resp. @3(X)

(%))

es un isomorfismo de la categoria de diagramas C™ (resp. CJ). Dicho de otro modo,
consideremos un cubo:

(3.15) X!

Fy ke
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cuyas caras son cuadrados conmutativos de C, con la propiedad que los morfismos F,,
Fy, y F; (resp. F,, F. y F;) son isomorfismos de C.

Entonces, si X es un cuadrado cocartesiano (resp. cuadrado cartesiano), X' es un
cuadrado cocartesiano (resp. cuadrado cartesiano) si y solamente si F' es un isomor-
fismo de la categoria de diagramas CB, es decir si y solamente si el morfismo F,. (resp.

F.) es un isomorfismo de C.

DEMOSTRACION. Consideremos una adjunciéon g-; = ¢* (resp. qh —q J*) con una
counidad (resp. unidad) &: ¢-0¢* = id (resp. 7 id = q¢*oq, . ) Deducimos enton-
ces un cuadrado conmutativo de morfismos de C:

(ex)e (nx)a
qr1 qF (X)c Xe Xa 4.+ q7 (X)a
a1 qt (F)cl ch resp. Fat lqﬂ 5 (Fa |,
qr qF (X,)c Xé X(; — ¢, ¢ (X,)a
(EX’)C (nX’)EL

donde g1 g7 (F). (resp. ¢, ¢*(F),) es un isomorfismo, ya que por hipétesis g*(F)
(resp. qj(F)) es un isomorfismo de la categoria de diagramas C™ (resp. CJ).
Se sigue de la propiedad (111) del Lema 3.1.1 que si X' es un cuadrado cocartesiano

(resp. cartesiano), es decir si el morfismo:

(EX)C

qr C].f (X)c

es un isomorfismo de C, entonces X’ es un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano) si

X. (resp X, -y . )

y solamente si F, (resp. F,) es un isomorfismo de C. O
Mostremos también:

LEMA 3.2.2. Sea C una categoria con colimites pequenos (resp. limites pequenos) y:

X, - x,

X = g'l lg

Xg— X,
d %

un cuadrado conmutativo en C.

(1) X es un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano), si y solamente si:

Xy —— X4

e

KXo == Xe

es un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano).
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(11) Si f y f' son isomorfismos de C, entonces X es un cuadrado cartesiano y un

cuadrado cocartesiano.

DEMOSTRACION. Para verificar (1) considera f5: 0 - O el tinico isomorfismo de
categorias tal que 0(a) = a, 05(b) =d, 05(c) =cy 05(d) =b. Si O~ (resp. 0.) denota la

restriccion del funtor 6 a la subcategoria [T (resp. ) de O, obtenemos un cuadrado

conmutativo:
o 4
Cr<=———= Ccr C=—— (b
g T /i Tqﬁ resp. % Z %GE :
(O — - Co C- < Co
05 a
cuya conjugada izquierda (resp. derecha) es un isomorfismo:
9; q*
CT=——C" C———=C
(3.16) Qr!l Wd%quqf! resp. OZT ()N T@E :
(0« (O co— . (o
0* Qi

]

pues los funtores 0F y 0 (resp. 0%y 05) son isomorfismos de categorias (ver el inciso
(a) del Corolario 1.2.2).
Sia: g-()) =X (resp. a: ¢, () =X ) es un isomorfismo de O-diagramas de

C, obtenemos asi un isomorfismo:

0% () (3.16)y,

X' = 05(X) =———050q-1(Y) —— qr!(eﬁ(y))
3.17
( ) 05 () (316)y
resp. X' = 05(X) . ngqﬂ(y)—;>(14*(ej(y)) ‘

Dicho de otro modo, si & es isomorfo a un objeto en la imagen del funtor ¢-,
(resp. q, *), entonces X’ = 6% (X) también lo es. El resultado deseado es entonces una
consecuencia de la propiedad (1) del Lema 3.1.1.

Demostraremos solamente la parte del enunciado (11) sobre cuadrados cocartesiano.

Para ello consideremos los funtores a: [ —r y : I — O definidos como las inclu-

siones:
a a—>b a a—>=0b
(3.18) oo A A S T
d d d d — ¢

en particular g = g- o av.
Notemos que si tenemos adjunciones g- 4 ¢*, oy 4 a* y f - 5*, laigualdad 8 = g-o«v
implica que existe un isomorfismo de funtores g-jo oy = f: Cf — CP . Por lo tanto,
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se sigue del enunciado (1) del Lema 3.1.1 que para mostrar el resultado deseado, es
suficiente con demostrar que si

es un cuadrado conmutativo en C tal que f y f’ son isomorfismos de C, entonces X es
isomorfo a un objeto en la imagen del funtor 8;: C! — CU .
Mas atn, por el Corolario 2.2.4 es suficiente con demostrar que si e: 0 * = id

es una counidad de la adjuncién By 4 3*, entonces los siguientes morfismos de C:

(X)bﬂ)Xb y prof*(X). (—X)C>X

son isomorfismos.

Para ello consideremos las siguientes igualdades de transformaciones naturales:

B|b b I B O /6|b p:|b N a O
(3.19) pBlbl 2 % B lid - pﬁb\ = 1}1 Z ¢ \id
* b = id = * id * b .
Ble 7l —2 n Ble ilc —2 g
(320) y p5|cl ﬂl“|c % = ‘1d = pﬂ|cl = P}/ ﬂI" Jid )
* O O * * O
c id id ¢

donde I y I son las tinicas transformaciones naturales posibles.
Se deduce del 2-funtor (2.1), del Lema 1.2.3, la Proposicién 2.2.3 y el Corolario 2.2.2

que se tienen las siguientes igualdades de transformaciones naturales:

C/g|b (7T|b)* CI Bx— CD CB“) pﬂ|b C a* CD
C%l‘iin l NG D %{ \ i}, \ id - c%lliin L \ idz,, i% N\ Tizq l id
C €O —— Co ¢~ ¢
b* ld ld b*
esle <Y e T o cole <1 _or T o
. Ccl;llign\ m(F 1€)izq %} \ id}zq j id collign\ \x id?, co%m \ I \ id
C CD CD C C Cl:l

id

c*
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. . . 12 . .
donde las transformaciones conjugadas (I'|0)i.q, (I'| )iz, id,, ¥ 1d§’zq son isomorfismos
naturales.

Mas atn, por el Lema 2.2.1 sabemos que podemos tomar collim = d* pues d es un

objeto final de I. En particular, si X es un O-diagrama de C, obtenemos los siguientes
diagramas conmutativos:
(ex) c
(80 67(3)), X, (B0 f7 (X)), —— X,
o] 2
colim(([b)" o 57 (X)) colim( (] )" o (X))
Il Il
C%l|i§n(pg‘ yoa (X)) colim (3" (X))
21
Xa

y

donde e: B0 8* = id es una counidad de la adjuncién £ = 5*.
Por lo tanto, si f y f’ son isomorfismos de C se tiene que X es isomorfo a un objeto
en la imagen del funtor f,. U

§3.3. Composicién de cuadrados (co)cartesianos. Denotemos como 1 a la
categoria pequena generada por el siguiente diagrama:

(3.21) ool

y sujeta a la relacién que identifica los dos morfismos de a en e, los dos morfismos de b
en d y los tres morfismos de a en d.

Si C es una categoria, elegir un [IJ-diagrama X de C equivale entonces a darse un
diagrama conmutativo en C de la forma:

X, — X, — X,

(3.22) x=1 | J
X;— X, — Xy.

Para 1 <7 < 3, denotemos como a; 0 — I a los funtores inclusién de las si-

guientes subcategorias:

a—>0b b — ¢ a—>c¢
(3.23) N A
f—>e e —>d f—>=d

respectivamente. Deducimos en particular del 2-funtor (2.1), un funtor:

*

co % co
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para cada 1 <7< 3.

Mostremos:

LEMA 3.3.1. Sea C una categoria que admite colimites pequenos (resp. limites pe-

quenios). Si X es un [D-diagrama de C y ai(X) (resp. ag(X)) es un cuadrado cocar-

tesiano (resp. cartesiano), entonces azy(X) (resp. a{(X)) es un cuadrado cocartesiano
(resp. cartesiano) si y solamente si aj(X) es un cuadrado cocartesiano (resp. carte-
51an0).

DEMOSTRACION. Demostremos la parte del enunciado sobre cuadrados cocarte-
siano. Para ello consideremos los funtores 7y: Is — Iy y To: I — O definidos como

las inclusiones:

a—bh— ¢ a—>b—c¢ a—>b—>c¢
(3.24) | ST <=
f f—e f—=e—d

y denotemos como 73: I3 — 1] a la composicion 7, o 7.

Para cada 1 <7 < 3 supongamos que se tiene una adjuncién 7;; < 7* junto con una
counidad €% ;07 = id . La igualdad 75 o 7y = 73 implica que existe un isomorfismo
de funtores:

N
T21 0Ty =—— T31,

con la propiedad que para todo [I-diagrama X de C:

TQI(E%(X)) EQX
(3.25) Ta1 0T 07y 0Ty (X) To1 075 (X) X
Vo 2l /
731075 (X) <3

es un diagrama conmutativo de C™.
Por lo tanto, para mostrar el enunciado deseado es suficiente verificar que si X es
un [-diagrama de C, entonces se cumplen las siguientes dos propiedades:

a) a;(X) es un cuadrado cocartesiano si y solamente si el morfismo:

1
(ETSX)E

(rireroms (X)), (T3X)e = X

es un isomorfismo de C.
b) o (X) es un cuadrado cocartesisno si y solamente si el morfismo:

(€% )a

(Ti! oTi*(X))d X4

es un isomorfismo de C, donde 2 <7 < 3.
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Mostremos la propiedad a). Para ello consideremos el siguiente diagrama de cate-

gorias pequenas, funtores y transformaciones naturales:

(3.26)
7'1"6 10Qqr=T39071 Y1 ‘6 7T/‘6 TQOT1=T3
q-le r M q-le ———T1]e I3

Pgr|e %/F|e q\j: = Lid = quel = pf\{/e ﬂl‘"|6 7\J1/1 - id
*

* O 1 * Iy 1

€ a1=720081 id e 2

donde $y: O — Iy y v1: m — I3 son los Unicos funtores tales que o8y =a; y 110
v = f1 © g-, respectivamente; mientras que v, |e: ¢-|e — 71|e es el isomorfismo de
categorias definido en objetos como (71 ]e)(:r;, a) = (’yl (:C),ﬁl(a)).

Como la categoria C admite colimites pequenos, deducimos del 2-funtor (2.1), la

Proposicién 2.2.3, el Corolario 2.2.2 y el Lema 1.2.3, la siguiente igualdad de transfor-

maciones naturales:

* q*oa*: *ork
Carle (m)e) cr RO =71°73 foan
qu,—li\ren ‘ \\{(F [€)izq qlz \\1 id%zq ‘ id =
|
C co Co
o ai=piors
* 71 e)* TS =T{ 0T}
Carle < (mle) cnile (7' e) Cls 3 =T OTy cm
. .12 J id3
qurhlrg1 \ \ idizq C%\;IIen Y (I €)izq ‘ ! ' dzq ‘ id
C : C CIQ CI:D
id e* 5

. . .12 .
donde las transformaciones conjugadas (I'|€)iq, (I'|€)iq ¥ idj,, son isomorfismos na-
turales.

Deducimos en particular para todo [O-diagrama X de C, un diagrama conmutativo:

(gr10g2(at X)), (g ), ~((at),
c;)rl}gn((ﬂe)*zt Vi oTi (X)) (a7 X)e
Cg}}ren((% le)* OH(W’ le) o5 (X)) )lé
ccT)ll‘iin((ﬁ’ | 23 o7 (X)) (75“96)6
(1073 (50)), —5 ) (),
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donde €: gr10q* = id es una counidad de la adjuncién ¢-, 4 ¢*. Esto muestra la
propiedad a) (ver (111) del Lema 3.1.1).
La propiedad b) se muestra de manera anéloga. Para ello consideramos la siguiente

igualdad de transformaciones naturales para 2 <7 < 3:

(3.27)
gld— o T g ld—20 g
Pgr|d ﬂFId ar = Iid = pql—d\ = pfiw /F’\d 7} = id
* d = Y - * id * d [ id a8

donde ~;: ™ — I; es el Unico funtor tal que 7,0, = 0q- v Vi|d: q-|d — 7;|d es el
funtor definido en objetos como (’yi | d) (r,w) = (’yi(x), ai(w)).

En este caso es suficiente notar que aunque los funtores 42 |d y v3|d no son iso-
morfismos, ellos admiten un adjunto izquierdo (ver las hipdtesis del Corolario 2.2.2).
Deducimos un diagrama conmutativo en C:

(gr10¢2(a; X)), &ﬂfx)d
21
col}gn((ﬂd)* oyf ot (X)) (af X)q
qr
| I
colim((3]d)* o ('] )" 0 7(2)) Xy
qr

211
colim((7'|d)* o 77(X))

7i|d
21 (s})d
(Ti! ° Ti*(‘)())d

para todo I-diagrama X" de C.

4. Categorias de modelos

§4.1.  Recordemos que una categoria de modelos C = (C,W,cof, fib) (ver por
ejemplo [HovO07], [Hir03] o [Qui67]) es una categoria C con tres familias distinguidas
de morfismos: W, cof y fib cuyos elementos son llamados respectivamente equivalencias

débiles, cofibraciones y fibraciones, los cuales cumplen las siguientes propiedades:

CM1. La categoria C admite limites y colimites pequenos.
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CM2.

CM3.

CM4.

CM5.

La familia W satisface la propiedad 2-de-3, es decir si dos de los tres morfismos

en un triangulo conmutativo:

f

N
Y

pertenecen a W, también el tercer morfismo pertenece a W.

X A

Las familias W, cof y fib son estables por retractos. De manera explicita,
dado un diagrama conmutativo:

si f es un elemento de W (resp. cof, fib) entonces también g es un elemento
de W (resp. cof, fib).

Los elementos de fib (resp. cof) tienen la propiedad de levantamiento derecho
(resp. izquierdo) respecto a los elementos de cof "W (resp. fibn' W), es decir
para todo cuadrado conmutativo:

A1 x

b

B — Y
donde 7 es una cofibracién y p es una fibracion, si ¢ es une elemento de W
(resp. si p es un elemento de W) entonces existe un morfismo ¢: B — X
tal que poi=fypop=yg.
Para todo morfismo f de C existen factorizaciones funtoriales de la forma:

(1) f=pi, donde pefibeiccof NW.
(1) f=qj, donde g e fibn W y j € cof.

Denotamos como —= , == y —= a las flechas de las familias W, cof

y fib respectivamente. Los elementos de la familia fibn'W (resp. cof mW) son llamados

§4.2.

fibraciones triviales (resp. cofibraciones triviales).

Si C es una categoria de modelos, se sigue de las propiedades CM3, CM4

y CMS5 (ver por ejemplo el Lema 1.1.10 de [Hov07]), que la familia fib (resp. cof)

es exactamente igual a la familia de aquellos morfismos de C con la propiedad de
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levantamiento derecho (resp. izquierdo) respecto a los elementos de cof N W' (resp.
fibn W). Concluimos en particular (ver también CM2) que las familias W, cof y fib
son estables por composicién y contienen a los isomorfismos.

Del mismo modo, se muestra que fib n W (resp. cof n W) es igual a la familia de
todos los morfismos de C con la propiedad de levantamiento derecho (resp. izquierdo)
respecto a los elementos de cof (resp. fib). Por lo tanto las familias fib y fibn W
(resp. cof y cof "W) son ademads estables por cambio de base (resp. cocambio de base)
a lo largo de morfismos arbitrarios en C; es decir si en un cuadrado cartesiano (resp.
cocartesiano) de C:

At x

l »

B — Y
el morfismo p (resp. f) es un elemento de fib o de fibn' W (resp. cof o de cof N W),
entonces ¢ (resp. g) también pertenece a la familia fib o a la familia fibn'W (resp. cof
o a la familia cof N W) respectivamente.

§4.2.1.  Se sigue de CM1 que podemos elegir en C un objeto inicial @ y un objeto

final ». Un objeto X de C es llamado cofibrante (resp. fibrante) si la tnica flecha
@ — X es una cofibracion (resp. X — % es una ﬁbracic’)n).

Del mismo modo, de la propiedad CM5 sabemos que para todo objeto X de C

podemos encontrar un diagrama conmutativo:

g ——X X — s %
N |
QX RX

en particular el objeto QX es cofibrante (resp. RX fibrante). Llamamos a una pa-
reja formada de un objeto cofibrante QX (resp. fibrante RX) y de una equivalencia
débil gx: QX — X (resp. ix: X — RX ), un remplazo cofibrante (resp. un remplazo
fibrante) de X.

Observemos que por hipétesis existe un funtor y una transformacién natural:

(4.1) QR: C—C y qg: Q= ide

(resp. R: C—C y i:idc:R),

con la propiedad que para todo objeto X de C, el morfismo gx (resp. ix) es una fibracién
(resp. cofibracién) y la pareja (Q(X), gx) (resp. (R(X), ix)) es un remplazo cofibrante
(resp. fibrante) de X. En este caso se tiene en particular que el objeto QX (resp. RX)
es ademads fibrante (resp. cofibrante) si X lo es.
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§4.2.2.  Recordemos que un objeto cilindro de un objeto X de C (resp. un objeto
de trayectorias u objeto cocilindro de Y') es la eleccién de un objeto Cyl(X) (resp.
coCyl(Y)) y de una factorizacién:

(4.2)
XuX id+id X v (id,id) vy
p resp. X

p 7

10+11 Cy](X) cocyl(y) (po,m)

Si tenemos dos morfismos f, g: X — Y de C decimos que f es homotopico izquier-
do a g (resp. homotdpico derecho), si existe una homotopia izquierda (resp. homotopia
derecha) de f en g, es decir si existe un objeto cilindro de X (resp. cocilindro de V) y

un morfismo H tal que el siguiente triangulo es conmutativo:

Xux .y x 2 vy
(4.3) i0+i1l 7 resp. N T(io,il)
P ~ H H > ES
Cyl(X) coCyl(Y)

Se verifica que en la subcategoria plena C.; de C, cuyos objetos son los objetos que
son tanto fibrantes como cofibrantes, la relacion de homotopia izquierda y de homotopia
derecha coinciden. Mas aiin se muestra que esta relacién es una relacion de equivalencia
compatible con la composicién, por lo que se deduce una categoria cociente 7C.; y un
funtor C.p — 7C.y .

Si C[W1] denota a la categoria de fracciones que obtenemos de C al formalmente

invertir las equivalencias débiles, se muestra que existen cuadrados conmutativos:

Coy ——C fa

c—— ¢,

T P T

mCep = === C[W™] C[W1] - - > 7Cyy

los cuales inducen una equivalencia de categorfas 7C.; ~ C[W™!] (en particular C[W 1]
es una categoria como definida en §1.1, ver §1.1.1).

En el contexto de las categorias de modelos denotamos también como How (C) =
Ho(C) a la categoria de fracciones C[W~!] y la llamamos la categoria homotdpica de
C. Denotamos como [X,Y | w) o [X,Y]c, al conjunto de los morfismos en How (C)
entre dos objetos X y Y de C.

§4.3.  Sea C una categoria y W una familia distinguida de morfismos de C (por
ejemplo una categoria de modelos con sus equivalencias débiles). Denotemos como
C[W™1] a la categoria de fracciones que obtenemos de C al formalmente invertir los



EL DETERMINANTE DE DELIGNE 39

elementos de W y como v: C — C[W™!] al funtor canénico (notemos que la cate-
goria abstracta C[W~1] es en general una categorfa grande como definida en §1.1).

Si F: C — A es un funtor de codominio una categoria, recordemos que un funtor
derivado izquierdo (resp. derecho) de F' (respecto de W) es por definicién una exten-
sién de Kan derecha (resp. izquierda) de F a lo largo del funtor v : C — C[W™!]
(ver por ejemplo [Mal07b] o §8.4 de [Hir03]). De manera explicita, un funtor deri-
vado izquierdo (resp. derecho) de F' (respecto de W) es una pareja formada de un
funtor LF: C[W™1] — A (resp. RF: C(Wl]— A ) y una transformacién natu-

ral a: LF oy = F (resp. B: F=RFoxy ), con la propiedad que para cualquier otro

funtor G: C[W~1] — A la siguiente aplicacién sea biyectiva:

o0 —

HOInAc[wfl](G, LF) _Q HOHIAC(G ov,LF o ’y) HomAc(G 0", F)

(resp. HomAC[W-1] (RF7 G) =’ HomAc(RF ov,Go 7) = HomAc(F, Go 7) ) :

En particular si F' envia los elementos de W en los isomorfismos de A, es decir si

existe un triangulo conmutativo:

entonces la pareja (F ,id) es a la vez un funtor derivado izquierdo y derecho de F'.

Si D es otra categoria, W un familia de morfismos en D y F: C — D un funtor,

llamamos a un funtor derivado izquierdo (resp. derecho) LF: C[W-!] — D[W~1]
(resp. RF: C[W-!] — D[W1] ) de la composicién:

c-op -1 DIW]

un funtor derivado total izquierdo (resp. derecho) de F: C — D .
§4.3.1.  Supongamos que C y D son dos categorias de modelos. Recordemos que
una adjuncién:

(4.4) ¢’ . D
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es llamada una adjuncion de Quillen si el funtor adjunto izquierdo F' preserva los
elementos de las familias cof y cof n W, o de manera equivalente si el funtor adjunto
derecho G preserva los elementos de las familias fib y fibn W.

Dada una adjuncién de Quillen (4.4) se construye un funtor derivado total izquierdo
de F' (resp. derecho de G):

Ho(C) —=

Ho(D) (resp- Ho(D) —%- Ho(C) )

de la siguiente manera: Si @ y ¢ (resp. R e i) son como en (4.1), se sigue del Lema de
Ken Brown (ver el Lema 1.1.12 de [Hov07]) que el funtor F o @) (resp. G o R) respeta
las equivalencias débiles. Entonces LF' (resp. RG) se define como el unico funtor tal
que el siguiente diagrama es conmutativo:

FoQ GoR

C D D C
e l jw resp. D l Lw 7
Ho(C) e Ho(D) Ho(D) e Ho(C)

va=((ypoF)+q): LFoye=>ypoF (resp. B=((1coG)*i): vcoG = RGop ).
La pareja (LF, a) (resp. (RG, a)) es efectivamente un funtor derivado total izquierdo
de F (resp. derecho de G) pues ax (resp. By) es un isomorfismo de D[W~1] (resp. de
C[Wfl]) si X es un objeto cofibrante de C (resp. Y es un objeto fibrante de D).

Maés atin, se muestra (ver por ejemplo el Teorema principal de [Mal07b]) que los

funtores asi obtenidos forman una adjuncion:

LF
— T

(4.5) Ho(C) L Ho(D) ,
\RE/

la cual tiene la siguiente propiedad: Si:
ide—==GoF v FoG==idp

son una unidad y una counidad respectivamente de la adjuncién (4.4), entonces existen
una unidad y una counidad de (4.5):

idio) = RG o LF y  LF o RG = iduyp)
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respectivamente, tales que los siguientes cuadrados son conmutativos:

RGOVDOF'B*=F%0GOF LFOVCOGgfyDoFoG
(46) RG*CVW ,W'yc*'q y LF*Bﬂ/ “’71)*5
RG o LF o o <———— ¢ LFORGOWD?VD
n*7c EXVYD

En particular, para todo objeto A de D y todo objeto X de C, deducimos los
siguientes cuadrado conmutativos:

G(ir(x)) F(qca)

GRF(X) GF(X) FQG(A) FG(A)
(4.7) GRF(qX)T Tﬂx y FQG(Z'A)L LgA ,
GRFQ(X) — X FQGR(A) = A

de las categorias homotépicas Ho(D) y Ho(C), respectivamente.

Una equivalencia de Quillen es una adjuncién de Quillen como (4.4) tal que el funtor
LF (o el funtor RF) es una equivalencia de categorias. De manera equivalente, la
adjuncién de Quillen (4.4) es una equivalencia de Quillen si para todo objeto cofibrante
X de C y todo objeto fibrante Y de D, un morfismo FX — Y es una equivalencia
débil de D si y solamente si el morfismo adjunto X — GY es una equivalencia débil

de C.

5. Extensiones de Kan homotdépicas

En esta seccion, imitando §2.2, revisaremos algunos resultados sobre extensiones de
Kan homotopicas (globales) en categorias de modelos, concentrandonos principalmente

en diagramas inversos y directos.

§5.1.  Sea C una categoria. Si I es una categoria pequena y W es una familia
distinguida de morfismos de C, denotamos como W; al conjunto de las equivalencias
débiles argumento por argumento de C!, es decir al conjunto de los morfismos de I-
diagramas F': X — X’ tales que para todo objeto a de I el morfismo F,: X, — X!
es una equivalencia débil.

Observemos en particular que se tiene un diagrama conmutativo (ver §1.2):

(ve)*

(5.1) cl——— (c[W]) .

Vel 7



49 ErLHOIM SUMANO

En general, el funtor ®¢ ; asi obtenido no es una equivalencia de categorias salvo en

casos muy especificos, por ejemplo:
LEMA 5.1.1. Sea C una categoria y W una familia de morfismos de C que contiene

a las identidades. Si I es una categoria pequena isomorfa a una union disjunta finita
I || UI, donden >0, entonces el funtor:

(U] yeeestiyy)

(52) C[[W;l] CI1 [W}ll] X oo X CI" [WL}] ,

es un isomorfismo de categorias, donde u;: I; — I son los funtores inclusion canoni-
cos.
En particular, si I es una categoria pequena discreta finita® y W contiene a las

identidades de C, entonces el funtor ®c; en (5.1) es un isomorfismo de categorias.

DEMOSTRACION. Si n =0 es decir si I es la categoria vacia se tiene que C! es la
categoria puntual, entonces (5.2) es un isomorfismo de categorias porque el producto
vacio de categorias es también la categoria puntual. Por otro lado si n = 1 el funtor
(5.2) es el funtor identidad.

Finalmente notemos que si A y B son categorias con familias distinguidas de mor-
fismos W 4 y Wp respectivamente las cuales contienen a los morfismos identidades,

entonces el funtor candnico:

(AxB)[(W.axWg)1] AW x B[W3!]

es un isomorfismo de categorias.
En efecto la categoria A[W '] x BfW!] tiene la propiedad universal que para
cualquier categoria D el conjunto de los funtores A[W '] x BfJW;'] — D se identifica

con el conjunto de los funtores A x B — D tales que F'(f,b) y F(a,g) son isomorfismos
de D si f e Wy, g e Wpg son morfismos y a € Ag, b € By son objetos. Como las familias
de morfismos W 4 v Wpg contienen a las identidades, esta propiedad es equivalente a
pedir que F(f,g) sea un isomorfismo de D si f e W4y g € Wp.

Por lo tanto el funtor (5.2) es un isomorfismo si n > 2.

3] es una categoria pequena discreta finita si no admite morfismos distintos de las identidades y

el conjunto de sus objetos es finito (posiblemente vacio).
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Supongamos ahora que [ es una categoria discreta finita y sea {io, - ,z's} el conjunto

de los objetos de I. Ya que para cada 0 < k < s tenemos cuadrados conmutativos:

*

I U
cl _ G (C[W—l])I Ct C
uj l u y Tel L L'YC
R N G — )
Uk

donde ug: » — I es el funtor ug(*) = ik, se sigue que el siguiente es un cuadrado

conmutativo:
ol (re)’ (C[W‘l])I
VC" (ufseesu)
CIIW'] ﬁ CIW] x--xC[W™1]

S

Por lo tanto (recuerda el isomorfismo de categorias (1.2)):

(W)

CI[WEI] \(uivvu;)

() 7 CIW 1] x oo x C[W ]

S

es un triangulo conmutativo, donde (uj,...,u?) y (uj,...,u}) son isomorfismos de
categorias porque [ es una categoria discreta finita y W contiene a los morfismos
identidad. Esto demuestra que en este caso, ®¢ ; es un isomorfismo de categorias. [

Notemos sin embargo:

LEMA 5.1.2. Sea C una categoria y W una familia de morfismos de C. Si W es
una familia fuertemente saturada®, entonces para toda categoria pequeria I el funtor

(5.3) CIW;] — (c[W1])’

4Decimos que una familia de morfismos W en una categoria C es fuertemente saturada si se cumple
la siguiente propiedad: Un morfismo de C pertenece a W si y solamente si su imagen en C[W™1] es
un isomorfismo. Por ejemplo la familia de las equivalencias débiles en una categoria de modelos es
fuertemente saturada.
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es conservativo, es decir si F': X — X' es un morfismo de C/[W7'] tal que para todo

objeto a de I el morfismo F,: X, — X! es un isomorfismo de C[W], entonces F es
un isomorfismo de C1[W71].

DEMOSTRACION. Recordemos que un morfismo F : X — X’ de la categoria de
fracciones CI[W7], es la clase de equivalencia de una cadena de morfismos de C’:

F1 Fn

:{n—l xn = x/ ,

F2 anl

(5.4) X = X0 X!

donde para cada 1 < k < n el morfismo F* es un morfismo arbitrario de C! de la
forma F*: XF1 — X* o el morfismo F* es un morfismo de Wy de la forma F¥ :
XEl < Xk,

Supongamos que ®¢;(F) es un isomorfismo de (C [W‘l])l, es decir supongamos
que para todo objeto a de I, el morfismo de la categoria de fracciones C[W 1] asociado
a la cadena de morfismos de C:

Fl F2 anl Fn
a a a a
)(1 Xn—l 5((?: )((; ,

a a

X, = X0

es un isomorfismo.

Como W es una familia de morfismos fuertemente saturada, deducimos que para
todo objeto a de I y todo 0 < k < n, el morfismo F¥ pertenece a W. Por lo tanto F*
pertenece a Wy para todo 0 < k < n, es decir el morfismo de la categoria de fracciones
CIIW ;'] asociado a la cadena (5.4) es un isomorfismo. O

§5.2.  Sea C una categoria y W una familia distinguida de morfismos de C. Note-
mos que si u: I — J esun funtor entre categorias pequenas, el funtor u* : ¢/ — C!
inducido entre las categorias de diagramas (ver §2.2) respeta las equivalencias débiles
argumento por argumento. Obtenemos en particular un cuadrado conmutativo:

*

(5.5) c’ = cr

YeJ l l/’ycl

CI{W3'] = —= = C1[W7']

u

Maés aun, con ayuda de (1.1) deducimos el 2-funtor composicién:

(C-,W_) Cc (W21
cat” Catyy CAT
I (C1, W) C'[W;']
v ) = el =)
J (C7, W) C/[W]
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analogo al 2-funtor (2.1). Recordemos que si C es una categoria de modelos con W su
familia de equivalencias débiles, entonces el 2-funtor (5.6) tiene de hecho su imagen en
Cat.

Si C es una categoria y W es una familia distinguida de morfismos de C, decimos que
la categoria C admite extensiones de Kan homotdpicas izquierdas (resp. derechas) a lo

largo de u (relativas a W), si el funtor v* admite un adjunto izquierdo (resp. derecho):

ul —
VRN 7N

C/[W3'] L C'[Wi'] resp. C/[W3'] L C'[Wi']
\:\/ ~_

En este caso, para todo I-diagrama X de C llamamos (por abuso) al J-diagrama
ul(X) (resp. u(X)) de C una (o la) extensidn de Kan homotdpica izquierda (resp.
derecha) de X a lo largo de u (relativa a W). El funtor u' (resp. ul) es llamado un
(o el) funtor extension de Kan homotdpica izquierda (rvesp. derecha) a lo largo de u
(relativa a W).

Si C admite extensiones de Kan homotépicas izquierdas (resp. derechas) a lo largo
de un funtor p;: I — » en la categoria puntual «:

(pr)P" =hocolim; [CHE
/_\ /\
C[W-1] 1 CI[W;!] resp. C[W-!] L CIW |,
v v
(pr)* (p1)" =holim;

decimos que C admite colimites homotdpicos (resp. limites homotdpicos) de tipo I (rela-
tivos a W), y (por abuso) llamamos al objeto hocolim (%) (resp. holim;(%)) un (o el)
colimite homotdpico (resp. limite homotdpico) del I-diagrama X de C (relativo a W).

§5.2.1.  El siguiente enunciado es una consecuencia del Lema 5.1.1:

COROLARIO 5.2.1. Si I es una categoria pequena discreta finita y C es una categoria
de modelos, entonces C admite colimites homotdpicos (resp. limites homotdpicos) de tipo
I si y solamente si, la categoria CfW 1] admite sumas (resp. productos) indexadas por
el conjunto de objetos Iy de I.

Mas ain, en este caso un colimite homotdpico (resp. un limite homotdpico) de un
I-diagrama X = { X, }ic1, de C, es candnicamente isomorfo a una suma (resp. producto)
de la familia {X;}ier, en C[W™1].
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DEMOSTRACION. Notemos que se tienen cuadrados conmutativos:

(p1)* ()"

C ¢! ¢ ———
%l l(vc)’ y vcl LVCI
C[W] —— (c[W-1]) C[W] — C/[W;']

(pr)* (r)*

por lo que tenemos un tridngulo conmutativo (ver (1.2)):

CIIW 1] T(m)* ;
-1
(pr)* C[W ]
donde ®¢ ; es un isomorfismo de categorias por el Lema 5.1.1. U

Notemos que los argumentos en §2.2.1 sobre imagenes de adjunciones por 2-funtores,
nos permite deducir el siguiente enunciado andlogo al del Lema 2.2.1:

LEMA 5.2.2. Sea C una categoria y W una familia de morfismos de C. Considere-
mos un funtor entre categorias pequenas u: I — J el cual admite un funtor adjunto

derecho (resp. izquierdo) v: J — I . Entonces el funtor:
' =o* ul =o%
CI{W;!] ——— C/[W!] resp. CIW7l] ———C/[W7] |
es un funtor extension de Kan homotdpica izqiuerda (resp. derecha) a lo largo de u, el
cual es fielmente pleno si u lo es.

En particular, si I es una categoria que admite un objeto final (resp. inicial) ig, en-
tonces C admite colimites homotdpicos (resp. limites homotdpicos) de tipo I y para todo
I-diagrama X de C el objeto X;, es un colimite homotdpicos (resp. limite homotdpicos)
de X en C.

Del Lema 5.2.2 se sigue el siguiente enunciado analogo al Corolario 2.2.2:

COROLARIO 5.2.3. Sea C una categoria y W una familia de morfismos de C. Supon-
gamos que u: I — J es un funtor entre categorias pequenas que admite un funtor ad-
Junto derecho (resp. izquierdo) v: J — I . SiC admite I-colimites homotdpicos (resp.
I-limites homotopicos), entonces C también admite J-colimites homotdpicos (resp. J-

limites homotdpicos) y cualquier transformacion conjugada izquierda (resp. derecha)

hoc?lim our = hocglim (resp. ho}im = ho}im ou* )



EL DETERMINANTE DE DELIGNE 47

de la transformacion natural:

CI[W] ~"— /W] CHW] < c[W1]
(5.7) E}T /i v resp. = Y id id ,
C[W1] ~——— C[W-1] CI[W5] ~—— C[W]
1 p;

es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Se sigue del Lema 5.2.2 que la transformacién natural (5.7) ad-
mite una conjugada derecha y una izquierda. Por otro lado, se verifica como en el Co-
rolario 2.2.2 que podemos tomar como conjugada derecha (resp. izquierda) de (5.2.2) a

la transformacion natural:
idge,: Py = v*op; (resp. id;.q: v* o p; = pY ) ,

definida en un objeto A de C[W~1] y un objeto b de J como el morfismo identidad de

A en C[W-1]. El resultado es entonces una consecuencia de los Lemas 5.1.2 y 1.2.1. O

§5.3.  Es posible mostrar que en cualquier categoria de modelos existen extensio-
nes de Kan homotdépicas izquierdas y derechas a lo largo de todo funtor (entre categorias
pequenas). Mds atn, se constata que dichos funtores satisfacen propiedades similares
a las que cumplen las extensiones de Kan ordinarias (ver [Cis03] o el parrafo §20.2 de
[DHKSO04]). En el presente capitulo sin embargo, nos vamos a interesar en extensiones
de Kan homotépicas a lo largo de funtores entre categorias pequenas pertenecientes a
una familia bastante restringida donde la teoria es mucho mas simple.

Si I es una categoria pequena, recordemos que una estructura de Reedy sobre I es

una pareja formada de dos subcategorias I, y I_ de I verificando las propiedades:

(1) Todo morfismo u de I se escribe de manera tnica como una composicién
u =usu_, donde u, (resp. u_) es un morfismo de I, (resp. I_).
(11) Existe una funcién A: Obj(I) — N tal que si a — b es un morfismo de
I, (resp. de I_) diferente de la identidad, entonces A(b) > A(a) (resp. AMa) >
)\(b)).
En este caso decimos que I = (I,1,,1_) es una categoria de Reedy y llamamos a
I, (resp. I_) la subcategoria directa (resp. subcategoria inversa) de I. Nota que por la
propiedad (1) las categorfas I, y I_ tienen el mismo conjunto de objetos que I.
Una categoria directa (resp. inversa) es una categoria pequena que es la subcategoria
directa (resp. inversa) de alguna categoria de Reedy. De manera equivalente, I es una
categoria directa (resp. inversa) si existe una funcién A: Obj(I) — N tal que A(b) >

A(a) (resp. A(a) > A(b)) para todo morfismo distinto de la identidad f: @ — b de 1.
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PROPOSICION 5.3.1. Sea C una categoria de modelos. Si (I,1,,1_) es una categoria
de Reedy, entonces la categoria de diagramas C'+ (resp. C-) admite una estructura
de categoria de modelos, llamada estructura de categoria de modelos proyectiva (resp.
inyectiva ), cuyas equivalencias débiles y fibraciones (resp. equivalencias débiles y cofi-
braciones) son definidas argumento por argumento.

Mds atin, la categoria de diagramas C! admite una estructura de categorias de mode-
los, llamada estructura de categoria de modelos de Reedy, cuyas equivalencias débiles
son definidas argumento por argumento, y las fibraciones (resp. las cofibraciones) son
los morfismos cuyas restricciones a I, e I_ son fibraciones (resp. cofibraciones) de C!+

y CI- respectivamente.

DEMOSTRACION. Este es un resultado cldsico, ver por ejemplo el Teorema 16.3.4
de [Hir03] o los Teoremas 5.1.3 y 5.2.5 de [Hov07]. Por comodidad recordemos la
definicién precisa de las fibraciones y las cofibraciones en la estructura de categoria de
modelos de Reedy de C':

Si Y es un /-diagrama de C y a es un objeto de I, definimos los siguientes objetos

de C:

M,Y =limY, y L,Y = colimY,

a—>x r—a

donde el limite (resp. colimite) se toma sobre la subcategoria de a | I_ (resp. I, |a) cuyos
objetos son las parejas (x, ) tales que a no es el morfismo identidad.
Notemos que para cada objeto a de I se tienen funtores canénicos M,: C! —C y

L,: C!' — C , as{ como transformaciones naturales:

(Laﬁ(-)aﬁMa)={Lay—>Ya—>May}y€C[.

Un morfismo ¢: Y — Z de [-diagramas de C es entonces un fibracién (resp. una
fibracion trivial) en la estructura de categoria de modelos de Reedy en C’ si y solamente
si, para todo objeto a de I el morfismo Y, — M, Wz Z, inducido del cuadrado

conmutativo:
y, — > .7,
M,y oo M, Z

es una fibracién (resp. una fibracion trivial) de C. Del mismo modo ¢ es una cofibracién
(resp. una cofibracién trivial) si y solamente si, para todo objeto a de I el morfismo
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Y;L+yLa Z — 7, inducido del cuadrado conmutativo:

a

Ly —* 1,2
Y, Za
es una cofibracién (resp. una cofibracién trivial) de C. 4

El siguiente enunciado es una consecuencia simple de la Proposicién 5.3.1.

COROLARIO 5.3.2. Sea C una categoria de modelos. Si I es una categoria directa
(resp. inversa) y suponemos que C! tiene la estructura de categoria de modelos proyec-
tiva (resp. inyectiva), entonces la adjuncion:

colim;y by
Ve ~ x\
(5.8) c 1+ (! resp. C_ 1 Cl|,
~_ 7 ~_
p; lim;

es una adjuncion de Quillen. En particular, C admite colimites homotopicos (resp.
limites homotdpicos) de tipo I.
Mas ain, si u: I —J es un funtor entre categorias directas (resp. inversas)

entonces la adjuncion:

VRS PR
(5.9) ¢/ . ! resp. CJ 1+ CI|;
~—_ 7 ~N~—

donde wuy (resp. u.) es un funtor extension de Kan izquierda (resp. derecha) a lo largo
de u ordinario, es una adjuncion de Quillen. En particular, C admite extensiones de

Kan homotdpicas izquierdas (resp. derechas) a lo largo de u.

DEMOSTRACION. Se verifica sin dificultad que los funtores p3 y u* son funtores de
Quillen derechos (resp. izquierdos) con las estructuras de categoria de modelos de la

Proposicién 5.3.1. O

§5.3.1.  Sea C una categoria y W una familia de morfismos de C. Si u: [ — J
es un funtor entre categorias pequenas y b un objeto de J, deducimos del diagrama de
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categorias pequenas (2.6) y del 2-funtor (5.6) una transformacién natural:

G ) (o 2)"
CuP W L] ~—— CI[W;'] C Wy, ) =——C[W™]
(5.10) (m’ Ve, | @ resp. @?)*’ 2 @im. "7’*
CIW™] =——— C/[W}] C'IWi] =——C/[W3']

Un morfismo evaluacion homotdpica izquierda (resp. derecha) de u en b es por

definicién una conjugada izquierda de (T'|b), (resp. conjugada derecha de (b|T),):

J— holim
~ (7T|b)* _ blu
CHIW L] <—— CI[W;'] Ctlv W] ——C[W]
(5.11) hogolim‘ NTDizg ul resp. (blﬂ)*’ BT 0o\ o 5
C(WH] ~——— C/[W}] CIW] —— ¢ [W7]

de la transformacién natural (5.10).

Notemos que C admite colimites homotépicos (resp. limites homotépicos) de tipo
u|b (resp. b|u) y extensiones de Kan homotdpicas izquierdas (resp. derechas) a lo largo
de u, si y solamente si C admite un morfismo evaluacién homotépica izquierda (resp.
derecha) de u en b. En este caso, para todo I-diagrama X de C llamamos al morfismo
inducido de la categoria C[W~1]:

(m)izq,%

(5.12) hocolim,, |, (X o (7)) ul (%),

ﬁ er
(resp. uh (%), Ol aer.x holimy,(X o (b)) )
un morfismo evaluacion de ul'(X) (resp. uﬁ}(i{)) en b.

PROPOSICION 5.3.3. Si C es una categoria de modelos, w: I — J es un functor
entre categorias pequenas directas (resp. inversas) y b es un objeto de J, entonces existe
un morfismo evaluacion homotdpica izquierda (resp. derecha) de u en b (5.11) y dicha

transformacion natural es un isomorfismo (ver el Lema 5.1.2).

DEMOSTRACION. Notemos que si I es una categorfa directa (resp. inversa) entonces
para todo objeto b de I la categoria u|b (resp. b|u) es también directa (resp. inversa).

En efecto, si A: Ob(/) — N es una funcién tal que A(b) > A(a) (resp. A(D) < )\(a))

siempre que exista un morfismo f: a — b en [ distinto de la identidad, entonces la
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funcién composicién Ao Ob(r|b): Ob(u|b) — N (resp. Ao Ob(b|7): Ob(blu) — N )
tiene la misma propiedad con respecto a los morfismos de la categorfa u|b (resp. b|u).

Concluimos de la Proposicién 5.3.1 que si I y J son categorias directas (resp. in-
versas), entonces para todo objeto b en J las categorfas C!, C’ y C*I (resp. C!, C' y
Ctl%) tienen estructuras de categorias de modelos donde las equivalencias débiles y las
fibraciones (resp. las equivalencias débiles y las cofibraciones) son definidas argumento
por argumento.

En particular (ver el Corolario 5.3.2), las adjunciones canénicas:

w Colimu“,
/_\ /_\
c’ L c! y C L culb
~_ 7 ~_ 7
u’ pZ\b
u* p]
7\ 7\
resp. C’ L c! y C 1 clu
~_ ~_
U hmb‘u

son adjunciones de Quillen con respecto a estas estructuras de categorias de modelos.
Por lo tanto, existe un morfismo evaluacién homotépica izquierda (resp. derecha) de u
en b como el de (5.11).

Mostremos la segunda afirmacién del enunciado en el caso de categorias directas.
Para ello notemos que si X es un objeto cofibrante de C! con la estructura de categoria
de modelos proyectiva; con ayuda del diagrama (4.7) no es dificil ver que el morfismo
evaluacion izquierda de uf'(X) en b como en (5.12), estd definido salvo isomorfismo en
C[W~-1] por el siguiente cuadrado conmutativo:

C?Llilr)n(Qo(ﬂ* [b)* 17;()

collign(Q o(m|b)*X) collill)fn(Q o (m|b)* ou* ou X)
O | [ con(@(cr101..,0))
u (X Euy (), C?Lllizfn(Qop;\bob* °u X)

donde @ es un funtor reemplazo cofibrante en C*!, n: idpr = u* owy es una unidad
y €4 es el morfismo en C[W~!] imagen del siguiente morfismo composicién en C (ver

(4.7)):

colim(g, + 4)
pule €A

ccq)}'ibm Op;|b(A) — A;

colim o () Op:L'b(A)

ulb

aqui : ide = colim,,|; o pz‘ , €suna counidad y ¢: @ = idgup es el morfismo de com-

paracién para el reemplazo Q (ver (4.1))
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Por otro lado, como se tiene un cuadrado conmutativo:

colim((x1)" n)
col|ign((7r |b)* X) col|il1)rn((7r [5)* o u* ouy X)

(BT izg, x l lcgl‘igl((Flb)*,u,x)
w (X

colim(p*, ob*ow X
6u!(X)b u|b (pu|b . )

se sigue de la naturalidad de ¢: @ = idgus y del cuadrado conmutativo (5.13), que el
siguiente triangulo conmuta:

Cgl‘i{f‘(q(w e x)
collign(Q o (m|b)* X) col|ign((7r 16)* X)

‘(b/F)izq,x

Notemos finalmente que como el funtor (7 |b): u|b— 1 es cofinal, si X es un

(5.14)

(F‘T)izq,% Ul(X)b

objeto cofibrante de C! con la estructura proyectiva, entonces (7 |b)* X' es un objeto

cofibrante de C*!*. En particular, el morfismo comparacién:

A(r|b)* x

Qo (m|b)* X (m]b)* X

es una equivalencia débil entre objetos cofibrantes de C¥I?.

Deducimos de la Proposicién 2.2.3 y del tridngulo (5.14) que si X" es un objeto cofi-
brante de C’, el morfismo evaluacién izquierda (resp. derecha) de u'(X) (resp. ul(X))
en b de (5.12) es un isomorfismo de C{W~!]. Por lo tanto, ya que todo objeto en C!/[W;]
es isomorfo a un objeto cofibrante, se sigue del Lema 5.1.2 que la transformacién natural

(5.11) es un isomorfismo. O

§5.3.2.  Deduzcamos de la Proposicién 5.3.3 un enunciado andlogo al Corolario
2.2.4 usando los mismos argumentos que en §2.2.3.

En efecto, supongamos que u: I — J es un funtor fielmente pleno entre categorias
pequenas. Si C es una categoria y W es una familia de morfismos de C; para cada objeto
a de I deducimos del diagrama (2.10) de categorias pequenas y del 2-funtor (5.6), el
siguiente diagrama de categorias (grandes):

(7 Tua)* i v e (7 [ua) ~
cHlveTwil,,] CIW;!] < CI[W7;']  Culw[Wl ] <—— CI[W}']

615) mml 4 b 4w |7 o= A Vo |7
CIW ] =——CI[W;'] =——C/[W}'] (W] =——C/[W;']

a u* (ua)*
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*

crli Wil ] = e[ *
| I o A
resp. CW ]~ W] = | Vo T(’T
idT /- T? C'[wWi'] TCJ[W}I]
CITW;] ~——— ¢/ (W] )

Notemos que por el Lema 5.2.2 y la adjuncién (2.14), el funtor (a,id,,)* es un funtor
colimites homotopicos de tipo u|ua (resp. limites homtépicos de tipo wa|u).
Supongamos que C admite extensiones de Kan homotdpicas izquierdas (resp. de-

rechas) a lo largo de u; més precisamente consideremos una adjuncién uf - u* (resp.

u* < uh) con una unidad n: id = u* ouf' (resp. una counidad &: u* oul = 1id ). Se

sigue de Lema 1.2.3 y del diagrama (5.15) que para todo [-diagrama X en C y todo

objeto a en I, el siguiente morfismo en C[W™1]:

X, —— @ oul(X), (reSp. @ oul(X)y —— X, )
es un morfismo evaluacién homotépica de ul'(X) (resp. u"(X)) en ua.

Deducimos del Lema 5.1.2 que cualquier morfismo evaluacion homotépica izquierda
(resp. derecha) de u en wa es un isomorfismo para todo objeto a de I, si y solamente si
cualquier funtor uf (resp. u”) extensién de Kan homotdpica izquierda (resp. derecha)
a lo largo de u (respecto de W) es fielmente pleno.

Por lo tanto, se sigue de la Proposicién 5.3.3 la primera parte del siguiente enunciado:

COROLARIO 5.3.4. Sea C una categoria de modelos yu: I — J wun funtor fielmente
pleno entre categorias pequenas directas (resp. inversas). Si ul (resp. ut) es un funtor
extension de Kan homotdpica izquierda (resp. derecha) a lo largo de u:

A/u—'\ /u—*\
CIWF] o C[Wil | resp. CTWHT 4 W] |

entonces ul' (resp. ul) también es un funtor fielmente pleno.

Mds ain, si € (resp. n) es una counidad (resp. unidad) de la adjuncion ul - u*

(resp. u* u}j) e Y es un J-diagrama de C, entonces Y pertenece a la tmagen esencia

del funtor ul (resp. ul) si y solamente si, para todo objeto x de J que no pertenece a
la imagen esencial de u, el morfismo:

(5.16) (o (V)), 2y, (resp. Ve 2 (w0 (D)), )
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es un isomorfismo de C[W™1].

DEMOSTRACION. No es dificil de mostrar como en la prueba del Corolario 2.2.4,
que el morfismo (5.16) es un isomorfismo si x es un objeto de J isomorfo a un objeto en
la imagen de u. Mds atn, se sigue del Lema 5.1.2 que un J-diagrama ) de C pertenece
a la imagen esencia del funtor u' (resp. u”) si y solamente si, para todo objeto x de J
el morfismo (5.16) es un isomorfismo de C[W-1]. O

6. Cuadrados homotépicamente (co)cartesianos

§6.1.  Sea C una categoria de modelos y consideremos las adjunciones que dedu-

cimos sin dificultad del Corolario 5.3.2:

q‘f! hocglim
7 N\ 7 N\
C[W:'] « CO[WH] oy W] L W]
~_ ~_ __—
VR VRN
resp. C[W3'] L CO[W] y  C W3] L C(W1]1,

~__ 7 ~__ 7
qﬁ* hoLim

a partir de los funtores ¢-: m— 0O y p: ™ — % (resp. q: 40— 0O y p: J—=* )
de (3.1) en §3.1.

Notemos que como ¢~ (resp. ¢,) es un funtor fielmente pleno, se sigue del Corolario
5.3.4 que cualquier unidad (resp. counidad):

id —= gF o g, : C[W'] —— CT[W;]

(resp. ¢ oqh, % id : C'[W7'] ——C°[W3!] )

de la adjuncién ¢”, - ¢ (resp. ¢% 4 ¢",) es un isomorfismo natural.
Por otro lado, se sigue de la Proposicion 5.3.3 y del Corolario 5.2.3 que tenemos un
isomorfismo natural:

id72g0(T|€)izq

(6.1) &* 0 ¢, ——— hocolim : C"[W:'] —— C[W]

~ idge,o(a] D) der
(resp. a*oqh, % holim : C[Wl] —— C[W] )
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el cual se obtiene al componer las transformaciones conjugadas izquierdas (resp. dere-

chas) de las siguientes transformaciones naturales:

(mle)* (m|c)*

corlfw ] <10 e w] cor w1 ] <TI0 e [wi)
]ﬂT /T ]Q? y p;rlc] ¥/ i P
(W]~ W] W] ———— (W]
( Coln (W, ] < W] Colu (W3, ] < oW
alg, alq,
resp. (m*] 4@, [(;* Y o (@ | = ¥/ i id |,
C W3] BEa— Co[W5] (W] D CIW]

inducidas del diagrama (3.7) en §3.1 y del 2-funtor (5.6).
Mostremos el enunciado analogo al Lema 3.1.1:

LEMA 6.1.1. Sea C una categoria de modelos. Si X es un cuadrado conmutativo de

C, los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) X es isomorfo a un objeto en la imagen de un funtor ¢", (resp. ¢", ) extension
de Kan homotdpica izquierda (resp. derecha) a lo largo de q- (resp. q,).
(1) Sie: g% oqf = id (resp. n:id = ¢, o ¢ ) es una counidad (resp. unidad)

de una adjuncién g", - q (Tesp. ¢ —q" *), el morfismo:
— £x nx -
e R S N TN ES)

es un isomorfismo de la categoria CO[WZ!].
(1) Sie: ¢t ot =id (resp. n: id = ¢", o ¢% ) es una counidad (resp. unidad)

de una adjuncion g, = ¢} (resp. = q" yr), el morfismo:

—~ (ex)e (x)a —~
Qﬁ! q;(x)c — X (T@Sp. X, —— QE* Qj(%)a ) ’

es un isomorfismo de la categoria CfTW™1].
(1v) El morfismo de la categoria C[W™1]:

hocolimr (B x)

hoclglim(qli(f)) hocglim(]?.f (Xc))

holim_ (P x)

(resp. hoLim(pj (X,)) ho£im(qj(%)) )
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es un isomorfismo, donde:

(W] —— oW CIW5] —2— (W]
(6.2) ET /5 Tid resp. qAT Vo &
C[W-1] <—— CO[W{'] CO[W{' ] =——CO[W{]

es la transformacion natural inducida de (3.12) y del 2-funtor (5.6).
(V) Si @ hocplimocﬁ = (resp. ®gep: aF = hoLimOﬁ\j ) es una transfor-

macion conjugada izquierda (resp. derecha) de (6.2), el morfismo:

((I'izq)X ((I)der)X

(6.3) hocglim(q?(%)) — X, (resp. X, — hoLim(ﬁ_*,(%)) ) ,

es un isomorfismo de CfW~1].

DEMOSTRACION. Los enunciados (1), (11) y (111) son equivalentes por el Corolario
5.3.4, ya que ¢~ (resp. ¢,) es un funtor fielmente pleno.
Por otro lado, notemos que por definiciéon de transformacion conjugada izquierda

(resp. derecha), el morfismo (6.3) en (V) se puede tomar como la composicién:

hocolimr (B x) '

(6.4) hocolim (g7 (%)) hocolim(pt (X.)) —— X,

holim (P 1)

(resp. Xa e, ho£im(pj (X.)) hogim(qj(%)) : )
donde e: hocolimr o pf = id (resp. n: id = holim 0 ¢* ) es una unidad de una ad-
juncién hocolimi- - pg (resp. ¢% < holim ).

Mas atin, como la categoria r (resp. 1) admite un objeto inicial (resp. final), se sigue
del Lema 5.2.2 que el funtor p? (resp. p*) es un funtor fielmente pleno. En particular,
el morfismo 4 (resp. 74) en (6.4) es un isomorfismo de C[W~!] para todo objeto A de
C. Por lo tanto los enunciados (1v) y (V) son equivalentes.

Finalmente, si consideramos el diagrama de categorias:

GTT e

car |C|:W;r1‘ c]
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alqy alqy _
celi (w3, ] W] crln[w;l ] (W]
(”r] Y ia id (a|w>*T Yamy. |
resp. CJ[le] h;f C[W_l] = C"[le] < 'Z CD[Wal] s
‘E] /3 a¥ tﬁT 7 ia id
CO[WE] =————CO[W]  CO[Wg ] ————CO[W]

inducido de (3.14) y del 2-funtor (5.6), se sigue de Lema 1.2.3 que se tiene un tridngulo

conmutativo de transformaciones naturales:

~ (6.1)xq E
c* oqr,oqr?hocohmoq,— a* oq_,*oq_, = hohmqu
(6.5) \ / resp.
En particular los enunciados (111) y (V) son equivalentes. O

Si C es una categoria de modelos, un cuadrado conmutativo de C:

Xa—>Xb

||

Xg— X,

es llamado un cuadrado homotdépicamente cocartesiano (resp. cuadrado homotopica-
mente cartesiano), si X cumple uno de los enunciados equivalentes del Lema 6.1.1.

§6.1.1.  Elsiguiente Lema determina condiciones suficientes para que un cuadrado
cocartesiano (resp. cartesiano) sea homotépicamente cocartesiano (resp. homotépica-
mente cartesiano). Ver también §10 de [DS95] y el Corolario 6.3.2.

LEMA 6.1.2. Sea C una categoria de modelos. Si:

X, —= X,
(6.6) X = l lg

Xd —_— XC
es un cuadrado conmutativo de C tal que:

(1) X es un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano).
(1) X, y X4 (resp. X, y Xq) son objetos cofibrantes (resp. fibrantes) de C.
(1) El morfismo f es una cofibracion (resp. g es una fibracion) de C.

entonces X es un cuadrado homotdpicamente cocartesiano (resp. cartesiano) de C.
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DEMOSTRACION. Hagamos la prueba en el caso de cuadrados cocartesianos. Pa-
ra empezar consideremos la categoria de Reedy (r,r,,r_) donde r, (resp. r_) es la

subcategoria de:

éb

=
d

con el mismo conjunto de objetos y donde el iinico morfismo distinto de la identidad
es el morfismo de a en b (resp. de a en d). Notemos que la funcién \: {a,b,d} — N
definida por A\(d) =0, A(a) =1 y A(b) =2, cumple la propiedad requerida.

Se muestra entonces que un morfismo ¢: Y — Z de r-diagramas de C:

i
Za
Y, fY|—>- Y,
g” gf
Z4q

L

Yy

Zy

es una fibracién (resp. una fibracién trivial) de C™ con respecto a la estructura de
categoria de modelos de Reedy inducida (ver la Proposicién 5.3.1), si y solamente si los

siguientes tres morfismos:
@b ®d (4
Vi =2y, Ya—TZa oy Ya——VYaxZ,
d

son fibraciones (resp. fibraciones triviales) de C, donde 1 es la funcién inducida por el

cuadrado conmutativo:

Yd?Zd.

Del mismo modo ¢: Y — Z es una cofibracion (resp. una cofibracién trivial) si y

solamente si los siguientes morfismos:

VoS Z, . Yo Ty YirZo—— 7,
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son cofibraciones (resp. cofibraciones triviales) de C, donde en este caso 9 es la funcién

inducida por el cuadrado conmutativo:

Y, LZ@

fyl lfz

YbTZb-

En efecto, con respecto a la estructura de Reedy sobre r que consideramos arriba,
si )V es un r-diagramas de C:
fY
Yo — Y,
(6.7) Y = gyl
Yy

entonces M,Y =Yy, MpY = = MY, LY =@ =LgY y L) =Y, donde  (resp. @) es
un objeto final (resp. inicial) de C.
Concluimos en particular que el funtor p*: C — C" respeta las fibraciones y las
fibraciones triviales, por lo que la adjuncién colim- — pf es una adjuncion de Quillen.
Més ain, se sigue que un diagrama (6.7) es un objeto cofibrante si y solamente si
Y, v Y; son objetos cofibrantes y el morfismo fY es una cofibracién de C. Por lo tanto
para un tal r-diagramas ) de C, si tomamos una suma amalgamada de (6.7):

Y
yaf_>yb

o | |

Yo —Yy s Y,
el objeto Yy * Y}, es isomorfo a la imagen de ) bajo un funtor adjunto izquierdo:

hocolim-

VRS

g

§6.2.  Mostremos enunciados analogos a los Lemas 3.2.1, 3.2.2 y 3.3.1 de los
parrafos §3.2 y §3.3:

LEMA 6.2.1. Sea C una categoria de modelos. Consideremos F: X — X' un mor-
fismo de la categoria CO[WZ'] tal que g F (resp. ¢*F) es un isomorfismo en C"[W']
(resp. C- [le]) y donde X es un cuadrado homotdpicamente cocartesiano (resp. ho-
motopicamente cartesiano) de C.



60 ErLHOIM SUMANO

Entonces, X' es un cuadrado homotdpicamente cocartesiano (resp. homotdpicamente
cartesiano) si y solamente si F' es un isomorfismo en CE[WZ'], si y solamente si el

morfismo F, (resp. F,) es un isomorfismo de CfW~1].

DEMOSTRACION. La prueba es similar a la del Lema 3.2.1: Elegimos una adjuncién

g, - T (resp. ¢ qﬁ*) con una counidad (resp. unidad) e: ¢, o = id (resp.

n: id = ¢", o ¢} ), y consideramos el cuadrado conmutativo de morfismos de C[W™1]
inducido por F":

—~ (EX)C (’ﬂx)a P
¢ qF (X)e X, X, ¢". ¢ (X)a
@ @ (F)e L L F. resp. Fa lq'j* < (Fa |,
Q?y éri(X,)c X X, (JZL* C}\j(‘)(‘l)a
(6)(’)0 (77)(/ a

de la naturalidad de ¢* o (resp. a* o).

Deducimos de (111) del Lema 6.1.1 que X’ es un cuadrado homotdépicamente cocarte-
siano (resp. homotdpicamente cartesiano) si y solamente si el morfismo F,. (resp. F,) es
un isomorfismo de C[W~1]. Finalmente, esto es equivalente a que F sea un isomorfismo
de la categoria CB[WZ!] por el Lema 5.1.2. O

Mostremos ahoras

LEMA 6.2.2. Sea C una categoria de modelos y:

x, - x,

x - g'L lg

Xg— X,
4

un cuadrado conmutativo en C, entonces:

(1) Si X es homotdpicamente cocartesiano (resp. homotdpicamente cartesiano),

el siguiente cuadrado conmutativo:

X, 4 X,

S

XbT'Xc

también lo es.
(11) Si f y f' son equivalencias débiles, entonces X es homotdpicamente cartesiano
y homotopicamente cocartesiano.
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DEMOSTRACION. Mostremos la parte de los enunciados que corresponde a los cua-
drados homotépicamente cocartesiano. La prueba es analoga a la del Lema 3.2.2.

Prueba de (1). Consideremos el funtor 5: 0 — 0O de la demostracién del Lema
3.2.2, definido como el tinico isomorfismo de categorias que invierte los objetos ¢ y b, y
deja fijos a los objetos a y d. Sea también 6- la restriccién de 05 a la subcategoria I
de O.

Se sigue entonces del inciso (a) del Corolario 1.2.2 que toda conjugada izquierda:

qﬁ,l Y (iizg lq#! ,
CD[Wil] -~ CD[WQI]
05

de la transformacion natural identidad:

AT i P
CO[WZ ] <—=— CP[W]
04

es un isomorfismo. Por lo tanto, ya que X’ = 6% (X) y 050605 = idg, deducimos que X es
isomorfo a un objeto en la imagen del funtor ¢”,, si y solamente si lo mismo se cumple
para X’. El resultado deseado es entonces una consecuencia del Lema 6.1.1.

Para mostrar (11) consideremos los funtores inclusiéon oz I —r y §: [ — 0O defi-
nidos en (3.18), los cuales cumplen que f = g- o @. Deducimos de los diagramas (3.19)
y (3.20), del 2-funtor (5.6), del Lema 1.2.3, del Corolario 5.2.3, de la Proposicién 5.3.3
y del Lema 5.2.2 que se tienen las siguientes igualdades de transformaciones naturales:

e wit, ] S Wi T oWl e w,] < w1 < oW
hocoll)iml N iz %h \ e g = hoﬁ?})iml \ i% N T i
CIW 1] =—— CO[W] < — CO[WE!] CIW ] ~—— C[W!] ——— CO[W{]
y
ererw I erpwy < copwy etterw ) S et pwit) < o)
hog?gml NGDp B\}Ih N e e = hogoiiml N 9% dj N Tisa |ia
CIW™] =—— CO[W ] = — CO[W] CIW ] =—— C[W] =——C[W{/]
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Z=TER\ .12 . .
(T'[€) iy 1dig ¥ id?, son isomorfismos

donde las transformaciones conjugadas (I'|b) e

i2q’
naturales.
En particular, para todo cuadrado conmutativo X de C tenemos diagramas conmu-

tativos:

— (ex)o — ex)e
(B o T (1)), X, GG R— X,
2 2l

hOCOlim((Tr“))* OB?(X)) hoco]im((ﬂ'|c)* OB\*(X))
Blb y Ble
Il
hoc?lim(F(X))
Il
Xa

Il
hog(‘)ll)im(pglb oa* (X))
2l

Xa

donde e: ! o B? =>id es una counidad de la adjuncién 5} - 37 Por lo tanto, se sigue
del Corolario 5.3.4 que f y f’ son equivalencias débiles de C si y solamente si, X es
isomorfo a un objeto en la imagen del funtor 5.

Finalmente, como 8 = ¢- o a concluimos que si f y f’ son equivalencias débiles
de C, entonces X es isomorfo a un objeto en la imagen del funtor ¢”,. Por lo tanto,
si fy f’ son equivalencias débiles de C entonces X es un cuadrado homotépicamente

cocartesiano por (1) del Lema 6.1.1. O

Para el siguiente enunciado, recordemos que [ denota a la categoria pequena
(3.21), mientras que los funtores a;: O — OO son los funtores inclusién de las subca-
tegorias (3.23), respectivamente.

LEMA 6.2.3. Sea C una categoria de modelos. Si X es un (O-diagrama de C y ET(X)

(resp. @(X)) es un cuadrado homotdopicamente cocartesiano (resp. homotopicamente

cartesiano), entonces ag(X) (resp. oz{()\,’)) es un cuadrado homotdpicamente cocar-

tesiano (resp. homotdpicamente cartesiano) si y solamente si a(X) es un cuadrado
homotdpicamente cocartesiano (resp. homotdpicamente cartesiano).

DEMOSTRACION. Mostremos el caso sobre cuadrados cocartesianos. La prueba es
andloga a la prueba del Lema 3.3.1. En efecto, para empezar consideremos los funtores
11 I3 = Iy y 79t Iy — O definidos como sigue:

a—bh— ¢ a—>b—c¢ a—>b—>c
! S = |
f f—e f—=e—=d

Yy sea 73 = T2 0 Ty.
Notemos entonces que si aplicamos el 2-funtor (5.6) a la igualdad de transformacio-
nes naturales (3.26), deducimos del Lema 1.2.3, del Corolario 5.2.3 y de la Proposicién
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5.3.3, para todo [O-diagrama X en C, un diagrama conmutativo en C[W™1]:

(a2 7 T ), g,
2l
hocchim((ﬂe)* orﬁ* 07:;(/\,’)) (c/xf/\,’)e
qr|e
1 I
hoco‘lim((’yﬂe)*o(7r’|e)*07:3;(2()) Xe
qr|e
21 I
hocolim( (7' |e)* o 75 (X)) (15 X)e
T1|e
2
(o i (13)), (L),

donde e: ¢" o ¢} = id es una counidad de la adjuncién ¢, - ¢* y e': 7/ o7 = id

es una counidad de la adjuncién 7, 4 ;1* )
Del mismo modo, si aplicamos el 2-funtor (5.6) a (3.27), deducimos para 2<i<3y

para todo [IJ-diagrama & de C un diagrama conmutativo en C[W~1]:

(¢80 (@7 X)), (),
2l
hocogm((m* o*ﬁ 07:3()()) (&EX)d
qr | ) |
ho;qgm((m* o (r']d)* o 77 (X)) X4

o]
hocc|)lim((7r’ |d)* o 7:3(2\’))
Ti|d i
ol (<),
(TZ‘! © Ti*(X))d
donde ¢: 7/ o7 = id es una counidad de la adjuncién 7/ 4 77
Finalmente, notemos que la igualdad 7 o 7y = 73 implica que existe un isomorfismo

de funtores:

con la propiedad que para todo [J-diagrama X de C:

~ - Tél!(e%(»«) ~ %
(6.8) mhorhoT o1y (X) 73075 (X) X
7':?1 07133(/1/) %

es un diagrama conmutativo de C.
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§6.3. Categorias de modelos propias izquierdas y derechas. Sea C una
categoria de modelos. Recordemos que se dice que C es propia izquierda (resp. propia
derecha), si las equivalencias débiles de C son estables por cocambio de base (resp.
cambio de base) a lo largo de las cofibraciones (resp. fibraciones); es decir, siempre que
se tenga un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano) de C:

x, - x,

q

Xg— X,
4

donde f es una cofibracién (resp. g sea una fibacién) y ¢’ una equivalencia débil (resp.
f" una equivalencia débil), entonces el morfismo g (resp. f) es también una equivalencia
débil.

Mostremos el siguiente enunciado bien conocido:

PROPOSICION 6.3.1. Sea C una categoria de modelos propia izquierda (resp. propia

derecha) y:
X, — X,
(6.9) X = g’l Lg
Xqg — X,
¢

un cuadrado conmutativo de C. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) X es un cuadrado homotdpicamente cocartesiano (resp. cartesiano)
(11) Para toda factorizacion:

f g

(6 10) Xa Xb Xb Xc
. resp. ~
Zl\> A //j J\>~ A /j
el morfismo ¢ en el siguiente diagrama conmutativo:
f X, f X, \
— > |
Xa A Xb | ¢ j
\
(6.11) g’l l lg resp. ¢ | Xgx A——=A g
Xe
= |
, X, X
f d f/

es una equivalencia débil.
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(1) Existe una factorizacion (6.10) para la cual el morfismo ¢ en el diagrama

(6.11) es una equivalencia débil de C.

DEMOSTRACION. Mostremos la parte del enunciado que corresponde a los cua-
drados homotépicamente cocartesianos. Notemos para empezar que (11)=-(I1I) ya que
siempre existe una factorizaciéon como (6.10) para todo morfismo f de C.

Por otro lado, para mostrar (1)=-(11) y (111)=>(1) consideremos un cuadrado conmu-
tativo (6.9) de C y una factorizacién (6.10) del morfismo f.

Construimos un diagrama conmutativo:

X, ! - Xy
X, A
o L
QX, C
(6.12) !
' )::d —f'= Xc>
y -]
o A K
T
B 14

de la siguiente manera: El cubo de atrds es simplemente el diagrama (6.11) donde
escribimos Z = Xy b3 A. Después tomamos un remplazo cofibrante QX, = X, del

objeto X, y consideramos factorizaciones:

QXy 2 X, 1 X, OX, = X, — = A.
\B/ \0/

En seguida definimos W = B QJ:)—( C. En particular la cara de enfrente del cubo

<

a

(6.12) es un cuadrado homotépicamente cocartesiano por el Lema 6.1.2. Deducimos
del Lema 6.2.1 que X es un cuadrado homotépicamente cocartesiano si y solamente si,
el morfismo composicién 1) o ¢ en (6.12) es una equivalencia débil. Por lo tanto, para
mostrar las implicaciones (1)=>(11) y (111)=>(1) es suficiente con demostrar:

El morfismo ¢ en (6.12) es una equivalencia débil:

Para mostrar esta afirmacion consideremos la descomposicién de :

P P
. B+ A 2
QXa

(6.13) B+ C

Xd + A
QX Xa
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inducida del siguiente diagrama de morfismos de C:

(6.14) B QXq C
| | )

B QX, A

) I

Xa Xa A

Notemos que como C es una categoria propia izquierda y se tiene que el morfismo
Y se puede insertar en un diagrama de cuadrados cocartesianos (ver el Lema 3.3.1):

QXq

L

B

entonces 1; es una equivalencia débil.

Se muestra igualmente que 5 es una equivalencia débil de C, considerando el si-
guiente diagrama de morfismos de C:

B Xd Xd )_(:A
A
|
B = B + X, B + A
1 QXa QXa
QX4 — Xa

A.

g

Deducimos facilmente de la implicacién (111)=>(1) de la Proposicién 6.3.1 el siguiente
enunciado (ver el Lema 6.1.2):

COROLARIO 6.3.2. Sea C una categoria de modelos propia izquierda (resp. propia
derecha). Si:
X, 1= x,

||

Xd_>XC7
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es un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano) de C donde f es una cofibracion (resp.
g es una fibracion), entonces X es un cuadrado homotdpicamente cocartesiano (resp.

cartesiano).

§6.4. Funtores espacio de lazos y suspension. Consideremos los funtores:

b a—>b
(6.15) R S l S l l
d— ¢ d— ¢
a—=1b a—1b
. . s l ~ l l’
d d—c

donde t(x) =cy s(*) =a.
Sea C una categoria de modelos y supongamos que hemos elegido funtores adjuntos
(ver el Corolario 5.3.2) inducidos de los funtores (6.15):

th a
2
(6.16) W] T e w] T L co[wal
N— ~— 7
= "
&+ q,f‘,
N /=
(6.17) v oWl e wa] T efwyl
N~ T ~—_
sh o

Definimos el funtor espacio de lazos de C (resp. el funtor suspension de C) asociado
a las adjunciones (6.16) (resp. (6.17)) como sigue:

00 5
(6.18) ¢ Ho(C) s, H0(©) Ho(C)

X — (¢t X), X — (¢ X).

Observemos que elecciones diferentes de adjunciones (6.16) (resp. (6.17)) deriva en
funtores espacios de lazos (resp. funtores suspensién) isomorfos. Un funtor espacio de
lazos (resp. un funtor suspension) de la categoria de modelos C es por definicién un
funtor Ho(C) — Ho(C) isomorfo a un funtor de la forma (6.18).
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LEMA 6.4.1. Sea C una categoria de modelos y A una subcategoria plena de C.
Supongamos que tenemos un funtor:

A

CE[W{']

verificando las siguientes propiedades:

(1) Para todo objeto X de A se tiene que X. = X (resp. X, = X ), los morfis-
mos X, <@ — Xy (resp. Xy — » <= X, ) son equivalencias débiles y el
cuadrado:

Xaé'Xb

o) - ||

Xg — Xc

es homotdpicamente cartesiano (resp. homotdpicamente cocartesiano).
(11) Para todo morfismo [ de A se tiene que f.=~(f) (resp. fo=~(f)), es decir
fe (resp. fo) es la imagen de f por el funtor candnico y: C — C[W™1] .

Entonces el funtor:

d,=a*0d B
(6.19) A ciw=] resp. A

X — Xa X — Xc

envia las equivalencias débiles en isomorfismos, y el funtor inducido:

A[(W )] =2 e[w] (p A[(W )] =2 e[ W] )

es isomorfo al funtor composicion:

A[(WnA) '] > c[W-1] —2> c[W1]

(resp. A[(WnA) ] —=c[W-1] —— c[W-1] )

donde Q) (resp. ¥) es un funtor espacio de lazos (resp. un funtor suspension) de C y v
es el funtor inducido del funtor inclusion.
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DEMOSTRACION. Mostremos el resultado para espacios de lazos. Empecemos ob-
servando que el funtor (6.19) envia las equivalencias débiles en isomorfismos por los

Lemas 6.2.1 y 5.1.2. Por otro lado, para mostrar que el funtor inducido:
A[(WnA) '] 2 e[ W]

es isomorfo al funtor composiciéon:

Q

A[(WnA) '] —>c[W1] —2- c[W1]

donde €2 es un funtor espacio de lazos de C, se sigue de las propiedades de las categorias

de fracciones que es suficiente con construir un isomorfismo de funtores:

C >A

|

(W] ———C[W].

Para definir o consideremos primero adjunciones como en (6.16) con una counidad

y una unidad:
Et: t(l o f; - ich[le] y m: idCD[WE'I] - QE* o é\j .
Si X es un objeto de A, deducimos del Lema 6.1.1 un isomorfismo de C[W™!]:

(77<1>(X))a

Xa

(®(X)) (44, o ¢ (2(X))), -

Ademsés, como * o ¢ (CID(X)) = X, = X, tenemos un morfismo de C*[W7!]:

a

o
% (2X)

(6.20) tH(X) =t o & o ¢ ((X)) (P(X)) .

Definimos ax como la composicién:

qﬁ*(Ez; )a

(PX) (Ma(x))a"

QUX) =g, o tH(X)a (¢, ° ¢ (2(X))), (2(X)), = Xa .

Se sigue del Lema 5.1.2 que para concluir la prueba del Lema, basta entonces con

demostrar que:

t
(EE(‘?X))?

H(X)e =t o F o 7 (2(X)), Z(2(0),

es un isomorfismo de C[W-1], si 7 = ¢, b,d.
Caso 7 =c:
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Por propiedades generales de cualquier adjuncién, sabemos que existe una unidad
tiderw) = o ' con la propiedad que para todo _-diagrama Y de C, la compo-

sicién:
A TRy o PE)
V) ——=F ot o F(¥) ——= ()
es el morfismo identidad en C[W].
Si consideramos Y = ¢ (<I>(X)), como ademds #* = (+). y tenemos que ' es un
funtor fielmente pleno de acuerdo al Corolario 5.3.4, deducimos que el morfismo:
(CoSr

—~ — qJ(‘PX)
tH(X)e=t o F o g3 (P(X)),

7(2(X), =

es un isomorfismo de C[W-1].

Caso ?7=0b,d:

Notemos que los funtores 7 |b,7|d: t|b=t|d — * en §5.3.1 son iguales al funtor
de la categoria vacia en la categoria puntual, en particular se sigue de la Proposicion
5.3.3 que existen isomorfismos (X)), = @ = t}(X )4 en C[W].

Deducimos de las hip6tesis que los morfismos en C[W~1]:

(e~ S o)

= h(X)y = th o T o & (D(X)), ——

B(2(X)), =

(5 i)

% (2X)

v o oozt (X)a=t) o T o @ (8(X)), (2(X)), =

son isomorfismos. O

Como una aplicacion del Lema 6.4.1 que acabamos de demostrar, veamos que si
C es una categoria de modelos con la propiedad de que el Unico morfismo @& — *
es una fibracién (resp. una cofibracién), por ejemplo si C es una categorfa punteada®,
entonces la definicion de los funtores €2 y ¥ coincide con la definiciéon ordinaria en
espacios topolégicos.

En efecto, si X es un objeto fibrante (resp. cofibrante) de C consideremos una

factorizacion:

X
N2 px PN CX 7

SDecimos que una categoria C es punteada si C admite un objeto inicial @, un objeto final x y el
morfismo @ — * es un isomorfismo. En este caso llamamos a cualquier objeto inicial o final de C

un objeto cero.
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Se deduce del Lema 6.1.2 que todo cuadrado cartesiano (resp. cocartesiano) de C:

@ x PX — PX X X
l i resp. \ l
& X *—>*)|_|(CX

es un cuadrado homotépicamente cartesiano (resp. cocartesiano) ya que por hipdtesis
@ es un objeto fibrante (resp. * es un objeto cofibrante) de C.

Si Crip (resp. Ceop) denota a la subcategoria plena de C cuyos objetos son los objetos
fibrantes (resp. cofibrantes) podemos definir por este procedimiento un funtor:

Crip

Cfib Ccof - Ccof
(6.21) (resp. )

X — oxPX X — xulCX
X X

que respeta las equivalencias débiles. Més aun, se sigue del Lema 6.4.1 que el funtor
inducido:

Ho(C) 2 Cpip| W] —— Cpu[ W] 2 Ho(C)

(resp. HO(C) & Ccof[W‘l] Ccof[W‘l] & HO(C) )

es un funtor espacio de lazos (resp. suspensién) de C.
Mostremos:

LEMA 6.4.2. Sean C y D dos categorias de modelos con la propiedad de que los
tnicos morfismo @€ — «¢ y @GP — «P son fibraciones triviales (resp. cofibraciones
triviales). Supongamos que tenemos una adjuncion de Quillen:

Si Q€ y QP (resp. 3¢ y XP) son funtores espacios de lazos (resp. funtores suspension)

de C y D respectivamente, se tiene un cuadrado conmutativo salvo isomorfismo natural:

Ho(C) —<+ Ho(D) Ho(C) ~—— Ho(D)
QL lQD resp. 201 LED
Ho(C) —— Ho(D) Ho(C) <—— Ho(D)

donde RG (resp. LF') es un funtor derivado total derecho de G (resp. izquierdo de F').
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DEMOSTRACION. Mostremos el caso sobre funtores espacios de lazos. Para ello es

suficiente con construir un isomorfismo natural de funtores:

(6.21)

G
Cfib - Dfib sz’b

(6.22) (6.21) L Va LV

sz‘b ? sz’b T- HO(D) .

Observemos que si tomamos factorizaciones funtoriales en C y D:

" ¢ X y P X
— ~ > ~
S pex 7 ' ~ prg 7

respectivamente, asi como funtores producto fibrado:

AxC —= C
B

A

A ——

W=—0Q

A —

entonces la imagen de un objeto fibrante X de C por el funtor composicién Go (6.21) es
el objeto fibrante G(@C % Pex ) en el siguiente cuadrado homotépicamente cartesiano
(ver el Lema 6.1.2):

(6.23) G(2° 3 PCX) — G(P°X)
G(2°) GX

mientras que la imagen de X por (6.21) o G es el objeto fibrante &P 5 PP(GX) en el

cuadrado homotdpicamente cartesiano (ver el Lema 6.1.2):

(6.24) P x PP(GX) — PP(GX)
aP GX.

Deducimos que si ¢* 4 ¢", es una adjuncién con una unidad 7: id = ¢, o ¢* , se
tienen isomorfismos en D[W-1]:

(77(623))(1

G(2¢ % PCX) =(6.23), —— ¢, o 3((6.23))
(77(6424))a

y o @P x PP(GX)=(6.24), — a4, 0 75((6.24)) ,

pues los cuadrados (6.23) y (6.24) son homotdpicamente cartesianos.
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Definimos ax como la composicién:

(n(6.23))a"0q"t« (Bx)ao(M(6.24) )a

oP x PP(GX) G(2¢ x P°X) |
GX X

donde Bx: ¢%(6.24) — ¢%(6.23) es el morfismo de la categoria D-[W-!] definido por
el siguiente diagrama conmutativo de D:

G(2°) GX G(PX)
I |
P GX oP
| ]
P GX PP(GX)

Para mostrar que QO x €S un isomorfismo en D[W~1], basta con notar que las hipétesis
)
implican que los siguientes morfismos:

G(2°) P G(PX)

son equivalencias débiles de D, pues se tienen diagramas conmutativos:

@'D

G(29) &P G(PCX)
] ooy N
*D . G(+9) G(2%)

Mostremos finalmente:

LEMA 6.4.3. Sea C una categoria de modelos con la propiedad que el morfismo
@ — x sea una equivalencia débil. Si 2 y X son un funtor espacio de lazos y un

funtor suspension de C respectivamente, se tiene una adjuncion:

3

=
Ho(C) L Ho(C).
~_ 7

DEMOSTRACION. Si consideramos un funtor suspensiéon ¥ = £* o g% o g o s" y un

funtor espacio de lazos Q = s* og? 0”1, oth" de la categorfa C. Para mostrar el enunciado,
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mostremos que se tienen biyecciones binaturales:

Homeopw.11 (g 0 82(4), 4", o 1 (B)) 2Home,pw1(¢5 0 ¢y 0 52 (A), 11'(B)) (1)
~Homg Jl](t. offoqhogl os(A),t(B)) (1)
2 Homepw-17(7% 0 ¢4 0 gy 0 51 (A), I o t1(B))  (111)
= Home[w (t oq%oq osZ(A),B) (1v)
=Hom¢[w-11(Z(A), B)

y

Homeo w1 (g 0 5%(4), 4", o t1(B)) =Homerw11(s1(A), ¢ 0 ¢}, o 1(B)) (1)
= Homer (w- 1]( h(A),S*OS*OQﬁOQMOt{l(B)) (1)
2 Homepw-17(5% 0 s1(A),5% 0 gF o ¢}, o t'(B))  (111')
= Homepw-11(4, 5% o ¢F 0 ¢/}, o t1(B)) (1v’)
= Home w1 ](A,Q(B)).

En efecto, por un lado los isomorfismos (1), (1), (111) y (111’) se deducen por adjun-
cién. Mientras que los isomorfismos binaturales (1v) y (1v’) se deducen al componer
con una unidad y una counidad 7: idepwiy-1 = o th ye 5% osh = idepw-1] Tespec-
tivamente, las cuales son isomorfismos pues los funtores ¢ y s” son fielmente plenos de
acuerdo al Corolario 5.3.4.

Finalmente, los isomorfismos (11) y (11’) se definen al componer con los isomorfismos:

(6.25) Eqoqrosi(a) Y et orl(B)
de las categorias C'[W-!] y C"[W~!] respectivamente, donde:
g t!h ot = idCJ[le] y n: iderpw-1) = sho s*
son una unidad y una counidad.
Notemos que los morfismos (6.25) son efectivamente isomorfismos, pues:

(6 osh( ))

quqr| *

tf o o qiogl ost(A)

q5oql osh(A),

(nq;oqh*oth(B))f’

y é\’;oqﬁ*ot!h(B)? SQOQO(_’IEOQE*OQ}L(B)?

se identifican con los siguientes morfismos de C[W~1]:
" (g o5t (a)0 Eagp st (a))ds (Ngiogt ot ()0 ¥ (g o (y)a CON D —= = .
. (Eq‘joqﬁlos};(/x))c con 1dg(,4) y (nqrqu*ot!h(B))a con idg(a).
0
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7. Los K-grupos de una categoria de modelos

En esta seccién definimos el n-ésimo K-grupo de una categoria de modelos (res-
pecto de una familia de sus objetos) como un (n + 1)-tipo de homotopia conexo, es
decir como un objeto salvo isomorfismo en la categorfia homotépica de los (n + 1)-
tipos de homotopia punteados conexos. En §7.2 comparamos la definicion que damos
usando cuadrados homotépicamente cocartesiano con la definicién de los K-grupos de
Waldhausen. Finalmente, en §7.3 y §7.4 revisamos las propiedades universales de los
K-grupos de una categoria de modelos (respecto de una familia de sus objetos) cuando
n=0yn=1.

§7.1.  Sip>0 escribimos _l, para denotar a la subcategoria plena de la categoria

producto Z x Z generada por las flechas del diagrama:

(7.1) o

es decir I, es la subcategoria plena del conjunto parcialmente ordenado Z x Z cuyos
objetos son las parejas (7,7) tales que 0< j <i<p.
Observemos que se tiene un funtor:

(7.2) P

[p] —

cat

P

definido en un morfismo f: [p] = [p’] de A por el morfismo de conjuntos parcialmente
ordenados:

Jf
P —'p’

(i.5) — (fG), f(5))-

Si C es una categoria arbitraria deducimos un funtor:

-

(7.3) A? —— Cat
[p] — C*.
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§7.1.1.  Supongamos que C es una categoria de modelos punteada y 0 es un objeto
cero fijo de C. Si A es una familia de objetos de C que contiene al objeto 0 y p >0 es
un numero natural, decimos que un _,-diagrama X de C:

_ * ¢

p

(1,5) — X

es un (p — 1)-triangulo izquierdo (resp. derecho) de C con valores en A, si se cumplen

las siguientes propiedades:
(1) X, ; pertenece a la familia A para cualesquiera 0 < j <i<p.

(11) Xy =0 para todo 0 <k <p.
(1) Si0<m < k<p-1 el cuadrado de C inducido por el funtor X:

Pk ma+1
Xk,m+1 > Xk:+1,m+1

Vk,m T T Vk+1,m

Xk,m h > Xk+1,m

k,m

es un cuadrado homotépicamente cocartesiano (resp. homotépicamente car-

tesiano).

Notemos en particular que si X es un (p — 1)-tridngulo izquierdo (resp. derecho) de
C con valores en A, se sigue del Lema 6.2.3 que siempre que 0 <m<m’/ <k <k’ <pel

siguiente cuadrado de C:

hk’—l,m’ o~~ohk’m/

Xk,m’

! !
k',m

Vk,m/-1°""%Vk,m T T Vg! im/ 19"V m

Xk,m

Xk’,m

hyr_1 mo-ohi,m

es homotdpicamente cocartesiano (resp. homotépicamente cartesiano).
Por otro lado, notemos que por definicién existe un tnico (—1)-tridngulo izquierdo

(resp. derecho) de C con valores en A, al que identificamos con el objeto 0. Elegir un

O-tridngulo izquierdo (resp. derecho) de C con valores en A:

><—>o
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equivale a tomar un objeto X de C de la familia A. Y darse un 1-tridngulo izquierdo

(resp. derecho) de C con valores en A:

_—

N —N— o

!

equivale a darse una sucesion de dos morfismos C:

0 — —_—

)

x-Ly Lz

donde los objetos X, Y y Z pertenecen a A y con la propiedad que el cuadrado:

b

_—

—_—

f

sea homotdpicamente cocartesiano (resp. homotdpicamente cartesiano) de C.

Denotamos como s}, (C,.A) (resp. sg(QA)) al conjunto de los (p — 1)-tridngulos iz-
quierdos (resp. derechos) de C con valores en A y como Si(C,A) (resp. S¢(C,A)) a
la subcategorfa plena de la categoria C*» cuyo conjunto de objetos es si(C,.A) (resp.
s4(C, A)).

Escribimos también WS (C, A) (resp. WS¢(c, A)) para denotar a la subcategoria
de Si(C, A) (resp. S4(C,.A)) con el mismo conjunto de objetos y donde los morfismos
son los morfismos de _,-diagramas f,.: X — &’ tales que fi = idy siempre que
0<Ek<py fi; € W es una equivalencia débil de C si 0 < j<i<p (por el Lema 3.2.1
es suficiente pedir que frp =idgsi0<k<py fioe Wsi1<i<p (resp. f,; € W si
0<j<p-1)).

Observemos que por la propiedad (11) del Lema 6.2.2 y por el Lema 6.2.3, el funtor
(7.3) induce funtores:

si(C,A) sd(c,A)

Aop Set AP Set
(7.4) ’ resp.
[p] — si(C,A) [p] — s3(C,A)
y
WSi(C,A) WS{(C,A)
Aop Cat Acp Cat
(7.5) resp.

[p] — WS,(C A [p] — WSJ(C,A)



78 ErLHOIM SUMANO

Si n > 0, definimos el n-ésimo K-grupo (de Kan) izquierdo (resp. derecho) de la
terna (C,.A,0) como la clase del conjunto simplicial reducido (7.4) en el conjunto de
las clases de isomorfismo de los objetos de la categoria homotdpica Ho,,1(sSetq) de los
(n + 1)-tipos de homotopia punteados conexos.

El n-ésimo K-grupo de Segal izquierdo (resp. derecho) de (C,.A,0) es la clase del
conjunto bisimplicial:

(A X A)Op Set

(7.6)
([p).[q]) — Homeca([p], WSi(C,A))

(AxA)” Set

([p]v [CI]) — HomCat([pLWSg(caA))

en el conjunto de las clases de isomorfismo de los objetos de la categoria homotopica
Ho,,.1(ssSety).

resp.

PROPOSICION 7.1.1. Sea C una categoria de modelos punteada y 0 un objeto cero fijo
de C. Si A es una familia de objetos de C que contiene al objeto 0 yn >0 es un nimero
natural, el n-ésimo K-grupo izquierdo (resp. derecho) de la terna (C,.A,0) es igual a la
clase del conjunto simplicial diagonal del conjunto bisimplicial (7.6), en el conjunto de
las clases de isomorfismo de los objetos de la categoria homotdpica Ho,1(sSety).

Dicho de otro modo, las equivalencias de categorias:

Lp* Rr
VN Ve N
Ho,+1(ssSetg) \i/ Ho,.1(sSetg) 4 Ho,y(ssSety) \i/ Ho,+1(sSety)
R(-)o,e Ldiag

(ver (11.33) y (11.34)) identifican al n-ésimo K -grupo y al n-ésimo K-grupo de Segal
(izquierdos o derechos) de (C,A,0).

DEMOSTRACION. Mostremos el enunciado que concierne a los cuadrados homotépi-

camente cocartesianos. Para ello consideremos el morfismo de conjuntos bisimpliciales:

([p, [4]) — si(C,A)

(AxA)" 4r. > Set,

([p].[q]) —  Homcat([p], WSi(C,A))

definido en ([p], [¢]) como la funcién F,, que a un (¢-1)-tridngulo X de C con valores

en A asocia el funtor composicién:

X

Ws(C,A),
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donde X es el tnico funtor cuya imagen en 0 es el objeto X' de WSi(C, A))

Mostraremos siguiendo a Waldhausen (ver por ejemplo §2.3 de [DGM12]) que el
morfismo de conjuntos bisimpliciales F' asi definido, tiene la propiedad que para todo
nimero natural p > 0 el morfismo inducido de conjuntos simpliciales:

FPa'

(7.7) si(C, A)

Homcat ( [p] ) WSZ. (C> A))

es una equivalencia homotépica. Esto implica que F' induce un isomorfismo en la cate-
gorfa homotépica Ho,,,1(sSetg), entre el n-ésimo K-grupo izquierdo de la terna (C, A, 0)
y el conjunto simplicial diagonal del conjunto bisimplicial (7.6).

Observemos para empezar que si C4 denota a la subcategoria plena de C cuyos
objetos son los elementos de A, entonces el conjunto simplicial si(C,.A) es isomorfo al

subconjunto simplicial K del conjunto simplicial:
(7.8) AP

[q] — Homcae(2,Ca)

Set

definido en cada nimero natural ¢ > 0 por el conjunto K, de aquellos funtores:

X
, Ca

(iaj) — Xi,j

con las propiedades:
(1) X;; =0 para todo 0 <i<gq.
(1) Si0<m<k<g-1 el cuadrado:

hk,m+1
Xk,m+1 > Xk+1,m+1

Vk,m T T’UkJrl,m

Xieym — Xks1m

k,m

inducido del funtor X es homotdpicamente cocartesiano.

Por otro lado, si para cada p > 0 denotamos como pC4 a la subcategoria plena de la
categorfa de los funtores C[?] cuyos objetos son los elementos del conjunto:

A=l Doar|atcayffewl,
entonces el conjunto simplicial HomCat([p],WSi(C,A)) es isomorfo al subconjunto
simplicial L, , del conjunto simplicial:

(7.9) A°p Set

[q] — HomCat(anpCA)
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definidos para cada nimero natural ¢ > 0 como el conjunto L, , de los funtores:

A

—,q pCA
(7.10) fro P
(,5) = Ay =(AY =AY
tales que:

() Af; = (0 2.5 0) para todo 0 <i<gq.
(tv) Si0<m<k<qg-1y0</{<pel cuadrado inducido:

hi,
¢ ,m+1 ¢
Ak,m+1 Ak+1,m+1
(711> vﬁ,m T Tv£+l,m
J4 J4
Ak,m ¢ k+1,m
k,m

es un cuadrado homotépicamente cocartesiano de C.
Consideremos ahora los funtores:

[ ‘I’p
- pCa pC4

o y ,
A — (48..84) (a5 L)y —  a

CA C.A

(7.12)

y observemos que ¥, o ®, = id¢, y que existe una transformacién natural:

/id\
(7.13) PCa lo pCa

dpov,

definida en un objeto A* de pC4 por el morfismo:

A yu ! Al f2 L Ap
l‘lA' = fPowofl l fpo~\;/~of2 lid
D, 0 W, (A*) Ap id A d i A7

Se verifica sin dificultad que los funtores (7.12) inducen morfismos de conjuntos

simpliciales:

lIJP
Lp’. y Lp7.

S
S

K K

tales que (I/; o @; =idk.
Mas atn, se verifica sin dificultad que el morfismo 5; asi definido se identifica salvo
isomorfismos con el morfismo (7.7) de arriba. En particular, para mostrar el enunciado



EL DETERMINANTE DE DELIGNE 81

deseado es suficiente con construir una homotopia del morfismo identidad idy,, en
0 U,
Para ello denotemos como I': pCq x [1] — pC,4 al funtor inducido por la transfor-

maciéon natural o idpe, = ®, 0 V¥, , en paticular:

(id,d1) r (id,do) r
PCa —= pCax [1] ——=pCa ¥ pCa ——= pCax [1] —— pCa
son iguales al funtor identidad y al funtor composicién ®,0 V¥, respectivamente. Defini-
mos el morfismo de conjuntos simpliciales H: L, , x Al — L,,, de la siguiente manera:
Sig20y (A%, ) es un elemento de L, , x Al el diagrama H,(A*®, ¢) es la composicién:

A®xp

- —IqX[Q]—>pCAX[1]—F>pCA§

a
) = (Gd)1)
en particular se tiene que:
H (A% dyos}) = A° N H,(A* dyosi) = D,oW,0A*,

donde d; o s{ (resp. dy o si) es el funtor constante de valor el objeto 0 (resp. 1) de [1].

Nos resta verificar que el funtor H,(A*, ): 1, — pC4 definido de esta manera es
efectivamente un elemento de L, ., es decir mostremos que éste verifica las propiedades
(111) y (1v) de arriba. En efecto se verifica sin problemas que H,(A®, ¢);; = (0 £.5 O)
para todo 0 <7 < q. Por otro ladosi 0 <m <k <qg—-1y 0 </ <p se verifica que el
cuadrado de (1v) definido por el funtor H,(A*,¢) es el cuadrado homotépicamente

cocartesiano:
hi

¢ ,m+1 ¢
Ak,m+1 Ak+1,m+1
¢ ¢ ; _ _

yk,mT Tvk-%—l,m S1 So(k) - QO(]{; + ]') - 0 ?
l l
Ak,m ¢ k+1,m
k,m

el cuadrado homotépicamente cocartesiano (ver el Lema 6.2.3 y (11) del Lema 6.2.2):

0+1 4

© ) k1, m+1 hk,m+1

P .
) fk+1,m+1

p
k,m+1 k+1,m+1
oo | [oim st 0=p(k) <p(k+1)=1
y4 p
Akvm P 01 ot Ak+17m
fk+1,m°‘“° k+1,m°"%,m
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y los cuadrados homotdpicamente cocartesianos:

hP
D k,m+1 P
k,m+1 k+1m+1
UZ,mT Tvz+1,m Sl ]‘ = gp(k’) = go(k + 1) :
p p
Ak,m p Ak+1,m
k,m

4

Si n >0 es un numero natural, se sigue de la Proposicién 7.1.1 que el (n + 1)-ésimo

grupo de homotopia de la realizacién geométrica de los conjuntos simpliciales reducidos:

/\op Set Aopr Set
[p] —  si(C,A) [p] — Homca([p], WSL(C, A))

son el mismo elemento en el conjunto de las clases de isomorfismo de los grupos (pe-
quenos), es decir son isomorfos. Llamamos a la clase de este grupo el n-ésimo K -grupo
cldsico de la terna (C,A,0).

§7.2.  Sea C una categoria de modelos punteada y 0 un objeto cero fijo de C. Si
A es una familia de objetos de C que contiene al objeto 0 y p > 0 es un niimero natural,
definimos un (p — 1)-tridngulo estricto izquierdo (resp. derecho) X de C con valores en
A como un _l,-diagrama de C con las propiedades:

(1) Los objetos X; ; pertenecen a A para cualesquiera 0 < j <i<p.
(11) Xy =0 para todo 0 <k < p.
(1) Si0<m < k<p-1 el cuadrado de C inducido por el funtor X:

hk,m+1
Xk,m+1 > Xk+1,m+1

Vk,m T T Vk+1,m

Xk,m - Xk+1,m
hk,m
es un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano)
(1v) Paratodo 0 <k <p-1el morfismo X0 — Xgi10 (resp. Xoxp — Xogs1 )

inducido por el funtor X es una cofibracion (resp. una fibracién) de C.

Deducimos del Lema 3.3.1 y de que en toda categoria de modelos las cofibraciones
(resp. las fibraciones) son estables por composicién y por cocambio de base (resp. cambio
de base), que si X es un (p — 1)-tridngulo estricto izquierdo (resp. derecho) de C con
valores en A, entonces:
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s Si0<m<m <k<k'<p, el cuadrado de C inducido:

hklflyml O"'Ohk,ml

Xk,m’ k' ,m’
Uk:,m’—lo“'ovk,m ] Tvk,’m/_lomovk’ m
Xiem Xi'm

k’—l,mo'“ohk,m

es un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano).

» Si0<j<i<i' <p(resp. 0<j<j <i<p), el morfismo X;; — Xy ; (resp.

X;; — Xi ;) es una cofibracién (resp. fibracién) de C.

» Si0<j<i<plos objetos X;; son objetos cofibrantes (resp. fibrantes) de C.

En particular, se sigue del Lema 6.1.2 que todo (p — 1)-tridngulo estricto izquierdo
(resp. derecho) de C con valores en A, también es un (p — 1)-tridngulo izquierdo (resp.
derecho). Escribimos WSi(C, . A)art (resp. WSi(C ,A)C‘m) para denotar a la subcate-
gorfa plena de WSi(C, A) (resp. WSZ(C, A)) cuyos objetos son los (p — 1)-tridngulos
estrictos izquierdos (resp. derechos) de C con valores en A.

Se sigue de la propiedad (11) del Lema 3.2.2 y del Lema 3.3.1, que el funtor (7.5)
induce por restricciéon un funtor:

WSi(C,A)eert Wsd(c,A)eert

(7.14) AN Cat resp. AN Cat

[Pl —  WS(C A)rt [p]  —  WS(C, A

PROPOSICION 7.2.1. Sea C una categoria de modelos punteada y 0 un objeto cero
fijo de C. Si A es una familia de objetos de C que contiene al objeto 0 y que tiene la
siguiente propiedad:

(a) A es estable por equivalencias débiles i.e. si A—> B es una equivalencia

débil de C entonces A pertenece a A si y solamente si B pertenece a A.

entonces para toda n > 0 el n-ésimo K-grupo de Segal izquierdo (resp. derecho) de
(C,A,0) definido por el conjunto bisimplicial (7.6), es igual a la clase de isomorfismo

del conjunto bisimplicial:
(AxA)” Set

([P]>[Q]) — Homcat([p]’WSé(C7A)cart)

(7.15)

(AxA)” Set

([p]7 [Q]) — I‘IOHICat([p]7 WSZ(C’ A)cart)
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en el conjunto de las clases de isomorfismo de los objetos de la categoria homotipica
Ho,,.1(ssSet).

En particular, el n-ésimo K-grupo izquierdo (resp. derecho) de (C,A,0) es igual a
la clase de isomorfismo del conjunto simplicial diagonal de (7.15), en el conjunto de las
clases de isomorfismo de los objetos de la categoria homotdpica Ho,.1(sSety).

DEMOSTRACION. Veremos el caso sobre tridngulos izquierdos. Para ello mostremos
primero que si ¢ > 0, entonces existe un funtor:

. Dq .
(7.16) WSi(C, A) —— WSi(C, A)

y una transformacién natural J,: &, = id tal que ®,(X) es un (g - 1)-tridngulo es-
tricto izquierdo para todo (¢g—1)-tridngulo izquierdo X de C. La prueba es por induccién
sobre q.

Definimos &, como el funtor identidad de la categoria puntual. Por otro lado ®; y
¥ son definidos a partir de un remplazo cofibrante funtorial (4.1).

Supongamos ahora que ya definimos ®,_4 y 9,1 verificando la propiedad deseada y

consideremos el funtor inclusion:

g1

q

(7)  —  (J)

Si X es un (g - 1)-tridngulo izquierdo de C:
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definimos la restriccion vy (@q%) como el diagrama:

(I)qfl (V;x) =

y el morfismo v ((94)x) como (Fg-1) ez
La columna de ®,X y la parte del morfismo (J,)x que falta por describir son defi-

nidas de manera inductiva por medio de cubos:

(717) Xq—l,k+1 Xq,k+1
F/l;—l,k?l T /Fq,k+1{
Aq—l,k+1 Aq,k+1
Xq_17k Xqvk ?
7 e
/FQ*lvk Fq,k:
Aqfl’k A(Lk

donde 0 < k < ¢ -2 de la siguiente manera: Para empezar, si k=0 descomponemos de

manera funtorial al morfismo composicién:

Xq—l,O

Xq,O )
fq—l,g

Ag10
como una cofibracion seguida de una fibracién trivial de C:

Xq,O )
Fyo

Aq,O

Ag-10
Después elegimos de manera funtorial un cuadrado cocartesiano de C:

Ay Aga

! I

Ag-10 Ago
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y definimos F,;: A,1 — X, 1 como el tinico morfismo tal que (7.17) es un cubo cuyas
caras son todas cuadrados conmutativos. En particular F,; es una equivalencia débil
por los Lemas 6.2.1 y 6.1.2.

Si ahora 1 < k < ¢ -2, consideramos funtorialmente un cuadrado cocartesiano de C:

Aq—17k+1 Aq,k+1
Aq717k Aqyk

y tomamos a Fj ji1: Agpe1 — Xgxe1 como el tinico morfismo con la propiedad que en
el cubo (7.17) todas las caras sean cuadrados conmutativos. Nuevamente por los Lemas
6.2.1 y 6.1.2, deducimos que el morfismo Fj ;.1 es una equivalencia débil de C.

Finalmente, observemos que si escribimos:

Wi (C, A)ert o WSi(C, A) -

para denotar al funtor inclusién candnica, el funtor (7.16) que acabamos de definir

induce un funtor:

; ®q % car
WSi(C, A) —— WS (C, A)crt
y la transformacién natural ¥,: ®, = id induce transformaciones naturales:
¢, 0V, =id y V,0d, =id .

Dicho de otro modo, para cada ¢ > 0 la imagen de ¥, por el funtor nervio de
las categorias pequenas cat — sSet es una equivalencia homotépica de conjuntos
simpliciales. Por lo tanto si W denota al morfismo inclusiéon canénico del conjunto
bisimplicial:

(A X A)Op Set

([p),[q]) — Homgses([p], WSi(C, A)eart)

en el conjunto bisimplicial:

(A X A)Op Set

([p]a [Q]) - HomsSet([p]aWSZ(C7A))

se tiene que ¥, , es una oo-equivalencia débil de conjuntos simpliciales para todo ¢ > 0.
Se deduce en particular que la imagen de ¥ por el funtor conjunto simplicial diagonal
ssSet — sSet es una oo-equivalencia débil de conjuntos simpliciales. O

Se demuestra sin dificultad:
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LEMA 7.2.2. Sea C una categoria de modelos con un objeto cero fijo 0 y A una

familia de objetos de C que contiene a 0. Supongamos que A cumple la propiedad:

(b) La familia de objetos A es estable por cocambio de base a lo largo de las
cofibraciones i.e. si:

f

E—

A B
(7.18) | ]

C D
es un cuadrado cocartesiano de C tal que f es una cofibracion y los objetos
A, B y C pertenecen a A entonces D pertenece a A también.

Si Acor denota a la subcategoria plena de C cuyos objetos son los objetos cofibrantes
de C que pertenecen a A, entonces Aqop admite una estructura de categoria de Waldhau-
sen (ver [Wal83]) cuyas cofibraciones (resp. equivalencias débiles) son las cofibraciones
(resp. las equivalencias débiles) de C entre los objetos de Acof.

Se deduce del Lema 7.2.2 y de las Proposiciones 7.1.1 y 7.2.1:

COROLARIO 7.2.3. Sea C una categoria de modelos con un objeto cero fijo 0 y A
una familia de objetos de C que contiene al objeto 0. Supongamos que A cumple las
propiedades:

(a) A es estable por equivalencias débiles i.e. si A—> B es una equivalencia
débil de C entonces A pertenece a A si y solamente si B pertenece a A.
(b) A es estable por cocambio de base a lo largo de las cofibraciones i.e. si:

!

A B
(7.19) ||
C D

es un cuadrado cocartesiano de C tal que f es una cofibracion y los objetos

—_—

A, B y C pertenecen a A entonces D pertenece a A también.

Sin > 0 entonces el n-ésimo K-grupo cldsico de (C,.A,0), es decir la clase de
isomorfismo del (n + 1)-ésimo grupo de homotopia de la realizacion geométrica del
congunto simplicial reducido:

Aop Set
[p] — s,(CA),

es igual a el n-ésimo K-grupo de Waldhausen de la categoria de Waldhausen A,y del

Lema 7.2.2, es decir es igual a la clase de isomorfismo del (n + 1)-ésimo grupo de
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homotopia de la realizacion geométrica del conjunto simplicial reducido:

Ao°p Set
[p] — Homcat([p], WSi(C, A)Ca”) .

§7.3. Propiedad universal del 0-ésimo K-grupo de (C,A,0). Sea C una
categoria de modelos con un objeto cero fijo 0 y A una familia de objetos de C que
contiene al objeto 0.

Si G es un grupo, una funcion aditiva de (C,.A,0) con valores en G es una funcién
de conjuntos:

A—L-q¢
tal que:

(1) F(0) = e¢ donde e es el neutro de G.
(11) Si X, Y y Z son objetos de C que pertenecen a la familia A y:

x—t .y . g4

es una sucesion de morfismos de C tales que:

0—= 2
E
X —=Y
f
es un cuadrado homotdpicamente cocartesiano de C, entonces:

F(Y) = F(X) - F(Z).

Notemos que si p: G — H es un morfismo de gruposy F: A — G es una funcién
aditiva de (C,.4,0) con valores en G, entonces la composicién po F: A — H es una
funcién aditiva de (C,.A,0) con valores en H.

De este modo tenemos un funtor:

(7.20) Grp Set

o Funciones aditivas
de (C,A,0) en G

PROPOSICION 7.3.1. Si C es una categoria de modelos con un objeto cero fijo 0 y
A es una familia de objetos de C que contiene al objeto 0, entonces el funtor (7.20)
es representable por el 0-ésimo K-grupo de (C,A,0), es decir por el grupo fundamental
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(ver §13.3) de la realizacion geométrica del conjunto simplicial reducido:
Aop Set
[p]  — s(CA)

DEMOSTRACION. Esta Proposicién es un caso particular del Corolario 16.1.2. [

§7.4. Propiedad universal del primer K-grupo de (C,A4,0). Sea C una cate-
goria de modelos con un objeto cero fijo 0 y A una familia de objetos de C que contiene
a 0.

Si G es un 2-grupo (ver la seccién 14), un determinante funtorial de (C,A,0) con
valores en G es una pareja D = (D, T) donde:

WC, -2~ ¢

es un funtor de W(Cy4, la subcategoria de C cuyos objetos son los elementos de A y los
morfismos son las equivalencias débiles de los objetos de A, en el grupoide subyacente
ag,y:

s5(C, A) S {Morﬁsmos de g}

es una funcién del conjunto de los 1-tridngulos (izquierdos) de C (con valores en A) en
el conjunto de los morfismos de G, verificando las siguientes propiedades:

(1) (Compatibilidad) Si X es un 1-tridngulo (izquierdo) de C (con valores en A):

0 — Xo

S

Xo —> X3
T(X) es un morfismo de G de la forma:

T (%)
Do(XQ) ® Do(Xo) ——— DO(Xl) .

(11) (Unitario) Se tiene que Do(0) = 15y T =it = it

e

(rm1) (Funtorial) Si¢: X — %) es un morfismo de la categoria WS§(C, A):

o —> O
o —> O

o

Xo ——> Y

g
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se tiene un cuadrado conmutativo de G:

T(X)
Dy(X2) ® Dy(Xo) — Do(X1)

D1(¢2)®D1(o) L lDl(Cl) .
Dy (Ys) ® Do(Y0) Dy(Y1)

()
(1v) (Asociatividad) Sin es un 2-tridangulo izquierdo de C con valores en A:

0 —>= Asp

(R

= 0 —> Ag’l - A311

(I B
A0 = A2 = Aszp

tenemos un diagrama conmutativo de G:

T(d2n)
Do (Aso) Do (A10)®Do(As1)

Do(A10)®T (don)

T(d17)
Do (A10)®(Do(A21)®Do(A32))

a?l

Do(A20)®Do(Asz) m (Do(A10)®Do(A21))®Do(As2) -
Si (D,T)y (D',T") son dos determinantes funtoriales de (C,.4,0) con valores en G
un morfismo de determinantes a: (D,T) — (D', T") es una transformacién natural:

D

WCA/I}O‘\*Q

N

D/

tal que:

(1) El morfismo ag es el morfismo identidad del objeto 1 de G.
(11) Si X es un 1-tridngulo izquierdo de C con valores en A:

00— Xy

SN

Xo —> X3
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se tiene un diagrama conmutativo de G:

T(X)
Dy(X2) ® Do(Xo) — Do(X1)

ax2®axol jaxl

D} (X, D{(Xy) —— D{(X
0(Xo) ® D(Xo) @ o(X1)

No es dificil mostrar que los determinantes de la terna (C, .A,0) con valores en G y los
morfismos entre ellos forman un grupoide que denotamos det . AVO)(Q ) La composicion
siendo la composicion de transformaciones naturales.

Definimos un 2-funtor:

detc 4,0

2-Grp Grpd

como sigue: Si (¢, m¥): G — H es un morfismo de 2-grupos el funtor:

@(CPA,O) (¢,m?)
@(C,A,O)(g) M(C,A,O) (H)

es definido en un determinante (D, T) de (C,.A,0) con valores en G por la férmula:
detc ) (¢, m?)(D,T) = (D,T)
donde D es el funtor composicién:
W, -G 2
y T es el funtor composicion:

Ns(o,m?)o,2

s3(C, A) . /\/5(9)072 ./\/'5(’;'-[)0’2 c { Morphismes de H } .

(p,m?®)
Si por otro lado G /Eﬁ\\ ‘H es una transformacién entre morfismos de 2-grupos,
~~—_ "

(¢,m?)
la transformacion natural:

@(C,A o) (¢,m?)

detc 0(9) I det0)(H)

@(C7A,0)(¢7m¢)

es definida en un determinante (D, T") de (C, A, 0) con valores en G por la transformacién

natural:
Doy
=
WC 4 D H .

u
Do
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PROPOSICION 7.4.1. Si C es una categoria de modelos con un objeto cero fijo 0 y A

una familia de objetos de C que contiene al objeto 0, el funtor:

det ¢ 4,0 -

(7.21) 2-Grp Grpd

hGrpd

es representable por el 2-grupo de homotopia (ver el Corolario 15.2.8) del conjunto

simplicial reducido:
A°p Set .

] — sp(CA)

En particular, (p,m¥): G — H es una 2-equivalencia débil de 2-grupos, si y sola-

mente si el funtor:

det ¢ 4.0)(e.m¥)

det 40)(9) ————det 4)(H)

es una equivalencia débil de grupoides; por lo que el funtor inducido:

mo(det ey o) ()
2-hGrp - Set

también es representable por el primer K-grupo de (C,.A,0).

DEMOSTRACION. Ver el Corolario 16.4.7. O



Capitulo 2

Los n-tipos de homotopia reducidos

En el presente Capitulo comenzamos recordando las estructuras de categorias de
modelos simpliciales en las categorias de los conjuntos simpliciales reducidos (Proposi-

cién 10.1.2) y de los conjuntos bisimpliciales reducidos (Proposicién 11.3.1):

(sSeto, W’ mono, fib/**, Hom

sSetg) Y (Sssetoawﬁiag,mOnO,ﬁbfng,Hom(l) ),

ssSet(

respectivamente; cuyas categorias homotdpicas son equivalentes a la categoria homotopi-
ca de los n-tipos de homotopia punteados conexos.

Posteriormente, en el Corolario 10.2.6 demostramos que el enriquecimiento de es-
tas categorias de modelos es un enriquecimiento sobre (sSet, W,,_;, mono, fib,_;) la
categoria de modelos de los (n — 1)-tipos de homotopia. Por tltimo, en el Corolario
11.3.4 demostramos un criterio para determinar algunos de los objetos fibrantes de la
categorfa de modelos (ssSety, W mono, fib%9).

8. Conjuntos simpliciales

En esta seccién recordamos notacién basica sobre la categoria de los conjuntos
simpliciales y sobre la estructura de categorias de modelos (sSet, W,, mono, fib,,)
cuya categoria homotépica es conocida como la categoria homotopica de los n-tipos de
homotopia. Finalmente, en §8.6 recordamos la descripcion combinatoria de D. Kan de

los grupos de homotopia de los objetos fibrantes de (sSet, W,,, mono, fib,,).

§8.1.  En este trabajo identificamos a los conjuntos preordenados con las cate-
gorias (abstractas) que satisfacen la siguiente propiedad: El conjunto de los morfismos
entre cualesquiera dos de sus objetos es vacio o un conjunto con un tnico elemento.
Resulta que los funtores entre estas categorias, son las funciones que respetan el orden.

Denotamos como A a la categoria de los simplejos, es decir la subcategoria plena de
cat cuyos objetos son las categorias [n] = {0 <--- <n} paran > 0. De forma equivalente
(ver por ejemplo 11.2.2 de [GZ76]), A es la categoria libre generada por los morfismos
cara y degenerados:
on=0;

{10 =2 1] osicn+1) v {115 (0] fosisn)

7
n>0

93
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sujetos a las relaciones definidas para n > 0 por las reglas:

orHlen = ontlor 0<k<l<n+2,
opoptt = opopd! 0<k<l<n,
(8.1) Srop s 0<l<k<n+l,
opttoptt = {idpy si 0<k<l<k+1<n+2,
o op si 0<k<l-1<n+1.
Denotamos:
O
?
//§8>\\\ / 0&\
A = [0] [1] e [+ 1] )

Sog— \§ifnj;//

De la misma forma, la categoria aumentada de los simplejos A, es la subcategoria
plena de cat cuyos objetos son las categorfas [n], = {0 < --- <n -1}, para n > 0; es
decir [n], =[n—-1] sin > 1,y [0]; es la categoria vacia. Se verifica en particular que

A, es obtenida de la categoria de los simplejos al agregar un objeto inicial.

571
Por lo tanto, A, es la categoria libre generada por la tinica funcién [0], — [1].

}nZO

mas los morfismos cara y degenerados:

67L

{In+1] =[] —=[n+1]=[n+2].

v {2 =] =[] =[n+1], [0<i<n}
n>0
sujetos a las relaciones definidas para n > 0 por:
sropt = nort 0<k<l<n+1,
oottt = oot 0<k<l<n,
(8.2) ortont si0<l<k<n,
00" = §idp, sSt0<k<I<k+1<n+1,

5?11021 si0<k<l-1<n.

Denotamos:
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La categoria aumentada de los simplejos A, admite una estructura de categoria

monoidal estricta, donde:

(8.3) A, x A,

Al

(1) lm)) (el
es definida en dos morfismos f: [n], — [n']; v ¢: [m]. — [m']. por la regla:

si0<k<n-1

g(k-n)+n' sin<k<n+m-1.

(8.4 (f®gﬂm={fw)

§8.2.  Denotemos como sSet a la categoria de los conjuntos simpliciales, es decir
de los funtores X : A%? — Set 7y las transformaciones naturales entre ellos.

Si X es un conjunto simplicial, el conjunto de los n-simplejos de X es denotado
como X, = X ([n]) Los morfismos cara y degenerados de la categoria A, inducen los

morfismos cara y degenerados de X:

mn_J. n_o.
d}'=d; si'=8;

Xpn—X,, v X, —— X,,1, respectivamente.

Un n-simplejo x de un conjunto simplicial X se dice que es degenerado, si x pertenece

a la imagen de alguno de los morfismos si~1, ..., s""{. De manera equivalente, = € X,, es
degenerado si existe f: [n] — [m] sobreyectiva en objetos e y € X, tal que f*(y) = x.

Si a es un 0-simplejo de X, escribimos:
a=s"180(a) € X, donde n >1,

para denotar al n-simplejo degenerado asociado a a, y lo llamamos un n-simplejo total-
mente degenerado de X.

Sim >0, denotamos como A™ al conjunto simplicial representable por [m], es decir
A™ es igual al conjunto de los funtores de [n] en [m]. También, denotamos por abuso

COImo:

6m=4; oM=0;

Am P Am+1 y Am+1

Am

a los morfismos de conjuntos simpliciales definidos para p > 0 por las reglas:

(67")p 1 1 (a)p .
AP ——— A+ y Aptt—— An respectivamente.
p = 0loyp ¢ = 0"op

Por 1ltimo, recordemos que la categoria de los conjuntos simpliciales sSet admite
una estructura candnica de categoria cartesiana cerrada (ver IV§6 de [Lan98]), donde

un objeto final es un conjunto simpicial constante de valor * (un conjunto con un tnico
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elemento), el producto de conjuntos simpliciales es el producto cartesiano argumento
por argumento y el funtor adjunto del producto:

Xx-
VS

(8.5) sSet . sSet
~— 7
I_IoirnsSet (X7 : )

es definido como Hom g, (X, Y),, = Homgget (X x A™,Y") para todo conjunto simplicial
X.

§8.3.  Sim > -1, definimos la frontera OA™' de A™*1 como el contcleo en sSet

de las flechas paralelas:

1<,

I_I Am—l I_I Am :

0<i<j<m+1 0<l<m+1

) m—1
) V; 0 5]._1

U vjo (S;m_l
i<j

donde v; denota la inclusion de la [-ésima componente A™ — || A™ (aqui Al =
0<l<m+1
A~2 es por definicién el conjunto simplicial Vacio).
De la misma forma, para 0 < k < m + 1 definimos el k-cuerno A™*1* de A™*1 como

el contcleo de las flechas paralelas:

-1
U vjod
i<j 971

|_| Am—l |_| A™m
0<i<j<m+1 1l 0<i<m+1
i,k Z.';'j vjod; l+k

Se construye en particular un tridngulo conmutativo de monomorfismos de conjuntos

simpliciales:
~m,k m
(8.6) Am+lk 2 7 gAm+l L Am+l 7
\_//
m,k

donde el morfismo o™ es inducido del morfismo:

u o
Am ! 5 Am+1 ,

O<lsm+1
y a@™* proviene de la inclusién evidente:

0<l<m+1 0<l<m+1 .
l+k
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En particular, para todo conjunto simplicial X tenemos funciones:

~m,k

m
ax Xx

(8.7) Homgges(A™, X) Homgget (0A™1, X))

m,k
Ox

Homgget (A™1F, X) .

De manera explicita, mdédulo los isomorfismos candnicos que obtenemos del Lema
de Yoneda':

(8.8) Homsgset (A", X) 2 X,

ai€Xm v d"a; =d7 7 a
(8.9) Homigget (OA™ 1, X) 2 { (a0, -, ams1) o

si0<i<j<m+1.

m—1 -1
a; € Xm y dl aj; = dj—l a;

(8.10)  Homgget(A™*, X) =< (a0, ah-1, k1 ... e

si0<i<j<m+1lyi,j#k.

las funciones del diagrama (8.7) son definidas por las siguientes reglas:

(8.11) a(a) = (di'a,...,d", a),
(5.12) T2 (a0 smn) = (005 st Bt )
(8.13) y a?(a) = (dya,....d"a,da,. .. dra).

Maés adelante necesitaremos de la siguiente afirmacion:

LEMA 8.3.1. Sea X un conjunto simplicial, m >0 y 0 <k <m+1, entonces en el
diagrama (8.7) de arriba:
(1) Si la funcion a?’k es inyectiva, la funcion o'y también es inyectiva.
(11) St la funcion ot es sobreyectiva (resp. inyectiva), entonces la funcion &?’k
es también sobreyectiva (resp. inyectiva). (Ver el Lema 1.7.1 de [Gle82]).
(111) Si la funcion o&’k es sobreyectiva y la funcion &";’k es inyectiva, entonces la
funcion o' es sobreyectiva.

DEMOSTRACION. Sea X un conjunto simplicial, m >0y 0 < k < m + 1. La prueba
de (1) es inmediata. Para mostrar (11) consideremos un elemento a del conjunto (8.10),

1E] caso m = -1 viene incluido si definimos X_; como un conjunto con un dnico elemento, es decir

si X_; = Homgset (A1, X).
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es decir:
m+1
&Z(GO,---7Gk71,ak+1,---,dm+1) e []Xe donde
ik
di e =dra; st 0<i<j<m+1 y i, j#k
No es dificil ver, que si escribimos (by, ..., b, ) para denotar a:

m—1
(dk Yag, . dP agon A age, L AT Clm+1) HXm 1

z#k

entonces d;*~2b; = d*7%b; para 0 <i < j<m.
Ya que aF7! es sobreyectlva por hipodtesis, existe a € X, tal que:

d™"tay =dia; si 0<i<k y dﬁ‘llak:d?‘laj si 0<k<y;

es decir &”;’k es sobreyectiva.

Para mostrar (111), consideremos un elemento y del codominio de la funcién o¢. Si x
es un (m + 1)-simplejo de X tal que a?’k(x) =ayy "(y); ya que ay’ Mx) = ay k(a?(m)),
deducimos que o (z) y y son enviados al mismo elemento por la funcién inyectiva (“)Z';’k.

Por lo tanto, o/ (z) =y. Dicho de otro modo, o} es una funcién sobreyectiva. U

Si m > 0 decimos que un conjunto simplicial X cumple la condicion de extension de
Kan en dimension m (resp. cumple la condicion de extension Kan de manera estricta
en dimension m), si la funciéon ag’k del diagrama (8.7) es sobreyectiva (resp. biyectiva)
para todo 0 < k <m + 1. Notemos que todo conjunto simplicial cumple la condicion de
extension de Kan en dimension 0.

Un complejo de Kan es un conjunto simplicial que cumple la condicion de extension
de Kan en dimensiéon m para toda m > 0. De manera explicita, un conjunto simplicial

X es un complejo de Kan si para todo cuadrado conmutativo de sSet:

(8.14) Amlh o X
Oém’k \L l
Am+1 *

donde m >0y 0 <k <m+ 1, existe un morfismo diagonal:

(8.15) Ak — o X

7
-~
Oém‘kl/ e - l
-

Am+1 *

completando (8.14) en un diagrama conmutativo.
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Mas generalmente, si 0 <n < oo un conjunto simplicial X es llamado un n-grupoide
de Kan? (ver §12.3 més abajo) si X es un complejo de Kan que cumple la condicién
de extension de Kan de manera estricta en dimensién m > n, es decir si el morphismo
diagonal del diagrama (8.15) es tinico para m > n. En particular un co-grupoide de Kan
es simplemente un complejo de Kan.

§8.4.  Sea Top la categoria de los espacios topoldgicos (pequenos) y las funciones
continuas entre ellos. Recordemos que el funtor:
A —— Top

8.16
(8.16) [n] — A}, = {(to,...,tn) e R™*!

Yota=1, tizo},
i=0
induce una adjuncién:

[
“——

(8.17) Top :  sSet,

~— =

s(+)

donde s(-) es definido por la férmula s(X),, = HomTop(A?Op, X ) y el funtor | - | es una
extensién de Kan izquierda, la cual vamos a elegir y fijar, del funtor (8.16) a lo largo
del encaje de Yoneda:

A——— sSet
[n] — A",
Llamamos a s(X) el conjunto simplicial singular del espacio topolégico X,y a | X]|
(una 6) la realizacion geométrica del conjunto simplicial X.
Fijemos también una unidad 7 de la adjuncién |- | 4 s(+) y observemos que esta nos

permite asociar a cada 0-simplejo de un conjunto simplicial X, un punto del espacio

topoldgico |X| el cual vamos a denotar por el mismo simbolo:

(nx)o

X s(1X1), =Homrop(Af,,. | X1).

a — a

Siae Xgym >0, escribimos m,(X,a) para denotar al conjunto de las clases

de homotopia punteada de las funciones continuas punteadas (Sm *) — (|X |,a) ,

top?
donde Sjj, denota a la m-esfera topoldgica, es decir Sy, es el conjunto de los puntos

top

T = (xo,...,Tpm) € R™* tales que |[7]| = /22 + - +22, =1,y »=(1,0,...,0).
Si m = 0 se verifica sin dificultad que 7y(X, a) es independiente de a, por lo que este
conjunto es denotado simplemente 7y(X) y llamado el conjunto de los componentes

2También llamado un n-hipergrupoide.
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por trayectorias de X. Sim > 1, el conjunto m,,(X,a) admite una estructura de grupo,
conmutativo para m > 2. Este grupo es llamado el m-ésimo grupo de homotopia de X
en a.

Si -1 < n < oo, un morfismo de conjuntos simpliciales F: X — Y es llamado

una n-equivalencia débil, si la funcién w,,(F,a): 7, (X,a) — 7, (Y, Fa) inducida al

componer con |F|: |X|— [Y], es biyectiva para todo 0-simplejo a de X y toda 0 <
m < n. En particular todo morfismo de conjuntos simpliciales es una (—1)-equivalencia
débil.

LEMA 8.4.1. El concepto de n-equivalencia débil es independiente del funtor reali-

sacion geométrica elegido.

DEMOSTRACION. Si | - |" es otra extension de Kan izquierda del funtor (8.16) (a lo
largo del encaje de Yoneda) y 7/ es una unidad de la adjuncién | - |" 4 s(-), entonces

existe un isomorfismo natural de funtores a: | - | = | - | tal que el siguiente tridngulo

()

id lLs(a> .
SS— (141

Se sigue que para todo conjunto simplicial X existe un homeomorfismo de espacios

es conmutativo:

topoldgicos ax: | X | — | X | tal que el siguiente diagrama conmuta:

090 Hommup A%, X
XO \L Qxo—
()0 Hommep A, X ')
en particular aex induce un isomorfismo natural entre los grupos m,,(X,a) definidos a

partir del funtor | - | y la transformacién natural n o a partir de | - | y 7/". O

Recordemos:

TEOREMA 8.4.2. Si -1 < n < oo, la categoria de los conjuntos simpliciales sSet

admite una estructura de categoria de modelos cuando:
{equivalencias débiles} = {n-equivalencias débiles} = W,,
{coﬁbmciones} = {monomorﬁsmos} = mono,

Y {ﬁbmciones}

{morﬁsmos con la propiedad de levantamiento

por la derecha con respecto a mono N Wn} = fib, .
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Ademds, un conjunto simplicial X es un objeto fibrante de (sSet, W,,, mono, fib,,)
si y solamente si X es un complejo de Kan tal que m,,(X,a) =0 para todo m>n+1 y

todo 0-simplejo a de X .

DEMOSTRACION. En §9 de [Cis06] se muestra que (sSet, W,,, mono, fib,,) es una
categoria de modelos cofibrantemente generada para toda —1 <n < oo.

En este trabajo, a partir de resultados bien conocidos de la categoria de mode-
los (sSet, W, mono,fib,,) y del Teorema 4.7 de [Barl0] mostramos que la cate-
goria simplicial (sSet, W,,, mono, fib,,) es una localizacién de Bousfield izquierda de
(sSet, W, mono, fib,,) respecto al conjunto de morfismo (8.18) de mds abajo. De
manera explicita:

Sabemos que (sSet, W, mono, fib,,) es una categoria de modelos cuyos objetos
fibrantes son los complejos de Kan (ver por ejemplo el Teorema 3.6.5 de [Hov07] o el
Teorema 3 de 11§3 de [Qui67]). De hecho (sSet, W, mono,fib,,) es una categoria
de modelos propia izquierda y combinatoria 3; por lo que de acuerdo al Teorema 4.7
de [Bar10] podemos considerar su localizacién de Bousfield izquierda con respecto al
siguiente conjunto de morfismos:

(8.18) S, = { OAmH1 Y Ame1 }

m2n+1 ’
donde n > -1 es un entero.

En los Lemas que siguen, escribimos [ -, - ], para denotar al conjunto de los
morfismos en la categoria homotépica sSet[ WZL].

LEMA 8.4.3. Sim >0 y X es un conjunto simplicial, entonces m,(X,a) =0 para

todo 0-simplejo a de X si y solamente si la funcion:
[Amﬂ’X]w &. [aAmH’X]m ’
inducida por el morfismo a™: QAT — A™+L en g categoria homotépica sSet| W]
es biyectiva.
En particular, si =1 <n < oo, un conjunto simplicial X wverifica que m,(X,a) =0
para todo m >n+1 y todo 0-simplejo a de X si y solamente si, X es un objeto S,-local
de la categoria de modelos (sSet, W, mono, fib,,).

DEMOSTRACION. Recordemos que si A y B son dos conjuntos simpliciales, el fun-
tor realizacién geométrica | - | induce una biyeccién entre el conjunto de los morfismos
[A, Bl de la categorfa homotépica sSet[W!], y el conjunto [| 4], |B|]TOp de los morfis-
mos en la categoria de fracciones Top[(Wff,p)‘l] (ver los Teoremas 2.4.19, 2.4.23 y 3.6.7

3Una categoria de modelos es llamada combinatoria si ella es localmente presentable y cofibrante-

mente generada. Ver la Definicién 1.21 de [Bar10]
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de [Hov07]). Por otro lado, ya que |A| es un complejo celular, el conjunto [|A], |B|]Top
es simplemente el conjunto de las clases de homotopia usuales de las funciones continuas
de |A] en |B| (ver el Teorema 2.4.19 de [Hov07]).

En particular, si D™*! denota al conjunto de los elementos T € R™*! tales que |[z]| < 1

m

i, como el subconjunto de los 7 € D™*! tales que |[7|| = 1; la funcién:

y consideramos S

(™))"

(8.19) [Am*Hl X, —— [0A™! X,
se identifica con la funcidn:

(8.20) (D74 [ X — [S55,, IX1]

inducida por la inclusién S~ D1 donde [ , ] denota al conjunto de las clases de
homotopia usuales de las funciones continuas.
Por otro lado, es facil convencerse que (8.20) siempre es una funcién inyectiva cuya

imagen son las clases de homotopia de las funciones S —— |X| que admiten una

top

extension a lo largo de la inclusion Sy} < D™*! . Consideremos dos casos:

Caso m > 1: Sabemos que si f es una funciéon continua de S}

fop €N UnN espacio

topoldgico cualquiera A, los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) f representa al elemento cero del grupo m,,(A, w) donde w = f(1,0,...,0) € A.

(1) f admite una extension a lo largo de la inclusion Sy} < D™+ .

Por lo tanto, si m > 1 la funcién (8.19) es biyectiva si y solamente si la funcién
inyectiva (8.20) es sobreyectiva, si y solamente si toda funcién continua f: Sz~ | X]
representa al elemento cero del grupo m,(|X|,w) donde w = f(1,0,...,0) € |X]|, si y
solamente si 7, (X, a) = m,(]X|,a) = 0 para todo 0-simplejo a € X.

Caso m > 0: Notemos que en este caso los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) La imagen de f estd contenida en una misma componente por trayectorias
del espacio topoldgico A.

(11) f admite una extensién a lo largo de la inclusién S, D! .

Entonces, en este caso la funcién (8.19) es biyectiva si y solamente si la funcién
inyectiva (8.20) es sobreyectiva, si y solamente si la imagen de toda funcién continua
f: 8P, |X]| estd contenida en un mismo componente por trayectorias de | X], si y

solamente si 7y(X) = 7, (|X]) = 0. O
Mostremos:

LEMA 8.44. Si-1<n<oo gy f: X —Y es un morphismo de conjuntos simpli-
ciales, entonces f es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales si y solamente
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st, f es una equivalencia débil S, -local de (sSet, W, mono,fib.,), es decir f cumple

que para todo congunto simplicial Sy,-local Z (ver el Lema 8.4.3 de arriba) la funcion:

f*

[Y, Z]e (X, Z]w

-1

o0

en la categoria homotdpica sSet[W3] es biyectiva.

DEMOSTRACION. Caso n = —1: Recordemos que todo morfismo de sSet es una
(=1)-equivalencia débil. Por otro lado, si Z es un conjunto simplicial S_;-local se si-
gue del Lema 8.4.3 que el morfismo canénico Z — * es una oco-equivalencia débil.
En particular f*: [V, Z]e — [X,Z]e es una biyeccién entre conjuntos con un tinico
elemento, para todo morfismo f: X — Y de conjuntos simpliciales.

Caso n > 0: En la prueba usaremos algunas propiedades del coesqueleto de un
conjunto simplicial que mostraremos en §12 mas abajo. Recordemos para empezar que

la transformacion natural de funtores:

HomsSet('a')—>[',']oo

definida por el funtor canénico sSet — sSet[W,., '] , induce una biyeccién de con-
juntos:

mo(Homyge (A, B)) 2 [4, Ble
para todo conjunto simplicial A y todo complejo de Kan B. En efecto si A es un
conjunto simplicial arbitrario, entonces:
id-+id

Ax Al //mj

p

AuA A

10+11
es un objeto cilindro de la categoria de modelos (sSet, W, mono, fib.,), donde los

morfismos ig y 47 son por definicién las composiciones:

Az AxA) 200 AWAl v Az AxA N Al
respectivamente.

Consideremos ahora un morfismo de conjuntos simpliciales f: X — Y y un con-
junto simplicial arbitrario Z. Se sigue entonces que si tomamos remplazos fibrantes
de f y Z en la categoria de modelos (sSet, W, mono, fib,,), es decir un cuadrado
conmutativo y una flecha:

X Y A
Loy
Xl - o 7 Z’
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donde los morfismos verticales son co-equivalencias débiles cuyo codominio es un com-

plejo de Kan; entonces la funcion:

fx—

(8.21) [Y, Z]e (X, Z]e,

entre conjuntos de morfismos de la categoria sSet[W, '], se identifican con la funcién:

("

(8.22) 7o(Homgge, (Y, 7)) 7o(Hom,ger (X', 2")) -

Si Z es un conjunto simplicial S,-local, se sigue del Lema 8.4.3 y del Corolario
12.1.2 de §12 que el morfismo Z’ — csq,,,,(Z’) inducido de una unidad arbitraria
de la adjuncién 7,.1 . - 7,,}; es una oo-equivalencia débil entre complejos de Kan. Por
lo tanto, (8.22) se identifica con la funcién:

G0N

o (HO—mSSet (Ylv CSqp 41 (Z’))) o (Ho—msSet (X’, CSqy, 11 (ZI)>) s

que de acuerdo al Lema 12.1.3 se identifica con la funcién:
(8.23)

a1 (F)°
7TO(I—IoirnsSet(csqn-%—l(}/7,)7qun+1(Z,))) =

7o(Hom,gq (€501 (X), 50,1 (2"))) -

Si f es una n-equivalencia débil, se sigue del Corolario 12.1.2 que csq,,,;(f’) es una
oo-equivalencia débil, es decir (8.23) es una funcién biyectiva. Por lo tanto, si f es una
n-equivalencia débil la funcién (8.21) es biyectiva para todo conjunto simplicial S,-local
Z, es decir f es una equivalencia débil S,-local.

Sea ahora f: X — Y una equivalencia débil S,-local, y consideremos un remplazo
fibrante de f en la categoria de modelos (sSet, W,, mono, fib,, ), es decir consideremos

un cuadrado conmutativo:

X Y

| |

X — V',
f/

donde los morfismos verticales son oo-equivalencias débiles de codominio un complejo
de Kan.

Observemos para empezar que de acuerdo al Corolario 12.1.2 y al Lema 8.4.3 los
conjuntos simpliciales csq,,,; X’ v ¢sq,,,, Y’ son S,-locales; en particular la siguiente
funcién es biyectiva:

(8.24) [Y,csq,,1 X | i [X,c8d,,01 X ]oo
IS 1S

o (MsSet (Y,7 CSqn+1X')) T 7o (7H0msSet (X,’ qun+1X'))
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Por otro lado, gracias al Lema 12.1.3 la funcién biyectiva (8.24) se identifica con la
funcion:

i (F)7
(8.25) ﬁo(HOmsset(CSq7L+1Y’7csqn+1X’)) StV L ﬂo(HomsSet(CSqn+1X,a csqn+1X’)) _
1S IS
[qun+1ylv qun+1X,]oo [qun+1X,7 qun+1X,]°o

s, 41 (f1)

Seag: csq,,, Y’ — csq,,; X’ un morfismo de la categoria de fracciones sSet[ W],

o0

tal que la composicién gocsq,,,;(f’) sea el morfismo identidad del objeto csq,,,; X’ en
la categoria homotopica.

Se verifica entonces que la composicion:

g* csd,, .1 (f)”
[qurm—lX,v qun+1Y,:|°° - [csqnﬂyla qun+lyl]<>° - [qun+1X,7 qun+1yl]°° )

es igual a la funcién identidad; por lo tanto la composicién:

esd, 1 (F)” g
[csqn+1Y,7 csqn+1Y,:|°° - [qun+1X,7 csqn+1Y,]°° - [qun+1yla qun+lyl]°° )

también es igual a la funcion identidad, pues la siguiente flecha:

esdy, 1 (f1)

[esq, 1Y esq,, 1Y Joo [esap41 X5 €804 Y oo s
es biyectiva.

Entonces g o ¢sq,,,;(f") v ¢sq,.,(f") o g son morfismos identidad de la categoria
sSet[ W;!]. Dicho de otro modo, csq,,,;(f") es una co-equivalencia débil. En particular,
f es una n-equivalencia débil por el Corolario 12.1.2. Il

Se sigue del Teorema 4.7 de [BarlO] y los Lemas 8.4.3 y 8.4.4 que venimos de
mostrar, que (sSet, W,,, mono, fib,,) es una categoria de modelos propia izquierda y
combinatoria cuyos objetos fibrantes son los complejos de Kan X tales que 7,,(X,a) =0
para toda m >n + 1 y todo O-simplejo a de X. O

Notemos también:

LEMA 8.4.5. La categoria cartesiana cerrada de los conjuntos simpliciales sSet con
la estructura de categoria de modelos (sSet, W,,, mono, fib,,) del Teorema 8.4.2 es una
categoria de modelos monoidal simétrica en el sentido de [Hov0T7| (ver la Definicion
4.2.6 de [HovO07| o la Definicion 1.27 de [Barl0]).
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DEMOSTRACION. De acuerdo a las Definiciones 4.2.1 y 4.2.6 de [Hov07], basta
demostrar que si j: X — Y y ¢ Z — W son monomorfismos de conjuntos simpli-

ciales, entonces el morfismo ¢ en un diagrama suma amalgamada:

(8.26) Zox —"1 _wex
ZQj 71157 Wej

Z®Y —qex—=ZY || WeX

Z@X
\i
. Wev,

q®

es un monomorfismo sSet, el cual es también una n-equivalencia débil si suponemos
ademas que j o ¢ es una n-equivalencia débil.

Ya que el funtor ® es en este caso el producto cartesiano argumento por argumento,
se sigue que para cualesquiera j: X — Y y ¢ Z — W monomorfismos de conjuntos

simpliciales, los morfismos Z® j, W®j, ¢® X y ¢®Y en el diagrama (8.26) también

son monomorfismos. En particular, los morfismos Z ® j y ¢ ® X son monomorfismos; y
por lo tanto, ¢ también es un monomorfismo (es suficiente con verificar esta afirmacién
para la categoria de los conjuntos).

Por 1ltimo, si suponemos que el monomorfismo j (resp. ¢) es ademds una n-
equivalencia débil; ya que los funtores m; conmutan con productos finitos, los morfismos
Z®@jyWe®j(resp. ¢ @ X y ¢ ®Y) son también monomorfismos y n-equivalencias
débiles. En particular, Z ® j (resp. q®X ) es un monomorfismo y una n-equivalencia
débil, pues la familia de morfismos monon'W,, es estable por cocambio de base (vélido
para las cofibraciones triviales de cualquier categoria de modelos). Por lo tanto, ¢ es
un n-equivalencia débil pues W, satisface la propiedad 2-de-3. U

§8.4.1.  Escribimos Ho,(sSet) para denotar a la categoria de los n-tipos de ho-
motopia, es decir a la categoria homotdépica sSet[W: 1] de (sSet, W,,, mono, fib,) la
categoria de modelos del Teorema 8.4.2, y denotamos como [, -], al conjunto de los
morfismos en la categoria Ho,(sSet). Si X es un conjunto simplicial, la clase de equi-
valencia asociada a X en el conjunto de las clases de isomorfismo de los objetos de
Hon( sSet ), es llamada el n-tipo de homotopia de X.

Se sigue del Lema 8.4.5 que la categoria de los n-tipos de homotopia Ho,(sSet) es
una categoria cartesiana cerrada (ver el Lema 5.1.1 de arriba y §4.3 de [Hov07]), cuyo
objeto de morfismos (el “hom” interno) es el complejo de funciones derivado RHomgget
(definido por medio de la localizacién simplicial de [DK80a, DK80c, DK80b]|, o
construido a partir de resoluciones fibrantes y cofibrantes como en §5.4 de [Hov07] o
el Capitulo 18 de [Hir03)).
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La categoria de los n-tipos de homotopia con dicha estructura de categoria carte-
siana cerrada es llamada algunas veces la categoria homotépica de los n-grupoides.

Ya que (sSet, W,,, mono, fib,,) es una categoria de modelos donde todos sus objetos
son cofibrantes, es posible construir a la categoria homotoépica de los n-grupoides de la
siguiente manera: Llamamos a X un conjunto simplicial n-fibrante si X es un objeto
fibrante de la categoria de modelos (sSet, W,,, mono, fib,,) del Teorema 8.4.2, es decir
X es n-fibrante si y solamente si X es un complejo de Kan tal que 7,,(X,a) = 0 para
todo m >n+1 y todo 0-simplejo a de X.

Si escribimos Fib™ para denotar a la subcategoria plena de sSet cuyos objetos son

los conjuntos simpliciales n-fibrantes, se tiene:

LEMA 8.4.6. Sea -1 <n <oo. 51 X y Y son conjuntos simpliciales n-fibrantes, el
producto cartesian oargumento por argumento X xY y el conjunto simplicial de los
morfismos Hom g . (X,Y") son conjuntos simpliciales n-fibrantes. Dicho de otro modo,

la categoria Fib" es una subcategoria cartesiana cerrada de sSet.

DEMOSTRACION. El producto de dos conjuntos simpliciales n-fibrantes es un con-
junto simplicial n-fibrante, porque la familia de los objetos fibrantes en una categoria
de modelos siempre es estable por productos.

Por otro lado, si X y Y son objetos fibrantes de (sSet, W,,, mono, fib,,) (que es una
categoria de modelos donde todos los objetos son cofibrantes), se deduce del Lema 8.4.5
(ver por ejemplo el Lema 4.2.2 de [Hov07]) que el conjunto simplicial Ho_msSet(X,Y)
también es un objeto fibrante, es decir un conjunto simplicial n-fibrante. O

Definimos la categoria homotépica hFib" de la categoria Fib™ de los conjuntos
simpliciales n-fibrantes como la categoria cuyos objetos son los conjuntos simpliciales
n-fibrantes y el conjunto de los morfismos es el conjunto de las componentes por tra-
yectorias Wo(HO_msSet). Se sigue inmediatamente que el funtor inclusion de Fib" en
sSet induce una equivalencia de categorias entre hFib" y la categoria de los n-tipos de
homotopia Ho, (sSet).

Observemos por tltimo que en la categoria cartesiana cerrada hFib" el funtor
Hom ¢, es el objeto de los morfismos (es decir el “hom” interno), mientras que en
la categoria cartesiana cerrada de los n-tipos de homotopia Ho, (sSet) el objeto de los
morfismos es el complejo de funciones derivado RHomgget .

§8.5.  Fijemos * un conjunto con un unico objeto y denotemos también como
al conjunto simplicial constante de valor .

Escribimos sSet, para denotar a la categoria de los conjuntos simpliciales punteados,
es decir la categoria de las parejas X = (X, x), donde X es un conjunto simplicial y
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x: » — X es un morfismo de conjuntos simpliciales del objetos final * en X. Un
morfismo de (X, z) en (Y,y) es una flecha f: X — Y de sSet tal que fz=1y.

De manera equivalente, si Set, denota a la categoria de los conjuntos punteados, es
decir la categoria de las parejas X = (X, z), donde X es un conjuntoy z: » — X es
una funcién; la categoria sSet, es isomorfa a la categoria de los funtores de la categoria
opuesta de los simplejos A° en la categoria Set,.

En todo caso, se verifica que el funtor canénico 7 : sSet, — sSet definido por la
regla (X, z) » X, admite un funtor adjunto izquierdo ( - ), : sSet — sSet, , definido
en un objeto A de sSet como la suma A, = Au *, punteado por el morfismo inclusién
canonica * — AU« .

Recordemos que la categoria sSet, admite una estructura de categoria monoidal
simétrica cerrada, cuando el tensor es el producto cuna - A - definido en dos conjuntos
simpliciales punteados X = (X,z) y Y = (Y,y), por un cuadrado cocartesiano en la
categoria sSet:

(8.27) * XAY

! !

(Xx*)l_l(*xY)—>X><Y.

La unidad del producto cuna es el conjunto simplicial constante con valores x, =
* U+, el isomorfismo de symetria es el inducido del isomorfismo canénico X xY 2 Y x X

de conjuntos simpliciales, y el cotensor es definido por la férmula:
(8.28) homYser, (X, V) = (HomsSet*(X AATY)y) s m20,
para cualesquiera X = (X,z) y Y = (Y,y) conjuntos simpliciales punteados.

COROLARIO 8.5.1. Si =1 < n < oo, la categoria de los conjuntos simpliciales pun-
teados sSet, con la estructura de categoria monoidal simétrica cerrada definida por
el porducto cuna, admite una estructura de categoria de modelos monoidal simétrica
cuando:

equivalencias débiles s (X, x) = (Y, X =Y eW, = W,
{eq } {f: X2)=y) | f I 'W,,

{ coﬁbmciones} { monomorﬁsmos} = mono

Yy { ﬁbmtions}

En particular,

{f: X,2)=Y.y) |f: X—=Y efib,} = 7 'fib,.

()+
VRS
(8.29) sSet, L sSet
~—_— 7

7 = Funtor que olvida
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es una adjuncion de Quillen.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 4.2.9 de [Hov07], esto es una consecuencia
del Teorema 8.4.2 y el Lema 8.4.5 de arriba. U

Escribimos Hon(sSet*) para denotar a la categoria de los n-tipos de homotopia
punteados, es decir la categoria homotépica de (sSet,,7~'W,,, mono, 7~ fib,), y de-
notamos como [ -, - |5 al conjunto de los morfismos en Ho, (sSet, ). Si X es un conjunto
simplicial punteado, la clase asociada a X en el conjunto de las clases de isomorfismo

de los objetos de la categoria Hon( sSet, ), es llamado el n-tipo de homotopia punteado
de X.

§8.6.  Sim >0 definimos a la m-esfera simplicial S™ := A™/JA™ por un cuadrado
cocartesiano en sSet:

*

(8.30) f— " gm

! T

«

Sea X un conjunto simplicial y a € Xy un O-simplejo de X. Del Lema de Yoneda
y de la propiedad universal de los cuadrados cocartesianos, deducimos una biyeccién
entre el conjunto X,, de los m-simplejos x de X con la propiedad:

a7 (x) = (dox, ..., dp) = (a,. .. 0) € Xppoy X oo x X

m+1
y el conjunto de los morfismos de conjuntos simpliciales:
(8.31) sm 2L X tales que of(*)=aeXp.

Observemos que si fijamos una equivalencia homotopica de espacio topolégicos:

)
Sggp > ‘Sm|
tal que ®(1,0,...,0) = x, obtenemos una funcién natural en X:
(8.32) {xeXm|di(x):a OSiSm} Tm (X, a)
La clase
X — de homotopia

punteada de |o%| o ®.

PROPOSICION 8.6.1. Sim >0 y X es un complejo de Kan, la funcion (8.32) es
sobreyectiva e identifica dos elementos x e y de su dominio si y solamente si, existe
w e Xpup tal que dyqw =2, dpyw=y ydw=a para 0 <t <m—1.
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DEMOSTRACION. En este trabajo definimos 7, (X, a) como el conjunto de las clases
de homotopia punteada de las funciones continuas punteadas (Sf;p, *) — (|X l, a) .

Ya que el espacio topologico S}’ admite una estructura de complejo celular, el

top
conjunto 7,,(X, a) se identifica con el conjunto de los morfismos [(Sf2,, *), (| X|, @) ] Top,
de la categoria de fracciones Top*[(Wigp )*1] (ver el Corolario 2.4.20 y el Teorema

2.4.19 de [Hov07]). Por lo tanto, con ayuda de la equivalencia débil S} % IS™| |

top
obtenemos una biyeccién [(|S™|, x), (|X], @) ]1op, = mm (X, a).

Por otro lado recordemos que el funtor |- | determina una biyeccién entre el conjunto
[(1S™],*), (| X],a)]Top. ¥ €l conjunto de los morfismos [(S™, *), (X,a)]% de la categoria
homotopica sSet,.[W!] (ver el Teorema 3.6.7 y el Corolario 2.4.24 de [Hov07]).

Si X es un complejo de Kan, deducimos entonces una biyeccién:

(8.33) 7o Homyge, ((S™, %), (X.0))) Tn(X,a).

[o] — [lofo @]

definida en la clase de un morfismo de conjuntos simpliciales o: S™ — X tal que
oo(*) = a, como la clase de homotopia punteada del morfismo:

m
Stop ~

|Sm+1‘ _) X .

Obtenemos asi un cuadrado conmutativo:
(8.34) Hom g, ((S™,*), (X, a)) {xeXm ‘d(x) a O<z<m}

| o

7"'O(HO_InsSet*((Sm’"()7(*)(761)» (X, a);

11

en particular la funcién (8.32) es sobreyectiva.
Para mostrar la afirmacién debemos verificar que si x,y: A™ — X son dos mor-

fismos tales que las dos composiciones:

m—1 m—1 Y

gAm X Am T Xy 9Am Am X

. a . . .
son iguales al morfismo constante OA™ — + — X | entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(1) Existe un morfismo H: A™ x Al —— X tal que:

amfl XAl

DA™ x Al Amx Al T x
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es el morfismo constante OA™ x Al — x —> X y:

proj

AN T
A’nx\&* \

A x Al ——p——> X

x50
A x AO . Am /

proj

(8.35) A x A0

son diagramas conmutativos

(11) Existe un morfismo w: A™! — X tal que la composicion:

Am Jig Am+1 'wE X
es igual a x si ¢ = m+ 1, igual a y si i« = m e igual al morfismo constante
a . .
A" — x — X si0<i<m-1.

Supongamos para empezar que se tiene un morfismo H: A™ x Al —= X como
en (1) de arriba. Para mostrar la existencia del morfismo w: A™! — X con las

propiedades deseadas como en (1), construimos primero un cuadrado conmutativo:

(8.36) (A™1x A0) || (9A™ x Al) X
(BAM+1IXA0)

‘| |

Am+1 X Al *

donde el conjunto simplicial (A™" xA%) | (9A™' x A') es la suma amalgamada de
(8A"'”+1XAO)

los morfismos:

m+1
8Am+1 o AO OA x01

a™x A0 \

Am+1 % AO

aAerl x Al ,

de la siguiente manera:
¢ es deducido de la propiedad universal de los cuadrados cocartesianos a partir del

cuadrado conmutativo:

(8.37) DA x A0 T2 g Amet AL
a™x A0 lamxAl
Am+1 x AO Am+1 X Al_

Am+1><61
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y 1 a partir del cuadrado conmutativo:

(8.38) DAm1 x A0 22N g Amet A
a™xA9 P1
Am+1 x AO )(7
P2

Om x

A™ X .

Para definir 1, vemos al conjunto simplicial 0A™*! x Al como el contcleo de las

.., proj
donde 15 es la composicién A™+ x A0 — Am+1

flechas paralelas:

U (007 xA)
1<g

L (Am—lXAl) L] (AmXAl) 7

0<i<j<m+1 0<l<m+1
J U (vjosmixAl)
Z<]

donde v es la inclusién de la [-ésima componente A™ —— | ] A™ ; entonces 1, es
O<i<m+1

inducido por el morfismo Uipi: LJ (Am X Al) —— X donde p; son definidos por las
O<l<m+1

reglas:

Po = = = P :(AmxAl—a>X)

proj T

Am

pm:<AmxA1—H>X) y pm+1:(AmxA1 X)

Verificamos que (8.38) es un cuadrado conmutativo, pues se tienen diagramas con-
mutativos para toda 0 <7 <m+ 1:

Amx A0 20 Am o AL
sieat? | o
Am+l x A0 X

b2

Ya que construimos los morfismos ¢ y ¢ del cuadrado (8.36), observemos que ¢ es de
hecho un monomorfismo y una co-equivalencia débil; en efecto, esto es una consecuencia
del Lema 8.4.5 (ver el diagrama (8.26) en su prueba), pues en el diagrama (8.37) el

monomorfismo d;: A — Al es una co-equivalencia débil.
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En particular, como por hipdtesis X es un complejo de Kan deducimos la existencia

de un morfismo & A™! x Al ——= X en un tridngulo conmutativo:

(]

(8.39) (A™*1 x AD) L (OA™H x Al) X
(BAM+1x AD) -7
ol
Am+l A1
Si definimos:
w = ( Am+1 P Am+l 5 AO AT xdo Amtl g Al S o x )7
se sigue que la composicién w o d; es igual al morfismo:
proj~! d;xdo £

Amx Al = X

Am—;>AmXAO

que de acuerdo al tridngulo (8.39) es igual al siguiente morfismo:

m .
S Amk Al

proj~! 0
Am ——— A™ x A

para todo 0 <i<m+ 1.

De la definicion de los morfismos p; deducimos que wod; = a si 0 <i <m-1,
wody, =YYy wody,; =2 como queriamos.

Reciprocamente supongamos que como en (I1) partimos de w: A™! — X un
morfismo de conjuntos simpliciales tal que wod; =asi0<i<m-1, wod,, =y y
wod,,,1 = x. Para mostrar la existencia del morfismo H: A™ x A — X como en (1),
consideremos para empezar un cuadrado conmutativo:

%

(8.40) (A™ x 9AL) L (AmHtbm x Ay — X

(Am+1,mX8A1)

/|

Am+1 X Al *

donde el conjunto simplicial (A™ x 9A") L (A™1m o Al es la suma amalgamada
(Am+LmxgAlL)y
de los morfismos:
Am+lm y GAL AT X0 Am+Lm o A1
Oé'm,”m,xaAl

Am+1 % 8A1
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El morfismo ¢ de (8.40) se deduce del cuadrado conmutativo:

Am+Lm x OAL AT a0 Am+lm o A1
a™MxIAL \ lam,mml
A+l % AL T A+ Al
y el morfismo v del cuadrado:
(8.41) Amelm s gAL AT mtm o AL
am»mxaN\ L%
Am+L 5 GAL X

2

que definimos como sigue: Para definir 1y observamos que se tiene un cuadrado cocar-

tesiano:
1%} Am+1 X AO
l lAm+1X&
Am+1 X AO — Am+1 X aAl
Am+1x50

donde 0; es el tinico morfismo de conjuntos simpliciales tal que:

0;

(A0 ALY = (A0 gar ALY,

entonces 15 es el morfismo inducido por el cuadrado conmutativo:

%) Aerl x AO
i proj
Am+1
fom
Am

|e

Am+l 5 A0 o Am+l _ s
proj w
El morfismo 1 es definido viendo al conjunto simplicial A*1xA® como el conticleo
de las flechas paralelas:

i‘zlj (l/iozij"f‘llel)
L (Am—lXAl) L (AmXAl)’

0<i<j<m+1 0<l<m+1
“1 Al
1,7#¥m ilzlj (vjodi" ™ xAT) l+m
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donde v; denota la inclusién de la [-ésima componente A™ —— || A™ ; entonces

0<l<m+1
l+m
Yy es definido como el morfismo inducido de |7|Tl: L (Am X Al) —— X donde las
0<l<m+1
l+m
7; son definidas por las reglas:
7'0="':7'm_1=(AmXA1 a X) y Tm+1=(AmXA1 proj Am x X)

Para mostrar que el cuadrado (8.41) es conmutativo, es suficiente observar que se

tienen diagramas conmutativos:

57;><AO (SZ'XAO
A™M x AO S Am+1 x AO A™M x AO N Am+1 % AO
Axd1 l L LO0, 0proj y A"x§g l l woproj
Am x Al X A™ x Al X
Ti T3

siempre que 0 <7 <m+1 con ¢ # m.
Después de haber definido los morfismos ¢ y v del cuadrado (8.40), notemos que ¢
es un monomorfismo y una co-equivalencia débil. Por lo tanto, ya que X es un complejo

de Kan existe un morfismo & A™ x Al — X como en el tridngulo conmutativo:

(]

(8.42) (A x QAL LJ (Am+bm x A1)y —— X
(Am+1,mXA1) _ /7
ol
AmHL o A1
Definimos H = ( A™ x Al om 12 AL AL - X ) Para mostrar que la compo-
sicion:
DA™ x AL 2AL Am oy AT P x

es el morfismo constante de valor a, es suficiente mostrar que la composicién:

5m°5i XAl
(8.43) Am-t AL PR A a1 Sy

es el morfismo contante de valor a para todo 0 <i < m. Pero del diagrama conmutativo
(8.42) deducimos que la composicién (8.43) es igual al morfismo:

5m,i XAl

Am—l x Al Am+1,m x Al i X
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donde 0,,; es el tnico morfismo en el tridngulo conmutativo:

5 Am+1,m
m,i _ -
- - - \l]am,m
Am-1 - Am Am+L .
5 Sm ’

por lo que (8.43) es el morfismo constante de valor a, pues:

Am-1 x Al Amx Al T X

es constante para toda 0 <i,5 <m.
Finalmente para mostrar que se tiene un diagrama conmutativo:

(8.44) Am x A0 P

A™ z
m \

Amx Al — g X

><60
Am % AO —pro.]% Am /

observemos que por el tridngulo conmutativo (8.42) se tienen cuadrados conmutativos:

proj proj
A" x AV ——= A™ A" x A0 —— A™
Amxdol lwwim:y y Amx61l lzoamoémzx
AmXAlT)X AmXAlT)X

Recordemos finalmente:

PROPOSICION 8.6.2. Sea X un complejo de Kan. Si x,y,w € X,, son m-simplejos
de X tales que o (x) = o (y) = a(w) = (a,...,a); entonces, a(z) a(y) = a(w) en
el grupo m,(X,a) (donde @ es la funcion (8.32) de arriba) si y solamente si, existe

2 € Xyt tal que dpprz =2, dpz=w, dy12=y ydiz=a para 0 <1 <m —2.

9. Categorias de modelos simpliciales de orden n

§9.1.  Si-1<n < oo, una categorfa de modelos (C, W, cof, fib, Hom,. ) enriquecida
en la categoria de modelos monoidal simétrica (sSet, W,,, mono, fib,,, x) del Lema 8.4.5
es llamada una categoria de modelos simplicial de orden n.

De manera explicita (ver §4.2 de [Hov07]), una categoria de modelos simplicial de

orden n es una categoria C, con una estructura de categoria de modelos (C, W, cof, fib)
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y un enriquecimiento en la categoria cartesiana cerrada de los conjuntos simpliciales

sSet (ver [Kel82]):

Hom,(-,-)
Cor xC ——— > sSet ,

que cumple las siguientes propiedades:

CMSI1. El enriquecimiento admite un tensor y un cotensor, es decir si X y Y son

objetos arbitrarios de C, se tienen adjunciones:

X®- Y
VS VRS
(9.1) C L sSet y cop . sSet .
~— 7 ~— 7
HOJC(XV) HOJC(WY)

CMS2¢. Si j: A — B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales y ¢: X — Y
es una cofibracion de C, entonces el morfismo ¢ en el siguiente diagrama suma

amalgamada:
(9.2) X®A ved YoA
X®j‘ ‘ Yoi
XebBb Xe®eB|lY®A
X®A
\_\i
= Y®B,

es una cofibracion de C, la cual es también una equivalencia débil si j es una
n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales, o si ¢ es una equivalencia débil
de C.

Se verifica sin dificultad que CMS2? es equivalente a cada una de las siguientes
propiedades:
CMS2¢®. Si j: A — B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales y p: X — Y

es una fibraciéon de C, entonces el morfismo ¥ en el siguiente diagrama pro-
ducto fibrado:

(9.3)
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es una fibraciéon de C, la cual es también una equivalencia débil si j es una

n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales, o si p es una equivalencia débil

de C.

CMS2Hem S j: 7 — W es una cofibracién de C y p: X — Y una fibracién, entonces
el morfismo 1 en el siguiente diagrama producto fibrado:

D«

(9.4) Hom,, (W, X) ’\
e

Hom.(Z,X) x Hom,(W,Y) Hom,(W,Y)
HOJc( Y)
| \
Hom,(Z,X) - Hom,(Z,Y)

es una fibracién de (sSet, W,,, mono, fib,,, x), la cual es también una n-equi-
valencia débil si j o p es una equivalencia débil de C.

Deducimos facilmente:

LEMA 9.1.1. Sea -1 <n < o0 y C una categoria de modelos simplicial de orden n.
Entonces se cumple:

(1) Si ¢ X —Y es una cofibracion (resp. cofibracion trivial) de C, entonces
g®A: XA —Y ®A es una cofibracion (resp. cofibracion trivial) de C
para todo conjunto simplicial A

(11) Si j: A— B es un monomorfismo (resp. un monomorfismo y una n-equi-
valencia débil) de conjuntos simpliciales y X es un objeto cofibrante de C,
entonces X ® j: X ® A — X ® B es una cofibracion (resp. cofibracion tri-
vial) de C.

() Si pr X — Y es un fibracion (resp. una fibracion trivial) de C, entonces
pA: XA — Y4 es una fibracion (resp. fibracion trivial) de C para todo con-
gunto simplicial A.

(tv) Sij: A— B es un monomorfismo (resp. un monomorfismo y una n-equiva-
lencia débil) de conjuntos simpliciales y X es un objeto fibrante de C, entonces
Xi: XB — XA es una fibracidn (resp. fibracion trivial) de C.

(V) Si ¢ Z — W es una cofibracion (resp. cofibracion trivial) de C y X es
un objeto fibrante de C, entonces ¢*: Hom,(W, X) — Hom.(Z, X) es una
fibracion (resp. fibracion trivial) de (sSet, W,,, mono, fib,,).
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(vi) Si j: X — Y es un fibracion (resp. una fibracion trivial) de C y Z es un
objeto cofibrante de C, entonces j*: Hom,(Z,X) — Hom.(Z,Y) es una fi-
bracion (resp. fibracion trivial) de (sSet, W,,, mono, fib,,).

En particular, si X es un objeto cofibrante de C, Y es un objeto fibrante de C y A
es cualquier conjunto simplicial, entonces X ® A es un objeto cofibrante de C, Y4 es
un objeto fibrante de C y el conjunto simplicial Hom.(X,Y") es un objeto fibrante de la
categoria de modelos (sSet, W,,, mono, fib,,) del Teorema 8.4.2.

§9.1.1.  Notemos que si (C, W, cof, fib, Hom,) es una categoria de modelos sim-
plicial de orden n y denotamos como [ -, - J¢ al conjunto de los morfismos en la categoria
de fracciones C[Wfl], la transformacién natural Home( -, ) — [+, - ]¢ induce una
biyeccion:

mo(Hom, (X,Y)) = [X,Y],
para cualquier objeto cofibrante X de C y cualquier objeto fibrante Y de C.
En efecto, se sigue del Lema 9.1.1 que si X es un objeto cofibrante de C entonces:

XuX id+id X

\X®A1/r;1

10+%1

es un objeto cilindro de la categoria de modelos (C, W, cof, fib), donde p es la equiva-

lencia débil:
X®og

XAl — = XAl 2 X

y las cofibraciones i y 7; son respectivamente las siguientes composiciones:

X2XoA 2% XeAl vy X =XeAl 2L YeAl .

Maés ain si =1 < n < m < oo entonces la propiedad CMS2® implica la propiedad
CMS2¢, pues en este caso W, € W,, €W, c W_;. Por lo tanto:

LEMA 9.1.2. St -1 <n <m < oo y (C,W,cof,fib,Hom,) es una categoria de
modelos simplicial de orden n, entonces (C, W, cof, fib, Hom.) también es una categoria
de modelos simplicial de orden m.

En particular, si X est un objeto cofibrante de C y Y es un objeto fibrante, el tipo
de homotopia del conjunto simplicial Hom,(X,Y'), es igual al complejo de fonciones
derivado RHom¢(X,Y') definido por la localisacion simplicial L(C, W) de [DK80a,
DK80c, DKS80b], o construido a partir de resoluciones fibrantes y cofibrantes como
en §5.4 de [Hov07] o el capitulo 18 de [Hir03].

DEMOSTRACION. Ver el Corolario 4.7 de §4.3 en [DK80b]. O
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§9.1.2. Sea n > —1 un numero entero y C una categoria de modelos simplicial
de orden oco. Notemos que si C cumple la propiedad CMS22, o equivalentemente la

propiedad CMS2Hom: es decir si C es de hecho una categoria de modelos simplicial de
orden n, deducimos del Lema 9.1.1 la siguiente propiedad:

Para todo objeto cofibrante X de C y todo objeto fibrante Y, el con-
junto simplicial Hom,(X,Y") es un objeto fibrante de la categoria
de modelos (sSet, W,,, mono, fib,,) del Teorema 8.4.2; es decir
Hom,(X,Y') es un complejo de Kan tal que 7Tk(HO_IIlC(X, Y), f) =0
para toda k > n+1y todo morfismo f: X — Y . En particular, por
el Lema 9.1.2 se tiene que ﬂk(RHomc(Z, W), f) =0 para todo mor-
fismo f: Z — W de C y todo ntimero natural k >n + 1.

Mostremos un inverso parcial (ver también el Corolario 9.1.4):

PROPOSICION 9.1.3. Si C es una categoria de modelos simplicial de orden oo y

n > -1 es un numero entero, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Si k>n+1 es un nimero natural y f: Z — W es un morfismo arbitrario
de C, se tiene que Wk(RHomC(Z,W),f) =0.

(11) Si X es un objeto cofibrante de C y Y es un objeto fibrante, el conjun-
to simplicial Hom.(X,Y") es un objeto fibrante de la categoria de modelos
(sSet, W,,,mono, fib,,) del Teorema 8.4.2.

(11) El morfismo X ® j: X ® A — X ® B es una equivalencia débil de C, si X
es un objeto cofibrante de C y j: A — B es una n-equivalencia débil de
conguntos simpliciales.

(tv) Si X es un objeto cofibrante de C, - X —Y es una cofibracion de C y
j: A — B es un monomorfismo y una n-equivalencia de conjuntos simpli-

ciales, entonces la cofibracion ¢: X ® B || Y® A—Y ® B del diagrama
X®A

(9.2) es una equivalencia débil de C.

(V) El morfismo X ® ap: X ® x — X ® A es una equivalencia débil de C si X
es un objeto cofibrante de C y (A,aq) es un conjunto simplicial punteado tal
que T, (A, ag) =0 para toda 0 <m < n.

(vi) El morfismo X ® j*: X @ x — X ® S¥ es una equivalencia débil de C, para
todo objeto cofibrante X de C y toda k > n + 1, donde j*: x — SF es el
morfismo candnico.

DEMOSTRACION. Para empezar notemos que la equivalencia (1) <>(11) es una con-
secuencia de los Lemas 9.1.1 y 9.1.2.



EL DETERMINANTE DE DELIGNE 121

(11) =(111): Sea X un objeto cofibrante de C y j: A — B una n-equivalencia débil

de conjuntos simpliciales. Consideremos para empezar un diagrama conmutativo:

A B
| |
A B

donde A’, B’ son complejos de Kan y los morfismos verticales son oco-equivalencias

débiles y monomorfismos, deducimos un diagrama conmutativo en C:

X®j

XoA X®B
| |
XA X B
X®j

donde los morfismos verticales son cofibraciones triviales entre objetos cofibrantes de C
por el Lema 9.1.1. En particular X ® j es una equivalencia débil de C, si y solamente si
X ®j loes.

Para mostrar ahora que X ® j’ es una equivalencia débil de C, notemos que basta
mostrar que para todo objeto fibrante W de C la funcién (X ® j’)* en el siguiente

diagrama conmutativo:

(9.5) (X ® B, W]e (e [X ® A, W]e
IS 1S
7o(Hom, (X ® B/, W)) 7o(Hom, (X ® A", W))

IS IS

7o Hom,geq (B, Homy (X, W) ) o Hom,g,, (A', Home (X, ) ) )

—=~>>"sSet

("

es biyectiva, donde [ - ] c denota al conjunto de los morfismos de la categoria homotopi-
caC [W‘l].

Por otro lado, por el Lema 9.1.1 el conjunto simplicial Hom. (X, W) es un complejo
de Kan, ya que X es un objeto cofibrante y W un objeto fibrante de C. En particular,

se sigue del Corolario 12.1.2 y de (11) que el morfismo inducido:

"THom (X, W)

(9.6) Hom, (X, W)

qun+1—(Hom (X7 W)
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es una oo-equivalencia homotopica entre complejos de Kan. Deducimos del Lema 12.1.3

y de (9.6) el siguiente diagrama conmutativo:

(9.7)
Wo(HomcSet(B',Homp(X,W))) v WO(Homsset(A’,Homg(X,W)))
s s
7o(Homyg e (B, c5a,. Home (X, 1)) ) 7o(Homgg e, (A', e5q,,. Home (X, W)

IS (15

7TO(HO*HIsSet (qun+1 B,a qun+1H()7mC(X, W))) o (@sSet(csqn+1 A,v qun+1HoimC(X» W)))
IS 15y

[csqn+1 B’,csq,,, Hom, (X, W)] [csqn+1 A’ csq,, . Hom, (X, W)]oo

oo (esap 57)"

donde [-, -]oo denota al conjunto de los morfismos en sSet [W;}]

Finalmente, como j’: A’ — B’ es una n-equivalencia débil entre complejos de
Kan, se sigue del Corolario 12.1.2 que csq,,,; j" csq,,; A’ — csq,,,; B’ es una oo-
equivalencia débil. Por lo tanto (9.7) es una funcién biyectiva, y entonces también (9.5)
es una biyeccion.

(111) =(1v): Sea X un objeto cofibrante de C, ¢ X — Y una cofibracién de C
y j: A—= B es un monomorfismo y una n-equivalencia de conjuntos simpliciales.
Notemos primero que Y también es un objeto cofibrante de C. Deducimos de (111) y
del Lema 9.1.1 que los morfismos X ® j vy Y ® j del diagrama (9.2) son cofibraciones
triviales de C. Como las cofibraciones triviales son estables por cocambio de base y
las equivalencias débiles cumplen la propiedad 2-de-3, se sigue que la cofibracion ¢ del
diagrama (9.2) es una equivalencia débil de C.

(1v) =(V): Sea X un objeto cofibrante de C y (A, ap) un conjunto simplicial puntea-
do tal que 7,,(A, ag) = 0 para toda 0 < m < n. Notemos que por hipdtesis ap: * — A es
un monomorfismo y una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales. Si consideramos
también a la cofibracién @ — X donde @ es un objeto inicial de C, deducimos de (1v)
que X ® ap: X ® x — X ® A es una equivalencia débil de C.

(v) =(v1): Sabemos que 7,,(S*, x) = 0 siempre que 0 < m < k, en particular esto se
cumplesik>n+1y0<m<n.

(vi) =(11): Sea X un objeto cofibrante de C y Y un objeto fibrante. Notemos
primero que si k > n+ 1, el morfismo Hom,(X ® S¥,Y) — Hom,(X ® »,Y) inducido
de la cofibracién trivial X ® j*, es una fibracién trivial de la categoria de modelos
(sSet, W,, mono, fib,, ) segin el Lema 9.1.1.

Si f: X — Y es un morfismo de C, deducimos del siguiente diagrama cartesiano
de conjuntos simpliciales:
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Hom, g, ((S",#), (Home (X, Y), f)) —— Hom, g, (S*, Hom (X, Y)) = Hom (X © S*,Y)

<j’l)* j(xm’“)*
¥
* Homcset(*,Homp(X,Y))EHomc(X®*,Y),

que Homgg, ((S*,*),(Homy(X,Y),f)) — * es una fibracién trivial de la categorfa de
modelos (sSet, W, mono, fib,,).

En particular, Wk(mc(va)vf) = 7TO(H:O_IHSSet*((8197 *)7 (}b_mc(ny),f))) =0
(ver la biyeccién (8.33) en la prueba de la Proposicién 8.6.1). O

Deducimos facilmente de la Proposicién 9.1.3:

COROLARIO 9.1.4. Si n > -1 es un entero y C es una categoria de modelos sim-
plicial de orden oo con la propiedad que todos sus objetos son cofibrantes, entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Sik>n+1 entonces m(RHome(Z, W), f) =0 para todo f: Z — W .
(11) C cumple la propiedad CMS2

una categoria de modelos simplicial de orden n.

®  es decir la estructura de C es de hecho la de

n’

§9.2.  Definimos una categoria de modelos simplicial punteada de orden n, como
una categoria de modelos enriquecida en (sSet,,7~'W,,, mono, 7~!fib,,, A) la categoria
de modelos monoidal del Corolario 8.5.1.

De manera explicita, una categoria de modelos simplicial punteada de orden n es
una categoria C, con una estructura de categoria de modelos (C, W, cof,fib) y un
enriquecimiento Ho_mf;t( -, +) en la categoria monoidal simétrica cerrada (sSet*, /\) (ver
§8.5) tal que:

CMS1Pt, El enriquecimiento admite un tensor y un cotensor, es decir si X y Y son

objetos arbitrarios de C, se tienen adjunciones:

XA- Yn
T~ T~
(9.8) C * sSet, y c + sSet, .
~_ 7 ~_ 7
Homlc)t(X7~) Homp:.t(-,Y)

CMS2,. Si j: A— B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales punteados y

¢: X — Y es una cofibracién de C, entonces el morfismo v en el siguiente



124 ErLHOIM SUMANO

diagrama suma amalgamada:

gAA

(9.9) XnA YAA
XAjI | Ynaj
XAB XABVYAA
XAA
\\lx:
onB YAB,

es una cofibracion de C, la cual es también una equivalencia débil si j es
una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales punteados, o si ¢ es una

equivalencia débil de C.

De manera equivalente (ver la Proposicion 4.2.19 de [Hov07]):

LEMA 9.2.1. Si (C, W, cof, fib) es una categoria de modelos, con un enriquecimiento
en la categoria cartesiana cerrada de los conjuntos simpliciales:

Hom .
(9.10) CorxC ———""+ sSet ;

los enunciados siguientes son equivalentes:

(1) (C,W,cof,fib,Hom,) es una categoria de modelos simplicial de orden n yC
es una categoria punteada (es decir si @ es un objeto inicial de C y * es un
objeto final, el inico morfismo @ — x es un isomorfismo).

(11) El funtor Hom,(-, -) admite una extension:

HomP'(-,-)

(9.11) C? x C ———  sSet,
a lo largo del funtor que olvida w : sSet, — sSet con la propiedad que
(C,W,cof,ﬁb,Hompgt) es una categoria de modelos simplicial punteada de
orden n.

DEMOSTRACION. Recordemos para empezar la prueba de la siguiente afirmacion:
Sea C una categoria con un objeto inicial @ y un objeto final . Si nos damos un
enriquecimiento (9.10) de C en la categoria cartesiana cerrada sSet, los enunciados
siguientes son equivalentes:

(a) La categoria C es punteada, es decir el unico morfismo @ — % es un iso-
morfismo.

(b) El funtor (9.10) admite una extensién (9.11) a lo largo del funtor que olvida
el punto base 7: sSet, — sSet .
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En efecto, si suponemos que C es una categoria punteada, definimos para X y Y

objetos de C el siguiente conjunto simplicial punteado:
(9.12) HomP'(X,Y) = (Homo(X,Y),*X),

donde % denota al morfismo cero X — » 2@ — Y . Se muestra fdcilmente que
Ho_mgt es un funtor en dos variables.

Reciprocamente, supongamos que (9.10) admite una extensién (9.11) a lo largo del
funtor que olvida 7 : sSet, — sSet ; entonces el conjunto simplicial Hom.(*, &) es
no vacio, en particular el morfismo canénico @ — * es un isomorfismo.

Por otro lado, si C es una categoria punteada con un enriquecimiento (9.10) en la
categorfa cartesiana cerrada sSet, mostremos que Hom,, verifica la propiedad CMS1,
si y solamente si el enriquecimiento (9.12) verifica la propiedad CMS1Pt.

En efecto, sean X y Y objetos de C y consideremos adjunciones:

X®- Y
VR VR
(9.13) C L sSet y Ccop L sSet .
~— 7 ~— 7
EHHEC()L') EkHEC('vyj

Definimos funtores adjuntos:

XA- YN
VR VR
(9.14) C * sSet., y C + sSet, ,
~— 7 ~— 7
Hom®" (X,-) HomP'(-,Y)

tomando para todo conjunto simplicial punteado A = (A, ag) un cuadrado cocartesiano

y un cuadrado cartesiano de C:

* XnA * ynA

(9.15) | I v | !
X ®* XoA Yy * y A
X®ag Y @0 ’

respectivamente.

Para mostrar que los funtores (9.14) son efectivamente adjuntos, es suficiente con
aplicar los funtores Home( —,Y") y Home (X, —) alos cuadrados (9.15) respectivamente,
recordar que Home(*,Y) 2 » = Home (X, ») para C punteada y observar que se tiene
un cuadrado cartesiano de conjuntos simpliciales:

x Homgse, (4, Hom®' (X, Y))

§l |

HomsSet(*,HomC(X,Y)) HomSSet(A,Homc(X,Y)>.

*

—oag
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Notemos también que las siguientes composiciones de adjunciones:
(9.16)

Py () v (s

C + sSet, i sSet y C% L sSet, i sSet .
— -~ ~— ~_~
Homf' (X, ") w Homg'(+,Y) m

son isomorfas a las adjunciones (9.13). En particular, si reciprocamente suponemos que
Ho_mgt verifica la propiedad CMS1Pt, deducimos las adjunciones (9.13) componiendo
como en (9.16).

Finalmente, si C es una categoria de modelos punteada con un enriquecimiento
Hom, (-, -) en la categorfa cartesiana cerrada sSet, verificando la propiedad CMS1;
mostremos que Hom,, verifica la propiedad CMS22, si y solamente si el enriquecimiento
(9.12) verifica la propiedad CMS2/.

En efecto, supongamos que Hom, verifica CMS2¢. Si j: A — B es un mono-
morfismo de conjuntos simpliciales punteados y ¢: X — Y es una cofibracién de C,

debemos mostrar que el morfismo ¢ en el diagrama cocartesiano:

qgAA

(9.17) XnrA YAA
X/\jl | Ynaj
XAB XABVYAA
XAA
\—\U:
onB Y AB,

es una cofibracién, la cual es también una equivalencia débil si j es una n-equivalencia
débil de conjuntos simpliciales, o si ¢ es una equivalencia débil de C.
Para ello consideremos el diagrama cocartesiano de C:

q®TA

(9.18) XorA YeorA

X®7rj‘ | Y®mnj

XeonB XemB V YernA

XeorA
\\—@i
YeorB,

q®nmB

asociado a la cofibracion ¢: X — Y de C y al monomorfismo de conjuntos simpliciales
mj: mTA — 1B subyacente a j.

Ya que por hipétesis Hom,, verifica la propiedad CMS2®, se sigue que el morfismo
¢ de (9.18) es una cofibracién de C, la cual también es una equivalencia débil si 75 es
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una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales, o si ¢ es una equivalencia débil de
C.

Por otro lado, observemos que en el diagrama:

Y Aj

(9.19) * YAA (XAB) V (YAA)

(XAA)
| e

Yor —=YorA—— (XonrB) V (Y®wA)T>Y®wB,

Y®nj

YAB

el cuadrado (7) es cocartesiano ya que se descompone en dos cuadrados cocartesianos
de C:

(9.20) YAA V(Y AA) (XAB) V (Y AA)
* (XAA)

| | |

YmA— (X®x*) V (Y®7A) — (Xo7nB) V (YeorA);
2 (X®%) (XorA)

donde el cuadrado derecho es construido como un colimite de diagramas cocartesianos:

* XnA YAA YAA * XAB
T T T oy T
X@x — X@nA, YeomrA—YorA Xeorx —— X®7B.

Se sigue que el cuadrado (i7) del diagrama (9.19):

(9.21) (X/\B)( V )(Y/\A) YAB
| |

(XenB) V (YeomA) ——=Y ®7B,
(X®nB) g

es un cuadrado cocartesiano de C.

Ya que las familias de morfismos cof y cof n'W | son estables por cocambios de base
en toda categoria de modelos; concluimos que si el morfismo ¢ es una cofibracion de C
(resp. una cofibracion trivial), entonces el morfismo ¥ es también una cofibracién (resp.
una cofibracién trivial).

En particular, el morfismo 1) es una cofibracién la cual también es una equivalencia
débil si 7 es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales punteados, o si ¢ es una
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equivalencia débil de C. Por lo tanto, si Hom, verifica la propiedad CMS2®, entonces
Hompgt verifica la propiedad CMS2).

Reciprocamente, si Hompct satisface la propiedad CMS2/, para mostrar que Hom,,
verifica la propiedad CMS2® observemos que X ® A = X A (A,). O

Notemos que por el Lema 9.2.1 y el Corolario 8.5.1 se tiene en particular que
(sSet,, 7~'W,,, mono, 7-'fib,)) es una categoria de modelos simplicial de orden n con

el enriquecimiento:

HomsSet* ( BN )

(9.22) sSet, x sSet,

sSet |

definido por Hom g, (X,Y),, = W(homgset*(X,Y)) = Homgget, (X A AT Y) para
m > 0, donde 7 es el funtor que olvida de sSet, en sSet y homfge (-, -) es el funtor
(8.28).

Los funtores tensor y cotensor son:

XA( )+ Y-
T T~
sSet, L sSet y sSet? L sSet ,
\_/ \_/
msset* (X7) @sSet*('vy)

donde (Y¥) = Homgser, (K. A AP, Y) = Homgset (K x A™, 7(Y)) si m 2 0.
§9.2.1.  Recordemos la construccion de los funtores suspension y espacios de lazos

en el contexto de las categorfas de modelos simpliciales punteadas (ver §6.4 de arriba
y el Capitulo 6 de [Hov07]):

LEMA 9.2.2. Sea -1 <n < oo y C una categoria de modelos simplicial punteada de
orden n. Si St denota al circulo simplicial visto como un conjunto simplicial punteado
(ver §8.6), entonces la adjuncion - AS* 4 -*S" inducida de las adjunciones (9.8) es una

adjuncion de Quillen, y la adjuncion derivada:

(")

es isomorfa a la adjuncion ¥ - $2 de la Proposicion 6.4.5.
En particular, si X y'Y son cualesquiera dos objetos de C hay isomorfismos natu-
rales:

(9.23) [ZF(X),Y], = m(RHome(X,Y), ) = [X,Q%Y)],  si k20,



EL DETERMINANTE DE DELIGNE 129

donde +% es el morfismo cero de X en'Y de C y X0 = QO es el funtor identidad de
Ho(C)*.

DEMOSTRACION. Mostremos que la adjuncién -*S" - - A S! es una adjuncién de
Quillen. Para ello observemos que por la propiedad CMS2/ si consideramos una co-
fibracién f: X — Y de C (resp. una cofibracién trivial), el morfismo f A S! es una
cofibracién de C (resp. una cofibracién trivial). Dicho de otro modo, el funtor - A St es
adjunto de Quillen izquierdo.

Por otro lado, de la definicién del conjunto simplicial S! tenemos un cuadrado

cocartesiano de sSet:

« — gl

(9.24) | |

oAl Al

Si denotamos como (8A1, [O]) (resp. (Al, [O]) ) al conjunto simplicial punteado
cuyo conjunto simplicial subyacente es A! (resp. Al), y el punto base es el 0-simplejo

[0]; se sigue que el cuadrado (9.24) induce un cuadrado cocartesiano de sSet,:

* st

T !

(oA, [0]) (A%, [0])

Por lo tanto, tenemos un cuadrado cocartesiano de C:

XAx—> XSt

(9.25) | (I

X A (0AY,[0]) —— X A (AL, [0])

para todo objeto X de C.

Observemos que por la propiedad CMS2/ y el Lema 6.1.2; el cuadrado (9.25) es
homotépicamente cocartesiano si X es un objeto cofibrante. En particular, se sigue del
Lema 6.4.1 que para mostrar el resultado deseado, es suficiente notar que se tienen
isomorfismos de C:

X Ax— % y XA(@AI,[O])—>X,
y una equivalencia débil:
XA (Al,[O]) — *.

En efecto, para empezar observemos que si X es un objeto arbitrario de C, el pro-
ducto X A x es un objeto cero de C ya que el funtor X A - conmuta con colimites y =

4Los isomorfismos (9.23) son vélidos para categorfas de modelos no simpliciales, ver por ejemplo
el Capitulo 6 de [Hov07] o [Qui67] para 0< k<1
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es un objeto cero de sSet,. En segundo lugar, ya que el conjunto simplicial punteado
(8A1, [O]) es isomorfo a A?, la unidad de la categoria monoidal sSet, con el produc-

to cuna, se sigue que el objeto X A (8A1, [O]) es candnicamente isomorfo a X en C.

Deducimos asf isomorfismos X A+ —  y X A (9A!,[0]) — X de C.

Por otro lado, observemos que el morfismo dy: A — Al es una cofibracién y una
n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales para toda —1 < n < oco; por lo que el
morfismo que deducimos X Adi: X A (A, [0]) —= X A (A, [0]) , es una equivalencia
débil de C cuando X es cofibrante por la propiedad CMS2.

Finalmente, si X’ es un reemplazo cofibrante X y Y’ es un remplazo fibrante de Y,

se tiene para k > 0 los siguientes isomorfismos:

[Z"(X), Y]

112

mo(Home (X A (8" -+ S1),¥7))
k

112

(Homc /\S]’C '))
WO(HomsSet S 7HO_mgt(X’ )))
m,(RHome (X, Y), *X)

112

112

Mostremos la siguiente version punteada de la Proposicién 9.1.3:

COROLARIO 9.2.3. Sea n >0 un nimero natural. Si C es una categoria de modelos
simplicial punteada de orden oo (ver el Lema 9.2.1), los siguientes enunciados son
equivalentes:

(1) m(RHom2 (Z,W)) = my(RHome(Z, W), %) = 0 para toda k >n+1 y cua-
lesquiera objetos Z y W de C.
(11) Si k>n+1 entonces ﬂk(Ho_mZt(X,Y)) = ﬂk(Ho_mC(X,Y), *}E) =0 para todo
objeto cofibrante X y todo objeto fibrante Y de C.
(11) El funtor X*: Ho(C) — Ho(C) es isomorfo al funtor cero para toda k > n+1.

(1v) El funtor QF: Ho(C) — Ho(C) es isomorfo al funtor cero para toda k > n+1.

(V) El morfismo X Aj: X ANA— X AB es una equivalencia débil de C, para
todo objeto cofibrante X de C y toda n-equivalencia débil j: A — B entre
conjuntos simpliciales reducidos (ver §10.1).

(v1) El morfismo X A j*: X Ax — X ASF  es una equivalencia débil de C, para
todo objeto cofibrante X de C y toda k > n + 1, donde j*: » — SF es el
morfismo candnico (Nota que X Ax 2 x).
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DEMOSTRACION. Los enunciados (1), (111) y (Iv) son equivalentes como consecuen-
cia del isomorfismo (9.23) del Lema 9.2.2. Por otro lado (1) < (11) se sigue del Lema
9.1.2.

(11) = (v): Sea X un objeto cofibrante de C y j: A — B una n-equivalencia débil
entre conjuntos simpliciales reducidos. La prueba que haremos es similar a la prueba de
la implicacion (11) = (111) de la Proposicién 9.1.3, en particular notemos que podemos
suponer que los conjuntos simpliciales reducidos A y B son complejos de Kan (ver la
Proposicién 10.1.2).

Por otro lado, si W es un objeto fibrante de C, obtenemos un diagrama conmutativo
de funciones como en (9.5):

(Xni)"

(9.26) [X AB,W]e [XAA W]
1S 1S
mo(Home (X A B,W)) o(Home (X A A, W))
1S 1S
7o(Homyg., (B, Hom?' (X, W) ) 7o(Homyg, (4, Hom® (X, W)))
1S 1S
ﬂo(Homsseto (B, #(Hom?' (X, W)))) WO(HomssetO (A4, #(Hom?' (X, W))))

Il I
Wo(Homsset(B, H(Hom? (X, W)))) — Wo(HomSSet(A, H(Hom® (X, W))))
J
donde [-, ] c denota al conjunto de los morfismos de la categoria homotépica C [W‘l]
(ver la adjuncion (10.2)).
Més atn, en esta ocasién el enunciado (11) con el Lema 10.1.7 implican que el
morfismo canoénico:

H(Hompgt(X, W)) ——— CsQ,q (7—[(H0mpgt(X7 W)))

es una oo-equivalencia débil entre complejos de Kan reducidos. Deducimos en particular
como en la prueba de la Proposicion 9.1.3 que el morfismo X Aj: X AA — X AB es
una equivalencia débil de C.

(V) = (vi): Como n >0; si k >n+1 entonces k >n+1 > 1, en particular j*: ~ — Sk
es una n-equivalencia débil entre conjuntos simpliciales reducidos si k > n + 1.

(vi) = (11): La prueba es similar a la prueba de (vi) = (11) en la Proposicién 9.1.3.
En efecto, si X es un objeto fibrante de C, Y es un objeto cofibrante y k >n +1 es un
numero natural, el morfismo de conjuntos simpliciales:

(Xng*)*
Homc (X AS",Y) Hom (X A %,Y)

s 1S
Ho—msSet* (Skv Ho_m?(X, Y))

() HO—mSSet*(*aHO_mzt(X,Y)) &



132 ErLHOIM SUMANO

inducido del morfismo canénico j*: * — SF es una fibracién trivial de la categoria de
modelos (sSet, W, mono, ﬁboc,)7 yaque XAj*: X A+ — X ASF esuna equivalencia

débil de C.
En particular, ﬂk(Homc(X,Y), *};) i~ 7T0<HomSSet*(Sk,Hompgt(X,Y))) = 0. O

Deducimos:

COROLARIO 9.2.4. Sea C una categoria de modelos simplicial punteada de orden oo

con la siguiente propiedad:

e Si en un cuadrado homotopicamente cocartesiano de C:
A B
* C

el objeto C' es débilmente contraible (es decir si el morfismo » — C es

f

(9.27)

una equivalencia débil), entonces el morfismo f: A — B es una equivalencia
débil de C°.
Sin >0 es un numero natural, entonces los siguientes enunciados son equivalentes
(ver el Corolario 9.2.3):
(1) m(RHom2 (Z, W)) = my(RHome(Z, W), %) = 0 para toda k >n+1 y cua-
lesquiera objetos Z y W de C.
(11) wk(RHomc(Z, W), f) =0 para toda k >n+1 y para todo morfismo f de C.

DEMOSTRACION. Sea n > 0 y supongamos (I). Si X es un objeto cofibrante de C,
se sigue del Corolario 9.2.3 y de (1) que el morfismo X A j¥: X Ax — X ASF es una
equivalencia débil de C si k >n + 1, donde j*: « — S* es el morfismo candnico.

Notemos por otro lado que como X y * son objetos cofibrantes de C ( @ — » es
una cofibracién como lo es cualquier isomorfismo), se sigue de los Lemas 9.1.1 y 6.1.2

que el siguiente cuadrado cocartesiano de C:

k

X®*&X®Sk

l |

* X/\Sk

es un cuadrado homotépicamente cocartesiano.

SEsta propiedad también se puede enunciar de la siguiente forma: Un morfismo de C es una

equivalencia débil si y solamente si su cofibra homotépica es débilmente contraible.
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Como se tiene una equivalencia débil de C:

X agk A
x 2 X Ax —— X ASF |

deducimos de la propiedad () que X ® j*: X ® *x — X ® S¥ es una equivalencia débil
de C. Se sigue de la Proposicién 9.1.3 que (1) = (11). O

Se sigue de los Corolarios Corolario 9.1.4, 9.2.3 y 9.2.4:

COROLARIO 9.2.5. Sea C una categoria de modelos simplicial punteada de orden oo

con las siguientes propiedades:

e Todos los objetos de C son cofibrantes.

e Si en un cuadrado homotdpicamente cocartesiano de C:
A B
* C

el objeto C' es débilmente contraible (es decir si el morfismo » — C es

f

(9.28)

una equivalencia débil), entonces el morfismo f: A — B es una equivalencia
débil de C.

Sin >0 es un numero natural, entonces los siquientes enunciados son equivalentes:

(1) QF: Ho(C) — Ho(C) es isomorfo al funtor cero para toda k >n+ 1.

(11) C cumple la propiedad CMS2) o equivalentemente la propiedad CMS2® (ver
el Lema 9.2.1), es decir la estructura en C es de hecho la de una categoria de
modelos simplicial punteada de orden n.

§9.3.  Recordemos que si C es una categoria con un objeto final *, la categoria
C. de los objetos punteados de C es la categoria de las parejas X = (X, x) donde X es
un objeto de C y z: » — X es una flecha. Un morfismo de (X, z) en (Y,y) es una
flecha f: X —Y de C tal que fz =y.

Si suponemos ademas que C es una categoria con sumas finitas, se muestra facilmente

que el funtor que olvida 7 : C, — C definido por la regla (X,z) » X, admite un
adjunto por la izquierda (- ), : C — C, , definido en un objeto A de C como la suma
A, = Au *, punteado por el morfismo canénico * — AU * .

No es dificil de demostrar que si C es una categoria punteada entonces la adjuncién
(+); -7 es una equivalencia de categorias.

El siguiente enunciado es la Proposicién 1.1.8 de [Hov07]
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LEMA 9.3.1. Si C es una categoria de modelos, la categoria de los objetos punteados
C. admite una estructura de categoria de modelos, cuando las equivalencias débiles (resp.

las cofibraciones, las fibraciones) son los morfismos f: (X,z) = (Y,y) cuyas flechas

subyacentes f: X =Y son equivalencias débiles (resp. cofibraciones, fibraciones) de

C. En particular:
(929) C* 1 C )

es una adjuncion de Quillen.
Mostremos el siguiente enunciado:

LEMA 9.3.2. Sea C una categoria de modelos con la propiedad que el morfismo
canonico & —= * sea una cofibracion. Si:

(A,ao) (B,bo)

(9.30) x = l l
(C, ) (D, dyp)

es un cuadrado conmutativo de C, la categoria de modelos de los objetos punteados de
C del Lema 9.3.1, y:

A B
(9.31) (%) = l l
C D

es el cuadrado conmutativo inducido en C por el funtor que olvida el punto base, entonces
(9.30) es un cuadrado homotdpicamente cocartesiano en C, si y solamente si (9.31) es
un cuadrado homotopicamente cocartesiano en C.

DEMOSTRACION. Consideremos para empezar un diagrama conmutativo de C:

N 7~
(9.32) l

X
-

7 |
w

B

\
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que se construye a partir de factorizaciones en C:

ao
*

A - A— B A-——>A——>C
Y y Y
} A/ / \ X \ % /
y tomando una suma amalgamada W =Y bt X en C. En particular existe un (tinico)

morfismo ¢: W — D en C que completa (9.32) en un diagrama conmutativo.
Por otro lado, notemos que existe un tnico cuadrado conmutativo en C,:

(A", ap) —— (X, z0)

v- | l

(Y7 yO) (W7 wO)

el cual es un cuadrado cocartesiano en C, y cuya imagen por el funtor que olvida el

punto base 7(2)) es igual a la cara de enfrente del cubo (9.32). M4s atin, se verifica sin
dificultad que (9.32) es de hecho un morfismo en C, de 2 en X.

Notemos que por el Lema 6.1.2 el cuadrado conmutativo ) es un cuadrado ho-
motopicamente cocartesiano de C,; ademas, como el morfismo canénico @ — » es
una cofibracién de C, se sigue también del Lema 6.1.2 que el cuadrado conmutativo
7(2) es un cuadrado homotépicamente cocartesiano en C. En particular, por el Lema
6.2.1 tenemos que X (resp. (X)) es un cuadrado homotépicamente cocartesiano en C,
(resp. C) si y solamente si ¢ es una equivalencia débil de C.

Por lo tanto 7(X) es un cuadrado homotdpicamente cocartesiano en C si y solamente
si, ¢ es una equivalencia débil de C si y solamente si, X es un cuadrado homotépicamente

cocartesiano en C,. O

Recordemos por otro lado que si C es una categoria completa y cocompleta, con un
enriquecimiento en la categoria cartesiana cerrada sSet:

ome(-,-)
COPXC—>sSet

y con adjunciones:

X®- Y
VRS VRS

(9.33) C L sSet y cop L sSet,
~— 7 ~— 7
Hom(X,) Hom, (-,Y)

para todos los objetos X y Y de C; entonces la categoria C, de los objetos punteados

de C admite un enriquecimiento candnico:

Hom, (-,-)

(9.34) C¥ xC, ——— > sSet ,
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y se tienen adjunciones:

X®* ‘ Y*‘
/_\ /_\
(9.35) C. L sSet y cr L sSet
\_/ \_/
Hom,, (X,-) Hom, (-,Y)

para todos los objetos punteados X = (X,z9) y Y = (Y,y0) de C.
En efecto, si X = (X, zg) es un objeto punteado de C, para todo conjunto simplicial
A definimos el objeto punteado X ®, A de C por un cuadrado cocartesiano en C:

(9.36) x Xe®, A

I

*r @A ——X®A.
To®A

Si definimos el enriquecimiento C, por la férmula:
Hom, (X,Y), = Home, (X ®, A", Y), donde n > 0;

se verifica sin dificultad que (9.35) son adjunciones, cuando Y*4 = (YA,y()“) donde y3!

A
Yo
es el morfismo * @ x4 —= Y4 |

Notemos en particular que si X = (X, z9) y Y = (Y, yo) son objetos punteados de C,

se tiene un cuadrado cartesiano de conjuntos simpliciales:

(9.37) Hom, (X,Y) Hom,.(X,Y)
L l(l’o)*
* — Hom,(%,Y).

Yo

LEMA 9.3.3. Sea 0 <n < o00. SiC es una categoria de modelos con un enriquecimiento

Hom, en sSet y existen adjunciones:

X®- Y
VRS VRS
C L sSet Y cor L sSet ,
\_/f \_/f
Hom, (X,) Hom,(-,Y)

para todos los objetos X yY de C; entonces (C,Hom,) es una categoria de modelos sim-
plicial de orden n si y solamente si, (C.,Hom, ) es una categoria de modelos simplicial

punteada de orden n, donde Hom, es como en el cuadrado cartesiano (9.37).

DEMOSTRACION. La prueba es similar a la prueba del Lema 9.2.1, pero esta vez
utilizamos que el funtor — ®, A conmuta con sumas por lo que (X®A), = (X,)®,.A. O

Deducimos del Corolario 9.2.5 y de los Lemas 9.3.1, 9.3.2 y 9.3.3:
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COROLARIO 9.3.4. Sea C una categoria de modelos simplicial de orden oo con las

siguientes propiedades:

e FEl morfismo candnico @ — = y todos los morfismos de la forma » — X
son cofibraciones de C.

e Si en un cuadrado homotdpicamente cocartesiano de C:
A B
* C

el objeto C' es débilmente contraible (es decir si el morfismo » — C es

f

(9.38)

una equivalencia débil), entonces el morfismo f: A — B es una equivalencia

débil de C.

Sitn >0 es un numero natural y C, denota a la categoria de modelos de los objetos

punteados de C, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) C cumple la propiedad CMS22, es decir la estructura en C es de hecho la de

una categoria de modelos simplicial de orden n.
(11) QF: Ho(C.) — Ho(C.) es isomorfo al funtor cero para toda k >n+ 1.

10. Conjuntos simpliciales reducidos

En esta seccion vamos a revisar notacién bésica sobre la estructura de categoria de
modelos (sSety, Wred, mono, fib"*?) en la categoria de los conjuntos simpliciales redu-
cidos, cuya categoria homotdpica modela los n-tipos de homotopia punteados conexos.

En la Proposicién 10.1.8 determinamos un conjunto de cofibraciones triviales que
genera a las fibraciones entre los objetos fibrantes de (sSety, Wred, mono, fib’**). Final-
mente, demostramos en §10.2 que la categoria de modelos (sSety, Wre? mono, ﬁb:fd)
admite un enriquecimiento en la categoria de modelos (sSet, W,,_;, mono, fib,,_;).

§10.1. Denotamos como sSet, a la subcategoria plena de sSet cuyos objetos
son los conjuntos simpliciales reducidos, es decir los conjuntos simpliciales X con un
unico 0-simplejo; lo que denotamos X = *.

Observemos que como todo conjunto simplicial reducido es canénicamente puntea-

do, el funtor inclusién de sSet, en sSet se factoriza:

(10.1) sSet ¢ sSet ,

donde m: sSet, — sSet es el funtor que olvida.
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Maés atn, se tienen adjunciones:

F g
TN AN
(10.2) sSetg ———— sSet y  sSety ——— sSet,,
\J;/
H

definidas para todo conjunto simplicial X y todo O-simplejo z¢ € X, por un cuadrado
cocartesiano en sSet y uno cartesiano:

FX =G(X,x0) X H(X,xo) X
| [ |
* sqy(X) * o csqo(X),
respectivamente’.

Dicho de otro modo, G(X,xg) = F(X) es el conjunto simplicial cociente X/quX,
es decir G(X,z¢), = F(X), se construye para n > 0 identificando en X,, a todos los
n-simplejos totalmente degenerados en un sélo punto. Por otro lado, para n > 0 el
conjunto H (X, zg), es el subconjunto de los n-simplejos de X con la propiedad que

todos sus O-simplejos son iguales a xg.

LEMA 10.1.1. La categoria sSety admite limites y colimites pequenos. Mds precisa-

mente, si I es una categoria pequena y v: I — sSety es un funtor, entonces:
(1) Un limite de v en sSet es un limite de v en sSety.
(11) Un cociente collim 7/sq0(colli:m 7) en sSet es un colimite de vy en sSety, siem-
pre que Collimv sea un colimite de v en sSet. En particular si I es una cate-

goria conexa, un colimite de v en sSet es un colimite de v en sSety.

DEMOSTRACION. Mostraremos solamente que el funtor sSet; — sSet conmuta

con los colimites sobre categorias conexas. En efecto, si 7: I — sSety es un funtor
cuyo dominio es una categoria pequena conexa y coliIm ~(i) denota un colimite de 7 en
1€

la categoria sSet, se tienen isomorfismos:
colim z) ~ colim ( (2 ~ () 2 *;
( iel 7(0) 0 iel (7( )0) o(1) ’
donde CQliIm (7(i)0) es un colimite en Set del funtor constante i —> *. O
1€
6Recordemos que el 0-esqueleto sqy(X) de X es el conjunto simplicial constante con valor Xj,

el conjunto de los 0-simplejos de X. Mientras que el 0-coesqueleto csqy(X) es un conjunto simplicial

cuyo conjunto de n-simplejos es el producto cartesiano X§
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Observemos por otro lado que el enriquecimiento de sSet, en sSet definido en
(9.22), induce el siguiente enriquecimiento de sSet, en la categoria de los conjuntos
simpliciales:

(10.3) Hottusory ()

sSet( x sSety sSet

donde Hom gy, (X,Y)n = Homgget, (X A ALY, Y) = Homgget, (X A ALY,

acompanado de adjunciones:

XA(+) yh
VR VR
(10.4) sSet L sSet y  sSety’ L sSet,
~— 7 ~— 7
Hc)JsSetg (X’ : ) HOJSSel@ ( ’ 7Y)

donde XAK =XAK, y (Y") =#H(Homg, (K..Y)*)
= Homgset, ((K x A") /(K x sqyA™),Y).

Notemos para estas férmulas que si X es un conjunto simplicial reducido y K es
un conjunto simplicial, el conjunto simplicial X A K, = (X x K)/(* x K) también es
reducido.

PROPOSICION 10.1.2. S50 < n < oo, la categoria de los conjuntos simpliciales redu-
cidos sSetq con el enriquecimiento (10.3) de arriba admite una estructura de categoria
de modelos simplicial punteada de orden n (ver también el Corolario 10.2.6), cuando:

{f: X =Y | f es una n-equivalencia

débil en sSet} = Wi,

{ equivalencias débiles}

{ coﬁbmtz’ons}

{monomorﬁsmos} = mono,

Y {ﬁbmciones} = {morﬁsmos con la propiedad de levantamiento

a la derecha con respecto a mono N Wfd}

{n—ﬁbmciones reducidas} = fib’.

Un conjunto simplicial reducido Z es fibrante en (sSetO,WZ;ed,mono,ﬁb:fd) sty
solamente si Z es un complejo de Kan tal que 7, (Z) = m,,(Z, %) = 0 para todo m > n+1.

DEMOSTRACION. Caso n = oo: En la Proposcicién 6.2 de [GJ99] se muestra que
(sSety, Wred, mono,ﬁbed) es una categorias de modelos; méas ain, en el Lema 6.6 de
[GJ99] se muestra que si f: X — Y es un monomorfismo de conjuntos simpliciales
reducidos, los siguientes enunciados son equivalentes:
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(1) f es una fibracién de la categorfa de modelos (sSety, Wr¢d, mono, fib’*?) y el
morfismo f verifica la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto
al morfismo » — S! .

(11) f es una fibracién de Kan.

Ya que todo morfismo X — % de dominio un conjunto simplicial reducido cumple
la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto al morfismo » — S! ; se
sigue que un conjunto simplicial reducido X es fibrante en la categoria de modelos
(sSety, Wred, mono,ﬁbf;fd), si y solamente si X es un complejo de Kan.

Observemos ahora que (sSety, Wred, mono, fib’*") con el enriquecimiento (10.3) es
una categoria de modelos simplicial punteada (de orden oo). En efecto, se sigue del
Lema 9.2.1 que debemos mostrar las propiedades CMS1 y CMS2®. Las adjunciones
de la propiedad CMS1 son definidas en (10.4). Por otro lado, para mostrar la propiedad
CMS2¢. debemos mostrar el siguietne enunciado:

Si j: A— B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales y
¢: X — Y es un monomorfismo de conjuntos simpliciales redu-
cidos, entonces el morfismo ¢ en el siguiente diagrama suma amal-

gamada en sSetg:

gNAL

(10.5) X nA, Y AA,

m[ [

X AB., XAB, |l YAA,

XAA,
\—\ii
Y AB,,

qABL

es un monomorfismo de conjuntos simpliciales reducidos, el cual es
una oo-equivalencia débil si j es una co-equivalencia débil de conjun-
tos simpliciales, o si ¢ es una oco-equivalencia débil entre conjuntos
simpliciales reducidos.

Esta propiedad es una consecuencia de que la inclusion de sSet, en sSet, conmuta
con los colimites, y porque (sSet,,7'W,,, mono, 7~ fib.,, Hom g, ) es una categoria
de modelos simplicial (de orden o).

Por otro lado, observemos que de acuerdo a un resultado de Smith (ver la Pro-
posicién 2.2 de [Bar10]) la categorfa de modelos (sSety, W7¢?, mono, fib’*?) es una
categoria de modelos combinatoria si y solamente si, sSet, es una categoria localmente
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presentable (ver [AR94]) y existe un conjunto /I de monomorfismos de sSet, tal que

cof () = monos’.

LEMA 10.1.3. La categoria sSety de los conjuntos simpliciales reducidos es local-

mente presentable.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 1.46 de [AR94] basta mostrar que sSety es
equivalente a una subcategoria plena y reflexiva de una categorfa de funtores Set* la
cual sea cerrada por colimites directos (o de manera equivalente por colimites filtrantes).

Para ellos recordemos que se tiene una adjuncion:

7= [sa()
N
sSety, ——v——= sSet,
donde el funtor fielmente pleno v (la inclusién candnica) conmuta con los colimites de

los diagramas de los funtores 7: I — sSety, donde I admite un objeto inicial (ver el
Lema 10.1.1). O

Mostremos:

LEMA 10.14. St ¢: X — Y es un monomorfismo de conjuntos simpliciales re-
ducidos, entonces ¢ es la composicion transfinita de imagenes directas en la categoria

sSet de morfismos en el conjunto:

{ DA [squdA" I Anjgq A ‘ n>1 }

DEMOSTRACION. Si ¢: X — Y es un morfismo de conjuntos simpliciales reduci-
dos, vamos a definir para cada i > 0 un conjunto simplicial reducido X ®) y un morfismo
g X0 —Y tal que X° = X y ¢° = ¢; mds atin, si ¢ < j vamos a construir un

morfismo ¢’: X — X tal que:

o

X /g,

sea un tridngulo conmutativo y ¢), o p¥ = ¢! siempre que i < k < j.

X (@) g9’

Y,

Para empezar escribamos X(© = X y sea ¢ = ¢ X(© — Y . Si i > 1 definimos
de manera inductiva X considerando un cuadrado cocartesiano en sSet (el cual es

Tcof (I) denota al conjunto de todos los retractos de las composiciones transfinitas de las imagenes

directas de los elementos de 1.
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entonces también un cuadrado cocartesiano en sSet, ):

(10.6) sq; (X D) X (i-1)
sq;(g"h) l l 9"1:—1
qu‘(Y) X®

el morfismo ¢gi: X —= Y es definido por la propiedad universal:

(107) sqz.(X(’i—l)) X (i-1)
Sqi(gi"l)l J‘Pél i-1
qu’(Y) X @
N i\;
Y.

Definimos finalmente gplf = gog_l o---0p*! para i< j.
Observemos que para i > 1 el morfismo ¢* definido en el diagrama (10.7) cumple

que las funciones entre los conjuntos de los n-simplejos gt : Xff) —Y,, son biyectivas

para 0 < n < i, ya que el morfismo sq;(Z) — Z cumple esta propiedad para todo
conjunto simplicial Z. En efecto, esto se cumple para i > 0 ya que g° = ¢ es un morfismo
de conjuntos simpliciales reducidos.

Si suponemos que ¢: X — Y es un monomorfismo de conjuntos simpliciales redu-
cidos, se verifica por induccién que los morfismos ¢° para ¢ > 0 son también monomorfis-

mos. En particular el morfismo colim g% colim X () —Y  en el tridngulo conmutativo:
(2

colim g*

Y

colim X (9

L
X
donde colim X es un colimite en sSet, (6 sSet), es un isomorfismo de conjuntos sim-
pliciales. bicho de otro modo, acabamos de describir al morfismo ¢ como la composicién
transfinita en sSety (6 sSet) de los morfismos {gpﬁ_l}iz ¥
M4s atin, observemos que de las propiedades senaladas de los morfismos ¢* se deduce
que para toda ¢ > 1 se tiene un cuadrado cocartesiano en sSet:

LIOAT sq; (X (D)

Q;
Lot l ‘sqi(g“)

LA’ qu‘(Y)

Q;
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donde €; es el conjunto de los i-simplejos de Y que no estan en la imagen de la funcién
g7 (es decir Y;\X;). Por lo tanto se tiene un cuadrado cocartesiano en la categorfa de

los conjuntos simpliciales reducidos sSet:

(10.8) V (0A[sq,0A7) sq; (X G-1)
Q;
V(ai_l/sqoai_l)l sq;(g"")
g\{ (Ai/SqOAn) qu‘(Y) )

donde V7 es una suma en sSet, de la familia de conjuntos simpliciales reducidos

k
{Zk}k:’ es decir \k/Zk = Ilek/(sqo Ilek)

Se sigue de los cuadrados cocartesianos (10.6) y (10.8) que el siguiente es un cua-
drado cocartesiano de sSet:

V (0A/squ0A7) XG0
Q;
V(a!fsqga™t) l | P
v (AifsqpAT) X0
Q;

por lo que de acuerdo a los Lemas 2.1.12 y 2.1.13 de [HovO07], ¢ es la composicién
transfinita de imagenes directas en sSet de elementos del conjunto:

n>1 }

Se concluye que (SSeto,Wﬁd,mono,ﬁijd) es una categoria de modelos propia

{ aAn/SqoaAn C$> An/SqOAn

4

izquierda y combinatoria, por lo que de acuerdo al Teorema 4.7 de [Bar10] podemos
considerar su localizaciéon de Bousfield por la izquierda con respecto al siguiente con-

junto de morfismos:
(10.9) Sﬁed:{ * —— S™m ‘ m2n+1},

donde n > 0 es un entero.
En las afirmaciones que siguen escribimos [, - ]7¢¢ para denotar al conjunto de los

morfismos en la categoria de fracciones sSeto[(WZ;f;d) ]

LEMA 10.1.5. Sea m > 1 y Z un conjunto simplicial reducido, entonces m,(Z) =

mm(Z,*) =0 si y solamente si la funcion:

@

(8. 2] [ 20"
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inducido por el morfismo j™: x——= S™ en la categoria homotdpica SSetO[(WZ;Sd)*l]
es biyectiva.

En particular, si n > 0 un conjunto simplicial reducido Z cumple que m,(Z) =
mm(Z,%) = 0 para todo m > n+ 1 si y solamente si, Z es un objeto Sr¢¢-local de
(sSety, Wred mono, fibl“?).

DEMOSTRACION. Observemos para empezar que si A y B son conjuntos simplicia-
les reducidos, deducimos de la definicién de Hom y Hom,g., en (9.22) y (10.3)

—=~">"sSet,

respectivamente, una biyeccién natural:
(10.10)  [A BJ = mo(Homggeq, (4, B')) = mo(Homygeq, (4, %), (B, +))) 2 [(4,+). (B.+)]E,

donde B’ es un remplazo fibrante de B en (sSeto,Wﬁ,’Sd,mono,ﬁb’;fd); es decir B’ es
un conjunto simplicial reducido el cual es un complejo de Kan y en particular (B’, x)
también es un objeto fibrante de (sSet,, 7'W,,, mono, 7-'fib,,).

Se sigue que si Z es un conjunto simplicial reducido entonces [S™, Z]¢d = r,,(Z)

(o]

(ver por ejemplo la biyeccién (8.33)). Por lo tanto la siguiente funcién:

o Z) = [Sm, 2]t — L [ Z]ed s

es biyectiva si y solamente si 7,,(Z) = 0. O

Mostremos también:

LEMA 10.1.6. Sin >0, un morfismo f: X —Y de conjuntos simpliciales reduci-
dos es una equivalencia débil St¢?-local, si y solamente si [ es una n-equivalencia débil

de conjuntos simpliciales.

DEMOSTRACION. La prueba de este Lema es analoga a la del Lema 8.4.4 si consi-
deramos la versién punteada del coesqueleto csqb (X, zo) = (csqn(X ),xo) de §12.6 y
recordamos que:

Homgg,,, (4, B) = Homg, (A, %), (B, %)),

HOMget,
para cualesquiera A y B conjuntos simpliciales reducidos.

Para ver esto con mayor detalle, consideremos f: X — Y un morfismo de conjun-
tos simpliciales reducidos y Z un conjunto simplicial reducido. Si tomamos reemplazos
fibrantes de f y Z en la categoria de modelos (sSeto,ngd,mono,ﬁbed), es decir
consideremos un cuadrado conmutativo y una flecha:

x—1 .y 7
! ! y |
X! Y’ A

f/
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donde los morfismos verticales son co-equivalencias débiles entre conjuntos simpliciales

reducidos de codominio complejos Kan; entonces la funcion:

*

(10.11) [Y, 2] [X, 2]

entre los conjuntos de morfismos de la categoria homotdpica sSeto[(ngd)‘l], se iden-
tifica con la funcion:

(10.12) 7o( Homggeq, (Y7, 2") ) S 7o( Hom,geq, (X7, 27) )
1 I}
mo( Homger, (Y7, 4). (27, %)) == mo( Homgseq, (X7 %), (27.7))).

Supongamos que Z es un conjunto simplicial reducido Sr¢¢-local. Se sigue del Lema
10.1.5 y del Corolario 12.1.2 que el morfismo:

7' — csq,,,(2")

es una oo-equivalencia débil entre conjuntos simpliciales reducidos los cuales son objetos

fibrantes de la categoria de modelos (sSety, W7¢?, mono, ﬁb’;fd); en particular:

(Z',%) — (80,1 (Z"), ) = esap, (27, +)

es una oo-equivalencia débil entre conjuntos simpliciales punteados los cuales son objetos
fibrantes de la categoria de modelos simplicial (sSet,,7-'W ., mono, 7~!fib,,).
Por lo tanto, (10.12) se identifica con la funcién:

G0N

mo(Homgger, (Y7, ), esat, (Z/, %)) 7o(Homyge, (X', ), esally (27, +))),

que de acuerdo al Lema 12.6.2 se identifica con la funcion:
(10.13)

o (@sSet* (CSqEL (Y', %), qugil (z', *))) - WO(MSet* (qugil (X7, %), qugtﬂ (Z', *)))
” Il
o (Hoimsslato (esq, Y, qun+1X,)) o (@sseto (esq X7, qu”*lX,))
" I
]red [qun+1X,7CSqn+1X,]

red

! ’
[qun+1Y7CSqn+1X o oo

esd,41 (F)”

Si f es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales reducidos, se sigue del Co-
rolario 12.1.2 que ¢sq,,, (f’) es una oo-equivalencia débil, es decir (10.13) es una funcién
biyectiva. Por lo que si f es una n-equivalencia débil, la funcién (10.11) es biyectiva
para todo conjunto simplicial reducido Sr¢4-local Z, es decir f es una equivalencia débil
Sred_local.
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Sea ahora f: X — Y un morfismo de conjuntos simpliciales reducidos el cual es
una equivalencia Sr¢4-local, y consideremos un remplazo fibrante de f en la categoria de

modelos (sSetq, W2¢¢ mono, ﬁbi,fd), es decir consideremos un cuadrado conmutativo:

x 1 .y
! !
X v
f/

donde los morfismos verticales son oo-equivalencias débiles entre conjuntos simpliciales
reducidos cuyos codominios son complejos de Kan.

Observemos para empezar que por el Corolario 12.1.2 y el Lema 10.1.5 los conjuntos
simpliciales csq,,,; X’ v €sq,,,Y" son Sred-locales; en particular la siguiente funcién:

(10.14)
f*

[Y7 qun+1X,]7<;<e>d [X7 qun+1X,]2§d
s s
WO(HomsSeto (Y, csqle')) WO(HomSSetO(X',csqn+1X'))
I I
71'O(HO_IHSSet*((}/7,7*)aCS(lzz.l(‘X,?*))) (f)* WO(HO_msset*((X'>*)aCngh(X"*)))>

es biyectiva.
Por otro lado, gracias al Lema 12.1.3, la funcién biyectiva (10.14) se identifica con
la funcién:
(10.15)
pt I\ *
o (@sSet* (qugg—l(yla *)7 qufr’,il(X,? *))) M 7TO(HoirnsSet,* (qugil(X,a *)7 CSqEE—l(le *)))
Il 1l

o (7H0msSetg (csqn+1Y,7 qun+1Xl)) o (7HomsSet0 (qun-f-lX,’ qun+1Xl))
1S 15y

]:jd csq,,,1 (f)” [CSqn+1X’,qun+1X’]
n+1

red

[csq,, 1Y, csq,.,1 X’ o
Sea g : c¢sq,, Y’ — c¢sq, ;X' un morfismo de la categoria sSetU[(W’;gd)‘l], tal
que la composicién g o csq,,,;(f’) es el morfismo identidad del objeto csq,,,; X’ en la
categoria sSetO[(W’;f;d)‘l].
Se verifica entonces que la composiciéon:

* Iy %
1 ’ d g ’ ’ d CSQnJrl(f ) ’ / d
[qun+1X ’csqn+1Y ]2;5 [qun+1Y 7CSqn+1Y JZS > [qun+1X 7CSqn+1Y ]g )

es igual a la funcién identidad; por lo que:

! Mred CSq”*l(fl)* / Mred 9" / red
[csqn+1Y 7csqn+1Y ]oo [csqn+1X 7csqn+1Y ]oo [qun+1y 7csqn+1Y ]oo

también es igual a la funcién identidad, pues la flecha csq,,,,(f")* es biyectiva.
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En particular csq,,,(f")og = id en sSetO[(W’o"fd)*l]. Dicho de otro modo, ¢sq,,,;(f')
es una oo-equivalencia débil. Por lo tanto, de acuerdo al Corolario 12.1.2 f es una n-
equivalencia débil. U

Deducimos del Teorema 4.7 de [Bar10] y de los Lemas 10.1.5 y 10.1.6 que venimos
de mostrar que (sSetg, W’°? mono, ﬁb:fd) es efectivamente una categoria de modelos,
cuyos objetos fibrantes son los conjuntos simpliciales reducidos que son complejos de
Kan X tales que ,,(X) =0 para toda m >n + 1.

Finalmente, si 0 < n < oo se muestra que (sSety, Wred, mono, fib/*?) con el enri-
quecimiento (10.3) es una categoria de modelos simplicial de orden n como hicimos con
el caso n = co. Esto es posible ya que (sSet,,7-!W,, mono, 7~'fib,,, Hom g, ) es una
categoria de modelos simplicial de orden n (ver el Corolario 8.5.1 y los Lemas 9.2.1 y
9.3.3). O

Escribimos Hon(sSetg) para denotar a la categoria de los n-tipos de homotopia
reducidos, es decir a la categorfa homotépica de (sSeto, Wed, mono, fib’*?) la categoria
de modelos de la Proposicién 10.1.2, y denotamos como [-, -]7¢? al conjunto de los
morfismos en Ho, (sSetq). Si X es un conjunto simplicial reducido, la clase asociada a
X en el conjunto de las clases de isomorfismo de los objetos de la categoria Hon( sSet, ),
es llamada el n-tipo de homotopia reducido de X.

Recordemos:

LEMA 10.1.7. Si 0 <n < oo, la adjuncion (10.2) de mds arriba:

H
VRN

T

(10.16) sSetg ———— sSet,

es una adjuncion de Quillen con respecto a las estructuras de categoria de modelos de
la. Proposicion 10.1.2 y del Corolario 8.5.1.
Mas aun, la adjuncion inducida entre las categorias homotopicas:

RH
VRN

T

Hon(sSetg) Hon(sSet*)

v

determina una equivalencia entre la categoria de los n-tipos de homotopia reducidos
Hon(sSeto) y la subcategoria plena de Hon(sSet*) de los n-tipos de homotopia puntea-
dos conezos, es decir los X tales que mo(X) = 0.

DEMOSTRACION. El funtor inclusién sSetq, < sSet, respeta evidentemente los
monomorfismos y las n-equivalencias débiles entre conjuntos simpliciales reducidos. Por
lo tanto (10.16) es efectivamente una adjuncién de Quillen.
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Para mostrar la segunda afirmacién, notemos primero que la transformacion natural
identidad es una unidad de la adjunciéon v 4 H. Ademas el funtor identidad de la
categoria sSet, es un remplazo cofibrante para la estructura de categoria de modelos del
Corolario 8.5.1. Como el funtor H respeta las n-equivalencias débiles entre complejos de
Kan (usar por ejemplo la Proposicién 8.6.1), se sigue que si A es un conjunto simplicial
reducido el cual es un complejo de Kan, el morfismo 7j4: A — RHoLr(A) en el

segundo cuadrado de (4.7) es un isomorfismo de Hon(sSetO). Dicho de otro modo, toda
unidad de la adjuncion Lv 4 RH es un isomorfismo.

Por otro lado, notemos que la inclusiéon candnica es una counidad ¢ de la ad-
juncién v 4 H. En particular, si (X, () es un conjunto simplicial punteado conexo
tal que X es un complejo de Kan, entonces (x4, €s una oo-equivalencia débil en-
tre complejos de Kan reducidos. No es dificil deducir en este caso que el morfismo
Exm0) Ly o RH(X, 29) — (X,20) en el primer cuadrado de (4.7) es un isomorfismo
de la categoria Hon(sSet*). En otras palabras, toda counidad de la adjunciéon Ly 4+ RH

es un isomorfismo en los conjuntos simpliciales punteados conexos. U

La siguiente afirmacion es un criterio que permite identificar a las fibraciones entre
objetos fibrantes de la categorfa de modelos (sSeto, Wred mono, fib/*)) (ver el Lema
2.1 de [Stal4)).

PROPOSICION 10.1.8. Si0<n < oo, sean X yY objetos fibrantes de la categoria de
modelos (sSety, Wred mono, fib’*) de la Proposicion 10.1.2, es decir X y'Y son com-
plejos de Kan reducidos tales que my,(X) =0 =7, (Y) para toda m >n+1; entonces un
morfismo f: X — Y es una fibracién de (sSety, Wred mono, fib’*?) si y solamente
si f tiene la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto a los elementos del
siguiente conjunto:

C!'mfl /sqoamfl

(10.17) Jy = { Ak [sqoA™F —————— AT [sq, A m>2, 0<k<m }

(Notese que m > 2 en la definicion de Jy).

DEMOSTRACION. Ya que (sSeto, Wred mono, fib’*?) es una localizacién de Bous-
field por la izquierda de la categorfa de modelos (sSety, Wr¢d, mono, fib™*?), se sigue
de la Proposicién 3.4.16 de [Hir03] que si X y Y son objetos fibrantes de la categoria
de modelos (sSeto, Wred mono, fib’*"), un morfismo f: X — Y es una fibracién de
(sSety, Wred mono, fib’*?) si y solamente si f es una fibracién de la categorfa de mo-
delos (sSety, Wr¢d, mono, fib’*?).

Por lo tanto, es suficiente mostrar que si X y Y son complejos de Kan reducidos,
entonces un morfismo f: X — Y es una fibracién de (sSety, Wred mono, fib’*?), si
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y solamente si f tiene la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto a los
elementos de Jj.

Notemos primero:

LEMA 10.1.9. Sim >2 y 0 < k <m, el morfismo de conjuntos simpliciales reducidos:

1
/s
A™F [sqo AR <—>q0 A" [sq,A™
es un monomorfismo y una oo-equivalencia débil. En particular, toda fibracion de la
categoria de modelos (sSety, Wred_ mono, fib’*?) tiene la propiedad de levantamiento

por la derecha con respecto a los elementos de Jy.

DEMOSTRACION. Se verifica facilmente que si j: A — B es un monomorfismo de
conjuntos simpliciales, entonces j/sq,j: A/squA — B/[sq,B también es un mono-
morfismo de conjuntos simpliciales reducidos.

Por otro lado, si tomamos cuadrados cocartesianos:

§ = AT [sqpA™ # ——— A" [sqoA™*

. 1

Squm - > A™ SqOAm’k Am,k

que de acuerdo al Lema 6.1.2 son de hecho cuadrados homotépicamente cocartesianos
de la categoria de modelos (sSet, W, mono, fib,,); se construye un cubo en sSet

cuyas caras son todas cuadrados conmutativos:

squA™ Amk
R B

qulAm Am
L s

donde a™Fk: Amk —~ A™ es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales si m >
1y0<k<m;y el morfismo squa™F: squA™F — sq,A™ es un isomorfismo de
conjuntos simpliciales si m >2y 0 <k <m.

Deducimos del Lema 6.2.1 que el monomorfismo:

A™F [sqo AR %/ o A" [sqyA™

es una oo-equivalencia débil sim >2 y 0 <k <m. O
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Denotemos como A al conjunto de los morfismos de conjuntos simpliciales redu-
cidos f: X — Y donde X y Y son complejos de Kan y f cumple la propiedad de
levantamiento por la derecha con respecto a los elementos de Jy en (10.17). Quere-
mos mostrar que los morfismos de A son fibraciones de (sSety, W74, mono, fib™?).
Equivalentemente mostremos que los morfismos de conjuntos simpliciales reducidos en
mono N W’¢ tienen la propiedad de levantamiento por la izquierda con respecto a los
morfismos de A.

Supongamos para ello que tenemos un cuadrado conmutativo de conjuntos simpli-
ciales reducidos:

)

X
f

(10.18) A
i} l
B Y

Y

donde j es un monomorfismo y una oo-equivalencia débil, X y Y son complejos de Kan
y f tiene la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto a los morfismos de
Jo en (10.17).

Debemos mostrar que el cuadrado (10.18) admite un levantamiento, es decir que
existe un morfismo F: B — X talque foF =1y Foj=.

Consideremos primero, con ayuda del argumento del objeto pequeno, una factori-
zacion en sSety del morfismo )

Y
/\
B B’ Y
1 Y2

Y

donde 1), tiene la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto a los morfis-
mos de Jy y 11 es un morfismo en cell(JO)S.
En seguida consideremos un cuadrado cartesiano en sSetg:

BxX 2 . X

SR

B’ Y

P2 ’

ysi& A— B’ X X es el tinico morfismo de conjuntos simpliciales reducidos tal que

proé =@y po =107 , tomemos una factorizaciéon en sSety:

3
T T
A A7 B'x X
&1 &2 Y

8Recuerda que cell(JO) es el conjunto de todas las composiciones transfinitas de las imagenes

directas de los elementos de Jj.
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donde &, tiene la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto a los morfismos
de Jy y & es un morfismo en cell(Jo).
Observemos que (p; o &) o0& = pro& =1 0j por lo que se tiene un cuadrado

conmutativo:
&1
(10.19) A A’
i) | prete
B B’.
Y1

Por otro lado, notemos que el cuadrado (10.18) admite un levantamiento si lo mismo
ocurre para el cuadrado (10.19). En efecto, si G: B — A’ cumple que (p;0&3)oG =
y Goj = &1, entonces el morfismo F: B — X definido por la composicion F' = pyoésoG

cumple que:

foF =fopyo&oG=1ropooG =101 =1

y Foj=pyo§oGoj=prooli=prol=op.

Por 1dltimo, ya que j: A — B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales redu-
cidos, para mostrar la existencia de un levantamiento del cuadrado (10.19), es suficiente
mostrar:

a) p; o0& es una oo-equivalencia débil.

b) p1 o & es una fibraciéon de Kan.

El punto a) se deduce de la propiedad 2-de-3 que tienen las co-equivalencias débiles,
pues (p10&)o& = 110 j donde j es una oo-equivalencia débil por hipdtesis y los
morfismos &; y ¥ son oco-equivalencias débiles en tanto que elementos de cell(.Jy) (ver
el Lema 10.1.9).

Para mostrar b) observemos primero:

LEMA 10.1.10. Si Z es un conjunto simplicial reducido, entonces Z —= * tiene
la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto a los morfismos de Jy en
(10.17), si y solamente si Z es un complejo de Kan.

DEMOSTRACION. Ya que tenemos una adjuncién:

F=[sag(-)
VRS

1

sSety ———— sSet,

(donde el funtor v normalmente se suprime); se sigue que un conjunto simplicial re-
ducido X es un complejo de Kan si y solamente si el morfismo X — x cumple la
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propiedad de levantamiento por la derecha con respecto al conjunto de morfismos:
m— 1/
{ Amk/qumk$>Am/qum m>1, 0<k<m }

El enunciado que queremos mostrar es una consecuencia de que un morfismo de la
forma X — x donde X es cualquier conjunto simplicial reducido, siempre tiene la pro-

piedad de levantamiento por la derecha con respecto al morfismo » —— Al/sq,A! = St .
]

Mostremos también:

LEMA 10.1.11. Sea T: Z — W un morfismo de A, es decir Z y W son conjun-
tos simpliciales reducidos los cuales son complejos de Kan, y T tiene la propiedad de
levantamiento por la derecha con respecto a los morfismos de Jy en (10.17). Si T es tal
que la funcion T*: 7 (Z) — m (W) es sobreyectiva, entonces T es una fibracion de
Kan.

DEMOSTRACION. Para mostrar que T es una fibraciéon de Kan, debemos mostrar
simplemente que T tiene la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto al
morfismo:

* —— Al/sq Al ;

es decir, debemos mostrar que la funcién T7: Z; — W es biyectiva.

Sea w € Wp un 1-simplejo del conjunto simplicial reducido W. Ya que la funcion
T*: m(Z) — m (W) es sobreyectiva, se sigue de la Proposicién 8.6.1 que existe un
1-simplejo z € Z; de Z y un 2-simplejo n € Wy de W tales que do(n) =T1(2) y di(n) = w
y do(n) = *.

Consideremos el morfismo n": A?1/sq,A%*! —— Z que definen las condiciones:

z *

n n

2 cociente do cociente

y observemos que se tiene un cuadrado conmutativo:

10.20 A2l JsquA2l e 7
4}

041’1/sq0a1’1 l lT

A?[sqyA? — W

Si & A?[sqyA? —— Z es un levantamiento del cuadrado (10.20), se constata que:

Ti(di§) = di(Tx8) = di(n) = w.
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Por lo tanto T1: Z; — W es una funcién sobreyectiva. O

Regresando a la prueba de la Proposiciéon 10.1.8, se sigue del Lema 10.1.10 que
los conjuntos simpliciales A’ y B’ del diagrama (10.19) son complejos de Kan. En
efecto, los morfismos p1, & y 1o cumplen la propiedad de levantamiento por la derecha
con respecto a Jy, y por hipodtesis X y Y son complejos de de Kan. Por lo que los
morfismos A’ — x y B’ — x cumplen la propiedad de levantamiento por la derecha
con respecto a Jy.

Por 1ltimo, como ya mostramos que p; o & es una oo-equivalencia débil, se deduce
del Lema 10.1.11 el punto b), es decir que p; o & es una fibracién de Kan. O

§10.2.  En el presente parrafo vamos a mostrar que si 0 <n < oo, la categoria de
modelos simplicial punteada (sSeto,W;’fd,mono,ﬁb;ed,Ho_mSSeto) de la Proposicion
10.1.2 es una categoria de modelos simplicial de orden n — 1.

De acuerdo al Corolario 9.2.5 es suficiente construir un funtor espacio de lazos de
la categoria de modelos punteada (sSeto, Wred mono, fib/*%):

sSeto[ Wred] 2. sSeto[Wred],

cuya n-ésima iteracion 2" es isomorfo al funtor cero.

§10.2.1.  Consideremos la sucesion de funtores:

0

(10.21) A—"2 AxA A

[m]  —  ([m],[0]) +—= [m+1]

donde i; es el funtor inclusién en (11.1) y 9 es la restriccién a la categoria de los
simplejos del funtor producto ® definido en (8.4) para A,.

Estamos interesados en el funtor décalage D: sSet — sSet definido como la com-
posicion de los funtores inducidos de (10.21):

* (i1,0)*
sSet _r ssSet ., sSet .

De forma explicita, si X es un conjunto simplicial entonces D(X),, = X,,,1 donde:

dilD(X)mZ m+1LXm =D(X)m_1 0<z<m
v 85 :D(X) ot = Xop — > Xpo1 = D(X)m 0<j<m-1

son los morfismos cara y degenerados.
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Recordemos que se tienen transformaciones naturales:

«

e o .
sq D =— idgset »

ax
donde los morfismos sq,(X) = D(X) —2. X son definidos por las funciones:
Bx

m+1

do...do

dm+1
XO Xm+1 > Xm )

si m>0
S0...80

~————

m+1

para todo conjunto simplicial X.

Estas funciones definen efectivamente morfismos de conjuntos simpliciales, pues de
acuerdo a las identidades (8.1) tenemos para 0<i<m y 0<j<m—1 que:

dpm o d; = d; o dmy1 y dpy1085=dmos;,
dOO"'OdOodi:dOO"'OdO y dOO'”OdOOSj:dOO'”OdOu
N— ———
m m+1 m+1 m
SOO"'OSOZdiOSOO"'OSO y SjOSOO“.OSO:SOO“.OSO'
m m+1 m m+1

Bx
LEMA 10.2.1. Si X es un conjunto simplicial, los morfismos D(X) . sqy(X)
ax

satisfacen ax o Bx = idgq,(x). Mds atn, eriste una homotopia H :idp(x) ~ Bx o ax, es
decir sqy(X) es un retracto por deformacion de D(X).
En particular, st X es un conjunto simplicial reducido el conjunto simplicial pun-

teado D(X) por el morfismo Bx: + — D(X) es contraible.

DEMOSTRACION. Deducimos que ay o fx = idsq,(x), €s decir que:

(ax)mo(ﬁx)m =dpo---odyospo---05) = idx,

si m=>0,
m+1 m+1

de la igualdad dj o sy = id.

Por otro lado, definimos H: D(X) x Al —— D(X) param >0, x € D(X),, = Xyn41
y ¢ € Al por la férmula:

SnLO"'OStodto"‘odnL(x)

si t:min{OSaSm‘gp(a):l} Y @#d10000- 000,
| —
H (ZL' g0) — m+1-t m+1-t m
m Y
x Si p=d1 0000 00.
| S —
m
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H es efectivamente un morfismo de conjuntos simpliciales, ya que se tienen las
siguientes igualdades de funciones:

diospo-rosodio--ody =8nu-10080d;o--0d;_10d; si 0<t<t<m,

m+1-t m+1-t m—t m—t

djoSpmo---osgodio---odm=5Sp10--08_10di10---0dpiod; si 0<i<t<m,

m+1-t m+1-t m+1-t m+1-t

Sm 0+ 0840d;0--0dy,08;=5j08y,_10-080d;0-0dy_1 si 0<t<g<m-—1,
m+1-t m+1-t m—t m—t

Sm 00814100410+ 0dp, 087 =508, 10--0850di 0 0dpy_1 si 0<g<t<m-—-1,
m—t m—t m~—t m~—t

Més ain, H :idp(x) = Bx o ax pues para toda m >0y x € D(X),,, = X;p41 se tiene
que:
H,(x,00000-000) =x y

S
m

Hm(I,(Sooo'oo...oo'o) =3m°"'0300d00"'0dm

m m+1 m+1

=gp0---08p0dyo---ody = (ﬁx)no(ax)m

m+1 m+1

Recordemos también:

LEMA 10.2.2. S1 X es un conjunto simplicial, entonces X es un complejo de Kan

st y solamente si el morfismo ox: D(X) — X es una fibracion de Kan.

DEMOSTRACION. Sean m > 1 y 0 < k < m. Notemos que con ayuda del Lema de
Yoneda, podemos identificar a un cuadrado conmutativo:

(10.22) Amk Y D(X)
amLk l l@x
N X

con una (m + 1)-eada (%, b1 U, ,QZm,gZ) de m-simplejos de X tales que:
di; =d; 0 si 0<i<j<m,ij+k
y di@':dm% si 0<i<m,1+k;
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6 de manera mas compacta, tales que:
di; = dj by st 0<i<j<m+1l, i,j+k

donde QZmH = Q.
Dicho de otro modo, la (m+1)-eada (dy, . .., Vg1, Vps - - - Um, ?) de m-simplejos de

X determina un morfismo p como en el diagrama:

I
Am+1,k - X

ot | l

Aerl *

Si suponemos que X es un complejo de Kan, existe w € X,,,; = D(X),, tal que
d;(w) = bisiO<i<m,i+k Y dpmi1(w) = @. No es dificil verificar que w determina un
levantamiento del cuadrado (10.22). El reciproco es andlogo. U

§10.2.2.  Si X es un conjunto simplicial punteado xy: * — X , definimos el espa-

cio de lazos de X sobre xy como la fibra del morfismo gx: D(X) — X sobre zg:

(10.23) w0 ={ @ D) =Xpit | duci(@) =20} sin20.
Dicho de otro modo, tomamos un cuadrado cartesiano en sSet (6 equivalentemente
en sSet, ):
(10.24) 20(X) —— D(X)
Ok
* X.

Zo

LEMA 10.2.3. Sea 0 <n < o0. Si X es un complejo de Kan reducido tal que m;(X) =0
para i > n+ 1, entonces el cuadrado cartesiano (10.24) asociado al inico morfismo
xo: * = X es un cuadrado homotopicamente cartesiano en la categoria de modelos
(sSet,, 7" 'W,,, mono, 77 'fib,,), el cual tiene las propiedades:

(1) El dnico morfismo ax: D(X) — x es una oo-equivalencia débil.
(11) El conjunto simplicial (X)) es un objeto fibrante de la categoria de modelos
(sSet,, 7 'W,,_1,mono, 7~ 'fib,, ).

DEMOSTRACION. Sea 0 <n < ooy X un complejo de Kan reducido tal que 7;(X) =0
para ¢ > n+ 1. Se sigue de los Lemas 10.2.1 y 10.2.2 que el morfismo gx: D(X) — X

es una fibracién de Kan y que ax: D(X) — sqy(X) = * es una co-equivalencia débil.
En particular los conjuntos simpliciales X y D(X') son objetos fibrantes de la categoria
de modelos (sSet,, 7' W, mono, 7 fib,,), si los consideramos como conjuntos simpli-
ciales punteados por los 0-simplejos * € Xy y * = so(*) € D(X)g = X7 respectivamente.
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Concluimos que la fibracién de Kan gx: D(X) — X es una fibracién de la categoria
de modelos (sSet,, 7-'W,, mono, 7-fib,,), y por lo tanto el espacio de lazos simplicial
+(X) es un objeto fibrante de (sSet,,7~'W,, mono, 7-fib, ), pues las fibraciones son
estables por cambio de base en toda categoria de modelos.
Mgés atin, por el Lema 6.1.2, el cuadrado (10.24) es de hecho un cuadrado homot6pi-
camente cartesiano de la categoria de modelos (sSet,, 7-'W,, mono, 7-fib,,).
Finalmente, observemos que un objeto fibrante Z de (sSet,, 7~'W,,, mono, 7~'fib,,)
es fibrante en la categoria de modelos (sSet,,7"'W,,_;, mono,7~!fib,_1), si y sola-
mente si m,(Z) = 0. No es dificil deducir de la Proposicién 8.6.1 que si n > 0 entonces
To( (X)) 2 mnar (X) =0. O

El siguiente enunciado es una versién combinatoria del Lema 10.2.3 (ver [Dus02]):

LEMA 10.2.4. Si X es un 0-grupoide de Kan reducido (ver al final de §8.3), entonces
Xy (X) son el conjunto simplicial constante de valor . Por otro lado sin > 1 es un
nimero entero y X es un n-grupoide de Kan reducido, entonces (X) es un (n—-1)-
grupoide de Kan.

DEMOSTRACION. Si X es un 0-grupoide de Kan reducido, segin del Corolario 12.3.2
los morfismos cara y degenerados de X son isomorfismos. En particular de la definicién
(10.23) y como X es reducido, deducimos que X y ,(X) son el conjunto simplicial
constante de valor *.

Sea n > 1. Queremos mostrar que si X es un conjunto simplicial reducido el cual es
un complejo de Kan que cumple la condicion de extension de Kan de manera estricta
en dimensién m para m > n, entonces ,(X) es un complejo de Kan que cumple la
condicién de extension de Kan de manera estricta en dimension m para m >n — 1.

Recordemos para empezar que por el Lema de Yoneda y la definicién del conjunto

simplicial A™*LF sim >0y 0<k<m+1 podemos identificar a la funcidn:

am,k
Homgges (A™ 1, X ) —— Homgges (A™ 14, X))
con la funcion:
diaj =Qj-14; si
Xm+1 - (110, ceey Ok-1,Ak41 - - - 7am+1) € X;;Hl .
(10.25) 0<i<j<m+1,4,j#k.
N (do(n)s -y dia (), dia (1) - - dimen (1))
De la misma forma, si m >0y 0 < k <m identificamos:
m—1,k
REE9

HomSSet(Am, *(X)) HomsSet(Am’k> *(X))
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con la siguiente funcién:

(10.26)
dm(bi)=xsi0<i<m,i+k
{anmH dms1 () = *} T 1 (bos- - b1, st - b ) € X S o .
dibj =dj1b;si0<i<j<m,i,j+k
a > (do(@),...,dk1(a),dgsr (@) ..., dpn(c))

Maés atn, se verifica sin dificultad que si m > 0y 0 < k < m el siguiente cuadrado
conmuta:
(10.27)

PR

10.25 1
Xm+1 ( ) {(a07~'~7ak17ak+1~~7am+1)€X$+

diaj :dj,lai si
0<i<j<m+1,4,5+k.

T T

—_—

dm+1(a) = *} (10.26) {(bo7 e 7bk_17bk+1 .. ,bm) € Xx

oeXn,
{ " dibj =dj1b;isi0<i<j<m,i,j*k

dm(bi)=xsi0<i<m,i+k }
)

donde la funcién que asciende a la izquierda es la contencién y la funcién que asciende
a la derecha es definida por la regla:

(b07"'7bk—17bk+1'”7bm) — (b07"'7bk:—17bk+1-"7bm7*)'

De hecho se verifica sin problemas que el cuadrado (10.27) es un cuadrado cartesiano
de conjuntos. Por lo que si X cumple la condiciéon de extensién de Kan en dimensiéon
m (resp. la cumple de manera estricta en dimensiéon m), entonces ,(X) cumple la
condicién de extensién de Kan en dimensiéon m -1 (resp. la cumple de manera estricta

en dimensién m). d

§10.2.3.  Si X es un conjunto simplicial reducido, consideremos ahora el morfismo

de conjuntos simpliciales reducidos:

red

Ox def

Dred(X) —— X EH( D(X) > X ).
imagen del morfismo gx: D(X) — X por el funtor adjunto derecho de la adjuncién:

H
RN

T

(10.28) sSety ———— sSet,.
De manera explicita se tiene que D™4(X)g = {* = so(*)} c Xy y sin > 1:

D! X)={ ae Xt | diorrodi(a)=xeXy si 0<ij<n+1-j}.
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Definimos el espacio de lazos simplicial reducido de un conjunto simplicial reducido
X, como la fibra del morfismo g% D™*¢(X) — X sobre el 0-simplejo +; de manera
explicita "4(X)o={*}=D"(X)o y sin>1:

dpsr (@) = *}
= {a € X1 | dppi(a) =% € Xy, y

Ted(X)n — {Oé c Dred(X)n

dy, o---od; (a)=*eX; si OSij£n+1—j}-

in

En particular se tiene un cuadrado cartesiano de sSetq (6 de sSet):

(10.29) red(X) — Dred(X)
B

LEMA 10.2.5. Sea 1 <n < oo. Si X es un complejo de Kan reducido tal que 7;(X) =0
para i >n+1, entonces el cuadrado cartesiano (10.29) es un cuadrado homotdpicamen-
te cartesiano en la categoria de modelos (sSety, Wred mono, fib’*?) el cual tiene las

propiedades:

(1) El dnico morfismo ax: D"4(X) — % es una co-equivalencia débil.
(11) El conjunto simplicial reducido (X)) es un objeto fibrante de la categoria

de modelos (sSety, Wr*e 'mono, fib’e4).

DEMOSTRACION. Sea X un objeto fibrante de (sSeto, Wred, mono, fib'*?), es de-
cir X es un complejo de Kan reducido tal que m;(X) = 0 para i > n + 1. Se sigue
del Lema 10.1.7 que el morfismo ¢5¢? imagen del morfismo gy: D(X) — X por el
funtor adjunto derecho de la adjuncién (10.28), es una fibracién de la categoria de
modelos (sSetO,W;ed,mono,ﬁbZed). En particular, los conjuntos simpliciales redu-
cidos Dred(X) y red(X) son objetos fibrantes de (sSety, Wred mono,fib’*?) y por
el Lema 6.1.2 el cuadrado (10.29) es un cuadrado homotépicamente cartesiano de
(sSety, Wred mono, fib’*").

Més ain, ya que ax: D(X) — * es una oo-equivalencia débil entre complejos de
Kan punteados:

7—[( D(X) = « ) = Dred(X) —
también es una oo-equivalencia débil entre complejos de Kan reducidos.

Finalmente, recordemos que un objeto fibrante Z de (sSet,, Wred, mono, fib/*%)
es fibrante en la categoria de modelos (sSeto,Wfﬁdl,mono,ﬁb;e_dl) si y solamente si
m(Z) = 0. Deducimos facilmente que 7rn( red( X )) ~ 7rn+1(X ) = 0 de la Proposicién
8.6.1. 0
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Deducimos de los Lemas 10.2.5 y 6.4.1 el siguiente enunciado:

COROLARIO 10.2.6. Si1<n < oo el funtor 7% sSety, — sSety definido arriba
respeta las n-equivalencias débiles entre los objetos fibrantes de la categoria de modelos
(sSety, Wred mono, fib’*") de la Proposicién 10.1.2. Mds ain, un funtor derivado total
por la derecha de "% es un funtor espacio de lazos de (sSeto,W;’fd,mono,ﬁb:fd) tal

que * — T4 X) es una (n - 1)-equivalencia débil para todo objeto fibrante X .

En particular, la categoria de modelos (sSeto,W;;ed,mono,ﬁb:fd) Junto con el en-
riquecimiento Hom g - definido en (10.3) es una categoria de modelos simplicial pun-
teada de orden n —1.

Por el Corolario 10.2.6, el funtor derivado de los morfismos RHom g, ~de la cate-
gorfa de modelos (sSety, Wred mono, fib’*?) induce en la categorfa de los n-tipos de
homotopia reducidos Hon(sSeto ), es decir la categorfa homotdpica sSetO[(W,Qed)‘l]
de la categorfa de modelos (sSety, Wred mono, fib’*), un enriquecimiento con tensor
y cotensor sobre la categoria cartesiana cerrada Hon_l( sSet) de los (n - 1)-tipos de
homotopia (la categoria homotépica de los (n — 1)-grupoides).

La categoria de los n-tipos de homotopia reducidos con tal enriquecimiento sobre
la categoria homotopica de los (n - 1)-grupoides es llamada la categoria homotdpica de
los n-grupos.

Senalemos la siguiente versiéon equivalente de esta categoria: Escribimos Fib; pa-
ra denotar a la subcategoria de sSet; cuyos objetos son los conjuntos simpliciales
n-fibrantes reducidos, es decir los objetos fibrantes de (sSeto, Wred mono, fib/**) la
categoria de modelos de la Proposicion 10.1.2, o de manera explicita los complejos de
Kan X tales que X =+ y m(X) =0 parai>n+1.

Deducimos del Corolario 10.2.6:

COROLARIO 10.2.7. Sea 0 <n<oo. S1 X yY son conjuntos simpliciales n-fibrantes
reducidos, el conjunto simplicial de los morfismos Hom g, (X,Y") de (10.3) es un con-
junto simplicial (n - 1)-fibrante. Dicho de otro modo, el funtor Hom g —induce por

restriccion un enriquecimiento de la categoria Fiby sobre la categoria catesiana cerra-

da Fib"™" (ver el Lema 8.4.6).

Si hFibj denota a la categoria de los conjuntos simpliciales n-fibrantes reducidos
donde el conjunto de morfismos es el conjunto de los componentes conectables por
trayectorias 7r0(Ho_msSet0), se sigue que el funtor inclusién canénico de Fibg en sSetg
induce una equivalenca de categorias entre hFib{ y la categoria de los n-tipos de
homotopia reducidos Ho, (sSety).

Por 1ltimo, observemos que el funtor Hom g ~es un enriquecimiento de hFibg sobre
la categoria cartesiana cerrada AFib™ !, mientras que el enriquecimiento de la categoria
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de los n-tipos de homotopia reducidos Ho, (sSetg) sobre la categoria cartesiana cerrada
de los (n — 1)-tipos de homotopia Ho,_1(sSet) es un funtor derivado de los morfismos

RHom

——~-"-sSetg "

11. Conjuntos bisimpliciales reducidos

En la presente secciéon vamos a recordar la estructura de categoria de modelos en los
conjuntos bisimpliciales reducidos (ssSeto, Wi mono, fib%*?) donde las equivalen-
cias débiles son las n-equivalencias débiles diagonales. En el Corolario 11.3.4 determi-
namos condiciones suficientes para que un conjunto bisimplicial sea un objeto fibrante
en (ssSety, W™ mono, fib*).

§11.1.  Denotamos como ssSet a la categoria de los conjuntos bisimpliciales, es
decir de los funtores:

(AxA)” —2~ Set
([p)la]) — Xpg

y de las transformaciones naturales entre ellos.

Las proyecciones candnicas:

Ax A2 A y Ax A0 A

inducen funtores pj,p;: sSet — ssSet definidos en un conjunto simplicial X como:
pi(K)pg = Kp y p3(K)pq = Ky,
los cuales admiten funtores adjuntos definidos por las formulas:
p1,(X) :cogim Xeg, DP1.(X) :lign Xeg 2 Xeop
P2 (X) = co}oim Xpe v D2.(X)= h;n Xpo 2 Xoe-

Definimos el producto caja de conjuntos simpliciales por la regla:

sSet x sSet —— > ssSet .

(K,L) —  pi(K)xpaL
Observemos que si k > 0 las inclusiones canénicas:

(11.1) AMUARA vy A AxA,
(] —  (lp].[K]) [a] — ([¥],[q])
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inducen adjunciones:

(i1,6 ) (iz,x )
£ N £ N
ssSet il sSet y ssSet 1 sSet ,
\_// \_//
(i1,6)" (i2,x)*

donde (i1 )1 A 2 ARAF y (o)1 A 2 A* & A para todo conjunto simplicial A.
Si X es un conjunto bisimplicial, llamamos a los siguientes conjuntos simpliciales:

= M\

(llk)X Xk— X(]k; Xlk ~~~~~~~~~~ n+1k ............

o \ -/
P USAN

y (12 k:) X = Xgo = Xip X g Xk D R pr— ,
~s07 \\\52—7/1
respectivamente, el conjunto simplicial horizontal y el conjunto simplicial vertical en

grado k de X.

Por ejemplo, si k = 0 se tiene que (i10)1 2 py, (i1,0)* 2 P14, (i20)1 25 v (i20)* 2 P2.4;
en particular:

(11.2) Homsgset (A9, X0 ) 2 Homgsser (A? ® A9, X ) = Homgger (A?, X, )
112
X

p.q

para todo conjunto bisimplicial X.
Recordemos finalmente que la categoria ssSet es cartesiana cerrada; en efecto, para
todo conjunto bisimplicial X se tiene la adjuncién:

X x -
7 TS\
ssSet L ssSet donde hom(X,Y),, = Homssset(X x (AP Aq),Y).
\\_/

hom(X,-)

En particular deducimos dos enriquecimientos de ssSet sobre la categoria cartesiana
cerrada de los conjuntos simpliciales sSet:

(11.3) Homt . (X,Y) = Homgset(X x p; (A"),Y)
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donde 0 <i <1, junto con las adjunciones:

X xpi() hom(p; (.Y
PN PN
(11.4) sSet L ssSet y sSet 1 ssSet” .
~_ ~_
HOJi?Set (X’ : ) HOJé?Set( ' ’Y)
§11.2.  Escribimos ssSet, para denotar a la subcategoria plena de ssSet cuyos

objetos son los conjuntos bisimpliciales reducidos, es decir los conjuntos bisimpliciales
X tales que X, o = * para todo p > 0. De manera equivalente, ssSet, es la categoria de
los funtores:

A X sSet

[p] — Xp,e
y las transformaciones naturales entre ellos.

Si ssSet, denota a la categoria de los conjuntos bisimpliciales punteados, el funtor

inclusion de ssSet, en ssSet se factoriza:

Funtor inclusion

(11.5) ssSet C ssSet .

/Fmolvida

Maés aun, las adjunciones (10.2) inducen adjunciones:

ssSet,

FAT
£
ssSet; = sSet; ——— sSet®” =z ssSet

(11.6) ga”
£
y ssSet, = sSet)” ——— sSet®” = ssSet, .

\J;/

HAP
Las versiones punteadas (ver (9.34) y (9.35)) de los enriquecimientos (11.3) de la
categoria de los conjuntos bisimpliciales, inducen en la categoria ssSet, dos enriqueci-

mientos simpliciales:

Hom") (X, Y)n :HomssSeto((X x P:(An))/( * Xp;(An))’ Y)

——=—=ssSetg

(1L.7) = Homgeser. ((X 07 (A™))/(+ xp7 (A")),Y)
=Homly,, (X,Y)

————ssSet.
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donde 0 <7 <1, junto con adjunciones:

(%) (@)

X N- Y N
PN PN
(11.8) sSet L ssSet, y sSet L ssSet”
~_ ~_
Homé?SetU (X’ : ) Homii)Seto ( : ’Y)

definidas como sigue:
(1)
X AN K=(Xxpj(K))/(+xp;(K)) ¥

(V7%),, - Homssseto(<pZK < (A7 AN )/(pi K x (A7 msa(A7)), Y) |

)

Observemos que si X y Y son conjuntos bisimpliciales reducidos, se deduce de la

primera adjuncién en (11.6) que:

Hom (g, (X,Y), = Homgse, ((X x pi(A")/(+xpi(A™)).Y)
(11.9) ~ Homgsset (X x p(A™),Y)
= Hom{} (X, V) .

———ssSet

Sin embargo, tenemos una funcién no necesariamente biyectiva:

Hom(Z,, (X.Y), Hom (%, (X,Y),
1l I
HomssSeto (X X p;(An)/( * Xp;(An))a Y) HomssSet(X X p;(An), Y)

1R
HomssSeto((X x pg(A”))/( * ><p§(sq0A")),Y) .

PROPOSICION 11.2.1. Sea 0 < n < o0o. La categoria de los conjuntos bisimpliciales
(2)

ssSet, @dmite una estructura de categoria

reducidos ssSety con el enriquecimiento Hom

de modelos simplicial de orden n, donde’

{f: X =Y ‘ Ip.e €8 una n-equivalencia

{ equivalencias débiles}

débil de conjuntos simpliciales ¥ p > O} = W,(f) ,

{coﬁbmcz’ones} {monomorﬁsmos} = mono,
{ﬁbracz'ones} = {morﬁsmos con la propiedad de levantamiento

derecho con respecto a mono N Wﬁf)} = ﬁb,(f).

90bservemos que un morfismo f de ssSety es un monomorfismo si y solamente si fp,q € una

funcién inyectiva para cualesquiera p,q > 0
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Mas aun, st X es un conjunto bisimplicial reducido, entonces X es un objeto fibrante
de la categoria de modelos (SSSetO,Wg),mono,ﬁbg)) sty solamente si, el morfismo

de conjuntos simpliciales reducidos inducido de la inclusion OAP — AP :
(1110) HornssSet(plA X) - HOInssSet(plaA )

es una fibracion de la categoria de modelos (sSetg, WTed, mono,ﬁbffd) para todo p > 0.

DEMOSTRACION. Ya que ssSet es isomorfa a la categoria de los funtores:

AP sSet,

[p] — Xp,e
y A% admite una estructura de categoria de Reedy donde:
A? = {n 5 meA%|f es sobreyecti A% = {nLmeA”|f es imyecti
y = es sobreyectiva en A} , o= {n = 1m € |f es inyectiva en A}

y la funcién grado Ob(A®) — N es la funcién identidad; deducimos de la categoria
de modelos (sSety, Wred mono, fib’*?) de la Proposicién 10.1.2 una estructura de la
categoria de modelos en ssSet, llamada de Reedy, cuyas equivalencias débiles son pre-
cisamente los elementos de W7(L2).

Para describir a las cofibraciones y a las fibraciones de Reedy, recordemos que si X
es un objeto de ssSet, definimos para k > 0 los objetos:

(1111) Lk(X) = colim le. y Mk(X) = lim le.;
sobrlz_:xg) id. iny.l;:)]rcx id.
donde el colimite y el limite se calculan en la categoria sSet,.

En particular, se tienen los morfismos canénicos:

Li(X) — Xgo — Mp(X)

Un morfismo f: X — Y de ssSetq es llamado una cofibracién (resp. una fibra-
cién) de Reedy si el morfismo ¢ en el siguiente diagrama suma amalgamada (resp.
producto fibrado) en sSet:

Li(X)

colimfl,.l l
(11.12)

Lk(Y)—>Lk(Y) I_[ Xk:,o

Ly (X)
\l\
Yk,o

Xk
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Xk,c
\Lp\
AL
Mi(X X Yie—> Mp(X
resp. Kl )Mk(Y) " w(X)
l ‘limfl,.
Yk’,- Mk(Y)

es una cofibracién (resp. una fibracién) de (sSeto, Wred, mono, fib/**) para todo k > 0.

Ya que por el Corolario 10.1.1 los colimites (resp. los limites) de (11.11) y (11.12) son
colimites (resp. limites) en sSet, se deduce que un morifmos f: X — Y de ssSet es
una cofinracion de Reedy si y solamente si, su imagen en la categoria de los conjuntos
bisimpliciales ssSet = sSet”>” es una cofibracién de Reedy. En particular un morfismo
f: X —=Y de ssSet; es una cofibraciéon de Reedy si y solamente si las funciones f,,
son inyectivas para p,q > 0. Por lo que (ssSeto,Wg),mono,ﬁbff)) es efectivamente
una categoria de modelos, la categoria de modelos de Reedy de los objetos simpliciales
de la categorfa de modelos (sSeto, Wred mono, fib/*?).

Por otro lado, se sigue de los isomorfismos:

l—p

iny. no id. iny. no id.

M,(X), = lim X, = lim HomssSet(NN,X))

IR

(11.13) HomssSet(( colim Al) A1, X)
: olin

iny. no id.

; HomSSSet(aAp A, X)
= Hom®) (p{f)A”,X)q,

———ssSet
que un objeto X de ssSetg es un objeto fibrante de Reedy si y solamente si, el morfismo
de conjuntos simpliciales reducidos inducido de la inclusién 0AP — AP :

Hom %), (pt A7, X ) — Hom®_ (p:9AP, X)

——ssSet ———ssSet

es una fibracién de la categoria de modelos (sSetg, Wre?, mono, ﬁb:fd) para toda p > 0.
Finalmente, para mostrar que (ssSet, W,(f), mono, ﬁbT(lz)) con el enriquecimien-
to Hom®)

ssSet, €S Una estructura de categorfa de modelos simplicial de orden n, como

tenemos adjunciones (11.8), debemos solamente verificar la siguiente propiedad:

Si j: A— B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales y

¢: X — Y es un monomorfismo de ssSet,, entonces el morfismo
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@ en el siguiente diagrama suma amalgamada de ssSet:

(2)
2 N A 2
(11.14) xR 4 : vy R4

@)
X(i)jl l YAg

2 2 2
X(/\)B X(/\)B L Y(/\)A

2
X (/\)A

~

TN
@) Y ANB,

qNB
2) . .
es un monomorfismo, el cual pertenece a Wﬁl) si j es una oo-

equivalencia débil de conjuntos simpliciales o si ¢ pertenece a w.

Con este fin, observemos que el funtor inclusién canénico ssSet, —— ssSet, con-
muta con colimites pequenos y productos pequenos; por lo que de acuerdo al Lema
9.3.3 es suficiente mostrar que la categoria de los conjuntos bisimpliciales ssSet con el
enriquecimiento Ho_mizéet definido en (11.3) ma&s arriba, es una categoria de modelos

simplicial de orden n con la estructura de Reedy, es decir cuando:

{equivalencias débiles} { f: X—=Y | fp,e €s una m-equivalencia
débil de conjuntos simpliciales V p > 0 } ,

{ cofibraciones } = { monomorfismos } .

De manera explicita, es suficiente mostrar la siguiente propiedad:

Si j: A— B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales y
¢ X — Y es un monomorfismo de conjuntos bisimpliciales, en-
tonces el morfismo ¢ en el siguiente diagrama suma amalgamada
de ssSet:

qxpy A

(11.15) X xpyA Y xpiA

Xxpsj‘ ‘ Yxp3j

X xpi;B XxpsB |l Y xpjA

&_}
N
Y xpiB,

qxpy B

es un monomorfismo de conjuntos bisimpliciales el cual pertenece

al conjunto:

(11.16) {f: X =Y | fye nequivalencia débil V p>0}
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si 7 es una m-equivalencia débil de conjuntos bisimpliciales, o si ¢
pertenece a (11.16).

Ya que ssSet es una categoria de funtores en la categoria de conjuntos, si j y ¢ son
monomorfismos, todos los morfismos del diagrama (11.15) también son monomorfismos.
Ademés observemos que p;(j) pertenece a (11.16) si j es una n-equivalencia débil de
conjuntos simpliciales.

La propiedad deseada se deduce del hecho que los monomorfismos que pertenecen
a (11.16) son estables por cocambio de base y la familia (11.16) cumple la propiedad
2-de-3. O

En el siguiente enunciado damos condiciones suficientes para que un conjunto bi-
simplicial reducido sea un objeto fibrante de (ssSeto,Vfo)7 mono,ﬁbﬁf)) la categoria
de modelos de la Proposicién 11.2.1.

LEMA 11.2.2. Si0<n<oo y X es un objeto de la categoria ssSety que cumple las
siguientes propiedades:

(1) Xpe es un n-grupoide de Kan para toda p > 0, es decir sip >0, ¢ >2 y
0<k<q, la funcion:

(11.17) Hom(A? ® A4, X') — Hom (AP m A%*, X))

es sobreyectiva para 2 < q<n y biyectiva para ¢ >n+ 1.
(1) Parap>n+1yq>1la funcion:

(11.18) Hom (AP & A?, X') — Hom (AP m A%, X))

es biyectiva.
(1) Para2<p<n,2<q<n y0<k<q la funcion:

(11.19) Hom(9AP ® A4, X ) — Hom(0A? ® A%*, X)

es sobreyectiva.
(tv) Para 1<p<n,2<q<n y0<k<q la funcion:

(11.20) Hom(AP ® A%, X ) — Hom (AP ® A, X) x Hom(AP ® A%F, X))
Hom (9APEATF,X )

es sobreyectiva.

entonces X es un objeto fibrante de (ssSety, W,(f), mono, ﬁb§?>) la categoria de modelos
de la Proposicion 11.2.1.

DEMOSTRACION. Sea 0 <n < oo y supongamos que X es un objeto de la categoria
ssSet, que cumple las propiedades (1), (11), (111) y (1v). Mostremos que se tiene también:
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(v) Para0<p<1,2<qg<ny0<k<qla funcién:
Hom(9AP ® A9, X ) — Hom(9A? ® A%*, X))

es sobreyectiva.
(vi) Parap>n+1,2<qg<ny0<k<qlafuncién:

Hom(9AP ® A4, X ) — Hom(9A? ® A%k, X))

es sobreyectiva.
(vir) Parap>0,g>n+1y 0<k<q la funcién:

Hom(aAP Ad, X) — Hom(aAP Ak, X)

es biyectiva.
(virr) Parap>n+1,2<g<ny 0<k<qla funcién:
Hom(Ap AT X) E—— Hom(&‘Ap Al X) X Hom(Ap AT, X)
Hom (9APRATH,X)

es biyectiva.
(IX) Parap>1,¢>n+1y 0<k<qla funcién:

Hom(AP A4, X) — Hom(@AP A4, X) X Hom(AP Ak, X)

Hom(BAPAqvk,X)

es biyectiva.
En efecto, la propiedad (V) se sigue para p = 0 porque JA° = &; mientras que para
p =1 se sigue porque JA! 2 AP HA? y ya que la funcién (11.17) es sobreyectiva si p = 0,
2<q<ny0<k<q.
Por otro lado, de (11) y de la definicién de A%* como un conticleo se deduce que:

(11.21) Hom(A? ® A%*, X') —— Hom(0AP ® A%, X))

es una biyeccién sip>n+1,2<g<ny0<k<q (nota que X es un conjunto bisimplicial
reducido), por lo que la propiedad (V1) es una consecuencia de (1) y (11). Del mismo
modo, (VII) se sigue facilmente de la definicién de AP y de (1).

Notemos ahora que como (11.21) es una funcién biyectiva para p>n+1,2<g<n

y 0 <k <q, se tiene que el morfismo candnico:

Hom(aAP A4, X) X Hom(Ap Ak, X) — Hom(@AP A4, X)
Hom(aAPIZAq’k’,X)

es una funcién biyectiva, por lo que (VIII) es una consecuencia de (II).
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De forma anéloga, sip>1,¢>n+1y 0<k<q, el morfismo candnico:

Hom(@AP A4, X) X Hom(AP Ak, X) — Hom(AP Ak, X)
Hom(aAPEAqvk,X)

es una funcién biyectiva por (viI), de modo que (IX) se sigue de (I).

Observemos finalmente que si X cumple las propiedades (1)-(1X), entonces para to-
da p > 0 los conjuntos simpliciales reducidos Homés)set(plA X ) y Homssset(plaA )
son objetos fibrantes de la categorfa de modelos (sSetq, Wre?, mono, ﬁbZEd) y el mor-

fismo:

(11.22) Hom?) (piAr, X) — Homssset(plaA LX)

——ssSet

cumple la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto al siguiente conjunto

de morfismos:
ad 1Lk /g
{ Ak [sqy AT+ Sl A1/sq,A? ¢>2, 0<k<gq }

Por lo tanto, se sigue de la Proposicién 10.1.8 que el morfismo (11.22) es una fibra-
cién de la categorfa de modelos (sSety, Wred, mono, fib’*?) para toda p > 0; es decir
X es un objeto fibrante de la categoria de modelos (ssSet, W,(f), mono, ﬁbff)). O

§11.3. En esta seccion queremos considerar la localisaciéon de Bousfield de la
categoria de modelos (ssSet,, W,(f), mono, ﬁb,(f)) de la Proposicion 11.2.1 con respecto
a las equivalencias débiles diagonales de conjuntos bisimpliciales. Obtendremos de este
modo a la categoria de modelos de Dugger (ver [Dug01]) de los objetos simpliciales de
la categorfa de modelos (sSet, Wred mono, fib’*) (ver la Proposicién 11.3.1 de mas
abajo).

Recordemos para empezar que a partir del funtor diagonal de la categoria de los
simplejos A — 2L AXA , se construye una adjuncion:

[n] —  ([n],[n])
6*
7 N\
(11.23) ssSet L sSet ,
~~_

s

donde 6*(X) = X 06 es llamado el conjunto simplicial diagonal de X.
Observemos que es posible tomar §.(A),, = HomsSet(Ap X Aq,A). En efecto, el

funtor 6* conmuta con colimites pequenos y se tiene un isomorfismo natural:
Homgget (0* (AP 1 A7), A) = Homgget(A? x A% A) = 6,(A),, = Homgser (A ® A5, A)

para todo conjunto simplicial A.
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Si nos restringimos a los conjuntos bisimpliciales reducidos, deducimos de (11.23)

una adjuncién:
diag

7\
(11.24) ssSet L sSety ;
~_

T

donde diag(X)n = Xpn y 7(A)pg = Homsseto((AP x A1) /(AP x sqy(A7)), A).
En particular:

r(A)pg = HomsSetO((AP x A7) [(AP x 5qo(A7)), A)

~ HomsSetO(((Aq/qu(Aq)) X AP)/( * xAP), A)
= HO_msSetO(Aq/SQO(Aq)aA)p (ver (10.3));
es decir:
(11.25) (e 2 Ay r(A)ey = Homg, (A7/say(A7), A).
PROPOSICION 11.3.1. Si 0 <n < o0 e 0 <i <1, la(p)ategom”a de los conjuntos

ssSe
de categoria de modelos simplicial punteada de orden n—1, donde:

bisimpliciales reducidos ssSety con el enriquecimiento Hom g . - admite una estructura

{equivalencias débiles} {f X =Y | diag(f) es una n-equivalencia
débil de conjuntos simpliciales} = Wdiag
{coﬁbmciones} {monomorﬁsmos} = mono,

{ﬁbmciones}

{morﬁsmos con la propiedad de levantamiento

derecho con respecto a mono n W49 } = fib%a9

Ademds, un conjunto bisimplicial reducido X es fibrante en la categoria de modelos
(ssSeto, W™ mono, fib%*) si y solamente si, X es un objeto fibrante de la categoria
de modelos (ssSeto,W,(f), mono,ﬁbg)) de la Proposicion 11.2.1 y todos los morfismos
de conjuntos simpliciales *: Xyo — X, o inducidos por los morfismos p: [l] — [k]

de A son n-equivalencias débiles.

DEMOSTRACION. Si 0 < n < oo, notemos para empezar que la categoria de mode-
los (ssSetO,Wflz),mono,ﬁbg)) de la Proposicién 11.2.1 es una categoria de modelos
propia por la izquierda (pues las cofibraciones son los monomorfismos) y combinatoria
(pues es la categoria de los diagramas de una categoria combinatoria sobre una cate-
goria de Reedy). Se sigue del Teorema 4.7 de [Barl0] que existe su localizacion de
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Bousfield por la izquierda con respecto al siguiente conjunto de morfismos:
(11.26)

st = { (Almsm)/(alm+)

P« Rid

(At msm)f(afme) [T<m<n, (15K e A},

En los dos Lemas que siguen, escribimos [ -, -]7(12) para denotar al conjunto de los

morfismos en la categoria de fracciones ssSeto[(Wg))_l].

LEMA 11.3.2. Si 0<n < oo, un conjunto bisimplicial reducido Z es un objeto Se'®-
local de la categoria de modelos (ssSeto,Wg), mono,ﬁbf)) sty solamente si, el mor-

fismos de conjuntos simpliciales p*: Zyo — Z;o €5 una n-equivalencias débiles para

todo morfismo : [l] — [k] de A.
DEMOSTRACION. Observemos para empezar que si [ > 0, tenemos una adjuncién:

(Alm)/(Alme)
7 N\
(11.27) sSet 1 ssSet ;
~~_
( : )l,-

en particular para todo conjunto bisimplicial reducido W tenemos isomorfismos:

Hom, ., (S, Wia), = Homager, ((S™ x A")/(x x A™), W)

=—=~222sSeto

~ HomssSetO(Al (57 xam) [+ x am)] [ (Al w ), W)

~ HomssSeto([(Al Sm)/(Al *)] X pgA”/(* x py A™), W)

= Hom(,,, ((A'mS™)/(Alm+), W)

———ssSetg

sim>1ymn,l>0.

Por otro lado, no es dificil mostrar que el funtor (A'r-)/(A!®~*) respeta los monomor-
fismos y envia los elementos de la familia WT¢? en elementos de la familia W Por lo
que el funtor (-); . envia los morfismos de las familias w? y fib® en las familias Wred
y ﬁbffd respectivamente. Deducimos que si Z es un conjunto simplicial reducido y W
es un remplazo fibrante de Z en la categoria de modelos (ssSeto,W,(f), mono,ﬁbff)),
entonces W, es un remplazo fibrante de Z;, en (sSety, Wred, mono,ﬁb:fd) para todo
[>0.
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Si @ [I] = [k] es un morfismo de A, tenemos asi un diagrama conmutativo:

[(AFms™)/(AFw ), 2] (o) [(A'ms™)/(Alm ), 2]?
IE IR
mo(Hom R, (AF 0 S™) /(A% & ), W)) mo(Hom (3., (A'mS™)/(A m»), W)
1R 1R
WO(HomSSetO(Sm, Wk.)) 7ro(H0mSSet0(Sm7 Wz,.))
11? 1R
[Snla Zk,o];ed [Snla Zl,.]:fd
1R 1R
'/Tm(Zk,o) o '/Tm(Zl,n) )
lo que muestra el enunciado deseado. O

) . . s di
Determinemos a las equivalencias débiles Sy, “-locales:

LEMA 11.3.3. 57 0 < n < oo, un morfismo de conjuntos bisimpliciales reducidos
f: X —Y es una equivalencia débil 5449 _Jocal de (ssSeto,Wﬁf),mono,ﬁbf)), Sty
solamente si el morfismo diag(f): diag(X) — diag(Y') es una n-equivalencia débil

de conjuntos simpliciales reducidos.

DEMOSTRACION. Notemos que la adjuncién (11.24) es una adjuncién de Quillen en-
tre las categorias de modelos (ssSeto, W), mono, fib®) y (sSeto, W*¢, mono, fib’*%).
En efecto, por un lado el funtor diag respeta los monomorfismos.

Por otro lado, para mostrar que dz’ag(W,(f)) c Wred gbservemos para empezar que
si f: X =Y esun morfismo de ssSet, entonces f pertenece a Wq(f) si y solamente

si su imagen por el funtor inclusién ssSet, — ssSet pertenece a:
(11.28) {f T W—=2Z ‘ [p,e Pertenece a W, para toda p > 0} ;

y ademas, diag(f) es una n-equivalencia débil si y solamente si su imagen por el funtor
inclusién sSety; — sSet es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales.

Por lo tanto diag(Wg)) c Wred pues de acuerdo a un resultado de Denis-Charles
Cisinski (ver el Corolario 2.3.17 y el Teorema 1.4.3 de [Cis06]), para toda 0 < n < oo
la imagen por el funtor diagonal 6*: ssSet — sSet del conjunto de morfismos (11.28)
esta contenido en W,,.

Recordemos ahora que para todo conjunto simplicial reducido A:

r(A)pg = HomsSeto((AP X Aq)/(AP x qu(Aq)), A) ~ (A’O\Ap> (voir (10.4));

q
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por lo que si consideramos el funtor pj: sSet, — ssSet, donde p3(A),, = A, 2
(AXA()) , podemos definir una transformacién natural n: p; = r por el siguiente cua-
q

drado conmutativo:

(14)1.0
P3(A)pq - r(A)p,q
s Il
Homsser, (A x A7) /(A” x sqq (A7), A) Homsser, (A7 x A7) /(A7 x sqq(A7)), A)
1] 1]
AXAO A;)\Ap ,
("), - (45,

donde ¢: AP — A® es el morfismo candnico, el cual es una co-equivalencia débil.
Como el funtor r es adjunto de Quillen por la derecha, se sigue que para todo
objeto fibrante A de (sSetq, Wre?, mono, ﬁb;ed), el morfismo de conjuntos simpliciales

reducidos (74)p.e: P5(A)pe — 7(A)pe e€s una oo-equivalencia débil para toda p > 0,
es decir el morfismo de conjuntos bisimpliciales reducidos n4: p5(A) — r(A) es una

equivalencia débil de la categoria de modelos (ssSet, Wﬁf), mono, ﬁbﬁ?).
Se concluye que si A es un objeto fibrante de (sSeto, Wred, mono, fib’) y X es
un conjunto simplicial reducido cualquiera, hay biyecciones naturales:

red o [X,RT’(A)](2) ~ [Xap§(14)],(f)-

n

[diag(X), A]™ = [Ldiag(X), A]

n

Por lo que un morfismo de conjuntos bisimpliciales reducidos f: X — Y satis-
face que diag(f) es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales reducidos, si y
solamente si para todo objeto fibrante A de (sSetq, Wred mono, fib’*?) la siguiente
funcion es biyectiva:

fx—

[Vips(4)]” (X, p3(4)].

Ya que p3(A) es un objeto 549 14cal para todo conjunto simplicial reducido A,
se sigue que si f es una equivalencia débil ST-local de la categorfa de modelos
(ssSeto, WS mono, fib'?) entonces diag(f) es una n-equivalencia débil de conjuntos
simpliciales reducidos.

Para mostrar el reciproco, notemos que si Z es un objeto S4ia9_15cal y fibrante
de la categoria de modelos (SsSeto,W,(f), mono, fib{»), el morfismo p3(Zp.) — Z

. . 2
definido por las funciones s} ...st: Zy, — Z,, pertenece a W7(l ), donde Zy, es un
——
p

objeto fibrante de (sSeto, Wred mono, fib/**) porque el funtor (-)g. de (11.27) es
adjunto de Quillen por la derecha.
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Deducimos un cuadrado conmutativo:

[v.2]¢ - [x.2]¢
1S 1S
[Vip3(Zoa)]” [X,3(Z0.0)]?

1S 15

. red .
[dmg(Y)7 Zo,.]n T [dzag(X), Zo,.]

red

n

para todo objeto S¥9 1ocal y fibrante Z de (ssSeto,WT(LQ),mono,ﬁbff)). Lo que im-
plica que si diag(f) es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales reducidos,
entonces f es una equivalencia débil S¥*-local de (ssSety, W,(f), mono, ﬁbf)). O

Se sigue del Teorema 4.7 de [Bar10] y de los Lemas 11.3.2 y 11.3.3 de arriba que
(ssSety, Wﬁmg, mono, ﬁbii“g), es efectivamente una categoria de modelos, cuyos obje-
tos fibrantes son los objetos fibrantes X de (ssSeto,Wﬁf),mono,ﬁb,(f)), la categoria

de modelos de la Proposicién 11.2.1, tales que ¢*: X, — X;. es una n-equivalencia

débil para todo morfismo ¢: [I] — [k] de A .

Si0 < <1, para mostrar que la categoria de modelos (ssSet, W9 mono, fib%ie9)
(%)

con el enriquecimiento Hom g .

definido en (11.7) es simplicial de orden n, debemos
mostrar que se cumplen la siguiente propiedad:

Si j: A— B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales y
¢: X — Y es un monomorfismo de ssSet, entonces el morfismo

@ en el siguiente diagrama suma amalgamada de ssSet:

. (i) .
1 NA 7
(11.29) xRa—° vy XA

(0) (@)

X AB xApuvRa
xWa
"N .
@) Y(/Z\)B,
qANB

di .o
es un monomorfismo, el cual pertenece a Wy si j es una oo-

. . o . . .. . di
equivalencia débil de conjuntos simpliciales, o si ¢ pertenece a Wy, .

Ya que el funtor inclusion ssSety —— ssSet, conmuta con los limites y los colimi-
tes pequenos, como mencionamos en la prueba de la Proposicién 11.2.1, para mostrar
lo deseado se sigue del Lema 9.3.3 que basta mostrar que la categoria de los conjuntos

bisimpliciales ssSet con el enriquecimiento Homgi)Set definido en (11.3) més arriba, es
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una categoria de modelos simplicial de orden n donde:

{equivalencias débiles} { f: X—=Y | 0"(f) es una n-equivalencia

débil de conjuntos simpliciales V p > 0} ,

{ cofibraciones } = { monomorfismos } ;

donde 0*: ssSet — sSet es el funtor diagonal para los conjuntos bisimpliciales.
De manera explicita, es suficiente con mostrar la siguiente propiedad:
Si j: A— B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales y
¢: X — Y es un monomorfismo de conjuntos bisimpliciales, en-
tonces el morfismo ¢ en el siguiente diagrama suma amalgamada

de ssSet:

qxp; A

(11.30) X xprA Y xprA

X xp:B

es un monomorfismo de conjuntos bisimpliciales, el cual pertenece

al siguiente conjunto:
(11.31) {f: X =Y |6(f) n-equivalencia débil ¥ p>0}

si J es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales, o si ¢

pertenece a (11.31).

Esto es una consecuencia de que 0* (pj (j )) = j es una n-equivalencia débil si j lo es.
Finalmente, para mostrar que (ssSetg, wdiag ,mono, ﬁbff‘lg ) con el enriquecimiento

(@)
I—Io—rnssSetg
los Corolarios 9.2.5 y 10.2.6, es suficiente mostrar que la siguiente adjunciéon es una

es una categoria de modelos simplicial de orden n — 1, por el Lema 6.4.2 y

equivalencia de Quillen entre las categorias de modelos (ssSetO,Wﬁmg ,Mono, ﬁbflf“g )
y (sSety, Wred_mono, fib’*%):

*

)
VRS
(11.32) ssSet L sSet .
~_ 7
(+)o,e

Para empezar se verifica sin problemas que el funtor pj es Quillen por la izquierda.
Por otro lado, si A es un objeto fibrante de (sSeto,W;ed,mono,ﬁb;ed), se verifica
también sin dificultad que R( )p. o Lp* (A) es isomorfo a A. De la misma forma, si X
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es un objeto fibrante de la categoria de modelos (ssSety, W29 mono, fib%9)  se tiene
que Lp* o R( ), (X) es isomorfo a X. d

Escribimos Ho, (ssSetg) para denotar a la categoria homotdpica ssSeto[(Wﬁiag )‘1]
de la categoria de modelos (ssSeto,Wff“g ,IMono, ﬁbii“g ) de la Proposicién 11.3.1. Se
sigue de la Proposicién 11.3.1 que los funtores derivados de los morfismos RHo_méi)SetO
para 0 <4 < 1 son enriquecimientos forzosamente isomorfos de Ho, (ssSet;) sobre la
categoria cartesiana cerrada de los (n—1)-tipos de homotopia Ho,,_;(sSet) (la categoria
de los (n - 1)-grupoides).

La categoria Ho, (ssSet) enriquecida de esta forma sobre la categoria de los (n—1)-
grupoides, la llamamos la categoria homotopica de los n-grupos de Segal. Notemos que
la equivalencia de Quillen (11.32) induce una equivalencia entre la categoria homotépica

de los n-grupos de Segal y la categoria homotdpica de los n-grupos:
Lp3
VRN
(11.33) Ho, (ssSety) ~ Ho, (sSety) .
~_ 7
R()o,e
Observemos que la adjuncién de Quillen (11.24) (nota que el funtor diag es un

funtor adjunto de Quillen por la izquierda) también es una equivalencia de Quillen. En
efecto (11.24) induce una equivalencia de categorias:

Rr
VRS
(11.34) Ho, (ssSet) = Ho, (sSet)
~_ 7
Ldiag
pues segun la prueba del Lema 11.3.3 un funtor derivado Rr es isomorfo a un funtor
derivado Lp} (nota que el funtor pj envia las n-equivalencias débiles reducidas en n-

equivalencias débiles diagonales).

El siguiente enunciado se sigue del Lema 11.2.2 y la Proposiciéon 11.3.1:

COROLARIO 11.3.4. Si1 <n < oo y X es un objeto de la categoria ssSety que
cumple las siguientes propiedades:

(1) Si: [l] — [k] es cualquier morfismo de la categoria de los simplejos A, el
morfismo inducido p*: Xjo —= X;o es una n-equivalencia débil de conjun-
tos simpliciales.

(11) X,. es un n-grupoide de Kan para toda p > 0, es decir sip >0, ¢ > 2y
0<k<q, la funcion:

(11.35) Hom(ApAq,X) — Hom(ApAqﬁk,X)

es sobreyectiva para 2 < q <n y biyectiva para q > n+ 1.
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(1) Parap>n+1yq>1 la funcion:
(11.36) Hom(A?® A4, X) — Hom(9A? m A%, X))

es biyectiva.
(tv) Para 2<p<mn,2<q<n y0<k<q la funcion:

(11.37) Hom(9AP ® A4, X ) — Hom(9A? ® A%*, X))

es sobreyectiva.
(V) Para1<p<n,2<q<n y0<k<q la funcion:

(11.38) Hom(AP ® A%, X ) — Hom (AP & AY, X) x Hom(AP ® A%*, X))
Hom (9APEATF,X )

es sobreyectiva.

entonces X es un objeto fibrante de (ssSety, W% mono, fib%™) la categoria de mo-
delos de la Proposicion 11.3.1.

12. Conjuntos simpliciales truncados

En esta seccion damos notacién bésica sobre las categorias cartesianas cerradas de
los conjuntos simpliciales (n+1)-coesqueléticos, de los conjuntos simpliciales débilmente
n-coesqueléticos y de los n-grupoides de Kan.

En la Proposicién 12.4.3 y en §12.5 recordamos que los n-grupoides de Kan (resp.
n-grupos de Kan) modelan todos los n-tipos de homotopia (resp. los n-tipos de homo-
topia punteados conexos). También, en el Corolario 12.5.4 recordamos que la categoria
homotépica de los 1-tipos de homotopia punteados conexos es equivalente a la categoria
de los grupos.

Para terminar mostramos versiones punteadas y bisimpliciales de algunos resultados

sobre truncacion.

§12.1. Si n > 0, denotemos como A, a la subcategoria plena de la categoria
de los simplejos A cuyos objetos son los conjuntos totalmente ordenados [k] para
0 <k <n. La categoria de los conjuntos simpliciales n-truncados sSet., es la categoria

de los funtores A, — Set y las transformaciones naturales entre ellos.

Consideremos la adjuncion inducida por el funtor inclusién 7,,: Ag, — A :

*
Tn

~
(12.1) sSet., 1 sSet -

~_

Tn *
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Recordemos que si X es un conjunto simplicial, escribimos csq,,(X) para denotar
al conjunto simplicial 7,, .75 (X), y lo llamamos el n-coesqueleto de X. Si el morfismo
nx: X — ¢sq,,(X) es un isomorfismo, donde 7 es cualquier unidad de la adjuncién
Tn+ 3 T, decimos que X es n-coesquelético o que X es un n-coesqueleto. De manera
equivalente, X es n-coesquelético si para todo conjunto simplicial A la siguiente funcién
es biyectiva:

*
Tn

Homgset (A, X ) Homgget.,, (Tn*A, T X ) .

Mas atin, ya que el funtor 7, , de la adjuncién (12.1) es fielmente pleno, un conjunto
simplicial X es n-coesquelético si y solamente si, X es isomorfo a un objeto en la imagen
del funtor 7, «.

Mostremos:

LEMA 12.1.1. 87 X es un conjunto simplicial son son equivalentes:

(1) X es n-coesquelético.
(11) X es m-coesquelético para toda m > n.

(111) Para toda m >n, la funcion:

m
Ax

Homgget (A™*!, X) Homgget (OA™ !, X)

inducida del morfismo a™: OA™ — Am*+L eg biyectiva.

DEMOSTRACION. Observemos que si jm: Agn < A1 denota al funtor inclu-

sién canonico, podemos descomponer salvo isomorfismo a la adjuncién:

*
Tm

/_\
sSet.,, 1 sSet
Tm %
como la siguiente composicion:
.jrr:,>£ T”Y‘::’l
sSet,, 1 sSeto,,.1 1 sSet ;
\/ \_/
Jm * Tm+1 *

donde los funtores j,, « ¥ Tms1« son fielmente plenos.

Se deduce que si X es un conjunto simplicial isomorfo a un objeto en la imagen del
funtor 7, ., entonces X también es isomorfo a un objeto en la imagen de 7,,.1 .. De
donde (1) implica (11).



180 ErLHOIM SUMANO

Para mostrar lo que falta de la afirmacion, observemos para empezar que si A es
un conjunto simplicial m-truncado, podemos describir salvo isomorfismo al conjunto

simplicial (m + 1)-truncado j,, .(A) de la siguiente manera:

Jm o« (A)p = Ay si 0<k<m
y jm *(A)m+1 = I—Iornssetgm(’7'7,’;_8Am’+17 A)

Los morfismo cara y degenerados d¥: Ap,y — Ay y sf: Ay — Ayyq , son defi-

nidos para 0 < k <m como aquellos de A; mientras que los morfismos:

am

7

jm *(A)m+1 = HomsSetgm(Tm*aAm+laA) - HomSSetgm (Tm*Ava) = Am )

m
Si

se inducen de los morfismo candnicos:

0; a™ o7
Am - - aAm+1 y aAm+1 —_ Am+1 —_— Am .

i-ésima,

Am

componente  (cicm i1

Dicho de otro modo, moédulo el isomorfismo:

. m+1 dlm_l(lj = d;n__llai
(12.2) jm,(.(A)erl = (ag,...,amH) € HAm ,
0 si0<i<j<m+1.
estos morfismos son definidos por las reglas:
(ag,..- ame1) —— a sitd e 0<k<i-1
. - s ‘ ,
Jm o+ (A)ms1 o Ap, donde b = 1a i<k<i+1
(boy- - ybms1) =— a smdm e i+2<k<m+1.

Podemos ahora describir a una unidad de la adjuncién j,, » - j,; como sigue: Si B
es un conjunto simplicial (m+ 1)-truncado, el morfismo B — j,,, .7, (B), es definido

para 0 < k <m como la funcion identida, y para k =m + 1 como la funcion:

B jm *jm*(B)mH
s s
Homgget.,, ., (ijlAm” , B ) Homgget., (Tm*aAm” I B )

\ s

HOmSSGtSnH—l (ij-laAm-'—l’ B) )
inducida del morfismo a™: QA™ — Am+L
En particular, ya que j,, . es un funtor fielmente pleno, se verifica que si X es cual-

quier conjunto simplicial, el conjunto simplicial (m + 1)-truncado 7, *

5 1(X) es isomorfo
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a un objeto en la imagen del funtor j,, ., si y solamente si la funcion:

+1 +1
Homssetgmﬂ (Tmy;—lAm ) 7-my;—l‘)() Homssetsmﬂ (Tmﬁ-laAm ) 7-7r:;—1)() )
IS 1S
Homgset (A, X) Homgget (0A™ !, X)

m
Xx

es biyectiva. Por lo tanto, las propiedades (11) y (I1I) son equivalentes. O

Mostremos también:

COROLARIO 12.1.2. Sean >0. St X es un conjunto simplicial que cumple la condi-

cion de extension de Kan en dimension 1 <m <n+1, es decir si la funcion:

m,k

HomSSQt(A””l, X) Q—X> HomsSet (Am+1,k7 X)

es sobreyectiva para 1<m<n+1 y0<k<m+1, entonces csq,,,,1(X) es un complejo
de Kan tal que:

Tm(csd, X,a) =0  para toda aecsq,, (X)o=Xg y m2n+1;

dicho de otro modo csq,,,,(X) es un objeto fibrante de (sSet, W,,, mono, fib,,) la ca-
tegoria de modelos del Teorema 8.4.2.

En particular, si X es un complejo de Kan yn es cualquier unidad de la adjuncion
Tn« = T,%, el monomorfismo de conjuntos simpliciales nx: X — csq,,,1(X) es una
n-equivalencia débil.

DEMOSTRACION. Deducimos de los Lemas 8.3.1 y 12.1.1 que para todo X el con-
junto simplicial csq,,,;(X) cumple la condicién de extensién de Kan en dimensién
m>n+2.

Consideremos ahora el siguiente cuadrado conmutativo:

m,k
(12.3) Homgser(A™, X) o Homgget (A1, X)
Homgget (A””l, csqn+1X) Homgget (Am”’k, csqn+1X) ,

o
esap1(X)

inducido de los morfismos 7y: X — csq,,,; X y A™*LF — A+l

Ya que se tiene un isomorfismo (7x), : X, 2 ¢sq,,,;(X), para 0 < p <n+ 1, encon-
tramos que en el cuadrado (12.3) la flecha que desciende por el lado derecho es una
biyeccién paratodal<m<n+1y0<k<m+1 (de manera equivalente se puede notar

que 8q,,,q (A™H1F) 2 Am+lk gi T <m <n+ 1); en particular si suponemos que la funcién

m,k

ay" es sobreyectiva para 1 <m <n+1y 0 <k <m+1 entonces la flecha ™k

€sqp,,1(X)
también es sobreyectiva para 1 <m <n+1y 0 <k <m+1; es decir si X cumple la
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condicién de extensién de Kan en dimensién 1 <m < n+1, entonces csq,,,;(X) también
la cumple y por lo tanto csq,,,;(X) es un complejo de Kan.

Para mostrar la segunda parte, observemos primero que si Y es cualquier complejo
de Kan tal que:

Homgget (Am+1, Y) i HomsSet(aAm“, Y)

es una funcién inyectiva para m > n + 1, resulta de la Proposiciéon 8.6.1 que para todo
aeYyym>n+2, el grupo m,(Y,a) es un cociente de un conjunto con un tinico punto;
por lo tanto, m,,(Y,a) = 0 para todo a € Yy y m >n+2. En particular, como csq,,,,(X)
es un complejo de Kan, ﬂm(csqle, a) =0 paratodoae Xoy m>n+2.

Deducimos también de la Proposicién 8.6.1 que 7rn+1(csqn+1X, a) = 0 para todo

a € Xy. En efecto, por un lado sabemos que podemos identificar:

n+2

qun+1(X)n+2 = {(Zo,...,zn+2) € HXn+1
0

di Zj = dj71 Zi

Si0<i<j<n+2 } Yo 8% (X)nir = Xt
de modo que los morfismos cara d;: €sq,,,;(X)ni2 — €8q,,,.1(X)ps1 para0<i<n+2
correspondan a las proyecciones canénicas. De modo que si z y y son (n + 1)-simplejos
de csq,,,,(X) tales que d;x = d;y = a para todo 0 < i < n+ 1, se verifica sin dificultad
que (z,y,a,...,a) es una homotopia de = en y.

Por tltimo, si X es un complejo de Kan se sigue de la Proposicién 8.6.1 que el mor-
fismo nx: X — c¢sq,,,1(X) es una n-equivalencia débil, pues (1x), : X, 2 €sq,,,1(X),
es un isomorfismo para 0 <p <n+ 1. O

Observemos que si X y Y son conjuntos simpliciales (n + 1)-coesqueléticos (resp.
complejos de Kan (n+1)-coesqueléticos), deducimos del Lema 12.1.1 (resp. de los Lemas
12.1.1 y 8.4.6) que el producto cartesiano argumento por argumento X x Y también
es un conjunto simplicial (n + 1)-coesquelético (resp. un complejo de Kan (n + 1)-
coesquelético).

Mostremos:

LEMA 12.1.3. Sean >0. St X y Y son conjuntos simpliciales, entonces el conjunto
simplicial HomSSet(X7 qun+1Y) es (n+ 1)-coesquelético. Mas ain, si n es una unidad

arbitraria de la adjuncion 1,. 4 7,*, el morfismo nx: X — csq,,,(X) induce un

n

1somorfismo de conjuntos simpliciales:

~

(124) }Io—msSet (qun+1X, qun+1y) I—Io—msSet (X’ csqn+1y) .

En particular, el conjunto simplicial de los morfismos Hom(X,Y) es (n + 1)-co-
esquelético (resp. un complejo de Kan (n + 1)-coesquelético) si X y 'Y son conjuntos
simpliciales (n + 1)-coesqueléticos (resp. complejos de Kan (n + 1)-coesqueléticos).
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DEMOSTRACION. Si X v Y son dos conjuntos simpliciales, mostremos que el con-
junto simplicial HomsSet(X ,Csq,, +1Y) es (n+1)-coesquelético, es decir que el morfismo:

(12.5)

Homsset(Am”,Hoimsset(X, csqle)) — = Homsset(aA"””,Hoimsset(X, csqle)) ,

es una biyeccion si m > n + 1.

Para ello descomponemos (12.5) como la siguiente sucesién de biyecciones:

Homsset(Am“,HoimSSet(X, csanY)) ~ Homsset(Am+1 x X, csq,.1Y) (i

1R

HomsSeth( AT % X), le) (ii
Homgset.,.,, (7 (A™) x iy (X), 7 Y) (il

)

i )

( )

Homsset., ., (7s (0A™) x 700 (X), 700V ) - (iv)
(0 )

)

)

112

112

IR

HomSSetgn+1( Tn+1 Am+1 X X)7 71+1Y) (V

IR

Homgsget (aAm+1 X Xa qun+1Y) (Vl

Homsset((’?Am“,HoimSSet(X, csqle)) (Vii

112

donde (i) y (vii) son consecuencias de la adjuncién (8.5); (ii) y (vi) se deducen de la
igualdad €sq,,,1 = Tni1 +7,,.7 Y POrqUe Tou1 « = 7,,.5; (iii) y (V) son biyecciones ya que 7,
conmuta con productos pequenios; y finalmente (iv) se cumple, pues la (n+1)-truncacién
del morfismo OA™H! <~ A™+l eg un isomorfismo siempre que m >n + 1.

Mostremos ahora que el morfismo (12.4) es una biyeccién para todo conjunto sim-
plicial Y. Para ello recordemos que el funtor 7, %, conmuta con productos pequenos, y
que 7,4 (nx): 7,75(X) — 7,4 (csd,,, (X)) es un isomorfismo de conjuntos simplicia-

les truncados. Verificamos entonces que (12.4) en k > 0 se descompone como la siguiente

sucesién de biyecciones:
Homsset(X,csqle)k = Homsset(X X Ak,csqle) = Homssetéml( n+1(X x A ),Tnle)
Homgsets, ., (7,1 (X) x 7,51 (A%), 7,7Y)

(05, (X)) x7,5(A9), 7,51 Y)

IR

T

112

HomssetSn+1

112

(
(7

Homsgset.,,,, (Tn 1 csqml(X) x A ),Tnle)
(

Homsset5n+1 qun+1 x A csqn+1Y) = msSet(csqn+lX, qunHY)k .

IR

g

Mostremos una version reducida del Lema 12.1.3:

LEMA 12.1.4. Sean X y W conjuntos simpliciales reducidos. St W es (n + 1)-

coesquelético entonces Hom g (X, W) también lo es.
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DEMOSTRACION. Si W es (n+1)-coesquelético, mostremos que la siguiente funcién

es biyectiva para toda m >n + 1:

m
Ax

(12.6) Homsset(Am”, Hom g, (X, W)) Homgget (8Am+1, Hom gy, (X, W)) .

En efecto, esto se muestra de manera analoga a la prueba del Lema 12.1.3 descom-
poniendo la funcién (12.6) como la siguiente sucesién de biyecciones:

112

Homsset(A"”l,HoimssetO (X, W)) Homsset((X x Am“)/( * ><Am+1),csqn+1W) (1)

2 Homgset.,,,, (T;_,_l((X X Am+1)/( . XA77L+1)),7',;+1W) (ii)

112

HomsSetgn+1 (T;Jrl((X X aAm_ﬂ)/( * XaAm+l))7 TT>7(:+1W) (111)

HomsSet((X x 8Am+1)/( * x@Am“), csqn+1W) (iv)

112

2 Homgsee(0A™ !, Hom, ., (X, 1)) (v)
donde (i) y (v) son consecuencia del isomorfismo W 2 csq,,,; W, de la adjuncidn:

HomsSeto((X x K)/(* X K),Y) = Homsset<KaHO_msseto(XaY))v

y de que sSety; — sSet es un funtor fielmente pleno; (ii) y (iv) se deducen de la
igualdad €s8q,,,; = Th+1 47,7 ¥ POrque T,i1 « = 7,.7; v finalmente (iii) es una biyeccién ya
que 7,/ conmuta con limites y colimites pequenos y la (n+ 1)-truncacion del morfismo

OA™C— Am+l es un isomorfismo para m >n + 1. O

§12.2. Sin >0, un conjunto simplicial X es llamado débilmente n-coesquelético

si la funcion:

m
Ax

Homgget (A™*, X)

Homgge (0A™, X))

inducida de la inclusién a™: 9A™+t < A™*1 eg biyectiva para m > n e inyectiva para
m=n.

Se sigue del Lema 12.1.1 que X es débilmente n-coesquelético si y solamente si,
el morfismo canénico de conjuntos simpliciales X — csq,,(X) es un monomorfismo
para m = n y un isomorfismo para m > n + 1; es decir si X esta contenido es su n-
coesqueleto y X es (n + 1)-coesquelético®.

Si X es un conjunto simplicial y n > 0 es un nimero natural, definimos un conjunto

débilmente n-coesquelético csq’,,;(X) y una sucesién de morfismos:

X — qun+1(X) - qu;1+l(X)7

OFEn la Definicién 2.5 de [Dus02] los conjuntos simpliciales débilmente n-coesqueléticos son 1la-

mados complejos de Postnikov de dimensién n



EL DETERMINANTE DE DELIGNE 185

de la siguiente manera'!: Consideremos la relacién de equivalencia ~ en el conjunto
X1 de los (n + 1)-simplejos de X:

(12.7) riyeX, <<= diw=d;y para toda 0<i<n+1;

y denotamos 7*,,(X)" al conjunto simplicial (n + 1)-truncado, que deducimos de la
(n + 1)-truncacién 7*,,(X) de X imponiendo la relacién ~ sobre el conjunto X,,,1.
Si 0 <m <n—1, los morfismos cara y degenerados de 7,7, ;(X)’ son los de X:

Xm+1 - T’;;+1(X)’:71+1 Xmﬂ TT’:‘FI(X)?’TL‘Fl
| A
Xm T;+1(X);n Xm 7_7:+1(X);n

mientras que para m =n, son definidos por cuadrados conmutativos:

cociente cociente

Xn+1 - 7-1;+1(X)1,1+1 Xn+1 - T’;Z‘Fl(X);l‘f‘l
. l . S; ASZ‘
i Wy |

Definimos csq/,,;(X) como el conjunto simplicial Tn+1*(T;+1(X)'), donde 7,41 €s
(ver (12.1)). Aplicando

3 * * ! 1
Ty+1+ al morfismo cociente 7%, (X) — 77,,(X)’ , obtenemos un morfismo de conjuntos

el funtor adjunto por la derecha del funtor truncacién 7.7,

simpliciales:
(12'8) qun+l(X) - qu:Hl(X)'

LEMA 12.2.1. Si X es un conjunto simplicial arbitrario, csq),,;(X) es un conjunto
simplicial débilmente n-coesquelético. Mas aun, si X es un conjunto simplicial débil-
mente n-coesquelético, entonces el morfismo (12.8) es un isomorfismo de conjuntos
simpliciales. En particular, un conjunto simplicial X es débilmente n-coesquelético si y
solamente si la composicion:

nx (12.8) ,
(12.9) X — ¢8q,,,, (X) — ¢sq;, 4 (X)
es un isomorfismo de conjuntos simpliciales.
Por otro lado, si X cumple la condicion de extension de Kan en dimension 1 <m <

n+ 1, entonces el conjunto simplicial csq’, ;(X) es un complejo de Kan y el morfismo

(12.8) es una oo-equivalencia débil de conjuntos simpliciales.

Hesq! L, (K) es denotado como K™ en la Definicién 8.1 de [May82].
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DEMOSTRACION. Observemos que si X es un conjunto simplicial, en el cuadrado

conmutativo inducido por el morfismo composicién (12.9):

(12.10) Homgget (A", X) o Homgget (OA™, X)

) |

Homgget (A"“, csq),.q (X)) Homgset (OA”“, csq),.q (X)) ,

n
I
osdy, 1 X

la funcién yx se identifica al morfismo X1 — X,,1/ ~ ; y la funcién que desciende
por la derecha es un isomorfismo, pues los conjuntos simpliciales csq/,,;(X) y X tienen
la misma n-truncacion.

Por otro lado, se sigue de la definicién de o, que si z y y son elementos del conjunto
Homgget (A", X), entonces = ~ y si y solamente si o% (z) = a%(y); es decir, vx(z) =
vx (y) si y solamente si oy (2) = o’k (y). Mas atun, o} es inyectiva si y solamente si yx
es biyectiva.

Deducimos en particular que si X es un conjunto simplicial arbitrario, entonces:

(1) Qe x Siempre es inyectiva.
(X).

Ya que por definicién csq/,,;(X) es un conjunto simplicial (n + 1)-coesquelético, se

. o . . -
(1) Si la funcién o} es inyectiva, entonces 7,7, (X)" =77,

concluye que:

(1) esq),,;(X) siempre es un conjunto simplicial débilmente n-coesquelético.
(11) Si X es débilmente n-coesquelético, entonces (12.8) es un isomorfismo.

Supongamos ahora que X cumple la condicion de extensién de Kan en dimension 1 <
m <n+1. Se sigue del Corolario 12.1.2, que para mostrar que el conjunto simplicial (n+
1)-coesquelético csq/,,; (X) es un complejo de Kan, es suficiente verificar que csq/,,;(X)
cumple la condicion de extensién de Kan en dimension 1 <m <n+ 1.

Para empezar, notemos que como csq/,,,(X) y X tienen la misma n-truncacion,
entonces csq/,,;(X) cumple la condicién de extensién de Kan en dimensién 1 <m <n-1.

Por otro lado, csq/,,;(X) cumple la condicién de extensién de Kan en dimension n,

ya que en el siguiente cuadrado conmutativo:

an,k
X

HomSSet(A"+1, X) HomsSet(A”+17k, X)

| |

Homsset(A”+1, csq), ., (X)) Homsset(A"”’k, csq), ., (X)) ,

n,k

Y

@ X

., k . . . . .
la funcién oy” es sobreyectiva, y la funcién que desciende por la derecha es biyectiva.



EL DETERMINANTE DE DELIGNE 187

De la misma forma, para mostrar que csq/,,;(X) cumple la condicién de extensién

de Kan en dimension n + 1, construimos el siguiente cuadrado conmutativo:

n+1,k
Xx

Homgget (A2, X) Homgget (A”+2’k, X)

l |

Homgget (A”+2, csq),,q(X) ) Homgget (A”*Z’k, csq),,q(X) ) ,

n+1,k

sl x

+1,k 1y .
donde o'y " es una funcién sobreyectiva.

n+1,k

En este caso la funcién o',
csq; 1 X

es sobreyectiva porque:

Homgset (A”JrQ’k7 X)

Homgget (A”JrQ’k7 csq), 4 (X))

es sobreyectiva, pues se tiene un diagrama conmutativo:

I1 dioproj;
i<j
+2,k
o X, I Xpo = Homgges (A™2%, X)
0<i<j<m+1 I d;_10proj 0<li<m+1
i,7#k i<j m1OPTOdi l#k
identidad I1 dq‘,OPTOjj cociente
\i i<j \1/
n 3 +2,k /
H Xn H (Xn+l/ ~ ) HomsSet(An ,qun+1(X))
0<i<j<m+1 T d1oproj 0<l<m+1
i,5%k iy 77T Prods l#k

cuyos renglones son exactos.

Por dltimo, mostremos que el morfismo (12.8) es una oo-equivalencia si X cumple
la condicién de extensiéon de Kan en dimensién 1 <m <n+ 1. En efecto, ya que (12.8)
es un morfismo entre complejos de Kan (n + 1)-coesqueléticos, por el Corolario 12.1.2
es suficiente notar que (12.8) es una n-equivalencia débil; lo que es una consecuencia
de la Proposicién 8.6.1 ya que la funcién csq,,,1(X)m — csq/,,;(X), es biyectiva si
0<m <n einyectiva sim=n+1. |

Mostremos:

LEMA 12.2.2. Sean >0. St X yY son conjuntos simpliciales débilmente n-coesque-
léticos, entonces el producto cartesiano argumento por argumento X xY 1y el conjunto
simplicial de los morfismos HomsSet(X,Y) son conjuntos simpliciales débilmente n-

coesqueléticos.

DEMOSTRACION. Supongamos que X y Y son conjuntos simpliciales débilmente
n-coesqueléticos. Se sigue de los Lemas 12.1.1 y 12.1.3 que los conjuntos simpliciales
X xY y Homg(X,Y) son (n + 1)-coesqueléticos.
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El conjunto simplicial X x Y es débilmente n-coesquelético porque la funcion:

Homgget (A", X x V)

Homgget (0A™!, X xY)

inducida de la inclusién canénica AP A"+l eg salvo isomorfismo el producto de

las funciones inyectivas:
Homgget (A", X) — Homgget (OA™,X) y  Homgget(A™!,Y) — Homgget (0A™,Y) .

Por otro lado observemos que por el Lema 12.1.3, para mostrar que el conjunto
simplicial HomSSet(X ,Y) es débilmente n-coesquelético, es suficiente mostrar que la

funcion:

Homssetsn+1 (Tn+*1 (X) X Tn:l (Anl+1 )7 Tn:lY) - HomSSEtsn-ﬂ (Tn+*1 (X) X 7—n+>(-1 (8An+1 )7 Tn:ly)

inducida de la inclusién canénica QA" —— A™*! eg inyectiva.

De manera explicita, debemos mostrar que si F, G: 7,5 (X) x 7, (A1) — 7 (V)
son morfismos de conjuntos simpliciales truncados tales que:
(12.11)
Fp,=Gr si 0<k<n vy Fpa(e,f)=Gpa(x,f) si zeXp y fe€ (8A"+1)n+1;

entonces Fy.1(2,1d[41]) = Gpar (2,1d[pe1)) si @ € Xppiq, es decir F = G.

Sean F'y G dos morfismos verificando las propiedades (12.11). Ya que supusi-
mos que Y es un conjunto simplicial débilmente n-coesquelético, para mostrar que
Fri(2,id)) = Gpei(2,1dp,)) para todo x € X,y es suficiente notar que:

di o Fri(,idp) = Fo(diz,d;) = Gu(dix, 6;) = d; o Gy (,idy))

para todo x € X,,,; e 0<i<n+1. Por lo tanto F' =G. O

§12.3. Sea 0 <n < oo. Recordemos que en este trabajo un conjunto simplicial X
es llamado un n-grupoide de Kan (ver el dltimo parrafo de §8.3), si X es un complejo
de Kan que cumple la condicién de extension de Kan de manera estricta en dimensién
m2n.

De forma explicita, X es un n-grupoide de Kan si la funcion:

m,k
X

HomsSet (Am+17 X) HomsSet (Am+1’k7 X)

inducida de la inclusién a™F: Am+LE s Am+l  eg sobreyectiva param > 1y 0 <k <
m+ 1, e inyectiva param>ny 0<k<m+ 1.

Mostremos las siguientes equivalencias:

LEMA 12.3.1. 57 X es un conjunto simplicial son equivalentes:

(1) X es un n-grupoide de Kan.
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(11) X es un conjunto simplicial (n+ 1)-coesquelético que cumple la condicion de
extension de Kan en dimension m para 1 <m <n+1 y tal que la funcion:

an,k
X

Homgset (A”“, X) Homgset (A”*lvk, X)

es inyectiva para toda 0 <k <n+1.

(1) X es un conjunto simplicial débilmente n-coesquelético que cumple la condi-
cion de extension de Kan en dimension m para 1 <m < n+1 y tal que la
funcion:

n,k
Ox

Homgget (A””, X)

Homgget (An+1,k7 X)

es inyectiva para toda 0 <k <n+1.

En particular, se sigue del Corolario 12.1.2 que un n-grupoide de Kan es un objeto
fibrante de la categoria de modelos (sSet, W,,, mono, fib,,) del Teorema 8.4.2.

DEMOSTRACION. Recordemos que un conjunto simplicial débilmente n-coesqueléti-
co es por definicién (n+ 1)-coesquelético. Por lo que (111) = (11). Por otro lado, se sigue
de la igualdad o/y* = @%" oo (ver (12.12) de abajo), que si la funcién a'y* es inyectiva
entonces oy también es inyectiva; es decir (I1) = (III).

Para mostrar que (I) = (11I) consideremos un n-grupoide de Kan X. Observemos
primero que por hipdtesis X cumple la condicién de extensién de Kan en dimensién m
para 1 <m<n+1y que la funcién oz?(’k es inyectiva para todo 0 <k <n+ 1.

Mas atin, va que la funcién o™ en el diagrama:
) X

m ~m,k
Ax X

(12.12) Homsset(Am+1, X)

Homsset(aAm”, X)
S ——

m,k
ax

Homgset (A™1#, X)

es por suposicién inyectiva para m >n y 0 < k <m + 1, entonces aff es una funcién
inyectiva si m > n. Mas dun, deducimos del Lema 8.3.1 que &/';’k es una funcion inyectiva
sim>n+1y0<k<m+1;porlo que o} es una funcién sobreyectiva si m > n +1 pues
a;’k es sobreyectiva y 52’;”g inyectiva siempre que m>n+1y 0 <k <m+ 1. Dicho de
otro modo X es un conjunto simplicial débilmente n-coesquelético.

Finalmente supongamos que X es un conjunto simplicial que cumple las condiciones
del enunciado (111). Se sigue del Lema 12.2.1 que el conjunto simplicial X es un complejo
de Kan, por lo que para mostrar que X es un n-grupoide de Kan debemos simplemente
comprobar que o&“k es una funcién inyectiva sim>n+1y 0<k<m+1. Ya que por
hipétesis la funcién o} es una funcién inyectiva si m > n, se sigue del Lema 8.3.1 que
la funcién @3* en el tridgngulo (12.12) de arriba es también inyectiva si m > n+ 1y

0 <k <m+1. Por lo tanto a?k es una funcién inyectivasim>n+1y0<k<m+1. O
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Se deduce del Lema 12.3.1 que la subcategoria plena de sSet cuyos objetos son los 0-
grupoides de Kan, es equivalente a la categoria de los conjuntos. En efecto, recordemos

que tenemos adjunciones:

>§

—
)
=

(12.13) Set '—>  sSet

<

*

[0

[t

donde 7y(X) es el conjunto de los componentes por trayectorias del conjunto simplicial
X, [0]i(A) es el conjunto simplicial constante con valor el conjunto A y [0]*(X) = X
es el conjunto de los O-simplejos de X.

Notemos (ver el Corolario 13.2.4 y la Proposicién 15.1.5 de [Dus02]):

COROLARIO 12.3.2. §i X es un conjunto simplicial, son equivalentes:

(1) X es un 0-grupoide de Kan.
(11) Todos los morfismos cara y degenerados de X son funciones biyectivas.
(1) X es isomorfo a un conjunto simplicial en la imagen del funtor [0];.
(1v) El morfismo nx: X —= [0]iomo(X) inducido de una unidad n de la adjun-
cion mo = [0],, es un isomorfismo de conjuntos simpliciales.
(V) El morfismo ex: [0];0[0]*(X) — X inducido de una counidad € de la ad-

guncion [0]; 4 [0]*, es un isomorfismo de conjuntos simpliciales.

En particular, el funtor conjunto simplicial constante [0];: Set — sSet induce
una equivalencia entre la categoria de los conjuntos y la categoria de los 0-grupoides de
Kan.

DEMOSTRACION. Deducimos sin dificultad de la definicién del funtor [0], que los
enunciados (11) y (111) son equivalentes. Ademds ya que [0]; es un funtor fielmente pleno
, los enunciados (111), (1v) y (V) son equivalentes.

Por otro lado se sigue del Lema 12.3.1 que si X es un 0-grupoide de Kan, entonces
X es un conjunto simplicial 1-coesquelético y la funcion:

0,k
Ax

(12.14) HomsSet(Al, X) HomsSet(Al’k, X)
es biyectiva si 0 < k < 1; es decir las funciones dy,d;: X7 — Xy son biyectivas. Se
deduce facilmente que X cumple la propiedad (11).

Reciprocamente se verifica sin dificultad que un conjunto simplicial que cumple la
propiedad (11) es un complejo de Kan, 1-coesquelético para el cual la funcién (12.14) es
biyectiva. Por lo tanto (1) < (11). O
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Si 0 < n < oo mostremos que la subcategoria plena de sSet cuyos objetos son los

n-grupoides de Kan, es una subcategoria cartesiana cerrada:

LEMA 12.3.3. Sea 0 <n <o0. 80 X yY sonn-grupoides de Kan el conjunto simplicial
producto X xY y el conjunto simplicial de los morfismos Hom g, (X,Y) son n-grupoides
de Kan.

DEMOSTRACION. Supongamos que X y Y son n-grupoides de Kan. Es ficil ver que
el conjunto simplicial producto X x Y es un n-grupoide de Kan porque la funcién:

m,k

Homgset (Am”, X x Y)

Homgget (Am”’k, X x Y)

inducida de la inclusién a™k: Am+Lk C s Am+l g6 identifica salvo isomorfismo con la
funcion:

m,k m,k
OtX X

HomsSet (Aerla X) x HomsSet (Aerla Y)

Homsset(Am“’k7 X) x Homsset(Am”’k, Y) .

Observemos por otro lado que por los Lemas 8.4.6 y 12.2.2 Ho_msSet(X,Y) es un
complejo de Kan débilmente n-coesquelético. Se sigue de los Lemas 12.3.1 y 12.1.3 que
para mostrar que Ho_msset(X ,Y) sea un n-grupoide de Kan debemos mostrar que si
0<k<n+1, la funcién:

(12.15)

Homssetsml( n+1(X) x n+1(An+1)7Tn+1Y) - Homsset< +1( n+1(X) X n+1(AnJr1 k)’ n+*1Y)

inducida de la inclusién canénica A"*LFC— An+l eg inyectiva.
Sea 0 <k <n+1. Ya que se tienen las siguientes igualdades:

1d[n+1] o;

ar\art = { el 1], 1]

n+1

é
5 [n] = [n+1] donde OSiSn},

AZH\AZH,I@ _ { [n] LS [n+1] } ¥ An+1\An+1k _

debemos mostrar que si F, G: 7,1 (X) x 7, i (A™!) — 7, 4 (Y) son morfismos de con-
juntos simpliciales truncados tales que:

(12.16) Fp=Gj si 0<k<n-1, Fu(a,f)=Gu.(a,f) si aeX, y feArb*

y Fn+1(*raf):Gn+1(l‘7§0) si z€Xnn y @EAZ:}k7

entonces:

(12.17)
Fn(a,ék):Gn(a,ék) si ann

Fn+1($,id[n+1]) = Gn+1($7id[n+1]) y Fn+1($,5k0i) = Gn+1($a5k0i) si x€eXp.
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Para mostrar que Fy,.i(x,id[,)) = Gnii(2,idp,)) para todo z € X,,.1, notemos que
como X es un n-grupoide de Kan, es suficiente verificar que d; o Fn+1(:p,id[n]) =d;o

Grs1(2,1dp,)) para todo x € Xy y 0<i<n+1 donde i # k. Pero por hipdtesis:
d; OFn+1($7id[n]) = Fn(dixaéi) = Gn(dﬂ,(sz‘) = d; 0Gn+1(5€7id[n])-

sizeXpe0<i<n+1dondei#k. Porlotanto Fy.i(x,idp,)) = Gpe(x,idp,)) para
todo x € X1 .

Deducimos entonces que si a € X,,:
Fu(a,0;) = di o Fpe1(se(a),idp,)) = di © Gt (sk(a),idp,)) = Gu(a,6;) si 0<k<n
y  Fu.(a,d;) =dyo Fn+1(sn(a), id[n]) =dyo Gn+1(sn(a),id[n]) =Gp(a,0p) si k=n+1.
Por ultimo, tenemos que F,, 1(x,0,0;) = Gpi1(x,0,0;) si x € X117 e 0<i<n, pues:
djo Fp(x,0p0;) = Fn(di(:r;), 5kal-5j) = Gn(di(x), 5kai5j) =d; o Gy (x,050;)

para todo 0 < j <n+ 1. Por lo tanto F' =G. U

§12.4. Diremos que un conjunto simplicial X cumple la condicion de ser minimo

en dimension m si para todo 0 <k <m + 1 la funcién:

~m,k

o~ HomsSet(Am+17k7 X) )

Homgget (OA™1, X)

es inyectiva cuando la restringimos a la imagen de la funcion:

m
Ax

Homgget (Am”, X) Homgget (0Am*1, X) )

Sin >0, un conjunto simplicial es llamado n-minimo si satisface la condicion de ser
minimo en dimension m para todo m > n. Un conjunto simplicial O-minimo es llamado

simplemente un conjunto simplicial minimo (ver 11§9 de [May82]).

COROLARIO 12.4.1. Sin >0 y X es cualquier conjunto simplicial, los siguietnes

enunciados son equivalentes:

(1) X es un n-grupoide de Kan.
(11) X es un complejo de Kan n-minimo y débilmente n-coesquelético.
(1) X es un conjunto simplicial débilmente n-coesquelético, el cual cumple la
condicion de extension de Kan en dimension m para 1 <m <n+1 y cumple
la condicion de ser minimo en dimension n.

Del mismo modo, los siguientes enunciados equivalentes:

(tv) X es un n-grupoide de Kan minimo.
(V) X es un complejo de Kan débilmente n-coesquelético minimo.
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(V1) X es un conjunto simplicial débilmente n-coesquelético, el cual cumple la con-
dicion de ser minimo en dimension m para 0 <m <n y cumple la condicion

de extension de Kan en dimension m para 1 <m<n+1.

DEMOSTRACION. Si X es un conjunto simplicial, deducimos del siguiente tridngulo

conmutativo:

~n,k
x

Homgget (An+1 ) X)

Homgget (0A™!, X)
S

n,k
Ox

Homsget (An+17k7 X) ;

que si la funcién o es inyectiva, por ejemplo si X es un conjunto simplicial débilmente
n-coesquelético, entonces X cumple la condicion de ser minimo en dimension n si y
solamente si la funcién o&k es inyectiva. Se sigue del Lema 12.3.1 que los enunciados
(1) y (111) son equivalentes.

Por el Corolario 12.1.2, para mostrar (1I) <> (I1I) es suficiente mostrar el siguiente

enunciado:

LEMA 12.4.2. Sean >0. Si X es un conjunto simplicial (n+ 1)-coesquelético (resp.
débilmente n-coesquelético), entonces X cumple la condicion de ser minimo en dimen-
sion m para m>n+2 (resp. m>n+1).

DEMOSTRACION. Si X es un conjunto simplicial (n+1)-coesquelético, en el siguiente

triangulo conmutativo:

~m,k
(6]

m
Xx X

(12.18) Homsset(Am+1,X) Homsset((’)Am“, X)

m,k
*x

Homgget (Am+1’ka X) )

la funcién o'} es biyectiva para m > n + 1. Se sigue del Lema 8.3.1 que &/’;’k es una
funcién biyectiva para m >n+2 y 0 < k <m + 1; en particular, X es m-minimo para
m>n+2.

Por otro lado, si suponemos que X es débilmente n-coesquelético, se tiene esta vez
que la funcién oy es inyectiva para m > n. Por lo tanto, por el mismo enunciado X es

un conjunto simplicial m-minimo para m >n + 1. U

Por ltimo, notemos que las equivalencias (1v) < (V) < (V1) se deducen facilmente

de las equivalencias (1) < (I1) < (111) que ya mostramos. O
Recordemos de [May82]:

PROPOSICION 12.4.3. Sean > 0. Si X es un conjunto simplicial existe un n-grupoide
de Kan minimo W y un isomorfismo W — X de la categoria homotopica de la
categoria de modelos (sSet, W,,, mono, fib,,) del Teorema 8.4.2.
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De manera andloga, si X es un conjunto simplicial reducido existe un n-grupoide de
Kan minimo W el cual es un conjunto simplicial reducido y un isomorfismo W — X
de la categoria homotopica de la categoria de modelos (sSeto,Wffd,mono,ﬁb;ed) de
la Proposicion 10.1.2.

DEMOSTRACION. Si X es cualquier conjunto simplicial, sabemos que existe un com-
plejo de Kan Y y una oco-equivalencia débil de conjuntos simpliciales X — Y .

Por otro lado, si Y es un complejo de Kan, en 11§9 de [May82] se encuentra una
prueba de la existencia de un subconjunto simplicial Z de Y con las siguientes propie-
dades:

(1) Z es un complejo de Kan minimo.
(11) El morfismo inclusién Z<Y es una oo-equivalencia débil.

En particular, deducimos del Lema 12.2.1 morfismos:

—~ co

(12.19) X Y <527 = 84,4 (Z) == csq),,,(2)

donde csq’,,;(Z) es un complejo de Kan débilmente n-coesquelético.
Mostremos el siguiente enunciado:

LEMA 12.4.4. Sean >0. Si X es un conjunto simplicial que cumple la condicion de
ser minimo en dimension m para 0 < m < n, entonces ¢sq,,,,(X)" cumple la condicion

de ser minimo en dimension m para todo m > 0.

DEMOSTRACION. Se sigue del Lema 12.4.2 que es suficiente mostrar que si X cumple
la condicién de ser minimo en dimensién m para 0 < m < n, entonces csq,,,(X)’
también la cumple.

En primer lugar csq/,,;(X) es m-minimo para 0 <m<n-1yaque X y csq/,,,(X)
tienen la misma n-truncacién. Para mostrar que csq/,,;(X) es n-minimo, consideremos

el siguiente diagrama conmutativo:

{
3
B

n
ox Ox

Homgget (ATH'I, X) Homsset(aA”+17 X) HomsSet(An+1’k, X)

| Jiz I

+1 / +1 / +1,k /
Homgget (A” , csqle) e Homgget (aA” , csqle) — Homgget (A” , csqle)
esal, | X ‘esal | X

n+1

donde las funciones f; son inducidas por X — csq/,,; X la composicién (12.9).
Observemos que fy y f3 son funciones biyectivas, ya que X y csq/,,;(X) tienen la

misma n-truncacion. Por otro lado, ya que podemos identificar a f; con el morfismo

. n n ./ . .
cociente X,;; — X1/~ , donde ~ es la relacién de equivalencia (12.7), f; es una
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funcién sobreyectiva. Por lo tanto, csq/,,;(X) es un conjunto simplicial n-minimo si X
lo es. O

Deducimo del Corolario 12.4.1 y del Lema 12.4.4 que el complejo de Kan débilmente
n-coesquelético csq/,,,(Z) del diagrama (12.19) es un n-grupoide de Kan minimo. Por
otro lado, ya que todos los morfismos en (12.19) son n-equivalencias débiles, deducimos
un isomorfismo csq/,,;(Z) — X en Ho,(sSet) la categoria homtépica de la categoria
de modelos (sSet, W,,, mono, fib,,).

Finalmente observemos que si X es un conjunto simplicial reducido podemos supo-
ner que todos los conjuntos simpliciales del diagrama (12.19) son también reducidos.
En efecto para empezar elegimos un remplazo fibrante X — Y de X en la categoria
de modelos (sSety, Wred, mono, fib/*?). Después observamos que Z es un subconjunto
simplicial de Y, en particular Z es reducido. Por tultimo observemos que los conjuntos
de O-simplejos de csq,,,1(Z) y csq,,.1(Z)" son iguales a Z; = *. O

§12.5.  Sin >0 recordemos que por los Lemas 12.3.3, 12.1.3 y 8.4.6 las subcate-
gorfas plenas GrpdK”, Kcsq™! y Fib" de la categoria de sSet cuyos objetos son los
n-grupoides de Kan, los complejos de Kan (n + 1)-coesqueléticos y los conjuntos sim-
pliciales n-fibrantes respectivamente, son subcategorias cartesianas cerradas de sSet.

Dicho de otro modo, se tiene una cadena de subcategorias plenas:
(12.20) GrpdK"” —— Kcsq""' —— Fib" —— sSet

las cuales son estables por productos finitos y por la construccion del conjunto simplicial
de morfismos Hom g, .

Ya que en (sSet, W, , mono,fib,) todos los objetos son cofibrantes y los obje-
tos fibrantes son por definicién los conjuntos simpliciales n-fibrantes, si escribimos
hGrpdK", hKcesq™' v hFib" para denotar las categorias que obtenemos de GrpdK”,
Kcsq™!' y Fib" respectivamente, al tomar el conjunto de los componentes por tra-
yectorias 7'('0(H()_msset) del conjunto simplicial de los morfismos Hom g, los funtores

inclusién de (12.20) inducen una cadena de funtores fielmente plenos:
(12.21) hGrpdK" —— hKcsq""' —— hFib"” “— Ho,(sSet)
La Proposicién 12.4.3 implica que estos funtores son esencialmente sobreyectivos.

COROLARIO 12.5.1. La cadena de funtores de la inclusion (12.20) induce una cadena
de equivalencias de categorias (12.21). En particular, la categoria homotdpica de los n-
grupoides de Kan hGrpdK" es equivalente a la categoria homotopica de los n-tipos de

homotopia Ho, (sSet).

Observemos (ver el Corolario 12.3.2):
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COROLARIO 12.5.2. El funtor cociente GrpdK" — hGrpdK® ~ Hoy(sSet) es
un isomorfismo de categorias. En particular el funtor conjunto simplicial constante
mduce una equivalencia entre la categoria cartesiana cerrada de conjuntos Set vy la
categoria cartesiana cerrada de los 0-tipos de homotopia Hog(sSet), es decir la categoria

homotépica de los 0-grupoides de Kan.

DEMOSTRACION. Ya que el funtor canénico GrpdK? — hGrpdK® es la iden-
tidad en los objetos, para mostrar que es un isomorfismo de categorias es suficiente
mostrar que es un funtor fielmente pleno.

Si X y Y son de 0-grupoides de Kan se sigue del Lema 12.3.3 que el conjunto
simplicial Hom g, (X,Y") también es un O-grupoide de Kan. En particular la funcion:

I_Io—msSet(X’ Y)O - WO(I—IO—msSet(X7 Y))

es biyectiva de acuerdo al Corolario 12.3.2.
La segunda afirmacion es una consecuencia de lo que venimos de demostrar, del
Corolario 12.3.2 y del caso n = 0 del Corolario 12.5.1. |

§12.5.1.  Sin > 1, escribamos GrpK", Kesq)™' y Fiby para denotar a las sub-
categorias plenas de la categoria de los conjuntos simpliciales reducidos sSet, cuyos
objetos son los n-grupoides de Kan, los complejos de Kan (n + 1)-coesqueléticos y los
conjuntos simpliciales n-fibrantes respectivamente. Llamamos a los objetos de GrpK"
los n-grupos de Kan.

Observemos que tenemos una cadena de funtores inclusion:

(12.22) GrpK" —— Kcsq)"' & Fib} —— sSet .
Denotemos también como hGrpK", hKesqp™ v hFib] a las categorfas que obte-
n+1

nemos de GrpK", Kcsqg " y Fibg respectivamente al tomar el conjunto de los compo-
nentes por trayectorias mg (Ho_mSSetO) del conjunto simplicial de los morfismos Hom g
de sSety. Ya que en la categorfa de modelos simplicial (sSeto, Wred, mono, fib/*?) to-
dos los objetos son cofibrantes y los objetos fibrantes son por definicion les conjuntos
simpliciales n-fibrantes reducidos, los funtores inclusién de (12.22) inducen una cadena
de funtores fielmente plenos:

(12.23) hGrpK" —— hKcsq)"' —— hFibj —— Ho,(sSet,)

COROLARIO 12.5.3. La cadena de funtores inclusion (12.22) inducen una cadena
de equivalencias de categorias (12.23). En particular la categoria homotdpica de los
n-grupos de Kan hGrpK" es equivalente a la categoria homotdpica de los n-tipos de
homotopia reducidos Ho,(sSet).
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DEMOSTRACION. Ver la Proposicién 12.4.3. O

Mostremos (ver §13.3 y el Corolario 12.5.2):

COROLARIO 12.5.4. El funtor canénico GrpK' — hGrpK' ~ Ho,(sSet;) es
un isomorfismo de categorias. En particular el funtor nervio de las categorias pequenas
restringido a los grupos N: Grp — sSet , induce una equivalencia entre la categoria
cartesiana cerrada Grp y la categoria cartesiana cerrada de los 1-tipos de homotopia

reducidos Ho1(sSetq), es decir la categoria homotdpica de los 1-grupos de Kan.
DEMOSTRACION. Demostremos primero:

LEMA 12.5.5. S X y W son conjuntos simpliciales reducidos donde W es un 1-
grupoide de Kan, entonces el conjunto simplicial HomsSeto(X, W) es un 0-grupoide de
Kan (ver el Lema 12.3.2). En particular:

Fo(I‘I()_mSSetO(X, W)) = HomsSeto(X7 W)

DEMOSTRACION. Para empezar, como W es un 1-grupoide de Kan reducido, W es
un objeto fibrante de la categorfa de modelos (sSety, W', mono, fib’*?); en particular
el conjunto simplicial Ho_mSSetO(X, W) es un complejo de Kan para todo conjunto
simplicial X reducido.

Maés atin, por el Lema 12.1.4 el conjunto simplicial Hom g, (X , W) es 2-coesqueléti-
co, pues W es 2-coesquelético. Se sigue del Lema 12.3.1 que para nuestro proposito es

suficiente mostrar que si 0<m <1y 0<k<m+1 la funcién sobreyectiva:

Homgser (A1, Hom gy, (X, W) ) ———— Homgser (A%, Homgoq, (X, W)

)y ==222sSet(
211 21l

HOmsSet((X < Am+1)/( N XAm+1),W) . HomsSet((X y Am+1,k)/( N XAm+1,k)’ W)

inducida de la inclusiéon A™*LF — Am+l g inyectiva.
Caso m=1:510<k <2 la funcién:

(12.24)  Homgseq((X x A?)/(* xA2), W) — Homgser( (X x A2F)/(+ xA2F), W)

es biyectiva, ya que por hipétesis Homgget( * xA?, W) — Homgget( * xA*, W) es una

funcién biyectiva y ademds Homgget (X x A%, W) — Homgget (X x A%*, W) también es
una funcién biyectiva si W es un 1-grupoide por el Corolario 12.3.3.

Caso m =0:Si 0 <k <1, mostremos que la siguiente funcién es inyectiva:

(12.25)  Homgger((X x AL)/(x A1), W) — Homgser (X x ATF)/(« xALE), W) .
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De manera explicita, si F,G: X x A — W son dos morfismos de conjuntos sim-
pliciales tales que:
Morfismo

= constante y F
de valor *

F

exAl exAl XxALk XxALk

debemos mostrar que F' = G.
Ya que W es un conjunto simplicial 2-coesquelético y se tiene la igualdad:

ANAP = { ™y, e S ),

es suficiente demostrar que para todo 1-simplejo a de X:
(12.26) Fl(a,id[l]) = Gl(a,id[l]) y Fl(a,ékoao) = Gl(a,ékoao).
Si a € X consideremos los 2-simplejos (s1a,00) v (soa,01) de X x Al. Como:
do(s1a,00) = (sox,idp)) di(sia,00) = (a,idp))  da(sia,00) = (a,d1000)
do(spa,o1) = (a,dp00q) di(soa,01) = (a,idp) dy(s1a,01) = (so*,idpy) ,
se sigue que Fy(sja,09) = Ga(si1a,00) o Fy(spa,01) = Ga(sea,o01), pues la funcién
HomSSet(AQ, W) — HomsSet(AZm, W) inducida de la inclusion A?™ <= A? es in-
yectiva para 0 < m <2 y sabemos que si £ # k:
Fl(s()*,id[l]) = Gl(so*,id[l]) y Fl(a,égoao) = Gl(a,égoag).
Deducimos sin dificultad (12.26). O

Finalmente, para mostrar el Corolario 12.5.3 notemos que si X y Y son 1-grupoides
de Kan reducidos, se sigue del Lema 12.5.5 que el conjunto simplicial Hom g (X,Y)

es un 0-grupoide de Kan, es decir:
HomSSeto (X7 Y) = I—Io_msSetO (X7 Y)O - 71-O(I—Io_rnsSetO (X7 Y))

es una funcién biyectiva por el Corolario 12.3.2.

Dicho de otro modo, el funtor GrpK'! —= hGrpK' es fielmente pleno. Por lo
tanto una equivalencia de categorias.

Para la segunda parte ver §13.3. U

§12.6.  En el presente parrafo vamos a mostrar versiones punteadas del Corolario
12.1.2 y los Lemas 12.1.3 y 12.3.3. Para ello consideremos las adjunciones:

E— %

Tn+l Tn+l
/_\ /_\
(12.27) sSet i1« 1 sSet, Y sSet.,,; 1 sSet
\_/ \_/

T+l # Tn+1 *
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(ver §12.1) inducidas por el funtor inclusion 7,1 Ay = A ; y si (X, z) es un

. . .. . t _ _
conjunto simplicial punteado escribamos csqy,;(X,x) = Tpi1 +7,.

1 (X, 2), de manera

analoga a la notacion csq,,,| = Tn+1+7,,,; Para el caso no punteado.
. ., . . . . pt ’ .
Para dar una descripcion del conjunto simplicial punteado csq), (X, z) en térmi-
nos del conjunto simplicial csq,,,;(X), consideremos las siguientes composiciones de

adjunciones:
Fni’l ( )+ ( )+ T'nrl
sSetcp1, « 1 sSet, 1 sSet y sSet<pi1,« L sSet<, 41 1 sSet
\_/ \_/
— \_/ ~_ 7 -
Tn+l * T T n+l *

que construimos a partir de (9.29) y (12.27).
Como 7,1 (Xy) =7}

il (X),, para todo conjunto simplicial X; se sigue que si (A,a)

+1
es un conjunto simplicial punteado (n + 1)-truncado, el conjunto simplicial subyacente
a Tni1+(A,a) es isomorfo al conjunto simplicial 7,41 +(A). En particular, existe un

isomorfismo natural de conjuntos simpliciales punteados:
(1228) quzz-l(Xv LL') = (qunJrl(X)aE) )

— . x Pu—
donde 7 es la imagen de la flecha » — X por el funtor csq,,,; = Tp+1+7,,;; €s decir T

es la composicién de morfismos simpliciales:
x nx
* —= X — csq,.(X).

Finalmente, observemos que si 7: idgget = €8q,,,; es una unidad de la segunda
adjuncion de (12.27), entonces la igualdad:

(12.29) W(ﬁ(xm)) =nx donde (X, xg) es un conjunto simplicial punteado,

., — . t .
define una transformacién natural 7: idsset, = €sql,; la cual es una unidad de la

primer adjuncién en (12.27).

LEMA 12.6.1. Sea n > 0 y (X,z) un conjunto simplicial punteado. Si (X,x) es
un objeto fibrante de la categoria de modelos (sSet,, 7 'W,,, mono,n 'fib,,), en-
tonces el conjunto simplicial punteado csq”, (X,x) de (12.28) es un objeto fibran-
te de la categoria de modelos (sSet,, 7'W,,,mono, 7~ 'fib,,), y el morfismo candnico

(X,z) — csq”’ (X, z) pertenece a 7~ W,,.

DEMOSTRACION. Se sigue del Corolario 8.5.1 y la Proposicién 10.1.2 que un con-
junto simplicial punteado (X,z) es un objeto fibrante de la categoria de modelos
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(sSet,, 7"'W,,, mono, 7-'fib,,), si y solamente si el conjunto simplicial X es un com-
plejo de Kan tal que m,(X,a) = 0 si m > n para toda a € X;. El enunciado que queremos
mostrar es entonces una consecuencia de (12.28), (12.29) y del Corolario 12.1.2. O

Mostremos ahora:

LEMA 12.6.2. Sean > 0. Si X = (X,z) y Y = (Y,y) son conjuntos simpliciales
punteados, el conjunto simplicial de los morfismos Hom g, (X, csq”,,Y) es (n+1)-

coesquelético y el morfismo canonico X — csqn+1(X) induce un isomorfismo de con-

Jguntos simpliciales:

(12.30) Homg,, (csq?,, X, csqn+1Y) = Homg,, (X, csq?,Y) .
DEMOSTRACION. La prueba es andloga a la del Lema 12.1.3. En efecto, ya que:
n+1(A A B) = Tn+1(B) A Tn+1(B)

pues el funtor 7, conmuta con limites y colimites pequenos, si m > n + 1 se tiene la
siguiente cadena de biyecciones naturales:

112

, ¢ , t
Homsset(A”“1 ,Hom g, (X, cquHY)) Homgget, (ATJr1 A X, esqh,,Y)

HomsSetgnﬂ, *( Thn+l (Am+1 A X)’ 7;+1Y)

IR

IR

Homssetsnu,*( n+1(8Am+1/\X)v n+1Y)

Homgget, (aA:—rH—l NX, Cngily)

112

= Homsset(ﬁA *1 Hom (X, csqgilY))

) ==~-—-sSet,

y si k >0 la siguiente cadena de biyecciones naturales:

Hom g, (X, csqgilY)k Homgset, (X/\Ak csqle) = Homgset.,, . *( (X/\A ) ,L+1Y)

n+1

112

Homssetgwl,*( n+1(csqn+1(‘)()/\A )’ n+1Y)

112

Homssetswrl, * (qugg—l (X) A Ali’ csqgilY) HomsSet (qun+lX qun+ly)k .

O
Finalmente:

COROLARIO 12.6.3. Sean > 0. Si Y = (Y,y0) es un conjunto simplicial punteado
cuyo conjunto simplicial subyacente es un n-grupoide de Kan, entonces el conjunto
simplicial de los morfismos Hom g, (X, Y) es un n-grupoide de Kan para todo conjunto
simplicial punteado X = (X, xq).
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DEMOSTRACION. El conjunto simplicial Hom g (X , Y) es (n+1)-coesquelético por
el Lema 12.6.2 y Ho_msSet*(X, Y) es un complejo de Kan porque el conjunto simplicial
subyacente a Y es un complejo de Kan.

Se sigue del Lema 12.3.1 que debemos mostrar que la funcion:

— 1\ — — n+l,ky —
Homset..n,. (T 1 (X A AT, 7,11 ) —— Homgger., 1 . (71 (X A AT, 7,10 Y)

n+1 n+1

inducida de la inclusién canénica A"*LEFC— An+l eg inyectiva para 0 <k <n+ 1.

Sea 0 <k <n+1. Ya que se tienen las siguientes igualdades de funciones:

id[n+1] o;

0
A”H\A”H”C :{ [n+1] —=[n+1] , [n+1] — [n] — [n+1] donde Osién},

n+1 n+1

ap\apte = S tsn) by AR\ - o

si F,G: 7, 5(X x A"1) — 7 *(Y) son morfismos de conjuntos simpliciales truncados

tales que:
(12.31) Fk=Gk si OSkSn—l, Fn(a’f)an(C%f) si ann y fEAZH’k,

n+1.k

Fn+1(x> f) = Gn+1(ZE, 90) sl xe€ Xn+1 y @e€ An+1
N Fi(zo,a) =yo = Gi(zg,) si aeAM y 0<i<n+1,
debemos mostrar que:

(12.32)
F.(a,0) =Gu(a,0r) si aeX,,

Fn+1($,id[n+1]) = Gn+1($,id[n+1]) y Fn+1('r75k0-i) = Gn+1($,5k0i) si xeXp.

La prueba es la misma que la del Lema 12.3.3. U

§12.7. Sin >0y A, es la categoria definida al principio de §12.1, consideremos
las categorias producto A x (Asn) y (Asn) x A. Llamamos respectivamente a los objetos
de las siguientes categorias de funtores:

(ax(aw)” — ((Aa)xa)”

ssSet.,, = Set y A, x A = Set

los conjuntos simpliciales verticalmente n-truncados y horizontalmente n-truncados.
Los funtores inclusién:

idxvy, vp xid

Ax(Ay) —=AxA v (AL)xA——AxA
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inducen adjunciones:

(idxvp)* (vnxid)*
/\ //_\
ssSet<,, 1 ssSet y Ao, xA 1 ssSet
\_/f \_//

(idxvp )« (vnxid)«

respectivamente.
Un conjunto bisimplicial X es llamado verticalmente n-coesquelético, si el morfismo

candnico:
X (id x v,) (id x v,)* X

es un isomorfismo; es decir si X es isomorfo a un objeto en la imagen del funtor (idxw, ).
de arriba. De manera analoga, X es llamado horizontalmente n-coesquelético si X es

isomorfo a un objeto en la imagen del funtor (v, x id),.

LEMA 12.7.1. Para todo conjunto bisimplicial X, los siguientes enunciados son equi-

valentes:

(1) X es verticalmente (resp. horizontalmente) n-coesquelético.
(11) X es verticalmente (resp. horizontalmente) m-coesquelético para m > n.
(1) La funcion:

(id&aq_l)
(12.33) Homssset(APAq,X) _— Homssset(ApaAq,X)

*
(ap‘lmid)

(resp ’ HomSSSGt(N"@Aq,X) Homssset(aApgAq,X) )’
a9l aP~1
inducida del monomorfismo 0A? — A4 (resp. OAP — AP ), es biyectiva
para todap>0yqg>n+1 (resp. p>2n+1yqg>0).
(1v) El conjunto simplicial X, (resp. X.,) es n-coesquelético para toda p > 0
(resp. ¢>0).
(V) Los morfismos horizontales (resp. verticales) del siguiente cuadrado:

(idmaa1)*
(12.34) Homgssot (Apg Aq,X) —————— > Homgssset (AP 8Aq,X)

(aP~lRid)* l l (aPlwid)*

Homggget (aAPIZI Aq,X) m‘ Homggget (GAP 8Aq,X) ,
1dXo

son isomorfismos para toda p>0 yqg>n+1 (resp. p>n+1yqg>0).
(Vi) Para toda p>0yqg>2n+1 (resp.p2n+11yq=>0) el cuadrado (12.34) es

cartesiano.
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(vit) Los morfismos horizontales (resp. verticales) del siguiente cuadrado:

id g-1y*
(12.35) HomssSet(Ap Aq,x) u HomssSet(Aplz am,x)

(aP~Lrid)* l l(apfl’k‘z‘id)*

Homggset (Ach Aq,X) m- Homggset (Ap’kE BAq,X)
ideo

(idmaa=1-k)*
Homgsser (P8 AT,X ) ————> Homeusor (APmATH,X)

Tesp. (P~ Imid)* l l (P~ Imid)*

Homggset (8AP A‘Z,X) —————> Homggset (8AP A‘Z”“,X)
(idmad=1k)*

son isomorfismos sip>0,0<k<pyqg2n+1 (resp.p>n+1,0<k<py

¢>0).
(viit) Para todap >0, 0<k<pyqg>2n+1 (resp.p>n+1,0<k<pyq>0)el
cuadrado (12.35) es cartesiano.

DEMOSTRACION. Se demuestra la equivalencia de los enunciados (1) y (11) como en
la prueba del Lema 12.1.1. Por otro lado, se sigue del Lema 12.1.1 que los enunciados
(111) y (1v) son equivalentes porque se tienen isomorfismos:

Homgsget (AP w, X) = HomSSet(VVv Xp,o) y Homgsset (W Aqy X) ® Homsgget (W’ Xo,q)

para todo conjunto simplicial W y cualesquiera p,q > 0.
Para mostrar la equivalencia de los enunciados (1) y (111) en el caso vertical, consi-

deremos la adjuncién:
(idxjm )*
VRN
(12.36) ssSet.,, 1 ssSet .1
~____7

(idXjm ) »

asociada al funtor inclusion j,,: A, = Agui -
Observemos entonces que si A es un conjunto bisimplicial verticalmente m-truncado,
el conjunto bisimplicial verticalmente (m + 1)-truncado (id x 7,,)(A) tiene la siguiente

descripcion salvo isomorfismo: Para toda p > 0,
(id % jm)«(A)pg = Apg si 0<g<m,
v (% i) (A)pmer = Homasser.,, ((id x v,)* (A7 m 0A™1), )

dfaj=d]v-_1ai
si0<i<j<m+1. |

112

0

m+1
(a07 B am+1) € H Apm
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Los morfismos cara y degenerados horizontales y verticales son parap>0y0<qg<m

los de A, los morfismos horizontales:

@t
(ld X jm)*(A)p—l,m-%—l o (ld X jm)*(A)p,m+1
"
son definidos argumento por argumento:
&
(d?ag, .. ,d?amﬂ) -~ (ao, e ,am+1)
(ag, - ,am+1) Iﬁh- (S?ao, - ,S?am_ﬂ) ’
S
y los morfismos verticales:
(ld x jm)*(A)p,m+l
Al
Apm

son definidos como en la prueba del Lema 12.1.1.
No es dificil mostrar que el morfismo B — (id x j,,,)«(id x j,)* B definido en un
conjunto bisimplicial (m + 1)-truncado B como la identidad si p >0, 0 < ¢ < m y como

la funcién:
(1237) HomsssetSerl ((idxumﬂ)*(APx Am+1)’B) = Bp i1
(idma™™)* l
Homsgsset,,,, 1 ((idXVm+1)* (AP 8A"”1),B) 2 (idxjm )« (idxjm ) * (B) p,m+1

si p > 0, determina una unidad de la adjuncién (12.36). En particular B estd en la
imagen del funtor (id x j,,). si y solamente si la funcién (12.37) es una biyeccién para
todo p > 0.

Se concluye que X es verticalmente n-coesquelético, si y solamente si la funcién
(12.33) es biyectiva para toda p > 0y m > n. Por lo tanto, los enunciados (1) y (I11) son

equivalentes.
Los enunciados (111) y (V) (resp. (111) y (VII)) son equivalentes porque la funcién:

(idocq’l)
Homggset (APIZIAq,X) —> Homggset (A”lZlaAq,X)

es biyectiva para toda p > 0, si y solamente si la funcion:

(id&aq_l)
Homggsget (WAq,X) —> Homggset (WIZ@A‘?,X)
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es biyectiva para todo conjunto simplicial WW.
Mostremos que los enunciados (I11) y (VI) son equivalentes por un argumento in-

ductivo sobre p > 0: Si p =0, observemos que en el cuadrado:

idx q-1y\*
(12.38) Homssset(on Aq,X) Homssset(AOEl am,x)

(o~ 'mid)* l j (o~ 'mid)*

Homgsset (aAO Aq)X) (d q71+)* Homggset (aAO@ BA‘?,X) s
1dRo

la funcion horizontal de abajo es una biyecciéon de un conjunto con un tnico elemento

pues OA° = @. Por lo tanto, ya que tenemos el siguiente cuadrado conmutativo:

am
X0,
Hormagen (A%, o) 2"+ Homaser (9%, Xn.),

IIs IS

Homgsset (A° Al, X) — > Homgsset (AO OA, X) ,
(idmad=1)*

deducimos que (12.38) es cartesiano para ¢ > n+1 si y solamente si X, es un conjunto
simplicial n-coesquelético.

Supongamos ahora que las condiciones (111) y (VI) son equivalentes para 0 < p < k.
Si X es un conjunto bisimplicial tal que X} . es n-coesquelético, deducimos que en el
siguiente cuadrado:

id= g-1\*
(12.39) HomssSet(Ak“ Aq,X) HomssSet(Ak”aAq,X)

(a*wid)* l l (o*mid)*

Homggget (8A’“+1|z Aq,X) m Homggget (GA’““IZ 8Aq7X) ,
id=Ra

la funcién horizontal de abajo es un isomorfismo para ¢ > n + 1, Porque la podemos
identificar con un colimite pequeno de funciones del tipo:

q-1
Xx

HomsSet(Aq7 Xk,o) HomssSet(aAqy Xk,o) .

Por lo tanto, (12.39) es cartesiano para ¢ > n + 1, si y solamente si Xy 1. es n-
coesquelético. Dicho de otro modo las condiciones (II1) y (V1) son equivalentes para
O<p<k+1.

Se muestra que las condiciones (111) y (VIII) son equivalentes de manera andloga. [
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§12.7.1.  Consideremos A x A, la subcategoria plena de la categoria producto

A x A cuyos objetos son las par;ejas ([p], [q]) tales que p+q < n; y sea:

[T
N
(12.40) AxA L ssSet |
h S~~~ 7
fim

la adjuncién inducida del funtor inclusion canoénico p,: A X A— AxA.
n

Mostremos:

LEMA 12.7.2. Un conjunto simplicial X es isomorfo a un objeto en la imagen del
funtor p, ., sty solamente si el siguiente cuadrado:

(idmad-1)*
(12.41) Homssset(APE Aq,X) _— Homssset(AP{)Aq,X)

(P~ Iwid)* j l (P Iwid)*
Homggget (BAP Aq,X) — > Homggset (8APE 8Aq,X) ,
(idmad~1)*

es cartesiano para toda p,q >0 tales que p+q>n+1.

DEMOSTRACION. Para empezar recordemos que si X es cualquier conjunto bisim-
plicial, el cuadrado (12.41) induce una funcién:

(12.42) Homssset(Ap Aq,X)
Homssset(aAp A9, X) X Homssset(AP OA1, X)

Homgsset (OAP 8 DAY, X)

en el producto fibrado de las flechas:

Homggsget (AT’ 0A1 7X)
l (P~ 1mid)*

Homgssot (8AP Al ,X) > Homgeset (E)Apx PN ,X) .
(idmad~1)*
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Si observamos que el conjunto dominio de la funcién (12.42) es isomorfo a X, ,,

mientras que su codominio es isomorfo al conjunto:

h _ gh . vp o _ U .

(ao, ..,ap;bo, ... ,bq) diair = djr_yai, djbs =dj_,b;
(12.43) p q y dja; =d}'b;, ;
€ [TXp-1,4 x [1Xp g1
0 0 siO<i<i’'<p y 0<j<j <q.

se constata sin dificultad que la funcién (12.42) se identifica con la asignacion:

(12.44) Xpq El conjunto (12.43)

a - (dga,...,dga;dga,...,dga).

En particular (12.41) es un cuadrado cartesiano si y solamente si (12.44) es una
funcion biyectiva.
Para mostrar el enunciado del Lema, observemos que si descomponemos al funtor

inclusiéon p,: A x A — A x A como la composicion:
<n

UnXUn

Ax Ao Ay x A, - AxA

se verifica que un conjunto bisimplicial X es isomorfo a un objeto en la imagen de

fns 2 (Vn X Up)s © pps, siy solamente si X cumple las siguientes propiedades:

(A) X es isomorfo a un objeto en la imagen del funtor (v, x v,)..
(B) El conjunto bisimplicial truncado (v, x v,)*X es isomorfo a un objeto en la

imagen del funtor p,, ..

Esto es una consecuencia de que cualquier unidad de la adjuncién (v, x v,). -
(Vn x Vp)* es un isomorfismo.

Por orto lado, se deduce del Lema 12.7.1 que un conjunto bisimplicial X cumple la
condicién (A), siy solamente si el cuadrado (12.41) es cartesiano para toda p,q > 0 tal
que max(p, q) >n+ 1. Es suficiente entonces mostrar que X cumple la condicién (B),
si y solamente si la funcién (12.44) es biyectiva para cualesquiera 0 < p,q < n tales que
p+g>n+l.

Consideremos para ello la descomposicion:

Fy > F,

A<>< A = AO( ./41( -G An = ASn XASn7

de la inclusion p,: A X A —— A_, x A, , donde A; denota a la subcategoria plena

de A, x A.,, cuyos objetos son las parejas ([p], [q]) tales que p+q < n +1.

12Por definicién X, 1 = X_1 4 = * es un singulete.



208 ErLHOIM SUMANO

Para cada 1 <7 < n, se puede describir a una unidad de la adjuncién F;. < F, * de

la siguiente manera: Si A es una pregavilla de conjuntos sobre A;, se verifica que salvo

isomorfismo:

Apg si ptq<n+i,

F B (A)pg = _ ,

(12.43) si prqg=n+i.

Los morfismos cara y degenerados para p+q=n +1:
"
Ap—Lq Fi*Fi*(A)p,qv
sh
T
Anq—l
son definidos por las reglas:
dzh s?
ai<—|(a0,...,ap;b0,...,bq) y aﬁ(ao,...,ap;s?dga,...,s?dga)
» (svdhb,...,svdlbby, ... b,)
57
bi

b
shidia si0<k<i-1 st dib si0<k<i-1
donde ar={a sii<k<i+1 v bp=1b sii<k<i+1
shdh o sii+2<k<p sidy (b sii+2<k<q.

Finalmente, definimos al morfismo unidad A — F;,F.*(A) , como la funcién iden-
tidad si p+¢ < n+i y como la funcién (12.44) si p+q = n+i. En particular, A es isomorfo
a un objeto en la imagen del funtor Fj, si y solamente si la funcién (12.44) es biyectiva,
para todas las parejas (p,q) tales que p,g>0y p+q=n-+i.

Por lo tanto, X cumple la condicién (B), si y solamente si la funcién (12.44) es
biyectiva para cualesquiera 0 < p,q < n tales que p+q > n. ]



Capitulo 3

El 2-grupo de homotopia de los espacios punteados conexos

En el presente capitulo definimos la categoria de los 2-grupos como una subcategoria
de la categoria de las categorias monoidales y los funtores laxos y unitarios entre ellas.
En la seccién 15 consideramos un funtor nervio N2 definido de la categoria de los
2-grupos en la categoria de los conjuntos bisimpliciales reducidos y mostramos en el
Teorema 15.2.2 que el nervio N2(G) de todo 2-grupo es un objeto fibrante de la categoria
de modelos (ssSeto,ngag, mono,ﬁbgwg) de la Proposicién 11.3.1.

Finalmente, en la secciéon 16 mostramos que para todo 2-grupo G y todo conjunto
bisimplicial reducido X, el conjunto simplicial Hom, g, (X, N2(G)) es el nervio de un
grupoide el cual admite una interpretaciéon combinatoria analoga a la de los determi-
nantes de Deligne en [Del87].

13. El nervio de las categorias pequenas

En esta seccién recordamos notacién basica sobre el funtor nervio de las categorias
pequenas. En particular demostramos que el funtor nervio induce una equivalencia entre
la categoria homotopica de los grupoides (resp. la categoria de los grupos) y la categoria
homotdépica de los 1-tipos de homotopia (resp. la categoria homotépica de los 1-tipos
de homotopia punteados conexos).

§13.1.  Recordemos que el funtor inclusién canénico A — cat (ver §8.1) induce
una adjuncién:
P(-)
=

(13.1) cat 1 sSet,
~—

N(-)
donde N(-) es definido por la férmula N(A),, = Homeat([m],A) y el funtor P( - ) es
una extensién de Kan izquierda del funtor A — cat a lo largo del encaje de Yoneda:
A——— sSet
[n] — A",
Llamamos a N(A) el nervio (geométrico) de la categoria Ay a P(X) (una) categoria

de caminos del conjunto simplicial X.

209
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Si A es una categoria pequena, el conjunto simplicial truncado 7'2*(N(A)) admite la
siguiente descripcién: Los conjunto N(A)y y N(A); se identifican con los conjuntos de
los objetos y los morfismos de A respectivamente. La imagen de un objeto = de A por
la funcion:

N(A)o —= N(A),

es el morfismo identidad de x en A. Por otro lado, la imagen de un morfismo f de A

por las funciones:

N(A); 2= N(A)y vy N(A); —2= N(A),

son el codominio y el dominio de f respectivamente. Finalmente, darse un elemento 7

del conjunto N(A), equivale a darse tres morfismo de A en un tridngulo conmutativo:

Mostremos:

LEMA 13.1.1. El nervio N(A) de una categoria pequenia A es un conjunto simplicial
débilmente 1-coesquelético (ver §12.2).

DEMOSTRACION. Por definicién, el conjunto simplicial N(A) es 2-coesquelético si

la funcién:
I16;
Homcat([m + 1],A) — =TI Homcat([m],A)

0<s<m+1

es el nicleo en Set de las flechas paralelas:

H_ 5;_1 Oproji

i<j

[1 Homcat([m],A) I1 Homcat([m—l],A),

0<s<g+1 0<i<j<g+1

I1 6; oproj;

i<j

para toda categoria pequena A y todo entero m > 2.
Mostremos el siguiente enunciado:

U ds
Sig>2, el morfismo || [¢] — [¢+1] es el conticleo en cat
0<s<g+1

de las flechas paralelas:

U inc;0d;_1
i<j

L [g-1] L [q] -

0<i<j<g+1 0<s<q+1

o inC‘j o 52
i<j
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Comencemos por mostrar que para ¢ > 1 se tiene un cuadrado cartesiano en cat:

[q] —2— [g+1]

[a-1] —— 4]

En efecto, observemos que darse dos funtores F: [¢] — C y G: [q] — C tales que
F o, =G o0 equivale a darse dos sucesiones de morfismos en C:

g1 9q

F:(Aoi> ...... iAq) y G=<B0—> ...... —>Bq)
tales que:

g2 9q

Ay Lo _’>Aq_1):Fo5q:G050:(Bl_> ...... —>Bq).

Por lo que el tnico funtor H: [¢g+1] —C tal que Hody = F'y Hod4q = G, es
determinado por la siguiente sucesion de morfismos:

f1 fa-1 f
Ay == weeee oA == A,
H = 1} n
BO 91 By 9 9q Bq

Mostremos ahora que si C es una categoria pequena y {FS: [¢q] = C }0§53q+ | s una
familia de funtores tal que F;od; = F; 0 ;1 para 0 <¢ < j < g+ 1, entonces existe un
tnico funtor F': [¢+ 1] — C tal que Fods = F, para 0 < s < ¢+ 1. En efecto, ya que
por hipdtesis F,1 00y = Fyy o dy, sabemos que existe un tnico funtor F: [¢+1] — C tal
que Fody=Fyy Fodg=Fyu.

Por otro lado se tiene que para 0 < j <q:

F05j05q=F05q+10(5j:Fq+105jZFjoéq
y FO(SjO(SOZFO(SOO(Sj,lZFOO(SJ',l:F}‘O(;O;
ya que ¢ > 2 deducimos que F'o; = F}.

Por lo tanto N(A) es un conjunto simplicial 2-coesquelético. Mostremos por ultimo
que la siguiente funcion:

(13.2) Homsset<A2,N(g)) Homsset<8A2,/\/'(g))

inducida del morfismo inclusién 0A?— A? es inyectiva, es decir que N(A) es un
conjunto simplicial débilmente 1-coesquelético.
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Notemos para ello que el dominio de la funcién (13.2) se identifica con el conjunto

de los triangulos conmutativos de G:

A
(13.3) 27N
4o . A,

y su codominio se identifica con el conjunto de los diagramas de la misma forma, pero no
necesariamente conmutativos. Ya que (13.2) es la funcién que olvida la conmutatividad
de un diagrama, (13.2) es inyectiva. O

Deducimos:
COROLARIO 13.1.2. El funtor nervio N: cat — sSet es fielmente pleno.

DEMOSTRACION. El funtor N es fiel porque si nos damos un funtor F: A — B
entre categorias pequenas, las funciones N(F")o y N(F£"); son las funciones que definen al
funtor F" en los objetos y los morfismos, respectivamente. Por lo tanto si N(F) = N(G)g
y N(F'); = N(G); para dos funtores F,G: A — B , deducimos que F =G.

Por otro lado si A y B son categorias pequenas y ¢: N(A) — N(B) es un morfismo
de conjuntos simpliciales, se verifica sin dificultad que las funciones ¢ y ¢ definen un
funtor F: A — B tal que N(F)o =0y N(F); = ¢1.

Se sigue que N(F) = ¢ ya que N(B) es un conjunto simplicial débilmente 1-
coesquelético. Por lo tanto el funtor N es pleno. U

Si Ay B son categorfas pequenas, denotemos B4 a la categoria de los funtores de A
en By sus transformaciones naturales. Se verifica sin dificultad que tenemos biyecciones

naturales:

Homeat (A x C, B) = Homcat(C, BA) ,
para cualesquiera A, By C categorias pequenas. Dicho de otro modo, la categoria cat
es una categoria cartesiana cerrada.

Ya que el funtor nervio N: cat — sSet es fielmente pleno y conmuta con productos
finitos, obtenemos biyecciones naturales:

N(BA)n = Homcat([n],BA) ~ Homeat(A x [n], B)
~ Homgget(N(A) x A", N(B)) = Hom g, (N(A),N(B))

———sSet n’

y por lo tanto un isomorfismo natural de funtores:

(13.4) N(('z)('l)) i Ho—msSet(N('l)>N('2)) : cat” x cat —— sSet .
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§13.2.  Escribimos Grpd para denotar a la subcategoria plena de cat cuyos
objetos son los grupoides (es decir las categorias pequenas cuyas flechas son todas
isomorfismos). Observemos que Grpd es una subcategoria de cat estable por productos
finitos y objeto de morfismos HY, es decir Grpd es una subcategoria cartesiana cerrada
de cat.

En este parrafo esbozaremos una prueba de la afirmacién bien conocida, que el
funtor nervio N: cat — sSet induce por restriccién una equivalencia entre la categoria
cartesiana cerrada Grpd y la categorfa cartesiana cerrada GrpdK' de los 1-grupoides
de Kan (ver los Corolarios 13.1.2 y 13.2.4 y el Lema 12.3.3).

Recordemos para empezar:

COROLARIO 13.2.1. Si G es un grupoide, el conjunto simplicial débilmente 1-coes-
quelético N(g) (ver el Lema 13.1.1) cumple la condicion de Kan en dimension 1 <m <2
y cumple la condicion de ser minimo en dimension 1, dicho de otro modo N(g) es un
1-grupoide de Kan (ver el Corolario 12.4.1).

En particular si G es un grupoide, el conjunto simplicial N(Q’) es un objeto fi-
brante de la categoria de modelos (sSet, Wi, mono, fiby) del Teorema 8.4.2 (ver el
Corolario 12.1.2); y si G es un grupo (visto como una categoria con un tinico ob-
jeto) el congunto simplicial N(G) es un objeto fibrante de la categoria de modelos
(sSeto,W{ed,mono,ﬁb’ied) de la Proposicion 10.1.2.

DEMOSTRACION. El conjunto simplicial N(g ) es débilmente 1-coesquelético por el
Lema 13.1.1. Para mostrar que N(G) cumple en dimensién 1 la condicién de extension
de Kan y la condicién de ser minimo, notemos simplemente que si damos en el grupoide

G dos de tres morfismos en un diagrama de la forma:

PG
Ao - Ay,

entonces existe un unico morfismo completando el diagrama en un tridngulo conmuta-
tivo.
Verifiquemos que el conjunto simplicial N(G) cumple la condicién de extensién de

Kan en dimension 2, es decir que la funcion:

(13.5) HomsSet(A3,N(g)> Homsset(/\?”’“,/\/(g))

inducida del morfismo inclusién A3*<= A3 es sobreyectiva para todo 0 < k < 3.
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En efecto, el dominio de la funcién (13.5) se identifica con el conjunto de los dia-

gramas de G que consisten de cuatro objetos y seis morfismos como sigue:

X4

(13.6)
Xo

XQ/_/

tales que las cuatro caras de (13.6) son tridngulos conmutativos.

X3

Por otro lado el codominio de (13.5) es igual al conjunto de los diagramas de la
misma forma, pero cumpliendo solamente que tres de sus caras sean tridangulos con-
mutativos. Se muestra sin dificultad que esto es suficiente para que la cuarta cara sea
también un tridngulo conmutativo, pues todas las flechas involucradas son isomorfismos.

Por lo tanto la funcién (13.5) es biyectiva. O

Si G es un grupoide recordemos que el conjunto mo(G) de los componentes conectables
por trayectorias de G es por definicion el conjunto de las clases de isomorfismo de los
objeto del grupoide G. Si a es un objeto fijo de G, el primer grupo de homotopia de G
basado en a al que denotamos m1(G,a), es por definicion Homg(a,a), el grupo de los
automorfismos de a en G.

Se definen sin problemas funtores:

moC) Set y Grpd, mC)

(13.7) Grpd Grp ,

donde Grpd, denota a la categoria de los grupoides punteados.

LEMA 13.2.2. Existen isomorfismos canonicos de funtores:
(13.8)

OéO al
w9 = Mmoo N : Grpd —— Set Y m = moN, : Grpd, —— Grp

donde m; de un conjunto simplicial (punteado) X es por definicion el i-ésimo grupo de

homotopia de la realizacion geométrica de X (ver §8.4).

DEMOSTRACION. Si G es un grupoide, los conjuntos mo(G) y WO(N(Q)) son iguales
al conjunto de los objetos de G moddulo la relacion de equivalencia que identifica a dos

objetos si existe un morfismo de G entre ellos. Definimos entonces g i} moo N como
la transformacién natural identidad.

Por otro lado se sigue del Corolario 13.2.1 y las Proposiciones 8.6.1 y 8.6.2 que
podemos pensar al funtor m o N,: Grpd, —— Grp como el funtor definido en un
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grupoide G de punto base a por el conjunto de los morfismos Homg(a, a) cuyo producto
es definido por la regla:

frg=gof siempre que fyg € Homg(a,a).

Definimos un isomorfismo natural a': 7y => 7 oN, en un grupoide G de punto
base a por la funcién:

1
®(G,a)

m(g,a) = Homg(a, a) Homg(a,a) = m ON*(g,a) -
-

Notemos que a%g oy €5 efectivamente un morfismo de grupos, porque:

Agay(fog) = (fog)il =g o [ = alg ) (9) e gy (f) = gy (F) * g (9)-
O

Recordemos que la categoria homotopica de los grupoides hGrpd es la categoria
cuyos objetos son los grupoides y los morfismos son las clases de isomorfismo natural
de los funtores entre ellos:

Hothrpd(ng) = 71-O(;ng) .

Notemos que hGrpd es una categoria cartesiana cerrada cuyo objeto de morfismos
también es el grupoide de los funtores G*. Ademas el funtor canénico Grpd — hGrpd
respeta los productos finitos.

Un funtor F: G — H entre grupoides es llamado una equivalencia débil si cumple
una de las siguientes condiciones equivalentes:

COROLARIO 13.2.3. Si F: G — H es un funtor entre grupoides, son equivalentes:
(1) mo(F) y m(F) son funciones biyectivas.

(11) F es una equivalencia de categorias, es decir F' es un funtor fielmente pleno
y esencialmente sobreyectivo.

(1) La tmagen de F por el funtor candnico Grpd — hGrpd es un isomorfismo
de hGrpd.

(tv) N(F') es una 1-equivalencia homotépica débil de conjuntos simpliciales.

(V) N(F) es una oo-equivalencia homotdpica débil de conjuntos simpliciales.

DEMOSTRACION. Se verifica (1)<>(11)<>(111) sin dificultad.

Por otro lado ya que los conjuntos simpliciales N(G) y N(H) son complejos de Kan
cuyos grupos de homotopia wi(N(g)) y WZ(N(%)) son cero para i > 2, deducimos que
(Iv)<=(V).

Finalmente (1)<>(1v) se sigue de los isomorfismos 13.8. 0
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Recordemos una prueba del enunciado reciproco del Corolario 13.2.1 (ver [Dus02]):

COROLARIO 13.2.4. S1W es un conjunto simplicial el cual es un 1-grupoide de Kan,
entonces existe un grupoide G y un isomorfismo de conjuntos simpliciales N(G) = W.
Dicho de otro modo, un conjunto simplicial es un 1-grupoide de Kan si y solamente si

es isomorfo al nervio de un grupoide (ver el Corolario 13.2.1).

DEMOSTRACION. Sea W un 1-grupoide de Kan. Definimos al grupoide G con el
isomorfismo deseado N(G) 2 W como sigue: El conjunto de los objetos (resp. de los
morfismos) de G es igual al conjunto de los O-simplejos (resp. de los 1-simplejos) de
W. Si f es un morfismo de G, el dominio (resp. el codominio) de f es el objeto dy(f)
(resp. do(f)). En particular el conjunto Homsset(AQvl, W) se identifica al conjunto de
las parejas de morfismos consecutivos de G, es decir parejas (f,g) de 1-simplejos de W

tales que do(f) =di(g).
Definimos una ley de composiciéon en G por la composicion:

(akhH 51

HomSSet(AQJ, W)

HomsSet (AQ’ W)

HomsSet(Al, W) )

Dicho de otro modo, si f, g es una pareja de morfismos consecutivos de G entonces

go f esigual al morfismo d;(n), donde 7 es el inico 2-simplejo de W tal que ds(n) = f

y do(n) = g.
Mostremos primero que G definido de esta manera es efectivamente una categoria:

Si f es un morfismo de G de dominio d;(f) y codominio dy(f), se tiene en G que:

fo (So(dlf)) = f Yy (So(dof))of = f;

en efecto so(f) v s1(f) son 2-simplejos de W tales que:

do(s0(f)) = [ di(so(f)) = f v dao(s0(f)) = so(di(f)),

do(s1(f)) = so(do(f)),  di(s1(f)) =F v  do(s1(f))=F.

Dicho de otro modo, si a es un objeto de G el morfismo s¢(a) es la identidad de a
en G.

Sean ahora f, g y h tres morfismos de G consecutivos:

a b c d;

es decir f,g,h son 1-simplejos de W tales que do(f) =d1(g) v do(g) = d1(h).
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Para mostrar que ho (go f) = (hog)o f consideremos a los tinicos 2-simplejos 7,
12 v n3 de W que cumplen las propiedades:

do(m0) =h da(m0) = g
do(n2) =hog da(n2) = f
do(n3) =9 da(n3) = f;

esto es posible ya que di(h) =do(g) y di(hog) =di(g) =do(f)-

Entonces, como la funcién inducida de la inclusion A31 — A3 :

Homgget (A3, W)

Homgget (A3»1, W)
es biyectiva y se tiene las igualdades:

do(n2) = hog = di(m), do(nz) =g =da(no) vy da(ms) = [ = da(n2);

existe un unico 3-simplejo & de W tal que do(§) = no, d2(§) = no v d3(§) = n3. En
particular:

ho(go f) = (domo) o (dinz) = (dodo§) o (d1d3€)
= (dod1§) o (dadi§) = didi§ = dida = dymp = (hog)o f.

Por lo tanto, G es efectivamente una categoria.

Observemos por otro lado que si 0 < k < 2, la funcién inducida de la inclusion
AZE — A2

Homsset(AQ, W)

Homgget (A2’k ) W)

es biyectiva por hipotesis. En particular, si f es cualquier morfismo de G existe 2-
simplejos 11 y 72 de W tales que:

di(m) = so(drf), da(m) = f,
do(n2) = f vy di(m2) = so(dof).
Dicho de otro modo, tenemos que (don1) o f = so(d1f) v f o (danz) = so(dof); dicho

de otro modo f es un isomorfismo de G. Por lo tanto G es un grupoide.
Por dltimo, observemos que el isomorfismo de conjuntos simpliciales truncados
@e: T W — 77 0 N(G) definido por las reglas: ¢; = idy, si 0<i <1y @, es el isomor-

fismo composicion:

Wy = HomsSet(A2aW) M HomsSet(Az’law) = N(g)2>

induce un isomorfismo de conjuntos simpliciales N(G) = csq2(N(g)) ~ csqy(W) =
wW. O
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Se sigue de los Corolarios 13.1.2, 13.2.1 y 13.2.4 que el funtor nervio N: cat — sSet
induce por restruccién una equivalencia entre la categoria cartesiana cerrada Grpd de
los grupoides y la categorfa cartesiana cerrada GrpdK' de los 1-grupoides de Kan (ver
el Lema 12.3.3). Més aun, por el Lema 12.5.1 y los isomorfismos (13.4) y (13.8), el
funtor nervio determina también una equivalencia entre la categoria cartesiana cerrada
hGrpd (la categoria homotépica de los grupoides) y la categoria cartesiana cerrada

de los 1-tipos de homotopia Ho;(sSet) (la categoria homotépica de los 1-grupoides de
Kan).

§13.3.  Escribimos Grp para denotar a la categoria de los grupos y los morfismos
de grupos. Observemos que por los Corolarios 13.1.2, 13.2.1 y 13.2.4 el funtor nervio
N: cat — sSet induce por restriccién una equivalencia entre la categoria Grp de los
grupos y GrpK' la subcategoria de sSety cuyos objetos son los 1-grupoides de Kan
reducidos, es decir los 1-grupos de Kan.

Mas atn, como ! de (13.8) es un isomorfismo natural:

Ggm(N(G)) para todo grupo G

concluimos que la restriccién del funtor grupo fundamental de los conjuntos simpliciales
punteados a los 1-grupos de Kan es un inverso salvo isomorfismo de la restriccién del
funtor nervio a los grupos:

(13.9) Grp = GrpK'.

En particular se tiene una equivalencia entre la categoria de los grupos Grp y la
categoria homotopica de los 1-grupos Hoi(sSetq):

(13.10) Grp = Ho, (sSety) .

(ver el Corolario 12.5.4).
Recordemos:

COROLARIO 13.3.1. El funtor restriccion del funtor grupo fundamental de los con-
Jguntos simpliciales punteados a los conjuntos simpliciales reducidos, es adjunto izquierdo
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del funtor nervio de los grupos:

Grp 1 sSet,

DEMOSTRACION. SiG es un grupo y X es un conjunto simplicial reducido, se tienen

isomorfismos naturales:

(13.11) 7o( Hom,seq, (X, N(G))) = Homgse, (X,N(G)),
(13.12) 7o( Hom,seq, (X, N(G))) = [X,N(&)]}
(13.13) y HomGrp(ﬂ-l(X)ﬂG) = [X’N(G)]:ed

donde [-, -]Zed denota al conjunto de los morfismos en Ho;(sSetq) = SSetO[(Wg’ed)_l]
la categoria homotopica de los 1-tipos de homotopia reducidos.

En efecto (13.11) se sigue del Lema 12.5.5 porque N(G) es un 1-grupo de Kan,
(13.12) es una consecuencia de que N(G) sea un objeto fibrante de la categoria de
modelos (sSety, W7 mono, fibj*/) y (13.13) es una consecuencia de la equivalencia
de categorfas (13.10).

Por lo tanto se tienen isomorfismos naturales:
Homgyp(mi(X),G) = Homgser, (X, N(G)).
O

Para concluir mencionemos que el enriquecimiento Homg,p de la categoria de los
grupos Grp en la categoria de los conjuntos Set tiene un tensor y un cotensor, es decir
si G y H son grupos se tienen adjunciones:

G®- H:
R L
Grp 1 Set y Grp” 1 Set
~—_ 7 ~— 7
Homgrp(G,-) HomGrp( - H)

En efecto si A es un conjunto H# es el grupo de las funciones HomSet(A, H ) cuyo
producto es definido argumento por argumento y G ® A es el producto libre de |A|
copias de G.
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14. La categoria de los 2-grupos

En la presente seccion fijamos notacion sobre la categoria de los 2-grupos, como
una subcategoria de la categoria de las categorias monoidales y los funtores fuertes
y unitarios entre ellas. En §14.2.1 recordamos el concepto de equivalencia débil entre
2-grupos y en §14.3 revisamos un cotensor de cat en la categoria de los 2-grupos.

§14.1.  Recordemos que una categoria monoidal (ver por ejemplo [Lan98]) con-
siste de una categoria (abstracta) M, un funtor ® M x M — M , un objeto distin-
guido 1 e isomorfismos naturales:

(141) (XeY)eZ 2 xXeo(YeZ), X 210X y X 2~ Xel;

tales que los siguientes diagramas son conmutativos:

AaWex,Y,Z aw,X,Ye®Z
((W@X)@Y)@Z — (WeX)®(Y®Z) —> W®(X®(Y®Z))
(14.2) aX,Y,Z®Zl TW®U«X,Y,Z
(W@(X@Y))@Z p—— W®((X®Y)®Z)
ax.1y

(X®1)Y — > X(1eY)

(143) y RN
XY

para cualesquiera X, Y, Z y W objetos de M.
Se puede mostrar sin dificultad:

LEMA 14.1.1. Si A y B son dos objetos de una categoria monoidal, los tridngulos:

(AeB)®1 ans A®(B®1l) 188
La®B ZA@B
TA®B A®rp
Ao B (l®A)®B - 19 (A® B)

son conmutativos. Mds aun, se tiene que {1 =1y.

Si M y N son categorias monoidales, un funtor monoidal lazo y unitario de M en
N (resp. funtor monoidal fuerte y unitario) consiste de un funtor F: M —= N tal

que F' (1 M) = 1, y morfismos naturales (resp. isomorfismos naturales):

(14.4) F(X)®F(Y) — F(X®Y),
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tales que los siguientes diagramas son conmutativos:

mxeY,zZ mx y®FZ
F((X@Y)@Z) ~— F(XQY)QFZ <— (FXQFY)®FZ

(14.5) FaX,Y,Zl “IFX,FY,FZ

F(X@(Y@Z)) <~ FXQF(Y®Z) <— FX®(FY®FZ)
mx,yez FX®my, z

1I9FX

lpx TEX
mi,x FX
‘4)( Fr

F(18X) X F(Xxel)

(14.6) y

Las categorias monoidales (pequenas) y los funtores monoidales laxos y unitarios
(resp. los funtores monoidales fuertes y unitarios) forman una categoria (abstracta)

® ®
punteada cat;,, , (resp. cat Fort

Si (F,m¥): M— M" y (G,m%): M" — M" son funtores monoidales laxos y

unitarios (resp. fuertes y unitarios) la composicién (Go F, m&¥): M — M" consiste

) cuya composicion se define como sigue:

del funtor G o F' y la transformacién natural m&¥ definida en objetos X y Y de M
como el isomorfismo:

GoF

mxy
GoF(X)®GoF(Y) G(F(X)® F(Y)) GoF(X®Y).
mgX,FY mx,y
Por tltimo, se tiene una 2-categoria (abstracta) @ﬁm* (resp. c;at?ort’*) cuya ca-

® ®
lax,* fort,*

definidas como sigue: Si (F,mf): M — N y (G,m%): M — N son funtores mo-
noidales laxos y unitarios (resp. fuertes y unitarios), una transformacion de (F,m*") en
F

., T .
(G,m%) es una transformacién natural de funtores M \l}fi// N tal que 1, =idy,, ¥y
G

tegoria subyacente es cat (resp. cat ) v las 2-flechas son las transformaciones

tal que el siguiente es un diagrama conmutativo:

nx ®ny
FX®FY —> GXQ®GY

F(X®Y) — G(XoY)
nxey

En el siguiente enunciado se muestra que el 2-funtor que olvida:

®
cat,, , , —— cat

refleja las equivalencias internas y los isomofismos.
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LEMA 14.1.2. Si F: M — M’ es un morfismo monoidal fuerte y unitario entre
categorias monoidales cuyo funtor subyacente es fielmente pleno y esencialmente so-
breyectivo, entonces existe un morfismo monoidal fuerte y unitario G: M' — M vy
transformaciones:

FoG =% idy y GoF == idy

tales que ax y Bx son isomorfismos para todos los objetos A y X.
Mas ain, si F' es fielmente pleno y biyectivo en los objetos entonces existe un mor-
fismo monoidal fuerte y unitario G: M’ — M  tal que Go F' =idy y F o G =id .

DEMOSTRACION. Supongamos que F: M —= M’ es un morfismo monoidal fuerte
y unitario entre categorias monoidales tal que el funtor subyacente a F es fielmente
pleno y esencialmente sobreyectivo. Vamos a construir un morfismo fuerte y unitario
G: M" — M asi como una transformaciéon natural a: F' o G = idg: de la siguiente
manera:

Si A es un objeto de M, elijamos un objeto G(A) de M tal que F(GA) y A sean
isomorfos en M’ (F' es esencialmente sobreyectiva). Podemos entonces elegir también
un isomorfismo ay: FG(A) — A de M’y suponer ademds que G(1) =1y ay =id;y. Si

f: A— B es un morfismo de M’; definimos G(f): G(A) — G(B) como el tnico
morfismo de M tal que ago FG(f) = foau. Se verifica sin dificultad que obtenemos por

este medio un funtor G: M’ — M entre las categorias subyacentes a las categorias
FG

monoidales y un isomorfismo natural de funtores M’ E M’ tal que G(1) =1y
a1 = 1d1 A

Completemos al funtor G: M’ — M en un morfismo monoidal fuerte y unitario

como sigue: Si Ay B son objetos de M’ escribimos m§ 5 G(A) ® G(B) — G(A® B)

para denotar al inico isomorfismo de M tal que el siguiente diagrama:

mk F(mS )
(14.8) FG(A)® FG(B) —— "~ F(G(A) ® G(B)) . F(G(A® B))
aAQap j laA@B
Ae®B A®B.
_re
Se sigue en particular que M’ |Ja M’ seria una transformaciéon entre morfismos
id

de categorias monoidales si GG fuera un morfismo monoidal.
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Mostremos que G: M’ — M es efectivamente un morfismo monoidal, es decir

mostremos que los siguientes diagramas efectivamente conmutan:

mg@B,C mg,B@)GC
G((A@B)@C) ~—— G(A®B)®GC ~——— (GA®GB)®GC
(14.9) Gaa,B,c l \GGA,GB,GC
G(Ae(BoC)) ~——— GA®G(BeC) ~———— GA®(GB®GO)
G G
M4 BeC GA®mE o
18GX lox rex GX®l
(14.10) y mfx ‘ / GX ‘m)c(l
GZX G’I‘X
G(1leX) G(X®1).

De manera equivalente mostremos que las imagenes por el funtor fiel F' de los
diagrammas (14.9) y (14.10) son diagramas conmutativos. Para empezar, se muestra

que los tridngulos F'(14.10) son conmutativos, considerando los siguientes diagramas

conmutativos:
F(lgx)
T F(m y)
FG(X) —lrex— 1@ FG(X) —m{ox— F(1® GX) FG(1l® X)
axl 1®laX lal,x
X 1o X . 1o X
Ix id
F(rax)
T F(m$ ,)
FG(X) —rex— FG(X)®1 —mix,— F(GX ®1) FG(X®1)
Y chl axl®l laxm
X Xel X®l
X id
y recordando que:
FG(l FG(r
Fox) 22 poe X) FG(X) 2 pa(x e 1)
ax l lal®X y ax j laxm
X 1o X X X1

Ix

conmutan porque « es una transformaciéon natural.
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Por otro lado, se verifica que F'(14.9) conmutan viéndolo como la cara de un cubo,

cuyas otras caras son los siguientes diagramas conmutativos:

F(mSep.0) F(m§ p®GO)
Fe((49B)8C) F(c(aeB)ece) F((GaecB)eGC)
(A@B)®C mE t mE
G(A®B),GC GA®GB,GC

(A®B)®C <——aAgB®0C

FG(A®B)®FGC <F(m§ 3)®FGC— F(GA®GB)®FGC )

aaeB®FGC mgA,GB@’FGC
(A®B)®C (A®B)®FGC (FGA®FGB)®FGC
(A®B)®ac (xa®ap)®FGC
F(mf,B®c) F(GA@mg,c)
Fe(Ae(BeoC)) Faa)ec(se)) F(cAs(GBeGC))
o F F
A®(B®C) MGA,G(BsC) MGA,GBRGC

A®(BR®C) <——aA®apgC

FGA®FG(B&C) <FGA®F(mY »)— FG(A)®F(GB8GC) )

FGA®apgc FGA®mME R e
A®(B®C) FGA®(BQC) FGA®(FGB®FGC),
aa®(BeC) FGAQ(ap®ays)
X (A®B)®C
(A®B)®C (A®B)®C <— FG((A@B)@C)
aa,B,C L aA,lB,c l F(aa,B,c)
A®(B®C) A®(B®C) <— FG(A@(B@C))

mE 4 cp®FGC

QAR(B&C)

F
MGA®GB,GC

(FGA®FGB)®FGC — > F(GA®GB)®FGC ——> F((GA@GB)@GC)

AFGA,FGB,FGC L

lF(aGA,GB,GC)

FGA8(FGB8FGO) ————> FGA®F(GBoGC) —— F(Gas(GBeGC))
P

A®mMGE go

(A®B)®ac

MGA,GBRGC

(aa®ap)FGC

(A®B)8C <————— (A®B)®FGC ~————— (FGA®FGB)®FGC

A®(B®(C) =— FGA®(B®C)
as®(BeC)

‘ AFGA,FGB,FGC

FGA®(FGBRFGC)
FGA®(ap®ays)

Nos falta solamente construir una transformacion 5: G o F' = idy, . Se verifica sin

dificultad que si escribimos Sx: GF(X) — X para denotar al tinico morfismo tal que
F(Bx) = apx, entonces Sy es un isomorfismo de la categoria monoidal M y la familia

B ={Bx}x es efectivamente una transformacién entre morfismos monoidales.
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Observemos finalmente que si F' es un funtor biyectivo en los objetos, en la cons-
truccién del funtor G que hicimos arriba podemos elegir para todo objeto A de M’
un (dnico) objeto G(A) de G tal que F(GA) = A. Imponiendo también que a4 = idy
deducimos que G verifica FloG=id y Go F =id. O

§14.2.  Si M es una categoria monoidal y X es un objeto fijo de M, se muestra
sin dificultad que las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Los funtores X ® - M — M y -® X: M — M son equivalencias de
categorias.
(11) Existen objetos X’ y X" de M, e isomorfismos en M:

Xox 212 xrgx,

Un objetos X de una categoria monoidal M que cumple una de estas condiciones
equivalentes es llamado invertible. Un 2-grupo es una categoria monoidal cuya categoria
subyacente es un grupoide y donde todos sus objetos son invertibles.

Denotemos como 2-Grp a la categoria (abstracta) de los 2-grupos pequerios (resp. la
2-categoria (abstracta) de los 2-grupos pequenos 2—@), es decir la subcategoria plena
de cat? @ b

laz,* lax,*

o equivalentemente de cat (resp. la sub-2-categoria plena de cat o}

fort,*
equivalentemente de c_atjf’m *) cuyos objetos son los 2-grupos.

Mostremos:

LEMA 14.2.1. Si M es una categoria monoidal cuya categoria subyacente es un
grupoide, entonces M es un 2-grupo si y solamente si existen funtores 1% M — M y

9: M — M | y para cada objeto X de M isomorfismos:

ax Bx

1 W(X)eX |,

(14.11) X ® 14(X)

tales que st f: X —Y es un morfismo de M se tienen los siguientes cuadrados con-

mautativos:
Xod(X) —2 1< uX)exX
4 iJ L9
f® (f)l f l (Hef
Y ®4(Y) 1 W(Y)®Y

ay

DEMOSTRACION. Si existen funtores t%: M — M y19: M — M | e isomorfismos
(14.11), es claro que todos los objetos de M son invertibles, es decir M es un 2-grupo.

Mostremos que si M es un 2-grupo entonces existe un funtor t:: M — M y para

cada objeto X de M un isomorfismo ay: X ® t4(X) — 1 tal que para todo morfismo
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fr X —=Y de M:
X@Ld(X) ax
f@nd(f)t 1

Y ®(Y) 7

es un tridngulo conmutativo. De manera analoga, se verifica que existe un funtor

19: M — M e isomorfismos fx: 19(X)® X — 1 con la propiedad deseada.
Elijamos para cada objeto X de M un objeto t4(X) y ax: X ®4(X) — 1 un
isomorfismo. Si f: X — Y es un morfismo de M, ya que el funtor Y ® - M — M

es una equivalencia de categorias y M es un grupoide, existe un unico morfismo
() U X) — 1 U(Y) de M tal que el siguiente cuadrado es conmutativo:

(X
Yeu(X) <= x g .(x)
veu(s), lax
Y oY) o~ 1

Por otro lado, ya que en M tenemos el diagrama conmutativo:

(X
X @ ui(x) 210

Y ®14(X)
T~
X®Ld(f)l f®Ld(fK lY@Ld(f)
X ®4(Y) Y ®u4(Y)

feui(y)

asociado a los morfismo f: X —Y y 14(f): 14(X) — 14(Y) , se sigue que el mor-

fismo (4(f): 14(X) —= 4(Y) también es el inico morfismo de M tal que el siguiente
cuadrado es conmutativo:

ax

X ®14(X) 1
[
Xeud(f) | ay
A
XY Y ® 1 4(Y
Y) —— e Ve (Y

6 ain mejor, t4(f) es el tnico morfismo de M tal que el siguiente tridngulo es conmu-

tativo:
X® Ld(X) ax

f®Ld(f)L 1

Y ®(Y) 7
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Deducimos de esta ultima caracterizacion que la asignacién f — 4(f) determina un
funtor 1% M — M . O

§14.2.1.  Escribamos 2-hGrp para denotar a la categoria homotdpica de los 2-
grupos, es decir la categoria que obtenemos de la 2-categorfa 2-Grp al imponer la
condicion:

Homy parp = 7To(HO_m2_Grp)-

Notemos que como las categorias de morfismos Hom, q,,, de la 2-categorfa 2-Grp
son grupoides, la categoria 2-hGrp es la categoria que se obtiene de la categoria de
los 2-grupos 2-Grp al imponer en su conjunto de morfismos la relacién de equivalencia
que identifica a dos morfismos 2-grupos F,G: G — H si existe una transformacion
n F=G.

Si G es un 2-grupo, escribimos 7y(G) para denotar al conjunto de las componentes
por trayectorias del grupoide subyacente a G, es decir el conjunto de las clases de
isomorfismo de los objetos de G. Se verifica que mo(G) es un conjunto con una ley de
composicién inducida por el funtor ® de modo que m(G) es un grupo (todo objeto de G
es invertible) cuyo elemento neutro es la clase del objeto 1. Llamamos a m(G) el grupo
de los componentes por trayectorias del 2-grupo G. Del mismo modo, denotemos como
m1(G) al grupo de los automorfismo Homg(1,1). El grupo m1(G) es llamado el grupo
fundamental del 2-grupo G.

LEMA 14.2.2. El grupo fundamental w1(G) de un 2-grupo G es un grupo conmutativo.

DEMOSTRACION. Si f,g: 1 — 1 son morfismos de un 2-grupo G, el siguiente dia-

grama conmuta:

f®l
1l ——= 101
1®gl \f®g\ ll@g

19l ———1®1
fel

Por otro lado, tenemos también los siguientes diagramas conmutativos:

fel 1®g 1®g fel
1l — =101 ——1®1 191 11 11l
TlT Tllifl Tf]_ y flT Zl%'rl Trl
1 1 1 1 1 1
f 9 9 f

Por lo tanto:

gof = 1o (L@g)o(fol)ors = 17" 0 (f®g) ol = 170 (f®1)o (18 g)ols = fog.
O
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Se definen facilmente funtores:

(14.12) 2-Grp ro)m ()

Grp .

Un morfismo de 2-grupos F: G — G’ es llamado una equivalencia débil si cumple
una de las propiedades equivalentes del siguiente:

LEMA 14.2.3. Si F: G — G’ es un morfismo monoidal laxo y unitario entre 2-
grupos, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Los morfismos de grupos moF y m F son isomorfismos.

(11) El funtor subyacente a F: G — G’ es fielmente pleno y esencialmente sobre,

es decir la imagen de F por el 2-funtor que olvida 2-Grp — cat es una

equivalencia interna de la 2-categoria cat.
(1) F' es una equivalencia interna de la 2-categoria 2-Grp; de manera ezplicita

existe un morfismo monoidal lazo y unitario G: G' — G | y transformaciones
a: FolG = idg yp: GoF = idg .

(tv) La imagen de F por el funtor cociente m: 2-Grp — 2-hGrp es un isomor-
fismo.

DEMOSTRACION. No es dificil ver que si F: G — G’ es un morfismo monoidal
laxo y unitario entre 2-grupos, entonces la funcién myF' es sobreyectiva si y solamente
si el funtor subyacente a F' es esencialmente sobreyectivo. Por lo tanto para mostrar la
equivalencia (1) < (11) es suficiente con mostrar que F' es un funtor fielmente pleno si
y solamente si la funcion moF' es inyectiva y 7 F' es biyectiva.

Por un lado si el funtor F' es fielmente y pleno, se tiene en particular que la funcion
m F: Homg(1,1) — Homg/(1,1) es biyectiva. Ademéds si X y Y son objetos de G tales
que F(X)y F(Y) representan a la misma clase en el conjunto my(G’), entonces existe

un isomorfismo ¢ : F(X) — F(Y) pues G’ es un grupoide. Como F’ es pleno tenemos

que ¢ = F'(f) para algin morfismo f: X — Y de G. Por lo tanto la funcién 7o F' es
inyectiva.

Reciprocamente, supongamos que la funcion moF' es inyectiva y que mF' es biyec-
tiva. Si X y Y son objetos de G tales que el conjunto HOng(X , Y) es vacio, entonces
el conjunto de los morfismos HOHIgI(F X, F Y) también es vacio pues la funcion myF
es inyectiva y G es un grupoide. Por otro lado, si existe un morfismo f: X — Y

consideremos el siguiente cuadrado conmutativo:

Fxy

Homg(X,Y) Homg (F(X), F(Y))
fo-}= =} F(f)o-
Homg (X, X) Homg (F(X), F(X))

Fx x
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Deducimos que la funcién Fxy es biyectiva si y solamente si F'x x lo es, pues f es
un isomorfismo.

Mostremos entonces que si X es cualquier objeto, la funcién Fx x es biyectiva si y
solamente si m F' lo es. Para ello consideremos el siguiente diagrama:

Ixo-ol3}

X&-
(14.13) Homg(l,l) _— Homg(X®1,X®1) Homg(X,X)
|
Fxg1,xe1
Fia Homg (F(X®1),F(Xe1)) Fx,x

|
m}{lo( ; )Omx,l

Homg/(l,l) —_— Homg,(FX®1,FX®1) - Homg,(FX,FX).
FXo- L x ool

Observemos que los pentdgonos de (14.13) son conmutativos porque para cuales-

quiera dos morfismos ¢: 1 — 1 y¢: X — X de G, tenemos los siguientes diagramas

conmutativos:
mx,1 Ix
FX@l —— F(X®1) Xl ——— X
FX@Fsol | Pexsn ve | lw
FX®l —— F(X®1) Xl ———> X
mx,1 lx
lrx
F(X)®l1 F(X)
X1 F(lx)
~ <~
F(X)®1 F(X®l1) Fy
y F(481)
F(X)el lrx l / F(X)
N F(l
1T pxen) (x)

Deducimos del diagrama conmutativo (14.13) que Fx x es una funcién biyectiva si
Fi1 1o es, puesto que X ® — y F'X ® — son funtores fielmente plenos.

La equivalencia (11) < (1II) es una consecuencia del Lema 14.1.2. Finalmente note-
mos que (I1I) < (1v) se deduce facilmente de la definicién de la categoria homotdpica
2-hGrp. O

§14.3. Recordemos que el 2-funtor categoria de los morfismos en la 2-categoria
de las categorias pequenas:

Hom,,

(14.14) cat” x cat ———— cat,
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es definido por la regla:

Spo—oF
kE\ A -
( A Ja/ B, ¢ \U/g D ) = ( —Homcat(A7C) Jar—p _CHOIH at(B’D) ) :
G P -
Po—oG

Si Ay C son categorias pequenas, escribimos también C#4 para denotar a la categoria
Hom,,,(A,C). Cuando C = G es un 2-grupo definimos en la categoria de funtores GA una
estructura de 2-grupo como sigue: Para empezar, la estructura de categoria monoidal

se obtiene componiendo los isomorfismos canénicos de categorias:

Az (6xG)"264xgA vy (GxGxG)" 2GAxGgAxgA

_A
(el funtor cat —— cat conmuta con limites pequenos ) con las imagenes por el 2-
funtor G — G4 de los diagramas:

GxG-2-¢ e - GxG e (1&7%?\@;
GxGxg Ua/g y G id g.
1 r
*—>g7 mng ® (ld,kgfg{

De manera explicita, la multiplicacién y la unidad de G4 son las siguientes compo-

siciones de funtores:

g.A x g.A ® N 1
21 \ N
A A A A
(Gx A ———G A g4,
respectivamente, y los isomorfismos de la asociatividad y la unidad son los isomorfismos

naturales:

y y M (p1®p2,p3)
GAxGAxG

211 =

(g x G x g)A —(p1®p2,p3) "> (g X g)A = gA X gA

(p1,p2®p3) | = (p1,p2®p3)™ ﬂaA QA -
| ®
(Gxg)4 & gA

21l =
g.A y gA /

®
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es decir son definidos argumento por argumento.
Se sigue en particular que estos isomorfismos cumplen (14.2) y (14.3), es decir si X,

Y y Z son objetos de GA tenemos que:

aWwex,y,z aw X Yoz
((W@X)@)))@Z — WRX)R(YRZ) — > W@(X@()J@Z))

aW’X’y®Zl TW(@G’XJ’,Z

W@((X@)J)@z)

(W@(X@y))®3 aw,xey,z

ax 1,y
(Xe1)®) X®(18Y)

Yy
Txey X@ly
XY

son diagramas conmutativos de G4, porque:

AWa0Xa,Va Za AWga,Xa,Ya®Za
((Wa®é\fa)®ya)®za > WaXa)®(Va®Z,) ———> Wa®(é\fa®(ya®za))
aWay-Xa,ya ®Z‘1 l TWG@a’Xayya,Za
(Wa®(é\fa®ya))®za Wa®((Xa®ya)®Za)

AWga,Xa®YVa,Za

AXq,1,Yq
(Xa®1)®Va Xa®(10Ya)
y
TXa®YVa Xa ®lya
Xa®Va

son diagramas conmutativos de G para todo objeto a de A.
Por otro lado como G es un 2-grupo, no es dificil ver que la categoria de los funtores
G4 es un grupoide. Ademds se sigue del Lema 14.2.1 que GA es un 2-grupo pues se

tienen los funtores:

Y PG
GgA ——¢ y gA ——G7,
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junto con los siguientes isomorfismos:

I ot
AN
N

La asignacién (A, G) — G4 que acabamos de definir se extiende en un 2-funtor que

completa el siguiente cuadrado conmutativo:

(14.15) (A,G) — gA
cat” x 2-Grp - - - - > 2-Grp

cat°p><7rl/ lﬂ'

cat”” xcat —— cat,

Hom,,,

donde m: 2-Grp — cat es el 2-funtor que olvida.

En efecto, si F: B— A es un funtor y (¢,m¢#): G — H es un morfismo de

2-grupos, definimos el morfismo de 2-grupos (pf,m#"): GA — HB como el funtor
ol = po—oF y el isomorfismo natural:

®

/—z\
GAXGA 2 (G x G)A —er> GA

| |
GA x GA % GA (Wf)““ () sO\LA
soFW’Fl Lor l@F = P xpl = (HxH)A —et>HA ="
ByB ___ 2B
HE x HE — # Goor .

HB x HB = (H x H)B —et— HB.
s

La pareja (oF, m#") es efectivamente un morfismo laxo y unitario de 2-grupos

porque:

" (funtor constante de valor 1g) = funtor constante de valor <p(1g) =1y
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y porque se tienen los siguientes diagramas conmutativos de G:

m¥ m‘p®<pgpb
SO((XFb®yFb)®ZFb) <~ P(Xrp®YVFp)®pZry, < (PXrr®pYVrp)®PZFy

) ]

N Xr®(Vrp®Zrp) | < pXr®p(Vry®Zry) < pXrp®(pYrp®pZry)
©

m? P Xpp®m
1®pXrp 1 r PXFp®1
PXpp PXFp
m? \ / m?,
Yy LXpp / $Xr \ XFp,1
plx PT Xy,
P(18Xpy) e P(Xpp®1)

si X,), Z son objetos de G4 y b es un objeto de B.
Observemos también que si se tienen funtores y morfismos de 2-grupos:

G F (p;m?®) (¥;m¥)

C B A y g H K

respectivamente, entonces (sz,m¢G) o (gpF, m%OF) = ((zp o gp)FoG,m(lﬁocp)“G).
En efecto, se ve facilmente que (1) o ¢)F°¢ = )% o ¥ y que tenemos un tridngulo

conmutativo:

(o) F oG
Mx,y

(o @) (X) ® (1o ) (V) (Pop)e(Xe))

w\> /

m’ o F "/)G(miFy)
ety G (pf(X) @ pT(D)) ’
para X vy ) objetos de G#; pues si ¢ es un objeto de C se tiene el siguiente tridngulo
conmutativo:

(poyp)
XpGeYFGe

(o) (Xpae) ® (Vo @) (Vrae) (1 0o ) (Xrae ® Vrae)

w\x (m/ )

7}
MoXpGe eV pGe XpGeYFGe

V(o(Xrae) ® o(Vrae))

Finalmente consideremos una transformacién natural entre funtores de categorias

pequenas y una transformacién entre morfismos de 2-grupos:

F (p,m?)
/\ /—\
B o A y g yn H,
~_ 7

G (p,m¥)
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(pFm#")

respectivamente; definimos la transformacién G4 yn* GB como la siguiente com-

\_/
(% m*%)
posicion horizontal:
GA It HA Jre HB _ GA Jg~ GB Y5 HB

Se verifica que si X y )V son objetos de G#, entonces:

Ot® «
eFX @ f'Y MY L peX @Oy
4pF ¢G
mxyy mxyy
(X ®Y) PIX®Y)
Nxey

es un diagrama conmutativo de HB de la siguiente manera: Si a es cualquier objeto de
A, descomponemos al diagrama:

(n%)a®M53)a

770‘)('Ga ® Q/)J}GQ

¥ ¥
m m
XFaYFa XGaYGa

QO(XFa(X)yFa) ¢(XGa®yGa)

SOXF(I ® (pyFa

(ng(®y)a
de la siguiente forma:

(1%)a®(n3)a
©(Xra) ® 0(Vra) (Xa) ® P(Xca)
\

P(Xa)@p(Va) 0 _Mx6a®Ga

o(Xa) ® 9(Vga)

m? m? (Iv) m?
XFa:YFa (IH) XGI’yGa XGaYGa
SO(XGG, ® yGa)
/@(Xaébya)/' (I1) \nXGaQDyK
(p(XFa®yFa) a w(‘XGa@)yGa)
(77)(®y)a

Después notamos que (I) y (IT) son diagramas conmutativos por la definicién de
n®, (III) es conmutativo porque m¢# es una transformaciéon natural de funtores y (IV)
conmuta ya que 7 es una transformacion de morfismos de 2-grupos.
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§14.3.1.  Escribimos A para denotar a la sub-2-categoria plena de cat cuyos objeto
son las categorfas [n] = {0 <--- <n} paran > 0. Dicho de otro modo, A es la 2-categoria

cuya categoria subyacente es la categoria de los simplejos A y donde existe una tnica

P
2-flecha [n] | [m] siy solamente si ¢(7) < (i) para toda 0 <i < n.
~—
P

Si G es un 2-grupo, consideremos el 2-funtor inducido del 2-funtor (14.15):

(14.16) A

2-Grp .

Mostremos que el objeto simplicial Gl*l: A? —= 2-Grp subyacente al 2-funtor
(14.16) es una “resolucién simplicial” del 2-grupo G. Mds precisamente:

LEMA 14.3.1. Si G es un 2-grupo y p: [n] — [m] es cualquier morfismo de la cate-

goria de los simplejos A\, el morfismo inducido ¢*: Gl —= Gl es una equivalencia
débil de 2-grupos (ver el Lema 14.2.3).

DEMOSTRACION. Sabemos que todo morfismo ¢: [n] — [m] de la categoria A es

igual a una composicién de la forma ¢ = §; 0---09; 00, o---o0; donde J; y o;

m-n+k
denotan a los morfismos cara y degenerados. En particular, es suficiente verificar que
9j
para todo 0 <i<ky 0<j<k+1los morfismos [k] ___ [k+1] inducen equivalencias
o
5

débiles de 2-grupos Glk+1] Glkl,

Observemos que si 0 < ¢ < k entonces se tiene la igualdad o;00; = id[;). Por otro lado,
hay una 2-flecha idpj,1] = 0; 0 0; de la 2-categoria A para 0 <i <k, ya que a < d;00;(a)

si 0 <a<n+1; en efecto notemos que:

a a+1

a+1 a=1.

d;ooi(a) = {

Se deduce que 67 o 0/ = idgn y que existe una 2-flecha idgpsy = o) 09 de la
2-categoria 2-Grp. Por lo tanto, de la propiedad (111) del Lema 14.2.3 se sigue que

%

Glk+1] G[*1 son equivalencias débiles de 2-grupos si 0 <, < k.
57,
Finalmente, para mostrar que G+ —"» Gkl eg una equivalencia débil de 2-

grupos, se observa de la misma forma que oy o dp1 = idp) v que hay una 2-flecha
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Ok+1 © 0 = idpp1] de la 2-categoria A ya que:

a 0<a<k

a-1 a=k+1.

o)

15. El nervio de los 2-grupos

En esta seccion recordamos la definicion y las propiedades principales de los funtores
nervio de un 2-grupo definidos en [Dus02] y [LPO08]. El resultado principal de este
trabajo es el Teorema 15.2.2 donde demostramos que el nervio de [LPO08] de un 2-
grupo es un objeto fibrante de la categoria de modelos (ssSeto,ngg ,Mono, ﬁbgiag )
de la Proposicién 11.3.1.

En los Corolarios 15.1.3, 15.2.5, 15.2.6 y 15.2.7 mostramos que los funtores nervio son
fielmente plenos. Por ultimo, recordamos que estos funtores inducen una equivalencia
entre la categoria homotopica de los 2-grupos y la categoria homotopica de los 2-tipos

punteados conexos.

§15.1.  Si M es una categoria monoidal y ¢ > 0 es un entero, un g-simplejo de
M es por definicién una pareja (X, ) donde X es un conjunto de objetos de M:

X':{Xﬁ

0<i<j<q
y « es un conjunto de morfismos de M:

a = {aijk: Xij ® X — Xy, ‘Osi<j<k3q};
tales que si 0 <7< j <k <[ <q tenemos un diagrama conmutativo:

Qg

(15.1) X Xij® X
TXij@’Oéjkl
Qi
Xij ® (X1 Xu)
azll
Xk ® Xy r X (XZ] ® Xjk‘) ® Xy .

Escribimos M, para denotar al conjunto de los g-simplejos de M. Definimos un
funtor:

(15.2) cat?

lax,*

x /\oP Set

(M> [Q]) — Mq
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como sigue: Si ¢: [q] —= [¢'] es un morfismo de A, la funcién inducida:

*

®

My M,
(X, —  (V.5)

es dada por las reglas:
1g si @i =pj
(15.3) v = AT
Xopipj SI @i <@g

siempre que 0<1<j<qy:

é_;{iwk: 1® Xoipr — Xoigk si wi=pj<pk
(154) /Bljk; = T;(ltpitpk: X(pi(pk ® 1 —_— X(,Oi(pk si SO/L < ('0] — QD]{I

Qpipjpk: XWSDJ ® XQOJ'WC — chicpk si QOZ < (,0] < gok

para0<i<j<k<q.
Debemos mostrar que la pareja (Y, #) definida de esta forma es un ¢g-simplejo de M,

es decir debemos mostrar que con las definiciones (15.3) y (15.4) se tiene un diagrama

conmutativo:
Biji

TYz'j‘X’ﬁjkl

Bikt
Y@ (Yir® Yi)

azll
Yie ® Y (Y ®Yj) ® Vi
ik ® Ykl

siempre que 0 <1< j<k<l<q.
Consideramos varios casos: En el caso donde 0 < i < pj < pk < ¢l < q el diagrama
(15.5) es un diagrama de la forma (15.1); por lo que es conmutativo. Si por otro lado

0 < i = pj < pk < @l < g entonces el diagrama (15.5) se convierte en:

5
Xsoisol 1® Xsojsal
Tl@aq,i(pkwl

Apipkepl

- — 1® (X<pi<pk ® wal)

= — X®X a?ll
Xsm‘sok ® kaeol 1 (1 ® Xsojwk) ® Xsokwl
eX ®ank<pl

que es conmutativo por la naturalidad de ¢ y por el Lema 14.1.1.
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Si0< i< @) =k <@l <qsesigue de (14.3) que tenemos un diagrama conmutativo:

Qpipjel

Xsoisol X pipj ® Xsojlpl
TXsoisoj@f;(l
Qpipjel
Xwisoj ® (1 ® X@j@l)
a?ll
Xoipj ® Xyjl ) (Xwiw' ® 1) ® Xojol ;
Ty ®Xejel

ysi 0 <y <) <k =l <q se sigue de la naturalidad de r y del Lema 14.1.1, que

tenemos un diagrama conmutativo:

Qpipjpk
Xwisok Xsoisaj ® X@jwk
1
/ TXWW@”;
¢ X8, K\
pipi P pie
\waj ® (ijvk ® 1)
N all
Xsoisok ®1 (Xwiwj ® Xsojsok) ®1.

Qpipjok®
Por otro lado, si 0 < @i = 97 = pk < @l < q, 0 < i < @) = pk = @l < q o si
0 < i =gj=pk=pl<qel diagrama (15.5) toma las siguientes formas:

-1

Xopipl - 1@ Xoi
Tl@f;}
671
X 19 (18 Xyin)
a2l
19 X, 19l)® X,
® wipl ZI1®XW¢1 ( ® ) ® wpipl >
7";(1 Zil
Xoipj Xoipj ®1 le———181
TXWW'@ZE T]'@ZIl
r 5 G
X X, (101) © ' le(le1)
aall a2l
- L 1el—(1021)01
wa ®l el (Xsoum ® 1) ®1 7'el ( ) ’

respectivamente; por lo que son conmutativos de acuerdo al Lema 14.1.1.
Supongamos ahora que (F,m): M — M’ es un morfismo laxo y unitario entre

categorias monoidales y g > 0. Definimos la funcion:

(vaF)lI

M, M,

(X,e)  —  (V.5)
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por las reglas: Y;; = F(X;;) si0<i<j<qy Biji es la composicion:

F
XijXjk F(aijr)

Bijk = ( Yij® Vi = F(Xi5) ® F(Xjp) — F(Xij ® Xji)

F(Xik) = Y )

si0<i<j<k<q.

Se muestra sin dificultad que la pareja definida de esta forma (Y, 3) es en efecto un
g-simplejo de M'.

El funtor adjunto del funtor (15.2) que acabamos de definir es llamado el funtor
nervio (geométrico) de las categorias monoidales:

N(-
(15.6) caty . MO sSet ;
M — M,

si M es una categoria monoidal llamamos la conjunto simplicial N (M) el nervio de
M (ver [Dus02)).

LEMA 15.1.1. El nervio N(./\/l) de una categoria monoidal M es un conjunto sim-
plicial débilmente 2-coesquelético (ver §12.2).

DEMOSTRACION. Vamos a deducir esta afirmacién del siguiente enunciado:
LEMA 15.1.2. Sig>2 y0<n<gq, la funcion:

{(:co,...,xn) e N+ | 0§x0<---<xn§q+1}

d
{(2.07---ain;3) e N+ ’ 0<ig<-<ip<q y OSsSq+1}

definida como @(ig,...,in;$) = (582'0, . ,(5sin) es el conicleo de las flechas paralelas:

{ (oo vinis) eN™2 [ 0<ig <o <in<q y 0<s<q+l |

ol e

{(ao,...,an;s,s') e N3 | O<ag<--<a,<q-1 1y O§s<s’£q+1}
donde:

. y _ 4
gol(ag,...,an,s,s)—(5sa0,...,5sams)

. Yy — .
) @2(@07 <o, an3 S, S ) - (55’—1a07 s 755’—1ana S) .
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DEMOSTRACION. Si 0 < g < --- < 7, < ¢+ 1 son enteros naturales, ya que por

hipdtesis 0 < n < ¢ existe un entero 0 < s < ¢+ 1 con una de las siguientes propiedades:

m 1, <5< T para alguna 0 < k < n.
m r,<s<qg+ 1.
» 0 <5<z

En cada uno de estos casos tenemos:

w o(xo, o, Ty Tpr1 — 1,y — 1;8) = (x0,...,2,) donde 0 < zp < -+ <y, <
Tpp1—1<---<z,—1<q,

» o(x,...,2n;8) = (0,...,2,) donde 0 < xg <+ <z, <q

w o(xg,. ., xn;8)=(xo-1,...,2,-1)donde 0<xg—1<-- <z, -1<q,

respectivamente. Por lo tanto ¢ es una funcién sobreyectiva.

Por otro lado como 4 00 = d,004_1 si 0 < s< s’ < g+ 1, entonces:

wopi(ag,...,ay;s,8") = @(53%,...,55@”;5’)
= (g 0 0500, .. .,04 0 dsay)
((55 o 651_1a0, e ,(55 o 55/_1an)

90(55’—1a07 s 755’—10%; S)

. ’
= pops(ag,...,an;8,8),
siempre que 0 < ag<---<a, <q-1.
Vamos a mostrar que si ¢(ig,...,0;s) = ©(if,...,i,;s") donde (ig,...,i,;s) #
(34, -..,1:8") y s < s', entonces s # 8’ y existen 0 < qp <--- < a, < g- 1 tales que:
. 4 _ - L . 4 _ -/ L A 4
o1(ag, ..., an;8,8") = (ig, ... ,in; ) y waag, ... an;8,8") = (if,...,i;8").
En efecto, supongamos que (i, ...,in;s) = ©(if,-..,i,;s") donde s < s’. Se sigue

de la definicién de la funcién ¢ que:

0 < 8,(io) = 0y (i) < ... < 8,(in) = 6u(i') < g+1.

Si s = s’ tenemos que 0,(ix) = 0,(7},) para toda 0 <k <n; por lo que (ig,...,i,;5) =
(i, ..., 10;8") ya que 0, es una funcién inyectiva.

Si s < s’ se tienen dos casos:
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Primer caso: Supongamos que ninguno de los enteros 65(ip) = 05 (i), 0s(in) =

0y (i) esta entre sy s'; es decir 65(ig) = 05(i}) <5 < 8" <Is(igs1) = d5(1},,), entonces:

ds(d0) = 1o s (ip) = g
0s(ix) = ik 05 (iy,) = 1y,
5S(ik+1) =g+ 1 65/(i;§+1) = Z.;~c+1 +1
05(in) = ip+1 Oy (i) =i/, +1;
por lo que ig =7(, 11 =4}, ..., i =1, Y ik <5< <.

Se deduce que los entero g, ..., %, igs1 — 1,...,%, — 1 verifican:

0<ip< "<l <igy—1<-<t,-1<qg-1

y ademas:
4101(2-07' . 'aikaikﬁl - 17 s )i’n - 1;838,) = (68i07 s 768ika65(ik+1 - 1)) . .,(55(in - 1),8,)
= (80 - - e Tk Thtly e esin; S ) = (Gfye-nyin;S)
y
@210, -+ ik ihir = 1y yin = 158, 8") = (G0, -, Owro1ik, 01 (k1 = 1), .+, 01 (in = 1)55)
=(i07,...,in;8)

pues i < <8 — 1<t — 1.

Sequndo caso: Supongamos que:

ds(ix) = 65’(i;€) <5< 0s(igs1) = 55'(i;<:+1) << 0g(0) = 65’(%) <s'< 0s(i141) = (53’(i2+1) s

entonces definimos:

8(io) = io ds (i) = g
8(ix) = in 0y (1) = 1}
5s(ik+1) =g t1 55’(%%1) = i;g+1
: y s
S,(i)) = iy +1 8o (i) = )

i+ 1

(Ss(ik+1) = 941 + 1 55’(i2+1) =

55(271) = Zn+1 55’(241) = Z;L-l-l,
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por lo tanto:
g =ip <+ <ip=lp<8<ipp1+1=ip < <i+l=ij<s' <ipr+l=ij 4 +1<-<ip+1=i, +1.
En particular:

0<ig< - <ip<s<ip -1l<-<in-1<g-1

Yy 0<ig<-<ip<s —1<ip-1<-<ip-1<q-1;

por lo que:

@1 (i oy Ther = 1y = 158,8") = (05(i0), - -+ 05(i%), Os (g — 1), ..., 85 (i1, — 1);8")

] (R A P I rl y
i N .7 ) N o_ . P . . /
©2 (00 - -y Uy Tpsy — Lyeneyty — 158,88 ) =@a(io, .- i1, 9101 — 1, oo yin — 158,8")
= (53'—1(1'0), oy 01 (01), 051 (g1 = 1), Osrm1 (i — 1);5)
= (iO;" 05841, - 727178) .

g

Si M es una categoria monoidal, queremos deducir del Lema 15.1.2 que el conjunto
simplicial N (./\/l) es 3-coesquelético, es decir que si ¢ > 3 la funcion:

I14s
Mgag —— T M,

0<s<qg+1
es el nicleo en Set de las flechas paralelas:

I 8% oproj

s<s’

I M, [T Mg .

0<s<g+1 0<s<s’<q+1

H, 5;/_1 o projs

s<s

De manera explicita, si nos damos una familia de objetos de M:

B

y una familia de morfismos de M:

0<i<j<g, 0<s<q+l}

lage Xge X, — X5 |0si<j<ksq. 0<s<qri);

tales que:
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(1) Si0<i<j<k<l<qy0<s<q+1 setiene un diagrama conmutativo:

o‘sz
(15.7) X} ij ® X]‘?l
Tij@’O‘;‘kl
iy
X ® (X;’k ® X})
a2l
X5, @ Xiy <o (X 8 X5 ) @ Xy,
ij

(11) Si 0 < s< s’ <qg+1 se tienen las igualdades:

s’ _ s :
X5 a6 = X5, asu b si 0<a<b<g-1

s/

— S : .
Os.adsbdse = X5y jady 1bda jc si O<a<b<c<qg—1;
mostremos que existe un tnico conjunto de objetos M:

(v

y un unico conjunto de morfismos de M:

0£x<y£q+1}

{Buyst iy @Yy — Vi

O§x<y<z£q+1};

tales que:
(1) X} =Ysi6,810<i<j<qy0<s<qg+1.
(II) afjk=5(55i55j5sk si0<i<j<k<qy0<s<qg+1

(1) El siguiente diagrama conmuta:

ﬁzyw

(15.8) Yiw Yy ® Yy
T Yy ®Byzw
Yoy ® (Yy: © Vau)

all

nz®nw<—(ny®nz)®nw

ﬁzyz ®Yw

szw

si0<x<y<z<w<qg+1.
Ya que por hipdtesis ¢ >3 > 2, y para 0 < s< s’ < g+ 1 tenemos que:

s’ _vs :
X5 a0b = X5, 1ad. b si 0<a<b<g-1

!

S — S 3 .
y Oseadsbdsc = X5 1ady bd e si 0<a<b<e<qg—1;

se sigue del Lema 15.1.2 (para n =1 y n = 2) que existe un unico conjunto de objetos

de M:

{wa 0£x<y£q+1}



244 ErLHOIM SUMANO

y un unico conjunto de morfismos de M:
{ﬁxyz: Yoy ® Yy, — Yo 0£$<y<z£q+1};

tales que:

» X =Y5,6,;810<i<j<qy0<s<g+1
w oy = Bsicgok S10<i<j<k<qy0<s<g+1

Para mostrar que (15.8) es un diagrama conmutativo si 0 <z <y <z <w < g+ 1,
notemos que dados 0 < x <y <z <w < g+ 1 se sigue del Lema 15.1.2 (para n = 3) que
existen 0<s<g+1y0<i<j<k<l<qtales que dgi=x,0sj =y, 0k =2y sk =w. En
particular (15.8) es conmutativo, pues es igual al diagrama conmutativo (15.7).

Por lo tanto, N/ (M) es un conjunto simplicial 3-coesquelético.

Finalmente observemos que N (/\/l) es un conjunto simplicial débilmente 2-coesqueléti-

co, es decir notemos que la funcion:

(15.9) Homgger (A%, N (M)) Homgser (9%, A/ (M)

inducida del morfismo inclusién A3~ A3 es inyectiva.
En efecto se tiene por un lado que el domino de (15.9) se identifica con el conjunto
de los diagramas conmutativos de M de la forma:

a2

(15.10) Xos Xo1® X3

TX12®040
Xo1 ® (X12 ® X23)

azll

(X01 ® X12) ® Xo3

X2 ® Xo3

a3®Xa3

y su codominio se identifica con el conjunto de los diagramas de la misma forma pero
no necesariamente conmutativos. La funcién (15.9) olvida la conmutatividad; por lo

tanto (15.9) es inyectiva. O

Si M es una categoria monoidal, el conjunto simplicial truncado N (/\/l)q =M,
donde 0 < ¢ < 3 se describe de la siguiente manera:



EL DETERMINANTE DE DELIGNE 245

as
KXoz <= X01®X13

Los «; son

X12®a0
morfismos de M

X01®(X12®X23) haciendo conmutativo

ad al diagram

X02®Xo3 <———— (X01®X12)®X23
a3®Xa3

(15.11)

(0%
{ Xo0X9g —> X1

{X ‘ Xesunobjetode/\/l}

[$]s

*

De manera explicita, existe un tnico O-simplejo de M, el 0-simplejo vacio. El con-
junto de los 1-simplejos se identifica con el conjunto de los objetos de M, porque existe
una Unica pareja de enteros (i,7) tales que 0 <7 < 7 <1 y no hay ternas de enteros
(i,7,k) tales que 0 <7< j <k < 1. Por otro lado un 2-simplejo consiste de tres objetos
Xo, X1 y Xo, uno por cada una de las parejas de enteros (1,2), (0,2) y (0,1) que
cumplen 0 <7 < j < 2 respectivamente, y un morfismo:

(1512) (68 X2®X0 —>'X1

asociado a la unica terna de enteros (0,1,2) tal que 0<i<j<k<2.
Por ultimo, un 3-simplejo de M es determinado por seis objetos {Xij ‘0 <i<j< 3}
y cuatro morfismos de M :

{0 =0ups Xi® Xy — X | 0<i<j<k<3 };
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(donde 0 <1 < 3 es el unico entero tal que [ # 4, j, k) con la propiedad que el siguiente

diagrama es conmutativo:

Xos — Xo1 ® X3
TX12®O<0
15.13 = o
( ) 1 X01®(X12®X23)
azll
Xo2 ® Xo3 (X01 ®X12) ® Xo3.
a3®Xo3

Decimos por abuso que el morfismo (15.12) es un 2-simplejo de M y que el diagrama
conmutativo (15.13) es un 3-simplejo de M.

Observemos también que los morfismos cara del conjunto simplicial truncado (15.11)
son dados por las siguientes reglas: Si n es el 3-simplejo (15.13), entonces d;(n) = a;; y
si (15.12) es un 2-simplejo, d;(a) = X;.

Por otro lado, los morfismos degenerados son definidos como: so(*) = 1,

I3 Y
so(X) = (1o X ==X ), si(X) = (Xe1—-x),
s «
X1 19X X1 X208 Xo
Tl@a TX2®€*1
—_ — o
80(0&) = o 18(X20X0) 81(0[) - Xo(1®Xp)
azll azll

X20Xg =<— (18X2)®Xo, X20Xo =~ (X201)®8X0

1eX, r®Xo

(0%
X = X20X)

TXQ@T‘_l
— -1
y sa(a) = ¢ X2®(Xo®1)
all
X181 =< (X20X()®1.
! a1 (X28X0)

Mostremos:

COROLARIO 15.1.3. El funtor nervio de la categeoria de las categorias monoidales

®
lax,*

y los funtores laxos y unitarios N: cat —— sSet es fielmente pleno.

DEMOSTRACION. Para mostrar que N es fiel, consideremos F,G: M — M’ dos
morfismos laxos y unitarios entre categorfas monoidales tales que N (F) = N(G). Si X
es un objeto de M se sigue que FI(X) = N(F)1(X) = N(G)1(X) = G(X). Por otro
lado si X y Y son dos objetos de M se tiene que:

miy = N(F)a(idxey) = N(G)2(idxey) = m§y -
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Si ahora f: X — Y es un morfismo de M observemos para empezar que:
F(fel)yomk, = N(F):(fel) = N(G):(fel) = G(fel)om§,.

Deducimos que F'(f) = G(f) pues se tienen los siguientes diagramas conmutativos:

F(fel) G(fel)

F(X®l) F(Y®l) G(X®1) RG(Y®1)
F(X)®l F(f)®l FY)el Y  G(X)el G(f)eL G(Y)el
"FX T T TFY TGX T T rQy
F(X) — F(Y) G(X) _ G(v)

donde rpy = rgy y los morfismos m{fl = mgl son isomorfismos de M’ pues:

F(Y®1) __tey

leT o F(Y).

N/

F(Y)®1 < Fty)

Por lo tanto N es un funtor fiel.
Por otro lado, si M M’ son categorias monoidales, consideremos un morfismo de
conjuntos simpliciales p: N (M) — N (M) . Definimos un morfismo monoidal laxo y

unitario F: M — M’ tal que N(F) = ¢ de la siguiente manera: Si X es un objeto
de M escribimos F(X) = p1(X). Se sigue que:

F(1) = 1 050(x) = 590 po(*) = so(*) =1.

Si f: X — Y es un morfismo de M definimos F(f): F(X) — F(Y) como el
siguiente morfismo de M’:

TEX ‘P2(fo'r;(1)

F(X)el

F(X) F(Y).

En particular tenemos que:

F(idx) = @a(idx ory) orpx = @a(ry) orrx = (p2081(X)) orpx

= (310901(X))°7’FX = rpy orpx = idpx .
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Por otro lado, si f: X —Y y ¢: Y — Z son dos morfismos de M, mostremos

primero que el siguiente diagrama:

(gof)ory
(15.14) 71N X1
} Xery!
-1
gy Xe(lel)
azll
Yol (Xol)®1l,
(fory')el
conmuta. En efecto, en el diagrama:
(gof)oryt
y ——  Xe1
4\ 1
X@]TI
9y Xe(lel) rx

azll
Y@l <(orei— (X®l)el
(1)

Ty (I) "X®l

|
Y X®l X

f or;(l X

el cuadrado (I) es conmutativo porque r; es una transformacién natural y el diagrama
(IT) es conmutativo por el Corolario 14.1.1. Més atn, ya que:

((gof)eryd)orx =gof =(gory')oryo(fory)ery,
concluimos que:
((gOf) or;(l) ° (X®r{1) °0Gx11°TXel 07X = (gor{/l) o ((for;(l) ® l) 0TxelOTX;

es decir (15.14) es un diagrama conmutativo, pues rxg1 © 7y es un isomorfismo de M.

Consideremos ahora la imagen del 3-simplejo (15.14) por el morfismo ¢:

<P2((g°f)°7’3(1)
F(Z) F(X)e1
}P(X)ery!
ea(ger3?) F(X)e(lel)
FY)®1l (F(X)®1l)®1l.

@2(fory)®l
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Ya que se tienen los diagramas conmutativos:

F(X)®1l

F(X)ery! T

FY)el (F(X)®1l)®1l F(X)e(lel) s

TFY T TTFX®1 y azll

FOY) F(X) 81 (F(X)®1l)®1l

-1
w2l fory TFX®1 T

F(X)®1

pa(foryt)el

F(X)
se sigue que:

F(gof) = p2((gof)oryt )o(rex) = (wa(gory)o(rry))o(pa(foryt)o(rrx)) = F(g)oF (f).

Por lo tanto F: M — M’ es efectivamente un funtor tal que F'(1) = 1. Definimos
por otro lado m¥ .+ F(X)® F(Y) — F(X®Y) para X y Y objetos de M como el
morfismo m% . = pa(idxgy ).

Mostremo7s que m* es una transformacién natural: De forma explicita, si conside-
ramos dos morfismos f: X — X’ y ¢: Y — Y’ de M verifiquemos que:

F(feg)omky =m% .y o (F(f)®F(g)),
es decir mostremos que:

(902((f ®g)o 7“3(1®Y)) ° (TF(X®Y)) ° (802(idX®Y)) =

(15.15)
(w2lidxrey)) o ((p2(for') erex) @ F(Y")) o (F(X)® (¢2(gory') orrey)).

Para empezar observemos que el cuadrado conmutativo:

o (id 1
F(XeY)el "2 (p(x)e F(Y))®1l
TF(X®Y)T TT’F(X)‘@F(Y)
F(X®Y) F(X)® F(Y)

p2(idxey)
implica que:

2((f®9)orxXey))o (rrxevy) o (p2(idxey)) =
(15.16) (e2((feg ) e (recxem) o (v )

(902((f ®g)o T;(1®Y)) o (p2(idxey) ®1) o (rrxary) -
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Por otro lado, de los siguientes diagramas conmutativos de M:

foy’ fey’

X'eY' XY’ X'eY’ XeY’
7

TX@(gor;l) // TX®(£;/1I)
f® o'r'_l id 57 / 7'_1®Y/
enrier Xe(ve1) ¥ 7 T Xe(ley)

azll N azll
(XeY)®l< (XeoY)el X'®Y' (Xel)eY’
idxgy®1 (fo'r;(l)®Y'

deducimos los siguientes diagramas conmutativos de M’:

2(feY’
F(X'e®Y') & F(X)e F(Y")

T FX®ps(goryt)
02((f®g)orygy)

F(X)e(F(Y)®1)
azll
F(XeY)®1l FIX)oF(Y))®1l
( ) <P2(idX®Y)®1( ( ) ( ))
F(X' oy —2  pixye F(YY)
( ) 1 // T FXe(tpy)
id s/ / T !
y P2ldxrgy FX \F(X)®(1®F(Y’))
N all
F(X")® F(Y’ F(X)®l)® F(Y');
(X} e F( gz(forgé)@F(Y() (D et)eF(

en particular:

(15.17)
(902((f ®g)o T;(1®Y)> o (p2(idxey) ®1) o (rrxery) =

(802(f ® Y/)) ° (F(X) ® pa(go 7“;/1)) ° (aFX,FY,l) ° (T’FX®FY) =
(¢2(idxrgyr)) o (p2(foryk) @ F(Y')) o (rex @ F(Y')) o (F(X) ® p2(gory')) o (arx.ry.a) o (rrxery ) -
La igualdad (15.15) se sigue de (15.16), (15.17) y del tridngulo conmutativo:

AFX,FY,1

(F(X)®F(Y))®1l F(X)e(F(Y)®1).
m m:
F(X)® F(Y)

Por lo tanto m’ es una transformacién natural. Observemos por otro lado que:

TFX FX®1
FX l m% 4

Frx = F(Xel)

., . _ . _ F
es un tridngulo conmutativo pues F(rx) = ¢o(idxe1) o rpx = my 4 o TEX.
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Para mostrar que también tenemos el tridngulo conmutativo:

18FX lrx
mi x l FX

F(18X) Flx

basta mostrar que si f: X — Y es un morfismo de M entonces el morfismo F(f) =
@o(fory)orpx esigual ala composicién @ fol3!) o lpx.

Para ello observemos que como los siguientes diagramas conmutan:

Ix®1
X®1—>(1®X)®1 a1,x,1
(leX)®1 19 (Xol)
X T19X
X 19 X 1o X
lx
entonces:

(rx) o (5}1) o (1 ® T}(l) o (al,X,l) = (T‘X) o (E}l) o (1 ® 7“)()71 o (al’X,l)
(T‘X) o (f‘l) o (7“1®X)71 = (EX ® 1)71 - lel;

dicho de otro modo los siguientes son diagramas conmutativos de M:

o} fol3t

X 19X Y 19X
Tl@r}l T1®T;f1
r’l or’1
(15.18) le(xe1) ¥ T le(Xel)
alll azll
Xl (leX)el Xel (leX)el
el el

para cualquier morfismo f: X — Y .
Si consideremos los 3-simplejos de M’ imagen de (15.18) por la funcién s:

I fol3}
FX N 18 FX ry < 2P g epx
Tl@r}lx Tl@r;ﬂlx
TEyx y pa(foryd)
le(FX®1) 1e(FX®1)
azll azll
FX®1<— (leFX)e®1l FX®l<—— (leFX)e®1l

FX FX
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deducimos que:

F(f) = g fory)erex
QOQ(f 063(1) o (1 ® T’;}X) o (CL]_,FX’]_) o (EEW%X ® 1)_1 oTrx
pa(foly)olpx.

Finalmente, para mostrar que se tiene el diagrama conmutativo:

F F
Mxey,z my y®FZ
F((X®Y)®Z) ~ F(X®Y)®FZ ~———— (FX®FY)®FZ

(15.19) FaX,Y,Zl QFX,FY,FZ

F(X®(Y®Z)) ~——— FX&F(Y8Z) <———— FX®(FY®&FZ)
mx vez FXemy ,

consideremos los siguientes 3-simplejos de M:

ldxe(vez)

Xe(YoZ) Xe(YoZ)
TX@idyg,Z
ax\y,z
Xo(Y®Z)
azll
(XoY)®Z < (XoY)eZ
1dX®y®Z
Xeo(YoZ) e (XeY)eZ
//4 T(X@Y)@r}l
a or7} rrl ®
v XY, 2T (xey)®Z (X®Y) Z\\ (X®Y)®(Z®l)
N azll

(XeY)eZ)e1l (XeY)eZ)el,

id(xey)pz®1

asi como sus imagenes por el morfismo ¢:

502(idX®(Y®Z))

(15.20) F(Xe(Y®Z)) F(X)®F(Y®Z)
TFX@wg(idy@,Z)
F(X)e (F(Y)®F(Z))

azll

(F(X)e F(Y))® F(2)

w2(ax,v,z)

F(X®Y)®F(Z)

p2(ldxey )®FZ
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(ax.v.2)
F(Xe(Y®Z2) " _P(XeY)eoFZ
/7 T F(X®Y)ery,

- /
(1521) vy we(axvzorkeyyes) "Foxeners F(XeY)e(FZel)
AN

azll

1(F(X ®Y)®FZ)®1l

F((XeY)eZ)el

p2(id(xey)ez)®

Se sigue de (15.20) y (15.21) que:

(2(idxevez))) o (FX ® ¢2(idyez)) o (arx,rvirz) = (92(axy,z)) o (¢2(idxey) ® FZ)
= (SOQ(GX,Y,Z o T(_)l(@,y)@Z)) o (902(id(X®Y)®Z ® 1)) o (TF(X®Y)®FZ) o (902(idX®Y) ® FZ)

Mas atn, ya que 77 es una transformacion natural tenemos un diagrama conmuta-

tivo:
F(XeY)e2)el 20 (pix oy)e rz) el
TF(X®Y)®Z) T TTF(X®Y)®FZ
F((X®Y)®Z) (F(X®Y)® FZ)

w2(id(xey)ez)

lo que implica que:

(SOQ(GX,Y,Z o T(_)1(®y)®z)) o (902(id(X®Y)®Z ® 1)) o (TF(X®Y)®FZ) o (902(idX®Y) ® FZ) =
(902(GX,Y,Z ° T(_;1(®y)®z)) ° (TF((X®Y)®Z)) ° (902(id(X®Y)®Z)) ° (S02(idX®Y) ® FZ) ;

Por lo tanto (15.19) es un diagrama conmutativo y entonces (F,m!) es efectiva-
mente un morfismo laxo y unitario entre 2-grupos.

Por tltimo, notemos que como N(M’) es un conjunto simplicial débilmente 2-
coesquelético, para mostrar que N (F) = ¢ es suficiente verificar que los morfismos de
conjuntos simpliciales truncados 75 (N (F)) y 75 () son iguales

Por definicién 74 (./\/ (F )) =77 (¢). Mostremos que siac A® B — C' es un 2-simplejo
de N (M) entonces N(F)a(a) = po(a).

Notemos primero que:

N(F)2(04) = F(a)o mi@B = @2(04 ° 7";1}313) O TF(A®B) © @2(idagn)

= 902(04 07",?11@3) o (SOZ(idA@aB) ® 1) O TFAQFB

porque 77 es una transformacién natural.
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Por otro lado, la imagen por ¢ del siguiente 3-simplejo de N'(M):

«

C A®B
/1 TA@r"l
aor e g Taen ‘/ i
? . A®(Be®1l)
N a2l
(A®B)®1 < (AeB)®1
(idagp)®l
es un diagrama conmutativo de M’:
p2(a)
F(O) F(A)® F(B)
//l TFA@TZ}B
p2(aor o p) TPASFB

'\F(A) ® (F(B)®1)

F(A®B)®1 (F(A)® F(B))®1,

p2(idagp)®1

de donde que:

<p2(a o 70,_4193) o (gpz(idA@,B) ® 1) orpaerB = Pa(Q);

es decir N'(F)a(a) = pa(). O
Mostremos el siguiente enunciado:

PROPOSICION 15.1.4. Si G es un 2-grupo el conjunto simplicial débilmente 2-co-
esquelético N(g) (ver el Lema 15.1.1) cumple la condicion de extension de Kan en
dimension 1 < m < 3 y cumple la condicion de ser minimo en dimension 2, dicho de
otro modo N'(G) es un 2-grupo de Kan (ver el Corolario 12.4.1).

En particular, el conjunto simplicial reducido N(g) es un objeto fibrante de la ca-
tegoria de modelos (sSeto, W3?, mono, fiby*?) de la Proposicion 10.1.2.

DEMOSTRACION. Recordemos que el conjunto simplicial N (Q) es débilmente 2-
coesquelético por el Lema 15.1.1. Mostremos que N/ (Q) cumple la condicion de extensiéon
de Kan en dimensién 1 <m <3 y cumple la condicién de ser minimo en dimension 2.

Condicion de extension de Kan en dimension 1:

Mostremos que si Xy, X7 y X5 son objetos de G, entonces existen objetos Ay, Ay y
Ay v morfismos ag: Xo® Ag — X1, a1 Xo® Xg— A1 ya: Ay Xy — X; deG.

En efecto, sip: Xo® X) — 1 y 1 X[ ® Xy — 1 sonisomorfismos de G, podemos
definir:

a’l ,

X2,X9,X1 X 5}1
T (e X)) e X =1l X, — X, )

ao:(X2®(X§®X1)
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Oél:(XQ@XOLX2®X0) y

axy,X4,X0 X1@y

7";(11
— X001 — X; )

042‘( (X1 @ X)) ®Xo X1 ® (X} ® Xp)

Condicion de extension de Kan en dimension 2 y de ser minimo en dimension 2:
Para mostrar las dos condiciones debemos verificar que si tenemos tres de cuatro

morfismos «g, a1, g y a3 en un diagrama de la forma:

a2

Xos Xo1 ® Xi3
TX01®040
(1522) aq X01 ® (XlQ ®X23)
azll
X2 ® Xo3 (Xo1 ® X12) ® Xog3,

a3®Xa3

podemos determinar de manera tinica el cuarto morfismo tal que (15.22) es un diagrama
conmutativo. Esto es una consecuencia de que G es un grupodie y que los funtores de
la forma (A® -) y (- ® B) son equivalencias de categorias.

Condiciones de extension de Kan en dimension 3:

Ya que N/ (g) es un conjunto simplicial 3-coesquelético, el conjunto de los 4-simplejos
de G se identifica canénicamente con el conjunto de las quintetas (n°,n',n?,n3,n*) de
3-simplejos de G:

i 2 i i
X0s X1 ® Xi3
15.23 i ' | o
(15.23) o= Xiy @ (X1, ® Xiy)
azll
Xip ® Xoy =—— (X§ ® Xip) ® Xy,
a3®X5;

tales que of = dgi = d;_yni = o) si0<i<j<4
Se verifica entonces que una quinteta (1% n',n?,n3,n*) con esta propiedad puede

acomodarse en un cubo:

/ / n3
Ui
(15.24) 7 : nowid

/ iden, / I III

11

N\ N\
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donde I, II, I11, IV y V son diagramas de la forma:

(idea)®id

a(a~'®id)
(A®B)aC (1e(xey))ec (4e(BoC) )oY ———= (40B)e(CeD)
at I \La al III La
A®(B®C) W A®((X®Y)®C), A®((B®C)®D) e A®(B®(C®D)),
idea (ideid)®a
A®B ————> A®(XQ®Y) (A®B)®C ——— (A®B)®(X®Y)
o/®idl v la'@d aj \% la
ZW)®@B —> (ZeW X®Y), _—
(ZeW)e oo (ZeW)®(XeY) A®(B&C) e (idec) A®(B®(X®Y))
(A®B)®C - AQ(B®C)
(a@id)@idl
y ((X@Y)@B)@C 11 a®(id®id)
a®id |

(X@(Y@B))@C — (X®Y)e(Bel).
a(a~'®id)

En particular todos los diagramas en las caras de (15.24), son diagramas conmuta-
tivos. En efecto, por hipdtesis 1y ® id, n1, 72, 73 y id ® n4 son conmutativos. Ademéas
como el isomorfismo de asociatividad a es natural, I, I] y V son conmutativos. Por
otro lado, IT1 es un diagrama de la forma (14.2), que supusimos conmutativo en la
definicién de una categoria monoidal. Por tltimo, IV es conmutativo porque ® es un
funtor de dos variables.

Para mostrar ahora que N (g) cumple la condicién de extension de Kan en di-
mensién 3, observemos que si tenemos solamente cuatro 3-simplejos de una quinteta
(10, - ;na) salvo digamos 7, y suponemos que d;n; = d5_n; si0<i<j<4yi,j#k;
podemos construir el cubo (15.24) de modo que todos los diagramas en las caras sean
conmutativos. Como los funtores (id® —) y (- ® id) son fieles y plenos, el problema

de extensiéon admite una unica solucion. O

El enunciado reciproco de la Proposicién 15.1.4 fue demostrado por Duskin en
[Dus02]:

PROPOSICION 15.1.5. Si Z es un 2-grupo de Kan, entonces existe un 2-grupo G y un
1somorfismo de conjuntos simpliciales Z = /\/(g) En particular un conjunto simplicial
reducido Z es un 2-grupoide de Kan si y solamente si Z es isomorfo al nervio de un
2-grupo (ver la Proposicion 15.1.4).

Mostremos el enunciado bien conocido:
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COROLARIO 15.1.6. S10<i<1, existen &*: (7ri = M ON) : 2-Grp — Grp 1so-
morfismos naturales de funtores.

En particular, un morfismo de 2-grupos F' es una equivalencia débil si y solamente
si, N(F) es una 2-equivalencia débil de conjuntos simpliciales si y solamente si, N'(F)
es una oo-equivalencia debil.

DEMOSTRACION. Si§ es un 2-grupo, por la Proposicién 15.1.4 el conjunto simplicial
NG es un complejo de Kan. Por lo tanto los grupos mi.1(NG) = .1 (NG, ) se pueden
definir de manera combinatoria por las reglas de las Proposiciones 8.6.1 y 8.6.2.

£9: El conjunto subyacente del grupo m (N g ) es igual al conjunto de los objetos de

G modulo la relacion de equivalencia:
X~Y si existe un morfismo en G de la forma X ®1 —Y .

Por otro lado, si denotamos como ~' a la relacién de isomorfismo en el conjunto de

los objetos del grupoide G, es decir:
XY si existe un morfismo de G de la forma X —Y |

se sigue que ~=~' pues tenemos el isomorfismo natural ¢;. Por lo tanto my(G) = m; (/\f g )
como conjuntos.

Por otro lado si escribimos [ A] para denotar a la clase de isomorfismo de un objeto
de G, tenemos que [A]-[B] = [C] en el grupo 7T1(N Q) si y solamente si existe un
morfismo o A B — C'.

Se sigue que el elemento neutro de m; (/\/g) es la clase del objeto so(*) =1, ya que
para todo objeto A de G tenemos los morfismos (' A®l—A yrk 18A4A—A.
De la misma forma si X y Y son objetos de G, como id (X)® (V) — (X ®Y) esun
morfismo de G, se tiene que [X]-[V]=[X®Y].

Por lo tanto m(G) = m; (N g ) como grupos, es decir podemos definir al isomorfismo

natural £0: (7?0 = m 0/\/) : 2-Grp —— Grp como la identidad.

&': El conjunto subyacente del grupo mo (/\/ g ) es igual al conjunto de los morfismos

de G de la forma a: 1®1 — 1, mdédulo la relacién de equivalencia:

a/

1<—— 101
Tl@@;l

1®(1®1)
azll

11 <——m (1®1)®1
a®l

E~¢ si existe e conmutativo.

Como (1®¢;') oa=1(7},, se sigue de la naturalidad del isomorfismo f-, que a ~ o/
si y solamente si a ® 1 = o’ ® 1. Por lo tanto o ~ o’ si y solamente si a = o/, pues el
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funtor — ® 1 es fielmente pleno. Dicho de otro modo el conjunto subyacente de 7 (/\f g )
es simplemente el conjunto de los morfismos de G de la forma a: 191 — 1.
Observemos también que si a,a’,a” : 1®1 — 1 son morfismos de G, entonces

a-o =a" en mo (/\/ g) si existe un diagrama conmutativo de G:

all

1 191

T 1e6:"

lo(le1)
all

lel<— (1ol)e®1l

a®l

Mostremos que la siguiente funcion:

3

Wl(g) Wz(/\/g)

p = poli'=pory!

es un isomorfismo de grupos. En efecto, notemos primero que fé es una biyecciéon cuya
inversa es definida por la regla (ﬁé)_l(a) =aoly=aory.

Por otro lado si ¢, € 71(G), para mostrar que £5() - £5(1) = §5(1) o ) debemos
mostrar que:

(Yop)oly!

191
Tl@f;l

1e(1e1)
all

1el—(19l)e1l
(pot7!)®1

1/}oéil

es un diagrama conmutativo de G. Esto es una consecuencia de los siguientes diagramas

conmutativos:
1——1 Qe)el 5% 141
ot o7
iglwlii | z11®\1*1®1%11
(lel)el————=10(l®l)

' le@\“l@l‘l/%l

Por lo tanto fé es un isomorfismo de grupos. Notemos que &£} es una transformacion

natural. En efecto, si F': G — H es un morfismo de 2-grupos, se deduce del tridngulo
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conmutativo:
lr@) F(l) F(l1)
/ \

F(1)® F(1)

F(1e1).

que se tiene un cuadrado conmutativo:

1

71(G) —— m(N(G))
WO(F)l lm(F)
7T1(7‘[) WQ(N(%))

ay
donde las funciones verticales son definidas por las reglas:

mo () 71 (F)

m(NG) T (NH) m(9)

o — F(a)omi, @ — F(e)

Finalmente, notemos que como m(/\/'g) =0 para i =0y i2>3, entonces N(F) es
una 2-equivalencia débil si y solamente si N'(F') es una oo-equivalencia débil. O

Se deduce del Corolario 15.1.6 y las Proposiciones 12.4.3 y 15.1.5 que el funtor
nervio N: 2-Grp — sSet, induce un funtor esencialmente sobreyectivo:

2-hGrp d

Ho, (sSetO)

de la categoria homotdpica de los 2-grupos en la categoria de los 2-tipos de homotopia
reducidos (la categoria homotdpica de los 2-grupos).
Observemos:

COROLARIO 15.1.7. Existe un isomorfismo natural de funtores:

(15.25) 2-Grp sSet
e
Grpd sSet

donde s: 2-Grp — Grpd es el funtor grupoide subyacente y .: sSety, — sSet es
el funtor espacio de lazos simplicial sobre = de (10.23).
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DEMOSTRACION. Notemos para empezar que:
N(s(g))o = { A | A es un objeto de G } = *(/\/'(Q))O ,
N(s(g))1 = {f A— B | f es un morfismo de g}
y *(N(g))lz{a:l®X—>Y ’aesunmorﬁsmodeg},
donde los morfismos cara y degenerados de N(s(G )) y *(./\/’ (G )) son respectivamente:
do(f)=B di(f)=A, so(A)=ida, y do(§)=X di(§) =Y, so(A)=03".
Definimos la funcién (T'g)o: *(N(g))o — N(s(g))O como la identidad, y la fun-

cién (I'g)y: *(/\/(g))l — N(s((j))1 por la regla:

-1 o34
(1®X—“>Y) — (Y—a>1®X—X>X )
Obtenemos asi un morfismo de conjuntos simpliciales truncados:

(15.26) (V)  (N(9)))

donde 7;: sSet — sSet.; es el funtor truncacién.

Ya que por la Proposicion 15.1.4, el Lema 10.2.4 y el Corolario 13.2.1 los conjuntos
simpliciales . (ANV(G)) vy N(s(G)) son l-grupoides de Kan, .(N(G)) y N(s(G)) son
conjuntos simpliciales débilmente 1-coesqueléticos. Por lo que para extender el morfismo
(15.26) de manera tnica en un morfismo de conjuntos simpliciales:

(N(6)) —=N(s5(9)) .

es suficiente verificar que si nos damos un 2-simplejo de *(N (G ))

Z e 1oV
} 1060
(15.27) & 1® (1o X)
azll
19X (1el)e® X,
lex

entonces el siguiente es un diagrama conmutativo de G:

o ley 1o X
g = 1o X Sy

3% o
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Para ello notemos que de los diagramas conmutativos:

o

19 X

ligx |

1®(1®X)§1®X,
0

Y
lo X

010X ligx
by / \

(1el)e X 10 (10 X)

a1,1,x

y de (15.27), se tiene que:
U3 o&lolyl o0&yt = (&olyofyolx)™
= (&o(1®&) o (arax)o (1@ X)oly)
= (Golx)™ =l 0"

I' es una transformacion natural:
Si F: G — H es un morfismo de 2-grupos es suficiente mostrar que se tiene un
diagrama conmutativo:

(N(@)), —-N(s(6)),
«N(F)n l l Ns(F)n
W)~ D),

para 0 <n < 1.
En efecto si n = 0 el cuadrado evidentemente conmuta. Por otro lado si n =1y
a: 1® X — Y esun l-simplejo de . (N'H), los morfismos:

(Tw), o ( W F)), (o) = (Tw),( 1@ F(X) "X paex) S py )

F()™ (my x)™ i
= ( FY = Fle X) > 1 F(X) > FX )

Yy (N(sF))lo(FH)l(a) = (N(sF))l(Yilg;X&X)

F(&)™ F(ex)™t
:(FYﬂF(l@X)ﬂFX)

son iguales porque se tiene un triangulo conmutativo:

mf
19 FX F(le X)
hFX%
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§15.2.  Definimos el funtor 2-nervio (geométrico) de los 2-grupos:

2

(15.28) 2-Grp ssSety ,

como la composicion:

(15.29) 2-Grp 2-Grp”” ———— sSety” = ssSet,,

G — glel — N(Gl)

2

donde la asignacién G + G[*] es inducida del 2-funtor (14.15) y AV es el funtor nervio de
los 2-grupos (15.6) (ver también el funtor (15.30) y el 2-funtor (15.54) como en [LPO08]).

Veamos una construccién equivalente del funtor 2-nervio N'?: Sea G un 2-grupo y
g > 0 un entero. Si (X,a) y (Y,53) son ¢-simplejos de G, definimos un morfismo de

q-simplejos f: (X,a) —= (Y, ) como una familia de morfismos de G:
{fm* Xij —= Yy |0Si<jSQ}
tal que si 0 <i<j <k <gq, se tiene el cuadrado conmutativo:
Xij ® Xjy SN Xik

fij®fjkl/ lfik
Yij® Y Yir .

ijk

El conjunto de los ¢g-simplejos y de los morfismos de g-simplejos de G forman un
grupoide G, cuya composicion es definida argumento por argumento.
Vamos a definir un funtor:

(15.30) 2-Grp x A°p Grpd
(9.[a]) — G

cuya composicion con el funtor “conjunto de objetos” Grpd — Set es la restriccion
del funtor (15.2) a los 2-grupos.

Si ¢ [q] — [¢'] es un morfismo de Ay F' = (F,m): G — H es un morfismo
laxo y unitario de 2-grupos, el funtor:

F¥

(15.31) Gy H,
(X.a) (X',)
fl — lf’
(Y. 8) (Y, 5

ya fue definido en objetos por la férmula:
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1y si i =)

FX

(15.32) Xi'j = { ' ‘ ‘
pipj Sl Q1 < @)

siempre que 0<1<j<qy:

K%IXWM: 1® FXgigh — FXyigh si pi=pj <ok

(15.33) gy = Arphe ¢+ FXoioh ® 1 — FX i si i <pj=pk

wipk

Fogipjor) ombs FXpipi ® FXyjor — FXpior sl @i<pj <k

para 0<i<j<k<q.

Definimos el funtor (15.31) en morfismos por la regla:

- {idl 90(2) = 90(])
Y F(fpigs) (i) <o(j)

si0<i<j<q.
Para mostrar que f’ definido de esta forma es efectivamente un morfismo de ¢-

simplejos, debemos verificar que:

!
ik

! ! !
X e X Xy

fi’j®f3"kl l ik
! !/ !
YY), ——Yj.
ijk
es un cuadrado conmutativo de H siempre que 0 < < j < k < q. Para ello observemos
que si 0 <4’ <5’ < k' < ¢’ se tiene un diagrama conmutativo:

mF F(ai/jlkl)

F(Xijy) © F(Xju) F(Xijr ® Xj) F(Xiw)
F(fir;)®F (fj1r) L F(fi'j'\lfbfj'k') l F(firgr)
F(Yij) ® F(Yj) F(Yiy ®Yju) ey F(Yig)
ysi0<e <k'"<q, los cuadrados:
F(Xor) 50 1 g F(Xoe) F(Xow) 0 P(Xpp) ® 1
F(firwr) l l 1QF (firgr) y F(firpr) l l F(fupr)el
F(Yiu) =16 F (Vi) F(Yo) = F(Yin) @1

son conmutativos.
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Observemos que el funtor adjunto:

2-Grp ssSet
¢~ N(g.)

]
del funtor composicion:

15.30
2-Grp x A°p 1550 Grpd sSet

(¢.14]) — 9  —  N(Y)

es isomorfo al funtor 2-nervio de los 2-grupos.
En efecto, si p,q >0y G es un 2-grupo, se verifica sin dificultad que los conjuntos:

N(%)p = Homcat([p],%) = p-simplejos del grupoide%
y
N*(G) = N(g[p])q = g-simplejos del 2-grupos G[7)

se identifican con el conjunto cuyos elementos son las parejas formadas por una familia

p.q

de sucesiones de morfismos de G:

fij

(15.34) {Xojf—>—>X’; ’0£i<j£q}

y una familia de morfismos de la forma:

(15.35) { Xgox5 —= X5 [0<ic<j<k<qo<s<p}

tales que si0<i1<j<k<qy0<s<p-1se tiene un cuadrado conmutativo:

s+1
ik

s s+1

s s+1
Xijk T Taijk

X5 e X8 —>ng1®ng1

T The

ysi0<i<j<k<l<qy0<s<pse tiene un diagrama conmutativo:

O‘sz
X} X;’j ®X;l
Tij@’o‘jkz
A
X ® (ngk ® Xi:l)
all
DEN-D ¢ (X5 @ X5)® X,

S S
i ®Xi
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Notemos también que si ¢: [p'] — [p] y ¥: [¢'] — [¢q] son dos morfismos de la

categoria simplicial A y F: G — H es un morfismo laxo y unitario de 2-grupos, la

imagen por la funcién inducida:

N2(F)

N(G,), = N*(9)

= N(qu) '

q —’p

N (H),,

p.q

de una pareja (15.34) y (15.35) que cumple las propiedades de arriba, es la pareja de
familias:

0 4

{Ya% b gab Yﬁ; |O§a<b£q’} y

Babe
{ Vi@Vl — Yt | O<a<b<e<q OStSp'}
definidas por las féormulas:

e {1 v(a) = 6(0)
"FXE,, 0<v(a) <d(b) <q

idy ¥(a) =9 (b)
Jap = Vidpxet | 0<tp(a)<p(b)<q y o(t-1)=9(t)
F(fflpor o fi™)  0<pa) <o) <q vy 0<p(t-1)<ep(t)<p
si0<a<b<qg y0<t<psy:
é;XmC: 1o FXF,, — FX7. . si a = b < e
wbe = T;XZ}’ZW: FX$, ®1—FX{, si a<yb=1c
Folppeom™ FX5,, @ FX5, — FXZ,  si va<yb<ie

si0<a<b<c<qg y0<t<yp.
Hemos demostrado asi el siguiente enunciado:

LEMA 15.2.1. Sip,q >0 y G es un 2-grupo, existe una biyeccion natural entre el
conjunto de los q-simplejos de el 2-grupo GIP) y el conjunto de los p-simplejos del nervio
del grupoide G, de los q-simplejos del 2-grupo G:

2 — [p] ~
N (g)p7q - N(g )q - N(%)p

Mostremos:

TEOREMA 15.2.2. Si G es un 2-grupo, el conjunto bisimplicial reducido N?(G) es
un objeto fibrante de la categoria de modelos (ssSety, W5 mono, fib%™) de la Pro-
posicion 11.3.1.
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DEMOSTRACION. Si G es un 2-grupo, vamos a mostrar que el conjunto bisimplicial
N?2(G) cumple las propiedades (1)-(v) del Corolario 11.3.4.

Para comenzar obseremos que por el Lema 14.3.1 y el Corolario 15.1.6 el conjunto
bisimplicial N2(G) cumple la propiedad (1) del Corolario 11.3.4. Del mismo modo la
propiedad (11) se deduce de la Proposicién 15.1.4, y la propiedad (111) se sigue del Lema
15.2.1 y el Corolario 13.2.1.

En el resto de la prueba vamos a llamar prisma de G a un diagrama de G formado
por nueve objetos y doce morfismos acomodados como sigue:

(15.36) Ay ® Ag d Ay
P2®po V4
/ ‘ ya
By ® BO g By T1
7’2@7’() N
Y2®o ¢ %\
CQ ® C(] h C'1 >

cuyas caras no son necesariamente diagramas conmutativos de G.
Para verificar la propiedad (1v) del Corolario 11.3.4 hay que mostrar que si 0 < k < 2
la funcion:

(15.37)  Homaser(0A? 8 A2 A*(G)) Homgsser (92 m A%, N2(G) )
inducida por el morfismo inclusién canénica A2*—— A2 es sobreyectiva.

En primer lugar observemos que el conjunto Homggget (8A2A2, N 2(9)) se identifica
con el conjunto de los prismas (15.36) de G cuyas caras en forma de cuadrados son
diagramas conmutativos, pero no necesariamente las caras en forma de triangulos.

Por otro lado, el conjunto HomSSSet(8A2 RA2F N2(G )) se identifica con el conjunto
de las parejas de triangulos no necesariamente conmutativos de G:

X X'

/I /
.Y

Y =~ ?

N N
Z

La imagen por la funcién (15.37) de un prisma (15.36) en su dominio es igual a la

Zl

pareja de tridangulos no necesariamente conmutativos:

©i Az Pi Aj
/ /
B,L' ? Ti , B] ? Tj

e’ e}
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donde 0<i<j<2conzt,j+k.

Para mostrar que (15.37) es una funcién sobreyectiva recordemos que por el Lema
14.2.1 existen funtores 1 G —= G y 19: G —= G e isomorfismos naturales:

X (X)) 212 (x)e X.

La funcion (15.37) es sobreyectiva si k = 2: Consideremos la pareja de los tridngulos

no necesariamente conmutativos de G:
A A
‘jO/ ‘f/
By » |m By r |n
"7[10 C 1/11 Cl

0

Definimos el tridngulo que falta del prisma (15.36) como:
AL ®19(Ap)

01819 (¢p0)

P2
/
B, ? T2 = B ®Lg(Bo)
\
¢1®m01 ® Lg(CQ)

2

? | T1®9(10)

2

y los morfismos f, g y h como los siguientes morfismos composicién de G:
A1®Ba, TAq
a),

-1

B1®f5, By
— Bl ——> B )

f: ( (A1 ® Lg(Ao)) ® AO -t A1 ® (Lg(Ao) ® Ao)

-1

g-: ( (Bl ® Lg(B())) ® By s B ® (Lg(BO) ® Bo)
C1®Bc roy
Cl ®1 Cl ) .

h: ( (Ol ® Lg(CO)) ® Cy — Ci® (Lg(CO) ® Co)

y
Obtenemos entonces los cuadrados conmutativos:
(A1®L9(A0))®A0—f>141 (Bl®Lg(BO))®BO—g>B1
(¢1®L9 (¢O))®w0 l/ L Y1

-
(Cl ® Lg(Co)) ® Cg —h> Ch

(w1®bg(w0))®wol

(Bl ® Lg(BQ)) ® By T B,
(A1 @ 19(A)) @ Ag —— A,

(T1®Lg(T0))®T0l/ lTl
(Cl ®Lg(C(])) ® Cy — 3 = C;
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porque si p: X —Y y ¢t X' — Y’ son morfismos arbitrarios de G, se tienen los
cuadrados conmutativos:

X—*% .y (XewX)eX L% (v gy ey

rxl lry “l la

Xel el Yel Xo (WX ®X'") Y (WY ®Y')
P®(LIp'®p")
X®Byxs
Xo (X o X) 2 x@1
y <P®(Lg<p’®s0’)l lwl
Yo (wy'eY’) Yel.
Y®ﬁyl

La funcion (15.37) es sobreyectiva si k = 0: Se muestra andlogamente al caso k = 2.

La funcion (15.37) es sobreyectiva si k = 1: Consideremos la pareja de tridngulos no
necesariamente conmutativos de G:

AO A2
®o w2
/ /
BO ? 70 R Bz ? T2
s I
Gy Csy

Definimos el triangulo que falta como :

il/ Al ¢0’®} AQ ® AQ
B ? T1 = B ® B, ? TO®T2

\ ~

1/)1 Cl ¢0®w2 Cl ® 02

y a los morfismos f, g y h como las identidades. Se sigue de inmediato que en el prisma
que resulta (15.36), las caras en forma de cuadrados son diagramas conmutativos.

Mostremos finalmente la propiedad (v) del Corolario 11.3.4. Comencemos por veri-
ficar que si 0 < k < 2, la funcion:

(15.38) Homgsset ( AmAZA(9))

|

Homssset(aAZEA2,N2(g)) x
Homggget (9AZRAZK N2(G))

Homggset (A2|Z|A2’k,/\/2(g))
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inducida del cuadrado conmutativo:

A2><A2 - A2xA2,k

OA% x A2 <— JA? x A2k

es sobreyectiva.
Observemos en primer lugar que el dominio de la funcién (15.38) es isomorfo al
conjunto de los prismas (15.36) que cumplen las dos propiedades siguientes: Las caras

en forma de cuadrados son diagramas conmutativos y los triangulos:

¥Yo AO Y1 Al Y2
70 T1 y B

By
Yo CQ P Cl P2 02

1
son conmutativos. En particular las dos caras en forma de triangulos del diagrama
(15.36) son diagramas conmumtativos.

Por otro lado el codominio de (15.38) se identifica con el conjunto de los prismas
(15.36) cuyas caras en forma de cuadrados son diagramas conmutativos y solamente los
dos tridngulos:

%/ A; Aj
B;

o

ooy B

donde 0 <i<j<2y1i,j5+#k, son conmutativos.
La funcién (15.38) es entonces la funcién que olvida que el siguiente tridngulo:

Pk Ak
/

Bk ?

Tk’

Yk Ck

es conmutativo.
Se demuestra que de hecho la funcién (15.38) es biyectiva. En efecto si k = 1 esta
es una consecuencia de que G sea un grupoide. Deducimos el caso k = 0,2 del siguiente

enunciado:

LEMA 15.23. St f: X —Y 3y & X X' —Y Y’ son morfismos de un 2-

grupo G, existe un unico morfismo f': X' —= Y’ tal que f® f'=¢.
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DEMOSTRACION. Como todos los objetos de G son invertibles, en particular el fun-

tor X® —: § —= G es una equivalencia de categorias. Deducimos que existe un tunico
morfismo f': X' — Y’ talque X @ f' = (feY')lo&:

Xof
XX — XY’

S e

YeY’
Dicho de otro modo existe un tnico morfismo f: X’ — Y’ tal que:

fef =(feY)e(Xef)=¢.

Mostremos para concluir que la funcion:

(15.39) Homasset (21042 0%(9))

|

X HomssSet(AIAZkv-/\/Q(g))
Homggget (9A1mAZK N2(G))

Homasser (9A18A2N2(G) )

inducida del cuadrado conmutativo:

Al x A2 <— Al x AZF

OAl x A2 <— QAL x A%k
es biyectiva (en particular sobreyectiva) si 0 < k < 2.

Para ello observemos que el conjunto HornSSSet(A1 A2 N 2(Q)) es isomorfo al

conjunto de los cuadrados conmutativos de la forma:

(15.40) X0 Xo —— X,

P2®p0 l l%

Y29Y) Yi;

g

mientras que el codominio de (15.39) se identifica con el conjunto cuyos objetos son
determinados por seis objetos y cuatro morfismos como sigue:

Xy ® Xy — X, X, X
; %’l s l‘ﬂj
Y2®Y{)—9>Y1 Y, Y

donde 0<i<j<2yi,5+k.
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La funcién (15.39) es entonces la funcién que olvida al morfismo ¢y; en particular se
muestra que es biyectiva para 0 < k < 2. En efecto, si k = 1 entonces ¢ = go(@a®pg)o f1;
y si k=0 o0 k=2 entonces gy es el inico morfismo de G tal que s ® 1 =g lop o f
(ver el Lema 15.2.3). O

§15.2.1.  Escribimos A X A para denotar a la subcategoria plena de la categoria

producto A x A cuyos objeto_s son las parejas ([p], [q]) tales que p+¢q < 3 (ver §12.7.1)

y consideremos la adjuncion:

H3
//—\
(15.41) A<><3A L ssSet
- ~NN_ 7
M3 %
inducida del funtor inclusién candnica:
(15.42) A§A<LAXA.

Observemos que si A es un objeto de la categoria Aixg\A tal que A, =*si0<p<3,
entonces el conjunto simplicial p3.(A) es tal que us.(A),0 = » para todo p > 0. Por lo
tanto, si denotamos como AEKO a la subcategoria plena de Agx—:\A cuyos objetos son
los conjuntos bisimpliciales truncados A tales que A, = * para 0 < p < 3. La adjuncién

(15.41) induce por restricciéon una adjuncion:

*

M3

/—\
Ag 1 ssSet .

\_/

H3 %

(15.43) A

COROLARIO 15.2.4. El 2-nervio /\/'Q(Q) de un 2-grupo G pertenece a la imagen
esencial del funtor ps, de la adjuncion (15.43). En particular si X es un objeto de

ssSetg, la funcion que trunca:
Homsssor, (X, N2(G)) — Hom s, (115 (X). 15 (V2(9))).

es biyectiva.

DEMOSTRACION. Sea G un 2-grupo. Si p,q > 0 por los Lemas 15.2.1, 15.1.1 y 13.1.1,
el conjunto simplicial N 2(9). . 8 3-coesquelético y el conjunto simplicial A/ 2(9 )p , es
2-coesquelético. Se sigue de los Lemas 12.7.1 y 12.7.2 que para mostrar el Corolario es
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suficiente demostrar que el cuadrado:

(1544) Homgsset (APZI A9 N? (Q)) ———> HomgsSet (BAPEI M,N2(g))

l l

Homgsget (Aplz aAQ,/\/Q(g)) ———> Homggset (6AP 8A‘1,N2(g))

inducido del cuadrado de conjuntos bisimpliciales:

APR AT < AP R AY

AP R OAT <— AP R OAY,

es cartesiano para todo 0 <p <2y 0< ¢ <3 tales que p+q >4, es decir para las parejas

(r.9) € {(2.2), (2.3), (1,3)}.

Para mostrar los casos (2,2) y (2,3) consideremos el diagrama:

(15.45)

HomssSet(AQquNz(g)) - HomssSet(aA2‘Z‘Aq’N2(g)) — HomssSet(A2’1EAqu2(g))

l | l

Homssset(A2 8A‘1,N2(g)) — Homssset(8A2IZ BA‘I,NQ(Q)) — Homssset(A2’1I28Aq,N2(g)),

inducido del siguiente diagrama de conjuntos bisimpliciales:

A2RAI ~— OA2R AT <— A2l g A4

A?ROAT <— JA? R OAT <— A2 g QAT

Ya que N2(G)., es un l-grupoide de Kan para ¢ > 0, sabemos que la composicién
de las funciones horizontales de (15.45) son biyectivas. En particular, sip=2y2<¢<3
el cuadrado (15.44) es cartesiano siempre que la funcion:

HomssSet(aAQEl A%J\ﬂ(g)) — HomssSet(aAQEl 8Aq7N2(g)) xHomSSSet(AQ’llz A%/\/Q(g))

sea inyectiva.
Si g = 3, observemos que de hecho la siguiente funcién:

Homgaser (9428 A3 A2(9)) —> Homgsses (9A%202% N2(9) )

es inyectiva. En efecto, sabemos que N?2(G),. es un 2-grupoide de Kan si p > 0, en

particular la composicién:
Homggset (8A2 A3,N2(g)) —> Homggset (8A2|Zl OA3 N2 (g)) —> Homggset (8A2 A3 N? (Q))

es biyectiva.
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Si ¢ = 2 mostremos que la funcién:
(15.46)  Homgsser (9A%0A2N2(0)) — Homusser (9220042 M%(9) ) x Homgsses (4212 A2 N2(9) )

es inyectiva.
Para empezar observemos que el conjunto HomssSet(8A2 A2 N?(G )) se identifica
con el conjunto de los diagramas en G de la forma:

f

(15.47) Ay ® Ay A,
) o
BQ ® Bo g Bl 1
7'2@7’0 N
¢2®}A i‘ ¢1\
Cy® Cy 3 4

cuyas caras en forma de cuadrados son diagramas conmutativos, pero no necesariamente
las caras en forma de triangulos.
Por otro lado, el conjunto HomssSet(8A2 OAZ N2(G )) se identifica con el conjunto

de las ternas de tridngulos no necesariamente conmutativos:

®o AO ®1 Al P2 A2
BO ? 70 Bl ? T1 y B2 ? 2,
s I o

CO Cl ’ C2

y el conjunto HomssSet(AQv1 A2 N2(G )) se identifica con el conjunto de los diagramas
de la forma:

A2 ® Ag Al
¢i®¢% e
pa
By ® By 9 By
\ \’¢'1
Y2®1to N
Cy® Co 3 Ci.

donde los cuadrados son conmutativos. Se verifica sin dificultad que la funcién (15.46)
es inyectiva porque olvida la conmutatividad de un cuadrado.
Finalmente para mostrar que el cuadrado:

(15.48) Homgases (A8 A? N2(G) ) — Homaser (981 A3 N2(G))

| l

Homgsset (A180A3A%(G)) — Homguset (041804 N2(G) )
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es cartesiano; observemos que en el diagrama:

Homggset (A1 A3 NZ (Q)) —> Homggset (8A1 A3 N? (g))

| |

Homggset (Al 8A3,N2(g)) —> Homggset (8A1|XI OA3 N (g))

| |

HomssSet(AIIZ‘AS’ka2(g)) I HomssSet(aAlAS’ka2(g))
inducido del diagrama de conjuntos bisimplicales:
A'RA3 <— AT A3

AR OA3 <—— Al R OA3

AlmA3F < OAl m A3

la composicién de los morfismos verticales son biyecciones porque N?(G),. es un 2-
grupoide de Kan para p > 0.
Por lo tanto el cuadrado (15.48) es cartesiano si la funcién:

(15.49) Homssset(AlaA:”,j\/Q(g)) — HomssSet<Ale3*k,N2(g)) xHomssSet(aNmaM,m(g))

es inyectiva.

Para mostrar esto notemos que cada elemento del dominio de la funcién (15.49)
se puede identificar con una sexteta formada por dos diagramas no necesariamente
conmutativos de G de la forma:

(15.50)
&2 / & ’ /
Xo3 Xo1 ® X3 Xo3 Xop ® Xi3
} Xo1&0 } X5, 08
o Xo® (X128 Xy) Y & Xoy @ (X{p ® Xg)
azll a’ll
! 4 ! l4 l4
X02 ® ng P (X(n ® Xlz) ® X23 X02 ® X23 <—£§ L (XOI ® X12) ® X23
y cuatro diagramas conmutativos de G como sigue:
o &1
X2 ® Xog — X3 X2 ® Xog —— X3
(15.51) f12®f23l lfl:% , f02®f23l lf03 ,

X1 ® Xo3 T X3 X0o ® X35 e X0s

!
0 1
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&2 &3
X1 ® Xi3 — Xo3 Xo1 ® Xig — X
(15.52) fo1®f13 l lfos y fo1®f12 l l/fOQ .
X0 ® Xi3 T)th):s Xo1 ® X1y T)Xéz
2 3

Se verifica sin dificultad que dicha sexteta determina un diagrama en forma de cubo
en G, donde cuatro de sus seis caras son cuadrados conmutativos.

Mads atin, la primera coordenada de la imagen de (15.50), (15.51) y (15.52) por la
funcion (15.49) olvida los morfismos &, y , y la segunda coordenada olvida que los
cuatro diagramas (15.51) y (15.52) conmutan. Por lo tanto (15.49) es efectivamente una

funcién inyectiva. u

Mostremos:

COROLARIO 15.2.5. El funtor 2-nervio de los 2-grupos N?: 2-Grp — ssSet, es

fielmente pleno.

DEMOSTRACION. Sean F,G: G — H dos morfismos de 2-grupos tales que N2(F) =

N?2(@G). Como el funtor nervio N: 2-Grp — sSet es fiel (ver el Corolario 15.1.3) y
tenemos que:

N(F> = N2(F)O,o = N2(G)O,o = N(G),

entonces F'=G.
Si por otro lado f: N2(G) — N?(H) es un morfismo de conjuntos bisimpliciales,

sabemos que existe un morfismo de 2-grupos F: G — H tal que fo. = N(F) =

N2(F)o., porque el funtor N: 2-Grp — sSet es pleno.
Por otro lado ya que se tienen las siguientes igualdades de funtores:

(N)p,e=N (N?)e,1=Nos

2-Grp sSet, y 2-Grp sSet

donde s: 2-Grp — Grpd denota al funtor grupoide subyacente, se sigue del Corolario
15.1.7 que se tiene un cuadrado conmutativo:

((NV2G)00) — 2 (N2G),
(vzry.) l l NZF)as
((WV2H)0.) (V2H),

Iy
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Entonces, para mostrar la igualdad fo; = N2(F), 1, es suficiente mostrar que para

0 <n <1 el siguiente es un cuadrado conmutativo:

(Fg)n

(15.53) (N7G)os), — (N?G),
c(fow)n l l f
*((N2H)Or°)n (T3)m (NQ%)n,l

va que foo = N2(F)oey (N Q’H).’ | es un conjunto simplicial débilmente 1-coesquelético.
Sin =0 el cuadrado (15.53) es conmutativo porque (I'g)o v (I'y)o son las funciones
identidad entre los conjunto de objetos de G y H respectivamente, mientras que fo; =
+(fo.e)o es la funcién inducida por F' del conjunto de objetos de G en el conjunto de
los objetos de H.
Si n = 1 mostremos que el cuadrado (15.53) es conmutativo: Si & 1@ X — Y es
un 1l-simplejo del conjunto simplicial *((./\/' 29)07.), consideremos el siguiente (1,2)-
simplejo del conjunto simplicial N2(G):

%

19 X X
idzl@XT Te;g og™1
1o X Y

y su imagen por la funcién f; o:

-1y _ p-1
o2 () =45, (x)

1® fo1(X) fo1(X)
id:l@fo,l(X)T Tﬁ,l(é}lotl)
1® fou(X) Joa(Y)

fo,2(€)

Se verifica que en el 2-grupo H:

Fiall o) = 6 (xy o foa(O)7Y;
dicho de otro modo (15.53) es un cuadrado conmutativo para n = 1:
fiae(Tg),(€) = fra(tx o€™)
= {5 x) © foa ()7
= (T, (fo2(6))
= (Pw) o +(foe),(6)
Por lo tanto fo1 = N2(F). ;.
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Observemos finalmente que f;2 = N2(F); 2 porque (15.39) es una funcién biyectiva
para todo 2-grupo G y ya mostramos que f,, = N2(F),,si (p,q) € { (0,2), (0,1), (1,1) }
U

§15.2.2.  Recordemos que la categoria Grpd®” de los funtores de A en la cate-
gorfa de los grupoides Grpd admite una estructura canénica de 2-categoria Grpd>”

cuyas 2-flechas son definidas como sigue: Si X y Y son objetos de Grpd®” considere-
mos dos flechas de X en Y de Grpd®™:

X
—
Ao FldG Grpd
~— =

Y

Una 2-flecha T de F en G de Grpd®”, es una familia de transformaciones naturales:

Fq
— T
a=4X, Iy Y
\_/'
“a neN
tal que:
Fq+1 Fq
— d; d;
Xq+1 U' 1—‘q+1 }/:1-*-1 }/;] - Xq+1 - Xq U Fq }/;]
\_/
G’q-%—l Gq
si0<i<qg+1y:
Fyq Fg+1
— Sj 85 —
Xq \UL Y;] Y;1+1 = Xq - Xq+l U Fq+1 Y;ﬁ-l
\_/
Gq Gq+1
si0<j<q.
Vamos a definir un 2-funtor:
M2 A©°P
(15.54) 2-Grp Grpd
g —_ G.

cuyo funtor subyacente es el adjunto del funtor (15.30).
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F
Si ¢ @ H es una transformacion entre morfismos de 2-grupos, definimos la 2-
G
flecha:
N2(F)
/—\ Fq
— X
N2(G) b &y N*(H) =4 6, \Gﬁ"/y H,
v
NQ(G') a q>0

de la siguiente manera: Si ¢ > 0y (X, ) es un g-simplejo de G el morfismo de g-simplejos
de H :

(77q) NeY
F (X, 0) —= G (X, a)
es igual a la siguiente familia de morfismos:
X .
(15.55) (g)(x.0) = F(Xi5) G(Xij) |0<i<j<q;
la cual es efectivamente un morfismo de ¢g-simplejos porque se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:
mE F(agjk)
F(Xi;) ® F(Xr) F(Xij ® Xjr) F(Xik)
G(Xi5) ® G(Xj) G(Xi; ® Xji) G(Xa)

G(aijk)
siempre que 0<i<j<k<q.

Se verifica sin dificultad que (15.54) definido de esta forma es un 2-funtor.

COROLARIO 15.2.6. El 2-funtor 2-nervio N*: 2-Grp — Grpd®” es fielmente

pleno en el sentido que el funtor:

(15.56) Hom, ¢,,(9,#)

Homg,  qaer (N2(G),N2(H))
es un isomorfismo de grupoides, para cualesquiera 2-grupos G y H.

DEMOSTRACION. Se sigue del Corolario 15.2.5 que el funtor (15.56) induce una
biyeccién entre el conjunto de objetos. Mostremos que (15.56) es fielmente pleno.

F F
Si G /W Hy G /W ‘H son dos transformaciones entre morfismos de 2-grupos
\Eﬁ’ \aﬁ’

tales que N*(n) = N*(n'), se sigue que para todo 1-simplejo X de G es decir para todo
objeto X de G se tiene que:

nx = (M) = (N2(h) = -
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Por lo tanto n =17'.
Consideremos ahora dos morfismos de 2-grupos F,G: G — H y supongamos que

tenemos una 2-flecha de la 2-categorfa Grpd~”:

N2(F)
/_\. Fq
N(G) b N =46, I A,
NQ(G') q>0

F
Vamos a definir a una 2-flecha G @ H de 2-Grp tal que MQ(U) =T.
€]

Si X es un objeto de G es decir si X es un 1-simplejo de G, definimos el morfismo
nx de H como nx = (I'1)x: F(X) — G(X) .
Mostremos que 1y =idy:

Ya que se tiene la siguiente igualdad de transformaciones naturales:

Fo Fl
_— . S0 S0 — T\
Go_ o Hy——H, | =| G,—G, o H
~N~ 7
GO Gl

donde I'y es la unica transformacion natural entre el funtor identidad Fy = G, de la
categorfa puntual G, = H,, deducimos que (I'1)1 = id;.

Mostremos que 1 es una transformacion natural:

Sea f: X — Y un morfismo de G. Si consideramos los 2-simplejos r3!: X ® 1 — X
y foryt Xl —Y de @, deducimos que los siguientes diagramas de H son con-

mutativos:

-1
TFrx

/\

F(X)®1—nr— F(X®1) —F0y)> F(X)
(Fl)x®(F1)1l l(FI)X y
GX)®1l—no— G(X®1) GiriH)= G(X)

\_/

-1
Tex
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-1
Trx

/\

F(X)®1l—n— F(X®1) —F(i)= F(X) F(Y)
(Fl)x®(F1)1l l(l“l)y

G(X)®1 —mi— G(X ®1) 6= G(X) G(Y).
\_/

-1
Tax

Ef

Gf

Por lo tanto tenemos un cuadrado conmutativo:

Ff

(F1)x=nxl l(FI)Y:ﬂY
G(X) —— G(Y)

Mostremos que n es una transformacion entre morfismos de 2-grupos:
Si X y Y son objetos de G consideremos al 2-simplejo idygy X ® Y — X ®Y de
G . Deducimos que se tiene el siguiente diagrama conmutativo en H:

F(X)8 F(Y) — - F(X 8Y) —=2) p(X @)
(FI)X®(F1)Y\L l(FI)X@:Y
G(X) ® G(Y) G(X oY) —— G(XoY):
m§ y G(idxey)

es decir tenemos un cuadrado conmutativo:

F
Mxy

F(X)@F(Y) F(X@Y)
(FI)X®(F1)Y=77X®77Y\L lnX‘@Y:(Fl)X@Y
GX)eG(Y) ——G(XeY).

Mostremos que N*(n) = I':

Se tiene que AN*(1)o = Ty es la tinica transformacién natural del funtor identidad
Fy = Gy de la categoria puntual G, = H,. Ademds por definicién N*(n)y =n =T,

Por otro lado, observemos que si ¢ > 2 se tiene la siguiente igualdad de transforma-
ciones naturales:

F, Fy
_— di471 "'dil diq71 "'dil T
Qq I, H, Hy | = Qq -G, Jr Hy |
~N 7 ~N~ 7

Gy G1



EL DETERMINANTE DE DELIGNE 281

entonces si (X, «) es un ¢g-simplejo de G se sigue que el morfismo de g-simplejos de H:

(T'q)(x,a)

F, (X, a)

Gy(X, )
es definido por la siguiente familia de morfismos de H:

Xy

(15.57) (Fy)(xa) = { F(Xi5) G(Xy) |0<i<j<q }

Por lo tanto N*(n), = I, si ¢ > 2 por la definicién (15.55). O

Consideremos ahora al funtor fielmente pleno:

NAP

Grpd®”
go — HOmcat (A.Q s gol )

ssSet

(15.58)

deducido del funtor nervio para las categorias pequenas N: cat — sSet .
Se verifica sin dificultad que el isomorfismo de funtores:

Homg,paarr (#1,92) = Homgsser (N2 (01),NA” (03)) : (Grpd®™)” x Grpd®” —— Set

definidos por el funtor (15.58) se extiende a un isomorfismo natural entre funtores de

la categoria (GrpdAOp)Op x Grpd®” en la categoria de los conjuntos simpliciales sSet:

(15.59) N(Homgpga (o1, 02) ) = Hom((,, (NA”(o1), N (a1)) |

———ssSet

pues por (13.4) se tiene un isomorfismo:
N(Ho_mGrpd(ol,oQ)) => Hom g, (N(e1),N(e2)) : Grpd™ x Grpd — sSet .
Deducimos del Corolario 15.2.6 y del isomorfismo (15.59):
COROLARIO 15.2.7. El isomorfismo natural de funtores:

HomQ_Grp(ol, 02) = Homggset, (/\/2(01),./\/2(02)) : 2-Grp” x 2-Grp —— Set

definido por el funtor 2-nervio N?: 2-Grp — ssSeto (ver el Corolario 15.2.5) se ex-
tiende a un isomorfismo natural entre funtores de la categoria 2-Grp® x 2-Grp en la
categoria de los conjuntos simpliciales sSet:

(15.60) N(Homs gup (o1, #2) ) = Homgge,, (N2(e1). M2(s)) -

ssSetg
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Recordemos que la categoria homotdpica de los 2-grupos 2-hGrp (ver §14.2) es la
categoria cuyos objetos son los 2-grupos y los morfismos son las clases de isomorfismo

de los morfismos de 2-grupos:

Homy. pgrp = WO(HomQ_Grp).
Deducimos del Corolario 15.2.7 que si G y H son 2-grupos, el funtor 2-nervio induce
un cuadrado conmutativo:

HOI’IlQ_Grp(g, H) Af HomssSeto (NQQ, NQH)

l |

oo (6. #)) e ol (V°G.0710)

—————ssSetg

7o(15.60)

donde las funciones horizontales son biyectivas.

En particular, ya que por la Teorema 15.2.2 el conjunto bisimplicial N2(H) es
un objeto fibrante de (ssSety, W5 mono, fiby*) la categoria de modelos simplicial
punteada de la Proposicién 11.3.1, el funtor 2-nervio Ns: 2-Grp — ssSet, induce un
funtor fielmente pleno:

hN

2
2-hGrp HOQ(SSSGto) ,

Recordemos por otro lado que la adjuncién (11.32) de la pagina 176:
p* =funtor constante
/—\
ssSet L sSet,
\_/
( . )0,0

es una equivalencia de Quillen de las categorias de modelos (ssSety, ngag ,Mono, ﬁbgmg )

y (sSetq, Wred, mono, fiby*). Por lo tanto, el diagrama conmutativo de funtores:

/N_> sSet

2-Grp T(Jo,.

\) ssSetg

N2

induce un diagrama conmutativo salvo isomorfismo:

% Ho, (sSeto)

2-hGrp x TR(~)0,.

\ Ho, (ssSetO)
hN?

donde hN es un funtor esencialmente sobreyectivo (ver el Corolario 15.1.6), hN? es
fielmente pleno y R(-)o. €s una equivalencia de categorias.
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Por lo tanto:

COROLARIO 15.2.8. El funtor nervio N: 2-Grp — sSetq induce una equivalencia

de categorias:

hN

(15.61) 2-hGrp Ho,(sSety)

de la categoria homotopica de los 2-grupos en la categoria de los 2-tipos de homotopia
reducidos, y el funtor 2-nervio N?: 2-Grp — ssSet induce una equivalencia de cate-
gorias:

hN?

(15.62) 2-hGrp Ho,(ssSety) .

Si X es un conjunto simplicial reducido, un 2-grupo G tal que hN(G) es isomor-
fo al 2-tipo de homotopia reducido de X en la categoria HOQ(SSGto) es llamado un
2-grupo de homotopia de X. De manera analoga un 2-grupo de homotopia de un con-
junto bisimplicial reducido X es un 2-grupo G tal que hN?2(G) es isomorfo a X en
la categoria HOQ(ssSeto). Se sigue del Corolario 15.2.8 que todo conjunto simplicial
reducido (resp. conjunto bisimplicial reducido) admite un 2-grupo de homotopia tinico
salvo equivalencia en la 2-categorfa 2-Grp. (Ver por ejemplo [MS93]).

Definimos el (6 un) 2-grupo de homotopia de un conjunto simplicial punteado X
como el (6 un) 2-grupo de homotopia del conjunto simplicial reducido RH(X) (ver el
Lema 10.1.7).

16. Los funtores determinante de Deligne

En el presente capitulo mostramos (ver el Corolario 16.1.2) una propiedades uni-
versales que satisface el grupo fundamental de cualquier conjunto simplicial reducido y
en el Corolario 16.3.5 (resp. el Corolario 16.4.7) una que satisface el 2-grupo de funda-
mental de un conjunto simplicial reducido (resp. un conjunto bisimplicial reducido).

Estas propiedades universales son mejor conocidas cuando el conjunto simplicial
(resp. el conjunto bisimplicial) es el conjunto simplicial (resp. bisimplicial) asociado a
una categoria exacta como en [Del87].

§16.1.  Sea X un conjunto simplicial reducido y GG un grupo. Una funcion aditiva
de X con valores en G, es una funcion del conjunto de los 1-simplejos de X en el conjunto
subyacente a G:

X, ——=G
tal que:
(1) (Unidad) a(so*x) = eq, donde * es el tinico O-simplejo de X y e es el elemento
neutro de G.
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(11) (Multiplicativa) Si o € X, tenemos que a(d; a) = a(dQ a) - a(do a) en G.
Escribimos adx(G) para denotar al conjunto de las funciones aditivas de X con
valores en GG. Si Grp denota a la categoria de los grupos y los morfismos de grupos,
tenemos un funtor:

(16.1) sSety” x Grp —2

Set ,

definido en un morfismo de conjuntos simpliciales reducidos F: ¥ — X y en un mor-

fismo de grupos ¢: G — H por la funcion:

adp(¢)

adx(G) ady(H)

a — poaoly.
Notemos que ady(¢) estd bien definida pues:
(poacFy)(sox) = gp(a(so FO(*))) = o(a(so)) = p(eq) = en
y para toda 3 € Ys se tiene que:
(poac Fi)(d B) =¢(a(di (F5)))
=p(a(da (F3)) - a(do (F28)))
o(a(ds (F29))) - o(a(do (F28)))
=(poaoF1)(d2f) - (poaoFy)(dof).

LEMA 16.1.1. Los funtores ad.l( o ) Yy HomSSetO( o, N(ey) ) de dominio la categoria
producto sSety”” x Grp y codominio la categoria de los conjuntos Set son naturalmente

isomorfos.

DEMOSTRACION. Observemos que si G' es un grupo y X es un conjunto simplicial

reducido, la funcién natural:
(16.2) Homgget, (X, N(G)) — adx(G)
fe — fi
estd bien definida: En efecto si f: X — N(G) es un morfismo de conjuntos simpli-
ciales, por un lado tenemos que fi(so*) = so(fo*) = So(*) = eg. Por otro lado si o € X5

tenemos que fo(a) es un 2-simplejo del nervio de G tal que d; o fo(a) = f10d;(«), dicho
de otro modo se tiene que fl(dl a) = fl(dQ a) . fl(do a) en G.



EL DETERMINANTE DE DELIGNE 285

Como el conjunto simplicial N(G) es 2-coesquelético de acuerdo al Lema 13.1.1,
para mostrar que la funcién (16.2) es biyectiva es suficiente verificar que la siguiente

funcion es biyectiva:
(16.3) HomsSetQ(T;(X),T;(N(G))) — > adx(G)
fe — f1

donde 7;: sSet — sSet., es el funtor truncacién.

La funcion (16.3) es inyectiva:

Sean f,g: 75(X) — 15 (N(G)) dos morfismos de conjuntos simpliciales truncados
tales que fi(a) = ¢g1(a) para todo a € X;.

Claramente se tiene que fo = go. Por otro lado, ya que N(G) es un conjunto simplicial
débilmente 1-coesquelético y di(fQ(&)) = fl(di(a)) = gl(di(a)) = di(gg(a)) si € Xy se
sigue que fa(a) = go(a) para todo a € Xs.

La funcion (16.3) es sobreyectiva:

Sia: X; — (G esuna funciéon aditiva de X con valores en (&, definimos un morfismo

de conjuntos simpliciales truncados f 75(X) — 75(N(G)) como sigue: f3(x) =
y fi(a) = a(a) si a € X;. Por otro lado, si @ € Xy ya que por hipétesis a(dyar) =
a(dsa) - a(dper) sabemos que existe un tnico 2-simplejo 7 del nervio de G tal que
d;(n) = a(d;cv). Definimos f§(«) = n es decir f§(«) es el tnico 2-simplejo de G tal que
di(f5(a)) = a(dsa) = ff(dsa),

Verifiquemos que f® es un morfismo de conjuntos simpliciales truncados. Para em-

pezar notemos que:
fS(dia) = f§(*) =+ =d;(ffa) si aeX; e 0<i<],
fi(s0%) =a(sox) = ea = so(*) = s0(f5*) ,
y fild;a) =a(d;a) =d;(fsa) si ae Xy e 0<i<2.

Ademas si a € X; y 0 < j <1 para mostrar f§(sja) = s;(ffa) es suficiente con
verificar que di(fg(sja)) = di(sj(ff‘a)) para 0 <7< 2:

a(sj,ldia) =eq si OS’Z<]31
di(fg(sja)):a(di(sja)) =qa(a) si 0<j<i<j+1<2
a(sjdi_la)=e(; si 1§]+1<ZSQ

sj_ldi(aa)zeg si OSZ<]31
di(s;(ffa)) =1 a(a) si 0<j<i<j+1<2

sjdz-_l(aa)=eg si 13]+1<ZSQ
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Por lo tanto, f* 75 (X) — 7 (N(G)) es efectivamente un morfismo de conjuntos

simpliciales truncados con la propiedad f{ = a. U

Deducimos:

COROLARIO 16.1.2. Si G es un grupo y X es un conjunto simplicial reducido, los
funtores:

ad.(G) adx(e)

sSety” Set Yy Grp Set

son representables por N(G) y por m(X) respectivamente.
En particular f: X —Y es una 1-equivalencia débil de conjuntos simpiciales re-

ducidos, si y solamente si la funcion inducida:

aa(0)

ady (G) adx(G)

es biyectiva para todo grupo G. Mas atn, el funtor inducido:

hade(G) St

Hoy (sSetg)r = sSetg[(Wg’Ed)_l]Op
también es representable por el conjunto simplicial reducido N(G).

DEMOSTRACION. Deducimos del Corolario 13.3.1 y del Lema 16.1.1 que si G es un
grupo y X es un conjunto simplicial reducido, los funtores:

ad.(G) adx(e)

sSet,” Set y Grp Set

son representables por N(G) y w1 (X) respectivamente:
adyx(G) 2 HomSSetO(X,N(G)) = HomGrp(m(X),G).

Por otro lado se sigue de los Corolarios 13.2.1 y 13.3.1 y del Lema 12.5.5 que:

red
1

[X.N(G)]," = mo(Homgset, (X, N(G)) = Homgget, (X, N(G)) 2 Homgget, (m1(X). G),

red . _
donde |-, -]1 denota al conjunto de los morfismos en Hoj (sSety) = sSeto[(W}*) 1]
la categoria homotopica de los 1-tipos de homotopia reducidos.
Concluimos que f: X — Y es una l-equivalencia débil de conjuntos simpliciales

reducidos, si y solamente si la funcion inducida:
ady(G) — adx(G)

es biyectiva para todo grupo G; y que el funtor inducido had.(G) también es represen-
table por el conjunto simplicial reducido N(G). O
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§16.2.  Si G es un 2-grupo, por la Proposicién 15.1.4 el conjunto simplicial N'(G)
es un objeto fibrante de la categorfa de modelos (sSeto, W5ed, mono, fibs*?). Se sigue
del Corolario 10.2.6 que el conjunto simplicial Hom g (X N(G )) es un objeto fibrante
de la categoria de modelos (sSet, W1, mono, fib;) para todo conjunto simplicial redu-
cido X, es decir Hom g (X JN(G )) es un complejo de Kan cuyos grupos de homotopia
; Son cero para i > 2.

Se podria pensar que el conjunto simplicial Hom g, (X N (Q)) es un l-grupoide
de Kan, es decir el nervio de un grupoide (ve el Lema 12.5.5), sin embargo este no es
siempre el caso (ver el Lema 16.4.4):

LEMA 16.2.1. 5i G es un 2-grupo con la propiedad:

Para todo objeto X de G existe al menos un morfismo no identidad
f de dominio X.

el conjunto simplicial HomSSetO(Al/SqOAl,N(g)) no es un 1-grupoide de Kan.

DEMOSTRACION. Observemos que el conjunto Hom g, (Al/quAl,N(g))n se iden-

tifica con el conjunto:
(16.4) Homgser (A x A")/(sqpAl x A™), N (G)).

Para entender la funcién:

1,k
(16.5) HomSSet<A2,msseto(Al/quAl,N(g))) = Homsset<A2’k,@SSet0(Al/quAl,N(g))>

vamos a describir al conjunto(16.4) para 0 <n < 2.

n = 0: El conjunto simplicial (Al X AO) / (quA1 X AO) es isomorfo al conjunto simpli-
cial Al/quAl. Un morfismo de Al/quAl en N (G) es determinado por un 1-simplejo
de N(G) es decir por un objeto de G.

n = 1: Queremos describir al conjunto simplicial (Al X Al)/(quAl X Al); para ello

observemos que:
(a6 < a)\((sapar?), x Ab) = 2,

(A% X A%)\((SqOAl)l x A%) = {(id[1]7id[1]), (id[l],5000), (id[l],(slo()) } y

(A% X A%)\((squl)2 x A%) =

{ (00,00), (00,01), (00,800000), (00,010000) }

01,00), (01,01), (01,6800000), (01,810000)
ademads en el conjunto simplicial A x Al tenemos que:

so(idpy,idpg) = (00,00),  so(idy,d000) = (00,800000), so(id[iy,d100) = (o0, 810000)
s1(id13,id[1y) = (o1,01),  s1(idpy.6000) = (01,800000), s1(idy,d100) = (01,610000).
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Miés aun:

LEMA 16.2.2. (Al X Al)/(quAl X Al) es un conjunto simplicial 2-esquelético, es
decir todos sus n-simplejos son degenerados si n > 3.

DEMOSTRACION. Es suficiente mostrar esta afirmacién para el conjunto simplicial

Al x Al. Para ello observemos que si m > 3, los elementos de Al x Al son las parejas:
(16.6) (gooail0---oaim_1,1/zoaj10---oajm_1)
donde ¢, 1: [1] — [1] son morfismos de A y:

0<t1 < <ip1<m=-1, 0<ji<--<Jp1<m-1

son sucesiones de enteros. Se sigue en particular que 1 <m —2 <141, Jm-1 <m — 1.
Caso i1 = Jmo1 =k donde k=m—2 o k=m —1: Se tiene entonces que:

sk(pooi 000y, ,,po0j 0005 ) =(pooy 000, 00k Po0j 000, ,00%)

= ((P 004, 0004, 5°04, 4, ¢ ©04,0:"004,,_5° Uj'rn—l) ;

en particular (16.6) es un m-simplejo degenerado de A! x Al
Caso m =2 =1,,_1 < jm-1 =m — 1: Notemos primero que m — 3 < j,.o <m —2.

Si jm_o=m—2, como g o0y =010 si k<[, tenemos que:
Ojnn ®©O0m—2=0m-—20°0m-1=0j4, ,°0;5. .,
es decir:

Sm*Q(cpogil O-~~00'im_2,¢00'j1 o--~oo'jm_2) = (9000—1'1 0004, oo‘m72,’(/100'j1 0005, o Oo—m*Q)

= (9000731 02004, Ogim,—1’¢ogj1 0005, 5 oa’jm-1) .

Por otro lado, si j,,_o = m — 3 tenemos que:

04pp2°0m-3 =0m-3°0p-3=0n-3°90m-2=04, ,°04,
Ojmno+1°0m-3 =0m-2°0m-3=0m-3°0m-1=04, 5,°05, 1,
es decir:

Sm—3(¢°0i1 01004, ,,Y00; °"'°Ujm_z+1) = (800% 000, ,00m-3,00j 000, 41 OUm—3)

(500 04 ©°°004,, Oaim-ww 004, 0005, OO—j'm,—l)'

Por lo tanto A! x Al no tiene n-simplejos no degenerados si n > 3. O
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Deducimos que el conjunto simplicial cociente (Al XAl) / (quA1 xAl) tiene un tnico
0-simplejo, tres 1-simplejos no degenerados asociados a los 1-simplejos de Al x Al:

(idpy,idpy), (idpay, dooo), (idpy, d100)

y dos 2-simplejos no degenerados:

(00,01), (o1,00).

Ya que en el conjunto simplicial A! x Al se tiene que:

do(00,01) = (iduy,d000)  di(oo,01) = (idpy,idpy)  da(oo,01) = (6100,idp))
do(o1,00) = (8000,id17) di(o1,00) = (id[y,idp) da(o1,00) = (idpy, 6100) -

deducimos que darse un elemento del conjunto Homsset<(A1 xAl) / (quA1 xAl), N(G )),

equivale a darse tres objetos y dos morfismos de G como en el diagrama:

5(0'0,0'1) g(dl a0)
(167) 1® X(id[1]75000) —_— X(ld[l] idpy ) D — X(ld ,0100) ®1

n = 2: Para describir al conjunto simplicial (Al X Az) / (quA1 X AQ) observemos que:

(26 23)\((sapat), < A3) = o

(a1 xaf)\((saa"), < A1) = {(id[l]aw)

@ =g, 61, 02, 810000, 620000, 020100 }7

Y=00,01 y ¢=1d[2],0000, 0100, 0200,

do01, 0101, 6201, 61000000, 02000000, 02010000

(80 82)\ ((sapA"), = A2) - { (6.9)

Y = 0000, 0100, 0101 Y =00, 01, 02, 000000,
1. A2 1 2
(As X AS)\((SqOA )5 X As) =1 (¥.9) 000100, 600101, 610000, 010100, 010101, 020000,
020100, 020101, 6100000000, 6200000000, 6201000000

Por otro lado, se muestra que (AI X A2) / (SqOA1 X Az) es un conjunto simplicial
3-esquelético por el mismo método que usamos en la prueba del Lema 16.2.2. Ademas:

so(idp11,80) = (o0, 5000) 51(idpiy,80) = (01, d001)
so(idp17,01) = (00,6100) s1(id13,01) = (o1,6101)
so(id[1},82) = (o0,8200) s1(idpy,62) = (o1,8201)
so(idp1), 818000) = (00, 61800000) s1(idpay, 016000) = (o1, 01800000)
so(id[11,026000) = (o0,82800000) s1(idp17,026000) = (o1,82800000)
so(idp1), 020100) = (00, 62015000) s1(idpay, 826100) = (01,02010000),
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son los doce 2-simplejos degenerados de (AxA?)/(sqeAxA?) (distintos de sgoso(*));
mientras que en la siguiente lista se encuentran (algunos repetidos) sus cuarenta y dos
3-simplejos degenerados (distintos de sg 0 590 so(*)):

So(Uo,id[z]) = (0000,00) so(o1,id[o ) 0100,00)

00,6000) = (0000,800000) 50 0 0100,800000)

1,000

soloo 0 ((700'0,51000'0 1,0100 0100,010000
01,0200
1,000

0000,020000 0100,020000

so(
(00,610 ) )
s0(0, 8200 ) )
s0(o0, 8001 0000,800100) 1 )
sof ) )

0100,010100

0000,820100) so(o1,6201 0100,820100)

(
(
(c000,610100
s0(00, 6201 (
(

s0(00,01800000 0000,8180000000) so(o1,81800000 0100,6180000000)

s0(00,82800000) = (0000, 8280000000 ) so(o1,82800000 0100,6280000000)

(
) = ) = (
) = ) = (
) = ) = (
) = ) = (0100,800100
00,6101) = so(o1,6101) = (
) = ) = (
) = ) = (
) = ) = (
) = ) = (

s0(00,62610000) = (0000,8281000000) s0(o1,62810000 0100,8281000000)

s1(00,idp2)) = (0000,01) s1(o1,ida)) = (o101,01)

s1(c0,8000) = (0000,600000) s1(01,8000) = (o101,800000)
s1(00,6100) = (0000,810000) s1(01,6100) = (0101,610000)
s1(00,6200) = (0000,820000) s1(o1,6200) = (0101,820000)
s1(00, 8001 0000,800101) s1(o1,8001) = (0101,800101)
s1(00,0101 0000,810101) s1(01,8101) = (0101,610101)

51(00,6201 0000,820101) s1(o1,6201) = (0101,820101)

= (
= (
= (
51(00,61800000) = (0000,8180000000) s1(01,61800000) = (o101,8180000000)

s1(00,82000000) = (0000, 8280000000 ) s1(01,62800000) = (0101,8280000000)

~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~~~

0101,08281000000)

— — — — — — — — — ~—
M — — — — ~— — — — ~—

s1(00,82810000) = (0000, 8261000000 ) s1(o1,62610000

s2(00,id[2)) = (0100,02) s2(01,idpz)) = (0101,02)
s52(00,8000) = (0100,600100) s2(01,8000) = (0101,800100)
52(00,8100) = (0100,510100) 52(01,8100) = (o101,810100)
s2(00,0200) = (0100,020100) s2(01,0200) = (0101,020100)
s2(00,8001) = (o100,800101) s2(01,8001) = (o101,800101)
s2(00,6101) = (0100,810101) s2(01,6101) = (0101,610101)
s2(00,6201) = (0100,020101) s2(01,6201) = (0101,820101)
52(00,01800000) = (0100,6180000000) s2(01,61800000) = (0101,6180000000)
52(00,02800000) = (0100, 8280000000) s2(01,62800000) = (0101,8280000000)
$2(00,02010000) = (0100,8201000000) s2(01,02010000) = (0101,0281000000) -

En particular, el conjunto simplicial cociente (Al X AQ) / (quA1 X AQ) tiene un
unico 0-simplejo, seis 1-simplejos no degenerados asociados a los siguientes 1-simplejos
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de Al x A2
(idy.00), (idpy,01), (idpg.02), (idpg,616000), (idpy,620000) v (idy,626100);
ocho 2-simplejos no degenerados:
(00,idp1y), (o1,idpy), (00,6001), (00,0101), (00,0201), (01,8000), (01,6100) y (o1,6200);
y tres 3-simplejos no degenerados:

(0000,02), (0100,01) vy (0101,00).

Deducimos de las igualdades:

do(O’o,ld ) ( 50) dl((fo,ld ) (1d[1],51) d2(0’0,1d ) (5100,52)
do(o1,idpy) = (5000,50) di(o1,idpy) = (idpy, 61) da(01,idp1y) = (idpiy, 62)
do(a (5001):(1d 516000) dl(o,éool):(ld[l]ﬁo) dg(O’ 6001):(5100,60)
do(Uo,5101):(ld 515000) dl(U()75101)=(id[1]751) d2(0075101) (5100751)
do(o 5201) (1d 525000) d1(0,5201)=(1d[1],6g) dg(a 5201) (5150,52)
do(o1,8000) = (6000, 00) d1(o1,8000) = (idp17, o) dz (o1, 8000) = (id[11, 620000
do(o1,8100) = (6000, 01) di(o1,6100) = (idp1y,61) dz(o1,6100) = (idp11, 620100)
do(01,6200) = (6000, 62) di(o1,8200) = (idp1), 02) dz(01,6200) = (id[17,620100) ,

do(o000,02) = (00,8001) d1(0000,02) = (00,8101)  dz2(0000,02) = (00,id[1])  d3(c000,02) = (810000,id[1])
do(o100,01) = (01,8000) di(0100,01) = (01,id[1])  da(o100,01) = (00,id])  ds(o100,01) = (00,6201)

do(o101,00) = (800000,id)  di(o101,00) = (01,id[1])  da(o101,00) = (01,6100) d3(o101,00) = (01,8200) ;

que darse un elemento del conjunto HomsSet((Al X AQ) / (quA1 X A2),N (g )) equivale

a darse un diagrama en G de la forma:

(16.8)
£(01,6200)® £(00,6201)®
(X(id[l],zsgélog) ®l)®1l X(idpyy,80) ®1 (1®X(id[1]7525000))®1
azll la
X(id[l],526100) ®(1®1) le (X(id[1];525000) ®1)
N(o101,00) E(Ulvid[l]) No109,01)
X(id[l],625100)®r5_1 j1®5(01,5000)
E(on.i
X(idpy),626100) ® 1 P X(idpyy.61) (701} 1® X(iay.60)
91,9190
]1‘35(005061)
§(00.5101) e00:02)
] (1 ® X(id[1]a515000))
la
B — .
1® X(idpyp.616000) =5 (1©1) ® Xiap,),615000)

™1 ®X(id[17,616000)
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Finalmente observemos que en el conjunto simplicial HomsSetO(A1 [sa AL, N (G))
las imagenes por las funciones dy, dy y dy del 2-simplejo (16.8) son los 1-simplejos:
£(o0,5001) §(1,8090)
1® X(idpygo16000) — X(idpy0) < X (idpip,620000) ® 1,

§(o0,6101) &(01.6100)
1e X(id[l]v‘SlaOUO) (id17,01) X(id[11,525100) ®1

€(o0.6901) €(a1.6900)
y 1 ® X(id[l],525000) - (1d[1]760) -~ (id[l],égélcfo) ® 1 )

respectivamente.
No es dificil concluir de esta descripcién que si 0 < k£ <2y G es un 2-grupo que

cumple las hipdtesis del enunciado del Lema 16.2.1 entonces la funcion:

1,k
(169) Homgget <A2=HoimsSet0 (Al/quAl,N(g))) -z Homgget (Alk,HoirnsSetO (Al/squl,N(g)))

inducida de la inclusién o™*: A2k —— A2 no es inyectiva; lo que implica que el con-
junto simplicial HomsSeto(Al/quAl,/\/(g)) no es un l-grupoide de Kan. O

§16.3. Si X es un conjunto simplicial reducido y G es un 2-grupo, un determi-
nante de X con valores en G es por definicién una pareja de funciones D = (D, T):

X 2. {Objetos de Q} y Xy AN {Morﬁsmos de g}

que cumple las siguientes propiedades:

(1) (Compatibilidad) Si € € X5 entonces T'(£) es un morfismo de G de la forma:

()

D(d2§) ® D(do€) D(dq§).

(11) (Unidad) Se tiene que D(so*) =1y T(sgosg*) =7 =r'.
(r1) (Asociativa) Sine X3 tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

T(d2n)

D(Ags) D(Ao1) ® D(Ai3)
TD(Am)@T(do )
T(din)
K D(A()l) ® (D(Alg) ® D(Agg))
azll
D(AOQ) ® D(AQg) T(dam)®D (Aga) (D(Agl) ® D(Alg)) ® D(Agg) s

donde Aps =didyn = dydyn Agi = dadan = dadsn Az = didon = dodan
Age =dadin = didsn Agg = dodon = dodin Ayg = dodon = dodsn.
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Escribimos det x(G) para denotar al conjunto de los determinantes de un conjunto

simplicial reducido X con valores en un 2-grupo G. Observemos que se tiene un funtor:

(16.10) sSety” x 2-Grp ——=*

(X,9) - dety(G)

Set ,

definido en un morfismo de conjuntos simpliciales reducidos f: ¥ — X y en un mor-

fismo de 2-grupos F = (F,m%): G — H por la funcién:

det (F)
detx(G) dety (H)
(D,T) — (D.T)
donde:
(16.11) Y; _P. {Objetos de 7—[} y Y, {Morﬁsmos de 7-[}
B - (DB e BE(n)em”

Mostremos que la pareja (D,T) es efectivamente un determinante de Y con valores
en H: En efecto, para empezar observemos que si 7 es un 2-simplejo de Y entonces
T(fo7) es un morfismo de G de la forma:

T(f21)
D(dy fat) ® D(do f27)

D(dl f2T);

por lo que T(7) = F(T(for)) omF es un morfismo de H de la forma:

D(d, 1),

B(dQT) ®D(d07’)

pues F(D(d; o f27)) = F(D(fi(d; 7'))) = D(d;7)si0<i<2.
Por otro lado, se tiene que:
E(80*) = F(D(f1 050*)) = F(D(Soofo*)) = F(D(SO*)) = F(lg) =1y y
T(s0s0%) = F(T(fas0s0%)) om® = F(T(spso*))om!” = F((1')omf, = (7",

Mostremos:

PROPOSICION 16.3.1. Los funtores det.l( o ) y HomsSetO( o, N(.Q)) de dominio
la categoria producto sSety” x 2-Grp y codominio la categoria de los conjuntos Set
son naturalmente isomorfos.
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DEMOSTRACION. Si G es un 2-grupo y X es un conjunto simplicial reducido, ob-

servemos que la funcion natural:
(16.12) Homgget, (X, NV (G)) — detx(G)
fc — (f17 f2)

estd bien definida: En efecto si f: X — AN (G) es un morfismo de conjuntos simplicia-

les, tenemos para empezar que:

fi(s0x) = s0(fox) = s0(*) =1 y Ja(s0050%) =500 80(fox) =500 80(x) ="

Por otro lado si € € X, entonces f»(§) es un 2-simplejo del nervio de G tal que

d;o fo(&) = f10d;(§), dicho de otro modo f5(£) es un morfismo de G de la forma:

fi(d2&) ® fi(do§) f2—(£)> f1(di€).

Por tltimo, si 7 es un 3-simplejo de X entonces f3(n) es un 3-simplejo del nervio

de G tal que d; o f3(n) = f20d;(n), es decir tenemos un diagrama conmutativo:

f1(Ags) e f1(A0) ® i Ars)
f1(Ao1)® f2(do )
fa(dim)
J1(Ao1) ® (fi1(A12) ® f1(Az))
azll
f1(Ag2) ® fl(A23)f2(d3n)@fl(A%)(fl(Am) ® fi1(A12)) ® fi(Aszs),

donde Apg =dydyn = dydan Ap1 = dadan = dadsn Ayz = dydon = dodan
Aoz =dadin = didsn Agz = dodon = dodyn Az = dadon = dodsn.
Por lo tanto si f: X — N(G) es un morfismo de conjuntos simpliciales, la pareja
(f1, f2) es un determinante de X con valores en G.
Observemos por otro lado que por el Lema 15.1.1 el conjunto simplicial N'(G) es

3-coesquelético, por lo que para mostrar que la funcién (16.12) es biyectiva solamente

necesitamos ver que la funcién:
(16.13) Homser., (73 (X), 75 (M(6))) —— detx(G)
Je — (f1, f2)

es biyectiva donde 7;: sSet — sSet.; es el funtor truncacion.
La funcion (16.13) es inyectiva:
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Supongamos que f,g: 74X — 7§ (N (Q)) son dos morfismos de conjuntos simpli-
ciales truncados tales que f; = g1 v fo = go. Claramente f; = go. Por otro lado ya que
el conjunto simplicial N'(G) es débilmente 2-coesquelético, para mostrar que f3 = g3 es
suficiente notar que para todo av € X3y 0 <17 <3 se tiene que:

di(fza) = faodi(a) = g2odi(a) = di(gsar).

La funcion (16.13) es sobreyectiva:
Si (D, T) es un determinante de X con valores en G vamos a definir un morfismo

de conjuntos bisimpliciales f: 73X — 75 (N(G)) talque fi=Dy fo="T.

Definimos primero ¢: 75X — 7, (N(g)) por las reglas w2 =T, 1 = D y g = id,.
De las propiedades (1) y (11) que cumplen los determinantes y del siguiente Lema, se

sigue que @ es efectivamente un morfismo de conjuntos simpliciales truncados:

LEMA 16.3.2. Sea X un conjunto simplicial reducido y G un 2-grupo. Si (D,T)

es un determinante de X con valores en G para todo elemento A de X tenemos que
T(si(A)) = si(D(A)) s10<i<1, es decir:

T(so(A)):fbl(A) T(SI(A)):TE}(A)

D(A)  y  DA)el D(A) .

1® D(A)

DEMOSTRACION. Si A € X; vamos a mostrar que T(so(A)) = £}, La igualdad

T(s1(A)) = rl‘jl(A) se muestra de manera anéloga.

Para empezar consideremos spso(A) € X3. Por las propiedades (11) y (111) que cumple

el determinante (D, T') tenemos un diagrama conmutativo en G:

DA) —Y  1gDpa)
}18T(s0 A)
T(so4) 1@ (1® D(A))
azll
1® D(A) Py (1®1)®D(A);

lo que implica que tenemos un triangulo conmutativo en G:

@1,1,D(A)

(1e1)®D(A) 18 (1@ D(A))

m% 41@3{(8“1)

1® D(A)
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Como I; =7y y el siguiente es un triangulo conmutativo de G:

a1,1,D(A)

(l®1)® D(A) 1@ (1@ D(A))

1e D(A) P

se sigue que 1@ T'(sg A) = 1 ®€E)1(A). Por lo tanto T(SO(A)) = E_DI(A) pues 1 ® - es una

equivalencia de categorias. (|

Para concluir la prueba de la Proposicién 16.3.1, notemos por 1ltimo que como
el conjunto simplicial A/ (g ) es débilmente 2-coesquelético, se sigue de la propiedade
(1) que cumplen los determinantes con valores en un 2-grupo que existe un dnico
morfismo de conjuntos simpliciales truncados f: 75X — 73 (./\/ (G )) tal que 75 (f) = ¢,

en particular fi=p1 =Dy fo=ps=T. O

Si D1 = (D1,T1) y Do = (Dg,Ty) son dos determinantes de un conjunto simplicial
reducido X con valores en el 2-grupo G, una homotopia de Dy en Dy es una terna de
funciones:

X . {Objetos de g} y X LN {Morﬁsmos de g}

que cumple las siguientes propiedades:
(1) Para todo € € X5 los morfismos Ry(§) y R1(&) son morfismos de G de la

forma:

Ro (&) H(dy€) ﬂH(dQQ“)@Do(doﬁ)

Dy (da§) ® H(dof)

(11) H(so*) = 1.
(r1) Para todo 1 € X3, el siguiente es un diagrama conmutativo:

Ry (dgn)®Dg(A23) Ro(dgn)@Dq(A23)

(H(A01)®D0(A12))®D0(A23) H(Ap2)®Dg(A23) =< (D1(A01)®H(A12))®D0(A23)
alll aa
H(A01)®(D0(A12)®D0(A23)) D1(A01)®(H(A12)®D0(A23))

(a) Ry (d1n) (b)

H(Ap1)®Tq(dgn) lDl(Am)@Rl(doﬁ)
H(Ag1)®Dg(A13) H(Ap3) Ro (dn) D1(Ag1)®H(A13)

Rq(dan)

TDl(Am)@Ro(don)

Ro(d1m) ©

D1(A01)®(D1(A12)®H(A23))
2la

D1 (Ag2)®H (A23) Tél—(dgn)®H(A23) (Dl(A02)®D1(A12))®H(A23)
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donde
Aoz =dydin = dydan Apr = dadan = dadsn A = didon = dodan
Age =dadin = didsn Aoz = dodon = dodin Avg = dodon = dodsn .

Consideremos ahora la funcién natural:

Homotopias
(16.14) Hom g, (X,N(g))l —— { de determinantes

de X en G

que a un morfismo F: X x Al — N (G) de conjuntos simpliciales cuya restriccién a

* x Al es el morfismo constante, asocia la homotopia:

(16.15) (H,Ro, R1) = (Fi(-,idpy), Fa(+,00), Fo(+,01))
del determinante de X en G:

(16.16) (D1, 1) = (Fl( +,01000), Fa(+,010000 Uo))
en el determinante:

(16.17) (Do, Tp) = (Fi(+,00000), Fa(+,80000009)).

No es dificil mostrar que (16.15) es efectivamente una homotopfa de determinantes
(para demostrar (ITT) hay que considerar F3(n, g0 0q), F3(n,01000) y F3(n,010071)).
Ademés (16.16) y (16.17) son determinantes pues son las imédgenes por la funcién (16.12)
de los morfismos:

Xxéi

X =X x A0 XxAl—2 5 N(G)

donde 0 <7< 1.
Mostremos:

LEMA 16.3.3. La funcion (16.14) es una funcion biyectiva.

DEMOSTRACION. Como el conjunto simplicial N'(G) es 3-coesquelético por el Lema
15.1.1, para mostrar que (16.14) es una funcién biyectiva necesitamos ver que la funcién
inducida:

(16.18) Hom,g,,.. (75 (X), 75 (N(9))) — detx(9)

es biyectiva donde 7;: sSet — sSet 3 es el funtor truncacion.
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A} = {50, 51}, Al = {5000'0, 51000a 1d[l]}a
A% = {50000000, 01000009, 0o, 01} y
Aé = {5000'000'000'07 6100'000'000'07 0g ©0g, 0100, 0'100'1}.
U

Ya que por la Proposicién 15.1.4 el conjunto simplicial HomsSeto(X N (g)) es un
complejo de Kan, se sigue de la Proposicion 16.3.1 y del Lema 16.3.3 que la relacién de
homotopia inducida en el conjunto dety(G) es una relacién de equivalencia. Mas atin,

si denotamos como detx(G) al cociente inducido, el funtor (16.10) induce un funtor:

dete, (o2)
(16.19) sSety” x 2-Grp — . Set,
con la siguiente propiedad:

PROPOSICION 16.3.4. Los funtores det, (o) y WO(HomSSetO( o, N(e2) )) de do-
minio la categoria producto sSety”” x 2-Grp y codominio la categoria de los conjuntos
Set son naturalmente isomorfos.

Se sigue de la Proposicién 10.1.2, 15.1.4 y 16.3.4 y del Corolario 15.1.6 que si F' =
(F,m"): G — H es una 2-equivalencia débil de 2-grupos y f: ¥ — X es una 2-
equivalencia débil de conjuntos simpliciales reducidos, la funcion:

det(F)

detx () dety (H)

es biyectiva.
En particular, el funtor (16.19) induce un funtor:

hdete, (e2)
7 Set.

(16.20) sSeto[(Wge‘i)_l]op x 2-hGrp
con la siguiente propiedad (ver el Corolario 15.2.8):

COROLARIO 16.3.5. Si G es un 2-grupo y X es un conjunto simplicial reducido, los
funtores:

hdet.(G) hdetx (o)

sSeto[(Wged)_l]op — > Set y 2-hGrp Set

son representables por N(G) y por el 2-grupo fundamental de X, respectivamente.
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§16.4. Si X es un conjunto bisimplicial reducido y G es un 2-grupo, un deter-
minante (funtorial) de X con valores en G es por definicién una pareja D = (D, T)

compuesta por un morfismo de conjuntos simpliciales:

Xo1 —2= N(G) = N2(G)..,

(con imagen en el nervio del grupoide subyacente al 2-grupo G) y una funcién de

conjuntos:
Xo2 L {Morfismos de G} |

tales que:

(1) (Compatibilidad) Si & e Xoo, T(£) es un morfismo de G de la forma:

()
Dy(d3¢) ® Do(dié) —— Do(di§);

(11) (Unidad) Se tiene que Dy(sy(*)) = 1y T(s¥sy(*)) = i34 = rit.
(111) (Funtorial) Si ¢ € X2 se tiene un cuadrado conmutativo:

T(d} Q)
Do(dgd}f Qe Do(dqéd}f () —— Do(dlfd}f ¢)

D1(dy ¢)®D1(d ¢) l l D1(d7 ¢)

Do(dgdg Qe Do(dgdg ¢) m Do(di)dg ¢)
0

(Recordemos que d!dy = didY).
(1v) (Asociativa) Sine X3 se tiene un diagrama conmutativo:

T(dymn)

Dy(Aops) Do(Ao1) ® Do(Ass)

Do (Ao1)®T(dyn)

(16.21) T(dyn) Do(Ap) ® (Do(A12) ® Do(Aza))

a?l

(Do(Ag1) ® Dy(A12)) ® Do(Aszs),

Dy(Ao2) ® Dy (A23)T(d“ m)@Do(Az23)
3 2

donde Ay =didiy = didyy Aoy = didin = dydyn Ay = didyn = didin
A =d3din = didn  Ag = didgn = dydiy  Aw = ddin = dids.
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Denotemos como det (G), al conjunto de los determinantes de un conjunto bisim-

plicial reducido X con valores en un 2-grupo G. Definimos un funtor:

(16.22) ssSety” x 2-Grp Set,

(X7 g) *’ det(9)o

como sigue: Si f: Y — X es un morfismo de ssSety y (o, m?): G — H es un mor-
fismo de 2-grupos, definimos la funcién:

@f(@vmw)

det(G)o

dety (H)o
por la formula det f(go, m‘P)(D, T) = (D,T), donde D y T son las composiciones:

fon N2(pm?)e 1

Yo —— Xo —— N2(9), | N2(H),
y
2(m®
Yo,z fo,2 X072 T /\/’2(g)072 NZ(p,m#)o,2 ./\/’2(7'[)0’2.

Si la pareja (D,T) definida de esta forma es un determinante de Y con valores en
H, se demuestra sin dificultad que det (¢, m#) es en efecto un funtor. Mostremos que
(D, T) es un determinante. Para mostrar la propiedad (1) observemos que se tiene un

diagrama:
2 m
Yor — Xy, ﬂw\/?(g)ov1 Moo, N (H),,
v (a) J}J (b) ci? (c) ]d?
Yo, fT,2> Xop T /\/’2(9)0’2 N2(p,m% )0 N2(H)0,2

donde (a) y (c) son cuadrados conmutativos pues f y (p,m¢¥) son morfismos y (b)
es conmutativo ya que (D,T") es un determinante. Entonces si & € Yy o tenemos que
dT'(€') = Dody (&)

Se verifica la propiedad (11), es decir que Dy(s§(*)) =1y T(sgsy(x)) = I+ = rit

notando que se tienen los diagramas conmutativos:

fo,1 Do N2(p,m*®)o,1

YE),l _— XO,l —_— N2(g)0,1 N2(%)0,1
v ,t) /t; v
58 slo slo Tso

* * * *
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fo,2 T N2(,m?)0,2
’ 2 ? 2
Yoo —— Xo» — N?(G),, N2(H),,
SSSST 5650 sgls}j EREN
* * * *

Por otro lado, si (" € Y] 5 se tiene el siguiente cuadrado conmutativo de G:

T(d} f1,2¢")

Dy (dydy f1,2¢") ® Do(dgdlr f1.2¢") Do (dvd? f12€")
D1(dy f1,2¢")®D1 (dY fl,zc’)L lDl(di’ f1,2¢")
Do(dydfy f12¢") ® Do(dgdl f1,2¢") Do(dydg fr2¢")

T(dy f1,2¢")

de modo que al aplicar el morfismo (¢, m¥) deducimos el siguiente cuadrado conmuta-

tivo de H:

T(dy¢)

Eo(dgdlf ") ®Eo(d8dlf ¢’ Eo(di)d}f ¢")

D1(d3 ¢")eD1(dy (") l le(d’f ¢

Dy(dsdsi (') ® Do(dgds ¢') Do(dsdg ")

T(dj ¢)
Se muestra de manera analoga la propiedad asociativa.
PROPOSICION 16.4.1. Los funtores @.1( . )0 Y HomSSSetO( o, NQ(.Q)) de la ca-

tegoria producto ssSety”” x2-Grp en la categoria de los conjuntos Set son naturalmente

isomorfos.

DEMOSTRACION. Si X es un conjunto bisimplicial reducido y G es un 2-grupo,

deducimos de la definicién del conjunto bisimplicial N2(G) que la funcién natural:
HomssSet X’Nz(g) - @ g
(16.23) o ) <)
F — (Fo,17 FO,Q)

estd bien definida. Dicho de otro modo, se sigue de la definicién del conjunto simplicial
N2(G) que si F: X — N?(G) es un morfismo de la categoria ssSety, la pareja:

Xe1 LN N2(G)er = N(G) y Xo.2 e N2(G)oa C {Morphismes de g}

cumple las propiedades (1) a (1v) de la definicién de un determinante de X con valores

en G.

La funcion (16.23) es inyectiva:
Sean F,G: X — N?2(G) dos morfismos de conjuntos bisimpliciales reducidos tales

que Fo1 =G.1y Fy2 = Goa. Observemos para empezar que Fy g = G o porque N2(G).
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es el conjunto simplicial constante . Ademds Fy3 = Gos pues Foo = Goo vy porque
N2(G)oe = N(G) es un conjunto simplicial débilmente 2-coesquelético (ver el Lema
15.1.1). Finalmente, tenemos que F} 5 = G 2 porque la funcién (15.39) es biyectiva y se
tiene que Foo=Gooy Fi1 =G 1. Porlo tanto F,, =G, s8ip, 20y p+qg<3.

Se sigue que F' = G por el Corolario 15.2.4.

La funcion (16.23) es sobreyectiva:

Mostremos primero:

LEMA 16.4.2. Sea X un objeto de ssSety y G un 2-grupo. Si (D,T) es un deter-
minante de X con valores en G, para todo elemento A de Xo1 se tien la igualdad de

morfismos T(sY(A)) = s¥(Do(A)) para 0<i<1; es decir:

T(s§(AN=L5 ay (s (A))=rpk
P Do(A) y Dy(A)el ot

1® DQ(A) Do(A) .

DEMOSTRACION. Si A € X;; mostremos que T(sy(A)) = ll_)lo(A); se verifica que
T(sY(A)) = TE)(A) de manera analoga.

Para empezar consideramos el elemento sjsg(A) de X3, entonces por las propie-
dades (11) y (1v) de arriba, tenemos un diagrama conmutativo:

T(sgA)
DO(A) 1®D0(A)
18T (s8 A)
T(s A)
’ 16 (1® Dy(A))
1@ Dy(A 1e1)® Dy(A);
(4) 5o (1o 1)@ Dy(4)

dicho de otro modo tenemos un tridangulo conmutativo:

(1®1)® Dy(A) ‘ 1o (1® Dy(A))
llm A%(SSA)
1® Dy(A)

Por otro lado ya que [; =71 (ver el Lema 14.1.1), se sigue de (14.3) que tenemos un
triangulo conmutativo:

a

(1®1)® Dy(A) ® (1® Dy(A))

1
)

1 Do(A
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Por lo tanto T(sg(A)) = I} O

Do(A)°

Notemos por otro lado que por el Corolario 15.2.4, para mostrar que la funcién
(16.23) es sobreyectiva es suficiente con darse un morfismo de conjuntos bisimpliciales
reducidos truncados F: u; (X) — ps o N2(G) tal que:

Fp71 = Dpi Xp71 — N(g)p :N2(g)p71 si 0 <p< 2 y F02 =T.

Para empezar definimos:

Fp70=id* si ngg?),
(16.24) Fyh1 =D, si 0<p<?2
y  Foa=T.

Se sigue del Lema 16.4.2 y de las propiedades (1)-(11) que cumple un determinante
(D,T) que las funciones F, , definidas en (16.24) conmutan con los operadores cara y
degenerados.

Por ultimo, se sigue de la definicién del conjunto bisimplicial N?2(G) y de la propie-
dad (111) (resp. (1v)) que cumple (D,T') que existe una tnica funcién Fy» (resp. Fy3)
la cual conmuta con los operadores cara y degenerados. U

Si (D,T)y (D', T") son dos determinantes de un conjunto bisimplicial reducido X
con valores en un 2-grupo G, un morfismo de determinantes h: (D,T) — (D',T") es

una funcion:

Xoa . {Morﬁsmos de g}

con las siguientes propiedades:

(1) Para cualquier A € X ; el morfismo h(A) de G tiene la forma:

Dy(A)

D5 (A)

(11) h(syx) =1id;.
(1) Si o e Xy se tiene un diagrama conmutativo de G:

Do(dha) 2220 py(dta)

h(d'ml jmdga)
D} (dra) ey Dj(dra)
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(1v) Si € € Xpo se tiene un diagrama conmutativo de G:

()

Do(d5€) ® Do(dg€) Dy(di€)
h(d5&)®h(dgE) h(d7§)
Dy(d36) ® Dy(dg6) — = Dy(d:e).

Recordemos que por la definicién (11.7) y la adjuncién (11.6) se tiene un isomorfismo

natural:

Hom{lJ,.,, (X, N%(G)), =Homgser, (X xp7(A))/(* xpi (A1), N*(9))
gHomssset(X X p{(Al),/\/’Z(Q)) .

Definimos por este medio una funcion:

Morfismos de
HomSSSeto (X N2(Q)) —— {determinantes de X}

(1625) con valores en G
" *’ hi = Hia(5§(e) idp)
donde:
. (Sh/(_)’id[l]) Hy 1
hu = H171(86L(0) 71d[1]) = ( Xo,1 0—> X1,1xA ———= N?(G)11 )

es un morfismo del determinante:

X.’1><51 H.71 X0’2><51 HO,Q
( X.,l SX.JXAO —_——> X.,1><A1 e N(g) y XO,Q §X072XA8 —_—> X()72><A(1) e N2(g)072 )

en el determinante:
Xeo12Xe1xA) —— X, 1xA! —= N(G) , Xo,.2 §X0,2><A8 EEEEEE——— XO,QXAé — N2(G)o.2

( Xe,1%00 H, Xo0,2%60 Hop2 )

Mostremos que hy cumple la propiedad (11) de la definicién de morfismo de deter-
minantes: En efecto, si o € X1 se tienen dos tridangulos conmutativos en G:

H071(d?0é, 51)

o Hlyl(a,id[l])
Ha(sgor,00) = [ Hulos deidan)

H071(d?0é,50) Hg,l(dg’a/,éo)

Hy 1(,00 00)
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Hy,1(o,60100)

H(Ll(d]llOé,(sl) H071(d6106,61)

h
y H2,1(8104,00) = Hya(spdhaidpy) |
Hlyl(a,id[l]

H071 (ngé, 50)
por lo que se tiene un cuadrado conmutativo:

Hy,1(o,60100)

Hovl(d?a, 51)

h
H()J (dOOé, 51)
Hya(sh d’fa,id[l])l |H1,1(sg dfovidpyy)

Hovl(d?a, 50)

H071 (dga, 50)

Hy,1(a,0000)
Ademés hy cumple la propiedad (111) ya que si £ € Xg o se tiene que Hio(s§¢,1dp)
es el siguiente diagrama conmutativo de G:

Ho,2(€,01)
Ho 1 (d5€,01) ® Ho 1 (dg€, 01) S

HO,I (d11)£7 61)

Hy (s dy &,idp1y)®Hy 1 (s df €,id[17) Hy 1 (s§dY &,idpyy)

Hy,1(d5€,60) ® Ho1(dg€, do) Ho1(d{€,do) -

-
Ho,2(&,00)

Mostremos:
LEMA 16.4.3. La funcion (16.25) es biyectiva.

DEMOSTRACION. Sean H, H': X x p;(A!') — N?(G) dos morfismos de conjuntos
bisimpliciales tales que hy = hg:. Se sigue de la definicién de (16.25) que H.y = H | y
Hyo = Hg,. Porotrolado H, s = H, ; porque N'?(G). o es el conjunto simplicial constante
con valor *. Ya que Hyp = Hj, y N?(G)o. = N(G) es un conjunto simplicial débilmente
2-coesquelético, se tiene que Hoz = Hj 3. Ademds Hy o = H{, porque Hoo = Hpy,, Hi =
H{ | y porque la funcién (15.39) es inyectiva.

Deducimos del Corolario 15.2.4 que H = H'.

Supongamos ahora que h: (D,T) — (D',T7") es un morfismo de determinantes de

X con valores en G. Se muestra que existe un morfismo de conjuntos bisimpliciales:

X x pi(Al) —— N2(G)

tal que hy = h de la siguiente manera: Para empezar se sigue de la Proposicién 16.4.1

que existe un morfismo de conjuntos simpliciales:

HO,-

Xo.o x A N2(G)o.. = N(9)
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tal que:

H071(A,(50) = D(I](A) , H071(A,51) = DO(A) Si Ac XO,l .

y

Hy2(€,00) = T'(€), Hyo(&,61) = T(€) si £eXpo .

Por otro lado, el morfismo de conjuntos simpliciales H,o: Xo0 x Al — N2(G). 0
lo definimos como el morfismo constante de valor x; mientras que definimos H; ; por

las formulas:
Hy,(-,idpy) = h, Hi1(-,0100) = s Dy y Hi1(-,6000) = s{ D} ;

en particular, usando las propiedades (1) y (11) que cumple el morfismo de determinantes
h, se tiene que:

vV _ LU h _ Jh
HI,IOSO—SOOHLO; Hl,loso —SOOHO,Ia

dfoHl,lel,Ood;} y d?OHl,leO’lod? si0<e<1.

Finalmente se sigue de las propiedades (111) y (1v) que verifica h que existen unicas
funciones

H2,13 X2,1 X A% — Nz(g)m y H1,23 X1,2 X A% — Nz(g)m

que conmuta con los morfismos cara y degenerados.

Concluimos del Corolario 15.2.4 que la funcién (16.25) es sobreyectiva. U
Mostremos ahora (ver el Lema 16.2.1):

LEMA 16.4.4. Si X es un conjunto bisimplicial reducido y G es un 2-grupo, el con-
Jgunto simplicial HomSSSetO(X ./\/'Q(Q)) es un 1-grupoide de Kan.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 15.2.4, sabemos que HomSSSetO (X NQ(Q)) es un
conjunto simplicial 2-coesquelético. Ademas HomSSSetO (X N2(G )) es un complejo de
Kan porque N2(G) es un objeto fibrante de la categoria de modelos simplicial punteada
(ssSetO,ngg , Mono, ﬁbgiag ) de la Proposicién 11.3.1.

Se sigue del Lema 12.3.1 que para mostrar el enunciado tenemos simplemente que
mostrar que la funcién:

(16.26)

l,k

Homgget (A2, HomSsseto (X N2(G) ) ) Homgget (AM, HomSSSetO (X N2 (g)) )
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inducida de la inclusién a¥: A2* — A? | es inyectiva para toda 0 < k < 2; es decir, por
el isomorfismo (11.9) y la primer adjuncién de (11.4), hay que mostrar que la funcién:

(1627) Homssset<X X pIAQ,NQ(g)) HomssSet(X X piAZkaNQ(g)) ;

es inyectiva.

No es dificil notar que para ello basta con mostrar que para toda ¢ > 0 la funcion:

(1628)  Homuser(Xoy x A2 N2(G).,) Homgser (Xa g % A%, N?(G)a)

es inyectiva, es decir que la siguiente funcion es inyectiva:

(16.29)

HomsSet(A27HO_msSet(X-,mNz(g)-,q)) — Homgget (Az’kvHO_msSet(X-,anQ(g)-,q» .
Finalmente, por el Lema 15.2.1 sabemos que N?(G)., es isomorfo al nervio del el

grupoide G, de los ¢g-simplejos del 2-grupo G. De modo que Homsset(X.vq,./\/?(g).,q) es
un 1-grupoide de Kan, por lo que la funcién (16.29) es inyectiva. O

Se sigue de la Proposicién 16.4.1 y de los Lemas 16.4.3 y 16.4.4 que el funtor (16.22)

se extiende en un funtor:

(16.30) ssSety” x 2-Grp

Grpd

(X ) g) — dety(9)
con la siguiente propiedad:

COROLARIO 16.4.5. Los funtores N(@.l( o )) y Hom") (01,N2(02)) de la

ssSet(
categoria producto ssSety” x 2-Grp en la categoria de los conjuntos simpliciales sSet

son naturalmente isomorfos.
Deducimos de los Corolarios 16.4.5 y 13.2.3:

COROLARIO 16.4.6. S G es un 2-grupo, el funtor composicion:

det.(9) N

ssSet” Grpd sSet

es representables por el conjunto bisimplicial reducido N?(G), cuando vemos a ssSetg
1)

como una categoria enriquecida en sSet por el funtor Hom g

En particular, f: X —Y es una 2-equivalencia débil de conjuntos bisimpiciales

reducidos, si y solamente si la funcion inducida:

dety () aeul9), detx (9)
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es una equivalencia débil de grupoides para todo 2-grupo G. Mds ain, el funtor inducido:

) _ h{ Nodeto(G)
ssSeto[(ngg) 1]0p ( : )

sSet[W;!]

también es representable por el conjunto bisimplicial reducido N?(G), cuando vemos
a SSSeto[(Wgwg)fl] como una categoria enriquecida en la categoria de los 1-tipos de

homotopia.

Recordemos que la categoria homotépica de los grupoides hGrpd es la categoria
cuyos objetos son los grupoides y los morfismos son las clases de isomorfismos natural

de los funtores entre ellos:
Hothrpd(g,H) = Wo(Hg).
En el siguiente Corolario denotamos como:
Grpd —— hGrpd

al funtor canénico. Observemos que Hom, g, es un enriquecimiento de la categoria de
los 2-grupos en la categorfa de los grupoides Grpd, por lo que Hom, g, también es

un enriquecimiento de 2-Grp en la categoria homotopica hGrpd.

COROLARIO 16.4.7. Si X es un conjunto bisimplicial reducido, el funtor composi-
cion:
@X(’)

Grpd —— hGrpd

es representable por el 2-grupo de homotopia del conjunto bisimplicial reducido X .

2-Grp

En particular, (p,m¥): G — H es una 2-equivalencia débil de 2-grupos, si y sola-

mente si el funtor:
det , (p,m?)
det(G) ——"" det(H)

es una equivalencia débil de grupoides; por lo que el funtor inducido:

mo(det (+))

2-hGrp Set

también representable por el 2-grupo de homotopia del conjunto bisimplicial reducido

X.

DEMOSTRACION. Si X es un conjunto bisimplicial reducido y ITy(X) el 2-grupo
de homotopia de X, se sigue de la definicién de II5(X) que existe un isomorfismo

NS(HQ(X)) — X en la categoria ssSeto[(ngg)_l], de donde deducimos un ismor-
fismo en sSet[(Wl)_l] natural en G:

Hom{l,, (M*(M2(X),N*(9))) = Hom{,, (X, N*(9)).

ssSet( ssSet(
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Deducimos de los Corolarios 15.2.7 y 16.4.5 un ismorfismo en hGrpd natural en G:
@X(g) = I—Io—m2—Grp(H2(X)’ g) )

pues el funtor nervio N: Grpd — sSet induce una equivalencia de categorias (ver
§13.2):

hGrpd . sSet[(Wl)_l] :
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