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Introducción

Denotemos como KA al conjunto simplicial reducido asociado a una categoŕıa exacta

A por la s●-construcción de [Wal83]. Entonces un n-simplejo de KA es una serie de

n − 1 monomorfismos admisibles de A junto con una elección de cocientes.

Los grupos de homotoṕıa de KA son por definición los K-grupos de Quillen de A;

mas precisamente Kn(A) = πn+1(KA) para n ≥ 0. Recordemos la siguiente propiedad

universal (no estable) de los K-grupos de Quillen inferiores de A:

K0 El grupo K0(A), es decir el grupo fundamental del conjunto simplicial redu-

cido KA, representa al funtor:

Grp
adA // Set ;

de las funciones aditivas de A, donde una función aditiva de A con valores en

un grupo G (no necesariamente conmutativo) es una función a∶ Ob(A) // G

con las siguientes propiedades:

(i) a(0) = eG el elemento neutro de G.

(ii) a(B) = a(A) ⋅ a(C) para cualquier sucesión exacta de A:

A // // B // // C .

Ver las Secciones §7.3 y §16.1 de este trabajo.

K1 El 2-grupo fundamental del conjunto simplicial reducido KA, cuyos grupos de

homotoṕıa son los grupos K0(A) y K1(A), representa al funtor con valores

en la categoŕıa Set de las (clases de homotoṕıa de los) determinantes de

A definido en la categoŕıa homotópica de los 2-grupos (no necesariamente

conmutativos):

2-hGrp
hd̃etA( ⋅ )

// Set .

Ver §4.6 of [Del87] y la Sección §16.3 de este trabajo.

Hay una versión enriquecida de la propiedad K1: Denotemos como KA al conjunto

bisimplicial reducido asociado a A por la wS●-construcción de [Wal83]. Entonces un

p-simplejo del conjunto simplicial KA●,q es una p-cadena de isomorfismos naturales entre

elementos de KAq . En particular los conjuntos simpliciales reducidos diag(KA) y KA

son débilmente equivalentes de forma canónica.
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2 Elhoim Sumano

Se tiene:

K1E El 2-grupo fundamental del conjunto simplicial reducido diag(KA) representa

al funtor con valores en la categoŕıa homotópica de los grupoides hGrpd de

los determinantes (funtoriales) de A definido en la categoŕıa de los 2-grupos

(no necesariamente conmutativos):

2-Grp
det

A
( ⋅ )

// hGrpd .

Ver §4.3 de [Del87] y las Secciones §7.4 y §16.4 de este trabajo.

En los art́ıculos [MT07] y [MTW15], usando módulos cuadráticos se demuestra

la propiedad K1E para cualquier conjunto bisimplicial reducido, en particular para el

conjunto bisimplicial asociado a un derivador como en [Mal07a] o a una categoŕıa de

Waldhausen por la wS●-construcción.

En esta tesis la propiedad universal K1E que tiene el 2-grupo fundamental de cual-

quier conjunto bisimplicial reducido, será deducida de las propiedades homotópicas que

tiene el conjunto bisimplicial reducido N 2(G) asociado a todo 2-grupo G por el funtor

2-nervio de [LP08], en la estructura de categoŕıa de modelos simplicial “canónica”sobre

la categoŕıa ssSet0 de los conjuntos bisimplicailes reducidos que modela los 2-tipos de

homotoṕıa punteados conexos (ver la Proposición 11.3.1, el Teorema 15.2.2 y la Sección

16 del Caṕıtulo 3)

La estructura de la tesis es la siguiente:

Caṕıtulo 1. En las Secciones 1, 2 y 3 recordamos la notación y las propiedades

básicas del concepto de (co)ĺımite en una categoŕıa usual y en las Secciones 4, 5 y

6 extendemos este concepto al de (co)limite homotópico en una categoŕıa de mode-

los, demostrando sus propiedades de manera análoga a las de los (co)ĺımites clásicos.

Posteriormente en la Sección 7, usando cuadrados homotópicamente (co)cartesianos,

definimos la K-teoŕıa de un categoŕıa de modelos (respecto de una familia de sus obje-

tos).

Caṕıtulo 2. En la Sección 8 recordamos notación básica sobre la estructura de

categoŕıa de modelos simplicial en la categoŕıa de los conjuntos simpliciales sSet, donde

las equivalencias débiles son las n-equivalencias débiles Wn (para alguna 0 ≤ n ≤∞) y

las cofibraciones son los monomorfismos (sSet,mono,Wn). Mientras que en la Sección

9 revisamos condiciones equivalentes para que en una categoŕıa de modelos simplicial

su enriquecimiento sea de hecho un enriquecimiento compatible con las n-equivalencias

débiles.

En las Secciones 10 y 11 recordamos para 0 ≤ n ≤ ∞ dos categoŕıas de modelos

simpliciales equivalentes de Quillen que modelan los n-tipos de homotoṕıa punteados

conexos. Primero revisamos en la Sección 10 la estructura de categoŕıas de modelos
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simplicial en la categoŕıa de los conjuntos simpliciales reducidos sSet0 donde las cofi-

braciones son los monomorfismos, las equivalencias débiles son las n-equivalencias ho-

motópicas débiles ν⋆Wn, y el espacio de funciones es la restricción a sSet0 del espacio

de funciones habitual para los conjuntos simpliciales punteados. Entonces en la Proposi-

ción 10.1.8 damos un conjunto generador de cofibraciones triviales para la familia de las

fibraciones entre los objetos fibrantes de la categoŕıa de modelos (sSet0,mono, ν⋆Wn).
Posteriormente en la Sección 11, aplicando la construcción de [Dug01] a la categoŕıa

de modelos (sSet0,mono, ν⋆Wn), deducimos una estructura de categoŕıa de modelos

simplicial en la categoŕıa de los conjuntos bisimpliciales reducidos ssSet0 donde las

cofibraciones son los monomorfismos, las equivalencias débiles son las n-equivalencias

homotópicas débiles diagonales d⋆Wn y el espacio de funciones es inducido del funtor

p∗1(∆●)∶ ∆ // ssSet0 definido por p∗1(∆n)p,q = ∆n
p . En el Corolario 11.3.4 obtenemos

condiciones suficientes para que un conjunto bisimplicial reducido sea un objeto fibrante

en la categoŕıa de modelos (ssSet0,mono, d⋆Wn).
Caṕıtulo 3. Comenzamos el Caṕıtulo en la Sección 13 recordando las propiedades

homotópicas del funtor nervio (geométrico) para las categoŕıas pequeñas, cuando lo

restringimos a los grupos. En la Sección 14 revisamos la 2-categoŕıa cat⊗Nlax de las

categoŕıas monoidales, los funtores monoidales laxos unitarios y las transformaciones

entre ellos, aśı como la sub-2-categoŕıa plena 2-Grp de cat⊗Nlax cuyos objetos son los

2-grupos.

Por otro lado, en la Sección 15 comenzamos con la definición del funtor nervio

(geométrico)N ∶ cat⊗Nlax
// sSet0 como en [Str87], y probamos en el Lema 15.1.1 que

N es el mismo que el funtor nervio de [Dus02] cuando lo restringimos a las bicategoŕıas

con un objeto. En la Proposición 15.1.4 recordamos que el nervio de un 2-grupo N (G)
es un objeto fibrante de la categoŕıa de modelos (sSet0,mono, ν⋆W2). Posteriormente

en §15.2 definimos un funtor nervio N 2∶ cat⊗Nlax
// ssSet0 tomando una “resolución

simplicial”del funtor N . Entonces probamos en el Teorema 15.2.2 que N 2(G) es un

objeto fibrante de la categoŕıa de modelos (ssSet0,mono, d⋆W2) para cualquier 2-

grupo G. Más aún, probamos en el Corolario 15.2.5 que el funtor N 2 es fielmente pleno

y en §15.2.2 que N 2 admite una extensión a un funtor simplicial fielmente pleno.

Finalmente en la Sección 16 deducimos las propiedades K1 y K1E señaladas arriba

(resp. la propiedad K0) de las propiedades homotópicas de los nervios geométricos

de un 2-grupo N (G) y N 2(G) (resp. el nervio geométrico de un grupo N(G)) en la

categoŕıa de modelos correspondiente (sSet0,mono, ν⋆W2) o (ssSet0,mono, d⋆W2)
(resp. (sSet0,mono, ν⋆W1)).





Caṕıtulo 1

Los K-grupos de una categoŕıa de modelos

En el presente Caṕıtulo recordamos el concepto de (co)ĺımite homotópico en una

categoŕıa de modelos, demostrando sus propiedades de manera análoga a las de los

(co)ĺımites clásicos en una categoŕıa usual. Posteriormente, usando cuadrados homotópi-

camente (co)cartesianos, definimos la K-teoŕıa de un categoŕıa de modelos (respecto de

una familia de sus objetos).

1. Preliminares

§1.1. Universos y categoŕıas. En algunas partes de este trabajo pueden apare-

cer problemas de tamaño con las familias de objetos que consideramos, concretamente

en la construcción de la categoŕıa de fracciones de una categoŕıa con equivalencias débi-

les. Para resolver estas dificultades supondremos como fundamentos a los axiomas de

Zermelo-Frenkel (ver por ejemplo [Kun95]), el axioma de elección y la existencia de

al menos un universo de Grothendieck, al que fijamos y denotamos como U (ver por

ejemplo [Low14]).

Cualquier familia de objetos con la que trabajemos se supondrá entonces que es un

conjunto. Más aún, definimos una categoŕıa abstracta (resp. una 2-categoŕıa abstracta)

como una categoŕıa (resp. una 2-categoŕıa) en el sentido habitual, cuya familia de todos

sus objetos y la de todas sus flechas (resp. sus objetos, sus 1-flechas y sus 2-flechas) son

conjuntos. Si C es una categoŕıa abstracta (resp. una 2-categoŕıa abstracta), denotamos

como HomC(X,Y ) (resp. HomC(X,Y )) al conjunto (resp. a la categoŕıa abstracta) de

los morfismos en C de X en Y .

Por otro lado, definimos un conjunto pequeño (resp. conjunto grande) como un

conjunto Ω tal que Ω ∈ U (resp. Ω ⊆ U). Una categoŕıa grande como una categoŕıa

abstracta tal que el conjunto de todos sus objetos y el de todos sus morfismos son

conjuntos grandes. Una categoŕıa como una categoŕıa grande C cuyo conjunto de mor-

fismos HomC(X,Y ) es un conjunto pequeño para cualesquiera dos objetos X y Y de

C. Y finalmente una categoŕıa pequeña como una categoŕıa cuyo conjunto de objetos es

un conjunto pequeño (ver también §26.1 de [DHKS04]).

Denotamos como CAT (resp. Cat, cat) a la 2-categoŕıa abstracta de las categoŕıas

grandes (resp. las categoŕıas, las categoŕıas pequeñas), los funtores y las transforma-

ciones naturales entre ellas. Escribimos también CAT, Cat y cat para denotar a las
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6 Elhoim Sumano

categoŕıas abstractas inducidas de CAT, Cat y cat respectivamente, al olvidar las

transformaciones naturales.

§1.1.1. Categoŕıas de fracciones. Si C es una categoŕıa y W es una familia arbitra-

ria de morfismos de C, la categoŕıa de fracciones C[W−1] como se describe por ejemplo

en §5.2 de [Bor94] (ver también §1.1 de [GZ76] o §2.1 de [Rie14]), la cual se obtiene de

C al formalmente invertir los elementos de W, es generalmente una categoŕıa grande.

Más aún, se muestra que la construcción “categoŕıa de fracciones” define un 2-funtor:

(1.1)
CatW

// CAT .

(C,W) z→ C[W−1]

donde CatW (resp. CATW en (1.2) de más abajo) denota a la siguiente 2-categoŕıa

abstracta: Sus objetos son las parejas (C,W) formadas de una categoŕıa (resp. una

categoŕıa grande) C y de una familia distinguida de morfismos W de C. Una 1-flecha

de (C,W) en (D,W′) es un funtor F ∶ C // D tal que F (W) ⊆ W′. Si F y G son dos

1-flechas, una 2-flecha de F en G es una transformación natural entre los funtores.

El 2-funtor (1.1) tiene la siguiente propiedad universal: Existe una transformación

natural:

(C,W) z→ C

CatW

''

77�� γ CAT

(C,W) z→ C[W−1]
tal que si D es una categoŕıa grande, C es una categoŕıa y W es una familia arbitraria

de morfismos de C, entonces el siguiente funtor:

(1.2) HomCAT(C[W−1],D)
−⋆γ

(C,W)

// HomCATW
((C,W), (D, isoD))

es un isomorfismo de categoŕıas, donde isoD denota a la familia de todos los isomorfis-

mos de D.

§1.2. Transformaciones conjugadas. Sean:

F ∶ A // B , G∶ C // D , P ∶ A // C y Q∶ B // D

funtores entre categoŕıas abstractas, como en el siguiente cuadrado no necesariamente

conmutativo:

D
?

CGoo

B
Q

OO

A .
F

oo

P

OO
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Supongamos que los funtores P y Q (resp. F y G) tienen adjuntos izquierdos (resp.

derechos). Más precisamente, elijamos funtores adjuntos:

(1.3) B ⊥

Q

77
D

Qizq
ww

y A ⊥

P

88
C

Pizq
ww

⎛
⎜⎜⎜
⎝

resp. C ⊥

G
''
D

Gder

ff y A ⊥

F
''
B

Fder

gg

⎞
⎟⎟⎟
⎠
,

junto con una unidad y una counidad (resp. una counidad y una unidad):

(1.4) id
ηP
+3 P ○ Pizq y Qizq ○Q

εQ +3 id

(resp. F ○ Fder
εF +3 id y id

ηG
+3 Gder ○G ) ,

respectivamente.

Si Nat( ⋅ , ⋅ ) denota al conjunto de las transformaciones naturales entre dos funtores,

recordemos que se tiene una asignación:

(1.5) Nat(G ○ P,Q ○ F ) // Nat(Qizq ○G,F ○ Pizq)
Θ z→ Θizq

⎛
⎜⎜⎜
⎝

resp. Nat(G ○ P,Q ○ F ) // Nat(P ○ Fder,Gder ○Q)
Θ z→ Θder

⎞
⎟⎟⎟
⎠

que a cada transformación natural:

(1.6)

D
�� Θ

CGoo

B
Q

OO

A
F

oo

P

OO

asocia su conjugada izquierda (resp. derecha) con respecto a (1.3) y (1.4):

(1.7)

D
Qizq

��

C
Pizq
��

Goo

B
��
Θizq

A
F

oo

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

D Gder // C
V^

Θder

B
Fder

//

Q

OO

A
P

OO
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,
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la cual se define como la composición:

(1.8)

Qizq ○G
Θizq

��

(Qizq○G)⋆ηP
+3 Qizq ○G ○ P ○ Pizq

Qizq⋆Θ⋆Pizq
��

F ○ Pizq Qizq ○Q ○ F ○ Pizq
εQ⋆(F○Pizq)
ks

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

P ○ Fder
Θder

��

ηG⋆(P○Fder) +3 Gder ○G ○ P ○ Fder
Gder⋆Θ⋆Fder
��

Gder ○Q Gder ○Q ○ F ○ Fder
(Gder○Q)⋆εF
ks

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Por abuso, en ocasiones simplemente decimos que la transformación natural (1.7)

es una conjugada izquierda (resp. una conjugada derecha) de la transformación natural

(1.6).

En la literatura se suele decir que la transformación natural (1.6) cumple la condi-

ción de Beck-Chevalley si alguna conjugada izquierda de (1.6) es un isomorfismo (ver

las propiedades en §1.2.1).

§1.2.1. Propiedades simples. La función (1.5) es biyectiva. En efecto, Θ es igual a

la conjugada derecha (resp. izquierda) de Θizq (resp. de Θder) con respecto a los funtores

adjuntos (1.3) y a las transformaciones naturales:

(1.9) P ○ Pder
εP +3 id y id

ηQ
+3 Qder ○Q

(resp. id
ηF
+3 F ○ Fizq y Gizq ○G

εG +3 id ) ,

inversas1 de las transformaciones naturales en (1.4).

Más aún, dos conjugados izquierdos (resp. derechos) Θizq y Θ′
izq (resp. Θder y Θ′

der)

de la misma transformación natural Θ∶ G ○ P +3 Q ○ F , están relacionados por iso-

morfismos de la forma:

(1.10)

Q′
izq ○G

β⋆G
≅

+3

Θ′

izq

��

Qizq ○G
Θizq
��

F ○ P ′
izq F⋆α

≅ +3 F ○ Pizq

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

P ○ F ′
der

P⋆α
≅

+3

Θ′

der
��

P ○ Fder
Θder
��

G′
der ○Q β⋆Q

≅ +3 Gder ○Q

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

1Una unidad y una counidad de una misma adjunción son llamadas inversas si ellas verifican las

identidades triangulares.
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En efecto, sabemos que si consideramos otros funtores adjuntos izquierdos (resp.

derechos):

(1.11) B ⊥

Q

77
D

Q′

izq

ww
y A ⊥

P

88
C

P ′izq
ww

⎛
⎜⎜⎜
⎝

resp. C ⊥

G
''
D

G′

der

ff y A ⊥

F
''
B

F ′der

gg

⎞
⎟⎟⎟
⎠
,

con respectivas transformaciones naturales:

(1.12) id
ηP
+3 P ○ P ′

izq y Q′
izq ○Q

εQ +3 id

(resp. F ○ F ′
der

εF +3 id y id
ηG
+3 G′

der ○G ) ,

existen isomorfismos naturales:

P ′
izq

α +3 Pizq y Q′
izq

β
+3 Qizq

(resp. F ′
der

α +3 Fder y G′
der

β
+3 Gder ) ,

tales que los siguientes diagramas conmutan:

P ○ Pizq
id

ηP /7

ηP
'/
P ○ P ′

izq

P⋆α
KS

y

Qizq ○Q εQ

'/ id

Q′
izq ○Q εQ

/7β⋆Q
KS

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

F ○ Fder
εF

%-
id

F ○ F ′
der

F⋆α

KS

εF

19 y

Gizq ○G

id

ηG 19

ηG
%-
G′
izq ○G

β⋆G

KS
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.
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Se verifica entonces que el cuadrado (1.10) es conmutativo ya que éste es una cara

del cubo:

Q′
izq ○G

��

(Q′

izq○G)⋆ηP +3

β⋆G
#+

Q′
izq ○G ○ P ○ P ′

izq

β⋆(G○P )⋆α
&.Q′

izq⋆Θ⋆P ′izq

��

Qizq ○G (Qizq○G)⋆ηP +3

��

Qizq ○G ○ P ○ Pizq

Qizq⋆Θ⋆Pizq

��

F ○ P ′
izq

F⋆α
#+

Q′
izq ○Q ○ F ○ P ′

izq

β⋆(Q○F )⋆α
&.

εQ⋆(F○P ′izq)ks

F ○ Pizq Qizq ○Q ○ F ○ PizqεQ⋆(F○Pizq)ks

cuyas otras caras son cuadrados conmutativos.

Mostremos:

Lema 1.2.1. Si la transformación natural Θ∶ G ○ P +3 Q ○ F admite una trans-

formación conjugada izquierda Θizq ∶ Qizq ○G +3 F ○ Pizq y una conjugada derecha

Θder∶ P ○ Fder +3 Gder ○Q , entonces las tranformaciones naturales Θizq y Θder son

conjugadas la una de la otra en el sentido de IV.7 en [Lan98].

De manera expĺıcita se tiene un cuadrado conmutativo:

(1.13) HomB(Qizq ○G(x), b) ≅ HomC(x,Gder ○Q(b))

HomB(F ○ Pizq(x), b)

−○(Θizq)x

OO

≅ HomC(x,P ○ Fder(b))

(Θder)b○−
OO

para todo objeto x de C y b de B, donde los isomorfismos horizontales son inducidos

de las transformaciones naturales (1.4) que definen Θizq y Θder y sus transformaciones

naturales inversas (1.9).

En particular la transformación Θizq ∶ Qizq ○G +3 F ○ Pizq es un isomorfismo si y

solamente si la transformación Θder∶ P ○ Fder +3 Gder ○Q es un isomorfismo.

Demostración. De acuerdo al Teorema 2 de IV.7 en [Lan98], es suficiente ver

que el siguiente cuadrado es conmutativo:

(1.14) id
η2

+3

η1

��

(Gder ○Q) ○ (Qizq ○G)
(Gder○Q)⋆Θizq
��

(P ○ Fder) ○ (F ○ Pizq)
Θder⋆(F○Pizq)

+3 (Gder ○Q) ○ (F ○ Pizq)
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donde η1 y η2 son las siguientes transformaciones naturales:

id
ηP

+3 P ○ Pizq
P⋆ηF ⋆Pizq +3 P ○ (Fder ○ F ) ○ Pizq = (P ○ Fder) ○ (F ○ Pizq)

y

id
ηG
+3 Gder ○G

Gder⋆ηQ⋆G +3 Gder ○ (Q ○Qizq) ○G = (Gder ○Q) ○ (Qizq ○G)

respectivamente.

Para mostrar esto escribamos a los morfismos [Θder ⋆ (F ○Pizq)] ○ η1 y [(Gder ○Q)⋆
Θizq] ○ η2 del diagrama (1.14) como sigue:

C
ks
ηG

D

Gder //

�� Θ

CGoo

id

OO

�� ηP

Cidoo

Pizq
��

B
Q

OO

�� εF
AFoo

P

OO

�� ηF

Aidoo

FooBid

UU
Fder

OO

y

D Gder //

ks
ηQ

ks
ηG

C

B

Q //

�� εQ

DQizqoo

id

OO

�� Θ

CGoo

id

OO

�� ηP

Cidoo

B
Q

OO

id

UU

A
F

oo

P

OO

oo Pizq

,

respectivamente.

Se sigue de las llamadas identidades triangulares que estos dos caminos son iguales

a la composición:

id
ηG⋆ηP

+3 Gder ○G ○ P ○ Pizq
Gder⋆Θ⋆Pizq +3 Gder ○Q ○ F ○ Pizq ,

por lo que (1.14) es un cuadrado conmutativo. �

Deducimos por ejemplo:

Corolario 1.2.2. Sea Θ∶ G ○ P +3 Q ○ F una transformación natural como la

del diagrama (1.6). Supongamos que Θ es un isomorfismo natural y que se cumple una

de las siguientes propiedades:

(a) Los funtores G y F (resp. P y Q) son equivalencias de categoŕıas y el funtor

P o el funtor Q (resp. F o G) admite un adjunto por la izquierda (resp.

derecha).

(b) El funtor F (resp. P ) es una equivalencia de categoŕıas, G (resp. Q) es un

funtor fielmente pleno y se tienen adjunciones G ⊣ Gder y Qizq ⊣ Q.

entonces Θ admite una transformación conjugada izquierda y una conjugada derecha

las cuales son isomorfismos.



12 Elhoim Sumano

Demostración. Supongamos que Θ es un isomorfismo natural. Para mostrar el

enunciado con las hipótesis de (a) supongamos también que los funtores G y F (resp.

P y Q) son equivalencias de categoŕıas.

Notemos primero que el funtor P (resp. F ) admite un adjunto por la izquierda

(resp. derecha) si y solamente si Q (resp. G) admite un adjunto por la izquierda (resp.

derecha). En efecto si Pizq (resp. Fder) es un adjunto izquierdo (resp. derecho) de P

(resp. F ) no es dif́ıcil mostrar que F ○ Pizq ○ G′ (resp. P ○ Fder ○ Q′) es un adjunto

izquierdo (resp. derecho) de Q (resp. G), donde G′∶ D // C (resp. Q′∶ D // B ) es un

funtor inverso salvo isomorfismo natural de G (resp. Q). Rećıprocamente si Qizq (resp.

Gder) es un funtor adjunto izquierdo (resp. derecho) de Q (resp. G), entonces F ′○Qizq○G
(resp. P ′○Gder ○Q) es un funtor adjunto izquierdo (resp. derecho) de P (resp. F ), donde

F ′∶ B // A (resp. P ′∶ C // A ) es un funtor inverso salvo isomorfismo natural de F

(resp. P ).

Se sigue en particular que Θ admite una conjugada izquierda (resp. derecha). Más

aún, si F ′∶ B // A y G′∶ D // C (resp. P ′∶ C // A y Q′∶ D // B ) son funtores in-

versos salvo isomorfismo de F y G (resp. P y Q), entonces tenemos adjunciones F ⊣ F ′

y G ⊣ G′ (resp. P ′ ⊣ P y Q′ ⊣ Q) cuyas unidades y counidades son isomorfismos na-

turales. En particular Θ también admite una transformación conjugada derecha (resp.

izquierda) la cual es un isomorfismo natural de funtores por la fórmula (1.8). Se si-

gue del Lema 1.2.1 que toda conjugada izquierda (resp. derecha) de Θ también es un

isomorfismo.

Para mostrar lo que nos falta, notemos que las hipótesis de (b) implican que el

funtor F ′ ○ Qizq ○ G (resp. P ′ ○ Gder ○ Q) es un funtor adjunto izquierdo de P (resp.

de F ), donde F ′∶ B // A (resp. P ′∶ C // A ) es un funtor inverso salvo isomorfismo

natural de F (resp. P ). En particular Θ admite una conjugada por la izquierda y una

conjugada por la derecha.

Más aún, como G (resp. Q) es fielmente pleno, toda unidad ηG∶ id +3 Gder ○G
(resp. toda counidad εQ∶ Qizq ○Q +3 id ) es un isomorfismo. Se sigue de la fórmula

(1.8) y del Lema 1.2.1 que toda conjugada por la izquierda y por la derecha de Θ son

isomorfismos. �

§1.2.2. Compatibilidad con la composición. Consideremos ahora dos transforma-

ciones naturales de la siguiente forma:

D
�� Θ1

CGoo

B
Q

OO

A
F

oo

P

OO

y

F
�� Θ2

DKoo

E
L

OO

B
H

oo

Q

OO
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

F
�� Θ2

EKoo

D
L

OO

C
G

oo

H

OO
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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y tomemos la transformación natural que obtenemos al componer como sigue:

(1.15)

F
�� Θ2

D
�� Θ1

Koo CGoo

E
L

OO

B
Q

OO

H
oo A

P

OO

F
oo

=
F

�� Θ3

CK○Goo

E
L

OO

A
P

OO

H○F
oo

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

F
�� Θ2

EKoo

D
L

OO

�� Θ1

C
H

OO

Goo

B
Q

OO

A
P

OO

F
oo

=
F

�� Θ3

EKoo

B
L○Q

OO

A
F

oo

H○P
OO

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

es decir definimos Θ3 = (Θ2 ⋆ F ) ○ (K ⋆Θ1) (resp. Θ3 = (L ⋆Θ1) ○ (Θ2 ⋆ P )).

Supongamos que hemos elegido funtores adjuntos izquierdos (resp. derechos):

(1.16) Pizq ⊣ P , Qizq ⊣ Q y Lizq ⊣ L

(resp. F ⊣ Fder , G ⊣ Gder y K ⊣Kder) ,

de los funtores P , Q y L (resp. F , G y K) y que:

(1.17) id
ηP
+3 P ○ Pizq , id

ηQ
+3 Q ○Qizq , Qizq ○Q

εQ +3 id y Lizq ○L
εL +3 id

(resp. F ○ Fder
εF +3 id , G ○Gder

εG +3 id , id
ηG
+3 Gder ○G y id

ηK
+3 K ○Kder ) ;

son unidades y counidades de las adjunciones (1.16) respectivamente.

Si escribimos Θ1
izq, Θ2

izq y Θ3
izq (resp. Θ1

der, Θ2
der y Θ3

der) para denotar a las trans-

formaciones naturales conjugadas izquierdas (resp. derechas) de las transformaciones

(1.15) con respecto a (1.16) y (1.17), respectivamente. No es dif́ıcil mostrar:

Lema 1.2.3. Si las transformaciones naturales ηQ y εQ (resp. ηG y εG) en (1.17) son

inversas una de la otra, es decir si éstas verifican las identidades triangulares, entonces:

Θ3
izq = (H ⋆Θ1

izq) ○ (Θ2
izq ⋆G) (resp. Θ3

der = (Θ2
der ⋆Q) ○ (H ⋆Θ1

der)) ;

en diagramas:

F
Lizq

��

DKoo

Qizq
��

CGoo

Pizq
��

E
��
Θ2
izq

B
��
Θ1
izq

H
oo A

F
oo

=
F

Lizq
��

CK○Goo

Pizq
��

E
��
Θ3
izq

A
H○F

oo
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

F Kder // E
V^

Θ2
der

D
L

OO

Gder // C
H

OO

V^
Θ1
der

B
Q

OO

Fder

// A
P

OO =
F Kder // E

V^
Θ3
der

B
Fder

//

L○Q
OO

A
H○P
OO

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

2. Extensiones de Kan ordinarias

En esta sección recordamos terminoloǵıa sobre extensiones de Kan ordinarias (ver

Caṕıtulo 10 de [Lan98], §3.7 de [Bor94] o Caṕıtulo 1 de [Rie14]), usando el vocabu-

lario de transformaciones conjugadas que revisamos en §1.2.

§2.1. Extensiones de Kan ordinarias locales. Sea γ∶ A // B un funtor entre

categoŕıas abstractas (ver §1.1). Recordemos que si C es una categoŕıa abstracta y

F ∶ A // C es un funtor, una extensión de Kan izquierda (resp. derecha) de F a lo

largo de γ es una pareja formada de un funtor LanγF ∶ B // C (resp. RanγF ∶ B // C )
y una transformación natural α∶ F +3 LanγF ○ γ (resp. β∶ RanγF ○ γ +3 F ), tal que

para cualquier otro funtor G∶ B // C la siguiente función es biyectiva:

Nat(LanγF,G)
(−⋆γ)○α

// Nat(F,G ○ γ) (resp. Nat(G,RanγF)
β○(−⋆γ)

// Nat(G ○ γ,F) ) ,

donde Nat(S,T ) denota al conjunto de las transformaciones naturales del funtor S en

el funtor T .

§2.2. Extensiones de Kan ordinarias globales. Sea C una categoŕıa (ver

§1.1). Si I es una categoŕıa pequeña, la categoŕıa CI de los I-diagramas en C es por

definición la categoŕıa de los funtores X ∶ I // C y las transformaciones naturales entre

ellos. Si a es un objeto de I y X es un I-diagrama de C, denotamos como Xa al valor

de X en a.

Un funtor entre categoŕıas pequeñas u∶ I // J induce un funtor entre las categoŕıas

de diagramas u∗∶ CJ // CI , definido como u∗(Y)a = Yua para todo J-diagrama Y de C
y todo objeto a de I. Del mismo modo, una transformación natural α∶ u +3 v ∶ I // J

induce la transformación natural α∗∶ u∗ +3 v∗ ∶ CJ // CI , definida en un J-diagrama

Y de C y un objeto a de I como el siguiente morfismo (α∗Y)a = Yαa ∶ Yua // Yva de C.
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Se demuestra sin dificultad que obtenemos por este medio un 2-funtor:

(2.1)

catop // Cat

I

u

��
v

��

CI

α⇒ z→ α∗⇒

J CJ
v∗

XX

u∗

FF
,

donde catop denota a la 2-categoŕıa abstracta que se construye a partir de cat al tomar

(solamente) las 1-flechas en la dirección opuesta.

Si u∶ I // J es un funtor entre categoŕıas pequeñas, decimos que la categoŕıa C
admite extensiones de Kan izquierdas (resp. derechas) a lo largo de u, si el funtor

inducido u∗ admite un adjunto izquierdo (resp. derecho):

CJ

u∗

;;⊥

u!

{{
CI

⎛
⎜⎜⎜
⎝

resp. CJ
u∗

##
⊥

u∗

cc CI
⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

Cuando este es el caso, un funtor u! adjunto izquierdo (resp. u∗ adjunto derecho) es

llamado un funtor extensión de Kan izquierda (resp. derecha) a lo largo de u. Notemos

que si α∶ idCI +3 u∗ ○ u! (resp. β∶ u∗ ○ u∗ +3 idCI ) es una unidad (resp. counidad) de

la adjunción u! ⊣ u∗ (resp. u∗ ⊣ u∗) y X es un I-diagrama de C, la pareja formada por

el J-diagrama u!(X ) (resp. u∗(X )) y el morfismo de I-diagramas αX ∶ X // u!(X ) ○ u
(resp. βX ∶ u∗(X ) ○ u // X ), es una extensión de Kan izquierda (resp. derecha) de X
a lo largo del funtor u, como definida en §2.1.

Si una categoŕıa C admite extensiones de Kan izquierdas (resp. derechas) a lo largo

del funtor pI ∶ I // ⋆ :

C
(pI)∗

;;⊥

(pI)! = colim
I

{{
CI

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp. C

(pI)∗

##
⊥

(pI)∗ = lim
I

cc CI
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

donde ⋆ es la categoŕıa puntual e I es una categoŕıa pequeña, se dice que C admite

coĺımites (resp. ĺımites) de tipo I o I-coĺımites (resp. I-ĺımites). En este caso, para

todo I-diagrama X de C, llamamos (por abuso) al objeto colim
I
X (resp. lim

I
X ) un

coĺımite (resp. ĺımite) de X en C.
Recordemos por último que una categoŕıa C se dice que admite coĺımites pequeños

(resp. ĺımites pequeños), si C admite coĺımites (resp. ĺımites) de tipo I para toda cate-

goŕıa pequeña I (ver la Proposición 2.2.3).
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§2.2.1. La imagen de una adjunción por el 2-funtor (2.1) es una adjunción entre

categoŕıas de diagramas. Más precisamente, si tenemos una adjunción entre categoŕıas

pequeñas I

u
''

⊥ J
v

ff con una unidad η∶ idI +3 v ○ u y una counidad ε∶ u ○ v +3 idJ ,

entonces deducimos una adjunción CI
v∗

((
⊥ CJ
u∗

hh donde una unidad η∗∶ idCI +3 u∗ ○ v∗

y una counidad ε∗∶ v∗ ○ u∗ +3 idCJ son definidas por los morfismos:

(2.2) Xi

Xηi // Xv○u(i) = u∗ ○ v∗(X )i y v∗ ○ u∗(Y)j = Yu○v(j)
Yεj // Yj

respectivamente, para todo I-diagrama X de C, todo J-diagrama Y de C, todo objeto

i de I y todo objeto j de J .

Deducimos:

Lema 2.2.1. Si C es una categoŕıa y I

u
''

⊥ J
v

ff una adjunción entre categoŕıas

pequeñas, entonces el funtor u! = v∗∶ CI // CJ (resp. v∗ = u∗) es un funtor extensión

de Kan izquierda (resp. derecha) a lo largo de u (resp. de v). Más aún, en este caso si

u (resp. v) es un funtor fielmente pleno, el funtor u! (resp. v∗) también lo es (ver el

Corolario 2.2.4 de más abajo).

En particular, si I es una categoŕıa que admite un objeto final (resp. inicial) i0,

entonces C admite coĺımites (resp. ĺımites) de tipo I y para todo I-diagrama X de C el

objeto Xi0 es un coĺımite (resp. ĺımite) de X en C.

Demostración. Para la segunda parte, recuerda que el funtor pI ∶ I // ⋆ admite

un adjunto por la derecha (resp. por la izquierda) si y solamente si I admite un objeto

final (resp. inicial). �

Mostremos:

Corolario 2.2.2. Sea C una categoŕıa y u∶ I // J un functor entre categoŕıas

pequeñas. Supongamos que u admite un funtor adjunto por la izquierda (resp. por la

derecha) v∶ J // I y que la categoŕıa C admite I-coĺımites (I-ĺımites); entonces C
admite J-coĺımites (resp. J-ĺımites) y toda transformación conjugada izquierda (resp.

derecha):

colim
I

○ u∗ +3 colim
J

(resp. lim
J

+3 lim
I
○ u∗ )
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de la transformación natural:

(2.3)

CI

�	 id

CJu∗oo

C

p∗I

OO

C

p∗J

OO

id
oo

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

CI

�� id

C
p∗Ioo

CJ
u∗

OO

C
p∗J

oo

id

OO
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

es un isomorfismo.

Demostración. Notemos que si u fuera una equivalencia de categoŕıas (o un iso-

morfismo de categoŕıas) el enunciado seŕıa una consecuencia del inciso (a) del Corolario

1.2.2. Mientras que si v fuera un funtor fielmente pleno, el resultado seŕıa una con-

secuencia del Lema 2.2.1 y del inciso (b) del Corolario 1.2.2. Mostremos el resultado

deseado con la hipótesis de que existe una adjunción v ⊣ u (resp. u ⊣ v).

En efecto, para empezar notemos que por el Lema 2.2.1 tenemos una adjunción

u∗ ⊣ v∗ (resp. v∗ ⊣ u∗). En particular, si colimI (resp. limI) es un funtor I-coĺımites

(resp. I-ĺımites) en C, entonces colimI ○u∗ (resp. limI ○u∗) es un funtor J-coĺımites (resp.

J-ĺımites) en C. Por lo tanto la transformación natural (2.3) admite una conjugada

izquierda y una derecha.

Más aún, por el Lema 1.2.1 basta con determinar una transformación conjugada

derecha (resp. izquierda) de (2.3) que sea un isomorfismo. Para ello notemos que si

η∶ idJ +3 u ○ v (resp. ε∶ u ○ v +3 idJ ) es una unidad de la adjunción v ⊣ u (resp.

u ⊣ v), entonces podemos tomar como conjugada derecha (resp. izquierda) de (2.3):

(2.4) idder∶ p∗J +3 v∗ ○ p∗I (resp. idizq ∶ v∗ ○ p∗I +3 p∗J )

a la transformación natural definida en un objeto A de C como el siguiente morfismo

de CJ :

(2.5) p∗J(A)
idder,A = (η∗)p∗

J
A

// v∗ ○ u∗ ○ p∗J(A) = v∗ ○ p∗I(A)

⎛
⎜
⎝

resp. v∗ ○ p∗I(A) = v∗ ○ u∗ ○ p∗J(A)
idizq,A = (ε∗)p∗

J
A

// p∗J(A)
⎞
⎟
⎠
,

donde η∗∶ idCJ +3 v∗ ○ u∗ (resp. ε∗∶ v∗ ○ u∗ +3 id ) es la transformación natural definida

en un J-diagrama Y de C y un objeto b de J como el morfismo Yηb (resp. Yεb) de C.
En particular, como Y = p∗J(A) es un J-diagrama constante en (2.5), se sigue que

(idder,A)b (resp. (idizq,A)b) es igual al morfismo identidad de A en C, para todo objeto b

de J . Por lo tanto, la transformación (2.4) conjugada derecha (resp. izquierda) de (2.3)

definida por (2.5) es un isomorfismo. �
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§2.2.2. Morfismo evaluación. Sea u∶ I // J un funtor entre categoŕıas pequeñas.

Recordemos que si b es un objeto de J , la categoŕıa u ∣ b (resp. b ∣u) de los objetos de I

sobre (resp. bajo) b a través de u, es por definición la categoŕıa cuyos objetos son las

parejas (a,α), donde a es un objeto de I y α ∶ ua // b (resp. α ∶ b // ua ) es una

flecha de J . Un morfismo de (a,α) en (a′, α′) es una flecha f ∶ a // a′ de I tal que

α′ ○ u(f) = α (resp. u(f) ○ α = α′).
Consideremos la transformación natural canónica:

(2.6)

u ∣ b
�� Γ ∣ bpu ∣ b

��

π ∣ b
// I

u

��
⋆

b
// J

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

b ∣u
�� b ∣Γ

pb ∣u
//

b ∣π
��

⋆
b
��

I
u

// J

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

donde (π ∣ b)(a,α) = a y (Γ ∣ b)(a,α) = α (resp. (b ∣π)(a,α) = a y (b ∣Γ)(a,α) = α), para

todo objeto (a,α) de u ∣ b (resp. b ∣u).

Si C es una categoŕıa, deducimos de (2.6) y del 2-funtor (2.1) una transformación

natural:

(2.7)

Cu ∣ b

�	 (Γ ∣ b)∗

CI
(π ∣ b)∗
oo

C

(pu ∣ b)∗
OO

CJ
b∗

oo

u∗

OO
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Cb ∣u

�	 (b ∣Γ)∗

C
(pb ∣u)∗
oo

CI
(b ∣π)∗

OO

CJ
u∗

oo

b∗

OO
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Un morfismo evaluación izquierda (resp. derecha) de u en b (con valores en C) es por

definición una transformación conjugada izquierda de (Γ ∣ b)∗ (resp. conjugada derecha

de (b ∣Γ)∗):

(2.8)

Cu ∣ b

colim
u ∣ b

��

CI

u!

��

(π ∣ b)∗
oo

C

��
(Γ ∣ b)izq

CJ
b∗

oo

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Cb ∣u
lim
b ∣u

// C
V^

(b ∣Γ)der

CI

(b ∣π)∗
OO

u∗
// CJ

b∗

OO

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Si tal transformación conjugada existe, es decir si la categoŕıa C admite (u ∣ b)-
coĺımites (resp. (b ∣u)-ĺımites) y extensiones de Kan izquierdas (resp. derechas) a lo

largo de u, llamamos para cada I-diagrama X en C al morfismo:

(2.9) colim
u ∣ b

(X ○ (π ∣ b))
(Γ ∣ b)izq,X // u!(X )b

⎛
⎝

resp. u∗(X )b
(b ∣Γ)der,X // lim

b ∣u
(X ○ (b ∣π)) ⎞

⎠
,
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un morfismo evaluación de u!(X ) (resp. u∗(X )) en b.

El siguiente enunciado es bien conocido (ver por ejemplo X.4.1-2 de [Lan98]):

Proposición 2.2.3. Si C es una categoŕıa con coĺımites (resp. ĺımites) pequeños,

entonces C admite extensiones de Kan izquierdas (resp. derechas) a lo largo de cualquier

funtor u ∶ I // J entre categoŕıas pequeñas. Más aún, en este caso todo morfismo

evaluación (2.9) de u!(X ) (resp. u∗(X )) en b es un isomorfismo de C, para todo I-

diagrama X de C y todo objeto b de J .

§2.2.3. Extensiones de Kan a lo largo de funtores fielmente plenos. Sea u ∶ I // J

un funtor fielmente pleno entre categoŕıas pequeñas. Observemos que para todo objeto

a de I, se tiene la siguiente igualdad de transformaciones naturales:

(2.10)

u ∣ua
�	 Γ

pu ∣ua

��

π ∣ua
// I

�� id
id
��

id // I

u

��
⋆

a
// I

u
// J

=
u ∣ua

�	 Γ ∣uapu ∣ua

��

π ∣ua
// I

u

��
⋆

ua
// J

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

ua ∣u
�	 Γua ∣π

��

pua ∣u
// ⋆

a

��
I

�
 id
id
��

id // I

u
��

I
u

// J

=
ua ∣u

�	 ua ∣Γua ∣π
��

pua ∣u
// ⋆

ua

��
I

u
// J

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

donde la transformación natural:

(2.11)

u ∣ua
�	 Γ

pu ∣ua

��

π ∣ua
// I

id
��

⋆
a

// I

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

ua ∣u
�	 Γ

pua ∣u
//

ua ∣π
��

⋆
a

��
I

id
// I

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

es definida en un objeto (c,α) de la categoŕıa u ∣ua (resp. ua ∣u), como el único morfismo

de I cuya imagen por u es igual a α.

Sea C una categoŕıa arbitraria y consideremos las transformaciones naturales que

deducimos de (2.10) y del 2-funtor (2.1):

(2.12)

Cu ∣ua

�
 Γ∗

CI
(π ∣ua)∗
oo

�	 id

CIidoo

C

p∗
u ∣ua

OO

CI
a∗

oo

id

OO

CJ
u∗

oo

u∗

OO

=
Cu ∣ua

�
 Γ ∣ua∗

CI
(π ∣ua)∗
oo

C

p∗
u ∣ua

OO

CJ
(ua)∗

oo

u∗

OO
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Cua ∣u

�
 Γ∗

C
p∗
ua ∣u

oo

CI
(ua ∣π)∗

OO

�
 id

CIidoo

a∗

OO

CI
id

OO

CJ
u∗

oo

u∗

OO
=

Cua ∣u

�
 ua ∣Γ
∗

C
p∗
ua ∣u

oo

CI
(ua ∣π)∗

OO

CJ
(ua)∗
OO

u∗
oo

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Supongamos que la categoŕıa C admite coĺımites (resp. ĺımites) pequeños. Más

precisamente, supongamos (ver la Proposición 2.2.3) que u! ⊣ u∗ (resp. u∗ ⊣ u∗) es

una adjunción con una unidad η∶ id +3 u∗ ○ u! (resp. una counidad ε∶ u∗ ○ u∗ +3 id )

y que colimu ∣ua ⊣ p∗
u ∣ua (resp. p∗

ua ∣u ⊣ limua ∣u) es una adjunción con una counidad

ε∶ colimu ∣ua ○ p∗u ∣ua
+3 id (resp. una unidad η∶ id +3 p∗

ua ∣u ○ limua ∣u ).

Deducimos del Lema 1.2.3 y del diagrama (2.12) que para todo I-diagrama X de

C y todo objeto a en I, la siguiente composición es un morfismo evaluación de u!(X )
(resp. u∗(X )) en u(a):

(2.13) colim
u ∣ua

(X ○ (π ∣ua))
colim
u ∣ua

(Γ∗,X )
// colim
u ∣ua

(p∗u ∣ua(Xa))
εXa // Xa

(ηX )a // u∗ ○ u!(X )a

⎛
⎝

resp. u∗ ○ u∗(X )a
(εX )a // Xa

ηXa // lim
ua ∣u

(p∗ua ∣u(Xa))
lim
ua ∣u

(Γ∗,X )
// lim
ua ∣u

(X ○ (ua ∣π))
⎞
⎠
.

Más aún, notemos que como (a, idua) es un objeto final (resp. inicial) de la categoŕıa

u ∣ua (resp. ua ∣u), se tiene una adjunción:

(2.14) ⋆ ⊥

(a,idua)

99

pu ∣ua

yy
u ∣ua

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

resp. ⋆ ⊥

(a,idua)
%%

pua ∣u

ee
ua ∣u

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
,

donde una counidad (resp. unidad) es la transformación natural identidad:

(2.15) pu ∣ua ○ (a, idua)
id +3 id⋆ (resp. id⋆

id +3 pu ∣ua ○ (a, idua) ) .

En particular, en (2.13) podemos tomar (ver el Lema 2.2.1):

(2.16) colim
u ∣ua

= (a, idua)∗ y colim
u ∣ua

○ p∗
u ∣ua

ε= id +3 idC

(resp. lim
ua ∣u

= (a, idua)∗ y idC
η = id

+3 lim
ua ∣u

○ p∗
u ∣ua ) .

En resumen, si u ∶ I // J es un funtor fielmente pleno, C es una categoŕıa con

coĺımites (resp. ĺımites) pequeños, u! (resp. u∗) es un funtor extensión de Kan izquierda
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(resp. derecha) a lo largo de u y η∶ id +3 u∗ ○ u! (resp. ε∶ u∗ ○ u∗ +3 id ) es una unidad

(resp. counidad) de la adjunción u! ⊣ u∗ (resp. u∗ ⊣ u∗); se sigue de (2.13), (2.16) y de

la Proposición 2.2.3 que η (resp. ε) es un isomorfismo natural.

Esto demuestra la primera parte del siguiente enunciado:

Corolario 2.2.4. Sea C una categoŕıa que admite coĺımites (resp. ĺımites) pe-

queños. Si u! (resp. u∗) es un funtor extension de Kan izquierda (resp. derecha) a lo

largo de un funtor fielmente pleno u ∶ I // J entre categoŕıas pequeñas:

CJ

u∗

99⊥ CI
u!

yy
⎛
⎜⎜⎜
⎝

resp. CJ
u∗

%%
⊥ CI

u∗

ee

⎞
⎟⎟⎟
⎠
,

entonces u! (resp. u∗) es también un funtor fielmente pleno.

Más aún, si ε (resp. η) es una counidad (resp. unidad) de la adjunción u! ⊣ u∗

(resp. u∗ ⊣ u∗) e Y es un J-diagrama de C, entonces Y pertenece a la imagen esencial2

del funtor u! (resp. u∗) si y solamente si, para todo objeto x de J que no pertenece a

la imagen esencial de u, el morfismo:

(2.17) (u! ○ u∗(Y))x
(εY)x // Yx

⎛
⎝

resp. Yx
(ηY)x // (u∗ ○ u∗(Y))x

⎞
⎠
,

es un isomorfismo de C.

Demostración. Si consideramos una unidad y una counidad (que verifiquen las

identidades triangulares) de la adjunción u! ⊣ u∗ (resp. u∗ ⊣ u∗):

id
η
+3 u∗ ○ u! y u! ○ u∗

ε +3 id (resp. id
η
+3 u∗ ○ u∗ y u∗ ○ u∗

ε +3 id ) ,

respectivamente, sabemos que el morfismo:

(2.18) Xa
(ηX )a // (u∗ ○ u! (X ))

a

⎛
⎝

resp. (u∗ ○ u∗ (X ))
a

(εX )a // Xa
⎞
⎠

es un isomorfismo para todo I-diagrama X de C y todo objeto a de I.

2Recuerda que un objeto x de J pertenece a la imagen esencial de un funtor u∶ I // J , si existe

un objeto a de I y un isomorfismo α∶ua ≅ x de J
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Por otro lado, si x es un objeto de J y α∶ua ≅ x un isomorfismo para algún objeto

a de I, tenemos un diagrama conmutativo:

(2.19)

(u∗ ○ u! ○ u∗Y)a
(u∗εY)a // (u∗Y)a

(u! ○ u∗Y)ua (εY)ua //

≅(u!○u∗ Y)α
Yua

≅ Yα
(u! ○ u∗Y)x (εY)x

// Yx

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

(u∗Y)a
(u∗ηY)a // (u∗ ○ u∗ ○ u∗Y)a

Yua (ηY)ua //

≅Yα
(u∗ ○ u∗Y)ua

≅ (u∗○u∗ Y)α
Yx (ηY)x

// (u∗ ○ u∗Y)x

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Por lo tanto, ya que el morfismo (u∗ εY)a (resp. (u∗ ηY)a) de (2.19) es el inverso

izquierdo (resp. derecho) del isomorfismo (2.18) donde X = u∗Y, se tiene que (2.17) es

un isomorfismo si x pertenece a la imagen esencial de u. �

3. Cuadrados (co)cartesianos ordinarios

§3.1. Denotemos como � a la categoŕıa pequeña generada por el siguiente dia-

grama:

a //

��

b

��
d // c

y sujeta a la relación que identifica las dos flechas de a en c. Consideremos también a

la siguiente subcategoŕıa plena ⌜ (resp. ⌟) de �:

(3.1) ⌜ =
a //

��

b a //

��

b

��
� � q⌜ //

d d // c

⎛
⎜
⎝

resp. ⌟ =
b

��

a //

��

b

��
� � q⌟ //

d // c d // c

⎞
⎟
⎠
.

Observemos que si C es una categoŕıa arbitraria, escoger un �-diagrama X en C
equivale a darse un cuadrado conmutativo de C:

(3.2) X =
Xa

//

��

Xb

��
Xd

// Xc .
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En este caso tenemos:

q∗⌜(X ) =
Xa

//

��

Xb

Xd

⎛
⎜⎜⎜
⎝

resp. q∗⌟(X ) =
Xb

��
Xd

// Xc

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

Supongamos más aún que C es una categoŕıa que admite coĺımites pequeños (resp.

ĺımites pequeños). Deducimos de la Proposición 2.2.3 que existe una adjunción:

(3.3) C⌜ ⊥

q⌜ !

$$

q∗
⌜

dd C�

⎛
⎜⎜⎜
⎝

resp. C⌟ ⊥

q⌟∗

::

q∗
⌟

zz
C�

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

Si Z es un ⌜-diagrama (resp. ⌟-diagrama) de C:

Z =
Za //

��

Zb

Zd

⎛
⎜⎜⎜
⎝

resp. Z =
Zb

��
Zd // Zc

⎞
⎟⎟⎟
⎠

y η∶ id +3 q∗⌜ ○ q⌜ ! (resp. ε∶ q⌟∗ ○ q∗⌟ +3 id ) es una unidad (resp. counidad) de la ad-

junción (3.3); notemos que como q⌜ (resp. q⌟) es un funtor fielmente pleno, se sigue del

Corolario 2.2.4 que:

Zx
(ηZ)x // q⌜ !(Z)x (resp. q⌟∗(Z)x

(εZ)x // Zx )

es un isomorfismo de C para x = a, b, d (resp. x = b, c, d).

Por otro lado, si consideramos una adjunción:

(3.4) C⌜ ⊥

colim
⌜

$$

p∗
⌜

dd
C

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

resp. C⌟ ⊥

lim
⌟

::

p∗
⌟

zz
C
⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
,

se construye un isomorfismo natural:

(3.5) q⌜ ! (Z)c ≅ colim
⌜

(Z) (resp. q⌟∗ (Z)a ≅ lim
⌟

(Z))

de la siguiente manera: Sean:

(3.6)

Cq⌜ ∣ c

colim
q⌜ ∣ c

��

C⌜

q⌜ !

��

(π ∣ c)∗
oo

C
��
(Γ ∣ c)izq

C�
c∗

oo

y

Cq⌜ ∣ c

colim
q⌜ ∣ c

��

C⌜
colim
⌜

��

(π ∣ c)∗
oo

C
��
idizq

C
id

oo
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Ca ∣ q⌟
lim
a ∣ q⌟

// C
U]

(a ∣Γ)der

C⌟
q⌟∗

//

(a ∣π)∗
OO

C�

a∗

OO
y

Ca ∣ q⌟
lim
a ∣ q⌟

// C
V^

idder

C⌟
lim
⌟

//

(a ∣π)∗
OO

C

id

OO

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

transformaciones conjugadas izquierdas (resp. derechas) de las transformaciones natu-

rales:

Cq⌜ ∣ c

�	 (Γ ∣ c)∗

C⌜
(π ∣ c)∗
oo

C

(pq⌜ ∣ c)∗
OO

C�
c∗

oo

q∗
⌜

OO

y

Cq⌜ ∣ c

=

C⌜
(π ∣ c)∗

≅
oo

C

(pq⌜ ∣ c)∗
OO

C
id

oo

p∗
⌜

OO

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Ca ∣ q⌟

�	 (a ∣Γ)∗

C
p∗
a ∣ q⌟oo

C⌟
(a ∣π)∗

OO

C�

a∗

OO

q∗
⌟

oo

y

Ca ∣ q⌟

=

C
p∗
a ∣ q⌟oo

C⌟
(a ∣π)∗ ≅

OO

C

id

OO

p∗
⌟

oo

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

inducidas del 2-funtor (2.1) y de las transformaciones naturales:

(3.7)

q⌜ ∣ c
�	 Γ ∣ cpq⌜ ∣ c

��

π ∣ c
// ⌜
q⌜

��
⋆

c
// �

y

q⌜ ∣ c
=pq⌜ ∣ c

��

π ∣ c
≅

// ⌜
p⌜

��
⋆

id
// ⋆

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

a ∣ q⌟
�	 a ∣Γ

pa ∣ q⌟ //

a ∣π
��

⋆
a

��
⌟

q⌟
// �

y

a ∣ q⌟
=

pa ∣ q⌟ //

a ∣π ≅
��

⋆
id
��

⌟
p⌟

// ⋆

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Se sigue de la Proposición 2.2.3 y del Corolario 2.2.2 que las transformaciones na-

turales (3.6) son isomorfismos, pues el funtor π ∣ c (resp. a ∣π) es un isomorfismo de

categoŕıas. Definimos el isomorfismo (3.5) como la composición:

q⌜ ! (Z)c colim
q⌜ ∣ c

((π ∣ c)∗(Z))
((Γ ∣ c)izq)

Zoo
((id)izq)

Z // colim
⌜

(Z)

⎛
⎜
⎝

resp. q⌟∗ (Z)a
((a ∣Γ)der)

Z// lim
a ∣ q⌟

((a ∣π)∗(Z)) lim
⌟

(Z)
((id)izq)

Zoo
⎞
⎟
⎠
.
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Notemos por otro lado que si X es un �-diagrama en C y ε∶ q⌜ ! ○ q∗⌜ +3 id (resp.

η∶ id +3 q∗⌟ ○ q⌟ ∗ ) es una counidad (resp. unidad) de la adjunción (3.3); como señala-

mos en la prueba del Corolario 2.2.4, el morfismo de diagramas:

q⌜ ! q∗⌜ (X ) εX // X ( resp. X
ηX // q⌟∗ q∗⌟ (X ) )

cumple que para x = a, b, d (resp. x = b, c, d):

q⌜ ! q∗⌜(X )x
(εX )x // Xx

( resp. Xx

(ηX )x // q⌟∗ q∗⌟(X )x )

es un isomorfismo de C.
Dicho de otro modo, la diferencia entre los cuadrados conmutativos X y q⌜ ! q∗⌜(X )

de C, radica en el siguiente morfismo de C:

(3.8) q⌜ ! q∗⌜(X )c
(εX )c // Xc

( resp. Xa

(ηX )a // q⌟∗ q∗⌟(X )a ) .

Se construye un morfismo natural de C:

(3.9) colim
⌜

(q∗⌜(X ))
(Φizq)X // Xc (resp. Xa

(Φder)X // lim
⌟

(q∗⌟(X )) ) ,

tomando una conjugada izquierda (resp. derecha):

(3.10)

C⌜
colim
⌜

��

C�
q∗
⌜oo

id
��

C
��

Φizq

C�
c∗

oo

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

C⌟
lim
⌟ // C
T\

Φder

C�

q∗
⌟

OO

id
// C�

a∗

OO
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

de la transformación natural:

(3.11)

C⌜

�
 Φ∗

C�
q∗
⌜oo

C
p∗
⌜

OO

C�
c∗

oo

id

OO
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

C⌟

�
 Φ∗

C
p∗
⌟oo

C�

q∗
⌟

OO

C�
id

oo

a∗

OO
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

inducida de la transformación natural canónica:

(3.12)

⌜
�	 Φ

p⌜
��

q⌜ // �
id
��

⋆
c

// �

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

⌟
�
 Φ

q⌟
��

p⌟ // ⋆
a
��

�
id

// �

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
.



26 Elhoim Sumano

En el siguiente enunciado se muestra básicamente que los morfismos (3.8) y (3.9)

forman parte de un triángulo conmutativo:

q⌜ ! (q∗⌜(X ))
c ≅

(εX )c
##

colim
⌜

(q∗⌜(X ))

(Φizq)Xzz
Xc

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Xa

(ηX )a

��

(Φder)X

��

q⌟∗ (q∗⌟(X ))
a ≅ lim

⌟
(q∗⌟(X ))

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

donde el isomorfismo horizontal es el construido en (3.5) para Z = q∗⌟(X ).

Lema 3.1.1. Sea C una categoŕıa con coĺımites pequeños (resp. ĺımites pequeños).

Si X es un �-diagrama de C:

X =
Xa

//

��

Xb

��
Xd

// Xc ,

los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) X es isomorfo a un objeto en la imagen del funtor q⌜ ! (resp. q⌟∗), donde

q⌜ ! ⊣ q∗⌜ (resp. q∗⌟ ⊣ q⌟ ∗) es cualquier adjunción como en (3.3).

(ii) Si ε∶ q⌜ ! ○ q∗⌜ +3 id (resp. η∶ id +3 q∗⌟ ○ q⌟ ∗ ) es una counidad (resp. unidad)

de una adjunción q⌜ ! ⊣ q∗⌜ (resp. q∗⌟ ⊣ q⌟ ∗), el morfismo:

q⌜ ! q∗⌜ (X ) εX // X ( resp. X
ηX // q⌟∗ q∗⌟ (X ) ) ,

es un isomorfismo de C�.

(iii) Si ε∶ q⌜ ! ○ q∗⌜ +3 id (resp. η∶ id +3 q∗⌟ ○ q⌟ ∗ ) es una counidad (resp. unidad)

de una adjunción q⌜ ! ⊣ q∗⌜ (resp. q∗⌟ ⊣ q⌟ ∗), el morfismo:

q⌜ ! q∗⌜(X )c
(εX )c // Xc

( resp. Xa

(ηX )a // q⌟∗ q∗⌟(X )a ) ,

es un isomorfismo de C.

(iv) Si (3.10) es una conjugada izquierda de la transformación natural (3.11),

entonces:

(3.13) colim
⌜

(q∗⌜(X ))
(Φizq)X // Xc (resp. Xa

(Φder)X // lim
⌟

(q∗⌟(X )) ) ,

es un isomorfismo de C.

(v) Si Φ∗∶ q∗⌜ +3 p∗⌜ ○ c∗ (resp. Φ∗∶ p∗⌟ ○ a∗ +3 q∗⌟ ) denota a la transformación

natural (3.11), entonces:

colim
⌜

(q∗⌜(X ))
colim

⌜

(Φ∗

X
)
// colim

⌜
(p∗⌜ (Xc)) ( resp. lim

⌟
(p∗⌟ (Xa))

lim
⌟

(Φ∗

X
)
// lim
⌟

(q∗⌟(X )) ) ,
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es un isomorfismo de C.

Demostración. De acuerdo al Corolario 2.2.4 el funtor q⌜ ! (resp. q⌟∗) es fielmente

pleno, ya que q⌜ (resp. q⌟) lo es; entonces los enunciados (i) y (ii) son equivalentes por

un argumento canónico sobre las adjunciones. Los enunciados (i) y (iii) son equivalentes

por la segunda parte del Corolario 2.2.4.

Mostremos (iii)⇔(iv) en el caso de la categoŕıa ⌜. Para ello observemos que la

igualdad de transformaciones naturales:

(3.14)

⌜ ∣ c
=p

⌜ ∣ c

��

π ∣ c
// ⌜

�� Φ
p⌜

��

q⌜ // �

id
��

⋆
id

// ⋆
c

// �

=
⌜ ∣ c

�	 Γ ∣ cp
⌜ ∣ c

��

π ∣ c
// ⌜
q⌜

��

q⌜ //

=

�

id
��

⋆
c

// �
id

// �

,

induce por el 2-funtor (2.1), la Proposición 2.2.3 y el Lema 1.2.3, una igualdad entre la

siguiente composición de transformaciones naturales conjugadas izquierdas:

C⌜ ∣ c

colim
⌜ ∣ c

��

C⌜
(π ∣ c)∗

oo

colim
⌜

��

C�

id

��

q∗
⌜oo

C
��
id1
izq

C
id

oo

��
Φizq

C�
c∗

oo

=
C⌜ ∣ c

colim
⌜ ∣ c

��

C⌜

q⌜ !

��

(π ∣ c)∗
oo C�

q∗
⌜oo

id

��
C

��
(Γ ∣ c)izq

C�
c∗

oo

��
id2
izq

C�
id

oo

En particular, se tiene un diagrama conmutativo de C:

colim
⌜ ∣ c

((π ∣ c)∗ ○ q∗⌜ (X ))
(id1

izq)q∗
⌜
X

//

((Γ ∣ c)izq)
q∗
⌜
X

��

colim
⌜

(q∗⌜(X ))

(Φizq)X
��

q⌜ ! q
∗
⌜(X )c

((id2
izq)X)c = (εX )c

// Xc ,

para todo cuadrado conmutativo X de C.
Más aún, para todo ⌜-diagrama Z de C se sigue de la Proposición 2.2.3 y del

Corolario 2.2.2 que (id1
izq)Z y ((Γ ∣ c)izq)Z son isomorfismos de C, pues el funtor π ∣ c del

diagrama (3.14) es un isomorfismo de categoŕıas. Por lo tanto, (iii)⇔(iv).

Por último, notemos que si Φizq ∶ colim
⌜

○ q∗⌜ +3 c∗ (resp. Φ∗∶ a∗ +3 lim
⌟
○ q∗⌟ ) es una

conjugada izquierda de la transformación natural (3.11), se tiene por definición un
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triangulo conmutativo:

colim
⌜

(q∗⌜(X ))

colim
⌜

(Φ∗

X
) ))

(Φizq)X // Xc

colim
⌜

(p∗⌜ (Xc))

εXc

OO
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Xa

ηXa

��

(Φder)X // lim
⌟

(q∗⌟(X ))

lim
⌟

(p∗⌟ (Xa))
lim
⌟

(Φ∗

X
)

==

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

donde ε ∶ colim
⌜

○ p∗⌜ +3 id (resp. η∶ id +3 lim
⌟
○ p∗⌟ ) es una counidad (resp. unidad) de

la adjunción colim
⌜
⊣ p∗⌜ (resp. p∗⌜ ⊣ lim

⌟
).

Por otro lado se sigue del Lema 2.2.1, que para todo objeto A de C, el morfismo:

colim
⌜

(p∗⌜A) εA // A (resp. A
ηA // lim

⌟
(p∗⌟A) ) ,

es un isomorfismo, ya que ⌜ (resp. ⌟) admite un objeto inicial (resp. final). Por lo

tanto los enunciados (iv) y (v) son equivalentes. �

Si C es una categoŕıa con coĺımites pequeños (resp. ĺımites pequeños), decimos que

un �-diagrama X de C:

X =
Xa

//

��

Xb

��
Xd

// Xc

es un cuadrado cocartesiano (resp. cuadrado cartesiano) de C, si se cumple uno de los

enunciados equivalentes del Lema 3.1.1.

§3.2. Mostremos algunas propiedades simples de los cuadrados (co)cartesianos

en una categoŕıa admitiendo (co)ĺımites pequeños.

Lema 3.2.1. Sea C una categoŕıa con coĺımites pequeños (resp. ĺımites pequeños).

Supongamos que F ∶ X // X ′ es un morfismo de �-diagramas de C tal que:

q∗⌜(X )
q∗
⌜
F
// q∗⌜(X ′) (resp. q∗⌟(X)

q∗
⌟
F
// q∗⌟(X′) )

es un isomorfismo de la categoŕıa de diagramas C⌜ (resp. C⌟). Dicho de otro modo,

consideremos un cubo:

(3.15) X ′
a

//

��

X ′
b

��

Xa

Fa
77

//

��

Xb

��

Fb
77

X ′
d

// X ′
c ,

Xd
//

Fd
77

Xc

Fc
77
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cuyas caras son cuadrados conmutativos de C, con la propiedad que los morfismos Fa,

Fb y Fd (resp. Fb, Fc y Fd) son isomorfismos de C.

Entonces, si X es un cuadrado cocartesiano (resp. cuadrado cartesiano), X ′ es un

cuadrado cocartesiano (resp. cuadrado cartesiano) si y solamente si F es un isomor-

fismo de la categoŕıa de diagramas C�, es decir si y solamente si el morfismo Fc (resp.

Fa) es un isomorfismo de C.

Demostración. Consideremos una adjunción q⌜ ! ⊣ q∗⌜ (resp. q∗⌟ ⊣ q⌟ ∗) con una

counidad (resp. unidad) ε∶ q⌜ ! ○ q∗⌜ +3 id (resp. η∶ id +3 q∗⌟ ○ q⌟ ∗ ). Deducimos enton-

ces un cuadrado conmutativo de morfismos de C:

q⌜ ! q∗⌜ (X )c
(εX )c //

q⌜ ! q
∗

⌜
(F )c

��

Xc

Fc
��

q⌜ ! q∗⌜ (X ′)c (ε
X ′

)c
// X ′

c

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Xa

(ηX )a //

Fa
��

q⌟∗ q∗⌟ (X )a
q⌟ ! q

∗

⌟
(F )a

��
X ′
a (η

X ′
)a
// q⌟∗ q∗⌟ (X ′)a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

donde q⌜ ! q∗⌜ (F )c (resp. q⌟ ! q∗⌟ (F )a) es un isomorfismo, ya que por hipótesis q∗⌜(F )
(resp. q∗⌟(F )) es un isomorfismo de la categoŕıa de diagramas C⌜ (resp. C⌟).

Se sigue de la propiedad (iii) del Lema 3.1.1 que si X es un cuadrado cocartesiano

(resp. cartesiano), es decir si el morfismo:

q⌜ ! q∗⌜ (X )c
(εX )c // Xc

( resp. Xa

(ηX )a // q⌟∗ q∗⌟ (X )a )

es un isomorfismo de C, entonces X ′ es un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano) si

y solamente si Fc (resp. Fa) es un isomorfismo de C. �

Mostremos también:

Lema 3.2.2. Sea C una categoŕıa con coĺımites pequeños (resp. ĺımites pequeños) y:

X =
Xa

f
//

g′

��

Xb

g

��
Xd

f ′
// Xc

un cuadrado conmutativo en C.

(i) X es un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano), si y solamente si:

X ′ =
Xa

g′
//

f
��

Xd

f ′

��
Xb g

// Xc

es un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano).
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(ii) Si f y f ′ son isomorfismos de C, entonces X es un cuadrado cartesiano y un

cuadrado cocartesiano.

Demostración. Para verificar (i) considera θ�∶ � // � el único isomorfismo de

categoŕıas tal que θ�(a) = a, θ�(b) = d, θ�(c) = c y θ�(d) = b. Si θ⌜ (resp. θ⌟) denota la

restricción del funtor θ� a la subcategoŕıa ⌜ (resp. ⌟) de �, obtenemos un cuadrado

conmutativo:

C⌜

�� id

C⌜
θ∗
⌜

≅oo

C�

q∗
⌜

OO

C�
θ∗�

≅oo

q∗
⌜

OO
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

C⌟

�� id

C�
q∗
⌟oo

C⌟
θ∗
⌟
≅
OO

C�
q∗
⌟

oo

θ∗�≅
OO

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

cuya conjugada izquierda (resp. derecha) es un isomorfismo:

(3.16)

C⌜
q⌜ !

��

C⌜
θ∗
⌜oo

q⌜ !

��
C�

��
(id)izq

C�
θ∗�

oo

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

C⌟
q⌟ ∗ // C
T\

(id)der

C�

θ∗
⌟

OO

q⌟ ∗
// C�

θ∗�

OO
⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
,

pues los funtores θ∗⌜ y θ∗� (resp. θ∗⌟ y θ∗�) son isomorfismos de categoŕıas (ver el inciso

(a) del Corolario 1.2.2).

Si α∶ q⌜ !(Y) // X (resp. α∶ q⌟ !(Y) // X ) es un isomorfismo de �-diagramas de

C, obtenemos aśı un isomorfismo:

X ′ = θ∗�(X ) θ∗� ○ q⌜ !(Y)
θ∗�(α)

≅
oo

(3.16)
Y

≅
// q⌜ !(θ∗⌜(Y))

(resp. X ′ = θ∗�(X ) θ∗� ○ q⌟ ∗(Y)
θ∗�(α)

≅
oo

(3.16)
Y

≅
// q⌟ ∗(θ∗⌟(Y)) ) .

(3.17)

Dicho de otro modo, si X es isomorfo a un objeto en la imagen del funtor q⌜ !

(resp. q⌟ ∗), entonces X ′ = θ∗�(X ) también lo es. El resultado deseado es entonces una

consecuencia de la propiedad (i) del Lema 3.1.1.

Demostraremos solamente la parte del enunciado (ii) sobre cuadrados cocartesiano.

Para ello consideremos los funtores α∶ I // ⌜ y β∶ I // � definidos como las inclu-

siones:

(3.18)
a

��
d

� � α //
a //

��

b

d

y
a

��
d

� � β //

a //

��

b

��
d // c

,

en particular β = q⌜ ○ α.

Notemos que si tenemos adjunciones q⌜ ! ⊣ q∗⌜, α! ⊣ α∗ y β! ⊣ β∗, la igualdad β = q⌜○α
implica que existe un isomorfismo de funtores q⌜ ! ○ α! ≅ β!∶ CI // C� . Por lo tanto,
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se sigue del enunciado (i) del Lema 3.1.1 que para mostrar el resultado deseado, es

suficiente con demostrar que si

X =
Xa

f
//

g′

��

Xb

g

��
Xd

f ′
// Xc

es un cuadrado conmutativo en C tal que f y f ′ son isomorfismos de C, entonces X es

isomorfo a un objeto en la imagen del funtor β!∶ CI // C� .

Más aún, por el Corolario 2.2.4 es suficiente con demostrar que si ε∶ β! ○ β∗ +3 id

es una counidad de la adjunción β! ⊣ β∗, entonces los siguientes morfismos de C:

β! ○ β∗(X )b
(εX )b // Xb y β! ○ β∗(X )c

(εX )c // Xc

son isomorfismos.

Para ello consideremos las siguientes igualdades de transformaciones naturales:

(3.19)

β ∣ b

�� Γ ∣ bpβ ∣ b

��

π ∣ b
// I

β

��

β
//

=

�

id

��
⋆

b
// �

id
// �

=

β ∣ b

=pβ ∣ b

��

pβ ∣ b

≅
// ⋆

id

��

a //

~� Γ

�

id

��
⋆

id
// ⋆

b
// �

(3.20) y

β ∣ c

�� Γ ∣ cpβ ∣ c

��

π ∣ c
// I

β

��

β
//

=

�

id

��
⋆

c
// �

id
// �

=
β ∣ c

=pβ ∣ c

��

π ∣ c
≅

// I

pI

��

β
//

~� Γ′

�

id

��
⋆

id
// ⋆

c
// �

,

donde Γ y Γ′ son las únicas transformaciones naturales posibles.

Se deduce del 2-funtor (2.1), del Lema 1.2.3, la Proposición 2.2.3 y el Corolario 2.2.2

que se tienen las siguientes igualdades de transformaciones naturales:

Cβ ∣ b

colim
β ∣ b

��

CI
(π ∣ b)∗

oo

β!

��

C�
β∗

oo

id

��
C

��(Γ ∣ b)izq

C�
b∗

oo

��
id1
izq

C�
id

oo

=
Cβ ∣ b

colim
β ∣ b

��

C
p∗
β ∣ b

≅
oo

id

��

C�

id

��

a∗oo

C
��

id2
izq

C
id

oo

��
Γizq

C�
b∗

oo

y

Cβ ∣ c

colim
β ∣ c

��

CI

β!

��

(π ∣ c)∗
oo C�

β∗
oo

id

��
C

��(Γ ∣ c)izq

C�
c∗

oo

��
id1
izq

C�
id

oo

=
Cβ ∣ c

colim
β ∣ c

��

CI
(π ∣ c)∗

≅
oo

colim
I

��

C�
β∗

oo

id

��
C

��
id3
izq

C
id

oo

��
Γ′izq

C�
c∗

oo

,
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donde las transformaciones conjugadas (Γ ∣ b)izq, (Γ ∣ c)izq, id2
izq y id3

izq son isomorfismos

naturales.

Más aún, por el Lema 2.2.1 sabemos que podemos tomar colim
I

= d∗ pues d es un

objeto final de I. En particular, si X es un �-diagrama de C, obtenemos los siguientes

diagramas conmutativos:

(β! ○ β∗(X ))
b

(εX )b //

≅

Xb

colim
β ∣ b

((π ∣ b)∗ ○ β∗(X ))

=

colim
β ∣ b

(p∗β ∣ b ○ a
∗(X ))

≅

Xa

f

CC

y

(β! ○ β∗(X ))
c

(εX )c //

≅

Xc

colim
β ∣ c

((π ∣ c)∗ ○ β∗(X ))

=

colim
I

(β∗(X ))

=

Xd

f ′

CC

donde ε∶ β! ○ β∗ +3 id es una counidad de la adjunción β! ⊣ β∗.
Por lo tanto, si f y f ′ son isomorfismos de C se tiene que X es isomorfo a un objeto

en la imagen del funtor β!. �

§3.3. Composición de cuadrados (co)cartesianos. Denotemos como �� a la

categoŕıa pequeña generada por el siguiente diagrama:

(3.21)

a //

��

b

��

// c

��
f // e // d

y sujeta a la relación que identifica los dos morfismos de a en e, los dos morfismos de b

en d y los tres morfismos de a en d.

Si C es una categoŕıa, elegir un ��-diagrama X de C equivale entonces a darse un

diagrama conmutativo en C de la forma:

(3.22) X =
Xa

//

��

Xb

��

// Xc

��
Xf

// Xe
// Xd .

Para 1 ≤ i ≤ 3, denotemos como αi � // �� a los funtores inclusión de las si-

guientes subcategoŕıas:

(3.23)

a //

��

b

��
f // e

,
b //

��

c

��
e // d

y

a //

��

c

��
f // d

,

respectivamente. Deducimos en particular del 2-funtor (2.1), un funtor:

C��
α∗i // C�
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para cada 1 ≤ i ≤ 3.

Mostremos:

Lema 3.3.1. Sea C una categoŕıa que admite coĺımites pequeños (resp. ĺımites pe-

queños). Si X es un ��-diagrama de C y α∗1(X ) (resp. α∗2(X )) es un cuadrado cocar-

tesiano (resp. cartesiano), entonces α∗2(X ) (resp. α∗1(X )) es un cuadrado cocartesiano

(resp. cartesiano) si y solamente si α∗3(X ) es un cuadrado cocartesiano (resp. carte-

siano).

Demostración. Demostremos la parte del enunciado sobre cuadrados cocarte-

siano. Para ello consideremos los funtores τ1∶ I3
// I2 y τ2∶ I2

// �� definidos como

las inclusiones:

(3.24)

a //

��

b // c

f

� � τ1 //

a //

��

b

��

// c

f // e

� � τ2 //

a //

��

b

��

// c

��
f // e // d

,

y denotemos como τ3∶ I3
// �� a la composición τ2 ○ τ1.

Para cada 1 ≤ i ≤ 3 supongamos que se tiene una adjunción τi ! ⊣ τ∗i junto con una

counidad εi∶ τi ! ○ τ∗i +3 id . La igualdad τ2 ○ τ1 = τ3 implica que existe un isomorfismo

de funtores:

τ2 ! ○ τ1 !
Ψ

≅
+3 τ3 ! ,

con la propiedad que para todo ��-diagrama X de C:

(3.25) τ2 ! ○ τ1 ! ○ τ∗1 ○ τ∗2 (X )

≅Ψτ∗
3
X

τ2 !(ε1τ∗
2
(X)

)
// τ2 ! ○ τ∗2 (X )

ε2
X // X

τ3 ! ○ τ∗3 (X ) ε3
X

44

es un diagrama conmutativo de C��.

Por lo tanto, para mostrar el enunciado deseado es suficiente verificar que si X es

un ��-diagrama de C, entonces se cumplen las siguientes dos propiedades:

a) α∗1(X ) es un cuadrado cocartesiano si y solamente si el morfismo:

(τ1 ! ○ τ∗1 ○ τ∗2 (X ))
e

(ε1
τ∗
2
X
)e
// (τ∗2X )e =Xe

es un isomorfismo de C.
b) α∗i (X ) es un cuadrado cocartesisno si y solamente si el morfismo:

(τi ! ○ τ∗i (X ))
d

(εi
X
)d
// Xd

es un isomorfismo de C, donde 2 ≤ i ≤ 3.
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Mostremos la propiedad a). Para ello consideremos el siguiente diagrama de cate-

goŕıas pequeñas, funtores y transformaciones naturales:

(3.26)

q⌜ ∣ e

�	 Γ ∣ epq⌜ ∣e

��

π ∣ e
// ⌜
q⌜

��

α1○q⌜=τ3○γ1//

=

��

id

��
⋆

e
// �

α1=τ2○β1

// ��

=
q⌜ ∣ e

=pq⌜ ∣e

��

γ1 ∣ e
≅

// τ1 ∣ e

pτ1 ∣e

��

π′ ∣ e
//

�� Γ′ ∣ e

I3

τ1

��

τ2○τ1=τ3 //

=

��

id

��
⋆

id
// ⋆

e
// I2 τ2

// ��

,

donde β1∶ � // I2 y γ1∶ ⌜ // I3 son los únicos funtores tales que τ2 ○ β1 = α1 y τ1 ○
γ1 = β1 ○ q⌜, respectivamente; mientras que γ1 ∣ e ∶ q⌜ ∣ e // τ1 ∣ e es el isomorfismo de

categoŕıas definido en objetos como (γ1 ∣ e)(x,α) = (γ1(x), β1(α)).

Como la categoŕıa C admite coĺımites pequeños, deducimos del 2-funtor (2.1), la

Proposición 2.2.3, el Corolario 2.2.2 y el Lema 1.2.3, la siguiente igualdad de transfor-

maciones naturales:

Cq⌜ ∣ e

colim
q⌜ ∣e

��

C⌜

q⌜ !

��

(π ∣ e)∗
oo C��

id

��

q∗
⌜
○α∗1=γ∗1○τ∗3oo

C

��(Γ ∣ e)izq

C�
e∗

oo

��
id1
izq

C��
α∗1=β∗1○τ∗2

oo

=

Cq⌜ ∣ e

colim
q⌜ ∣e

��

Cτ1 ∣ e

colim
τ1 ∣e

��

(γ1 ∣ e)∗

≅
oo CI3

τ1 !

��

(π′ ∣ e)∗
oo C��

id

��

τ∗3 =τ∗1 ○τ∗2oo

C

�� id
2
izq

C
id

oo

�� (Γ
′ ∣ e)izq

CI2
e∗

oo

��
id3
izq

C��
τ∗2

oo

,

donde las transformaciones conjugadas (Γ ∣ e)izq, (Γ′ ∣ e)izq y id2
izq son isomorfismos na-

turales.

Deducimos en particular para todo ��-diagrama X de C, un diagrama conmutativo:

(q⌜ ! ○ q∗⌜(α∗1 X ))
e

(εα∗
1
X
)
e
=((id1

izq)X)e
**≅

colim
q⌜ ∣ e

((π ∣ e)∗ ○ γ∗1 ○ τ∗3 (X ))

=

(α∗1 X )e

=

colim
q⌜ ∣ e

((γ1 ∣ e)∗ ○ (π′ ∣ e)∗ ○ τ∗3 (X ))

≅

Xe

=

colim
τ1 ∣ e

((π′ ∣ e)∗ ○ τ∗3 (X ))

≅

(τ∗2 X )e

(τ1 ! ○ τ∗1 (τ∗2X ))
e (ε1

τ∗
2
X
)
e
=((id3

izq)X)e

44
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donde ε∶ q⌜ ! ○ q∗⌜ +3 id es una counidad de la adjunción q⌜ ! ⊣ q∗⌜. Esto muestra la

propiedad a) (ver (iii) del Lema 3.1.1).

La propiedad b) se muestra de manera análoga. Para ello consideramos la siguiente

igualdad de transformaciones naturales para 2 ≤ i ≤ 3:

(3.27)

q⌜ ∣d

~� Γ ∣dpq⌜ ∣d

��

π ∣d
// ⌜

=q⌜

��

τi○γi // ��

id

��
⋆

d
// �

αi
// ��

=

q⌜ ∣d

=pq⌜ ∣d

��

γi ∣d // τi ∣d

pτi ∣d

��

π′ ∣d
//

�� Γ′ ∣d

Ii

=τi

��

τi // ��

id

��
⋆

id
// ⋆

d
// ��

id
// ��

,

donde γi∶ ⌜ // Ii es el único funtor tal que τi ○ γi = αi ○ q⌜ y γi ∣d∶ q⌜ ∣d // τi ∣d es el

funtor definido en objetos como (γi ∣d)(x,ω) = (γi(x), αi(ω)).

En este caso es suficiente notar que aunque los funtores γ2 ∣d y γ3 ∣d no son iso-

morfismos, ellos admiten un adjunto izquierdo (ver las hipótesis del Corolario 2.2.2).

Deducimos un diagrama conmutativo en C:

(q⌜ ! ○ q∗⌜(α∗i X ))
d

(εα∗
i
X
)
d

**≅

colim
q⌜ ∣d

((π ∣d)∗ ○ γ∗i ○ τ∗i (X ))

=

(α∗i X )d
=

colim
q⌜ ∣d

((γi ∣d)∗ ○ (π′ ∣d)∗ ○ τ∗i (X ))

≅

Xd

colim
τi ∣d

((π′ ∣d)∗ ○ τ∗i (X ))

≅

(τi ! ○ τ∗i (X ))
d

(εi
X
)
d

88

para todo ��-diagrama X de C.
�

4. Categoŕıas de modelos

§4.1. Recordemos que una categoŕıa de modelos C = (C,W,cof ,fib) (ver por

ejemplo [Hov07], [Hir03] o [Qui67]) es una categoŕıa C con tres familias distinguidas

de morfismos: W, cof y fib cuyos elementos son llamados respectivamente equivalencias

débiles, cofibraciones y fibraciones, los cuales cumplen las siguientes propiedades:

CM1. La categoŕıa C admite ĺımites y coĺımites pequeños.
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CM2. La familia W satisface la propiedad 2-de-3, es decir si dos de los tres morfismos

en un triangulo conmutativo:

X
f

//

h !!

Z

g~~
Y

pertenecen a W, también el tercer morfismo pertenece a W.

CM3. Las familias W, cof y fib son estables por retractos. De manera expĺıcita,

dado un diagrama conmutativo:

A //

id

((

g

��

X

f
��

// A

g

��
B //

id

55Y // B ,

si f es un elemento de W (resp. cof , fib) entonces también g es un elemento

de W (resp. cof , fib).

CM4. Los elementos de fib (resp. cof) tienen la propiedad de levantamiento derecho

(resp. izquierdo) respecto a los elementos de cof ∩W (resp. fib∩W), es decir

para todo cuadrado conmutativo:

A
f
//

i
��

X

p
��

B
g
// Y

donde i es una cofibración y p es una fibración, si i es une elemento de W

(resp. si p es un elemento de W) entonces existe un morfismo ϕ∶ B // X

tal que ϕ ○ i = f y p ○ ϕ = g.

CM5. Para todo morfismo f de C existen factorizaciones funtoriales de la forma:

(i) f = p i, donde p ∈ fib e i ∈ cof ∩W.

(ii) f = q j, donde q ∈ fib ∩W y j ∈ cof .

Denotamos como

̃

// , // // y // // a las flechas de las familias W, cof

y fib respectivamente. Los elementos de la familia fib∩W (resp. cof∩W) son llamados

fibraciones triviales (resp. cofibraciones triviales).

§4.2. Si C es una categoŕıa de modelos, se sigue de las propiedades CM3, CM4

y CM5 (ver por ejemplo el Lema 1.1.10 de [Hov07]), que la familia fib (resp. cof)

es exactamente igual a la familia de aquellos morfismos de C con la propiedad de
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levantamiento derecho (resp. izquierdo) respecto a los elementos de cof ∩ W (resp.

fib ∩W). Concluimos en particular (ver también CM2) que las familias W, cof y fib

son estables por composición y contienen a los isomorfismos.

Del mismo modo, se muestra que fib ∩W (resp. cof ∩W) es igual a la familia de

todos los morfismos de C con la propiedad de levantamiento derecho (resp. izquierdo)

respecto a los elementos de cof (resp. fib). Por lo tanto las familias fib y fib ∩ W

(resp. cof y cof ∩W) son además estables por cambio de base (resp. cocambio de base)

a lo largo de morfismos arbitrarios en C; es decir si en un cuadrado cartesiano (resp.

cocartesiano) de C:

A
f
//

i
��

X

p
��

B
g
// Y

el morfismo p (resp. f) es un elemento de fib o de fib ∩W (resp. cof o de cof ∩W),

entonces i (resp. g) también pertenece a la familia fib o a la familia fib∩W (resp. cof

o a la familia cof ∩W) respectivamente.

§4.2.1. Se sigue de CM1 que podemos elegir en C un objeto inicial ∅ y un objeto

final ⋆. Un objeto X de C es llamado cofibrante (resp. fibrante) si la única flecha

∅ // X es una cofibración (resp. X // ⋆ es una fibración).

Del mismo modo, de la propiedad CM5 sabemos que para todo objeto X de C
podemos encontrar un diagrama conmutativo:

∅ //
$$

jX $$

X

QX

qX

̃ OOOO ⎛
⎜⎜
⎝

resp.

X //

��
iX ̃��

⋆

RX
pX

:: :: ⎞
⎟⎟
⎠

;

en particular el objeto QX es cofibrante (resp. RX fibrante). Llamamos a una pa-

reja formada de un objeto cofibrante QX (resp. fibrante RX) y de una equivalencia

débil qX ∶ QX // X (resp. iX ∶ X // RX ), un remplazo cofibrante (resp. un remplazo

fibrante) de X.

Observemos que por hipótesis existe un funtor y una transformación natural:

(4.1) Q ∶ C // C y q ∶ Q +3 idC

(resp. R ∶ C // C y i ∶ idC +3 R ) ,

con la propiedad que para todo objeto X de C, el morfismo qX (resp. iX) es una fibración

(resp. cofibración) y la pareja (Q(X), qX) (resp. (R(X), iX)) es un remplazo cofibrante

(resp. fibrante) de X. En este caso se tiene en particular que el objeto QX (resp. RX)

es además fibrante (resp. cofibrante) si X lo es.
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§4.2.2. Recordemos que un objeto cilindro de un objeto X de C (resp. un objeto

de trayectorias u objeto cocilindro de Y ) es la elección de un objeto Cyl(X) (resp.

coCyl(Y )) y de una factorización:

(4.2)

X ⊔X
##

i0+i1 ''

id+id // X

Cyl(X)
p

BB̃ ⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.
Y

i &&
̃

(id,id)
// Y × Y

coCyl(Y ) (p0,p1)

<< <<

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Si tenemos dos morfismos f, g∶ X // Y de C decimos que f es homotópico izquier-

do a g (resp. homotópico derecho), si existe una homotoṕıa izquierda (resp. homotoṕıa

derecha) de f en g, es decir si existe un objeto cilindro de X (resp. cocilindro de Y ) y

un morfismo H tal que el siguiente triángulo es conmutativo:

(4.3)

X ⊔X
f+g

//

i0+i1
��

Y

Cyl(X) H

<<
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

X
(f,g)

//

H ((

Y × Y

coCyl(Y )
(i0,i1)
OO

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Se verifica que en la subcategoŕıa plena Ccf de C, cuyos objetos son los objetos que

son tanto fibrantes como cofibrantes, la relación de homotoṕıa izquierda y de homotoṕıa

derecha coinciden. Más aún se muestra que esta relación es una relación de equivalencia

compatible con la composición, por lo que se deduce una categoŕıa cociente πCcf y un

funtor Ccf // πCcf .

Si C[W−1] denota a la categoŕıa de fracciones que obtenemos de C al formalmente

invertir las equivalencias débiles, se muestra que existen cuadrados conmutativos:

Ccf

��

� � // C

��
πCcf // C[W−1]

y

C

��

RQ
// Ccf

��
C[W−1] // πCcf

,

los cuales inducen una equivalencia de categoŕıas πCcf ≃ C[W−1] (en particular C[W−1]
es una categoŕıa como definida en §1.1, ver §1.1.1).

En el contexto de las categoŕıas de modelos denotamos también como HoW(C) =
Ho(C) a la categoŕıa de fracciones C[W−1] y la llamamos la categoŕıa homotópica de

C. Denotamos como [X,Y ](C,W) o [X,Y ]C, al conjunto de los morfismos en HoW(C)
entre dos objetos X y Y de C.

§4.3. Sea C una categoŕıa y W una familia distinguida de morfismos de C (por

ejemplo una categoŕıa de modelos con sus equivalencias débiles). Denotemos como

C[W−1] a la categoŕıa de fracciones que obtenemos de C al formalmente invertir los
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elementos de W y como γ ∶ C // C[W−1] al funtor canónico (notemos que la cate-

goŕıa abstracta C[W−1] es en general una categoŕıa grande como definida en §1.1).

Si F ∶ C // A es un funtor de codominio una categoŕıa, recordemos que un funtor

derivado izquierdo (resp. derecho) de F (respecto de W) es por definición una exten-

sión de Kan derecha (resp. izquierda) de F a lo largo del funtor γ ∶ C // C[W−1]
(ver por ejemplo [Mal07b] o §8.4 de [Hir03]). De manera expĺıcita, un funtor deri-

vado izquierdo (resp. derecho) de F (respecto de W) es una pareja formada de un

funtor LF ∶ C[W−1] // A (resp. RF ∶ C[W−1] // A ) y una transformación natu-

ral α∶ LF ○ γ +3 F (resp. β∶ F +3 RF ○ γ ), con la propiedad que para cualquier otro

funtor G∶ C[W−1] // A la siguiente aplicación sea biyectiva:

HomAC[W
−1

]
(G,LF ) −⋆γ

≅ HomAC(G ○ γ,LF ○ γ) α○− // HomAC(G ○ γ,F )

(resp. HomAC[W
−1

]
(RF,G) −⋆γ

≅ HomAC(RF ○ γ,G ○ γ)
−○β

// HomAC(F,G ○ γ) ) .

En particular si F env́ıa los elementos de W en los isomorfismos de A, es decir si

existe un triángulo conmutativo:

C
γ

��

F // A ,

C[W−1]
F̂

<<

entonces la pareja (F̂ , id) es a la vez un funtor derivado izquierdo y derecho de F .

Si D es otra categoŕıa, W un familia de morfismos en D y F ∶ C // D un funtor,

llamamos a un funtor derivado izquierdo (resp. derecho) LF ∶ C[W−1] // D[W−1]
(resp. RF ∶ C[W−1] // D[W−1] ) de la composición:

C F // D
γ
// D[W−1]

un funtor derivado total izquierdo (resp. derecho) de F ∶ C // D .

§4.3.1. Supongamos que C y D son dos categoŕıas de modelos. Recordemos que

una adjunción:

(4.4) C
F

%%
⊥ D
G

ee
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es llamada una adjunción de Quillen si el funtor adjunto izquierdo F preserva los

elementos de las familias cof y cof ∩W, o de manera equivalente si el funtor adjunto

derecho G preserva los elementos de las familias fib y fib ∩W.

Dada una adjunción de Quillen (4.4) se construye un funtor derivado total izquierdo

de F (resp. derecho de G):

Ho(C) LF // Ho(D) (resp. Ho(D) RG // Ho(C) ) ,

de la siguiente manera: Si Q y q (resp. R e i) son como en (4.1), se sigue del Lema de

Ken Brown (ver el Lema 1.1.12 de [Hov07]) que el funtor F ○Q (resp. G ○R) respeta

las equivalencias débiles. Entonces LF (resp. RG) se define como el único funtor tal

que el siguiente diagrama es conmutativo:

C
γC
��

F○Q
// D

γD
��

Ho(C)
LF

// Ho(D)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

D
γD

��

G○R // C
γC

��
Ho(D)

RG
// Ho(C)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

y α = ((γD ○F ) ⋆ q)∶ LF ○ γC +3 γD ○ F (resp. β = ((γC ○G) ⋆ i)∶ γC ○G +3 RG ○ γD ).

La pareja (LF,α) (resp. (RG,α)) es efectivamente un funtor derivado total izquierdo

de F (resp. derecho de G) pues αX (resp. βY ) es un isomorfismo de D[W−1] (resp. de

C[W−1]) si X es un objeto cofibrante de C (resp. Y es un objeto fibrante de D).

Más aún, se muestra (ver por ejemplo el Teorema principal de [Mal07b]) que los

funtores aśı obtenidos forman una adjunción:

(4.5) Ho(C)

LF
))

⊥ Ho(D)
RG

ii
,

la cual tiene la siguiente propiedad: Si:

idC
η
+3 G ○ F y F ○ G ε +3 idD

son una unidad y una counidad respectivamente de la adjunción (4.4), entonces existen

una unidad y una counidad de (4.5):

idHo(C)
η̃
+3 RG ○ LF y LF ○ RG

ε̃ +3 idHo(D)
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respectivamente, tales que los siguientes cuadrados son conmutativos:

(4.6)

RG ○ γD ○ F γC ○ G ○ F
β⋆F
ks

RG ○ LF ○ γC

RG⋆α

KS

γC
η̃⋆γC

ks

γC⋆η

KS

y

LF ○ γC ○G
LF⋆β

��

α⋆G +3 γD ○ F ○ G
γD⋆ε
��

LF ○ RG ○ γD
ε̃⋆γD

+3 γD

.

En particular, para todo objeto A de D y todo objeto X de C, deducimos los

siguientes cuadrado conmutativos:

(4.7)

GRF (X) GF (X)
G(iF (X)

)
oo

GRFQ(X)

GRF (qX)
OO

X
η̃X

oo

ηX

OO

y

FQG(A)
FQG(iA)

��

F (qGA)
// FG(A)

εA

��
FQGR(A)

ε̃A

// A

,

de las categoŕıas homotópicas Ho(D) y Ho(C), respectivamente.

Una equivalencia de Quillen es una adjunción de Quillen como (4.4) tal que el funtor

LF (o el funtor RF ) es una equivalencia de categoŕıas. De manera equivalente, la

adjunción de Quillen (4.4) es una equivalencia de Quillen si para todo objeto cofibrante

X de C y todo objeto fibrante Y de D, un morfismo FX // Y es una equivalencia

débil de D si y solamente si el morfismo adjunto X // GY es una equivalencia débil

de C.

5. Extensiones de Kan homotópicas

En esta sección, imitando §2.2, revisaremos algunos resultados sobre extensiones de

Kan homotópicas (globales) en categoŕıas de modelos, concentrándonos principalmente

en diagramas inversos y directos.

§5.1. Sea C una categoŕıa. Si I es una categoŕıa pequeña y W es una familia

distinguida de morfismos de C, denotamos como WI al conjunto de las equivalencias

débiles argumento por argumento de CI , es decir al conjunto de los morfismos de I-

diagramas F ∶ X // X′ tales que para todo objeto a de I el morfismo Fa ∶ Xa
// X ′

a

es una equivalencia débil.

Observemos en particular que se tiene un diagrama conmutativo (ver §1.2):

(5.1) CI
(γC)I //

γ
CI

��

(C[W−1])I .

CI[W−1
I ] ΦC,I

??
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En general, el funtor ΦC,I aśı obtenido no es una equivalencia de categoŕıas salvo en

casos muy espećıficos, por ejemplo:

Lema 5.1.1. Sea C una categoŕıa y W una familia de morfismos de C que contiene

a las identidades. Si I es una categoŕıa pequeña isomorfa a una unión disjunta finita

I ≅ I1⊔⋯⊔ In donde n ≥ 0, entonces el funtor:

(5.2) CI[W−1
I ]

(û∗1 ,...,û∗n) // CI1[W−1
I1

] ×⋯ × CIn[W−1
In

] ,

es un isomorfismo de categoŕıas, donde ui∶ Ii // I son los funtores inclusión canóni-

cos.

En particular, si I es una categoŕıa pequeña discreta finita3 y W contiene a las

identidades de C, entonces el funtor ΦC,I en (5.1) es un isomorfismo de categoŕıas.

Demostración. Si n = 0 es decir si I es la categoŕıa vaćıa se tiene que CI es la

categoŕıa puntual, entonces (5.2) es un isomorfismo de categoŕıas porque el producto

vaćıo de categoŕıas es también la categoŕıa puntual. Por otro lado si n = 1 el funtor

(5.2) es el funtor identidad.

Finalmente notemos que si A y B son categoŕıas con familias distinguidas de mor-

fismos WA y WB respectivamente las cuales contienen a los morfismos identidades,

entonces el funtor canónico:

(A × B)[(WA ×WB)−1] // A[W−1
A ] × B[W−1

B ]

es un isomorfismo de categoŕıas.

En efecto la categoŕıa A[W−1
A ] × B[W−1

B ] tiene la propiedad universal que para

cualquier categoŕıa D el conjunto de los funtores A[W−1
A ] × B[W−1

B ] // D se identifica

con el conjunto de los funtores A × B // D tales que F (f, b) y F (a, g) son isomorfismos

de D si f ∈ WA, g ∈ WB son morfismos y a ∈ A0, b ∈ B0 son objetos. Como las familias

de morfismos WA y WB contienen a las identidades, esta propiedad es equivalente a

pedir que F (f, g) sea un isomorfismo de D si f ∈ WA y g ∈ WB.

Por lo tanto el funtor (5.2) es un isomorfismo si n ≥ 2.

3I es una categoŕıa pequeña discreta finita si no admite morfismos distintos de las identidades y

el conjunto de sus objetos es finito (posiblemente vaćıo).
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Supongamos ahora que I es una categoŕıa discreta finita y sea {i0, . . . , is} el conjunto

de los objetos de I. Ya que para cada 0 ≤ k ≤ s tenemos cuadrados conmutativos:

CI
(γC)I //

u∗k
��

(C[W−1])I

u∗k��
C

γC
// C[W−1]

y

CI
u∗k //

γ
CI

��

C
γC

��
CI[W−1

I ]
û∗
k

// C[W−1]
,

donde uk∶ ⋆ // I es el funtor uk(⋆) = ik, se sigue que el siguiente es un cuadrado

conmutativo:

CI
(γC)I //

γ
CI

��

(C[W−1])I

(u∗1 ,...,u∗s)
��

CI[W−1
I ]

(û∗1 ,...,û∗s)
// C[W−1] ×⋯ × C[W−1]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

s

.

Por lo tanto (recuerda el isomorfismo de categoŕıas (1.2)):

(C[W−1])I

(u∗1 ,...,u∗s)

��

CI[W−1
I ]

(û∗1 ,...,û∗s)
,,

ΦC,I 00

C[W−1] ×⋯ × C[W−1]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

s

es un triangulo conmutativo, donde (u∗1, . . . , u∗s) y (û∗1, . . . , û∗s) son isomorfismos de

categoŕıas porque I es una categoŕıa discreta finita y W contiene a los morfismos

identidad. Esto demuestra que en este caso, ΦC,I es un isomorfismo de categoŕıas. �

Notemos sin embargo:

Lema 5.1.2. Sea C una categoŕıa y W una familia de morfismos de C. Si W es

una familia fuertemente saturada4, entonces para toda categoŕıa pequeña I el funtor

canónico:

(5.3) CI[W−1
I ]

ΦC,I // (C[W−1])I

4Decimos que una familia de morfismos W en una categoŕıa C es fuertemente saturada si se cumple

la siguiente propiedad: Un morfismo de C pertenece a W si y solamente si su imagen en C[W−1] es

un isomorfismo. Por ejemplo la familia de las equivalencias débiles en una categoŕıa de modelos es

fuertemente saturada.
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es conservativo, es decir si F ∶ X // X′ es un morfismo de CI[W−1
I ] tal que para todo

objeto a de I el morfismo Fa ∶ Xa
// X ′

a es un isomorfismo de C[W], entonces F es

un isomorfismo de CI[W−1
I ].

Demostración. Recordemos que un morfismo F ∶ X // X′ de la categoŕıa de

fracciones CI[W−1
I ], es la clase de equivalencia de una cadena de morfismos de CI :

(5.4) X = X0 F 1

X1 F 2

⋯ Fn−1

Xn−1 Fn

Xn = X′ ,

donde para cada 1 ≤ k ≤ n el morfismo F k es un morfismo arbitrario de CI de la

forma F k ∶ Xk−1 // Xk , o el morfismo F k es un morfismo de WI de la forma F k ∶
Xk−1 oo Xk .

Supongamos que ΦC,I(F ) es un isomorfismo de (C[W−1])I , es decir supongamos

que para todo objeto a de I, el morfismo de la categoŕıa de fracciones C[W−1] asociado

a la cadena de morfismos de C:

Xa =X0
a

F 1
a

X1
a

F 2
a ⋯

Fn−1
a

Xn−1
a

Fna
Xn
a =X ′

a ,

es un isomorfismo.

Como W es una familia de morfismos fuertemente saturada, deducimos que para

todo objeto a de I y todo 0 ≤ k ≤ n, el morfismo F k
a pertenece a W. Por lo tanto F k

pertenece a WI para todo 0 ≤ k ≤ n, es decir el morfismo de la categoŕıa de fracciones

CI[W−1
I ] asociado a la cadena (5.4) es un isomorfismo. �

§5.2. Sea C una categoŕıa y W una familia distinguida de morfismos de C. Note-

mos que si u ∶ I // J es un funtor entre categoŕıas pequeñas, el funtor u∗ ∶ CJ // CI
inducido entre las categoŕıas de diagramas (ver §2.2) respeta las equivalencias débiles

argumento por argumento. Obtenemos en particular un cuadrado conmutativo:

(5.5) CJ u∗ //

γ
CJ

��

CI
γ
CI

��
CJ[W−1

J ]
û∗

// CI[W−1
I ]

.

Más aún, con ayuda de (1.1) deducimos el 2-funtor composición:

(5.6)

catop
(C−,W−) // CatW

C−[W−1
−

]
// CAT

I

u

��

v

��

(CI ,WI) CI[W−1
I ]

α⇒ z→ α∗⇒ z→ α̂∗⇒

J (CJ ,WJ)

v∗

WW

u∗

GG

CJ[W−1
J ]

v̂∗

VV

û∗

HH
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análogo al 2-funtor (2.1). Recordemos que si C es una categoŕıa de modelos con W su

familia de equivalencias débiles, entonces el 2-funtor (5.6) tiene de hecho su imagen en

Cat.

Si C es una categoŕıa y W es una familia distinguida de morfismos de C, decimos que

la categoŕıa C admite extensiones de Kan homotópicas izquierdas (resp. derechas) a lo

largo de u (relativas a W), si el funtor û∗ admite un adjunto izquierdo (resp. derecho):

CJ[W−1
J ]

û∗

;;⊥

uh!

{{
CI[W−1

I ]
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

resp. CJ[W−1
J ]

û∗

##
⊥

uh
∗

cc CI[W−1
I ]

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
.

En este caso, para todo I-diagrama X de C llamamos (por abuso) al J-diagrama

uh! (X) (resp. uh∗(X)) de C una (o la) extensión de Kan homotópica izquierda (resp.

derecha) de X a lo largo de u (relativa a W). El funtor uh! (resp. uh∗) es llamado un

(o el) funtor extensión de Kan homotópica izquierda (resp. derecha) a lo largo de u

(relativa a W).

Si C admite extensiones de Kan homotópicas izquierdas (resp. derechas) a lo largo

de un funtor pI ∶ I // ⋆ en la categoŕıa puntual ⋆:

C[W−1]

(̂pI)∗
44

⊥ CI[W−1
I ]

(pI)h! =hocolimI

tt
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

resp. C[W−1]

(̂pI)∗
**

⊥ CI[W−1
I ]

(pI)h∗ =holimI

jj

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
,

decimos que C admite coĺımites homotópicos (resp. ĺımites homotópicos) de tipo I (rela-

tivos a W), y (por abuso) llamamos al objeto hocolimI(X) (resp. holimI(X)) un (o el)

coĺımite homotópico (resp. ĺımite homotópico) del I-diagrama X de C (relativo a W).

§5.2.1. El siguiente enunciado es una consecuencia del Lema 5.1.1:

Corolario 5.2.1. Si I es una categoŕıa pequeña discreta finita y C es una categoŕıa

de modelos, entonces C admite coĺımites homotópicos (resp. ĺımites homotópicos) de tipo

I si y solamente si, la categoŕıa C[W−1] admite sumas (resp. productos) indexadas por

el conjunto de objetos I0 de I.

Más aún, en este caso un coĺımite homotópico (resp. un ĺımite homotópico) de un

I-diagrama X = {Xi}i∈I0 de C, es canónicamente isomorfo a una suma (resp. producto)

de la familia {Xi}i∈I0 en C[W−1].
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Demostración. Notemos que se tienen cuadrados conmutativos:

C
(pI)∗ //

γC
��

CI
(γC)I��

C[W]
(pI)∗

// (C[W−1])I
y

C
(pI)∗ //

γC

��

CI
γ
CI

��
C[W]

(̂pI)∗
// CI[W−1

I ]
,

por lo que tenemos un triángulo conmutativo (ver (1.2)):

(C[W−1])I

CI[W−1
I ]

ΦC,I 11

C[W−1]

(pI)∗
OO

(̂pI)∗

jj
,

donde ΦC,I es un isomorfismo de categoŕıas por el Lema 5.1.1. �

Notemos que los argumentos en §2.2.1 sobre imágenes de adjunciones por 2-funtores,

nos permite deducir el siguiente enunciado análogo al del Lema 2.2.1:

Lema 5.2.2. Sea C una categoŕıa y W una familia de morfismos de C. Considere-

mos un funtor entre categoŕıas pequeñas u ∶ I // J el cual admite un funtor adjunto

derecho (resp. izquierdo) v ∶ J // I . Entonces el funtor:

CI[W−1
I ]

uh! = v̂∗ // CJ[W−1
J ] ( resp. CI[W−1

I ]
uh
∗
= v̂∗

// CJ[W−1
J ] ) ,

es un funtor extensión de Kan homotópica izqiuerda (resp. derecha) a lo largo de u, el

cual es fielmente pleno si u lo es.

En particular, si I es una categoŕıa que admite un objeto final (resp. inicial) i0, en-

tonces C admite coĺımites homotópicos (resp. ĺımites homotópicos) de tipo I y para todo

I-diagrama X de C el objeto Xi0 es un coĺımite homotópicos (resp. ĺımite homotópicos)

de X en C.

Del Lema 5.2.2 se sigue el siguiente enunciado análogo al Corolario 2.2.2:

Corolario 5.2.3. Sea C una categoŕıa y W una familia de morfismos de C. Supon-

gamos que u ∶ I // J es un funtor entre categoŕıas pequeñas que admite un funtor ad-

junto derecho (resp. izquierdo) v ∶ J // I . Si C admite I-coĺımites homotópicos (resp.

I-ĺımites homotópicos), entonces C también admite J-coĺımites homotópicos (resp. J-

ĺımites homotópicos) y cualquier transformación conjugada izquierda (resp. derecha)

hocolim
I

○ û∗ +3 hocolim
J

(resp. holim
J

+3 holim
I

○ û∗ )
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de la transformación natural:

(5.7)

CI[W−1
I ]

�� id

CJ[W−1
J ]û∗oo

C[W−1]
p̂∗I

OO

C[W−1]
p̂∗J

OO

id
oo

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

CI[W−1
I ]

�� id

C[W−1]
p̂∗Ioo

CJ[W−1
J ]

û∗

OO

C[W−1]
p̂∗J

oo

id

OO

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

es un isomorfismo.

Demostración. Se sigue del Lema 5.2.2 que la transformación natural (5.7) ad-

mite una conjugada derecha y una izquierda. Por otro lado, se verifica como en el Co-

rolario 2.2.2 que podemos tomar como conjugada derecha (resp. izquierda) de (5.2.2) a

la transformación natural:

idder∶ p̂∗J +3 v̂∗ ○ p̂∗I (resp. idizq ∶ v̂∗ ○ p̂∗I +3 p̂∗J ) ,

definida en un objeto A de C[W−1] y un objeto b de J como el morfismo identidad de

A en C[W−1]. El resultado es entonces una consecuencia de los Lemas 5.1.2 y 1.2.1. �

§5.3. Es posible mostrar que en cualquier categoŕıa de modelos existen extensio-

nes de Kan homotópicas izquierdas y derechas a lo largo de todo funtor (entre categoŕıas

pequeñas). Más aún, se constata que dichos funtores satisfacen propiedades similares

a las que cumplen las extensiones de Kan ordinarias (ver [Cis03] o el párrafo §20.2 de

[DHKS04]). En el presente caṕıtulo sin embargo, nos vamos a interesar en extensiones

de Kan homotópicas a lo largo de funtores entre categoŕıas pequeñas pertenecientes a

una familia bastante restringida donde la teoŕıa es mucho más simple.

Si I es una categoŕıa pequeña, recordemos que una estructura de Reedy sobre I es

una pareja formada de dos subcategoŕıas I+ y I− de I verificando las propiedades:

(i) Todo morfismo u de I se escribe de manera única como una composición

u = u+u−, donde u+ (resp. u−) es un morfismo de I+ (resp. I−).

(ii) Existe una función λ∶ Obj(I) // N tal que si a // b es un morfismo de

I+ (resp. de I−) diferente de la identidad, entonces λ(b) > λ(a) (resp. λ(a) >
λ(b)).

En este caso decimos que I = (I, I+, I−) es una categoŕıa de Reedy y llamamos a

I+ (resp. I−) la subcategoŕıa directa (resp. subcategoŕıa inversa) de I. Nota que por la

propiedad (i) las categoŕıas I+ y I− tienen el mismo conjunto de objetos que I.

Una categoŕıa directa (resp. inversa) es una categoŕıa pequeña que es la subcategoŕıa

directa (resp. inversa) de alguna categoŕıa de Reedy. De manera equivalente, I es una

categoŕıa directa (resp. inversa) si existe una función λ∶ Obj(I) // N tal que λ(b) >
λ(a) (resp. λ(a) > λ(b)) para todo morfismo distinto de la identidad f ∶ a // b de I.
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Proposición 5.3.1. Sea C una categoŕıa de modelos. Si (I, I+, I−) es una categoŕıa

de Reedy, entonces la categoŕıa de diagramas CI+ (resp. CI−) admite una estructura

de categoŕıa de modelos, llamada estructura de categoŕıa de modelos proyectiva (resp.

inyectiva), cuyas equivalencias débiles y fibraciones (resp. equivalencias débiles y cofi-

braciones) son definidas argumento por argumento.

Más aún, la categoŕıa de diagramas CI admite una estructura de categoŕıas de mode-

los, llamada estructura de categoŕıa de modelos de Reedy, cuyas equivalencias débiles

son definidas argumento por argumento, y las fibraciones (resp. las cofibraciones) son

los morfismos cuyas restricciones a I+ e I− son fibraciones (resp. cofibraciones) de CI+
y CI− respectivamente.

Demostración. Este es un resultado clásico, ver por ejemplo el Teorema 16.3.4

de [Hir03] o los Teoremas 5.1.3 y 5.2.5 de [Hov07]. Por comodidad recordemos la

definición precisa de las fibraciones y las cofibraciones en la estructura de categoŕıa de

modelos de Reedy de CI :
Si Y es un I-diagrama de C y a es un objeto de I, definimos los siguientes objetos

de C:

MaY = lim
a→x

Yx y LaY = colim
x→a

Yx

donde el ĺımite (resp. coĺımite) se toma sobre la subcategoŕıa de a ∣ I− (resp. I+ ∣a) cuyos

objetos son las parejas (x,α) tales que α no es el morfismo identidad.

Notemos que para cada objeto a de I se tienen funtores canónicos Ma∶ CI // C y

La∶ CI // C , aśı como transformaciones naturales:

( La +3 ( ⋅ )a +3 Ma ) = { LaY // Ya // MaY}
Y∈CI

.

Un morfismo ϕ∶ Y // Z de I-diagramas de C es entonces un fibración (resp. una

fibración trivial) en la estructura de categoŕıa de modelos de Reedy en CI si y solamente

si, para todo objeto a de I el morfismo Ya // MaY ×
MaZ

Za inducido del cuadrado

conmutativo:

Ya
ϕa //

��

Za

��
MaY

Ma ϕ
// MaZ

es una fibración (resp. una fibración trivial) de C. Del mismo modo ϕ es una cofibración

(resp. una cofibración trivial) si y solamente si, para todo objeto a de I el morfismo
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Ya +
La Y

LaZ // Za inducido del cuadrado conmutativo:

LaY

��

La ϕ // LaZ

��
Ya ϕa

// Za

es una cofibración (resp. una cofibración trivial) de C. �

El siguiente enunciado es una consecuencia simple de la Proposición 5.3.1.

Corolario 5.3.2. Sea C una categoŕıa de modelos. Si I es una categoŕıa directa

(resp. inversa) y suponemos que CI tiene la estructura de categoŕıa de modelos proyec-

tiva (resp. inyectiva), entonces la adjunción:

(5.8) C
p∗I

88⊥ CI
colimI

yy
⎛
⎜⎜⎜
⎝

resp. C

p∗I
&&

⊥ CI

limI

ee

⎞
⎟⎟⎟
⎠
,

es una adjunción de Quillen. En particular, C admite coĺımites homotópicos (resp.

ĺımites homotópicos) de tipo I.

Más aún, si u ∶ I // J es un funtor entre categoŕıas directas (resp. inversas)

entonces la adjunción:

(5.9) CJ

u∗

88⊥ CI
u!

ww ⎛
⎜⎜
⎝

resp. CJ
u∗

''
⊥ CI
u∗

gg

⎞
⎟⎟
⎠

;

donde u! (resp. u∗) es un funtor extensión de Kan izquierda (resp. derecha) a lo largo

de u ordinario, es una adjunción de Quillen. En particular, C admite extensiones de

Kan homotópicas izquierdas (resp. derechas) a lo largo de u.

Demostración. Se verifica sin dificultad que los funtores p∗I y u∗ son funtores de

Quillen derechos (resp. izquierdos) con las estructuras de categoŕıa de modelos de la

Proposición 5.3.1. �

§5.3.1. Sea C una categoŕıa y W una familia de morfismos de C. Si u∶ I // J

es un funtor entre categoŕıas pequeñas y b un objeto de J , deducimos del diagrama de
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categoŕıas pequeñas (2.6) y del 2-funtor (5.6) una transformación natural:

(5.10)

Cu ∣ b[W−1
u ∣ b]

�	 (̂Γ ∣ b)∗

CI[W−1
I ]

(̂π ∣ b)∗
oo

C[W−1]

̂(pu ∣ b)∗

OO

CJ[W−1
J ]

b̂∗
oo

û∗

OO

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Cb ∣u[W−1
b ∣u]

�	 (̂b ∣Γ)∗

C[W−1]
̂(pb ∣u)∗
oo

CI[W−1
I ]

(̂b ∣π)∗

OO

CJ[W−1
J ]

û∗
oo

b̂∗

OO

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Un morfismo evaluación homotópica izquierda (resp. derecha) de u en b es por

definición una conjugada izquierda de (̂Γ ∣ b)∗ (resp. conjugada derecha de (̂b ∣Γ)∗):

(5.11)

Cu ∣ b[W−1
u ∣ b]

hocolim
u ∣ b

��

CI[W−1
I ]

uh!

��

(̂π ∣ b)∗
oo

C[W−1]

��(Γ̂ ∣ b)izq

CJ[W−1
J ]

b̂∗
oo

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Cb ∣u[W−1
b ∣u]

holim
b ∣u

// C[W−1]
U]

(b̂ ∣Γ)der

CI[W−1
I ]

(̂b ∣π)∗

OO

uh
∗

// CJ[W−1
J ]

b̂∗

OO

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

de la transformación natural (5.10).

Notemos que C admite coĺımites homotópicos (resp. ĺımites homotópicos) de tipo

u ∣ b (resp. b ∣u) y extensiones de Kan homotópicas izquierdas (resp. derechas) a lo largo

de u, si y solamente si C admite un morfismo evaluación homotópica izquierda (resp.

derecha) de u en b. En este caso, para todo I-diagrama X de C llamamos al morfismo

inducido de la categoŕıa C[W−1]:

(5.12) hocolimu ∣ b(X ○ (π ∣ b))
(Γ̂ ∣ b)izq,X // uh! (X)b

( resp. uh∗(X)b
(b̂ ∣Γ)der,X // holimb ∣u(X ○ (b ∣π)) )

un morfismo evaluación de uh! (X) (resp. uh∗(X)) en b.

Proposición 5.3.3. Si C es una categoŕıa de modelos, u ∶ I // J es un functor

entre categoŕıas pequeñas directas (resp. inversas) y b es un objeto de J , entonces existe

un morfismo evaluación homotópica izquierda (resp. derecha) de u en b (5.11) y dicha

transformación natural es un isomorfismo (ver el Lema 5.1.2).

Demostración. Notemos que si I es una categoŕıa directa (resp. inversa) entonces

para todo objeto b de I la categoŕıa u ∣ b (resp. b ∣u) es también directa (resp. inversa).

En efecto, si λ∶ Ob(I) // N es una función tal que λ(b) > λ(a) (resp. λ(b) < λ(a))
siempre que exista un morfismo f ∶ a // b en I distinto de la identidad, entonces la
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función composición λ ○Ob(π ∣ b)∶ Ob(u ∣ b) // N (resp. λ ○Ob(b ∣π)∶ Ob(b ∣u) // N )
tiene la misma propiedad con respecto a los morfismos de la categoŕıa u ∣ b (resp. b ∣u).

Concluimos de la Proposición 5.3.1 que si I y J son categoŕıas directas (resp. in-

versas), entonces para todo objeto b en J las categoŕıas CI , CJ y Cu ∣ b (resp. CI , CJ y

Cb ∣u) tienen estructuras de categoŕıas de modelos donde las equivalencias débiles y las

fibraciones (resp. las equivalencias débiles y las cofibraciones) son definidas argumento

por argumento.

En particular (ver el Corolario 5.3.2), las adjunciones canónicas:

CJ

u∗

99⊥

u!

yy
CI y C

p∗
u ∣ b

99⊥

colimu ∣ b

yy
Cu ∣ b

⎛
⎜⎜⎜
⎝

resp. CJ
u∗

%%
⊥

u∗

ee CI y C

p∗I

%%
⊥

limb ∣u

ee Cb ∣u
⎞
⎟⎟⎟
⎠

son adjunciones de Quillen con respecto a estas estructuras de categoŕıas de modelos.

Por lo tanto, existe un morfismo evaluación homotópica izquierda (resp. derecha) de u

en b como el de (5.11).

Mostremos la segunda afirmación del enunciado en el caso de categoŕıas directas.

Para ello notemos que si X es un objeto cofibrante de CI con la estructura de categoŕıa

de modelos proyectiva; con ayuda del diagrama (4.7) no es dif́ıcil ver que el morfismo

evaluación izquierda de uh! (X ) en b como en (5.12), está definido salvo isomorfismo en

C[W−1] por el siguiente cuadrado conmutativo:

(5.13)

colim
u ∣ b

(Q ○ (π ∣ b)∗X)
colim
u ∣ b

(Q○(π ∣ b)∗ ηX)
//

(b̂ ∣Γ)izq,X
��

colim
u ∣ b

(Q ○ (π ∣ b)∗ ○ u∗ ○ u! X)

colim
u ∣ b

(Q((Γ ∣ b)∗,u!X
))

��

u!(X )b colim
u ∣ b

(Q ○ p∗u ∣ b ○ b
∗ ○ u! X)

ε̃u!(X)b

oo

donde Q es un funtor reemplazo cofibrante en Cu ∣ b, η∶ idCI +3 u∗ ○ u! es una unidad

y ε̃A es el morfismo en C[W−1] imagen del siguiente morfismo composición en C (ver

(4.7)):

colim
u ∣ b

○Q ○ p∗
u ∣ b(A)

colim
u ∣ b

(qp∗
u ∣ b

A)
// colim

u ∣ b
○ p∗

u ∣ b(A) εA // A ;

aqúı ε∶ idC +3 colimu ∣ b ○ p∗u ∣ b es una counidad y q∶ Q +3 idCu ∣ b es el morfismo de com-

paración para el reemplazo Q (ver (4.1))
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Por otro lado, como se tiene un cuadrado conmutativo:

colim
u ∣ b

((π ∣ b)∗X)
colim
u ∣ b

((π ∣ b)∗ ηX)
//

(b ∣Γ)izq,X
��

colim
u ∣ b

((π ∣ b)∗ ○ u∗ ○ u! X)

colim
u ∣ b

((Γ ∣ b)∗,u!X
)

��

u!(X )b colim
u ∣ b

(p∗u ∣ b ○ b
∗ ○ u! X)

εu!(X)b

oo

se sigue de la naturalidad de q∶ Q +3 idCu ∣ b y del cuadrado conmutativo (5.13), que el

siguiente triángulo conmuta:

(5.14)
colim
u ∣ b

(Q ○ (π ∣ b)∗X)
colim
u ∣ b

(q
(π ∣ b)∗ X)

//

(b̂ ∣Γ)izq,X ++

colim
u ∣ b

((π ∣ b)∗X)

(b ∣Γ)izq,Xtt
u!(X )b

Notemos finalmente que como el funtor (π ∣ b)∶ u ∣ b // I es cofinal, si X es un

objeto cofibrante de CI con la estructura proyectiva, entonces (π ∣ b)∗X es un objeto

cofibrante de Cu ∣ b. En particular, el morfismo comparación:

Q ○ (π ∣ b)∗X
q
(π ∣ b)∗ X

// (π ∣ b)∗X

es una equivalencia débil entre objetos cofibrantes de Cu ∣ b.

Deducimos de la Proposición 2.2.3 y del triángulo (5.14) que si X es un objeto cofi-

brante de CI , el morfismo evaluación izquierda (resp. derecha) de uh! (X ) (resp. uh∗(X ))
en b de (5.12) es un isomorfismo de C[W−1]. Por lo tanto, ya que todo objeto en CI[W−1

I ]
es isomorfo a un objeto cofibrante, se sigue del Lema 5.1.2 que la transformación natural

(5.11) es un isomorfismo. �

§5.3.2. Deduzcamos de la Proposición 5.3.3 un enunciado análogo al Corolario

2.2.4 usando los mismos argumentos que en §2.2.3.

En efecto, supongamos que u ∶ I // J es un funtor fielmente pleno entre categoŕıas

pequeñas. Si C es una categoŕıa y W es una familia de morfismos de C; para cada objeto

a de I deducimos del diagrama (2.10) de categoŕıas pequeñas y del 2-funtor (5.6), el

siguiente diagrama de categoŕıas (grandes):

(5.15)

Cu ∣ua[W−1
u ∣ua]

�� Γ̂∗

CI[W−1
I ]

̂(π ∣ua)∗oo

�
 id

CI[W−1
I ]idoo

C[W−1]

p̂∗
u ∣ua

OO

CI[W−1
I ]

â∗
oo

id

OO

CJ[W−1
J ]

û∗
oo

û∗

OO
=
Cu ∣ua[W−1

u ∣ua]

�� Γ̂ ∣ua∗

CI[W−1
I ]

̂(π ∣ua)∗oo

C[W−1]

p̂∗
u ∣ua

OO

CJ[W−1
J ]

(̂ua)∗
oo

û∗

OO
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Cua ∣u[W−1
ua ∣u]

�� Γ̂∗

C[W−1]
p̂∗
ua ∣uoo

CI[W−1
I ]

̂(ua ∣π)∗
OO

�� id

CI[W−1
I ]idoo

â∗

OO

CI[W−1
I ]

id

OO

CJ[W−1
J ]

û∗
oo

û∗

OO
=
Cua ∣u[W−1

ua ∣u]

�� ûa ∣Γ
∗

C[W−1]
p̂∗
ua ∣uoo

CI[W−1
I ]

̂(ua ∣π)∗
OO

CJ[W−1
J ]

(̂ua)∗
OO

û∗
oo

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Notemos que por el Lema 5.2.2 y la adjunción (2.14), el funtor (a, idua)∗ es un funtor

coĺımites homotópicos de tipo u ∣ua (resp. ĺımites homtópicos de tipo ua ∣u).

Supongamos que C admite extensiones de Kan homotópicas izquierdas (resp. de-

rechas) a lo largo de u; más precisamente consideremos una adjunción uh! ⊣ û∗ (resp.

û∗ ⊣ uh∗) con una unidad η∶ id +3 û∗ ○ uh! (resp. una counidad ε∶ û∗ ○ uh∗ +3 id ). Se

sigue de Lema 1.2.3 y del diagrama (5.15) que para todo I-diagrama X en C y todo

objeto a en I, el siguiente morfismo en C[W−1]:

Xa

ηa // û∗ ○ uh! (X )a (resp. û∗ ○ uh∗(X )a
εa // Xa )

es un morfismo evaluación homotópica de uh! (X ) (resp. uh∗(X )) en ua.

Deducimos del Lema 5.1.2 que cualquier morfismo evaluación homotópica izquierda

(resp. derecha) de u en ua es un isomorfismo para todo objeto a de I, śı y solamente śı

cualquier funtor uh! (resp. uh∗) extensión de Kan homotópica izquierda (resp. derecha)

a lo largo de u (respecto de W) es fielmente pleno.

Por lo tanto, se sigue de la Proposición 5.3.3 la primera parte del siguiente enunciado:

Corolario 5.3.4. Sea C una categoŕıa de modelos y u ∶ I // J un funtor fielmente

pleno entre categoŕıas pequeñas directas (resp. inversas). Si uh! (resp. uh∗) es un funtor

extension de Kan homotópica izquierda (resp. derecha) a lo largo de u:

CJ[W−1
J ]

û∗

44
⊥ CI[W−1

I ]

uh!
tt

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

resp. CJ[W−1
J ]

û∗

**
⊥ CI[W−1

I ]

uh
∗

jj

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
,

entonces uh! (resp. uh∗) también es un funtor fielmente pleno.

Más aún, si ε (resp. η) es una counidad (resp. unidad) de la adjunción uh! ⊣ û∗

(resp. û∗ ⊣ uh∗) e Y es un J-diagrama de C, entonces Y pertenece a la imagen esencia

del funtor uh! (resp. uh∗) si y solamente si, para todo objeto x de J que no pertenece a

la imagen esencial de u, el morfismo:

(5.16) (uh! ○ û∗(Y))x
(εY)x // Yx

⎛
⎝

resp. Yx
(ηY)x // (uh∗ ○ û∗(Y))x

⎞
⎠
,
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es un isomorfismo de C[W−1].

Demostración. No es dif́ıcil de mostrar como en la prueba del Corolario 2.2.4,

que el morfismo (5.16) es un isomorfismo si x es un objeto de J isomorfo a un objeto en

la imagen de u. Más aún, se sigue del Lema 5.1.2 que un J-diagrama Y de C pertenece

a la imagen esencia del funtor uh! (resp. uh∗) si y solamente si, para todo objeto x de J

el morfismo (5.16) es un isomorfismo de C[W−1]. �

6. Cuadrados homotópicamente (co)cartesianos

§6.1. Sea C una categoŕıa de modelos y consideremos las adjunciones que dedu-

cimos sin dificultad del Corolario 5.3.2:

C⌜[W−1
⌜ ] ⊥

qh
⌜ !

$$

q̂∗
⌜

dd C�[W−1
� ] y C⌜[W−1

⌜ ] ⊥

hocolim
⌜

$$

p̂∗
⌜

dd
C[W−1]

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp. C⌟[W−1
⌟ ] ⊥

qh
⌟∗

::

q̂∗
⌟

zz
C�[W−1

� ] y C⌟[W−1
⌟ ] ⊥

holim
⌟

::

p̂∗
⌟

zz
C[W−1]

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

a partir de los funtores q⌜∶ ⌜ // � y p⌜∶ ⌜ // ⋆ (resp. q⌟∶ ⌟ // � y p⌟∶ ⌟ // ⋆ )

de (3.1) en §3.1.

Notemos que como q⌜ (resp. q⌟) es un funtor fielmente pleno, se sigue del Corolario

5.3.4 que cualquier unidad (resp. counidad):

id
η

≅
+3 q̂∗⌜ ○ qh⌜ ! ∶ C⌜[W−1

⌜ ] // C⌜[W−1
⌜ ]

(resp. q̂∗⌟ ○ qh⌟∗
ε

≅
+3 id ∶ C⌟[W−1

⌟ ] // C⌟[W−1
⌟ ] )

de la adjunción qh⌜ ! ⊣ q̂∗⌜ (resp. q̂∗⌟ ⊣ qh⌟∗) es un isomorfismo natural.

Por otro lado, se sigue de la Proposición 5.3.3 y del Corolario 5.2.3 que tenemos un

isomorfismo natural:

(6.1) ĉ∗ ○ qh⌜ !

id−1
izq○(Γ ∣ c)izq

≅
+3 hocolim

⌜
∶ C⌜[W−1

⌜ ] // C[W−1]

⎛
⎝

resp. â∗ ○ qh⌟∗
id−1
der○(a ∣Γ)der

≅
+3 holim

⌟
∶ C⌟[W−1

⌟ ] // C[W−1]
⎞
⎠
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el cual se obtiene al componer las transformaciones conjugadas izquierdas (resp. dere-

chas) de las siguientes transformaciones naturales:

Cq⌜ ∣ c[W−1
q⌜ ∣ c]

�� (̂Γ ∣ c)∗

C⌜[W−1
⌜ ]

(̂π ∣ c)∗
oo

C[W−1]

p̂∗
q⌜ ∣ c

OO

C�[W−1
� ]

ĉ∗
oo

q̂∗
⌜

OO

y

Cq⌜ ∣ c[W−1
q⌜ ∣ c]

�� id

C⌜[W−1
⌜ ]

(̂π ∣ c)∗

≅
oo

C[W−1]

p̂∗
q⌜ ∣ c

OO

C[W−1]
id

oo

p̂∗
⌜

OO

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Ca ∣ q⌟[W−1
a ∣ q⌟]

�� (̂a ∣Γ)∗

C[W−1]
p̂∗
a ∣ q⌟oo

C⌟[W−1
⌟ ]

(̂a ∣π)∗
OO

C�[W−1
� ]

â∗

OO

q̂∗
⌟

oo

y

Ca ∣ q⌟[W−1
a ∣ q⌟]

�� id

C[W−1]
p̂∗
a ∣ q⌟oo

C⌟[W−1
⌟ ]

(̂a ∣π)∗ ≅
OO

C[W−1]

id

OO

p̂∗
⌟

oo

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

inducidas del diagrama (3.7) en §3.1 y del 2-funtor (5.6).

Mostremos el enunciado análogo al Lema 3.1.1:

Lema 6.1.1. Sea C una categoŕıa de modelos. Si X es un cuadrado conmutativo de

C, los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) X es isomorfo a un objeto en la imagen de un funtor qh⌜ ! (resp. qh⌟∗) extension

de Kan homotópica izquierda (resp. derecha) a lo largo de q⌜ (resp. q⌟).

(ii) Si ε∶ qh⌜ ! ○ q̂∗⌜ +3 id (resp. η∶ id +3 qh⌟ ∗ ○ q̂∗⌟ ) es una counidad (resp. unidad)

de una adjunción qh⌜ ! ⊣ q̂∗⌜ (resp. q̂∗⌟ ⊣ qh⌟ ∗), el morfismo:

qh⌜ ! q̂
∗
⌜(X) εX // X ( resp. X

ηX // qh⌟∗ q̂
∗
⌟(X) )

es un isomorfismo de la categoŕıa C�[W−1
� ].

(iii) Si ε∶ qh⌜ ! ○ q̂∗⌜ +3 id (resp. η∶ id +3 qh⌟ ∗ ○ q̂∗⌟ ) es una counidad (resp. unidad)

de una adjunción qh⌜ ! ⊣ q̂∗⌜ (resp. q̂∗⌟ ⊣ qh⌟ ∗), el morfismo:

qh⌜ ! q̂
∗
⌜(X)c

(εX)c // Xc
( resp. Xa

(ηX)a // qh⌟∗ q̂
∗
⌟(X)a ) ,

es un isomorfismo de la categoŕıa C[W−1].
(iv) El morfismo de la categoŕıa C[W−1]:

hocolim
⌜

(q∗⌜(X))
hocolim⌜(Φ̂∗X)

// hocolim
⌜

(p∗⌜ (Xc))

( resp. holim
⌟

(p∗⌟ (Xa))
holim⌟(Φ̂∗X)

// holim
⌟

(q∗⌟(X)) )
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es un isomorfismo, donde:

(6.2)

C⌜[W−1
⌜ ]

�� Φ̂∗

C�[W−1
� ]

q̂∗
⌜oo

C[W−1]
p̂∗
⌜

OO

C�[W−1
� ]

ĉ∗
oo

id

OO

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

C⌟[W−1
⌟ ]

� Φ̂∗

C[W−1]
p̂∗
⌟oo

C�[W−1
� ]

q̂∗
⌟

OO

C�[W−1
� ]

id
oo

â∗

OO

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

es la transformación natural inducida de (3.12) y del 2-funtor (5.6).

(v) Si Φizq ∶ hocolim
⌜

○ q̂∗⌜ +3 ĉ∗ (resp. Φder∶ â∗ +3 holim
⌟

○ p̂∗⌟ ) es una transfor-

mación conjugada izquierda (resp. derecha) de (6.2), el morfismo:

(6.3) hocolim
⌜

(q̂∗⌜(X))
(Φizq)X // Xc (resp. Xa

(Φder)X // holim
⌟

(p̂∗⌟(X)) ) ,

es un isomorfismo de C[W−1].

Demostración. Los enunciados (i), (ii) y (iii) son equivalentes por el Corolario

5.3.4, ya que q⌜ (resp. q⌟) es un funtor fielmente pleno.

Por otro lado, notemos que por definición de transformación conjugada izquierda

(resp. derecha), el morfismo (6.3) en (v) se puede tomar como la composición:

(6.4) hocolim
⌜

(q∗⌜(X))
hocolim⌜(Φ̂∗X)

// hocolim
⌜

(p∗⌜ (Xc))
εXc // Xc

( resp. Xa

ηXa // holim
⌟

(p∗⌟ (Xa))
holim⌟(Φ̂∗X)

// holim
⌟

(q∗⌟(X)) , )

donde ε∶ hocolim⌜ ○ p∗⌜ +3 id (resp. η∶ id +3 holim⌟ ○ q∗⌟ ) es una unidad de una ad-

junción hocolim⌜ ⊣ p∗⌜ (resp. q∗⌟ ⊣ holim⌟).

Más aún, como la categoŕıa ⌜ (resp. ⌟) admite un objeto inicial (resp. final), se sigue

del Lema 5.2.2 que el funtor p∗⌜ (resp. p∗⌟) es un funtor fielmente pleno. En particular,

el morfismo εA (resp. ηA) en (6.4) es un isomorfismo de C[W−1] para todo objeto A de

C. Por lo tanto los enunciados (iv) y (v) son equivalentes.

Finalmente, si consideramos el diagrama de categoŕıas:

Cq⌜ ∣ c[W−1
q⌜ ∣ c]

�
 id

C⌜[W−1
⌜ ]

(̂π ∣ c)∗oo

�	 Φ̂∗

C�[W−1
� ]

q̂∗
⌜oo

C[W−1]

p̂∗
q⌜ ∣c

OO

C[W−1]
id

oo

p̂∗
⌜

OO

C�[W−1
� ]

ĉ∗
oo

id

OO

=

Cq⌜ ∣ c[W−1
q⌜ ∣ c]

�
 (̂Γ ∣ c)∗

C⌜[W−1
⌜ ]

(̂π ∣ c)∗oo

�	 id

C�[W−1
� ]

q̂∗
⌜oo

C[W−1]

p̂∗
q⌜ ∣c

OO

C�[W−1
� ]

ĉ∗
oo

q̂∗
⌜

OO

C�[W−1
� ]

id
oo

id

OO
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Ca ∣ q⌟[W−1
a ∣ q⌟]

�� id

C[W−1]
p̂∗
a ∣q⌟oo

C⌟[W−1
⌟ ]

(̂a ∣π)∗

OO

�� Φ̂∗

C[W−1]

id

OO

p̂∗
⌟

oo

C�[W−1
� ]

q̂∗
⌟

OO

C�[W−1
� ]

id
oo

â∗

OO
=

Ca ∣ q⌟[W−1
a ∣ q⌟]

�� (̂a ∣Γ)∗

C[W−1]
p̂∗
a ∣q⌟oo

C⌟[W−1
⌟ ]

(̂a ∣π)∗

OO

�� id

C�[W−1
� ]

â∗

OO

q̂∗
⌟

oo

C�[W−1
� ]

q̂∗
⌟

OO

C�[W−1
� ]

id

OO

id
oo

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

inducido de (3.14) y del 2-funtor (5.6), se sigue de Lema 1.2.3 que se tiene un triángulo

conmutativo de transformaciones naturales:

(6.5)

ĉ∗ ○ qh⌜ ! ○ q̂∗⌜

ĉ∗⋆ε "*

(6.1)⋆q̂∗
⌜

≅
+3 hocolim

⌜
○ q̂∗⌜

Φizqt|
ĉ∗

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

â∗ ○ qh⌟∗ ○ q̂∗⌟
(6.1)⋆q̂∗

⌟

≅
+3 holim

⌟
○ q̂∗⌟

â∗
â∗⋆η

X`

Φder

>F

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

En particular los enunciados (iii) y (v) son equivalentes. �

Si C es una categoŕıa de modelos, un cuadrado conmutativo de C:

X =
Xa

//

��

Xb

��
Xd

// Xc

es llamado un cuadrado homotópicamente cocartesiano (resp. cuadrado homotópica-

mente cartesiano), si X cumple uno de los enunciados equivalentes del Lema 6.1.1.

§6.1.1. El siguiente Lema determina condiciones suficientes para que un cuadrado

cocartesiano (resp. cartesiano) sea homotópicamente cocartesiano (resp. homotópica-

mente cartesiano). Ver también §10 de [DS95] y el Corolario 6.3.2.

Lema 6.1.2. Sea C una categoŕıa de modelos. Si:

(6.6) X =
Xa

f
//

��

Xb

g

��
Xd

// Xc

es un cuadrado conmutativo de C tal que:

(i) X es un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano).

(ii) Xa y Xd (resp. Xc y Xd) son objetos cofibrantes (resp. fibrantes) de C.

(iii) El morfismo f es una cofibración (resp. g es una fibración) de C.

entonces X es un cuadrado homotópicamente cocartesiano (resp. cartesiano) de C.
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Demostración. Hagamos la prueba en el caso de cuadrados cocartesianos. Pa-

ra empezar consideremos la categoŕıa de Reedy (⌜,⌜+,⌜−) donde ⌜+ (resp. ⌜−) es la

subcategoŕıa de:

⌜ =
a //

��

b

d

con el mismo conjunto de objetos y donde el único morfismo distinto de la identidad

es el morfismo de a en b (resp. de a en d). Notemos que la función λ ∶ {a, b, d} // N

definida por λ(d) = 0, λ(a) = 1 y λ(b) = 2, cumple la propiedad requerida.

Se muestra entonces que un morfismo ϕ∶ Y // Z de ⌜-diagramas de C:

Za
fZ //

gZ

��

Zb

Ya

ϕa
88

fY //

gY

��

Yb
ϕb

88

Zd

Yd
ϕd

88

es una fibración (resp. una fibración trivial) de C⌜ con respecto a la estructura de

categoŕıa de modelos de Reedy inducida (ver la Proposición 5.3.1), si y solamente si los

siguientes tres morfismos:

Yb
ϕb // Zb , Yd

ϕd // Zd y Ya
ψ
// Yd ×

Zd
Za

son fibraciones (resp. fibraciones triviales) de C, donde ψ es la función inducida por el

cuadrado conmutativo:

Ya
ϕa //

gY

��

Za

gZ

��
Yd ϕd

// Zd .

Del mismo modo ϕ∶ Y // Z es una cofibración (resp. una cofibración trivial) si y

solamente si los siguientes morfismos:

Ya
ϕa // Za , Yd

ϕd // Zd y Yb +
Ya
Za

ψ
// Zb
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son cofibraciones (resp. cofibraciones triviales) de C, donde en este caso ψ es la función

inducida por el cuadrado conmutativo:

Ya
ϕa //

fY

��

Za

fZ

��
Yb ϕb

// Zb .

En efecto, con respecto a la estructura de Reedy sobre ⌜ que consideramos arriba,

si Y es un ⌜-diagramas de C:

(6.7) Y =
Ya

fY
//

gY ��

Yb

Yd

entonces MaY = Yd, MbY = ⋆ =MdY, LaY = ∅ = LdY y LbY = Ya donde ⋆ (resp. ∅) es

un objeto final (resp. inicial) de C.
Concluimos en particular que el funtor p∗⌜∶ C // C⌜ respeta las fibraciones y las

fibraciones triviales, por lo que la adjunción colim⌜ ⊣ p∗⌜ es una adjunción de Quillen.

Más aún, se sigue que un diagrama (6.7) es un objeto cofibrante si y solamente si

Ya y Yd son objetos cofibrantes y el morfismo fY es una cofibración de C. Por lo tanto

para un tal ⌜-diagramas Y de C, si tomamos una suma amalgamada de (6.7):

Ya
fY

//

gY
��

Yb

��
Yd // Yd +

Ya
Yb

,

el objeto Yd +
Ya
Yb es isomorfo a la imagen de Y bajo un funtor adjunto izquierdo:

C[W−1] ⊥

p̂∗
⌜

::

hocolim⌜

zz
C⌜[W−1

⌜ ] .

�

§6.2. Mostremos enunciados análogos a los Lemas 3.2.1, 3.2.2 y 3.3.1 de los

párrafos §3.2 y §3.3:

Lema 6.2.1. Sea C una categoŕıa de modelos. Consideremos F ∶ X // X′ un mor-

fismo de la categoŕıa C�[W−1
� ] tal que q∗⌜F (resp. q∗⌟F ) es un isomorfismo en C⌜[W−1

⌜ ]
(resp. C⌟[W−1

⌟ ]) y donde X es un cuadrado homotópicamente cocartesiano (resp. ho-

motópicamente cartesiano) de C.



60 Elhoim Sumano

Entonces, X′ es un cuadrado homotópicamente cocartesiano (resp. homotópicamente

cartesiano) si y solamente si F es un isomorfismo en C�[W−1
� ], si y solamente si el

morfismo Fc (resp. Fa) es un isomorfismo de C[W−1].

Demostración. La prueba es similar a la del Lema 3.2.1: Elegimos una adjunción

qh⌜ ! ⊣ q̂∗⌜ (resp. q̂∗⌟ ⊣ qh⌟ ∗) con una counidad (resp. unidad) ε∶ qh⌜ ! ○ q̂∗⌜ +3 id (resp.

η∶ id +3 qh⌟ ∗ ○ q̂∗⌟ ), y consideramos el cuadrado conmutativo de morfismos de C[W−1]
inducido por F :

qh⌜ ! q̂
∗
⌜ (X )c

(εX )c //

qh
⌜ ! q̂

∗

⌜
(F )c

��

Xc

Fc

��
qh⌜ ! q̂

∗
⌜ (X ′)c (ε

X ′
)c
// X ′

c

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Xa

(ηX )a //

Fa

��

qh⌟∗ q̂
∗
⌟ (X )a
qh
⌟∗

q̂∗
⌟
(F )a

��

X ′
a (η

X ′
)a
// qh⌟∗ q̂

∗
⌟ (X ′)a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

de la naturalidad de ĉ∗ ○ ε (resp. â∗ ○ η).

Deducimos de (iii) del Lema 6.1.1 que X ′ es un cuadrado homotópicamente cocarte-

siano (resp. homotópicamente cartesiano) si y solamente si el morfismo Fc (resp. Fa) es

un isomorfismo de C[W−1]. Finalmente, esto es equivalente a que F sea un isomorfismo

de la categoŕıa C�[W−1
� ] por el Lema 5.1.2. �

Mostremos ahora:

Lema 6.2.2. Sea C una categoŕıa de modelos y:

X =
Xa

f
//

g′

��

Xb

g

��
Xd

f ′
// Xc

un cuadrado conmutativo en C, entonces:

(i) Si X es homotópicamente cocartesiano (resp. homotópicamente cartesiano),

el siguiente cuadrado conmutativo:

X′ =
Xa

g′
//

f

��

Xd

f ′

��
Xb g

// Xc

también lo es.

(ii) Si f y f ′ son equivalencias débiles, entonces X es homotópicamente cartesiano

y homotópicamente cocartesiano.
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Demostración. Mostremos la parte de los enunciados que corresponde a los cua-

drados homotópicamente cocartesiano. La prueba es análoga a la del Lema 3.2.2.

Prueba de (i). Consideremos el funtor θ�∶ � // � de la demostración del Lema

3.2.2, definido como el único isomorfismo de categoŕıas que invierte los objetos c y b, y

deja fijos a los objetos a y d. Sea también θ⌜ la restricción de θ� a la subcategoŕıa ⌜
de �.

Se sigue entonces del inciso (a) del Corolario 1.2.2 que toda conjugada izquierda:

C⌜[W−1
⌜ ]

qh
⌜ !
��

C⌜[W−1
⌜ ]

θ̂∗
⌜oo

qh
⌜ !
��

C�[W−1
� ]

�� (id)izq

C�[W−1
� ]

θ̂∗�

oo

,

de la transformación natural identidad:

C⌜[W−1
⌜ ]

� id

C⌜[W−1
⌜ ]

θ̂∗
⌜

≅oo

C�[W−1
� ]

q̂∗
⌜

OO

C�[W−1
� ]

θ̂∗�

≅oo

q̂∗
⌜

OO

,

es un isomorfismo. Por lo tanto, ya que X′ = θ∗�(X) y θ� ○ θ� = id�, deducimos que X es

isomorfo a un objeto en la imagen del funtor qh⌜ !, si y solamente si lo mismo se cumple

para X′. El resultado deseado es entonces una consecuencia del Lema 6.1.1.

Para mostrar (ii) consideremos los funtores inclusión α∶ I // ⌜ y β∶ I // � defi-

nidos en (3.18), los cuales cumplen que β = q⌜ ○ α. Deducimos de los diagramas (3.19)

y (3.20), del 2-funtor (5.6), del Lema 1.2.3, del Corolario 5.2.3, de la Proposición 5.3.3

y del Lema 5.2.2 que se tienen las siguientes igualdades de transformaciones naturales:

Cβ ∣ b[W−1
β ∣ b]

hocolim
β ∣b

��

CI[W−1
I ]

(̂π ∣ b)∗oo

βh!

��

C�[W−1
� ]

β̂∗oo

id

��
C[W−1]

��
(̂Γ ∣ b)izq

C�[W−1
� ]

b̂∗
oo

��
id1
izq

C�[W−1
� ]

id
oo

=
Cβ ∣ b[W−1

β ∣ b]

hocolim
β ∣b

��

C[W−1]
p̂∗
β ∣b

≅
oo

id

��

C�[W−1
� ]

id

��

â∗oo

C[W−1]

��
id2
izq

C[W−1]
id

oo

�� Γ̂izq

C�[W−1
� ]

b̂∗
oo

y

Cβ ∣ c[W−1]

hocolim
β ∣c

��

CI[W−1]

βh!

��

(̂π ∣ c)∗oo C�[W−1]
β̂∗oo

id

��
C[W−1]

��
(̂Γ ∣ c)izq

C�[W−1]
ĉ∗

oo

��
id1
izq

C�[W−1]
id

oo

=

Cβ ∣ c[W−1
β ∣ c]

hocolim
β ∣c

��

CI[W−1
I ]

(̂π ∣ c)∗

≅
oo

d∗

��

C�[W−1
� ]

β̂∗oo

id

��
C[W−1]

��
id3
izq

C[W−1]
id

oo

�� Γ̂
′
izq

C�[W−1
� ]

ĉ∗
oo

,
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donde las transformaciones conjugadas (̂Γ ∣ b)izq, (̂Γ ∣ c)izq, id2
izq y id3

izq son isomorfismos

naturales.

En particular, para todo cuadrado conmutativo X de C tenemos diagramas conmu-

tativos:

(βh! ○ β̂∗(X ))
b

(εX )b //

≅

Xb

hocolim
β ∣ b

((̂π ∣ b)∗ ○ β̂∗(X ))

=

hocolim
β ∣ b

(p̂∗
β ∣ b ○ â∗(X ))

≅

Xa

f

BB

y

(βh! ○ β̂∗(X ))
c

(εX )c //

≅

Xc

hocolim
β ∣ c

((̂π ∣ c)∗ ○ β̂∗(X ))

=

hocolim
I

(β̂∗(X ))

=

Xd

f ′

BB

donde ε∶ βh! ○ β̂∗ +3 id es una counidad de la adjunción βh! ⊣ β̂∗. Por lo tanto, se sigue

del Corolario 5.3.4 que f y f ′ son equivalencias débiles de C si y solamente si, X es

isomorfo a un objeto en la imagen del funtor βh! .

Finalmente, como β = q⌜ ○ α concluimos que si f y f ′ son equivalencias débiles

de C, entonces X es isomorfo a un objeto en la imagen del funtor qh⌜ !. Por lo tanto,

si f y f ′ son equivalencias débiles de C entonces X es un cuadrado homotópicamente

cocartesiano por (i) del Lema 6.1.1. �

Para el siguiente enunciado, recordemos que �� denota a la categoŕıa pequeña

(3.21), mientras que los funtores αi∶ � // �� son los funtores inclusión de las subca-

tegoŕıas (3.23), respectivamente.

Lema 6.2.3. Sea C una categoŕıa de modelos. Si X es un ��-diagrama de C y α̂∗1(X )
(resp. α̂∗2(X )) es un cuadrado homotópicamente cocartesiano (resp. homotópicamente

cartesiano), entonces α̂∗2(X ) (resp. α̂∗1(X )) es un cuadrado homotópicamente cocar-

tesiano (resp. homotópicamente cartesiano) si y solamente si α̂∗3(X ) es un cuadrado

homotópicamente cocartesiano (resp. homotópicamente cartesiano).

Demostración. Mostremos el caso sobre cuadrados cocartesianos. La prueba es

análoga a la prueba del Lema 3.3.1. En efecto, para empezar consideremos los funtores

τ1∶ I3
// I2 y τ2∶ I2

// �� definidos como sigue:

a //

��

b // c

f

� � τ1 //

a //

��

b

��

// c

f // e

� � τ2 //

a //

��

b

��

// c

��
f // e // d

,

y sea τ3 = τ2 ○ τ1.

Notemos entonces que si aplicamos el 2-funtor (5.6) a la igualdad de transformacio-

nes naturales (3.26), deducimos del Lema 1.2.3, del Corolario 5.2.3 y de la Proposición
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5.3.3, para todo ��-diagrama X en C, un diagrama conmutativo en C[W−1]:

(qh⌜ ! ○ q̂∗⌜(α̂∗1 X ))
e

(ε̂α∗
1
X
)
e

**≅

hocolim
q⌜ ∣ e

((̂π ∣ e)∗ ○ γ̂∗1 ○ τ̂∗3 (X ))

=

(α̂∗1 X )e

=

hocolim
q⌜ ∣ e

( ̂(γ1 ∣ e)∗ ○ ̂(π′ ∣ e)∗ ○ τ̂∗3 (X ))

≅

Xe

=

hocolim
τ1 ∣ e

( ̂(π′ ∣ e)∗ ○ τ̂∗3 (X ))
≅

(τ̂∗2 X )e

(τh1 ! ○ τ̂∗1 (τ̂∗2X ))
e (ε1

̂τ∗
2
X

)
e

44

donde ε∶ qh⌜ ! ○ q̂∗⌜ +3 id es una counidad de la adjunción qh⌜ ! ⊣ q̂∗⌜ y ε1∶ τh1 ! ○ τ̂∗1 +3 id

es una counidad de la adjunción τh1 ! ⊣ τ̂∗1 .

Del mismo modo, si aplicamos el 2-funtor (5.6) a (3.27), deducimos para 2 ≤ i ≤ 3 y

para todo ��-diagrama X de C un diagrama conmutativo en C[W−1]:

(qh⌜ ! ○ q̂∗⌜(α̂∗i X ))
d

(ε̂α∗
i
X
)
d

**≅

hocolim
q⌜ ∣d

((̂π ∣d)∗ ○ γ̂∗i ○ τ̂∗i (X ))

=

(α̂∗i X )d

=
hocolim
q⌜ ∣d

( ̂(γi ∣d)∗ ○ ̂(π′ ∣d)∗ ○ τ̂∗i (X ))

≅

Xd

hocolim
τi ∣d

( ̂(π′ ∣d)∗ ○ τ̂∗i (X ))

≅

(τhi ! ○ τ̂∗i (X ))
d

(εi
X
)
d

88

donde εi∶ τhi ! ○ τ̂∗i +3 id es una counidad de la adjunción τhi ! ⊣ τ̂∗i .

Finalmente, notemos que la igualdad τ2 ○ τ1 = τ3 implica que existe un isomorfismo

de funtores:

τh2 ! ○ τh1 !

Ψ

≅
+3 τh3 ! ,

con la propiedad que para todo ��-diagrama X de C:

(6.8) τh2 ! ○ τh1 ! ○ τ̂∗1 ○ τ̂∗2 (X )

≅Ψ̂τ∗
3
X

τh2 !(ε1̂τ∗
2
(X)

)
// τh2 ! ○ τ̂∗2 (X )

ε2
X // X

τh3 ! ○ τ̂∗3 (X ) ε3
X

44

es un diagrama conmutativo de C��.

�
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§6.3. Categoŕıas de modelos propias izquierdas y derechas. Sea C una

categoŕıa de modelos. Recordemos que se dice que C es propia izquierda (resp. propia

derecha), si las equivalencias débiles de C son estables por cocambio de base (resp.

cambio de base) a lo largo de las cofibraciones (resp. fibraciones); es decir, siempre que

se tenga un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano) de C:

Xa

f
//

g′

��

Xb

g

��
Xd

f ′
// Xc

donde f es una cofibración (resp. g sea una fibación) y g′ una equivalencia débil (resp.

f ′ una equivalencia débil), entonces el morfismo g (resp. f) es también una equivalencia

débil.

Mostremos el siguiente enunciado bien conocido:

Proposición 6.3.1. Sea C una categoŕıa de modelos propia izquierda (resp. propia

derecha) y:

(6.9) X =
Xa

f
//

g′

��

Xb

g

��
Xd

f ′
// Xc ,

un cuadrado conmutativo de C. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) X es un cuadrado homotópicamente cocartesiano (resp. cartesiano)

(ii) Para toda factorización:

(6.10)
Xa

""

i **

f
// Xb

A p

;; ;;

̃ ⎛
⎜⎜
⎝

resp.
Xb

""

j **

̃
g

// Xc

A q

;; ;;
⎞
⎟⎟
⎠

el morfismo ϕ en el siguiente diagrama conmutativo:

(6.11)

Xa

g′

��

// i //

f

''
A

��

p
// // Xb

g

��
Xd

//

f ′

77Xd +
Xa
A

ϕ
// Xc

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Xa

f
//

ϕ

��
g′

  

Xb

��

j

��
g

��

Xd ×
Xc
A //

��

A

q
����

Xd
f ′

// Xc

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

es una equivalencia débil.
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(iii) Existe una factorización (6.10) para la cual el morfismo ϕ en el diagrama

(6.11) es una equivalencia débil de C.

Demostración. Mostremos la parte del enunciado que corresponde a los cua-

drados homotópicamente cocartesianos. Notemos para empezar que (ii)⇒(iii) ya que

siempre existe una factorización como (6.10) para todo morfismo f de C.
Por otro lado, para mostrar (i)⇒(ii) y (iii)⇒(i) consideremos un cuadrado conmu-

tativo (6.9) de C y una factorización (6.10) del morfismo f .

Construimos un diagrama conmutativo:

(6.12)

Xa

g′

��

f // Xb

g

����

Xa // i //

g′

��

A

��

̃

p

;;

QXa

��

��

̃

;;

// // C

̃

==

��

Xd f ′ // Xc ,

Xd
// Z

ϕ

;;

B
̃

99

// W
ψ

<<

de la siguiente manera: El cubo de atrás es simplemente el diagrama (6.11) donde

escribimos Z = Xd +
Xa
A. Después tomamos un remplazo cofibrante QXa

̃

// Xa del

objeto Xa y consideramos factorizaciones:

QXa

%%
++

̃

// Xa

g′
// Xd

B

̃

:: :: y
QXa

̃

//

%%
++

Xa
// A.

C

̃

;; ;;

En seguida definimos W = B +
QXa

C. En particular la cara de enfrente del cubo

(6.12) es un cuadrado homotópicamente cocartesiano por el Lema 6.1.2. Deducimos

del Lema 6.2.1 que X es un cuadrado homotópicamente cocartesiano si y solamente si,

el morfismo composición ψ ○ ϕ en (6.12) es una equivalencia débil. Por lo tanto, para

mostrar las implicaciones (i)⇒(ii) y (iii)⇒(i) es suficiente con demostrar:

El morfismo ψ en (6.12) es una equivalencia débil:

Para mostrar esta afirmación consideremos la descomposición de ψ:

(6.13) B +
QXa

C
ψ1 // B +

QXa
A

ψ2 // Xd +
Xa
A
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inducida del siguiente diagrama de morfismos de C:

(6.14) B QXa
oooo // C

̃

��
B

̃

��

QXa
oo //

̃

��

A

Xd Xa
oo // // A

Notemos que como C es una categoŕıa propia izquierda y se tiene que el morfismo

ψ1 se puede insertar en un diagrama de cuadrados cocartesianos (ver el Lema 3.3.1):

QXa

��

��

// C
��

��

̃

// A

��
B // B +

QXa
C

̃

ψ1

// B +
QXa

A,

entonces ψ1 es una equivalencia débil.

Se muestra igualmente que ψ2 es una equivalencia débil de C, considerando el si-

guiente diagrama de morfismos de C:

B

̃

// Xd
// Xd +

Xa
A

B

̃

// B +
QXa

Xa
// //

OO

B +
QXa

A

ψ2

OO

QXa

̃

//
OO

OO

Xa
// //

OO

A.

OO

�

Deducimos fácilmente de la implicación (iii)⇒(i) de la Proposición 6.3.1 el siguiente

enunciado (ver el Lema 6.1.2):

Corolario 6.3.2. Sea C una categoŕıa de modelos propia izquierda (resp. propia

derecha). Si:

X =
Xa

f
//

��

Xb

g

��
Xd

// Xc ,
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es un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano) de C donde f es una cofibración (resp.

g es una fibración), entonces X es un cuadrado homotópicamente cocartesiano (resp.

cartesiano).

§6.4. Funtores espacio de lazos y suspensión. Consideremos los funtores:

(6.15)

b

��

a //

��

b

��
⋆ � � t // � � q⌟ //

d // c d // c

y

a //

��

b a //

��

b

��
⋆ � � s // � � q⌜ //

d d // c

,

donde t(⋆) = c y s(⋆) = a.

Sea C una categoŕıa de modelos y supongamos que hemos elegido funtores adjuntos

(ver el Corolario 5.3.2) inducidos de los funtores (6.15):

(6.16) C[W−1] ⊥

th!
&&

t̂∗

ff
C⌟[W−1

⌟ ] ⊥

qh
⌟∗

88

q̂∗
⌟

xx
C�[W−1

� ]

(6.17) y C[W−1] ⊥

sh
∗

88

ŝ∗

xx
C⌜[W−1

⌜ ] ⊥

qh
⌜ !

&&

q̂∗
⌜

ff C�[W−1
� ].

Definimos el funtor espacio de lazos de C (resp. el funtor suspension de C) asociado

a las adjunciones (6.16) (resp. (6.17)) como sigue:

(6.18)
Ho(C)

Ω( ⋅ )
// Ho(C)

X z→ (qh⌟∗ th! X)a

⎛
⎜⎜
⎝

resp.
Ho(C)

Σ( ⋅ )
// Ho(C) .

X z→ (qh⌜ ! s
h
∗ X)c

⎞
⎟⎟
⎠
.

Observemos que elecciones diferentes de adjunciones (6.16) (resp. (6.17)) deriva en

funtores espacios de lazos (resp. funtores suspensión) isomorfos. Un funtor espacio de

lazos (resp. un funtor suspensión) de la categoŕıa de modelos C es por definición un

funtor Ho(C) // Ho(C) isomorfo a un funtor de la forma (6.18).
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Lema 6.4.1. Sea C una categoŕıa de modelos y A una subcategoŕıa plena de C.

Supongamos que tenemos un funtor:

A Φ // C�[W−1
� ]

Y

X

f 88 z→

Ya
//

��

Yb

��

Xa

fa 88

//

��

Xb

��

fb
88

Yd
// Yc

Xd
//

fd 88

Xc
fc

88

verificando las siguientes propiedades:

(i) Para todo objeto X de A se tiene que Xc = X (resp. Xa = X), los morfis-

mos Xb ∅ //oo Xd (resp. Xb
// ⋆ Xd
oo ) son equivalencias débiles y el

cuadrado:

Φ(X) =
Xa

//

��

Xb

��
Xd

// Xc

es homotópicamente cartesiano (resp. homotópicamente cocartesiano).

(ii) Para todo morfismo f de A se tiene que fc = γ(f) (resp. fa = γ(f)), es decir

fc (resp. fa) es la imagen de f por el funtor canónico γ∶ C // C[W−1] .

Entonces el funtor:

(6.19)
A Φa=â∗○Φ // C[W−1]
X z→ Xa

⎛
⎜
⎝

resp.
A Φc=ĉ∗○Φ // C[W−1]
X z→ Xc

⎞
⎟
⎠

env́ıa las equivalencias débiles en isomorfismos, y el funtor inducido:

A[(W ∩A)−1] Φ̃a // C[W−1] (resp. A[(W ∩A)−1] Φ̃c // C[W−1] )

es isomorfo al funtor composición:

A[(W ∩A)−1] ν // C[W−1] Ω // C[W−1]

(resp. A[(W ∩A)−1] ν // C[W−1] Σ // C[W−1] ) ,

donde Ω (resp. Σ) es un funtor espacio de lazos (resp. un funtor suspensión) de C y ν

es el funtor inducido del funtor inclusión.
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Demostración. Mostremos el resultado para espacios de lazos. Empecemos ob-

servando que el funtor (6.19) env́ıa las equivalencias débiles en isomorfismos por los

Lemas 6.2.1 y 5.1.2. Por otro lado, para mostrar que el funtor inducido:

A[(W ∩A)−1] Φ̃a // C[W−1]

es isomorfo al funtor composición:

A[(W ∩A)−1] ν // C[W−1] Ω // C[W−1]

donde Ω es un funtor espacio de lazos de C, se sigue de las propiedades de las categoŕıas

de fracciones que es suficiente con construir un isomorfismo de funtores:

C
γ

��
α⇒

A_?oo

Φa

��
C[W−1]

Ω
// C[W−1] .

Para definir α consideremos primero adjunciones como en (6.16) con una counidad

y una unidad:

εt∶ th! ○ t̂∗ +3 idC⌟[W−1
⌟

] y η∶ idC�[W−1
� ] +3 qh⌟∗ ○ q̂∗⌟ .

Si X es un objeto de A, deducimos del Lema 6.1.1 un isomorfismo de C[W−1]:

Xa = (Φ(X))
a

(ηΦ(X)
)a
// (qh⌟∗ ○ q̂∗⌟ (Φ(X)) )

a
.

Además, como t̂∗ ○ q̂∗⌟ (Φ(X)) =Xc =X, tenemos un morfismo de C⌟[W−1
⌟ ]:

(6.20) th! (X) = th! ○ t̂∗ ○ q̂∗⌟ (Φ(X))
εt
̂q∗
⌟
(ΦX)

// q̂∗⌟(Φ(X)) .

Definimos αX como la composición:

Ω(X) = qh⌟∗ ○ th! (X)a
qh
⌟∗

(εt
̂q∗
⌟
(ΦX)

)a
// (qh⌟∗ ○ q̂∗⌟ (Φ(X)) )

a

(ηΦ(X)
)−1
a // (Φ(X))

a
=Xa .

Se sigue del Lema 5.1.2 que para concluir la prueba del Lema, basta entonces con

demostrar que:

th! (X)? = th! ○ t̂∗ ○ q̂∗⌟ (Φ(X))
?

(εt
̂q∗
⌟
(ΦX)

)?

// q̂∗⌟(Φ(X))
?

es un isomorfismo de C[W−1], si ? = c, b, d.

Caso ? = c:
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Por propiedades generales de cualquier adjunción, sabemos que existe una unidad

ηt∶ idC[W−1] +3 t̂∗ ○ th! con la propiedad que para todo ⌟-diagrama Y de C, la compo-

sición:

t̂∗(Y)
ηt
̂t∗Y // t̂∗ ○ th! ○ t̂∗(Y)

t̂∗(εt
Y
)
// t̂∗(Y)

es el morfismo identidad en C[W].
Si consideramos Y = q̂∗⌟ (Φ(X)), como además t̂∗ = ( ⋅ )c y tenemos que th! es un

funtor fielmente pleno de acuerdo al Corolario 5.3.4, deducimos que el morfismo:

th! (X)c = th! ○ t̂∗ ○ q̂∗⌟ (Φ(X))
c

(εt
̂q∗
⌟
(ΦX)

)c
// q̂∗⌟(Φ(X))

c
=X

es un isomorfismo de C[W−1].
Caso ? = b, d:

Notemos que los funtores π ∣ b, π ∣d∶ t ∣ b = t ∣d // ⋆ en §5.3.1 son iguales al funtor

de la categoŕıa vaćıa en la categoŕıa puntual, en particular se sigue de la Proposición

5.3.3 que existen isomorfismos th! (X)b ≅ ∅ ≅ th! (X)d en C[W].
Deducimos de las hipótesis que los morfismos en C[W−1]:

∅ ≅ th! (X)b = th! ○ t̂∗ ○ q̂∗⌟ (Φ(X))
b

(εt
̂q∗
⌟
(ΦX)

)b
// q̂∗⌟(Φ(X))

b
=Xb

y ∅ ≅ th! (X)d = th! ○ t̂∗ ○ q̂∗⌟ (Φ(X))
d

(εt
̂q∗
⌟
(ΦX)

)d
// q̂∗⌟(Φ(X))

d
=Xd

son isomorfismos. �

Como una aplicación del Lema 6.4.1 que acabamos de demostrar, veamos que si

C es una categoŕıa de modelos con la propiedad de que el único morfismo ∅ // ⋆
es una fibración (resp. una cofibración), por ejemplo si C es una categoŕıa punteada5,

entonces la definición de los funtores Ω y Σ coincide con la definición ordinaria en

espacios topológicos.

En efecto, si X es un objeto fibrante (resp. cofibrante) de C consideremos una

factorización:

∅ ̃

**

// X

PX

:: ::
⎛
⎜
⎝

resp.
X
""

**

// ⋆

CX

̃

;;
⎞
⎟
⎠
.

5Decimos que una categoŕıa C es punteada si C admite un objeto inicial ∅, un objeto final ⋆ y el

morfismo ∅ // ⋆ es un isomorfismo. En este caso llamamos a cualquier objeto inicial o final de C
un objeto cero.
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Se deduce del Lema 6.1.2 que todo cuadrado cartesiano (resp. cocartesiano) de C:

∅ ×
X
PX //

��

PX

����
∅ // X

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

X // //

��

CX

��
⋆ // ⋆ ⊔

X
CX

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

es un cuadrado homotópicamente cartesiano (resp. cocartesiano) ya que por hipótesis

∅ es un objeto fibrante (resp. ⋆ es un objeto cofibrante) de C.
Si Cfib (resp. Ccof ) denota a la subcategoŕıa plena de C cuyos objetos son los objetos

fibrantes (resp. cofibrantes) podemos definir por este procedimiento un funtor:

(6.21)
Cfib // Cfib
X z→ ∅ ×

X
PX

⎛
⎝

resp.
Ccof // Ccof
X z→ ⋆ ⊔

X
CX

⎞
⎠

que respeta las equivalencias débiles. Más aún, se sigue del Lema 6.4.1 que el funtor

inducido:

Ho(C) ≅ Cfib[W−1] // Cfib[W−1] ≅ Ho(C)

(resp. Ho(C) ≅ Ccof[W−1] // Ccof[W−1] ≅ Ho(C) )

es un funtor espacio de lazos (resp. suspensión) de C.
Mostremos:

Lema 6.4.2. Sean C y D dos categoŕıas de modelos con la propiedad de que los

únicos morfismo ∅C // ⋆C y ∅D // ⋆D son fibraciones triviales (resp. cofibraciones

triviales). Supongamos que tenemos una adjunción de Quillen:

C ⊥

G

88

F
xx

D .

Si ΩC y ΩD (resp. ΣC y ΣD) son funtores espacios de lazos (resp. funtores suspensión)

de C y D respectivamente, se tiene un cuadrado conmutativo salvo isomorfismo natural:

Ho(C) RG //

≅ΩC

��

Ho(D)

ΩD

��
Ho(C)

RG
// Ho(D)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Ho(C)

≅ΣC

��

Ho(D)

ΣD

��

LFoo

Ho(C) Ho(D)
LF
oo

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

donde RG (resp. LF ) es un funtor derivado total derecho de G (resp. izquierdo de F ).
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Demostración. Mostremos el caso sobre funtores espacios de lazos. Para ello es

suficiente con construir un isomorfismo natural de funtores:

(6.22)

Cfib
G //

� α(6.21)

��

Dfib
(6.21)

// Dfib
γ

��
Cfib

G
// Dfib γ

// Ho(D) .

Observemos que si tomamos factorizaciones funtoriales en C y D:

X z→
⎛
⎝
∅C ̃

))

// X

P CX
:: ::

⎞
⎠

y A z→
⎛
⎝
∅D ̃

**

// X

PDA
:: ::

⎞
⎠

respectivamente, aśı como funtores producto fibrado:

⎛
⎜
⎝

C

��
A // B

⎞
⎟
⎠

z→
⎛
⎜
⎝

A×
B
C //

��

C

��
A // B

⎞
⎟
⎠

;

entonces la imagen de un objeto fibrante X de C por el funtor composición G○ (6.21) es

el objeto fibrante G(∅C ×
X
P CX) en el siguiente cuadrado homotópicamente cartesiano

(ver el Lema 6.1.2):

(6.23) G(∅C ×
X
P CX) //

��

G(P CX)

��
G(∅C) // GX

mientras que la imagen de X por (6.21) ○G es el objeto fibrante ∅D ×
GX

PD(GX) en el

cuadrado homotópicamente cartesiano (ver el Lema 6.1.2):

(6.24) ∅D ×
GX

PD(GX) //

��

PD(GX)

��
∅D // GX .

Deducimos que si q̂∗⌟ ⊣ qh⌟∗ es una adjunción con una unidad η∶ id +3 qh⌟∗ ○ q̂∗⌟ , se

tienen isomorfismos en D[W−1]:

G(∅C ×
X
P CX) = (6.23)a

(η(6.23))a
// qh⌟∗ ○ q̂∗⌟((6.23))

a

y ∅D ×
GX

PD(GX) = (6.24)a
(η(6.24))a

// qh⌟∗ ○ q̂∗⌟((6.24))
a
,

pues los cuadrados (6.23) y (6.24) son homotópicamente cartesianos.
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Definimos αX como la composición:

∅D ×
GX

PD(GX)
(η(6.23))−1

a ○qh
⌟∗

(βX)a○(η(6.24))a
// G(∅C ×

X
P CX) ,

donde βX ∶ q̂∗⌟(6.24) // q̂∗⌟(6.23) es el morfismo de la categoŕıa D⌟[W−1
⌟ ] definido por

el siguiente diagrama conmutativo de D:

G(∅C) // GX G(P CX)oo

∅D

OO

// GX ∅Doo

OO

̃

��
∅D // GX PD(GX)oo

Para mostrar que αX es un isomorfismo en D[W−1], basta con notar que las hipótesis

implican que los siguientes morfismos:

G(∅C) ∅Doo // G(P CX)

son equivalencias débiles de D, pues se tienen diagramas conmutativos:

∅D //

̃
��

G(∅C)

̃��
⋆D G(⋆C)≅
oo

y

∅D

$$

// G(P CX)

G(∅C) ̃
88

�

Mostremos finalmente:

Lema 6.4.3. Sea C una categoŕıa de modelos con la propiedad que el morfismo

∅ // ⋆ sea una equivalencia débil. Si Ω y Σ son un funtor espacio de lazos y un

funtor suspensión de C respectivamente, se tiene una adjunción:

Ho(C) ⊥

Ω

88

Σ
xx

Ho(C) .

Demostración. Si consideramos un funtor suspensión Σ = t̂∗ ○ q̂∗⌟ ○ qh⌜ ! ○ sh∗ y un

funtor espacio de lazos Ω = ŝ∗ ○ q̂∗⌜ ○qh⌟∗ ○ th! de la categoŕıa C. Para mostrar el enunciado,
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mostremos que se tienen biyecciones binaturales:

HomC�[W−1
� ](qh⌜ ! ○ sh∗(A), qh⌟∗ ○ th! (B)) ≅HomC⌟[W−1

⌟
](q̂∗⌟ ○ qh⌜ ! ○ sh∗(A), th! (B)) (i)

≅HomC⌟[W−1
⌟

](th! ○ t̂∗ ○ q̂∗⌟ ○ qh⌜ ! ○ sh∗(A), th! (B)) (ii)

≅HomC[W−1](t̂∗ ○ q̂∗⌟ ○ qh⌜ ! ○ sh∗(A), t̂∗ ○ th! (B)) (iii)

≅HomC[W−1](t̂∗ ○ q̂∗⌟ ○ qh⌜ ! ○ sh∗(A),B) (iv)

=HomC[W−1](Σ(A),B)

y

HomC�[W−1
� ](qh⌜ ! ○ sh∗(A), qh⌟∗ ○ th! (B)) ≅HomC⌜[W−1

⌜
](sh∗(A), q̂∗⌜ ○ qh⌟∗ ○ th! (B)) (i’)

≅HomC⌜[W−1
⌜

](sh∗(A), sh∗ ○ ŝ∗ ○ q̂∗⌜ ○ qh⌟∗ ○ th! (B)) (ii’)

≅HomC[W−1](ŝ∗ ○ sh∗(A), ŝ∗ ○ q̂∗⌜ ○ qh⌟∗ ○ th! (B)) (iii’)

≅HomC[W−1](A, ŝ∗ ○ q̂∗⌜ ○ qh⌟∗ ○ th! (B)) (iv’)

=HomC[W−1](A,Ω(B)) .

En efecto, por un lado los isomorfismos (i), (i’), (iii) y (iii’) se deducen por adjun-

ción. Mientras que los isomorfismos binaturales (iv) y (iv’) se deducen al componer

con una unidad y una counidad η∶ idC[W]−1 +3 t̂∗ ○ th! y ε∶ ŝ∗ ○ sh∗ +3 idC[W−1] respec-

tivamente, las cuales son isomorfismos pues los funtores th! y sh∗ son fielmente plenos de

acuerdo al Corolario 5.3.4.

Finalmente, los isomorfismos (ii) y (ii’) se definen al componer con los isomorfismos:

(6.25) εq̂∗
⌟
○qh
⌜ !
○sh
∗
(A) y ηq̂∗

⌜
○qh
⌟∗
○th

!
(B)

de las categoŕıas C⌟[W−1
⌟ ] y C⌜[W−1] respectivamente, donde:

ε∶ th! ○ t̂∗ +3 idC⌟[W−1
⌟

] y η∶ idC⌜[W−1] +3 sh∗ ○ ŝ∗

son una unidad y una counidad.

Notemos que los morfismos (6.25) son efectivamente isomorfismos, pues:

th! ○ t̂∗ ○ q̂∗⌟ ○ qh⌜ ! ○ sh∗(A)?

(ε̂q∗
⌟
○qh
⌜ !
○sh
∗
(A)

)?

// q̂∗⌟ ○ qh⌜ ! ○ sh∗(A)?

y q̂∗⌜ ○ qh⌟∗ ○ th! (B)?

(η̂q∗
⌜
○qh
⌟∗

○th
!
(B)

)?

// sh∗ ○ ŝ∗ ○ q̂∗⌜ ○ qh⌟∗ ○ th! (B)?

se identifican con los siguientes morfismos de C[W−1]:
(εq̂∗

⌟
○qh
⌜ !
○sh
∗
(A))b, (εq̂∗

⌟
○qh
⌜ !
○sh
∗
(A))d, (ηq̂∗

⌜
○qh
⌟∗
○th

!
(B))b y (ηq̂∗

⌜
○qh
⌟∗
○th

!
(B))d con ∅ // ⋆ .

(εq̂∗
⌟
○qh
⌜ !
○sh
∗
(A))c con idΣ(A) y (ηq̂∗

⌜
○qh
⌟∗
○th

!
(B))a con idΩ(A).

�
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7. Los K-grupos de una categoŕıa de modelos

En esta sección definimos el n-ésimo K-grupo de una categoŕıa de modelos (res-

pecto de una familia de sus objetos) como un (n + 1)-tipo de homotoṕıa conexo, es

decir como un objeto salvo isomorfismo en la categoŕıa homotópica de los (n + 1)-
tipos de homotoṕıa punteados conexos. En §7.2 comparamos la definición que damos

usando cuadrados homotópicamente cocartesiano con la definición de los K-grupos de

Waldhausen. Finalmente, en §7.3 y §7.4 revisamos las propiedades universales de los

K-grupos de una categoŕıa de modelos (respecto de una familia de sus objetos) cuando

n = 0 y n = 1.

§7.1. Si p ≥ 0 escribimos ⌟p para denotar a la subcategoŕıa plena de la categoŕıa

producto Z ×Z generada por las flechas del diagrama:

(7.1)

(p,p)
OO

(1,1) // // (p,1)

OO

(0,0) // (1,0)

OO

// // (p,0) ,

OO

es decir ⌟p es la subcategoŕıa plena del conjunto parcialmente ordenado Z × Z cuyos

objetos son las parejas (i, j) tales que 0 ≤ j ≤ i ≤ p.
Observemos que se tiene un funtor:

(7.2) ∆
⌟● // cat

[p] z→ ⌟p

definido en un morfismo f ∶ [p] // [p′] de ∆ por el morfismo de conjuntos parcialmente

ordenados:

⌟p

⌟f // ⌟p′

(i, j) z→ (f(i), f(j)) .

Si C es una categoŕıa arbitraria deducimos un funtor:

(7.3) ∆op // Cat

[p] z→ C⌟p .



76 Elhoim Sumano

§7.1.1. Supongamos que C es una categoŕıa de modelos punteada y 0 es un objeto

cero fijo de C. Si A es una familia de objetos de C que contiene al objeto 0 y p ≥ 0 es

un número natural, decimos que un ⌟p-diagrama X de C:

⌟p
X // C

(i, j) z→ Xi,j

es un (p − 1)-triángulo izquierdo (resp. derecho) de C con valores en A, si se cumplen

las siguientes propiedades:

(i) Xi,j pertenece a la familia A para cualesquiera 0 ≤ j ≤ i ≤ p.
(ii) Xk,k = 0 para todo 0 ≤ k ≤ p.

(iii) Si 0 ≤m < k ≤ p − 1 el cuadrado de C inducido por el funtor X:

Xk,m+1

hk,m+1// Xk+1,m+1

Xk,m

vk,m

OO

hk,m

// Xk+1,m

vk+1,m

OO

es un cuadrado homotópicamente cocartesiano (resp. homotópicamente car-

tesiano).

Notemos en particular que si X es un (p− 1)-triángulo izquierdo (resp. derecho) de

C con valores en A, se sigue del Lema 6.2.3 que siempre que 0 ≤ m < m′ ≤ k < k′ ≤ p el

siguiente cuadrado de C:

Xk,m′

hk′−1,m′○⋅⋅⋅○hk,m′

// Xk′,m′

Xk,m

vk,m′−1○⋅⋅⋅○vk,m
OO

hk′−1,m○⋅⋅⋅○hk,m
// Xk′,m

vk′,m′−1○⋅⋅⋅○vk′,m

OO

es homotópicamente cocartesiano (resp. homotópicamente cartesiano).

Por otro lado, notemos que por definición existe un único (−1)-triángulo izquierdo

(resp. derecho) de C con valores en A, al que identificamos con el objeto 0. Elegir un

0-triángulo izquierdo (resp. derecho) de C con valores en A:

0

0 // X ,

OO
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equivale a tomar un objeto X de C de la familia A. Y darse un 1-triángulo izquierdo

(resp. derecho) de C con valores en A:

0

0 // Z

OO

0 // X //

OO

Y ,

OO

equivale a darse una sucesión de dos morfismos C:

X
f
// Y

g
// Z

donde los objetos X, Y y Z pertenecen a A y con la propiedad que el cuadrado:

0 // Z

X
f
//

OO

Y

g

OO

sea homotópicamente cocartesiano (resp. homotópicamente cartesiano) de C.
Denotamos como sip(C,A) (resp. sdp(C,A)) al conjunto de los (p − 1)-triángulos iz-

quierdos (resp. derechos) de C con valores en A y como Sip(C,A) (resp. Sdp(C,A)) a

la subcategoŕıa plena de la categoŕıa C⌟p cuyo conjunto de objetos es sip(C,A) (resp.

sdp(C,A)).

Escribimos también WSip(C,A) (resp. WSdp(C,A)) para denotar a la subcategoŕıa

de Sip(C,A) (resp. Sdp(C,A)) con el mismo conjunto de objetos y donde los morfismos

son los morfismos de ⌟p-diagramas f●,●∶ X // X ′ tales que fk,k = id0 siempre que

0 ≤ k ≤ p y fi,j ∈ W es una equivalencia débil de C si 0 ≤ j < i ≤ p (por el Lema 3.2.1

es suficiente pedir que fk,k = id0 si 0 ≤ k ≤ p y fi,0 ∈ W si 1 ≤ i ≤ p (resp. fp,j ∈ W si

0 ≤ j ≤ p − 1)).

Observemos que por la propiedad (ii) del Lema 6.2.2 y por el Lema 6.2.3, el funtor

(7.3) induce funtores:

(7.4)
∆op

si
●
(C,A)

// Set

[p] z→ sip(C,A)

⎛
⎜⎜
⎝

resp.
∆op

sd
●
(C,A)

// Set

[p] z→ sdp(C,A)

⎞
⎟⎟
⎠

y

(7.5)
∆op

WSi
●
(C,A)

// Cat

[p] z→ WSip(C,A)

⎛
⎜⎜
⎝

resp.
∆op

WSd
●
(C,A)

// Cat

[p] z→ WSdp(C,A)

⎞
⎟⎟
⎠
.
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Si n ≥ 0, definimos el n-ésimo K-grupo (de Kan) izquierdo (resp. derecho) de la

terna (C,A,0) como la clase del conjunto simplicial reducido (7.4) en el conjunto de

las clases de isomorfismo de los objetos de la categoŕıa homotópica Hon+1(sSet0) de los

(n + 1)-tipos de homotoṕıa punteados conexos.

El n-ésimo K-grupo de Segal izquierdo (resp. derecho) de (C,A,0) es la clase del

conjunto bisimplicial:

(7.6)
(∆ ×∆)op // Set

([p], [q]) z→ HomCat([p],WSiq(C,A))

⎛
⎜⎜
⎝

resp.
(∆ ×∆)op // Set

([p], [q]) z→ HomCat([p],WSdq(C,A))

⎞
⎟⎟
⎠

en el conjunto de las clases de isomorfismo de los objetos de la categoŕıa homotópica

Hon+1(ssSet0).

Proposición 7.1.1. Sea C una categoŕıa de modelos punteada y 0 un objeto cero fijo

de C. Si A es una familia de objetos de C que contiene al objeto 0 y n ≥ 0 es un número

natural, el n-ésimo K-grupo izquierdo (resp. derecho) de la terna (C,A,0) es igual a la

clase del conjunto simplicial diagonal del conjunto bisimplicial (7.6), en el conjunto de

las clases de isomorfismo de los objetos de la categoŕıa homotópica Hon+1(sSet0).

Dicho de otro modo, las equivalencias de categoŕıas:

Hon+1(ssSet0)
R( ⋅ )0,●

99≃

Lp∗

yy
Hon+1(sSet0) y Hon+1(ssSet0)

Ldiag

99≃

Rr

yy
Hon+1(sSet0)

(ver (11.33) y (11.34)) identifican al n-ésimo K-grupo y al n-ésimo K-grupo de Segal

(izquierdos o derechos) de (C,A,0).

Demostración. Mostremos el enunciado que concierne a los cuadrados homotópi-

camente cocartesianos. Para ello consideremos el morfismo de conjuntos bisimpliciales:

([p], [q]) z→ siq(C,A)

(∆ ×∆)op 33⇓ F●,●
++
Set ,

([p], [q]) z→ HomCat([p],WSiq(C,A))

definido en ([p], [q]) como la función Fp,q que a un (q−1)-triángulo X de C con valores

en A asocia el funtor composición:

[p]
sp0 // [0] X // WSiq(C,A) ,
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donde X es el único funtor cuya imagen en 0 es el objeto X de WSiq(C,A)).

Mostraremos siguiendo a Waldhausen (ver por ejemplo §2.3 de [DGM12]) que el

morfismo de conjuntos bisimpliciales F aśı definido, tiene la propiedad que para todo

número natural p ≥ 0 el morfismo inducido de conjuntos simpliciales:

(7.7) si●(C,A)
Fp,● // HomCat([p],WSi●(C,A))

es una equivalencia homotópica. Esto implica que F induce un isomorfismo en la cate-

goŕıa homotópica Hon+1(sSet0), entre el n-ésimo K-grupo izquierdo de la terna (C,A,0)
y el conjunto simplicial diagonal del conjunto bisimplicial (7.6).

Observemos para empezar que si CA denota a la subcategoŕıa plena de C cuyos

objetos son los elementos de A, entonces el conjunto simplicial si●(C,A) es isomorfo al

subconjunto simplicial K del conjunto simplicial:

(7.8) ∆op // Set

[q] z→ HomCat(⌟q,CA)

definido en cada número natural q ≥ 0 por el conjunto Kq de aquellos funtores:

⌟q
X // CA

(i, j) z→ Xi,j

con las propiedades:

(i) Xi,i = 0 para todo 0 ≤ i ≤ q.
(ii) Si 0 ≤m < k ≤ q − 1 el cuadrado:

Xk,m+1

hk,m+1// Xk+1,m+1

Xk,m

vk,m
OO

hk,m

// Xk+1,m

vk+1,m

OO

inducido del funtor X es homotópicamente cocartesiano.

Por otro lado, si para cada p ≥ 0 denotamos como pCA a la subcategoŕıa plena de la

categoŕıa de los funtores C[p] cuyos objetos son los elementos del conjunto:

A● = { A0 f1

Ð→ ⋯ fpÐ→ Ap ∣ A` ∈ A y f ` ∈ W } ,

entonces el conjunto simplicial HomCat([p],WSi●(C,A)) es isomorfo al subconjunto

simplicial Lp,● del conjunto simplicial:

(7.9) ∆op // Set

[q] z→ HomCat(⌟q, pCA)



80 Elhoim Sumano

definidos para cada número natural q ≥ 0 como el conjunto Lp,q de los funtores:

(7.10)
⌟q

A● // pCA

(i, j) z→ A●
i,j = (A0

i,j

f1
i,j→ ⋯

fpi,j→ Api,j)

tales que:

(iii) A●
i,i = (0

id→ ⋯ id→ 0) para todo 0 ≤ i ≤ q.
(iv) Si 0 ≤m < k ≤ q − 1 y 0 ≤ ` ≤ p el cuadrado inducido:

(7.11)

A`k,m+1

h`k,m+1 // A`k+1,m+1

A`k,m

v`k,m

OO

h`k,m

// A`k+1,m

v`k+1,m

OO

es un cuadrado homotópicamente cocartesiano de C.
Consideremos ahora los funtores:

(7.12)
CA

Φp // pCA

A z→ (A id→ ⋯ id→ A)
y

pCA
Ψp // CA

(A0
f1

→ ⋯ fp→ Ap) z→ Ap

y observemos que Ψp ○Φp = idCA y que existe una transformación natural:

(7.13) pCA

id
''

Φp○Ψp
77�� α pCA

definida en un objeto A● de pCA por el morfismo:

A●

αA●

��
Φp ○Ψp(A●)

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A0
f1

//

fp○⋯○f1

��

A1
f2

//

fp○⋯○f2

��

⋯
fp

// Ap

id
��

Ap
id

// Ap
id

// ⋯
id

// Ap

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Se verifica sin dificultad que los funtores (7.12) inducen morfismos de conjuntos

simpliciales:

K
Φ̃p // Lp,● y Lp,●

Ψ̃p // K

tales que Ψ̃p ○ Φ̃p = idK.

Más aún, se verifica sin dificultad que el morfismo Φ̃p aśı definido se identifica salvo

isomorfismos con el morfismo (7.7) de arriba. En particular, para mostrar el enunciado
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deseado es suficiente con construir una homotoṕıa del morfismo identidad idLp,● en

Φ̃p ○ Ψ̃p.

Para ello denotemos como Γ∶ pCA × [1] // pCA al funtor inducido por la transfor-

mación natural α∶ idpCA
+3 Φp ○Ψp , en paticular:

pCA
(id,d1) // pCA × [1] Γ // pCA y pCA

(id,d0) // pCA × [1] Γ // pCA

son iguales al funtor identidad y al funtor composición Φp○Ψp, respectivamente. Defini-

mos el morfismo de conjuntos simpliciales H ∶ Lp,● ×∆1 // Lp,● de la siguiente manera:

Si q ≥ 0 y (A●, ϕ) es un elemento de Lp,q ×∆1
q el diagrama Hq(A●, ϕ) es la composición:

⌟q
// ⌟q × [q]

A●×ϕ
// pCA × [1] Γ // pCA ;

(i, j) z→ ((i, j), i)

en particular se tiene que:

Hq(A●, d1 ○ sq0) = A● y Hq(A●, d0 ○ sq0) = Φp ○Ψp ○A● ,

donde d1 ○ sq0 (resp. d0 ○ sq0) es el funtor constante de valor el objeto 0 (resp. 1) de [1].
Nos resta verificar que el funtor Hq(A●, ϕ)∶ ⌟q

// pCA definido de esta manera es

efectivamente un elemento de Lp,●, es decir mostremos que éste verifica las propiedades

(iii) y (iv) de arriba. En efecto se verifica sin problemas que Hq(A●, ϕ)i,i = (0
id→ ⋯ id→ 0)

para todo 0 ≤ i ≤ q. Por otro lado si 0 ≤ m < k ≤ q − 1 y 0 ≤ ` ≤ p se verifica que el

cuadrado de (iv) definido por el funtor Hq(A●, ϕ) es el cuadrado homotópicamente

cocartesiano:

A`k,m+1

h`k,m+1 // A`k+1,m+1

A`k,m

v`k,m

OO

h`k,m

// A`k+1,m

v`k+1,m

OO
si ϕ(k) = ϕ(k + 1) = 0 ,

el cuadrado homotópicamente cocartesiano (ver el Lema 6.2.3 y (ii) del Lema 6.2.2):

A`k,m+1

fp
k+1,m+1

○⋯○f`+1
k+1,m+1○h

`
k,m+1
// Apk+1,m+1

A`k,m

v`k,m

OO

fp
k+1,m

○⋯○f`+1
k+1,m○h

`
k,m

// Apk+1,m

vp
k+1,m

OO
si 0 = ϕ(k) < ϕ(k + 1) = 1
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y los cuadrados homotópicamente cocartesianos:

Apk,m+1

hp
k,m+1 // Apk+1,m+1

Apk,m

vp
k,m

OO

hp
k,m

// Apk+1,m

vp
k+1,m

OO
si 1 = ϕ(k) = ϕ(k + 1) .

�

Si n ≥ 0 es un número natural, se sigue de la Proposición 7.1.1 que el (n + 1)-ésimo

grupo de homotoṕıa de la realización geométrica de los conjuntos simpliciales reducidos:

∆op // Set

[p] z→ sip(C,A)
y

∆op // Set

[p] z→ HomCat([p],WSip(C,A))

son el mismo elemento en el conjunto de las clases de isomorfismo de los grupos (pe-

queños), es decir son isomorfos. Llamamos a la clase de este grupo el n-ésimo K-grupo

clásico de la terna (C,A,0).

§7.2. Sea C una categoŕıa de modelos punteada y 0 un objeto cero fijo de C. Si

A es una familia de objetos de C que contiene al objeto 0 y p ≥ 0 es un número natural,

definimos un (p − 1)-triángulo estricto izquierdo (resp. derecho) X de C con valores en

A como un ⌟p-diagrama de C con las propiedades:

(i) Los objetos Xi,j pertenecen a A para cualesquiera 0 ≤ j ≤ i ≤ p.
(ii) Xk,k = 0 para todo 0 ≤ k ≤ p.

(iii) Si 0 ≤m < k ≤ p − 1 el cuadrado de C inducido por el funtor X:

Xk,m+1

hk,m+1// Xk+1,m+1

Xk,m

vk,m

OO

hk,m

// Xk+1,m

vk+1,m

OO

es un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano)

(iv) Para todo 0 ≤ k ≤ p−1 el morfismo Xk,0
// Xk+1,0 (resp. X0,k

// X0,k+1 )

inducido por el funtor X es una cofibración (resp. una fibración) de C.
Deducimos del Lema 3.3.1 y de que en toda categoŕıa de modelos las cofibraciones

(resp. las fibraciones) son estables por composición y por cocambio de base (resp. cambio

de base), que si X es un (p − 1)-triángulo estricto izquierdo (resp. derecho) de C con

valores en A, entonces:
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Si 0 ≤m <m′ ≤ k < k′ ≤ p, el cuadrado de C inducido:

Xk,m′

hk′−1,m′○⋅⋅⋅○hk,m′

// Xk′,m′

Xk,m

vk,m′−1○⋅⋅⋅○vk,m
OO

hk′−1,m○⋅⋅⋅○hk,m
// Xk′,m

vk′,m′−1○⋅⋅⋅○vk′,m

OO

es un cuadrado cocartesiano (resp. cartesiano).

Si 0 ≤ j ≤ i < i′ ≤ p (resp. 0 ≤ j < j′ ≤ i ≤ p), el morfismo Xi,j
// Xi′,j (resp.

Xi,j
// Xi,j′ ) es una cofibración (resp. fibración) de C.

Si 0 ≤ j ≤ i ≤ p los objetos Xi,j son objetos cofibrantes (resp. fibrantes) de C.
En particular, se sigue del Lema 6.1.2 que todo (p − 1)-triángulo estricto izquierdo

(resp. derecho) de C con valores en A, también es un (p − 1)-triángulo izquierdo (resp.

derecho). Escribimos WSip(C,A)cart (resp. WSdp(C,A)cart) para denotar a la subcate-

goŕıa plena de WSip(C,A) (resp. WSdp(C,A)) cuyos objetos son los (p − 1)-triángulos

estrictos izquierdos (resp. derechos) de C con valores en A.

Se sigue de la propiedad (ii) del Lema 3.2.2 y del Lema 3.3.1, que el funtor (7.5)

induce por restricción un funtor:

(7.14)
∆op

WSi
●
(C,A)cart

// Cat

[p] z→ WSip(C,A)cart

⎛
⎜⎜
⎝

resp.
∆op

WSd
●
(C,A)cart

// Cat

[p] z→ WSdp(C,A)cart

⎞
⎟⎟
⎠
.

Proposición 7.2.1. Sea C una categoŕıa de modelos punteada y 0 un objeto cero

fijo de C. Si A es una familia de objetos de C que contiene al objeto 0 y que tiene la

siguiente propiedad:

(a) A es estable por equivalencias débiles i.e. si A

̃

// B es una equivalencia

débil de C entonces A pertenece a A si y solamente si B pertenece a A.

entonces para toda n ≥ 0 el n-ésimo K-grupo de Segal izquierdo (resp. derecho) de

(C,A,0) definido por el conjunto bisimplicial (7.6), es igual a la clase de isomorfismo

del conjunto bisimplicial:

(7.15)
(∆ ×∆)op // Set

([p], [q]) z→ HomCat([p],WSiq(C,A)cart)

⎛
⎜⎜
⎝

resp.
(∆ ×∆)op // Set

([p], [q]) z→ HomCat([p],WSdq(C,A)cart)

⎞
⎟⎟
⎠
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en el conjunto de las clases de isomorfismo de los objetos de la categoŕıa homotópica

Hon+1(ssSet0).

En particular, el n-ésimo K-grupo izquierdo (resp. derecho) de (C,A,0) es igual a

la clase de isomorfismo del conjunto simplicial diagonal de (7.15), en el conjunto de las

clases de isomorfismo de los objetos de la categoŕıa homotópica Hon+1(sSet0).

Demostración. Veremos el caso sobre triángulos izquierdos. Para ello mostremos

primero que si q ≥ 0, entonces existe un funtor:

(7.16) WSiq(C,A)
Φq // WSiq(C,A)

y una transformación natural ϑq ∶ Φq
+3 id tal que Φq(X) es un (q − 1)-triángulo es-

tricto izquierdo para todo (q−1)-triángulo izquierdo X de C. La prueba es por inducción

sobre q.

Definimos Φ0 como el funtor identidad de la categoŕıa puntual. Por otro lado Φ1 y

ϑ1 son definidos a partir de un remplazo cofibrante funtorial (4.1).

Supongamos ahora que ya definimos Φq−1 y ϑq−1 verificando la propiedad deseada y

consideremos el funtor inclusión:

⌟q−1

νq // ⌟q .

(i, j) z→ (i, j)

Si X es un (q − 1)-triángulo izquierdo de C:

X =

0

0 // Xq,q−1

OO

0 // // Xq,1

OO

0 // X1,0

OO

// // Xq,0

OO

,
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definimos la restricción ν∗q (ΦqX) como el diagrama:

Φq−1(ν∗qX) =

0

0 // Aq−1,q−2

OO

0 // // Aq−1,1

OO

0 // A1,0

OO

// // Aq−1,0

OO

,

y el morfismo ν∗q ((ϑq)X) como (ϑq−1)ν∗qX.

La columna de ΦqX y la parte del morfismo (ϑq)X que falta por describir son defi-

nidas de manera inductiva por medio de cubos:

(7.17) Xq−1,k+1
// Xq,k+1

Aq−1,k+1

Fq−1,k+1

55

// // Aq,k+1

Fq,k+1

66

Xq−1,k
//

OO

Xq,k ,

OO

Aq−1,k

OO

// //
Fq−1,k

55

Aq,k

OO

Fq,k

66

donde 0 ≤ k ≤ q − 2 de la siguiente manera: Para empezar, si k = 0 descomponemos de

manera funtorial al morfismo composición:

Xq−1,0
// Xq,0 ,

Aq−1,0

Fq−1,0

66

como una cofibración seguida de una fibración trivial de C:

Xq,0 ,

Aq−1,0
// // Aq,0

Fq,0
77

Después elegimos de manera funtorial un cuadrado cocartesiano de C:

Aq−1,1
// // Aq,1

,

Aq−1,0

OO

// // Aq,0

OO
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y definimos Fq,1∶ Aq,1 // Xq,1 como el único morfismo tal que (7.17) es un cubo cuyas

caras son todas cuadrados conmutativos. En particular Fq,1 es una equivalencia débil

por los Lemas 6.2.1 y 6.1.2.

Si ahora 1 ≤ k ≤ q − 2, consideramos funtorialmente un cuadrado cocartesiano de C:

Aq−1,k+1
// // Aq,k+1

,

Aq−1,k

OO

// // Aq,k

OO

y tomamos a Fq,k+1∶ Aq,k+1
// Xq,k+1 como el único morfismo con la propiedad que en

el cubo (7.17) todas las caras sean cuadrados conmutativos. Nuevamente por los Lemas

6.2.1 y 6.1.2, deducimos que el morfismo Fq,k+1 es una equivalencia débil de C.
Finalmente, observemos que si escribimos:

WSiq(C,A)cart �
� Ψq // WSiq(C,A) ,

para denotar al funtor inclusión canónica, el funtor (7.16) que acabamos de definir

induce un funtor:

WSiq(C,A)
Φq // WSiq(C,A)cart

y la transformación natural ϑq ∶ Φq
+3 id induce transformaciones naturales:

Φq ○Ψq
+3 id y Ψq ○Φq

+3 id .

Dicho de otro modo, para cada q ≥ 0 la imagen de Ψq por el funtor nervio de

las categoŕıas pequeñas cat // sSet es una equivalencia homotópica de conjuntos

simpliciales. Por lo tanto si Ψ denota al morfismo inclusión canónico del conjunto

bisimplicial:

(∆ ×∆)op // Set

([p], [q]) z→ HomsSet([p],WSiq(C,A)cart)

en el conjunto bisimplicial:

(∆ ×∆)op // Set

([p], [q]) z→ HomsSet([p],WSiq(C,A))

se tiene que Ψ●,q es una ∞-equivalencia débil de conjuntos simpliciales para todo q ≥ 0.

Se deduce en particular que la imagen de Ψ por el funtor conjunto simplicial diagonal

ssSet // sSet es una ∞-equivalencia débil de conjuntos simpliciales. �

Se demuestra sin dificultad:
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Lema 7.2.2. Sea C una categoŕıa de modelos con un objeto cero fijo 0 y A una

familia de objetos de C que contiene a 0. Supongamos que A cumple la propiedad:

(b) La familia de objetos A es estable por cocambio de base a lo largo de las

cofibraciones i.e. si:

(7.18)
A

f
//

��

B

��
C // D

,

es un cuadrado cocartesiano de C tal que f es una cofibración y los objetos

A, B y C pertenecen a A entonces D pertenece a A también.

Si Acof denota a la subcategoŕıa plena de C cuyos objetos son los objetos cofibrantes

de C que pertenecen a A, entonces Acof admite una estructura de categoŕıa de Waldhau-

sen (ver [Wal83]) cuyas cofibraciones (resp. equivalencias débiles) son las cofibraciones

(resp. las equivalencias débiles) de C entre los objetos de Acof .

Se deduce del Lema 7.2.2 y de las Proposiciones 7.1.1 y 7.2.1:

Corolario 7.2.3. Sea C una categoŕıa de modelos con un objeto cero fijo 0 y A
una familia de objetos de C que contiene al objeto 0. Supongamos que A cumple las

propiedades:

(a) A es estable por equivalencias débiles i.e. si A

̃

// B es una equivalencia

débil de C entonces A pertenece a A si y solamente si B pertenece a A.

(b) A es estable por cocambio de base a lo largo de las cofibraciones i.e. si:

(7.19)
A

f
//

��

B

��
C // D

,

es un cuadrado cocartesiano de C tal que f es una cofibración y los objetos

A, B y C pertenecen a A entonces D pertenece a A también.

Si n ≥ 0 entonces el n-ésimo K-grupo clásico de (C,A,0), es decir la clase de

isomorfismo del (n + 1)-ésimo grupo de homotoṕıa de la realización geométrica del

conjunto simplicial reducido:

∆op // Set

[p] z→ sip(C,A) ,

es igual a el n-ésimo K-grupo de Waldhausen de la categoŕıa de Waldhausen Acof del

Lema 7.2.2, es decir es igual a la clase de isomorfismo del (n + 1)-ésimo grupo de
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homotoṕıa de la realización geométrica del conjunto simplicial reducido:

∆op // Set

[p] z→ Homcat([p],WSip(C,A)cart) .

§7.3. Propiedad universal del 0-ésimo K-grupo de (C,A,0). Sea C una

categoŕıa de modelos con un objeto cero fijo 0 y A una familia de objetos de C que

contiene al objeto 0.

Si G es un grupo, una función aditiva de (C,A,0) con valores en G es una función

de conjuntos:

A F // G

tal que:

(i) F (0) = eG donde eG es el neutro de G.

(ii) Si X, Y y Z son objetos de C que pertenecen a la familia A y:

X
f
// Y

g
// Z

es una sucesión de morfismos de C tales que:

0 // Z

X
f
//

OO

Y

g

OO

es un cuadrado homotópicamente cocartesiano de C, entonces:

F (Y ) = F (X) ⋅ F (Z) .

Notemos que si ϕ∶ G // H es un morfismo de grupos y F ∶ A // G es una función

aditiva de (C,A,0) con valores en G, entonces la composición ϕ ○ F ∶ A // H es una

función aditiva de (C,A,0) con valores en H.

De este modo tenemos un funtor:

(7.20) Grp // Set

G z→
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Funciones aditivas

de (C,A,0) en G

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

Proposición 7.3.1. Si C es una categoŕıa de modelos con un objeto cero fijo 0 y

A es una familia de objetos de C que contiene al objeto 0, entonces el funtor (7.20)

es representable por el 0-ésimo K-grupo de (C,A,0), es decir por el grupo fundamental
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(ver §13.3) de la realización geométrica del conjunto simplicial reducido:

∆op // Set

[p] z→ sip(C,A)
.

Demostración. Esta Proposición es un caso particular del Corolario 16.1.2. �

§7.4. Propiedad universal del primer K-grupo de (C,A,0). Sea C una cate-

goŕıa de modelos con un objeto cero fijo 0 y A una familia de objetos de C que contiene

a 0.

Si G es un 2-grupo (ver la sección 14), un determinante funtorial de (C,A,0) con

valores en G es una pareja D = (D,T ) donde:

WCA
D // G

es un funtor de WCA, la subcategoŕıa de C cuyos objetos son los elementos de A y los

morfismos son las equivalencias débiles de los objetos de A, en el grupoide subyacente

a G, y:

sg2(C,A)
T // {Morfismos de G}

es una función del conjunto de los 1-triángulos (izquierdos) de C (con valores en A) en

el conjunto de los morfismos de G, verificando las siguientes propiedades:

(i) (Compatibilidad) Si X es un 1-triángulo (izquierdo) de C (con valores en A):

X =
0 // X0

X2

OO

// X1

OO
,

T (X) es un morfismo de G de la forma:

D0(X2)⊗D0(X0)
T (X)

// D0(X1) .

(ii) (Unitario) Se tiene que D0(0 ) = 1G y T
⎛
⎜
⎝

0 // 0

0

OO

// 0

OO ⎞
⎟
⎠
= l−1

1 = r−1
1 .

(iii) (Funtorial) Si ζ ∶ X // Y es un morfismo de la categoŕıa WSg2(C,A):

ζ =

X0

ζ0 // Y0

0

;;

0

;;

X1

OO

ζ1 // Y1

OO

X2

OO

ζ2

//

;;

Y2

OO

<<
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se tiene un cuadrado conmutativo de G:

D0(X2)⊗D0(X0)
D1(ζ2)⊗D1(ζ0)

��

T (X)
// D0(X1)

D1(ζ1)
��

D0(Y2)⊗D0(Y0)
T (Y)

// D0(Y1)

.

(iv) (Asociatividad) Si η es un 2-triángulo izquierdo de C con valores en A:

η =

0 // A3,2

0 // A2,1
//

OO

A3,1

OO

A1,0

OO

// A2,0
//

OO

A3,0

OO

tenemos un diagrama conmutativo de G:

D0(A30) D0(A10)⊗D0(A31)
T (d2 η)oo

D0(A10)⊗(D0(A21)⊗D0(A32))

D0(A10)⊗T (d0 η)

OO

a ≅

D0(A20)⊗D0(A32)

T (d1 η)

OO

(D0(A10)⊗D0(A21))⊗D0(A32) .
T (d3 η)⊗D0(A32)
oo

Si (D,T ) y (D′, T ′) son dos determinantes funtoriales de (C,A,0) con valores en G
un morfismo de determinantes α∶ (D,T ) // (D′, T ′) es una transformación natural:

WCA �� α

D

��

D′

>> G

tal que:

(i) El morfismo α0 es el morfismo identidad del objeto 1 de G.

(ii) Si X es un 1-triángulo izquierdo de C con valores en A:

X =
0 // X0

X2

OO

// X1

OO
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se tiene un diagrama conmutativo de G:

D0(X2)⊗D0(X0)
αX2

⊗αX0

��

T (X)
// D0(X1)

αX1

��
D′

0(X0)⊗D′
0(X0)

T ′(X)
// D′

0(X1)

No es dif́ıcil mostrar que los determinantes de la terna (C,A,0) con valores en G y los

morfismos entre ellos forman un grupoide que denotamos det(C,A,0)(G). La composición

siendo la composición de transformaciones naturales.

Definimos un 2-funtor:

2-Grp
det

(C,A,0)
// Grpd

como sigue: Si (ϕ,mϕ)∶ G // H es un morfismo de 2-grupos el funtor:

det(C,A,0)(G)
det

(C,A,0)(ϕ,mϕ)
// det(C,A,0)(H)

es definido en un determinante (D,T ) de (C,A,0) con valores en G por la fórmula:

det(C,A,0)(ϕ,mϕ)(D,T ) = (D,T )

donde D es el funtor composición:

WCA
D // G

ϕ
// H

y T es el funtor composición:

sg2(C,A)
T // NS(G)0,2

NS(ϕ,mϕ)0,2// NS(H)
0,2

⊂ {Morphismes de H } .

Si por otro lado G
(ϕ,mϕ)

))

(ψ,mψ)
55�� η H es una transformación entre morfismos de 2-grupos,

la transformación natural:

det(C,A,0)(G)
det

(C,A,0)(ϕ,mϕ) --

det
(C,A,0)(ψ,mψ)

11�� η det(C,A,0)(H)

es definida en un determinante (D,T ) de (C,A,0) con valores en G por la transformación

natural:

WCA �� D⋆η

D○ϕ
''

D○ψ

77
H .
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Proposición 7.4.1. Si C es una categoŕıa de modelos con un objeto cero fijo 0 y A
una familia de objetos de C que contiene al objeto 0, el funtor:

(7.21) 2-Grp
det

(C,A,0)
// Grpd

π // hGrpd

es representable por el 2-grupo de homotoṕıa (ver el Corolario 15.2.8) del conjunto

simplicial reducido:

∆op // Set .

[p] z→ sip(C,A)
.

En particular, (ϕ,mϕ)∶ G // H es una 2-equivalencia débil de 2-grupos, si y sola-

mente si el funtor:

det(C,A,0)(G)
det

(C,A,0)(ϕ,mϕ)
// det(C,A,0)(H)

es una equivalencia débil de grupoides; por lo que el funtor inducido:

2-hGrp
π0(det

(C,A,0)( ● ))
// Set

también es representable por el primer K-grupo de (C,A,0).

Demostración. Ver el Corolario 16.4.7. �



Caṕıtulo 2

Los n-tipos de homotoṕıa reducidos

En el presente Caṕıtulo comenzamos recordando las estructuras de categoŕıas de

modelos simpliciales en las categoŕıas de los conjuntos simpliciales reducidos (Proposi-

ción 10.1.2) y de los conjuntos bisimpliciales reducidos (Proposición 11.3.1):

(sSet0,W
red
n ,mono,fibredn ,HomsSet0

) y (ssSet0,W
diag
n ,mono,fibdiagn ,Hom

(1)
ssSet0

) ,

respectivamente; cuyas categoŕıas homotópicas son equivalentes a la categoŕıa homotópi-

ca de los n-tipos de homotopia punteados conexos.

Posteriormente, en el Corolario 10.2.6 demostramos que el enriquecimiento de es-

tas categoŕıas de modelos es un enriquecimiento sobre (sSet,Wn−1,mono,fibn−1) la

categoŕıa de modelos de los (n − 1)-tipos de homotoṕıa. Por último, en el Corolario

11.3.4 demostramos un criterio para determinar algunos de los objetos fibrantes de la

categoŕıa de modelos (ssSet0,W
diag
n ,mono,fibdiagn ).

8. Conjuntos simpliciales

En esta sección recordamos notación básica sobre la categoŕıa de los conjuntos

simpliciales y sobre la estructura de categoŕıas de modelos (sSet,Wn,mono,fibn)
cuya categoŕıa homotópica es conocida como la categoŕıa homotópica de los n-tipos de

homotoṕıa. Finalmente, en §8.6 recordamos la descripción combinatoria de D. Kan de

los grupos de homotoṕıa de los objetos fibrantes de (sSet,Wn,mono,fibn).

§8.1. En este trabajo identificamos a los conjuntos preordenados con las cate-

goŕıas (abstractas) que satisfacen la siguiente propiedad: El conjunto de los morfismos

entre cualesquiera dos de sus objetos es vaćıo o un conjunto con un único elemento.

Resulta que los funtores entre estas categoŕıas, son las funciones que respetan el orden.

Denotamos como ∆ a la categoŕıa de los simplejos, es decir la subcategoŕıa plena de

cat cuyos objetos son las categoŕıas [n] = {0 < ⋅ ⋅ ⋅ < n} para n ≥ 0. De forma equivalente

(ver por ejemplo II.2.2 de [GZ76]), ∆ es la categoŕıa libre generada por los morfismos

cara y degenerados:

{ [n]
δni =δi // [n + 1] ∣0 ≤ i ≤ n + 1}

n≥0
y { [n + 1]

σni =σi // [n] ∣0 ≤ i ≤ n}
n≥0
,

93
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sujetos a las relaciones definidas para n ≥ 0 por las reglas:

δn+1
l δnk = δn+1

k δnl−1 0 ≤ k < l ≤ n + 2,

σnl σ
n+1
k = σnkσn+1

l+1 0 ≤ k ≤ l ≤ n,

σn+1
k δn+1

l =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

δnl σ
n
k−1 si 0 ≤ l < k ≤ n + 1,

id[n] si 0 ≤ k ≤ l ≤ k + 1 ≤ n + 2,

δnl−1σ
n
k si 0 ≤ k < l − 1 ≤ n + 1.

(8.1)

Denotamos:

∆ = [0]
hh
σ0

0

[1]
��

δ0
1

))δ0
0

............ [n]
hh
σnn
⋮

WW

σn0

⋮

[n + 1]
��

δnn+1

⋮

**δn0

⋮

............ .

De la misma forma, la categoŕıa aumentada de los simplejos ∆+, es la subcategoria

plena de cat cuyos objetos son las categoŕıas [n]+ = {0 < ⋅ ⋅ ⋅ < n − 1}, para n ≥ 0; es

decir [n]+ = [n − 1] si n ≥ 1, y [0]+ es la categoŕıa vaćıa. Se verifica en particular que

∆+ es obtenida de la categoŕıa de los simplejos al agregar un objeto inicial.

Por lo tanto, ∆+ es la categoŕıa libre generada por la única función [0]+
δ−1
0 // [1]+ ,

más los morfismos cara y degenerados:

{ [n + 1]+ = [n]
δni // [n + 1] = [n + 2]+ ∣0 ≤ i ≤ n + 1}

n≥0

y { [n + 2]+ = [n + 1]
σni // [n] = [n + 1]+ ∣0 ≤ i ≤ n}

n≥0
;

sujetos a las relaciones definidas para n ≥ 0 por:

δnl δ
n−1
k = δnk δn−1

l−1 0 ≤ k < l ≤ n + 1,

σnl σ
n+1
k = σnkσn+1

l+1 0 ≤ k ≤ l ≤ n,

σnk δ
n
l =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

δn−1
l σn−1

k−1 si 0 ≤ l < k ≤ n,
id[n] si 0 ≤ k ≤ l ≤ k + 1 ≤ n + 1,

δn−1
l−1 σ

n−1
k si 0 ≤ k < l − 1 ≤ n.

(8.2)

Denotamos:

∆+ = [0]+
δ−1
0 //[1]+ ii σ0

0

[2]+
��

δ0
1

))δ0
0

............[n + 1]+ kk σnnYY

σn0
⋮

[n + 2]+
��

δnn+1⋮

++δn0
............ .
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La categoŕıa aumentada de los simplejos ∆+ admite una estructura de categoŕıa

monoidal estricta, donde:

(8.3) ∆+ ×∆+
⊗ // ∆+

([n]+, [m]+) � // [n +m]+

es definida en dos morfismos f ∶ [n]+ // [n′]+ y g∶ [m]+ // [m′]+ por la regla:

(8.4) (f ⊗ g)(k) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

f(k) si 0 ≤ k ≤ n − 1

g(k − n) + n′ si n ≤ k ≤ n +m − 1 .

§8.2. Denotemos como sSet a la categoŕıa de los conjuntos simpliciales, es decir

de los funtores X ∶ ∆op // Set y las transformaciones naturales entre ellos.

Si X es un conjunto simplicial, el conjunto de los n-simplejos de X es denotado

como Xn = X([n]). Los morfismos cara y degenerados de la categoŕıa ∆, inducen los

morfismos cara y degenerados de X:

Xn+1

dni =di // Xn y Xn

sni =si // Xn+1 , respectivamente.

Un n-simplejo x de un conjunto simplicial X se dice que es degenerado, si x pertenece

a la imagen de alguno de los morfismos sn−1
0 , . . . , sn−1

n−1. De manera equivalente, x ∈Xn es

degenerado si existe f ∶ [n] // [m] sobreyectiva en objetos e y ∈Xm tal que f∗(y) = x.

Si a es un 0-simplejo de X, escribimos:

a = sn−1
0 ⋯ s0

0(a) ∈ Xn donde n ≥ 1,

para denotar al n-simplejo degenerado asociado a a, y lo llamamos un n-simplejo total-

mente degenerado de X.

Si m ≥ 0, denotamos como ∆m al conjunto simplicial representable por [m], es decir

∆m
n es igual al conjunto de los funtores de [n] en [m]. También, denotamos por abuso

como:

∆m
δmi =δi

// ∆m+1 y ∆m+1
σmi =σi

// ∆m ,

a los morfismos de conjuntos simpliciales definidos para p ≥ 0 por las reglas:

∆m
p

(δmi )p
// ∆m+1

p

ϕ z→ δmi ○ ϕ

y ∆m+1
p

(σmi )p
// ∆m

p

ϕ z→ σmi ○ ϕ
, respectivamente.

Por último, recordemos que la categoŕıa de los conjuntos simpliciales sSet admite

una estructura canónica de categoŕıa cartesiana cerrada (ver IV§6 de [Lan98]), donde

un objeto final es un conjunto simpicial constante de valor ⋆ (un conjunto con un único
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elemento), el producto de conjuntos simpliciales es el producto cartesiano argumento

por argumento y el funtor adjunto del producto:

(8.5) sSet ⊥

HomsSet(X, ⋅ )

88

X× ⋅
xx

sSet

es definido como HomsSet(X,Y )m = HomsSet(X ×∆m, Y ) para todo conjunto simplicial

X.

§8.3. Si m ≥ −1, definimos la frontera ∂∆m+1 de ∆m+1 como el conúcleo en sSet

de las flechas paralelas:

⊔
0≤i<j≤m+1

∆m−1

⊔
i<j

νi ○ δm−1
j−1

//

⊔
i<j

νj ○ δm−1
i

// ⊔
0≤l≤m+1

∆m ;

donde νl denota la inclusión de la l-ésima componente ∆m �
� // ⊔

0≤l≤m+1
∆m (aqúı ∆−1 =

∆−2 es por definición el conjunto simplicial vaćıo).

De la misma forma, para 0 ≤ k ≤m + 1 definimos el k-cuerno Λm+1,k de ∆m+1 como

el conúcleo de las flechas paralelas:

⊔
0≤i<j≤m+1

i,j≠k

∆m−1

⊔
i<j

νi ○ δm−1
j−1

//

⊔
i<j

νj ○ δm−1
i

// ⊔
0≤l≤m+1
l≠k

∆m .

Se construye en particular un triángulo conmutativo de monomorfismos de conjuntos

simpliciales:

(8.6) Λm+1,k

αm,k

22
α̃m,k // ∂∆m+1 αm // ∆m+1 ,

donde el morfismo αm es inducido del morfismo:

⊔
0≤l≤m+1

∆m

⊔
l
δmi
// ∆m+1 ,

y α̃m,k proviene de la inclusión evidente:

⊔
0≤l≤m+1
l≠k

∆m // ⊔
0≤l≤m+1

∆m

.
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En particular, para todo conjunto simplicial X tenemos funciones:

(8.7) HomsSet(∆m+1,X)

αm,kX

11

αmX // HomsSet(∂∆m+1,X)
α̃m,kX // HomsSet(Λm+1,k,X) .

De manera expĺıcita, módulo los isomorfismos canónicos que obtenemos del Lema

de Yoneda1:

(8.8) HomsSet(∆m+1,X) ≅Xm+1,

(8.9) HomsSet(∂∆m+1,X) ≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(a0, . . . , am+1)

RRRRRRRRRRR

ai ∈Xm y dm−1
i aj = dm−1

j−1 ai

si 0 ≤ i < j ≤m + 1.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
y

(8.10) HomsSet(Λm+1,k,X) ≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(a0, . . . , ak−1, ak+1 . . . , am+1)

RRRRRRRRRRR

ai ∈Xm y dm−1
i aj = dm−1

j−1 ai

si 0 ≤ i < j ≤m + 1 y i, j ≠ k.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
,

las funciones del diagrama (8.7) son definidas por las siguientes reglas:

(8.11) αmX(a) = (dm0 a, . . . , dmm+1a),

(8.12) α̃m,kX (a0, . . . , am+1) = (a0, . . . , ak−1, ak+1, . . . , am+1)

(8.13) y αm,kX (a) = (dm0 a, . . . , dmk−1a, d
m
k+1a, . . . , d

m
ma).

Más adelante necesitaremos de la siguiente afirmación:

Lema 8.3.1. Sea X un conjunto simplicial, m ≥ 0 y 0 ≤ k ≤ m + 1, entonces en el

diagrama (8.7) de arriba:

(i) Si la función αm,kX es inyectiva, la función αmX también es inyectiva.

(ii) Si la función αm−1
X es sobreyectiva (resp. inyectiva), entonces la función α̃m,kX

es también sobreyectiva (resp. inyectiva). (Ver el Lema 1.7.1 de [Gle82]).

(iii) Si la función αm,kX es sobreyectiva y la función α̃m,kX es inyectiva, entonces la

función αmX es sobreyectiva.

Demostración. Sea X un conjunto simplicial, m ≥ 0 y 0 ≤ k ≤ m + 1. La prueba

de (i) es inmediata. Para mostrar (ii) consideremos un elemento a del conjunto (8.10),

1El caso m = −1 viene incluido si definimos X−1 como un conjunto con un único elemento, es decir

si X−1 = HomsSet(∆−1,X).
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es decir:

a = (a0, . . . , ak−1, ak+1, . . . , am+1) ∈
m+1

∏
i=0
i≠k

Xt donde

dm−1
i aj = dm−1

j−1 ai si 0 ≤ i < j ≤m + 1 y i, j ≠ k.

No es dif́ıcil ver, que si escribimos (b0, . . . , bm) para denotar a:

(dm−1
k−1 a0, . . . , d

m−1
k−1 ak−1, d

m−1
k ak+1, . . . , d

m−1
k am+1) ∈

m

∏
i=0
i≠k

Xm−1;

entonces dm−2
i bj = dm−2

j−1 bi para 0 ≤ i < j ≤m.

Ya que αm−1
X es sobreyectiva por hipótesis, existe ak ∈Xm tal que:

dm−1
i ak = dm−1

k−1 ai si 0 ≤ i < k y dm−1
j−1 ak = dm−1

k aj si 0 ≤ k < j;

es decir α̃m,kX es sobreyectiva.

Para mostrar (iii), consideremos un elemento y del codominio de la función αmX . Si x

es un (m+ 1)-simplejo de X tal que αm,kX (x) = α̃m,kX (y); ya que αm,kX (x) = α̃m,kX (αmX(x)),

deducimos que αmX(x) y y son enviados al mismo elemento por la función inyectiva α̃m,kX .

Por lo tanto, αmX(x) = y. Dicho de otro modo, αmX es una función sobreyectiva. �

Si m ≥ 0 decimos que un conjunto simplicial X cumple la condición de extensión de

Kan en dimensión m (resp. cumple la condición de extensión Kan de manera estricta

en dimensión m), si la función αm,kX del diagrama (8.7) es sobreyectiva (resp. biyectiva)

para todo 0 ≤ k ≤m + 1. Notemos que todo conjunto simplicial cumple la condición de

extensión de Kan en dimensión 0.

Un complejo de Kan es un conjunto simplicial que cumple la condición de extensión

de Kan en dimensión m para toda m ≥ 0. De manera expĺıcita, un conjunto simplicial

X es un complejo de Kan si para todo cuadrado conmutativo de sSet:

(8.14) Λm+1,k

αm,k ��

// X

��
∆m+1 // ⋆

donde m ≥ 0 y 0 ≤ k ≤m + 1, existe un morfismo diagonal:

(8.15) Λm+1,k

αm,k ��

// X

��
∆m+1

88

// ⋆

completando (8.14) en un diagrama conmutativo.
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Más generalmente, si 0 ≤ n ≤∞ un conjunto simplicial X es llamado un n-grupoide

de Kan2 (ver §12.3 más abajo) si X es un complejo de Kan que cumple la condición

de extensión de Kan de manera estricta en dimensión m ≥ n, es decir si el morphismo

diagonal del diagrama (8.15) es único para m ≥ n. En particular un ∞-grupoide de Kan

es simplemente un complejo de Kan.

§8.4. Sea Top la categoŕıa de los espacios topológicos (pequeños) y las funciones

continuas entre ellos. Recordemos que el funtor:

∆ // Top

[n] � // ∆n
top = {(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 ∣

n

∑
i=0

tn = 1 , ti ≥ 0},
(8.16)

induce una adjunción:

(8.17) Top

s( ⋅ )
44

⊥ sSet ,

∣ ⋅ ∣
uu

donde s( ⋅ ) es definido por la fórmula s(X )n = HomTop(∆n
top,X ) y el funtor ∣ ⋅ ∣ es una

extensión de Kan izquierda, la cual vamos a elegir y fijar, del funtor (8.16) a lo largo

del encaje de Yoneda:

∆ �
� // sSet

[n] z→ ∆n .

Llamamos a s(X ) el conjunto simplicial singular del espacio topológico X , y a ∣X ∣
(una ó) la realización geométrica del conjunto simplicial X.

Fijemos también una unidad η de la adjunción ∣ ⋅ ∣ ⊣ s( ⋅ ) y observemos que esta nos

permite asociar a cada 0-simplejo de un conjunto simplicial X, un punto del espacio

topológico ∣X ∣ el cual vamos a denotar por el mismo śımbolo:

X0

(ηX)0 // s(∣X ∣)
0

a � // a

= HomTop(∆0
top, ∣X ∣) .

Si a ∈ X0 y m ≥ 0, escribimos πm(X,a) para denotar al conjunto de las clases

de homotoṕıa punteada de las funciones continuas punteadas (Smtop,⋆) // (∣X ∣, a) ,

donde Smtop denota a la m-esfera topológica, es decir Smtop es el conjunto de los puntos

x = (x0, . . . , xm) ∈ Rm+1 tales que ∣∣x∣∣ =
√
x2

0 +⋯ + x2
m = 1, y ⋆ = (1,0, . . . ,0).

Si m = 0 se verifica sin dificultad que π0(X,a) es independiente de a, por lo que este

conjunto es denotado simplemente π0(X) y llamado el conjunto de los componentes

2También llamado un n-hipergrupoide.
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por trayectorias de X. Si m ≥ 1, el conjunto πm(X,a) admite una estructura de grupo,

conmutativo para m ≥ 2. Este grupo es llamado el m-ésimo grupo de homotoṕıa de X

en a.

Si −1 ≤ n ≤ ∞, un morfismo de conjuntos simpliciales F ∶ X // Y es llamado

una n-equivalencia débil, si la función πm(F,a)∶ πm(X,a) // πm(Y,Fa) inducida al

componer con ∣F ∣∶ ∣X ∣ // ∣Y ∣ , es biyectiva para todo 0-simplejo a de X y toda 0 ≤
m ≤ n. En particular todo morfismo de conjuntos simpliciales es una (−1)-equivalencia

débil.

Lema 8.4.1. El concepto de n-equivalencia débil es independiente del funtor reali-

sación geométrica elegido.

Demostración. Si ∣ ⋅ ∣′ es otra extension de Kan izquierda del funtor (8.16) (a lo

largo del encaje de Yoneda) y η′ es una unidad de la adjunción ∣ ⋅ ∣′ ⊣ s( ⋅ ), entonces

existe un isomorfismo natural de funtores α∶ ∣ ⋅ ∣ +3 ∣ ⋅ ∣′ tal que el siguiente triángulo

es conmutativo:

s(∣ ⋅ ∣)
s(α)��id

η ,4

η′
*2 s(∣ ⋅ ∣′)

.

Se sigue que para todo conjunto simplicial X existe un homeomorfismo de espacios

topológicos αX ∶ ∣X ∣ // ∣X ∣′ tal que el siguiente diagrama conmuta:

HomTop(∆0
top, ∣X ∣)
αX○−
��X0

(ηX)0 22

(η′X)0
,,
HomTop(∆0

top, ∣X ∣′) ;

en particular αX induce un isomorfismo natural entre los grupos πm(X,a) definidos a

partir del funtor ∣ ⋅ ∣ y la transformación natural η o a partir de ∣ ⋅ ∣′ y η′. �

Recordemos:

Teorema 8.4.2. Si −1 ≤ n ≤ ∞, la categoŕıa de los conjuntos simpliciales sSet

admite una estructura de categoŕıa de modelos cuando:

{ equivalencias débiles} = {n-equivalencias débiles} = Wn ,

{ cofibraciones} = {monomorfismos} = mono ,

y {fibraciones} = {morfismos con la propiedad de levantamiento

por la derecha con respecto a mono ∩ Wn } = fibn .
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Además, un conjunto simplicial X es un objeto fibrante de (sSet,Wn,mono,fibn)
si y solamente si X es un complejo de Kan tal que πm(X,a) = 0 para todo m ≥ n + 1 y

todo 0-simplejo a de X.

Demostración. En §9 de [Cis06] se muestra que (sSet,Wn,mono,fibn) es una

categoŕıa de modelos cofibrantemente generada para toda −1 ≤ n ≤∞.

En este trabajo, a partir de resultados bien conocidos de la categoŕıa de mode-

los (sSet,W∞,mono,fib∞) y del Teorema 4.7 de [Bar10] mostramos que la cate-

goŕıa simplicial (sSet,Wn,mono,fibn) es una localización de Bousfield izquierda de

(sSet,W∞,mono,fib∞) respecto al conjunto de morfismo (8.18) de más abajo. De

manera expĺıcita:

Sabemos que (sSet,W∞,mono,fib∞) es una categoŕıa de modelos cuyos objetos

fibrantes son los complejos de Kan (ver por ejemplo el Teorema 3.6.5 de [Hov07] o el

Teorema 3 de II§3 de [Qui67]). De hecho (sSet,W∞,mono,fib∞) es una categoŕıa

de modelos propia izquierda y combinatoria 3; por lo que de acuerdo al Teorema 4.7

de [Bar10] podemos considerar su localización de Bousfield izquierda con respecto al

siguiente conjunto de morfismos:

(8.18) Sn = { ∂∆m+1 �
� αm // ∆m+1 }

m≥n+1
,

donde n ≥ −1 es un entero.

En los Lemas que siguen, escribimos [ ⋅ , ⋅ ]∞ para denotar al conjunto de los

morfismos en la categoŕıa homotópica sSet[W−1
∞ ].

Lema 8.4.3. Si m ≥ 0 y X es un conjunto simplicial, entonces πm(X,a) = 0 para

todo 0-simplejo a de X si y solamente si la función:

[∆m+1,X]∞
(αm)∗

// [∂∆m+1,X]∞ ,

inducida por el morfismo αm∶ ∂∆m+1 �
� // ∆m+1 en la categoŕıa homotópica sSet[W−1

∞ ]
es biyectiva.

En particular, si −1 ≤ n ≤ ∞, un conjunto simplicial X verifica que πm(X,a) = 0

para todo m ≥ n+1 y todo 0-simplejo a de X si y solamente si, X es un objeto Sn-local

de la categoŕıa de modelos (sSet,W∞,mono,fib∞).

Demostración. Recordemos que si A y B son dos conjuntos simpliciales, el fun-

tor realización geométrica ∣ ⋅ ∣ induce una biyección entre el conjunto de los morfismos

[A,B]∞ de la categoŕıa homotópica sSet[W−1
∞ ], y el conjunto [∣A∣, ∣B∣]

Top
de los morfis-

mos en la categoŕıa de fracciones Top[(Wtop
∞ )−1] (ver los Teoremas 2.4.19, 2.4.23 y 3.6.7

3Una categoŕıa de modelos es llamada combinatoria si ella es localmente presentable y cofibrante-

mente generada. Ver la Definición 1.21 de [Bar10]
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de [Hov07]). Por otro lado, ya que ∣A∣ es un complejo celular, el conjunto [∣A∣, ∣B∣]
Top

es simplemente el conjunto de las clases de homotoṕıa usuales de las funciones continuas

de ∣A∣ en ∣B∣ (ver el Teorema 2.4.19 de [Hov07]).

En particular, si Dm+1 denota al conjunto de los elementos x ∈ Rm+1 tales que ∣∣x∣∣ ≤ 1

y consideramos Smtop como el subconjunto de los x ∈ Dm+1 tales que ∣∣x∣∣ = 1; la función:

(8.19) [∆m+1,X]∞
(αm)∗

// [∂∆m+1,X]∞ ,

se identifica con la función:

(8.20) [Dm+1, ∣X ∣] // [Smtop, ∣X ∣] ,

inducida por la inclusión Smtop
� � // Dm+1 donde [ , ] denota al conjunto de las clases de

homotoṕıa usuales de las funciones continuas.

Por otro lado, es fácil convencerse que (8.20) siempre es una función inyectiva cuya

imagen son las clases de homotoṕıa de las funciones Smtop
� � // ∣X ∣ que admiten una

extensión a lo largo de la inclusión Smtop
� � // Dm+1 . Consideremos dos casos:

Caso m ≥ 1: Sabemos que si f es una función continua de Smtop en un espacio

topológico cualquiera A, los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) f representa al elemento cero del grupo πm(A,w) donde w = f(1,0, . . . ,0) ∈ A.

(ii) f admite una extensión a lo largo de la inclusión Smtop
� � // Dm+1 .

Por lo tanto, si m ≥ 1 la función (8.19) es biyectiva si y solamente si la función

inyectiva (8.20) es sobreyectiva, si y solamente si toda función continua f ∶ Smtop �
� // ∣X ∣

representa al elemento cero del grupo πm(∣X ∣,w) donde w = f(1,0, . . . ,0) ∈ ∣X ∣, si y

solamente si πm(X,a) = πm(∣X ∣, a) = 0 para todo 0-simplejo a ∈X.

Caso m ≥ 0: Notemos que en este caso los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) La imagen de f está contenida en una misma componente por trayectorias

del espacio topológico A.

(ii) f admite una extensión a lo largo de la inclusión S0
top
� � // D1 .

Entonces, en este caso la función (8.19) es biyectiva si y solamente si la función

inyectiva (8.20) es sobreyectiva, si y solamente si la imagen de toda función continua

f ∶ S0
top
� � // ∣X ∣ está contenida en un mismo componente por trayectorias de ∣X ∣, si y

solamente si π0(X) = πm(∣X ∣) = 0. �

Mostremos:

Lema 8.4.4. Si −1 ≤ n ≤ ∞ y f ∶ X // Y es un morphismo de conjuntos simpli-

ciales, entonces f es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales si y solamente
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si, f es una equivalencia débil Sn-local de (sSet,W∞,mono,fib∞), es decir f cumple

que para todo conjunto simplicial Sn-local Z (ver el Lema 8.4.3 de arriba) la función:

[Y,Z]∞
f∗

// [X,Z]∞ ,

en la categoŕıa homotópica sSet[W−1
∞ ] es biyectiva.

Demostración. Caso n = −1: Recordemos que todo morfismo de sSet es una

(−1)-equivalencia débil. Por otro lado, si Z es un conjunto simplicial S−1-local se si-

gue del Lema 8.4.3 que el morfismo canónico Z // ⋆ es una ∞-equivalencia débil.

En particular f∗∶ [Y,Z]∞ // [X,Z]∞ es una biyección entre conjuntos con un único

elemento, para todo morfismo f ∶ X // Y de conjuntos simpliciales.

Caso n ≥ 0: En la prueba usaremos algunas propiedades del coesqueleto de un

conjunto simplicial que mostraremos en §12 más abajo. Recordemos para empezar que

la transformación natural de funtores:

HomsSet( ⋅ , ⋅ ) // [ ⋅ , ⋅ ]∞

definida por el funtor canónico sSet // sSet[W∞
−1] , induce una biyección de con-

juntos:

π0(HomsSet(A,B)) ≅ [A,B]∞
para todo conjunto simplicial A y todo complejo de Kan B. En efecto si A es un

conjunto simplicial arbitrario, entonces:

A ⊔A
&&

i0+i1 ++

id+id // A

A ×∆1 proj

;;

̃

es un objeto ciĺındro de la categoŕıa de modelos (sSet,W∞,mono,fib∞), donde los

morfismos i0 y i1 son por definición las composiciones:

A ≅ A ×∆0
A×δ0 // A ×∆1 y A ≅ A ×∆0

A×δ1 // A ×∆1 ,

respectivamente.

Consideremos ahora un morfismo de conjuntos simpliciales f ∶ X // Y y un con-

junto simplicial arbitrario Z. Se sigue entonces que si tomamos remplazos fibrantes

de f y Z en la categoŕıa de modelos (sSet,W∞,mono,fib∞), es decir un cuadrado

conmutativo y una flecha:

X

��

f
// Y

��
X ′

f ′
// Y ′

y

Z

��
Z ′

,
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donde los morfismos verticales son ∞-equivalencias débiles cuyo codominio es un com-

plejo de Kan; entonces la función:

(8.21) [Y,Z]∞
f∗

// [X,Z]∞ ,

entre conjuntos de morfismos de la categoŕıa sSet[W∞
−1], se identifican con la función:

(8.22) π0(HomsSet(Y ′, Z ′))
(f ′)∗

// π0(HomsSet(X ′, Z ′)) .

Si Z es un conjunto simplicial Sn-local, se sigue del Lema 8.4.3 y del Corolario

12.1.2 de §12 que el morfismo Z ′ // csqn+1(Z ′) inducido de una unidad arbitraria

de la adjunción τn+1 ∗ ⊣ τ ∗
n+1 es una ∞-equivalencia débil entre complejos de Kan. Por

lo tanto, (8.22) se identifica con la función:

π0(HomsSet(Y ′,csqn+1(Z ′)))
(f ′)∗

// π0(HomsSet(X ′,csqn+1(Z ′))) ,

que de acuerdo al Lema 12.1.3 se identifica con la función:

(8.23)

π0(HomsSet(csqn+1(Y ′),csqn+1(Z ′)))
csqn+1(f ′)∗ // π0(HomsSet(csqn+1(X ′),csqn+1(Z ′))) .

Si f es una n-equivalencia débil, se sigue del Corolario 12.1.2 que csqn+1(f ′) es una

∞-equivalencia débil, es decir (8.23) es una función biyectiva. Por lo tanto, si f es una

n-equivalencia débil la función (8.21) es biyectiva para todo conjunto simplicial Sn-local

Z, es decir f es una equivalencia débil Sn-local.

Sea ahora f ∶ X // Y una equivalencia débil Sn-local, y consideremos un remplazo

fibrante de f en la categoŕıa de modelos (sSet,W∞,mono,fib∞), es decir consideremos

un cuadrado conmutativo:

X

��

f
// Y

��
X ′

f ′
// Y ′ ,

donde los morfismos verticales son ∞-equivalencias débiles de codominio un complejo

de Kan.

Observemos para empezar que de acuerdo al Corolario 12.1.2 y al Lema 8.4.3 los

conjuntos simpliciales csqn+1X
′ y csqn+1Y

′ son Sn-locales; en particular la siguiente

función es biyectiva:

(8.24) [Y,csqn+1X
′]∞

≅
f∗ // [X,csqn+1X

′]∞
≅

π0(HomsSet(Y ′,csqn+1X
′))

(f ′)∗
// π0(HomsSet(X ′,csqn+1X

′))

.
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Por otro lado, gracias al Lema 12.1.3 la función biyectiva (8.24) se identifica con la

función:

(8.25) π0(HomsSet(csqn+1Y
′,csqn+1X

′))
≅

csqn+1(f ′)∗// π0(HomsSet(csqn+1X
′,csqn+1X

′))
≅

[csqn+1Y
′,csqn+1X

′]∞ csqn+1(f ′)∗
// [csqn+1X

′,csqn+1X
′]∞

.

Sea g ∶ csqn+1Y
′ // csqn+1X

′ un morfismo de la categoŕıa de fracciones sSet[W−1
∞ ],

tal que la composición g ○ csqn+1(f ′) sea el morfismo identidad del objeto csqn+1X
′ en

la categoŕıa homotópica.

Se verifica entonces que la composición:

[csqn+1X
′,csqn+1Y

′]∞
g∗ // [csqn+1Y

′,csqn+1Y
′]∞

csqn+1(f ′)∗// [csqn+1X
′,csqn+1Y

′]∞ ,

es igual a la función identidad; por lo tanto la composición:

[csqn+1Y
′,csqn+1Y

′]∞
csqn+1(f ′)∗// [csqn+1X

′,csqn+1Y
′]∞

g∗ // [csqn+1Y
′,csqn+1Y

′]∞ ,

también es igual a la función identidad, pues la siguiente flecha:

[csqn+1Y
′,csqn+1Y

′]∞
csqn+1(f ′)∗ // [csqn+1X

′,csqn+1Y
′]∞ ,

es biyectiva.

Entonces g ○ csqn+1(f ′) y csqn+1(f ′) ○ g son morfismos identidad de la categoŕıa

sSet[W−1
∞ ]. Dicho de otro modo, csqn+1(f ′) es una ∞-equivalencia débil. En particular,

f es una n-equivalencia débil por el Corolario 12.1.2. �

Se sigue del Teorema 4.7 de [Bar10] y los Lemas 8.4.3 y 8.4.4 que venimos de

mostrar, que (sSet,Wn,mono,fibn) es una categoŕıa de modelos propia izquierda y

combinatoria cuyos objetos fibrantes son los complejos de Kan X tales que πm(X,a) = 0

para toda m ≥ n + 1 y todo 0-simplejo a de X. �

Notemos también:

Lema 8.4.5. La categoŕıa cartesiana cerrada de los conjuntos simpliciales sSet con

la estructura de categoŕıa de modelos (sSet,Wn,mono,fibn) del Teorema 8.4.2 es una

categoŕıa de modelos monoidal simétrica en el sentido de [Hov07] (ver la Definición

4.2.6 de [Hov07] o la Definición 1.27 de [Bar10]).
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Demostración. De acuerdo a las Definiciones 4.2.1 y 4.2.6 de [Hov07], basta

demostrar que si j∶ X // Y y q∶ Z // W son monomorfismos de conjuntos simpli-

ciales, entonces el morfismo ϕ en un diagrama suma amalgamada:

(8.26) Z ⊗X

Z⊗ j

��

q⊗X
// W ⊗X

Z̃⊗ j

��

W⊗ j

��

Z ⊗ Y q̃⊗X //

q⊗Y 00

Z ⊗ Y ⊔
Z⊗X

W ⊗X
ϕ ))
W ⊗ Y ,

es un monomorfismo sSet, el cual es también una n-equivalencia débil si suponemos

además que j o q es una n-equivalencia débil.

Ya que el funtor ⊗ es en este caso el producto cartesiano argumento por argumento,

se sigue que para cualesquiera j∶ X // Y y q∶ Z // W monomorfismos de conjuntos

simpliciales, los morfismos Z ⊗ j, W ⊗ j, q ⊗X y q ⊗ Y en el diagrama (8.26) también

son monomorfismos. En particular, los morfismos Z̃ ⊗ j y q̃ ⊗X son monomorfismos; y

por lo tanto, ϕ también es un monomorfismo (es suficiente con verificar esta afirmación

para la categoŕıa de los conjuntos).

Por último, si suponemos que el monomorfismo j (resp. q) es además una n-

equivalencia débil; ya que los funtores πi conmutan con productos finitos, los morfismos

Z ⊗ j y W ⊗ j (resp. q ⊗X y q ⊗ Y ) son también monomorfismos y n-equivalencias

débiles. En particular, Z̃ ⊗ j (resp. q̃ ⊗X) es un monomorfismo y una n-equivalencia

débil, pues la familia de morfismos mono∩Wn es estable por cocambio de base (válido

para las cofibraciones triviales de cualquier categoŕıa de modelos). Por lo tanto, ϕ es

un n-equivalencia débil pues Wn satisface la propiedad 2-de-3. �

§8.4.1. Escribimos Hon(sSet) para denotar a la categoŕıa de los n-tipos de ho-

motoṕıa, es decir a la categoŕıa homotópica sSet[W−1
n ] de (sSet,Wn,mono,fibn) la

categoŕıa de modelos del Teorema 8.4.2, y denotamos como [ ⋅ , ⋅ ]n al conjunto de los

morfismos en la categoŕıa Hon(sSet). Si X es un conjunto simplicial, la clase de equi-

valencia asociada a X en el conjunto de las clases de isomorfismo de los objetos de

Hon( sSet ), es llamada el n-tipo de homotoṕıa de X.

Se sigue del Lema 8.4.5 que la categoŕıa de los n-t́ıpos de homotoṕıa Hon(sSet) es

una categoŕıa cartesiana cerrada (ver el Lema 5.1.1 de arriba y §4.3 de [Hov07]), cuyo

objeto de morfismos (el “hom” interno) es el complejo de funciones derivado RHomsSet

(definido por medio de la localización simplicial de [DK80a, DK80c, DK80b], o

construido a partir de resoluciones fibrantes y cofibrantes como en §5.4 de [Hov07] o

el Caṕıtulo 18 de [Hir03]).
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La categoŕıa de los n-t́ıpos de homotoṕıa con dicha estructura de categoŕıa carte-

siana cerrada es llamada algunas veces la categoŕıa homotópica de los n-grupoides.

Ya que (sSet,Wn,mono,fibn) es una categoŕıa de modelos donde todos sus objetos

son cofibrantes, es posible construir a la categoŕıa homotópica de los n-grupoides de la

siguiente manera: Llamamos a X un conjunto simplicial n-fibrante si X es un objeto

fibrante de la categoŕıa de modelos (sSet,Wn,mono,fibn) del Teorema 8.4.2, es decir

X es n-fibrante si y solamente si X es un complejo de Kan tal que πm(X,a) = 0 para

todo m ≥ n + 1 y todo 0-simplejo a de X.

Si escribimos Fibn para denotar a la subcategoŕıa plena de sSet cuyos objetos son

los conjuntos simpliciales n-fibrantes, se tiene:

Lema 8.4.6. Sea −1 ≤ n ≤ ∞. Si X y Y son conjuntos simpliciales n-fibrantes, el

producto cartesian oargumento por argumento X × Y y el conjunto simplicial de los

morfismos HomsSet(X,Y ) son conjuntos simpliciales n-fibrantes. Dicho de otro modo,

la categoŕıa Fibn es una subcategoŕıa cartesiana cerrada de sSet.

Demostración. El producto de dos conjuntos simpliciales n-fibrantes es un con-

junto simplicial n-fibrante, porque la familia de los objetos fibrantes en una categoŕıa

de modelos siempre es estable por productos.

Por otro lado, si X y Y son objetos fibrantes de (sSet,Wn,mono,fibn) (que es una

categoŕıa de modelos donde todos los objetos son cofibrantes), se deduce del Lema 8.4.5

(ver por ejemplo el Lema 4.2.2 de [Hov07]) que el conjunto simplicial HomsSet(X,Y )
también es un objeto fibrante, es decir un conjunto simplicial n-fibrante. �

Definimos la categoŕıa homotópica hFibn de la categoŕıa Fibn de los conjuntos

simpliciales n-fibrantes como la categoŕıa cuyos objetos son los conjuntos simpliciales

n-fibrantes y el conjunto de los morfismos es el conjunto de las componentes por tra-

yectorias π0(HomsSet). Se sigue inmediatamente que el funtor inclusion de Fibn en

sSet induce una equivalencia de categoŕıas entre hFibn y la categoŕıa de los n-tipos de

homotoṕıa Hon(sSet).
Observemos por último que en la categoŕıa cartesiana cerrada hFibn el funtor

HomsSet es el objeto de los morfismos (es decir el “hom” interno), mientras que en

la categoŕıa cartesiana cerrada de los n-tipos de homotoṕıa Hon(sSet) el objeto de los

morfismos es el complejo de funciones derivado RHomsSet.

§8.5. Fijemos ⋆ un conjunto con un único objeto y denotemos también como ⋆
al conjunto simplicial constante de valor ⋆.

Escribimos sSet⋆ para denotar a la categoŕıa de los conjuntos simpliciales punteados,

es decir la categoŕıa de las parejas X = (X,x), donde X es un conjunto simplicial y
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x ∶ ⋆ // X es un morfismo de conjuntos simpliciales del objetos final ⋆ en X. Un

morfismo de (X,x) en (Y, y) es una flecha f ∶ X // Y de sSet tal que fx = y.

De manera equivalente, si Set⋆ denota a la categoŕıa de los conjuntos punteados, es

decir la categoŕıa de las parejas X = (X,x), donde X es un conjunto y x ∶ ⋆ // X es

una función; la categoŕıa sSet⋆ es isomorfa a la categoŕıa de los funtores de la categoŕıa

opuesta de los simplejos ∆op en la categoŕıa Set⋆.

En todo caso, se verifica que el funtor canónico π ∶ sSet⋆ // sSet definido por la

regla (X,x)↦X, admite un funtor adjunto izquierdo ( ⋅ )+ ∶ sSet // sSet⋆ , definido

en un objeto A de sSet como la suma A+ = A ⊔ ⋆, punteado por el morfismo inclusión

canónica ⋆ // A ⊔ ⋆ .

Recordemos que la categoŕıa sSet⋆ admite una estructura de categoŕıa monoidal

simétrica cerrada, cuando el tensor es el producto cuña ⋅ ∧ ⋅ definido en dos conjuntos

simpliciales punteados X = (X,x) y Y = (Y, y), por un cuadrado cocartesiano en la

categoŕıa sSet:

(8.27) ⋆ // X ∧ Y

(X × ⋆) ⊔ ( ⋆ ×Y ) //

OO

X × Y .

OO

La unidad del producto cuña es el conjunto simplicial constante con valores ⋆+ =
⋆⊔⋆, el isomorfismo de symetŕıa es el inducido del isomorfismo canónico X ×Y ≅ Y ×X
de conjuntos simpliciales, y el cotensor es definido por la fórmula:

(8.28) hom∧
sSet⋆(X,Y )m = (HomsSet⋆(X ∧∆m

+ , Y ), y) si m ≥ 0 ,

para cualesquiera X = (X,x) y Y = (Y, y) conjuntos simpliciales punteados.

Corolario 8.5.1. Si −1 ≤ n ≤ ∞, la categoŕıa de los conjuntos simpliciales pun-

teados sSet⋆ con la estructura de categoŕıa monoidal simétrica cerrada definida por

el porducto cuña, admite una estructura de categoŕıa de modelos monoidal simétrica

cuando:

{ equivalencias débiles} = { f ∶ (X,x) // (Y, y) ∣ f ∶ X // Y ∈ Wn } = π−1Wn ,

{ cofibraciones} = {monomorfismos} = mono

y {fibrations} = { f ∶ (X,x) // (Y, y) ∣ f ∶ X // Y ∈ fibn } = π−1fibn .

En particular,

(8.29) sSet⋆ ⊥

π =Funtor que olvida

88

( ⋅ )+
xx

sSet
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es una adjunción de Quillen.

Demostración. Por la Proposición 4.2.9 de [Hov07], esto es una consecuencia

del Teorema 8.4.2 y el Lema 8.4.5 de arriba. �

Escribimos Hon( sSet⋆ ) para denotar a la categoŕıa de los n-tipos de homotoṕıa

punteados, es decir la categoŕıa homotópica de (sSet⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn), y de-

notamos como [ ⋅ , ⋅ ]pt
n al conjunto de los morfismos en Hon(sSet⋆). Si X es un conjunto

simplicial punteado, la clase asociada a X en el conjunto de las clases de isomorfismo

de los objetos de la categoŕıa Hon( sSet⋆ ), es llamado el n-tipo de homotoṕıa punteado

de X.

§8.6. Si m ≥ 0 definimos a la m-esfera simplicial Sm ∶= ∆m/∂∆m por un cuadrado

cocartesiano en sSet:

(8.30) ⋆ ⋆ // Sm

∂∆m

αm−1

//

OO

∆m .

OO

Sea X un conjunto simplicial y a ∈ X0 un 0-simplejo de X. Del Lema de Yoneda

y de la propiedad universal de los cuadrados cocartesianos, deducimos una biyección

entre el conjunto Xm de los m-simplejos x de X con la propiedad:

αm−1
X (x) = (d0x, . . . , dmx) = (a, . . . , a) ∈Xm−1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Xm−1´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1

,

y el conjunto de los morfismos de conjuntos simpliciales:

(8.31) Sm
σx // X tales que σx0(⋆) = a ∈X0 .

Observemos que si fijamos una equivalencia homotópica de espacio topológicos:

Smtop
Φ

≅
// ∣Sm∣

tal que Φ(1,0, . . . ,0) = ⋆, obtenemos una función natural en X:

(8.32) {x ∈Xm ∣ di(x) = a 0 ≤ i ≤m} // πm(X,a)

x z→
La clase

de homotoṕıa
punteada de ∣σx∣ ○Φ.

.

Proposición 8.6.1. Si m ≥ 0 y X es un complejo de Kan, la función (8.32) es

sobreyectiva e identifica dos elementos x e y de su dominio si y solamente si, existe

w ∈Xm+1 tal que dm+1w = x, dmw = y y diw = a para 0 ≤ i ≤m − 1.
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Demostración. En este trabajo definimos πm(X,a) como el conjunto de las clases

de homotoṕıa punteada de las funciones continuas punteadas (Smtop,⋆) // (∣X ∣, a) .

Ya que el espacio topológico Smtop admite una estructura de complejo celular, el

conjunto πm(X,a) se identifica con el conjunto de los morfismos [(Smtop,⋆), (∣X ∣, a)]Top
∗

de la categoŕıa de fracciones Top∗[(Wtop
∞ )−1] (ver el Corolario 2.4.20 y el Teorema

2.4.19 de [Hov07]). Por lo tanto, con ayuda de la equivalencia débil Smtop
Φ

≅
// ∣Sm∣ ,

obtenemos una biyección [(∣Sm∣,⋆), (∣X ∣, a)]Top
∗
≅ πm(X,a).

Por otro lado recordemos que el funtor ∣ ⋅ ∣ determina una biyección entre el conjunto

[(∣Sm∣,⋆), (∣X ∣, a)]Top∗ y el conjunto de los morfismos [(Sm,⋆), (X,a)]pt
∞ de la categoŕıa

homotópica sSet⋆[W−1
∞ ] (ver el Teorema 3.6.7 y el Corolario 2.4.24 de [Hov07]).

Si X es un complejo de Kan, deducimos entonces una biyección:

(8.33) π0(HomsSet⋆
((Sm,⋆), (X,a))) ≅ // πm(X,a) ,

[σ] � // [∣σ∣ ○Φ]

definida en la clase de un morfismo de conjuntos simpliciales σ∶ Sm // X tal que

σ0(⋆) = a, como la clase de homotoṕıa punteada del morfismo:

Smtop
Φ

≅
// ∣Sm+1∣

∣σ∣
// ∣X ∣ .

Obtenemos aśı un cuadrado conmutativo:

(8.34) HomsSet⋆
((Sm,⋆), (X,a))

0

≅ //

��

{x ∈Xm ∣ di(x) = a 0 ≤ i ≤m}

(8.32)

��
π0(HomsSet⋆

((Sm,⋆), (X,a))) ≅
(8.33)

// πm(X,a) ;

en particular la función (8.32) es sobreyectiva.

Para mostrar la afirmación debemos verificar que si x, y∶ ∆m // X son dos mor-

fismos tales que las dos composiciones:

∂∆m αm−1
// ∆m x // X y ∂∆m αm−1

// ∆m
y
// X

son iguales al morfismo constante ∂∆m // ⋆ a // X , entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(i) Existe un morfismo H ∶ ∆m ×∆1 // X tal que:

∂∆m ×∆1 αm−1×∆1
// ∆m ×∆1 H // X
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es el morfismo constante ∂∆m ×∆1 // ⋆ a // X y:

(8.35) ∆m ×∆0
proj
≅ //

∆m×δ1 ((

∆m x

%%
∆m ×∆1 H // X

∆m ×∆0

proj
≅ //

∆m×δ0 66

∆m y

99

son diagramas conmutativos

(ii) Existe un morfismo w∶ ∆m+1 // X tal que la composición:

∆m
δi // ∆m+1 w // X

es igual a x si i = m + 1, igual a y si i = m e igual al morfismo constante

∆m // ⋆ a // X si 0 ≤ i ≤m − 1.

Supongamos para empezar que se tiene un morfismo H ∶ ∆m ×∆1 // X como

en (i) de arriba. Para mostrar la existencia del morfismo w∶ ∆m+1 // X con las

propiedades deseadas como en (ii), construimos primero un cuadrado conmutativo:

(8.36) (∆m+1 ×∆0) ⊔
(∂∆m+1×∆0)

(∂∆m+1 ×∆1)
ψ

//

φ
��

X

��
∆m+1 ×∆1 // ⋆ ,

donde el conjunto simplicial (∆m+1 ×∆0) ⊔
(∂∆m+1×∆0)

(∂∆m+1 ×∆1) es la suma amalgamada de

los morfismos:

∂∆m+1 ×∆0
∂∆m+1×δ1 //

αm×∆0

��

∂∆m+1 ×∆1 ,

∆m+1 ×∆0

de la siguiente manera:

φ es deducido de la propiedad universal de los cuadrados cocartesianos a partir del

cuadrado conmutativo:

(8.37) ∂∆m+1 ×∆0
∂∆m+1×δ1 //

αm×∆0

��

∂∆m+1 ×∆1

αm×∆1

��
∆m+1 ×∆0

∆m+1×δ1
// ∆m+1 ×∆1 .
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y ψ a partir del cuadrado conmutativo:

(8.38) ∂∆m+1 ×∆0
∂∆m+1×δ1 //

αm×∆0

��

∂∆m+1 ×∆1

ψ1

��
∆m+1 ×∆0

ψ2

// X ;

donde ψ2 es la composición ∆m+1 ×∆0
proj
// ∆m+1

σm // ∆m x // X .

Para definir ψ1, vemos al conjunto simplicial ∂∆m+1 × ∆1 como el conúcleo de las

flechas paralelas:

⊔
0≤i<j≤m+1

(∆m−1 ×∆1)
⊔
i<j

(νi○δm−1
j−1 ×∆1)

//

⊔
i<j

(νj○δm−1
i ×∆1)

// ⊔
0≤l≤m+1

(∆m ×∆1) ,

donde νl es la inclusión de la l-ésima componente ∆m �
� // ⊔

0≤l≤m+1
∆m ; entonces ψ1 es

inducido por el morfismo ⊔
l
ρl∶ ⊔

0≤l≤m+1
(∆m ×∆1) // X donde ρl son definidos por las

reglas:

ρ0 = ⋯ = ρm−1 = ( ∆m ×∆1 a // X )

ρm = ( ∆m ×∆1 H // X ) y ρm+1 = ( ∆m ×∆1
proj
// ∆m x // X )

Verificamos que (8.38) es un cuadrado conmutativo, pues se tienen diagramas con-

mutativos para toda 0 ≤ i ≤m + 1:

∆m ×∆0
∆m×δ1 //

δi×∆0

��

∆m ×∆1

ρi
��

∆m+1 ×∆0

ψ2

// X

Ya que construimos los morfismos φ y ψ del cuadrado (8.36), observemos que φ es de

hecho un monomorfismo y una ∞-equivalencia débil; en efecto, esto es una consecuencia

del Lema 8.4.5 (ver el diagrama (8.26) en su prueba), pues en el diagrama (8.37) el

monomorfismo δ1∶ ∆0 // ∆1 es una ∞-equivalencia débil.
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En particular, como por hipótesis X es un complejo de Kan deducimos la existencia

de un morfismo ξ∶ ∆m+1 ×∆1 // X en un triángulo conmutativo:

(8.39) (∆m+1 ×∆0) ⊔
(∂∆m+1×∆0)

(∂∆m+1 ×∆1)
ψ

//

φ
��

X

∆m+1 ×∆1

ξ

77

Si definimos:

w = ( ∆m+1 ≅
proj−1

// ∆m+1 ×∆0
∆m+1×δ0 // ∆m+1 ×∆1

ξ
// X ) ,

se sigue que la composición w ○ di es igual al morfismo:

∆m
≅

proj−1

// ∆m ×∆0
δi×δ0 // ∆m ×∆1

ξ
// X ,

que de acuerdo al triángulo (8.39) es igual al siguiente morfismo:

∆m
≅

proj−1

// ∆m ×∆0
∆m×δ0 // ∆m ×∆1

ρi // X

para todo 0 ≤ i ≤m + 1.

De la definición de los morfismos ρi deducimos que w ○ di = a si 0 ≤ i ≤ m − 1,

w ○ dm = y y w ○ dm+1 = x como queŕıamos.

Rećıprocamente supongamos que como en (ii) partimos de w∶ ∆m+1 // X un

morfismo de conjuntos simpliciales tal que w ○ di = a si 0 ≤ i ≤ m − 1, w ○ dm = y y

w○dm+1 = x. Para mostrar la existencia del morfismo H ∶ ∆m ×∆1 // X como en (i),

consideremos para empezar un cuadrado conmutativo:

(8.40) (∆m+1 × ∂∆1) ⊔
(Λm+1,m×∂∆1)

(Λm+1,m ×∆1)
ψ
//

φ
��

X

��
∆m+1 ×∆1 // ⋆ ,

donde el conjunto simplicial (∆m+1 × ∂∆1) ⊔
(Λm+1,m×∂∆1)

(Λm+1,m ×∆1) es la suma amalgamada

de los morfismos:

Λm+1,m × ∂∆1 Λm+1,m×α0
//

αm,m×∂∆1

��

Λm+1,m ×∆1

∆m+1 × ∂∆1
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El morfismo φ de (8.40) se deduce del cuadrado conmutativo:

Λm+1,m × ∂∆1 Λm+1,m×α0
//

αm,m×∂∆1

��

Λm+1,m ×∆1

αm,m×∆1

��
∆m+1 × ∂∆1

∆m+1×α0

// ∆m+1 ×∆1

y el morfismo ψ del cuadrado:

(8.41) Λm+1,m × ∂∆1 Λm+1,m×α0
//

αm,m×∂∆1

��

Λm+1,m ×∆1

ψ1

��
∆m+1 × ∂∆1

ψ2

// X

que definimos como sigue: Para definir ψ2 observamos que se tiene un cuadrado cocar-

tesiano:

∅ //

��

∆m+1 ×∆0

∆m+1×δ1
��

∆m+1 ×∆0

∆m+1×δ0
// ∆m+1 × ∂∆1

donde δi es el único morfismo de conjuntos simpliciales tal que:

( ∆0
δi // ∆1 ) = ( ∆0

δi // ∂∆1 α0
// ∆1 ) ;

entonces ψ2 es el morfismo inducido por el cuadrado conmutativo:

∅ //

��

∆m+1 ×∆0

proj��
∆m+1

σm��
∆m

x
��

∆m+1 ×∆0

proj
// ∆m+1

w
// X

El morfismo ψ1 es definido viendo al conjunto simplicial Λm+1,m×∆1 como el conúcleo

de las flechas paralelas:

⊔
0≤i<j≤m+1
i,j≠m

(∆m−1 ×∆1)
⊔
i<j

(νi○δm−1
j−1 ×∆1)

//

⊔
i<j

(νj○δm−1
i ×∆1)

// ⊔
0≤l≤m+1
l≠m

(∆m ×∆1) ,
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donde νl denota la inclusión de la l-ésima componente ∆m �
� // ⊔

0≤l≤m+1
l≠m

∆m ; entonces

ψ1 es definido como el morfismo inducido de ⊔
l
τl∶ ⊔

0≤l≤m+1
l≠m

(∆m ×∆1) // X donde las

τl son definidas por las reglas:

τ0 = ⋯ = τm−1 = ( ∆m ×∆1 a // X ) y τm+1 = ( ∆m ×∆1
proj
// ∆m x // X ) .

Para mostrar que el cuadrado (8.41) es conmutativo, es suficiente observar que se

tienen diagramas conmutativos:

∆m ×∆0
δi×∆0

//

∆m×δ1
��

∆m+1 ×∆0

x○σm○proj

��
∆m ×∆1

τi
// X

y

∆m ×∆0
δi×∆0

//

∆m×δ0
��

∆m+1 ×∆0

w○proj

��
∆m ×∆1

τi
// X

siempre que 0 ≤ i ≤m + 1 con i ≠m.

Después de haber definido los morfismos φ y ψ del cuadrado (8.40), notemos que φ

es un monomorfismo y una ∞-equivalencia débil. Por lo tanto, ya que X es un complejo

de Kan existe un morfismo ξ∶ ∆m+1 ×∆1 // X como en el triángulo conmutativo:

(8.42) (∆m+1 × ∂∆1) ⊔
(Λm+1,m×∆1)

(Λm+1,m ×∆1)
ψ
//

φ
��

X

∆m+1 ×∆1

ξ

88

Definimos H = ( ∆m ×∆1
δm×∆1

// ∆m+1 ×∆1
ξ
// X ). Para mostrar que la compo-

sición:

∂∆m ×∆1 αm−1×∆1
// ∆m ×∆1 H // X

es el morfismo constante de valor a, es suficiente mostrar que la composición:

(8.43) ∆m−1 ×∆1
(δm○δi)×∆1

// ∆m+1 ×∆1
ξ
// X

es el morfismo contante de valor a para todo 0 ≤ i ≤m. Pero del diagrama conmutativo

(8.42) deducimos que la composición (8.43) es igual al morfismo:

∆m−1 ×∆1
δm,i×∆1

// Λm+1,m ×∆1
ψ1 // X
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donde δm,i es el único morfismo en el triángulo conmutativo:

Λm+1,m

αm,m��
∆m−1

δi

//

δm,i 11

∆m

δm

// ∆m+1 ;

por lo que (8.43) es el morfismo constante de valor a, pues:

∆m−1 ×∆1
δj×∆1

// ∆m ×∆1
τi // X

es constante para toda 0 ≤ i, j ≤m.

Finalmente para mostrar que se tiene un diagrama conmutativo:

(8.44) ∆m ×∆0
proj

//

∆m×δ1 ((

∆m x

&&

∆m ×∆1 H // X ,

∆m ×∆0 proj //

∆m×δ0 77

∆m y

88

observemos que por el triángulo conmutativo (8.42) se tienen cuadrados conmutativos:

∆m ×∆0
proj

//

∆m×δ0
��

∆m

w○δm =y
��

∆m ×∆1

H
// X

y

∆m ×∆0
proj

//

∆m×δ1
��

∆m

x○σm○δm =x
��

∆m ×∆1

H
// X .

�

Recordemos finalmente:

Proposición 8.6.2. Sea X un complejo de Kan. Si x, y,w ∈ Xm son m-simplejos

de X tales que αmX(x) = αmX(y) = αmX(w) = (a, . . . , a); entonces, α(x) α(y) = α(w) en

el grupo πm(X,a) (donde α es la función (8.32) de arriba) si y solamente si, existe

z ∈Xm+1 tal que dm+1z = x, dmz = w, dm−1z = y y diz = a para 0 ≤ i ≤m − 2.

9. Categoŕıas de modelos simpliciales de orden n

§9.1. Si −1 ≤ n ≤∞, una categoŕıa de modelos (C,W,cof ,fib,HomC) enriquecida

en la categoŕıa de modelos monoidal simétrica (sSet,Wn,mono,fibn,×) del Lema 8.4.5

es llamada una categoŕıa de modelos simplicial de orden n.

De manera explicita (ver §4.2 de [Hov07]), una categoŕıa de modelos simplicial de

orden n es una categoŕıa C, con una estructura de categoŕıa de modelos (C,W,cof ,fib)
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y un enriquecimiento en la categoŕıa cartesiana cerrada de los conjuntos simpliciales

sSet (ver [Kel82]):

Cop × C
Hom

C
( ⋅ , ⋅ )

// sSet ,

que cumple las siguientes propiedades:

CMS1. El enriquecimiento admite un tensor y un cotensor, es decir si X y Y son

objetos arbitrarios de C, se tienen adjunciones:

(9.1) C ⊥

Hom
C
(X, ⋅ )

88

X⊗ ⋅
xx

sSet y Cop ⊥

Hom
C
( ⋅ ,Y )

88

Y ⋅

xx
sSet .

CMS2⊗n . Si j∶ A // B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales y q∶ X // Y

es una cofibración de C, entonces el morfismo ϕ en el siguiente diagrama suma

amalgamada:

(9.2) X ⊗A

X⊗ j
��

q⊗A
// Y ⊗A

��

Y ⊗ j

��

X ⊗B //

q⊗B 00

X ⊗B ⊔
X⊗A

Y ⊗A
ϕ ))
Y ⊗B ,

es una cofibración de C, la cual es también una equivalencia débil si j es una

n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales, o si q es una equivalencia débil

de C.

Se verifica sin dificultad que CMS2⊗n es equivalente a cada una de las siguientes

propiedades:

CMS2co⊗
n . Si j∶ A // B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales y p∶ X // Y

es una fibración de C, entonces el morfismo ψ en el siguiente diagrama pro-

ducto fibrado:

(9.3) XB

ψ
''

Xj

''

pB

''
XA ×

Y A
Y B

��

// Y B

Y j

��
XA

pA
// Y A
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es una fibración de C, la cual es también una equivalencia débil si j es una

n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales, o si p es una equivalencia débil

de C.

CMS2Hom
n . Si j∶ Z // W es una cofibración de C y p∶ X // Y una fibración, entonces

el morfismo ψ en el siguiente diagrama producto fibrado:

(9.4) HomC(W,X)
ψ

++

j∗

**

p∗

++
HomC(Z,X) ×

Hom
C
(Z,Y )

HomC(W,Y )

��

// HomC(W,Y )

j∗

��
HomC(Z,X)

p∗
// HomC(Z,Y )

es una fibración de (sSet,Wn,mono,fibn,×), la cual es también una n-equi-

valencia débil si j o p es una equivalencia débil de C.

Deducimos fácilmente:

Lema 9.1.1. Sea −1 ≤ n ≤ ∞ y C una categoŕıa de modelos simplicial de orden n.

Entonces se cumple:

(i) Si q∶ X // Y es una cofibración (resp. cofibración trivial) de C, entonces

q ⊗ A∶ X ⊗A // Y ⊗A es una cofibración (resp. cofibración trivial) de C
para todo conjunto simplicial A

(ii) Si j∶ A // B es un monomorfismo (resp. un monomorfismo y una n-equi-

valencia débil) de conjuntos simpliciales y X es un objeto cofibrante de C,

entonces X ⊗ j∶ X ⊗A // X ⊗B es una cofibración (resp. cofibración tri-

vial) de C.

(iii) Si p∶ X // Y es un fibración (resp. una fibración trivial) de C, entonces

pA∶ XA // Y A es una fibración (resp. fibración trivial) de C para todo con-

junto simplicial A.

(iv) Si j∶ A // B es un monomorfismo (resp. un monomorfismo y una n-equiva-

lencia débil) de conjuntos simpliciales y X es un objeto fibrante de C, entonces

Xj ∶ XB // XA es una fibración (resp. fibración trivial) de C.

(v) Si q∶ Z // W es una cofibración (resp. cofibración trivial) de C y X es

un objeto fibrante de C, entonces q∗∶ HomC(W,X) // HomC(Z,X) es una

fibración (resp. fibración trivial) de (sSet,Wn,mono,fibn).
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(vi) Si j∶ X // Y es un fibración (resp. una fibración trivial) de C y Z es un

objeto cofibrante de C, entonces j∗∶ HomC(Z,X) // HomC(Z,Y ) es una fi-

bración (resp. fibración trivial) de (sSet,Wn,mono,fibn).

En particular, si X es un objeto cofibrante de C, Y es un objeto fibrante de C y A

es cualquier conjunto simplicial, entonces X ⊗ A es un objeto cofibrante de C, Y A es

un objeto fibrante de C y el conjunto simplicial HomC(X,Y ) es un objeto fibrante de la

categoŕıa de modelos (sSet,Wn,mono,fibn) del Teorema 8.4.2.

§9.1.1. Notemos que si (C,W,cof ,fib,HomC) es una categoŕıa de modelos sim-

plicial de orden n y denotamos como [ ⋅ , ⋅ ]C al conjunto de los morfismos en la categoŕıa

de fracciones C[W−1], la transformación natural HomC( ⋅ , ⋅ ) // [ ⋅ , ⋅ ]C induce una

biyección:

π0(HomC(X,Y )) ≅ [X,Y ]C
para cualquier objeto cofibrante X de C y cualquier objeto fibrante Y de C.

En efecto, se sigue del Lema 9.1.1 que si X es un objeto cofibrante de C entonces:

X ⊔X
((

i0+i1 ++

id+id // X

X ⊗∆1 p

99

̃
es un objeto cilindro de la categoŕıa de modelos (C,W,cof ,fib), donde p es la equiva-

lencia débil:

X ⊗∆1
X⊗σ0 // X ⊗∆0 ≅ X

y las cofibraciones i0 y i1 son respectivamente las siguientes composiciones:

X ≅ X ⊗∆0
X⊗δ0 // X ⊗∆1 y X ≅ X ⊗∆0

X⊗δ1 // X ⊗∆1 .

Más aún si −1 ≤ n ≤ m ≤ ∞ entonces la propiedad CMS2⊗n implica la propiedad

CMS2⊗m, pues en este caso W∞ ⊆ Wm ⊆ Wn ⊆ W−1. Por lo tanto:

Lema 9.1.2. Si −1 ≤ n ≤ m ≤ ∞ y (C,W,cof ,fib,HomC) es una categoŕıa de

modelos simplicial de orden n, entonces (C,W,cof ,fib,HomC) también es una categoŕıa

de modelos simplicial de orden m.

En particular, si X est un objeto cofibrante de C y Y es un objeto fibrante, el tipo

de homotoṕıa del conjunto simplicial HomC(X,Y ), es igual al complejo de fonciones

derivado RHomC(X,Y ) definido por la localisación simplicial L(C,W) de [DK80a,

DK80c, DK80b], o construido a partir de resoluciones fibrantes y cofibrantes como

en §5.4 de [Hov07] o el caṕıtulo 18 de [Hir03].

Demostración. Ver el Corolario 4.7 de §4.3 en [DK80b]. �
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§9.1.2. Sea n ≥ −1 un número entero y C una categoŕıa de modelos simplicial

de orden ∞. Notemos que si C cumple la propiedad CMS2⊗n , o equivalentemente la

propiedad CMS2Hom
n ; es decir si C es de hecho una categoŕıa de modelos simplicial de

orden n, deducimos del Lema 9.1.1 la siguiente propiedad:

Para todo objeto cofibrante X de C y todo objeto fibrante Y , el con-

junto simplicial HomC(X,Y ) es un objeto fibrante de la categoŕıa

de modelos (sSet,Wn,mono,fibn) del Teorema 8.4.2; es decir

HomC(X,Y ) es un complejo de Kan tal que πk(HomC(X,Y ), f) = 0

para toda k ≥ n+1 y todo morfismo f ∶ X // Y . En particular, por

el Lema 9.1.2 se tiene que πk(RHomC(Z,W ), f) = 0 para todo mor-

fismo f ∶ Z // W de C y todo número natural k ≥ n + 1.

Mostremos un inverso parcial (ver también el Corolario 9.1.4):

Proposición 9.1.3. Si C es una categoŕıa de modelos simplicial de orden ∞ y

n ≥ −1 es un número entero, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) Si k ≥ n + 1 es un número natural y f ∶ Z // W es un morfismo arbitrario

de C, se tiene que πk(RHomC(Z,W ), f) = 0.

(ii) Si X es un objeto cofibrante de C y Y es un objeto fibrante, el conjun-

to simplicial HomC(X,Y ) es un objeto fibrante de la categoŕıa de modelos

(sSet,Wn,mono,fibn) del Teorema 8.4.2.

(iii) El morfismo X ⊗ j∶ X ⊗A // X ⊗B es una equivalencia débil de C, si X

es un objeto cofibrante de C y j∶ A // B es una n-equivalencia débil de

conjuntos simpliciales.

(iv) Si X es un objeto cofibrante de C, q∶ X // Y es una cofibración de C y

j∶ A // B es un monomorfismo y una n-equivalencia de conjuntos simpli-

ciales, entonces la cofibración ϕ∶ X ⊗B ⊔
X⊗A

Y ⊗A // Y ⊗B del diagrama

(9.2) es una equivalencia débil de C.

(v) El morfismo X ⊗ a0∶ X ⊗ ⋆ // X ⊗A es una equivalencia débil de C si X

es un objeto cofibrante de C y (A,a0) es un conjunto simplicial punteado tal

que πm(A,a0) = 0 para toda 0 ≤m ≤ n.

(vi) El morfismo X ⊗ jk∶ X ⊗ ⋆ // X ⊗ Sk es una equivalencia débil de C, para

todo objeto cofibrante X de C y toda k ≥ n + 1, donde jk∶ ⋆ // Sk es el

morfismo canónico.

Demostración. Para empezar notemos que la equivalencia (i) ⇔(ii) es una con-

secuencia de los Lemas 9.1.1 y 9.1.2.
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(ii) ⇒(iii): Sea X un objeto cofibrante de C y j∶ A // B una n-equivalencia débil

de conjuntos simpliciales. Consideremos para empezar un diagrama conmutativo:

A

��

j
// B

��
A′

j′
// B′

donde A′,B′ son complejos de Kan y los morfismos verticales son ∞-equivalencias

débiles y monomorfismos, deducimos un diagrama conmutativo en C:

X ⊗A
��

X⊗j
// X ⊗B

��
X ⊗A′

X⊗j′
// X ⊗B′

donde los morfismos verticales son cofibraciones triviales entre objetos cofibrantes de C
por el Lema 9.1.1. En particular X ⊗ j es una equivalencia débil de C, si y solamente si

X ⊗ j′ lo es.

Para mostrar ahora que X ⊗ j′ es una equivalencia débil de C, notemos que basta

mostrar que para todo objeto fibrante W de C la función (X ⊗ j′)⋆ en el siguiente

diagrama conmutativo:

(9.5) [X ⊗B′,W ]C
(X⊗j′)⋆

//

≅
[X ⊗A′,W ]C

≅
π0(HomC(X ⊗B′,W ))

≅
π0(HomC(X ⊗A′,W ))

≅
π0(HomsSet(B′,HomC(X,W )))

(j′)⋆
// π0(HomsSet(A′,HomC(X,W )))

es biyectiva, donde [ ⋅ , ⋅ ]C denota al conjunto de los morfismos de la categoŕıa homotópi-

ca C[W−1].
Por otro lado, por el Lema 9.1.1 el conjunto simplicial HomC(X,W ) es un complejo

de Kan, ya que X es un objeto cofibrante y W un objeto fibrante de C. En particular,

se sigue del Corolario 12.1.2 y de (ii) que el morfismo inducido:

(9.6) HomC(X,W )
ηHom

C
(X,W )

// csqn+1HomC(X,W )
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es una ∞-equivalencia homotópica entre complejos de Kan. Deducimos del Lema 12.1.3

y de (9.6) el siguiente diagrama conmutativo:

(9.7)

π0(HomsSet(B′,HomC(X,W )))
(j′)⋆ //

≅
π0(HomsSet(A′,HomC(X,W )))

≅
π0(HomsSet(B′,csqn+1HomC(X,W )))

≅
π0(HomsSet(A′,csqn+1HomC(X,W )))

≅
π0(HomsSet(csqn+1B

′,csqn+1HomC(X,W )))
≅

π0(HomsSet(csqn+1A
′,csqn+1HomC(X,W )))
≅

[csqn+1B
′,csqn+1HomC(X,W )]

∞ (csqn+1 j
′)⋆

// [csqn+1A
′,csqn+1HomC(X,W )]

∞

donde [ ⋅ , ⋅ ]∞ denota al conjunto de los morfismos en sSet[W−1
∞ ].

Finalmente, como j′∶ A′ // B′ es una n-equivalencia débil entre complejos de

Kan, se sigue del Corolario 12.1.2 que csqn+1 j
′∶ csqn+1A

′ // csqn+1B
′ es una ∞-

equivalencia débil. Por lo tanto (9.7) es una función biyectiva, y entonces también (9.5)

es una biyección.

(iii) ⇒(iv): Sea X un objeto cofibrante de C, q∶ X // Y una cofibración de C
y j∶ A // B es un monomorfismo y una n-equivalencia de conjuntos simpliciales.

Notemos primero que Y también es un objeto cofibrante de C. Deducimos de (iii) y

del Lema 9.1.1 que los morfismos X ⊗ j y Y ⊗ j del diagrama (9.2) son cofibraciones

triviales de C. Como las cofibraciones triviales son estables por cocambio de base y

las equivalencias débiles cumplen la propiedad 2-de-3, se sigue que la cofibración ϕ del

diagrama (9.2) es una equivalencia débil de C.
(iv)⇒(v): Sea X un objeto cofibrante de C y (A,a0) un conjunto simplicial puntea-

do tal que πm(A,a0) = 0 para toda 0 ≤m ≤ n. Notemos que por hipótesis a0∶ ⋆ // A es

un monomorfismo y una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales. Si consideramos

también a la cofibración ∅ // X donde ∅ es un objeto inicial de C, deducimos de (iv)

que X ⊗ a0∶ X ⊗ ⋆ // X ⊗A es una equivalencia débil de C.
(v) ⇒(vi): Sabemos que πm(Sk,⋆) = 0 siempre que 0 ≤m < k, en particular esto se

cumple si k ≥ n + 1 y 0 ≤m ≤ n.

(vi) ⇒(ii): Sea X un objeto cofibrante de C y Y un objeto fibrante. Notemos

primero que si k ≥ n + 1, el morfismo HomC(X ⊗ Sk, Y ) // HomC(X ⊗ ⋆, Y ) inducido

de la cofibración trivial X ⊗ jk, es una fibración trivial de la categoŕıa de modelos

(sSet,W∞,mono,fib∞) según el Lema 9.1.1.

Si f ∶ X // Y es un morfismo de C, deducimos del siguiente diagrama cartesiano

de conjuntos simpliciales:
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HomsSet⋆
((Sk,⋆), (HomC(X,Y ), f))

��

// HomsSet(Sk,HomC(X,Y ))≅HomC(X ⊗ Sk, Y )

(X⊗jk)⋆

��
(jk)⋆
��

⋆
f

// HomsSet(⋆,HomC(X,Y ))≅HomC(X ⊗ ⋆, Y ) ,

que HomsSet⋆
((Sk,⋆), (HomC(X,Y ), f)) // ⋆ es una fibración trivial de la categoŕıa de

modelos (sSet,W∞,mono,fib∞).
En particular, πk(HomC(X,Y ), f) ≅ π0(HomsSet⋆

((Sk,⋆), (HomC(X,Y ), f))) = 0

(ver la biyección (8.33) en la prueba de la Proposición 8.6.1). �

Deducimos fácilmente de la Proposición 9.1.3:

Corolario 9.1.4. Si n ≥ −1 es un entero y C es una categoŕıa de modelos sim-

plicial de orden ∞ con la propiedad que todos sus objetos son cofibrantes, entonces los

siguientes enunciados son equivalentes:

(i) Si k ≥ n + 1 entonces πk(RHomC(Z,W ), f) = 0 para todo f ∶ Z // W .

(ii) C cumple la propiedad CMS2⊗n , es decir la estructura de C es de hecho la de

una categoŕıa de modelos simplicial de orden n.

§9.2. Definimos una categoŕıa de modelos simplicial punteada de orden n, como

una categoŕıa de modelos enriquecida en (sSet⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn,∧) la categoŕıa

de modelos monoidal del Corolario 8.5.1.

De manera expĺıcita, una categoŕıa de modelos simplicial punteada de orden n es

una categoŕıa C, con una estructura de categoŕıa de modelos (C,W,cof ,fib) y un

enriquecimiento Hompt
C ( ⋅ , ⋅ ) en la categoŕıa monoidal simétrica cerrada (sSet⋆,∧) (ver

§8.5) tal que:

CMS1pt. El enriquecimiento admite un tensor y un cotensor, es decir si X y Y son

objetos arbitrarios de C, se tienen adjunciones:

(9.8) C ⊥

Hom
pt
C

(X, ⋅ )

88

X∧ ⋅
xx

sSet⋆ y Cop ⊥

Hom
pt
C

( ⋅ ,Y )

88

Y ∧ ⋅

xx

sSet⋆ .

CMS2∧n. Si j∶ A // B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales punteados y

q∶ X // Y es una cofibración de C, entonces el morfismo ψ en el siguiente
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diagrama suma amalgamada:

(9.9) X ∧A

X∧ j
��

q ∧A
// Y ∧A

��

Y ∧ j

��

X ∧B //

q ∧B 00

X ∧B ⋁
X∧A

Y ∧A
ψ ))
Y ∧B ,

es una cofibración de C, la cual es también una equivalencia débil si j es

una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales punteados, o si q es una

equivalencia débil de C.

De manera equivalente (ver la Proposición 4.2.19 de [Hov07]):

Lema 9.2.1. Si (C,W,cof ,fib) es una categoŕıa de modelos, con un enriquecimiento

en la categoŕıa cartesiana cerrada de los conjuntos simpliciales:

(9.10) Cop × C
Hom

C
( ⋅ , ⋅ )

// sSet ;

los enunciados siguientes son equivalentes:

(i) (C,W,cof ,fib,HomC) es una categoŕıa de modelos simplicial de orden n y C
es una categoŕıa punteada (es decir si ∅ es un objeto inicial de C y ⋆ es un

objeto final, el único morfismo ∅ // ⋆ es un isomorfismo).

(ii) El funtor HomC( ⋅ , ⋅ ) admite una extensión:

(9.11) Cop × C
Hom

pt
C

( ⋅ , ⋅ )
// sSet⋆ ,

a lo largo del funtor que olvida π ∶ sSet⋆ // sSet con la propiedad que

(C,W,cof ,fib,Hompt
C ) es una categoŕıa de modelos simplicial punteada de

orden n.

Demostración. Recordemos para empezar la prueba de la siguiente afirmación:

Sea C una categoŕıa con un objeto inicial ∅ y un objeto final ⋆. Si nos damos un

enriquecimiento (9.10) de C en la categoŕıa cartesiana cerrada sSet, los enunciados

siguientes son equivalentes:

(a) La categoŕıa C es punteada, es decir el único morfismo ∅ // ⋆ es un iso-

morfismo.

(b) El funtor (9.10) admite una extensión (9.11) a lo largo del funtor que olvida

el punto base π ∶ sSet⋆ // sSet .
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En efecto, si suponemos que C es una categoŕıa punteada, definimos para X y Y

objetos de C el siguiente conjunto simplicial punteado:

(9.12) Hompt
C (X,Y ) = (HomC(X,Y ),⋆YX) ,

donde ⋆YX denota al morfismo cero X // ⋆ ≅ ∅ // Y . Se muestra fácilmente que

Hompt
C es un funtor en dos variables.

Rećıprocamente, supongamos que (9.10) admite una extensión (9.11) a lo largo del

funtor que olvida π ∶ sSet⋆ // sSet ; entonces el conjunto simplicial HomC(⋆,∅) es

no vaćıo, en particular el morfismo canónico ∅ // ⋆ es un isomorfismo.

Por otro lado, si C es una categoŕıa punteada con un enriquecimiento (9.10) en la

categoŕıa cartesiana cerrada sSet, mostremos que HomC verifica la propiedad CMS1,

si y solamente si el enriquecimiento (9.12) verifica la propiedad CMS1pt.

En efecto, sean X y Y objetos de C y consideremos adjunciones:

(9.13) C ⊥

Hom
C
(X, ⋅ )

88

X⊗ ⋅
xx

sSet y Cop ⊥

Hom
C
( ⋅ ,Y )

88

Y ⋅

xx
sSet .

Definimos funtores adjuntos:

(9.14) C ⊥

Hom
pt
C

(X, ⋅ )

88

X∧ ⋅
xx

sSet⋆ y Cop ⊥

Hom
pt
C

( ⋅ ,Y )

88

Y ∧ ⋅

xx

sSet⋆ ,

tomando para todo conjunto simplicial punteado A = (A,a0) un cuadrado cocartesiano

y un cuadrado cartesiano de C:

(9.15)

⋆ // X ∧A

X ⊗ ⋆

OO

X⊗a0

// X ⊗A

OO

y

⋆

��

Y ∧Aoo

��
Y ⋆ Y A ,

Y a0

oo

respectivamente.

Para mostrar que los funtores (9.14) son efectivamente adjuntos, es suficiente con

aplicar los funtores HomC(− , Y ) y HomC(X, − ) a los cuadrados (9.15) respectivamente,

recordar que HomC(⋆, Y ) ≅ ⋆ ≅ HomC(X,⋆) para C punteada y observar que se tiene

un cuadrado cartesiano de conjuntos simpliciales:

⋆

⋆YX
��

HomsSet⋆(A,Hompt
C (X,Y ))oo

π
��

HomsSet(⋆,HomC(X,Y )) HomsSet(A,HomC(X,Y )) .−○a0

oo
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Notemos también que las siguientes composiciones de adjunciones:

(9.16)

C ⊥

Hompt
C

(X, ⋅ )

88

X∧ ⋅
xx

sSet⋆ ⊥

π

88

( ⋅ )+
xx

sSet y Cop ⊥

Hompt
C

( ⋅ ,Y )

88

Y ∧ ⋅

xx
sSet⋆ ⊥

π

88

( ⋅ )+
xx

sSet .

son isomorfas a las adjunciones (9.13). En particular, si rećıprocamente suponemos que

Hompt
C verifica la propiedad CMS1pt, deducimos las adjunciones (9.13) componiendo

como en (9.16).

Finalmente, si C es una categoŕıa de modelos punteada con un enriquecimiento

HomC( ⋅ , ⋅ ) en la categoŕıa cartesiana cerrada sSet, verificando la propiedad CMS1;

mostremos que HomC verifica la propiedad CMS2⊗n , si y solamente si el enriquecimiento

(9.12) verifica la propiedad CMS2∧n.

En efecto, supongamos que HomC verifica CMS2⊗n . Si j∶ A // B es un mono-

morfismo de conjuntos simpliciales punteados y q∶ X // Y es una cofibración de C,
debemos mostrar que el morfismo ψ en el diagrama cocartesiano:

(9.17) X ∧A

X∧ j
��

q ∧A
// Y ∧A

��

Y ∧ j

��

X ∧B //

q ∧B 00

X ∧B ⋁
X∧A

Y ∧A
ψ ))
Y ∧B ,

es una cofibración, la cual es también una equivalencia débil si j es una n-equivalencia

débil de conjuntos simpliciales, o si q es una equivalencia débil de C.
Para ello consideremos el diagrama cocartesiano de C:

(9.18) X ⊗ πA

X⊗πj
��

q⊗πA
// Y ⊗ πA

��

Y ⊗πj

��

X ⊗ πB //

q⊗πB 00

X ⊗ πB ⋁
X⊗πA

Y ⊗ πA
ϕ **
Y ⊗ πB ,

asociado a la cofibración q∶ X // Y de C y al monomorfismo de conjuntos simpliciales

πj∶ πA // πB subyacente a j.

Ya que por hipótesis HomC verifica la propiedad CMS2⊗n , se sigue que el morfismo

ϕ de (9.18) es una cofibración de C, la cual también es una equivalencia débil si πj es
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una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales, o si q es una equivalencia débil de

C.
Por otro lado, observemos que en el diagrama:

(9.19) ⋆ // Y ∧A
(i)

//

Y ∧j

++
(X ∧B) ⋁

(X∧A)
(Y ∧A)

ψ
//

(ii)

Y ∧B

Y ⊗ ⋆ //

OO

Y ⊗ πA //

OO

Y ⊗πj

44
(X ⊗ πB) ⋁

(X⊗πA)
(Y ⊗ πA)

OO

ϕ
// Y ⊗ πB ,

OO

el cuadrado (i) es cocartesiano ya que se descompone en dos cuadrados cocartesianos

de C:

(9.20) Y ∧A ≅ // ⋆⋁
⋆
(Y ∧A) // (X ∧B) ⋁

(X∧A)
(Y ∧A)

Y ⊗ πA

OO

≅
// (X ⊗ ⋆) ⋁

(X⊗⋆)
(Y ⊗ πA) //

OO

(X ⊗ πB) ⋁
(X⊗πA)

(Y ⊗ πA) ;

OO

donde el cuadrado derecho es construido como un coĺımite de diagramas cocartesianos:

⋆ // X ∧A

X ⊗ ⋆ //

OO

X ⊗ πA ,

OO Y ∧A // Y ∧A

Y ⊗ πA //

OO

Y ⊗ πA

OO
y

⋆ // X ∧B

X ⊗ ⋆ //

OO

X ⊗ πB .

OO

Se sigue que el cuadrado (ii) del diagrama (9.19):

(9.21) (X ∧B) ⋁
(X∧B)

(Y ∧A)
ψ

// Y ∧B

(X ⊗ πB) ⋁
(X⊗πB)

(Y ⊗ πA)

OO

ϕ
// Y ⊗ πB ,

OO

es un cuadrado cocartesiano de C.
Ya que las familias de morfismos cof y cof ∩W, son estables por cocambios de base

en toda categoŕıa de modelos; concluimos que si el morfismo ϕ es una cofibración de C
(resp. una cofibración trivial), entonces el morfismo ψ es también una cofibración (resp.

una cofibración trivial).

En particular, el morfismo ψ es una cofibración la cual también es una equivalencia

débil si j es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales punteados, o si q es una
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equivalencia débil de C. Por lo tanto, si HomC verifica la propiedad CMS2⊗n , entonces

Hompt
C verifica la propiedad CMS2∧n.

Rećıprocamente, si Hompt
C satisface la propiedad CMS2∧n, para mostrar que HomC

verifica la propiedad CMS2⊗n observemos que X ⊗A ≅X ∧ (A+). �

Notemos que por el Lema 9.2.1 y el Corolario 8.5.1 se tiene en particular que

(sSet⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn) es una categoŕıa de modelos simplicial de orden n con

el enriquecimiento:

(9.22) sSet⋆ × sSet⋆
HomsSet⋆

( ⋅ , ⋅ )
// sSet ,

definido por HomsSet∗
(X,Y )m = π(hom∧

sSet⋆(X,Y ))
m

= HomsSet∗(X ∧ ∆m
+ , Y ) para

m ≥ 0, donde π es el funtor que olvida de sSet⋆ en sSet y hom∧
sSet⋆( ⋅ , ⋅ ) es el funtor

(8.28).

Los funtores tensor y cotensor son:

sSet⋆ ⊥

HomsSet⋆
(X, ⋅ )

88

X∧( ⋅ )+
xx

sSet y sSetop⋆ ⊥

HomsSet⋆
( ⋅ ,Y )

88

Y ⋅

xx

sSet ,

donde (Y K)
m
= HomsSet⋆(K+ ∧∆m

+ , Y ) ≅ HomsSet(K ×∆m, π(Y )) si m ≥ 0.

§9.2.1. Recordemos la construcción de los funtores suspensión y espacios de lazos

en el contexto de las categoŕıas de modelos simpliciales punteadas (ver §6.4 de arriba

y el Caṕıtulo 6 de [Hov07]):

Lema 9.2.2. Sea −1 ≤ n ≤ ∞ y C una categoŕıa de modelos simplicial punteada de

orden n. Si S1 denota al ćırculo simplicial visto como un conjunto simplicial punteado

(ver §8.6), entonces la adjunción ⋅ ∧S1 ⊣ ⋅ ∧S1
inducida de las adjunciones (9.8) es una

adjunción de Quillen, y la adjunción derivada:

Ho(C ) ⊥

R(( ⋅ )∧S1)

88

L( ⋅ ∧S1)
xx

Ho(C )

es isomorfa a la adjunción Σ ⊣ Ω de la Proposición 6.4.3.

En particular, si X y Y son cualesquiera dos objetos de C hay isomorfismos natu-

rales:

(9.23) [Σk(X), Y ]C ≅ πk(RHomC(X,Y ),⋆YX) ≅ [X,Ωk(Y )]C si k ≥ 0 ,
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donde ⋆YX es el morfismo cero de X en Y de C y Σ0 = Ω0 es el funtor identidad de

Ho(C)4.

Demostración. Mostremos que la adjunción ⋅ ∧S1 ⊣ ⋅ ∧ S1 es una adjunción de

Quillen. Para ello observemos que por la propiedad CMS2∧n si consideramos una co-

fibración f ∶ X // Y de C (resp. una cofibración trivial), el morfismo f ∧ S1 es una

cofibración de C (resp. una cofibración trivial). Dicho de otro modo, el funtor ⋅ ∧ S1 es

adjunto de Quillen izquierdo.

Por otro lado, de la definición del conjunto simplicial S1 tenemos un cuadrado

cocartesiano de sSet:

(9.24)
⋆ // S1

∂∆1 //

OO

∆1

OO
.

Si denotamos como (∂∆1, [0]) (resp. (∆1, [0]) ) al conjunto simplicial punteado

cuyo conjunto simplicial subyacente es ∂∆1 (resp. ∆1), y el punto base es el 0-simplejo

[0]; se sigue que el cuadrado (9.24) induce un cuadrado cocartesiano de sSet⋆:

⋆ // S1

(∂∆1, [0]) //

OO

(∆1, [0])

OO

.

Por lo tanto, tenemos un cuadrado cocartesiano de C:

(9.25)

X ∧ ⋆ // X ∧ S1

X ∧ (∂∆1, [0]) //

OO

X ∧ (∆1, [0])

OO

,

para todo objeto X de C.
Observemos que por la propiedad CMS2∧n y el Lema 6.1.2, el cuadrado (9.25) es

homotópicamente cocartesiano si X es un objeto cofibrante. En particular, se sigue del

Lema 6.4.1 que para mostrar el resultado deseado, es suficiente notar que se tienen

isomorfismos de C:

X ∧ ⋆ // ⋆ y X ∧ (∂∆1, [0]) // X ,

y una equivalencia débil:

X ∧ (∆1, [0]) // ⋆ .
En efecto, para empezar observemos que si X es un objeto arbitrario de C, el pro-

ducto X ∧ ⋆ es un objeto cero de C ya que el funtor X ∧ ⋅ conmuta con coĺımites y ⋆
4Los isomorfismos (9.23) son válidos para categoŕıas de modelos no simpliciales, ver por ejemplo

el Caṕıtulo 6 de [Hov07] o [Qui67] para 0 ≤ k ≤ 1
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es un objeto cero de sSet⋆. En segundo lugar, ya que el conjunto simplicial punteado

(∂∆1, [0]) es isomorfo a ∆0
+, la unidad de la categoŕıa monoidal sSet⋆ con el produc-

to cuña, se sigue que el objeto X ∧ (∂∆1, [0]) es canónicamente isomorfo a X en C.
Deducimos aśı isomorfismos X ∧ ⋆ // ⋆ y X ∧ (∂∆1, [0]) // X de C.

Por otro lado, observemos que el morfismo d1∶ ∆0 // ∆1 es una cofibración y una

n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales para toda −1 ≤ n ≤ ∞; por lo que el

morfismo que deducimos X ∧d1∶ X ∧ (∆0, [0]) // X ∧ (∆1, [0]) , es una equivalencia

débil de C cuando X es cofibrante por la propiedad CMS2∧n.

Finalmente, si X ′ es un reemplazo cofibrante X y Y ′ es un remplazo fibrante de Y ,

se tiene para k ≥ 0 los siguientes isomorfismos:

[Σk(X), Y ]C ≅ π0(HomC(X ′ ∧ (S1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ S1

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
k

), Y ′))

≅ π0(HomC(X ′ ∧ Sk, Y ′))

≅ π0(HomsSet∗
(Sk,Hompt

C (X ′, Y ′)))

≅ πk(RHomC(X,Y ),⋆YX)

�

Mostremos la siguiente versión punteada de la Proposición 9.1.3:

Corolario 9.2.3. Sea n ≥ 0 un número natural. Si C es una categoŕıa de modelos

simplicial punteada de orden ∞ (ver el Lema 9.2.1), los siguientes enunciados son

equivalentes:

(i) πk(RHompt
C (Z,W )) = πk(RHomC(Z,W ),⋆WZ ) = 0 para toda k ≥ n + 1 y cua-

lesquiera objetos Z y W de C.

(ii) Si k ≥ n + 1 entonces πk(Hompt
C (X,Y )) = πk(HomC(X,Y ),⋆YX) = 0 para todo

objeto cofibrante X y todo objeto fibrante Y de C.

(iii) El funtor Σk∶ Ho(C) // Ho(C) es isomorfo al funtor cero para toda k ≥ n+1.

(iv) El funtor Ωk∶ Ho(C) // Ho(C) es isomorfo al funtor cero para toda k ≥ n+1.

(v) El morfismo X ∧ j∶ X ∧A // X ∧B es una equivalencia débil de C, para

todo objeto cofibrante X de C y toda n-equivalencia débil j∶ A // B entre

conjuntos simpliciales reducidos (ver §10.1).

(vi) El morfismo X ∧ jk∶ X ∧ ⋆ // X ∧ Sk es una equivalencia débil de C, para

todo objeto cofibrante X de C y toda k ≥ n + 1, donde jk∶ ⋆ // Sk es el

morfismo canónico (Nota que X ∧ ⋆ ≅ ⋆).
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Demostración. Los enunciados (i), (iii) y (iv) son equivalentes como consecuen-

cia del isomorfismo (9.23) del Lema 9.2.2. Por otro lado (i) ⇔ (ii) se sigue del Lema

9.1.2.

(ii) ⇒ (v): Sea X un objeto cofibrante de C y j∶ A // B una n-equivalencia débil

entre conjuntos simpliciales reducidos. La prueba que haremos es similar a la prueba de

la implicación (ii) ⇒ (iii) de la Proposición 9.1.3, en particular notemos que podemos

suponer que los conjuntos simpliciales reducidos A y B son complejos de Kan (ver la

Proposición 10.1.2).

Por otro lado, si W es un objeto fibrante de C, obtenemos un diagrama conmutativo

de funciones como en (9.5):

(9.26) [X ∧B,W ]C
(X∧j)⋆ //

≅
[X ∧A,W ]C

≅
π0(HomC(X ∧B,W ))

≅
π0(HomC(X ∧A,W ))

≅
π0(HomsSet⋆

(B,Hompt
C (X,W )))

≅
π0(HomsSet⋆

(A,Hompt
C (X,W )))

≅
π0(HomsSet0

(B,H(Hompt
C (X,W ))))

=
π0(HomsSet0

(A,H(Hompt
C (X,W ))))

=
π0(HomsSet(B,H(Hompt

C (X,W ))))
(j)⋆

// π0(HomsSet(A,H(Hompt
C (X,W ))))

donde [ ⋅ , ⋅ ]C denota al conjunto de los morfismos de la categoŕıa homotópica C[W−1]
(ver la adjunción (10.2)).

Más aún, en esta ocasión el enunciado (ii) con el Lema 10.1.7 implican que el

morfismo canónico:

H(Hompt
C (X,W )) // csqn+1(H(Hompt

C (X,W )))

es una ∞-equivalencia débil entre complejos de Kan reducidos. Deducimos en particular

como en la prueba de la Proposición 9.1.3 que el morfismo X ∧ j∶ X ∧A // X ∧B es

una equivalencia débil de C.
(v) ⇒ (vi): Como n ≥ 0; si k ≥ n+1 entonces k ≥ n+1 ≥ 1, en particular jk∶ ⋆ // Sk

es una n-equivalencia débil entre conjuntos simpliciales reducidos si k ≥ n + 1.

(vi) ⇒ (ii): La prueba es similar a la prueba de (vi) ⇒ (ii) en la Proposición 9.1.3.

En efecto, si X es un objeto fibrante de C, Y es un objeto cofibrante y k ≥ n + 1 es un

número natural, el morfismo de conjuntos simpliciales:

HomC(X ∧ Sk, Y )
(X∧jk)∗

//

≅
HomC(X ∧ ⋆, Y )

≅
HomsSet⋆

(Sk,Hompt
C (X,Y ))

(jk)∗
// HomsSet⋆

(⋆,Hompt
C (X,Y )) ≅ ⋆
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inducido del morfismo canónico jk∶ ⋆ // Sk es una fibración trivial de la categoŕıa de

modelos (sSet,W∞,mono,fib∞), ya que X∧jk∶ X ∧ ⋆ // X ∧ Sk es una equivalencia

débil de C.
En particular, πk(HomC(X,Y ),⋆YX) ≅ π0(HomsSet⋆

(Sk,Hompt
C (X,Y ))) = 0. �

Deducimos:

Corolario 9.2.4. Sea C una categoŕıa de modelos simplicial punteada de orden ∞
con la siguiente propiedad:

● Si en un cuadrado homotópicamente cocartesiano de C:

(9.27) A
f

//

��

B

��
⋆ // C

el objeto C es débilmente contraible (es decir si el morfismo ⋆ // C es

una equivalencia débil), entonces el morfismo f ∶ A // B es una equivalencia

débil de C5.

Si n ≥ 0 es un número natural, entonces los siguientes enunciados son equivalentes

(ver el Corolario 9.2.3):

(i) πk(RHompt
C (Z,W )) = πk(RHomC(Z,W ),⋆WZ ) = 0 para toda k ≥ n + 1 y cua-

lesquiera objetos Z y W de C.

(ii) πk(RHomC(Z,W ), f) = 0 para toda k ≥ n + 1 y para todo morfismo f de C.

Demostración. Sea n ≥ 0 y supongamos (i). Si X es un objeto cofibrante de C,
se sigue del Corolario 9.2.3 y de (i) que el morfismo X ∧ jk∶ X ∧ ⋆ // X ∧ Sk es una

equivalencia débil de C si k ≥ n + 1, donde jk∶ ⋆ // Sk es el morfismo canónico.

Notemos por otro lado que como X y ⋆ son objetos cofibrantes de C ( ∅ // ⋆ es

una cofibración como lo es cualquier isomorfismo), se sigue de los Lemas 9.1.1 y 6.1.2

que el siguiente cuadrado cocartesiano de C:

X ⊗ ⋆
X⊗jk

//

��

X ⊗ Sk

��
⋆ // X ∧ Sk

es un cuadrado homotópicamente cocartesiano.

5Esta propiedad también se puede enunciar de la siguiente forma: Un morfismo de C es una

equivalencia débil si y solamente si su cofibra homotópica es débilmente contraible.
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Como se tiene una equivalencia débil de C:

⋆ ≅X ∧ ⋆
X∧jk

// X ∧ Sk ,

deducimos de la propiedad (●) que X⊗jk∶ X ⊗ ⋆ // X ⊗ Sk es una equivalencia débil

de C. Se sigue de la Proposición 9.1.3 que (i) ⇒ (ii). �

Se sigue de los Corolarios Corolario 9.1.4, 9.2.3 y 9.2.4:

Corolario 9.2.5. Sea C una categoŕıa de modelos simplicial punteada de orden ∞
con las siguientes propiedades:

● Todos los objetos de C son cofibrantes.

● Si en un cuadrado homotópicamente cocartesiano de C:

(9.28) A
f

//

��

B

��
⋆ // C

el objeto C es débilmente contraible (es decir si el morfismo ⋆ // C es

una equivalencia débil), entonces el morfismo f ∶ A // B es una equivalencia

débil de C.

Si n ≥ 0 es un número natural, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) Ωk∶ Ho(C) // Ho(C) es isomorfo al funtor cero para toda k ≥ n + 1.

(ii) C cumple la propiedad CMS2∧n o equivalentemente la propiedad CMS2⊗n (ver

el Lema 9.2.1), es decir la estructura en C es de hecho la de una categoŕıa de

modelos simplicial punteada de orden n.

§9.3. Recordemos que si C es una categoŕıa con un objeto final ⋆, la categoŕıa

C⋆ de los objetos punteados de C es la categoŕıa de las parejas X = (X,x) donde X es

un objeto de C y x ∶ ⋆ // X es una flecha. Un morfismo de (X,x) en (Y, y) es una

flecha f ∶ X // Y de C tal que fx = y.

Si suponemos además que C es una categoŕıa con sumas finitas, se muestra fácilmente

que el funtor que olvida π ∶ C⋆ // C definido por la regla (X,x) ↦ X, admite un

adjunto por la izquierda ( ⋅ )+ ∶ C // C⋆ , definido en un objeto A de C como la suma

A+ = A ⊔ ⋆, punteado por el morfismo canónico ⋆ // A ⊔ ⋆ .

No es dif́ıcil de demostrar que si C es una categoŕıa punteada entonces la adjunción

( ⋅ )+ ⊣ π es una equivalencia de categoŕıas.

El siguiente enunciado es la Proposición 1.1.8 de [Hov07]
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Lema 9.3.1. Si C es una categoŕıa de modelos, la categoŕıa de los objetos punteados

C⋆ admite una estructura de categoŕıa de modelos, cuando las equivalencias débiles (resp.

las cofibraciones, las fibraciones) son los morfismos f ∶ (X,x) // (Y, y) cuyas flechas

subyacentes f ∶ X // Y son equivalencias débiles (resp. cofibraciones, fibraciones) de

C. En particular:

(9.29) C⋆ ⊥

π

88

( ⋅ )+
xx

C ,

es una adjunción de Quillen.

Mostremos el siguiente enunciado:

Lema 9.3.2. Sea C una categoŕıa de modelos con la propiedad que el morfismo

canónico ∅ // ⋆ sea una cofibración. Si:

(9.30) X =
(A,a0) //

��

(B, b0)

��
(C, c0) // (D,d0)

es un cuadrado conmutativo de C⋆ la categoŕıa de modelos de los objetos punteados de

C del Lema 9.3.1, y:

(9.31) π(X) =
A //

��

B

��
C // D

es el cuadrado conmutativo inducido en C por el funtor que olvida el punto base, entonces

(9.30) es un cuadrado homotópicamente cocartesiano en C⋆ si y solamente si (9.31) es

un cuadrado homotópicamente cocartesiano en C.

Demostración. Consideremos para empezar un diagrama conmutativo de C:

(9.32)

A //

��

B

��

A′

��

��

̃

<<

// // X

̃

==

��

C // D

Y

̃

;;

// W
ϕ

<<
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que se construye a partir de factorizaciones en C:

⋆
!!

a′0
++

a0 // A

A′

̃

:: :: ,
A′

̃

//
""

,,

A // B

X

̃

:: :: y
A′

̃

//
!!

,,

A // C

Y

̃

;; ;; ,

y tomando una suma amalgamada W = Y +
A′
X en C. En particular existe un (único)

morfismo ϕ∶ W // D en C que completa (9.32) en un diagrama conmutativo.

Por otro lado, notemos que existe un único cuadrado conmutativo en C⋆:

Y =
(A′, a′0) //

��

(X,x0)

��
(Y, y0) // (W,w0)

el cual es un cuadrado cocartesiano en C⋆ y cuya imagen por el funtor que olvida el

punto base π(Y) es igual a la cara de enfrente del cubo (9.32). Más aún, se verifica sin

dificultad que (9.32) es de hecho un morfismo en C⋆ de Y en X.

Notemos que por el Lema 6.1.2 el cuadrado conmutativo Y es un cuadrado ho-

motópicamente cocartesiano de C⋆; además, como el morfismo canónico ∅ // ⋆ es

una cofibración de C, se sigue también del Lema 6.1.2 que el cuadrado conmutativo

π(Y) es un cuadrado homotópicamente cocartesiano en C. En particular, por el Lema

6.2.1 tenemos que X (resp. π(X)) es un cuadrado homotópicamente cocartesiano en C⋆
(resp. C) si y solamente si ϕ es una equivalencia débil de C.

Por lo tanto π(X) es un cuadrado homotópicamente cocartesiano en C si y solamente

si, ϕ es una equivalencia débil de C si y solamente si, X es un cuadrado homotópicamente

cocartesiano en C⋆. �

Recordemos por otro lado que si C es una categoŕıa completa y cocompleta, con un

enriquecimiento en la categoŕıa cartesiana cerrada sSet:

Cop × C
Hom

C
( ⋅ , ⋅ )

// sSet ,

y con adjunciones:

(9.33) C ⊥

Hom
C
(X, ⋅ )

88

X⊗ ⋅
xx

sSet y Cop ⊥

Hom
C
( ⋅ ,Y )

88

Y ⋅

xx
sSet ,

para todos los objetos X y Y de C; entonces la categoŕıa C⋆ de los objetos punteados

de C admite un enriquecimiento canónico:

(9.34) Cop⋆ × C⋆
Hom

C⋆
( ⋅ , ⋅ )

// sSet ,
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y se tienen adjunciones:

(9.35) C⋆ ⊥

Hom
C⋆

(X, ⋅ )

88

X⊗⋆ ⋅
xx

sSet y Cop⋆ ⊥

Hom
C⋆

( ⋅ ,Y )

88

Y ⋆ ⋅

xx
sSet

para todos los objetos punteados X = (X,x0) y Y = (Y, y0) de C.
En efecto, si X = (X,x0) es un objeto punteado de C, para todo conjunto simplicial

A definimos el objeto punteado X ⊗⋆ A de C por un cuadrado cocartesiano en C:

(9.36) ⋆ // X ⊗⋆ A

⋆ ⊗A
x0⊗A

//

OO

X ⊗A.

OO

Si definimos el enriquecimiento C⋆ por la fórmula:

HomC⋆(X,Y )n = HomC⋆(X ⊗⋆ ∆n, Y ) , donde n ≥ 0;

se verifica sin dificultad que (9.35) son adjunciones, cuando Y ⋆A = (Y A, yA0 ) donde yA0

es el morfismo ⋆ ≅ ⋆A
yA0 // Y A .

Notemos en particular que si X = (X,x0) y Y = (Y, y0) son objetos punteados de C,
se tiene un cuadrado cartesiano de conjuntos simpliciales:

(9.37) HomC⋆(X,Y ) //

��

HomC(X,Y )
(x0)⋆
��

⋆
y0

// HomC(⋆, Y ) .

Lema 9.3.3. Sea 0 ≤ n ≤∞. Si C es una categoŕıa de modelos con un enriquecimiento

HomC en sSet y existen adjunciones:

C ⊥

Hom
C
(X, ⋅ )

88

X⊗ ⋅
xx

sSet y Cop ⊥

Hom
C
( ⋅ ,Y )

88

Y ⋅

xx
sSet ,

para todos los objetos X y Y de C; entonces (C,HomC) es una categoŕıa de modelos sim-

plicial de orden n si y solamente si, (C⋆,HomC⋆) es una categoŕıa de modelos simplicial

punteada de orden n, donde HomC⋆ es como en el cuadrado cartesiano (9.37).

Demostración. La prueba es similar a la prueba del Lema 9.2.1, pero esta vez

utilizamos que el funtor − ⊗⋆A conmuta con sumas por lo que (X⊗A)+ ≅ (X+)⊗⋆A. �

Deducimos del Corolario 9.2.5 y de los Lemas 9.3.1, 9.3.2 y 9.3.3:
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Corolario 9.3.4. Sea C una categoŕıa de modelos simplicial de orden ∞ con las

siguientes propiedades:

● El morfismo canónico ∅ // ⋆ y todos los morfismos de la forma ⋆ // X

son cofibraciones de C.

● Si en un cuadrado homotópicamente cocartesiano de C:

(9.38) A
f

//

��

B

��
⋆ // C

el objeto C es débilmente contraible (es decir si el morfismo ⋆ // C es

una equivalencia débil), entonces el morfismo f ∶ A // B es una equivalencia

débil de C.

Si n ≥ 0 es un número natural y C⋆ denota a la categoŕıa de modelos de los objetos

punteados de C, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) C cumple la propiedad CMS2⊗n , es decir la estructura en C es de hecho la de

una categoŕıa de modelos simplicial de orden n.

(ii) Ωk∶ Ho(C⋆) // Ho(C⋆) es isomorfo al funtor cero para toda k ≥ n + 1.

10. Conjuntos simpliciales reducidos

En esta sección vamos a revisar notación básica sobre la estructura de categoŕıa de

modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) en la categoŕıa de los conjuntos simpliciales redu-

cidos, cuya categoŕıa homotópica modela los n-tipos de homotoṕıa punteados conexos.

En la Proposición 10.1.8 determinamos un conjunto de cofibraciones triviales que

genera a las fibraciones entre los objetos fibrantes de (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ). Final-

mente, demostramos en §10.2 que la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn )

admite un enriquecimiento en la categoŕıa de modelos (sSet,Wn−1,mono,fibn−1).

§10.1. Denotamos como sSet0 a la subcategoŕıa plena de sSet cuyos objetos

son los conjuntos simpliciales reducidos, es decir los conjuntos simpliciales X con un

único 0-simplejo; lo que denotamos X0 = ⋆.

Observemos que como todo conjunto simplicial reducido es canónicamente puntea-

do, el funtor inclusión de sSet0 en sSet se factoriza:

(10.1) sSet0 � v

--

� � // sSet ,

sSet⋆ π

55

donde π∶ sSet⋆ // sSet es el funtor que olvida.
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Más aún, se tienen adjunciones:

(10.2) sSet0

⊥
� � //

F
yy

sSet y sSet0
⊥

⊥
� � //

G
yy

H

ee
sSet⋆ ,

definidas para todo conjunto simplicial X y todo 0-simplejo x0 ∈ X0, por un cuadrado

cocartesiano en sSet y uno cartesiano:

FX = G(X,x0) Xoo

⋆

OO

sq0(X)oo

OO

y

H(X,x0)

��

// X

��
⋆

x0

// csq0(X) ,

respectivamente6.

Dicho de otro modo, G(X,x0) = F(X) es el conjunto simplicial cociente X/sq0X,

es decir G(X,x0)n = F(X)n se construye para n ≥ 0 identificando en Xn a todos los

n-simplejos totalmente degenerados en un sólo punto. Por otro lado, para n ≥ 0 el

conjunto H(X,x0)n es el subconjunto de los n-simplejos de X con la propiedad que

todos sus 0-simplejos son iguales a x0.

Lema 10.1.1. La categoŕıa sSet0 admite ĺımites y coĺımites pequeños. Más precisa-

mente, si I es una categoŕıa pequeña y γ∶ I // sSet0 es un funtor, entonces:

(i) Un ĺımite de γ en sSet es un ĺımite de γ en sSet0.

(ii) Un cociente colim
I

γ/sq0(colim
I

γ) en sSet es un coĺımite de γ en sSet0, siem-

pre que colim
I

γ sea un colimite de γ en sSet. En particular si I es una cate-

goŕıa conexa, un coĺımite de γ en sSet es un coĺımite de γ en sSet0.

Demostración. Mostraremos solamente que el funtor sSet0
� � // sSet conmuta

con los coĺımites sobre categoŕıas conexas. En efecto, si γ∶ I // sSet0 es un funtor

cuyo dominio es una categoŕıa pequeña conexa y colim
i∈I

γ(i) denota un coĺımite de γ en

la categoŕıa sSet, se tienen isomorfismos:

(colim
i∈I

γ(i))
0
≅ colim

i∈I
(γ(i)0) ≅ π0(I) ≅ ⋆ ;

donde colim
i∈I

(γ(i)0) es un coĺımite en Set del funtor constante iz→ ⋆. �

6Recordemos que el 0-esqueleto sq0(X) de X es el conjunto simplicial constante con valor X0,

el conjunto de los 0-simplejos de X. Mientras que el 0-coesqueleto csq0(X) es un conjunto simplicial

cuyo conjunto de n-simplejos es el producto cartesiano Xn
0
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Observemos por otro lado que el enriquecimiento de sSet⋆ en sSet definido en

(9.22), induce el siguiente enriquecimiento de sSet0 en la categoŕıa de los conjuntos

simpliciales:

(10.3) sSet0 × sSet0

HomsSet0
( ⋅ , ⋅ )

// sSet

donde HomsSet0
(X,Y )n = HomsSet0(X ∧∆n

+, Y ) = HomsSet∗(X ∧∆n
+, Y ) ,

acompañado de adjunciones:

(10.4) sSet0 ⊥

HomsSet0
(X, ⋅ )

88

X
○∧( ⋅ )

xx
sSet y sSetop0 ⊥

HomsSet0
( ⋅ ,Y )

88

Y
○
∧ ⋅

xx
sSet ,

donde X
○∧K = X ∧K+ y (Y

○∧K)
n
= H(HomsSet∗

(K+, Y ),⋆)
n

= HomsSet0
((K ×∆n)/(K × sq0∆n), Y ) .

Notemos para estas fórmulas que si X es un conjunto simplicial reducido y K es

un conjunto simplicial, el conjunto simplicial X ∧K+ = (X ×K)/(⋆ ×K) también es

reducido.

Proposición 10.1.2. Si 0 ≤ n ≤∞, la categoŕıa de los conjuntos simpliciales redu-

cidos sSet0 con el enriquecimiento (10.3) de arriba admite una estructura de categoŕıa

de modelos simplicial punteada de orden n (ver también el Corolario 10.2.6), cuando:

{ equivalencias débiles} = { f ∶ X // Y ∣ f es una n-equivalencia

débil en sSet} = Wred
n ,

{ cofibrations} = {monomorfismos} = mono ,

y {fibraciones} = {morfismos con la propiedad de levantamiento

a la derecha con respecto a mono ∩ Wred
n }

= {n-fibraciones reducidas} = fibredn .

Un conjunto simplicial reducido Z es fibrante en (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) si y

solamente si Z es un complejo de Kan tal que πm(Z) = πm(Z,⋆) = 0 para todo m ≥ n+1.

Demostración. Caso n = ∞: En la Proposcición 6.2 de [GJ99] se muestra que

(sSet0,Wred
∞ ,mono,fibred∞ ) es una categoŕıas de modelos; más aún, en el Lema 6.6 de

[GJ99] se muestra que si f ∶ X // Y es un monomorfismo de conjuntos simpliciales

reducidos, los siguientes enunciados son equivalentes:
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(i) f es una fibración de la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
∞ ,mono,fibred∞ ) y el

morfismo f verifica la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto

al morfismo ⋆ // S1 .

(ii) f es una fibración de Kan.

Ya que todo morfismo X // ⋆ de dominio un conjunto simplicial reducido cumple

la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto al morfismo ⋆ // S1 ; se

sigue que un conjunto simplicial reducido X es fibrante en la categoŕıa de modelos

(sSet0,Wred
∞ ,mono,fibred∞ ), si y solamente si X es un complejo de Kan.

Observemos ahora que (sSet0,Wred
∞ ,mono,fibred∞ ) con el enriquecimiento (10.3) es

una categoŕıa de modelos simplicial punteada (de orden ∞). En efecto, se sigue del

Lema 9.2.1 que debemos mostrar las propiedades CMS1 y CMS2⊗n . Las adjunciones

de la propiedad CMS1 son definidas en (10.4). Por otro lado, para mostrar la propiedad

CMS2⊗n . debemos mostrar el siguietne enunciado:

Si j∶ A // B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales y

q∶ X // Y es un monomorfismo de conjuntos simpliciales redu-

cidos, entonces el morfismo ϕ en el siguiente diagrama suma amal-

gamada en sSet0:

(10.5) X ∧A+

X∧ j+
��

q ∧A+ // Y ∧A+

��

Y ∧ j+

��

X ∧B+ //

q ∧B+
00

X ∧B+ ⊔
X∧A+

Y ∧A+

ϕ ))
Y ∧B+ ,

es un monomorfismo de conjuntos simpliciales reducidos, el cual es

una ∞-equivalencia débil si j es una ∞-equivalencia débil de conjun-

tos simpliciales, o si q es una ∞-equivalencia débil entre conjuntos

simpliciales reducidos.

Esta propiedad es una consecuencia de que la inclusión de sSet0 en sSet∗ conmuta

con los coĺımites, y porque (sSet⋆, π−1W∞,mono, π−1fib∞,HomsSet∗
) es una categoŕıa

de modelos simplicial (de orden ∞).

Por otro lado, observemos que de acuerdo a un resultado de Smith (ver la Pro-

posición 2.2 de [Bar10]) la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
∞ ,mono,fibred∞ ) es una

categoŕıa de modelos combinatoria si y solamente si, sSet0 es una categoŕıa localmente
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presentable (ver [AR94]) y existe un conjunto I de monomorfismos de sSet0 tal que

cof(I) = monos7.

Lema 10.1.3. La categoŕıa sSet0 de los conjuntos simpliciales reducidos es local-

mente presentable.

Demostración. Por la Proposición 1.46 de [AR94] basta mostrar que sSet0 es

equivalente a una subcategoŕıa plena y reflexiva de una categoŕıa de funtores SetA la

cual sea cerrada por coĺımites directos (o de manera equivalente por coĺımites filtrantes).

Para ellos recordemos que se tiene una adjunción:

sSet0

⊥
� �

ν //

F= ⋅/sq0( ⋅ )

xx

sSet ,

donde el funtor fielmente pleno ν (la inclusión canónica) conmuta con los coĺımites de

los diagramas de los funtores γ ∶ I // sSet0 donde I admite un objeto inicial (ver el

Lema 10.1.1). �

Mostremos:

Lema 10.1.4. Si ϕ∶ X // Y es un monomorfismo de conjuntos simpliciales re-

ducidos, entonces ϕ es la composición transfinita de imagenes directas en la categoŕıa

sSet0 de morfismos en el conjunto:

{ ∂∆n/sq0∂∆n �
� α
n−1/sq0α

n−1

// ∆n/sq0∆n ∣ n ≥ 1 } .

Demostración. Si ϕ∶ X // Y es un morfismo de conjuntos simpliciales reduci-

dos, vamos a definir para cada i ≥ 0 un conjunto simplicial reducido X(i) y un morfismo

gi∶ X(i) // Y tal que X0 = X y g0 = ϕ; más aún, si i < j vamos a construir un

morfismo ϕji ∶ X(i) // X(j) tal que:

X(i)

ϕji
��

gi

''
Y ,

X(j)
gj

77

sea un triángulo conmutativo y ϕjk ○ ϕki = ϕ
j
i siempre que i < k < j.

Para empezar escribamos X(0) = X y sea g0 = ϕ∶ X(0) // Y . Si i ≥ 1 definimos

de manera inductiva X(i) considerando un cuadrado cocartesiano en sSet (el cual es

7cof(I) denota al conjunto de todos los retractos de las composiciones transfinitas de las imágenes

directas de los elementos de I.
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entonces también un cuadrado cocartesiano en sSet0 ):

(10.6) sqi(X(i−1)) //

sqi(gi−1)
��

X(i−1)

ϕii−1
��

sqi(Y ) // X(i)

el morfismo gi∶ X(i) // Y es definido por la propiedad universal:

(10.7) sqi(X(i−1)) //

sqi(gi−1)
��

X(i−1)

ϕii−1

��
gi−1

��

sqi(Y )

11

// X(i)

gi &&
Y .

Definimos finalmente ϕji = ϕ
j
j−1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ ϕi+1

i para i < j.
Observemos que para i ≥ 1 el morfismo gi definido en el diagrama (10.7) cumple

que las funciones entre los conjuntos de los n-simplejos gin∶ X
(i)
n

// Yn son biyectivas

para 0 ≤ n ≤ i, ya que el morfismo sqi(Z) // Z cumple esta propiedad para todo

conjunto simplicial Z. En efecto, esto se cumple para i ≥ 0 ya que g0 = ϕ es un morfismo

de conjuntos simpliciales reducidos.

Si suponemos que ϕ∶ X // Y es un monomorfismo de conjuntos simpliciales redu-

cidos, se verifica por inducción que los morfismos gi para i ≥ 0 son también monomorfis-

mos. En particular el morfismo colim gi∶ colim
i

X(i) // Y en el triángulo conmutativo:

colim
i

X(i) colim gi
// Y

X

OO

ϕ

99

donde colim
i

X(i) es un coĺımite en sSet0 (ó sSet), es un isomorfismo de conjuntos sim-

pliciales. Dicho de otro modo, acabamos de describir al morfismo ϕ como la composición

transfinita en sSet0 (ó sSet) de los morfismos {ϕii−1}i≥1
.

Más aún, observemos que de las propiedades señaladas de los morfismos gi se deduce

que para toda i ≥ 1 se tiene un cuadrado cocartesiano en sSet:

⊔
Ωi

∂∆i

⊔αi−1

��

// sqi(X(i−1))

sqi(gi−1)
��

⊔
Ωi

∆i // sqi(Y )
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donde Ωi es el conjunto de los i-simplejos de Y que no están en la imagen de la función

gi−1
i (es decir Yi/Xi). Por lo tanto se tiene un cuadrado cocartesiano en la categoŕıa de

los conjuntos simpliciales reducidos sSet0:

(10.8) ⋁
Ωi

(∂∆i/sq0∂∆i)

⋁(αi−1/sq0α
i−1)
��

// sqi(X(i−1))

sqi(gi−1)

��

⋁
Ωi

(∆i/sq0∆n) // sqi(Y ) ,

donde ⋁
k
Zk es una suma en sSet0 de la familia de conjuntos simpliciales reducidos

{Zk}k, es decir ⋁
k
Zk = ⊔

k
Zk/(sq0⊔

k
Zk).

Se sigue de los cuadrados cocartesianos (10.6) y (10.8) que el siguiente es un cua-

drado cocartesiano de sSet0:

⋁
Ωi

(∂∆i/sq0∂∆i)

⋁(αi−1/sq0α
i−1)
��

// X(i−1)

ϕii−1

��

⋁
Ωi

(∆i/sq0∆n) // X(i) ;

por lo que de acuerdo a los Lemas 2.1.12 y 2.1.13 de [Hov07], ϕ es la composición

transfinita de imagenes directas en sSet0 de elementos del conjunto:

{ ∂∆n/sq0∂∆n �
� α
n−1/sq0α

n−1

// ∆n/sq0∆n ∣ n ≥ 1 } .

�

Se concluye que (sSet0,Wred
∞ ,mono,fibred∞ ) es una categoŕıa de modelos propia

izquierda y combinatoria, por lo que de acuerdo al Teorema 4.7 de [Bar10] podemos

considerar su localización de Bousfield por la izquierda con respecto al siguiente con-

junto de morfismos:

(10.9) Sredn = { ⋆ � � // Sm ∣ m ≥ n + 1 } ,

donde n ≥ 0 es un entero.

En las afirmaciones que siguen escribimos [ ⋅ , ⋅ ]red∞ para denotar al conjunto de los

morfismos en la categoŕıa de fracciones sSet0[(Wred
∞ )−1].

Lema 10.1.5. Sea m ≥ 1 y Z un conjunto simplicial reducido, entonces πm(Z) =
πm(Z,⋆) = 0 si y solamente si la función:

[Sm, Z]red
∞

(jm)∗
// [⋆, Z]red

∞ ,
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inducido por el morfismo jm∶ ⋆ � � // Sm en la categoŕıa homotópica sSet0[(Wred
∞ )−1]

es biyectiva.

En particular, si n ≥ 0 un conjunto simplicial reducido Z cumple que πm(Z) =
πm(Z,⋆) = 0 para todo m ≥ n + 1 si y solamente si, Z es un objeto Sredn -local de

(sSet0,Wred
∞ ,mono,fibred∞ ).

Demostración. Observemos para empezar que si A y B son conjuntos simplicia-

les reducidos, deducimos de la definición de HomsSet⋆
y HomsSet0

en (9.22) y (10.3)

respectivamente, una biyección natural:

(10.10) [A,B]red
∞ ≅ π0(HomsSet0

(A,B′)) = π0(HomsSet⋆
((A,⋆), (B′,⋆))) ≅ [(A,⋆), (B,⋆)]pt

∞ ,

donde B′ es un remplazo fibrante de B en (sSet0,Wred
∞ ,mono,fibred∞ ); es decir B′ es

un conjunto simplicial reducido el cual es un complejo de Kan y en particular (B′,⋆)
también es un objeto fibrante de (sSet⋆, π−1W∞,mono, π−1fib∞).

Se sigue que si Z es un conjunto simplicial reducido entonces [Sm, Z]red
∞ ≅ πm(Z)

(ver por ejemplo la biyección (8.33)). Por lo tanto la siguiente función:

πm(Z) ≅ [Sm, Z]red
∞

(jm)∗
// [⋆, Z]red

∞ ≅ ⋆ ,

es biyectiva si y solamente si πm(Z) = 0. �

Mostremos también:

Lema 10.1.6. Si n ≥ 0, un morfismo f ∶ X // Y de conjuntos simpliciales reduci-

dos es una equivalencia débil Sredn -local, si y solamente si f es una n-equivalencia débil

de conjuntos simpliciales.

Demostración. La prueba de este Lema es análoga a la del Lema 8.4.4 si consi-

deramos la versión punteada del coesqueleto csqpt
n (X,x0) = (csqn(X), x0) de §12.6 y

recordamos que:

HomsSet0
(A,B) = HomsSet⋆

((A,⋆), (B,⋆)) ,
para cualesquiera A y B conjuntos simpliciales reducidos.

Para ver esto con mayor detalle, consideremos f ∶ X // Y un morfismo de conjun-

tos simpliciales reducidos y Z un conjunto simplicial reducido. Si tomamos reemplazos

fibrantes de f y Z en la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
∞ ,mono,fibred∞ ), es decir

consideremos un cuadrado conmutativo y una flecha:

X

��

f
// Y

��
X ′

f ′
// Y ′

y

Z

��
Z ′

,



El determinante de Deligne 145

donde los morfismos verticales son ∞-equivalencias débiles entre conjuntos simpliciales

reducidos de codominio complejos Kan; entonces la función:

(10.11) [Y,Z]red∞
f∗

// [X,Z]red∞

entre los conjuntos de morfismos de la categoŕıa homotópica sSet0[(Wred
∞ )−1], se iden-

tifica con la función:

(10.12) π0(HomsSet0
(Y ′, Z ′))

(f ′)∗
//

=
π0(HomsSet0

(X ′, Z ′))
=

π0(HomsSet⋆
((Y ′,⋆), (Z ′,⋆)))

(f ′)∗
// π0(HomsSet⋆

((X ′,⋆), (Z ′,⋆))) .

Supongamos que Z es un conjunto simplicial reducido Sredn -local. Se sigue del Lema

10.1.5 y del Corolario 12.1.2 que el morfismo:

Z ′ // csqn+1(Z ′)

es una ∞-equivalencia débil entre conjuntos simpliciales reducidos los cuales son objetos

fibrantes de la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
∞ ,mono,fibred∞ ); en particular:

(Z ′,⋆) // (csqn+1(Z ′),⋆) = csqpt
n+1(Z ′,⋆) ,

es una ∞-equivalencia débil entre conjuntos simpliciales punteados los cuales son objetos

fibrantes de la categoŕıa de modelos simplicial (sSet⋆, π−1W∞,mono, π−1fib∞).
Por lo tanto, (10.12) se identifica con la función:

π0(HomsSet⋆
((Y ′,⋆),csqpt

n+1(Z ′,⋆)))
(f ′)∗

// π0(HomsSet⋆
((X ′,⋆),csqpt

n+1(Z ′,⋆))) ,

que de acuerdo al Lema 12.6.2 se identifica con la función:

(10.13)

π0(HomsSet⋆
(csqpt

n+1(Y ′,⋆),csqpt
n+1(Z ′,⋆))) //

=
π0(HomsSet⋆

(csqpt
n+1(X ′,⋆),csqpt

n+1(Z ′,⋆)))
=

π0(HomsSet0
(csqn+1Y

′,csqn+1X
′))

≅
π0(HomsSet0

(csqn+1X
′,csqn+1X

′))
≅

[csqn+1Y
′,csqn+1X

′]red∞ csqn+1(f ′)∗
// [csqn+1X

′,csqn+1X
′]red∞ .

Si f es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales reducidos, se sigue del Co-

rolario 12.1.2 que csqn+1(f ′) es una ∞-equivalencia débil, es decir (10.13) es una función

biyectiva. Por lo que si f es una n-equivalencia débil, la función (10.11) es biyectiva

para todo conjunto simplicial reducido Sredn -local Z, es decir f es una equivalencia débil

Sredn -local.
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Sea ahora f ∶ X // Y un morfismo de conjuntos simpliciales reducidos el cual es

una equivalencia Sredn -local, y consideremos un remplazo fibrante de f en la categoŕıa de

modelos (sSet0,Wred
∞ ,mono,fibred∞ ), es decir consideremos un cuadrado conmutativo:

X

��

f
// Y

��
X ′

f ′
// Y ′ ,

donde los morfismos verticales son ∞-equivalencias débiles entre conjuntos simpliciales

reducidos cuyos codominios son complejos de Kan.

Observemos para empezar que por el Corolario 12.1.2 y el Lema 10.1.5 los conjuntos

simpliciales csqn+1X
′ y csqn+1Y

′ son Sredn -locales; en particular la siguiente función:

(10.14)

[Y,csqn+1X
′]red∞

≅

f∗
// [X,csqn+1X

′]red∞
≅

π0(HomsSet0
(Y ′,csqn+1X

′))
=

π0(HomsSet0
(X ′,csqn+1X

′))
=

π0(HomsSet⋆
((Y ′,⋆),csqpt

n+1(X ′,⋆)))
(f ′)∗

// π0(HomsSet⋆
((X ′,⋆),csqpt

n+1(X ′,⋆))) ,

es biyectiva.

Por otro lado, gracias al Lema 12.1.3, la función biyectiva (10.14) se identifica con

la función:

(10.15)

π0(HomsSet⋆
(csqpt

n+1(Y ′,⋆),csqpt
n+1(X ′,⋆)))

=

csq
pt
n+1(f

′)∗
// π0(HomsSet⋆

(csqpt
n+1(X ′,⋆),csqpt

n+1(X ′,⋆)))
=

π0(HomsSet0
(csqn+1Y

′,csqn+1X
′))

≅
π0(HomsSet0

(csqn+1X
′,csqn+1X

′))
≅

[csqn+1Y
′,csqn+1X

′]red∞ csqn+1(f ′)∗
// [csqn+1X

′,csqn+1X
′]red∞ .

Sea g ∶ csqn+1Y
′ // csqn+1X

′ un morfismo de la categoŕıa sSet0[(Wred
∞ )−1], tal

que la composición g ○ csqn+1(f ′) es el morfismo identidad del objeto csqn+1X
′ en la

categoŕıa sSet0[(Wred
∞ )−1].

Se verifica entonces que la composición:

[csqn+1X
′,csqn+1Y

′]red∞
g∗ // [csqn+1Y

′,csqn+1Y
′]red∞

csqn+1(f ′)∗// [csqn+1X
′,csqn+1Y

′]red∞ ,

es igual a la función identidad; por lo que:

[csqn+1Y
′,csqn+1Y

′]red∞
csqn+1(f ′)∗// [csqn+1X

′,csqn+1Y
′]red∞

g∗ // [csqn+1Y
′,csqn+1Y

′]red∞

también es igual a la función identidad, pues la flecha csqn+1(f ′)∗ es biyectiva.



El determinante de Deligne 147

En particular csqn+1(f ′)○g = id en sSet0[(Wred
∞ )−1]. Dicho de otro modo, csqn+1(f ′)

es una ∞-equivalencia débil. Por lo tanto, de acuerdo al Corolario 12.1.2 f es una n-

equivalencia débil. �

Deducimos del Teorema 4.7 de [Bar10] y de los Lemas 10.1.5 y 10.1.6 que venimos

de mostrar que (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) es efectivamente una categoŕıa de modelos,

cuyos objetos fibrantes son los conjuntos simpliciales reducidos que son complejos de

Kan X tales que πm(X) = 0 para toda m ≥ n + 1.

Finalmente, si 0 ≤ n < ∞ se muestra que (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) con el enri-

quecimiento (10.3) es una categoŕıa de modelos simplicial de orden n como hicimos con

el caso n =∞. Esto es posible ya que (sSet⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn,HomsSet∗
) es una

categoŕıa de modelos simplicial de orden n (ver el Corolario 8.5.1 y los Lemas 9.2.1 y

9.3.3). �

Escribimos Hon( sSet0 ) para denotar a la categoŕıa de los n-tipos de homotoṕıa

reducidos, es decir a la categoŕıa homotópica de (sSet0,Wred
∞ ,mono,fibredn ) la categoŕıa

de modelos de la Proposición 10.1.2, y denotamos como [ ⋅ , ⋅ ]redn al conjunto de los

morfismos en Hon(sSet0). Si X es un conjunto simplicial reducido, la clase asociada a

X en el conjunto de las clases de isomorfismo de los objetos de la categoŕıa Hon( sSet0 ),

es llamada el n-tipo de homotoṕıa reducido de X.

Recordemos:

Lema 10.1.7. Si 0 ≤ n ≤∞, la adjunción (10.2) de más arriba:

(10.16) sSet0

⊥

� �

ν
//

H
yy

sSet⋆

es una adjunción de Quillen con respecto a las estructuras de categoŕıa de modelos de

la Proposición 10.1.2 y del Corolario 8.5.1.

Más aún, la adjunción inducida entre las categoŕıas homotópicas:

Hon(sSet0)

⊥

Lν
//

RH
yy

Hon(sSet⋆)

determina una equivalencia entre la categoŕıa de los n-tipos de homotoṕıa reducidos

Hon(sSet0) y la subcategoŕıa plena de Hon(sSet⋆) de los n-tipos de homotoṕıa puntea-

dos conexos, es decir los X tales que π0(X) = 0.

Demostración. El funtor inclusión sSet0
� � // sSet⋆ respeta evidentemente los

monomorfismos y las n-equivalencias débiles entre conjuntos simpliciales reducidos. Por

lo tanto (10.16) es efectivamente una adjunción de Quillen.
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Para mostrar la segunda afirmación, notemos primero que la transformación natural

identidad es una unidad de la adjunción ν ⊣ H. Además el funtor identidad de la

categoŕıa sSet⋆ es un remplazo cofibrante para la estructura de categoŕıa de modelos del

Corolario 8.5.1. Como el funtor H respeta las n-equivalencias débiles entre complejos de

Kan (usar por ejemplo la Proposición 8.6.1), se sigue que si A es un conjunto simplicial

reducido el cual es un complejo de Kan, el morfismo η̃A∶ A // RH ○Lν(A) en el

segundo cuadrado de (4.7) es un isomorfismo de Hon(sSet0). Dicho de otro modo, toda

unidad de la adjunción Lν ⊣RH es un isomorfismo.

Por otro lado, notemos que la inclusión canónica es una counidad ε de la ad-

junción ν ⊣ H. En particular, si (X,x0) es un conjunto simplicial punteado conexo

tal que X es un complejo de Kan, entonces ε(X,x0) es una ∞-equivalencia débil en-

tre complejos de Kan reducidos. No es dif́ıcil deducir en este caso que el morfismo

ε̃(X,x0)∶ Lν ○RH(X,x0) // (X,x0) en el primer cuadrado de (4.7) es un isomorfismo

de la categoŕıa Hon(sSet⋆). En otras palabras, toda counidad de la adjunción Lν ⊣RH
es un isomorfismo en los conjuntos simpliciales punteados conexos. �

La siguiente afirmación es un criterio que permite identificar a las fibraciones entre

objetos fibrantes de la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) (ver el Lema

2.1 de [Sta14]).

Proposición 10.1.8. Si 0 ≤ n ≤∞, sean X y Y objetos fibrantes de la categoŕıa de

modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) de la Proposición 10.1.2, es decir X y Y son com-

plejos de Kan reducidos tales que πm(X) = 0 = πm(Y ) para toda m ≥ n+ 1; entonces un

morfismo f ∶ X // Y es una fibración de (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) si y solamente

si f tiene la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto a los elementos del

siguiente conjunto:

(10.17) J0 = { Λm,k/sq0Λm,k �
�α
m−1/sq0α

m−1

// ∆m/sq0∆m ∣ m ≥ 2 , 0 ≤ k ≤m } .

(Notese que m ≥ 2 en la definición de J0).

Demostración. Ya que (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) es una localización de Bous-

field por la izquierda de la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
∞ ,mono,fibred∞ ), se sigue

de la Proposición 3.4.16 de [Hir03] que si X y Y son objetos fibrantes de la categoŕıa

de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ), un morfismo f ∶ X // Y es una fibración de

(sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) si y solamente si f es una fibración de la categoŕıa de mo-

delos (sSet0,Wred
∞ ,mono,fibred∞ ).

Por lo tanto, es suficiente mostrar que si X y Y son complejos de Kan reducidos,

entonces un morfismo f ∶ X // Y es una fibración de (sSet0,Wred
∞ ,mono,fibred∞ ), si
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y solamente si f tiene la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto a los

elementos de J0.

Notemos primero:

Lema 10.1.9. Si m ≥ 2 y 0 ≤ k ≤m, el morfismo de conjuntos simpliciales reducidos:

Λm,k/sq0Λm,k �
� α
m−1/sq0α

m−1

// ∆m/sq0∆m

es un monomorfismo y una ∞-equivalencia débil. En particular, toda fibración de la

categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) tiene la propiedad de levantamiento

por la derecha con respecto a los elementos de J0.

Demostración. Se verifica fácilmente que si j∶ A // B es un monomorfismo de

conjuntos simpliciales, entonces j/sq0j∶ A/sq0A // B/sq0B también es un mono-

morfismo de conjuntos simpliciales reducidos.

Por otro lado, si tomamos cuadrados cocartesianos:

⋆ // ∆m/sq0∆m

sq0∆m

OO

// ∆m

OO
y

⋆ // Λm,k/sq0Λm,k

sq0Λm,k

OO

// Λm,k

OO

que de acuerdo al Lema 6.1.2 son de hecho cuadrados homotópicamente cocartesianos

de la categoŕıa de modelos (sSet,W∞,mono,fib∞); se construye un cubo en sSet

cuyas caras son todas cuadrados conmutativos:

sq0Λm,k

{{

//

��

Λm,k

ww

αm,k

��

⋆ // Λm,k/sq0Λm,k

��

sq0∆m

{{

// ∆m

ww
⋆ // ∆m/sq0∆m

donde αm,k∶ Λm,k // ∆m es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales si m ≥
1 y 0 ≤ k ≤ m; y el morfismo sq0α

m,k∶ sq0Λm,k // sq0∆m es un isomorfismo de

conjuntos simpliciales si m ≥ 2 y 0 ≤ k ≤m.

Deducimos del Lema 6.2.1 que el monomorfismo:

Λm,k/sq0Λm,k �
� α

m−1/sq0α
m−1

// ∆m/sq0∆m ,

es una ∞-equivalencia débil si m ≥ 2 y 0 ≤ k ≤m. �
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Denotemos como A al conjunto de los morfismos de conjuntos simpliciales redu-

cidos f ∶ X // Y donde X y Y son complejos de Kan y f cumple la propiedad de

levantamiento por la derecha con respecto a los elementos de J0 en (10.17). Quere-

mos mostrar que los morfismos de A son fibraciones de (sSet0,Wred
∞ ,mono,fibred∞ ).

Equivalentemente mostremos que los morfismos de conjuntos simpliciales reducidos en

mono∩Wred
∞ tienen la propiedad de levantamiento por la izquierda con respecto a los

morfismos de A.

Supongamos para ello que tenemos un cuadrado conmutativo de conjuntos simpli-

ciales reducidos:

(10.18) A
j
��

ϕ
// X

f
��

B
ψ

// Y

donde j es un monomorfismo y una ∞-equivalencia débil, X y Y son complejos de Kan

y f tiene la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto a los morfismos de

J0 en (10.17).

Debemos mostrar que el cuadrado (10.18) admite un levantamiento, es decir que

existe un morfismo F ∶ B // X tal que f ○ F = ψ y F ○ j = ϕ.

Consideremos primero, con ayuda del argumento del objeto pequeño, una factori-

zación en sSet0 del morfismo ψ:

B

ψ

++
ψ1

// B′
ψ2

// Y ,

donde ψ2 tiene la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto a los morfis-

mos de J0 y ψ1 es un morfismo en cell(J0)8.

En seguida consideremos un cuadrado cartesiano en sSet0:

B′ ×
Y
X

p1 ��

p2 // X

f
��

B′
ψ2

// Y ,

y si ξ∶ A // B′ ×
Y
X es el único morfismo de conjuntos simpliciales reducidos tal que

p2 ○ ξ = ϕ y p1 ○ ξ = ψ1 ○ j, tomemos una factorización en sSet0:

A

ξ
,,

ξ1

// A′
ξ2

// B′ ×
Y
X ,

8Recuerda que cell(J0) es el conjunto de todas las composiciones transfinitas de las imágenes

directas de los elementos de J0.
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donde ξ2 tiene la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto a los morfismos

de J0 y ξ1 es un morfismo en cell(J0).

Observemos que (p1 ○ ξ2) ○ ξ1 = p1 ○ ξ = ψ1 ○ j por lo que se tiene un cuadrado

conmutativo:

(10.19) A
j
��

ξ1 // A′

p1○ξ2��
B

ψ1

// B′ .

Por otro lado, notemos que el cuadrado (10.18) admite un levantamiento si lo mismo

ocurre para el cuadrado (10.19). En efecto, si G∶ B // A′ cumple que (p1○ξ2)○G = ψ1

y G○j = ξ1, entonces el morfismo F ∶ B // X definido por la composición F = p2○ξ2○G
cumple que:

f ○ F = f ○ p2 ○ ξ2 ○G = ψ2 ○ p1 ○ ξ2 ○G = ψ2 ○ ψ1 = ψ

y F ○ j = p2 ○ ξ2 ○G ○ j = p2 ○ ξ2 ○ ξ1 = p2 ○ ξ = ϕ .

Por último, ya que j∶ A // B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales redu-

cidos, para mostrar la existencia de un levantamiento del cuadrado (10.19), es suficiente

mostrar:

a) p1 ○ ξ2 es una ∞-equivalencia débil.

b) p1 ○ ξ2 es una fibración de Kan.

El punto a) se deduce de la propiedad 2-de-3 que tienen las ∞-equivalencias débiles,

pues (p1 ○ ξ2) ○ ξ1 = ψ1 ○ j donde j es una ∞-equivalencia débil por hipótesis y los

morfismos ξ1 y ψ1 son ∞-equivalencias débiles en tanto que elementos de cell(J0) (ver

el Lema 10.1.9).

Para mostrar b) observemos primero:

Lema 10.1.10. Si Z es un conjunto simplicial reducido, entonces Z // ⋆ tiene

la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto a los morfismos de J0 en

(10.17), si y solamente si Z es un complejo de Kan.

Demostración. Ya que tenemos una adjunción:

sSet0

⊥
� �

ν
//

F= ⋅/sq0( ⋅ )

xx

sSet ,

(donde el funtor ν normalmente se suprime); se sigue que un conjunto simplicial re-

ducido X es un complejo de Kan si y solamente si el morfismo X // ⋆ cumple la
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propiedad de levantamiento por la derecha con respecto al conjunto de morfismos:

{ Λm,k/sq0Λm,k �
�α
m−1/sq0α

m−1

// ∆m/sq0∆m ∣ m ≥ 1 , 0 ≤ k ≤m } .

El enunciado que queremos mostrar es una consecuencia de que un morfismo de la

forma X // ⋆ donde X es cualquier conjunto simplicial reducido, siempre tiene la pro-

piedad de levantamiento por la derecha con respecto al morfismo ⋆ � � // ∆1/sq0∆1 = S1 .

�

Mostremos también:

Lema 10.1.11. Sea T ∶ Z // W un morfismo de A, es decir Z y W son conjun-

tos simpliciales reducidos los cuales son complejos de Kan, y T tiene la propiedad de

levantamiento por la derecha con respecto a los morfismos de J0 en (10.17). Si T es tal

que la función T ⋆∶ π1(Z) // π1(W ) es sobreyectiva, entonces T es una fibración de

Kan.

Demostración. Para mostrar que T es una fibración de Kan, debemos mostrar

simplemente que T tiene la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto al

morfismo:

⋆ � � // ∆1/sq0∆1 ;

es decir, debemos mostrar que la función T1∶ Z1
// W1 es biyectiva.

Sea w ∈ W1 un 1-simplejo del conjunto simplicial reducido W . Ya que la función

T ⋆∶ π1(Z) // π1(W ) es sobreyectiva, se sigue de la Proposición 8.6.1 que existe un

1-simplejo z ∈ Z1 de Z y un 2-simplejo η ∈W2 de W tales que d2(η) = T1(z) y d1(η) = w
y d0(η) = ⋆.

Consideremos el morfismo η′∶ Λ2,1/sq0Λ2,1 // Z que definen las condiciones:

∆1

z

**
δ2

// Λ2,1

cociente
// Λ2,1/sq0Λ2,1

η′
// Z y ∆1

⋆

**
δ0

// Λ2,1

cociente
// Λ2,1/sq0Λ2,1

η′
// Z ;

y observemos que se tiene un cuadrado conmutativo:

(10.20) Λ2,1/sq0Λ2,1
η′
//

α1,1/sq0α
1,1

��

Z

T

��
∆2/sq0∆2

η
// W

Si ξ∶ ∆2/sq0∆2 // Z es un levantamiento del cuadrado (10.20), se constata que:

T1(d1ξ) = d1(T2ξ) = d1(η) = w .
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Por lo tanto T1∶ Z1
// W1 es una función sobreyectiva. �

Regresando a la prueba de la Proposición 10.1.8, se sigue del Lema 10.1.10 que

los conjuntos simpliciales A′ y B′ del diagrama (10.19) son complejos de Kan. En

efecto, los morfismos p1, ξ2 y ψ2 cumplen la propiedad de levantamiento por la derecha

con respecto a J0, y por hipótesis X y Y son complejos de de Kan. Por lo que los

morfismos A′ // ⋆ y B′ // ⋆ cumplen la propiedad de levantamiento por la derecha

con respecto a J0.

Por último, como ya mostramos que p1 ○ ξ2 es una ∞-equivalencia débil, se deduce

del Lema 10.1.11 el punto b), es decir que p1 ○ ξ2 es una fibración de Kan. �

§10.2. En el presente párrafo vamos a mostrar que si 0 ≤ n <∞, la categoŕıa de

modelos simplicial punteada (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ,HomsSet0

) de la Proposición

10.1.2 es una categoŕıa de modelos simplicial de orden n − 1.

De acuerdo al Corolario 9.2.5 es suficiente construir un funtor espacio de lazos de

la categoŕıa de modelos punteada (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ):

sSet0[Wred
n ] Ω // sSet0[Wred

n ] ,

cuya n-ésima iteración Ωn es isomorfo al funtor cero.

§10.2.1. Consideremos la sucesión de funtores:

(10.21) ∆
i1,0 // ∆ ×∆

ϑ // ∆

[m] � // ([m], [0]) � // [m + 1]

,

donde i1,0 es el funtor inclusión en (11.1) y ϑ es la restricción a la categoŕıa de los

simplejos del funtor producto ⊗ definido en (8.4) para ∆+.

Estamos interesados en el funtor décalage D∶ sSet // sSet definido como la com-

posición de los funtores inducidos de (10.21):

sSet
ϑ∗ // ssSet

(i1,0)∗ // sSet .

De forma expĺıcita, si X es un conjunto simplicial entonces D(X)m =Xm+1 donde:

di ∶ D(X)m = Xm+1

di // Xm = D(X)m−1 0 ≤ i ≤m

y sj ∶ D(X)m−1 = Xm

sj // Xm+1 = D(X)m 0 ≤ j ≤m − 1

son los morfismos cara y degenerados.
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Recordemos que se tienen transformaciones naturales:

sq0

ks α

β
+3 D

%
+3 idsSet ,

donde los morfismos sq0(X)
βX

// D(X)
αXoo %X // X son definidos por las funciones:

X0
s0...s0
´ ¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
m+1

// Xm+1

m+1

³ ¹¹¹¹¹· ¹¹¹¹¹µ
d0...d0oo dm+1 // Xm , si m ≥ 0

para todo conjunto simplicial X.

Estas funciones definen efectivamente morfismos de conjuntos simpliciales, pues de

acuerdo a las identidades (8.1) tenemos para 0 ≤ i ≤m y 0 ≤ j ≤m − 1 que:

dm ○ di = di ○ dm+1 y dm+1 ○ sj = dm ○ sj ,
d0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ d0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

○di = d0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ d0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1

y d0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ d0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1

○sj = d0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ d0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

,

s0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ s0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

= di ○ s0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ s0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1

y sj ○ s0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ s0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

= s0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ s0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1

.

Lema 10.2.1. Si X es un conjunto simplicial, los morfismos D(X)
αX
// sq0(X)

βXoo

satisfacen αX ○ βX = idsq0(X). Más aún, existe una homotoṕıa H ∶ idD(X) ≃ βX ○ αX , es

decir sq0(X) es un retracto por deformación de D(X).

En particular, si X es un conjunto simplicial reducido el conjunto simplicial pun-

teado D(X) por el morfismo βX ∶ ⋆ // D(X) es contraible.

Demostración. Deducimos que αX ○ βX = idsq0(X), es decir que:

(αX)
m
○ (βX)

m
= d0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ d0´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1

○ s0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ s0´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
m+1

= idX0 si m ≥ 0 ,

de la igualdad d0 ○ s0 = id.

Por otro lado, definimos H ∶ D(X) ×∆1 // D(X) para m ≥ 0, x ∈ D(X)m =Xm+1

y ϕ ∈ ∆1
m por la fórmula:

Hm(x,ϕ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sm ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1−t

○dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dm
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1−t

(x) si t = min{0 ≤ a ≤m ∣ϕ(a) = 1} y ϕ ≠ δ1 ○ σ0 ○ ⋯ ○ σ0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

,

x si ϕ = δ1 ○ σ0 ○ ⋯ ○ σ0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

.
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H es efectivamente un morfismo de conjuntos simpliciales, ya que se tienen las

siguientes igualdades de funciones:

di ○ sm ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1−t

○dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dm
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1−t

= sm−1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m−t

○dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dm−1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m−t

○di si 0 ≤ t < i ≤m,

di ○ sm ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1−t

○dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dm
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1−t

= sm−1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st−1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1−t

○dt−1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dm−1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1−t

○di si 0 ≤ i ≤ t ≤m,

sm ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1−t

○dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dm
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1−t

○sj = sj ○ sm−1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m−t

○dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dm−1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m−t

si 0 ≤ t ≤ j ≤m − 1,

sm ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st+1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m−t

○dt+1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dm
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m−t

○sj = sj ○ sm−1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m−t

○dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dm−1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m−t

si 0 ≤ j < t ≤m − 1,

Más aún, H ∶ idD(X) ≃ βX ○ αX pues para toda m ≥ 0 y x ∈ D(X)m = Xm+1 se tiene

que:

Hm(x, δ1 ○ σ0 ○ ⋯ ○ σ0´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
m

) = x y

Hm(x, δ0 ○ σ0 ○ ⋯ ○ σ0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

) = sm ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ s0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1

○ d0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dm
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1

= s0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ s0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1

○ d0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ d0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m+1

= (βX)
n
○ (αX)

m
.

�

Recordemos también:

Lema 10.2.2. Si X es un conjunto simplicial, entonces X es un complejo de Kan

si y solamente si el morfismo %X ∶ D(X) // X es una fibración de Kan.

Demostración. Sean m ≥ 1 y 0 ≤ k ≤ m. Notemos que con ayuda del Lema de

Yoneda, podemos identificar a un cuadrado conmutativo:

(10.22) Λm,k
ψ
//

αm−1,k

��

D(X)
%X
��

∆m
ϕ

// X

con una (m + 1)-eada (ψ̃0, . . . , ψ̃k−1, ψ̃k, . . . , ψ̃m, ϕ̃) de m-simplejos de X tales que:

di ψ̃j =dj−1 ψ̃i si 0 ≤ i < j ≤m, i, j ≠ k

y di ϕ̃ =dm ψ̃i si 0 ≤ i ≤m, i ≠ k ;
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ó de manera más compacta, tales que:

di ψ̃j = dj−1 ψ̃i si 0 ≤ i < j ≤m + 1, i, j ≠ k

donde ψ̃m+1 = ϕ̃.

Dicho de otro modo, la (m+1)-eada (ψ̃0, . . . , ψ̃k−1, ψ̃k, . . . , ψ̃m, ϕ̃) de m-simplejos de

X determina un morfismo µ como en el diagrama:

Λm+1,k
µ
//

αm,k
��

X

��
∆m+1 // ⋆

Si suponemos que X es un complejo de Kan, existe w ∈ Xm+1 = D(X)m tal que

di(w) = ψ̃i si 0 ≤ i ≤ m, i ≠ k y dm+1(w) = ϕ̃. No es dif́ıcil verificar que w determina un

levantamiento del cuadrado (10.22). El rećıproco es análogo. �

§10.2.2. Si X es un conjunto simplicial punteado x0∶ ⋆ // X , definimos el espa-

cio de lazos de X sobre x0 como la fibra del morfismo %X ∶ D(X) // X sobre x0:

(10.23) 
x0(X)n = { α ∈ D(X)n =Xn+1 ∣ dn+1(α) = x0 } si n ≥ 0 .

Dicho de otro modo, tomamos un cuadrado cartesiano en sSet (ó equivalentemente

en sSet⋆):

(10.24) 
x0(X) //

��

D(X)
%X
��

⋆
x0

// X .

Lema 10.2.3. Sea 0 ≤ n ≤∞. Si X es un complejo de Kan reducido tal que πi(X) = 0

para i ≥ n + 1, entonces el cuadrado cartesiano (10.24) asociado al único morfismo

x0∶ ⋆ // X es un cuadrado homotópicamente cartesiano en la categoŕıa de modelos

(sSet⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn), el cual tiene las propiedades:

(i) El único morfismo αX ∶ D(X) // ⋆ es una ∞-equivalencia débil.

(ii) El conjunto simplicial 
⋆(X) es un objeto fibrante de la categoŕıa de modelos

(sSet⋆, π−1Wn−1,mono, π−1fibn−1).

Demostración. Sea 0 ≤ n ≤∞ y X un complejo de Kan reducido tal que πi(X) = 0

para i ≥ n + 1. Se sigue de los Lemas 10.2.1 y 10.2.2 que el morfismo %X ∶ D(X) // X

es una fibración de Kan y que αX ∶ D(X) // sq0(X) = ⋆ es una ∞-equivalencia débil.

En particular los conjuntos simpliciales X y D(X) son objetos fibrantes de la categoŕıa

de modelos (sSet⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn), si los consideramos como conjuntos simpli-

ciales punteados por los 0-simplejos ⋆ ∈ X0 y ⋆ = s0(⋆) ∈ D(X)0 = X1 respectivamente.



El determinante de Deligne 157

Concluimos que la fibración de Kan %X ∶ D(X) // X es una fibración de la categoŕıa

de modelos (sSet⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn), y por lo tanto el espacio de lazos simplicial


⋆(X) es un objeto fibrante de (sSet⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn), pues las fibraciones son

estables por cambio de base en toda categoŕıa de modelos.

Más aún, por el Lema 6.1.2, el cuadrado (10.24) es de hecho un cuadrado homotópi-

camente cartesiano de la categoŕıa de modelos (sSet⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn).
Finalmente, observemos que un objeto fibrante Z de (sSet⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn)

es fibrante en la categoŕıa de modelos (sSet⋆, π−1Wn−1,mono, π−1fibn−1), si y sola-

mente si πn(Z) = 0. No es dif́ıcil deducir de la Proposición 8.6.1 que si n ≥ 0 entonces

πn(
⋆(X)) ≅ πn+1(X) = 0. �

El siguiente enunciado es una versión combinatoria del Lema 10.2.3 (ver [Dus02]):

Lema 10.2.4. Si X es un 0-grupoide de Kan reducido (ver al final de §8.3), entonces

X y 
⋆(X) son el conjunto simplicial constante de valor ⋆. Por otro lado si n ≥ 1 es un

número entero y X es un n-grupoide de Kan reducido, entonces 
⋆(X) es un (n − 1)-

grupoide de Kan.

Demostración. Si X es un 0-grupoide de Kan reducido, según del Corolario 12.3.2

los morfismos cara y degenerados de X son isomorfismos. En particular de la definición

(10.23) y como X es reducido, deducimos que X y 
⋆(X) son el conjunto simplicial

constante de valor ⋆.

Sea n ≥ 1. Queremos mostrar que si X es un conjunto simplicial reducido el cual es

un complejo de Kan que cumple la condición de extensión de Kan de manera estricta

en dimensión m para m ≥ n, entonces 
⋆(X) es un complejo de Kan que cumple la

condición de extensión de Kan de manera estricta en dimensión m para m ≥ n − 1.

Recordemos para empezar que por el Lema de Yoneda y la definición del conjunto

simplicial Λm+1,k, si m ≥ 0 y 0 ≤ k ≤m + 1 podemos identificar a la función:

HomsSet(∆m+1,X)
αm,kX // HomsSet(Λm+1,k,X)

con la función:

Xm+1
//
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(a0, . . . , ak−1, ak+1 . . . , am+1) ∈ Xm+1

m

RRRRRRRRRRR

diaj = dj−1ai si

0 ≤ i < j ≤m + 1, i, j ≠ k.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

η z→ (d0(η), . . . , dk−1(η), dk+1(η) . . . , dm+1(η))
(10.25)

De la misma forma, si m ≥ 0 y 0 ≤ k ≤m identificamos:

HomsSet(∆m,
⋆(X))
αm−1,k

⋆(X)

// HomsSet(Λm,k,
⋆(X))
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con la siguiente función:

{α ∈Xm+1∣dm+1(α) = ⋆} //
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(b0, . . . , bk−1, bk+1 . . . , bm) ∈ Xm

m

RRRRRRRRRRR

dm(bi) = ⋆ si 0 ≤ i ≤m, i ≠ k

dibj = dj−1bi si 0 ≤ i < j ≤m, i, j ≠ k

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

α ↦ (d0(α), . . . , dk−1(α), dk+1(α) . . . , dm(α))

(10.26)

Más aún, se verifica sin dificultad que si m ≥ 0 y 0 ≤ k ≤ m el siguiente cuadrado

conmuta:

Xm+1
(10.25)

//

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(a0, . . . , ak−1, ak+1 . . . , am+1) ∈Xm+1

m

RRRRRRRRRRR

diaj = dj−1ai si

0 ≤ i < j ≤m + 1, i, j ≠ k.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
OO OO

{α ∈Xm+1∣dm+1(α) = ⋆} (10.26)

// ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(b0, . . . , bk−1, bk+1 . . . , bm) ∈Xm

m

RRRRRRRRRRR

dm(bi) = ⋆ si 0 ≤ i ≤m, i ≠ k
dibj = dj−1bi si 0 ≤ i < j ≤m, i, j ≠ k

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
,

(10.27)

donde la función que asciende a la izquierda es la contención y la función que asciende

a la derecha es definida por la regla:

(b0, . . . , bk−1, bk+1 . . . , bm) z→ (b0, . . . , bk−1, bk+1 . . . , bm,⋆) .

De hecho se verifica sin problemas que el cuadrado (10.27) es un cuadrado cartesiano

de conjuntos. Por lo que si X cumple la condición de extensión de Kan en dimensión

m (resp. la cumple de manera estricta en dimensión m), entonces 
⋆(X) cumple la

condición de extensión de Kan en dimensión m− 1 (resp. la cumple de manera estricta

en dimensión m). �

§10.2.3. Si X es un conjunto simplicial reducido, consideremos ahora el morfismo

de conjuntos simpliciales reducidos:

Dred(X)
%redX // X

def= H( D(X)
%X // X ) .

imagen del morfismo %X ∶ D(X) // X por el funtor adjunto derecho de la adjunción:

(10.28) sSet0

⊥

� �

ν
//

H
yy

sSet⋆ .

De manera expĺıcita se tiene que Dred(X)0 = {⋆ = s0(⋆)} ⊆X1 y si n ≥ 1:

Dred(X)n = { α ∈Xn+1 ∣ din ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ di1(α) = ⋆ ∈X1 si 0 ≤ ij ≤ n + 1 − j} .
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Definimos el espacio de lazos simplicial reducido de un conjunto simplicial reducido

X, como la fibra del morfismo %redX ∶ Dred(X) // X sobre el 0-simplejo ⋆; de manera

expĺıcita 
red(X)0 = {⋆} = Dred(X)0 y si n ≥ 1:


red(X)n = {α ∈ Dred(X)n ∣ dn+1(α) = ⋆}

= {α ∈Xn+1 ∣ dn+1(α) = ⋆ ∈Xn y

din ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ di1(α) = ⋆ ∈X1 si 0 ≤ ij ≤ n + 1 − j} .

En particular se tiene un cuadrado cartesiano de sSet0 (ó de sSet):

(10.29) 
red(X) //

��

Dred(X)
ρredX
��

⋆ // X

Lema 10.2.5. Sea 1 ≤ n ≤∞. Si X es un complejo de Kan reducido tal que πi(X) = 0

para i ≥ n+1, entonces el cuadrado cartesiano (10.29) es un cuadrado homotópicamen-

te cartesiano en la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) el cual tiene las

propiedades:

(i) El único morfismo αX ∶ Dred(X) // ⋆ es una ∞-equivalencia débil.

(ii) El conjunto simplicial reducido 
red(X) es un objeto fibrante de la categoŕıa

de modelos (sSet0,Wred
n−1,mono,fibredn−1).

Demostración. Sea X un objeto fibrante de (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ), es de-

cir X es un complejo de Kan reducido tal que πi(X) = 0 para i ≥ n + 1. Se sigue

del Lema 10.1.7 que el morfismo %redX imagen del morfismo %X ∶ D(X) // X por el

funtor adjunto derecho de la adjunción (10.28), es una fibración de la categoŕıa de

modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ). En particular, los conjuntos simpliciales redu-

cidos Dred(X) y 
red(X) son objetos fibrantes de (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) y por

el Lema 6.1.2 el cuadrado (10.29) es un cuadrado homotópicamente cartesiano de

(sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ).

Más aún, ya que αX ∶ D(X) // ⋆ es una ∞-equivalencia débil entre complejos de

Kan punteados:

H( D(X) αX // ⋆ ) = Dred(X) // ⋆
también es una ∞-equivalencia débil entre complejos de Kan reducidos.

Finalmente, recordemos que un objeto fibrante Z de (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn )

es fibrante en la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
n−1,mono,fibredn−1) si y solamente si

πn(Z) = 0. Deducimos fácilmente que πn(
red(X)) ≅ πn+1(X) = 0 de la Proposición

8.6.1. �
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Deducimos de los Lemas 10.2.5 y 6.4.1 el siguiente enunciado:

Corolario 10.2.6. Si 1 ≤ n ≤ ∞ el funtor 
red∶ sSet0
// sSet0 definido arriba

respeta las n-equivalencias débiles entre los objetos fibrantes de la categoŕıa de modelos

(sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) de la Proposición 10.1.2. Más aún, un funtor derivado total

por la derecha de 
red es un funtor espacio de lazos de (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) tal

que ⋆ // 
red(X) es una (n − 1)-equivalencia débil para todo objeto fibrante X.

En particular, la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) junto con el en-

riquecimiento HomsSet0
definido en (10.3) es una categoŕıa de modelos simplicial pun-

teada de orden n − 1.

Por el Corolario 10.2.6, el funtor derivado de los morfismos RHomsSet0
de la cate-

goŕıa de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) induce en la categoŕıa de los n-tipos de

homotoṕıa reducidos Hon( sSet0 ), es decir la categoŕıa homotópica sSet0[(Wred
n )−1]

de la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ), un enriquecimiento con tensor

y cotensor sobre la categoŕıa cartesiana cerrada Hon−1( sSet ) de los (n − 1)-tipos de

homotoṕıa (la categoŕıa homotópica de los (n − 1)-grupoides).

La categoŕıa de los n-tipos de homotoṕıa reducidos con tal enriquecimiento sobre

la categoŕıa homotópica de los (n− 1)-grupoides es llamada la categoŕıa homotópica de

los n-grupos.

Señalemos la siguiente versión equivalente de esta categoŕıa: Escribimos Fibn0 pa-

ra denotar a la subcategoŕıa de sSet0 cuyos objetos son los conjuntos simpliciales

n-fibrantes reducidos, es decir los objetos fibrantes de (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) la

categoŕıa de modelos de la Proposición 10.1.2, o de manera explicita los complejos de

Kan X tales que X0 = ⋆ y πi(X) = 0 para i ≥ n + 1.

Deducimos del Corolario 10.2.6:

Corolario 10.2.7. Sea 0 < n <∞. Si X y Y son conjuntos simpliciales n-fibrantes

reducidos, el conjunto simplicial de los morfismos HomsSet0
(X,Y ) de (10.3) es un con-

junto simplicial (n − 1)-fibrante. Dicho de otro modo, el funtor HomsSet0
induce por

restricción un enriquecimiento de la categoŕıa Fibn0 sobre la categoŕıa catesiana cerra-

da Fibn−1 (ver el Lema 8.4.6).

Si hFibn0 denota a la categoŕıa de los conjuntos simpliciales n-fibrantes reducidos

donde el conjunto de morfismos es el conjunto de los componentes conectables por

trayectorias π0(HomsSet0
), se sigue que el funtor inclusión canónico de Fibn0 en sSet0

induce una equivalenca de categoŕıas entre hFibn0 y la categoŕıa de los n-tipos de

homotoṕıa reducidos Hon(sSet0).
Por último, observemos que el funtor HomsSet0

es un enriquecimiento de hFibn0 sobre

la categoŕıa cartesiana cerrada hFibn−1, mientras que el enriquecimiento de la categoŕıa
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de los n-tipos de homotoṕıa reducidos Hon(sSet0) sobre la categoŕıa cartesiana cerrada

de los (n − 1)-tipos de homotoṕıa Hon−1(sSet) es un funtor derivado de los morfismos

RHomsSet0
.

11. Conjuntos bisimpliciales reducidos

En la presente sección vamos a recordar la estructura de categoŕıa de modelos en los

conjuntos bisimpliciales reducidos (ssSet0,W
diag
n ,mono,fibdiagn ) donde las equivalen-

cias débiles son las n-equivalencias débiles diagonales. En el Corolario 11.3.4 determi-

namos condiciones suficientes para que un conjunto bisimplicial sea un objeto fibrante

en (ssSet0,W
diag
n ,mono,fibdiagn ).

§11.1. Denotamos como ssSet a la categoŕıa de los conjuntos bisimpliciales, es

decir de los funtores:

(∆ ×∆)op X // Set

([p], [q]) z→ Xp,q

y de las transformaciones naturales entre ellos.

Las proyecciones canónicas:

∆ ×∆
p1 // ∆

([p], [q]) z→ [p]

y ∆ ×∆
p2 // ∆ ,

([p], [q]) z→ [q]

inducen funtores p∗1,p
∗
2 ∶ sSet // ssSet definidos en un conjunto simplicial K como:

p∗1(K)p,q = Kp y p∗2(K)p,q = Kq ,

los cuales admiten funtores adjuntos definidos por las fórmulas:

p1 !(X) = colim
q

X●,q , p1 ∗(X) = lim
q
X●,q ≅ X●,0

p2 !(X) = colim
p

Xp,● y p2 ∗(X) = lim
p
Xp,● ≅ X0,● .

Definimos el producto caja de conjuntos simpliciales por la regla:

sSet × sSet
⊠ // ssSet .

(K,L) z→ p∗1(K) × p∗2L

Observemos que si k ≥ 0 las inclusiones canónicas:

(11.1) ∆
i1,k // ∆ ×∆

[p] z→ ([p], [k])

y ∆
i2,k // ∆ ×∆ ,

[q] z→ ([k], [q])
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inducen adjunciones:

ssSet

(i1,k)∗
99⊥

(i1,k)!

yy
sSet y ssSet

(i2,k)∗
99⊥

(i2,k)!

yy
sSet ,

donde (i1,k)!A ≅ A ⊠∆k y (i2,k)!A ≅ ∆k ⊠A para todo conjunto simplicial A.

Si X es un conjunto bisimplicial, llamamos a los siguientes conjuntos simpliciales:

(i1,k)∗X = X●,k = X0,k
sh0
55
X1,k

dh1

�� dh0ww
............ Xn,k

shn
44

sh0
⋮

GG
Xn+1,k

dhn+1⋮

�� dh0vv
............

y (i2,k)∗X = Xk,● = Xk,0
sv0
55
Xk,1

dv1

�� dv0ww
............ Xk,n

svn
44

sv0
⋮

GG
Xk,n+1

dvn+1⋮

�� dv0vv
............ ,

respectivamente, el conjunto simplicial horizontal y el conjunto simplicial vertical en

grado k de X.

Por ejemplo, si k = 0 se tiene que (i1,0)! ≅ p∗1, (i1,0)∗ ≅ p1 ∗, (i2,0)! ≅ p∗2 y (i2,0)∗ ≅ p2 ∗;

en particular:

(11.2) HomsSet(∆q,Xp,●) ≅ HomssSet(∆p ⊠∆q,X) ≅ HomsSet(∆p,X●,q)≅

Xp,q

para todo conjunto bisimplicial X.

Recordemos finalmente que la categoŕıa ssSet es cartesiana cerrada; en efecto, para

todo conjunto bisimplicial X se tiene la adjunción:

ssSet

X × ⋅
%%

⊥

hom(X, ⋅ )

ee ssSet donde hom(X,Y )p,q = HomssSet(X × (∆p ⊠∆q), Y ) .

En particular deducimos dos enriquecimientos de ssSet sobre la categoŕıa cartesiana

cerrada de los conjuntos simpliciales sSet:

(11.3) Hom
(i)
ssSet(X,Y )

n
= HomssSet(X × p∗i (∆n), Y )
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donde 0 ≤ i ≤ 1, junto con las adjunciones:

(11.4) sSet

X ×p∗i (⋅)
%%

⊥

Hom
(i)
ssSet

(X, ⋅)
ee ssSet y sSet

hom(p∗i (⋅),Y )
%%

⊥

Hom
(i)
ssSet

( ⋅ ,Y )
ee ssSetop .

§11.2. Escribimos ssSet0 para denotar a la subcategoŕıa plena de ssSet cuyos

objetos son los conjuntos bisimpliciales reducidos, es decir los conjuntos bisimpliciales

X tales que Xp,0 = ⋆ para todo p ≥ 0. De manera equivalente, ssSet0 es la categoŕıa de

los funtores:

∆op X // sSet0

[p] z→ Xp,●

y las transformaciones naturales entre ellos.

Si ssSet⋆ denota a la categoŕıa de los conjuntos bisimpliciales punteados, el funtor

inclusión de ssSet0 en ssSet se factoriza:

(11.5) ssSet0 � u

++

� � Funtor inclusión // ssSet .

ssSet⋆
Funtor que olvida

77

Más aún, las adjunciones (10.2) inducen adjunciones:

ssSet0 ≅ sSet∆op

0

⊥
� � //

F∆op

yy

sSet∆op ≅ ssSet

y ssSet0 ≅ sSet∆op

0
⊥

⊥
� � //

G∆op

yy

H∆op

ee
sSet∆op

⋆ ≅ ssSet⋆ .

(11.6)

Las versiones punteadas (ver (9.34) y (9.35)) de los enriquecimientos (11.3) de la

categoŕıa de los conjuntos bisimpliciales, inducen en la categoŕıa ssSet0 dos enriqueci-

mientos simpliciales:

Hom
(i)
ssSet0

(X,Y )
n
=HomssSet0((X × p∗i (∆n))/( ⋆ ×p∗i (∆n)), Y )

=HomssSet⋆((X × p∗i (∆n))/( ⋆ ×p∗i (∆n)), Y )

=Hom
(i)
ssSet⋆

(X,Y )
n

(11.7)
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donde 0 ≤ i ≤ 1, junto con adjunciones:

(11.8) sSet

X
(i)
∧ ⋅
%%

⊥

Hom
(i)
ssSet0

(X, ⋅)
ee ssSet0 y sSet

Y
(i)
∧ ⋅

%%
⊥

Hom
(i)
ssSet0

( ⋅ ,Y )
ee ssSetop0

definidas como sigue:

X
(i)
∧ K = (X × p∗i (K))/( ⋆ ×p∗i (K)) y

(Y
(i)
∧K)

p,q
= HomssSet0((p∗iK × (∆p ⊠∆q))/(p∗iK × (∆p ⊠ sq0(∆q))), Y ) .

Observemos que si X y Y son conjuntos bisimpliciales reducidos, se deduce de la

primera adjunción en (11.6) que:

Hom
(1)
sSet0

(X,Y )
n
= HomsSet0((X × p∗1(∆n))/( ⋆ ×p∗1(∆n)), Y )

≅ HomssSet(X × p∗1(∆n), Y )

= Hom
(1)
ssSet(X,Y )

n
.

(11.9)

Sin embargo, tenemos una función no necesariamente biyectiva:

Hom
(2)
ssSet0

(X,Y )
n

//
= Hom

(2)
ssSet(X,Y )

n=

HomssSet0
(X × p∗2(∆n)/( ⋆ ×p∗2(∆n)), Y ) HomssSet(X × p∗2(∆n), Y )≅

HomssSet0((X × p∗2(∆n))/( ⋆ ×p∗2(sq0∆n)), Y ) .

Proposición 11.2.1. Sea 0 ≤ n ≤ ∞. La categoŕıa de los conjuntos bisimpliciales

reducidos ssSet0 con el enriquecimiento Hom
(2)
ssSet0

admite una estructura de categoŕıa

de modelos simplicial de orden n, donde9

{ equivalencias débiles} = { f ∶ X // Y ∣ fp,● es una n-equivalencia

débil de conjuntos simpliciales ∀ p ≥ 0} = W
(2)
n ,

{ cofibraciones} = {monomorfismos} = mono ,

{fibraciones} = {morfismos con la propiedad de levantamiento

derecho con respecto a mono ∩ W
(2)
n } = fib(2)

n .

9Observemos que un morfismo f de ssSet0 es un monomorfismo si y solamente si fp,q es una

función inyectiva para cualesquiera p, q ≥ 0
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Más aún, si X es un conjunto bisimplicial reducido, entonces X es un objeto fibrante

de la categoŕıa de modelos (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ) si y solamente si, el morfismo

de conjuntos simpliciales reducidos inducido de la inclusión ∂∆p // ∆p :

(11.10) Hom
(2)
ssSet(p∗1∆p,X) // Hom

(2)
ssSet(p∗1∂∆p,X)

es una fibración de la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) para todo p ≥ 0.

Demostración. Ya que ssSet0 es isomorfa a la categoŕıa de los funtores:

∆op X // sSet0 ,

[p] z→ Xp,●

y ∆op admite una estructura de categoŕıa de Reedy donde:

∆op
+ = {n f→m ∈ ∆op ∣ f es sobreyectiva en ∆} , ∆op

− = {n f→m ∈ ∆op ∣ f es inyectiva en ∆}

y la función grado Ob(∆op) → N es la función identidad; deducimos de la categoŕıa

de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) de la Proposición 10.1.2 una estructura de la

categoŕıa de modelos en ssSet0 llamada de Reedy, cuyas equivalencias débiles son pre-

cisamente los elementos de W
(2)
n .

Para describir a las cofibraciones y a las fibraciones de Reedy, recordemos que si X

es un objeto de ssSet0, definimos para k ≥ 0 los objetos:

(11.11) Lk(X) = colim
k→l

sobre no id.

Xl,● y Mk(X) = lim
l→k

iny. non id.

Xl,● ;

donde el coĺımite y el ĺımite se calculan en la categoŕıa sSet0.

En particular, se tienen los morfismos canónicos:

Lk(X) // Xk,● // Mk(X)

Un morfismo f ∶ X // Y de ssSet0 es llamado una cofibración (resp. una fibra-

ción) de Reedy si el morfismo ϕ en el siguiente diagrama suma amalgamada (resp.

producto fibrado) en sSet0:

(11.12)

Lk(X)

colimfl,●

��

// Xk,●

��
fk,●

��

Lk(Y ) //

11

Lk(Y ) ∐
Lk(X)

Xk,●

ϕ ''
Yk,●
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

Xk,●
ϕ
(( &&

fk,●

((

Mk(X) ×
Mk(Y )

Yk,● //

��

Mk(X)

limfl,●

��
Yk,● // Mk(Y )

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

es una cofibración (resp. una fibración) de (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) para todo k ≥ 0.

Ya que por el Corolario 10.1.1 los coĺımites (resp. los ĺımites) de (11.11) y (11.12) son

coĺımites (resp. limites) en sSet, se deduce que un morifmos f ∶ X // Y de ssSet0 es

una cofinración de Reedy si y solamente si, su imagen en la categoŕıa de los conjuntos

bisimpliciales ssSet ≅ sSet∆op

es una cofibración de Reedy. En particular un morfismo

f ∶ X // Y de ssSet0 es una cofibración de Reedy si y solamente si las funciones fp,q

son inyectivas para p, q ≥ 0. Por lo que (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ) es efectivamente

una categoŕıa de modelos, la categoŕıa de modelos de Reedy de los objetos simpliciales

de la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ).

Por otro lado, se sigue de los isomorfismos:

Mp(X)q ≅ lim
l→p

iny. no id.

Xl,q ≅ lim
l→p

iny. no id.

(HomssSet(∆l ⊠∆q,X))

≅ HomssSet

⎛
⎝
( colim

l→p
iny. no id.

∆l) ⊠∆q,X
⎞
⎠

≅ HomssSet(∂∆p ⊠∆q,X)

= Hom
(2)
ssSet(p∗1∂∆p,X)

q
,

(11.13)

que un objeto X de ssSet0 es un objeto fibrante de Reedy si y solamente si, el morfismo

de conjuntos simpliciales reducidos inducido de la inclusión ∂∆p // ∆p :

Hom
(2)
ssSet(p∗1∆p,X) // Hom

(2)
ssSet(p∗1∂∆p,X)

es una fibración de la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) para toda p ≥ 0.

Finalmente, para mostrar que (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ) con el enriquecimien-

to Hom
(2)
ssSet0

es una estructura de categoŕıa de modelos simplicial de orden n, como

tenemos adjunciones (11.8), debemos solamente verificar la siguiente propiedad:

Si j∶ A // B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales y

q∶ X // Y es un monomorfismo de ssSet0, entonces el morfismo
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ϕ en el siguiente diagrama suma amalgamada de ssSet0:

(11.14) X
(2)
∧ A

X
(2)
∧ j ��

q
(2)
∧ A

// Y
(2)
∧ A

��
Y

(2)
∧ j

��

X
(2)
∧ B //

q
(2)
∧ B

//

X
(2)
∧ B ⊔

X
(2)
∧ A

Y
(2)
∧ A

ϕ ))
Y

(2)
∧ B ,

es un monomorfismo, el cual pertenece a W
(2)
n si j es una ∞-

equivalencia débil de conjuntos simpliciales o si q pertenece a W
(2)
n .

Con este fin, observemos que el funtor inclusión canónico ssSet0
� � // ssSet∗ con-

muta con colimites pequeños y productos pequeños; por lo que de acuerdo al Lema

9.3.3 es suficiente mostrar que la categoŕıa de los conjuntos bisimpliciales ssSet con el

enriquecimiento Hom
(2)
ssSet definido en (11.3) más arriba, es una categoŕıa de modelos

simplicial de orden n con la estructura de Reedy, es decir cuando:

{ equivalencias débiles} = { f ∶ X // Y ∣ fp,● es una n-equivalencia

débil de conjuntos simpliciales ∀ p ≥ 0} ,
{ cofibraciones} = {monomorfismos} .

De manera expĺıcita, es suficiente mostrar la siguiente propiedad:

Si j∶ A // B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales y

q∶ X // Y es un monomorfismo de conjuntos bisimpliciales, en-

tonces el morfismo ϕ en el siguiente diagrama suma amalgamada

de ssSet:

(11.15) X × p∗2A

X×p∗2j
��

q ×p∗2A // Y × p∗2A

��

Y ×p∗2j

��

X × p∗2B //

q ×p∗2B
00

X × p∗2B ⊔
X×p∗2A

Y × p∗2A
ϕ **
Y × p∗2B ,

es un monomorfismo de conjuntos bisimpliciales el cual pertenece

al conjunto:

(11.16) { f ∶ X // Y ∣ fp,● n-equivalencia débil ∀ p ≥ 0}
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si j es una n-equivalencia débil de conjuntos bisimpliciales, o si q

pertenece a (11.16).

Ya que ssSet es una categoŕıa de funtores en la categoŕıa de conjuntos, si j y q son

monomorfismos, todos los morfismos del diagrama (11.15) también son monomorfismos.

Además observemos que p∗2(j) pertenece a (11.16) si j es una n-equivalencia débil de

conjuntos simpliciales.

La propiedad deseada se deduce del hecho que los monomorfismos que pertenecen

a (11.16) son estables por cocambio de base y la familia (11.16) cumple la propiedad

2-de-3. �

En el siguiente enunciado damos condiciones suficientes para que un conjunto bi-

simplicial reducido sea un objeto fibrante de (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ) la categoŕıa

de modelos de la Proposición 11.2.1.

Lema 11.2.2. Si 0 ≤ n ≤∞ y X es un objeto de la categoŕıa ssSet0 que cumple las

siguientes propiedades:

(i) Xp,● es un n-grupoide de Kan para toda p ≥ 0, es decir si p ≥ 0, q ≥ 2 y

0 ≤ k ≤ q, la función:

(11.17) Hom(∆p ⊠∆q,X) // Hom(∆p ⊠Λq,k,X)

es sobreyectiva para 2 ≤ q ≤ n y biyectiva para q ≥ n + 1.

(ii) Para p ≥ n + 1 y q ≥ 1 la función:

(11.18) Hom(∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠∆q,X)

es biyectiva.

(iii) Para 2 ≤ p ≤ n, 2 ≤ q ≤ n y 0 ≤ k ≤ q la función:

(11.19) Hom(∂∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠Λq,k,X)

es sobreyectiva.

(iv) Para 1 ≤ p ≤ n, 2 ≤ q ≤ n y 0 ≤ k ≤ q la función:

(11.20) Hom(∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠∆q,X) ×
Hom(∂∆p⊠Λq,k,X)

Hom(∆p ⊠Λq,k,X)

es sobreyectiva.

entonces X es un objeto fibrante de (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ) la categoŕıa de modelos

de la Proposición 11.2.1.

Demostración. Sea 0 ≤ n ≤∞ y supongamos que X es un objeto de la categoŕıa

ssSet0 que cumple las propiedades (i), (ii), (iii) y (iv). Mostremos que se tiene también:
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(v) Para 0 ≤ p ≤ 1, 2 ≤ q ≤ n y 0 ≤ k ≤ q la función:

Hom(∂∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠Λq,k,X)

es sobreyectiva.

(vi) Para p ≥ n + 1, 2 ≤ q ≤ n y 0 ≤ k ≤ q la función:

Hom(∂∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠Λq,k,X)

es sobreyectiva.

(vii) Para p ≥ 0, q ≥ n + 1 y 0 ≤ k ≤ q la función:

Hom(∂∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠Λq,k,X)

es biyectiva.

(viii) Para p ≥ n + 1, 2 ≤ q ≤ n y 0 ≤ k ≤ q la función:

Hom(∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠∆q,X) ×
Hom(∂∆p⊠Λq,k,X)

Hom(∆p ⊠Λq,k,X)

es biyectiva.

(ix) Para p ≥ 1, q ≥ n + 1 y 0 ≤ k ≤ q la función:

Hom(∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠∆q,X) ×
Hom(∂∆p⊠Λq,k,X)

Hom(∆p ⊠Λq,k,X)

es biyectiva.

En efecto, la propiedad (v) se sigue para p = 0 porque ∂∆0 = ∅; mientras que para

p = 1 se sigue porque ∂∆1 ≅ ∆0 ⊔∆0 y ya que la función (11.17) es sobreyectiva si p = 0,

2 ≤ q ≤ n y 0 ≤ k ≤ q.
Por otro lado, de (ii) y de la definición de Λq,k como un conúcleo se deduce que:

(11.21) Hom(∆p ⊠Λq,k,X) // Hom(∂∆p ⊠Λq,k,X)

es una biyección si p ≥ n+1, 2 ≤ q ≤ n y 0 ≤ k ≤ q (nota que X es un conjunto bisimplicial

reducido), por lo que la propiedad (vi) es una consecuencia de (i) y (ii). Del mismo

modo, (vii) se sigue fácilmente de la definición de ∂∆p y de (i).

Notemos ahora que como (11.21) es una función biyectiva para p ≥ n + 1, 2 ≤ q ≤ n
y 0 ≤ k ≤ q, se tiene que el morfismo canónico:

Hom(∂∆p ⊠∆q,X) ×
Hom(∂∆p⊠Λq,k,X)

Hom(∆p ⊠Λq,k,X) // Hom(∂∆p ⊠∆q,X)

es una función biyectiva, por lo que (viii) es una consecuencia de (ii).
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De forma análoga, si p ≥ 1, q ≥ n + 1 y 0 ≤ k ≤ q, el morfismo canónico:

Hom(∂∆p ⊠∆q,X) ×
Hom(∂∆p⊠Λq,k,X)

Hom(∆p ⊠Λq,k,X) // Hom(∆p ⊠Λq,k,X)

es una función biyectiva por (vii), de modo que (ix) se sigue de (i).

Observemos finalmente que si X cumple las propiedades (i)-(ix), entonces para to-

da p ≥ 0 los conjuntos simpliciales reducidos Hom
(2)
ssSet(p∗1∆p,X) y Hom

(2)
ssSet(p∗1∂∆p,X)

son objetos fibrantes de la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) y el mor-

fismo:

(11.22) Hom
(2)
ssSet(p∗1∆p,X) // Hom

(2)
ssSet(p∗1∂∆p,X)

cumple la propiedad de levantamiento por la derecha con respecto al siguiente conjunto

de morfismos:

{ Λq,k/sq0Λq,k �
� α
q−1,k/sq0α

q−1,k

// ∆q/sq0∆q ∣ q ≥ 2 , 0 ≤ k ≤ q } .

Por lo tanto, se sigue de la Proposición 10.1.8 que el morfismo (11.22) es una fibra-

ción de la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) para toda p ≥ 0; es decir

X es un objeto fibrante de la categoŕıa de modelos (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ). �

§11.3. En esta sección queremos considerar la localisación de Bousfield de la

categoŕıa de modelos (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ) de la Proposición 11.2.1 con respecto

a las equivalencias débiles diagonales de conjuntos bisimpliciales. Obtendremos de este

modo a la categoŕıa de modelos de Dugger (ver [Dug01]) de los objetos simpliciales de

la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) (ver la Proposición 11.3.1 de más

abajo).

Recordemos para empezar que a partir del funtor diagonal de la categoŕıa de los

simplejos ∆
δ // ∆ ×∆

[n] z→ ([n], [n])

, se construye una adjunción:

(11.23) ssSet

δ∗

%%
⊥

δ∗

ee sSet ,

donde δ∗(X) = X ○ δop es llamado el conjunto simplicial diagonal de X.

Observemos que es posible tomar δ∗(A)p,q = HomsSet(∆p × ∆q,A). En efecto, el

funtor δ∗ conmuta con coĺımites pequeños y se tiene un isomorfismo natural:

HomsSet(δ∗(∆p ⊠∆q),A) = HomsSet(∆p ×∆q,A) = δ∗(A)p,q ≅ HomssSet(∆p ⊠∆q, δ∗A)

para todo conjunto simplicial A.
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Si nos restringimos a los conjuntos bisimpliciales reducidos, deducimos de (11.23)

una adjunción:

(11.24) ssSet0

diag

%%
⊥

r

ee sSet0 ;

donde diag(X)n =Xn,n y r(A)p,q = HomsSet0((∆p ×∆q)/(∆p × sq0(∆q)),A).

En particular:

r(A)p,q = HomsSet0((∆p ×∆q)/(∆p × sq0(∆q)), A)

≅ HomsSet0(((∆q/sq0(∆q)) ×∆p)/( ⋆ ×∆p), A)

= HomsSet0
(∆q/sq0(∆q),A)

p
(ver (10.3)) ;

es decir:

(11.25) r(A)p,● ≅ A
○∧∆p

y r(A)●,q ≅ HomsSet0
(∆q/sq0(∆q),A) .

Proposición 11.3.1. Si 0 ≤ n ≤ ∞ e 0 ≤ i ≤ 1, la categoŕıa de los conjuntos

bisimpliciales reducidos ssSet0 con el enriquecimiento Hom
(i)
ssSet0

admite una estructura

de categoŕıa de modelos simplicial punteada de orden n − 1, donde:

{ equivalencias débiles} = { f ∶ X // Y ∣ diag(f) es una n-equivalencia

débil de conjuntos simpliciales} = Wdiag
n ,

{ cofibraciones} = {monomorfismos} = mono ,

{fibraciones} = {morfismos con la propiedad de levantamiento

derecho con respecto a mono ∩ Wdiag
n } = fibdiagn .

Además, un conjunto bisimplicial reducido X es fibrante en la categoŕıa de modelos

(ssSet0,W
diag
n ,mono,fibdiagn ) si y solamente si, X es un objeto fibrante de la categoŕıa

de modelos (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ) de la Proposición 11.2.1 y todos los morfismos

de conjuntos simpliciales ϕ∗∶ Xk,● // Xl,● inducidos por los morfismos ϕ∶ [l] // [k]
de ∆ son n-equivalencias débiles.

Demostración. Si 0 ≤ n ≤ ∞, notemos para empezar que la categoŕıa de mode-

los (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ) de la Proposición 11.2.1 es una categoŕıa de modelos

propia por la izquierda (pues las cofibraciones son los monomorfismos) y combinatoria

(pues es la categoŕıa de los diagramas de una categoŕıa combinatoria sobre una cate-

goŕıa de Reedy). Se sigue del Teorema 4.7 de [Bar10] que existe su localización de
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Bousfield por la izquierda con respecto al siguiente conjunto de morfismos:

(11.26)

Sdiagn = { (∆l ⊠ Sm)/(∆l ⊠ ⋆)
ϕ∗⊠id // (∆k ⊠ Sm)/(∆k ⊠ ⋆) ∣ 1 ≤m ≤ n , [l] ϕ→ [k] ∈ ∆ } .

En los dos Lemas que siguen, escribimos [ ⋅ , ⋅ ](2)n para denotar al conjunto de los

morfismos en la categoŕıa de fracciones ssSet0[(W(2)
n )−1].

Lema 11.3.2. Si 0 ≤ n ≤∞, un conjunto bisimplicial reducido Z es un objeto Sdiagn -

local de la categoŕıa de modelos (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ) si y solamente si, el mor-

fismos de conjuntos simpliciales ϕ∗∶ Zk,● // Zl,● es una n-equivalencias débiles para

todo morfismo ϕ∶ [l] // [k] de ∆.

Demostración. Observemos para empezar que si l ≥ 0, tenemos una adjunción:

(11.27) sSet0

(∆l⊠⋅)/(∆l⊠⋆)
%%

⊥

( ⋅ )l,●

ee ssSet0 ;

en particular para todo conjunto bisimplicial reducido W tenemos isomorfismos:

HomsSet0
(Sm,Wl,●)n = HomsSet0((Sm ×∆n)/(⋆ ×∆n),Wl,●)

≅ HomssSet0(∆l ⊠ [(Sm ×∆n)/(⋆ ×∆n)]/(∆l ⊠ ⋆),W)

≅ HomssSet0([(∆l ⊠ Sm)/(∆l ⊠ ⋆)] × p∗2∆n/(⋆ × p∗2∆n),W)

≅ Hom
(2)
ssSet0

((∆l ⊠ Sm)/(∆l ⊠ ⋆),W)
n

;

si m ≥ 1 y n, l ≥ 0.

Por otro lado, no es dif́ıcil mostrar que el funtor (∆l⊠⋅)/(∆l⊠⋆) respeta los monomor-

fismos y env́ıa los elementos de la familia Wred
n en elementos de la familia W

(2)
n . Por lo

que el funtor ( ⋅ )l,● env́ıa los morfismos de las familias W
(2)
n y fib(2)

n en las familias Wred
n

y fibredn respectivamente. Deducimos que si Z es un conjunto simplicial reducido y W

es un remplazo fibrante de Z en la categoŕıa de modelos (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ),
entonces Wl,● es un remplazo fibrante de Zl,● en (sSet0,Wred

n ,mono,fibredn ) para todo

l ≥ 0.
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Si ϕ∶ [l] // [k] es un morfismo de ∆, tenemos aśı un diagrama conmutativo:

[(∆k ⊠ Sm)/(∆k ⊠ ⋆), Z](2)
n

(ϕ∗⊠id)∗ //

≅ [(∆l ⊠ Sm)/(∆l ⊠ ⋆), Z](2)
n≅

π0(Hom
(2)
ssSet0

((∆k ⊠ Sm)/(∆k ⊠ ⋆),W ))≅ π0(Hom
(2)
ssSet0

((∆l ⊠ Sm)/(∆l ⊠ ⋆),W ))≅
π0(HomsSet0

(Sm,Wk,●))≅ π0(HomsSet0
(Sm,Wl,●))≅

[Sm, Zk,●]
red

n≅ [Sm, Zl,●]
red

n≅

πm(Zk,●)
ϕ∗

// πm(Zl,●) ,

lo que muestra el enunciado deseado. �

Determinemos a las equivalencias débiles Sdiagn -locales:

Lema 11.3.3. Si 0 ≤ n ≤ ∞, un morfismo de conjuntos bisimpliciales reducidos

f ∶ X // Y es una equivalencia débil Sdiagn -local de (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ), si y

solamente si el morfismo diag(f)∶ diag(X) // diag(Y ) es una n-equivalencia débil

de conjuntos simpliciales reducidos.

Demostración. Notemos que la adjunción (11.24) es una adjunción de Quillen en-

tre las categoŕıas de modelos (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ) y (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ).

En efecto, por un lado el funtor diag respeta los monomorfismos.

Por otro lado, para mostrar que diag(W(2)
n ) ⊆ Wred

n observemos para empezar que

si f ∶ X // Y es un morfismo de ssSet0, entonces f pertenece a W
(2)
n si y solamente

si su imagen por el funtor inclusión ssSet0
// ssSet pertenece a:

(11.28) { f ∶ W // Z ∣ fp,● pertenece a Wn para toda p ≥ 0} ;

y además, diag(f) es una n-equivalencia débil si y solamente si su imagen por el funtor

inclusión sSet0
// sSet es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales.

Por lo tanto diag(W(2)
n ) ⊆ Wred

n pues de acuerdo a un resultado de Denis-Charles

Cisinski (ver el Corolario 2.3.17 y el Teorema 1.4.3 de [Cis06]), para toda 0 ≤ n ≤ ∞
la imagen por el funtor diagonal δ∗∶ ssSet // sSet del conjunto de morfismos (11.28)

está contenido en Wn.

Recordemos ahora que para todo conjunto simplicial reducido A:

r(A)p,q = HomsSet0((∆p ×∆q)/(∆p × sq0(∆q)), A) ≅ (A
○∧∆p)

q
(voir (10.4)) ;
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por lo que si consideramos el funtor p∗2 ∶ sSet0
// ssSet0 donde p∗2(A)p,q = Aq ≅

(A
○∧∆0)

q
, podemos definir una transformación natural η∶ p∗2 +3 r por el siguiente cua-

drado conmutativo:

p∗2(A)p,q
(ηA)p,q //

≅
r(A)p,q

=
HomsSet0((∆0 ×∆q)/(∆0 × sq0(∆q)),A)

=
HomsSet0((∆p ×∆q)/(∆p × sq0(∆q)),A)

=
(A

○∧∆0)
q

(A
○

∧ϕ)q

// (A
○∧∆p)

q
,

donde ϕ∶ ∆p // ∆0 es el morfismo canónico, el cual es una ∞-equivalencia débil.

Como el funtor r es adjunto de Quillen por la derecha, se sigue que para todo

objeto fibrante A de (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ), el morfismo de conjuntos simpliciales

reducidos (ηA)p,●∶ p∗2(A)p,● // r(A)p,● es una ∞-equivalencia débil para toda p ≥ 0,

es decir el morfismo de conjuntos bisimpliciales reducidos ηA∶ p∗2(A) // r(A) es una

equivalencia débil de la categoŕıa de modelos (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ).
Se concluye que si A es un objeto fibrante de (sSet0,Wred

n ,mono,fibredn ) y X es

un conjunto simplicial reducido cualquiera, hay biyecciones naturales:

[diag(X),A]red
n

≅ [Ldiag(X),A]red
n

≅ [X,Rr(A)](2)
n

≅ [X,p∗2(A)](2)
n
.

Por lo que un morfismo de conjuntos bisimpliciales reducidos f ∶ X // Y satis-

face que diag(f) es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales reducidos, si y

solamente si para todo objeto fibrante A de (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) la siguiente

función es biyectiva:

[Y, p∗2(A)](2)
n

f∗
// [X,p∗2(A)](2)

n
.

Ya que p∗2(A) es un objeto Sdiagn -local para todo conjunto simplicial reducido A,

se sigue que si f es una equivalencia débil Sdiagn -local de la categoŕıa de modelos

(ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ) entonces diag(f) es una n-equivalencia débil de conjuntos

simpliciales reducidos.

Para mostrar el rećıproco, notemos que si Z es un objeto Sdiagn -local y fibrante

de la categoŕıa de modelos (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ), el morfismo p∗2(Z0,●) // Z

definido por las funciones sh0 . . . s
h
0´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

p

∶ Z0,q
// Zp,q pertenece a W

(2)
n , donde Z0,● es un

objeto fibrante de (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) porque el funtor ( ⋅ )0,● de (11.27) es

adjunto de Quillen por la derecha.
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Deducimos un cuadrado conmutativo:

[Y,Z](2)
n

≅

f∗
// [X,Z](2)

n
≅

[Y, p∗2(Z0,●)]
(2)
n

≅
[X,p∗2(Z0,●)]

(2)
n

≅
[diag(Y ), Z0,●]

red

n diag(f)∗
// [diag(X), Z0,●]

red

n

para todo objeto Sdiagn -local y fibrante Z de (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ). Lo que im-

plica que si diag(f) es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales reducidos,

entonces f es una equivalencia débil Sdiagn -local de (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ). �

Se sigue del Teorema 4.7 de [Bar10] y de los Lemas 11.3.2 y 11.3.3 de arriba que

(ssSet0,W
diag
n ,mono,fibdiagn ), es efectivamente una categoŕıa de modelos, cuyos obje-

tos fibrantes son los objetos fibrantes X de (ssSet0,W
(2)
n ,mono,fib(2)

n ), la categoŕıa

de modelos de la Proposición 11.2.1, tales que ϕ∗∶ Xk,● // Xl,● es una n-equivalencia

débil para todo morfismo ϕ∶ [l] // [k] de ∆ .

Si 0 ≤ i ≤ 1, para mostrar que la categoŕıa de modelos (ssSet0,W
diag
n ,mono,fibdiagn )

con el enriquecimiento Hom
(i)
ssSet0

definido en (11.7) es simplicial de orden n, debemos

mostrar que se cumplen la siguiente propiedad:

Si j∶ A // B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales y

q∶ X // Y es un monomorfismo de ssSet0, entonces el morfismo

ϕ en el siguiente diagrama suma amalgamada de ssSet0:

(11.29) X
(i)
∧ A

X
(i)
∧ j
��

q
(i)
∧ A

// Y
(i)
∧ A

�� Y
(i)
∧ j

��

X
(i)
∧ B //

q
(i)
∧B

//

X
(i)
∧ B ⊔

X
(i)
∧ A

Y
(i)
∧ A

ϕ ''

Y
(i)
∧ B ,

es un monomorfismo, el cual pertenece a Wdiag
n si j es una ∞-

equivalencia débil de conjuntos simpliciales, o si q pertenece a Wdiag
n .

Ya que el funtor inclusión ssSet0
� � // ssSet∗ conmuta con los ĺımites y los coĺımi-

tes pequeños, como mencionamos en la prueba de la Proposición 11.2.1, para mostrar

lo deseado se sigue del Lema 9.3.3 que basta mostrar que la categoŕıa de los conjuntos

bisimpliciales ssSet con el enriquecimiento Hom
(i)
ssSet definido en (11.3) más arriba, es



176 Elhoim Sumano

una categoŕıa de modelos simplicial de orden n donde:

{ equivalencias débiles} = { f ∶ X // Y ∣ δ∗(f) es una n-equivalencia

débil de conjuntos simpliciales ∀ p ≥ 0} ,
{ cofibraciones} = {monomorfismos} ;

donde δ∗∶ ssSet // sSet es el funtor diagonal para los conjuntos bisimpliciales.

De manera expĺıcita, es suficiente con mostrar la siguiente propiedad:

Si j∶ A // B es un monomorfismo de conjuntos simpliciales y

q∶ X // Y es un monomorfismo de conjuntos bisimpliciales, en-

tonces el morfismo ϕ en el siguiente diagrama suma amalgamada

de ssSet:

(11.30) X × p∗iA

X×p∗i j

��

q ×p∗iA // Y × p∗iA

��

Y ×p∗i j

��

X × p∗iB //

q ×p∗iB
00

X × p∗iB ⊔
X×p∗iA

Y × p∗iA
ϕ **
Y × p∗iB ,

es un monomorfismo de conjuntos bisimpliciales, el cual pertenece

al siguiente conjunto:

(11.31) { f ∶ X // Y ∣ δ∗(f) n-equivalencia débil ∀ p ≥ 0}

si j es una n-equivalencia débil de conjuntos simpliciales, o si q

pertenece a (11.31).

Esto es una consecuencia de que δ∗(p∗i (j)) = j es una n-equivalencia débil si j lo es.

Finalmente, para mostrar que (ssSet0,W
diag
n ,mono,fibdiagn ) con el enriquecimiento

Hom
(i)
ssSet0

es una categoŕıa de modelos simplicial de orden n − 1, por el Lema 6.4.2 y

los Corolarios 9.2.5 y 10.2.6, es suficiente mostrar que la siguiente adjunción es una

equivalencia de Quillen entre las categoŕıas de modelos (ssSet0,W
diag
n ,mono,fibdiagn )

y (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ):

(11.32) ssSet0

( ⋅ )0,●

99⊥

p∗2

yy
sSet0 .

Para empezar se verifica sin problemas que el funtor p∗2 es Quillen por la izquierda.

Por otro lado, si A es un objeto fibrante de (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ), se verifica

también sin dificultad que R( )0,● ○Lp∗ (A) es isomorfo a A. De la misma forma, si X
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es un objeto fibrante de la categoŕıa de modelos (ssSet0,W
diag
n ,mono,fibdiagn ), se tiene

que Lp∗ ○R( )0,● (X) es isomorfo a X. �

Escribimos Hon(ssSet0) para denotar a la categoŕıa homotópica ssSet0[(Wdiag
n )−1]

de la categoŕıa de modelos (ssSet0,W
diag
n ,mono,fibdiagn ) de la Proposición 11.3.1. Se

sigue de la Proposición 11.3.1 que los funtores derivados de los morfismos RHom
(i)
ssSet0

para 0 ≤ i ≤ 1 son enriquecimientos forzosamente isomorfos de Hon(ssSet0) sobre la

categoŕıa cartesiana cerrada de los (n−1)-tipos de homotoṕıa Hon−1(sSet) (la categoŕıa

de los (n − 1)-grupoides).

La categoŕıa Hon(ssSet0) enriquecida de esta forma sobre la categoŕıa de los (n−1)-
grupoides, la llamamos la categoŕıa homotópica de los n-grupos de Segal. Notemos que

la equivalencia de Quillen (11.32) induce una equivalencia entre la categoŕıa homotópica

de los n-grupos de Segal y la categoŕıa homotópica de los n-grupos:

(11.33) Hon(ssSet0)
R( ⋅ )0,●

99≃

Lp∗2

yy
Hon(sSet0) .

Observemos que la adjunción de Quillen (11.24) (nota que el funtor diag es un

funtor adjunto de Quillen por la izquierda) también es una equivalencia de Quillen. En

efecto (11.24) induce una equivalencia de categoŕıas:

(11.34) Hon(ssSet0)
Ldiag

99≃

Rr

yy
Hon(sSet0)

pues según la prueba del Lema 11.3.3 un funtor derivado Rr es isomorfo a un funtor

derivado Lp∗2 (nota que el funtor p∗2 env́ıa las n-equivalencias débiles reducidas en n-

equivalencias débiles diagonales).

El siguiente enunciado se sigue del Lema 11.2.2 y la Proposición 11.3.1:

Corolario 11.3.4. Si 1 ≤ n ≤ ∞ y X es un objeto de la categoŕıa ssSet0 que

cumple las siguientes propiedades:

(i) Si ϕ∶ [l] // [k] es cualquier morfismo de la categoŕıa de los simplejos ∆, el

morfismo inducido ϕ∗∶ Xk,● // Xl,● es una n-equivalencia débil de conjun-

tos simpliciales.

(ii) Xp,● es un n-grupoide de Kan para toda p ≥ 0, es decir si p ≥ 0, q ≥ 2 y

0 ≤ k ≤ q, la función:

(11.35) Hom(∆p ⊠∆q,X) // Hom(∆p ⊠Λq,k,X)

es sobreyectiva para 2 ≤ q ≤ n y biyectiva para q ≥ n + 1.
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(iii) Para p ≥ n + 1 y q ≥ 1 la función:

(11.36) Hom(∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠∆q,X)

es biyectiva.

(iv) Para 2 ≤ p ≤ n, 2 ≤ q ≤ n y 0 ≤ k ≤ q la función:

(11.37) Hom(∂∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠Λq,k,X)

es sobreyectiva.

(v) Para 1 ≤ p ≤ n, 2 ≤ q ≤ n y 0 ≤ k ≤ q la función:

(11.38) Hom(∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠∆q,X) ×
Hom(∂∆p⊠Λq,k,X)

Hom(∆p ⊠Λq,k,X)

es sobreyectiva.

entonces X es un objeto fibrante de (ssSet0,W
diag
n ,mono,fibdiagn ) la categoŕıa de mo-

delos de la Proposición 11.3.1.

12. Conjuntos simpliciales truncados

En esta sección damos notación básica sobre las categoŕıas cartesianas cerradas de

los conjuntos simpliciales (n+1)-coesqueléticos, de los conjuntos simpliciales débilmente

n-coesqueléticos y de los n-grupoides de Kan.

En la Proposición 12.4.3 y en §12.5 recordamos que los n-grupoides de Kan (resp.

n-grupos de Kan) modelan todos los n-tipos de homotoṕıa (resp. los n-tipos de homo-

toṕıa punteados conexos). También, en el Corolario 12.5.4 recordamos que la categoŕıa

homotópica de los 1-tipos de homotoṕıa punteados conexos es equivalente a la categoŕıa

de los grupos.

Para terminar mostramos versiones punteadas y bisimpliciales de algunos resultados

sobre truncación.

§12.1. Si n ≥ 0, denotemos como ∆≤n a la subcategoŕıa plena de la categoŕıa

de los simplejos ∆ cuyos objetos son los conjuntos totalmente ordenados [k] para

0 ≤ k ≤ n. La categoŕıa de los conjuntos simpliciales n-truncados sSet≤n es la categoŕıa

de los funtores ∆≤n // Set y las transformaciones naturales entre ellos.

Consideremos la adjunción inducida por el funtor inclusión τn∶ ∆≤n
� � // ∆ :

(12.1) sSet≤n ⊥
xx

τ ∗n

τn ∗

99 sSet .
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Recordemos que si X es un conjunto simplicial, escribimos csqn(X) para denotar

al conjunto simplicial τn ∗τ∗n (X), y lo llamamos el n-coesqueleto de X. Si el morfismo

ηX ∶ X // csqn(X) es un isomorfismo, donde η es cualquier unidad de la adjunción

τn ∗ ⊣ τ∗n , decimos que X es n-coesquelético o que X es un n-coesqueleto. De manera

equivalente, X es n-coesquelético si para todo conjunto simplicial A la siguiente función

es biyectiva:

HomsSet(A,X)
τ ∗n // HomsSet≤n(τ ∗

n A, τ
∗
n X) .

Más aún, ya que el funtor τn ∗ de la adjunción (12.1) es fielmente pleno, un conjunto

simplicial X es n-coesquelético si y solamente si, X es isomorfo a un objeto en la imagen

del funtor τn ∗.

Mostremos:

Lema 12.1.1. Si X es un conjunto simplicial son son equivalentes:

(i) X es n-coesquelético.

(ii) X es m-coesquelético para toda m ≥ n.

(iii) Para toda m ≥ n, la función:

HomsSet(∆m+1,X)
αmX // HomsSet(∂∆m+1,X)

inducida del morfismo αm∶ ∂∆m+1 // ∆m+1 es biyectiva.

Demostración. Observemos que si jm∶ ∆≤m
� � // ∆≤m+1 denota al funtor inclu-

sión canónico, podemos descomponer salvo isomorfismo a la adjunción:

sSet≤m ⊥
ww

τ ∗

m

τm ∗

99 sSet

como la siguiente composición:

sSet≤m ⊥
||

j ∗

m

jm ∗

;; sSet≤m+1 ⊥
}}

τ ∗

m+1

τm+1 ∗

<< sSet ;

donde los funtores jm ∗ y τm+1 ∗ son fielmente plenos.

Se deduce que si X es un conjunto simplicial isomorfo a un objeto en la imagen del

funtor τm ∗, entonces X también es isomorfo a un objeto en la imagen de τm+1 ∗. De

donde (i) implica (ii).
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Para mostrar lo que falta de la afirmación, observemos para empezar que si A es

un conjunto simplicial m-truncado, podemos describir salvo isomorfismo al conjunto

simplicial (m + 1)-truncado jm ∗(A) de la siguiente manera:

jm ∗(A)k = Ak si 0 ≤ k ≤m
y jm ∗(A)m+1 = HomsSet≤m(τ ∗

m ∂∆m+1,A).

Los morfismo cara y degenerados dki ∶ Ak+1
// Ak y ski ∶ Ak // Ak+1 , son defi-

nidos para 0 ≤ k <m como aquellos de A; mientras que los morfismos:

jm ∗(A)m+1 = HomsSet≤m(τ ∗
m ∂∆m+1,A)

dmi //
HomsSet≤m(τ ∗

m ∆m,A) ≅ Am
smi

oo ,

se inducen de los morfismo canónicos:

∆m i-ésima

componente
// ⊔
0≤i≤m+1

∆m
⊔δi // // ∂∆m+1 y ∂∆m+1 αm // ∆m+1

σmi // ∆m .

Dicho de otro modo, módulo el isomorfismo:

(12.2) jm ∗(A)m+1 ≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(a0, . . . , am+1) ∈

m+1

∏
0

Am

RRRRRRRRRRR

dm−1
i aj = dm−1

j−1 ai

si 0 ≤ i < j ≤m + 1.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
,

estos morfismos son definidos por las reglas:

(a0, . . . , am+1) � // ai

jm ∗(A)m+1
dmi

//
Amsmi

oo

(b0, . . . , bm+1) a
�oo

donde bk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sm−1
i−1 d

m−1
k a 0 ≤ k ≤ i − 1

a i ≤ k ≤ i + 1

sm−1
i dm−1

k−1 a i + 2 ≤ k ≤m + 1 .

Podemos ahora describir a una unidad de la adjunción jm ∗ ⊣ j ∗
m como sigue: Si B

es un conjunto simplicial (m+1)-truncado, el morfismo B // jm ∗j ∗
m (B), es definido

para 0 ≤ k ≤m como la función identida, y para k =m + 1 como la función:

Bm+1
//

≅
jm ∗j ∗

m (B)m+1

≅
HomsSet≤m+1

(τ ∗
m+1∆m+1,B)

,,

HomsSet≤m(τ ∗
m ∂∆m+1, j ∗

m B)
≅

HomsSet≤m+1
(τ ∗
m+1∂∆m+1,B) ,

inducida del morfismo αm∶ ∂∆m+1 // ∆m+1 .

En particular, ya que jm ∗ es un funtor fielmente pleno, se verifica que si X es cual-

quier conjunto simplicial, el conjunto simplicial (m + 1)-truncado τ ∗
m+1(X) es isomorfo
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a un objeto en la imagen del funtor jm ∗, si y solamente si la función:

HomsSet≤m+1
(τ ∗
m+1∆m+1, τ ∗

m+1X) //

≅
HomsSet≤m+1

(τ ∗
m+1∂∆m+1, τ ∗

m+1X)
≅

HomsSet(∆m+1,X)
αmX

// HomsSet(∂∆m+1,X)

,

es biyectiva. Por lo tanto, las propiedades (ii) y (iii) son equivalentes. �

Mostremos también:

Corolario 12.1.2. Sea n ≥ 0. Si X es un conjunto simplicial que cumple la condi-

ción de extensión de Kan en dimensión 1 ≤m ≤ n + 1, es decir si la función:

HomsSet(∆m+1,X)
αm,kX // HomsSet(Λm+1,k,X)

es sobreyectiva para 1 ≤ m ≤ n + 1 y 0 ≤ k ≤ m + 1, entonces csqn+1(X) es un complejo

de Kan tal que:

πm(csqn+1X,a) = 0 para toda a ∈ csqn+1(X)0 =X0 y m ≥ n + 1;

dicho de otro modo csqn+1(X) es un objeto fibrante de (sSet,Wn,mono,fibn) la ca-

tegoŕıa de modelos del Teorema 8.4.2.

En particular, si X es un complejo de Kan y η es cualquier unidad de la adjunción

τn ∗ ⊣ τ ∗
n , el monomorfismo de conjuntos simpliciales ηX ∶ X // csqn+1(X) es una

n-equivalencia débil.

Demostración. Deducimos de los Lemas 8.3.1 y 12.1.1 que para todo X el con-

junto simplicial csqn+1(X) cumple la condición de extensión de Kan en dimensión

m ≥ n + 2.

Consideremos ahora el siguiente cuadrado conmutativo:

(12.3) HomsSet(∆m+1,X)

��

αm,kX // HomsSet(Λm+1,k,X)

��

HomsSet(∆m+1,csqn+1X)
αm,k
csqn+1(X)

// HomsSet(Λm+1,k,csqn+1X) ,

inducido de los morfismos ηX ∶ X // csqn+1X y Λm+1,k // ∆m+1 .

Ya que se tiene un isomorfismo (ηX)p ∶ Xp ≅ csqn+1(X)p para 0 ≤ p ≤ n + 1, encon-

tramos que en el cuadrado (12.3) la flecha que desciende por el lado derecho es una

biyección para toda 1 ≤m ≤ n+1 y 0 ≤ k ≤m+1 (de manera equivalente se puede notar

que sqn+1(Λm+1,k) ≅ Λm+1,k si 1 ≤m ≤ n + 1); en particular si suponemos que la función

αm,kX es sobreyectiva para 1 ≤ m ≤ n + 1 y 0 ≤ k ≤ m + 1 entonces la flecha αm,k
csqn+1(X)

también es sobreyectiva para 1 ≤ m ≤ n + 1 y 0 ≤ k ≤ m + 1; es decir si X cumple la
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condición de extensión de Kan en dimensión 1 ≤m ≤ n+1, entonces csqn+1(X) también

la cumple y por lo tanto csqn+1(X) es un complejo de Kan.

Para mostrar la segunda parte, observemos primero que si Y es cualquier complejo

de Kan tal que:

HomsSet(∆m+1, Y )
αmY // HomsSet(∂∆m+1, Y )

es una función inyectiva para m ≥ n + 1, resulta de la Proposición 8.6.1 que para todo

a ∈ Y0 y m ≥ n+2, el grupo πm(Y, a) es un cociente de un conjunto con un único punto;

por lo tanto, πm(Y, a) = 0 para todo a ∈ Y0 y m ≥ n+ 2. En particular, como csqn+1(X)
es un complejo de Kan, πm(csqn+1X,a) = 0 para todo a ∈X0 y m ≥ n + 2.

Deducimos también de la Proposición 8.6.1 que πn+1(csqn+1X,a) = 0 para todo

a ∈X0. En efecto, por un lado sabemos que podemos identificar:

csqn+1(X)n+2 =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(z0, . . . , zn+2) ∈

n+2

∏
0

Xn+1

RRRRRRRRRRR

dizj = dj−1zi

si 0 ≤ i < j ≤ n + 2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
y csqn+1(X)n+1 = Xn+1 ,

de modo que los morfismos cara di∶ csqn+1(X)n+2
// csqn+1(X)n+1 para 0 ≤ i ≤ n + 2

correspondan a las proyecciones canónicas. De modo que si x y y son (n+ 1)-simplejos

de csqn+1(X) tales que dix = diy = a para todo 0 ≤ i ≤ n + 1, se verifica sin dificultad

que (x, y, a, . . . , a) es una homotoṕıa de x en y.

Por último, si X es un complejo de Kan se sigue de la Proposición 8.6.1 que el mor-

fismo ηX ∶ X // csqn+1(X) es una n-equivalencia débil, pues (ηX)p ∶Xp ≅ csqn+1(X)p
es un isomorfismo para 0 ≤ p ≤ n + 1. �

Observemos que si X y Y son conjuntos simpliciales (n + 1)-coesqueléticos (resp.

complejos de Kan (n+1)-coesqueléticos), deducimos del Lema 12.1.1 (resp. de los Lemas

12.1.1 y 8.4.6) que el producto cartesiano argumento por argumento X × Y también

es un conjunto simplicial (n + 1)-coesquelético (resp. un complejo de Kan (n + 1)-
coesquelético).

Mostremos:

Lema 12.1.3. Sea n ≥ 0. Si X y Y son conjuntos simpliciales, entonces el conjunto

simplicial HomsSet(X,csqn+1Y ) es (n + 1)-coesquelético. Más aún, si η es una unidad

arbitraria de la adjunción τn ∗ ⊣ τ ∗
n , el morfismo ηX ∶ X // csqn+1(X) induce un

isomorfismo de conjuntos simpliciales:

(12.4) HomsSet(csqn+1X,csqn+1Y ) ≅ // HomsSet(X,csqn+1Y ) .

En particular, el conjunto simplicial de los morfismos Hom(X,Y ) es (n + 1)-co-

esquelético (resp. un complejo de Kan (n + 1)-coesquelético) si X y Y son conjuntos

simpliciales (n + 1)-coesqueléticos (resp. complejos de Kan (n + 1)-coesqueléticos).
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Demostración. Si X y Y son dos conjuntos simpliciales, mostremos que el con-

junto simplicial HomsSet(X,csqn+1Y ) es (n+1)-coesquelético, es decir que el morfismo:

(12.5)

HomsSet(∆m+1,HomsSet(X,csqn+1Y ))
αmX // HomsSet(∂∆m+1,HomsSet(X,csqn+1Y )) ,

es una biyección si m ≥ n + 1.

Para ello descomponemos (12.5) como la siguiente sucesión de biyecciones:

HomsSet(∆m+1,HomsSet(X,csqn+1Y )) ≅ HomsSet(∆m+1 ×X,csqn+1Y ) (i)

≅ HomsSet≤n+1(τ∗n+1(∆m+1 ×X), τ∗n+1Y ) (ii)

≅ HomsSet≤n+1(τ∗n+1(∆m+1) × τ∗n+1(X), τ∗n+1Y ) (iii)

≅ HomsSet≤n+1
(τ∗n+1(∂∆m+1) × τ∗n+1(X), τ∗n+1Y ) (iv)

≅ HomsSet≤n+1(τ∗n+1(∂∆m+1 ×X), τ∗n+1Y ) (v)

≅ HomsSet(∂∆m+1 ×X,csqn+1Y ) (vi)

≅ HomsSet(∂∆m+1,HomsSet(X,csqn+1Y )) (vii)

donde (i) y (vii) son consecuencias de la adjunción (8.5); (ii) y (vi) se deducen de la

igualdad csqn+1 = τn+1 ∗τ ∗
n+1 y porque τn+1 ∗ ⊣ τ ∗

n+1; (iii) y (v) son biyecciones ya que τ ∗
n+1

conmuta con productos pequeños; y finalmente (iv) se cumple, pues la (n+1)-truncación

del morfismo ∂∆m+1 �
� // ∆m+1 es un isomorfismo siempre que m ≥ n + 1.

Mostremos ahora que el morfismo (12.4) es una biyección para todo conjunto sim-

plicial Y . Para ello recordemos que el funtor τ ∗
n+1 conmuta con productos pequeños, y

que τ ∗
n+1(ηX)∶ τ ∗

n+1(X) // τ ∗
n+1(csqn+1(X)) es un isomorfismo de conjuntos simplicia-

les truncados. Verificamos entonces que (12.4) en k ≥ 0 se descompone como la siguiente

sucesión de biyecciones:

HomsSet(X,csqn+1Y )
k
= HomsSet(X ×∆k,csqn+1Y ) ≅ HomsSet≤n+1(τ ∗

n+1(X ×∆k), τ ∗
n+1Y )

≅ HomsSet≤n+1
(τ ∗
n+1(X) × τ ∗

n+1(∆k), τ ∗
n+1Y )

≅ HomsSet≤n+1(τ ∗
n+1(csqn+1(X)) × τ ∗

n+1(∆k), τ ∗
n+1Y )

≅ HomsSet≤n+1(τ ∗
n+1(csqn+1(X) ×∆k), τ ∗

n+1Y )

≅ HomsSet≤n+1(csqn+1(X) ×∆k,csqn+1Y ) = HomsSet(csqn+1X,csqn+1Y )
k
.

�

Mostremos una versión reducida del Lema 12.1.3:

Lema 12.1.4. Sean X y W conjuntos simpliciales reducidos. Si W es (n + 1)-

coesquelético entonces HomsSet0
(X,W ) también lo es.
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Demostración. Si W es (n+1)-coesquelético, mostremos que la siguiente función

es biyectiva para toda m ≥ n + 1:

(12.6) HomsSet(∆m+1,HomsSet0
(X,W ))

αmX // HomsSet(∂∆m+1,HomsSet0
(X,W )) .

En efecto, esto se muestra de manera análoga a la prueba del Lema 12.1.3 descom-

poniendo la función (12.6) como la siguiente sucesión de biyecciones:

HomsSet(∆m+1,HomsSet0
(X,W )) ≅ HomsSet((X ×∆m+1)/( ⋆ ×∆m+1),csqn+1W) (i)

≅ HomsSet≤n+1(τ∗n+1((X ×∆m+1)/( ⋆ ×∆m+1)), τ∗n+1W) (ii)

≅ HomsSet≤n+1(τ∗n+1((X × ∂∆m+1)/( ⋆ ×∂∆m+1)), τ∗n+1W) (iii)

≅ HomsSet((X × ∂∆m+1)/( ⋆ ×∂∆m+1),csqn+1W) (iv)

≅ HomsSet(∂∆m+1,HomsSet0
(X,W )) (v)

donde (i) y (v) son consecuencia del isomorfismo W ≅ csqn+1W , de la adjunción:

HomsSet0((X ×K)/(⋆ ×K), Y ) ≅ HomsSet(K,HomsSet0
(X,Y )) ,

y de que sSet0
// sSet es un funtor fielmente pleno; (ii) y (iv) se deducen de la

igualdad csqn+1 = τn+1 ∗τ ∗
n+1 y porque τn+1 ∗ ⊣ τ ∗

n+1; y finalmente (iii) es una biyección ya

que τ ∗
n+1 conmuta con ĺımites y coĺımites pequeños y la (n+1)-truncacion del morfismo

∂∆m+1 �
� // ∆m+1 es un isomorfismo para m ≥ n + 1. �

§12.2. Si n ≥ 0, un conjunto simplicial X es llamado débilmente n-coesquelético

si la función:

HomsSet(∆m+1,X)
αmX // HomsSet(∂∆m+1,X) ,

inducida de la inclusión αm∶ ∂∆m+1 �
� // ∆m+1 , es biyectiva para m > n e inyectiva para

m = n.

Se sigue del Lema 12.1.1 que X es débilmente n-coesquelético si y solamente si,

el morfismo canónico de conjuntos simpliciales X // csqm(X) es un monomorfismo

para m = n y un isomorfismo para m ≥ n + 1; es decir si X está contenido es su n-

coesqueleto y X es (n + 1)-coesquelético10.

Si X es un conjunto simplicial y n ≥ 0 es un número natural, definimos un conjunto

débilmente n-coesquelético csq′n+1(X) y una sucesión de morfismos:

X // csqn+1(X) // csq′n+1(X),

10En la Definición 2.5 de [Dus02] los conjuntos simpliciales débilmente n-coesqueléticos son lla-

mados complejos de Postnikov de dimensión n
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de la siguiente manera11: Consideremos la relación de equivalencia
n∼ en el conjunto

Xn+1 de los (n + 1)-simplejos de X:

(12.7) x
n∼ y ∈Xn+1 ⇐⇒ dix = diy para toda 0 ≤ i ≤ n + 1;

y denotamos τ∗n+1(X)′ al conjunto simplicial (n + 1)-truncado, que deducimos de la

(n + 1)-truncación τ∗n+1(X) de X imponiendo la relación
n∼ sobre el conjunto Xn+1.

Si 0 ≤m ≤ n − 1, los morfismos cara y degenerados de τ∗n+1(X)′ son los de X:

Xm+1

di
��

τ∗n+1(X)′m+1

di
��

Xm τ∗n+1(X)′m

y

Xm+1 τ∗n+1(X)′m+1

Xm

si

OO

τ∗n+1(X)′m

si

OO
;

mientras que para m = n, son definidos por cuadrados conmutativos:

Xn+1
cociente //

di
��

τ∗n+1(X)′n+1

di
��

Xn τ∗n+1(X)′n

y

Xn+1
cociente // τ∗n+1(X)′n+1

Xn

si

OO

τ∗n+1(X)′n

si

OO
.

Definimos csq′n+1(X) como el conjunto simplicial τn+1∗(τ∗n+1(X)′), donde τn+1∗ es

el funtor adjunto por la derecha del funtor truncación τ∗n+1 (ver (12.1)). Aplicando

τn+1∗ al morfismo cociente τ∗n+1(X) // τ∗n+1(X)′ , obtenemos un morfismo de conjuntos

simpliciales:

(12.8) csqn+1(X) // csq′n+1(X).

Lema 12.2.1. Si X es un conjunto simplicial arbitrario, csq′n+1(X) es un conjunto

simplicial débilmente n-coesquelético. Más aún, si X es un conjunto simplicial débil-

mente n-coesquelético, entonces el morfismo (12.8) es un isomorfismo de conjuntos

simpliciales. En particular, un conjunto simplicial X es débilmente n-coesquelético si y

solamente si la composición:

(12.9) X
ηX // csqn+1(X)

(12.8)
// csq′n+1(X)

es un isomorfismo de conjuntos simpliciales.

Por otro lado, si X cumple la condición de extensión de Kan en dimensión 1 ≤m ≤
n + 1, entonces el conjunto simplicial csq′n+1(X) es un complejo de Kan y el morfismo

(12.8) es una ∞-equivalencia débil de conjuntos simpliciales.

11csq′n+1(K) es denotado como K(n) en la Definición 8.1 de [May82].
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Demostración. Observemos que si X es un conjunto simplicial, en el cuadrado

conmutativo inducido por el morfismo composición (12.9):

(12.10) HomsSet(∆n+1,X)
γX
��

αnX // HomsSet(∂∆n+1,X)

��

HomsSet(∆n+1,csq′n+1(X))
αn
csq′

n+1
X

// HomsSet(∂∆n+1,csq′n+1(X)) ,

la función γX se identifica al morfismo Xn+1
// Xn+1/ n∼ ; y la función que desciende

por la derecha es un isomorfismo, pues los conjuntos simpliciales csq′n+1(X) y X tienen

la misma n-truncación.

Por otro lado, se sigue de la definición de αnX que si x y y son elementos del conjunto

HomsSet(∆n+1,X), entonces x
n∼ y si y solamente si αnX(x) = αnX(y); es decir, γX(x) =

γX(y) si y solamente si αnX(x) = αnX(y). Más aún, αnX es inyectiva si y solamente si γX
es biyectiva.

Deducimos en particular que si X es un conjunto simplicial arbitrario, entonces:

(i) αncsq′n+1X
siempre es inyectiva.

(ii) Si la función αnX es inyectiva, entonces τ∗n+1(X)′ = τ∗n+1(X).
Ya que por definición csq′n+1(X) es un conjunto simplicial (n + 1)-coesquelético, se

concluye que:

(i) csq′n+1(X) siempre es un conjunto simplicial débilmente n-coesquelético.

(ii) Si X es débilmente n-coesquelético, entonces (12.8) es un isomorfismo.

Supongamos ahora que X cumple la condición de extensión de Kan en dimensión 1 ≤
m ≤ n+1. Se sigue del Corolario 12.1.2, que para mostrar que el conjunto simplicial (n+
1)-coesquelético csq′n+1(X) es un complejo de Kan, es suficiente verificar que csq′n+1(X)
cumple la condición de extensión de Kan en dimensión 1 ≤m ≤ n + 1.

Para empezar, notemos que como csq′n+1(X) y X tienen la misma n-truncación,

entonces csq′n+1(X) cumple la condición de extensión de Kan en dimensión 1 ≤m ≤ n−1.

Por otro lado, csq′n+1(X) cumple la condición de extensión de Kan en dimensión n,

ya que en el siguiente cuadrado conmutativo:

HomsSet(∆n+1,X)

��

αn,kX // HomsSet(Λn+1,k,X)

��

HomsSet(∆n+1,csq′n+1(X))
αn,k
csq′

n+1
X

// HomsSet(Λn+1,k,csq′n+1(X)) ,

la función αn,kX es sobreyectiva, y la función que desciende por la derecha es biyectiva.
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De la misma forma, para mostrar que csq′n+1(X) cumple la condición de extensión

de Kan en dimensión n + 1, construimos el siguiente cuadrado conmutativo:

HomsSet(∆n+2,X)

��

αn+1,k
X // HomsSet(Λn+2,k,X)

��

HomsSet(∆n+2,csq′n+1(X))
αn+1,k

csq′
n+1

X

// HomsSet(Λn+2,k,csq′n+1(X)) ,

donde αn+1,k
X es una función sobreyectiva.

En este caso la función αn+1,k
csq′n+1X

es sobreyectiva porque:

HomsSet(Λn+2,k,X) // HomsSet(Λn+2,k,csq′n+1(X))

es sobreyectiva, pues se tiene un diagrama conmutativo:

∏
0≤i<j≤m+1

i,j≠k

Xn

identidad

��

∏
0≤l≤m+1
l≠k

Xn+1

cociente

��

∏
i<j

dj−1○proji
oo

∏
i<j

di○projj
oo

HomsSet(Λn+2,k,X)oo

��
∏

0≤i<j≤m+1

i,j≠k

Xn ∏
0≤l≤m+1
l≠k

(Xn+1/ n∼ )
∏
i<j

dj−1○proji
oo

∏
i<j

di○projj
oo

HomsSet(Λn+2,k,csq′n+1(X))oo

cuyos renglones son exactos.

Por último, mostremos que el morfismo (12.8) es una ∞-equivalencia si X cumple

la condición de extensión de Kan en dimensión 1 ≤ m ≤ n + 1. En efecto, ya que (12.8)

es un morfismo entre complejos de Kan (n + 1)-coesqueléticos, por el Corolario 12.1.2

es suficiente notar que (12.8) es una n-equivalencia débil; lo que es una consecuencia

de la Proposición 8.6.1 ya que la función csqn+1(X)m // csq′n+1(X)m es biyectiva si

0 ≤m ≤ n e inyectiva si m = n + 1. �

Mostremos:

Lema 12.2.2. Sea n ≥ 0. Si X y Y son conjuntos simpliciales débilmente n-coesque-

léticos, entonces el producto cartesiano argumento por argumento X × Y y el conjunto

simplicial de los morfismos HomsSet(X,Y ) son conjuntos simpliciales débilmente n-

coesqueléticos.

Demostración. Supongamos que X y Y son conjuntos simpliciales débilmente

n-coesqueléticos. Se sigue de los Lemas 12.1.1 y 12.1.3 que los conjuntos simpliciales

X × Y y HomsSet(X,Y ) son (n + 1)-coesqueléticos.
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El conjunto simplicial X × Y es débilmente n-coesquelético porque la función:

HomsSet(∆n+1,X × Y ) // HomsSet(∂∆n+1,X × Y )

inducida de la inclusión canónica ∂∆n+1 �
� // ∆n+1 es salvo isomorfismo el producto de

las funciones inyectivas:

HomsSet(∆n+1,X) // HomsSet(∂∆n+1,X) y HomsSet(∆n+1, Y ) // HomsSet(∂∆n+1, Y ) .

Por otro lado observemos que por el Lema 12.1.3, para mostrar que el conjunto

simplicial HomsSet(X,Y ) es débilmente n-coesquelético, es suficiente mostrar que la

función:

HomsSet≤n+1
(τ ∗
n+1(X) × τ ∗

n+1(∆n+1), τ ∗
n+1Y ) // HomsSet≤n+1

(τ ∗
n+1(X) × τ ∗

n+1(∂∆n+1), τ ∗
n+1Y )

inducida de la inclusión canónica ∂∆n+1 �
� // ∆n+1 es inyectiva.

De manera expĺıcita, debemos mostrar que si F,G∶ τ ∗
n+1(X) × τ ∗

n+1(∆n+1) // τ ∗
n+1(Y )

son morfismos de conjuntos simpliciales truncados tales que:

(12.11)

Fk = Gk si 0 ≤ k ≤ n y Fn+1(x, f) = Gn+1(x, f) si x ∈Xn+1 y f ∈ (∂∆n+1)n+1 ;

entonces Fn+1(x, id[n+1]) = Gn+1(x, id[n+1]) si x ∈Xn+1, es decir F = G.

Sean F y G dos morfismos verificando las propiedades (12.11). Ya que supusi-

mos que Y es un conjunto simplicial débilmente n-coesquelético, para mostrar que

Fn+1(x, id[n]) = Gn+1(x, id[n]) para todo x ∈Xn+1 es suficiente notar que:

di ○ Fn+1(x, id[n]) = Fn(dix, δi) = Gn(dix, δi) = di ○Gn+1(x, id[n])

para todo x ∈Xn+1 e 0 ≤ i ≤ n + 1. Por lo tanto F = G. �

§12.3. Sea 0 ≤ n ≤∞. Recordemos que en este trabajo un conjunto simplicial X

es llamado un n-grupoide de Kan (ver el último párrafo de §8.3), si X es un complejo

de Kan que cumple la condición de extensión de Kan de manera estricta en dimensión

m ≥ n.

De forma expĺıcita, X es un n-grupoide de Kan si la función:

HomsSet(∆m+1,X)
αm,kX // HomsSet(Λm+1,k,X)

inducida de la inclusión αm,k∶ Λm+1,k �
� // ∆m+1 es sobreyectiva para m ≥ 1 y 0 ≤ k ≤

m + 1, e inyectiva para m ≥ n y 0 ≤ k ≤m + 1.

Mostremos las siguientes equivalencias:

Lema 12.3.1. Si X es un conjunto simplicial son equivalentes:

(i) X es un n-grupoide de Kan.



El determinante de Deligne 189

(ii) X es un conjunto simplicial (n + 1)-coesquelético que cumple la condición de

extensión de Kan en dimensión m para 1 ≤m ≤ n + 1 y tal que la función:

HomsSet(∆n+1,X)
αn,kX // HomsSet(Λn+1,k,X)

es inyectiva para toda 0 ≤ k ≤ n + 1.

(iii) X es un conjunto simplicial débilmente n-coesquelético que cumple la condi-

ción de extensión de Kan en dimensión m para 1 ≤ m ≤ n + 1 y tal que la

función:

HomsSet(∆n+1,X)
αn,kX // HomsSet(Λn+1,k,X)

es inyectiva para toda 0 ≤ k ≤ n + 1.

En particular, se sigue del Corolario 12.1.2 que un n-grupoide de Kan es un objeto

fibrante de la categoŕıa de modelos (sSet,Wn,mono,fibn) del Teorema 8.4.2.

Demostración. Recordemos que un conjunto simplicial débilmente n-coesqueléti-

co es por definición (n+1)-coesquelético. Por lo que (iii) ⇒ (ii). Por otro lado, se sigue

de la igualdad αn,kX = α̃n,kX ○αnX (ver (12.12) de abajo), que si la función αn,kX es inyectiva

entonces αnX también es inyectiva; es decir (ii) ⇒ (iii).

Para mostrar que (i) ⇒ (iii) consideremos un n-grupoide de Kan X. Observemos

primero que por hipótesis X cumple la condición de extensión de Kan en dimensión m

para 1 ≤m ≤ n + 1 y que la función αn,kX es inyectiva para todo 0 ≤ k ≤ n + 1.

Más aún, ya que la función αm,kX en el diagrama:

(12.12) HomsSet(∆m+1,X)

αm,kX

11

αmX // HomsSet(∂∆m+1,X)
α̃m,kX // HomsSet(Λm+1,k,X) ,

es por suposición inyectiva para m ≥ n y 0 ≤ k ≤ m + 1, entonces αmX es una función

inyectiva si m ≥ n. Más áun, deducimos del Lema 8.3.1 que α̃m,kX es una función inyectiva

si m ≥ n+ 1 y 0 ≤ k ≤m+ 1; por lo que αmX es una función sobreyectiva si m ≥ n+ 1 pues

αm,kX es sobreyectiva y α̃m,kX inyectiva siempre que m ≥ n + 1 y 0 ≤ k ≤ m + 1. Dicho de

otro modo X es un conjunto simplicial débilmente n-coesquelético.

Finalmente supongamos que X es un conjunto simplicial que cumple las condiciones

del enunciado (iii). Se sigue del Lema 12.2.1 que el conjunto simplicial X es un complejo

de Kan, por lo que para mostrar que X es un n-grupoide de Kan debemos simplemente

comprobar que αm,kX es una función inyectiva si m ≥ n + 1 y 0 ≤ k ≤ m + 1. Ya que por

hipótesis la función αmX es una función inyectiva si m ≥ n, se sigue del Lema 8.3.1 que

la función α̃m,kX en el triángulo (12.12) de arriba es también inyectiva si m ≥ n + 1 y

0 ≤ k ≤m+1. Por lo tanto αm,kX es una función inyectiva si m ≥ n+1 y 0 ≤ k ≤m+1. �



190 Elhoim Sumano

Se deduce del Lema 12.3.1 que la subcategoŕıa plena de sSet cuyos objetos son los 0-

grupoides de Kan, es equivalente a la categoŕıa de los conjuntos. En efecto, recordemos

que tenemos adjunciones:

(12.13) Set [0]! //

[0]∗
⊥ee

π0

⊥zz
sSet

donde π0(X) es el conjunto de los componentes por trayectorias del conjunto simplicial

X, [0]!(A) es el conjunto simplicial constante con valor el conjunto A y [0]∗(X) = X0

es el conjunto de los 0-simplejos de X.

Notemos (ver el Corolario 13.2.4 y la Proposición 15.1.5 de [Dus02]):

Corolario 12.3.2. Si X es un conjunto simplicial, son equivalentes:

(i) X es un 0-grupoide de Kan.

(ii) Todos los morfismos cara y degenerados de X son funciones biyectivas.

(iii) X es isomorfo a un conjunto simplicial en la imagen del funtor [0]!.

(iv) El morfismo ηX ∶ X // [0]! ○ π0(X) inducido de una unidad η de la adjun-

ción π0 ⊣ [0]!, es un isomorfismo de conjuntos simpliciales.

(v) El morfismo εX ∶ [0]! ○ [0]∗(X) // X inducido de una counidad ε de la ad-

junción [0]! ⊣ [0]∗, es un isomorfismo de conjuntos simpliciales.

En particular, el funtor conjunto simplicial constante [0]!∶ Set // sSet induce

una equivalencia entre la categoŕıa de los conjuntos y la categoŕıa de los 0-grupoides de

Kan.

Demostración. Deducimos sin dificultad de la definición del funtor [0]! que los

enunciados (ii) y (iii) son equivalentes. Además ya que [0]! es un funtor fielmente pleno

, los enunciados (iii), (iv) y (v) son equivalentes.

Por otro lado se sigue del Lema 12.3.1 que si X es un 0-grupoide de Kan, entonces

X es un conjunto simplicial 1-coesquelético y la función:

(12.14) HomsSet(∆1,X)
α0,k
X // HomsSet(Λ1,k,X)

es biyectiva si 0 ≤ k ≤ 1; es decir las funciones d0, d1∶ X1
// X0 son biyectivas. Se

deduce fácilmente que X cumple la propiedad (ii).

Rećıprocamente se verifica sin dificultad que un conjunto simplicial que cumple la

propiedad (ii) es un complejo de Kan, 1-coesquelético para el cual la función (12.14) es

biyectiva. Por lo tanto (i) ⇔ (ii). �
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Si 0 ≤ n ≤ ∞ mostremos que la subcategoŕıa plena de sSet cuyos objetos son los

n-grupoides de Kan, es una subcategoŕıa cartesiana cerrada:

Lema 12.3.3. Sea 0 ≤ n ≤∞. Si X y Y son n-grupoides de Kan el conjunto simplicial

producto X×Y y el conjunto simplicial de los morfismos HomsSet(X,Y ) son n-grupoides

de Kan.

Demostración. Supongamos que X y Y son n-grupoides de Kan. Es fácil ver que

el conjunto simplicial producto X × Y es un n-grupoide de Kan porque la función:

HomsSet(∆m+1,X × Y )
αm,kX×Y // HomsSet(Λm+1,k,X × Y )

inducida de la inclusión αm,k∶ Λm+1,k �
� // ∆m+1 se identifica salvo isomorfismo con la

función:

HomsSet(∆m+1,X) ×HomsSet(∆m+1, Y )
αm,k
X

×αm,k
Y // HomsSet(Λm+1,k,X) ×HomsSet(Λm+1,k, Y ) .

Observemos por otro lado que por los Lemas 8.4.6 y 12.2.2 HomsSet(X,Y ) es un

complejo de Kan débilmente n-coesquelético. Se sigue de los Lemas 12.3.1 y 12.1.3 que

para mostrar que HomsSet(X,Y ) sea un n-grupoide de Kan debemos mostrar que si

0 ≤ k ≤ n + 1, la función:

(12.15)

HomsSet≤n+1
(τ ∗
n+1(X) × τ ∗

n+1(∆n+1), τ ∗
n+1Y ) // HomsSet≤n+1

(τ ∗
n+1(X) × τ ∗

n+1(Λn+1,k), τ ∗
n+1Y )

inducida de la inclusión canónica Λn+1,k �
� // ∆n+1 es inyectiva.

Sea 0 ≤ k ≤ n + 1. Ya que se tienen las siguientes igualdades:

∆n+1
n+1/Λn+1,k

n+1 = { [n + 1]
id

[n+1]// [n + 1] , [n + 1] σi // [n]
δk // [n + 1] donde 0 ≤ i ≤ n } ,

∆n+1
n /Λn+1,k

n = { [n]
δk // [n + 1] } y ∆n+1

n−1/Λn+1,k
n−1 = ∅ ;

debemos mostrar que si F,G∶ τ ∗
n+1(X) × τ ∗

n+1(∆n+1) // τ ∗
n+1(Y ) son morfismos de con-

juntos simpliciales truncados tales que:

(12.16) Fk = Gk si 0 ≤ k ≤ n − 1, Fn(a, f) = Gn(a, f) si a ∈Xn y f ∈ Λn+1,k
n

y Fn+1(x, f) = Gn+1(x,ϕ) si x ∈Xn+1 y ϕ ∈ Λn+1,k
n+1 ;

entonces:

Fn(a, δk) = Gn(a, δk) si a ∈Xn

Fn+1(x, id[n+1]) = Gn+1(x, id[n+1]) y Fn+1(x, δkσi) = Gn+1(x, δkσi) si x ∈Xn+1 .

(12.17)
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Para mostrar que Fn+1(x, id[n]) = Gn+1(x, id[n]) para todo x ∈ Xn+1, notemos que

como X es un n-grupoide de Kan, es suficiente verificar que di ○ Fn+1(x, id[n]) = di ○
Gn+1(x, id[n]) para todo x ∈Xn+1 y 0 ≤ i ≤ n + 1 donde i ≠ k. Pero por hipótesis:

di ○ Fn+1(x, id[n]) = Fn(dix, δi) = Gn(dix, δi) = di ○Gn+1(x, id[n]) .

si x ∈ Xn+1 e 0 ≤ i ≤ n + 1 donde i ≠ k. Por lo tanto Fn+1(x, id[n]) = Gn+1(x, id[n]) para

todo x ∈Xn+1 .

Deducimos entonces que si a ∈Xn:

Fn(a, δk) = dk ○ Fn+1(sk(a), id[n]) = dk ○Gn+1(sk(a), id[n]) = Gn(a, δk) si 0 ≤ k ≤ n

y Fn(a, δk) = dk ○ Fn+1(sn(a), id[n]) = dk ○Gn+1(sn(a), id[n]) = Gn(a, δk) si k = n + 1 .

Por último, tenemos que Fn+1(x, δkσi) = Gn+1(x, δkσi) si x ∈Xn+1 e 0 ≤ i ≤ n, pues:

dj ○ Fn+1(x, δkσi) = Fn(di(x), δkσiδj) = Gn(di(x), δkσiδj) = dj ○Gn+1(x, δkσi)

para todo 0 ≤ j ≤ n + 1. Por lo tanto F = G. �

§12.4. Diremos que un conjunto simplicial X cumple la condición de ser mı́nimo

en dimensión m si para todo 0 ≤ k ≤m + 1 la función:

HomsSet(∂∆m+1,X)
α̃m,kX // HomsSet(Λm+1,k,X) ,

es inyectiva cuando la restringimos a la imagen de la función:

HomsSet(∆m+1,X)
αmX // HomsSet(∂∆m+1,X) .

Si n ≥ 0, un conjunto simplicial es llamado n-minimo si satisface la condición de ser

mı́nimo en dimensión m para todo m ≥ n. Un conjunto simplicial 0-mı́nimo es llamado

simplemente un conjunto simplicial mı́nimo (ver II§9 de [May82]).

Corolario 12.4.1. Si n ≥ 0 y X es cualquier conjunto simplicial, los siguietnes

enunciados son equivalentes:

(i) X es un n-grupoide de Kan.

(ii) X es un complejo de Kan n-mı́nimo y débilmente n-coesquelético.

(iii) X es un conjunto simplicial débilmente n-coesquelético, el cual cumple la

condición de extensión de Kan en dimensión m para 1 ≤ m ≤ n + 1 y cumple

la condición de ser mı́nimo en dimensión n.

Del mismo modo, los siguientes enunciados equivalentes:

(iv) X es un n-grupoide de Kan mı́nimo.

(v) X es un complejo de Kan débilmente n-coesquelético mı́nimo.
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(vi) X es un conjunto simplicial débilmente n-coesquelético, el cual cumple la con-

dición de ser mı́nimo en dimensión m para 0 ≤ m ≤ n y cumple la condición

de extensión de Kan en dimensión m para 1 ≤m ≤ n + 1.

Demostración. Si X es un conjunto simplicial, deducimos del siguiente triángulo

conmutativo:

HomsSet(∆n+1,X)

αn,kX

11

αnX // HomsSet(∂∆n+1,X)
α̃n,kX // HomsSet(Λn+1,k,X) ;

que si la función αnX es inyectiva, por ejemplo si X es un conjunto simplicial débilmente

n-coesquelético, entonces X cumple la condición de ser mı́nimo en dimensión n si y

solamente si la función αn,kX es inyectiva. Se sigue del Lema 12.3.1 que los enunciados

(i) y (iii) son equivalentes.

Por el Corolario 12.1.2, para mostrar (ii) ⇔ (iii) es suficiente mostrar el siguiente

enunciado:

Lema 12.4.2. Sea n ≥ 0. Si X es un conjunto simplicial (n+ 1)-coesquelético (resp.

débilmente n-coesquelético), entonces X cumple la condición de ser mı́nimo en dimen-

sión m para m ≥ n + 2 (resp. m ≥ n + 1).

Demostración. SiX es un conjunto simplicial (n+1)-coesquelético, en el siguiente

triangulo conmutativo:

(12.18) HomsSet(∆m+1,X)

αm,kX

11

αmX // HomsSet(∂∆m+1,X)
α̃m,kX // HomsSet(Λm+1,k,X) ,

la función αmX es biyectiva para m ≥ n + 1. Se sigue del Lema 8.3.1 que α̃m,kX es una

función biyectiva para m ≥ n + 2 y 0 ≤ k ≤ m + 1; en particular, X es m-mı́nimo para

m ≥ n + 2.

Por otro lado, si suponemos que X es débilmente n-coesquelético, se tiene esta vez

que la función αmX es inyectiva para m ≥ n. Por lo tanto, por el mismo enunciado X es

un conjunto simplicial m-mı́nimo para m ≥ n + 1. �

Por último, notemos que las equivalencias (iv) ⇔ (v) ⇔ (vi) se deducen fácilmente

de las equivalencias (i) ⇔ (ii) ⇔ (iii) que ya mostramos. �

Recordemos de [May82]:

Proposición 12.4.3. Sea n ≥ 0. Si X es un conjunto simplicial existe un n-grupoide

de Kan mı́nimo W y un isomorfismo W // X de la categoŕıa homotópica de la

categoŕıa de modelos (sSet,Wn,mono,fibn) del Teorema 8.4.2.
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De manera análoga, si X es un conjunto simplicial reducido existe un n-grupoide de

Kan mı́nimo W el cual es un conjunto simplicial reducido y un isomorfismo W // X

de la categoŕıa homotópica de la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) de

la Proposición 10.1.2.

Demostración. Si X es cualquier conjunto simplicial, sabemos que existe un com-

plejo de Kan Y y una ∞-equivalencia débil de conjuntos simpliciales X // Y .

Por otro lado, si Y es un complejo de Kan, en II§9 de [May82] se encuentra una

prueba de la existencia de un subconjunto simplicial Z de Y con las siguientes propie-

dades:

(i) Z es un complejo de Kan mı́nimo.

(ii) El morfismo inclusión Z �
� // Y es una ∞-equivalencia débil.

En particular, deducimos del Lema 12.2.1 morfismos:

(12.19) X

̃

∞ // Y Z? _

̃

∞oo

̃

n // csqn+1(Z)

̃

∞ // csq′n+1(Z)

donde csq′n+1(Z) es un complejo de Kan débilmente n-coesquelético.

Mostremos el siguiente enunciado:

Lema 12.4.4. Sea n ≥ 0. Si X es un conjunto simplicial que cumple la condición de

ser mı́nimo en dimensión m para 0 ≤m ≤ n, entonces csqn+1(X)′ cumple la condición

de ser mı́nimo en dimensión m para todo m ≥ 0.

Demostración. Se sigue del Lema 12.4.2 que es suficiente mostrar que siX cumple

la condición de ser mı́nimo en dimensión m para 0 ≤ m ≤ n, entonces csqn+1(X)′
también la cumple.

En primer lugar csq′n+1(X) es m-mı́nimo para 0 ≤m ≤ n− 1 ya que X y csq′n+1(X)
tienen la misma n-truncación. Para mostrar que csq′n+1(X) es n-mı́nimo, consideremos

el siguiente diagrama conmutativo:

HomsSet(∆n+1,X)
αnX //

f1

��

HomsSet(∂∆n+1,X)
α̃n,k
X //

f2

��

HomsSet(Λn+1,k,X)

f3

��
HomsSet(∆n+1,csq′n+1X)

αn
csq′

n+1
X

// HomsSet(∂∆n+1,csq′n+1X)
α̃n,k

csq′
n+1

X

// HomsSet(Λn+1,k,csq′n+1X)

donde las funciones fi son inducidas por X // csq′n+1X la composición (12.9).

Observemos que f2 y f3 son funciones biyectivas, ya que X y csq′n+1(X) tienen la

misma n-truncación. Por otro lado, ya que podemos identificar a f1 con el morfismo

cociente Xn+1
// Xn+1/ n∼ , donde

n∼ es la relación de equivalencia (12.7), f1 es una
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función sobreyectiva. Por lo tanto, csq′n+1(X) es un conjunto simplicial n-mı́nimo si X

lo es. �

Deducimo del Corolario 12.4.1 y del Lema 12.4.4 que el complejo de Kan débilmente

n-coesquelético csq′n+1(Z) del diagrama (12.19) es un n-grupoide de Kan mı́nimo. Por

otro lado, ya que todos los morfismos en (12.19) son n-equivalencias débiles, deducimos

un isomorfismo csq′n+1(Z) // X en Hon(sSet) la categoŕıa homtópica de la categoŕıa

de modelos (sSet,Wn,mono,fibn).
Finalmente observemos que si X es un conjunto simplicial reducido podemos supo-

ner que todos los conjuntos simpliciales del diagrama (12.19) son también reducidos.

En efecto para empezar elegimos un remplazo fibrante X // Y de X en la categoŕıa

de modelos (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ). Después observamos que Z es un subconjunto

simplicial de Y , en particular Z es reducido. Por último observemos que los conjuntos

de 0-simplejos de csqn+1(Z) y csqn+1(Z)′ son iguales a Z0 = ⋆. �

§12.5. Si n ≥ 0 recordemos que por los Lemas 12.3.3, 12.1.3 y 8.4.6 las subcate-

goŕıas plenas GrpdKn, Kcsqn+1 y Fibn de la categoŕıa de sSet cuyos objetos son los

n-grupoides de Kan, los complejos de Kan (n + 1)-coesqueléticos y los conjuntos sim-

pliciales n-fibrantes respectivamente, son subcategoŕıas cartesianas cerradas de sSet.

Dicho de otro modo, se tiene una cadena de subcategoŕıas plenas:

(12.20) GrpdKn � � // Kcsqn+1 � � // Fibn �
� // sSet

las cuales son estables por productos finitos y por la construcción del conjunto simplicial

de morfismos HomsSet.

Ya que en (sSet,Wn,mono,fibn) todos los objetos son cofibrantes y los obje-

tos fibrantes son por definición los conjuntos simpliciales n-fibrantes, si escribimos

hGrpdKn, hKcsqn+1 y hFibn para denotar las categoŕıas que obtenemos de GrpdKn,

Kcsqn+1 y Fibn respectivamente, al tomar el conjunto de los componentes por tra-

yectorias π0(HomsSet) del conjunto simplicial de los morfismos HomsSet, los funtores

inclusión de (12.20) inducen una cadena de funtores fielmente plenos:

(12.21) hGrpdKn � � // hKcsqn+1 � � // hFibn �
� // Hon(sSet)

La Proposición 12.4.3 implica que estos funtores son esencialmente sobreyectivos.

Corolario 12.5.1. La cadena de funtores de la inclusión (12.20) induce una cadena

de equivalencias de categoŕıas (12.21). En particular, la categoŕıa homotópica de los n-

grupoides de Kan hGrpdKn es equivalente a la categoŕıa homotópica de los n-t́ıpos de

homotoṕıa Hon(sSet).

Observemos (ver el Corolario 12.3.2):
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Corolario 12.5.2. El funtor cociente GrpdK0 // hGrpdK0 ≃ Ho0(sSet) es

un isomorfismo de categoŕıas. En particular el funtor conjunto simplicial constante

induce una equivalencia entre la categoŕıa cartesiana cerrada de conjuntos Set y la

categoŕıa cartesiana cerrada de los 0-tipos de homotoṕıa Ho0(sSet), es decir la categoŕıa

homotópica de los 0-grupoides de Kan.

Demostración. Ya que el funtor canónico GrpdK0 // hGrpdK0 es la iden-

tidad en los objetos, para mostrar que es un isomorfismo de categoŕıas es suficiente

mostrar que es un funtor fielmente pleno.

Si X y Y son de 0-grupoides de Kan se sigue del Lema 12.3.3 que el conjunto

simplicial HomsSet(X,Y ) también es un 0-grupoide de Kan. En particular la función:

HomsSet(X,Y )0
// π0(HomsSet(X,Y ))

es biyectiva de acuerdo al Corolario 12.3.2.

La segunda afirmación es una consecuencia de lo que venimos de demostrar, del

Corolario 12.3.2 y del caso n = 0 del Corolario 12.5.1. �

§12.5.1. Si n ≥ 1, escribamos GrpKn, Kcsqn+1
0 y Fibn0 para denotar a las sub-

categoŕıas plenas de la categoŕıa de los conjuntos simpliciales reducidos sSet0 cuyos

objetos son los n-grupoides de Kan, los complejos de Kan (n + 1)-coesqueléticos y los

conjuntos simpliciales n-fibrantes respectivamente. Llamamos a los objetos de GrpKn

los n-grupos de Kan.

Observemos que tenemos una cadena de funtores inclusión:

(12.22) GrpKn � � // Kcsqn+1
0
� � // Fibn0

� � // sSet .

Denotemos también como hGrpKn, hKcsqn+1
0 y hFibn0 a las categoŕıas que obte-

nemos de GrpKn, Kcsqn+1
0 y Fibn0 respectivamente al tomar el conjunto de los compo-

nentes por trayectorias π0(HomsSet0
) del conjunto simplicial de los morfismos HomsSet0

de sSet0. Ya que en la categoŕıa de modelos simplicial (sSet0,Wred
n ,mono,fibredn ) to-

dos los objetos son cofibrantes y los objetos fibrantes son por definición les conjuntos

simpliciales n-fibrantes reducidos, los funtores inclusión de (12.22) inducen una cadena

de funtores fielmente plenos:

(12.23) hGrpKn � � // hKcsqn+1
0
� � // hFibn0

� � // Hon(sSet0)

Corolario 12.5.3. La cadena de funtores inclusión (12.22) inducen una cadena

de equivalencias de categoŕıas (12.23). En particular la categoŕıa homotópica de los

n-grupos de Kan hGrpKn es equivalente a la categoŕıa homotópica de los n-tipos de

homotopia reducidos Hon(sSet0).
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Demostración. Ver la Proposición 12.4.3. �

Mostremos (ver §13.3 y el Corolario 12.5.2):

Corolario 12.5.4. El funtor canónico GrpK1 // hGrpK1 ≃ Ho1(sSet0) es

un isomorfismo de categoŕıas. En particular el funtor nervio de las categoŕıas pequeñas

restringido a los grupos N∶ Grp // sSet , induce una equivalencia entre la categoŕıa

cartesiana cerrada Grp y la categoŕıa cartesiana cerrada de los 1-tipos de homotópia

reducidos Ho1(sSet0), es decir la categoŕıa homotópica de los 1-grupos de Kan.

Demostración. Demostremos primero:

Lema 12.5.5. Si X y W son conjuntos simpliciales reducidos donde W es un 1-

grupoide de Kan, entonces el conjunto simplicial HomsSet0
(X,W ) es un 0-grupoide de

Kan (ver el Lema 12.3.2). En particular:

π0(HomsSet0
(X,W )) ≅ HomsSet0

(X,W )

Demostración. Para empezar, como W es un 1-grupoide de Kan reducido, W es

un objeto fibrante de la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred
1 ,mono,fibred1 ); en particular

el conjunto simplicial HomsSet0
(X,W ) es un complejo de Kan para todo conjunto

simplicial X reducido.

Más aún, por el Lema 12.1.4 el conjunto simplicial HomsSet0
(X,W ) es 2-coesqueléti-

co, pues W es 2-coesquelético. Se sigue del Lema 12.3.1 que para nuestro propósito es

suficiente mostrar que si 0 ≤m ≤ 1 y 0 ≤ k ≤m + 1 la función sobreyectiva:

HomsSet(∆m+1,HomsSet0
(X,W ))

≅

// HomsSet(Λm+1,k,HomsSet0
(X,W ))

≅

HomsSet((X ×∆m+1)/( ⋆ ×∆m+1),W) // HomsSet((X ×Λm+1,k)/( ⋆ ×Λm+1,k),W)

,

inducida de la inclusión Λm+1,k // ∆m+1 es inyectiva.

Caso m = 1: Si 0 ≤ k ≤ 2 la función:

(12.24) HomsSet((X ×∆2)/( ⋆ ×∆2),W) // HomsSet((X ×Λ2,k)/( ⋆ ×Λ2,k),W)

es biyectiva, ya que por hipótesis HomsSet( ⋆ ×∆2,W ) // HomsSet( ⋆ ×Λ2,k,W ) es una

función biyectiva y además HomsSet(X ×∆2,W ) // HomsSet(X ×Λ2,k,W ) también es

una función biyectiva si W es un 1-grupoide por el Corolario 12.3.3.

Caso m = 0: Si 0 ≤ k ≤ 1, mostremos que la siguiente función es inyectiva:

(12.25) HomsSet((X ×∆1)/( ⋆ ×∆1),W) // HomsSet((X ×Λ1,k)/( ⋆ ×Λ1,k),W) .
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De manera expĺıcita, si F,G∶ X ×∆1 // W son dos morfismos de conjuntos sim-

pliciales tales que:

F ∣
⋆×∆1

= G ∣
⋆×∆1

=
Morfismo

constante

de valor ⋆
y F ∣

X×Λ1,k
= G ∣

X×Λ1,k
,

debemos mostrar que F = G.

Ya que W es un conjunto simplicial 2-coesquelético y se tiene la igualdad:

∆1
1/Λ1,k

1 = { [1]
id

[1] // [1] , [1]
σ0 // [0]

δk // [1] } ,

es suficiente demostrar que para todo 1-simplejo a de X:

(12.26) F1(a, id[1]) = G1(a, id[1]) y F1(a, δk ○ σ0) = G1(a, δk ○ σ0) .

Si a ∈X1 consideremos los 2-simplejos (s1a, σ0) y (s0a, σ1) de X ×∆1. Como:

d0(s1a, σ0) = (s0⋆, id[1]) d1(s1a, σ0) = (a, id[1]) d2(s1a, σ0) = (a, δ1 ○ σ0)
d0(s0a, σ1) = (a, δ0 ○ σ0) d1(s0a, σ1) = (a, id[1]) d2(s1a, σ1) = (s0⋆, id[1]) ,

se sigue que F2(s1a, σ0) = G2(s1a, σ0) o F2(s0a, σ1) = G2(s0a, σ1), pues la función

HomsSet(∆2,W ) // HomsSet(Λ2,m,W ) inducida de la inclusión Λ2,m �
� // ∆2 es in-

yectiva para 0 ≤m ≤ 2 y sabemos que si ` ≠ k:

F1(s0⋆, id[1]) = G1(s0⋆, id[1]) y F1(a, δ` ○ σ0) = G1(a, δ` ○ σ0) .

Deducimos sin dificultad (12.26). �

Finalmente, para mostrar el Corolario 12.5.3 notemos que si X y Y son 1-grupoides

de Kan reducidos, se sigue del Lema 12.5.5 que el conjunto simplicial HomsSet0
(X,Y )

es un 0-grupoide de Kan, es decir:

HomsSet0(X,Y ) ≅ HomsSet0
(X,Y )0

// π0(HomsSet0
(X,Y ))

es una función biyectiva por el Corolario 12.3.2.

Dicho de otro modo, el funtor GrpK1 // hGrpK1 es fielmente pleno. Por lo

tanto una equivalencia de categoŕıas.

Para la segunda parte ver §13.3. �

§12.6. En el presente párrafo vamos a mostrar versiones punteadas del Corolario

12.1.2 y los Lemas 12.1.3 y 12.3.3. Para ello consideremos las adjunciones:

(12.27) sSet≤n+1,⋆ ⊥
ww

τ ∗

n+1

τn+1 ∗

77
sSet⋆ y sSet≤n+1 ⊥

xx

τ ∗

n+1

τn+1 ∗

99 sSet ,
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(ver §12.1) inducidas por el funtor inclusión τn+1∶ ∆≤n+1
� � // ∆ ; y si (X,x) es un

conjunto simplicial punteado escribamos csqpt
n+1(X,x) = τn+1 ∗τ

∗
n+1(X,x), de manera

análoga a la notación csqn+1 = τn+1 ∗τ ∗
n+1 para el caso no punteado.

Para dar una descripción del conjunto simplicial punteado csqpt
n+1(X,x) en térmi-

nos del conjunto simplicial csqn+1(X), consideremos las siguientes composiciones de

adjunciones:

sSet≤n+1,⋆ ⊥
xx

τ ∗

n+1

τn+1 ∗

88sSet⋆ ⊥

π

;;
sSet

( ⋅ )+

zz

y sSet≤n+1,⋆ ⊥

π

77
sSet≤n+1

( ⋅ )+

xx

⊥
yy

τ ∗

n+1

τn+1 ∗

:: sSet

que construimos a partir de (9.29) y (12.27).

Como τ ∗
n+1(X+) = τ∗n+1(X)+, para todo conjunto simplicial X; se sigue que si (A,a)

es un conjunto simplicial punteado (n + 1)-truncado, el conjunto simplicial subyacente

a τn+1 ∗(A,a) es isomorfo al conjunto simplicial τn+1 ∗(A). En particular, existe un

isomorfismo natural de conjuntos simpliciales punteados:

(12.28) csqpt
n+1(X,x) ≅ (csqn+1(X), x) ,

donde x es la imagen de la flecha ⋆ x // X por el funtor csqn+1 = τn+1 ∗τ ∗
n+1; es decir x

es la composición de morfismos simpliciales:

⋆ x // X
ηX // csqn+1(X) .

Finalmente, observemos que si η∶ idsSet
+3 csqn+1 es una unidad de la segunda

adjunción de (12.27), entonces la igualdad:

(12.29) π(η(X,x0)) = ηX donde (X,x0) es un conjunto simplicial punteado,

define una transformación natural η∶ idsSet⋆
+3 csqpt

n+1 la cual es una unidad de la

primer adjunción en (12.27).

Lema 12.6.1. Sea n ≥ 0 y (X,x) un conjunto simplicial punteado. Si (X,x) es

un objeto fibrante de la categoŕıa de modelos (sSet⋆, π−1W∞,mono, π−1fib∞), en-

tonces el conjunto simplicial punteado csqpt
n+1(X,x) de (12.28) es un objeto fibran-

te de la categoŕıa de modelos (sSet⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn), y el morfismo canónico

(X,x) // csqpt
n+1(X,x) pertenece a π−1Wn.

Demostración. Se sigue del Corolario 8.5.1 y la Proposición 10.1.2 que un con-

junto simplicial punteado (X,x) es un objeto fibrante de la categoŕıa de modelos
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(sSet⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn), si y solamente si el conjunto simplicial X es un com-

plejo de Kan tal que πm(X,a) = 0 si m ≥ n para toda a ∈X0. El enunciado que queremos

mostrar es entonces una consecuencia de (12.28), (12.29) y del Corolario 12.1.2. �

Mostremos ahora:

Lema 12.6.2. Sea n ≥ 0. Si X = (X,x) y Y = (Y, y) son conjuntos simpliciales

punteados, el conjunto simplicial de los morfismos HomsSet⋆
(X,csqpt

n+1Y ) es (n + 1)-

coesquelético y el morfismo canónico X // csqpt
n+1(X) induce un isomorfismo de con-

juntos simpliciales:

(12.30) HomsSet⋆
(csqpt

n+1X,csqpt
n+1Y ) ≅ // HomsSet⋆

(X,csqpt
n+1Y ) .

Demostración. La prueba es análoga a la del Lema 12.1.3. En efecto, ya que:

τ ∗
n+1(A ∧B) ≅ τ ∗

n+1(B) ∧ τ ∗
n+1(B)

pues el funtor τ ∗
n+1 conmuta con ĺımites y coĺımites pequeños, si m ≥ n + 1 se tiene la

siguiente cadena de biyecciones naturales:

HomsSet(∆m+1,HomsSet⋆
(X,csqpt

n+1Y )) ≅ HomsSet⋆(∆m+1
+ ∧X,csqpt

n+1Y )

≅ HomsSet≤n+1,⋆
(τ∗n+1(∆m+1

+ ∧X), τ∗n+1Y )

≅ HomsSet≤n+1,⋆(τ∗n+1(∂∆m+1
+ ∧X), τ∗n+1Y )

≅ HomsSet⋆(∂∆m+1
+ ∧X,csqpt

n+1Y )

≅ HomsSet(∂∆m+1,HomsSet⋆
(X,csqpt

n+1Y ))

y si k ≥ 0 la siguiente cadena de biyecciones naturales:

HomsSet⋆
(X,csqpt

n+1Y )
k
= HomsSet⋆(X ∧∆k

+,csqpt
n+1Y ) ≅ HomsSet≤n+1,⋆(τ ∗

n+1(X ∧∆k
+), τ ∗

n+1Y )

≅ HomsSet≤n+1,⋆(τ ∗
n+1(csqpt

n+1(X) ∧∆k
+), τ ∗

n+1Y )

≅ HomsSet≤n+1,⋆(csqpt
n+1(X) ∧∆k

+,csqpt
n+1Y ) ≅ HomsSet⋆

(csqpt
n+1X,csqpt

n+1Y )
k
.

�

Finalmente:

Corolario 12.6.3. Sea n ≥ 0. Si Y = (Y, y0) es un conjunto simplicial punteado

cuyo conjunto simplicial subyacente es un n-grupoide de Kan, entonces el conjunto

simplicial de los morfismos HomsSet⋆
(X,Y ) es un n-grupoide de Kan para todo conjunto

simplicial punteado X = (X,x0).
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Demostración. El conjunto simplicial HomsSet⋆
(X,Y ) es (n+1)-coesquelético por

el Lema 12.6.2 y HomsSet⋆
(X,Y ) es un complejo de Kan porque el conjunto simplicial

subyacente a Y es un complejo de Kan.

Se sigue del Lema 12.3.1 que debemos mostrar que la función:

HomsSet≤n+1,⋆
(τ ∗
n+1(X ∧∆n+1

+ ), τ ∗
n+1Y ) // HomsSet≤n+1,⋆

(τ ∗
n+1(X ∧Λn+1,k

+ ), τ ∗
n+1Y )

inducida de la inclusión canónica Λn+1,k �
� // ∆n+1 es inyectiva para 0 ≤ k ≤ n + 1.

Sea 0 ≤ k ≤ n + 1. Ya que se tienen las siguientes igualdades de funciones:

∆n+1
n+1/Λn+1,k

n+1 = { [n + 1]
id

[n+1]// [n + 1] , [n + 1] σi // [n]
δk // [n + 1] donde 0 ≤ i ≤ n } ,

∆n+1
n /Λn+1,k

n = { [n]
δk // [n + 1] } y ∆n+1

n−1/Λn+1,k
n−1 = ∅ ,

si F,G∶ τ ∗
n+1(X ×∆n+1) // τ ∗

n+1(Y ) son morfismos de conjuntos simpliciales truncados

tales que:

(12.31) Fk = Gk si 0 ≤ k ≤ n − 1, Fn(a, f) = Gn(a, f) si a ∈Xn y f ∈ Λn+1,k
n ,

Fn+1(x, f) = Gn+1(x,ϕ) si x ∈Xn+1 y ϕ ∈ Λn+1,k
n+1

y Fi(x0, α) = y0 = Gi(x0, α) si α ∈ ∆n+1
i y 0 ≤ i ≤ n + 1 ,

debemos mostrar que:

Fn(a, δk) = Gn(a, δk) si a ∈Xn,

Fn+1(x, id[n+1]) = Gn+1(x, id[n+1]) y Fn+1(x, δkσi) = Gn+1(x, δkσi) si x ∈Xn+1 .

(12.32)

La prueba es la misma que la del Lema 12.3.3. �

§12.7. Si n ≥ 0 y ∆≤n es la categoŕıa definida al principio de §12.1, consideremos

las categoŕıas producto ∆×(∆≤n) y (∆≤n)×∆. Llamamos respectivamente a los objetos

de las siguientes categoŕıas de funtores:

ssSet≤n = Set
(∆ × (∆≤n))

op

y ∆̂≤n ×∆ = Set
((∆≤n) ×∆)

op

los conjuntos simpliciales verticalmente n-truncados y horizontalmente n-truncados.

Los funtores inclusión:

∆ × (∆≤n) �
� id×νn // ∆ ×∆ y (∆≤n) ×∆ � � νn×id // ∆ ×∆
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inducen adjunciones:

ssSet≤n ⊥
yy

(id×νn)∗

(id×νn)∗

88 ssSet y ∆̂≤n×∆ ⊥
xx

(νn×id)∗

(νn×id)∗

88 ssSet ,

respectivamente.

Un conjunto bisimplicial X es llamado verticalmente n-coesquelético, si el morfismo

canónico:

X
ηnX // (id × νn)∗(id × νn)∗X

es un isomorfismo; es decir si X es isomorfo a un objeto en la imagen del funtor (id×νn)∗
de arriba. De manera análoga, X es llamado horizontalmente n-coesquelético si X es

isomorfo a un objeto en la imagen del funtor (νn × id)∗.

Lema 12.7.1. Para todo conjunto bisimplicial X, los siguientes enunciados son equi-

valentes:

(i) X es verticalmente (resp. horizontalmente) n-coesquelético.

(ii) X es verticalmente (resp. horizontalmente) m-coesquelético para m ≥ n.

(iii) La función:

(12.33) HomssSet(∆p⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1)∗

// HomssSet(∆p⊠∂∆q ,X)

(resp.
HomssSet(∆p⊠∆q ,X)

(αp−1⊠id)∗
// HomssSet(∂∆p⊠∆q ,X) ),

inducida del monomorfismo ∂∆q α
q−1
// ∆q (resp. ∂∆p α

p−1
// ∆p ), es biyectiva

para toda p ≥ 0 y q ≥ n + 1 (resp. p ≥ n + 1 y q ≥ 0).

(iv) El conjunto simplicial Xp,● (resp. X●,q) es n-coesquelético para toda p ≥ 0

(resp. q ≥ 0).

(v) Los morfismos horizontales (resp. verticales) del siguiente cuadrado:

(12.34) HomssSet(∆p⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1)∗

//

(αp−1⊠id)∗
��

HomssSet(∆p⊠∂∆q ,X)
(αp−1⊠id)∗
��

HomssSet(∂∆p⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1)∗

// HomssSet(∂∆p⊠∂∆q ,X) ,

son isomorfismos para toda p ≥ 0 y q ≥ n + 1 (resp. p ≥ n + 1 y q ≥ 0).

(vi) Para toda p ≥ 0 y q ≥ n + 1 (resp. p ≥ n + 1 y q ≥ 0) el cuadrado (12.34) es

cartesiano.
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(vii) Los morfismos horizontales (resp. verticales) del siguiente cuadrado:

(12.35) HomssSet(∆p⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1)∗

//

(αp−1,k⊠id)∗
��

HomssSet(∆p⊠∂∆q ,X)
(αp−1,k⊠id)∗
��

HomssSet(Λp,k⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1)∗

// HomssSet(Λp,k⊠∂∆q ,X)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

resp.

HomssSet(∆p⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1,k)∗

//

(αp−1⊠id)∗
��

HomssSet(∆p⊠Λq,k,X)
(αp−1⊠id)∗
��

HomssSet(∂∆p⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1,k)∗

// HomssSet(∂∆p⊠Λq,k,X)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

son isomorfismos si p ≥ 0, 0 ≤ k ≤ p y q ≥ n + 1 (resp. p ≥ n + 1, 0 ≤ k ≤ p y

q ≥ 0).

(viii) Para toda p ≥ 0, 0 ≤ k ≤ p y q ≥ n + 1 (resp. p ≥ n + 1, 0 ≤ k ≤ p y q ≥ 0) el

cuadrado (12.35) es cartesiano.

Demostración. Se demuestra la equivalencia de los enunciados (i) y (ii) como en

la prueba del Lema 12.1.1. Por otro lado, se sigue del Lema 12.1.1 que los enunciados

(iii) y (iv) son equivalentes porque se tienen isomorfismos:

HomssSet(∆p ⊠W,X) ≅ HomsSet(W,Xp,●) y HomssSet(W ⊠∆q,X) ≅ HomsSet(W,X●,q)

para todo conjunto simplicial W y cualesquiera p, q ≥ 0.

Para mostrar la equivalencia de los enunciados (i) y (iii) en el caso vertical, consi-

deremos la adjunción:

(12.36) ssSet≤m ⊥
{{

(id×jm)∗

(id×jm)∗

;; ssSet≤m+1

asociada al funtor inclusión jm∶ ∆≤m
� � // ∆≤m+1 .

Observemos entonces que si A es un conjunto bisimplicial verticalmente m-truncado,

el conjunto bisimplicial verticalmente (m+ 1)-truncado (id× jm)∗(A) tiene la siguiente

descripción salvo isomorfismo: Para toda p ≥ 0,

(id × jm)∗(A)p,q = Ap,q si 0 ≤ q ≤m,

y (id × jm)∗(A)p,m+1 = HomssSet≤m((id × νm)∗(∆p ⊠ ∂∆m+1),A)

≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(a0, . . . , am+1) ∈

m+1

∏
0

Ap,m

RRRRRRRRRRR

dvi aj = dvj−1ai

si 0 ≤ i < j ≤m + 1.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.
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Los morfismos cara y degenerados horizontales y verticales son para p ≥ 0 y 0 ≤ q ≤m
los de A, los morfismos horizontales:

(id × jm)∗(A)p−1,m+1

shi

// (id × jm)∗(A)p,m+1

dhioo

son definidos argumento por argumento:

(dhi a0, . . . , d
h
i am+1) (a0, . . . , am+1)�dhioo

(a0, . . . , am+1) �

shi

// (shi a0, . . . , s
h
i am+1)

,

y los morfismos verticales:

(id × jm)∗(A)p,m+1

dvi
��
Ap,m

svi

OO

son definidos como en la prueba del Lema 12.1.1.

No es dif́ıcil mostrar que el morfismo B // (id × jm)∗(id × jm)∗B definido en un

conjunto bisimplicial (m + 1)-truncado B como la identidad si p ≥ 0, 0 ≤ q ≤m y como

la función:

(12.37) HomssSet
≤m+1

((id×νm+1)∗(∆p⊠∆m+1),B)≅Bp,m+1

(id⊠αm)∗
��

HomssSet
≤m+1

((id×νm+1)∗(∆p⊠∂∆m+1),B)≅ (id×jm)∗(id×jm)∗(B)p,m+1

si p ≥ 0, determina una unidad de la adjunción (12.36). En particular B está en la

imagen del funtor (id × jm)∗ si y solamente si la función (12.37) es una biyección para

todo p ≥ 0.

Se concluye que X es verticalmente n-coesquelético, si y solamente si la función

(12.33) es biyectiva para toda p ≥ 0 y m ≥ n. Por lo tanto, los enunciados (i) y (iii) son

equivalentes.

Los enunciados (iii) y (v) (resp. (iii) y (vii)) son equivalentes porque la función:

HomssSet(∆p⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1)∗

// HomssSet(∆p⊠∂∆q ,X)

es biyectiva para toda p ≥ 0, si y solamente si la función:

HomssSet(W⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1)∗

// HomssSet(W⊠∂∆q ,X)
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es biyectiva para todo conjunto simplicial W .

Mostremos que los enunciados (iii) y (vi) son equivalentes por un argumento in-

ductivo sobre p ≥ 0: Si p = 0, observemos que en el cuadrado:

(12.38) HomssSet(∆0⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1)∗

//

(α−1⊠id)∗
��

HomssSet(∆0⊠∂∆q ,X)

(α−1⊠id)∗
��

HomssSet(∂∆0⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1)∗

// HomssSet(∂∆0⊠∂∆q ,X) ,

la función horizontal de abajo es una biyección de un conjunto con un único elemento

pues ∂∆0 = ∅. Por lo tanto, ya que tenemos el siguiente cuadrado conmutativo:

HomsSet(∆q ,X0,●)
αmX0,● //

≅
HomsSet(∂∆q ,X0,●),

≅
HomssSet(∆0⊠∆q ,X)

(id⊠αq−1)∗
// HomssSet(∆0⊠∂∆q ,X) ,

deducimos que (12.38) es cartesiano para q ≥ n+1 si y solamente si X0,● es un conjunto

simplicial n-coesquelético.

Supongamos ahora que las condiciones (iii) y (vi) son equivalentes para 0 ≤ p ≤ k.

Si X es un conjunto bisimplicial tal que Xk,● es n-coesquelético, deducimos que en el

siguiente cuadrado:

(12.39) HomssSet(∆k+1⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1)∗

//

(αk⊠id)∗
��

HomssSet(∆k+1⊠∂∆q ,X)

(αk⊠id)∗
��

HomssSet(∂∆k+1⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1)∗

// HomssSet(∂∆k+1⊠∂∆q ,X) ,

la función horizontal de abajo es un isomorfismo para q ≥ n + 1, Porque la podemos

identificar con un coĺımite pequeño de funciones del tipo:

HomsSet(∆q,Xk,●)
αq−1
X // HomssSet(∂∆q,Xk,●) .

Por lo tanto, (12.39) es cartesiano para q ≥ n + 1, si y solamente si Xk+1,● es n-

coesquelético. Dicho de otro modo las condiciones (iii) y (vi) son equivalentes para

0 ≤ p ≤ k + 1.

Se muestra que las condiciones (iii) y (viii) son equivalentes de manera análoga. �
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§12.7.1. Consideremos ∆ ×
≤n

∆, la subcategoŕıa plena de la categoŕıa producto

∆ ×∆ cuyos objetos son las parejas ([p], [q]) tales que p + q ≤ n; y sea:

(12.40) ∆̂ ×
≤n

∆ ⊥

xx

µ ∗

n

µn∗

66
ssSet ,

la adjunción inducida del funtor inclusión canónico µn∶ ∆ ×
≤n

∆ � � // ∆ ×∆ .

Mostremos:

Lema 12.7.2. Un conjunto simplicial X es isomorfo a un objeto en la imagen del

funtor µn∗, si y solamente si el siguiente cuadrado:

(12.41) HomssSet(∆p⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1)∗

//

(αp−1⊠id)∗
��

HomssSet(∆p⊠∂∆q ,X)

(αp−1⊠id)∗
��

HomssSet(∂∆p⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1)∗

// HomssSet(∂∆p⊠∂∆q ,X) ,

es cartesiano para toda p, q ≥ 0 tales que p + q ≥ n + 1.

Demostración. Para empezar recordemos que si X es cualquier conjunto bisim-

plicial, el cuadrado (12.41) induce una función:

(12.42) HomssSet(∆p ⊠ ∆q,X)

��
HomssSet(∂∆p ⊠ ∆q,X) ⨉

HomssSet(∂∆p ⊠ ∂∆q ,X)
HomssSet(∆p ⊠ ∂∆q,X)

en el producto fibrado de las flechas:

HomssSet(∆p⊠∂∆q ,X)

(αp−1⊠id)∗
��

HomssSet(∂∆p⊠∆q ,X)
(id⊠αq−1)∗

// HomssSet(∂∆p⊠∂∆q ,X) .
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Si observamos que el conjunto dominio de la función (12.42) es isomorfo a Xp,q,

mientras que su codominio es isomorfo al conjunto:

(12.43)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(a0, . . . , ap; b0, . . . , bq)

∈
p

∏
0
Xp−1,q ×

q

∏
0
Xp,q−1

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

dhi ai′ = dhi′−1ai, dvj bj′ = dvj′−1bj

y dvjai = dhi bj ,

si 0 ≤ i < i′ ≤ p y 0 ≤ j < j′ ≤ q.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

12;

se constata sin dificultad que la función (12.42) se identifica con la asignación:

(12.44) Xp,q
// El conjunto (12.43)

a ↦ (dv0a, . . . , dvpa ; dh0a, . . . , d
h
qa ) .

En particular (12.41) es un cuadrado cartesiano si y solamente si (12.44) es una

función biyectiva.

Para mostrar el enunciado del Lema, observemos que si descomponemos al funtor

inclusión µn∶ ∆ ×
≤n

∆ � � // ∆ ×∆ como la composición:

∆ ×
≤n

∆ � � ρn // ∆≤n ×∆≤n
� � νn×νn // ∆ ×∆ ;

se verifica que un conjunto bisimplicial X es isomorfo a un objeto en la imagen de

µn∗ ≅ (νn × νn)∗ ○ ρn∗, si y solamente si X cumple las siguientes propiedades:

(A) X es isomorfo a un objeto en la imagen del funtor (νn × νn)∗.
(B) El conjunto bisimplicial truncado (νn × νn)∗X es isomorfo a un objeto en la

imagen del funtor ρn∗.

Esto es una consecuencia de que cualquier unidad de la adjunción (νn × νn)∗ ⊣
(νn × νn)∗ es un isomorfismo.

Por orto lado, se deduce del Lema 12.7.1 que un conjunto bisimplicial X cumple la

condición (A), si y solamente si el cuadrado (12.41) es cartesiano para toda p, q ≥ 0 tal

que max(p, q) ≥ n + 1. Es suficiente entonces mostrar que X cumple la condición (B),

si y solamente si la función (12.44) es biyectiva para cualesquiera 0 ≤ p, q ≤ n tales que

p + q ≥ n + 1.

Consideremos para ello la descomposición:

∆ ×
≤n

∆ = A0
� � F1 // A1

� � F2 // ⋯ � � Fn // An = ∆≤n ×∆≤n,

de la inclusión ρn∶ ∆ ×
≤n

∆ � � // ∆≤n ×∆≤n , donde Ai denota a la subcategoŕıa plena

de ∆≤n ×∆≤n, cuyos objetos son las parejas ([p], [q]) tales que p + q ≤ n + i.

12Por definición Xp,−1 =X−1,q = ⋆ es un singulete.
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Para cada 1 ≤ i ≤ n, se puede describir a una unidad de la adjunción Fi ∗ ⊣ F ∗
i de

la siguiente manera: Si A es una pregavilla de conjuntos sobre Ai, se verifica que salvo

isomorfismo:

Fi∗F
∗
i (A)p,q =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Ap,q si p + q < n + i,

(12.43) si p + q = n + i.
Los morfismos cara y degenerados para p + q = n + i:

Ap−1,q

shi

// Fi∗F
∗
i (A)p,q ,

dvi
��

dhioo

Ap,q−1

svi

OO

son definidos por las reglas:

ai (a0, . . . , ap; b0, . . . , bq)
_

dvi

��

�dhioo y a � shi // (a0, . . . , ap; shi d
v
0a, . . . , s

h
i d

v
qa)

(svi dh0b, . . . , svi dhpb; b0, . . . , bq)

bi

b
_

svi

OO

donde ak =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

shi−1d
h
ka si 0 ≤ k ≤ i − 1

a si i ≤ k ≤ i + 1

shi d
h
k−1a si i + 2 ≤ k ≤ p

y bk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

svi−1d
v
kb si 0 ≤ k ≤ i − 1

b si i ≤ k ≤ i + 1

svi d
v
k−1b si i + 2 ≤ k ≤ q.

Finalmente, definimos al morfismo unidad A // Fi∗F ∗
i (A) , como la función iden-

tidad si p+q < n+i y como la función (12.44) si p+q = n+i. En particular, A es isomorfo

a un objeto en la imagen del funtor Fi, si y solamente si la función (12.44) es biyectiva,

para todas las parejas (p, q) tales que p, q ≥ 0 y p + q = n + i.
Por lo tanto, X cumple la condición (B), si y solamente si la función (12.44) es

biyectiva para cualesquiera 0 ≤ p, q ≤ n tales que p + q ≥ n. �



Caṕıtulo 3

El 2-grupo de homotoṕıa de los espacios punteados conexos

En el presente caṕıtulo definimos la categoŕıa de los 2-grupos como una subcategoŕıa

de la categoŕıa de las categoŕıas monoidales y los funtores laxos y unitarios entre ellas.

En la sección 15 consideramos un funtor nervio N 2 definido de la categoŕıa de los

2-grupos en la categoŕıa de los conjuntos bisimpliciales reducidos y mostramos en el

Teorema 15.2.2 que el nervioN 2(G) de todo 2-grupo es un objeto fibrante de la categoŕıa

de modelos (ssSet0,W
diag
2 ,mono,fibdiag2 ) de la Proposición 11.3.1.

Finalmente, en la sección 16 mostramos que para todo 2-grupo G y todo conjunto

bisimplicial reducido X, el conjunto simplicial HomssSet0
(X,N 2(G)) es el nervio de un

grupoide el cual admite una interpretación combinatoria análoga a la de los determi-

nantes de Deligne en [Del87].

13. El nervio de las categoŕıas pequeñas

En esta sección recordamos notación básica sobre el funtor nervio de las categoŕıas

pequeñas. En particular demostramos que el funtor nervio induce una equivalencia entre

la categoŕıa homotópica de los grupoides (resp. la categoŕıa de los grupos) y la categoŕıa

homotópica de los 1-tipos de homotoṕıa (resp. la categoŕıa homotópica de los 1-tipos

de homotoṕıa punteados conexos).

§13.1. Recordemos que el funtor inclusión canónico ∆ // cat (ver §8.1) induce

una adjunción:

(13.1) cat

N( ⋅ )
44

⊥ sSet ,

P( ⋅ )
vv

donde N( ⋅ ) es definido por la fórmula N(A)m = Homcat([m],A) y el funtor P( ⋅ ) es

una extensión de Kan izquierda del funtor ∆ // cat a lo largo del encaje de Yoneda:

∆ �
� // sSet

[n] z→ ∆n .

Llamamos a N(A) el nervio (geométrico) de la categoŕıa A y a P(X) (una) categoŕıa

de caminos del conjunto simplicial X.

209
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Si A es una categoŕıa pequeña, el conjunto simplicial truncado τ ∗2 (N(A)) admite la

siguiente descripción: Los conjunto N(A)0 y N(A)1 se identifican con los conjuntos de

los objetos y los morfismos de A respectivamente. La imagen de un objeto x de A por

la función:

N(A)0

s0 // N(A)1

es el morfismo identidad de x en A. Por otro lado, la imagen de un morfismo f de A
por las funciones:

N(A)1

d0 // N(A)0 y N(A)1

d1 // N(A)0

son el codominio y el dominio de f respectivamente. Finalmente, darse un elemento η

del conjunto N(A)2 equivale a darse tres morfismo de A en un triángulo conmutativo:

A1 d0η

&&
A0

d2η
88

d1η
// A2 .

Mostremos:

Lema 13.1.1. El nervio N(A) de una categoŕıa pequeña A es un conjunto simplicial

débilmente 1-coesquelético (ver §12.2).

Demostración. Por definición, el conjunto simplicial N(A) es 2-coesquelético si

la función:

Homcat([m + 1],A)
∏
s
δ∗s
// ∏
0≤s≤m+1

Homcat([m],A)

es el núcleo en Set de las flechas paralelas:

∏
0≤s≤q+1

Homcat([m],A)

∏
i<j

δ∗j−1○proji

//

∏
i<j

δ∗i ○projj

// ∏
0≤i<j≤q+1

Homcat([m − 1],A) ,

para toda categoŕıa pequeña A y todo entero m ≥ 2.

Mostremos el siguiente enunciado:

Si q ≥ 2, el morfismo ⊔
0≤s≤q+1

[q]
⊔
s
δs
// [q + 1] es el conúcleo en cat

de las flechas paralelas:

⊔
0≤i<j≤q+1

[q − 1]
⊔
i<j

inci ○ δj−1

//

⊔
i<j

incj ○ δi
// ⊔
0≤s≤q+1

[q] .
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Comencemos por mostrar que para q ≥ 1 se tiene un cuadrado cartesiano en cat:

[q] δ0 // [q + 1]

[q − 1]

δq

OO

δ0

// [q]

δq+1

OO

En efecto, observemos que darse dos funtores F ∶ [q] // C y G∶ [q] // C tales que

F ○ δq = G ○ δ0 equivale a darse dos sucesiones de morfismos en C:

F = ( A0

f1 // ⋯⋯
fq // Aq ) y G = ( B0

g1 // ⋯⋯
gq // Bq )

tales que:

( A0

f1 // ⋯⋯
fq−1 // Aq−1 ) = F ○ δq = G ○ δ0 = ( B1

g2 // ⋯⋯
gq // Bq ).

Por lo que el único funtor H ∶ [q + 1] // C tal que H ○ δ0 = F y H ○ δq+1 = G, es

determinado por la siguiente sucesión de morfismos:

H =
⎛
⎜⎜
⎝

A0

f1 // ⋯⋯
fq−1 // Aq−1

fq // Aq

B0 g1

// B1 g2

// ⋯⋯
gq
// Bq

⎞
⎟⎟
⎠
.

Mostremos ahora que si C es una categoŕıa pequeña y {Fs∶ [q] // C }
0≤s≤q+1

es una

familia de funtores tal que Fj ○ δi = Fi ○ δj−1 para 0 ≤ i < j ≤ q + 1, entonces existe un

único funtor F ∶ [q + 1] // C tal que F ○ δs = Fs para 0 ≤ s ≤ q + 1. En efecto, ya que

por hipótesis Fq+1 ○ δ0 = F0 ○ δq, sabemos que existe un único funtor F ∶ [q + 1] // C tal

que F ○ δ0 = F0 y F ○ δq+1 = Fq+1.

Por otro lado se tiene que para 0 ≤ j ≤ q:

F ○ δj ○ δq =F ○ δq+1 ○ δj = Fq+1 ○ δj = Fj ○ δq
y F ○ δj ○ δ0 =F ○ δ0 ○ δj−1 = F0 ○ δj−1 = Fj ○ δ0 ;

ya que q ≥ 2 deducimos que F ○ δj = Fj.
Por lo tanto N(A) es un conjunto simplicial 2-coesquelético. Mostremos por último

que la siguiente función:

(13.2) HomsSet(∆2,N (G)) // HomsSet(∂∆2,N (G))

inducida del morfismo inclusión ∂∆2 �
� // ∆2 es inyectiva, es decir que N(A) es un

conjunto simplicial débilmente 1-coesquelético.
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Notemos para ello que el dominio de la función (13.2) se identifica con el conjunto

de los triángulos conmutativos de G:

(13.3)

A1
f0

&&
A0

f2
88

f1

// A2

y su codominio se identifica con el conjunto de los diagramas de la misma forma, pero no

necesariamente conmutativos. Ya que (13.2) es la función que olvida la conmutatividad

de un diagrama, (13.2) es inyectiva. �

Deducimos:

Corolario 13.1.2. El funtor nervio N∶ cat // sSet es fielmente pleno.

Demostración. El funtor N es fiel porque si nos damos un funtor F ∶ A // B
entre categoŕıas pequeñas, las funciones N(F )0 y N(F )1 son las funciones que definen al

funtor F en los objetos y los morfismos, respectivamente. Por lo tanto si N(F )0 = N(G)0

y N(F )1 = N(G)1 para dos funtores F,G∶ A // B , deducimos que F = G.

Por otro lado si A y B son categoŕıas pequeñas y ϕ∶ N(A) // N(B) es un morfismo

de conjuntos simpliciales, se verifica sin dificultad que las funciones ϕ0 y ϕ1 definen un

funtor F ∶ A // B tal que N(F )0 = ϕ0 y N(F )1 = ϕ1.

Se sigue que N(F ) = ϕ ya que N(B) es un conjunto simplicial débilmente 1-

coesquelético. Por lo tanto el funtor N es pleno. �

Si A y B son categoŕıas pequeñas, denotemos BA a la categoŕıa de los funtores de A
en B y sus transformaciones naturales. Se verifica sin dificultad que tenemos biyecciones

naturales:

Homcat(A × C,B) ≅ Homcat(C,BA) ,

para cualesquiera A, B y C categoŕıas pequeñas. Dicho de otro modo, la categoŕıa cat

es una categoŕıa cartesiana cerrada.

Ya que el funtor nervio N∶ cat // sSet es fielmente pleno y conmuta con productos

finitos, obtenemos biyecciones naturales:

N(BA)
n
= Homcat([n],BA) ≅ Homcat(A × [n],B)

≅ HomsSet(N(A) ×∆n,N(B)) = HomsSet(N(A),N(B))
n
,

y por lo tanto un isomorfismo natural de funtores:

(13.4) N((⋅2)(⋅1)) +3 HomsSet(N(⋅1),N(⋅2)) ∶ catop × cat // sSet .
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§13.2. Escribimos Grpd para denotar a la subcategoŕıa plena de cat cuyos

objetos son los grupoides (es decir las categoŕıas pequeñas cuyas flechas son todas

isomorfismos). Observemos que Grpd es una subcategoŕıa de cat estable por productos

finitos y objeto de morfismos HG, es decir Grpd es una subcategoŕıa cartesiana cerrada

de cat.

En este párrafo esbozaremos una prueba de la afirmación bien conocida, que el

funtor nervio N∶ cat // sSet induce por restricción una equivalencia entre la categoŕıa

cartesiana cerrada Grpd y la categoŕıa cartesiana cerrada GrpdK1 de los 1-grupoides

de Kan (ver los Corolarios 13.1.2 y 13.2.4 y el Lema 12.3.3).

Recordemos para empezar:

Corolario 13.2.1. Si G es un grupoide, el conjunto simplicial débilmente 1-coes-

quelético N(G) (ver el Lema 13.1.1) cumple la condición de Kan en dimensión 1 ≤m ≤ 2

y cumple la condición de ser mı́nimo en dimensión 1, dicho de otro modo N(G) es un

1-grupoide de Kan (ver el Corolario 12.4.1).

En particular si G es un grupoide, el conjunto simplicial N(G) es un objeto fi-

brante de la categoŕıa de modelos (sSet,W1,mono,fib1) del Teorema 8.4.2 (ver el

Corolario 12.1.2); y si G es un grupo (visto como una categoŕıa con un único ob-

jeto) el conjunto simplicial N(G) es un objeto fibrante de la categoŕıa de modelos

(sSet0,Wred
1 ,mono,fibred1 ) de la Proposición 10.1.2.

Demostración. El conjunto simplicial N(G) es débilmente 1-coesquelético por el

Lema 13.1.1. Para mostrar que N(G) cumple en dimensión 1 la condición de extensión

de Kan y la condición de ser mı́nimo, notemos simplemente que si damos en el grupoide

G dos de tres morfismos en un diagrama de la forma:

A1
f0

&&
A0

f2
88

f1

// A2 ,

entonces existe un único morfismo completando el diagrama en un triángulo conmuta-

tivo.

Verifiquemos que el conjunto simplicial N(G) cumple la condición de extensión de

Kan en dimensión 2, es decir que la función:

(13.5) HomsSet(∆3,N (G)) // HomsSet(Λ3,k,N (G))

inducida del morfismo inclusión Λ3,k �
� // ∆3 es sobreyectiva para todo 0 ≤ k ≤ 3.
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En efecto, el dominio de la función (13.5) se identifica con el conjunto de los dia-

gramas de G que consisten de cuatro objetos y seis morfismos como sigue:

(13.6)

X1

��

��
X0

OO

}}

// X3

X2

::

tales que las cuatro caras de (13.6) son triángulos conmutativos.

Por otro lado el codominio de (13.5) es igual al conjunto de los diagramas de la

misma forma, pero cumpliendo solamente que tres de sus caras sean triángulos con-

mutativos. Se muestra sin dificultad que esto es suficiente para que la cuarta cara sea

también un triángulo conmutativo, pues todas las flechas involucradas son isomorfismos.

Por lo tanto la función (13.5) es biyectiva. �

Si G es un grupoide recordemos que el conjunto π0(G) de los componentes conectables

por trayectorias de G es por definición el conjunto de las clases de isomorfismo de los

objeto del grupoide G. Si a es un objeto fijo de G, el primer grupo de homotoṕıa de G
basado en a al que denotamos π1(G, a), es por definición HomG(a, a), el grupo de los

automorfismos de a en G.

Se definen sin problemas funtores:

(13.7) Grpd
π0( ⋅ ) // Set y Grpd⋆

π1( ⋅ , ⋅ ) // Grp ,

donde Grpd⋆ denota a la categoŕıa de los grupoides punteados.

Lema 13.2.2. Existen isomorfismos canónicos de funtores:

(13.8)

π0
α0
+3 π0 ○N ∶ Grpd // Set y π1

α1
+3 π1 ○N⋆ ∶ Grpd⋆

// Grp

donde πi de un conjunto simplicial (punteado) X es por definición el i-ésimo grupo de

homotoṕıa de la realización geométrica de X (ver §8.4).

Demostración. Si G es un grupoide, los conjuntos π0(G) y π0(N(G)) son iguales

al conjunto de los objetos de G módulo la relación de equivalencia que identifica a dos

objetos si existe un morfismo de G entre ellos. Definimos entonces π0
α0
+3 π0 ○N como

la transformación natural identidad.

Por otro lado se sigue del Corolario 13.2.1 y las Proposiciones 8.6.1 y 8.6.2 que

podemos pensar al funtor π1 ○ N⋆∶ Grpd⋆
// Grp como el funtor definido en un
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grupoide G de punto base a por el conjunto de los morfismos HomG(a, a) cuyo producto

es definido por la regla:

f ⋆ g = g ○ f siempre que f, g ∈ HomG(a, a) .

Definimos un isomorfismo natural α1∶ π1
+3 π1 ○N⋆ en un grupoide G de punto

base a por la función:

π1(G, a) = HomG(a, a)
α1
(G,a)

// HomG(a, a) = π1 ○N⋆(G, a)

f z→ f−1

.

Notemos que α1
(G,a) es efectivamente un morfismo de grupos, porque:

α1
(G,a)( f ○ g ) = (f ○ g)−1 = g−1 ○ f−1 = α1

(G,a)(g) ○ α1
(G,a)(f) = α1

(G,a)(f) ⋆ α1
(G,a)(g) .

�

Recordemos que la categoŕıa homotópica de los grupoides hGrpd es la categoŕıa

cuyos objetos son los grupoides y los morfismos son las clases de isomorfismo natural

de los funtores entre ellos:

HomhGrpd(G,H) = π0(HG) .

Notemos que hGrpd es una categoŕıa cartesiana cerrada cuyo objeto de morfismos

también es el grupoide de los funtores GH. Además el funtor canónico Grpd // hGrpd

respeta los productos finitos.

Un funtor F ∶ G // H entre grupoides es llamado una equivalencia débil si cumple

una de las siguientes condiciones equivalentes:

Corolario 13.2.3. Si F ∶ G // H es un funtor entre grupoides, son equivalentes:

(i) π0(F ) y π1(F ) son funciones biyectivas.

(ii) F es una equivalencia de categoŕıas, es decir F es un funtor fielmente pleno

y esencialmente sobreyectivo.

(iii) La imagen de F por el funtor canónico Grpd // hGrpd es un isomorfismo

de hGrpd.

(iv) N(F ) es una 1-equivalencia homotópica débil de conjuntos simpliciales.

(v) N(F ) es una ∞-equivalencia homotópica débil de conjuntos simpliciales.

Demostración. Se verifica (i)⇔(ii)⇔(iii) sin dificultad.

Por otro lado ya que los conjuntos simpliciales N(G) y N(H) son complejos de Kan

cuyos grupos de homotoṕıa πi(N(G)) y πi(N(H)) son cero para i ≥ 2, deducimos que

(iv)⇔(v).

Finalmente (i)⇔(iv) se sigue de los isomorfismos 13.8. �
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Recordemos una prueba del enunciado rećıproco del Corolario 13.2.1 (ver [Dus02]):

Corolario 13.2.4. Si W es un conjunto simplicial el cual es un 1-grupoide de Kan,

entonces existe un grupoide G y un isomorfismo de conjuntos simpliciales N(G) ≅ W .

Dicho de otro modo, un conjunto simplicial es un 1-grupoide de Kan si y solamente si

es isomorfo al nervio de un grupoide (ver el Corolario 13.2.1).

Demostración. Sea W un 1-grupoide de Kan. Definimos al grupoide G con el

isomorfismo deseado N(G) ≅ W como sigue: El conjunto de los objetos (resp. de los

morfismos) de G es igual al conjunto de los 0-simplejos (resp. de los 1-simplejos) de

W . Si f es un morfismo de G, el dominio (resp. el codominio) de f es el objeto d1(f)
(resp. d0(f)). En particular el conjunto HomsSet(Λ2,1,W ) se identifica al conjunto de

las parejas de morfismos consecutivos de G, es decir parejas (f, g) de 1-simplejos de W

tales que d0(f) = d1(g).
Definimos una ley de composición en G por la composición:

HomsSet(Λ2,1,W)
(α1,1
W )−1

// HomsSet(∆2,W)
δ∗1 // HomsSet(∆1,W ) .

Dicho de otro modo, si f, g es una pareja de morfismos consecutivos de G entonces

g ○ f es igual al morfismo d1(η), donde η es el único 2-simplejo de W tal que d2(η) = f
y d0(η) = g.

Mostremos primero que G definido de esta manera es efectivamente una categoŕıa:

Si f es un morfismo de G de dominio d1(f) y codominio d0(f), se tiene en G que:

f ○ (s0(d1f)) = f y (s0(d0f)) ○ f = f ;

en efecto s0(f) y s1(f) son 2-simplejos de W tales que:

d0(s0(f)) = f , d1(s0(f)) = f y d2(s0(f)) = s0(d1(f)) ,

d0(s1(f)) = s0(d0(f)) , d1(s1(f)) = f y d2(s1(f)) = f .

Dicho de otro modo, si a es un objeto de G el morfismo s0(a) es la identidad de a

en G.

Sean ahora f , g y h tres morfismos de G consecutivos:

a
f
// b

g
// c

h // d ;

es decir f, g, h son 1-simplejos de W tales que d0(f) = d1(g) y d0(g) = d1(h).
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Para mostrar que h ○ (g ○ f) = (h ○ g) ○ f consideremos a los únicos 2-simplejos η0,

η2 y η3 de W que cumplen las propiedades:

d0(η0) =h d2(η0) = g
d0(η2) =h ○ g d2(η2) = f
d0(η3) = g d2(η3) = f ;

esto es posible ya que d1(h) = d0(g) y d1(h ○ g) = d1(g) = d0(f).
Entonces, como la función inducida de la inclusión Λ3,1 // ∆3 :

HomsSet(∆3,W ) // HomsSet(Λ3,1,W )

es biyectiva y se tiene las igualdades:

d0(η2) = h ○ g = d1(η0) , d0(η3) = g = d2(η0) y d2(η3) = f = d2(η2) ;

existe un único 3-simplejo ξ de W tal que d0(ξ) = η0, d2(ξ) = η2 y d3(ξ) = η3. En

particular:

h ○ (g ○ f) = (d0η0) ○ (d1η3) = (d0d0ξ) ○ (d1d3ξ)
= (d0d1ξ) ○ (d2d1ξ) = d1d1ξ = d1d2ξ = d1η2 = (h ○ g) ○ f .

Por lo tanto, G es efectivamente una categoŕıa.

Observemos por otro lado que si 0 ≤ k ≤ 2, la función inducida de la inclusión

Λ2,k // ∆2 :

HomsSet(∆2,W ) // HomsSet(Λ2,k,W )

es biyectiva por hipótesis. En particular, si f es cualquier morfismo de G existe 2-

simplejos η1 y η2 de W tales que:

d1(η1) = s0(d1f) , d2(η1) = f ,
d0(η2) = f y d1(η2) = s0(d0f) .

Dicho de otro modo, tenemos que (d0η1) ○ f = s0(d1f) y f ○ (d2η2) = s0(d0f); dicho

de otro modo f es un isomorfismo de G. Por lo tanto G es un grupoide.

Por último, observemos que el isomorfismo de conjuntos simpliciales truncados

ϕ●∶ τ ∗2 W
≅ // τ ∗2 ○N(G) definido por las reglas: ϕi = idWi

si 0 ≤ i ≤ 1 y ϕ2 es el isomor-

fismo composición:

W2 ≅ HomsSet(∆2,W )
(d2,d0) // HomsSet(Λ2,1,W ) = N(G)2 ,

induce un isomorfismo de conjuntos simpliciales N(G) ≅ csq2(N(G)) ≅ csq2(W ) ≅
W . �
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Se sigue de los Corolarios 13.1.2, 13.2.1 y 13.2.4 que el funtor nervio N∶ cat // sSet

induce por restrucción una equivalencia entre la categoŕıa cartesiana cerrada Grpd de

los grupoides y la categoŕıa cartesiana cerrada GrpdK1 de los 1-grupoides de Kan (ver

el Lema 12.3.3). Más aún, por el Lema 12.5.1 y los isomorfismos (13.4) y (13.8), el

funtor nervio determina también una equivalencia entre la categoŕıa cartesiana cerrada

hGrpd (la categoŕıa homotópica de los grupoides) y la categoŕıa cartesiana cerrada

de los 1-tipos de homotoṕıa Ho1(sSet) (la categoŕıa homotópica de los 1-grupoides de

Kan).

§13.3. Escribimos Grp para denotar a la categoŕıa de los grupos y los morfismos

de grupos. Observemos que por los Corolarios 13.1.2, 13.2.1 y 13.2.4 el funtor nervio

N∶ cat // sSet induce por restricción una equivalencia entre la categoŕıa Grp de los

grupos y GrpK1 la subcategoŕıa de sSet0 cuyos objetos son los 1-grupoides de Kan

reducidos, es decir los 1-grupos de Kan.

Más aún, como α1 de (13.8) es un isomorfismo natural:

G
αG

≅
// π1(N(G)) para todo grupo G ;

concluimos que la restricción del funtor grupo fundamental de los conjuntos simpliciales

punteados a los 1-grupos de Kan es un inverso salvo isomorfismo de la restricción del

funtor nervio a los grupos:

(13.9) Grp ≃

N

88

π1

xx
GrpK1 .

En particular se tiene una equivalencia entre la categoŕıa de los grupos Grp y la

categoŕıa homotópica de los 1-grupos Ho1(sSet0):

(13.10) Grp ≃

N

88

π1

xx
Ho1(sSet0) .

(ver el Corolario 12.5.4).

Recordemos:

Corolario 13.3.1. El funtor restricción del funtor grupo fundamental de los con-

juntos simpliciales punteados a los conjuntos simpliciales reducidos, es adjunto izquierdo
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del funtor nervio de los grupos:

Grp ⊥

N

88

π1

xx
sSet0 ,

Demostración. Si G es un grupo y X es un conjunto simplicial reducido, se tienen

isomorfismos naturales:

(13.11) π0(HomsSet0
(X,N(G))) ≅ HomsSet0

(X,N(G)) ,

(13.12) π0(HomsSet0
(X,N(G))) ≅ [X,N(G)]red

1

(13.13) y HomGrp(π1(X),G) ≅ [X,N(G)]red
1

donde [ ⋅ , ⋅ ]red
1

denota al conjunto de los morfismos en Ho1(sSet0) = sSet0[(Wred
1 )−1]

la categoŕıa homotópica de los 1-tipos de homotoṕıa reducidos.

En efecto (13.11) se sigue del Lema 12.5.5 porque N(G) es un 1-grupo de Kan,

(13.12) es una consecuencia de que N(G) sea un objeto fibrante de la categoŕıa de

modelos (sSet0,Wred
1 ,mono,fibred1 ) y (13.13) es una consecuencia de la equivalencia

de categoŕıas (13.10).

Por lo tanto se tienen isomorfismos naturales:

HomGrp(π1(X),G) ≅ HomsSet0
(X,N(G)) .

�

Para concluir mencionemos que el enriquecimiento HomGrp de la categoŕıa de los

grupos Grp en la categoŕıa de los conjuntos Set tiene un tensor y un cotensor, es decir

si G y H son grupos se tienen adjunciones:

Grp ⊥

HomGrp(G, ⋅ )

88

G⊗ ⋅
xx

Set y Grpop ⊥

HomGrp( ⋅ ,H)

88

H ⋅

xx
Set

En efecto si A es un conjunto HA es el grupo de las funciones HomSet(A,H) cuyo

producto es definido argumento por argumento y G ⊗ A es el producto libre de ∣A∣
copias de G.
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14. La categoŕıa de los 2-grupos

En la presente sección fijamos notación sobre la categoŕıa de los 2-grupos, como

una subcategoŕıa de la categoŕıa de las categoŕıas monoidales y los funtores fuertes

y unitarios entre ellas. En §14.2.1 recordamos el concepto de equivalencia débil entre

2-grupos y en §14.3 revisamos un cotensor de cat en la categoŕıa de los 2-grupos.

§14.1. Recordemos que una categoŕıa monoidal (ver por ejemplo [Lan98]) con-

siste de una categoŕıa (abstracta)M, un funtor ⊗∶ M ×M // M , un objeto distin-

guido 1 e isomorfismos naturales:

(14.1) (X ⊗ Y )⊗Z
aX,Y,Z // X ⊗ (Y ⊗Z) , X

lX // 1⊗X y X
rX // X ⊗ 1 ;

tales que los siguientes diagramas son conmutativos:

(14.2)

((W⊗X)⊗Y )⊗Z
aW⊗X,Y,Z //

aX,Y,Z⊗Z
��

(W⊗X)⊗(Y ⊗Z)
aW,X,Y ⊗Z // W⊗(X⊗(Y ⊗Z))

(W⊗(X⊗Y ))⊗Z
aW,X⊗Y,Z

// W⊗((X⊗Y )⊗Z)

W⊗aX,Y,Z
OO

(14.3) y
(X⊗1)⊗Y

aX,1,Y // X⊗(1⊗Y )

X⊗Y
X⊗lY

88

rX⊗Y

ff

para cualesquiera X, Y , Z y W objetos de M.

Se puede mostrar sin dificultad:

Lema 14.1.1. Si A y B son dos objetos de una categoŕıa monoidal, los triángulos:

(A⊗B)⊗ 1
aA,B,1 // A⊗ (B ⊗ 1)

A⊗B
rA⊗B

cc

A⊗rB

;;
y

A⊗B
`A⊗B

##

`A⊗B

{{
(1⊗A)⊗B

a1,A,B

// 1⊗ (A⊗B)

son conmutativos. Más aún, se tiene que `1 = r1.

Si M y N son categoŕıas monoidales, un funtor monoidal laxo y unitario de M en

N (resp. funtor monoidal fuerte y unitario) consiste de un funtor F ∶ M // N tal

que F (1M) = 1N y morfismos naturales (resp. isomorfismos naturales):

(14.4) F (X)⊗ F (Y )
mX,Y // F (X ⊗ Y ) ,
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tales que los siguientes diagramas son conmutativos:

(14.5)

F((X⊗Y )⊗Z)
FaX,Y,Z

��

F (X⊗Y )⊗FZ
mX⊗Y,Zoo (FX⊗FY )⊗FZ

aFX,FY,FZ

��

mX,Y ⊗FZoo

F(X⊗(Y ⊗Z)) FX⊗F (Y ⊗Z)
mX,Y ⊗Z
oo FX⊗(FY ⊗FZ)

FX⊗mY,Z
oo

(14.6) y

1⊗FX

m1,X

��

FX⊗1

mX,1

��

FX

lFXii rFX 55

FrX
))FlX

uu
F (1⊗X) F (X⊗1)

Las categoŕıas monoidales (pequeñas) y los funtores monoidales laxos y unitarios

(resp. los funtores monoidales fuertes y unitarios) forman una categoŕıa (abstracta)

punteada cat⊗lax,∗ (resp. cat⊗fort,∗) cuya composición se define como sigue:

Si (F,mF )∶ M // M′ y (G,mG)∶ M′ // M′′ son funtores monoidales laxos y

unitarios (resp. fuertes y unitarios) la composición (G○F,mG○F )∶ M // M′′ consiste

del funtor G ○ F y la transformación natural mG○F definida en objetos X y Y de M
como el isomorfismo:

G ○ F (X)⊗G ○ F (Y )
mGFX,FY

//

mG○FX,Y

,,
G(F (X)⊗ F (Y ))

G(mFX,Y )
// G ○ F (X ⊗ Y ) .

Por último, se tiene una 2-categoŕıa (abstracta) cat⊗lax,∗ (resp. cat⊗fort,∗) cuya ca-

tegoŕıa subyacente es cat⊗lax,∗ (resp. cat⊗fort,∗) y las 2-flechas son las transformaciones

definidas como sigue: Si (F,mF )∶ M // N y (G,mG)∶ M // N son funtores mo-

noidales laxos y unitarios (resp. fuertes y unitarios), una transformación de (F,mF ) en

(G,mG) es una transformación natural de funtores M
F ((

G

66�� η N tal que η1M = id1N y

tal que el siguiente es un diagrama conmutativo:

(14.7)

FX⊗FY

mFX,Y
��

ηX⊗ηY // GX⊗GY

mGX,Y
��

F (X⊗Y )
ηX⊗Y

// G(X⊗Y )

.

En el siguiente enunciado se muestra que el 2-funtor que olvida:

cat⊗fort,∗
// cat

refleja las equivalencias internas y los isomofismos.
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Lema 14.1.2. Si F ∶ M // M′ es un morfismo monoidal fuerte y unitario entre

categoŕıas monoidales cuyo funtor subyacente es fielmente pleno y esencialmente so-

breyectivo, entonces existe un morfismo monoidal fuerte y unitario G∶ M′ // M y

transformaciones:

F ○ G α +3 idM′ y G ○ F
β
+3 idM

tales que αA y βX son isomorfismos para todos los objetos A y X.

Más aún, si F es fielmente pleno y biyectivo en los objetos entonces existe un mor-

fismo monoidal fuerte y unitario G∶ M′ // M tal que G ○ F = idM y F ○G = idM′.

Demostración. Supongamos que F ∶ M // M′ es un morfismo monoidal fuerte

y unitario entre categoŕıas monoidales tal que el funtor subyacente a F es fielmente

pleno y esencialmente sobreyectivo. Vamos a construir un morfismo fuerte y unitario

G∶ M′ // M aśı como una transformación natural α∶ F ○ G +3 idG′ de la siguiente

manera:

Si A es un objeto de M′, elijamos un objeto G(A) de M tal que F (GA) y A sean

isomorfos en M′ (F es esencialmente sobreyectiva). Podemos entonces elegir también

un isomorfismo αA∶ FG(A) // A deM′ y suponer además que G(1) = 1 y α1 = id1. Si

f ∶ A // B es un morfismo de M′, definimos G(f)∶ G(A) // G(B) como el único

morfismo deM tal que αB○FG(f) = f ○αA. Se verifica sin dificultad que obtenemos por

este medio un funtor G∶ M′ // M entre las categoŕıas subyacentes a las categoŕıas

monoidales y un isomorfismo natural de funtores M′
FG ))

id

55�� α M′ , tal que G(1) = 1 y

α1 = id1.

Completemos al funtor G∶ M′ // M en un morfismo monoidal fuerte y unitario

como sigue: SiA yB son objetos deM′ escribimosmG
A,B ∶ G(A)⊗G(B) // G(A⊗B)

para denotar al único isomorfismo de M tal que el siguiente diagrama:

(14.8) FG(A)⊗ FG(B)
mFGA,GB //

αA⊗αB
��

F (G(A)⊗G(B))
F (mGA,B)

// F (G(A⊗B))
αA⊗B
��

A⊗B A⊗B .

Se sigue en particular que M′
FG ))

id

55�� α M′ seŕıa una transformación entre morfismos

de categoŕıas monoidales si G fuera un morfismo monoidal.
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Mostremos que G∶ M′ // M es efectivamente un morfismo monoidal, es decir

mostremos que los siguientes diagramas efectivamente conmutan:

(14.9)

G((A⊗B)⊗C)
GaA,B,C

��

G(A⊗B)⊗GC
mGA⊗B,Coo (GA⊗GB)⊗GC

aGA,GB,GC

��

mGA,B⊗GCoo

G(A⊗(B⊗C)) GA⊗G(B⊗C)
mGA,B⊗C

oo GA⊗(GB⊗GC)
GA⊗mGB,C
oo

(14.10) y

1⊗GX

mG1,X

��

GX⊗1

mGX,1

��

GX

lGXii rGX 55

GrX
))GlX

uu
G(1⊗X) G(X⊗1) .

De manera equivalente mostremos que las imagenes por el funtor fiel F de los

diagrammas (14.9) y (14.10) son diagramas conmutativos. Para empezar, se muestra

que los triángulos F (14.10) son conmutativos, considerando los siguientes diagramas

conmutativos:

FG(X) lFGX //

αX
��

F (lGX)

++
1⊗ FG(X) mF1,GX

//

1⊗αX
��

F (1⊗GX)
F (mG1,X)

// FG(1⊗X)
α1,X
��

X
lX

// 1⊗X
id

// 1⊗X

y
FG(X) rFGX //

αX
��

F (rGX)

++
FG(X)⊗ 1 mFGX,1

//

αX⊗1
��

F (GX ⊗ 1)
F (mGX,1) // FG(X ⊗ 1)

αX⊗1

��
X

rX
// X ⊗ 1

id
// X ⊗ 1

y recordando que:

FG(X)
FG(lX)

//

αX
��

FG(1⊗X)
α1⊗X
��

X
lX

// 1⊗X
y

FG(X)
FG(rX)

//

αX
��

FG(X ⊗ 1)
αX⊗1

��
X

rX
// X ⊗ 1

conmutan porque α es una transformación natural.
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Por otro lado, se verifica que F (14.9) conmutan viéndolo como la cara de un cubo,

cuyas otras caras son los siguientes diagramas conmutativos:

FG((A⊗B)⊗C)

α
(A⊗B)⊗C

��

F(G(A⊗B)⊗GC)
F (mGA⊗B,C)

oo F((GA⊗GB)⊗GC)
F (mGA,B⊗GC)

oo

(A⊗B)⊗C FG(A⊗B)⊗FGC

mF
G(A⊗B),GC

OO

αA⊗B⊗αCoo

αA⊗B⊗FGC
��

F (GA⊗GB)⊗FGCF (mGA,B)⊗FGCoo

mFGA⊗GB,GC

OO

(A⊗B)⊗C (A⊗B)⊗FGC
(A⊗B)⊗αC

oo (FGA⊗FGB)⊗FGC

mFGA,GB⊗FGC

OO

(αA⊗αB)⊗FGC
oo

,

FG(A⊗(B⊗C))

αA⊗(B⊗C)

��

F(G(A)⊗G(B⊗C))
F (mGA,B⊗C)

oo F(GA⊗(GB⊗GC))
F (GA⊗mGB,C)

oo

A⊗(B⊗C) FGA⊗FG(B⊗C)

mF
GA,G(B⊗C)

OO

αA⊗αB⊗Coo

FGA⊗αB⊗C
��

FG(A)⊗F (GB⊗GC)FGA⊗F (mGB,C)oo

mFGA,GB⊗GC

OO

A⊗(B⊗C) FGA⊗(B⊗C)
αA⊗(B⊗C)

oo FGA⊗(FGB⊗FGC) ,
FGA⊗(αB⊗αA)

oo

FGA⊗mFGB,GC

OO
,

(A⊗B)⊗C

aA,B,C

��

(A⊗B)⊗C

aA,B,C

��

FG((A⊗B)⊗C)
α
(A⊗B)⊗C
oo

F (aA,B,C)
��

A⊗(B⊗C) A⊗(B⊗C) FG(A⊗(B⊗C))
αA⊗(B⊗C)

oo

,

(FGA⊗FGB)⊗FGC

aFGA,FGB,FGC

��

mFGA,GB⊗FGC// F (GA⊗GB)⊗FGC
mFGA⊗GB,GC// F((GA⊗GB)⊗GC)

F (aGA,GB,GC)
��

FGA⊗(FGB⊗FGC)
FGA⊗mFGB,GC

// FGA⊗F (GB⊗GC)
mFGA,GB⊗GC

// F(GA⊗(GB⊗GC))

y

(A⊗B)⊗C

aA,B,C

��

(A⊗B)⊗FGC
(A⊗B)⊗αCoo (FGA⊗FGB)⊗FGC

(αA⊗αB)⊗FGC
oo

aFGA,FGB,FGC

��
A⊗(B⊗C) FGA⊗(B⊗C)

αA⊗(B⊗C)
oo FGA⊗(FGB⊗FGC)

FGA⊗(αB⊗αA)
oo

.

Nos falta solamente construir una transformación β∶ G ○ F +3 idM . Se verifica sin

dificultad que si escribimos βX ∶ GF (X) // X para denotar al único morfismo tal que

F (βX) = αFX , entonces βX es un isomorfismo de la categoŕıa monoidal M y la familia

β = {βX}X es efectivamente una transformación entre morfismos monoidales.
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Observemos finalmente que si F es un funtor biyectivo en los objetos, en la cons-

trucción del funtor G que hicimos arriba podemos elegir para todo objeto A de M′

un (único) objeto G(A) de G tal que F (GA) = A. Imponiendo también que αA = idA
deducimos que G verifica F ○G = id y G ○ F = id. �

§14.2. Si M es una categoŕıa monoidal y X es un objeto fijo de M, se muestra

sin dificultad que las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Los funtores X ⊗ −∶ M // M y − ⊗X ∶ M // M son equivalencias de

categoŕıas.

(ii) Existen objetos X ′ y X ′′ de M, e isomorfismos en M:

X ⊗X ′ αX

≅
// 1 X ′′ ⊗X .

βX

≅
oo

Un objetos X de una categoŕıa monoidal M que cumple una de estas condiciones

equivalentes es llamado invertible. Un 2-grupo es una categoŕıa monoidal cuya categoŕıa

subyacente es un grupoide y donde todos sus objetos son invertibles.

Denotemos como 2-Grp a la categoŕıa (abstracta) de los 2-grupos pequeños (resp. la

2-categoŕıa (abstracta) de los 2-grupos pequeños 2-Grp), es decir la subcategoŕıa plena

de cat⊗lax,∗ o equivalentemente de cat⊗fort,∗ (resp. la sub-2-categoŕıa plena de cat⊗lax,∗ o

equivalentemente de cat⊗fort,∗) cuyos objetos son los 2-grupos.

Mostremos:

Lema 14.2.1. Si M es una categoŕıa monoidal cuya categoŕıa subyacente es un

grupoide, entonces M es un 2-grupo si y solamente si existen funtores ιd∶ M // M y

ιg ∶ M // M , y para cada objeto X de M isomorfismos:

(14.11) X ⊗ ιd(X) αX

≅
// 1 ιg(X)⊗X

βX

≅
oo ,

tales que si f ∶ X // Y es un morfismo de M se tienen los siguientes cuadrados con-

mutativos:

X ⊗ ιd(X) αX //

f⊗ιd(f)
��

1

id1
��

ιg(X)⊗X
βXoo

ιg(f)⊗f
��

Y ⊗ ιd(Y )
αY

// 1 ιg(Y )⊗ Y
βY

oo

Demostración. Si existen funtores ιd∶ M // M y ιg ∶ M // M , e isomorfismos

(14.11), es claro que todos los objetos deM son invertibles, es decirM es un 2-grupo.

Mostremos que siM es un 2-grupo entonces existe un funtor ιd∶ M // M y para

cada objeto X deM un isomorfismo αX ∶ X ⊗ ιd(X) // 1 tal que para todo morfismo
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f ∶ X // Y de M:

X ⊗ ιd(X)

f⊗ιd(f)
��

αX

%%
1

Y ⊗ ιd(Y ) αY

99

es un triángulo conmutativo. De manera análoga, se verifica que existe un funtor

ιg ∶ M // M e isomorfismos βX ∶ ιg(X)⊗X // 1 con la propiedad deseada.

Elijamos para cada objeto X de M un objeto ιd(X) y αX ∶ X ⊗ ιd(X) // 1 un

isomorfismo. Si f ∶ X // Y es un morfismo deM, ya que el funtor Y ⊗−∶ M // M
es una equivalencia de categoŕıas y M es un grupoide, existe un único morfismo

ιd(f)∶ ιd(X) // ιd(Y ) de M tal que el siguiente cuadrado es conmutativo:

Y ⊗ ιd(X)
Y ⊗ιd(f)

��

X ⊗ ιd(X)
f⊗ιd(X)
oo

αX
��

Y ⊗ ιd(Y )
αY

// 1

Por otro lado, ya que en M tenemos el diagrama conmutativo:

X ⊗ ιd(X)
f⊗ιd(f)

))

f⊗ιd(X)
//

X⊗ιd(f)
��

Y ⊗ ιd(X)
Y ⊗ιd(f)
��

X ⊗ ιd(Y )
f⊗ιd(Y )

// Y ⊗ ιd(Y )

asociado a los morfismo f ∶ X // Y y ιd(f)∶ ιd(X) // ιd(Y ) , se sigue que el mor-

fismo ιd(f)∶ ιd(X) // ιd(Y ) también es el único morfismo deM tal que el siguiente

cuadrado es conmutativo:

X ⊗ ιd(X) αX //

X⊗ιd(f)
��

1

X ⊗ ιd(Y )
f⊗ιd(Y )

// Y ⊗ ιd(Y )

αY

OO

ó aún mejor, ιd(f) es el único morfismo de M tal que el siguiente triángulo es conmu-

tativo:

X ⊗ ιd(X)

f⊗ιd(f)
��

αX

%%
1

Y ⊗ ιd(Y ) αY

99
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Deducimos de esta última caracterización que la asignación f ↦ ιd(f) determina un

funtor ιd∶ M // M . �

§14.2.1. Escribamos 2-hGrp para denotar a la categoŕıa homotópica de los 2-

grupos, es decir la categoŕıa que obtenemos de la 2-categoŕıa 2-Grp al imponer la

condición:

Hom2-hGrp = π0(Hom2-Grp) .
Notemos que como las categoŕıas de morfismos Hom2-Grp de la 2-categoŕıa 2-Grp

son grupoides, la categoŕıa 2-hGrp es la categoŕıa que se obtiene de la categoŕıa de

los 2-grupos 2-Grp al imponer en su conjunto de morfismos la relación de equivalencia

que identifica a dos morfismos 2-grupos F,G∶ G // H si existe una transformación

η∶ F +3 G .

Si G es un 2-grupo, escribimos π0(G) para denotar al conjunto de las componentes

por trayectorias del grupoide subyacente a G, es decir el conjunto de las clases de

isomorfismo de los objetos de G. Se verifica que π0(G) es un conjunto con una ley de

composición inducida por el funtor ⊗ de modo que π0(G) es un grupo (todo objeto de G
es invertible) cuyo elemento neutro es la clase del objeto 1. Llamamos a π0(G) el grupo

de los componentes por trayectorias del 2-grupo G. Del mismo modo, denotemos como

π1(G) al grupo de los automorfismo HomG(1,1). El grupo π1(G) es llamado el grupo

fundamental del 2-grupo G.

Lema 14.2.2. El grupo fundamental π1(G) de un 2-grupo G es un grupo conmutativo.

Demostración. Si f, g∶ 1 // 1 son morfismos de un 2-grupo G, el siguiente dia-

grama conmuta:

1⊗ 1
1⊗g
��

f⊗g
''

f⊗1
// 1⊗ 1

1⊗g
��

1⊗ 1
f⊗1

// 1⊗ 1

Por otro lado, tenemos también los siguientes diagramas conmutativos:

1⊗ 1
f⊗1

// 1⊗ 1
1⊗g

// 1⊗ 1

1

r1

OO

f
// 1

r1=`1
OO

g
// 1

`1

OO

y

1⊗ 1
1⊗g

// 1⊗ 1
f⊗1

// 1⊗ 1

1

`1

OO

g
// 1

`1=r1
OO

f
// 1

r1

OO

Por lo tanto:

g ○ f = `−1
1 ○ (1⊗ g) ○ (f ⊗1) ○ r1 = r−1

1 ○ (f ⊗ g) ○ `1 = r−1
1 ○ (f ⊗1) ○ (1⊗ g) ○ `1 = f ○ g .

�
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Se definen fácilmente funtores:

(14.12) 2-Grp
π0( ⋅ ), π1( ⋅ ) // Grp .

Un morfismo de 2-grupos F ∶ G // G′ es llamado una equivalencia débil si cumple

una de las propiedades equivalentes del siguiente:

Lema 14.2.3. Si F ∶ G // G′ es un morfismo monoidal laxo y unitario entre 2-

grupos, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) Los morfismos de grupos π0F y π1F son isomorfismos.

(ii) El funtor subyacente a F ∶ G // G′ es fielmente pleno y esencialmente sobre,

es decir la imagen de F por el 2-funtor que olvida 2-Grp // cat es una

equivalencia interna de la 2-categoŕıa cat.

(iii) F es una equivalencia interna de la 2-categoŕıa 2-Grp; de manera expĺıcita

existe un morfismo monoidal laxo y unitario G∶ G′ // G , y transformaciones

α∶ F ○ G +3 idG′ y β∶ G ○ F +3 idG .

(iv) La imagen de F por el funtor cociente π∶ 2-Grp // 2-hGrp es un isomor-

fismo.

Demostración. No es dif́ıcil ver que si F ∶ G // G′ es un morfismo monoidal

laxo y unitario entre 2-grupos, entonces la función π0F es sobreyectiva si y solamente

si el funtor subyacente a F es esencialmente sobreyectivo. Por lo tanto para mostrar la

equivalencia (i) ⇔ (ii) es suficiente con mostrar que F es un funtor fielmente pleno si

y solamente si la función π0F es inyectiva y π1F es biyectiva.

Por un lado si el funtor F es fielmente y pleno, se tiene en particular que la función

π1F ∶ HomG(1,1) // HomG′(1,1) es biyectiva. Además si X y Y son objetos de G tales

que F (X) y F (Y ) representan a la misma clase en el conjunto π0(G′), entonces existe

un isomorfismo ϕ ∶ F (X) // F (Y ) pues G′ es un grupoide. Como F es pleno tenemos

que ϕ = F (f) para algún morfismo f ∶ X // Y de G. Por lo tanto la función π0F es

inyectiva.

Rećıprocamente, supongamos que la función π0F es inyectiva y que π1F es biyec-

tiva. Si X y Y son objetos de G tales que el conjunto HomG(X,Y ) es vaćıo, entonces

el conjunto de los morfismos HomG′(FX,FY ) también es vaćıo pues la función π0F

es inyectiva y G es un grupoide. Por otro lado, si existe un morfismo f ∶ X // Y

consideremos el siguiente cuadrado conmutativo:

HomG(X,Y )
FX,Y // HomG′(F (X), F (Y ))

HomG(X,X)
FX,X

//

f○− ≅
OO

HomG′(F (X), F (X))
F (f)○−≅
OO
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Deducimos que la función FX,Y es biyectiva si y solamente si FX,X lo es, pues f es

un isomorfismo.

Mostremos entonces que si X es cualquier objeto, la función FX,X es biyectiva si y

solamente si π1F lo es. Para ello consideremos el siguiente diagrama:

(14.13) HomG(1,1)
X⊗− //

F1,1

��

HomG(X⊗1,X⊗1)
FX⊗1,X⊗1
��

HomG(X,X)
lX○−○l−1

Xoo

FX,X

��

HomG(F (X⊗1),F (X⊗1))
m−1
X,1○(− )○mX,1

��

Hom
G′
(1,1)

FX⊗−
// Hom

G′
(FX⊗1,FX⊗1) Hom

G′
(FX,FX) .

lFX○−○l−1
FX

oo

Observemos que los pentágonos de (14.13) son conmutativos porque para cuales-

quiera dos morfismos ϕ∶ 1 // 1 y ψ∶ X // X de G, tenemos los siguientes diagramas

conmutativos:

FX⊗1
mX,1 //

FX⊗Fϕ
��

F (X⊗1)

F (X⊗ϕ)
��

FX⊗1
mX,1

// F (X⊗1)

,

X⊗1
lX //

ψ⊗1
��

X

ψ
��

X⊗1
lX

// X

y

F (X)⊗1

F (X)⊗1

��

mX,1
**

F (X)
lFXoo

F (lX)
tt

Fψ

��

F (X⊗1)

F (ψ⊗1)

��

F (X)⊗1

mX,1 **

F (X)lFXoo

F (lX)tt
F (X⊗1)

Deducimos del diagrama conmutativo (14.13) que FX,X es una función biyectiva si

F1,1 lo es, puesto que X ⊗ − y FX ⊗ − son funtores fielmente plenos.

La equivalencia (ii) ⇔ (iii) es una consecuencia del Lema 14.1.2. Finalmente note-

mos que (iii) ⇔ (iv) se deduce fácilmente de la definición de la categoŕıa homotópica

2-hGrp. �

§14.3. Recordemos que el 2-funtor categoŕıa de los morfismos en la 2-categoŕıa

de las categoŕıas pequeñas:

(14.14) catop × cat
Homcat // cat ,
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es definido por la regla:

( A �� α B
G

gg

Fww
, C

ϕ
''

ψ
77�� β D ) ↦

⎛
⎝

Homcat(A,C)

ϕ○−○F
++

ψ○−○G
33

�� α⋆−⋆β Homcat(B,D)
⎞
⎠
.

Si A y C son categoŕıas pequeñas, escribimos también CA para denotar a la categoŕıa

Homcat(A,C). Cuando C = G es un 2-grupo definimos en la categoŕıa de funtores GA una

estructura de 2-grupo como sigue: Para empezar, la estructura de categoŕıa monoidal

se obtiene componiendo los isomorfismos canónicos de categoŕıas:

⋆A ≅ ⋆ , (G × G)A ≅ GA × GA y (G × G × G)A ≅ GA × GA × GA

(el funtor cat
−A // cat conmuta con ĺımites pequeños ) con las imagenes por el 2-

funtor G ↦ GA de los diagramas:

G × G ⊗ // G ,

⋆ 1 // G ,

G × G ⊗
##

G × G × G

(p1⊗p2,p3) 11

(p1,p2⊗p3)
--

�� a G
G × G ⊗

;; y

G × G ⊗
##

G id //

(1,id) 66

(id,1) (( �� r

G .

KS
l

G × G ⊗

;;

De manera expĺıcita, la multiplicación y la unidad de GA son las siguientes compo-

siciones de funtores:

GA × GA
=≅

⊗

''
(G × G)A

⊗A
// GA

y
⋆

=≅

1

''

⋆A
1A

// GA ,

respectivamente, y los isomorfismos de la asociatividad y la unidad son los isomorfismos

naturales:

=

GA × GA × GA
=≅

(p1,p2⊗p3)

��

(p1⊗p2,p3)

((

(G × G × G)A

(p1,p2⊗p3)A

��

(p1⊗p2,p3)A // (G × G)A

=⊗A

��

≅ GA × GA

⊗
vv

|� aA

(G × G)A ⊗A //

=≅

GA

GA × GA
⊗

99
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y

=

GA × GA
⊗

��

≅

=(G × G)A
⊗A

&&
GA

�� rA

(G,1)A
77

(1,G)A
''

(GA,1)
66

(1,GA) ((

identidad // GA ,

KS
lA

(G × G)A

≅

⊗A
99

=

GA × GA
⊗

HH

=

es decir son definidos argumento por argumento.

Se sigue en particular que estos isomorfismos cumplen (14.2) y (14.3), es decir si X ,

Y y Z son objetos de GA tenemos que:

((W⊗X )⊗Y)⊗Z
aW⊗X ,Y,Z //

aW,X ,Y⊗Z
��

(W⊗X )⊗(Y⊗Z)
aW,X ,Y⊗Z // W⊗(X⊗(Y⊗Z))

(W⊗(X⊗Y))⊗Z
aW,X⊗Y,Z

// W⊗((X⊗Y)⊗Z)

W⊗aX ,Y,Z

OO

y

(X⊗1)⊗Y
aX ,1,Y // X⊗(1⊗Y)

X⊗Y
X⊗lY

99

rX⊗Y

ee

son diagramas conmutativos de GA, porque:

((Wa⊗Xa)⊗Ya)⊗Za
aWa⊗Xa,Ya,Za//

aWa,Xa,Ya⊗Za
��

(Wa⊗Xa)⊗(Ya⊗Za)
aWa,Xa,Ya⊗Za// Wa⊗(Xa⊗(Ya⊗Za))

(Wa⊗(Xa⊗Ya))⊗Za aWa,Xa⊗Ya,Za

// Wa⊗((Xa⊗Ya)⊗Za)

Wa⊗aXa,Ya,Za

OO

y

(Xa⊗1)⊗Ya
aXa,1,Ya // Xa⊗(1⊗Ya)

Xa⊗Ya
Xa⊗lYa

88

rXa⊗Ya

ff

son diagramas conmutativos de G para todo objeto a de A.

Por otro lado como G es un 2-grupo, no es dif́ıcil ver que la categoŕıa de los funtores

GA es un grupoide. Además se sigue del Lema 14.2.1 que GA es un 2-grupo pues se

tienen los funtores:

GA
(ιd)A

// GA y GA
(ιg)A

// GA ,
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junto con los siguientes isomorfismos:

=

GA × GA
⊗

��

≅

=(G × G)A
⊗A

&&
GA

�� αA
(G,ιd)A

77

(ιg ,G)A
''

(GA,ιd)
66

(ιg ,GA) ((

identidad // GA .
KS

βA

(G × G)A

≅

⊗A
88

=

GA × GA

⊗

HH

=

La asignación (A,G)z→ GA que acabamos de definir se extiende en un 2-funtor que

completa el siguiente cuadrado conmutativo:

(14.15) (A,G) z→ GA
catop × 2-Grp //

catop×π
��

2-Grp

π
��

catop × cat
Homcat

// cat ,

donde π∶ 2-Grp // cat es el 2-funtor que olvida.

En efecto, si F ∶ B // A es un funtor y (ϕ,mϕ)∶ G // H es un morfismo de

2-grupos, definimos el morfismo de 2-grupos (ϕF ,mϕF )∶ GA // HB como el funtor

ϕF = ϕ ○ − ○ F y el isomorfismo natural:

GA × GA
ϕF×ϕF

��

⊗ //

�	mϕ
F

GA

ϕF
��

HB ×HB ⊗
// HB

=

GA × GA

=

≅

ϕF×ϕF

��

⊗
=

''
(G × G)A ⊗A //

(ϕ×ϕ)A

��
px

(mϕ)A

GA

ϕA

��
ϕF=

��

(H ×H)A

=

⊗A //

(H×H)F

��

HA

HF

��
HB ×HB ≅

⊗
=

77(H ×H)B ⊗B // HB .

La pareja (ϕF ,mϕF ) es efectivamente un morfismo laxo y unitario de 2-grupos

porque:

ϕF ( funtor constante de valor 1G ) = funtor constante de valor ϕ(1G) = 1H
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y porque se tienen los siguientes diagramas conmutativos de G:

ϕ((XFb⊗YFb)⊗ZFb)
ϕa
��

ϕ(XFb⊗YFb)⊗ϕZFb
mϕoo (ϕXFb⊗ϕYFb)⊗ϕZFb

a

��

mϕ⊗ϕZFboo

ϕ(XFb⊗(YFb⊗ZFb)) ϕXFb⊗ϕ(YFb⊗ZFb)
mϕ

oo ϕXFb⊗(ϕYFb⊗ϕZFb)
ϕXFb⊗mϕ
oo

y

1⊗ϕXFb

mϕ1,XFb

��

ϕXFb⊗1

mϕ
XFb,1

��

ϕXFb

lϕXFbii rϕXFb 55

ϕrXFb
))ϕlXFb

uu
ϕ(1⊗XFb) ϕ(XFb⊗1)

si X ,Y,Z son objetos de GA y b es un objeto de B.

Observemos también que si se tienen funtores y morfismos de 2-grupos:

C G // B F // A y G
(ϕ,mϕ)

// H
(ψ,mψ)

// K

respectivamente, entonces (ψG,mψG) ○ (ϕF ,mϕF ) = ((ψ ○ ϕ)F○G,m(ψ○ϕ)F○G).

En efecto, se ve fácilmente que (ψ ○ ϕ)F○G = ψG ○ ϕF y que tenemos un triángulo

conmutativo:

(ψ ○ ϕ)F○G(X )⊗ (ψ ○ ϕ)F○G(Y)
m

(ψ○ϕ)F○G

X ,Y //

mψ
G

ϕFX ,ϕFY

++

(ψ ○ ϕ)F○G(X ⊗ Y)

ψG(ϕF (X )⊗ ϕF (Y))
ψG(mϕ

F

X ,Y)

44

para X y Y objetos de GA; pues si c es un objeto de C se tiene el siguiente triángulo

conmutativo:

(ψ ○ ϕ)(XFGc)⊗ (ψ ○ ϕ)(YFGc)
m

(ψ○ϕ)
XFGc,YFGc //

mψϕXFGc,ϕYFGc
++

(ψ ○ ϕ)(XFGc ⊗ YFGc)

ψ(ϕ(XFGc)⊗ ϕ(YFGc))
ψ(mϕ

XFGc,YFGc
)

44

Finalmente consideremos una transformación natural entre funtores de categoŕıas

pequeñas y una transformación entre morfismos de 2-grupos:

B
F

&&

G

88�� α A y G
(ϕ,mϕ)

''

(ψ,mψ)
77�� η H ,
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respectivamente; definimos la transformación GA
(ϕF ,mϕF )

''

(ψG,mψG)
77�� η

α GB como la siguiente com-

posición horizontal:

GA
ϕA

''

ψA

88�� ηA HA
HF

''

HG
77�� Hα HB = GA

GF
&&

GG
88�� Gα GB

ϕB
((

ψB

77�� ηB HB .

Se verifica que si X y Y son objetos de GA, entonces:

ϕFX ⊗ ϕFY
ηα
X
⊗ηα
Y //

mϕ
F

X ,Y

��

ψGX ⊗ ψGY

mψ
G

X ,Y

��
ϕF (X ⊗ Y)

ηα
X⊗Y

// ψG(X ⊗ Y)

es un diagrama conmutativo de HB de la siguiente manera: Si a es cualquier objeto de

A, descomponemos al diagrama:

ϕXFa ⊗ ϕYFa
(ηα
X
)a⊗(ηα

Y
)a
//

mϕ
XFa,YFa

��

ψXGa ⊗ ψYGa
mψ
XGa,YGa

��
ϕ(XFa ⊗ YFa) (ηα

X⊗Y
)a

// ψ(XGa ⊗ YGa)

de la siguiente forma:

ϕ(XFa)⊗ ϕ(YFa)
ϕ(Xα)⊗ϕ(Yα)

**

mϕ
XFa,YFa

��

(ηα
X
)a⊗(ηα

Y
)a

//

(III)
(IV)

(I)

ψ(XGa)⊗ ψ(XGa)

mψ
XGa,YGa

��

ϕ(XGa)⊗ ϕ(YGa)

ηXGa⊗ηYGa
44

mϕ
XGa,YGa

��
ϕ(XGa ⊗ YGa)

ηXGa⊗YGa
**(II)

ϕ(XFa ⊗ YFa) (ηα
X⊗Y

)a
//

ϕ(Xα⊗Yα)
44

ψ(XGa ⊗ YGa)

Después notamos que (I) y (II) son diagramas conmutativos por la definición de

ηα, (III) es conmutativo porque mϕ es una transformación natural de funtores y (IV)

conmuta ya que η es una transformación de morfismos de 2-grupos.
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§14.3.1. Escribimos ∆ para denotar a la sub-2-categoŕıa plena de cat cuyos objeto

son las categoŕıas [n] = {0 < ⋅ ⋅ ⋅ < n} para n ≥ 0. Dicho de otro modo, ∆ es la 2-categoŕıa

cuya categoŕıa subyacente es la categoŕıa de los simplejos ∆ y donde existe una única

2-flecha [n]
ϕ
**

ψ
44�� [m] si y solamente si ϕ(i) ≤ ψ(i) para toda 0 ≤ i ≤ n.

Si G es un 2-grupo, consideremos el 2-funtor inducido del 2-funtor (14.15):

(14.16) ∆op G● // 2-Grp

[n] z→ G[n]

.

Mostremos que el objeto simplicial G[●]∶ ∆op // 2-Grp subyacente al 2-funtor

(14.16) es una “resolución simplicial” del 2-grupo G. Más precisamente:

Lema 14.3.1. Si G es un 2-grupo y ϕ∶ [n] // [m] es cualquier morfismo de la cate-

goŕıa de los simplejos ∆, el morfismo inducido ϕ⋆∶ G[m] // G[n] es una equivalencia

débil de 2-grupos (ver el Lema 14.2.3).

Demostración. Sabemos que todo morfismo ϕ∶ [n] // [m] de la categoŕıa ∆ es

igual a una composición de la forma ϕ = δjm−n+k
○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ δj1 ○ σik ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σi1 donde δj y σi

denotan a los morfismos cara y degenerados. En particular, es suficiente verificar que

para todo 0 ≤ i ≤ k y 0 ≤ j ≤ k + 1 los morfismos [k]
δj
**

σi

jj [k + 1] inducen equivalencias

débiles de 2-grupos G[k+1]
δ⋆j
**

σ⋆i

jj G[k].

Observemos que si 0 ≤ i ≤ k entonces se tiene la igualdad σi○δi = id[k]. Por otro lado,

hay una 2-flecha id[k+1] ⇒ δi ○σi de la 2-categoŕıa ∆ para 0 ≤ i ≤ k, ya que a ≤ δi ○σi(a)
si 0 ≤ a ≤ n + 1; en efecto notemos que:

δi ○ σi(a) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

a a ≠ i
a + 1 a = i .

Se deduce que δ⋆i ○ σ⋆i = idG[k] y que existe una 2-flecha idG[k+1] ⇒ σ⋆i ○ δ⋆i de la

2-categoŕıa 2-Grp. Por lo tanto, de la propiedad (iii) del Lema 14.2.3 se sigue que

G[k+1]
δ⋆j
**

σ⋆i

jj G[k] son equivalencias débiles de 2-grupos si 0 ≤ i, j ≤ k.

Finalmente, para mostrar que G[k+1]
δ⋆k+1 // G[k] es una equivalencia débil de 2-

grupos, se observa de la misma forma que σk ○ δk+1 = id[k] y que hay una 2-flecha
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δk+1 ○ σk ⇒ id[k+1] de la 2-categoŕıa ∆ ya que:

δk+1 ○ σk(a) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

a 0 ≤ a ≤ k
a − 1 a = k + 1 .

�

15. El nervio de los 2-grupos

En esta sección recordamos la definición y las propiedades principales de los funtores

nervio de un 2-grupo definidos en [Dus02] y [LP08]. El resultado principal de este

trabajo es el Teorema 15.2.2 donde demostramos que el nervio de [LP08] de un 2-

grupo es un objeto fibrante de la categoŕıa de modelos (ssSet0,W
diag
2 ,mono,fibdiag2 )

de la Proposición 11.3.1.

En los Corolarios 15.1.3, 15.2.5, 15.2.6 y 15.2.7 mostramos que los funtores nervio son

fielmente plenos. Por último, recordamos que estos funtores inducen una equivalencia

entre la categoŕıa homotópica de los 2-grupos y la categoŕıa homotópica de los 2-tipos

punteados conexos.

§15.1. Si M es una categoŕıa monoidal y q ≥ 0 es un entero, un q-simplejo de

M es por definición una pareja (X,α) donde X es un conjunto de objetos de M:

X = {Xij ∣0 ≤ i < j ≤ q}

y α es un conjunto de morfismos de M:

α = {αijk∶ Xij ⊗Xjk
// Xik ∣ 0 ≤ i < j < k ≤ q};

tales que si 0 ≤ i < j < k < l ≤ q tenemos un diagrama conmutativo:

(15.1) Xil Xij ⊗Xjl

αijloo

Xij ⊗ (Xjk ⊗Xkl)

Xij⊗αjkl
OO

a ≅

Xik ⊗Xkl

αikl

OO

(Xij ⊗Xjk)⊗Xkl .
αijk⊗Xkl
oo

Escribimos Mq para denotar al conjunto de los q-simplejos de M. Definimos un

funtor:

(15.2) cat⊗lax,⋆ ×∆op // Set

(M, [q]) z→ Mq
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como sigue: Si ϕ∶ [q] // [q′] es un morfismo de ∆, la función inducida:

Mq′
ϕ∗

// Mq

(X,α) z→ (Y,β)

es dada por las reglas:

(15.3) Yij =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1G si ϕi = ϕj
Xϕiϕj si ϕi < ϕj

siempre que 0 ≤ i < j ≤ q y:

(15.4) βijk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

`−1
Xϕiϕk

∶ 1⊗Xϕiϕk
// Xϕiϕk si ϕi = ϕj ≤ ϕk

r−1
Xϕiϕk

∶ Xϕiϕk ⊗ 1 // Xϕiϕk si ϕi ≤ ϕj = ϕk
αϕiϕjϕk∶ Xϕiϕj ⊗Xϕjϕk

// Xϕiϕk si ϕi < ϕj < ϕk

para 0 ≤ i < j < k ≤ q′.
Debemos mostrar que la pareja (Y,β) definida de esta forma es un q-simplejo deM,

es decir debemos mostrar que con las definiciones (15.3) y (15.4) se tiene un diagrama

conmutativo:

(15.5) Yil Yij ⊗ Yjl
βijloo

Yij ⊗ (Yjk ⊗ Ykl)

Yij⊗βjkl
OO

a ≅

Yik ⊗ Ykl

βikl

OO

(Yij ⊗ Yjk)⊗ Ykl
βijk⊗Ykl
oo

siempre que 0 ≤ i < j < k < l ≤ q.
Consideramos varios casos: En el caso donde 0 ≤ ϕi < ϕj < ϕk < ϕl ≤ q el diagrama

(15.5) es un diagrama de la forma (15.1); por lo que es conmutativo. Si por otro lado

0 ≤ ϕi = ϕj < ϕk < ϕl ≤ q entonces el diagrama (15.5) se convierte en:

Xϕiϕl 1⊗Xϕjϕl

`−1
Xoo

1⊗ (Xϕiϕk ⊗Xϕkϕl)

1⊗αϕiϕkϕl
OO

`−1
X⊗Xss a ≅

Xϕiϕk ⊗Xϕkϕl

αϕiϕkϕl

OO

(1⊗Xϕjϕk)⊗Xϕkϕl
`−1
X ⊗Xϕkϕl
oo

que es conmutativo por la naturalidad de ` y por el Lema 14.1.1.
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Si 0 ≤ ϕi < ϕj = ϕk < ϕl ≤ q se sigue de (14.3) que tenemos un diagrama conmutativo:

Xϕiϕl Xϕiϕj ⊗Xϕjϕl

αϕiϕjϕloo

Xϕiϕj ⊗ (1⊗Xϕjϕl)

Xϕiϕj⊗`−1
X

OO

a ≅

Xϕiϕj ⊗Xϕjϕl

αϕiϕjϕl

OO

(Xϕiϕj ⊗ 1)⊗Xϕjϕl ;
r−1
X ⊗Xϕjϕl
oo

y si 0 ≤ ϕi < ϕj < ϕk = ϕl ≤ q se sigue de la naturalidad de r y del Lema 14.1.1, que

tenemos un diagrama conmutativo:

Xϕiϕk Xϕiϕj ⊗Xϕjϕk

αϕiϕjϕkoo

Xϕiϕj ⊗ (Xϕjϕk ⊗ 1)

Xϕiϕj⊗r−1
X

OO

a ≅
Xϕiϕk ⊗ 1

r−1
X

OO

(Xϕiϕj ⊗Xϕjϕk)⊗ 1 .

r−1
Xϕiϕj⊗Xϕjϕk

==

αϕiϕjϕk⊗1
oo

Por otro lado, si 0 ≤ ϕi = ϕj = ϕk < ϕl ≤ q, 0 ≤ ϕi < ϕj = ϕk = ϕl ≤ q o si

0 ≤ ϕi = ϕj = ϕk = ϕl ≤ q el diagrama (15.5) toma las siguientes formas:

Xϕiϕl 1⊗Xϕiϕl

`−1
Xoo

1⊗ (1⊗Xϕiϕl)

1⊗`−1
X

OO

a ≅

1⊗Xϕiϕl

`−1
X

OO

(1⊗ 1)⊗Xϕiϕl ,
`−1
1 ⊗Xϕiϕl
oo

Xϕiϕj Xϕiϕj ⊗ 1
r−1
Xoo

Xϕiϕj ⊗ (1⊗ 1)

Xϕiϕj⊗`−1
1

OO

a ≅

Xϕiϕj ⊗ 1

r−1
X

OO

(Xϕiϕj ⊗ 1)⊗ 1
r−1
X ⊗1

oo

ó

1 1⊗ 1
`−1
1oo

1⊗ (1⊗ 1)

1⊗`−1
1

OO

a ≅

1⊗ 1

`−1
1

OO

(1⊗ 1)⊗ 1 ,
`−1
1 ⊗1

oo

respectivamente; por lo que son conmutativos de acuerdo al Lema 14.1.1.

Supongamos ahora que (F,mF )∶ M // M′ es un morfismo laxo y unitario entre

categoŕıas monoidales y q ≥ 0. Definimos la función:

Mq

(F,mF )q // M′
q

(X,α) z→ (Y,β)
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por las reglas: Yij = F (Xij) si 0 ≤ i < j ≤ q y βijk es la composición:

βijk = ( Yij ⊗ Yjk F (Xij)⊗ F (Xjk)
mFXij,Xjk// F (Xij ⊗Xjk)

F (αijk) // F (Xik) Yik )

si 0 ≤ i < j < k ≤ q.
Se muestra sin dificultad que la pareja definida de esta forma (Y,β) es en efecto un

q-simplejo de M′.

El funtor adjunto del funtor (15.2) que acabamos de definir es llamado el funtor

nervio (geométrico) de las categoŕıas monoidales:

(15.6) cat⊗lax,⋆
N ( ⋅ )

// sSet ;

M z→ M●

si M es una categoŕıa monoidal llamamos la conjunto simplicial N (M) el nervio de

M (ver [Dus02]).

Lema 15.1.1. El nervio N (M) de una categoŕıa monoidal M es un conjunto sim-

plicial débilmente 2-coesquelético (ver §12.2).

Demostración. Vamos a deducir esta afirmación del siguiente enunciado:

Lema 15.1.2. Si q ≥ 2 y 0 ≤ n ≤ q, la función:

{ (x0, . . . , xn) ∈ Nn+1 ∣ 0 ≤ x0 < ⋅ ⋅ ⋅ < xn ≤ q + 1 }

ϕ

OO

{ (i0, . . . , in; s) ∈ Nn+2 ∣ 0 ≤ i0 < ⋅ ⋅ ⋅ < in ≤ q y 0 ≤ s ≤ q + 1 }

definida como ϕ(i0, . . . , in; s) = (δsi0, . . . , δsin) es el conúcleo de las flechas paralelas:

{ (i0, . . . , in; s) ∈ Nn+2 ∣ 0 ≤ i0 < ⋅ ⋅ ⋅ < in ≤ q y 0 ≤ s ≤ q + 1 }

ϕ1

OO
ϕ2

OO

{ (a0, . . . , an; s, s′) ∈ Nn+3 ∣ 0 ≤ a0 < ⋅ ⋅ ⋅ < an ≤ q − 1 y 0 ≤ s < s′ ≤ q + 1 }

donde:

ϕ1(a0, . . . , an; s, s′) = (δsa0, . . . , δsan; s′)
y ϕ2(a0, . . . , an; s, s′) = (δs′−1a0, . . . , δs′−1an; s) .
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Demostración. Si 0 ≤ x0 < ⋅ ⋅ ⋅ < xn ≤ q + 1 son enteros naturales, ya que por

hipótesis 0 ≤ n ≤ q existe un entero 0 ≤ s ≤ q + 1 con una de las siguientes propiedades:

xk < s < xk+1 para alguna 0 ≤ k ≤ n.

xn < s ≤ q + 1.

0 ≤ s < x0.

En cada uno de estos casos tenemos:

ϕ(x0, . . . , xk, xk+1 − 1, . . . , xn − 1; s) = (x0, . . . , xn) donde 0 ≤ x0 < ⋅ ⋅ ⋅ < xk <
xk+1 − 1 < ⋅ ⋅ ⋅ < xn − 1 ≤ q,
ϕ(x0, . . . , xn; s) = (x0, . . . , xn) donde 0 ≤ x0 < ⋅ ⋅ ⋅ < xn ≤ q
ϕ(x0, . . . , xn; s) = (x0 − 1, . . . , xn − 1) donde 0 ≤ x0 − 1 < ⋅ ⋅ ⋅ < xn − 1 ≤ q,

respectivamente. Por lo tanto ϕ es una función sobreyectiva.

Por otro lado como δs′ ○ δs = δs ○ δs′−1 si 0 ≤ s < s′ ≤ q + 1, entonces:

ϕ ○ ϕ1(a0, . . . , an; s, s′) = ϕ(δsa0, . . . , δsan; s′)
= (δs′ ○ δsa0, . . . , δs′ ○ δsan)
= (δs ○ δs′−1a0, . . . , δs ○ δs′−1an)
= ϕ(δs′−1a0, . . . , δs′−1an; s)
= ϕ ○ ϕ2(a0, . . . , an; s, s′) ,

siempre que 0 ≤ a0 < ⋅ ⋅ ⋅ < an ≤ q − 1.

Vamos a mostrar que si ϕ(i0, . . . , in; s) = ϕ(i′0, . . . , i′n; s′) donde (i0, . . . , in; s) ≠
(i′0, . . . , i′n; s′) y s ≤ s′, entonces s ≠ s′ y existen 0 ≤ a0 < ⋅ ⋅ ⋅ < an ≤ q − 1 tales que:

ϕ1(a0, . . . , an; s, s′) = (i0, . . . , in; s) y ϕ2(a0, . . . , an; s, s′) = (i′0, . . . , i′n; s′) .

En efecto, supongamos que ϕ(i0, . . . , in; s) = ϕ(i′0, . . . , i′n; s′) donde s ≤ s′. Se sigue

de la definición de la función ϕ que:

0 ≤ δs(i0) = δs′(i′0) < . . . < δs(in) = δs′(i′n) ≤ q + 1 .

Si s = s′ tenemos que δs(ik) = δs(i′k) para toda 0 ≤ k ≤ n; por lo que (i0, . . . , in; s) =
(i′0, . . . , i′n; s′) ya que δs es una función inyectiva.

Si s < s′ se tienen dos casos:
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Primer caso: Supongamos que ninguno de los enteros δs(i0) = δs′(i′0),⋯, δs(in) =
δs′(i′n) está entre s y s′; es decir δs(ik) = δs′(i′k) < s < s′ < δs(ik+1) = δs′(i′k+1), entonces:

δs(i0) = i0
⋮

δs(ik) = ik
δs(ik+1) = ik+1 + 1

⋮
δs(in) = in + 1

y

δs′(i′0) = i′0
⋮

δs(i′k) = i′k
δs′(i′k+1) = i′k+1 + 1

⋮
δs′(i′n) = i′n + 1 ;

por lo que i0 = i′0, i1 = i′1, . . . , in = i′n y ik < s < s′ ≤ ik+1.

Se deduce que los entero i0, . . . , ik, ik+1 − 1, . . . , in − 1 verifican:

0 ≤ i0 < ⋅ ⋅ ⋅ < ik < ik+1 − 1 < ⋅ ⋅ ⋅ < in − 1 ≤ q − 1

y además:

ϕ1(i0, . . . , ik, ik+1 − 1, . . . , in − 1; s, s′) = (δsi0, . . . , δsik, δs(ik+1 − 1), . . . , δs(in − 1); s′)

= (i0, . . . , ik, ik+1, . . . , in; s′) = (i′0, . . . , i′n; s′)

y

ϕ2(i0, . . . , ik, ik+1 − 1, . . . , in − 1; s, s′) = (δs′−1i0, . . . , δs′−1ik, δs′−1(ik+1 − 1), . . . , δs′−1(in − 1); s)

= (i0, , . . . , in; s)

pues ik < s ≤ s′ − 1 ≤ ik+1 − 1.

Segundo caso: Supongamos que:

δs(ik) = δs′(i′k) < s < δs(ik+1) = δs′(i′k+1) < ⋅ ⋅ ⋅ < δs(il) = δs′(i′l) < s′ < δs(il+1) = δs′(i′l+1) ,

entonces definimos:

δs(i0) = i0
⋮

δs(ik) = ik
δs(ik+1) = ik+1 + 1

⋮
δs(il) = il + 1

δs(ik+1) = il+1 + 1

⋮
δs(in) = in + 1

y

δs′(i′0) = i′0
⋮

δs′(i′k) = i′k
δs′(i′k+1) = i′k+1

⋮
δs′(i′l) = i′l

δs′(i′l+1) = i′l+1 + 1

⋮
δs′(i′n) = i′n + 1 ;
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por lo tanto:

i0 = i′0 < ⋅ ⋅ ⋅ < ik = i′k < s < ik+1 + 1 = i′k+1 < ⋅ ⋅ ⋅ < il + 1 = i′l < s′ < il+1 + 1 = i′l+1 + 1 < ⋅ ⋅ ⋅ < in + 1 = i′n + 1 .

En particular:

0 ≤ i′0 < ⋅ ⋅ ⋅ < i′k < s ≤ i′k+1 − 1 < ⋅ ⋅ ⋅ < i′n − 1 ≤ q − 1

y 0 ≤ i0 < ⋅ ⋅ ⋅ < il < s′ − 1 ≤ il+1 − 1 < ⋅ ⋅ ⋅ < in − 1 ≤ q − 1 ;

por lo que:

ϕ1 (i′0, . . . , i′k, i′k+1 − 1, . . . , i′n − 1; s, s′) = (δs(i′0), . . . , δs(i′k), δs(i′k+1 − 1), . . . , δs(i′n − 1); s′)

= (i′0, . . . , i′k, i′k+1, . . . , i
′
n; s′) y

ϕ2 (i′0, . . . , i′k, i′k+1 − 1, . . . , i′n − 1; s, s′) =ϕ2(i0, . . . , il, il+1 − 1, . . . , in − 1; s, s′)

= (δs′−1(i0), . . . , δs′−1(il), δs′−1(il+1 − 1), . . . , δs′−1(in − 1); s)

= (i0, . . . , il, il+1, . . . , in; s) .

�

SiM es una categoŕıa monoidal, queremos deducir del Lema 15.1.2 que el conjunto

simplicial N (M) es 3-coesquelético, es decir que si q ≥ 3 la función:

Mq+1

∏
s
δs

// ∏
0≤s≤q+1

Mq

es el núcleo en Set de las flechas paralelas:

∏
0≤s≤q+1

Mq

∏
s<s′

δ∗s ○projs′

//

∏
s<s′

δ∗
s′−1

○projs

// ∏
0≤s<s′≤q+1

Mq−1 .

De manera expĺıcita, si nos damos una familia de objetos de M:

{Xs
ij ∣0 ≤ i < j ≤ q , 0 ≤ s ≤ q + 1}

y una familia de morfismos de M:

{αsijk∶ Xs
ij ⊗Xs

jk
// Xs

ik ∣ 0 ≤ i < j < k ≤ q , 0 ≤ s ≤ q + 1};

tales que:
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(i) Si 0 ≤ i < j < k < l ≤ q y 0 ≤ s ≤ q + 1 se tiene un diagrama conmutativo:

(15.7) Xs
il Xs

ij ⊗Xs
jl

αsijloo

Xs
ij ⊗ (Xs

jk ⊗Xs
kl)

Xs
ij⊗αsjkl

OO

a ≅

Xs
ik ⊗Xs

kl

αsikl

OO

(Xs
ij ⊗Xs

jk)⊗Xs
kl ,αsijk⊗Xs

kl

oo

(ii) Si 0 ≤ s < s′ ≤ q + 1 se tienen las igualdades:

Xs′

δs aδsb
= Xs

δs′−1a δs′−1b
si 0 ≤ a < b ≤ q − 1

αs
′

δsa δsb δsc
= αsδs′−1a δs′−1b δs′−1c

si 0 ≤ a < b < c ≤ q − 1 ;

mostremos que existe un único conjunto de objetos M:

{Yxy ∣0 ≤ x < y ≤ q + 1}

y un único conjunto de morfismos de M:

{βxyz ∶ Yxy ⊗ Yyz // Yxz ∣ 0 ≤ x < y < z ≤ q + 1};

tales que:

(i) Xs
ij = Yδsi δsj si 0 ≤ i < j ≤ q y 0 ≤ s ≤ q + 1.

(ii) αsijk = βδsi δsj δsk si 0 ≤ i < j < k ≤ q y 0 ≤ s ≤ q + 1

(iii) El siguiente diagrama conmuta:

(15.8) Yxw Yxy ⊗ Yyw
βxywoo

Yxy ⊗ (Yyz ⊗ Yzw)

Yxy⊗βyzw
OO

a ≅

Yxz ⊗ Yzw

βxzw

OO

(Yxy ⊗ Yyz)⊗ Yzw
βxyz⊗Yzw
oo

si 0 ≤ x < y < z < w ≤ q + 1.

Ya que por hipótesis q ≥ 3 > 2, y para 0 ≤ s < s′ ≤ q + 1 tenemos que:

Xs′

δsa δsb
=Xs

δs′−1a δs′−1b
si 0 ≤ a < b ≤ q − 1

y αs
′

δsa δsb δsc
=αsδs′−1a δs′−1b δs′−1c

si 0 ≤ a < b < c ≤ q − 1 ;

se sigue del Lema 15.1.2 (para n = 1 y n = 2) que existe un único conjunto de objetos

de M:

{Yxy ∣0 ≤ x < y ≤ q + 1}
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y un único conjunto de morfismos de M:

{βxyz ∶ Yxy ⊗ Yyz // Yxz ∣ 0 ≤ x < y < z ≤ q + 1};

tales que:

Xs
ij = Yδsi δsj si 0 ≤ i < j ≤ q y 0 ≤ s ≤ q + 1.

αsijk = βδsi δsj δsk si 0 ≤ i < j < k ≤ q y 0 ≤ s ≤ q + 1

Para mostrar que (15.8) es un diagrama conmutativo si 0 ≤ x < y < z < w ≤ q + 1,

notemos que dados 0 ≤ x < y < z < w ≤ q + 1 se sigue del Lema 15.1.2 (para n = 3) que

existen 0 ≤ s ≤ q + 1 y 0 ≤ i < j < k < l ≤ q tales que δsi = x, δsj = y, δsk = z y δsk = w. En

particular (15.8) es conmutativo, pues es igual al diagrama conmutativo (15.7).

Por lo tanto, N (M) es un conjunto simplicial 3-coesquelético.

Finalmente observemos queN (M) es un conjunto simplicial débilmente 2-coesqueléti-

co, es decir notemos que la función:

(15.9) HomsSet(∆3,N (M)) // HomsSet(∂∆3,N (M))

inducida del morfismo inclusión ∂∆3 �
� // ∆3 es inyectiva.

En efecto se tiene por un lado que el domino de (15.9) se identifica con el conjunto

de los diagramas conmutativos de M de la forma:

(15.10) X03 X01 ⊗X13

α2oo

X01 ⊗ (X12 ⊗X23)

X12⊗α0

OO

a ≅

X02 ⊗X23

α1

OO

(X01 ⊗X12)⊗X23
α3⊗X23

oo

y su codominio se identifica con el conjunto de los diagramas de la misma forma pero

no necesariamente conmutativos. La función (15.9) olvida la conmutatividad; por lo

tanto (15.9) es inyectiva. �

Si M es una categoŕıa monoidal, el conjunto simplicial truncado N (M)
q
= Mq

donde 0 ≤ q ≤ 3 se describe de la siguiente manera:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X03 X01⊗X13

α2oo

X01⊗(X12⊗X23)

X12⊗α0

OO

a ≅

X02⊗X23

α1

OO

(X01⊗X12)⊗X23
α3⊗X23

oo

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

Los αi son

morfismos de M

haciendo conmutativo

al diagram

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

d0

��
d1

��
d2


d3

��
s0

LL
s1

OO
s2

RR

{ X2⊗X0

α // X1 ∣ α es un morfismo de M }

d0

��
d1

��
d2

		
s0

MM
s1

QQ

{ X ∣ X es un objeto de M }

d0

��
d1

��
s0

OO

⋆

(15.11)

De manera expĺıcita, existe un único 0-simplejo de M, el 0-simplejo vaćıo. El con-

junto de los 1-simplejos se identifica con el conjunto de los objetos deM, porque existe

una única pareja de enteros (i, j) tales que 0 ≤ i < j ≤ 1 y no hay ternas de enteros

(i, j, k) tales que 0 ≤ i < j < k ≤ 1. Por otro lado un 2-simplejo consiste de tres objetos

X0, X1 y X2, uno por cada una de las parejas de enteros (1,2), (0,2) y (0,1) que

cumplen 0 ≤ i < j ≤ 2 respectivamente, y un morfismo:

(15.12) α∶ X2 ⊗X0
// X1

asociado a la única terna de enteros (0,1,2) tal que 0 ≤ i < j < k ≤ 2.

Por último, un 3-simplejo deM es determinado por seis objetos {Xij ∣0 ≤ i < j ≤ 3}
y cuatro morfismos de M :

{ αl = αijk∶ Xij ⊗Xjk
// Xik ∣ 0 ≤ i < j < k ≤ 3 } ;
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(donde 0 ≤ l ≤ 3 es el único entero tal que l ≠ i, j, k) con la propiedad que el siguiente

diagrama es conmutativo:

(15.13) η =

X03 X01 ⊗X13

α2oo

X01 ⊗ (X12 ⊗X23)

X12⊗α0

OO

a ≅

X02 ⊗X23

α1

OO

(X01 ⊗X12)⊗X23 .
α3⊗X23

oo

Decimos por abuso que el morfismo (15.12) es un 2-simplejo deM y que el diagrama

conmutativo (15.13) es un 3-simplejo de M.

Observemos también que los morfismos cara del conjunto simplicial truncado (15.11)

son dados por las siguientes reglas: Si η es el 3-simplejo (15.13), entonces di(η) = αi; y

si (15.12) es un 2-simplejo, di(α) =Xi.

Por otro lado, los morfismos degenerados son definidos como: s0(⋆) = 1,

s0(X) = ( 1⊗X
l−1
X // X ) , s1(X) = ( X ⊗ 1

r−1
X // X ),

s0(α) =

X1 1⊗X1

`−1
oo

1⊗(X2⊗X0)

1⊗α
OO

a ≅

X2⊗X0

α

OO

(1⊗X2)⊗X0 ,
`−1⊗X0

oo

s1(α) =

X1 X2⊗X0

αoo

X2(1⊗X0)

X2⊗`−1
OO

a ≅

X2⊗X0

α

OO

(X2⊗1)⊗X0
r−1⊗X0

oo

y s2(α) =

X1 X2⊗X0

αoo

X2⊗(X0⊗1)

X2⊗r−1
OO

a ≅

X1⊗1

`−1

OO

(X2⊗X0)⊗1 .
α⊗1

oo

Mostremos:

Corolario 15.1.3. El funtor nervio de la categeoŕıa de las categoŕıas monoidales

y los funtores laxos y unitarios N ∶ cat⊗lax,⋆
// sSet es fielmente pleno.

Demostración. Para mostrar que N es fiel, consideremos F,G∶ M // M′ dos

morfismos laxos y unitarios entre categoŕıas monoidales tales que N (F ) = N (G). Si X

es un objeto de M se sigue que F (X) = N (F )1(X) = N (G)1(X) = G(X). Por otro

lado si X y Y son dos objetos de M se tiene que:

mF
X,Y = N (F )2(idX⊗Y ) = N (G)2(idX⊗Y ) = mG

X,Y .
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Si ahora f ∶ X // Y es un morfismo de M observemos para empezar que:

F (f ⊗ 1) ○mF
X,1 = N (F )2(f ⊗ 1) = N (G)2(f ⊗ 1) = G(f ⊗ 1) ○mG

X,1 .

Deducimos que F (f) = G(f) pues se tienen los siguientes diagramas conmutativos:

F (X⊗1)
F (f⊗1)

// F (Y ⊗1) G(X⊗1)
G(f⊗1)

// RG(Y ⊗1)

F (X)⊗1

mFX,1

OO

F (f)⊗1 // F (Y )⊗1

mFY,1

OO

y G(X)⊗1

mGX,1

OO

G(f)⊗1 // G(Y )⊗1

mGY,1

OO

F (X)

rFX

OO

F (f)

// F (Y )

rFY

OO

G(X)

rGX

OO

G(f)

// G(Y )

rGY

OO

donde rFY = rGY y los morfismos mF
Y,1 =mG

Y,1 son isomorfismos de M′ pues:

F (Y ⊗ 1)

F (Y ) .

`FY
≅

kk

F (`Y )
≅ss

F (Y )⊗ 1

mFY,1

OO

Por lo tanto N es un funtor fiel.

Por otro lado, si M M′ son categoŕıas monoidales, consideremos un morfismo de

conjuntos simpliciales ϕ∶ N (M) // N (M′) . Definimos un morfismo monoidal laxo y

unitario F ∶ M // M′ tal que N (F ) = ϕ de la siguiente manera: Si X es un objeto

de M escribimos F (X) = ϕ1(X). Se sigue que:

F (1) = ϕ1 ○ s0(⋆) = s0 ○ ϕ0(⋆) = s0(⋆) = 1 .

Si f ∶ X // Y es un morfismo de M definimos F (f)∶ F (X) // F (Y ) como el

siguiente morfismo de M′:

F (X) rFX // F (X)⊗ 1
ϕ2(f○r−1

X )
// F (Y ) .

En particular tenemos que:

F (idX) = ϕ2(idX ○ r−1
X ) ○ rFX = ϕ2(r−1

X ) ○ rFX = (ϕ2 ○ s1(X)) ○ rFX
= (s1 ○ ϕ1(X)) ○ rFX = r−1

FX ○ rFX = idFX .
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Por otro lado, si f ∶ X // Y y g∶ Y // Z son dos morfismos de M, mostremos

primero que el siguiente diagrama:

(15.14) Z X ⊗ 1
(g○f)○r−1

Xoo

X ⊗ (1⊗ 1)
X⊗r−1

1

OO

a ≅

Y ⊗ 1

g○r−1
Y

OO

(X ⊗ 1)⊗ 1 ,
(f○r−1

X )⊗1
oo

conmuta. En efecto, en el diagrama:

Y X ⊗ 1
(g○f)○r−1

Xoo

X ⊗ (1⊗ 1)

(II)

X⊗r−1
1

OO

a ≅

Y ⊗ 1

g○r−1
Y

OO

(X ⊗ 1)⊗ 1(f○r−1
X )⊗1oo

Y

(I)
rY

OO

X ⊗ 1
f○r−1

X

oo

rX⊗1

OO

X
rX

oo

rX

ee

el cuadrado (I) es conmutativo porque r? es una transformación natural y el diagrama

(II) es conmutativo por el Corolario 14.1.1. Más aún, ya que:

((g ○ f) ○ r−1
X ) ○ rX = g ○ f = (g ○ r−1

Y ) ○ rY ○ (f ○ r−1
X ) ○ rX ,

concluimos que:

((g ○ f) ○ r−1
X ) ○ (X ⊗ r−1

1 ) ○ aX,1,1 ○ rX⊗1 ○ rX = (g ○ r−1
Y ) ○ ((f ○ r−1

X )⊗ 1) ○ rX⊗1 ○ rX ;

es decir (15.14) es un diagrama conmutativo, pues rX⊗1 ○ rX es un isomorfismo de M.

Consideremos ahora la imagen del 3-simplejo (15.14) por el morfismo ϕ:

F (Z) F (X)⊗ 1
ϕ2((g○f)○r−1

X )
oo

F (X)⊗ (1⊗ 1)
F (X)⊗r−1

1

OO

a ≅

F (Y )⊗ 1

ϕ2(g○r−1
Y )
OO

(F (X)⊗ 1)⊗ 1 .
ϕ2(f○r−1

X )⊗1
oo
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Ya que se tienen los diagramas conmutativos:

F (Y )⊗ 1 (F (X)⊗ 1)⊗ 1
ϕ2(f○r−1

X )⊗1
oo

F (Y )

rFY

OO

F (X)⊗ 1
ϕ2(f○r−1

X )
oo

rFX⊗1

OO

y

F (X)⊗ 1

F (X)⊗ (1⊗ 1)
F (X)⊗r−1

1

OO

a ≅

(F (X)⊗ 1)⊗ 1

F (X)⊗ 1

rFX⊗1

OO

F (X)
rFX

oo

rFX

ff

se sigue que:

F (g○f) = ϕ2((g○f)○r−1
X )○(rFX) = (ϕ2(g○r−1

X )○(rFY ))○(ϕ2(f○r−1
X )○(rFX)) = F (g)○F (f) .

Por lo tanto F ∶ M // M′ es efectivamente un funtor tal que F (1) = 1. Definimos

por otro lado mF
X,Y ∶ F (X)⊗ F (Y ) // F (X ⊗ Y ) para X y Y objetos deM como el

morfismo mF
X,Y = ϕ2(idX⊗Y ).

Mostremos que mF es una transformación natural: De forma expĺıcita, si conside-

ramos dos morfismos f ∶ X // X ′ y g∶ Y // Y ′ de M verifiquemos que:

F (f ⊗ g) ○mF
X,Y = mF

X′,Y ′ ○ (F (f)⊗ F (g)) ,

es decir mostremos que:

(ϕ2((f ⊗ g) ○ r−1
X⊗Y )) ○ (rF (X⊗Y )) ○ (ϕ2(idX⊗Y )) =

(ϕ2(idX′⊗Y ′)) ○ ((ϕ2(f ○ r−1
X ) ○ rFX)⊗ F (Y ′)) ○ (F (X)⊗ (ϕ2(g ○ r−1

Y ) ○ rFY )) .
(15.15)

Para empezar observemos que el cuadrado conmutativo:

F (X ⊗ Y )⊗ 1 (F (X)⊗ F (Y ))⊗ 1
ϕ2(idX⊗Y )⊗1
oo

F (X ⊗ Y )

rF (X⊗Y )

OO

F (X)⊗ F (Y )
ϕ2(idX⊗Y )

oo

rF (X)⊗F (Y )

OO

implica que:

(ϕ2((f ⊗ g) ○ r−1
X⊗Y )) ○ (rF (X⊗Y )) ○ (ϕ2(idX⊗Y )) =

(ϕ2((f ⊗ g) ○ r−1
X⊗Y )) ○ (ϕ2(idX⊗Y )⊗ 1) ○ (rFX⊗FY ) .

(15.16)
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Por otro lado, de los siguientes diagramas conmutativos de M:

X ′ ⊗ Y ′ X ⊗ Y ′f⊗Y ′

oo

X ⊗ (Y ⊗ 1)

X⊗(g○r−1
Y )

OO

a ≅

(X ⊗ Y )⊗ 1

(f⊗g)○r−1
X⊗Y

OO

(X ⊗ Y )⊗ 1
idX⊗Y ⊗1
oo

y

X ′ ⊗ Y ′ X ⊗ Y ′f⊗Y ′

oo

X ⊗ (1⊗ Y ′)

X⊗(`−1
Y ′

)
OO

a ≅

X ′ ⊗ Y ′

idX′⊗Y ′

OO

(X ⊗ 1)⊗ Y ′
(f○r−1

X )⊗Y ′

oo

r−1
X ⊗Y ′

;;

deducimos los siguientes diagramas conmutativos de M′:

F (X ′ ⊗ Y ′) F (X)⊗ F (Y ′)
ϕ2(f⊗Y ′)

oo

F (X)⊗ (F (Y )⊗ 1)

FX⊗ϕ2(g○r−1
Y )

OO

a ≅

F (X ⊗ Y )⊗ 1

ϕ2((f⊗g)○r−1
X⊗Y )

OO

(F (X)⊗ F (Y ))⊗ 1
ϕ2(idX⊗Y )⊗1
oo

y

F (X ′ ⊗ Y ′) F (X)⊗ F (Y ′)
ϕ2(f⊗Y ′)

oo

F (X)⊗ (1⊗ F (Y ′))

FX⊗(`−1
FY ′

)
OO

a ≅

F (X ′)⊗ F (Y ′)

ϕ2(idX′⊗Y ′)

OO

(F (X)⊗ 1)⊗ F (Y ′) ;
ϕ2(f○r−1

X )⊗F (Y ′)
oo

r−1
FX⊗FY ′

==

en particular:

(ϕ2((f ⊗ g) ○ r−1
X⊗Y )) ○ (ϕ2(idX⊗Y )⊗ 1) ○ (rFX⊗FY ) =

(ϕ2(f ⊗ Y ′)) ○ (F (X)⊗ ϕ2(g ○ r−1
Y )) ○ (aFX,FY,1) ○ (rFX⊗FY ) =

(ϕ2(idX′⊗Y ′)) ○ (ϕ2(f ○ r−1
X )⊗ F (Y ′)) ○ (rFX ⊗ F (Y ′)) ○ (F (X)⊗ ϕ2(g ○ r−1

Y )) ○ (aFX,FY,1) ○ (rFX⊗FY ) .

(15.17)

La igualdad (15.15) se sigue de (15.16), (15.17) y del triángulo conmutativo:

(F (X)⊗ F (Y ))⊗ 1
aFX,FY,1 // F (X)⊗ (F (Y )⊗ 1) .

F (X)⊗ F (Y )
F (X)⊗rFY

44

rFX⊗FY

jj

Por lo tanto mF es una transformación natural. Observemos por otro lado que:

FX⊗1

mFX,1��
FX

rFX 33

FrX
++
F (X⊗1)

es un triángulo conmutativo pues F (rX) = ϕ2(idX⊗1) ○ rFX = mF
X,1 ○ rFX .
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Para mostrar que también tenemos el triángulo conmutativo:

1⊗FX

mF1,X ��
FX

lFXll

FlX
ss

F (1⊗X)

basta mostrar que si f ∶ X // Y es un morfismo de M entonces el morfismo F (f) =
ϕ2(f ○ r−1

X ) ○ rFX es igual a la composición ϕ2(f ○ `−1
X ) ○ `FX .

Para ello observemos que como los siguientes diagramas conmutan:

X ⊗ 1
`X⊗1 // (1⊗X)⊗ 1

X
`X

//

rX

OO

1⊗X

r1⊗X

OO

y
(1⊗X)⊗ 1

a1,X,1 // 1⊗ (X ⊗ 1)

1⊗X
r1⊗X

hh

1⊗rX

66

entonces:

(rX) ○ (`−1
X ) ○ (1⊗ r−1

X ) ○ (a1,X,1) = (rX) ○ (`−1
X ) ○ (1⊗ rX)−1 ○ (a1,X,1)

= (rX) ○ (`−1
X ) ○ (r1⊗X)−1 = (`X ⊗ 1)−1 = `−1

X ⊗ 1 ;

dicho de otro modo los siguientes son diagramas conmutativos de M:

(15.18)

X 1⊗X
`−1
Xoo

1⊗ (X ⊗ 1)

1⊗r−1
X

OO

a ≅

X ⊗ 1

r−1
X

OO

(1⊗X)⊗ 1
`−1
X ⊗1

oo

y

Y 1⊗X
f○`−1

Xoo

1⊗ (X ⊗ 1)

1⊗r−1
X

OO

a ≅

X ⊗ 1

f○r−1
X

OO

(1⊗X)⊗ 1
`−1
X ⊗1

oo

para cualquier morfismo f ∶ X // Y .

Si consideremos los 3-simplejos de M′ imagen de (15.18) por la función ϕ3:

FX 1⊗ FX
`−1
FXoo

1⊗ (FX ⊗ 1)

1⊗r−1
FX

OO

a ≅

FX ⊗ 1

r−1
FX

OO

(1⊗ FX)⊗ 1
`−1
FX⊗1

oo

y

FY 1⊗ FX
ϕ2(f○`−1

X )
oo

1⊗ (FX ⊗ 1)

1⊗r−1
FX

OO

a ≅

FX ⊗ 1

ϕ2(f○r−1
X )

OO

(1⊗ FX)⊗ 1
`−1
FX⊗1 .

oo
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deducimos que:

F (f) = ϕ2(f ○ r−1
X ) ○ rFX

= ϕ2(f ○ `−1
X ) ○ (1⊗ r−1

FX) ○ (a1,FX,1) ○ (`−1
FX ⊗ 1)−1 ○ rFX

= ϕ2(f ○ `−1
X ) ○ `FX .

Finalmente, para mostrar que se tiene el diagrama conmutativo:

(15.19)

F((X⊗Y )⊗Z)
FaX,Y,Z

��

F (X⊗Y )⊗FZ
mFX⊗Y,Zoo (FX⊗FY )⊗FZ

aFX,FY,FZ

��

mFX,Y ⊗FZoo

F(X⊗(Y ⊗Z)) FX⊗F (Y ⊗Z)
mFX,Y ⊗Z

oo FX⊗(FY ⊗FZ)
FX⊗mFY,Z
oo

consideremos los siguientes 3-simplejos de M:

X ⊗ (Y ⊗Z) X ⊗ (Y ⊗Z)
idX⊗(Y ⊗Z)

oo

X ⊗ (Y ⊗Z)
X⊗idY ⊗Z

OO

a ≅

(X ⊗ Y )⊗Z

aX,Y,Z

OO

(X ⊗ Y )⊗Z
idX⊗Y ⊗Z
oo

y

X ⊗ (Y ⊗Z) (X ⊗ Y )⊗Z
aX,Y,Zoo

(X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗ 1)

(X⊗Y )⊗r−1
Z

OO

a ≅

((X ⊗ Y )⊗Z)⊗ 1

aX,Y,Z○r−1
(X⊗Y )⊗Z

OO

((X ⊗ Y )⊗Z)⊗ 1 ,
id

(X⊗Y )⊗Z⊗1
oo

r−1
(X⊗Y )⊗Z

==

aśı como sus imágenes por el morfismo ϕ:

(15.20) F (X ⊗ (Y ⊗Z)) F (X)⊗ F (Y ⊗Z)
ϕ2(idX⊗(Y ⊗Z)

)
oo

F (X)⊗ (F (Y )⊗ F (Z))

FX⊗ϕ2(idY ⊗Z)
OO

a ≅

F (X ⊗ Y )⊗ F (Z)

ϕ2(aX,Y,Z)

OO

(F (X)⊗ F (Y ))⊗ F (Z)
ϕ2(idX⊗Y )⊗FZ
oo
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(15.21) y

F (X ⊗ (Y ⊗Z)) F (X ⊗ Y )⊗ FZ
ϕ2(aX,Y,Z)

oo

F (X ⊗ Y )⊗ (FZ ⊗ 1)

F (X⊗Y )⊗r−1
FZ

OO

a ≅

F ((X ⊗ Y )⊗Z)⊗ 1

ϕ2(aX,Y,Z○r−1
(X⊗Y )⊗Z

)

OO

(F (X ⊗ Y )⊗ FZ)⊗ 1
ϕ2(id(X⊗Y )⊗Z)⊗1
oo

r−1
F (X⊗Y )⊗FZ

==

Se sigue de (15.20) y (15.21) que:

(ϕ2(idX⊗(Y ⊗Z))) ○ (FX ⊗ ϕ2(idY ⊗Z)) ○ (aFX,FY,FZ) = (ϕ2(aX,Y,Z)) ○ (ϕ2(idX⊗Y )⊗ FZ)
= (ϕ2(aX,Y,Z ○ r−1

(X⊗Y )⊗Z)) ○ (ϕ2(id(X⊗Y )⊗Z ⊗ 1)) ○ (rF (X⊗Y )⊗FZ) ○ (ϕ2(idX⊗Y )⊗ FZ)

Más aún, ya que r? es una transformación natural tenemos un diagrama conmuta-

tivo:

F ((X ⊗ Y )⊗Z)⊗ 1 (F (X ⊗ Y )⊗ FZ)⊗ 1
ϕ2(id(X⊗Y )⊗Z)⊗1
oo

F ((X ⊗ Y )⊗Z)

rF ((X⊗Y )⊗Z)

OO

(F (X ⊗ Y )⊗ FZ)
ϕ2(id(X⊗Y )⊗Z)

oo

rF (X⊗Y )⊗FZ

OO

lo que implica que:

(ϕ2(aX,Y,Z ○ r−1
(X⊗Y )⊗Z)) ○ (ϕ2(id(X⊗Y )⊗Z ⊗ 1)) ○ (rF (X⊗Y )⊗FZ) ○ (ϕ2(idX⊗Y )⊗ FZ) =

(ϕ2(aX,Y,Z ○ r−1
(X⊗Y )⊗Z)) ○ (rF((X⊗Y )⊗Z)) ○ (ϕ2(id(X⊗Y )⊗Z)) ○ (ϕ2(idX⊗Y )⊗ FZ) ;

Por lo tanto (15.19) es un diagrama conmutativo y entonces (F,mF ) es efectiva-

mente un morfismo laxo y unitario entre 2-grupos.

Por último, notemos que como N (M′) es un conjunto simplicial débilmente 2-

coesquelético, para mostrar que N (F ) = ϕ es suficiente verificar que los morfismos de

conjuntos simpliciales truncados τ∗2 (N (F )) y τ∗2 (ϕ) son iguales

Por definición τ∗1 (N (F )) = τ∗1 (ϕ). Mostremos que si α A⊗B // C es un 2-simplejo

de N (M) entonces N (F )2(α) = ϕ2(α).
Notemos primero que:

N (F )2(α) = F (α) ○mF
A⊗B = ϕ2(α ○ r−1

A⊗B) ○ rF (A⊗B) ○ ϕ2(idA⊗B)
= ϕ2(α ○ r−1

A⊗B) ○ (ϕ2(idA⊗B)⊗ 1) ○ rFA⊗FB

porque r? es una transformación natural.
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Por otro lado, la imagen por ϕ del siguiente 3-simplejo de N (M):

C A⊗Bαoo

A⊗ (B ⊗ 1)
A⊗r−1

B

OO

a ≅

(A⊗B)⊗ 1

α○r−1
A⊗B

OO

(A⊗B)⊗ 1
(idA⊗B)⊗1
oo

r−1
A⊗B

;;

es un diagrama conmutativo de M′:

F (C) F (A)⊗ F (B)
ϕ2(α)oo

F (A)⊗ (F (B)⊗ 1)
FA⊗r−1

FB

OO

a ≅

F (A⊗B)⊗ 1

ϕ2(α○r−1
A⊗B)

OO

(F (A)⊗ F (B))⊗ 1 ,
ϕ2(idA⊗B)⊗1
oo

r−1
FA⊗FB

>>

de donde que:

ϕ2(α ○ r−1
A⊗B) ○ (ϕ2(idA⊗B)⊗ 1) ○ rFA⊗FB = ϕ2(α) ;

es decir N (F )2(α) = ϕ2(α). �

Mostremos el siguiente enunciado:

Proposición 15.1.4. Si G es un 2-grupo el conjunto simplicial débilmente 2-co-

esquelético N (G) (ver el Lema 15.1.1) cumple la condición de extensión de Kan en

dimensión 1 ≤ m ≤ 3 y cumple la condición de ser mı́nimo en dimensión 2, dicho de

otro modo N (G) es un 2-grupo de Kan (ver el Corolario 12.4.1).

En particular, el conjunto simplicial reducido N (G) es un objeto fibrante de la ca-

tegoŕıa de modelos (sSet0,Wred
2 ,mono,fibred2 ) de la Proposición 10.1.2.

Demostración. Recordemos que el conjunto simplicial N (G) es débilmente 2-

coesquelético por el Lema 15.1.1. Mostremos queN (G) cumple la condición de extensión

de Kan en dimensión 1 ≤m ≤ 3 y cumple la condición de ser mı́nimo en dimensión 2.

Condición de extensión de Kan en dimensión 1:

Mostremos que si X0, X1 y X2 son objetos de G, entonces existen objetos A0, A1 y

A2 y morfismos α0∶ X2 ⊗A0
// X1 , α1∶ X2 ⊗X0

// A1 y α2∶ A2 ⊗X0
// X1 de G.

En efecto, si ϕ∶ X2 ⊗X ′
2

// 1 y ψ∶ X ′
0 ⊗X0

// 1 son isomorfismos de G, podemos

definir:

α0 ∶ ( X2 ⊗ (X ′
2 ⊗X1)

a−1
X2,X

′

2
,X1
// (X2 ⊗X ′

2)⊗X1

ϕ⊗X1 // 1⊗X1

`−1
X1 // X1

) ,
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α1 ∶ ( X2 ⊗X0
id // X2 ⊗X0

) y

α2 ∶ ( (X1 ⊗X ′
0)⊗X0

aX1,X
′

0
,X0
// X1 ⊗ (X ′

0 ⊗X0)
X1⊗ψ// X1 ⊗ 1

r−1
X1 // X1

) .

Condición de extensión de Kan en dimensión 2 y de ser mı́nimo en dimensión 2:

Para mostrar las dos condiciones debemos verificar que si tenemos tres de cuatro

morfismos α0, α1, α2 y α3 en un diagrama de la forma:

(15.22)

X03 X01 ⊗X13

α2oo

X01 ⊗ (X12 ⊗X23)
X01⊗α0

OO

a ≅

X02 ⊗X23

α1

OO

(X01 ⊗X12)⊗X23 ,
α3⊗X23

oo

podemos determinar de manera única el cuarto morfismo tal que (15.22) es un diagrama

conmutativo. Esto es una consecuencia de que G es un grupodie y que los funtores de

la forma (A⊗ − ) y (− ⊗B) son equivalencias de categoŕıas.

Condiciones de extensión de Kan en dimensión 3:

Ya queN (G) es un conjunto simplicial 3-coesquelético, el conjunto de los 4-simplejos

de G se identifica canónicamente con el conjunto de las quintetas (η0, η1, η2, η3, η4) de

3-simplejos de G:

(15.23) ηi =

X i
03 X i

01 ⊗X i
13

αi2oo

X i
01 ⊗ (X i

12 ⊗X i
23)

Xi
01⊗αi0

OO

a ≅

X i
02 ⊗X i

23

αi1

OO

(X i
01 ⊗X i

12)⊗X i
23 ,

αi3⊗Xi
23

oo

tales que αji = diηj = dj−1ηi = αij−1 si 0 ≤ i < j ≤ 4.

Se verifica entonces que una quinteta (η0, η1, η2, η3, η4) con esta propiedad puede

acomodarse en un cubo:

(15.24) η2

η1

oo<< OO

OO

id⊗η4

OO

oo

OO

<<OO

oo oo

<<

η3

oo

IV

η0⊗id

<<

II

oo oo

<<

V

OO

OO

I

OO

III

oo
OO
oo

OO

== OO

OO

oo

OO

oo

OO <<
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donde I, II, III, IV y V son diagramas de la forma:

(A⊗B)⊗C

Ia

��

(id⊗α)⊗id
// (A⊗(X⊗Y ))⊗C

a
��

A⊗(B⊗C)
id⊗(α⊗id)

// A⊗((X⊗Y )⊗C) ,

(A⊗(B⊗C))⊗Y
a
��

III

a(a−1⊗id)
// (A⊗B)⊗(C⊗D)

a

��

A⊗((B⊗C)⊗D)
id⊗a

// A⊗(B⊗(C⊗D)) ,

A⊗B

IVα′⊗id
��

id⊗α // A⊗(X⊗Y )

α′⊗id
��

(Z⊗W )⊗B
id⊗α

// (Z⊗W )⊗(X⊗Y ) ,

(A⊗B)⊗C

V

(id⊗id)⊗α
//

a

��

(A⊗B)⊗(X⊗Y )

a
��

A⊗(B⊗C)
id⊗(id⊗α)

// A⊗(B⊗(X⊗Y ))

y

(A⊗B)⊗C

II

(α⊗id)⊗id
��

a // A⊗(B⊗C)

α⊗(id⊗id)

��

((X⊗Y )⊗B)⊗C
a⊗id ��

(X⊗(Y ⊗B))⊗C
a(a−1⊗id)

// (X⊗Y )⊗(B⊗C) .

En particular todos los diagramas en las caras de (15.24), son diagramas conmuta-

tivos. En efecto, por hipótesis η0 ⊗ id, η1, η2, η3 y id ⊗ η4 son conmutativos. Además

como el isomorfismo de asociatividad a es natural, I, II y V son conmutativos. Por

otro lado, III es un diagrama de la forma (14.2), que supusimos conmutativo en la

definición de una categoŕıa monoidal. Por último, IV es conmutativo porque ⊗ es un

funtor de dos variables.

Para mostrar ahora que N (G) cumple la condición de extensión de Kan en di-

mensión 3, observemos que si tenemos solamente cuatro 3-simplejos de una quinteta

(η0, . . . , η4) salvo digamos ηk, y suponemos que d2
i ηj = d2

j−1ηi si 0 ≤ i < j ≤ 4 y i, j ≠ k;

podemos construir el cubo (15.24) de modo que todos los diagramas en las caras sean

conmutativos. Como los funtores (id ⊗ − ) y (− ⊗ id) son fieles y plenos, el problema

de extensión admite una única solución. �

El enunciado rećıproco de la Proposición 15.1.4 fue demostrado por Duskin en

[Dus02]:

Proposición 15.1.5. Si Z es un 2-grupo de Kan, entonces existe un 2-grupo G y un

isomorfismo de conjuntos simpliciales Z ≅ N (G). En particular un conjunto simplicial

reducido Z es un 2-grupoide de Kan si y solamente si Z es isomorfo al nervio de un

2-grupo (ver la Proposición 15.1.4).

Mostremos el enunciado bien conocido:
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Corolario 15.1.6. Si 0 ≤ i ≤ 1, existen ξi∶ (πi +3 πi+1 ○N ) ∶ 2-Grp // Grp iso-

morfismos naturales de funtores.

En particular, un morfismo de 2-grupos F es una equivalencia débil si y solamente

si, N (F ) es una 2-equivalencia débil de conjuntos simpliciales si y solamente si, N (F )
es una ∞-equivalencia débil.

Demostración. Si G es un 2-grupo, por la Proposición 15.1.4 el conjunto simplicial

NG es un complejo de Kan. Por lo tanto los grupos πi+1(NG) = πi+1(NG,⋆) se pueden

definir de manera combinatoria por las reglas de las Proposiciones 8.6.1 y 8.6.2.

ξ0: El conjunto subyacente del grupo π1(NG) es igual al conjunto de los objetos de

G módulo la relación de equivalencia:

X ∼ Y si existe un morfismo en G de la forma X ⊗ 1 // Y .

Por otro lado, si denotamos como ∼′ a la relación de isomorfismo en el conjunto de

los objetos del grupoide G, es decir:

X ∼′ Y si existe un morfismo de G de la forma X // Y ,

se sigue que ∼=∼′ pues tenemos el isomorfismo natural `?. Por lo tanto π0(G) = π1(NG)
como conjuntos.

Por otro lado si escribimos [A] para denotar a la clase de isomorfismo de un objeto

de G, tenemos que [A] ⋅ [B] = [C] en el grupo π1(NG) si y solamente si existe un

morfismo α∶ A⊗B // C .

Se sigue que el elemento neutro de π1(NG) es la clase del objeto s0(⋆) = 1, ya que

para todo objeto A de G tenemos los morfismos `−1
A ∶ A⊗ 1 // A y r−1

A ∶ 1⊗A // A .

De la misma forma si X y Y son objetos de G, como id (X)⊗ (Y ) // (X ⊗ Y ) es un

morfismo de G, se tiene que [X] ⋅ [Y ] = [X ⊗ Y ].
Por lo tanto π0(G) = π1(NG) como grupos, es decir podemos definir al isomorfismo

natural ξ0∶ (π0
+3 π1 ○N ) ∶ 2-Grp // Grp como la identidad.

ξ1: El conjunto subyacente del grupo π2(NG) es igual al conjunto de los morfismos

de G de la forma α ∶ 1⊗ 1 // 1 , módulo la relación de equivalencia:

ξ ∼ ξ′ si existe

1 1⊗1
α′oo

1⊗(1⊗1)

1⊗`−1
1

OO

a ≅

1⊗1

`−1
1

OO

(1⊗1)⊗1
α⊗1

oo

conmutativo.

Como (1⊗ `−1
1 ) ○ a = `−1

1⊗1, se sigue de la naturalidad del isomorfismo `?, que α ∼ α′
si y solamente si α ⊗ 1 = α′ ⊗ 1. Por lo tanto α ∼ α′ si y solamente si α = α′, pues el
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funtor −⊗1 es fielmente pleno. Dicho de otro modo el conjunto subyacente de π2(NG)
es simplemente el conjunto de los morfismos de G de la forma α ∶ 1⊗ 1 // 1 .

Observemos también que si α,α′, α′′ ∶ 1⊗ 1 // 1 son morfismos de G, entonces

α ⋅ α′ = α′′ en π2(NG) si existe un diagrama conmutativo de G:

1 1⊗ 1
α′′oo

1⊗ (1⊗ 1)

1⊗`−1
1

OO

a ≅

1⊗ 1

α′

OO

(1⊗ 1)⊗ 1
α⊗1

oo

Mostremos que la siguiente función:

π1(G)
ξ1
G // π2(NG)

ϕ � // ϕ ○ `−1
1 = ϕ ○ r−1

1

,

es un isomorfismo de grupos. En efecto, notemos primero que ξ1
G es una biyección cuya

inversa es definida por la regla (ξ1
G)

−1(α) = α ○ `1 = α ○ r1.

Por otro lado si ϕ,ψ ∈ π1(G), para mostrar que ξ1
G(ϕ) ⋅ ξ1

G(ψ) = ξ1
G(ψ ○ ϕ) debemos

mostrar que:

1 1⊗ 1
(ψ○ϕ)○`−1

1oo

1⊗ (1⊗ 1)

1⊗`−1
1

OO

a ≅

1⊗ 1

ψ○`−1
1

OO

(1⊗ 1)⊗ 1
(ϕ○`−1

1 )⊗1
oo

es un diagrama conmutativo de G. Esto es una consecuencia de los siguientes diagramas

conmutativos:

1
ϕ

// 1

1⊗ 1
ϕ⊗1

//

`−1
1

OO

1⊗ 1

`−1
1

OO
,

(1⊗ 1)⊗ 1

`−1
1 ⊗1 &&

(ϕ○`−1
1 )⊗1

// 1⊗ 1

1⊗ 1
ϕ⊗1

::

y

(1⊗ 1)⊗ 1

`−1
1 ⊗1 &&

a // 1⊗ (1⊗ 1)

1⊗`−1
1

xx
1⊗ 1

.

Por lo tanto ξ1
G es un isomorfismo de grupos. Notemos que ξ1

● es una transformación

natural. En efecto, si F ∶ G // H es un morfismo de 2-grupos, se deduce del triángulo
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conmutativo:

F (1)lF (1)

uu
F (l1)
((

F (1)⊗ F (1)
mF1,1

// F (1⊗ 1) .

que se tiene un cuadrado conmutativo:

π1(G)
α1
G //

π0(F )
��

π2(N (G))
π1(F )
��

π1(H)
α1
H

// π2(N (H))

donde las funciones verticales son definidas por las reglas:

π2(NG)
π0(F )

// π2(NH)

α � // F (α) ○mF
1,1

y
π1(G)

π1(F )
// π1(H) .

ϕ � // F (ϕ)

Finalmente, notemos que como πi(NG) = 0 para i = 0 y i ≥ 3, entonces N (F ) es

una 2-equivalencia débil si y solamente si N (F ) es una ∞-equivalencia débil. �

Se deduce del Corolario 15.1.6 y las Proposiciones 12.4.3 y 15.1.5 que el funtor

nervio N ∶ 2-Grp // sSet0 induce un funtor esencialmente sobreyectivo:

2-hGrp
hN // Ho2(sSet0)

de la categoŕıa homotópica de los 2-grupos en la categoŕıa de los 2-tipos de homotoṕıa

reducidos (la categoŕıa homotópica de los 2-grupos).

Observemos:

Corolario 15.1.7. Existe un isomorfismo natural de funtores:

(15.25) 2-Grp

�� Γ

N //

s
��

sSet0


⋆
��

Grpd
N

// sSet

donde s∶ 2-Grp // Grpd es el funtor grupoide subyacente y 
⋆∶ sSet0
// sSet es

el funtor espacio de lazos simplicial sobre ⋆ de (10.23).
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Demostración. Notemos para empezar que:

N(s(G))
0
= { A ∣ A es un objeto de G } = 
⋆(N (G))

0
,

N(s(G))
1
= { f ∶ A // B ∣ f es un morfismo de G }

y 
⋆(N (G))
1
= { α∶ 1⊗X // Y ∣ α es un morfismo de G } ,

donde los morfismos cara y degenerados de N(s(G)) y 
⋆(N (G)) son respectivamente:

d0(f) = B d1(f) = A , s0(A) = idA , y d0(ξ) =X d1(ξ) = Y , s0(A) = `−1
A .

Definimos la función (ΓG)0∶ 
⋆(N (G))
0

// N(s(G))
0

como la identidad, y la fun-

ción (ΓG)1∶ 
⋆(N (G))
1

// N(s(G))
1

por la regla:

( 1⊗X α // Y ) z→ ( Y α−1
// 1⊗X

`−1
X // X ) .

Obtenemos aśı un morfismo de conjuntos simpliciales truncados:

(15.26) τ∗1 (
⋆(N (G))) // τ∗1 (N(s(G)))

donde τ∗1 ∶ sSet // sSet≤1 es el funtor truncación.

Ya que por la Proposición 15.1.4, el Lema 10.2.4 y el Corolario 13.2.1 los conjuntos

simpliciales 
⋆(N (G)) y N(s(G)) son 1-grupoides de Kan, 
⋆(N (G)) y N(s(G)) son

conjuntos simpliciales débilmente 1-coesqueléticos. Por lo que para extender el morfismo

(15.26) de manera única en un morfismo de conjuntos simpliciales:


⋆(N (G))
ΓG // N(s(G)) ,

es suficiente verificar que si nos damos un 2-simplejo de 
⋆(N (G)):

(15.27)

Z 1⊗ Y
ξ2oo

1⊗ (1⊗X)
1⊗ξ0
OO

a ≅

1⊗X

ξ1

OO

(1⊗ 1)⊗X ,
`−1
1 ⊗X

oo

entonces el siguiente es un diagrama conmutativo de G:

Y ξ−1
0

))
1⊗ Y

`−1
Y 55

1⊗X `−1
X

((
Z

ξ−1
2 66

ξ−1
1

// 1⊗X
`−1
X

// X .
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Para ello notemos que de los diagramas conmutativos:

1⊗X
ξ0 //

`1⊗X

��

Y

`Y

��
1⊗ (1⊗X)

1⊗ξ0
// 1⊗X ,

1⊗X
`1⊗X

))
`1⊗X
uu

(1⊗ 1)⊗X
a1,1,X

// 1⊗ (1⊗X)

y de (15.27), se tiene que:

`−1
X ○ ξ−1

0 ○ `−1
Y ○ ξ−1

2 = (ξ2 ○ `Y ○ ξ0 ○ `X)−1

= (ξ2 ○ (1⊗ ξ0) ○ (a1,1,X) ○ (`1 ⊗X) ○ `X)−1

= (ξ1 ○ `X)−1 = `−1
X ○ ξ−1

1 .

Γ es una transformación natural:

Si F ∶ G // H es un morfismo de 2-grupos es suficiente mostrar que se tiene un

diagrama conmutativo:


⋆(N (G))
n

(ΓG)n //


⋆N (F )n
��

N(s(G))
n

N s(F )n
��


⋆(N (H))
n (ΓH)n

// N(s(H))
n
,

para 0 ≤ n ≤ 1.
En efecto si n = 0 el cuadrado evidentemente conmuta. Por otro lado si n = 1 y

α∶ 1⊗X // Y es un 1-simplejo de 
⋆(NH), los morfismos:

(ΓH)
1
○ (
⋆(N F ))

1
(α) = (ΓH)

1
( 1⊗ F (X)

mF1,X // F (1⊗X)
F (ξ) // FY )

= ( FY
F (ξ)−1

// F (1⊗X)
(mF1,X)−1

// 1⊗ F (X)
`−1
FX // FX )

y (N(sF ))
1
○ (ΓH)

1
(α) = (N(sF ))

1
( Y

ξ−1

// 1⊗X
`−1
X // X )

= ( FY
F (ξ)−1

// F (1⊗X)
F (`X)−1

// FX )

son iguales porque se tiene un triángulo conmutativo:

1⊗ FX
mF1,X // F (1⊗X)

FX
F (`X)

66

`FX

hh

�
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§15.2. Definimos el funtor 2-nervio (geométrico) de los 2-grupos:

(15.28) 2-Grp
N 2

// ssSet0 ,

como la composición:

(15.29) 2-Grp // 2-Grp∆op // sSet∆op

0 ≅ ssSet0 ,

G z→ G[●] z→ N (G[●1])●2

donde la asignación G ↦ G[●] es inducida del 2-funtor (14.15) y N es el funtor nervio de

los 2-grupos (15.6) (ver también el funtor (15.30) y el 2-funtor (15.54) como en [LP08]).

Veamos una construcción equivalente del funtor 2-nervio N 2: Sea G un 2-grupo y

q ≥ 0 un entero. Si (X,α) y (Y,β) son q-simplejos de G, definimos un morfismo de

q-simplejos f ∶ (X,α) // (Y,β) como una familia de morfismos de G:

{fij ∶ Xij
// Yij ∣0 ≤ i < j ≤ q}

tal que si 0 ≤ i < j < k ≤ q, se tiene el cuadrado conmutativo:

Xij ⊗Xjk

αijk //

fij⊗fjk
��

Xik

fik
��

Yij ⊗ Yjk
βijk

// Yik .

El conjunto de los q-simplejos y de los morfismos de q-simplejos de G forman un

grupoide Gq cuya composición es definida argumento por argumento.

Vamos a definir un funtor:

(15.30) 2-Grp ×∆op // Grpd

(G, [q]) z→ Gq

cuya composición con el funtor “conjunto de objetos” Grpd // Set es la restricción

del funtor (15.2) a los 2-grupos.

Si ϕ∶ [q] // [q′] es un morfismo de ∆ y F = (F,mF )∶ G // H es un morfismo

laxo y unitario de 2-grupos, el funtor:

(15.31) Gq′
Fϕ // Hq

(X,α)
f
��

(X ′, α′)
f ′

��
z→

(Y,β) (Y ′, β′)

ya fue definido en objetos por la fórmula:
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(15.32) X ′
ij =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1H si ϕi = ϕj
FXϕiϕj si ϕi < ϕj

siempre que 0 ≤ i < j ≤ q y:

(15.33) α′ijk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

`−1
FXϕiϕk

∶ 1⊗ FXϕiϕk
// FXϕiϕk si ϕi = ϕj ≤ ϕk

r−1
FXϕiϕk

∶ FXϕiϕk ⊗ 1 // FXϕiϕk si ϕi ≤ ϕj = ϕk
F (αϕiϕjϕk) ○mF ∶ FXϕiϕj ⊗ FXϕjϕk

// FXϕiϕk si ϕi < ϕj < ϕk

para 0 ≤ i < j < k ≤ q.
Definimos el funtor (15.31) en morfismos por la regla:

f ′ij =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

id1 ϕ(i) = ϕ(j)
F (fϕiϕj) ϕ(i) < ϕ(j)

si 0 ≤ i < j ≤ q.
Para mostrar que f ′ definido de esta forma es efectivamente un morfismo de q-

simplejos, debemos verificar que:

X ′
ij ⊗X ′

jk

α′ijk //

f ′ij⊗f ′jk ��

X ′
ik

f ′ik��
Y ′
ij ⊗ Y ′

jk β′ijk

// Y ′
ik .

es un cuadrado conmutativo de H siempre que 0 ≤ i < j < k ≤ q. Para ello observemos

que si 0 ≤ i′ < j′ < k′ ≤ q′ se tiene un diagrama conmutativo:

F (Xi′j′)⊗ F (Xj′k′)
mF //

F (fi′j′)⊗F (fj′k′)
��

F (Xi′j′ ⊗Xj′k′)
F (fi′j′⊗fj′k′)

��

F (αi′j′k′) // F (Xi′k′)
F (fi′k′)
��

F (Yi′j′)⊗ F (Yj′k′)
mF

// F (Yi′j′ ⊗ Yj′k′)
F (βi′j′k′)

// F (Yi′k′)

y si 0 ≤ i′ < k′ ≤ q′, los cuadrados:

F (Xi′k′)
`F (Xi′k′ ) //

F (fi′k′)
��

1⊗ F (Xi′k′)
1⊗F (fi′k′)
��

F (Yi′k′)
`F (Yi′k′ )

// 1⊗ F (Yi′k′)
y

F (Xi′k′)
rF (Xi′k′ ) //

F (fi′k′)
��

F (Xi′k′)⊗ 1

F (fi′k′)⊗1
��

F (Yi′k′) rF (Yi′k′ )

// F (Yi′k′)⊗ 1

son conmutativos.
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Observemos que el funtor adjunto:

2-Grp // ssSet

G z→ N(G●2
)●1

del funtor composición:

2-Grp ×∆op
(15.30)

// Grpd
N // sSet

(G, [q]) z→ Gq z→ N(Gq)

es isomorfo al funtor 2-nervio de los 2-grupos.

En efecto, si p, q ≥ 0 y G es un 2-grupo, se verifica sin dificultad que los conjuntos:

N(Gq)p = Homcat([p],Gq) = p-simplejos del grupoide Gq

y

N 2(G)
p,q

= N (G[p])
q
= q-simplejos del 2-grupos G[p]

se identifican con el conjunto cuyos elementos son las parejas formadas por una familia

de sucesiones de morfismos de G:

(15.34) { X0
ij

f1
ij // . . .

fpij // Xp
ij ∣ 0 ≤ i < j ≤ q }

y una familia de morfismos de la forma:

(15.35) { Xs
ij ⊗Xs

jk

αsijk // Xs
ik ∣ 0 ≤ i < j < k ≤ q 0 ≤ s ≤ p }

tales que si 0 ≤ i < j < k ≤ q y 0 ≤ s ≤ p − 1 se tiene un cuadrado conmutativo:

Xs
ik

fs+1
ik // Xs+1

ik

Xs
ij ⊗Xs

jk fsij⊗fsjk
//

αsijk

OO

Xs+1
ij ⊗Xs+1

jk

αs+1
ijk

OO

y si 0 ≤ i < j < k < l ≤ q y 0 ≤ s ≤ p se tiene un diagrama conmutativo:

Xs
il Xs

ij ⊗Xs
jl

αsijloo

Xs
ij ⊗ (Xs

jk ⊗Xs
kl)

a ≅

Xs
ij⊗αsjkl

OO

Xs
ik ⊗Xs

kl

αsikl

OO

(Xs
ij ⊗Xs

jk)⊗Xs
kl .αsijk⊗Xs

kl

oo
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Notemos también que si ϕ∶ [p′] // [p] y ψ∶ [q′] // [q] son dos morfismos de la

categoŕıa simplicial ∆ y F ∶ G // H es un morfismo laxo y unitario de 2-grupos, la

imagen por la función inducida:

N(Gq)p ≅ N 2(G)
p,q

N 2(F )ϕ,ψ // N 2(H)
p′,q′

≅ N(Hq′)p′

de una pareja (15.34) y (15.35) que cumple las propiedades de arriba, es la pareja de

familias:

{ Y 0
ab

g0
ab // . . .

gp
′

ab // Y p′

ab
∣ 0 ≤ a < b ≤ q′ } y

{ Y t
ab ⊗ Y t

bc

βtabc // Y t
ac ∣ 0 ≤ a < b < c ≤ q′ 0 ≤ t ≤ p′ }

definidas por las fórmulas:

Y t
ab =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 ψ(a) = ψ(b)
FXϕt

ψaψb 0 ≤ ψ(a) < ψ(b) ≤ q
y

gtab =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

id1 ψ(a) = ψ(b)
idFXϕt

ψaψb
0 ≤ ψ(a) < ψ(b) ≤ q y ϕ(t − 1) = ϕ(t)

F (fϕtψaψb ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ f
ϕ(t−1)+1
ψaψb ) 0 ≤ ψ(a) < ψ(b) ≤ q y 0 ≤ ϕ(t − 1) < ϕ(t) ≤ p

si 0 ≤ a < b ≤ q′ y 0 ≤ t ≤ p′; y:

βtabc =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

`−1
FXϕt

ψaψc

∶ 1⊗ FXϕt
ψaψc

// FXϕt
ψaψc si ψa = ψb ≤ ψc

r−1
FXϕt

ψaψc

∶ FXϕt
ψaψc ⊗ 1 // FXϕt

ψaψc si ψa ≤ ψb = ψc

Fαϕtψaψbψc ○mF ∶ FXϕt
ψaψb ⊗ FX

ϕt
ψbψc

// FXϕt
ψaψc si ψa < ψb < ψc

si 0 ≤ a < b < c ≤ q′ y 0 ≤ t ≤ p′.
Hemos demostrado aśı el siguiente enunciado:

Lema 15.2.1. Si p, q ≥ 0 y G es un 2-grupo, existe una biyección natural entre el

conjunto de los q-simplejos de el 2-grupo G[p] y el conjunto de los p-simplejos del nervio

del grupoide Gq de los q-simplejos del 2-grupo G:

N 2(G)
p,q

= N (G[p])
q
≅ N(Gq)p .

Mostremos:

Teorema 15.2.2. Si G es un 2-grupo, el conjunto bisimplicial reducido N 2(G) es

un objeto fibrante de la categoŕıa de modelos (ssSet0,W
diag
2 ,mono,fibdiag2 ) de la Pro-

posición 11.3.1.
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Demostración. Si G es un 2-grupo, vamos a mostrar que el conjunto bisimplicial

N 2(G) cumple las propiedades (i)-(v) del Corolario 11.3.4.

Para comenzar obseremos que por el Lema 14.3.1 y el Corolario 15.1.6 el conjunto

bisimplicial N 2(G) cumple la propiedad (i) del Corolario 11.3.4. Del mismo modo la

propiedad (ii) se deduce de la Proposición 15.1.4, y la propiedad (iii) se sigue del Lema

15.2.1 y el Corolario 13.2.1.

En el resto de la prueba vamos a llamar prisma de G a un diagrama de G formado

por nueve objetos y doce morfismos acomodados como sigue:

(15.36) A2 ⊗A0

τ2⊗τ0
��

f
//

ϕ2⊗ϕ0

xx

A1

ϕ1
}}

τ1

��

B2 ⊗B0 g //

ψ2⊗ψ0 &&

B1

ψ1 !!
C2 ⊗C0

h
// C1 ,

cuyas caras no son necesariamente diagramas conmutativos de G.

Para verificar la propiedad (iv) del Corolario 11.3.4 hay que mostrar que si 0 ≤ k ≤ 2

la función:

(15.37) HomssSet(∂∆2 ⊠∆2,N 2(G)) // HomssSet(∂∆2 ⊠Λ2,k,N 2(G))

inducida por el morfismo inclusión canónica Λ2,k �
� // ∆2 es sobreyectiva.

En primer lugar observemos que el conjunto HomssSet(∂∆2⊠∆2,N 2(G)) se identifica

con el conjunto de los prismas (15.36) de G cuyas caras en forma de cuadrados son

diagramas conmutativos, pero no necesariamente las caras en forma de triángulos.

Por otro lado, el conjunto HomssSet(∂∆2⊠Λ2,k,N 2(G)) se identifica con el conjunto

de las parejas de triángulos no necesariamente conmutativos de G:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

X

��

zz
Y ?

$$
Z

,

X ′

��

yy
Y ′ ?

%%
Z ′

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

La imagen por la función (15.37) de un prisma (15.36) en su dominio es igual a la

pareja de triángulos no necesariamente conmutativos:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

Ai

��

ϕi

zz
τi

��

Bi

ψi
$$

?

Ci

,

Aj

��

ϕi

zz
τj

��

Bj

ψi
$$

?

Cj

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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donde 0 ≤ i < j ≤ 2 con i, j ≠ k.

Para mostrar que (15.37) es una función sobreyectiva recordemos que por el Lema

14.2.1 existen funtores ιd∶ G // G y ιg ∶ G // G e isomorfismos naturales:

X ⊗ ιd(X) αX

≅
// 1 ιg(X)⊗X .

βX

≅
oo

La función (15.37) es sobreyectiva si k = 2: Consideremos la pareja de los triángulos

no necesariamente conmutativos de G:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A0

��

ϕ0

zz
τ0

��

B0

ψ0
$$

?

C0

,

A1

��

ϕ1

zz
τ1

��

B1

ψ1
$$

?

C1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Definimos el triángulo que falta del prisma (15.36) como:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A2

��

ϕ2

zz
τ2

��

B2

ψ2
$$

?

C2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A1 ⊗ ιg(A0)

τ1⊗ιg(τ0)

��

ϕ1⊗ιg(ϕ0)
tt

B1 ⊗ ιg(B0)

ψ1⊗ιg(ψ0)
**

?

C1 ⊗ ιg(C0)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

y los morfismos f , g y h como los siguientes morfismos composición de G:

f ∶ ( (A1 ⊗ ιg(A0))⊗A0
a // A1 ⊗ (ιg(A0)⊗A0)

A1⊗βA0 // A1 ⊗ 1
r−1
A1 // A1 ) ,

g∶ ( (B1 ⊗ ιg(B0))⊗B0
a // B1 ⊗ (ιg(B0)⊗B0)

B1⊗βB0 // B1 ⊗ 1
r−1
B1 // B1 )

y h∶ ( (C1 ⊗ ιg(C0))⊗C0
a // C1 ⊗ (ιg(C0)⊗C0)

C1⊗βC0 // C1 ⊗ 1
r−1
C1 // C1 ) .

Obtenemos entonces los cuadrados conmutativos:

(A1 ⊗ ιg(A0))⊗A0

(ϕ1⊗ιg(ϕ0))⊗ϕ0 ��

f
// A1

ϕ1

��
(B1 ⊗ ιg(B0))⊗B0 g

// B1 ,

(B1 ⊗ ιg(B0))⊗B0

(ψ1⊗ιg(ψ0))⊗ψ0 ��

g
// B1

ψ1

��
(C1 ⊗ ιg(C0))⊗C0

h
// C1

y

(A1 ⊗ ιg(A0))⊗A0

(τ1⊗ιg(τ0))⊗τ0 ��

f
// A1

τ1
��

(C1 ⊗ ιg(C0))⊗C0
h
// C1 ;
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porque si ϕ∶ X // Y y ϕ′∶ X ′ // Y ′ son morfismos arbitrarios de G, se tienen los

cuadrados conmutativos:

X
ϕ

//

rX
��

Y
rY
��

X ⊗ 1
ϕ⊗1

// Y ⊗ 1

(X ⊗ ιgX ′)⊗X ′

a
��

(ϕ⊗ιgϕ′)⊗ϕ′
// (Y ⊗ ιgY ′)⊗ Y ′

a
��

X ⊗ (ιgX ′ ⊗X ′)
ϕ⊗(ιgϕ′⊗ϕ′)

// Y ⊗ (ιgY ′ ⊗ Y ′)

y

X ⊗ (ιgX ′ ⊗X ′)
ϕ⊗(ιgϕ′⊗ϕ′)

��

X⊗βX′

// X ⊗ 1

ϕ⊗1
��

Y ⊗ (ιgY ′ ⊗ Y ′)
Y ⊗βY ′

// Y ⊗ 1 .

La función (15.37) es sobreyectiva si k = 0: Se muestra análogamente al caso k = 2.

La función (15.37) es sobreyectiva si k = 1: Consideremos la pareja de triángulos no

necesariamente conmutativos de G:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A0

��

ϕ0

zz
τ0

��

B0

ψ0
$$

?

C0

,

A2

��

ϕ2

zz
τ2

��

B2

ψ2
$$

?

C2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Definimos el triángulo que falta como :

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A1

��

ϕ1

zz
τ1

��

B1

ψ1
$$

?

C1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

A0 ⊗A2

τ0⊗τ2

��

ϕ0⊗ϕ2

vv
B1 ⊗B2

ψ0⊗ψ2
))

?

C1 ⊗C2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

y a los morfismos f , g y h como las identidades. Se sigue de inmediato que en el prisma

que resulta (15.36), las caras en forma de cuadrados son diagramas conmutativos.

Mostremos finalmente la propiedad (v) del Corolario 11.3.4. Comencemos por veri-

ficar que si 0 ≤ k ≤ 2, la función:

(15.38) HomssSet(∆2⊠∆2,N 2(G))

��

HomssSet(∂∆2⊠∆2,N 2(G)) ×
HomssSet(∂∆2⊠Λ2,k,N2(G))

HomssSet(∆2⊠Λ2,k,N 2(G))
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inducida del cuadrado conmutativo:

∆2 ×∆2 ∆2 ×Λ2,k? _oo

∂∆2 ×∆2
?�

OO

∂∆2 ×Λ2,k? _oo
?�

OO

es sobreyectiva.

Observemos en primer lugar que el dominio de la función (15.38) es isomorfo al

conjunto de los prismas (15.36) que cumplen las dos propiedades siguientes: Las caras

en forma de cuadrados son diagramas conmutativos y los triángulos:

A0

��

ϕ0

zz
τ0

��

B0

ψ0
$$
C0

A1

��

ϕ1

zz
τ1

��

B1

ψ1
$$
C1

y

A2

��

ϕ2

zz
τ2

��

B2

ψ2
$$
C2

,

son conmutativos. En particular las dos caras en forma de triángulos del diagrama

(15.36) son diagramas conmumtativos.

Por otro lado el codominio de (15.38) se identifica con el conjunto de los prismas

(15.36) cuyas caras en forma de cuadrados son diagramas conmutativos y solamente los

dos triángulos:

Ai

��

ϕi

zz
τi

��

Bi

ψi
$$
Ci

y

Aj

��

ϕi

zz
τj

��

Bj

ψi
$$
Cj

,

donde 0 ≤ i < j ≤ 2 y i, j ≠ k, son conmutativos.

La función (15.38) es entonces la función que olvida que el siguiente triángulo:

Ak

��

ϕk

zz
τk

��

Bk

ψk
$$

?

Ck

,

es conmutativo.

Se demuestra que de hecho la función (15.38) es biyectiva. En efecto si k = 1 esta

es una consecuencia de que G sea un grupoide. Deducimos el caso k = 0,2 del siguiente

enunciado:

Lema 15.2.3. Si f ∶ X // Y y ξ∶ X ⊗X ′ // Y ⊗ Y ′ son morfismos de un 2-

grupo G, existe un único morfismo f ′∶ X ′ // Y ′ tal que f ⊗ f ′ = ξ.
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Demostración. Como todos los objetos de G son invertibles, en particular el fun-

tor X ⊗ − ∶ G // G es una equivalencia de categoŕıas. Deducimos que existe un único

morfismo f ′∶ X ′ // Y ′ tal que X ⊗ f ′ = (f ⊗ Y ′)−1 ○ ξ:

X ⊗X ′ X⊗f ′
//

ξ &&

X ⊗ Y ′

f⊗Y ′

��
Y ⊗ Y ′

Dicho de otro modo existe un único morfismo f ′∶ X ′ // Y ′ tal que:

f ⊗ f ′ = (f ⊗ Y ′) ○ (X ⊗ f ′) = ξ .

�

Mostremos para concluir que la función:

(15.39) HomssSet(∆1⊠∆2,N 2(G))

��

HomssSet(∂∆1⊠∆2,N 2(G)) ×
HomssSet(∂∆1⊠Λ2,k,N2(G))

HomssSet(∆1⊠Λ2,k,N 2(G))

inducida del cuadrado conmutativo:

∆1 ×∆2 ∆1 ×Λ2,k? _oo

∂∆1 ×∆2
?�

OO

∂∆1 ×Λ2,k? _oo
?�

OO

es biyectiva (en particular sobreyectiva) si 0 ≤ k ≤ 2.

Para ello observemos que el conjunto HomssSet(∆1 ⊠ ∆2,N 2(G)) es isomorfo al

conjunto de los cuadrados conmutativos de la forma:

(15.40) X2 ⊗X0

ϕ2⊗ϕ0
��

f
// X1

ϕ1

��
Y2 ⊗ Y0 g

// Y1 ;

mientras que el codominio de (15.39) se identifica con el conjunto cuyos objetos son

determinados por seis objetos y cuatro morfismos como sigue:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

X2 ⊗X0

f
// X1

Y2 ⊗ Y0 g
// Y1

;

Xi

ϕi
��
Yi

,

Xj

ϕj
��
Yj

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

donde 0 ≤ i < j ≤ 2 y i, j ≠ k.
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La función (15.39) es entonces la función que olvida al morfismo ϕk; en particular se

muestra que es biyectiva para 0 ≤ k ≤ 2. En efecto, si k = 1 entonces ϕ1 = g○(ϕ2⊗ϕ0)○f−1;

y si k = 0 o k = 2 entonces ϕk es el único morfismo de G tal que ϕ2 ⊗ ϕ1 = g−1 ○ ϕ1 ○ f
(ver el Lema 15.2.3). �

§15.2.1. Escribimos ∆ ×
≤3

∆ para denotar a la subcategoŕıa plena de la categoŕıa

producto ∆×∆ cuyos objetos son las parejas ([p], [q]) tales que p+ q ≤ 3 (ver §12.7.1)

y consideremos la adjunción:

(15.41) ∆̂ ×
≤3

∆ ⊥

xx

µ ∗

3

µ3∗

66
ssSet ,

inducida del funtor inclusión canónica:

(15.42) ∆ ×
≤3

∆ � � µ3 // ∆ ×∆ .

Observemos que si A es un objeto de la categoŕıa ∆̂ ×
≤3

∆ tal que Ap,0 = ⋆ si 0 ≤ p ≤ 3,

entonces el conjunto simplicial µ3∗(A) es tal que µ3∗(A)p,0 = ⋆ para todo p ≥ 0. Por lo

tanto, si denotamos como ∆̂ ×
≤3

∆0 a la subcategoŕıa plena de ∆̂ ×
≤3

∆ cuyos objetos son

los conjuntos bisimpliciales truncados A tales que Ap,0 = ⋆ para 0 ≤ p ≤ 3. La adjunción

(15.41) induce por restricción una adjunción:

(15.43) ∆̂ ×
≤3

∆0 ⊥

ww

µ ∗

3

µ3∗

99
ssSet0 .

Corolario 15.2.4. El 2-nervio N 2(G) de un 2-grupo G pertenece a la imagen

esencial del funtor µ3∗ de la adjunción (15.43). En particular si X es un objeto de

ssSet0, la función que trunca:

HomssSet0
(X,N 2(G)) // Hom∆̂×

≤3
∆0

(µ ∗
3 (X), µ ∗

3 (N 2(G))) .

es biyectiva.

Demostración. Sea G un 2-grupo. Si p, q ≥ 0 por los Lemas 15.2.1, 15.1.1 y 13.1.1,

el conjunto simplicial N 2(G)●,q es 3-coesquelético y el conjunto simplicial N 2(G)
p,● es

2-coesquelético. Se sigue de los Lemas 12.7.1 y 12.7.2 que para mostrar el Corolario es
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suficiente demostrar que el cuadrado:

(15.44) HomssSet(∆p⊠∆q ,N 2(G)) //

��

HomssSet(∂∆p⊠∆q ,N 2(G))

��

HomssSet(∆p⊠∂∆q ,N 2(G)) // HomssSet(∂∆p⊠∂∆q ,N 2(G))

inducido del cuadrado de conjuntos bisimpliciales:

∆p ⊠∆q ∂∆p ⊠∆q? _oo

∆p ⊠ ∂∆q
?�

OO

∂∆p ⊠ ∂∆q ,? _oo
?�

OO

es cartesiano para todo 0 ≤ p ≤ 2 y 0 ≤ q ≤ 3 tales que p+ q ≥ 4, es decir para las parejas

(p, q) ∈ {(2,2), (2,3), (1,3)}.

Para mostrar los casos (2,2) y (2,3) consideremos el diagrama:

(15.45)

HomssSet(∆2⊠∆q ,N 2(G)) //

��

HomssSet(∂∆2⊠∆q ,N 2(G)) //

��

HomssSet(Λ2,1⊠∆q ,N 2(G))

��

HomssSet(∆2⊠∂∆q ,N 2(G)) // HomssSet(∂∆2⊠∂∆q ,N 2(G)) // HomssSet(Λ2,1⊠∂∆q ,N 2(G)) ,

inducido del siguiente diagrama de conjuntos bisimpliciales:

∆2 ⊠∆q ∂∆2 ⊠∆q? _oo Λ2,1 ⊠∆q? _oo

∆2 ⊠ ∂∆q
?�

OO

∂∆2 ⊠ ∂∆q? _oo
?�

OO

Λ2,1 ⊠ ∂∆q? _oo
?�

OO

Ya que N 2(G)●,q es un 1-grupoide de Kan para q ≥ 0, sabemos que la composición

de las funciones horizontales de (15.45) son biyectivas. En particular, si p = 2 y 2 ≤ q ≤ 3

el cuadrado (15.44) es cartesiano siempre que la función:

HomssSet(∂∆2⊠∆q ,N 2(G)) // HomssSet(∂∆2⊠∂∆q ,N 2(G))×HomssSet(Λ2,1⊠∆q ,N 2(G))

sea inyectiva.

Si q = 3, observemos que de hecho la siguiente función:

HomssSet(∂∆2⊠∆3,N 2(G)) // HomssSet(∂∆2⊠∂∆3,N 2(G))

es inyectiva. En efecto, sabemos que N 2(G)p,● es un 2-grupoide de Kan si p ≥ 0, en

particular la composición:

HomssSet(∂∆2⊠∆3,N 2(G)) // HomssSet(∂∆2⊠∂∆3,N 2(G)) // HomssSet(∂∆2⊠Λ3,1,N 2(G))

es biyectiva.
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Si q = 2 mostremos que la función:

(15.46) HomssSet(∂∆2⊠∆2,N 2(G)) // HomssSet(∂∆2⊠∂∆2,N 2(G))×HomssSet(Λ2,1⊠∆2,N 2(G))

es inyectiva.

Para empezar observemos que el conjunto HomssSet(∂∆2⊠ ∆2,N 2(G)) se identifica

con el conjunto de los diagramas en G de la forma:

(15.47) A2 ⊗A0

τ2⊗τ0
��

f
//

ϕ2⊗ϕ0

xx

A1

ϕ1
}}

τ1

��

B2 ⊗B0 g //

ψ2⊗ψ0
&&

B1

ψ1 !!
C2 ⊗C0

h
// C1

cuyas caras en forma de cuadrados son diagramas conmutativos, pero no necesariamente

las caras en forma de triángulos.

Por otro lado, el conjunto HomssSet(∂∆2⊠ ∂∆2,N 2(G)) se identifica con el conjunto

de las ternas de triángulos no necesariamente conmutativos:

A0ϕ0

zz
τ0

��

B0

ψ0
$$

?

C0

A1ϕ1

zz
τ1

��

B1

ψ1
$$

?

C1

y

A2ϕ2

zz
τ2

��

B2

ψ2
$$

?

C2

,

y el conjunto HomssSet(Λ2,1⊠ ∆2,N 2(G)) se identifica con el conjunto de los diagramas

de la forma:

A2 ⊗A0

f
//

ϕ2⊗ϕ0

xx

A1

ϕ1
}}

B2 ⊗B0 g //

ψ2⊗ψ0
&&

B1

ψ1 !!
C2 ⊗C0

h
// C1 .

donde los cuadrados son conmutativos. Se verifica sin dificultad que la función (15.46)

es inyectiva porque olvida la conmutatividad de un cuadrado.

Finalmente para mostrar que el cuadrado:

(15.48) HomssSet(∆1⊠∆3,N 2(G)) //

��

HomssSet(∂∆1⊠∆3,N 2(G))

��

HomssSet(∆1⊠∂∆3,N 2(G)) // HomssSet(∂∆1⊠∂∆3,N 2(G))
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es cartesiano; observemos que en el diagrama:

HomssSet(∆1⊠∆3,N 2(G)) //

��

HomssSet(∂∆1⊠∆3,N 2(G))

��

HomssSet(∆1⊠∂∆3,N 2(G)) //

��

HomssSet(∂∆1⊠∂∆3,N 2(G))

��

HomssSet(∆1⊠Λ3,k,N 2(G)) // HomssSet(∂∆1⊠Λ3,k,N 2(G))

inducido del diagrama de conjuntos bisimplicales:

∆1 ⊠∆3 ∂∆1 ⊠∆3? _oo

∆1 ⊠ ∂∆3
?�

OO

∂∆1 ⊠ ∂∆3? _oo
?�

OO

∆1 ⊠Λ3,k
?�

OO

∂∆1 ⊠Λ3,k ,? _oo
?�

OO

la composición de los morfismos verticales son biyecciones porque N 2(G)p,● es un 2-

grupoide de Kan para p ≥ 0.

Por lo tanto el cuadrado (15.48) es cartesiano si la función:

(15.49) HomssSet(∆1⊠∂∆3,N 2(G)) // HomssSet(∆1⊠Λ3,k,N 2(G))×HomssSet(∂∆1⊠∂∆3,N 2(G))

es inyectiva.

Para mostrar esto notemos que cada elemento del dominio de la función (15.49)

se puede identificar con una sexteta formada por dos diagramas no necesariamente

conmutativos de G de la forma:

(15.50)

X03 X01 ⊗X13

ξ2oo

X01 ⊗ (X12 ⊗X23)
X01⊗ξ0
OO

a ≅

X02 ⊗X23

ξ1

OO

(X01 ⊗X12)⊗X23
ξ3⊗X23

oo

y

X ′
03 X ′

01 ⊗X ′
13

ξ′2oo

X ′
01 ⊗ (X ′

12 ⊗X ′
23)

X′

01⊗ξ′0
OO

a ≅

X ′
02 ⊗X ′

23

ξ′1

OO

(X ′
01 ⊗X ′

12)⊗X ′
23

ξ′3⊗X′

23

oo

,

y cuatro diagramas conmutativos de G como sigue:

(15.51)

X12 ⊗X23

ξ0 //

f12⊗f23
��

X13

f13
��

X ′
12 ⊗X ′

23
ξ′0

// X ′
13

,

X02 ⊗X23

ξ1 //

f02⊗f23
��

X03

f03
��

X ′
02 ⊗X ′

23
ξ′1

// X ′
03

,
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(15.52)

X01 ⊗X13

ξ2 //

f01⊗f13
��

X03

f03
��

X ′
01 ⊗X ′

13
ξ′2

// X ′
03

y

X01 ⊗X12

ξ3 //

f01⊗f12
��

X02

f02
��

X ′
01 ⊗X ′

12
ξ′3

// X ′
02

.

Se verifica sin dificultad que dicha sexteta determina un diagrama en forma de cubo

en G, donde cuatro de sus seis caras son cuadrados conmutativos.

Más aún, la primera coordenada de la imagen de (15.50), (15.51) y (15.52) por la

función (15.49) olvida los morfismos ξk y ξ′k, y la segunda coordenada olvida que los

cuatro diagramas (15.51) y (15.52) conmutan. Por lo tanto (15.49) es efectivamente una

función inyectiva. �

Mostremos:

Corolario 15.2.5. El funtor 2-nervio de los 2-grupos N 2∶ 2-Grp // ssSet0 es

fielmente pleno.

Demostración. Sean F,G∶ G // H dos morfismos de 2-grupos tales queN 2(F ) =
N 2(G). Como el funtor nervio N ∶ 2-Grp // sSet es fiel (ver el Corolario 15.1.3) y

tenemos que:

N (F ) = N 2(F )0,● = N 2(G)0,● = N (G) ;

entonces F = G.

Si por otro lado f ∶ N 2(G) // N 2(H) es un morfismo de conjuntos bisimpliciales,

sabemos que existe un morfismo de 2-grupos F ∶ G // H tal que f0,● = N (F ) =
N 2(F )0,●, porque el funtor N ∶ 2-Grp // sSet es pleno.

Por otro lado ya que se tienen las siguientes igualdades de funtores:

2-Grp
(N 2)0,● =N // sSet0 y 2-Grp

(N 2)●,1 =N○s
// sSet

donde s∶ 2-Grp // Grpd denota al funtor grupoide subyacente, se sigue del Corolario

15.1.7 que se tiene un cuadrado conmutativo:


⋆((N 2G)0,●)


⋆((N 2F )0,●)
��

ΓG // (N 2G)●,1
(N 2F )●,1
��


⋆((N 2H)0,●)
ΓH

// (N 2H)●,1
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Entonces, para mostrar la igualdad f●,1 = N 2(F )●,1, es suficiente mostrar que para

0 ≤ n ≤ 1 el siguiente es un cuadrado conmutativo:

(15.53) 
⋆((N ”G)0,●)n

⋆(f0,●)n

��

(ΓG)n // (N 2G)
n,1

fn,1
��


⋆((N 2H)0,●)n (ΓH)n
// (N 2H)

n,1

ya que f0,● = N 2(F )0,● y (N 2H)●,1 es un conjunto simplicial débilmente 1-coesquelético.

Si n = 0 el cuadrado (15.53) es conmutativo porque (ΓG)0 y (ΓH)0 son las funciones

identidad entre los conjunto de objetos de G y H respectivamente, mientras que f0,1 =

⋆(f0,●)0 es la función inducida por F del conjunto de objetos de G en el conjunto de

los objetos de H.

Si n = 1 mostremos que el cuadrado (15.53) es conmutativo: Si ξ∶ 1⊗X // Y es

un 1-simplejo del conjunto simplicial 
⋆((N 2G)0,●), consideremos el siguiente (1,2)-
simplejo del conjunto simplicial N 2(G):

1⊗X
`−1
X // X

1⊗X
id=1⊗X

OO

ξ
// Y

`−1
X ○ξ−1

OO

y su imagen por la función f1,2:

1⊗ f0,1(X)
f0,2(`−1

X )= `−1
f0,1(X)

// f0,1(X)

1⊗ f0,1(X)
id=1⊗f0,1(X)

OO

f0,2(ξ)
// f0,1(Y )

f1,1(`−1
X ○ξ−1)

OO

Se verifica que en el 2-grupo H:

f1,1(`−1
X ○ ξ−1) = `−1

f0,1(X) ○ f0,2(ξ)−1 ;

dicho de otro modo (15.53) es un cuadrado conmutativo para n = 1:

f1,1 ○ (ΓG)1
(ξ) = f1,1(`−1

X ○ ξ−1)
= `−1

f0,1(X) ○ f0,2(ξ)−1

= (ΓH)1
(f0,2(ξ))

= (ΓH)1
○
⋆(f0,●)1

(ξ) .

Por lo tanto f●,1 = N 2(F )●,1.
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Observemos finalmente que f1,2 = N 2(F )1,2 porque (15.39) es una función biyectiva

para todo 2-grupo G y ya mostramos que fp,q = N 2(F )p,q si (p, q) ∈ { (0,2), (0,1), (1,1) }.

�

§15.2.2. Recordemos que la categoŕıa Grpd∆op

de los funtores de ∆op en la cate-

goŕıa de los grupoides Grpd admite una estructura canónica de 2-categoŕıa Grpd∆op

cuyas 2-flechas son definidas como sigue: Si X y Y son objetos de Grpd∆op

considere-

mos dos flechas de X en Y de Grpd∆op

:

∆op

X
**

Y

44
F ⇓ G Grpd

Una 2-flecha Γ de F en G de Grpd∆op

, es una familia de transformaciones naturales:

α =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Xq

Fq

))

Gq

55⇓ Γq Yq

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭n∈N

tal que:

⎛
⎜⎜⎜
⎝
Xq+1

Fq+1

**

Gq+1

44⇓ Γq+1 Yq+1

di // Yq

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=

⎛
⎜⎜⎜
⎝
Xq+1

di // Xq

Fq

))

Gq

55⇓ Γq Yq

⎞
⎟⎟⎟
⎠

si 0 ≤ i ≤ q + 1 y:

⎛
⎜⎜⎜
⎝
Xq

Fq

))

Gq

55⇓ Γq Yq
sj // Yq+1

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=

⎛
⎜⎜⎜
⎝
Xq

sj // Xq+1

Fq+1

**

Gq+1

44⇓ Γq+1 Yq+1

⎞
⎟⎟⎟
⎠

si 0 ≤ j ≤ q.
Vamos a definir un 2-funtor:

(15.54) 2-Grp
N 2

// Grpd∆op

G z→ G●

cuyo funtor subyacente es el adjunto del funtor (15.30).
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Si G
F ((

G

66�� η H es una transformación entre morfismos de 2-grupos, definimos la 2-

flecha:

N 2(G)

N 2(F )
++

N 2(G)

33
⇓ N 2(η) N 2(H) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
G
q

Fq
))

Gq

55�� ηq Hq
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭q≥0

de la siguiente manera: Si q ≥ 0 y (X,α) es un q-simplejo de G el morfismo de q-simplejos

de H :

Fq(X,α)
(ηq)(X,α)

// Gq(X,α)
es igual a la siguiente familia de morfismos:

(15.55) (ηq)(X,α) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
F (Xij)

ηXij // G(Xij)
RRRRRRRRRRR

0 ≤ i < j ≤ q
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

;

la cual es efectivamente un morfismo de q-simplejos porque se tiene el siguiente diagrama

conmutativo:

F (Xij)⊗ F (Xjk)
ηXij⊗ηXjk

��

mF // F (Xij ⊗Xjk)
F (αijk) //

ηXij⊗Xjk
��

F (Xik)
ηXik
��

G(Xij)⊗G(Xjk)
mG

// G(Xij ⊗Xjk)
G(αijk)

// G(Xik)

siempre que 0 ≤ i < j < k ≤ q.
Se verifica sin dificultad que (15.54) definido de esta forma es un 2-funtor.

Corolario 15.2.6. El 2-funtor 2-nervio N 2∶ 2-Grp // Grpd∆op

es fielmente

pleno en el sentido que el funtor:

(15.56) Hom2-Grp(G,H) // HomGrpd∆op(N 2(G),N 2(H))

es un isomorfismo de grupoides, para cualesquiera 2-grupos G y H.

Demostración. Se sigue del Corolario 15.2.5 que el funtor (15.56) induce una

biyección entre el conjunto de objetos. Mostremos que (15.56) es fielmente pleno.

Si G
F ((

G

66�� η H y G
F ((

G

66�� η
′ H son dos transformaciones entre morfismos de 2-grupos

tales que N 2(η) = N 2(η′), se sigue que para todo 1-simplejo X de G es decir para todo

objeto X de G se tiene que:

ηX = (N 2(η)1)X = (N 2(η′)1)X = η′X .
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Por lo tanto η = η′.
Consideremos ahora dos morfismos de 2-grupos F,G∶ G // H y supongamos que

tenemos una 2-flecha de la 2-categoŕıa Grpd∆op

:

N 2(G)

N 2(F )
++

N 2(G)

33
⇓ Γ N 2(H) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
G
q

Fq
))

Gq

55�� Γq Hq
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭q≥0

.

Vamos a definir a una 2-flecha G
F ((

G

66�� η H de 2-Grp tal que N 2(η) = Γ.

Si X es un objeto de G es decir si X es un 1-simplejo de G, definimos el morfismo

ηX de H como ηX = (Γ1)X ∶ F (X) // G(X) .

Mostremos que η1 = id1:

Ya que se tiene la siguiente igualdad de transformaciones naturales:

⎛
⎜⎜⎜
⎝
G

0

F0

))

G0

55⇓ Γ0 H0

s0 // H1

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=

⎛
⎜⎜⎜
⎝
G

0

s0 // G
1

F1

))

G1

55⇓ Γ1 H1

⎞
⎟⎟⎟
⎠

donde Γ0 es la única transformacion natural entre el funtor identidad F0 = G0 de la

categoŕıa puntual G
0
= H0, deducimos que (Γ1)1 = id1.

Mostremos que η es una transformación natural:

Sea f ∶ X // Y un morfismo de G. Si consideramos los 2-simplejos r−1
X ∶ X ⊗ 1 // X

y f ○ r−1
X ∶ X ⊗ 1 // Y de G, deducimos que los siguientes diagramas de H son con-

mutativos:

F (X)⊗ 1

r−1
FX

**

(Γ1)X⊗(Γ1)1
��

mF // F (X ⊗ 1) F (r−1
X ) // F (X)

(Γ1)X
��

G(X)⊗ 1 mG //

r−1
GX

55
G(X ⊗ 1) G(r−1

X ) // G(X)
y



280 Elhoim Sumano

F (X)⊗ 1

r−1
FX

**

(Γ1)X⊗(Γ1)1
��

mF // F (X ⊗ 1) F (r−1
X ) // F (X)

Ff
// F (Y )

(Γ1)Y
��

G(X)⊗ 1 mG //

r−1
GX

55
G(X ⊗ 1) G(r−1

X ) // G(X)
Gf

// G(Y ) .

Por lo tanto tenemos un cuadrado conmutativo:

F (X)
Ff

//

(Γ1)X =ηX
��

F (Y )
(Γ1)Y =ηY
��

G(X)
Gf

// G(Y )

Mostremos que η es una transformación entre morfismos de 2-grupos:

Si X y Y son objetos de G consideremos al 2-simplejo idX⊗Y X ⊗ Y // X ⊗ Y de

G . Deducimos que se tiene el siguiente diagrama conmutativo en H:

F (X)⊗ F (Y )
(Γ1)X⊗(Γ1)Y

��

mFX,Y // F (X ⊗ Y )
F (idX⊗Y )

F (X ⊗ Y )
(Γ1)X⊗Y
��

G(X)⊗G(Y )
mGX,Y

// G(X ⊗ Y )
G(idX⊗Y )

G(X ⊗ Y ) ;

es decir tenemos un cuadrado conmutativo:

F (X)⊗ F (Y )
mFX,Y //

(Γ1)X⊗(Γ1)Y =ηX⊗ηY
��

F (X ⊗ Y )
ηX⊗Y = (Γ1)X⊗Y
��

G(X)⊗G(Y )
mGX,Y

// G(X ⊗ Y ) .

Mostremos que N 2(η) = Γ:

Se tiene que N 2(η)0 = Γ0 es la única transformación natural del funtor identidad

F0 = G0 de la categoŕıa puntual G
0
= H0. Además por definición N 2(η)1 = η = Γ1.

Por otro lado, observemos que si q ≥ 2 se tiene la siguiente igualdad de transforma-

ciones naturales:

⎛
⎜⎜⎜
⎝
G
q

Fq

))

Gq

55⇓ Γq Hq
diq−1

...di1// H1

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=

⎛
⎜⎜⎜
⎝
G
q

diq−1
...di1// G

1

F1

))

G1

55⇓ Γ1 H1

⎞
⎟⎟⎟
⎠

;
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entonces si (X,α) es un q-simplejo de G se sigue que el morfismo de q-simplejos de H:

Fq(X,α)
(Γq)(X,α)

// Gq(X,α)

es definido por la siguiente familia de morfismos de H:

(15.57) (Γq)(X,α) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
F (Xij)

(Γ1)Xij // G(Xij)
RRRRRRRRRRR

0 ≤ i < j ≤ q
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

Por lo tanto N 2(η)q = Γq si q ≥ 2 por la definición (15.55). �

Consideremos ahora al funtor fielmente pleno:

(15.58)
Grpd∆op N∆op

// ssSet

G● z→ Homcat(∆●2 ,G●1
)

deducido del funtor nervio para las categoŕıas pequeñas N∶ cat // sSet .

Se verifica sin dificultad que el isomorfismo de funtores:

HomGrpd∆op (●1, ●2) +3 HomssSet(N∆op(●1),N∆op(●2)) ∶ (Grpd∆op

)op ×Grpd∆op // Set

definidos por el funtor (15.58) se extiende a un isomorfismo natural entre funtores de

la categoŕıa (Grpd∆op)op ×Grpd∆op

en la categoŕıa de los conjuntos simpliciales sSet:

(15.59) N(HomGrpd∆op(●1, ●2)) +3 Hom
(1)
ssSet(N∆op(●1),N∆op(●2)) ,

pues por (13.4) se tiene un isomorfismo:

N(HomGrpd(●1, ●2)) +3 HomsSet(N(●1),N(●2)) ∶ Grpdop ×Grpd // sSet .

Deducimos del Corolario 15.2.6 y del isomorfismo (15.59):

Corolario 15.2.7. El isomorfismo natural de funtores:

Hom2-Grp(●1, ●2) +3 HomssSet0(N 2(●1),N 2(●2)) ∶ 2-Grpop × 2-Grp // Set

definido por el funtor 2-nervio N 2∶ 2-Grp // ssSet0 (ver el Corolario 15.2.5) se ex-

tiende a un isomorfismo natural entre funtores de la categoŕıa 2-Grpop × 2-Grp en la

categoŕıa de los conjuntos simpliciales sSet:

(15.60) N(Hom2-Grp(●1, ●2)) +3 Hom
(1)
ssSet0

(N 2(●1),N 2(●2)) .
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Recordemos que la categoŕıa homotópica de los 2-grupos 2-hGrp (ver §14.2) es la

categoŕıa cuyos objetos son los 2-grupos y los morfismos son las clases de isomorfismo

de los morfismos de 2-grupos:

Hom2-hGrp = π0(Hom2-Grp).

Deducimos del Corolario 15.2.7 que si G y H son 2-grupos, el funtor 2-nervio induce

un cuadrado conmutativo:

Hom2-Grp(G,H) N 2

≅
//

��

HomssSet0
(N 2G,N 2H)

��

π0(Hom2-Grp(G,H))
π0(15.60)

// π0(Hom
(1)
ssSet0

(N 2G,N 2H))

donde las funciones horizontales son biyectivas.

En particular, ya que por la Teorema 15.2.2 el conjunto bisimplicial N 2(H) es

un objeto fibrante de (ssSet0,W
diag
2 ,mono,fibdiag2 ) la categoŕıa de modelos simplicial

punteada de la Proposición 11.3.1, el funtor 2-nervio NS ∶ 2-Grp // ssSet0 induce un

funtor fielmente pleno:

2-hGrp
hN 2

// Ho2(ssSet0) ,

Recordemos por otro lado que la adjunción (11.32) de la página 176:

ssSet0

( ⋅ )0,●

99⊥

p∗ = funtor constante

yy
sSet0

es una equivalencia de Quillen de las categoŕıas de modelos (ssSet0,W
diag
2 ,mono,fibdiag2 )

y (sSet0,Wred
2 ,mono,fibred2 ). Por lo tanto, el diagrama conmutativo de funtores:

sSet0

2-Grp

N ..

N 2
00 ssSet0

( ⋅ )0,●

OO

induce un diagrama conmutativo salvo isomorfismo:

Ho2(sSet0)
2-hGrp

hN 00

hN 2
..

≅

Ho2(ssSet0)
R( ⋅ )0,●

OO

donde hN es un funtor esencialmente sobreyectivo (ver el Corolario 15.1.6), hN 2 es

fielmente pleno y R( ⋅ )0,● es una equivalencia de categoŕıas.
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Por lo tanto:

Corolario 15.2.8. El funtor nervio N ∶ 2-Grp // sSet0 induce una equivalencia

de categoŕıas:

(15.61) 2-hGrp
hN // Ho2(sSet0)

de la categoŕıa homotópica de los 2-grupos en la categoŕıa de los 2-tipos de homotoṕıa

reducidos, y el funtor 2-nervio N 2∶ 2-Grp // ssSet0 induce una equivalencia de cate-

goŕıas:

(15.62) 2-hGrp
hN 2

// Ho2(ssSet0) .

Si X es un conjunto simplicial reducido, un 2-grupo G tal que hN (G) es isomor-

fo al 2-tipo de homotoṕıa reducido de X en la categoŕıa Ho2(sSet0) es llamado un

2-grupo de homotoṕıa de X. De manera análoga un 2-grupo de homotoṕıa de un con-

junto bisimplicial reducido X es un 2-grupo G tal que hN 2(G) es isomorfo a X en

la categoŕıa Ho2(ssSet0). Se sigue del Corolario 15.2.8 que todo conjunto simplicial

reducido (resp. conjunto bisimplicial reducido) admite un 2-grupo de homotoṕıa único

salvo equivalencia en la 2-categoŕıa 2-Grp. (Ver por ejemplo [MS93]).

Definimos el (ó un) 2-grupo de homotoṕıa de un conjunto simplicial punteado X

como el (ó un) 2-grupo de homotoṕıa del conjunto simplicial reducido RH(X) (ver el

Lema 10.1.7).

16. Los funtores determinante de Deligne

En el presente caṕıtulo mostramos (ver el Corolario 16.1.2) una propiedades uni-

versales que satisface el grupo fundamental de cualquier conjunto simplicial reducido y

en el Corolario 16.3.5 (resp. el Corolario 16.4.7) una que satisface el 2-grupo de funda-

mental de un conjunto simplicial reducido (resp. un conjunto bisimplicial reducido).

Estas propiedades universales son mejor conocidas cuando el conjunto simplicial

(resp. el conjunto bisimplicial) es el conjunto simplicial (resp. bisimplicial) asociado a

una categoŕıa exacta como en [Del87].

§16.1. Sea X un conjunto simplicial reducido y G un grupo. Una función aditiva

de X con valores en G, es una función del conjunto de los 1-simplejos deX en el conjunto

subyacente a G:

X1
a // G

tal que:

(i) (Unidad) a(s0⋆) = eG, donde ⋆ es el único 0-simplejo de X y eG es el elemento

neutro de G.
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(ii) (Multiplicativa) Si α ∈X2 tenemos que a(d1α) = a(d2α) ⋅ a(d0α) en G.

Escribimos adX(G) para denotar al conjunto de las funciones aditivas de X con

valores en G. Si Grp denota a la categoŕıa de los grupos y los morfismos de grupos,

tenemos un funtor:

(16.1) sSet0
op × Grp

ad // Set ,

(X,G) z→ adX(G)

definido en un morfismo de conjuntos simpliciales reducidos F ∶ Y // X y en un mor-

fismo de grupos ϕ∶ G // H por la función:

adX(G)
adF (ϕ)

// adY (H)
a z→ ϕ ○ a ○ F1 .

Notemos que adF (ϕ) está bien definida pues:

(ϕ ○ a ○ F1)(s0⋆) = ϕ(a(s0F0(⋆))) = ϕ(a(s0⋆)) = ϕ(eG) = eH ,

y para toda β ∈ Y2 se tiene que:

(ϕ ○ a ○ F1)(d1 β) =ϕ(a(d1 (F2β)))

=ϕ(a(d2 (F2β)) ⋅ a(d0 (F2β)))

=ϕ(a(d2 (F2β))) ⋅ ϕ(a(d0 (F2β)))

= (ϕ ○ a ○ F1)(d2 β) ⋅ (ϕ ○ a ○ F1)(d0 β) .

Lema 16.1.1. Los funtores ad●1
( ●2 ) y HomsSet0

( ●1 , N(●2) ) de dominio la categoŕıa

producto sSet0
op×Grp y codominio la categoŕıa de los conjuntos Set son naturalmente

isomorfos.

Demostración. Observemos que si G es un grupo y X es un conjunto simplicial

reducido, la función natural:

(16.2) HomsSet0
(X,N(G)) // adX(G)

f● z→ f1

está bien definida: En efecto si f ∶ X // N(G) es un morfismo de conjuntos simpli-

ciales, por un lado tenemos que f1(s0⋆) = s0(f0⋆) = s0(⋆) = eG. Por otro lado si α ∈ X2

tenemos que f2(α) es un 2-simplejo del nervio de G tal que di ○f2(α) = f1 ○di(α), dicho

de otro modo se tiene que f1(d1α) = f1(d2α) ⋅ f1(d0α) en G.
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Como el conjunto simplicial N(G) es 2-coesquelético de acuerdo al Lema 13.1.1,

para mostrar que la función (16.2) es biyectiva es suficiente verificar que la siguiente

función es biyectiva:

(16.3) HomsSet≤2(τ∗2 (X), τ∗2 (N(G))) // adX(G)

f● z→ f1

donde τ∗2 ∶ sSet // sSet≤2 es el funtor truncación.

La función (16.3) es inyectiva:

Sean f, g∶ τ∗2 (X) // τ∗2 (N(G)) dos morfismos de conjuntos simpliciales truncados

tales que f1(a) = g1(a) para todo a ∈X1.

Claramente se tiene que f0 = g0. Por otro lado, ya que N(G) es un conjunto simplicial

débilmente 1-coesquelético y di(f2(α)) = f1(di(α)) = g1(di(α)) = di(g2(α)) si α ∈X2 se

sigue que f2(α) = g2(α) para todo α ∈X2.

La función (16.3) es sobreyectiva:

Si a∶ X1
// G es una función aditiva de X con valores en G, definimos un morfismo

de conjuntos simpliciales truncados f a∶ τ∗2 (X) // τ∗2 (N(G)) como sigue: f a
0(⋆) = ⋆

y f a
1(a) = a(a) si a ∈ X1. Por otro lado, si α ∈ X2 ya que por hipótesis a(d1α) =

a(d2α) ⋅ a(d0α) sabemos que existe un único 2-simplejo η del nervio de G tal que

di(η) = a(diα). Definimos f a
2(α) = η es decir f a

2(α) es el único 2-simplejo de G tal que

di(f a
2(α)) = a(diα) = f a

1(diα).
Verifiquemos que f a es un morfismo de conjuntos simpliciales truncados. Para em-

pezar notemos que:

f a
0(dia) = f a

0(⋆) = ⋆ = di(f a
1a) si a ∈ X1 e 0 ≤ i ≤ 1 ,

f a
1(s0⋆) =a(s0⋆) = eG = s0(⋆) = s0(f a

0⋆) ,
y f a

1(diα) =a(diα) = di(f a
2α) si α ∈ X2 e 0 ≤ i ≤ 2 .

Además si a ∈ X1 y 0 ≤ j ≤ 1 para mostrar f a
2(sja) = sj(f a

1a) es suficiente con

verificar que di(f a
2(sja)) = di(sj(f a

1a)) para 0 ≤ i ≤ 2:

di(f a
2(sja)) = a(di(sja)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a(sj−1di a) = eG si 0 ≤ i < j ≤ 1

a(a) si 0 ≤ j ≤ i ≤ j + 1 ≤ 2

a(sjdi−1 a) = eG si 1 ≤ j + 1 < i ≤ 2

di(sj(f a
1a)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sj−1di(aa) = eG si 0 ≤ i < j ≤ 1

a(a) si 0 ≤ j ≤ i ≤ j + 1 ≤ 2

sjdi−1(aa) = eG si 1 ≤ j + 1 < i ≤ 2 .
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Por lo tanto, f a∶ τ∗2 (X) // τ∗2 (N(G)) es efectivamente un morfismo de conjuntos

simpliciales truncados con la propiedad f a
1 = a. �

Deducimos:

Corolario 16.1.2. Si G es un grupo y X es un conjunto simplicial reducido, los

funtores:

sSet0
op ad●(G)

// Set y Grp
adX( ● )

// Set

son representables por N(G) y por π1(X) respectivamente.

En particular f ∶ X // Y es una 1-equivalencia débil de conjuntos simpiciales re-

ducidos, si y solamente si la función inducida:

adY (G)
adf(G)

// adX(G)

es biyectiva para todo grupo G. Más aún, el funtor inducido:

Ho1(sSet0)op = sSet0[(Wred
1 )−1]op

had●(G)
// Set

también es representable por el conjunto simplicial reducido N(G).

Demostración. Deducimos del Corolario 13.3.1 y del Lema 16.1.1 que si G es un

grupo y X es un conjunto simplicial reducido, los funtores:

sSet0
op ad●(G)

// Set y Grp
adX( ● )

// Set

son representables por N(G) y π1(X) respectivamente:

adX(G) ≅ HomsSet0
(X,N(G)) ≅ HomGrp(π1(X),G) .

Por otro lado se sigue de los Corolarios 13.2.1 y 13.3.1 y del Lema 12.5.5 que:

[X,N(G)]red
1

≅ π0(HomsSet0
(X,N(G)) = HomsSet0

(X,N(G)) ≅ HomsSet0
(π1(X),G) ,

donde [ ⋅ , ⋅ ]red
1

denota al conjunto de los morfismos en Ho1(sSet0) = sSet0[(Wred
1 )−1]

la categoŕıa homotópica de los 1-tipos de homotoṕıa reducidos.

Concluimos que f ∶ X // Y es una 1-equivalencia débil de conjuntos simpliciales

reducidos, si y solamente si la función inducida:

adY (G) // adX(G)

es biyectiva para todo grupo G; y que el funtor inducido had●(G) también es represen-

table por el conjunto simplicial reducido N(G). �
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§16.2. Si G es un 2-grupo, por la Proposición 15.1.4 el conjunto simplicial N (G)
es un objeto fibrante de la categoŕıa de modelos (sSet0,Wred

2 ,mono,fibred2 ). Se sigue

del Corolario 10.2.6 que el conjunto simplicial HomsSet0
(X,N (G)) es un objeto fibrante

de la categoŕıa de modelos (sSet,W1,mono,fib1) para todo conjunto simplicial redu-

cido X, es decir HomsSet0
(X,N (G)) es un complejo de Kan cuyos grupos de homotoṕıa

πi son cero para i ≥ 2.

Se podŕıa pensar que el conjunto simplicial HomsSet0
(X,N (G)) es un 1-grupoide

de Kan, es decir el nervio de un grupoide (ve el Lema 12.5.5), sin embargo este no es

siempre el caso (ver el Lema 16.4.4):

Lema 16.2.1. Si G es un 2-grupo con la propiedad:

Para todo objeto X de G existe al menos un morfismo no identidad

f de dominio X.

el conjunto simplicial HomsSet0
(∆1/sq0∆1,N (G)) no es un 1-grupoide de Kan.

Demostración. Observemos que el conjunto HomsSet0
(∆1/sq0∆1,N (G))

n
se iden-

tifica con el conjunto:

(16.4) HomsSet((∆1 ×∆n)/(sq0∆1 ×∆n),N (G)) .

Para entender la función:

(16.5) HomsSet(∆2,HomsSet0
(∆1/sq0∆1,N (G))) α1,k

// HomsSet(Λ2,k,HomsSet0
(∆1/sq0∆1,N (G)))

vamos a describir al conjunto(16.4) para 0 ≤ n ≤ 2.

n = 0: El conjunto simplicial (∆1×∆0)/(sq0∆1×∆0) es isomorfo al conjunto simpli-

cial ∆1/sq0∆1. Un morfismo de ∆1/sq0∆1 en N (G) es determinado por un 1-simplejo

de N (G) es decir por un objeto de G.

n = 1: Queremos describir al conjunto simplicial (∆1 ×∆1)/(sq0∆1 ×∆1); para ello

observemos que:

(∆1
0 ×∆1

0)/((sq0∆1)
0
×∆1

0) = ∅ ,

(∆1
1 ×∆1

1)/((sq0∆1)
1
×∆1

1) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(id[1], id[1]), (id[1], δ0σ0), (id[1], δ1σ0)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
y

(∆1
2 ×∆1

2)/((sq0∆1)
2
×∆1

2) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(σ0, σ0), (σ0, σ1), (σ0, δ0σ0σ0), (σ0, δ1σ0σ0)

(σ1, σ0), (σ1, σ1), (σ1, δ0σ0σ0), (σ1, δ1σ0σ0)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
;

además en el conjunto simplicial ∆1 ×∆1 tenemos que:

s0(id[1], id[1]) = (σ0, σ0) , s0(id[1], δ0σ0) = (σ0, δ0σ0σ0) , s0(id[1], δ1σ0) = (σ0, δ1σ0σ0)

s1(id[1], id[1]) = (σ1, σ1) , s1(id[1], δ0σ0) = (σ1, δ0σ0σ0) , s1(id[1], δ1σ0) = (σ1, δ1σ0σ0) .
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Más aún:

Lema 16.2.2. (∆1 × ∆1)/(sq0∆1 × ∆1) es un conjunto simplicial 2-esquelético, es

decir todos sus n-simplejos son degenerados si n ≥ 3.

Demostración. Es suficiente mostrar esta afirmación para el conjunto simplicial

∆1 ×∆1. Para ello observemos que si m ≥ 3, los elementos de ∆1
m ×∆1

m son las parejas:

(16.6) (ϕ ○ σi1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σim−1 , ψ ○ σj1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σjm−1
)

donde ϕ,ψ∶ [1] // [1] son morfismos de ∆ y:

0 ≤ i1 < ⋅ ⋅ ⋅ < im−1 ≤m − 1 , 0 ≤ j1 < ⋅ ⋅ ⋅ < jm−1 ≤m − 1

son sucesiones de enteros. Se sigue en particular que 1 ≤m − 2 ≤ im−1, jm−1 ≤m − 1.
Caso im−1 = jm−1 = k donde k =m − 2 o k =m − 1: Se tiene entonces que:

sk(ϕ ○ σi1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σim−2 , ψ ○ σj1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σjm−2
) = (ϕ ○ σi1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σim−2 ○ σk, ψ ○ σj1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σjm−2 ○ σk)

= (ϕ ○ σi1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σim−2 ○ σim−1 , ψ ○ σj1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σjm−2 ○ σjm−1
) ;

en particular (16.6) es un m-simplejo degenerado de ∆1 ×∆1.

Caso m − 2 = im−1 < jm−1 =m − 1: Notemos primero que m − 3 ≤ jm−2 ≤m − 2.

Si jm−2 =m − 2, como σk ○ σl = σl−1 ○ σk si k < l, tenemos que:

σjm−2 ○ σm−2 = σm−2 ○ σm−1 = σjm−2 ○ σjm−1 ,

es decir:

sm−2(ϕ ○ σi1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σim−2 , ψ ○ σj1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σjm−2
) = (ϕ ○ σi1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σim−2 ○ σm−2, ψ ○ σj1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σjm−2 ○ σm−2)

= (ϕ ○ σi1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σim−2 ○ σim−1 , ψ ○ σj1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σjm−2 ○ σjm−1
) .

Por otro lado, si jm−2 =m − 3 tenemos que:

σim−2 ○ σm−3 = σm−3 ○ σm−3 = σm−3 ○ σm−2 = σim−2 ○ σim−1

σjm−2+1 ○ σm−3 = σm−2 ○ σm−3 = σm−3 ○ σm−1 = σjm−2 ○ σjm−1 ,

es decir:

sm−3(ϕ ○ σi1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σim−2 , ψ ○ σj1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σjm−2+1) = (ϕ ○ σi1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σim−2 ○ σm−3, ψ ○ σj1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σjm−2+1 ○ σm−3)

= (ϕ ○ σi1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σim−2 ○ σim−1 , ψ ○ σj1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σjm−2 ○ σjm−1
) .

Por lo tanto ∆1 ×∆1 no tiene n-simplejos no degenerados si n ≥ 3. �
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Deducimos que el conjunto simplicial cociente (∆1×∆1)/(sq0∆1×∆1) tiene un único
0-simplejo, tres 1-simplejos no degenerados asociados a los 1-simplejos de ∆1 ×∆1:

(id[1], id[1]), (id[1], δ0σ0), (id[1], δ1σ0)

y dos 2-simplejos no degenerados:

(σ0, σ1), (σ1, σ0) .

Ya que en el conjunto simplicial ∆1 ×∆1 se tiene que:

d0(σ0, σ1) = (id[1], δ0σ0) d1(σ0, σ1) = (id[1], id[1]) d2(σ0, σ1) = (δ1σ0, id[1])

d0(σ1, σ0) = (δ0σ0, id[1]) d1(σ1, σ0) = (id[1], id[1]) d2(σ1, σ0) = (id[1], δ1σ0) .

deducimos que darse un elemento del conjunto HomsSet((∆1×∆1)/(sq0∆1×∆1), N (G)),

equivale a darse tres objetos y dos morfismos de G como en el diagrama:

(16.7) 1⊗X(id
[1],δ0σ0)

ξ
(σ0,σ1) // X(id

[1],id[1]) X(id
[1],δ1σ0) ⊗ 1

ξ
(σ1,σ0)oo

n = 2: Para describir al conjunto simplicial (∆1×∆2)/(sq0∆1×∆2) observemos que:

(∆1
0 ×∆2

0)/((sq0∆1)
0
×∆2

0) = ∅ ,

(∆1
1 ×∆2

1)/((sq0∆1)
1
×∆2

1) = {(id[1], ϕ)
RRRRRRRRRRR
ϕ = δ0, δ1, δ2, δ1δ0σ0, δ2δ0σ0, δ2δ1σ0 } ,

(∆1
2 ×∆2

2)/((sq0∆1)
2
×∆2

2) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(ψ,ϕ)
RRRRRRRRRRR

ψ = σ0, σ1 y ϕ = id[2], δ0σ0, δ1σ0, δ2σ0,

δ0σ1, δ1σ1, δ2σ1, δ1δ0σ0σ0, δ2δ0σ0σ0, δ2δ1σ0σ0

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
,

(∆1
3 ×∆2

3)/((sq0∆1)
3
×∆2

3) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(ψ,ϕ)

RRRRRRRRRRRRRRRR

ψ = σ0σ0, σ1σ0, σ1σ1 y ϕ = σ0, σ1, σ2, δ0σ0σ0,

δ0σ1σ0, δ0σ1σ1, δ1σ0σ0, δ1σ1σ0, δ1σ1σ1, δ2σ0σ0,

δ2σ1σ0, δ2σ1σ1, δ1δ0σ0σ0σ0, δ2δ0σ0σ0σ0, δ2δ1σ0σ0σ0

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
.

Por otro lado, se muestra que (∆1 × ∆2)/(sq0∆1 × ∆2) es un conjunto simplicial
3-esquelético por el mismo método que usamos en la prueba del Lema 16.2.2. Además:

s0(id[1], δ0) = (σ0, δ0σ0) s1(id[1], δ0) = (σ1, δ0σ1)

s0(id[1], δ1) = (σ0, δ1σ0) s1(id[1], δ1) = (σ1, δ1σ1)

s0(id[1], δ2) = (σ0, δ2σ0) s1(id[1], δ2) = (σ1, δ2σ1)

s0(id[1], δ1δ0σ0) = (σ0, δ1δ0σ0σ0) s1(id[1], δ1δ0σ0) = (σ1, δ1δ0σ0σ0)

s0(id[1], δ2δ0σ0) = (σ0, δ2δ0σ0σ0) s1(id[1], δ2δ0σ0) = (σ1, δ2δ0σ0σ0)

s0(id[1], δ2δ1σ0) = (σ0, δ2δ1σ0σ0) s1(id[1], δ2δ1σ0) = (σ1, δ2δ1σ0σ0) ,
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son los doce 2-simplejos degenerados de (∆1×∆2)/(sq0∆1×∆2) (distintos de s0○s0(⋆));
mientras que en la siguiente lista se encuentran (algunos repetidos) sus cuarenta y dos
3-simplejos degenerados (distintos de s0 ○ s0 ○ s0(⋆)):

s0(σ0, id[2]) = (σ0σ0, σ0) s0(σ1, id[2]) = (σ1σ0, σ0)

s0(σ0, δ0σ0) = (σ0σ0, δ0σ0σ0) s0(σ1, δ0σ0) = (σ1σ0, δ0σ0σ0)

s0(σ0, δ1σ0) = (σ0σ0, δ1σ0σ0) s0(σ1, δ1σ0) = (σ1σ0, δ1σ0σ0)

s0(σ0, δ2σ0) = (σ0σ0, δ2σ0σ0) s0(σ1, δ2σ0) = (σ1σ0, δ2σ0σ0)

s0(σ0, δ0σ1) = (σ0σ0, δ0σ1σ0) s0(σ1, δ0σ1) = (σ1σ0, δ0σ1σ0)

s0(σ0, δ1σ1) = (σ0σ0, δ1σ1σ0) s0(σ1, δ1σ1) = (σ1σ0, δ1σ1σ0)

s0(σ0, δ2σ1) = (σ0σ0, δ2σ1σ0) s0(σ1, δ2σ1) = (σ1σ0, δ2σ1σ0)

s0(σ0, δ1δ0σ0σ0) = (σ0σ0, δ1δ0σ0σ0σ0) s0(σ1, δ1δ0σ0σ0) = (σ1σ0, δ1δ0σ0σ0σ0)

s0(σ0, δ2δ0σ0σ0) = (σ0σ0, δ2δ0σ0σ0σ0) s0(σ1, δ2δ0σ0σ0) = (σ1σ0, δ2δ0σ0σ0σ0)

s0(σ0, δ2δ1σ0σ0) = (σ0σ0, δ2δ1σ0σ0σ0) s0(σ1, δ2δ1σ0σ0) = (σ1σ0, δ2δ1σ0σ0σ0)

s1(σ0, id[2]) = (σ0σ0, σ1) s1(σ1, id[2]) = (σ1σ1, σ1)

s1(σ0, δ0σ0) = (σ0σ0, δ0σ0σ0) s1(σ1, δ0σ0) = (σ1σ1, δ0σ0σ0)

s1(σ0, δ1σ0) = (σ0σ0, δ1σ0σ0) s1(σ1, δ1σ0) = (σ1σ1, δ1σ0σ0)

s1(σ0, δ2σ0) = (σ0σ0, δ2σ0σ0) s1(σ1, δ2σ0) = (σ1σ1, δ2σ0σ0)

s1(σ0, δ0σ1) = (σ0σ0, δ0σ1σ1) s1(σ1, δ0σ1) = (σ1σ1, δ0σ1σ1)

s1(σ0, δ1σ1) = (σ0σ0, δ1σ1σ1) s1(σ1, δ1σ1) = (σ1σ1, δ1σ1σ1)

s1(σ0, δ2σ1) = (σ0σ0, δ2σ1σ1) s1(σ1, δ2σ1) = (σ1σ1, δ2σ1σ1)

s1(σ0, δ1δ0σ0σ0) = (σ0σ0, δ1δ0σ0σ0σ0) s1(σ1, δ1δ0σ0σ0) = (σ1σ1, δ1δ0σ0σ0σ0)

s1(σ0, δ2δ0σ0σ0) = (σ0σ0, δ2δ0σ0σ0σ0) s1(σ1, δ2δ0σ0σ0) = (σ1σ1, δ2δ0σ0σ0σ0)

s1(σ0, δ2δ1σ0σ0) = (σ0σ0, δ2δ1σ0σ0σ0) s1(σ1, δ2δ1σ0σ0) = (σ1σ1, δ2δ1σ0σ0σ0)

s2(σ0, id[2]) = (σ1σ0, σ2) s2(σ1, id[2]) = (σ1σ1, σ2)

s2(σ0, δ0σ0) = (σ1σ0, δ0σ1σ0) s2(σ1, δ0σ0) = (σ1σ1, δ0σ1σ0)

s2(σ0, δ1σ0) = (σ1σ0, δ1σ1σ0) s2(σ1, δ1σ0) = (σ1σ1, δ1σ1σ0)

s2(σ0, δ2σ0) = (σ1σ0, δ2σ1σ0) s2(σ1, δ2σ0) = (σ1σ1, δ2σ1σ0)

s2(σ0, δ0σ1) = (σ1σ0, δ0σ1σ1) s2(σ1, δ0σ1) = (σ1σ1, δ0σ1σ1)

s2(σ0, δ1σ1) = (σ1σ0, δ1σ1σ1) s2(σ1, δ1σ1) = (σ1σ1, δ1σ1σ1)

s2(σ0, δ2σ1) = (σ1σ0, δ2σ1σ1) s2(σ1, δ2σ1) = (σ1σ1, δ2σ1σ1)

s2(σ0, δ1δ0σ0σ0) = (σ1σ0, δ1δ0σ0σ0σ0) s2(σ1, δ1δ0σ0σ0) = (σ1σ1, δ1δ0σ0σ0σ0)

s2(σ0, δ2δ0σ0σ0) = (σ1σ0, δ2δ0σ0σ0σ0) s2(σ1, δ2δ0σ0σ0) = (σ1σ1, δ2δ0σ0σ0σ0)

s2(σ0, δ2δ1σ0σ0) = (σ1σ0, δ2δ1σ0σ0σ0) s2(σ1, δ2δ1σ0σ0) = (σ1σ1, δ2δ1σ0σ0σ0) .

En particular, el conjunto simplicial cociente (∆1 × ∆2)/(sq0∆1 × ∆2) tiene un
único 0-simplejo, seis 1-simplejos no degenerados asociados a los siguientes 1-simplejos
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de ∆1 ×∆2:

(id[1], δ0), (id[1], δ1), (id[1], δ2), (id[1], δ1δ0σ0), (id[1], δ2δ0σ0) y (id[1], δ2δ1σ0);

ocho 2-simplejos no degenerados:

(σ0, id[1]), (σ1, id[1]), (σ0, δ0σ1), (σ0, δ1σ1), (σ0, δ2σ1), (σ1, δ0σ0), (σ1, δ1σ0) y (σ1, δ2σ0);

y tres 3-simplejos no degenerados:

(σ0σ0, σ2), (σ1σ0, σ1) y (σ1σ1, σ0) .

Deducimos de las igualdades:

d0(σ0, id[1]) = (id[1], δ0) d1(σ0, id[1]) = (id[1], δ1) d2(σ0, id[1]) = (δ1σ0, δ2)

d0(σ1, id[1]) = (δ0σ0, δ0) d1(σ1, id[1]) = (id[1], δ1) d2(σ1, id[1]) = (id[1], δ2)

d0(σ0, δ0σ1) = (id[1], δ1δ0σ0) d1(σ0, δ0σ1) = (id[1], δ0) d2(σ0, δ0σ1) = (δ1σ0, δ0)

d0(σ0, δ1σ1) = (id[1], δ1δ0σ0) d1(σ0, δ1σ1) = (id[1], δ1) d2(σ0, δ1σ1) = (δ1σ0, δ1)

d0(σ0, δ2σ1) = (id[1], δ2δ0σ0) d1(σ0, δ2σ1) = (id[1], δ2) d2(σ0, δ2σ1) = (δ1δ0, δ2)

d0(σ1, δ0σ0) = (δ0σ0, δ0) d1(σ1, δ0σ0) = (id[1], δ0) d2(σ1, δ0σ0) = (id[1], δ2δ0σ0)

d0(σ1, δ1σ0) = (δ0σ0, δ1) d1(σ1, δ1σ0) = (id[1], δ1) d2(σ1, δ1σ0) = (id[1], δ2δ1σ0)

d0(σ1, δ2σ0) = (δ0σ0, δ2) d1(σ1, δ2σ0) = (id[1], δ2) d2(σ1, δ2σ0) = (id[1], δ2δ1σ0) ,

d0(σ0σ0, σ2) = (σ0, δ0σ1) d1(σ0σ0, σ2) = (σ0, δ1σ1) d2(σ0σ0, σ2) = (σ0, id[1]) d3(σ0σ0, σ2) = (δ1σ0σ0, id[1])

d0(σ1σ0, σ1) = (σ1, δ0σ0) d1(σ1σ0, σ1) = (σ1, id[1]) d2(σ1σ0, σ1) = (σ0, id[1]) d3(σ1σ0, σ1) = (σ0, δ2σ1)

d0(σ1σ1, σ0) = (δ0σ0σ0, id) d1(σ1σ1, σ0) = (σ1, id[1]) d2(σ1σ1, σ0) = (σ1, δ1σ0) d3(σ1σ1, σ0) = (σ1, δ2σ0) ;

que darse un elemento del conjunto HomsSet((∆1×∆2)/(sq0∆1×∆2),N (G)) equivale

a darse un diagrama en G de la forma:

(16.8)

(X
(id

[1],δ2δ1σ0)
⊗ 1)⊗ 1

ξ
(σ1,δ2σ0)

⊗1
//

η
(σ1σ1,σ0)

X
(id

[1],δ2)
⊗ 1

ξ
(σ1,id[1])

��

η
(σ1σ0,σ1)

(1⊗X
(id

[1],δ2δ0σ0)
)⊗ 1

ξ
(σ0,δ2σ1)

⊗1
oo

X
(id

[1],δ2δ1σ0)
⊗ (1⊗ 1)

X
(id

[1],δ2δ1σ0)⊗r−1
1

��

a ≅

1⊗ (X
(id

[1],δ2δ0σ0)
⊗ 1)

1⊗ξ
(σ1,δ0σ0)

��

a≅

X
(id

[1],δ2δ1σ0)
⊗ 1

ξ
(σ1,δ1δ0)

// X
(id

[1],δ1)

η
(σ0σ0,σ2)

1⊗X
(id

[1],δ0)
ξ
(σ0,id[1])

oo

1⊗ (1⊗X
(id

[1],δ1δ0σ0)
)

1⊗ξ
(σ0,δ0σ1)

OO

a≅

1⊗X
(id

[1],δ1δ0σ0)

ξ
(σ0,δ1σ1)

OO

(1⊗ 1)⊗X
(id

[1],δ1δ0σ0)
r−1

1 ⊗X
(id

[1],δ1δ0σ0)

oo
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Finalmente observemos que en el conjunto simplicial HomsSet0
(∆1/sq0∆1,N (G))

las imágenes por las funciones d0, d1 y d2 del 2-simplejo (16.8) son los 1-simplejos:

1⊗X(id
[1],δ1δ0σ0)

ξ
(σ0,δ0σ1) // X(id

[1],δ0) X(id
[1],δ2δ0σ0) ⊗ 1 ,

ξ
(σ1,δ0σ0)oo

1⊗X(id
[1],δ1δ0σ0)

ξ
(σ0,δ1σ1) // X(id

[1],δ1) X(id
[1],δ2δ1σ0) ⊗ 1

ξ
(σ1,δ1σ0)oo

y 1⊗X(id
[1],δ2δ0σ0)

ξ
(σ0,δ2σ1) // X(id

[1],δ0) X(id
[1],δ2δ1σ0) ⊗ 1 ,

ξ
(σ1,δ2σ0)oo

respectivamente.

No es dif́ıcil concluir de esta descripción que si 0 ≤ k ≤ 2 y G es un 2-grupo que

cumple las hipótesis del enunciado del Lema 16.2.1 entonces la función:

(16.9) HomsSet(∆2,HomsSet0
(∆1/sq0∆1,N (G))) α1,k

// HomsSet(Λ2,k,HomsSet0
(∆1/sq0∆1,N (G)))

inducida de la inclusión αm,k∶ Λ2,k �
� // ∆2 no es inyectiva; lo que implica que el con-

junto simplicial HomsSet0
(∆1/sq0∆1,N (G)) no es un 1-grupoide de Kan. �

§16.3. Si X es un conjunto simplicial reducido y G es un 2-grupo, un determi-

nante de X con valores en G es por definición una pareja de funciones D = (D,T ):

X1
D // {Objetos de G} y X2

T // {Morfismos de G}

que cumple las siguientes propiedades:

(i) (Compatibilidad) Si ξ ∈X2 entonces T (ξ) es un morfismo de G de la forma:

D(d2ξ)⊗D(d0ξ)
T (ξ)

// D(d1ξ) .

(ii) (Unidad) Se tiene que D(s0 ⋆) = 1 y T (s0 ○ s0 ⋆) = `−1
1 = r−1

1 .

(iii) (Asociativa) Si η ∈X3 tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

D(A03) D(A01)⊗D(A13)
T (d2 η)oo

D(A01)⊗ (D(A12)⊗D(A23))
a ≅

D(A01)⊗T (d0 η)
OO

D(A02)⊗D(A23)

T (d1 η)

OO

(D(A01)⊗D(A12))⊗D(A23) ,
T (d3 η)⊗D(A23)
oo

donde A03 =d1d1η = d1d2η A01 = d2d2η = d2d3η A13 = d1d0η = d0d2η

A02 =d2d1η = d1d3η A23 = d0d0η = d0d1η A12 = d2d0η = d0d3η .
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Escribimos detX(G) para denotar al conjunto de los determinantes de un conjunto

simplicial reducido X con valores en un 2-grupo G. Observemos que se tiene un funtor:

(16.10) sSet0
op × 2-Grp

det // Set ,

(X,G) z→ detX(G)

definido en un morfismo de conjuntos simpliciales reducidos f ∶ Y // X y en un mor-

fismo de 2-grupos F = (F,mF )∶ G // H por la función:

detX(G)
detf (F )

// detY (H)

(D,T ) z→ (D,T )

donde:

(16.11) Y1
D // {Objetos de H}

B ↦ F (D(f1B))

y Y2
T // {Morfismos de H}

τ ↦ F (T (f2τ)) ○mF

Mostremos que la pareja (D,T ) es efectivamente un determinante de Y con valores

en H: En efecto, para empezar observemos que si τ es un 2-simplejo de Y entonces

T (f2τ) es un morfismo de G de la forma:

D(d2 f2 τ)⊗D(d0 f2 τ)
T (f2 τ) // D(d1 f2 τ) ;

por lo que T (τ) = F (T (f2τ)) ○mF es un morfismo de H de la forma:

D(d2 τ)⊗D(d0 τ)
T (τ)

// D(d1 τ) ,

pues F (D(di ○ f2 τ)) = F(D(f1(di τ))) = D(di τ) si 0 ≤ i ≤ 2.

Por otro lado, se tiene que:

D(s0 ⋆) = F (D(f1 ○ s0 ⋆)) = F (D(s0 ○ f0 ⋆)) = F (D(s0 ⋆)) = F (1G) = 1H y

T (s0s0 ⋆) = F (T (f2s0s0 ⋆)) ○mF = F (T (s0s0 ⋆)) ○mF = F (`−1
1 ) ○mF

1,1 = `−1
1 .

Mostremos:

Proposición 16.3.1. Los funtores det●1
( ●2 ) y HomsSet0

( ●1 , N (●2) ) de dominio

la categoŕıa producto sSet0
op × 2-Grp y codominio la categoŕıa de los conjuntos Set

son naturalmente isomorfos.
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Demostración. Si G es un 2-grupo y X es un conjunto simplicial reducido, ob-

servemos que la función natural:

(16.12) HomsSet0
(X,N (G)) // detX(G)

f● z→ (f1, f2)

está bien definida: En efecto si f ∶ X // N (G) es un morfismo de conjuntos simplicia-

les, tenemos para empezar que:

f1(s0⋆) = s0(f0⋆) = s0(⋆) = 1 y f2(s0 ○ s0 ⋆) = s0 ○ s0(f0⋆) = s0 ○ s0(⋆) = `−1
1 .

Por otro lado si ξ ∈ X2 entonces f2(ξ) es un 2-simplejo del nervio de G tal que

di ○ f2(ξ) = f1 ○ di(ξ), dicho de otro modo f2(ξ) es un morfismo de G de la forma:

f1(d2 ξ)⊗ f1(d0 ξ)
f2(ξ) // f1(d1 ξ) .

Por último, si η es un 3-simplejo de X entonces f3(η) es un 3-simplejo del nervio

de G tal que di ○ f3(η) = f2 ○ di(η), es decir tenemos un diagrama conmutativo:

f1(A03) f1(A01)⊗ f1(A13)
f2(d2 η)oo

f1(A01)⊗ (f1(A12)⊗ f1(A23))
a ≅

f1(A01)⊗f2(d0 η)

OO

f1(A02)⊗ f1(A23)

f2(d1 η)

OO

(f1(A01)⊗ f1(A12))⊗ f1(A23) ,
f2(d3 η)⊗f1(A23)
oo

donde A03 =d1d1η = d1d2η A01 = d2d2η = d2d3η A13 = d1d0η = d0d2η

A02 =d2d1η = d1d3η A23 = d0d0η = d0d1η A12 = d2d0η = d0d3η .

Por lo tanto si f ∶ X // N (G) es un morfismo de conjuntos simpliciales, la pareja

(f1, f2) es un determinante de X con valores en G.

Observemos por otro lado que por el Lema 15.1.1 el conjunto simplicial N (G) es

3-coesquelético, por lo que para mostrar que la función (16.12) es biyectiva solamente

necesitamos ver que la función:

(16.13) HomsSet≤3(τ∗3 (X), τ∗3 (N (G))) // detX(G)

f● z→ (f1, f2)

es biyectiva donde τ∗3 ∶ sSet // sSet≤3 es el funtor truncación.

La función (16.13) es inyectiva:
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Supongamos que f, g∶ τ∗3X // τ∗3 (N (G)) son dos morfismos de conjuntos simpli-

ciales truncados tales que f1 = g1 y f2 = g2. Claramente f0 = g0. Por otro lado ya que

el conjunto simplicial N (G) es débilmente 2-coesquelético, para mostrar que f3 = g3 es

suficiente notar que para todo α ∈X3 y 0 ≤ i ≤ 3 se tiene que:

di(f3α) = f2 ○ di(α) = g2 ○ di(α) = di(g3α) .

La función (16.13) es sobreyectiva:

Si (D,T ) es un determinante de X con valores en G vamos a definir un morfismo

de conjuntos bisimpliciales f ∶ τ∗3X // τ∗3 (N (G)) tal que f1 =D y f2 = T .

Definimos primero ϕ∶ τ∗2X // τ∗2 (N (G)) por las reglas ϕ2 = T , ϕ1 = D y ϕ0 = id⋆.

De las propiedades (i) y (ii) que cumplen los determinantes y del siguiente Lema, se

sigue que ϕ es efectivamente un morfismo de conjuntos simpliciales truncados:

Lema 16.3.2. Sea X un conjunto simplicial reducido y G un 2-grupo. Si (D,T )
es un determinante de X con valores en G para todo elemento A de X1 tenemos que

T (si(A)) = si(D(A)) si 0 ≤ i ≤ 1, es decir:

1⊗D(A)
T (s0(A))= `−1

D(A)

// D(A) y D(A)⊗ 1
T (s1(A))= r−1

D(A)

// D(A) .

Demostración. Si A ∈ X1 vamos a mostrar que T (s0(A)) = `−1
D(A). La igualdad

T (s1(A)) = r−1
D(A) se muestra de manera análoga.

Para empezar consideremos s0s0(A) ∈X3. Por las propiedades (ii) y (iii) que cumple

el determinante (D,T ) tenemos un diagrama conmutativo en G:

D(A) 1⊗D(A)
T (s0A)

oo

1⊗ (1⊗D(A))
a ≅

1⊗T (s0A)
OO

1⊗D(A)

T (s0A)

OO

(1⊗ 1)⊗D(A) ;
`−1
1 ⊗D(A)
oo

lo que implica que tenemos un triángulo conmutativo en G:

(1⊗ 1)⊗D(A)
a1,1,D(A)

//

`−1
1 ⊗D(A) **

1⊗ (1⊗D(A))

1⊗T (s0A)tt
1⊗D(A)
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Como l1 = r1 y el siguiente es un triángulo conmutativo de G:

(1⊗ 1)⊗D(A)
a1,1,D(A)

//

r−1
1 ⊗D(A) **

1⊗ (1⊗D(A))

1⊗`−1
D(A)

tt
1⊗D(A)

se sigue que 1⊗ T (s0A) = 1⊗ `−1
D(A). Por lo tanto T(s0(A)) = `−1

D(A) pues 1⊗ ⋅ es una

equivalencia de categoŕıas. �

Para concluir la prueba de la Proposición 16.3.1, notemos por último que como

el conjunto simplicial N (G) es débilmente 2-coesquelético, se sigue de la propiedade

(iii) que cumplen los determinantes con valores en un 2-grupo que existe un único

morfismo de conjuntos simpliciales truncados f ∶ τ∗3X // τ∗3 (N (G)) tal que τ∗2 (f) = ϕ,

en particular f1 = ϕ1 =D y f2 = ϕ2 = T . �

Si D1 = (D1, T1) y D0 = (D0, T0) son dos determinantes de un conjunto simplicial

reducido X con valores en el 2-grupo G, una homotoṕıa de D1 en D0 es una terna de

funciones:

X1
H // {Objetos de G} y X2

R0,R1 // {Morfismos de G}

que cumple las siguientes propiedades:

(i) Para todo ξ ∈ X2 los morfismos R0(ξ) y R1(ξ) son morfismos de G de la

forma:

D1(d2ξ)⊗H(d0ξ)
R0(ξ) // H(d1ξ) H(d2ξ)⊗D0(d0ξ)

R1(ξ)oo

(ii) H(s0⋆) = 1.

(iii) Para todo η ∈X3, el siguiente es un diagrama conmutativo:

(H(A01)⊗D0(A12))⊗D0(A23)

(a)

R1(d3η)⊗D0(A23)//
H(A02)⊗D0(A23)

R1(d1η)

��

(b)

(D1(A01)⊗H(A12))⊗D0(A23)

R0(d3η)⊗D0(A23)oo

H(A01)⊗(D0(A12)⊗D0(A23))

H(A01)⊗T0(d0η)

��

a ≅

D1(A01)⊗(H(A12)⊗D0(A23))

D1(A01)⊗R1(d0η)

��

a≅

H(A01)⊗D0(A13)
R1(d2η)

//
H(A03)

(c)

D1(A01)⊗H(A13)
R0(d2η)

oo

D1(A01)⊗(D1(A12)⊗H(A23))

D1(A01)⊗R0(d0η)

OO

a≅

D1(A02)⊗H(A23)

R0(d1η)

OO

(D1(A02)⊗D1(A12))⊗H(A23)
T1(d3η)⊗H(A23)

oo
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donde

A03 =d1d1η = d1d2η A01 = d2d2η = d2d3η A13 = d1d0η = d0d2η

A02 =d2d1η = d1d3η A23 = d0d0η = d0d1η A12 = d2d0η = d0d3η .

Consideremos ahora la función natural:

(16.14) HomsSet0
(X,N (G))

1
// {

Homotoṕıas
de determinantes

de X en G
}

que a un morfismo F ∶ X ×∆1 // N (G) de conjuntos simpliciales cuya restricción a

⋆ × ∆1 es el morfismo constante, asocia la homotoṕıa:

(16.15) (H,R0,R1) = (F1( ⋅ , id[1]), F2( ⋅ , σ0), F2( ⋅ , σ1))

del determinante de X en G:

(16.16) (D1, T1) = (F1( ⋅ , δ1 ○ σ0), F2( ⋅ , δ1 ○ σ0 ○ σ0))

en el determinante:

(16.17) (D0, T0) = (F1( ⋅ , δ0 ○ σ0), F2( ⋅ , δ0 ○ σ0 ○ σ0)) .

No es dif́ıcil mostrar que (16.15) es efectivamente una homotoṕıa de determinantes

(para demostrar (III) hay que considerar F3(η, σ0 ○ σ0), F3(η, σ1 ○ σ0) y F3(η, σ1 ○ σ1)).
Además (16.16) y (16.17) son determinantes pues son las imágenes por la función (16.12)

de los morfismos:

X ≅X ×∆0
X×δi // X ×∆1 F // N (G)

donde 0 ≤ i ≤ 1.

Mostremos:

Lema 16.3.3. La función (16.14) es una función biyectiva.

Demostración. Como el conjunto simplicial N (G) es 3-coesquelético por el Lema

15.1.1, para mostrar que (16.14) es una función biyectiva necesitamos ver que la función

inducida:

(16.18) HomsSet≤3
(τ∗3 (X), τ∗3 (N (G))) // detX(G)

es biyectiva donde τ∗3 ∶ sSet // sSet≤3 es el funtor truncación.
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∆1
0 = {δ0, δ1} , ∆1

1 = {δ0 ○ σ0, δ1 ○ σ0, id[1]} ,

∆1
2 = {δ0 ○ σ0 ○ σ0, δ1 ○ σ0 ○ σ0, σ0, σ1} y

∆1
3 = {δ0 ○ σ0 ○ σ0 ○ σ0, δ1 ○ σ0 ○ σ0 ○ σ0, σ0 ○ σ0, σ1 ○ σ0, σ1 ○ σ1} .

�

Ya que por la Proposición 15.1.4 el conjunto simplicial HomsSet0
(X,N (G)) es un

complejo de Kan, se sigue de la Proposición 16.3.1 y del Lema 16.3.3 que la relación de

homotoṕıa inducida en el conjunto detX(G) es una relación de equivalencia. Más aún,

si denotamos como d̃etX(G) al cociente inducido, el funtor (16.10) induce un funtor:

(16.19) sSet0
op × 2-Grp

d̃et●1( ●2 )
// Set ,

con la siguiente propiedad:

Proposición 16.3.4. Los funtores d̃et●1( ●2 ) y π0(HomsSet0
( ●1 , N (●2) )) de do-

minio la categoŕıa producto sSet0
op × 2-Grp y codominio la categoŕıa de los conjuntos

Set son naturalmente isomorfos.

Se sigue de la Proposición 10.1.2, 15.1.4 y 16.3.4 y del Corolario 15.1.6 que si F =
(F,mF )∶ G // H es una 2-equivalencia débil de 2-grupos y f ∶ Y // X es una 2-

equivalencia débil de conjuntos simpliciales reducidos, la función:

d̃etX(G)
d̃etf (F )

// d̃etY (H)

es biyectiva.

En particular, el funtor (16.19) induce un funtor:

(16.20) sSet0[(Wred
2 )−1]

op
× 2-hGrp

hd̃et●1( ●2 )
// Set .

con la siguiente propiedad (ver el Corolario 15.2.8):

Corolario 16.3.5. Si G es un 2-grupo y X es un conjunto simplicial reducido, los

funtores:

sSet0[(Wred
2 )−1]

op hd̃et●(G) // Set y 2-hGrp
hd̃etX( ● )

// Set

son representables por N (G) y por el 2-grupo fundamental de X, respectivamente.
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§16.4. Si X es un conjunto bisimplicial reducido y G es un 2-grupo, un deter-

minante (funtorial) de X con valores en G es por definición una pareja D = (D,T )
compuesta por un morfismo de conjuntos simpliciales:

X●,1
D // N(G) = N 2(G)●,1

(con imagen en el nervio del grupoide subyacente al 2-grupo G) y una función de

conjuntos:

X0,2
T // {Morfismos de G} ,

tales que:

(i) (Compatibilidad) Si ξ ∈X0,2, T (ξ) es un morfismo de G de la forma:

D0(dv2ξ)⊗D0(dv0ξ)
T (ξ)

// D0(dv1ξ) ;

(ii) (Unidad) Se tiene que D0(sv0(⋆)) = 1 y T (sv0sv0(⋆)) = l−1
1 = r−1

1 .

(iii) (Funtorial) Si ζ ∈X1,2 se tiene un cuadrado conmutativo:

D0(dv2dh1 ζ)⊗D0(dv0dh1 ζ)
D1(dv2 ζ)⊗D1(dv0 ζ)

��

T (dh1 ζ) // D0(dv1dh1 ζ)
D1(dv1 ζ)
��

D0(dv2dh0 ζ)⊗D0(dv0dh0 ζ)
T (dh0 ζ)

// D0(dv1dh0 ζ)

(Recordemos que dhi d
v
j = dvjdhi ).

(iv) (Asociativa) Si η ∈X0,3 se tiene un diagrama conmutativo:

(16.21)

D0(A03) D0(A01)⊗D0(A13)
T (dv2 η)oo

D0(A01)⊗ (D0(A12)⊗D0(A23))

D0(A01)⊗T (dv0 η)

OO

a ≅

D0(A02)⊗D0(A23)

T (dv1 η)

OO

(D0(A01)⊗D0(A12))⊗D0(A23) ,
T (dv3 η)⊗D0(A23)
oo

donde A03 =dv1dv1η = dv1dv2η A01 = dv2dv2η = dv2dv3η A13 = dv1dv0η = dv0dv2η
A02 =dv2dv1η = dv1dv3η A23 = dv0dv0η = dv0dv1η A12 = dv2dv0η = dv0dv3η .
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Denotemos como detX(G)0 al conjunto de los determinantes de un conjunto bisim-

plicial reducido X con valores en un 2-grupo G. Definimos un funtor:

(16.22) ssSet0
op × 2-Grp // Set ,

(X,G) z→ detX(G)0

como sigue: Si f ∶ Y // X es un morfismo de ssSet0 y (ϕ,mϕ)∶ G // H es un mor-

fismo de 2-grupos, definimos la función:

detX(G)0

detf (ϕ,mϕ) // detY (H)0

por la fórmula detf(ϕ,mϕ)(D,T ) = (D,T ), donde D y T son las composiciones:

Y●,1
f●,1 // X●,1

D // N 2(G)●,1
N 2(ϕ,mϕ)●,1 // N 2(H)●,1

y

Y0,2

f0,2 // X0,2
T // N 2(G)

0,2

N 2(ϕ,mϕ)0,2 // N 2(H)
0,2
.

Si la pareja (D,T ) definida de esta forma es un determinante de Y con valores en

H, se demuestra sin dificultad que detf(ϕ,mϕ) es en efecto un funtor. Mostremos que

(D,T ) es un determinante. Para mostrar la propiedad (i) observemos que se tiene un

diagrama:

Y0,1

(a)

f0,1 // X0,1

D0 //

(b)

N 2(G)
0,1

N 2(ϕ,mϕ)0,1 //

(c)

N 2(H)
0,1

Y0,2

dvi

OO

f0,2

// X0,2
T
//

dvi

OO

N 2(G)
0,2 N 2(ϕ,mϕ)0,2

//

dvi

OO

N 2(H)
0,2

dvi

OO

donde (a) y (c) son cuadrados conmutativos pues f y (ϕ,mϕ) son morfismos y (b)

es conmutativo ya que (D,T ) es un determinante. Entonces si ξ′ ∈ Y0,2 tenemos que

dvi T
′(ξ′) = D0 dvi (ξ′).

Se verifica la propiedad (ii), es decir que D0(sv0(⋆)) = 1 y T (sv0sv0(⋆)) = l−1
1 = r−1

1

notando que se tienen los diagramas conmutativos:

Y0,1

f0,1 // X0,1

D0 // N 2(G)
0,1

N 2(ϕ,mϕ)0,1 // N 2(H)
0,1

⋆
sv0

OO

⋆
sv0

OO

⋆
sv0

OO

⋆
sv0

OO

y
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Y0,2

f0,2 // X0,2
T // N 2(G)

0,2

N 2(ϕ,mϕ)0,2 // N 2(H)
0,2

⋆
sv0s

v
0

OO

⋆
sv0s

v
0

OO

⋆
sv0s

v
0

OO

⋆ .
sv0s

v
0

OO

Por otro lado, si ζ ′ ∈ Y1,2 se tiene el siguiente cuadrado conmutativo de G:

D0(dv2dh1 f1,2ζ ′)⊗D0(dv0dh1 f1,2ζ ′)
D1(dv2 f1,2ζ

′)⊗D1(dv0 f1,2ζ
′)
��

T (dh1 f1,2ζ
′)
// D0(dv1dh1 f1,2ζ ′)

D1(dv1 f1,2ζ
′)

��

D0(dv2dh0 f1,2ζ ′)⊗D0(dv0dh0 f1,2ζ ′)
T (dh0 f1,2ζ

′)
// D0(dv1dh0 f1,2ζ ′) ;

de modo que al aplicar el morfismo (ϕ,mϕ) deducimos el siguiente cuadrado conmuta-

tivo de H:

D0(dv2dh1 ζ ′)⊗D0(dv0dh1 ζ ′)

D1(dv2 ζ′)⊗D1(dv0 ζ′)
��

T (dh1 ζ′) // D0(dv1dh1 ζ ′)

D1(dv1 ζ′)
��

D0(dv2dh0 ζ ′)⊗D0(dv0dh0 ζ ′)
T (dh0 ζ′)

// D0(dv1dh0 ζ ′)

Se muestra de manera análoga la propiedad asociativa.

Proposición 16.4.1. Los funtores det●1
( ●2 )

0
y HomssSet0

( ●1 , N 2(●2) ) de la ca-

tegoŕıa producto ssSet0
op×2-Grp en la categoŕıa de los conjuntos Set son naturalmente

isomorfos.

Demostración. Si X es un conjunto bisimplicial reducido y G es un 2-grupo,

deducimos de la definición del conjunto bisimplicial N 2(G) que la función natural:

(16.23)
HomssSet0

(X,N 2(G)) // detX(G)
0

F z→ (F●,1, F0,2)

está bien definida. Dicho de otro modo, se sigue de la definición del conjunto simplicial

N 2(G) que si F ∶ X // N 2(G) es un morfismo de la categoŕıa ssSet0, la pareja:

X●,1
F●,1 // N 2(G)●,1 = N(G) y X0,2

F0,2 // N 2(G)0,2 ⊂ {Morphismes de G}

cumple las propiedades (i) a (iv) de la definición de un determinante de X con valores

en G.

La función (16.23) es inyectiva:

Sean F,G∶ X // N 2(G) dos morfismos de conjuntos bisimpliciales reducidos tales

que F●,1 = G●,1 y F0,2 = G0,2. Observemos para empezar que F●,0 = G●,0 porque N 2(G)●,0
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es el conjunto simplicial constante ⋆. Además F0,3 = G0,3 pues F0,2 = G0,2 y porque

N 2(G)0,● = N (G) es un conjunto simplicial débilmente 2-coesquelético (ver el Lema

15.1.1). Finalmente, tenemos que F1,2 = G1,2 porque la función (15.39) es biyectiva y se

tiene que F0,2 = G0,2 y F1,1 = G1,1. Por lo tanto Fp,q = Gp,q si p, q ≥ 0 y p + q ≤ 3.

Se sigue que F = G por el Corolario 15.2.4.

La función (16.23) es sobreyectiva:

Mostremos primero:

Lema 16.4.2. Sea X un objeto de ssSet0 y G un 2-grupo. Si (D,T ) es un deter-

minante de X con valores en G, para todo elemento A de X0,1 se tien la igualdad de

morfismos T (svi (A)) = svi (D0(A)) para 0 ≤ i ≤ 1; es decir:

1⊗D0(A)
T (sv0(A))=l−1

D0(A)

// D0(A) y D0(A)⊗ 1
T (sv1(A))=r−1

D0(A)

// D0(A) .

Demostración. Si A ∈ X0,1 mostremos que T (sv0(A)) = l−1
D0(A); se verifica que

T (sv1(A)) = r−1
D0(A) de manera análoga.

Para empezar consideramos el elemento sv0s
v
0(A) de X0,3, entonces por las propie-

dades (ii) y (iv) de arriba, tenemos un diagrama conmutativo:

D0(A) 1⊗D0(A)
T (sv0 A)

oo

1⊗ (1⊗D0(A))

1⊗T (sv0 A)

OO

a ≅

1⊗D0(A)

T (sv0 A)

OO

(1⊗ 1)⊗D0(A) ;
l−1
1 ⊗D0(A)
oo

dicho de otro modo tenemos un triángulo conmutativo:

(1⊗ 1)⊗D0(A) a //

l−1
1 ⊗D0(A) ((

1⊗ (1⊗D0(A))

1⊗T (sv0 A)vv
1⊗D0(A)

Por otro lado ya que l1 = r1 (ver el Lema 14.1.1), se sigue de (14.3) que tenemos un

triángulo conmutativo:

(1⊗ 1)⊗D0(A) a // 1⊗ (1⊗D0(A))

1⊗D0(A)
1⊗lD0(A)

66

l1⊗D0(A)

hh
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Por lo tanto T (sv0(A)) = l−1
D0(A). �

Notemos por otro lado que por el Corolario 15.2.4, para mostrar que la función

(16.23) es sobreyectiva es suficiente con darse un morfismo de conjuntos bisimpliciales

reducidos truncados F ∶ µ ∗
3 (X) // µ ∗

3 ○N 2(G) tal que:

Fp,1 = Dp ∶ Xp,1
// N(G)p = N 2(G)p,1 si 0 ≤ p ≤ 2 y F0,2 = T .

Para empezar definimos:

Fp,0 = id⋆ si 0 ≤ p ≤ 3 ,

Fp,1 = Dp si 0 ≤ p ≤ 2

y F0,2 = T .
(16.24)

Se sigue del Lema 16.4.2 y de las propiedades (i)-(ii) que cumple un determinante

(D,T ) que las funciones Fp,q definidas en (16.24) conmutan con los operadores cara y

degenerados.

Por último, se sigue de la definición del conjunto bisimplicial N 2(G) y de la propie-

dad (iii) (resp. (iv)) que cumple (D,T ) que existe una única función F1,2 (resp. F0,3)
la cual conmuta con los operadores cara y degenerados. �

Si (D,T ) y (D′, T ′) son dos determinantes de un conjunto bisimplicial reducido X

con valores en un 2-grupo G, un morfismo de determinantes h∶ (D,T ) // (D′, T ′) es

una función:

X0,1
h // {Morfismos de G}

con las siguientes propiedades:

(i) Para cualquier A ∈X0,1 el morfismo h(A) de G tiene la forma:

D0(A)
h(A)

// D′
0(A)

(ii) h(sv0⋆) = id1.

(iii) Si α ∈X1,1 se tiene un diagrama conmutativo de G:

D0(dh1α)

h(dh1α)
��

D1(α) // D0(dh0α)
h(dh0α)
��

D′
0(dh1α)

D′

1(α)
// D′

0(dh0α)
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(iv) Si ξ ∈X0,2 se tiene un diagrama conmutativo de G:

D0(dv2ξ)⊗D0(dv0ξ)

h(dv2ξ)⊗h(dv0ξ)

��

T (ξ)
// D0(dv1ξ)

h(dv1ξ)

��
D′

0(dv2ξ)⊗D′
0(dv0ξ)

T ′(ξ)
// D′

0(dv1ξ) .

Recordemos que por la definición (11.7) y la adjunción (11.6) se tiene un isomorfismo

natural:

Hom
(1)
ssSet0

(X,N 2(G))
1
=HomssSet0((X × p∗1(∆1))/( ⋆ ×p∗1(∆1)),N 2(G))

≅HomssSet(X × p∗1(∆1),N 2(G)) .

Definimos por este medio una función:

(16.25)
Hom

(1)
ssSet0

(X,N 2(G))
1

// { Morfismos de
determinantes de X

con valores en G
}

H z→ hH = H1,1( sh0(●) , id[1])

donde:

hH = H1,1( sh0(●) , id[1]) = ( X0,1

(sh0 (− ),id
[1])

// X1,1×∆1
1

H1,1 // N 2(G)1,1 )

es un morfismo del determinante:

( X●,1 ≅X●,1×∆0
X●,1×δ1 // X●,1×∆1

H●,1 // N(G) , X0,2 ≅X0,2×∆0
0

X0,2×δ1 // X0,2×∆1
0

H0,2 // N 2(G)0,2 ) .

en el determinante:

( X●,1 ≅X●,1×∆0
X●,1×δ0 // X●,1×∆1

H●,1 // N(G) , X0,2 ≅X0,2×∆0
0

X0,2×δ0 // X0,2×∆1
0

H0,2 // N 2(G)0,2 ) .

Mostremos que hH cumple la propiedad (ii) de la definición de morfismo de deter-

minantes: En efecto, si α ∈X1,1 se tienen dos triángulos conmutativos en G:

H2,1(sh0α,σ1) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

H0,1(dh1α, δ1)
H1,1(α,id[1])

((

H1,1(sh0 dh1α,id[1])

��

H0,1(dh1α, δ0)
H1,1(α,δ0 σ0)

// H0,1(dh0α, δ0)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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y H2,1(sh1α,σ0) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

H0,1(dh1α, δ1)

H1,1(α,id[1]) ((

H1,1(α,δ1 σ0) // H0,1(dh0α, δ1)

H1,1(sh0 dh0α,id[1])

��

H0,1(dh0α, δ0)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

por lo que se tiene un cuadrado conmutativo:

H0,1(dh1α, δ1)
H1,1(α,δ1 σ0) //

H1,1(sh0 dh1α,id[1])

��

H0,1(dh0α, δ1)

H1,1(sh0 dh0α,id[1])

��

H0,1(dh1α, δ0)
H1,1(α,δ0 σ0)

// H0,1(dh0α, δ0)

Además hH cumple la propiedad (iii) ya que si ξ ∈X0,2 se tiene que H1,2(sh0ξ, id[1])
es el siguiente diagrama conmutativo de G:

H0,1(dv2ξ, δ1)⊗H0,1(dv0ξ, δ1)

H1,1(sh0 dv2 ξ,id[1])⊗H1,1(sv0 dv0 ξ,id[1])

��

H0,2(ξ,δ1) // H0,1(dv1ξ, δ1)

H1,1(sv0 dv1 ξ,id[1])

��
H0,1(dv2ξ, δ0)⊗H0,1(dv0ξ, δ0)

H0,2(ξ,δ0)
// H0,1(dv1ξ, δ0) .

Mostremos:

Lema 16.4.3. La función (16.25) es biyectiva.

Demostración. Sean H,H ′∶ X × p∗1(∆1) // N 2(G) dos morfismos de conjuntos

bisimpliciales tales que hH = hH′ . Se sigue de la definición de (16.25) que H●,1 = H ′
●,1 y

H0,2 =H ′
0,2. Por otro lado H●,0 =H ′

●,0 porqueN 2(G)●,0 es el conjunto simplicial constante

con valor ⋆. Ya que H0,2 =H ′
0,2 y N 2(G)0,● = N (G) es un conjunto simplicial débilmente

2-coesquelético, se tiene que H0,3 =H ′
0,3. Además H1,2 =H ′

1,2 porque H0,2 =H ′
0,2, H1,1 =

H ′
1,1 y porque la función (15.39) es inyectiva.

Deducimos del Corolario 15.2.4 que H =H ′.

Supongamos ahora que h∶ (D,T ) // (D′, T ′) es un morfismo de determinantes de

X con valores en G. Se muestra que existe un morfismo de conjuntos bisimpliciales:

X × p∗1(∆1) H // N 2(G)

tal que hH = h de la siguiente manera: Para empezar se sigue de la Proposición 16.4.1

que existe un morfismo de conjuntos simpliciales:

X0,● ×∆1
0

H0,● // N 2(G)0,● = N (G)
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tal que:

H0,1(A, δ0) = D′
0(A) , H0,1(A, δ1) = D0(A) si A ∈X0,1 .

y

H0,2(ξ, δ0) = T ′(ξ) , H0,2(ξ, δ1) = T (ξ) si ξ ∈X0,2 .

Por otro lado, el morfismo de conjuntos simpliciales H●,0∶ X●,0 ×∆1 // N 2(G)●,0
lo definimos como el morfismo constante de valor ⋆; mientras que definimos H1,1 por

las fórmulas:

H1,1( ⋅ , id[1]) = h , H1,1( ⋅ , δ1 σ0) = sh0 D0 y H1,1( ⋅ , δ0 σ0) = sh0 D′
0 ;

en particular, usando las propiedades (i) y (ii) que cumple el morfismo de determinantes

h, se tiene que:

H1,1 ○ sv0 = sv0 ○H1,0 , H1,1 ○ sh0 = sh0 ○H0,1 ,

dvi ○H1,1 =H1,0 ○ dvi y dhi ○H1,1 =H0,1 ○ dhi si 0 ≤ i ≤ 1 .

Finalmente se sigue de las propiedades (iii) y (iv) que verifica h que existen únicas

funciones

H2,1∶ X2,1 ×∆1
2

// N 2(G)2,1 y H1,2∶ X1,2 ×∆1
1

// N 2(G)1,2

que conmuta con los morfismos cara y degenerados.

Concluimos del Corolario 15.2.4 que la función (16.25) es sobreyectiva. �

Mostremos ahora (ver el Lema 16.2.1):

Lema 16.4.4. Si X es un conjunto bisimplicial reducido y G es un 2-grupo, el con-

junto simplicial Hom
(1)
ssSet0

(X,N 2(G)) es un 1-grupoide de Kan.

Demostración. Por el Corolario 15.2.4, sabemos que Hom
(1)
ssSet0

(X,N 2(G)) es un

conjunto simplicial 2-coesquelético. Además Hom
(1)
ssSet0

(X,N 2(G)) es un complejo de

Kan porque N 2(G) es un objeto fibrante de la categoŕıa de modelos simplicial punteada

(ssSet0,W
diag
2 ,mono,fibdiag2 ) de la Proposición 11.3.1.

Se sigue del Lema 12.3.1 que para mostrar el enunciado tenemos simplemente que

mostrar que la función:

(16.26)

HomsSet(∆2,Hom
(1)
ssSet0

(X,N 2(G)))
α1,k
X // HomsSet(Λ2,k,Hom

(1)
ssSet0

(X,N 2(G)))
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inducida de la inclusión α1,k∶ Λ2,k // ∆2 , es inyectiva para toda 0 ≤ k ≤ 2; es decir, por

el isomorfismo (11.9) y la primer adjunción de (11.4), hay que mostrar que la función:

(16.27) HomssSet(X × p∗1∆2,N 2(G)) // HomssSet(X × p∗1Λ2,k,N 2(G)) ,

es inyectiva.

No es dif́ıcil notar que para ello basta con mostrar que para toda q ≥ 0 la función:

(16.28) HomsSet(X●,q ×∆2,N 2(G)●,q) // HomsSet(X●,q ×Λ2,k,N 2(G)●,q) ,

es inyectiva, es decir que la siguiente función es inyectiva:

(16.29)

HomsSet(∆2,HomsSet(X●,q,N 2(G)●,q)) // HomsSet(Λ2,k,HomsSet(X●,q,N 2(G)●,q)) .

Finalmente, por el Lema 15.2.1 sabemos que N 2(G)●,q es isomorfo al nervio del el

grupoide Gq de los q-simplejos del 2-grupo G. De modo que HomsSet(X●,q,N 2(G)●,q) es

un 1-grupoide de Kan, por lo que la función (16.29) es inyectiva. �

Se sigue de la Proposición 16.4.1 y de los Lemas 16.4.3 y 16.4.4 que el funtor (16.22)

se extiende en un funtor:

(16.30) ssSet0
op × 2-Grp // Grpd

(X,G) z→ detX(G)

con la siguiente propiedad:

Corolario 16.4.5. Los funtores N(det●1
( ●2 )) y Hom

(1)
ssSet0

( ●1 , N 2(●2) ) de la

categoŕıa producto ssSet0
op × 2-Grp en la categoŕıa de los conjuntos simpliciales sSet

son naturalmente isomorfos.

Deducimos de los Corolarios 16.4.5 y 13.2.3:

Corolario 16.4.6. Si G es un 2-grupo, el funtor composición:

ssSet0
op det●(G) // Grpd

N // sSet

es representables por el conjunto bisimplicial reducido N 2(G), cuando vemos a ssSet0

como una categoŕıa enriquecida en sSet por el funtor Hom
(1)
ssSet0

En particular, f ∶ X // Y es una 2-equivalencia débil de conjuntos bisimpiciales

reducidos, si y solamente si la función inducida:

detY (G)
detf(G)

// detX(G)
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es una equivalencia débil de grupoides para todo 2-grupo G. Más aún, el funtor inducido:

ssSet0[(Wdiag
2 )−1]op

h(N○det●(G))
// sSet[W−1

1 ]

también es representable por el conjunto bisimplicial reducido N 2(G), cuando vemos

a ssSet0[(Wdiag
2 )−1] como una categoŕıa enriquecida en la categoŕıa de los 1-tipos de

homotoṕıa.

Recordemos que la categoŕıa homotópica de los grupoides hGrpd es la categoŕıa

cuyos objetos son los grupoides y los morfismos son las clases de isomorfismos natural

de los funtores entre ellos:

HomhGrpd(G,H) = π0(HG) .

En el siguiente Corolario denotamos como:

Grpd
π // hGrpd

al funtor canónico. Observemos que Hom2-Grp es un enriquecimiento de la categoŕıa de

los 2-grupos en la categoŕıa de los grupoides Grpd, por lo que Hom2-Grp también es

un enriquecimiento de 2-Grp en la categoŕıa homotópica hGrpd.

Corolario 16.4.7. Si X es un conjunto bisimplicial reducido, el funtor composi-

ción:

2-Grp
detX( ● )

// Grpd
π // hGrpd

es representable por el 2-grupo de homotoṕıa del conjunto bisimplicial reducido X.

En particular, (ϕ,mϕ)∶ G // H es una 2-equivalencia débil de 2-grupos, si y sola-

mente si el funtor:

detX(G)
detX(ϕ,mϕ)

// detX(H)
es una equivalencia débil de grupoides; por lo que el funtor inducido:

2-hGrp
π0(detX( ● ))

// Set

también representable por el 2-grupo de homotoṕıa del conjunto bisimplicial reducido

X.

Demostración. Si X es un conjunto bisimplicial reducido y Π2(X) el 2-grupo

de homotoṕıa de X, se sigue de la definición de Π2(X) que existe un isomorfismo

NS(Π2(X)) // X en la categoŕıa ssSet0[(Wdiag
2 )−1], de donde deducimos un ismor-

fismo en sSet[(W1)
−1] natural en G:

Hom
(1)
ssSet0

(N 2(Π2(X),N 2(G))) ≅ Hom
(1)
ssSet0

(X,N 2(G)) .
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Deducimos de los Corolarios 15.2.7 y 16.4.5 un ismorfismo en hGrpd natural en G:

detX(G) ≅ Hom2-Grp(Π2(X),G) ,

pues el funtor nervio N∶ Grpd // sSet induce una equivalencia de categoŕıas (ver

§13.2):

hGrpd
hN // sSet[(W1)

−1] .
�
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[AR94] J. Adámek and J. Rosick, Locally presentable and accessible categories, London Mathema-

tical Society Lecture Note Series, vol. 189, Cambridge University Press, 1994.

[Bar10] C. Barwick, On left and right model categories and left and right Bousfield localizations,

Homology, Homotopy and Applications 12 (2010), no. 2, 245–320.

[Bor94] F. Borceux, Handbook of categorical algebra 1, Basic category theory, Encyclopedia of mat-

hematics and its applications, vol. 50, Cambridge University Press, 1994.

[Cis03] D-Ch. Cisinski, Images directes cohomologiques dans les catégories de modèles, Annales
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