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Introduccion

La técnica de forcing fue desarrollada en 1963 por Paul Cohen en su prueba
de consistencia relativa de la negacion de la hipétesis del continuo, ver [8]. A
partir de ese momento, esta técnica ha probado ser una herramienta muy util.
Hoy en dia se han hecho muchas variantes y extensiones, como el forcing iterado.

Por otro lado, el desarrollo de la teoria de topos de Grothendieck, Giraud y
Lawvere, entre otros, crea una nueva forma de hacer matematicas. En particular,
las ideas de Cohen pueden llevarse a cabo en un topos elemental, mas aun, son
una de las motivaciones para la definicién de topos elemental, ver [17].

El objetivo de este trabajo es mostrar las ideas y la forma de hacer forcing
con 6rdenes parciales, como estas ideas pueden formularse con algebras de Boole
y formalizarse en un topos. En este sentido, se enfocara el trabajo en mostrar
los respectivos desarrollos técnicos y hacer una comparacion entre estas tres for-
mas de hacer forcing; o de manera més precisa, comparar el forcing con 6rdenes
parciales y con &algebras de Boole, luego mostrar que estas construcciones son
casos particulares de una construcciéon general en teoria de topos, la construc-
cion filtro-cociente. Posteriormente, se mostrara como se hacen algunas pruebas
de consistencia usando las formalizaciones anteriores. En esta parte, se podran
observar algunas limitaciones y ventajas de las formas expuestas de hacer for-
cing. Por ejemplo, usando 6rdenes parciales comunes no es posible demostrar la
consistencia relativa de la negacion del axioma de eleccion, ya que M[G] siempre
es modelo de eleccion. Otro ejemplo es que no parece haber algo en la literatura
acerca de V # L en topos.

En el primer capitulo se revisa como se hace la técnica de forcing con érdenes
parciales. Se dan las nociones bésicas como filtro genérico, conjunto denso, P-
nombre, etc. Ademaés, se haré énfasis en que el modelo base sea numerable, esto
se debe a que la existencia de filtros genéricos es poco comun y deben suponerse
este tipo de condiciones. Posteriormente, se construira el conjunto de P-nombres
como una jerarquia en lugar de la definicién por e-induccion tradicional ya que
esta ultima no es suficientemente clara, por lo que podria parecer una definicién
ad hoc para los resultados posteriores. Por altimo, se da la interpretacién de un
nombre, se define la extensién genérica y se enuncian los principales resultados
acerca de la extension M[G]. Este capitulo esta basado principalmente en [15]
y [14].

En el segundo capitulo se realizan las construcciones equivalentes a las ex-
puestas en el primer capitulo, pero con algebras de Boole. En este caso, no sera

VII



VIII INDICE GENERAL

necesaria la existencia de un genérico, por lo que el modelo base es V' el univer-
so de los conjuntos. Al tener estructura adicional el proceso se hace mas facil,
ahora se construye el universo de B-nombres cuyos elementos son conjuntos con
“probabilidad booleana”; es decir, un conjunto en V(5) no esta formado por
elementos estaticos, sino que son posibles elementos junto con un elemento del
algebra indicando la probabilidad que sea un elemento real. A su vez, se daran
algunas nociones de modelos booleano-valuados y finalmente se haran cocientes
con ultrafiltros para obtener la correspondiente nociéon de extension “genérica’.
En este caso la principal bibliografia es [11] y [3].

El tercer capitulo es una revision de los capitulos anteriores en términos de
teoria de topos. Se revisan las nociones basicas de topos y se tratan de tomar co-
mo ejemplo las construcciones anteriores (ver [17]). Al mismo tiempo, se definen
los conceptos basicos de teoria de gavillas. Finalmente, se muestra la construc-
cion filtro-cociente. El material de este capitulo fue consultado principalmente
en [19] y [5].

En el cuarto capitulo se realiza la demostracién de la consistencia relativa
de la hipodtesis del continuo desde las tres perspectivas mostradas. Por ultimo,
se muestran las construcciones heuristicas de estructuras que no satisfacen el
axioma de eleccion.



Capitulo 1

Forcing con 6rdenes parciales

Originalmente en 1963 Paul Cohen utiliz6 el forcing empleando conjuntos
parcialmente ordenados. Esta version del forcing es ampliamente utilizada por
diversos autores y aunque en primera instancia es mas facil de aplicar, en gran
medida resulta equivalente a la version que emplea algebras de Boole. Este
enfoque del forcing puede consultarse a detalle en [14] y en [15].

1.1. Nociones de forcing

Definicién 1.1. Sea P un conjunto parcialmente ordenado! distinto del vacio,
se dice que G € P es un filtro sobre P si G # (J y:

1. Para cualesquiera p,q € G existe r € G tal que r < py r < gq.
2. Para cualesquiera p e G y ¢ € P tales que si p < ¢, entonces q € G.

Note que el término “filtro” resulta bastante acertado, pues como su nombre
lo sugiere, los filtros hacen la labor de capturar aquellos elementos en el orden
parcial que son grandes, esto segin el orden < en P.

La condicion 1 dicta que si dos elementos son lo suficientemente grandes
segun el filtro, entonces existe al menos una cota inferior en comin que también
es grande segun el filtro. A su vez, la condiciéon 2 indica que los filtros en verdad
hacen el trabajo de filtrar, pues si un elemento es grande segun el filtro, entonces
todo elemento mayor a él necesariamente debe estar en el filtro.

Ademas de los filtros definidos en 1.1, en los conjuntos parcialmente ordena-
dos es posible definir subconjuntos y situaciones notables.

Definicién 1.2. Sea P un conjunto parcialmente ordenado.

1. Una cadena C en P es un subconjunto C' < P tal que, para cualesquiera
p,q € C se cumple p < ¢, o bien g < p.

1A menos que sea necesario distinguir al conjunto parcialmente ordenado o a su orden, se
denotara por P en lugar de (P, <).
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2. Dados p,q € P, se dice que p y q son compatibles en P si y solo si existe
r € P tal que r < py r < ¢. Se denota por p || ¢ para indicar que p y ¢
son compatibles.

En caso contrario, se dice que p y ¢ son incompatibles en P, este hecho se
denota con p L q.

3. Una anticadena en P es un subconjunto A < P de tal modo que para
cualesquiera p, g € A tales que si p # ¢, entonces p L q.

4. Se dice que D € P es denso en P siy solo si para toda p € P existe g€ D
tal que g < p.

5. Dados E < Py pe P, se dice que E es denso bajo p si y solo si para todo
q € P tal que q < p, existe r € E que cumple r < q.

Note que aunque las definiciones no impiden que P sea un filtro o un filtro
genérico (ver 1.1 y 1.5), si P tiene un par de elementos incompatibles, como
sucede en la mayoria de los ejemplos, entonces P no puede ser un filtro.

De esta manera, en un conjunto parcialmente ordenado P toda cadena C' <
P es un subconjunto que con el orden es total o linealmente ordenado, es decir,
todos los elementos en C' son comparables segin <.

Dados p,q € P, ocurre que p y g son compatibles en P siempre que posean
alguna cota inferior comtin en P. Mientras que p y ¢ son incompatibles en P si
y solo si para cualesquiera r,s € P si r < p, entonces r € ¢, y si s < ¢, entonces
s € p.

Por otra parte, una anticadena A < P es un subconjunto de P tal que
ninguna pareja de elementos en A posee cotas inferiores en comun y en contras-
te con las cadenas, las cuales estdn “acomodadas” en P de manera lineal, las
anticadenas estan “acomodadas” de manera transversal en P.

Un subconjunto denso D € P tiene la caracteristica de que esta “bien dis-
tribuido inferiormente” en P al haber siempre cotas inferiores en D de todo
elemento de P. Por otra parte, dados pe Py E € P, F es denso bajo p si es
un subconjunto de P que se distribuye bien sobre las cotas inferiores de p.

Ademés, una anticadena A S P es una anticadena maximal en P si lo es
bajo la contencion, es decir, si B € P es una anticadena tal que A € B, entonces
A= B.

Proposicion 1.3. Para cualesquera P conjunto parcialmente ordenado y A < P
anticadena en P se cumple que A es una anticadena mazimal en P si y solo si
para todo p € P existe a € A tal que p || a.

Demostracién. (=)

Sea p € P, si para cada a € A ocurre p L a, entonces A U {p} es una
anticadena. De esta manera, al ser A maximal debe existir o’ € A tal que p || @'

(<)

Sea B anticadena tal que A € B y sea b € B. Por hipodtesis existe a € A tal
que b || a. Como B es anticadena debe ocurrir a = b, en consecuencia A = B. [
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La proposicién 1.3 indica que de manera parecida a los subconjuntos densos,
las anticadenas maximales estan “bien distribuidas” a través del orden parcial
respecto a la compatibilidad.

Lema 1.4. Para cualesquiera P conjunto parcialmente ordenado distinto del
vacio y D € P denso en P se cumple que existe A € D una anticadena maximal

en P.

Demostracion. De una aplicacion rutinaria del lema de Zorn sobre el conjunto
Ap = {A < D | A es una anticadena} con la contencién, se cumple que existe
A < D anticadena maximal en D.

De esta manera, A < P y para cualesquiera p,q € A tales que p # ¢ se
cumple que p y g son incompatibles en D. Si existe r € P tal que r <py r < gq,
entonces, como D es denso en P, existe d € D tal que d < r y en consecuencia
d < pyd<qlocual es una contradiccion. De esta manera, si p,q € A son tales
que p # q, entonces p y q son incompatibles en P. Asi, A es una anticadena en
P.

Falta ver que A es maximal en P. Sea p € P. Como D es denso, existe d € D
tal que d < p. Como A es anticadena maximal en D, por la proposcicion 1.3,
existe a € A tal que d || a, de esta manera, p || a. Por la proposicion 1.3, A es
anticadena maximal en P. O

Definicién 1.5. Sean P un conjunto parcialmente ordenado y G < P.

= Dada D una familia de subconjuntos densos de P, se dice que G es un
conjunto D-genérico si para todo subconjunto D € D ocurre G n D # (.

= Se dice que G es un conjunto genérico si para todo subconjunto D < P
denso en P, entonces G N D # (.

= Sea U < P un filtro, se dice que U es un wultrafiltro si U es un filtro
maximal bajo la contencion, es decir, si F' < P es un filtro y U < F,
entonces U = F.

Note que un conjunto denso en un conjunto parcialmente ordenado P indica
un tipo de distribucion inferior sobre P. De manera que, si D es una familia
de densos en P y G es un conjunto D-genérico, entonces G se extiende adecua-
damente sobre los densos en D. Asi, un conjunto genérico G en P atraviesa a
todos los densos. En otras palabras, un genérico también se expande por todo
el orden parcial P.

Como ya se habia mencionado, las anticadenas maximales en un orden par-
cial P estan transversalmente bien distribuidas en todo P. Por esta razon, tiene
sentido sospechar que los genéricos intersecten a las anticadenas maximales de
P. En efecto, aquellos filtros en P que sean genéricos lo hacen.

Lema 1.6. Para cualesquiera P conjunto parcialmente ordenado y G < P
filtro en P se cumple que G es un filtro genérico si y solo si para toda A < P
anticadena maximal en P ocurre G n A # (.
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Demostracion. (=)
Dada A < P una anticadena maximal se define

Da={peP|JacA(p<a)}

Es facil ver que D4 es denso en P. Al ser G un conjunto genérico existe p €
G N Dy, comope Dy existe a € A tal que p < a. Puestoque pe G, p<ayG
es un filtro, entonces a € G. Asi G n A # (.

(<)

Sea D < P denso. Por el lema 1.4 existe A € D anticadena maximal en P.
Por hipotesis ocurre G " A # O, asi @ # G n A< G n D. Por lo que G es un
filtro genérico. O

Gracias a sus propiedades de intersecciéon con subconjuntos suficientemente
bien distribuidos por todo el orden parcial, se vera que los filtros genéricos seran
necesariamente filtros maximales bajo la contencion, es decir, son ultrafiltros.

Proposicion 1.7. Si P es un conjunto parcialmente ordenado y G < P es un
filtro genérico, entonces G es un ultrafiltro.

Demostracion. Suponga que existe H < P un filtro tal que G € H. Dado
p € H se considera el conjunto

D ={geP|qg<pobien gl p}.
Si r € P, entonces se tienen las siguientes posibilidades:
= Sir|| p, entonces existe s€ P tal que s<py s<r,asi seD.
= Sir L p, entonces r € D.

De esta manera D es denso en P. Al ser G genérico existe g € Gn D, asi € H
y ademéas ¢ < p o bien ¢ L p. Como H es filtro no es posible ¢ L p. Por lo
tanto ¢ < p. Como G es filtro se cumple p € G y en consecuencia G es un
ultrafiltro. O

Lema 1.8. Para cualesquiera P conjunto parcialmente ordenado, G < P filtro
genérico y E < P se cumple que G " E # J, o en su defecto existe g € G tal
que para todo q € E se cumple g 1 q.

Demostracion. Se considera el conjunto
D={peP|3eE(p<q}ui{peP|VqeE (¢Lp)}

Sea p € P y sin pérdida de generalidad suponga que p ¢ D. En particular existe
g€ E tal que q || p. Sear € P tal que r < ¢ y r < p. De esta manerar € D y
r < p. Por lo tanto D es denso en P.

Al ser G filtro genérico se considera g € G n D. Asi, o bien existe ¢ € E tal
que g < ¢, o bien para toda r € E ocurre r L g. Al ser G filtro, se cumple una
de dos posibilidades: o bien g € G n E, o en su defecto para toda r € E se tiene
rLg. O
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Proposicion 1.9. Si P es un conjunto parcialmente ordenado, G < P filtro
genérico y E < P denso bajo p con p € G, entonces G N E # .

Demostracion. Suponga G E = . Por el lema 1.8 existe g € G tal que para
todo g € E se cumple g L g. Como G es filtro existe r € G tal que r < py r < g.
Al ser FE denso bajo py r < p, existe s € E tal que s < r, por lo que s < g. Por
tanto s || g con s € F, lo cual es una contradiccion. O

Lema 1.10. Si P es un conjunto parcialmente ordenado y G < P, entonces G
es un filtro genérico si y solo si:

1. Para cualesquiera pe G y g€ P, si p < q, entonces q € G.

2. Para cualesquiera p,q € G existe r € P tal que r < p yr < q, es decir,
rllq

3. Dado D < P denso en P se cumple G n D # (.

Demostraciéon. Una implicacién es inmediata. Para la otra implicacién solo
falta ver que G no es vacio y que para cualesquiera p, g € G existe r € G tal que
r<pyr<gq.

Es inmediato ver que P es denso en P. Por (3) se cumple que GNP # J y
en consecuencia G no es vacio. Para ver que G es un filtro se consideran p,q € G
y se define

D={reP|r<pyr<qlu{reP|rlplu{reP|rLlqg}

Sea s € P y suponga que s ¢ D. Asi, en particular se cumple que s || p. De esta
manera existe t € P tal que t < s y t < p. Sin pérdida de generalidad suponga
t ¢ D. En particular, se cumple ¢ || ¢, por lo que existe u € P tal que u <ty
u < ¢q. De esta manera u < s, u < py u < ¢, en consecuencia u < sy u € D.
Por lo tanto, D es denso en P.

Por (3) existe r € GnD. Como p, g € G, por (2) se concluye que este elemento
de G cumple r < pyr<gq. O

Dados los lemas 1.6, 1.10 y las proposiciones 1.7 y 1.9, se puede ver que los
filtros genéricos poseen muy buenas propiedades (tal vez demasiado buenas),
pues resulta complicado demostrar su existencia. A saber, si un conjunto par-
cialmente ordenado P tiene al menos dos elementos incompatibles entonces, por
el lema 1.10, P no es un filtro genérico en P.

1.2. Extensiones genéricas.

Al suponer la consistencia de los axiomas de la teoria de conjuntos ZFC, lo
cual se denota por Con(ZFC), ZFC resulta satisfacible, es decir, ZFC posee
un modelo. Dicho de otro modo, existe 2 = (A4,e%) donde A es un conjunto,
€< A x Ay son tales que

A= ZFC.
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Al conjunto A se le denomina modelo base de ZFC.

En adelante se emplearan modelos base transitivos?, pues en estos modelos
varios de los axiomas de ZFC son absolutos® y en consecuencia es posible ve-
rificar que muchas de las consecuencias de dichos axiomas se satisfacen en los
modelos transitivos directamente desde el universo de la teoria de conjuntos con
la pertenencia usual.

Para garantizar la existencia de los modelos transitivos y de los modelos
transitivos numerables seran necesarias las siguientes definiciones y resultados.

Definicién 1.11. Sean C una clase y E < C x C.

1. Se dice que {C, E) es una clase bien fundada si E es antirreflexiva, an-
tisimétrica, transitiva sobre C' y cada subclase D < C distinta del vacio
posee un elemento E-minimal, es decir, existe d € D tal que para cualquier
c€ D ocurre {c,d) ¢ E.

2. Sea (C, E) una clase bien fundada. Para cada c € C se define la E-eztension

de ¢ como
extp(c) ={de C | {d,c)ye E}.

3. Se dice que {C, E) es una clase extensional si para cualesquiera a,b € C
tales que extg(a) = extp(b), entonces a = b.

Teorema 1.12 (del colapso de Mostoswki). * Para cada (C,E), clase bien
fundada y extensional, existen una clase transitiva D y un isomorfismo m :
(C,E) - {(D,€). Mds ain, la clase D y el isomorfismo w son tinicos y a D se
le conoce como colapso transitivo de (C, E).

Teorema 1.13 (de Léwenheim-Skolem). 5 Sea ¥ un conjunto de enunciados
en un lenguaje numerable de primer orden. Si X tiene un modelo, entonces %
tiene un modelo numerable.

Lema 1.14. Suponga la consistencia de los axiomas ZFC. Entonces eriste
M = (M, €) modelo transitivo de ZFC.

Demostracion. Al suponer la consistencia de los axiomas ZF'C se obtiene un
modelo A = (A,e¥) de ZFC el cual, en particular satisface los axiomas de bue-
na fundacion (también llamado axioma de reqularidad) y de extensionalidad®.
Asi 2 = (A,€™) es bien fundado y extensional. Por el teorema del colapso de
Mostoswki, existe 9t = (M, €) su colapso transitivo. Como 2l =~ 91 se cumple
que M también es modelo de ZFC. O

En adelante se denotaré a los modelos transitivos como M en lugar de 9t =
(M, €).

2Un conjunto X es transitivo si para cada x € X, se cumple z € X.

3Ver [15] definiciones 1.16.4 y 1.16.5 y el lema 1.16.18

4Ver [11] teorema 6.15 (i), pagina 69.

5Ver [9] pag. 151

6Ver [11], capitulo 1 y capitulo 6 en donde se profundiza acerca del axioma de regularidad.
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Corolario 1.15. Suponga la consistencia de los axiomas ZFC. Entonces eziste
M modelo transitivo numerable de ZFC.

Demostracion. Al suponer la consistencia de los axiomas ZFC ocurre que
existe A = (A,€*) modelo de ZFC. Por el teorema de Léwenheim-Skolem”,
existe € = (C,€%) tal que € = ZFC y |C| = ¥y. Empleando un argumento
analogo al que se empled en la prueba del lema 1.14, se cumple que € es bien
fundado y extensional. Por el teorema del colapso de Mostoswki existe un tnico
conjunto transitivo M tal que si M = (M, €), entonces € =~ 9 y en consecuencia:

[ M| =R

= M es transitivo.

= M= ZFC. O
Ahora se vera bajo que condiciones existen o no los filtros genéricos.

Definiciéon 1.16. Sean M un modelo transitivo de ZFC, P un conjunto par-
cialmente ordenado tal que P € M y G € P un filtro en P. Se dice que G es un
filtro P-genérico sobre M si G n D # (J para todo D < P denso en P tal que
DeM.

Definicién 1.17. Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Se dice que P es
frondoso o sin dtomos si para todo p € P existen q,7 € P talesque ¢ < p, r <p
vqglr.

De esta manera, un conjunto parcialmente ordenado frondoso es aquel en el
que todo elemento tiene al menos dos extensiones incompatibles. A su vez, si
un conjunto parcialmente ordenado es frondoso, entonces éste se “ramifica” infe-
riormente de manera arbitraria. Esta nocién permite demostrar que en muchos
casos los filtros genéricos no son parte del modelo base.

Teorema 1.18. Si M es un modelo transitivo de ZFC, P es un conjunto
parcialmente ordenado frondoso tal que P € M y G € P es un filtro P-genérico
sobre M, entonces G ¢ M.

Demostracion. Suponga que G € M. Al ser M un modelo transitivo se tiene
que G, P € M. Como M es un modelo de ZFC, en particular, M es un modelo
de separacion®. De esta manera, si se define D = {p € P | p ¢ G}, entonces
cumple que D € M y ademas D = P\G.

Sea p € P. Como P es un orden parcial frondoso existen g, € P tales
que ¢ < p, r < pyq L r De esta manera, {¢,r} € G, pues de lo contrario
G tendria dos elementos incompatibles. De tal modo, existe v € {g,r} tal que
v<pyvé¢ G En consecuencia v e Dy v < p. Asi D es un denso en P y al
ser G un filtro P-genérico sobre M se cumple que G n D # ¢, lo cual es una
contradiccion. O

"El lenguaje de la teoria de conjuntos es numerable pues su tipo de semejanza es {e}.

8También llamado de comprensién o esquema axiomdtico de separacidn, dicta que si Y es
un conjunto y ¢(x) es una férmula con una variable libre, entonces Z = {y € Y | ¢(y)} es un
conjunto. Para mas informacion ver [11], capitulo 1.
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Este resultado muestra una condicién sencilla para la inexistencia de los
filtros genéricos en modelos transitivos. Mas atn, si P es un conjunto parcial-
mente ordenado frondoso, entonces el complemento P\G de todo supuesto filtro
genérico G € P en P resulta denso. Por lo cual, ningin conjunto parcialmente
ordenado frondoso tiene filtros genéricos.

El siguiente resultado muestra bajo qué condiciones es posible garantizar la
existencia de filtros genéricos en conjuntos parcialmente ordenados sobre ciertos
modelos transitivos.

Teorema 1.19. Sean M modelo transitivo numerable de ZFC' y P un conjunto
parcialmente ordenado tal que P € M. Entonces para cada p € P existe G € P
filtro P-genérico sobre M tal que p € G.

Demostracion. Se define
D ={De M | D es un subconjunto denso en P}.

De esta manera, D € M y en consecuencia D es una familia a lo méas numerable.
Sin pérdida de generalidad, se considera una enumeracion D = {D,, | n € w} y
se define por recursiéon sobre w la sucesion ¢ : w — P como g = p y para
cada n € w tal que ¢, esté definido se considera ¢,+1 € D, tal que g,+1 < gqn-
Por su definicién, ¢ es una sucesion decreciente.

Se define G = {re P | In€w (g, < r)}. Como gy = p entonces p € G. Falta
ver que GG es un filtro P-genérico sobre M.

1. Sean r € Gy q € P tales que r < ¢q. Asi existe n € w tal que ¢, < r. De
esta manera ¢, < ¢ y por lo tanto q € G.

2. Sean 1, q € G. De esta manera existen n,n’ € w tales que q, <7y g < q.
Se considera m = max{n,n'}. Al ser ¢ una sucesion decreciente ocurren
Gm ST, qm < qY qm € G.

3. Sea D < P denso en P tal que D € M. Asi, existe n € w tal que D = D,,.
Por las definiciones de ¢y de G, se cumple ¢,+1 € G n D.

Por lo tanto, G es un filtro P-genérico sobre M tal que p € G. O

Con base en un modelo transitivo numerable M, un conjunto parcialmente
ordenado P tal que P € M y G € P un filtro P-genérico sobre M se construi-
ra un modelo transitivo M[G] tal que M < M[G] y G € M[G]. Para lograr
esto, primero sera necesario indicar como construir conjuntos nuevos cuya per-
tenencia varia segin los elementos de P. De esta manera, se emplean conjuntos
parcialmente ordenados con maximo® los cuales codifican la manera en que son
construidos dichos conjuntos.

9También llamados nociones de forcing.
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Definicion 1.20. Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Se define por
recursion transfinita la jerarquia P —nombre__ sobre los ordinales de la siguente
manera;

= P —nombreg = .
= Para cada ordinal « tal que P — nombre,, esta definido, se define
P — nombrey+1 = P(P — nombre,, x P)
donde P es el operador potencia.

= Para cada ordinal limite v tal que P — nombreg esta definido para todo
ordinal 8 con S < 7, se define

P —nombre, = U (P — nombreg).
B<y

De esta manera, la clase de nombres queda definida como

VP = U (P — nombrey,).
aeOrd

A los elementos de la clase VT se les denomina P-nombres o simplemente
nombres. Note que se tiene la siguiente caracterizacion.

Observacion 1.21. 2 es un nombre si y solo si todo elemento del conjunto z
es de la forma (y, p), donde p € P y ¢ es un nombre.

De esta manera, si se consideran dos nombres z,7 € V¥ tales que {3, p) € &
con p € P, entonces p indica “como esta variando” y en .

Ahora, se consideraran los nombres en un modelo transitivo numerable de
ZFC.

Definiciéon 1.22. Para cada M modelo transitivo numerable de ZFC y P
conjunto parcialmente ordenado tal que P € M se define

MP =VP AM={ieM]| (iesun P —nombre)™}. 10

Lo siguiente es notar que un filtro P-genérico sobre M determina una nueva
nocioén de pertenencia.

Definiciéon 1.23. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, P un
conjunto parcialmente ordenado con méximo tal que P € M y G < P un filtro
P-genérico sobre M. Para cada # € M se define recursivamente la valuacion
de = segun G como

e = {yc | Ip € G tal que (y,p) € &}.

10Ver [14], definiciéon 1V.2.6, pag 189.
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Si 1 es el maximo de P, entonces para cada x € M se define recursivamente el
nombre canonico de x como

&= {1 | yeux}

A su vez, se define el nombre candnico del filtro genérico como

I'={,p | pe P}

De esta manera, # € M para cada € M y como P € M, entonces I' e MF.
Es facil probar por induccién que para cada x € M se cumple g = = y en
consecuencia I'¢ = G. Asi, se define la extension genérica de M por G como

M[G] = {i¢ | &€ MT}. (1.1)

De esta manera, G decide cémo se construyen los elementos en M|[G] con
base en los nombres de M7*.

Observacion 1.24. 1. Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC,

P es un conjunto parcialmente ordenado con maximo tal que P € M y
G € P es un filtro P-genérico sobre M, entonces M € M[G]y G € M[G].

2. Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC, P es un conjunto par-
cialmente ordenado con méximo tal que P € M y G < P es un filtro
P-genérico sobre M, entonces se cumple que para cualquier a € M[G]
existe b e MF tal que a = be.

También se cumple que (M[G], €) es un modelo transitivo de ZFC, esto se
prueba notando que G decide que nombres en M estan relacionados bajo la

pertenenciall.

A su vez, de manera similar a la definicion 1.22, si N es modelo transitivo
de ZFC y X es un conjunto definible en N '2, entonces XV la interpretacion
de X segun N esta dada por

XN =XnN. (1.2)

Asi, para cualesquiera M modelo transitivo numerable de ZFC, P conjunto
parcialmente ordenado con méximo tal que P € M, G < P filtro P-genérico
sobre M y X definible en M se cumple

XM =X nMcXnM[G]=XxME], (1.3)

Por medio de un modelo transitivo numerable M y P un conjunto parcial-
mente ordenado con maximo tal que P € M, es posible definir la relacion de
forcing para 6rdenes parciales

HVer [15], lema TV.2.15, pag 248, y teorema IV.2.27, pag 253.
12Ver la definicién 4.39.
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Definicion 1.25. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, P un
conjunto parcialmente ordenado con maximo tal que P € M, p € P, ¢ una
formula en el lenguaje de la teoria de conjuntos y @1, ..., %, € MF. Se dice que

p I @(21,...,2,) siy solo si para todo G filtro P — genérico sobre M
con p € G se satisface M[G] = ¢(Z1q, ..., Tng). (1.4)

La relacion p |- ¢ se lee como p fuerza a .

La relaciéon de forcing posee varias propiedades, las cuales solo se probaran
para la versiéon con modelos booleano valuados. Por ahora, solo se mencionaran
algunas de estas propiedades:

= En M[G] toda verdad estd forzada, es decir, para cualesquiera M mode-
lo transitivo numerable de ZFC, P conjunto parcialmente ordenado con
méaximo tal que P € M, G < P filtro P-genérico sobre M, ¢ féormula en
el lenguaje de la teoria de conjuntos y 1, ..., 2, € M.

Si M[G] = ¢(#1q,--.,Tng), entonces existe p € G tal que
Pl (2, ..., 2,). (1.5)

= Para cualesquiera M modelo transitivo numerable de ZFC, P conjunto
parcialmente ordenado con méximo tal que P € M, p € P, ¢ féormula en
el lenguaje de la teoria de conjuntos y 1, ..., 2, € M.

Siplk @(2y,...,2,) y ¢ < p, entonces q - ©(Z1,...,2Tn). (1.6)

= Ningin elemento en P fuerza una contradiccion, es decir, para cualesquiera
¢ formula en el lenguaje de la teoria de conjuntos y 1,...,2, € M¥ no
existe p € P tal que

plF (21, .., &) A (21, ..., ZTn). (1.7)

Note que en (1.4) la relacion depende de todos los filtros genéricos que sa-
tisfacen condiciones muy especificas, ademas, para justificar la existencia de un
filtro genérico fueron necesarios el corolario 1.15 y el teorema 1.19, dichos re-
sultados son demasiado elaborados. No obstante, mas adelante cuando se tenga
definido el modelo booleano-valuado VP, se redefiniran las extensiones genéri-
cas y la relacion de forcing en términos de un algebra de Boole y se exhibira que
al realizar forcing, ya sea empleando conjuntos parcialmente ordenados o bien
empleando filtros genéricos en su version con algebras de Boole, se generan en
esencia los mismos resultados.






Capitulo 2

Forcing con modelos
booleano-valuados

En este capitulo se procede a describir de manera general el desarrollo del for-
cing mediante el uso de &lgebras de Boole como soporte. Desde luego, se apelara
abiertamente a la definicion de algebra de Boole y algunas de sus propiedades,
las cuales pueden ser consultadas en [13]. También se recurrird a conceptos, re-
sultados y técnicas de teoria de modelos, las cuales el lector interesado podré
consultar en [6], [9] ¥ [20].

Como ya se ha mencionado, el forcing fue originalmente concebido empleando
conjuntos parcialmente ordenados con méaximos, de hecho, gran parte de los
avances posteriores a su invencién emplean este tipo de estructuras y trabajan el
forcing desde esta perspectiva. Por otra parte, en 1967 Scott, Solovay y Vopénka
formularon las versiones iniciales del forcing empleando los modelos booleano-
valuados.

En este capitulo se muestran las primeras nociones de este desarrollo. Se
exhibira que todo conjunto parcialmente ordenado se puede encajar densamen-
te en un algebra de Boole completa, preservando las suficientes propiedades
que permitan una equivalencia entre forcing con érdenes parciales y con mode-
los booleano-valuados empleando filtros genéricos. Por esta razoén, es necesario
revisar como son los filtros en estas estructuras.

2.1. Filtros

La definicién de filtro en un algebra de Boole varia ligeramente de la defini-
ci6on 1.1.

Definiciéon 2.1. Sea B un élgebra de Boole!. Se dice que F < B es un filtro si
satisface las siguientes condiciones:

1A menos que sea necesario distinguir al algebra de Boole o a su estructura, se denotara
por B en lugar de (B, v, A, —,0,1). Ademas, se dice que z <y en Bsiysolosiz Ay ==z.

13
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1. 1e Fy0Q¢F.
2. Siz,ye F, entonces Ay € F.
3. Size Fyye B son tales que z < y, entonces y € F'.

Note que para cualquier algebra de Boole B. Si F' < B es un filtro segun la
definicion 1.1 tal que 0 ¢ F', entonces F es un filtro segun la definicion 2.1 y si
F < B es un filtro segtn 2.1, entonces F' es un filtro segin la definicion 1.1.

Un ejemplo de filtro consiste en tomar un elemento arbitrario x € B tal que
x # 0y considerar la familia 1(z) = {y € B | < y}. Este tipo de filtro se llama
filtro principal generado por x.

Definicion 2.2. Sea B un algebra de Boole. Dado F' < B filtro, se dice que F'
es principal si existe x € B tal que F =1(x).

De esta manera, en un algebra de boole B existe al menos un filtro, a saber,
un filtro principal por cada elemento en B\{0}.

Existen otras formas de obtener filtros en algebras de Boole. Se sabe que
algunas de las condiciones para que un subconjunto de un élgebra de Boole sea
filtro son de cerradura, en este caso, del infimo binario y de las cotas superiores,
de manera que, como sucede con subconjuntos notables en muchas estucturas
algebraicas tales como los subgrupos de un grupo, los ideales de un anillo o
los subespacios de un espacio vectorial, se cumple que si {F; | i € I} es una
familia distinta del vacio de filtros en B y {F; | j € J} es una cadena distinta
del vacio de filtros en B, entonces ();c; Fi y UjE 5 F; son filtros?. Ademas, la
unién arbitraria de filtros no necesariamente es un filtro.

Ahora se buscara definir filtros a través de subconjuntos del algebra, parti-
cularmente se busca extender subconjuntos del algebra a filtros. Para que un
subconjunto A € B sea extendido a un filtro se debe excluir al elemento 0 y
cerrar al conjunto A bajo infimos finitos y bajo cotas superiores, debido a esto,
es conveniente realizar este proceso por pasos.

Definicién 2.3. Sean B un algebra de Boole y A € B. Se definen:
wcds(A)={a1rn-ray |nELT, a1,...,a, € A}.
s MA={zeB|Jac A (a<ux)}

Asi, para todo A € B, cls(A) es cerrado bajo infimos finitos y ademés A <
cls(A). Por otra parte, se cumple A 1A y 1A es cerrado bajo cotas superiores.
De esta manera ocurre

Nels(A)) ={xe B|IneZ' yJay,...,a, € Atalesque a; A -+ A a, <z}

y en consecuencia sucede A < cls(A) S1(cls(A)).

2Las pruebas a estas afirmaciones no se realizaran pues son analogas a las propias en los
casos de subgrupos, ideales o subespacios vectoriales.
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No obstante, 1(cls(A4)) puede no ser un filtro, pues surge un problema cuando
el infimo finito de algunos de los elementos del conjunto A resulte 0.

Definicién 2.4. Sean B un algebra de Boole y A € B. Se dice que A tiene la
propiedad de interseccion finita si 'y solo si el infimo de todo subconjunto finito
distinto del vacio de A no es 0, es decir:

Para cualesquiera aq,...,a, € A con ne Z", se cumple a; A -+ A ay, # 0.

Esta propiedad se abrevia con pif.

Proposicion 2.5. Si B es un dlgebra de Boole y A € B tiene la pif, entonces
para cada x € B se cumple que A U {a} tiene la pif, o bien, A U {—z} tiene la

pif.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad suponga que A U {—z} no tiene la

pif, de esta manera existen aq,...,a, € A talesque ag A--- A a, A —x = 0. Para
facilitar la notacién sea a = a1 A - - - A ay,,. De esta manera, se cumple que a < .
Para demostrar que A U {z} tiene la pif se consideran by, ...,b,, € Ay como A

tiene pif se tiene lo siguiente:
O0#£by A Abpra<bi A Aby A
De donde se concluye que by A -+ Aby, Az # 0, es decir, Au {z} tiene la pif. O

Proposicion 2.6. Todo filtro en un dlgebra de Boole tiene la pif.

Demostraciéon. Sean B algebra de Boole y F' € B un filtro. Asi F es cerrado
bajo infimos finitos y como 0 ¢ F' ningtn infimo finito sera 0. O

Observacion 2.7. Sean B un élgebra de Boole y A € B. Si A tiene la pif,
entonces 1(cls(A)) es un filtro.

Dado que toda algebra de Boole es en particular un conjunto parcialmente
ordenado, un ultrafiltro en un algebra de Boole es un filtro maximal bajo la
contencion.

Proposicion 2.8. Sean B un dlgebra de Boole y U < B un filtro, las siguientes
propiedades son equivalentes:

1. U es un ultrafiltro, es decir, es un filtro mazimal.
2. Sixe B, entonceszxe U ¢ ~xeU.
8. SixvyeU, entoncesxeU 6yeU.

Demostracion. (1 = 2)

Sea x € B. Por la proposicion 2.6, U tiene la pif. Por la proposicion 2.5 se
cumple que o bien U u {x} tiene la pif, o bien U u {—a} tiene la pif. Sin pérdida
de generalidad suponga que U u {z} tiene la pif. Por la observacion 2.7, U u {x}
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puede ser extendido al filtro 1(cls(U u {z})). Al ser U un ultrafiltro se cumple
Mels(U u {z})) = U, por lo que z € U.

(2=3)

Sean x,y € B tales que x v y € U y sin pérdida de generalidad suponga que
x ¢ U, por (2) se tiene que —x € U. Como U es un filtro tal que x v y € U, se
tiene que —x Ay = —x A (z v y) € U, de donde se concluye que y € U.

3=1)

Sea F < B filtro tal que U € F. Sea z € F', como U es filtro, se cumple
—zvz=1€eU. Por (3) se tiene que —z € U, o bien, z € U. Como F es filtro se
obtiene que z € U y en consecuencia U = F. O

La proposicién 2.8 indica que los ultrafiltros son filtros suficientemente gran-
des para separar a los elementos del algebra de Boole respecto a la negacién y
a la operacion supremo binario. De esta manera, los ultrafiltros parten en dos
al dlgebra de Boole de manera “adecuada”.

Teorema 2.9 (del Ultrafiltro). Si B es un dlgebra de Boole y F < B es un
filtro, entonces F' puede ser extendido a un ultrafiltro.

Demostracion. Se sigue de aplicar rutinariamente el lema de Zorn. O

Con el teorema del ultrafiltro se tienen los siguientes resultados.

Corolario 2.10. Sean B un dlgebra de Boole y A < B con la pif. Entonces A
puede ser extendida a un ultrafiltro.

Demostracion. Se sigue de la observacion 2.7 y del teorema 2.9. O

Corolario 2.11. Sean B un dlgebra de Boole y x € B tal que x # 0. Entonces
existe un ultrafiltro U tal que x € U.

Demostracion. Por la definicion 2.2, 1(z) es un filtro. Por el teorema 2.9,
1(z) puede ser extendido a un ultrafiltro U. Asi, 1(z) € U y en consecuencia
zelU. O

Corolario 2.12. Sean B un dlgebra de Boole con x,y € B\{0,1} tales que
x # y. Entonces existe un ultrafiltro U tal que y ¢ U yx e U.

Demostracion. Como x # y entonces se puede suponer, sin perdida de gene-
ralidad, que z A —y # 0. Por el corolario 2.11, existe un ultrafiltro U tal que
x A —y€eU. En consecuenciaze U yy ¢ U. O

2.2. Completaciones booleanas
Ahora se procederé a construir, para cada conjunto parcialmente ordenado,

un encaje denso a un algebra de Boole completa tal que preserve y refleje pro-
piedades como la compatibilidad, incompatibilidad y la genericidad de filtros.
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Definicion 2.13. Sea B un algebra de Boole. Se dice que B es completa si
cualquier familia de elementos {b; | i € I} de B tiene supremo e infimo en B, es

decir,
\/bieBy \bieB
i€l iel
Definicién 2.14. Sea B un algebra de Boole. Se define B = B\{0}.

Definicién 2.15. Sean B un algebra de Boole y D < B™. Se dice que D es
denso en B siy solo si D es denso en BT segtin la definicion 1.2(4).

De esta manera, D < BT es denso en el algebra de Boole B siempre que
para todo b € B tal que b # 0 existe a € D que cumple a < b.

Cabe mencionar que es necesario definir denso en algebras de Boole segtin
2.15 (es decir, como subconjuntos de B*), pues si estos se definen segin 1.2(4),
entonces cualquier subconjunto de B que tenga al 0 seria denso y en consecuencia
se perderia la propiedad de “buena distribucion” sobre B.

Definicién 2.16. Sean B un algebra de Boole y A € B*.

1. Se dice que A es una anticadena en B si y solo si A es una anticadena en
BT segtn la definicion 1.2(3).

2. Se dice que A es una anticadena maximal en B si y solo si A es una
anticadena maximal en B*.

De esta manera, A £ B™ es una anticadena en el algebra de Boole B siempre
que = A y = 0 para cualesquiera x,y € A tales que x # y. A su vez, A € BT es
una anticadena maximal en el dlgebra de Boole B si A es una anticadena en B
tal que no existe b € BT que cumple a A b = 0 para cada a € A.

Definicion 2.17. Sea X un espacio topoldgico.
1. Para cada Y € X se define la regularizacion de Y como (Y)°.

2. Se dice que A € X es abierto reqular si y solo si A = (A)°.

3. Se define la familia de abiertos regulares en X como

RO(X)={A< X | A es abierto regular}.

Es inmediato ver que la regularizacion de todo subconjunto de X es abierto.

Lema 2.18. Para cualesquiera X espacio topoldgico y U, V. W < X abiertos se
cumplen las siguientes propiedades:

1. Uc (D).
2. SiU yV son abiertos requlares, entonces U NV es abierto reqular.

3. Para cada Y < X se tiene que (Y)° es abierto reqular.
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4. (U)° es el minimo abierto regular que contiente a U.
5. Para cada Y < X se cumple U n (Y)° < (UnY)°.
6. SiUNV =, entonces (U)° n (V)° = &.

Demostracion. 1. Como la cerradura de todo subconjunto cubre a dicho

subconjunto, entonces se cumple U < U. Como el operador interior es
mondtono y U es abierto, se concluye U = U° < (U)°.

2. Como U y V en particular son abiertos, entonces U n V' es abierto. Por
(1) se cumple UnV < (UnV)°. Ademas (UnV)* < (U)° = Uy
(UnV)c(V)=V.Asi(UnV)°cUnV.

3. Como (V)" € ¥, entonces (V) =¥ = V. asi (V))<= (7)" y por (1),
se cumple (7)O c ((?)O>o.

4. Por (1) y (3) se sabe que U = (U)° y (U)° € RO(X). Sea A € RO(X) tal
que U € A. Asi (U)° < (A)° = A.

5. Como U es abierto, se cumple U N
AsiUN(Y)=U°n(Y)°=UnY)°

~l
n
[

6. Por (5) se cumple U n (V)° < (UnV)°. Como U nV = (&, ocurre
(V) nU = . Por (5) se tiene que (V)° n (U)° < ((V)°nU)° en
consecuencia (V)° n (U)° = &. O

Teorema 2.19. Para cada espacio topoldgico X. RO(X) es un dlgebra de Boole
completa al equiparse con las siguientes operaciones:

s 0=, 1=X = ANB=ANnB » \VF=(UF)P
« AvB=(A0B) = —A = (X\A)° = AF=(NF)»

Demostracion. Se sabe que (RO(X), <) es un conjunto parcialmente ordena-
do. Por la definicién 2.17 y el lema 2.18, (RO(X), <, A, v) es una reticula con
maximo y minimo.

Para cada F < RO(X), [ JF es el minimo abierto de X que contiene a cada
H € F. Por la propiedad (4) del lema 2.18 (W)o es la minima cota superior
de F en RO(X).

Para F € RO(X) sea A = ([ F)°. Para probar que A es la maxima cota
inferior de F se debe notar que por la propiedad (3) del lema 2.18, se cumple
A e RO(X), ademés (| F € H para cada H € F, en consecuencia A € (H)° =
H y asi A es cota inferior de F en RO( )- Si B es otra cota inferior de F en
RO(X), entonces BC (\Fy B = (B)° < (NF)° =

3SizeUnYy V es un abierto tal que z € V, entonces U N V' es un abierto tal que
zeUnV.ComozeY,secumple VnUnY #FyasizeUnY.
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Para cada A € RO(X) se cumple A n (X\A)° € An (X\4) = &. Por la
propiedad (6) del lema 2.18, ocurre A n ((X\A)°)° = (4)° n ((X\A)°)° = &.

Asi, ((X\A)°)° < X\A y en consecuencia ((X\A4)°)° < (X\A)°. Por la
propiedad (1) del lema 2.18 se cumple ((X\A)°)° = (X\A)° y de esta manera
—A € RO(X). Ademas, para cada A € RO(X) se cumplen A A -4 = J y
Av -A=X.

Asi (RO(X), <€, A, v,—,0,1) es una reticula completa, complementada con
0y 1. Los detalles de las propiedades distributividad pueden consultarse en [13]
teorema 1.37. O

A
A

En un conjunto parcialmente ordenado P, la familia {|(p) | p € P} define
una base para la topologia del orden en P, donde para cada p e P

Up) ={qe Plqg<p}

De esta manera, U < P es abierto en esta topologia si y solo si U es cerrado
bajo cotas inferiores.
Note que para cada Y < P, en la topologia del orden se cumple lo siguiente

={peP|lp) =Y} (2.1)
={peP[lp)nY # I} (2:2)
Como |(p) es la minima vecindad de p en P, se cumple que para cada q € P
W) ={reP|Ur)nliq) #S}={reP|r]|aq} (2.3)
(Ua)* ={reP|vi<r(t]a)} (2.4)

Teorema 2.20 (Completacion booleana). Sea P un conjunto parcialmente
ordenado. Entonces erxisten B un dlgebra de Boole completa y una funcion
e: P— B tal que:

1. e[P] < BY,

2. Para cualesquiera p,q € P sip < q, entonces e(p) < e(q),

3. e[P] es denso en BT,

4. Para cualesquiera p,q € P se cumple que p L q si y solo si e(p) ne(q) =0,

Y

5. ¢ : P — B es dnica salvo isomorfismo, es decir, si B’ es un dlgebra
de Boole completa y ¢ : P — B’ es una funcién tal que satisface las
condiciones anteriores, entonces existen isomorfismos de dlgebras de Boole
h:B— B yh':B — B tales que ¢’ =hoeye=h'o¢.

Demostracion. Se considera P con la topologia del orden y se toma B =
RO(P). Por el teorema 2.19, B es un algebra de Boole completa. Ademas, se

define e : P — B como e(p) = ({(p))°.
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1. Sea p € P. Por la propiedad (3) del lema 2.18 se cumple e(p) € B. Como
p €l(p), por la propiedad (1) del lema 2.18, ocurre p € e(p). Asi e(p) # .

2. Sean p,q € P tales que p < g. Asi se cumple |(p) S|(q), de esta manera,
(I(p))° < ({(q))° y en consecuencia e(p) < e(q).

3. Sea A € B tal que A # . Como {|(p) | p € P} es una base de la topologia,
existe p € P tal que |(p) € A. Por la propiedad (4) del lema 2.18 se cumple
e(p) < A.

4. Sean p,q € P.

» Sip L g, entonces |[(p) N |(q) = . Por la propiedad (6) del lema
2.18 se cumple e(p) ne(q) = &.

= Suponga e(p) ne(q) = &. Por la propiedad (1) del lema 2.18, ocurre
Lp) n Ua) < e(p) ne(q). Asi, [(p) n L(g) = &y en consecuencia
plg.

5. Se consideran e : P — By ¢’ : P — B’ dos funciones que cumplen con
las condiciones (1)—(4) donde By B’ son algebras de Boole completas. Se
definen las funciones h: B — B’ y b’ : B — B como

he) =\ ) W) =\/ ).

e(p)<b e (p)<b’

Como B y B’ son algebras de Boole completas, entonces h y h' preservan
infimos, supremos, complementos y ademas una es inversa de la otra.* [

Para cada conjunto parcialmente ordenado P, la funcion e : P — B descrita
en el teorema 2.20 se llama completacion booleana de P.

Corolario 2.21. Sean P un conjunto parcialmente ordenado, e : P — B su
completacion booleana y p,q € P tales que e(q) < e(p). Entonces existe r € P
tal que r < p ye(r) < e(q).

Demostracion. Por hipdtesis se tiene e(q) < e(p), de esta manera se cumple
e(q) A e(p) # 0. Por la propiedad (4) del teorema 2.20 se tiene q || p, de esta
manera, existe r € P tal que 7 < ¢ y r < p. Por la propiedad (2) del teorema
2.20 se cumple e(r) < e(q) con r < p. O

Definicién 2.22. Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Se dice que P es
separativo o refinado siy solo si para cualesquiera p, g € P tales que ¢ < p existe
re P que cumpler <qyr Llp.

Note que si un conjunto parcialmente ordenado P no es separativo, entonces
existen p,q € P tales que ¢ € p y tales que todo r < ¢ ocurre r || p, y en
consecuencia ¢ || p. Es decir, existen p,q € P tales que g € p pero compatibles
entre si.

4La prueba de que h y h’ son morfismos de algebras de Boole tales que h o b/ = idp,
hoh=1idg,e =hoeye=h'oé€, se puede consultar en [13|, teorema 4.14, pag 56.
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Corolario 2.23. Sean P un conjunto parcialmente ordenado y e : P — B su
completacion booleana. Las siquientes condiciones son equivalentes:

1. P es separativo.
2. Para cada p € P se cumple e(p) =|(p).
3. e es un isomorfismo de P al orden parcial e[P] < B.

Demostracion. (1) = (2)

Sea ¢ € ({(p))°. Por (2.4), ocurre que para cada r € P tal que r < ¢ se
cumple 7 || p. Al ser P separativo, se obtiene ¢ < p, es decir, ¢ €] (p) y en
consecuencia ({(p))° <l(p). Como |(p) es abierto, por la propiedad (1) del lema
2.18, se concluye [(p) = ({(p))°.

(2) = (3)

Si e(p) = e(q) entonces |(p) =|(q), de donde se concluye p = g. De esta
manera e: P — ¢[P] es una biyeccion y, por (2), e~! preserva el orden.

(3) = (1) R
~ Si g € p, entonces e(q) < e(p), es decir, ({(¢))° & (I(p))°. Asi, existe r €
(I(q))° tal que r ¢ ({(p))°. Por (2.4), en particular existe s € P tal que s < r,
s]l gy s L p. De esta manera, existe t € P tal que t < s, t < gyt L p, en

consecuencia P es separativo. O

De esta manera, entre un conjunto parcialmente ordenado y su completaciéon
booleana se preservan y reflejan los elementos compatibles e incompatibles, esto
permite una compatibilidad entre sus conjuntos densos y sus anticadenas.

Proposicion 2.24. Sean P un conjunto parcialmente ordenado frondoso® y
e : P — B su completacion booleana. Entonces Bt es un conjunto parcialmente
ordenado frondoso.

Demostracion. Sea b € BT. Por la propiedad (3) del teorema 2.20, e[P] es
denso en BT y asi, existe p € P tal que e(p) < b. Como P es frondoso existen
q,r € Ptalesque ¢ < p,r <pyqLr Porlas propiedades (2) y (4) del teorema
2.20, se cumplen e(q) < b, e(r) <bye(q) Le(r) en BT. O

Ahora se vera como se comportan los filtros genéricos en algebras de Boole
completas. Un filtro genérico en un &algebra de Boole B es un filtro genérico
G < B™ en el orden parcial BT segtin la definiciéon 1.5. Por la proposicion 1.7,
G es un ultrafiltro en B. Més aun, los filtros genéricos en algebras de Boole
poseen nuevas propiedades.

Lema 2.25. Sean B un dlgebra de Boole completa y A € BT una anticadena
en BY. Entonces A es mazimal en BT si y solo si \/ A = 1.

Demostracion. (=)
Suponga que \/ A # 1. Asi = (\/ A) € BT y en consecuencia para cada a € A
se cumple a A = (V A) < VA A = (V/A) = 0. De esta manera A u {—(\/ 4)}

5Ver la definicion 1.17.
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es una anticadena en B' que extiende propiamente a A y as{ A no es maximal
en BT.
(<)

Suponga \/ A =1. Sibe B es tal que b A a = 0 para toda a € A, entonces:
b=bnal

:b/\\/a

acA
= \/(b A a)
acA
=0.

De esta manera, no existe x € B* tal que x es incompatible con a en BT para
cada a € A. Por lo tanto, A es una anticadena maximal en B™T. O

Ser filtro genérico es una propiedad mucho mas fuerte que ser ultrafiltro.
Por ejemplo, es facil encontrar un ultrafiltro que no es cerrado bajo infimos
arbitrarios, sin embargo un filtro genérico si lo es, como se muestra en el siguiente
resultado.

Lema 2.26. Sean B un dlgebra de Boole completa, G < B un filtro genérico
en BY y X € G tal que X # . Entonces \ X € G.

Demostracién. Para encontrar un elemento de G que esté por debajo de A X
se considera el conjunto

D={ueB" |VzeX (u<a)ju{ue BT |3re X (u< —x)}.

Se sigue de su definiciéon que D es denso en B*. Sea ue G n D. Como X € G
y G es un filtro, no existe x € X tal que u < —z. De tal modo, v € G y para

todo z € X ocurre u < z. Asi u < A X y como G es un filtro, se concluye que
AX eG. O

Teorema 2.27. Sean B un dlgebra de Boole completa y G un filtro en B.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

= G es genérico en BT,
» Si X € B estal que \/ X € G, entonces G n X # .

Demostracién. (=)

Suponga que existe X € B tal que \/ X e Gy Gn X = &. Como G es
un filtro genérico en BT, por la proposicién 1.7, G es un ultrafiltro en B* y
en particular G es un ultrafiltro en B. Por la condicion (2) de la proposicion
2.8 se cumple que —z € G para cada x € X. Por el lema 2.26 se cumple que
=V X = A,cx — € G lo cual es una contradiccion. Asi, G n X # .

(<)

Sea A € BT una anticadena maximal en BT. Por el lema 2.25 se cumple
V A = 1. Como G es un filtro, ocurre \/ A € G y por hipotesis, se tiene Gn A #
. Asi, por el lema 1.6, G es un filtro genérico en B™. O
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Ahora se vera como son los filtros genéricos entre un orden parcial y su
completacion booleana.

Lema 2.28. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacio y
e: P — B su completacion booleana.

1. Si H € B" es un filtro genérico en BY, entonces e '[H] es un filtro
genérico en P.

2. Si G < P es un filtro genérico en P, entonces
H =1e|[G] = {be B | Ipe G tal que e(p) < b}
es un filtro genérico en B™T.
Demostracién. Sea H € BT un filtro genérico en B™.

1. Sean g € Py p € e 1[H] tales que p < q. Asi e(p) < e(q), al ser H un
filtro se cumple ¢ € e~ ![H].

Sean p,q € e }[H], en consecuencia e(p),e(q) € H. Como H es un filtro
en BT, ocurre e(p) A e(q) € H. De esta manera 0 # e(p) A e(q). Por la
condicion (4) del teorema 2.20, se tiene p || q.

Sean D < P denso en P y b€ B™T. Por la condicion (3) del teorema 2.20
existe p € P tal que e(p) < by al ser D denso existe ¢ € D tal que q < p.
De esta manera se cumple e(q) < e(p) < by en consecuencia e[ D] es denso
en BT. Como H es filtro genérico en B, se cumple e[D] n H # . Sea
r € D tal que e(r) € H, en consecuencia r € D n e ![H].

Por el lema 1.10, e '[H] es un filtro genérico en P.

2. Sea G < P un filtro genérico en P. Es facil probar que H es un filtro en
B tal que H € B™.

Sea E < BT denso en BT. Se define:
D ={pe P |3be FE tal que e(p) < b}.

Sea p € P. Como FE es denso en BY, existe b € E tal que b < e(p).
Por la condicion (3) del teorema 2.20 existe r € P tal que e(r) < b. Asi
e(r) < b < e(p) y en consecuencia 0 # e(r) = e(r) A e(p). Por la condicion
(4) del teorema 2.20 se cumple r || p. Asi existe u € P tal que u < r
y u < p, en consecuencia e(u) < e(p) y e(u) < e(r) < b. Como b € E,
entonces u € D con u < p. De esta manera, D es denso en P.

Como G es filtro genérico en P, se considera p € Gn D. Asi, existe a € E tal
que e(p) < a'y como p € G, entonces a € H y en consecuencia a € H n E.
De esta manera H es un filtro genérico en B*. O

Lo que se ha hecho en el teorema 2.28 es probar que para todo conjun-
to parcialmente ordenado, su completacion booleana “refleja” e induce filtros
genéricos.
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2.3. Estructuras booleano-valuadas

Ahora se procede a realizar el desarrollo técnico del forcing empleando como
soporte algebras de Boole.

Definicion 2.29. Un tipo de semejanza es un conjunto p de simbolos de la

siguiente forma:
p—<U ﬁn>u<U%>u%.
nezZ+ nezZ+

Donde algunos uniendos posiblemente son vacios, %, es el conjunto de letras
funcionales de aridad n, %, es el conjunto de letras relacionales de aridad m
y € es el conjunto de constantes. La tnica restriccion que se establece es que
ningtn simbolo sea sucesiéon de otros simbolos.

Definicion 2.30. Sea p un tipo de semejanza. Una p-estructura es una pareja
de la forma A = (A, I) donde A es distinto del vacio e

I:p—> ( U AA"> U ( U P(A”)) UA
nezZ+t nezZ+
es una funcion tal que:
Si fe.#, conneZ", entonces I(f) = f%: A" — A;
Sire %, connelZ", entonces I(r) =1 < A™;
(

Sice €, entonces I(c) = c® € A.

Note que cada funciéon %, cada relacion 2 y cada constante ¢ posee una
funcion caracteristica de la forma:

Xf: AL 9,

tal que xf(a1,...,an,a) =1 siy solo si *ai,...,a,) = a,
Xr ¢ A" — 27
tal que x,(a1,...,a,) = 1siy solosi{ay,...,a,)er®
y
Xe:A— 2,

tal que x.(z) = 1siy solosi z = &

Ademés, dada 21 una estructura, la definicion de verdad de Tarski define una
funcion de las formulas al algebra 2 de la siguiente manera. Si s : VAR — A
es una asignacion de variables y ¢(x1,...,x,) es una formula, entonces

le(x1, ..., xn)]a,s = 1siysolosi A= p(xr,...,2,)[s].

Para facilitar la notacién no se escribira la estructura en el subindice, cuando esta
sea clara del contexto. Mas aun, se hara la asignacion de variables directamente
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en la formula, es decir, si s(x;) = a; para toda i = 1,...,n entonces en lugar de
[p(x1,. .. xn)]a,s se escribira [e(as,...,an,)]. Si.Z es el conjunto de férmulas
asignadas en A% entonces lo anterior es una funcién de la forma [ ] : % — 2
y sera llamada funcion valor de verdad.

Finalmente, note que si la interpretacion de ¢ es la funcién y., entonces es
necesario cambiar el universo estdndar A por uno cuyos elementos sean funcio-
nes caracteristicas. Tanto las funciones caracteristicas como la funcién valor de
verdad tienen como codominio al algebra de Boole 2. Lo que se busca al definir
las estructuras booleano-valuadadas es generalizar estas funciones reemplazando
el codominio por un &lgebra de Boole completa.

Definicion 2.31. Sea B un algebra de Boole completa. Una estructura B-
valuada AP es una terna (AP I [ ], donde A es distinto del vacio, AP) es
el conjunto

AP = | J{f: X —B|Xc A"},

nezZt

I es la funcion de la definicion 2.30 sustituyendo A por AP y [ ]: .2 — Bes
una funciéon cuyo dominio .Z es el conjunto de formulas asignadas a AP que
satisface, para cualesquiera a, b, c € AP, las siguientes condiciones:

1. [a=a] =1.
2. la=0b]=[b=ad].
. la=b)Aafo=c] <[a=(.

Ahora que se ha cambiado el codominio, la funcion [ ] : £ — B se llama
valor booleano.

Note que para cada a € A, a posee una funcion caracteristica en A®) la cual
se denota como @ : A — B y es tal que

1 siz=a

a(x) = { (2.5)

0 sizx#a

En primera instancia, no se puede dar una definicién general de valor boo-
leano de las férmulas atémicas, pues hacer esto depende del lenguaje y la es-
tructura que se considera como soporte. No obstante, ya que se trabaje en el
lenguaje de la teoria de conjuntos y se defina un universo en especifico se dara
la definicion de valores booleanos para férmulas atomicas en el lenguaje de la
teoria de conjuntos. Por ahora, se supondré definido el valor booleano de las
féormulas atéomicas.

Definicion 2.32. Sean ¢, formulas tales que [¢] v [¢] estan definidos, se
define el valor booleano para férmulas compuestas de la siguiente manera:

5Es decir, p(ai,...,an) € & siy solo si ¢(x1,...,%n) es una formula y s : VAR — A es
una asignacion de variables tal que s(z;) = a; para toda i = 1,...,n,y asi, o(z1,...,2Zn)[s]
es de la forma p(a1,...,an).
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L [=¢] = —[¢].
2. o~ 4] = [¢] A [¥]-

3. Si z es una variable, entonces [Izp(z)] = \/ [p(a)]-
acA(B)

Se denotara como []? al valor booleano de la formula ¢ cuando haga falta
especificar el algebra de Boole en donde estan los valores. Del mismo modo, se
denotara como [¢]gnr al valor booleano de la formula ¢ cuando sea necesario
especificar la estructura que se esta empleando como soporte.

Los valores booleanos de las demés formulas son de la siguiente manera:

Observacion 2.33. Para ¢, formulas tales que [¢] y [¢] estan definidos y =
es una variable, se cumplen:

L [ vl =[e] v [¥]-
2. [p— ¢l = [¢] = [¥]7

3. Jeedl=Me—v) A @ -9l
4. [Wap@)] = N\ [p(@]-

acA(B)

Con esto se puede definir cuando una férmula es verdadera en una estructura
booleano-valuada.

Definicién 2.34. Sean B un algebra de Boole completa, 2A” una estructu-
ra B-valuada, ¢ una formula y ai,...,a, € AP . Se dice que wlay...,an)
es verdadera en AP, lo cual se denota como AP = ¢(ai,...,a,), si y solo si
[e(ay,...,a,)] = 1.

Note que esta definicién es diferente a la de Tarski pues ahora es posible
que suceda AP = ¢ v, AP ¥ o y AP # 1) al mismo tiempo. Mas atin, si se
interpreta [] como “que tan cierta es la formula ¢ en 25", entonces es posible
encontrar la siguiente situaciéon: B es un algebra de Boole completa y atémica®,
2B es una estructura B-valuada, y ¢(x) es una formula de tal modo que [¢(a)]
sea un atomo para cada a € AP) y para cada atomo b € B existe a € AP tal

que [p(a)] = b. En este caso cada ¢(a) es casi falsa pero 3zp(x) es verdadera.

Proposicién 2.35. Si AP es una estructura booleano-valuada y @, son for-
mulas, entonces AP |= (p — ) si y solo si [¢] < [¢].

Demostraciéon. A8 |= (p — 9) si y solo si [ — ] = 1, equivalentemente
([e] = [¢]) =1y, por (A.2), esto es lo mismo que [¢] < [¢]. O

"Ver la proposicién A.10
8Un dtomo en B es un elemento a € Bt tal que si b € Bt cumple b < a, entonces a = b.
Por otra parte, B es atdmica si para cada b€ BT existe un atomo a € B tal que a < b.
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De la proposicién 2.35 se observa que la implicaciéon ¢ — 1) es verdadera en
la estructura 2AZ si y solo si el valor booleano de ¢ acota inferiormente al valor
booleano de .

Observacién 2.36. ? Si B es un algebra de Boole completa, AP es una estruc-
tura B-valuada, a,be AB) y © es una formula, entonces se cumple

[a =b] A [p(a)] < [p(0)].

Definicién 2.37. Sean B y B’ algebras de Boole completas, AZ una estructura
B-valuada y 2’5’ una estructura B’-valuada. Se dice que 2/ B’ os subestructura
de AP si y solo si B’ es una subalgebra completa de B, A’ € A, existe un encaje
A'(B) s A(B) y para cualesquiera ag,...,a, € A'(B) v ¢ formula atémica se
cumple

[e(ar, - an)]? = [p(ar, ..., a,)] 7. (2.6)

En las estructuras B-valuadas, donde B # 2, los formulas pueden tomar mas
de dos posibles valores booleanos, por esta razén, en este tipo de estructuras la
dicotomia entre verdad y falsedad se pierde. No obstante, es posible construir
una estructura bivaluada a partir de una estructura booleano-valuada que tenga
las condiciones apropiadas.

Por la proposicion 2.8 se sabe que los ultrafiltros “parten adecuadamente en
dos al algebra de Boole”. De esta manera, es posible definir el soporte de una
estructura bivaluada partiendo al algebra de Boole con un ultrafiltro.

Proposicién 2.38. Sean B un dlgebra de Boole completa, AP una estructura
B-valuada y U < B un ultrafiltro en B. La relacion = < AB) x AB) definida
como

a=b siysolosi [a=bleU
es de equivalencia.

Demostracion. Se sigue de la definicion 2.31 y del hecho que U es un filtro. [

Al ser = una relacion de equivalencia sobre A(B) se definen:
» Para cada a € AP, su clase de equivalencia [a] = {be AP) |a =0}y
» El cociente A7 /U = {[a] |a € AP)}.

Ahora que se ha definido el cociente de una estructura sobre un ultrafiltro, se
buscara hacer de este cociente una estructura bivaluada. Para esto sera necesario
dejar que el ultrafiltro U “decida” toda la estructura.

9La prueba de esta observaciéon depende del lenguaje, de la estructura A8 y de la funcién
valor booleano. Sin embargo, el caso para el lenguaje de la teoria de conjuntos y la estructura
V(B) esta en el teorema 2.53.
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Definicién 2.39. Sean B un algebra de Boole completa, 2A” una estructura
B-valuada y U < B un ultrafiltro en B. Para cada r € %, f € %, yce ¥
con n € Z* se definen +%°/U < (AB/U), AU . (ABJUY — ABJU y
AU ¢ A8 /U como:

(as), ..., [an]) € r2°/V siy solo si [r(ay, ..., an)] € U. (2.7)
P2 ([ay],. .. [an]) = [a] siy solo si [f(a1,...,an) = a] € U. (2.8)
AU - [a] si y solo si [¢® = a] € U. (2.9)

Como U es un ultrafiltro, entonces, por la observacion 2.36 y por (2.5), las
definiciones (2.7), (2.8) y (2.9) no dependen de representantes.

Con la proposiciéon 2.38 y la definiciéon 2.39 ya se tienen la mayoria de condi-
ciones para hacer del cociente de una estructura booleano-valuada una estructu-
ra bivaluada. No obstante, para que lo ultimo sea verdad hace falta comprobar
que la estructura original satisfaga una condicion adicional.

Definicién 2.40. Sean B un algebra de Boole completa y 2A” una estructura
B-valuada. Se dice que 2P es completa o plena si y solo si para cada formula
o(z,x1,...,2,) se caumple que para cualesquiera ay,...,a, € A hay algin
ae AP tal que

Bxe(z,ai,...,a,)] = [pla,a1,...,a,)]-

Teorema 2.41 (Log). Sean B un dlgebra de Boole completa, AP una estructura
B-valuada plena y U S B un ultrafiltro en B. Para cada formula (21, ..., zy)
y cualesquiera ay, . ..,an € AP) se cumple que

AP /U = o([ar], ..., [an]) segin Tarski siy solo si [¢(ay,....an)] € U. (2.10)

Demostracion. Por induccion sobre la formacion de formulas.

Por la proposicion 2.38, la definicion 2.39, la observacion 2.36 y la defini-
cion de verdad de Tarski, (2.10) se cumple para las formulas atomicas. Por la
propiedad (2) de la proposicion 2.8, (2.10) se cumple para la negacion. Por la
propiedad (2) de la definicion 2.32 y el hecho de que U es un filtro, (2.10) se
cumple para la conjuncion.

Para las formulas con cuantificador existencial, AP /U | Jzp(z, [a1], ..., [an])
si y solo si hay algiin [a] € 21/U tal que A2 /U = ¢([a],[a1], ..., [an]), esto es,
que existe algin a € AP tal que [e(a,ai,...,a,)] € U; que equivalentemente,
(como AP es plena) [3xp(x,a1,...,a,)] € U. O

De esta manera, si A es una estructura B-valuada plena y U < B es un
ultrafiltro en B un algebra de Boole completa, entonces para cualquier féormula
o(x1,...,Ty) y cualesquiera ai,...,a, € AP ocurre

[e(ai,...,a,)] € U, o en su defecto, [¢(as,...,a,)] ¢ U.
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De tal modo, sucede que

AB /U = o([ar], -, [an]), 0 en su defecto, AP /U  ¢([a1], ..., [an])-

Por lo tanto, AP /U resulta ser una estructura bivaluada o 2-valuada si se define

[e([a1],-- -, [an])]u = 1 siy solo si [e(as,...,a,)] € U.

Por dltimo, es importante saber que al emplear estructuras booleano-valuadas
si se estd haciendo una prueba de consistencia relativa.

Teorema 2.42 (Metateorema de la consistencia relativa booleano-valuada).
Sean T, T" dos conjuntos de formulas en el lenguaje de la teoria de conjuntos
tales que ZF < T, ZF < T' y Con(ZF) = Con(T"). Suponga que en el lenguaje
de la teoria de conjuntos son definibles los términos B y AP que cumplen:

1. T+ (B es un dlgebra de Boole completa).
2. T (AP es una estructura B-valuada).
3. Para cada T € T ocurre T' - (AP = 7).

FEntonces

Con(ZF) = Con(T).

Demostraciéon. Por contradiccién.

Suponga la consistencia de ZF y que T es inconsistente. De esta manera, T’
es consistente, ademas, existen 7,...,7, € T y o una férmula en el lenguaje de
la teoria de conjuntos tales que - (11 A -+ A T,) = (0 A —0), en consecuencia
T+ (A ATh) = (0 A—0)] =1).

Por (A.2) se cumple 77  ([r1 A -+ A 7] < o A —0a]). Por (3) se tiene
T+ @B =1 A ATy, esdecir, T' - ([r1 A+ ATn] = 1) y en consecuencia
T + ([on—c] = 1), es decir, T' - ([o] A —[c] = 1) lo cual es una contradiccion
pues por (1) y (2) se cumple T" + ([o] A —[o] = 0).

De esta manera Con(ZF) = Con(T). O

2.4. El modelo booleano-valuado V(&)

Ahora que ya se tiene suficiente teoria referente a estructuras booleano-
valuadas se procede a trabajar en el lenguaje de la teoria de conjuntos. Este
lenguaje tiene un tipo de semejanza que consta inicamente de la letra predica-
tiva binaria €. De esta manera, su lenguaje es el conjunto L., con este lenguaje
se dard un modelo de ZFC' que consta de funciones caracteristicas generaliza-
das homogéneas. Estas funciones tendran como codominio un algebra de Boole
completa y en consecuencia dicho modelo serd uno booleano-valuado.

Tomando en cuenta que V es el universo de la teoria de conjuntos, cada
x € V puede ser visto como una funcidn caracteristica x, : dom(x,) — 2 con
x € dom(xz) y tal que xz(y) = 1 si y solo si y € x. Esta funcion x, es una
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funcion caracteristica generalizada de x. De esta manera, V' puede representarse
como una clase de funciones bivaluadas V() y en consecuencia es una estructura
bivaluada.

En sintesis, para cada algebra de Boole completa B se definira una coleccion
de funciones caracteristicas homogéneas B-valuadas, las cuales resultan ser B-
nombres.

Definicién 2.43. Sea B un algebra de Boole completa. Se define por recursion
transfinita la jerarquia V(%) sobre los ordinales de la siguiente manera:

IR A3

2. Para cada « ordinal tal que VOSB) esta definido se define

= U BY
xcvi®

donde BX = {f : X — B| f es funcion}.

3. Para cada ordinal limite v tal que Vﬂ(B) esté definido para todo ordinal

B < 7, se define
(B) _ (B)
Vv - U VB )

De tal modo, se considera

Ve — ) viP. (2.11)
aeOrd

La clase VB) es el universo de los B-nombres, a los elementos de V(&) se
les llama B-nombres o simplemente nombres pues en particular cumplen con la
caracterizacion descrita en 1.21.

En este universo booleano, para x,y B-nombres ya no solo se cumple = € y
6 © ¢ y, mas bien, para cada z € dom(y) el valor y(z) € B indica qué tanto
“2” es elemento de “y” o dicho de otro modo, cuando se vea cémo es y, qué tan
probable es que se encuentre a z como un elemento suyo.

Note que, por construccion, VOEB) es un conjunto para cada ordinal a. Mas
aun, de (2.11) se sigue que VB < y®B) para cualesquiera B algebra de Boole

completa y « ordinal.

Proposicion 2.44. Para cada ordinal o y para cada f € VOEB) existe B < « tal
que dom(f) < VB(B).

Demostraciéon. Por induccién transfinita.

Solo se vera el caso sucesor pues la base inductiva se da por vacuidad y el
caso limite se sigue de su construccion y de la hipdtesis de induccion.

Suponga que existe un ordinal « tal que para toda f € VCEB) existe 8 < «
con dom(f) < VB(B).
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Sea feV +1 Por la definicion 2.43(2), existe X < Va(B) tal que f € BX con
a<a+lyX =dom(f). O

Proposicion 2.45. Sea o un ordinal. Si f € VOSB), entonces para todo b € B se
(B)
cumple {f,bye V1.

Demostraciéon. Sea f € VCEB). De esta manera {f} < VOEB) y asi, para cada
b e B se cumple

(tyeBle | BX =V O
xcv®

Finalmente, con todo lo anterior se puede probar la monotonia en la clase
de los nombres booleanos.

Proposicion 2.46. Si 5 < «, entonces VB(B) c VOEB).

Demostracién. Por induccién transfinita sobre el ordinal «. Solo se vera el
caso sucesor pues la base inductiva se cumple por vacuidad y el caso limite es
inmediato de su construccion.

Hipotesis de induccién: Suponga que existe un ordinal « tal que se cumple

VB(B) c VCEB) para todo ordinal 8 < a.

Sea f € VOSB). Por la proposicion 2.44 existe 5 < « tal que f es una funciéon
de la forma f: X — B con X < V(B) Por la hipoétesis de inducciéon se cumple

Xc VOSB) Por la definicion 2.43, ocurre f €V, _& y asi V(B) c V( )

En consecuencia, si ( < a + 1, entonces V( ) Voff%. O]

Definicion 2.47. Se define el rango de 2 € V(5) como

rang(x) = min{a € Ord | x € Véf% (2.12)

Note que la existencia del rango esté justificada pues la clase de los ordinales
es bien ordenada.
Ademas, si z € VB y o = rang(x), entonces « es el nico ordinal tal que

zeV® yrgvP
Proposicion 2.48. Para z,y € VB) tales que x € dom(y) se cumple

rang(x) < rang(y).

Demostracion Sean y € VB y o = = rang(y). Asi, « es el Gnico ordinal tal
que y € V(B +1 vyé V( ). Por la proposiciéon 2.44, existe un ordinal f < « tal
que dom(y) < VB( ). Sea x € dom(y), asi, x € Vﬁ( . Por la definicién 2.43 hay
dos casos: 8 es un ordinal sucesor, o en su defecto, 8 es un ordinal limite.

Si f = 6 4+ 1 para algin ordinal §, entonces, por (2.12), rang(z) < 6 y asi
rang(x) < f < rang(y).
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Si 5 es un ordinal limite, entonces por la definiciéon 2.43(3) existe un ordinal
(< Btal que z e VC(B). Por la proposicién 2.46, se cumple = € V((fl)’ por (2.12)
ocurre rang(z) < (. Como f es un ordinal limite se cumple ( + 1 < S y en
consecuencia rang(z) < 8 < rang(y).

O

Proposiciéon 2.49. La relacion _ € dom(_) < VB x VB « estar en el
dominio de 7 es una relacion bien fundada e izquierda limitada'® sobre V().

Demostraciéon. Sea A una subclase distinta del vacio de V(B) | asi
{rang(x) | x € A}

es una subclase de ordinales distinta del vacio y, de esta manera, existe a =
min{rang(z) | x € A}. Sea xy € A tal que rang(xzg) = a. De la proposicion 2.48
se obtiene que z( es un € dom( )-minimal de la clase A. Por lo tanto, la relacion
“estar en el dominio de” es bien fundada sobre V(5.

Por otra parte, cada y € V(B) es en particular una funcion, por lo que
dom(y) = exteqom( y(y) es un conjunto. De tal modo, la relacion “estar en el

dominio de” es izquierda limitada sobre V(5. O

Teorema 2.50 (Induccion fuerte en V(5)). Sea o una formula en el lenguaje
de la teoria de conjuntos. Entonces se cumple

Vo e VP (vy e VP (y € dom(z) — ¢(y)) — p(x)) = Vo e VI p(x). (2.13)

Demostracion. Sea ¢ una féormula en el lenguaje de la teoria de conjuntos,
suponga:
Vo e VP (vy e VP (y € dom(z) — ¢(y)) — ().

Se define S = {x € V(B) | p(z)}. Suponga VB & S, asi, VIENS = . Al ser
€ dom( ) una relacion bien fundada sobre V(5), existe a € VBN\S tal que a es
€ dom( )-minimal de la clase V(PN\S. De tal modo, para cada y € dom(a) se
cumple y € S, es decir, ocurre ¢(y). Por hipotesis, se cumple p(a), asi a € S lo
cual es una contradiccion.

En consecuencia S = VB es decir

Vo e VB (vy e VB (y € dom(x) — ¢(y)) — o(z)) = Ve e VB pz). O

Teorema 2.51 (Recursion en V(B)). 11 Seq G : VIB) x V — V una funcional.
Entonces existe una inica funcional F : VB) — V tal que

F(z) = G(z, F 14om(x)) para cada x € V(B (2.14)

10Una relacion E € C x C sobre una clase C es izquierda limitada si extg(c) (ver la definicion
1.11(2)) es un conjunto para todo ce C.
Ver [14], teorema 5.6, pag 103.
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Ahora se definira el valor booleano para las formulas atémicas en V(B)  es
decir, las formulas x € y y © = y. Esto se hara simultaneamente usando recursion
sobre los pares (rang(x), rang(y)) ordenados con el orden lexicografico canonico,
es decir, suponiendo definidos los valores [z € w], [w € 2], [z € w] y [w € ]
para z,w € VB tales que (rang(z),rang(w)y < {rang(zx),rang(y)), es decir,
tales que z € dom(z) y w =y, o bien, z = 2 y w € dom(y). De este modo, < es
una relacion bien fundada en V(B x V(B),

Una manera de decir “x € y” es indicar que hay un elemento de y que es
igual a x, es decir, 3t € y (¢t = x). Para indicar que “x = y” se har4 diciendo que
r S yyquey < x. Por tales motivos, se tienen la siguiente definiciones.

Definicién 2.52. Para cada algebra de Boole completa B y z,y € VB se
definen:

Leeyl= \/ wt)alz=1]).

tedom(y)

2. [xcyl= /\ (at)=[tey]).

tedom(x)
3. e =yl =([zcyl rlysa).

De esta manera, por recursion, [z € y], [z € y] v [x = y] estan definidos
para cualesquiera z,y € V®). En consecuencia, por la definicion 2.32, [] esta
definido para cada férmula ¢ en el lenguaje de la teoria de conjuntos.

Note que en la definicion 2.52, (1) indica qué tanto z es igual a algin elemento
de dom(y) y qué tanto ese elemento es un elemento de y. En particular, para
todo x € VB se cumple [z € &) = 0. Por otra parte, (2) dice qué tanto todos
los posibles elementos de x estan en y. En particular, [r € @] =1siz =y

[xc ] =0siz+# .

Teorema 2.53. 2 Para cualesquiera x,y,z € VB y ¢ una férmula en el
lenguagje de la teoria de conjuntos se cumplen las siguientes propiedades:

1. [x=2]=1.
Si t € dom(zx), entonces z(t) < [t € x].

[z =y] =y =z].

[r =yl Az ez] <[yez].
[ =yl A [z €] <[zey].
[z =yl A ()] <[]

De esta manera, V() posee el comportamiento de una estructura B-valuada.

2,
3.
4. [z=ylrly=2] <[z ==2]
5.
6.
7.

12Ver (3], teorema 1.17, pag 24.
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Corolario 2.54. Para cualesquiera a € V(B y p(z) una formula en el lenguaje
de la teoria de conjuntos se cumple:

L [Breap@]= \/ (a(@)A [p@)]).

zedom(a)
2 Vreap@] = /\ (@)= [p@)]).
zedom(a)
Demostracion. 1.

[Bz e a p(z)] = [3z (x € a A p(x))]
=V lwea) ~ o]

yEV(B>

=V V @@ rlz=y]le@)]D)

yeV (B) zedom(a)

=V @)~/ [z =vl A TewD)

zedom(a) yeV(B)

=V (a@) A By (=9 )]

zedom(a)

=V (@) A @)

zedom(a)
2. Este inciso es consecuencia del inciso anterior y de la propiedad (4) de la
observacion 2.33. O
A su vez, VB) admite un encaje del universo de conjuntos V.

Definicion 2.55. Para cada = € V se define su nombre candnico en V(5
recursivamente de la siguiente manera:

:{y|yex} — B,
donde Z(g) = 1 para cada y € z.
De esta manera, @ € V(B) para cada z € V. En particular, se cumple & = &.

Proposicion 2.56. Considere el dlgebra de Boole completa 2 = {0,1}. Para
cualesquiera x,y € V se cumplen:

1. x €y siy solo si [ € g]* = 1.
2. x =y siysolo si[¥=y]*=1.

2

Es decir, z ey siy solosi VP =qeqg, y, v =1y siysolosiVP =i=q.

Demostracion. La prueba se hara por induccion simultaneamente sobre el par
(rang(y),rang(x)).
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1. Si x € y, entonces:
[#e9)* = \/[F = 2
tey
> [ = 7]?
=1

Por otra parte, si [ € §]? = \/[[f = #]* = 1, entonces por la hipotesis de
tey
induccién, como los tnicos valores de verdad son 0 6 1, existe algtn ¢t € y

tal que t = x. En consecuencia x € y.

2. Unicamente se vera que z < y si y solo si [# < 9]? = 1, pues la otra
contencion es anéloga. Suponga que x < ¥, asi
[z < g]” = A\@© = [Fed]?)
tex
= A= [ieil?.
tex
De esta manera, [& < ¢§]*> = 1 si y solo si [f € §]?> = 1 para todo t € x.
Como z € y, por hipétesis de induccion, se cumple [ € ¢]? = 1 para todo
t € x y de ahi se sigue [# < g]* = 1.
Por otra parte, si [# < §]? = 1, entonces, por (A.11), ocurre #(f) < [t € ¢]?
para todo t € x, es decir, 1 < [[f € 9]? para todo t € z. De tal modo, si
t € x, entonces [f € ]?> = 1 y asi, por hipétesis de induccion, se obtiene
t € y. En consecuencia x < y. O
Lema 2.57. La funcional =~ : V —> V@ definida como ~(x) = & es un
monomorfismo'® tal que para cada x € VP hay algin y € V que satisface
e = 57 = 1.
Demostracion. Por la propiedad (2) de la proposicion 2.56 ~ es un monomor-
fismo. Se vera por inducciéon que para cada z € V® hay algin y € V tal que
[x=9]?=1.
Sea z € V(® y suponga que para todo t € dom(x) existe z € V tal que
[t = 2]? = 1. Se define:

y={veV |Iuedom(z) tal que x(u) A Ju = {)]}2 = 1}.
Asi,
si v €y, entonces 1 = [i € z]? = \/ (z(u) A [u=0]?). (2.15)
uedom(z)

Sea u € dom(x). Si z(u) = 0, entonces se cumple z(u) < [u € g]. Por otra parte,
si (u) = 1, entonces, por hipotesis de induccion, existe algin z € V tal que
[u = #]? = 1, en consecuencia z € y. De este modo

1:[[u:é]]2<\/[[u:®]]2:[[ueyﬂ2.

VEY

13Es decir, una funcional tal que x # y si y solo si [# # §]? = 1.
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Asi,
si u e dom(z), entonces z(u) < [Ju € 9] (2.16)

Por (2.16), (2.15) y la definicion 2.52(3), se cumple:

/\ (z(u) = [ue g]?) A(/\(ls[@Ex]]Q)):[[x:g]P:L 0

uedom(x) vEY

Con la proposiciéon 2.56 y el lema 2.57 se prueba que V(2 es elementalmente
equivalente a V.

Corolario 2.58. Para cada p(x1,...,2z,) formula en el lenguaje de la teoria
de conjuntos se cumple

©o(x1,...,2,) es verdadero si y solo si [o(21,...,2,)]* =1, (2.17)
es decir, p(x1,...,Ty,) es cierta en la teoria de conjuntos si y solo si el valor
booleano bivaluado de p(a1,...,4,) es 1.

Demostracion. Por induccion sobre la formacion de férmulas.

Por la proposicion 2.56, (2.17) se cumple para las formulas atémicas. Por
otra parte, los casos para la negacion y la conjuncion se siguen de la definicion
2.32.

Para el caso existencial, 3zp(x,xz1,...,2,) es verdadero si y solo si existe
y €V tal que ¢(y,x1,...,z,) es verdadero, por hipotesis de induccion, esto es
equivalente a que exista y € V tal que [p(¢, 271, . . ., 2)]? = 1, equivalentemente,

por el lema 2.57, hay algin a € V® tal que [¢(a, 21, ...,2,)]? = 1. Por el lema

A.20 V® es pleno' y por el lema 2.57, se concluye que la altima igualdad es

equivalente a que [p(Z,271,...,7,)]* = \/ le(a,z1,...,2,)]% = 1. O
aeV (2)

Finalmente, por el lema A.25, se cumple que para toda z € V(5

[« es un ordinal] = \/ [x = a].

aeOrd

Y por el teorema A.27, se tiene que V&) es un modelo B-valuado de ZFC para
toda &algebra de boole completa B.

2.5. Relaciéon de forcing

En esta seccidn se definira la relacion de forcing en términos de algebras
de Boole. También, se construira la extension genérica V[H] con base en el
modelo V(B) y un filtro genérico H < B. Dicha extension resulta ser un modelo
bivaluado de ZFC y en él se pueden verificar condiciones tales que ZFC' no
puede decidir.

14Ver la definicién 2.40.
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Definicién 2.59. Se define el lenguaje del forcing como Ly sy donde

£E(V(B)) = ,Ce ) V(B),

es decir, es el lenguaje de la teorfa de conjuntos anadiendo a los B-nombres
como nuevas constantes.

Con esto se puede definir la relacion de forcing.

Definicién 2.60. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacio
y e : P — B su completacién booleana!®. Sip € P, ¢ es una férmula en el lengua-

je de la teoria de conjuntos y di,...,d, € VB entonces se dice que p fuerza
a ¢(ay,...,da,) siy solo si e(p) < [p(ay,...,a,)]. Este hecho se denota por
pl-p @(dy,...,d,), o bien, cuando sea claro quién sea P, por p |- ¢(dy, ..., dy).

De esta manera,

pl-@(dy,...,ay) siy solosie(p) < [e(ar,...,an)]. (2.18)

Note que en contraste con la relacion de forcing definida en (1.4), la relacion
(2.18) no depende de la existencia de filtros genéricos.

Teorema 2.61 (propiedades de forcing). Sean P wun conjunto parcialmente
ordenado distinto del vacio, e : P — B su completacion booleana, VB la clase
de los B-nombres y v, ¥ formulas del lenguaje del forcing.
1. a) Sipl- ¢ yq<p, entonces q I .
b) No existe pe P tal quep - ¢ y p - —p.
c) Para cada p € P hay algin q < p tal que q decide a @, es decir, q I+ ¢
o bien q I+ —p.
2. a) pl- —p siy solo sino existe ¢ < p tal que q I+ .
b) plko A siysolosiple ypl-p.
¢) pl-Vay siy solo sip - @(a) para cada ¢ € VB,

d) plk@ v siy solo si para cada q < p existe r < q tal que
i@ ori-1.

e) p I+ 3z siy solo si para cada q < p existen a € VB yr < q tales
que T |- p(a).

3. Sipl- 3z, entonces hay algin a € VB tal que p I- ().

Demostracion. 1. a) Sip I ¢, entonces, por (2.18), e(p) < [¢]. Como
q < p, por la propiedad (2) del teorema 2.20, e(q) < e(p) < [¢]. Por
(2.18), se tiene q I+ .

15Ver el teorema 2.20.
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b) Suponga que p |- ¢ y p I —¢, por (2.18) ocurre e(p) < [¢] A —[«],
lo cual, por la propiedad (1) del teorema 2.20, es una contradiccion.

¢) Sea p € P. Suponga e(p) A [¢] # 0. Por la propiedad (3) del teorema
2.20 e[P] < BT es denso. De esta manera, existe ¢ € P tal que
e(q) < e(p) A [¢]- Por el corolario 2.21, existe r € P tal que r < p y
e(r) <e(q). Asi, e(r) < [¢] ¥ por (2. 18) se tiene 7 |- .
Para el otro caso, si e(p) A [¢] = 0, entonces se tiene e(p) < [—¢].
Por (2.18) y (1a), se cumple ¢ |- —¢ para cada ¢ < p.

2. a) (=) Suponga p I —¢. Por (1a), se cumple ¢ |- —p para cada g < p.

Por (1b), se tiene que no existe ¢ < p tal que ¢ I+ ¢.
(<) Sip ¥ —p, entonces, por (2.18), e(p) £ —[¢]. De esta manera,
ocurre e(p) A [g] # 0. Por la propiedad (3) del teorema 2.20 existe
p’ € P tal que e(p’) < e(p) A [¢]. Por el corolario 2.21, existe ¢ < p
tal que e(q) < e(p’). Asi, e(q) < [¢], es decir, existe ¢ < p tal que
q - .

b) p I @ A1 siy solosie(p) < [ A ¥], equivalentemente, e(p) < [¢]
v e(p) < [¢], lo cual es equivalente a, p I+ ¢ y p I+ .

¢) p Ik VYap siy solosie(p) < [Vap], por la propledad ) de la observa—
cion 2.33 lo anterior esto es equivalente a, e(p /\ [(a)], equi-

aEV(B)

valentemente, e(p) < [p(a)] para toda ¢ € VB, es decir, p I p(a)
para toda a € V(B),

d) Es consecuencia de (2a) y de (2b).

e) Es consecuencia de (2a) y de (2¢).

3. Si p I- 3z, entonces e(p) < [Fz¢]. Por el lema A.20 VB es pleno, asi,
existe algin a € VB tal que e(p) < [p(a)]. De esta manera p |- ()
para algin a € V(B), O

Note que, por las propiedades (2a) y (2d) del teorema 2.61, la relacion de
forcing no sigue las reglas de la logica clasica.

Corolario 2.62. Para cualesquiera P conjunto parcialmente ordenado distinto
del vacio y ¢ formula en el lenguaje del forcing, el conjunto

Dy ={peP[pl¢opl —p}
es denso en P.

Demostracion. Sea p € P. Por la propiedad (1c¢) del teorema 2.61, existe g € P
talque g < pyqge D,. O

En lo que resta de este capitulo se supondra la existencia de filtros genéricos
en los conjuntos parcialmente ordenados.
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Definicion 2.63. Sean B un algebra de Boole completa y H < B un filtro
genérico en BY. Para cada @ € VB se define 2!, la valuacion genérica de
segin H, por recursion sobre rang(#) de la siguiente manera:

= ot = {y" | § e dom(i) y (y) € H}.
= A su vez, se define V[H] = {2/ | 2 € V(B)}.

A la coleccion V[H] se le llama extension genérica de V por el filtro H o
simplemente ezxtension genérica.

De esta manera, V[H] es una coleccion de conjuntos descritos segin V(B y

decididos por H, es decir, H indica como fue construido z para cada & € V(5).

Proposicion 2.64. Si B es un dlgebra de Boole completa y H € B es un filtro
genérico en BT entonces la extension genérica V[H] es una clase transitiva.

Demostracién. Sean 2/ € V[H] y 2% € 2. Por la definicién 2.63, se tienen
e VB y ol = (y" | gy e dom(z)y i(j) € H}. Asi, 2 € dom(z) y @(2) € H.
Por la proposicion 2.44 se cumple en particular dom(4) < V(B)_ De esta manera,
2 e VB y en consecuencia 2 € V[H]. Asi V[H] es transitiva. O

Retomando la comparativa de los filtros genéricos que hay entre un conjunto
parcialmente ordenado P y su completacién booleana, la cual fue desarrollada
en el lema 2.28, también es posible definir la extension genérica de V' con base
en un filtro genérico G < P en lugar de tomarlo en la completacion booleana.
Esto se define de la siguiente manera.

Definicioén 2.65. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacio,
e : P — B su completaciéon booleana y G € P un filtro genérico en P. Se definen
las G-valuaciones de los B-nombres @ € V(B) por recursion de la siguiente
manera.

v 29 = {3y | yedom(d) y Ipe G tal que e(p) < @(9)}.
= También, se define V[G] = {z¢ | i € V(B)}.

Por un argumento similar al expuesto en la proposicion 2.24, ocurre que si
P es un conjunto parcialmente ordenado frondoso, G es un filtro genérico en P
y H € BY es un filtro genérico en BT donde ¢ : P — B es la completaciéon
booleana de P, entonces G, H ¢ V.

No obstante, si se definen adecuadamente los nombres de G y H se podra
probar que H € V[H] y G € V[G].

Definicion 2.66. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacio,
e : P — B su completaciéon booleana, G < P un filtro genéricoen Py H € B
un filtro genérico en BT. Se definen:

1. El nombre candnico de G como la siguiente funcion B-valuada:

dom(G) = {p | pe P} y G(p) = e(p) para cada p € P. (2.19)
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2. El nombre candnico de H como la siguiente funcién B-valuada:

dom(H) = {u | ue B} y H(i) = u para cada u € B. (2.20)

De esta manera, se cumplen G € VB y H e V(B),

A su vez, también es posible dar un nombre “implicito” de V' empleando el
hecho de que a € V si y solo si existe x € V' tal que a = x.

Definicién 2.67. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacio,
e : P — B su completaciéon booleana, pe Py a € VB, Se dice que:

pl-(aeV)siysolosiV¢g<p3r<qIzeV tal quer |- (a = ).

Si G € P es un filtro genérico en un conjunto parcialmente ordenado y
e: P — B es la completacion booleana de P, entonces por (2.4) se cumple que
para cada p € P
e(p)={ge P |V¥r<gq(r|p)}

y por la condicion (2) del lema 2.28, se sabe que
H =1e[G] = {be B | Ip € G tal que e(p) < b}
es un filtro genérico en B'. De esta manera, se tiene la siguiente definicion.

Definicion 2.68. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacio,
e : P — B su completacion booleana, G < P un filtro genérico en Py p € P.
Se dice que:

pll—(qeG)siysolosin<p33<rta1ques<q.

Con estas definiciones se puede explorar el comportamiento de las formulas
del lenguaje de la teoria de conjuntos en V[H].

Lema 2.69. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del wvacio,
e: P — B su completacion booleana y H < B™ wun filtro genérico en B*. Para
cualesquiera nombres &,7 € VB) se cumplen:

1. 2% ey siysolosi [tey]eH.

2. 2 =y siysolosi [+=1y]eH.
Demostracion. La prueba se haré por induccién simultaneamente sobre el par
(rang(y),rang(x)).

1.

[2 € y] € H siy solo si \/ (y(t) A [& =1]) | € H, por 2.27,
tedom(y)
si y solo si 3t € dom(y) tal que (y(f) A [# =1{]) e H
si y solo si 3t € dom(y) tal que ¢(t) € H y 1 =t

siy solo si 2l € {t" | i e dom(y) y y(t) € H} = y*.
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2. Solo se vera que z7 < yH siy solosi [& € ] € H, pues la otra contencién
es analoga.

[ < y] € H siy solo si /\ (&(t) = [te g]) | e H, por 2.26,

tedom()

(
si y solo si Vi € dom(

si y solo si {t | t € dom(i) y @(t) e H} < y™
H

si y solo si Vi € dom(z) si i(t) € H, entonces [t € y] € H

&) si @(t) € H, entonces t7 € y!

siy solo si 'l < yfl.

En consecuencia x = y si y solo si [ = y] € H. O

Corolario 2.70. Si P es conjunto parcialmente ordenado distinto del vacio,
e: P — B es su completacion booleana, H € BT es un filtro genérico en B™
y o(Z1,...,2,) es una formula en el lenguaje del forcing, entonces se cumple
que:

VIH] & o(@,. . zH) seqin Tarski si y solo si [p(<1,...,2,)] € H. (2.21)

Demostraciéon. Por induccién sobre la formaciéon de féormulas.

Por el lema 2.69, (2.21) se cumple para las formulas atomicas.

Por la definiciéon 2.1 y la proposicion 1.7, se cumple que H es un ultrafiltro en
B, por la propiedad (2) de la proposicion 2.8, (2.21) se cumple para la negacion.
Como H es un filtro, (2.21) se cumple para la conjuncion.

Para el caso existencial, V[H] |= Jzp(z,zH, ... 2 si y solo si hay algtin

rrn

a e VB tal que V[H] = (a2, ... ), es decir, hay algin ¢ € V(P tal
que [¢(a, %1, ...,2,)] € H. Por el lema A.20, V) es pleno, asi lo anterior es

equivalente a, [Tzp(x,21,...,2,)] € H. O

Corolario 2.71. Si P es un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacio,
e: P — B es su completacion booleana y H € BT es un filtro genérico en BT,
entonces se cumple

VIH =V®)/H,

es decir, V[H| = o2, ..., ) siy solo si VIB)/H = o([21],...,[2n]) para
cada formula (21, ...,2,) en el lenguaje del forcing.

Demostracion. Se sigue del teorema 2.41 y del corolario 2.70 al notar que H
es, en particular, un ultrafiltro en B. O]

Teorema 2.72 (Unicidad de la extension genérica). Sean P un conjunto par-
cialmente ordenado distinto del vacio donde e : P — B es la completacion
booleana de P, G < P es un filtro genérico en P y H =1(e[G]) € B. Si V[G] es
la extension genérica segun la definicion 2.65 y V[H| es la extension genérica
segtin la definicion 2.63, entonces
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Demostracion. Sean ¢ € V(5 2E como en la definicion 2.65 y 7 como en

la definicién 2.63. Por la propiedad (2) del lema 2.28, H es un filtro genérico en
BT . Se vera por induccion que z¢ = z*.

Suponga que y¢ = y¥ para cada § e V(B

tal que y € dom(z), se tiene:
y e ' siy solo si g € dom(i) y &(y) € H =1(e[G])

siy solo si g € dom(z) y Ip € G tal que e(p) < &(y)

si y solo si y© e z¢

siy solo si y* € 2©.

Asi 2% = 2. Por lo que V[G] = V[H]. O

Observacion 2.73. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del
vacio donde e : P — B es la completacion booleana de P, G < P es un filtro
genérico en Py H =1(e[G]) € B. Como consecuencias del teorema 2.72 se
tienen las siguientes propiedades:

G _ H

» Para cada & € V) ocurre z T

= Para cada formula ¢ en el lenguaje de la teoria de conjuntos y cualesquiera
Z1,..., %, € VB se cumple

VIG] E (19, ..., 2,9 siy solosi V[H] = (17, 2,7).
De esta manera, dados P un conjunto parcialmente ordenado distinto del
vacio y e : P — B su completaciéon booleana, si se consideran filtros genéricos

G < Py H < B" segtin la propiedad (2) del lema 2.28, entonces las extensiones
genéricas de V segiin G y segin H resultan ser las mismas.

Teorema 2.74 (del modelo genérico). Si P es un conjunto parcialmente or-
denado distinto del vacio y G < P es un filtro genérico en P, entonces existe
V[G] un modelo transitivo tal que:

1. V[G] es modelo de ZFC.
V c V[G] y G e VIG].
OrdVIGl = Ord. 16

e o

Si W es un modelo transitivo de ZF tal que V€ W y G € W, entonces
VGl < W.

Demostracion. Por el lema 2.28 y por el teorema 2.72, si H =1(e[G]) < Bt
donde e : P — B es la completacién booleana de P, entonces V[G] = V[H] y
por la observaciéon 2.73, todas las propiedades que se satisfacen en la extension
genérica V[H] también se satisfacen en la extension genérica V[G].

16Es decir OrdV'[¢] = {2F € V[G]|V[G] | “c%es un ordinal’} = {z € V|2 es un ordinal} =
Ord.
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1. Por el teorema A.27, V(5) es un modelo B-valuado de ZFC'. Asi [p]® = 1
para cada ¢ € ZFC. Como H =1(e[G]) es un filtro genérico en BT, ocurre
que 1 € H. Por el corolario 2.70, se tiene que V[H] [= ¢, segtin Tarski, para
cada ¢ € ZFC. Por la proposicion 2.64, V[H] es un modelo transitivo. De
tal modo, como V[G] = V[H] y por la observacion 2.73, se cumple que
V[G] es un modelo transitivo de ZFC.

2. = Se verd que V < V[G], es decir, se vera por induccién que #¢ = z

para cada z € V.
G

I

Suponga que §¢ = y para cada § € dom(#). De esta manera i
(3¢ | y € dom(z) y () € G}. Como &(y) = 1 para cada ¢ € dom(&
y G es un filtro, se cumple 2 = {y | y € 2} = =, es decir, 3¢ =
para todo z € V. Asi V < V[G].

= Por la definicion (2.19), se cumple G € V(B). Por la definicion 2.65 y
lo anterior se tiene

~

8

N
@
=

GC = {p% | Ip e G tal que pe dom(G) y e(p

= {p° | Ip € G tal que p e dom(G) y e(p) < e(p)}
= {p° | pe G}
={p|pedG}
= G.
Asi G e V[G].

3. Como “ser un ordinal” es una féormula Ay'7, se cumple que todo ordinal
en V también es un ordinal en V[G]. Por tal motivo, falta ver que todo
ordinal en V[G] es también un ordinal en V.

Por 2.73, V[G] =“x es un ordinal” si y solo si V[H] = “x es un ordinal”,
es decir, V[H] = “y" es un ordinal” para algiin y € V(B tal que x =y,
por el corolario 2.70, lo anterior es equivalente a [y es un ordinal] € H,
por el lema A.25, lo anterior es equivalente a (\/ .o,q4lv = &]) € H,
por el lema 2.27 lo anterior equivale a que exista algin a € Ord tal que
[y = &] € H, por la propiedad (2) del lema 2.69 lo anterior significa que
existe algtn a € Ord tal que y = &, como & = a%,a% = ay z =y,
se cumple o = z, es decir, = € Ord.

4. Si W es un modelo transitivo de ZF tal que V€ W y G € W, entonces por
induccion se cumple que & € W para cada @ € V(P) y en consecuencia
V[G] s W. O

Cabe mencionar que en teoria de modelos, antes del desarrollo del forcing, ya
se habia logrado extender un modelo de la teoria de conjuntos de tal manera que
agregara al menos un nuevo elemento. No obstante, dichas extensiones no satis-
facian (3), por esta razon es que las extensiones genéricas resultan relevantes,
pues extienden de manera no trivial al modelo base sin alterar los ordinales.

7Ver [11], lema 12.10, (i), pag 164.
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Teorema 2.75 (del forcing). Sean P un conjunto parcialmente ordenado distin-
to del vacio, e : P — B su completacion booleana, ¢ una férmula en el lenguaje
de la teoria de conjuntos y 1, ..., 2, € VB . §i G < P es un filtro genérico en
P, entonces

VIG] & o(,9,...,2,%) siy solo si Ipe G tal que p - o(d1,...,2,). (2.22)

Demostracion. Sea H =1(e[G]). Por la propiedad (2) del lema 2.28, H es un
filtro genérico en B*. Se consideran las siguientes formulas: 1) como ¢(1, . . ., Tp),
Y como p(z17, ... £, y C como <p(x'1G, .. ,x'nG). De esta manera, 1) es
una formula en el lenguaje del forcing y (2.22) es equivalente a V[G] = ¢ siy
solo si existe p € G tal que p |- ¥. Por otra parte, se tiene

V[G] = 4 siy solo si V[H] = 4!, segtin Tarski por la observacion 2.73

siy solosi [¢] e H por el corolario 2.70
si y solo si dp € G tal que e(p) < [¢v] por (2) del lema 2.28
si y solo si dp € G tal que p - ¥ por la definicién 2.60. O

El teorema del forcing indica que “toda verdad en V[G] es forzada por ele-
mentos en P, es decir, para cada formula ¢ en el lenguaje de la teoria de conjun-
tos la propiedad metalingiiistica “¢ es relativamente consistente con ZFC” pasa
a ser una propiedad del lenguaje de la teoria de conjuntos de la forma “existen
P un conjunto parcialmente ordenado, G un filtro genérico en P y p € G tales

que p |- ¢

Proposicion 2.76. Si P es un conjunto parcialmente ordenado distinto del va-
cio, e : P — B es su completacion booleana, p € P, ¢ es una formula en el len-
guage de la teoria de conjuntos y @1, ..., 2, € VB entonces p |- (21, ..., Tp)
si y solo si se cumple V[G] = (419, ..., 2,9) para todo G filtro genérico en P
tal que p e G.

Demostracion. Por la propiedad (2) del lema 2.28, se cumple que
H ={be B|3pe G tal que e(p) < b}

es un filtro genérico en BT. Se consideran las féormulas 1 como (71, ..., %),
V" como (a1, ... £, 7) y ¥C como p(219, ..., 2,%). Por el teorema 2.72 se
tiene V[G] = V[H] y por la observacion 2.73 se cumple V[G] |= 1% si y solo si
VIH] = ™.

(=)

Sea G un filtro genérico en P tal que p € G. De esta manera, e(p) € H.
Como p I v, por la definicion 2.60, se cumple que [¢] € H. Por el corolario
2.70 ocurre V[H] = ¥, En consecuencia se cumple V[G] = €.

(<)

Suponga que p £ 1, es decir, e(p) € [¢]. Asi e(p) A —[¢)] # 0. Por la
propiedad (3) del teorema 2.20 existe ¢’ € P tal que e(¢’) < e(p) A —[+¢]. Por el
corolario 2.21, hay algin ¢ < p tal que e(q) < e(¢’). De esta manera, si G es un
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filtro genérico en P tal que ¢ € G, entonces p € G. Por otra parte e(q) < e(¢’) <
—[] = [—%]. Asi [-¢] € H. De tal modo, se cumple V[H] = —(¢f), que es
equivalente a, V[G] = — (%) y en consecuencia V[G] ¥ %©. O

Note que, salvo por la hipotesis de existencia de los filtros genéricos, la
proposicién 2.76 es una versiéon més poderosa de la relacion de forcing definida
en (1.4).






Capitulo 3

Topos elementales

3.1. Estructura de topos

De cierto modo los topos pueden ser vistos como lugares en donde hacer ma-
temdticas, cosa que en una primera instancia también pretende hacer la teoria
de conjuntos. No obstante, la perspectiva que ofrece la teoria de topos presenta
dos grandes diferencias respecto a la que ofrece la teoria de conjuntos segin
ZFC'. La primera es que V el universo de la teoria de conjuntos es un objeto
matematico “ya construido” y en consecuencia se puede pensar como estdtico o
fijo, mientras que los topos en cierto modo son dindmicos, pues no presentan
tanta rigidez respecto a su estructura. La segunda gran diferencia es la naturale-
za de la ldgica de su lenguaje, pues al ser V un objeto fijo, su logica inherente al
lenguaje analiza a los elementos de V' “por encima”, es decir, de manera externa,
en contraste con los topos que presentan una ldgica interna la cual esta ligada
a sus morfismos.

En este capitulo se procede a definir topos en su versiéon mas afin a los
intereses de esta tesis, se vera que algunas de las estructuras ya definidas resultan
ser topos. Ademés, se definirdn algunas nociones tutiles sobre topos. Por esta
razon, se apelaran a definiciones y resultados de la teoria de categorias. Todos
estos conceptos pueden ser consultados en [18]. El desarrollo que se realizara
sigue la teoria mostrada en [19], [17] ,[12] v [5].

Definicion 3.1. Un topos elemental es una categoria £ la cual satisface las
siguientes condiciones:

1. & tiene todos los pullbacks o productos fibrados.
2. & posee objeto terminal 1.

3. & es cartesiano cerrado, es decir, para cada objeto X € £ se tiene la
adjuncion

47
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oy

£.

4. & tiene clasificador de subobjetos, es decir, existe un objeto 2 € £ y un
morfismo verdad : 1 — €2 los cuales cumplen que para cada monomorfis-
mo m : S — B existe un tinico morfismo ¢ : B — 2 tal que el siguiente
diagrama es de producto fibrado

A la flecha ¢ se le llama flecha caracteristica o clasificadora de m, cuando
sea necesario especificar se denotara por ¢ = car S o ¢ = car m.

De manera alternativa, es posible definir topos elementales de la siguiente
manera.

Definicion 3.2. Un topos elemental es una categoria £ tal que:
1. &€ tiene todos los limites finitos.
2. & posee clasificador de subobjetos.

3. Para cada objeto B se tiene un objeto potencia PB y una flecha per-
tenencia €g: B x PB — § los cuales cumplen que para cada flecha
f: Bx A — (Q existe una unica flecha P-transpuesta g : A — PB
tales que el siguiente diagrama conmuta

A BxA—1 0
gi ldBXgi (31)
v N

Es posible probar que las definiciones 3.1 y 3.2 son equivalentes'. Por es-
ta razon, se apelara libremente a ambas definiciones en la medida que resulte
conveniente, solo se mencionara que para cada objeto B se cumple PB = Q5.

La condicion 3.2(3) permite definir un funtor potencia P : £°P — & tal que
a cada flecha f : A — B en £ la flecha Pf esta dada como la P-transpuesta

Ver [19] capitulo IV.2
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descrita en el diagrama

PB Ax pB X5, p o opp
Pf[ idAfoJ LEB (3.2)

Mas aun, con base en el funtor P : £ — &£ es posible probar que todo
topos elemental posee colimites finitos? empleando el teorema de Beck.? De esta
manera, todo topos elemental £ posee objeto inicial 0.

Observacion 3.3. Sean £ topos elemental y 0 el objeto inicial.

1. Cada flecha k : A — 0 en & es un isomorfismo?.

2. Para cada objeto B en &£ la tinica flecha 0 — B es mono.®

Ejemplo 3.4. Con la categoria de conjuntos es un topos elemental.

Demostracion. Note que cualquier conjunto unitario {} resulta ser objeto
terminal en Con, pues dado un conjunto X la tnica funcion X — {x} es la
funcién vacia si X = ¢, o bien es la funcién constante “#” si X # .

Por los axiomas de ZFC se sabe que Con tiene productos finitos e igualado-
res y en consecuencia tiene todos los limites finitos. Por otra parte, al ser Con
una categoria con productos binarios donde el producto de dos conjuntos A, B
resulta ser el producto cartesiano usual A x B, el exponencial resulta ser B4,
las funciones con dominio A y codominio B. Ademés es facil ver que se satisface
la ley exponencial, es decir, para cualesquiera A, B,C conjuntos se tiene una
biyeccion natural

homeon(A x B,C) = CAxB) ~ (CA)B = homCon(B,CA).
De tal modo, para cada A € Con se tiene la adjunciéon
Con
Ax <—|,> 4
Con.

Por otra parte, el clasificador de subobjetos es el dlgebra 2 = {0,1} y la funcion
verdad : {#} —> 2 es tal que * —> 1. De esta manera, dada cualquier inyeccion
m: S —> A su funcion caracteristica es de la forma y,, : A —> 2 donde

2) = 1 sixzelIm(m)
Xim(2) {0 si x ¢ Im(m).

2Ver [19], secciéon IV.5

3Ver [1], teorema 3.14, pag 101, en donde [1] emplea el término tripleable en lugar de
monddico.

4Ver [19], capitulo TV.7, proposicién 4, pag 194.

5Ver [19], capitulo IV.7, corolario 5, pag 194.
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Asi, el siguiente diagrama es de un producto fibrado

De esta manera, se concluye que Con es un topos elemental. O

En cierto modo los topos elementales emulan el comportamiento de Con,
por esta razoén, los topos resultan generalizaciones adecuadas de Con.

Definicion 3.5. Sean C una categoria pequena y C objeto en C, una criba S
en C' es un conjunto de flechas en C' con codominio C' tal que para cualesquiera
flechas f: D — Cen Sy g: E—> D en C se cumple fge S.

Ejemplo 3.6. Para cada categoria pequena C, la categoria Con®”" de funto-
res contravariantes de C a Con o categoria de pregavillas en C es un topos
elemental.

* s ’ op P . . z
Demostracién. La categoria Con® posee limites finitos pues éstos se calcu-
lan de manera puntual en Con.

Sean G, F € Con®"". Se define la pregavilla GF' via el lema de Yoneda como
GF(C) = Con®" (FxC(_,C),q). (3.3)
A su vez, para cada flecha ¢ : C — C’ en C se define GF(c) de la siguiente
manera
GF(c) = Concnp(idp_ x C(_,c),Q)
=Con®"(_,G)o(idp_x C(_,c))
= Con®”(_,@)o (idp X yc),
donde y es el funtor de Yoneda. Ademas, si se consideran o : F x C(_,C") - G

en GF(C"),a:A— A en C,ze FA'y ge C(A,C), por la naturalidad de o
y al realizar las evaluaciones correspondientes se obtiene

Ga(oa(x,cqg)) = oa(Fa(x), cga).

Lo cual prueba la naturalidad de G¥'(c).
A su vez, empleando el lema de Yoneda y propiedades de representacion de
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pregavillas se cumple que para cualesquiera F, G, H € Con®”

Con®" (F x G, H) = Con®" (F x Colimc,ge; C(_,Cy), H)
~ Concop(Colim@yngG FxC(_,Cy),H)
> Limec, gejc Con®” (F x C(_,Cy), H)
= Limc,geje H' (Cy)
~ Lim<c,g>egg Con®” (C(_,Cy), HF)
~ ConCOP(Colim<C7g>eSG C(_,Cy),H")
~ Con®" (G, H).

P op .
Asi, Con®"" es cartesiana cerrada.
Para cada C' € C se define

QC ={SeCon®" | S—C(_,C)},

es decir, QC son todos los subfuntores de C(_, (), o equivalentemente, 2C son
todas las cribas en C. Para cada f: D — C en C se define Qf : QC — QD tal
que para cada S € QC, Qf(S) es el producto fibrado descrito por el siguiente
diagrama

Qfs) —— S

[

C(_,D) W Cc(_,0).
De esta manera, Qf(S) ={g: E —> D | fge S} y asi Q es una pregavilla. Se
define la transformacién natural ¢ : 1 — (2 de la siguiente manera: Para cada
CeC
1—< s c
x — C(_,0),

es decir, t¢ calcula la criba total en C. De esta manera, Con®” es un topos
elemental. O

Un ejemplo de categoria de pregavillas es la categoria Con!! de funtores
de la forma {*} — Con, esta es equivalente a la categoria de conjuntos. Otro
ejemplo de categoria de pregavillas es Con’~'" donde la categoria 0 —— 1
posee dos objetos y una tunica flecha distinta a las identidades, una pregavilla
X € Con’”"" esun conjunto en dos etapas X1 —— X0 donde X1 son los
puntos del conjunto en cuestiéon y la flecha es una regla de evolucion.

De esta manera, la categoria Con®"”" puede ser vista como una categoria de
conjuntos variables parametrizados segin la estructura C°P.

De tal modo, Con es una categoria de pregavillas estdtica, es decir, donde
no hay variacion.
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Teorema 3.7. Para cualquier objeto B en un topos elemental £, la categoria
E/B de flechas sobre B o categoria rebananda sobre B es un topos elemental.

Al teorema 3.7 se le conoce como teorema fundamental de la teoria de topos
y su prueba se sale de los intereses de esta tesis. No obstante, dicha prueba
puede consultarse en [19], pagina 190, Teorema 1.

Solo se mencionard que el objeto terminal en £/B es idg : B — B la iden-
tidad en B y el clasificador de subobjetos en £/B resulta ser la proyeccion
pp : 2 x B — B donde 2 es el clasificador de subobjetos en £, mientras que la
flecha de verdad ¢5 en £/B esta dada por el diagrama

|

I

car idp !
/ tr\

I

|

Q——QxB—>— B

donde car idg es la flecha caracteristica de idg en £.

Teorema 3.8. 6 Para cada flecha f : B —> A en un topos &, el funtor producto
fibrado o cambio de base f* : £E/A — E/B posee adjunto izquierdo Xy, definido
como la composicion con f, y adjunto derecho Ily. Mds ain, f* preserva el
clasificador de subobjetos y las exponenciales, en consecuencia es un morfismo
logico”.

Definicién 3.9. Sean £ un topos elemental y B € £. Para cualesquiera mono-
morfismos m : S »— By m': S » B se define m ~ m’ si y solamente si existe
un isomorfismo f : 8" —> S en & tal que m’ = mf.

Es facil ver que la relacion definida en 3.9 es de equivalencia. Mas atn, si
m, m’ son monomorfismos tales que m ~ m’ entonces car m = car m’.

Definicioén 3.10. Para cualesquiera topos elemental £ y X objeto en £ se define
la coleccion de subobjetos de X en £ como

Sub(X) = {[m]~ |m:S— X es un mono en &£},

donde [m]~ = {m’ : S’ — X en £ | m ~ m’} y cuando sea necesario indicar el
topos en donde se estan considerando los subobjetos se denotara por Subg(B).

Para cada flecha B — 2 en £ se obtiene el subobjeto de B caracterizado
por dicha flecha calculando el producto fibrado del diagrama

1 verdad QO B

y tomando el monomorfismo hacia B.

6Ver [19], capitulo IV.7, teorema 7.2, pag 193.
7Un funtor entre topos elementales F : £ —> &’ es un morfismo ldgico si preserva (salvo
isomorfismo) limites finitos, el clasificador de subobjetos y las exponenciales.
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Note que en un topos elemental £, como existe el objeto terminal, se cumple
X x 1 >~ X para cada X € £. De tal modo, ocurre que las flechas de la forma
B — ) estan en biyecciéon natural con las flechas de la forma B x 1 —
que a su vez estan en biyeccién natural con las flechas 1 — P B, por medio de
P-transpuestas. De esta manera, por las definiciones de flecha caracteristica y
3.9, se tienen las siguientes biyecciones

Sub(B) = homg(B,Q)) = homg(l, PB). (3.4)

Por otra parte, a los subobjetos de B se les denotara dependiendo de su respec-
tiva representacion segin (3.4) de la siguiente manera

m:S—B carm:B—Q ‘carm':1— PB.

Proposicion 3.11. En un topos elemental £, toda flecha f posee una factori-
zacion epi-mono, es decir, existe un mono m llamado “imagen” y un epi e tal
que f = me. Mds ain, si [ se factoriza a través de otro mono m’ de la forma
f = m/q entonces existe una tnica flecha l tal que m = m/l.

Demostracion. Sea f: A — B en £. Se considera el diagrama de coproducto
fibrado A BN #i e vy se toma m : im(f) — B el igualador de las

flechas z,y, asi xm = ym. Suponga que existen h,h' : H — im(f) tales que
mh = mh', de esta manera xmh = xmh’ = ymh’ = ymh y por la propiedad
universal del igualador se cumple que h = b/, asi m es mono. Por construccién
de las flechas z,y y la propiedad universal del igualador, existe una tnica flecha
e: A —im(f) tal que f = me.

Por la propiedad (4) de la definicion 3.1, todo mono n : S — X es el
igualador de dos flechas, a saber, de las flechas verdad !x y car n donde !x es
la tnica flecha !y : X — 1.

De esta manera, sim’ : M »— B es otro mono tal que f se factoriza a través de
él de la forma f = m/q con q : A — M, entonces m’ es el igualador de dos flechas
s,t : B — ¢, en consecuencia sm’ = tm’ y asi sf = sm/q = tm/q = tf. Por la
propiedad universal del coproducto fibrado existe una tnica flecha u : ¢ — ©
tal que s = ux y t = uy, de esta manera sm = uxm = uym = tm y por la
propiedad universal del igualador m’ existe una tnica flecha [ : im(f) — B tal
que m = m/l.

Falta ver que e : A — im(f) es epi. Se considera una factorizacion de e de
la forma e = €'g donde ¢ : E »— im(f) esmonoy g: A — E, asi f = me'g
donde m y €' son monos. De esta manera f se factoriza a través del mono
me’ y por lo recién probado, existe una dnica flecha v : im(f) — F tal que
m = me'v, al ser m mono se cumple e'v = id;,, (). Por otra parte, se tiene
e've’ = id;y,pe’ = € = €'idp con ¢ mono, asi ve’ = idgp y en consecuencia e’
es iso. Suponga que z,w : im(f) — C son tales que z¢' = we’, de esta manera
ze/(e)7L = we'(e/)"! y asi 2 = w.

Sean a,b : im(f) — D tales que ae = be. Por la propiedad universal del
coproducto fibrado existe una tnica k : C' — D tal que el siguiente diagrama
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conmuta
A e
i\
E—< im(f)
e
(il z:wl
im(f) —"= C
b
Asi a = kz = kw = b y en consecuencia e es epi. O

Sea B un objeto en un topos elemental £. Para subobjetos S — By T — B
se dice que S < T (o en un estricto sentido [S]~ < [T]~) siempre que exista
una flecha S — T tal que el siguiente diagrama conmuta

S — T

[~

B.

De esta manera, (Sub(B), <) es un orden parcial.

Lema 3.12. Para cada objeto B en un topos € la coleccion parcialmente orde-
nada Sub(B) tiene estructura de dlgebra de Heyting.

Demostracion. Sean S — By T — B subobjetos de B. Es posible construir la
méxima cota inferior de S'y T en Sub(B) tomando el producto fibrado ST, el
cual es subobjeto de B pues el producto fibrado preserva monos y la composicion
de monos es mono, a su vez, la propiedad universal el producto fibrado garantiza
que S nT es la méxima cota inferior de S'y T

SnT ——« T SuT T

I

SuT

S+ B, S B.

Para construir la minima cota superior de S y T se considera ST el coproducto
binario de S'y T y se toma S UT — B la imagen de la tnica flecha SuT — B
que existe por la propiedad universal del coproducto. De esta manera S u T
acota superiormente a S y Ty por la proposicién 3.11 S U T es la minima cota
superior de Sy T. De esta manera, Sub(B) es una reticula.

Por la observacion 3.3 (2) la flecha 0 — B es mono, la identidad idg : B — B
también es mono y de esta manera Sub(B) tiene 0 y 1. Falta ver que Sub(B)
tiene exponenciales.
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Se sabe que en la categoria £/B el objeto terminal es la identidad idp, de
esta manera, los monos con codomino B en £ son esencialmente los monos con
codominio idp en £/B, es decir, Subg (B) = Subg,p(idp). De esta manera, basta
probar que en todo topos £ la reticula Sub(1) tiene exponenciales.

Sean S, T € Sub(1). Como & es cartesiano cerrado, el objeto exponencial ST
existe en £. Sea X un objeto en &, todas las flechas de la forma X — ST estan
en biyeccion natural con sus transpuestas de la forma T'x X — S que, a su vez,
se componen en la tnica flecha T'x X — S --» 1. Como S --+ 1 es mono, si
existe una flecha de forma 7' x X — S, entonces es tinica y en consecuencia si
existe una flecha de la forma X — S7, entonces es tnica. Asi, la tnica flecha
ST — 1 es mono, de esta manera, ST € Sub(1). Como & es cartesiano cerrado,
para cada U € Sub(1) se cumple

hom(T A U, S) = hom(T x U, S) = hom(U, ST).

De esta manera, Sub(1) tiene exponenciales y en consecuencia, para cada objeto
B la coleccion Sub(B) es un algebra de Heyting. O

La operacion exponencial en Sub(B) se llama implicacion y se denota por
T = S en lugar de ST.
Asi, para cada subobjeto S € Sub(B) se define el pseudocomplemento de S
como
-5 =(5=0). (3.5)
Note que, para cada objeto B en &£, se tienen los isomorfismos naturales
Sub(B) =~ hom(B,) y hom(B,Q) x hom(B,) =~ hom(B,Q x Q). De esta
manera, es posible construir el morfismo Ap : hom(B,§ x Q) — hom(B,Q)

como
hom(B,Q x Q) -------- - + hom(B, Q)

>~

2
—~
w0
>
=

hom(B, ) x hom(B,Q)

~

Sub(B) x Sub(B) Sub(B)

n

donde A p es natural en B. Al tomar B = ) x Q) y aplicar Agxq a la identidad
tdaxq se obtiene la flecha
A xQ— Q. (3.7

Equivalentemente, es posible definir el morfismo (3.7) como la flecha caracteris-
tica del mono (verdad,verdad) : 1 — Q x Q.
De manera anéaloga a como se defini6 (3.7), se definen las flechas:

viOxQ—Q, (3.8)
=:Ox0—Q,
—-:0— Q.
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De esta manera, en todo topos elemental la estructura de algebra de Heyting
estd implicita en el clasificador de subobjetos. Finalmente, se define la flecha
falso: 1 — Q como falso = — verdad.

Observacién 3.13. ® En un topos elemental £ las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. &€ es booleano, es decir, el algebra de Heyting interna en el clasificador de
subobjetos (2 es un algebra de Boole.

2. El operador — : Q —  satisface —— = idgq.

3. Para cada objeto B en &, el algebra de Heyting Sub(B) es algebra de
Boole.

4. Para cada subobjeto S — B en £ se cumple =S 1 S = B.

5. Las flechas verdad, falso:1 —  inducen un isomorfismo 1 111 = Q.

3.1.1. Caracterizaciéon de epimorfismos.

Ahora se vera como caracterizar epimorfismos en topos.

Para cualesquiera objetos X, Y, E en un topos £ y para cada f : E — Y X se
definen f: E x X — Y su traspuesta e Impg(f) la imagen de la flecha <7rE,f >
segin el diagrama

ExX re.f ) ExY

~.

De esta manera, se define img(f) : E — QY como la traspuesta de la flecha
caracteristica E x Y — Q de Img/(f). Asi, se tiene la asignacion

img : hom(E,Y™) — hom(E,QY).
Proposicion 3.14. La flecha impg es natural en E.

Demostraciéon. Se vera que para o : E' - Ey f: E — YX en &£ se cumple
img (fa) =imge(f)a.

Sea fa = f(a xidx): E'xX — Y. Asi, el siguiente diagrama es de producto
fibrado

OLXidX

E'xX —/ ExX

(g J'Aa{ J@TE g

E'xY —— ExY.
axidy

8Ver [19], capitulo V1.1, proposicién 1, pag 270.
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En consecuencia, Img (fa) es el producto fibrado de Img(f) a lo largo de
a x idy pues las factorizaciones epi-mono son estables bajo productos fibrados®.
Por otra parte, al calcular productos fibrados de subobjetos a lo largo de a x
idy : ' xY — E xY, éstos corresponden a las composiciones de las flechas
caracteristicas con a x idy que a su vez corresponden a las composiciones con
a bajo la adjuncién exponencial

Sub(E xY) === hom(E x Y,Q) =—=— hom(E,QY)
(axidy)_ll J(axidy)* J{a*
Sub(E' x Y) === hom(E' x Y,Q) == hom(E',Q").
Lo cual muestra la naturalidad de img. O
Al aplicar imyx a la identidad idy x se obtiene la flecha
im:YX — QY.

verdad

Sea ty : 1 — QY la traspuesta de Y x 1 ------- > 1 —— €, se define el
objeto Epi(X,Y) como el producto fibrado de ty a lo largo de im

Epi(X,Y) —---mmmv y 1
I Jty (3.10)

De esta manera, Epi(X,Y’) representa a las flechas de X a Y tales que su imagen
resulta ser Y, es decir, Epi(X,Y) clasifica a los epimorfismos parametrizados
de la siguiente manera

Lema 3.15. Para un objeto E en &, una flecha f : E — YX se factoriza a
través del subobjeto Epi(X,Y) »— YX siy solo si (g, f ): ExX - ExY es
ep1.

Demostracion. Por el producto fibrado (3.10), la flecha f se factoriza a través
de Epi(X,Y) siy solosiim f =img(f) eslaflecha F —— 1 LY LAl
tomar la traspuesta exponencial, por la definiciéon de im g, la flecha caracteristica
de Imp(f) — ExY eslaflecha E xY 1 y2erdads ) Por el diagrama

(3.9) se concluye que <7TE,f Y es epi. O

Proposiciéon 3.16. En un topos no degenerado'® £, si Epi(X,Y) = 0, entonces
en € no ezisten epimorfismos X — Y.

9Ver el teorema 3.8.
10Es decir, 0 2 1 en &.
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Demostracion. Cada flecha g : X — Y puede expresarse a través del iso-
morfismo X ~ X x 1 como su traspuesta g = f donde f : 1 — YX. De esta
manera, por el lema 3.15, si E = 1 y g es epi, entonces f se factoriza a través de
Epi(X,Y) para alguna flecha E = 1 — Epi(X,Y). No obstante, Epi(X,Y) = 0.
Por la propiedad (1) de la observacion 3.3, toda flecha con codominio 0 en £ es
un isomorfismo, en consecuencia, 1 =~ 0 lo cual es una contradiccion. O

Lema 3.17. Sip:Y — Z es un epimorfismo en &, entonces la flecha inducida
pX 1 YX — ZX se restringe a una flecha Epi(X,Y) — Epi(X, 7).

Demostracion. Por la correspondencia natural expuesta en el lema 3.15, basta
probar que si una flecha f: E — Y X en & es tal que la flecha

(e, fY:ExX >ExXY

es epi, entonces también lo es (mg,pXf) : E x X — E x Z. Sin embargo,

<7TE,])/X\f> = (idg x p) o <7rE,f %, de esta manera, lo que se quiere probar es
consecuencia del hecho de que idg X p es epi siempre que p lo sea. O

Lema 3.18. Para cualesquiera € topos booleano, X un objeto en &, m: Z —Y
mono y zo : 1 —> Z punto de Z, si Epi(X,Z) = 0, entonces Epi(X,Y) = 0.

Demostraciéon. Como £ es un topos booleano, por la condicion (4) de la ob-
servacion 3.13 se cumple Y = Z 1 Z' donde Z' = —Z.

Por otra parte, las flechas idy : Z7 — Zy Z' --—--- »y 1 —2% Z quedan
unidas en el coproducto como r:Y = Z u Z' — Z donde rm = idz. Como idy
es en particular epi y r es un epi escindido, entonces r es epi.

Por el lema 3.17, r induce una flecha Epi(X,Y) — Epi(X,Z) y por la
propiedad (1) de la observacion 3.3, se cumple que toda flecha hacia 0 es un
isomorfismo. Como Epi(X, Z) = 0, se concluye que Epi(X,Y) = 0. O

3.2. Topologias de Grothendieck y de Lawvere-
Tierney

Definicion 3.19. Sea C una categoria pequena, se dice que J es una topologia
de Grothendieck sobre C si J es una funciéon que a cada C' € C' le asigna un
conjunto J(C') de cribas sobre C' también llamadas las cribas cubrientes de C
que satisfacen los siguientes axiomas:

1. La criba total tc = {f | cod(f) = C} = y(C) es elemento de J(C).

2. (Axioma de estabilidad bajo producto fibrado) Si S€ J(C)y h: D — C
es una flecha en C, entonces la criba h*(S) = {g: E — D | hg € S} esta
en J(D).

3. (Axioma de transitividad o cardcter local) Si S € J(C) y R es una criba
sobre C' tal que para todo D € C y toda h : D — C en S ocurre
h*(R) € J(D), entonces R € J(C).
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Como consecuencia de la definicion 3.19, se cumple que si S € J(C) y para
cada flecha f : dom(f) — C en S hay una criba Ry € J(dom(f)), entonces

{fg|feSygeRsteJ(O).

Definicion 3.20. Se dice que la pareja (C,J) es un sitio de Grothendieck
o simplemente sitio si C' es una categoria pequena y J es una topologia de
Grothendieck en C.

A su vez, si S € J(C), entonces se dice que S es una criba cubriente o que S
cubre a C. También, se dice que la criba S sobre C' cubre a la flecha f : D — C
si f*(S) cubre a D. De esta manera, S cubre a C si y solo si cubre a la identidad
en C.

De esta manera, los axiomas de topologia de Grothendieck pueden ser plan-
teados en funcién de las flechas de la siguiente manera:

(i) Si S es una criba sobre C' y f € S, entonces S cubre a f.

(ii) (Axioma de estabilidad) Si S cubre a una flecha f : D — C, entonces
también cubre a la composicién fg para cualquier flecha g : E — D.

(i) (Axioma de transitividad) Si S cubre a una flecha f : D — C'y R es una
criba sobre C' que cubre a todas las flechas de S, entonces R cubre a f.

Note que un espacio topologico con la nocién usual de cubierta es un ejemplo
de sitio: (O(X), J) donde O(X) es la categoria de abiertos en X, de tal modo,
para cualesquier A abierto y S criba sobre A se cumple que S es una familia de
subconjuntos abiertos de A con la propiedad de que si E € By B € S, entonces
EebS.

Ejemplo 3.21. Para cada conjunto parcialmente ordenado P se define la to-
pologia densa J en P tal que para cada p € P

J(p) ={D < P | D es denso bajo p y para toda g € D q < p}.

Asi, por la definicion 1.2.5, (P, J) satisface los axiomas de la definicion 3.19.

Mas atdn, si C' es una categoria arbitraria se puede definir su topologia densa
de la siguiente manera

S e J(C) si para toda f: D —> C existe g : E — D tal que fge S. (3.11)
Definicion 3.22. Sean (C,J) un sitio, P € Con®”", CeCy S e J(O).

1. Se dice que la familia {z;}tes es una familia compatible para S si para
cada f: D - Cen S, zye PD yparacada g: F — D en C se cumple
xf-g=xfq donde xy-g = Pg(xy).

2. Una amalgama para una familia compatible {xf}fes es un elemento z €
PC tal que z - f = x¢ para todo f € S.
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Definicién 3.23. Sea P € Con®” | se dice que P es una gavilla sobre el sitio
{C, J) si para cada objeto C' en C'y cada criba S € J(C) toda familia compatible
{zs} res posee una tnica amalgama z.

Se denota por Gav(C, J) a la categoria cuyos objetos son todas las gavillas
sobre el sitio (C,J) y cuyas flechas son todas las transformaciones naturales
que existen entre ellas. ’

Asi, Gav(C, J) es una subcategoria plena de Con®”. Mas aun, para cada
gavilla P sobre el sitio (C, J) y para toda criba S € J(C') sobre cualquier objeto
C' € C toda transformacion natural S — P posee una tnica extensiéon a una
transformacién natural como en el siguiente diagrama

y(C)/ P
S.

El hecho de que S — P se extienda a una transformacion natural y(C) — P
es equivalente a que exista una familia compatible

{z; | DeC, zye PD, fey(C), dom f =D}

que extienda a la familia compatible inducida por S — P.

Como idc : C —> C es elemento de y(C), entonces se induce un objeto
ziq € PC tal que xy = x40y para cada f : D — C. Este objeto caracteriza
completamente a la familia compatible

{z; | DeC, z;e PD, fey(C)}.

De esta manera, la familia compatible dada por S — P se extendera a una
familia compatible dada por y(C) — P si y solo si existe un objeto x € PC tal
que para cada D e C'y cada f : D — C en S se cumple Pf(z) = xy.

Observacion 3.24. Si P € C'onoop7 entonces P es una gavilla sobre el sitio
{(C, J) siy solo si para cada objeto C en C' y cada criba S € J(C), PC es el
siguiente igualador en la categoria Con

P(C) —— [ P(dom f) == [ | P(dom g). (3.12)

fes f.g fes
dom f=cod g

donde e se define como e(x) = {z - f}; = {Pf(x)}, el segundo producto se
extiende sobre todos los pares compatibles f,g con f € S (y en consecuencia
fg e S), lafuncion p se sigue de las composiciones en C'y a surge de la accion de
C en P. De tal modo, si x = {z}fes es un vector en [ [ ;g P(dom f), entonces

P(X) 19 = Tsg, a(X)fg=Tf" g
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Note que si C es una categoria pequena y dis es la topologia de Grothendieck
discreta, es decir, para cada C' € C toda criba sobre C' es elemento de dis(C),

entonces Gav(C, dis) = Con®”".
Ejemplo 3.25. Gav(C,J) es un topos elemental para todo sitio {C,J).

Demostracion. Como Gav(C,J) es subcategoria plena de Con®”", enton-
ces Gav(C,J) posee los mismos limites. Mas atn, si G es gavilla y F es una
pregavilla entonces G es una gavilla'!.

El clasificador de subobjetos es la pregavilla Q; : C°? — Con tal que

Q;(C)={S | S es una criba J-cerrada sobre C}, (3.13)

donde S es J-cerrada sobre C' si para cualquier flecha f : D — C,si f*S e J(D)
entonces f € S.

Y para cada flecha f en C, Q;f = f*, donde f* denota al operador producto
fibrado de cribas en C' a lo largo de f. O

Definicion 3.26. Se dice que &£ es un topos de Grothendieck si existe (C,J)
sitio tal que & es equivalente a Gav(C, J).

Proposicién 3.27. 12 Para cada sitio (C, J), el funtor inclusion Gav(C, J) —
Con®” tiene un adjunto izquierdo

a:Con®”" — Gav(C,J)
llamado funtor gavilla asociada.

Se sabe que Con®” tiene todos los limites finitos, en particular, tiene objeto
op
terminal 1 € Con®"" que es tal que [ = idyy para cada flecha f en C.
De tal modo, se define el funtor I : Gav(C,J) — Con como

I':Gav(C,J) ——  Con

F homggneor (1, F

concr (1, F) (3.14)
JT ; T*J
G homconcop (1, G)

llamado funtor secciones globales. Mas aun, el funtor I' tiene un adjunto izquier-
do de la forma aA : Con — Gav(C, J) donde el funtor

op

A:Con — Con®

X A(X)

(3.15)
Jf _ AfJ
Y A(Y)

MVer [19], capitulo IT1.6, proposicién 1, pag 136.
12Ver [19], capitulo IIL.5, teorema 1, pag 128.
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es tal que para cada conjunto X, cada objeto C' en C'y cada flecha f en C
A(X)(C) = X,
A(X)(f) = idx.
De esta manera, se cumple aA — I donde el funtor
aA : Con — Gav(C,J)
se denominara como funtor gavillanizacion.

Definicion 3.28. Sea £ un topos. Una topologia de Lawvere-Tierney en & es
una flecha j: Q@ — Q en &, donde 2 es el clasificador de subobjetos en &, que
satisface las siguientes propiedades:

1. j verdad = verdad.
2. j3=173.
3. A(JxJF)=7A.

Es decir, los siguientes diagramas conmutan

1 yverdad ) Q—7 40 QxQ —"2 5 Q
NN A
Q, Q, QxQ—— Q.

Ejemplo 3.29. '3 En cualquier topos £, el operador negacion — : Q —>
define la topologia de Lawvere-Tierney —— : Q — § conocida como topologia
doble negacion.

Toda topologia de Lawvere-Tierney j : 2 —  en £ determina un subobjeto
J — Q mediante el diagrama de producto fibrado

1
Iverdad (316)
Q

Proposicion 3.30. Toda topologia de Grothendieck J en una categoria pequena
. . . op
C determina una topologia de Lawvere-Tierney j en el topos Con®

Demostracion. Por el ejemplo 3.6 se sabe que para cada C' € C el clasificador
de subobjetos en Con® " es de la forma

QC = {S | S es una criba sobre C}.

13Ver [19], capitulo VI.1, teorema 3, pag, 272.
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Para cada topologia de Grothendieck J en C se define la transformacion natural
j: 2 — Q para cada componente C' € C'y cada criba S de C como

jo(S)={g| Scubreag: D — C}
={g | g*(5) € J(dom g)}.
De esta manera, para cualquier f : C’ — C en C se cumple
Jor (f*8) = f*(ic(9)).

Asi, j es una transformaciéon natural, ademaés, es facil ver que j satisface las
condiciones descritas en la definicién 3.28. O

Toda topologia de Lawver-Tierney j en £ define un operador cerradura en
Sub(E) para cada objeto E en & de la forma

hom(E,Q) —=— Sub(E) 3 A

Jgo_ [ (3.17)
hom(E,Q) —=— Sub(E) 3 A

Maés atin, para cada A € Sub(E) su j-cerradura A tiene a j o car A como flecha
caracteriastica, pues en el siguiente diagrama

g P 1
Ao > 1 verdad (318)
I Iverdad

E=F car A Q 7 0

ambos cuadros son productos fibrados, asi car A = j o car A.

Definici6én 3.31. Sea A — E un monomorfismo en &. Se dice que el subobjeto
A es denso (j-denso) si A = E, es decir,

j car A = car idg.

Proposicion 3.32. Sea Con®”" una categoria de pregavillas. Un subobjeto
A — C es ~—-denso si y solo si la inteseccion de A con todo subobjeto B de
C que no es nulo no es nula, es decir, si B — C' es tal que B # 0, entonces
BnA#Q0.

Demostracion. (=)

Si A es ——-denso, entonces ——A = C. De esta manera, para cada subobjeto
B de C se cumple B < ——A. Por (3.5), se cumple B n —A = 0. Si B # 0,
entonces no puede ocurrir B < —A y por (3.5), se cumple B n A # 0.



64 CAPITULO 3. TOPOS ELEMENTALES

(<)

Como Sub(C) es un algebra de Heyting, se cumple A n —A = 0. De tal
modo, si la interseccién de A con todo subobjeto que no es nulo de C' no es
nula, entonces —A = 0 y en consecuencia ——A = C. Asi, A es =—-denso. [

Definicion 3.33. Sean £ un topos y j : 2 — ) una topologia de Lawvere-
Tierney. Se dice que un objeto F' en £ es una j-gavilla si para cada monomorfismo
denso m : A — E la composiciéon con m induce un isomorfismo

_om: homg(E,F) —=— hom(A, F).

Es decir, para cada A subobjeto denso de E toda flecha de A a la gavilla F
tiene una tnica extension de la forma

E - > F
denso[ /
A.

Del mismo modo, se dice que un objeto G en &£ es separado si para cada
monomorfismo denso A — FE la composicién

homg(E,G) —— homg (A, G)

es un monomorfismo.

A su vez, se definen las categorias Gav; £ como la subcategoria plena de &
cuyos objetos son las j-gavillas y Sep; € la subcategoria plena cuyos objetos son
los objetos separados en &.

En el topos Gav; £ el clasificador de subobjetos es el igualador de las flechas
jeidgen &

id
Q — Q :ﬂi Q. (3.19)
J

Teorema 3.34. ' Si & es un topos y j es una topologia de Lawvere-Tierney en
&, entonces la categoria Gav; £ es un topos y el funtor inclusion Gav; £ — &
es exacto izquierdo y preserva erponenciales.

Proposicion 3.35. En toda categoria pequenna C' las topologias de Grothen-
dieck en C corresponden exactamente a las topologias de Lawwvere-Tierney en
Con®”".
Demostracion. Por la proposicion 3.30 se sabe que toda topologia de Grot-
hendieck en C' induce una topologia de Lawvere-Tierney en Con®”".

Por otra parte, por el ejemplo 3.6, € el clasificador de subobjetos en Con
es tal que QC es el conjunto de todas las cribas sobre C' para cada objeto C' en

cer

14Ver [19] capitulo V.2, teorema 5, pagina 227.
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C y a cada flecha f : C" — C en C le corresponde la funcion Qf : QC — QC’
tal que Qf(S) ={g | fg € S} para toda criba S sobre C.

Sij:Q —  es una topologia de Lawvere-Tierney en Con®”", entonces J
clasifica al subobjeto J — {2 segtn (3.16) e induce una topologia de Grothen-
dieck de la forma

S e J(C) siy solosi jo(S) =tc.
Las construcciones anteriores son mutuamente inversas. O

Observacién 3.36. '° Si C es una categoria pequeiia, j es una topologia de
Lawvere-Tierney en Con®” y J es la topologia de Grothendieck en C' inducida
por j segun la proposiciéon 3.35, entonces una pregavilla P € Con®”" es una
j-gavilla en el sentido descrito en la definiciéon 3.33 si y solo si P es una gavilla
para la topologia J segin la definicién 3.23.

3.2.1. Modelos booleano-valuados vistos como topos

Si B es un algebra de Boole completa, entonces es posible dotar al modelo
booleano-valuado V(®) con una estructura de categoria y, con base en ella,
probar que existe una equivalencia con una categoria de gavillas.

Sea B un &lgebra de Boole completa, se define la categoria V(B) cuyos
objetos son los B-nombres, es decir, los elementos de V() para cualesquiera
@, € V(B) las flechas de & a gy en V(B) son clases de equivalencia de elementos
f e VB tales que [f : # — 7 es una funcién] = 1 modulo la relacion de
equivalencia definida de la siguiente manera: f; esta relacionada con f5 siy solo
si [fi = f2] = 1, y donde la composicion f seguida de g en V(B es la tnica h
salvo equivalencia tal que [h = go f] = 1.

Si se considera a B como una categoria, entonces una pregavilla X € Con® Op
es de la forma X = {X;}sep junto con restricciones X, — X} definidas como
x+— x [p donde b < c y tales que paraa < b<cconxe X, yx =xa |, se
cumple (z [4) lo= 2 la

Para cada b € B una criba S sobre b puede ser vista como un subconjunto
cerrado bajo cotas inferiores de la forma S <|(b) = {a € B | a < b}, por lo
tanto, se dice que S € B es una cubierta de b siy solo si b =\/S. De tal modo,
estas cubiertas definen una topologia de Grothendieck: la topologia candnica en
B.

Teorema 3.37 (de Higgs). El topos de gavillas Gav(B) en un dlgebra de Boole
completa B con la topologia candnica es equivalente al topos V(B .

Demostraciéon. Se define la asignacion H : VB) — Gav(B) de la siguiente
manera.
Para cualesquiera @ € V(B) y b e B se define

Hi(2)(b) = {5 e VP | [y e d] <b}

15Ver [19] capitulo V.4, teorema 2, pag 234.
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y la relacion de equivalencia
Y1 ~p Yo siysolosi [y =ya] =b.

De esta manera, se define H(z)(b) = Hy(%)(b)/~,

Sea [y]p € H(Z)(b), si a < b, entonces la inclusion Hy(z)(b) — Hy(%)(a)
preserva la equivalencia y en consecuencia induce una flecha H(#)(b) — H(&)(a)
de la forma [y]y — [y]a, dicha flecha resulta ser la operacion restriccion para
una pregavilla H (&) en B.

Por otra parte, para cada flecha f : 2 — 2 en V(B) es decir, que cumple
[f:&— 2'] =1, se define la transformacion natural de pregavillas

H(f): H(&) — H(x')
cuyas componentes son de la forma
H(f)y : H()(b) — H(a')(b)

tales que a cada [¢]y, H(f)s([9]s) = [¢]s donde z € V(B) es el tinico nombre
salvo equivalencia tal que [f(y) = 2] = b. De esta manera, es facil ver que
se satisface la naturalidad en b por lo que H(f) es natural y en consecuencia
H:V® — Con®" es un funtor.

Para ver que H es fiel y pleno suponga que f,g: & — ' son flechas distintas
en V(B)  de esta manera [f =g] # 1. Asi, se cumple

0£[f#gl=Bjei (f&)#9@)) =\ TgealLf@) #9@])-

yeV (B)

Asi existen y € VB y b e B tales que b < [y € @] A [f(¥) # g(i)], en
consecuencia [§], € H(&)(b). Sean 21,7, € V(B tales que b < [f(y) = #1] vy
b < [9(y) = Z2], de esta manera H(f)y([y]s) = [1]s, H(g)s([9]s) = [22]s ¥ son
elementos distintos pues 0 # b < [21 = f(y) # g(y) = 22], lo cual implica que
b [#1 = #2]. Ast H(f) # H(g) y en consecuencia H es fiel.

Para ver que H es pleno se considera ¢ : H(&) — H(z’) una transformacion
natural y se denota por (¢, 2)p para indicar que

. 2,0 e VB cumplen que [ = (3, 2)] = 1.

Sea R un conjunto tal que cumple R N [y]y # & para todo [¢], € H (&) U H(x'),
por ejemplo, R = VCSB) para algin « > rang(z), rang(aé/). Se define

f={G 2,0y | be BT, g.2e R, [yl € H(@)() y [2]s € du([9]s)}-

De esta manera, se cumplen [f : & — x’ﬂ =1y H(f) = ¢, falta ver que las
pregavillas H (4) son gavillas para la topologfa canoénica.

Sean b € B y S una criba cubriente de b. Asi S <|(b), S es cerrado bajo
cotas inferiores y \/ S = b. Por la definicién de gavilla ocurre que si para cada
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r<s,cons€S, [y € H&)(r) cumple [y,]. = [ys]s |, entonces existe una
tnica [§], € H(2)(b) tal que para todo r € S se cumple [§,], = [¢]p |+ Por la
definicion de las flechas restriccion de H (&), ocurre que para cualesquiera r € S
y yr tal que [y, € 2] = r y r < s, con s € S, cumplen [y, = ys] = r, entonces
existe y tal que [y € 2] = by para todo r € S se cumple [y = ] = r. Més afin,
si y’ es otro nombre tal que satisface lo mismo que g, entonces [y = y'] = b. Las
hipotesis sugieren que si s, s’ € S, entonces [ys = ys]| = sA s, puessir = sA s,
entonces ocurre [y, = ys] = r y [yr = ys] = r. Asi, para todo r € S existe
y e VB tal que [y = 4,] = r. Como [y, € @] = r, se deduce que para toda
r € S se cumple [y € &] > r. En consecuencia, [y € 2] = \/, g7 = by si Yy es
otro nombre con las mismas propiedades, entonces para cada r € S ocurre

r<y=v]Aly =9]<[y=v]

Ast, [y = o] = V,es™ = b lo cual prueba que toda familia compatible de
elementos en H (&) indexados por S tiene una tinica amalgama. Asi, por la defi-
nicion 3.23, H(x) es una gavilla para la topologia canénica. Solo falta verificar
que cada gavilla X para la topologia canénica en B es isomorfa a alguna H (%)
con & € V(B lo cual puede consultarse a detalle en la prueba del teorema de
Higgs en [4] paginas 44 a 48. O

3.3. Construccion filtro-cociente

Se sabe, por la proposiciéon 2.38, la definicion 2.39 y el teorema 2.41, que
dada una estructura booleano-valuada plena A” y U un ultrafiltro en el algebra
de Boole B, es posible construir una estructura cociente 2AZ/U. De manera
parecida, es posible construir un topos cociente con base en un topos £ y un
filtro de un algebra de Heyting adecuada inmersa en &£, dicha construcciéon es
conocida como el filtro-cociente de £ y su definiciéon es similar, pero no analoga,
a la construccion dada en la proposicion A.18.

Sea &£ un topos elemental. Se dice que un objeto U es un objeto abierto'® en
€ si la tnica flecha U — 1 en £ es un mono. Mas ain, la reticula Sub(1) vista
como categoria es equivalente a la subcategoria plena Abiertos(€) de todos los
objetos abiertos de €.

Por otra parte, se dice que U es un filtro de objetos abiertos en £ si es una
coleccion de objetos abiertos que cumple:

1. id; : 1 —> 1 es un elemento de .

2. SiU — 1y V — 1 son elementos de U, entonces la composicion con el
producto fibrado U NV »— 1 es un elemento de U.

16E] término abierto surge de topologia, pues si X es un espacio topologico, la categoria
abierta O(X) es un sitio con la topologia de Grothendieck de las cubiertas usuales. De tal
modo, en Gav(O(X)) los subconjuntos abiertos de X resultan ser los subobjetos del objeto
terminal.
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3. SiU » 1 es un elemento de U, V es un objeto abierto en £ y existe una
flecha U — V, entonces V »— 1 es un elemento de U.

Por otra parte, por el teorema 3.8 se sabe que una inclusiéon de objetos
abiertos ¢ : V' »— U induce el morfismo 16gico producto fibrado entre los topos

*L LU — EJV.

Por lo cual, de manera anéloga a la construcciéon presentada en la proposiciéon
A.18, resulta intuitivo definir la construccion filtro-cociente de la forma

S/Z/{ = Colim UelU 5/U

No obstante, si se consideran las inclusiones ¢ : V — Uy j : W — V. la
respectiva composicion de funtores producto fibrado

i 5

ENU - &)V L &/W

no necesariamente coincide con (ij)*, por lo que la asignacion U — /U, i — i*
solo resulta ser un seudofuntor.

Por esta razon, para construir al filtro-cociente sera necesario definir cate-
gorias débiles pero equivalentes a las categorias rebanada £/U.

Definicion 3.38. Sean U un filtro de objetos abiertos es un topos £. Para cada
U € U se define la categoria £//U cuyos objetos son los objetos X de & y las
flechas de X a Y son las flechas f: X xU — Y x U en & tales que el siguiente
diagrama conmuta

XxU— 5 vyxU

R

De esta manera, existe una equivalencia de categorias ¢ : £//U — £/U tal
que X — 7y : X x U —> U y a cada flecha f — f, mientras que la asignacion
inversa £ : £/U — £//U esta dada por

XXUM)YXU

X— vy
. (3.20)
N, .,

donde dos flechas h,k : Z — U necesariamente son iguales pues U — 1 es
un mono al objeto terminal. De esta manera, las transformaciones naturales
evidentes (€ = idg/y y ¢ = idg))y son isomorfismos naturales y asi se tiene la
equivalencia £/U =~ £//U. En consecuencia, por el teorema 3.7 se cumple que
E//U es un topos elemental.
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De esta manera, cada flecha en £//U de la forma f : X xU — Y x U sobre
U en &£ esta completamente determinada por la proyeccion 7y f : X x U — Y.
Por otra parte, para cada inclusiéon 7 : V — U de subobjetos de 1 en el filtro U
se definen las flechas a = idx x {i,idy)y 8 = idx x 7wy

XxV 23 XxUxV L5 xxV.

Ademaés, como cualquier flecha de cualquier objeto hacia U, o hacia V', es tnica,
entonces se cumplen Sa = idxxyv ¥y aff = idxxuxyv. Por lo cual, cualquier
flecha f: X — Y en £//U que es de la forma f : X x U — Y x U sobre U
en £ determina una unica flecha

FIVe=povf: XxV 25 XxUxV % ysuxv Lo yxy,
donde la flecha pyy f : X — Y es una flecha en £//V. De tal modo, se define

el funtor
pUv : 5//U —_— g//V

el cual resulta ser un morfismo ldgico, pues bajo la equivalencia £/U =~ £//U,
el funtor pyy esté en correspondencia biunivoca con el funtor producto fibrado
i*: £/U —> E/V el cual, por el teorema 3.8, es un morfismo logico.

Mas atn, la flecha pyy f puede ser descrita como la flecha h : X xV — Y xV
sobre V tal que myh = 71y f(1x,i). Con esta caracterizacion se concluye que
para la composicion de inclusiones W — V — U se cumple

puw =pvw opuv : E/JU ——= E/)V —— E//W

Definicion 3.39. Sea U un filtro de objetos abiertos en un topos £. Se define
la construccioén filtro-cociente como

S/U = Colim Uel g//U

Finalmente, para garantizar que la construccion filtro-cociente esta bien de-
finida falta ver que los conjuntos de flechas homg;(X,Y) coinciden con los
colimites ordinarios de los conjuntos homg;y(X,Y’), dichos colimites se calcu-
lan en la categoria C'on tomando la uniéon ajena de todos los conjuntos de flechas
cuyos elementos son descritos como parejas de la forma (U, fy : X xU — Y xU)
y posteriormente factorizadas a través de la relaciéon de equivalencia = definida
para U,V € U como

U, fuy =LV, fv)siysolosi fulW = fy|W

para algin W — U nV en U.

Se denota por [f] = [fu] a la clase de equivalencia definida por (U, fy).
Para las flechas fy : X xU — Y xU ygy : Y xV — Z x V respectivamente
definidas sobre U y V, se define la clase de composicion eligiendo algin W —
U n 'V, lo cual es posible ya que U es un filtro, y se define

lgl o [f] = [(gIW) e (FIW)].



70 CAPITULO 3. TOPOS ELEMENTALES

Se sigue de esta definicion que la composicion de clases no depende de la eleccion
de W — U nV yque £/U con estas clases definidas como flechas conforman
una categoria con los mismos objetos X como en la categoria £. Mas atn, si se
define pyo (f) = [f], entonces

pue : E/JU — EU (3.21)

es un funtor tal que pyowpuy = Puw- De esta manera, £/U es en efecto un
colimite.

Lema 3.40. Si f = fy: X xU — Y x U es una flecha en £//U, entonces la
clase de equivalencia [f]: X — Y en E/U es un mono si y solo si existe algin
V= U tal que fIV : X xV — Y XV es un mono en &.

Demostraciéon. Para cada V »— U se considera el producto fibrado (sobre V)

PxV —2 3 XxV

J va

X x V“Aﬂvfﬁ Y x V.

Asi, f|V es un mono si y solo si p = ¢ en el diagrama de arriba. Por otra parte,
los funtores pyo v puy preservan productos fibrados, de esta manera, si f|V
es un mono para alguna V', entonces [f] es mono en £/U. Inversamente, si la
clase de equivalencia [f] es un mono, entonces se cumple [p] = [¢] en E/U y en
consecuencia, para algan V — U, se cumple p|V = ¢|V. De esta manera, f|V
es un mono en la categoria £//V, es decir, f eventualmente resulta ser un mono
en £. O

Teorema 3.41. Si U es un filtro de subobjetos de 1 en un topos &, entonces
la construccion filtro cociente £/U descrita en la definicion 3.39 es un topos
elemental. Mds aun, para cada U € U, el funtor

pue : E/JU — EU (3.22)

es un morfismo ldgico, en particular, € — E/U es ldgico para U = 1.

Demostracion. Para cada U € U, el producto X x Y en £//U se describe de
la siguiente forma

TX XU

XxU & X xyxU 22 v xU

R

U U U.

Asi, para cada V' — U, la flecha pyy envia el diagrama (3.23) a su correspon-
diente diagrama en £//V. De esta manera, se induce en £/U el diagrama de
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clases de equivalencia

x Lol oy el oy (3.24)

Para ver que el diagrama (3.24) satisface la propiedad universal del producto se
considera en £/U el diagrama

[f] [9]

X Z Y. (3.25)

Asi, existe algin U € U tal que en £//U se tienen las respectivas flechas

XxU+t  7xU—9% ,vxU

y asi determinan una tnica flecha h: Z x U — X x Y x U tal que mxxph = f
y Tyxuh = g. De esta manera, [rxxu][h] = [f] ¥ [ry«v][h] = [g] para el
diagrama (3.25), la unicidad de [h] se sigue de aplicar un argumento similar.

Para construir el igualador se consideran U € U y f, g flechas en £//U. Como
E//U es un topos, se construye el igualador de la forma

/
EXU%XXU?ngU.

De esta manera, como pyy es un morfismo logico, para cada V — U se cumple
que e|V es el igualador de f|V y ¢g|V en £//V. En consecuencia, [f][e] = [¢][e]
en £/U, también se cumple que para cualquier [h] : Z — X en £/U tal que
[f1[R] = [g][R], éste se factoriza en algtin V a través de [e]. Por lo tanto, [e] es
el igualador en £/U.

Del mismo modo, para cada V — U en U, pyy preserva exponenciales pues
envia a cada componente de la counidad en £//U de la forma

e XY xY — - X

en la correspondiente componente de la counidad en £//V. Asi, para cada par
de objetos X,Y en /U, el objeto (XY ), esta definido como el objeto XY y
para U € U fijo se define la componente de la counidad como

e =[ev] : XY xY —— X.

Como pyy es un morfismo logico, la componente €4 coincide con la correspon-
diente componente [ey/] para cualquier V — U. De esta manera, la universalidad
de la flecha e, se sigue directamente. Asi, pye preserva exponenciales con su
respectiva counidad y en consecuencia £/U es cartesiano cerrado.

Por ultimo, el clasificador de subobjetos €2 junto con la flecha verdad : 1 —
en £ inducen un mono verdad x idy : 1 x U ~— Q x U sobre U en £//U pues
& — &//U es un morfismo logico. De esta manera, por el lema 3.40,para cada
mono [f]: X — Y en £/U existe U € U tal que fy es un mono en £//U. Asi,
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se tiene su flecha caracteristica x : Y x U — § x U sobre U, en consecuencia,
la clase de equivalencia [x] : Y — Q es la flecha caracteristica del mono [f]
para verdad x idy en /U y asi la proyeccion pyo : £//U — E/U preserva el
clasificador de subobjetos. Por lo tanto, £/U es un topos elemental y pyo es un
morfismo logico. O

Proposicion 3.42. Si £ es un topos booleano y U es un filtro mazimal de
objetos abiertos en &, entonces el topos filtro-cociente £/U es 2-valuado y en
consecuencia es booleano.

Demostracion. Por el teorema 3.41, £ — £/U es un morfismo 16gico. Por un
argumento anélogo al expuesto en la prueba de la condicion (3) en la proposicion
2.8, ocurre que, como U es maximal, para cualesquiera U,V objetos abiertos se
cumple que

UuVeldsiysolosiUeldoVel,

en particular, para cualquier objeto abierto U se cumple que U € U, o bien
-Uel.

Para cada flecha 1 — Q en £/U existe algin U € U tal que dicha flecha es
representada por una flecha 1 x U — Q2 x U sobre U, que a su vez es representada
por una flecha f : U — ), mientras que para cualquier U’ € U la restricciéon de
f a U’ también representa a la misma flecha 1 — Q. Sea V »— U el subobjeto
caracterizado por f en £. De esta manera, se cumple que V € U o en su defecto
=V € U, en consecuencia, V € U o bien (U n —=V) € U. No obstante, f es la
flecha caracteristica de V', por lo que la restriccion de f a V es de la forma

|/ y 1 yrerdad, )

mientras que la restriccion de f a (U n —=V) es

Y Tg— y1 L0, 0.

De tal modo, las tnicas flechas de la forma 1 —  en £/U son aquellas dos
representadas en &€ por verdad, falso: 1 — . De esta manera, £/U resulta
2-valuado. O



Capitulo 4

Aplicaciones

Ahora que, a grandes rasgos, se han expuesto los respectivos desarrollos téc-
nicos para las distintas versiones del forcing, se muestran algunos de los resulta-
dos clésicos del forcing expuestas en las respectivas versiones ya desarrolladas.

4.1. Negacion de la hipé6tesis del continuo

La hipotesis del continuo (CH) fue originalmente formulada e investigada
por Cantor en 1878', dicha hipétesis plantea la inexistencia de un subconjunto
infinito A € R que posea estrictamente més elementos que el conjunto de los
ntmeros naturales y estrictamente menos elementos que todos los reales, es
decir, no existe A € R tal que |N| < |A] < |R|. Asi, se establece que la cantidad
infinita inmediatamente superior a la de los nameros naturales es precisamente
la de los niimeros reales. Posteriormente, con el desarrollo de la axiomaética
para la teoria de conjuntos, junto con los planteamientos de los ordinales de von
Neumann y los niimeros cardinales, la hipotesis del continuo quedaria formulada
con la igualdad de cardinales 2% = ;.

La veracidad, falsedad o la independencia de la hipoétesis fue un problema
abierto hasta que, primero en 1940, Kurt Goédel probé la consistencia relativa
de la hipétesis con el resto de los axiomas de Z F'C' empleando el modelo interno
L y en consecuencia probando asi la imposibilidad de demostrar la falsedad de
la hipotesis desde la teoria de ZFC.

Anos después, en 1963, Paul Cohen probo la consistencia de la negacion de
la hipotesis de continuo empleando el método forcing extendiendo un modelo
base a una extension genérica en la que se anaden una cantidad de reales mayor
a Ny, probando asi la independencia de la hipotesis del continuo con los axiomas
de ZFC.

En esta seccién se dara la construccion de Cohen desde los tres puntos de
vista expuestos en los capitulos pasados.

Wer [7].
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Por el corolario 1.15 se sabe que, al suponer la consistencia de los axiomas
ZFC, existe M un modelo transitivo numerable de ZFC. Por el teorema 1.19
se cumple que para un conjunto parcialmente ordenado con méximo P tal que
PeMype P existe G € P un filtro P-genérico sobre M tal que p € G y, por
la condicion (1) de la observacion 1.24, se sabe que la extension genérica de M
por G cumple que M € M[G] y que G € M[G]. No obstante, es posible que
existan cardinales tales que M y M[G] interpreten de forma distinta, es decir,
es posible que exista un ordinal & tal que se cumple la formula relativizada®
(kM es un cardinal)™ | pero que kM # KMIC],

Para garantizar que las extensiones genéricas preservan adecuadamente su-
ficientes propiedades referentes a los cardinales, seran necesarias ciertas defini-
ciones y propiedades.

Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC|, cuya existencia se garan-
tiza en el corolario 1.15, P un conjunto parcialmente ordenado con méximo tal
que P € M. Por las definiciones 1.20 y 1.22 ocurre

MP =VP AM={ieM]| (iesun P —nombre)™}.

Mas atn, si G < P es un filtro P-genérico sobre M, cuya existencia se
garantiza por el teorema 1.19, entonces (M[G],€) es un modelo transitivo de
ZFC3.

Definicién 4.1. Sean P un conjunto parcialmente ordenado con maximo y M
un modelo transitivo numerable de ZFC tal que P € M.

1. Se dice que P preserva regularidad si y solo si para todo G < P filtro P-
genérico sobre M y para cada ordinal 8 € M ocurre que si (3 es regular)™,
entonces (f es regular)™L&],

2. Se dice que P preserva cofinalidades si y solo si para todo G < P filtro
P-genérico sobre M y para cada ordinal a € M se cumple cfM(a) =

cfMIC](q).

3. Se dice que P preserva cardinales si y solo si para todo G < P filtro
P-genérico sobre M y para cada k € M tal que si (k es un cardinal)™,
entonces (k es un cardinal)M[¢],

Proposicion 4.2. Sean P un conjunto parcialmente ordenado con mdzimo y
M un modelo transitivo numerable de ZFC tal que P € M. Si P preserva
reqularidad, entonces P preserva cofinadidades.

Demostraciéon. Basta ver que P preserva cofinalidades de ordinales limite,
pues los ordinales 0 y 1 son expresables como férmulas Ag* y la cofinalidad de
todo ordinal sucesor es 1.

2Ver [14], definiciones 2.1 y 2.2, pagina 112.
3Ver [15], lema TV.2.15, pag 248, y teorema IV.2.27, pag 253.
4Se sigue de [11], lema 12.10, pag 164.
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Sea v € M un ordinal limite tal que w < v y suponga A = cf™(v), entonces
existe una funcion cofinal y estrictamente creciente f : A — ~ tal que f € M. Co-
mo M < M[G], dicha funcién también esta en M[G] y ademéas también es cre-
ciente y cofinal en M[G] pues estas condiciones son expresables como formulas
Ag. Asi, se cumple ¢fMIEI(\) = cfMIC](~).5 Ademas, se cumple (X es regular)™
y como P preserva regularidad, entonces A\ = cfMICI(\) = ¢fMIC](). En con-
secuencia cfM () = cfMIG(y). O

Proposicion 4.3. Sean P un conjunto parcialmente ordenado con mdximo y
M un modelo transitivo numerable de ZFC tal que P € M. Si P preserva
cofinalidades, entonces P preserva cardinales.

Demostracién. Sea x € M tal que (k es un cardinal)™. Entonces se tienen los
siguientes casos:

Si (k es reqular)™, entonces k = cfM(r) = c¢fMI¢](k). En consecuencia
(k es un cardinal regular)™[C],

Si (k es singular)™, entonces existe un ordinal limite y € M tal que x = R
Como la unidn es expresable como una férmula Ay°, se cumple

N = | ng

B<vy

Por hipétesis, se tiene que si (XM es regular), entonces RM = cfM(RM) =
cfMIGH(RM) v en consecuencia (RM es regular)M[C],

De esta manera, se cumple (R es regular)™[¢] para cada ordinal § <  tal
que (Né\/f es regular)™. De tal modo, por el caso anterior, x es el supremo de un
conjunto de cardinales en M [G] y en consecuencia ocurre (x es un cardinal)M[C],

O

Definicion 4.4. Sean P un conjunto parcialmente ordenado y x un cardinal.
Se dice que:

1. P satisface la condicion de la k cadena, lo cual se denota por k — cc, si
toda anticadena en P tiene cardinalidad menor que . En particular

2. P satisface la condicion de la cadena contable, lo cual se denota por ccc,
si P satisface la wy; — cc.

Lema 4.5. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, P un conjunto
parcialmente ordenado con mdximo tal que P € M 1y (P satisface la k — cc)M,
G < P un filtro P-genérico sobre M, A, Be M y f : A — B una funcién en
M|[G]. Entonces existe {B, € B | a€ A} € M tal que f(a) € By y (|Ba| < k)M
para toda a € A.

Demostracion. Como f € M[G], entonces, por la observacion 1.24(2) y la
ecuacion (1.5), existen f € M y pe G tales que fg = f y

pIF f es una funcion de A en B.

5Ver [14], lema 1.10.32, pag, 33.
6Ver [11], lema 12.10, pag 164.
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Para cada a € A se define
B,={beB|3g<p (¢ f(a) =0}

Se verd que f(a) € B,. Sea b = f(a). Por (1.5), existe r € G tal que r |- f(a) = b.
Como G es un filtro P-genérico sobre M se considera ¢ € G una extensiéon comin
de p y 7. Asi, se cumple ¢ < p y, por (1.6), ¢ - f(a) = b. En consecuencia
f(a) € B,.

Falta ver que para cada a € A ocurre (|B,| < k). Para cada b € B, se
define . §

Qv =A{a<plql f(a) =0}

Note que si b, b’ € B, son tales que b # I, entonces, por (1.7), QynQy = . Mas
ain, si g€ Qp v ¢ € Qy, entonces q L ¢'. Por el axioma de eleccion se considera
qp € Qp para cada b € B,. Asi Q = {q, | b € B,} es una anticadena en P. Por
lo tanto | B,| = |Q| y como (P satisface la x — cc)™, entonces (|B,| < k)M para
cada a € A. 0

Corolario 4.6. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC y P un con-
junto parcialmente ordenado con mdzimo tal que P € M vy (P satisface la ccc)™.
Entonces P preserva regularidad.

Demostraciéon. Sean 3 € M tal que (B es regular)™ y A < . Se vera que toda
funcion f: A — S en M[G] es acotada.

Sea una funcion f : A\ — B en M[G]. Por el lema 4.5, para cada o < A
se considera B, < B tal que B, € M, f(a) € By v (|Bal < Ro). Como
(B es regular)M, entonces | J,_\ B, estad acotado por algin v < B. De esta
manera, en M[G] ocurre f(a) < v para toda o < A\. Asi f estd acotada en
M[G] y en consecuencia (3 es regular)M[C1, O

Corolario 4.7. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC y P un con-
junto parcialmente ordenado con mdzimo tal que P € M vy (P satisface la ccc)™.
Entonces P preserva cardinales.

Demostracion. Se sigue directamente del corolario 4.6 y de las proposiciones
4.2y 4.3. O

Definicion 4.8. Se dice que una familia de conjuntos A es un A-sistema si'y solo
si existe un conjunto r llamado la raiz del A-sistema tal que para cualesquiera
a,be A, sia+#b, entonces anb=r.

Lema 4.9 (del A-sistema). Para toda familia no numerable de conjuntos finitos
W, existe Z € W no numerable tal que Z es un A-sistema.

Demostracion. Como W es una familia no numerable de conjuntos finitos,
entonces existe Y < W tal que Y no es numerable y todos sus elementos tienen la
misma, cardinalidad”, suponga que dicha cardinalidad es n. Se vera por induccién
sobre n que existe un A-sistema no numerable contenido en Y.

"W = U, <, Wn con Wy, = {w e W | |w| = n}. Como W no es numerable, debe existir
n € w tal que W, no es numerable.
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Si para cada y € Y ocurre |y| = 1, entonces Y es un A-sistema con rafz .
Si para cada y € Y se cumple |y| = n+ 1, entonces se tienen los siguientes casos:

» Si existe w € [ JW tal que para algin D € Y no numerable y para cada
d € D se cumple w € d, entonces sea D' = {d\{w} | d € D}. Por hipétesis
de induccion existe Z/ € D’ un A-sistema no numerable con raiz r’. Asi

Z={zuv{w}|zeZ}cY
es un A-sistema no numerable con raiz r = r’ U {w}.

» Si no existe tal w € [ JW que cumple w € y para una cantidad no nume-
rable de elementos y de Y, entonces se define recursivamente la familia
parejamente ajena

Z={z2q |a<wi}SY

de la siguiente manera: Si zg estd definido para cada 8 < «, entonces se
define So = {y e Y | 36 < a (y n 23 # &)}, por hipotesis y el hecho
de que |zg] = n + 1 se cumple |S,| < Ny, de esta manera, basta tomar
Za € Y\Sq. Por su definicién ocurre que si a # 3, entonces z, N 23 = .
Asi Z es un A-sistema no numerable con raiz .

O

4.1.1. El forcing de Cohen

Ahora, se demostrara que la negacion de la hipotesis del continuo es re-
lativamente consistente con ZFC empleando 6rdenes parciales y extensiones
genéricas. Para lograr esto se debe considerar el conjunto parcialmente orde-
nado P conocido como forcing de Cohen, se parte de M un modelo transitivo
numerable de ZFC tal que P € M y se toma G un filtro P-genérico sobre M.
Con estas condiciones se vera que M|[G] = —CH. Especificamente, se probara
que en M[G] hay al menos wy reales® distintos.

Definicion 4.10. Sean X,Y conjuntos, se define el conjunto
Fun,(X,)Y)={f:Z—>Y | fesfuncion, Z< X y |Z| < w},

es decir, Fun,,(X,Y) es el conjunto de funciones finitas f tales que dom(f) € X
eIm(f)cY.

A su vez, se define la relacion de orden parcial < en Fun,(X,Y) de la
siguinte manera: f < g si y solosi g < f.

De esta manera, dos funciones f,g € Fun,(X,Y) son compatibles si y solo
si fu g es una funcién. Por otra parte, f y g son incompatibles si y solo si existe
x € dom(f) ndom(g) tal que f(z) # g(x).

8En realidad, hay al menos ws funciones caracteristicas de subconjuntos de w.
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Definicion 4.11. Se define el conjunto conocido como forcing de Cohen para un
conjunto infinito X como el conjunto parcialmente ordenado (Fun,(X,2), 2).
De hecho, en este orden parcial ¢J es elemento mdzimo.

Proposiciéon 4.12. Para cada conjunto infinito X, Fun,(X,2) es separativo®.

Demostracion. Sean p,q € Fun,(X,2) tales que ¢ < p, es decir, p & ¢. Asi,
existe x € dom(p) tal que {x,p(x)) € py {x,p(x)) ¢ q.

Sear =qu {{x,1 —p(x))}. Asi ¢ € r, x € dom(r) n dom(p) y r(x) # p(z),
es decir, r < g y r L p. En consecuencia, Fun,,(X,2) es separativo. O

Proposicion 4.13. Para cada conjunto infinito X, Fun,(X,2) satisface la ccc.

Demostracion. Sean A € Fun,,(X,2) no numerable y W = {dom(f) | f € A}.
Si se supone W numerable, entonces se tiene la siguiente enumeracion

W ={d, | n<wy3feAtal que d, = dom(f)}.

Asi, |A] < T,20]2%] = 2,229 < Ry, 1o cual es una contradiccion. Por lo
tanto W no es numerable. Por el lema 4.9, existe Z < W un A-sistema no
numerable con r € X su raiz, la cual es finita. Se definen:

A= {fe Al dom(f) e 7},
A= {f 1. | fedl).

De esta manera, A” < 2" y en consecuencia A” es finito. Como Z < W, se
cumple que si d,d’ € Z son tales que d # d’, entonces existen f, f' € A tales que
dom(f) =dy dom(f") = d'. De esta manera f # 'y f, f' € A’ lo cual induce
un encaje Z — A’ y en consecuencia A’ no es numerable.

Para cada g € A” se define S; = {f € A’ | f |,= g}. De esta manera se

cumple que / U
A = Sy.
ge A"

Como A” es finito y A’ no es numerable, entonces debe haber algin g € A” tal
que S; € A’ no es numerable. De esta manera, S; € Ay si f,h € Sy son tales
que f # h, entonces cumple que r = dom(f) ndom(g) y g = f .= h |,. Asi
fuhe Fun,(X,2). De esta manera, A no es una anticadena. O

Proposicion 4.14. Para cada conjunto infinito X, Fun,(X,2) es frondoso.

Demostracion. Sea f € Fun,(X,2). Como dom(f) es finito y X es infinito,
entonces existe z € X\dom(f). Asi, f u {(x,0)} y f u {{z,1)} son extensiones
incompatibles de f. O

Observacion 4.15. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC' y P
un conjunto parcialmente ordenado con maximo tal que P € M. Se cumple lo
siguiente:

9Ver la definicion 2.22.
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1. Para cada ordinal < w se cumple = ™ y en consecuencia, para cada
G < P filtro P-genérico sobre M ocurre n = g = n™&] 10

2. Si P es el forcing de Cohen para el ordinal w x wd!, es decir, (P, <) =
(Fung,(w x wd 2),2), entonces w x wdl e M y Pe M.1

3. Si P es el forcing de Cohen para el ordinal w x wi?, entonces, por la

proposicion 4.13, se cumple (P satisface la ccc)M.

Proposicion 4.16. Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC, P es el
forcing de Cohen para el ordinal w x w3 y G S P es un filtro P-genérico sobre
M, entonces

M[G] = “UG cwx wi — 2 es una funcion suprayectiva”.

Demostracion. Por la observacién 1.24(1), se cumple G € M[G]. Como G
es un filtro en P, entonces G es una familia de funciones compatibles. Ademas,
como M[G] es un modelo transitivo de ZFC, se tiene que | JG € M[G] y ademas
|JG es una funcién en M[G].

Para cada a € w x w)! se define

D, ={feP| aedom(f)}.

Sea f € Py sin pérdida de generalidad suponga que a ¢ dom(f). Sea i € 2,
se define g = f U{a,i). De esta manera, g € D, y g < f. Asi, D, es denso en P.
Mas atn, como P € M, D, se define mediante una formula absoluta (ver [11],
lema 12.10, pag 164) y M es un modelo transitivo numerable de ZFC', se cumple
que D, € M. Como G es un filtro P-genérico sobre M, ocurre D, n G # (J para
cada a € w x wi! y en consecuencia dom(| JG) = w x wil.

Para cada j € 2 se define

E; = {feP|jeIm(f)}

Sea f € Py sin pérdida de generalidad suponga que j ¢ Im(f). Como w x wd! es
infinito y dom(f) es finito, se considera 3 € (w x wd?)\dom(f). De esta manera,
g=fu{{B,j>}testalquege E; y g < f. Asi, E; es denso en P. Méas atn, como
P e M, E; se define mediante una férmula absoluta (ver [11], lema 12.10, pag
164) y M es un modelo transitivo numerable de ZF'C, se cumple que E; € M.
Como G es un filtro P-genérico sobre M, se tiene que E; n G # J para cada
Jj € 2y en consecuencia Im(| JG) = 2. O

Proposiciéon 4.17. Sean M wun modelo transitivo numerable de ZFC, P el
forcing de Cohen para el ordinal w x wd! y G < P un filtro P-genérico sobre M.
Si f:wx wi — 2 es una funcion tal que f € M, entonces f # |JG.

10Es consecuencia de [11], lema 12.10, pag 164.
11 Es consecuencia de [11], lema 12.10, pag 164 y del hecho que M es un modelo transitivo
numerable de ZFC.
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Demostracion. Se define Dy = {g € P | g & f}. Es facil ver que Dy es denso
en P. Como Dy se define mediante una férmula absoluta (ver [11], lema 12.10,
pag 164) y M es un modelo transitivo numerable de ZFC, entonces Dy € M.

Sea p€ G n Dy. Asi, existen n € w y a € wd! tales que p(n,a) # f(n,a). Como
p < |JG, entonces f(n,a) # | JG(n,a). En consecuencia f # | JG. O

Definicién 4.18. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, G € P un
filtro P-genérico sobre M donde IP es el forcing de Cohen para el ordinal w x wi?,
a€wd! ynew. Se define en M[G] la regla de correspondencia

ga(n) = UG(n,a). (4.1)

De esta manera, para cada o < w)! se cumple que g, : w — 2 es un funcién
en M[G]. En consecuencia, g : wi! — (2¥)MIC] es una funcion en M[G], es
decir,

M[G] 49 :wdl — (2*)MIE] 65 una funcion.”

Proposicion 4.19. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, P es el
forcing de Cohen para el ordinal w x wd! y G < P un filtro P-genérico sobre M.
Para cualesquiera o, B < wd! tales que a # 3, se cumple M[G] |= “go # 95"

Demostraciéon. Sean a, 3 < wi? tales que a # 3. Por la propiedad (2) de la
observaciéon 1.24, para cada n € w existen hq(n), hg(n), O(n,a),0(n,3) € M¥

tales que h.a(n)g = ga(n), ﬂg(n)g = gs(n), @(n, a)g =JG(n,a)y @(n,ﬁ)g =
|JG(n, B). Por definicién 4.18 y el hecho de que toda verdad estd forzada, es
decir, por (1.5), existe p € G tal que

pI-4Yn < w (ho(n) = O(n,a) y hg(n) = O(n, 8) ).
Se define:
Eop ={q<p|3In <wtal que (n,a),{(n, ) € dom(q) y q(n,a) # q(n, B)}.
Sea ¢ € P tal que g < p, en particular dom(q) es finito. Se define
A={n<w | (nayedom(g)} v fn <w | (n, B € dom(g)}.
Asi, A es finito. Se define m = min(w\A) y se considera
r=qu {{{m,a),0),{{m, ), 1)},

De esta manera r < q y r € E, 3. Asi, E, g es denso bajo p en P. Mas atn,

como E, s se define mediante férmulas absolutas (ver [11], lema 12.10, pag 164)

y M es un modelo transitivo numerable de ZFC, se cumple que E, 3 € M.
Sea g € G N E, 5.'2 Por (1.6) se cumple

¢ I-*Yn <w (ha(n) = ©(n,a) y hy(n) = ©(n, B) )’

128i p es mdzimo en P, entonces E, g es denso en P. Si p no es méaximo, entonces D =
Eypguf{reP|r Lp}esdensoenPy De M. Comope G, secumple Gn E, g # .
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y ademas ¢ € | JG. En consecuencia, si h.a, Hg e MF son tales que h.ac = Ga
y hgo = gp, entonces q I+ “hy # hg”. Por la definicion de la relacion de forzar
(1.4), se concluye que M[G] =“ga # g5”- O

Teorema 4.20. Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC, P es el
forcing de Cohen para el ordinal w x w3t y G S P es un filtro P-genérico sobre
M, entonces

MI[G] = —CH.

Demostracién. Por la observacion 4.15(3), se cumple que (P satisface la ccc)™

y, por la proposicién 4.7, P preserva cardinales. Como M es un modelo transitivo
numerable de ZFC y en ZFC se demuestra que “ws es el primer ordinal que
. . » M M[G]
no es numerable ni es biyectable con w,”, entonces se cumple w3y’ = w; .
Por la proposicion 4.16, la definiciéon 4.18 y la proposiciéon 4.19, se cumple

éVf[G] s (2¥) M[G]

queg 1w es una funcion inyectiva en M[G]. En consecuencia

M[G] = R, < 2%, O
Lo que se realizd con el forcing de Cohen P = Fun,(w x wd! 2) en M[G]
fue considerar a P como un conjunto de condiciones para “adjuntar ws nuevos
subconjuntos de w en M[G]” empleando pedazos finitos de informaciéon que son
capturadas por el filtro genérico P-genérico G, el cual, no es definible desde M.
Cabe mencionar que este caso fue explicitamente necesario emplear dicho filtro
genérico, por lo cual, fue necesario partir de M un modelo base numerable ya que
solo asi se garantiza la existencia del filtro P-genérico sobre M. No obstante,
empleando las construcciones y argumentos adecuados, es posible obtener el
mismo resultado y prescindir del filtro genérico.

4.1.2. El caso booleano-valuado

Si bien el método forcing fue inventado en 1963 por Cohen, fue en 1967 que
Scott y Vopénka dieron las versiones de los resultados que Cohen present6 para
modelos booleano-valuados.

Para este caso, de manera similar al caso con extensiones genéricas, se em-
plearda un forcing de Cohen pero se trabajard con su completacién booleana
y, con base en dicha algebra de Boole, se construiran nuevos subconjuntos de
w en el respectivo modelo booleano-valuado. No obstante, no se apelara a un
filtro genérico, en su lugar, se aprovecharan las propiedades que posee el valor
booleano y las propiedades topoldgicas de la completacién booleana.

Definicion 4.21. Sea B un &lgebra de Boole, se dice que B satisface la ccc
(condicion de la cadena contable) si BT posee la ccc segiin la condicion (2) de
la definicion 4.4.

Proposicion 4.22. Sean P un conjunto parcialmente ordenado y e : P — B
su completacion booleana. Para cada anticadena A en Bt existe A* anticadena
en P tal que |A| = |A*|.
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Demostraciéon. Por el teorema de la completacién booleana 2.20 se cumple
B = RO(P) y asi, toda anticadena A = RO(P)" es una familia de abiertos
regulares distintos del vacio tales que para cualesquiera U, V € A distintos ocurre
UnV = . Como P posee la topologia del orden, para cada U € A existe py € P
tal que |(py) € U. Mas atn, si py, py € P son tales que [(py) S Uy l(py) SV
con U,V € A distintos, entonces py L py. Pues de lo contrario existiria r € P
talque r < py yr <py,yasi |(r) €U nV = ¢ lo cual es una contradiccion.

Asi A* = {py}uea es una anticadena en P y la funcion p : A — A* dada
por una eleccion de la forma U — py con [(py) € U es una biyeccion. O

Corolario 4.23. Si P es un conjunto parcialmente ordenado que satisface la
ccc ye: P— B es su completacion booleana, entonces B satisface la ccc.

Demostracién. Por la proposicién 4.22, si Bt tiene una anticadena no nu-
merable A, entonces A* es una anticadena no numerable en P lo cual es una
contradiccion. O

Definiciéon 4.24. Sea X un conjunto infinito. Se define el espacio topolégico
2% equipado con la topologia producto inducida por la biyeccion 2% =~ [Tex 2
donde 2 tiene la topologia discreta.

De esta manera, U < 2% es abierto bdsico en este espacio si y solo si existe
un subconjunto finito sop(U) € X tal que

U= 1_[ 2| x Vg x--x V. consop(U) ={x1,...,2,}y Vp, 2.
yeX\sop(U)
(4.2)

Observacién 4.25. Para cada conjunto infinito X, si (P, <) = (Fun, (X, 2),2)
y e : P — B es su completaciéon booleana, entonces se cumple que B =~ RO(2%)
donde 2% tiene la topologia definida en 4.24.

Demostracion. Por el teorema 2.20, se cumple B = RO(Fun,(X,2)). Por
la proposicion 4.12, P es un conjunto parcialmente ordenado separativo. Asi,
por el corolario 2.23, e es un isomorfismo de orden entre P y e[P], y ademas
e(p) =|(p) para cada p € P.

Para cada p € P se define N(p) = {f € 2X | p < f}. Asi, para cadape P se
cumple que dom(p) = {a1,...,a,} € X, por (4.2) se cumple

N(p) = [T 2]x{p(a)}x - x{p(an)}.

be X\dom(p)

De esta manera, N(p) es un abierto basico en 2% para cada p € P. Se considera
la asingnacion p — N (p), asi N(p) # J para cada p € P.

Si A < 2% es un abierto regular tal que A # &, entonces existe un abierto
basico de la forma N(p) tal que N(p) € A para algiun p € P.
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Si p,q € P son tales que ¢ < p, es decir, p € ¢, entonces N(q) S N(p).

Sean p, q € P tales que p L g, siy solo si existe € dom(p) n dom(q) tal que
p(z) # q(x), equivalentemente, N(p) n N(q) = &.

Por la propiedad 5 del teorema 2.20 y el corolario 2.23 se cumple que B =
RO(Fun,(X,2)) = RO(2%X). O

Teorema 4.26. Si (P, <) = (Fun,(w x w3,2),2) y e : P — B es su completa-
cion booleana, entonces se cumple

VB £y < 2%,

Demostracion. Por el teorema 2.20, B = RO(Fun,,(w X ws,2)). Por la obser-
vacion 4.25 se cumple que RO(2¥*“2) ~ B.

Para cada v € wy se define u, € V(B) como dom(u,) = dom(@) = {f | n € w}
y tal que u,(n) = {p € P | p(n,v) = 1} para cada n € w. Por la prueba de la
observacion 4.25 se cumple la siguiente correspondencia biunivoca.

RO(2%7«2) = B
{fe2wxv| f(n,v) =1} ————— > u,(n).

Asi, u, € V(B) y de esta manera, por (A.2), se cumple

[u, @] = /\ (w, (i) = [nea]) =1.

new

Es facil verificar que para cada p € Fun,,(w X wa,2)

pl-ne€u, siysolosi p(n,v)=1,

pl-né¢u, siysolosi p(n,v)=0.

De esta manera, [u, = u,] = 0 para cualesquiera p,v < wo tales que p # v.
Pues de lo contrario existen (,£ < ws y p € Fung,(w x wq,2) tales que ( # £ y
P Ik uc = ue. Sean B < wy y ng = min{n € w | (n, B) ¢ dom(p)}, se define

p'=pu{lng, ), 1),{ns, &), 00},

de esta manera p’ |- ng € uc A 1ig ¢ ug y en consecuencia p’ |- uc # ug. No

obstante, p’ < py p IF uc = ug, de esta manera, por la propiedad 2.61(1a),

ocurre p' |- uc = ug lo cual, por la propiedad 2.61(1b), es una contradiccion.
Se define f € VB como

f=A{u)P | v <w) x {1},

donde (7, u, Y B) = {({p}B) {5, u,}B)}(B) 13 De esta manera es facil verificar'?
que
VB & f es una funcion de Gy a P(Q).

13Ver (A.9) en la prueba del teorema A.27.
14La prueba es muy similar a la presentada en la prueba del argumento (A.8) en el teorema
A.27.
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Més atin, como [u, = u,] = 0 para u # v, se cumple que V(B) |= f es inyectiva.
Por la proposicion 4.13, Fun,, (w x ws, 2) satisface la ccc y por el corolario 4.23,
B satisface la ccc.

Asi, por la propiedad (2) del teorema A.29, se cumple VB |= by = ws y
por lo recién demostrado se tiene que

VB & f es una funcion inyectiva de ws a P(Q).

En consecuencia V(5) |= Ry < 2R, O

De manera similar a la prueba del teorema 4.20, lo que se realiz6 en el
teorema 4.26 fue obtener las situaciones p |- 72 € w, si y solo si p(n,v) =1,y
pl-n ¢ wu, siy solosi p(n,v) = 0. De esta manera, se esta considerando a p
como una codificaciéon de un pedazo de informaciéon finita de los elementos de
X, como “nuevos subconjuntos u, de w” en el modelo V), dichos pedazos son
completados en B aprovechando que RO(Fun,(w X we,2)) = RO(2“*“2) y las
desigualdades de cardinales se verifican en el modelo V(®) mediante su valor
booleano.

4.1.3. El topos de Cohen

En el capitulo 3 se dan esbozos de que la teoria de topos por una parte
tiene un desarrollo geométrico, desde la teoria de gavillas, y por otra parte
tiene un desarrollo logico, el cual resulta muy similar al que se da en la teoria
de conjuntos. Aprovechando estas similitudes, se dara la construccion de Cohen
adaptada a un topos de Grothendieck. En los casos anteriores lo que se realizé fue
emplear, ya sea un conjunto parcialmente ordenado P, o bien, su completaciéon
booleana, para obtener condiciones adecuadas de estados de conocimiento finito
de una funcién que no estaba originalmente en el modelo base.

El argumento que se emplea en el topos de Grothendieck es semejante. Par-
tiendo directamente desde la categoria de conjuntos, C'on, se consideran los
conjuntos N, su conjunto potencia (salvo biyeccion) 2V y un conjunto B atn
mas grande que 2". De esta manera, no existen monomorfismos (en este caso
funciones inyectivas) de la forma g : B — 2N. Posteriormente, se construye
un topos de Grothendieck de un conjunto parcialmente ordenado P con una
topologia de Grothendieck de tal modo se pueda construir un monomorfismo
g : aA(B) — QM) y donde se preserven las desigualdades de cardinales, es
decir, se preserva la existencia de monomorfismos y la inexistencia de epimor-
fismos.

Definicién 4.27. Sea £ un topos elemental. Un objeto nimeros naturales es
un objeto N € £ con flechas 0: 1 —> N y s : N — N tales que para cualquier
diagrama en £ de la forma

11— 5 X —* 5 X (4.3)



4.1. NEGACION DE LA HIPOTESIS DEL CONTINUO 85

existe una unica flecha f : N — X que hace conmutar el siguiente diagrama

\ f f (4.4)

En Con, el objeto ntmeros naturales es (salvo isomorfismo) el conjunto
N = {0,1,2,...} con 0 la funcion unitaria al cero 0 € Ny s = + 1. Asi, el
diagrama (4.4) representa el principio de recursion en N.

Si C es una categoria pequetia y (C, J) es un sitio, entonces en la categoria
Gav(C, J) existe un objeto ntimeros naturales'® aA(N) inducido por el funtor

. . . op op
gavillanizacion aA donde los funtores A : Con — Con®" y a : Con®" —
Gav(C, J) preservan coproductos. De esta manera, se tiene el isomorfismo

aA(N) = [ ]1,

neN

es decir, el objeto nameros naturales en Gav(C, J) resulta ser el coproducto de
una cantidad numerable de copias del objeto terminal.

Proposicion 4.28. Para toda categoria pequena C', en la categoria de prega-
. op . . . . .
villas Con®”" la topologia doble negacion definida en el ejemplo 3.29 coincide

con la topologia densa en C descrita en el ejemplo 3.21.

. 2 . op
Demostraciéon. Sean A — E un subobjeto en Con®" y C € C. De esta
manera, se tiene la descripcion de —A como

—A(C) ={x e E(C) | para cada f : B— C se cumple z - f ¢ A(B)},
de manera que ——A es de la forma

——A(C) ={z € E(C) | para toda f : B — C existe

4.5
g:D—>BenCtalquex- f-ge A(D)}. (45)

Por la proposicion 3.35, toda topologia de Grothendieck J en C' induce una
topologia de Lawvere-Tierney j en Con®"”. Ademas, por la descripcion del
operador cerradura en subobjetos dada en (3.17) y en (3.18), se cumple que si
E e Con®” y A — E, entonces para todo C € C

r e A(C) siysolosilacriba{f:B—C|x-fe A(B)} cubre a C.

Por (3.11) en el ejemplo 3.21 se cumple que para la topologia densa en C, S
es una criba cubriente de C' si y solo si para toda flecha D — C' en C existe
una flecha B — D tal que la composicion B — C' esta en S. En consecuencia,
para la topologia densa, x € A(C) es equivalente a que para cada f : B — C

15Ver [19] capitulo VI, seccion 1, paginas 268-270.
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en C existe g : D — Ben C tal que z- f - g € A(D). Lo cual coincide con
la descripcion de ——A. Por la proposicién 3.35, se concluye que la topologia
de Lawvere-Tierney inducida por la topologia densa coincide con la topologia
doble negacion. O

Por la proposicion 4.28, a la topologia doble negacion también se le llama
topologia densa. De tal modo, si P es un conjunto parcialmente ordenado visto
como categoria P, entonces la categoria de gavillas para la topologia densa
Gav (P, ——) es un topos booleano'® bien punteado!” y en consecuencia satisface

el axioma de eleccion?!®.

Definiciéon 4.29. Sean B un conjunto tal que |P(N)| < |B|y
(P, <) = (Fun,(N x B,2),2)

el respectivo conjunto parcialmente ordenado de Cohen. Se define el topos de
Cohen como el topos de Grothendieck sobre P con la topologia densa

Gav(P, ——).

De esta manera, lo que se busca probar es que si aA(N) es el objeto ntumeros
naturales en Gav(P, ——) y Q__ es el clasificador de subobjetos en Gav(P, ——),
entonces existe un objeto K en Gav(P,——) tal que existen monomorfismos
aA(N) — K — Q*2®) vy no existen epimorfismos aA(N) — K, ni K — Q22®),

Proposicion 4.30. Para cada p € P la pregavilla representable y(p) € Conpop,
donde y es el funtor de Yoneda, es una gavilla para la topologia densa.

Demostracion. Sea p € P. Asi, se cumple y(p) = homp(_,p) =|(p).

Sean ¢ € P y D una criba cubriente sobre q. Por la definicion (5) en 1.2,
D es denso bajo q. Sea {4}4ep una familia compatible de elementos de y(p).
Como P es un conjunto parcialmente ordenado, para cada d € D se cumple
x4 € y(p)(d) = homp(d, p). En consecuencia, para cada d € D se cumple d < p.

Como P es un conjunto parcialmente ordenado, solo falta ver que existe una
amalgama en y(p)(q), es decir, falta ver que ¢ < p.

Suponga que ¢ £ p. Asi, existe (n,b) € dom p tal que, ¢(n,b) # p(n,b), o
bien, ¢(n,b) no esta definido. Sea ¢’ : dom q u {(n,b)} — 2 tal que si g(n,b)
no esta definido, entonces ¢’'(n,b) # p(n,b). Asi, ¢ < ¢ y como D es denso
bajo g, existe d € D tal que d < ¢'. De esta manera, d(n,b) # p(n,b), es decir,
d € p lo cual es una contradiccion. Asi, {x4}qep tiene una tunica amalgama y
en consecuencia y(p) es una gavilla para la topologia densa. O

Se busca construir en Gav(P, ——) un mono de la forma aA(B) — Q2N
el cual, esta en biyeccion natural con su transpuesta aA(N) x aA(B) — Q__..

16Ver [19], teorema VI.1.3, pag 272.

17¢ es bien punteado si 1 genera a &, es decir, si en £ ocurre f # g : X — Y, entonces para
algin z : 1 —» X se cumple fx # gzx.

18Ver [19], corolario V1.2.9, pag 277.
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Por lo cual, primero se construird un subobjeto A de AN x AB =~ A(N x B) de
la siguiente manera. Para cada p € P se considera

A(p) = {{n,b) e N x B | p(n,b) = 1}. (4.6)

Asi, A(p) € N x B y ademaés, si ¢ < p, entonces A(q) 2 A(p). Por lo que
A : P — Con es un funtor y en consecuencia A — A(N x B).

Proposicion 4.31. En el dlgebra de Heyting Sub(A(N x B)) se cumple ——A =
A para cada A — A(N x B).

Demostracion. Sean p € P, be By n € N. Por (4.5) en la proposicion 4.28,
se cumple que (n,by € =—A(p) si y solo si para todo ¢ < p existe r < ¢ tal que
{n,by € A(r), es decir, para todo ¢ < p existe r < ¢ tal que r(n,b) = 1.

Ahora, si {(n,b) ¢ A(p), entonces se cumple una de dos posibilidades: o bien
p(n,b) = 0, en cuyo caso para todo r < p se cumple r(n,b) = 0; o bien p(n,b)
no esta definido, en este caso se define ¢ < p tal que ¢(n,b) = 0y asi todo r < ¢
cumple r(n,b) = 0, por lo que (n,b) ¢ ——A(p). En consecuencia ——A < A.
Por el diagrama (3.18) y la propiedad (1) en la definicion 3.28, se obtiene A <
——A. O

Sea ) el clasificador de subobjetos en Con™” y Q__ el clasificador en
Gav(P, ——). De esta manera, por le diagrama (3.19) en el teorema 3.34, Q__
es el siguiente igualador

id
Q. — Q;ﬁ; Q.

Por la proposicion 4.31, por el diagrama (3.18) y por la propiedad universal
del igualador, se cumple que la flecha caracteristica del subobjeto A, que es de
la forma AN x AB — 2, se factoriza a través de Q)—_, mediante la flecha

f:ANx AB — Q__. (4.7)
Dicha flecha tiene como traspuesta, en pregavillas, a la flecha

g:AB — QA0 (4.8)

Proposicion 4.32. La flecha g en (4.8) es un mono en Con®™".

Demostracion. Como ¢ una transformacion natural entre pregavillas, donde
las componentes se evaluan de forma puntual, basta probar que para cada p € P
la componente g, : A(B)(p) — (Q28)(p) es inyectiva.

Para cada p € P se cumple A(B)(p) = B. Por otra parte, por (3.3) se tiene

(Q2E)(p) = hom(A(N) x y(p),2--), con Q- — Q.
Asi, para cada b € B se obtiene una transformacion natural

gp(b) - A(N) x y(p) — Q-—,
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que de acuerdo con la descripcion dada en (4.6), si ¢ < py ne ANN)(q) = N,
entonces se cumple

gp(b)(n,q) = {reP|r<gq, r(nb) =1}.
Sean b, c € B tales que b # c¢. Como p es una funcién finita, existe algin ng € N
tal que ni p(ng, b) ni p(ng, ¢) estan definidas. Sea r = pu{{{ng, b), 1), {{ng, ¢y, 0)}.
Asi, < py se cumple r € g,(b)(no, p) pero r ¢ gy(c)(no,p). Asi, g,(b) # gp(c)
y en consecuencia g es mono. O

Por la proposicion 3.27 se sabe que la inclusion Gav(P, ——) — Con®" tiene
como adjunto derecho al funtor gavilla asociada que es de la forma

Con®”" —% 5 Gav(P, ——).

Por lo tanto, para cada conjunto S se denotara a su gavillanizacion como S =

aA(S).

Corolario 4.33. El funtor gavilla asociada envia a la flecha g de (4.8) en un
mono

m:B— ijﬁ.
Demostracion. El funtor gavilla asociada preserva monos pues es exacto iz-
quierdo!®. De esta manera, a envia el mono g a un mono entre gavillas
m = a(g) : aA(B) — a(Q2W).

Como aA(B) = By aA(N) = N, solo basta probar que a(Q2M) =~ QM)

Como Gav(P, ——) es una subcategoria plena de Con®" | si hom denota las
transformaciones naturales entre pregavillas y homgay denota a las transforma-
ciones naturales entre gavillas, entonces para cada pregavilla X se tienen los
siguientes isomorfismos naturales

hom(X, Q2™ =~ hom(A(N) x X, Q)
=~ homgay (a(A(N) x X),Q__)  Q__ es gavilla

=~ homgay (@A(N) x aX, Q) a es exacto izquierdo
=~ homgay (a X, QZQ(N))
~ hom(X,Q*2M) Q22M) es gavilla.

Al evaluar las idenzﬁidades en ambos lados se obtiene QAN ~ Qﬁﬂ y por lo
tanto a(Q2M) ~ QN _ . O

Recapitulando, lo que se realizé fue forzar al objeto B a ser subobjeto del
nuevo objeto potencia QY _ por medio del mono m empleando la pregavilla A.
N

——

Como en Con existe un mono N — B, a es exacto izquierdo y PN = Q)
entonces en Gav(IP, ——) se tienen los monos

N — B — PN.
9Ver [19], teorema V.3.1, pag 227.
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Definicion 4.34. Sean £ un topos y X,Y € £. Se denota por X <Y cuando
existe un monomorfismo X — Y en £ y no existen epimorfismos X — Y en £.

De esta manera, falta probar que N < 2N < B en Gav(P, ——).
Definicion 4.35. Sea £ topos de Grothendieck. Se dice que:

1. X € & satisface la ccc (condicion de la cadena contable) si el algebra de
Heyting Sub(X) satisface la ccc descrita en el inciso (2) de la definicion
4.4.

2. & tiene la propiedad de Souslin si es generado®® por objetos que satisfacen
la ccc.

Lema 4.36. FEl topos de Cohen tiene la propiedad de Souslin.

Demostracion. Por la proposicion 4.30, las gavillas representables y(p) con
p € P generan al topos de Cohen Gav (P, ——) y son subobjetos de 1. Como la
cce en objetos se hereda a los subobjetos, solo falta probar que 1 € Gav(P, ——)
satisface la ccc.

Sea {U;}icr una familia de subobjetos de 1 distintos de 0 tales que para
i # j se cumple U; A U; = 0. Como {y(p)}pep genera a Gav(P,——), para
cada i € I sea p; € P tal que y(p;) < U;. De esta manera, si i # j, entonces
y(pi) A y(p;) < U; AU; =0, es decir, no existe r € P tal que r < p; y r < p,.
De esta manera, {p;}ic; es una anticadena. Como P = Fun,(N x B,2), por
la proposicion 4.13, P satisface la ccc. De esta manera, I necesariamente es
numerable y en consecuencia 1 € Gav (P, ——) satisface la ccc. O

Recordando que en un topos &, el objeto Epi(X,Y) representa a los epimor-
fismos de la forma X — Y, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 4.37. 2' Si S, T son conjuntos infinitos tales que en Con se
cumple Epi(S,T) = 0, entonces en Gav(P, —=—) se cumple Epi(S,T) = 0.

Corolario 4.38. FExiste un topos booleano en donde no se cumple la hipdtesis
del continuo.

Demostracion. Se considera el topos de Cohen Gav(P,——) donde (P, <) =
(Funy,(N x B,2),2) y B es un conjunto tal que |P(N)| < |B|, por ejemplo,
B =P(P(N)).

Por el teorema VI.1.3 en [19] pagina 272, Gav(P, ——) es un topos booleano.
Por el corolario 4.33, en Gav(P, ——) existe un mono B — QY_. Como el funtor
gavilla asociada a : Con®”" — Gav(P, ——) exacto izquierdo, se cumple que el
funtor gavillanizacion ~ = aA : Con — Gav(P, ——) preserva monos. De tal
modo, en Gav(P, ——) se tienen los monos

N 2N s B s ON con QY _ = PN.

—

20Una familia de objetos G de una categoria C genera a C siy solosi f #g: A— Ben C
implica que existen G € Gy u: G — A tales que fu # gu.
21Ver [19], proposicién VI1.3.6, pag 288.
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Por el teorema de Cantor, en Con se cumple Epi(N, 2Y) =~ Epi(2V, 22N) ~ 0.
Por la proposicion 4.37, se cumple Epi(N, QN) ~ Epi(QN, B) = 0 en la categoria
Gav(P, ——). Por el lema 3.18, se tiene Epi(2N, PN) = 0. Por la proposicion 3.16,
se cumple que no existen epimorfismos de N a 2N ni de 2N a PN , es decir,

N < 2N < PN. O

Lo que se realizdé en el corolario 4.38 fue probar que el funtor gavillaniza-
cion ~ : Con — Gav(PP, ——) no preserva objetos potencia, pero si la existencia
de monomorfismos y la inexistencia de epimorfismos. En consecuencia, las de-
sigualdades estrictas N < 2N < B en Con, implican las desigualdades estrictas
N < 2¥ < PN en Gav(P, ——). Probando asi que en el topos de Cohen existe
un objeto estrictamente mas grande que N, el objeto nimeros naturales, pe-
ro estrictamente méas pequeno que PN, el objeto potencia del objeto nimeros

naturales.

4.2. Conjuntos no constructibles

En 1939 Godel dio la definicion de conjunto constructible y también definio
de manera recursiva el modelo L de conjuntos constructibles con el cual probo
la consistencia relativa del axioma de contructibilidad y, en consecuencia, probd
la consistencia relativa del axioma de eleccion y la hipotesis generalizada del
continuo.

Ahora se mostrara esta construccion para probar la existencia de un conjunto
que no es constructible en un modelo booleano-valuado.

Definiciéon 4.39. Sea (N, €) un modelo transitivo. Se dice que el conjunto X
es definible en N si existen ( una férmula del lenguaje de la teoria de conjuntos
y ai,...,a, € N tales que

X={zeN|NEopa,...,a,)}

Asi, se define
def(N) ={X € N | X es definible en N}.

De esta manera se cumplen N € def(N)y N < def(N) < P(N).
Definicién 4.40. Se define por recursion transfinita

» Lo =

» Lot1 =def(La).

= L, = U Lg, donde v es ordinal limite.
B<y

Asi, se define

L= U La.

aeOrd
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De esta manera, L es la clase de todos los conjuntos constructibles a partir
de otros conjuntos constructibles a través de una férmula.

A su vez, se define la formula L(z) para indicar que “x es constructible”, es
decir, L(z) si y solo si “Ja € Ord tal que x € L,”. Asi, L = {x | L(z)}.

Las propiedades de L asi como las pruebas de consistencia relativa con L se
salen de los intereses de esta tesis. Sin embargo, éstas pruebas pueden consultarse
en el capitulo 13 de [11].

Proposicion 4.41. Si (P, <) = (Fun,(w,2),2) ye: P — B es su completa-
cion booleana, entonces se cumple V) = P(w) " # P(w).

Demostracion. Por el teorema 2.20 se tiene B = RO(Fun,(w,2)) y por la
observacion 4.25 se cumple que RO(2¥) ~ B.

De esta manera, se define u € V(5 tal que dom(u) = dom(w) = {i | n € w}
y u(n) = {p € P | p(n) = 1} para cada n € w. Por la prueba de la observacion
4.25 se tiene la siguiente correspondencia biunivoca.

RO(2¢) =
{fe2| f(n) =1 ———— u(n).

Sy

En consecuencia, por la definicion 2.60, es facil ver que para pe Py n € w se
cumple:

pl-n€wusiy solosip(n)

)

1
p -7 ¢ usiy solosi p(n) =0.

A su vez, por (A.2), ocurre

[ueP@)] =[ucw] = /\ (u(i) = [ie]) = 1.

new

Por otra parte, se afirma que Ju = Z] = 0 para todo x € P(w), pues de lo
contrario, por la propiedad (3) del teorema 2.20, existen p € Py x € P(w) tales
que p - u = Z. Sea n € w\dom(p), si n € x se define p’ = pu {(n,0)} ysin¢ax
se define p’ = pu {{(n, 1)}. De esta manera, si n € z, entonces p’ I+ 12 € & A1 ¢ u,
mientras que, si n ¢ x, entonces p’ |- 1 ¢ & A 1 € u. En cualquier caso, ocurre
p' - u # &y como p’ < p, entonces por la propiedad 2.61(1a) ocurre p’ |- u = &
lo cual, por la propiedad 2.61(1b), es una contradiccion. Asi, se tiene

[uePw) = \/ [u=2]=0 (4.9)

zeP(w)

En consecuencia
1=[ueP@]AfugPw) ] <[Pw)#Pw)].

Lo cual prueba VB) = P(w) " # P(w). O
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Proposicion 4.42. Sie: P —B es la completacion booleana de
P = (Fun,(w,2),2),
entonces VB = P(w) & L.

Demostraciéon. Se considera el conjunto v € V(5) como en la prueba de la
proposicion 4.41. Por la proposicion A.28, se cumple

[L(w)] = \/[u= 2]

zeL

= \/ [u=2z]|v \/ [u = 7]

zeLNP(w) zeL\P(w)

Se sabe que [u € P(@)] = 1 y para = ¢ P(w) se cumple
[
pues x & w. De tal modo, por (4.9) en la proposiciéon 4.41, se cumple

Zwl= \ k=< \/ [u=2]=uePw) ]=0.
)

zeLNP(w) zeP(w

# = [u=a] A ueP@)] < [&eP@)]=[zca] =0,

Asi, [L(u)] = 0 y en consecuencia V(B) =Pw) ¢ L. O

De esta manera, en V(5) existe un “conjunto” que no es constructible.

4.3. Negacion del axioma de eleccion

En esta seccion se dara la heuristica de otra aplicacion del método forcing:
la construccién de modelos que satisfagan la negacion del axioma de eleccion.

Se daran dos construcciones: un modelo booleano-valuado y un topos de
Grothendieck donde se obtienen negaciones del axioma de eleccion, estas cons-
trucciones tienen desarrollos distintos pero argumentos similares.

4.3.1. El modelo V) de nombres simétricos

Otra aplicacion que da el método forcing empleando modelos booleano-
valuados, es la prueba de la consistencia relativa de la negaciéon del axioma
de eleccién, siendo precisos, se obtiene un modelo de ZF en el que existe un
conjunto amorfo cuya existencia contradice el axioma de eleccion. El siguiente
desarrollo puede consultarse a detalle en el capitulo 3 de [3].

Definicion 4.43. Se dice que un conjunto X es amorfo si no es biyectable con
ningtin niamero natural pero no admite un encaje desde w, es decir, |X| # n
para cada n € w pero no existe ninguna funcién inyectiva de la forma w — X.
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Lema 4.44. El axioma de eleccion implica que no existen los conjuntos amorfos.

Demostraciéon. Sea X un conjunto que no es biyectable con ningtn nimero
natural, es decir, |X| # n para cada n € w. Se vera que existe una funcion
inyectiva w — X.

Por el axioma de eleccion, todo conjunto es bien ordenable. De esta manera,
se considera el conjunto bien ordenado (X, <). Se define por recursion sobre w

la funcion z_ : w — X como x,, = min<(X\{Zm }m<n). De esta manera, por
hipotesis x  esta bien definida, ademas se cumple que g = min. X y por
definicién x__ es inyectiva. O

Lo que en estricto sentido se probé con el lema 4.44 es
ZF +“AC = no existe un conjunto amorfo”.

De esta manera, para probar la consistencia relativa de la negacion del axioma
de eleccion, basta hallar un modelo que satisfaga los axiomas ZF y la existencia
de un conjunto amorfo. Para obtener este resultado, es necesario construir un
nuevo modelo booleano-valuado empleando acciones de grupo.

Recordando que una accion del grupo G en X es una funcion G x X — X
de la forma (g, z) — gz donde G es un grupo que cumple

ex =z y g(hz) = (gh)x
para cualesquiera g,h € G y x € X donde e es el neutro de G.
Definicion 4.45. Sean B un algebra de Boole completa y G un grupo.

1. Se dice que una accion de grupo G x B — B es una accion por automor-
fismos si para cada g € G la asignacion ¢ : B — B dada por b — gb es
un isomorfismo de 4lgebras de Boole.??

2. Si AP = (AB) & [ ]) es una estructura B-valuada, entonces una accion
del grupo G sobre AZ son un par de acciones de grupo G x AB) — A(B)
y G x B — B accién por automorfismos tales que para cualesquiera z,y €
AB) y g e G se cumplen

lgz = gyl = glx =y,
[9x € gy] = glz € y].

Si G es un grupo que actia por automorfismos sobre un algebra de Boo-
le completa B, entonces es posible extender la accién de manera recursiva al
modelo booleano-valuado V&) de forma G x V(B — V(B) como

gt = {{gt, gi(t)) | £ € dom(a)}.

Ademas, esta nueva acciéon tendra las siguientes propiedades

22Ver las definiciones A.1 y A.5.
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(B)

= Para cualesquiera 2 € V%) y ge G

dom(gi) = {gt | t € dom(i)}.

= Para cada t € dom(), se cumple gi(gt) = gi(t).
= Para todo z € V, se cumple g% = %.

= Para cada formula ¢(vy,...,v,), cualesquiera #,...,2, € V(B y g e G
se cumple

le(gz, ..., 97.)] = gle(@1, ..., 2n)]

Ahora, para obtener un modelo que no satisface el axioma de eleccion es
necesario “extraer” de V(B) a los elementos simétricos para crear una nueva
estructura booleano-valuada.

Para esto, se considera I' un filtro de subgrupos de G. 3> Ademas, para cada
i € VB se define el estabilizador de i como

estab(t) = {ge G | gz = 2} < G.

De esta manera, para cada grupo G que actiia sobre VB y T' un filtro de
subgrupos de G, se dice que:

s &€ VB es simétrico si y solo si estab(x) € T.
» T es normal si paracada HeI'y g € G, se cumple gHg ' eI

) . . . r .
Asi, es posible definir recursivamente a VOS ) sobre los ordinales como:

-V =g,
. 051;)1 = {& : dom(z) — B|& es funcion, dom(z) < v y estab(x) € T'},

= Siy es un ordinal limite, entonces VW(F) =Up< VB(F).
A su vez, se define V(I = Uscord VOSF). De esta manera V() < V(B) y ademas
teV® siysolosi &€ VP yestab(i)eT. (4.10)

De manera que, si se considera la funcion valor booleano en V) como [ ] =
[ ]2, entonces se define el valor booleano segiin I' de las férmulas atémicas como

[e e 91" = [# € 4]",
[# = 91" = [ = 91",

Y asi, por la definicion 2.32, el valor booleano [p]' esta definido para cada
formula ¢ y en consecuencia V() es una estructura B-valuada.

23T es un filtro de subgrupos si es un conjunto distinto del vacio de subgrupos de G' que es
cerrado bajo cotas superiores (con el orden de ser subgrupo) y bajo intersecciones binarias.
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De esta manera, si G es un grupo que actiia por automorfismos sobre B y T’
es filtro normal de subgrupos de G, entonces G actta sobre VI, & e V() para
cada z €V y V) es modelo de ZF.

Esto tltimo se demuestra de forma muy similar a como se prueba el teorema
A.27, pues las pruebas de que V(I satisface de los axiomas de extensionalidad,
buena fundacion y reemplazo son analogas. El axioma de infinito se cumple
porque & € VI y las pruebas de que V() satisface el resto de axiomas son
esencialmente iguales a las propias en la prueba del teorema A.27 con la condi-
cion extra de que los nombres definidos para la prueba de cada axioma cumplen
con la condicion (4.10).

Para dar el modelo booleano-valuado en donde no se satisface el axioma de
eleccion se requiere tomar un conjunto parcialmente ordenado que anada una
cantidad infinita de reales en el sentido de Cantor, estos nuevos “reales extranos”
formaran un conjunto amorfo.

De esta manera, se consideran (P, <) = (Fung,(w X w,2),2), e : P — B su
completacion booleana y G = S, el grupo de permutaciones en w.

Para cada g € G se define la permutacién g* : B — B tal que para cada
f € B, g*f € B esta definida por

dom(g* f) = (id,, x g)~'[dom(f)],
g*f(n,m) = f(n,gm).

De esta manera, g* es un homeomorfismo y su construccion garantiza que para
cualesquiera g, h € G se cumplen (gh)* = h*g* y (g7 1)* = g*~L.

Asf la asignacion (g, by — gb = g*~1[b] define una accién por automorfismos
de G sobre B.

Ahora, para cada n € w se considera G,, = {g € G| gn =n} < GyT
el filtro de subgrupos generado por {Gy, }new, €s decir, para cada subconjunto
finito J € w se define

Gy =) G

neJ

yasi, ' ={H <G| Gy < H para algin J € w finito} es un filtro normal.

De esta manera, para cualesquiera p € P, J € w finito y n ¢ J existen g € G
tal que L(p) A g [(p) # 0y gn # n.

Por otra parte, para cada m € w se define u,, € V(5 tal que dom(u,,) =
dom (@) y um(n) = {p € P | p(n,m) = 1} para cualesquiera n,m € w.

Asi, para cada m € w se cumplen V(5) E u, € @y ademas, gum, = Ugm
para cada g € G. De esta manera, G, < estab(u,,), en consecuencia ,, € 1748
para cada m € w. A su vez, si m # m’, entonces V) = up, # .

De esta manera, si se define s € V&) como

dom(s) = {u,, | m € w} y tal que
s(um) =1,
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entonces estab(s) = G, por lo que s € V) Por lo anterior, en VI ocurre que
“s es un conjunto infinito segin Cantor”, es decir, como V(I = U # Uy para
m # m’ € w, entonces

174 = “s no es biyectable con 7 para cualquier . € @”.

Por otra parte, si f : @ — s es una funcion en V() entonces existe J < w finitio
tal que G < estab(f). Ademaés, si se supone que f es inyectiva, habria algin
n ¢ J tal que u, € Im(f). Si se considera n’ ¢ {n} U J y g € G la permutacion
de w que intercambia a n’ con n y deja fijo todo lo dema4s, entonces se cumple
que u, = f(m) implica w, = ug, = gu, = g(f(m)) = (gf)(gm) = f(1h) = uy,
lo cual es una contradiccion.

De esta manera, no existe ninguna inyeccion de @ a s en VI | y asi, s es un
conjunto amorfo en V). Por lo tanto, V(I = —AC y en consecuencia, por el
metateorema de la consistencia relativa booleano-valuada 2.42,2% se cumple

Con(ZF) = Con(ZF + —AC).

4.3.2. El topos de Freyd de ——-gavillas

De manera alternativa a la construcciéon anterior, es posible construir un
topos F en donde no se satisface el axioma de eleccion, siendo especificos, no
se cumple la propiedad de que el producto de conjuntos distintos del vacio es
distinto del vacio.

La construccion de dicho topos fue dada por Peter Freyd y puede consultarse
a detalle en el capitulo VI.4 de [19].

Este topos no emplea un conjunto parcialmente ordenado, en su lugar em-
plea la categoria A cuyos objetos son los ordinales finitos distintos del vacio o
elementos en w\{0} los cuales son de la forma

n+1=1{0,1,...,n}

y cuyas flechas son las funciones de la forma f : n — m tales que m < ny
f(i) = i para toda i < m. Es decir, la categoria A consta de ordinales finitos
distintos del vacio y las flechas son las restricciones a los retractos de cada
ordinal n a un ordinal menor o igual. De esta manera, en A se cumplen las
siguientes propiedades:

= homa(n,m) # ¢ siy solo si m < n.

= Si dos flechas f,g : n — m en A cumplen que para flechas arbitrarias
k,h:p— nen A setiene fk = gh, entonces f = g.

Se consideran los funtores representables H,, = homa(_,n) y sus respectivas
gavillas asociadas F,, = a(H,) = a(homa(_,n)) donde a es el funtor gavilla
asociada usual

a:Con?”" — Gav__(A) = F.

24 Aqui, se esta empleando el hecho de que Con(ZF) = Con(ZFC), el cual puede consul-
tarse en [11], capitulo 13, pag 188.
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En la categoria de pregavillas Con*” se cumple que los subfuntores distin-
tos de 0 del objeto terminal en F son de la forma U,, para cada n € A, tal que
Un(k) =1sin < kyU,(k) =0sik < n.De este hecho se sigue que la categoria
F es bivaluada, pues si U,, es un subfuntor de 1, el objeto terminal en F, enton-
ces U, debe intersectar a cualquier otro subfuntor Uy pues U, — U, nUj. Lo
que significa que cada U, es denso segun la topologia —— y de esta manera, solo
los subfuntores Uy = 1 y 0 pueden ser gavillas.?> De esta manera, la categoria de
gavillas Gav__(A) = F es bivaluada y en consecuencia es un topos booleano.

Se considera el funtor gavillanizacion

. A op
- :Con — Con*" —“— F,

el cual es exacto izquierdo y adjunto izquierdo, de esta manera, preserva copro-
ductos y el objeto terminal. En consecuencia, se cumplen {#} ~1y 2 >~1u1
donde {#} es el objeto terminal en Con y 2 = {0,1}. Como F es booleano, se
cumple que el clasificador de subobjetos en F es 2 =~ 1 1 1 y ademas, el objeto
ntmeros naturales en F es N. De esta manera, ocurre

PN;QN;QN;HQ.
neN
De esta manera, se tiene que la categoria F es un topos de Grothendieck

bivaluado con objeto nimeros naturales N. Se busca ver que en F existe una
sucesion de objetos Fy, Fi,... tales que:

1. Cada F, es subobjeto de PN.
2. La tnica flecha F;,, — 1 en F es epi para cada nimero natural n.

3. El producto [, .y Fn es el objeto inicial 0.

neN

Se consideran dos flechas f # g : n — m en A y sus respectivas transforma-
ciones naturales inducidas

fx =homa(_,[), g+ = homa(_,g) : Hn —> Hyp, = homa(_,m).

De esta manera, por la descripcion de las flechas en A, se cumple que las
imagenes de fy y g« son subfuntores ajenos de H,,. Cada uno de estos sub-
funtores tienen flechas tinicas al objeto terminal, de esta manera, se tiene la
transformaciéon natural

im(fy) Lim(gy) — 1l =2,

Como 2 es una pregavilla inyectiva, ésta trasformacion natural se extiende
a otra de la forma ts 4 : H,,, — 2 y por como se construyé dicha transformacion
natural, t; , envia a las flechas f y g de H,, a imagenes diferentes.

25Ver [19] lema 4, capitulo V, seccién 2, pag 226.
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De esta manera, para n y m fijos, solo existe una cantidad finita de parejas
{f,g), con f,g € homa(n,m), tales que f # g. Ademas, solo hay una cantidad
numerable de ordinales finitos n. En consecuencia, las flechas t¢ , se combinan
para dar un monomorfismo de pregavillas de la forma

H,, H? = H?;PN

f,gehom a(n,m) neN
f#g, neN

Como el producto [ [,,.x 2 es una gavilla, entonces la ——-cerradura del subobjeto
H,, es su gavilla asociada F;, — PN. De esta manera, se tienen los monomor-
fismos

H,, — F,, — PN
con H,, denso. Asi, se cumple (1).

Como homa(_,n) = H, — F,, es mono y H,, no es vacio, entonces F,, 0
en F. En consecuencia, si se considera la factorizacion epi-mono F,, — V,, — 1,
entonces la imagen V,, no puede ser el objeto inicial 0. Como F es bivaluado,
entonces la imagen V,, es el objeto terminal 1 en F, es decir, F,, — 1 es epi y
asi se cumple (2).

Como F es un topos de Grothendieck, se considera el producto [ [, Fr en
F. Si[],en Frn % 0, entonces existe k € A tal que (] [,,cn Frn)(k) # &, de esta
manera, las proyecciones [ [,y Fn — F, implican que F, (k) # J para cada
m e N.

Por lo anterior, para que se cumpla (3) basta ver que F,,+1(n) = J para
cada n € A.

Si se supone Fj,11(n) # &, entonces, por el lema de Yoneda, se tiene una
transformacion natural u : homa(_,n) — F,4+1. Se considera el producto fibra-
do de la inclusion densa (dada por la gavilla asociada?%) 1 : homa(_,n+1) —
F,.1 alolargo de u

Q SN homa(_,n+1)
! [
homa(_,n) ————— Fuq1

para obtener @, un subobjeto denso de homa(_,n). De esta manera, @ % 0 ya
que ningin subobjeto ——-denso puede ser 0. Asi, existe un ntimero natural m
tal que Q(m) S hom a(m,n) no es vacio. Sea g : m — n en Q(m) y se considera
h:m — n+1 como la imagen de u,,(g) en homa(m,n+1),asin <n+1<m.
Por la descripcion de la categoria A, existen f, f' : m + 1 — m flechas en A
tales que f(m) =ny f'(m) = g(n) < n, de esta manera, se cumple gf = gf’.

26Ver [19] capitulo ITI, seccién, teorema 1, pag 128-130.
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Asi
hf=u,,(9)f por definicién de h,
=u (gf) por naturalidad de «’' en m,
=t (9
=u (g9)f por naturalidad de v’ en m,
= hf por definicion de h.

Pero hf(m) = h(n) = n pues n < m, por otra parte, hf’'(m) = h(g(n)) =
g(n) < ny asi hf # hf’ lo cual es una contradiccion. De esta manera, no
existen flechas de la forma homa( _,n) — F,11 y por el lema de Yoneda se
cumple F, 11(n) = J para cada n € A. En consecuencia se cumple (3).

Asi, F es un topos de Grothendieck bivaluado con objeto niimeros naturales
N en donde existe una familia de subobjetos de PN tales que, por (2), F,, > 1
para cada n € N. Como F es bivaluado, se cumple F,, % 0 para cada n € N. Pero
por (3), [ [,,en Fn = 0 lo cual contradice directamente la siguiente equivalencia
del axioma de eleccién:

“El producto que no es nulo, de objetos que no son nulos, no es nulo.”






Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se ha visto, grosso modo, como formalizar y hacer algunas
pruebas de consistencia relativa usando forcing. Para concluir, se haran algunas
menciones de algunas situaciones notables.

La principal similitud que hay en las tres versiones expuestas del método
forcing, es que se parte de un modelo . de una teoria de conjuntos constantes y
con base en un conjunto fijo K se construye un nuevo sistema .#% de conjuntos
variables segin K. El conjunto K suele ser un orden parcial P, o bien, su
completacién booleana B.

Cuando se trabaja directamente con un conjunto parcialmente ordenado P,
se obtienen los sistemas de conjuntos variables VI y Con”" en donde los ele-
mentos de P representan estados de conocimiento en la variacion de la formacion
de estos nuevos conjuntos variables, de manera que, si p,q € P son tales que
q < p, entonces g representa un estado de conocimiento méas profundo que p y en
consecuencia ¢ alberga méas informacion que p. Posteriormente, se obtienen nue-
vos sistemas de conjuntos variables segin P en donde se juntan adecuadamente
estos estados de conocimiento, esto se realiza de forma distinta dependiendo del
enfoque con el cual se este trabajando. Para los casos en donde se trabaja con
VPy Con” OP, los estados de conocimiento se juntan respectivamente mediante
un filtro genérico G < P, o bien, una topologia de Grothendieck .J sobre P.

Para el primer caso, se considera un filtro genérico G < P y se redefinen los
elementos en V¥ de tal modo que sus estados de conocimiento sean decididos por
G. La principal dificultad de realizar este proceso de esta forma es garantizar
la existencia del filtro genérico, para esto es necesario emplear resultados y
técnicas de teoria de modelos para obtener M un modelo transitivo numerable
de la teoria de conjuntos tal que P € M, considerar la relativizacion M* para
asi obtener G un filtro P-genérico sobre M y de esta manera construir el modelo
M|[G] de elementos descritos por M* y decididos por G.

Para el segundo caso, se consideran las pregavillas Con®"” y J una topologia
de Grothendieck sobre P, posteriormente se considera el funtor gavilla asociada
a:Con’”" - Gav(P, J), la cual garantiza que para toda gavilla y para cada
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criba sobre cualquier objeto en P toda familia compatible tenga una tunica
amalgama. De esta manera, los objetos en Gav(P,J) son aquellas pregavillas
en las que se juntan adecuadamente los estados de conocimiento en P que son
determinados por las cribas cubrientes. Ademaés, se cumple que toda gavilla
en Con®”" segun la topologia J es una j-gavilla para alguna j topologia de
Lawvere-Tierney en Con op

Por otra parte, cuando se trabaja con la completaciéon booleana e : P — B,
el sistema de conjuntos variables resulta ser el modelo B-valaudo V&), Como
la completaciéon booleana es mondtona y ademés preserva y refleja la compati-
bilidad, entonces el algebra de Boole completa B se enriquece con la variacion
que ofrece P y mantiene una estructura de [dgica cldsica que es aprovechada
mediante los valores booleanos. En consecuencia, en V(5) no es necesario juntar
los elementos en B teniendo como inconveniente que V(#) posiblemente no sea
bivaluado.

La segunda gran similitud que tienen las tres versiones del forcing es la forma
en que aprovechan la variaciéon que ofrecen los estados de conocimiento. Sien-
do especificos, al considerar el forcing de Cohen (P, <) = (Fun,(N x X,2),2
donde X es un conjunto no numerable adecuado, las tres versiones consideran
una topologia sobre P, ya sea la topologia del orden, o bien, la topologia (de
Grothendieck) densa. La topologia densa en P juega un papel central en esta
comparacion, pues las gavillas en Con"”" sobre la topologia densa son precisa-
mente las ——-gavillas en Con®™™”

Para el caso de la extension genérica, un filtro P-genérico G < P sobre
el modelo M aprovecha que intersecta a todos los conjuntos densos y densos
bajo elementos en P que estén en M. De esta manera, G captura a los densos
adecuados en P con la topologia del orden.

Para el caso de las gavillas sobre el sitio de Cohen con la topologia densa, las
cribas segun la topologia densa en P son precisamente los conjuntos densos bajo
elementos en P segin la topologia del orden. Por otra parte, las gavillas sobre
ese mismo sitio son las ——-gavillas en Conﬂw, de esta manera, en las gavillas
del topos de Cohen Gav(P, ——) hay similitudes entre la nocién de densidad
segin la topologia del orden en P y la nociéon de ——-densidad en Con®".

Para el caso de los modelos booleano-valuados, primero se enriquece el or-
den parcial P a su completacion booleana e : P — B, donde B = RO(P) son
precisamente los abiertos regulares en IP con la topologia del orden. Mas afin, al
ser P un orden parcial separativo, se cample que e(p) = ({(p))° =l(p) para cada
p € P. De esta manera, en P la completaciéon booleana hace un trabajo similar
con e(p) en (2.4) que lo que hace la topologia —— en (4.5) con las pregavillas

op

en Con®

Finalmente, en las tres versiones hay una forma “canénica y natural” de enca-
jar al universo o categoria de conjuntos en las respectivas construcciones exhibi-
das. Para el caso de las extensiones genéricas, si M es un modelo numerable tran-
sitivo de ZFC'y G < P es un filtro P-genérico sobre M, entonces para cada x €
M se cumplen = = &g y &g € M[G]. Para el caso booleano-valuado, para cada
algebra de Boole completa B se cumple que el nombre canénico ~ : V — V(B) es
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un monomorfismo de estructuras. Mientras que para los topos de Grothendieck

. . . .. P
se tiene el funtor gavillanizacion Con £ Con®™”" — Gav(P,——).

Algunas comparaciones adicionales en cuanto a las aplicaciones son, por
ejemplo, el axioma de eleccion o el de constructibilidad. En el caso de elecciéon
sabemos que no es posible forzar su negaciéon usando érdenes parciales ya que
la extension genérica siempre es modelo de eleccion. Lo comiin es usar algebras
de Boole y por medio de acciones de grupos, tanto en el dlgebra como en el
universo booleano-valuado, definir cuando un elemento z € V(B) es simétrico.
Luego se considera la coleccion de elementos simétricos, se demuestra que esta
coleccion es modelo de ZF' y que en este modelo existe un conjunto amorfo. De
manera similar, Peter Freyd da un topos booleano que no satisface eleccién, en
este caso la prueba consiste en encontrar un sitio adecuado, que con la topologia
doble negacién, tenga una coleccién de subobjetos “distintos del vacio” de los
naturales cuyo producto sea “vacio”. De esta manera, las estructuras booleano-
valuadas y los topos de gavillas dan dos formas de negar el axioma de elecciéon
teniendo como principal diferencia que el modelo de nombres simétricos no es
bivaluado mientras que el topos de Freyd si lo es.

Con el axioma de eleccion se muestra que hay algunas aplicaciones para
las cuales el método con 6rdenes parciales no parece ser suficientemente bueno.
Si ahora se considera el axioma de constructibilidad, las pruebas con 6rdenes
parciales y con &lgebras de Boole son muy sencillas, se demuestra que el filtro
P-genérico G no es constructible, pues como L es el minimo modelo interno de
ZF,' si se supone a G constructible, entonces G € L. De tal modo, como M es
modelo de ZF, debe ocurrir que G € LM = L n M, lo cual por el teorema 1.18
no ocurre. Por otra parte, no parece haber algo en la literatura acerca de V' # L
en topos.

En las justificaciones del método que se dieron, se observa que en el caso de
ordenes parciales se requieren suposiciones mas fuertes ya que no es facil probar
la existencia de filtros genéricos. Por esta razon, en trabajos posteriores donde
se emplea esta forma de realizar esta técnica, se han ido agregando axiomas
que garantizan la existencia de genéricos. Un ejemplo de este tipo de axiomas el
axioma de Martin, que a grandes rasgos garantiza la existencia de genéricos si se
acota la cantidad de densos. Por ejemplo, empleando una construcciéon similar
a la expuesta en la prueba del teorema 1.19 se afirma que el axioma de Martin
para Rg, denotado con M A(Ry), es un teorema de ZF'C, mientras que al agregar
un nuevo real se estd mostrando que M A(2%°) es falso (note que el orden parcial
satisface la ccc). Otros axiomas de este tipo son el azioma de forcing propio, el
azioma de coloraciones abiertas, el mdximo de Martin, entre otros?.

La dificultad para encontrar filtros genéricos hace que se tome un modelo
base numerable, asi la colecciéon de densos es numerable y esta garantizada la
existencia de filtros genéricos sobre el modelo base.

Por otro lado, en algebras de Boole no hay ese tipo de complicaciones ya

1Ver [11], capitulo 13 teorema 16 (ii), pag 187.
2En [23], [22] v en [10] se puede consultar un enfoque axiomatico del forcing
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que gran parte de los resultados no dependen la de genericidad de un filtro
y solo cuando resulta necesario obtener un modelo bivaluado se requiere de
un ultrafiltro, cuya existencia esté garantizada por el axioma de eleccién. De
esta forma es posible usar como modelo base al universo de los conjuntos V' sin
tener las complicaciones de encontrar algtin objeto que no sea elemento de dicho
universo. De la misma manera, la construccion filtro-cociente no depende de la
existencia de objetos tan complicados como los genéricos, la tnica dificultad es
que hay que tener cuidado dénde se estan calculando los colimites.

Dicho de esta forma, parece que no es buena idea hacer forcing con 6rdenes
parciales. No obstante, la practica muestra lo contrario. Para forzar ¢ por medio
de algebras de Boole se debe mostrar que en el modelo booleano-valuado que
se haya construido se cumple [p] # 0, pero en general esto es un calculo dificil
pues incluso las férmulas atémicas tienen un valor booleano que no es facil de
manejar tal como lo muestra la definicién 2.52. En el caso de topos, el forcing
no parece ser una linea de investigacion fuerte3, por lo que sélo se muestra que
los resultados existentes pueden ser realizados mediante las técnicas de teoria
de topos. Ademas, cuando se trata de forzar algo sencillo, como puede verse
en el caso de —CH, la idea es considerar aproximaciones “pequenas” de un
objeto con elementos del modelo base. Cuando se considera la colecciéon de estas
aproximaciones rara vez tendran estructura algebraica, por lo que aparecen los
ordenes parciales de manera natural. Tal vez en esto consista la practicidad del
método con ordenes parciales para forzar desde las cosas mas sencillas hasta
aquellas que no se pueden construir con una sola extension.

Finalmente, cabe mencionar que si existe un medio de relacionar las distintas
construcciones dadas por las formas de forcing expuestas en este texto. Parti-
cularmente, si se supone la existencia de un filtro genérico G en un conjunto
parcialmente ordenado P y e : P — B es su completacién booleana, entonces,
por el lema 2.28, H =1¢[G] es un filtro genérico en BT y por el teorema 2.72
se cumple que V[G] la extension genérica por el filtro G es igual a la exten-
sion genérica V[H]. Por otra parte, la proposicion 2.76 exhibe una semejanza
entre la relacion de forcing dada en (2.22) con la dada en (1.4), mientras que
el corolario 2.71 prueba que V[H] = VB)/H, por lo que V[G] = VB)/H y de
esta manera, las extensiones genéricas de cierto modo son cocientes de mode-
los booleano-valuados. Por otra parte, el teorema de Higgs 3.37 indica que los
modelos booleano-valuados son equivalentes a topos de gavillas sobre un alge-
bra de Boole con la topologia canénica. Lo anterior junto con la construccion
filtro-cociente, la cual define un topos bivaluado, prueba que si se considera el
filtro H como un filtro de objetos abiertos H en Gav(B),* entonces en esencia
se cumple

V[G] = VP /H = Gav(B)/H.

3De la poca literatura que hay respecto al tema esta [21], donde se desarrolla el forcing
sobre topos clasificantes.

4Esto se sigue del hecho B =~ Q(Gav(B)), con Q(Gav(B)) = homgay(p)(1,Q) =
Subgav(B) (1), lo cual puede consultarse en [2] corolario 6.29.(ii), pag 217.



Apéndice A

Morfismos de orden, algebras
de Heyting y mas propiedades
de V(B

En este apéndice se procede a definir aquellas funciones entre algebras de
Boole que preservan la estructura algebraica y a su vez se exploran otras pro-
piedades ttiles. Si el lector asi lo desea, puede consultar resultados mas a fondo
respecto a estos temas en [3] y en [11], asi como en [2] y en [16].

A.1. Morfismos de orden

Se sabe que cualquier dlgebra de Boole es en particular un conjunto parcial-
mente ordenado. Mas atn, ésta es su estructura categorica. De manera que las
funciones mondtonas entre 6érdenes parciales tienen comportamiento de funtores
covariantes, es decir, si (P, <) y {Q, <) son conjuntos parcialmente ordenados,
entonces f : P — (@ es una funcién monoétona si para cualesquiera p,q € P
tales que si p < ¢, entonces f(p) < f(g). De esta manera se garantiza que f
“preserva’ las composiciones y en consecuencia f es un funtor covariante.

Definicion A.1. Sean By y B> algebras de Boole. Una funcién f : By — By
es un morfismo (entre algebras de Boole) si preserva la estructura algebraica,
es decir, para cualesquiera a,b € By se cumplen:

L fla nb) = f(a) A f(b),
2. flavb)=fla)v fb)y
3. f(—a) = ~f(a).

Desde luego, para cada B, algebra de Boole, la funciéon identidad en B,
idp : B — B es un morfismo de élgebras de Boole. A su vez, dados f : By — By
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y g : B — B3, morfismos de algebras de Boole, la composicion de funciones
go f: By — Bs es un morfismo de algebras de Boole.

Ademas, como la composicion de funciones es asociativa, entonces la com-
posicion de morfismos de algebras de Boole también es asociativa, es decir, si
f:By — By, g: Bo — B3y h: By — B, son morfismos de algebras de
Boole, entonces se cumple

ho(gof)=(hog)of.

Es facil ver que para todo morfismo de algebras de Boole f : By — By, se
cumplen f(0) =0y f(1) =1.

Proposicion A.2. Si f : By — Bs es un morfismo de dlgebras de Boole,
entonces f es mondtona.

Demostracion. Sean a,b € B; tales que a < b. Asi, a A b = a. Como f es un
morfismo de algebras de Boole, entonces f(a) A f(b) = f(a A b) = f(a). De esta
manera, f(a) < f(b). O

La proposicion A.2 prueba que, en efecto, todo morfismo de algebras resulta
ser un funtor covariante. Por otra parte, por las condiciones (1) y (2) de la
definicién A.1, junto al hecho de que los morfisoms preservan al 0 y al 1, se
cumple que todo morfismo de algebras de Boole visto como funtor preserva
limites y colimites finitos.

Es posible definir las subestructuras de un algebra de Boole empleando mor-
fismos.

Definicion A.3. Sean By y B; algebras de Boole tales que By < Bj. Se dice
que By es una subdlgebra de Boole de B si y solo si la inclusion By — Bj es
un morfismo de algebras de Boole.

Observacion A.4. Note que en cualquier algebra de Boole B el subconjunto
2 = {0,1} es el subalgebra de Boole no degenerada! més pequeria de B. Mas
aun, 2 es subdlgebra completa de B.

En vista de que Boo es una categoria, resulta natural dar las siguientes
definiciones. No obstante, por cuestiones practicas las siguientes definiciones se
darén en el contexto de las algebras de Boole.

Definiciéon A.5. Sea f: By — By un morfismo de algebras de Boole, se dice
que:

= f es un mono (monomorfismo) si y solo si f es inyectivo.
= f es un epi (epimorfismo) si y solo si f es suprayectivo.

= f es un isomorfismo siy solo si f es mono y epi.

1Es decir, tal que 0 # 1.
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Desde luego, las definiciones recién dadas son de indole categorica, es decir,
son candnicas en cualquier categoria, sin embargo, en general las flechas en
una categoria no necesariamente son funciones. A pesar de esto, con base en la
definicién A.5, es posible probar en Boo la caracterizacion usual de las flechas
en una categoria. No obstante, no se realizara dicha prueba pues ésta se sale de
los intereses de esta tesis.

Cuando existe un isomorfismo entre By y Bs, algebras de Boole, se denota
por B; = B,. Cuando dos algebras de Boole son isomorfas, entonces se puede
decir que son indistintas en el contexto de las algebras de Boole. Dicho de otro
modo, cuando dos algebras de Boole son isomorfas significa que en Boo son
esencialmente iguales.

Definicién A.6. Sean (P, <p)y {(Q, <g) conjuntos parcialmente ordenados y
f:P—Q, g:Q — P dos funtores®. Se dice que f es adjunto izquierdo de
g, o0 equivalentemente, g es adjunto derecho de f, si y solo si para cualesquiera
pe Py qe @ se cumple que:

f(p) < gsiy solosip<g(q)

Cuando esto sucede, se denota a este hecho® como f — g. Y de ser necesario
indicar el dominio y contradominio de la adjunciéon, se denotar& como

f<4>g
Q.
Desde luego, por A.2, los morfismos de algebras de Boole son en particular

funciones monoétonas y en consecuencia funtores, por lo cual, es posible hablar
de adjunciones entre érdenes parciales y, en particular, entre algebras de Boole.

Proposicion A.7. Sea f : By — Bs un funtor entre dlgebras de Boole. Si f
tiene un adjunto derecho, entonces éste es unico.

Demostracion. Suponga que g y h son adjuntos derechos de f. Asi, para
cualesquiera b € By y a € By se cumple que

b<g(a) siysolosi f(b) <a, pues f - g,
siy solosi b< h(a), pues f — h.

De esta manera, se satisface que g(a) = h(a), para todo a € Bs. Por lo tanto
g=h. O

Como es de esperarse, en una adjuncion entre algebras de Boole el adjunto
izquierdo es tdnico.

2funciones monétonas
3a este hecho también se le conoce como conexidn de Galois
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Una vez definido el concepto de adjuncion entre 6rdenes parciales, y en
particular entre algebras de Boole, se puede obtener un resultado respecto a los
supremos generalizados.

Proposicion A.8. Si f : By — By es una funcidn mondtona entre dlgebras
de Boole tal que existe g : Bo —> By que cumple f - g y {b; |i € I} < By,

entonces
f (\/ m) \/1b

el el

Demostracion. Sea a € By. De esta manera

f(\/bz)sa — \/bisg(a) fyg
el

iel
— < g(a) para toda i€ I pOr ser supremo
— f(b)éaparatodaze] f-g
— \/ f(b) < pOT Ser supremo.

iel

De tal modo, por propiedades del orden se cumple que

f (\/ bi> =\/ 1. O

iel iel
Ahora que ya se ha definido y explorado los conceptos de morfismos de

algebras de Boole y adjunciones entre ellas, se procede a exponer la nocién de
exponencial en algebras de Boole.

Definicion A.9. Sean B un algebra de Boole y z,y,z € B. Se define x = y
como el tnico elemento en B que cumple

z<(x=y)siysolosiz A z<y. (A.1)

A este elemento se le conoce como la implicacion o, de manera equivalente,
la exponencial con base en y y exponente .

Las propiedades algebraicas en las &dlgebras de Boole permiten definir la
exponencial de dos elementos en términos de la negacion.

Proposicion A.10. Si B es un dlgebra de Boole y x,y € B, entonces
(x=y)=—-zVvy.
Demostracion. Se vera que se dan ambas desigualdades. Sea z € B, Asi

z< (x=y) siysolosi x Anz<y por definiciéon de =
entonces —x v (z A z) < —~z vy por propiedades algebraicas
siysolosi ~zvz<—-zvy por distributividad

entonces z < —x vy por transitividad de <.
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De esta manera, se cumple (z = y) < —x v y. Por otra parte
siz<—x vy, entonces x Az <z A (—x Vv Y),
entonces TAZ KT AY<KLY
siysolosi z < (z=y).
Asi, se cumple (z = y) = —z v y. O
Proposicion A.11. Para cualquier dlgebra de Boole B y a,b € B, se cumple
(a=0b) =1 siysolo sia<hb. (A.2)
Demostracion. (=)
(a=0b)=1siysolosi mavb=1, por la proposicion A.10,
entonces a A (—mavbd)=arl=a
siysolosi (an—a)v(aab)=a
siysolosiOv (anbd)=a

siy solo si a < b.

a<bsiysolosia=anb,
entonces 1 = —ava=—-av(aAbd)

siysolosil=(—ava)a(—avd)

siysolosil=1A(—avb)

siy solosil=(a=0). O

Proposicion A.12. Sean B un dlgebra de Boole, x,y,z € B. Siy < z, entonces:

1. (z=vy) < (z=2),
2. z=2)<(y=1y).

Demostracion. Sea w € B. Asi:

1.
w< (x=y)siysolosizAnw<y,
entonces r A w < 2
siy solo siw < (z = 2).
De esta manera, (z = y) < (x = 2).
2.

w< (z=x)siysolosiwaz<ux,
asi, w Ay <

siy solo si w < (y = x).

En consecuencia, (z = z) < (y = y).
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O

El término de exponencial surge en categorias que poseen productos binarios
donde se da una situacién de adjuncion.

Lema A.13. Sean B un dlgebra de Boole y x € B. Si se definenx = : B — B
yx A _ B — B dela siguiente manera:

r= (yY=@=y) yrr_H) =1y

m_<4>z=_

B.

para cada y € B, entonces

Demostracion. Es consecuencia directa de la definicion A.9 y de la proposicion
A.12. O

Con el uso de exponenciales en algebras de Boole se pueden obtener resul-
tados tutiles referentes a los infimos y supremos generalizados.

Teorema A.14. Si B es un dlgebra de Boole completa, x € B y {y;|i € I} < B,
entonces
T A \/yZ = \/(x A Yi)-
iel iel
A esta propiedad se le conoce como ley distributiva generalizada.

Demostracion. Se sigue del lema A.13 y de la proposicion A.8. O

Proposicion A.15. Si B es un dlgebra de Boole completa y {z;]i € I} < B,
entonces
- \/ T = /\ —x;.
el el
A esta propiedad se le conoce como la ley de De Morgan generalizada.

Demostraciéon. Sea y € B. Asi
y < ﬁ\/o:i siysolosi —y > \/xl
iel iel

siy solosi —y > x; para cada i € I

siysolosi y< —ux; paracadaie [

siysolosi y< /\ﬁxi.

iel

Asi, por propiedades del orden se cumple

ﬁ\/xi:/\ﬁxi. ]

el el
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A.1.1. Algebras de Heyting

Definiciéon A.16. Se dice que una reticula (L, A, v, <) es un algebra de Heyting
si L posee 0, 1 y es cartesiana cerrada, es decir, para cualesquiera x,y € L existe
r = y € L tal que para cualquier z € L se cumple

z<(x=y)siysolosiz A z<y.

Si H es un algebra de Heyting, entonces para cualesquiera x,y,z € H se
cumplen las siguientes propiedades:

1. (=) =1.
2 2A(z=y)=aAy

3. yn(z=y) =y

4oz (ynrz)=(z=y) A (x=2).

Definicion A.17. Sea H un algebra de Heyting y € H, se define el pseudo-
complemento de x como
-z = (x =0).

Para cualesquiera =,y € H el pseudocomplemento satisface las siguientes pro-
piedades:

1. 2 < ——a.

2. Si z < y, entonces —y < —x.
3. mx = —~——x.

4. —=(x Ay) =——x A Y.

Sea H un algebra de Heyting. Se dice que U € H es un filtro si satisface las
mismas condiciones descritas en la definicién 2.1, es decir,

= 1eUy0¢U,
= six,ye U, entonces x Ay e U,
»m sizxelUyax <y, entonces y € U.

Proposicion A.18. Para todo filtro U en un dlgebra de Heyting H, eziste
un epimorfismo de dlgebras de Heyting* de la forma 6 : H — K tal que
0=1(1) =U.

4Un morfismo de algebras de Heyting f : H — K es una funcion tal que
f0)=0,f1)=1,

fla nb) = f(a) n f(b),
= flavb) = f(a) v f(b),

fla=1b) = f(a) = f(b).
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Demostracion. Suponga que U es principal, es decir, existe u € H tal que
U =1(u). Se define la relacion =~ en H como: a @ bsiysolosiaAu=>0nau. Es
facil ver que = resulta ser una relaciéon de equivalencia.

Sea a, € H/~. Se define el orden parcial

Gy <bysiysolosianu<bAau.
Sea H/~ = H/u, se definen
ay A by = (anb)y, ay v by = (a v b)y.

De esta manera resulta facil comprobar que H /u es una reticula con cero 0, = 0
y uno 1,, = u. Por otra parte, la implicacién estéa dada por

by = ¢y = (b= ¢)y.

La cual en efecto es una operacion implicacion pues a, A b, < ¢, si y solo si
anbau<canuen H, esto es equivalente a a A b A u < ¢. En consecuencia
aru<(b=c)Auy asia, < (b, = ¢,). De tal modo, si se definen K = H/u
v 0 es la respectiva proyeccion al cociente, entonces 6 es un epimorfismo.

Mas aun, si w < v < u son elementos de H, entonces existen los morfismos
evidentes

DPuw : H/u — H/v, Pow : H/v— Hjw

cuya composicion resulta ser py , : H/u — H/w.

Por otra parte, si U es un filtro arbitrario en H, entonces se define la relacion
de congruencia = en H como

a=b (modU) siy solo si existe u € U tal que a A u =b A u.
De tal modo, el cociente H/U es de la forma
H/U = Colimyey H/u

donde los morfismos implicados en el colimite son de la forma p,, en la
categoria de algebras de Heyting.

Asi, cada elemento en H /U esté representado por algin elemento en algin
H/u. De esta manera si a,, € H/u y b, € H/v, entonces a,, = b, siy solo si
existe w < u A v en U tal que py w(a) = py(b) v las operaciones de algebra de
Heyting en a,, y b, son realizadas en H /w. O
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A.2. Propiedades de V(5

En el capitulo 2 se muestra que si B es un algebra de Boole completa,
entonces V(B) es una estructura B-valuada. En esta parte, se termina de probar
que V) es un modelo B-valuado de ZFC.

Lema A.19. Si B es un dlgebra de Boole completa, W es una anticadena en
Bty {as}zew S VB es una familia indexada por W, entonces existe a € Vv (B)
tal que © < [a = a,] para cada x € W.

Demostraciéon. Para cada z € W se define b, € V&) como b, : D — B tal
que

ba(t) = {aw(t) si tedom(ay)
0 en otro caso.

Asi, se define a € V) como a: D — By tal que a(t) = \/ (y A by(2)).
yeW
De esta manera, para cualesquiera t € D y x € W se cumple

xAalt) =z \/(y A by(t))

yeW

\/ (@ Ay Aby(H)

yeW

= A by(t) pues W es anticadena
< by(t).

Asi, por (A.1) se cumple que z < (a(t) = b, (t)) v, por la definicion de a, se tiene
x Abg(t) < a(t) de esta manera x < (b, (t) = a(t)). Asi, por la propiedad (2) del
teorema 2.53, la proposicion A.12 y la definicion 2.52, se cumple x < [a = b,].
Se vera que z < [b, = a,] para concluir que < [a = a,]. Por definicion
de b,, es facil ver que [a, S b;] = 1. Para la otra contencion se verd que
x < (by(t) = [t € ay])) para cada t € dom(b,,), es decir, hay que mostrar que se
cumple x A b, (t) < [t € a,]. De esta manera, se tienen los siguientes casos:

= Sitedom(ay), entonces x A b, (t) < a,(t) < [t € az].
= Sit ¢ dom(ay), entonces x A by(t) =0 < [t € ay]. O
Lema A.20. Si B es un dlgebra de Boole completa, entonces VB es pleno.

Demostracion. Como el algebra de Boole B es un conjunto, entonces se cum-
ple que
{le@)] | ze VP

es un conjunto. De tal modo, empleando el teorema del buen orden, existe un
ordinal a tal que

{le@) | 2 € VP} = {Tp(xo)] I€ < a},
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donde {z¢ | ¢ <a} < VB,
De tal modo, [Fzp(z)] = \/ [p(xe)]. Asi, para cada £ < « se define

E<a

ue = [p(ze)] A = (\/Hsﬁ(%)]]) -

n<§

Se vera que {ue | £ < a}\{0} es una anticadena. Sean § < v < « tales que
U§ 7 Uy

Ast, [p(es)] < \/[(en)]  ast u, < - (\/[[w(%)]]) < ~lp(as)]-
n<y n<y
De esta manera, u, A [p(z5)] < (—[¢(zs)]) A [e(zs)] = 0 y como us <
[¢(xs)], entonces uy A us = 0.
Asi, por el lema A.19, existe a € V(5 tal que ug < [la = x¢] para todo £ < «
y de esta manera

ug < [a = ze] A [o(ze)] < [p(a)]-

En consecuencia

Bre@)] = \/ Izl = \/ (Hw(%)]] A (\/[[w(%)ﬂ)) =\ ue < [p(a)].

{<a {<a n<é& f<a
O

Por el corolario 2.58 se sabe que V, el universo de la teoria de conjuntos,
es elementalmente equivalente a V(?). Ahora, se explorara que ocurre con las
subalgebras completas de un algebra de Boole completa.

Lema A.21. Sea B’ una subdlgebra completa de B. Se cumplen:
1. VB) < V(B es decir, VB es subestructura® de V(B).

2. Sip(xy,...,2,) es una férmula atdmica y aq,...,a, € V(BI), entonces
[e(ar ... an)]? = [plar,. .., an)]". (A3)

Demostracién. La prueba de (1) es consecuencia del hecho de que si f es
una funcion y A es un conjunto tal que cod(f) < A, entonces f < f donde
dom(f) = dom(f), cod(f) = Ay f(z) = f(x). En consecuencia V(5) < V(B),

Para verificar (2) basta notar que como B’ es subalgebra completa de B,
entonces los infimos y supremos arbitrarios son iguales entre ambas algebras de
Boole. Asi, las definiciones en 2.52 son iguales entre B’ y B. En consecuencia,
para cada férmula atéomica ¢(z1,...,2,) ¥ a1,...,a, € V(B ge cumple

[[go(al...,an)]]B = [[(p(al,...,an)]]B. O
5Ver la definicién 2.37.
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De esta manera, las subalgebras completas de B generan subestructuras de
Vv (B),
Ahora se vera que tipo de férmulas se preservan entre v (B) y VB,

Teorema A.22. Si B’ es una subdlgebra completa de B y ¢ es una férmula
Ao,% entonces para cualesquiera ay,. .., a, € VB) se cumple

[e(ar, ... a)]" = [plas,. .. an)]". (A.4)

Demostracion. La prueba se da por recursién sobre la formacion de formulas
Ag.

Si o es una formula atémica, entonces por la propiedad (2) del lema A.21 se
cumple (A.4). Siae V(B/)7 entonces por el corolario 2.54 se cumple que si x es
una variable, entonces

[Breap@)]? =[Freap@)]? y [vrea p@)]" = [vzea o))"

Por ultimo si ¢ y v son formulas Ay, entonces por las definiciones (1) y (2) en
2.32 se concluye que —¢ y ¢ A 1 satisfacen (A.4). O

Corolario A.23. Si B es un dlgebra de Boole completa y ¢(x1,...,%,) una
formula Ay, entonces

o(x1,...,2,) es verdadero si y solo si [o(a1,. .., 5,)]" = 1.

Demostraciéon. La prueba es consecuencia del corolario 2.58, del hecho que 2
es subalgebra completa de B y del teorema A.22. O

De esta manera si ¢ es una formula Ay, entonces ¢ “sube” y “baja” semdn-
ticamente entre V' y V(B) sin importar el algebra de Boole completa B.

Corolario A.24. Sean B un dlgebra de Boole completa y ¢ una formula %,."
Si o(x1,...,2T,) es verdadero, entonces [p(21,...,2,)] = 1.
Demostraciéon. Sea ¢ una férmula ;. Asi
o(x1,...,xy,) siysolosi dzxp(x, x1,...,%,),

donde 1 es una formula Ay. Suponga verdadero 3z (x, x1,. .., x,), esto ocurre,
si y solo si hay algin y € V tal que ¥(y, z1,...,2,) es verdadero, equivalente-
mente, por el corolario A.23, existe algtin y € V tal que [¢(g,21,...,2,)] = 1.
De esta manera

B (&, 21, ..., 20)]

\ [ @, ..., 20)]

aeV (B)
> /[0 21, ... 0]
zeV
2 [[/l/)(y?xvlv"')xvn)]]
=1 0O

6Ver [11], definicion 12.8, pag 163.
"Ver [11], pagina 183
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Lema A.25. Sixz e VB entonces

[z es un ordinal] = \/ [x = a]. (A.5)

aeOrd

Demostracion. Como la formula “« es un ordinal” es una formula Ag,® por el
corolario A.23, para cada ordinal « se cumple que

[x

De tal modo

] = [z = a] A [& es un ordinal] < [= es un ordinal].

\/ [z = &] < [« es un ordinal].
aeOrd

Sea [ es un ordinal] = u. De esta manera, si £ # 7, entonces [€ = 7] = 0.
Asi, para cada t € dom(z) la funcion

f:Di— B,
Fe)=lt=¢

donde D, = {€ € Ord | [t = €] # 0} es inyectiva y en consecuencia, como B es
un conjunto, D; también es un conjunto. De tal modo, si se considera

D= U Dy,

tedom(z)

entonces D es un conjunto de ordinales. Sea v un ordinal tal que v ¢ D. Asi,
para cada t € dom(x) se cumple [t = 4] = 0 y de esta manera [¥ € z] = 0.
Ademas, se sabe que

us[zed]viz=79]vIyex]
y como [¥ € z] = 0, entonces se cumple

us[red]vz=7]

(\/[[:c=5n> Vi =41

S<ry

- Ve -4l

6=y

\/ [x = &].

aeOrd

N

Asi, [z es un ordinal] < \/ [z = a&]. O
aeOrd

8Ver [11], lema 12.10,(i), pag 164
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Corolario A.26. Si ¢ es una formula en el lenguaje de la teoria de conjuntos
y a es un ordinal, entonces

Bap@)] = \/ [e(@], (A.6)

aeOrd

Vap(@)] = A le@)]- (A7)

aeOrd

Demostracion. Solo se vera la prueba de (A.6), pues la prueba de (A.7) es
analoga.
Se considera la féormula

ord(z) siy solo si “x es un ordinal”.
De esta manera, se cumple
Baw(@)] = Ba(ord(z) A ¢(x))]
=/ lord(a) » ¢(a)]

aeV (B)
Y. (\/wa—awo(a)ﬂ))
acV (B) \a€eOrd

AVARAVA ()

aeV (B) aeOrd

\/ [e@)].

aeOrd

O

Finalmente, se probara que si B es un éalgebra de Boole completa, entonces
ZFC + (VB = ZFC).

Teorema A.27. Si B es un dlgebra de Boole completa, entonces V(B) es un
modelo B-valuado de ZFC.

Demostracion. Se vera que [¢] = 1 para cada ¢ € ZFC.
Extensionalidad.
Sean a,b € VB, Por (2) en el teorema 2.53 y de la proposicion A.12, se
cumple
([c€ a] = [ceb]) < (a(e) = [c€b])

para cualquier ¢ € dom(a) y en consecuencia
[Ve(cea—ceb)] = /N ([cea]=[ceb])
ce V(B
< A\ (lcea = [ced])

c € dom(a)

< A (ae) = [eet)

c € dom(a)

= [a < B].
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Asi, por simetria se cumple que [Ve(c € b — c € a)] < [b S a]. En consecuencia
[Ve(ce a < ceb)] < [a=D0].
Por (A.2) en la proposicion A.11, se cumple

[Ve(cea > ceb) - (a=b)] =1.
Par.
Sean a,b e V(B). Se define c € V(B) como dom(c) = {a,b} y c(a) = ¢(b) = 1.

Asi, por (1) en la definiciéon 2.52, se cumple [(a € ¢) A (b € ¢)] = 1 y por la
propiedad (2) del corolario 2.54 se tiene

Veec(z=a)v(@=0)]= /\ (c&)=[x=a)v(@=0)])

zedom(c)

= (c(a) = [(a=a) v (a=D)) A (c(b) = [(b=0a) v (b=1)]) = L

Separacion.
Sean z € V(B) y » una formula en el lenguaje de la teoria de conjuntos. Se
vera que existe algin y € V) tal que [y € 2] = 1 y que

[Vz € x(p(z) & zey)] = 1.

Sea y € VB definido por dom(x) = dom(y) v y(t) = (z(t) A [p(t)]). De
esta manera, por (2) en el teorema 2.53, si t € dom(y), entonces se cumple
y(t) < x(t) < [t € z]. Asi, por (A.2) en la proposicion A.11 y por (2) en la
definicion 2.52, se cumple [y € z] = 1. Sea z € V(B de esta manera, se tiene

esl= \/ (w)Aw=2])

wedom(y)

V  (@w) A fp(w)] A [w = 2])

wedom(x)

V  (@w) A lp()] A Tw = 2])

wedom(x)
= [z e 2] A [#(2)]-

Para ver que [Vw € x(p(w) < (w € y))] = 1, por el corolario 2.54, basta que
ver z(w) < [p(w) < (w € y))] para todo w € dom(z), es decir,

z(w) < [pw)] = [wey]y z(w) < [wey] = [p(w)].
Para probar la primera desigualdad basta notar que
z(w) A Jo(w)] < [we 2] A [p(w)] = [wey].

Mientras que para la segunda desigualdad.
z(w) < [w € y] = [e(w)] siy solo si z(w) A [w € y] < [p(w)], lo cual es
equivalente a x(w) A [w € z] A [p(w)] < [¢(w)]. Por lo tanto

[Mw € a(p(w) « (we y))] = L.
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Unidn.
Se vera que para cada z € V(B existe algan y € V(P tal que cumple

[Vz € x(Vw e z(w e y))] = 1.

Se define y € V&) como
dom(y) = U dom(z) y tal que
zedom(x)

y(t) = 1 para cada t € dom(y).

Para probar que /\ (2(2) = [Vw € z(w € y)]) = 1 se considera z € dom(x)
zedom(zx)
y se vera que z(z) < [Vw € z(w € y)], es decir,

z(z) < /\ (z(2) = [Vw € z(w € y)]).

zedom(x)

De esta manera, basta ver que z(z) < (z(w) = [w € y]) para todo w € dom(z).
Por otra parte, como w € dom(z) y z € dom(x), entonces w € dom(y) y asi
1 = y(w) < [w € y]. Por lo que z(z) A z(w) < [w € y]. De tal modo, por la
proposicion A.12, se cumple z(z) < (z(w) = [w € y]). Por lo tanto

[By(Vz € z(Yw € z(w € y)))] = 1.

Potencia.
Se vera que para cada z € VB) existe algin y € V(P tal que

[Vz(z<cx— (zey))] =1.
Se define y € V(B) como

dom(y) = {ue VP | dom(u) = dom(z)},
tal que y(u) = Ju € z].

Sea z € V(B), Se vera que [z < 2] < [z € y], para esto se considera z € V(&)
y se define 2/ € V(B) como dom(z') = dom(x) y 2'(t) = [t € z]. De esta
manera z’ € dom(y), por lo que se debe ver que [z € z] < [z = '] A [2/ € y].
Primeramente, se cumple

[Zczl= /\ (F@)=][tez])

tedom(z')
N\ (tez]=[tez])
tedom(z")

1.

Ahora, se vera que

ez <[((xn2)c)An(ZFc2)n(zc2)] <[z=7].
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Para esto, basta probar que [(z n z) € 2] = 1. Se cumple

[we (xnz)] =]wez] AJwez]

\/ @) Alt=w]) | wez]

tedom(x)

\/ (x(t) At =w] A w e 2])

tedom(x)

\/ ([t = w] A [tez])

tedom(x)

\/ (It=w] @)

tedom(x)

N

= [w e 2'].
Falta ver que [z € z]] < [#’ € y]. Ocurre

[z € 2] = [Vw(w e z > w e )]

= A (wez]=[wea])

weV (B)

N\ (Fw) = [wea])

wedom(z')
= [/ € 7]
=y(?)
< [ e y].

N

Por lo tanto
[By(vz(z o — (zey))] = 1.

Infinito. Como “z es un conjunto inductivo” es una férmula Ag,” por el
corolario A.23, se cumple que

[ es un conjunto inductivo] = 1.

Reemplazo.

Sean z € V(B) y ¢ una formula con dos variables libres en el lenguaje de la
teoria de conjuntos tales que si ¢(z,y) v p(z, z) son verdaderas en la teoria de
conjuntos, entonces y = z. Se vera que existe algin y € V) tal que

[Vu € 2(@up(u,0) — Fw e y (p(u,w))] = 1.
Se define y € VB como

dom(y) = U{S“ | uedom(x)}
tal que y(t) = 1,

9Se sigue de [11], lema 12.10, pag 164.
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donde S, < V(B) es un conjunto de eleccion tal que

V [t o)] = \/ le(w.v)]-

eV (B) VES,

Sea u € dom(z). Por el corolario 2.54, basta que ver

z(u) < [Bop(u, v) = Jw e y (p(u, w))]
= (Bre(u,v)]) = (Bw e y (p(u, w))]).

Por (A.2) en la proposicion A.11, basta probar que

[Foe(u, v)] < [Bw e y (o(u, w))].

Asi
[Fup(u,v)] = \/ [e(u,a)]

aeV (B)

— \/ [p(wa)]
a€S,

<V le(wa)]
aedom(y)

=V (y@) A lpwa)])
aedom(y)

= [Fw € y (¢(u,w))] por el corolario 2.54.

De esta manera, se cumple

[By(Vu € 2(3vp(u,v) — 3w e y (p(u,w)] = L

Buena Fundacion.
Sea z € V(B se vera que

Bu(uex) > Iyex(Vzey(z ¢ x))] =1
Suponga que no, es decir,
Bu(uexz) AVyex(3zey(zex))] =b+#0.

Sea y € VB de rango minimo tal que [y € 2] A b # 0. De esta manera,
[y e x] Ab< [z € y(z € x)]. Asi, existe algtn z € dom(y) tal que [z € 2] Ab # 0
y en consecuencia rang(z) < rang(y). Lo cual es una contradiccion.

Eleccién.
Por el azioma de eleccion en V', por el hecho de que “X es bien ordenable”
es una formula 3110 y por el corolario A.24, se sabe que para todo s € V'

[5 es bien ordenable | = 1.

1038e sigue de [14], teorema 3.11, pag 121.
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De tal modo, se vera para cada 2 € V(B) existen s € V' y una “funcion” f € V(5

tales que
[f es una funcion sobre § y < Im(f)] = 1. (A.8)

De esta manera, sea s = dom(z) y se define f € V(5) de la siguiente manera

dom(f) = {g, )P | y e s}
f(t) = 1 para toda t € dom(f)

donde para cualesquiera u,v € V(&)
Cu, )P = {{u} P, {u, 0} Y5,
{u, 0} = {u} P U (0} P, (A.9)
{u}? = {(u, )}
Se vera que:

» [z < Im(f)] =1, donde Im(f) esta caracterizado en V(¥) de la siguiente
manera

dom(Im(f)) = {y | (g, y>'B) € dom(f)},
Im(f)(y) = f(9,y)-

De esta manera, es facil ver que [x < Im(f)] = 1.

= [f es una funcion sobre 3] = 1.

Para probar esto, si se considera una funciéon g en V' que cumple g(j) = y
para todo y € s, entonces g es una funcion sobre s y por el corolario A.23,
se garantiza que [¢ es una funcion sobre 3] = 1. Por lo tanto, se cumple
(A.8).

En conclusién, se cumple
VB L ZFC. O

Proposicion A.28. Para todo ue V(B) se cumple

L(u) = \/[u = ]

xzel
donde la férmula L(x) indica que “x es constructible”, es decir, “z € L”.

Demostracion. Por la definicion de L(u) se cumple

[L(w)] = [3a€ Ord (u€ Ly)] = \/ [ue Ls].
ae0rd

Como la férmula & = L, es una féormula Y1, por el corolario A.24, se cumple

[Z = La] = 1.
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De esta manera

En consecuencia

[Z(w]

\/ [ue Ls]

aeOrd

\ [ue L]

aeOrd

VAL

aeOrd xeL,,

Vv = 2] 0

xel

Teorema A.29. Si B es un dlgebra de Boole que satisface la ccec, entonces para
cualesquiera ordinal o y x,y € V' se cumple que:

1. Sia es un cardinal, entonces VP) = & es un cardinal.

2. VIB) =R, = Ry.

3. || = |y| siy solo si VB = |&| = |g].

4. Si« es un cardinal regular, entonces V(5 E & es cardinal regular.
5.

Si « es un cardinal reqular no numerable y € € V(B) satisface [€ < & = 1,
entonces existe un ordinal 8 < « tal que [ < ] = 1.

Demostracion. 1. Sea « cardinal. Si a < w, entonces como
Va(a € w — « es un cardinal)
es un teorema de ZF', por el teorema A.27, se cumple
VB = Va(a e @ — a es un cardinal).

Si @ = N, entonces la formula “z = Ry” es Ag!'!. Por el corolario A.23 y
el teorema A.27, se obtiene

V) Y = Ny, (A.10)

En consecuencia, V(&) = “c es un cardinal” para todo o < w.

Suponga w < «, entonces basta probar que para toda f € VB y § < «
se cumple

[f es funcion tal que dom(f) = By Im(f) = a] = 0.
Suponga lo contrario, entonces existen f e VB y 3 < « tales que

a = [f es funcion tal que dom(f) = By Im(f) = a] # 0.

Ver [11], lema 12.10, pag 164
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De esta manera

0£a< A\ ([F© =7 ra).

n<af<f

De tal modo, se sigue que para cada 1 < « existe al menos un &, <
tal que [f(&,) = 7] A a # 0. Como a no es numerable y 3 < a, entonces
debe existir algin v < 3 tal que el conjunto X = {n < a | &, = 7} no es
numerable. Asi, el conjunto

{r& =al ralneX}

es una anticadena no numerable en B lo cual es una contradicciéon. Asi
a = 0 y en consecuencia se cumple (1).

. Se vera por induccién que, para todo ordinal «, se cumple

VB LR, < Ny

Si @ = 0, entonces se cumple (A.10). Suponga 0 < « y que para toda
B < a ocurre V(B) ENg < Nj5. De esta manera, se cumple

Ny < & <R, implica |{| = Rg para algin 8 < «

VB =€ = |NV5| por el lema 2.57
VB L €] < N5 por hipoétesis
VI = €] <R

VB € < R,

Ademas, si ¢ < R, entonces V(5 = ¢ < Ny. En consecuencia
VB ¢ <Ry

De tal modo, si & < N,, entonces V(&) = € < Ng. Asi
[n<®]=\/In=4]
£<Na

= \/ (In = &1 A [€ < Ra]) por lo anterior

<Ry
< [n < Ns].

Asi, VIB) |=Vn(n < X, — 1 < R4) y en consecuencia V) = R, < Ry.
Falta ver por induccion sobre a que V(B) =Ry < N,.

Por (1), se cumple V(Bz = N, es un cardinal. De tal modo, si B <a,
entonces V(B) = Rz < X, y por hipétesis de induccion V(B ERNg = Nj.
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De esta manera V() |= N5 < Ng, en consecuencia

1 =X, es un cardinal] A A\ [R5 < Vo]

B<a

= [N, es un cardinal A VS < a®s <N,

< [Ra < N,
Por el principio de induccion fuerte, se cumple (2).

3. Se sigue inmediatamente de (1) y (2).

4. Sea «a un cardinal regular y sin pérdida de generalidad suponga Ry < «.

Suponga que [& no es regular] # 0, sea ¢(z,y) la formula “z es una fun-
cion cofinal de y a &”. Asi

0 # [& no es regular] = [3¢ < & 3f p(f,9)] = \/[[ﬂf o(f, D]

B<a

De esta manera, existe algin S < « tal que 0 # [3f ©(f, )] = a para
algin a € B*. Por el lema A.20, existe algin f € V(B) tal que a =
[e(f, )] De esta manera

0 # a < [Im(f) es cofinal en &]

- AV VIF© =il

n<af<fp=n

De lo anterior se sigue que para cada n < « existen ordinales &, < 8y
ty < o tales que [f(&,) = fiy] A a # 0. Como a es regular y § < a,
entonces existe v < ( tal que X = {n < o | &, = v} tiene cardinalidad «.
Asi,

{lr&5) = sl Aalne X}
es una anticadena de cardinalidad a > Ng, lo cual es una contradiccion.

De esta manera, se sigue (4).

5. Suponiendo la hipétesis, el conjunto {[§ = 7] | n < a} es una anticadena
en By en consecuencia X = {n < a | [ = 7] # 0} es numerable. Sea
B = sup(X) +1, asi 8 < a y entonces

L=[<a]=\Ie==\/[=1l

n<a neX

< \VIE=al=1[¢ <8l

n<p

De ahi, (5) se sigue.
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