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Introducción

La técnica de forcing fue desarrollada en 1963 por Paul Cohen en su prueba
de consistencia relativa de la negación de la hipótesis del continuo, ver [8]. A
partir de ese momento, esta técnica ha probado ser una herramienta muy útil.
Hoy en día se han hecho muchas variantes y extensiones, como el forcing iterado.

Por otro lado, el desarrollo de la teoría de topos de Grothendieck, Giraud y
Lawvere, entre otros, crea una nueva forma de hacer matemáticas. En particular,
las ideas de Cohen pueden llevarse a cabo en un topos elemental, más aun, son
una de las motivaciones para la definición de topos elemental, ver [17].

El objetivo de este trabajo es mostrar las ideas y la forma de hacer forcing
con órdenes parciales, cómo estas ideas pueden formularse con álgebras de Boole
y formalizarse en un topos. En este sentido, se enfocará el trabajo en mostrar
los respectivos desarrollos técnicos y hacer una comparación entre estas tres for-
mas de hacer forcing; o de manera más precisa, comparar el forcing con órdenes
parciales y con álgebras de Boole, luego mostrar que estas construcciones son
casos particulares de una construcción general en teoría de topos, la construc-
ción filtro-cociente. Posteriormente, se mostrará cómo se hacen algunas pruebas
de consistencia usando las formalizaciones anteriores. En esta parte, se podrán
observar algunas limitaciones y ventajas de las formas expuestas de hacer for-
cing. Por ejemplo, usando órdenes parciales comunes no es posible demostrar la
consistencia relativa de la negación del axioma de elección, ya queM rGs siempre
es modelo de elección. Otro ejemplo es que no parece haber algo en la literatura
acerca de V ‰ L en topos.

En el primer capítulo se revisa cómo se hace la técnica de forcing con órdenes
parciales. Se dan las nociones básicas como filtro genérico, conjunto denso, P -
nombre, etc. Además, se hará énfasis en que el modelo base sea numerable, esto
se debe a que la existencia de filtros genéricos es poco común y deben suponerse
este tipo de condiciones. Posteriormente, se construirá el conjunto de P -nombres
como una jerarquía en lugar de la definición por P-inducción tradicional ya que
esta última no es suficientemente clara, por lo que podría parecer una definición
ad hoc para los resultados posteriores. Por último, se da la interpretación de un
nombre, se define la extensión genérica y se enuncian los principales resultados
acerca de la extensión M rGs. Este capítulo está basado principalmente en [15]
y [14].

En el segundo capítulo se realizan las construcciones equivalentes a las ex-
puestas en el primer capítulo, pero con álgebras de Boole. En este caso, no será
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necesaria la existencia de un genérico, por lo que el modelo base es V el univer-
so de los conjuntos. Al tener estructura adicional el proceso se hace más fácil,
ahora se construye el universo de B-nombres cuyos elementos son conjuntos con
“probabilidad booleana”, es decir, un conjunto en V pBq no está formado por
elementos estáticos, sino que son posibles elementos junto con un elemento del
álgebra indicando la probabilidad que sea un elemento real. A su vez, se darán
algunas nociones de modelos booleano-valuados y finalmente se harán cocientes
con ultrafiltros para obtener la correspondiente noción de extensión “genérica”.
En este caso la principal bibliografía es [11] y [3].

El tercer capítulo es una revisión de los capítulos anteriores en términos de
teoría de topos. Se revisan las nociones básicas de topos y se tratan de tomar co-
mo ejemplo las construcciones anteriores (ver [17]). Al mismo tiempo, se definen
los conceptos básicos de teoría de gavillas. Finalmente, se muestra la construc-
ción filtro-cociente. El material de este capítulo fue consultado principalmente
en [19] y [5].

En el cuarto capítulo se realiza la demostración de la consistencia relativa
de la hipótesis del continuo desde las tres perspectivas mostradas. Por último,
se muestran las construcciones heurísticas de estructuras que no satisfacen el
axioma de elección.



Capítulo 1

Forcing con órdenes parciales

Originalmente en 1963 Paul Cohen utilizó el forcing empleando conjuntos
parcialmente ordenados. Esta versión del forcing es ampliamente utilizada por
diversos autores y aunque en primera instancia es más fácil de aplicar, en gran
medida resulta equivalente a la versión que emplea álgebras de Boole. Este
enfoque del forcing puede consultarse a detalle en [14] y en [15].

1.1. Nociones de forcing
Definición 1.1. Sea P un conjunto parcialmente ordenado1 distinto del vacío,
se dice que G Ď P es un filtro sobre P si G ‰ H y:

1. Para cualesquiera p, q P G existe r P G tal que r ď p y r ď q.

2. Para cualesquiera p P G y q P P tales que si p ď q, entonces q P G.

Note que el término “filtro” resulta bastante acertado, pues como su nombre
lo sugiere, los filtros hacen la labor de capturar aquellos elementos en el orden
parcial que son grandes, esto según el orden ď en P .

La condición 1 dicta que si dos elementos son lo suficientemente grandes
según el filtro, entonces existe al menos una cota inferior en común que también
es grande según el filtro. A su vez, la condición 2 indica que los filtros en verdad
hacen el trabajo de filtrar, pues si un elemento es grande según el filtro, entonces
todo elemento mayor a él necesariamente debe estar en el filtro.

Además de los filtros definidos en 1.1, en los conjuntos parcialmente ordena-
dos es posible definir subconjuntos y situaciones notables.

Definición 1.2. Sea P un conjunto parcialmente ordenado.

1. Una cadena C en P es un subconjunto C Ď P tal que, para cualesquiera
p, q P C se cumple p ď q, o bien q ď p.

1A menos que sea necesario distinguir al conjunto parcialmente ordenado o a su orden, se
denotará por P en lugar de xP,ďy.

1



2 CAPÍTULO 1. FORCING CON ÓRDENES PARCIALES

2. Dados p, q P P , se dice que p y q son compatibles en P si y solo si existe
r P P tal que r ď p y r ď q. Se denota por p ‖ q para indicar que p y q
son compatibles.

En caso contrario, se dice que p y q son incompatibles en P , este hecho se
denota con p K q.

3. Una anticadena en P es un subconjunto A Ď P de tal modo que para
cualesquiera p, q P A tales que si p ‰ q, entonces p K q.

4. Se dice que D Ď P es denso en P si y solo si para toda p P P existe q P D
tal que q ď p.

5. Dados E Ď P y p P P , se dice que E es denso bajo p si y solo si para todo
q P P tal que q ď p, existe r P E que cumple r ď q.

Note que aunque las definiciones no impiden que P sea un filtro o un filtro
genérico (ver 1.1 y 1.5), si P tiene un par de elementos incompatibles, como
sucede en la mayoría de los ejemplos, entonces P no puede ser un filtro.

De esta manera, en un conjunto parcialmente ordenado P toda cadena C Ď
P es un subconjunto que con el orden es total o linealmente ordenado, es decir,
todos los elementos en C son comparables según ď.

Dados p, q P P , ocurre que p y q son compatibles en P siempre que posean
alguna cota inferior común en P . Mientras que p y q son incompatibles en P si
y solo si para cualesquiera r, s P P si r ď p, entonces r ę q, y si s ď q, entonces
s ę p.

Por otra parte, una anticadena A Ď P es un subconjunto de P tal que
ninguna pareja de elementos en A posee cotas inferiores en común y en contras-
te con las cadenas, las cuales están “acomodadas” en P de manera lineal, las
anticadenas están “acomodadas” de manera transversal en P .

Un subconjunto denso D Ď P tiene la característica de que está “bien dis-
tribuido inferiormente” en P al haber siempre cotas inferiores en D de todo
elemento de P . Por otra parte, dados p P P y E Ď P , E es denso bajo p si es
un subconjunto de P que se distribuye bien sobre las cotas inferiores de p.

Además, una anticadena A Ď P es una anticadena maximal en P si lo es
bajo la contención, es decir, si B Ď P es una anticadena tal que A Ď B, entonces
A “ B.

Proposición 1.3. Para cualesquera P conjunto parcialmente ordenado y A Ď P
anticadena en P se cumple que A es una anticadena maximal en P si y solo si
para todo p P P existe a P A tal que p ‖ a.

Demostración. (ñ)
Sea p P P , si para cada a P A ocurre p K a, entonces A Y tpu es una

anticadena. De esta manera, al ser A maximal debe existir a1 P A tal que p ‖ a1.
(ð)
Sea B anticadena tal que A Ď B y sea b P B. Por hipótesis existe a P A tal

que b ‖ a. Como B es anticadena debe ocurrir a “ b, en consecuencia A “ B. □ 



1.1. NOCIONES DE FORCING 3

La proposición 1.3 indica que de manera parecida a los subconjuntos densos,
las anticadenas maximales están “bien distribuidas” a través del orden parcial
respecto a la compatibilidad.

Lema 1.4. Para cualesquiera P conjunto parcialmente ordenado distinto del
vacío y D Ď P denso en P se cumple que existe A Ď D una anticadena maximal
en P .

Demostración. De una aplicación rutinaria del lema de Zorn sobre el conjunto
AD “ tA Ď D | A es una anticadenau con la contención, se cumple que existe
A Ď D anticadena maximal en D.

De esta manera, A Ď P y para cualesquiera p, q P A tales que p ‰ q se
cumple que p y q son incompatibles en D. Si existe r P P tal que r ď p y r ď q,
entonces, como D es denso en P , existe d P D tal que d ď r y en consecuencia
d ď p y d ď q lo cual es una contradicción. De esta manera, si p, q P A son tales
que p ‰ q, entonces p y q son incompatibles en P . Así, A es una anticadena en
P .

Falta ver que A es maximal en P . Sea p P P . Como D es denso, existe d P D
tal que d ď p. Como A es anticadena maximal en D, por la proposcición 1.3,
existe a P A tal que d ‖ a, de esta manera, p ‖ a. Por la proposición 1.3, A es
anticadena maximal en P .

Definición 1.5. Sean P un conjunto parcialmente ordenado y G Ď P .

Dada D una familia de subconjuntos densos de P , se dice que G es un
conjunto D-genérico si para todo subconjunto D P D ocurre GXD ‰ H.

Se dice que G es un conjunto genérico si para todo subconjunto D Ď P
denso en P , entonces GXD ‰ H.

Sea U Ď P un filtro, se dice que U es un ultrafiltro si U es un filtro
maximal bajo la contención, es decir, si F Ď P es un filtro y U Ď F ,
entonces U “ F .

Note que un conjunto denso en un conjunto parcialmente ordenado P indica
un tipo de distribución inferior sobre P . De manera que, si D es una familia
de densos en P y G es un conjunto D-genérico, entonces G se extiende adecua-
damente sobre los densos en D. Así, un conjunto genérico G en P atraviesa a
todos los densos. En otras palabras, un genérico también se expande por todo
el orden parcial P .

Como ya se había mencionado, las anticadenas maximales en un orden par-
cial P están transversalmente bien distribuidas en todo P . Por esta razón, tiene
sentido sospechar que los genéricos intersecten a las anticadenas maximales de
P . En efecto, aquellos filtros en P que sean genéricos lo hacen.

Lema 1.6. Para cualesquiera P conjunto parcialmente ordenado y G Ď P
filtro en P se cumple que G es un filtro genérico si y solo si para toda A Ď P
anticadena maximal en P ocurre GXA ‰ H.

□ 

■ 

■ 

■ 



4 CAPÍTULO 1. FORCING CON ÓRDENES PARCIALES

Demostración. (ñ)
Dada A Ď P una anticadena maximal se define

DA “ tp P P | Da P A pp ď aqu.

Es fácil ver que DA es denso en P . Al ser G un conjunto genérico existe p P
GXDA, como p P DA existe a P A tal que p ď a. Puesto que p P G, p ď a y G
es un filtro, entonces a P G. Así GXA ‰ H.

(ð)
Sea D Ď P denso. Por el lema 1.4 existe A Ď D anticadena maximal en P .

Por hipótesis ocurre GX A ‰ H, así H ‰ GX A Ď GXD. Por lo que G es un
filtro genérico.

Gracias a sus propiedades de intersección con subconjuntos suficientemente
bien distribuidos por todo el orden parcial, se verá que los filtros genéricos serán
necesariamente filtros maximales bajo la contención, es decir, son ultrafiltros.

Proposición 1.7. Si P es un conjunto parcialmente ordenado y G Ď P es un
filtro genérico, entonces G es un ultrafiltro.

Demostración. Suponga que existe H Ď P un filtro tal que G Ď H. Dado
p P H se considera el conjunto

D “ tq P P | q ď p o bien q K pu.

Si r P P , entonces se tienen las siguientes posibilidades:

Si r ‖ p, entonces existe s P P tal que s ď p y s ď r, así s P D.

Si r K p, entonces r P D.

De esta manera D es denso en P . Al ser G genérico existe q P GXD, así q P H
y además q ď p o bien q K p. Como H es filtro no es posible q K p. Por lo
tanto q ď p. Como G es filtro se cumple p P G y en consecuencia G es un
ultrafiltro.

Lema 1.8. Para cualesquiera P conjunto parcialmente ordenado, G Ď P filtro
genérico y E Ď P se cumple que G X E ‰ H, o en su defecto existe g P G tal
que para todo q P E se cumple g K q.

Demostración. Se considera el conjunto

D “ tp P P | Dq P E pp ď qqu Y tp P P | @q P E pq K pqu.

Sea p P P y sin pérdida de generalidad suponga que p R D. En particular existe
q P E tal que q ‖ p. Sea r P P tal que r ď q y r ď p. De esta manera r P D y
r ď p. Por lo tanto D es denso en P .

Al ser G filtro genérico se considera g P GXD. Así, o bien existe q P E tal
que g ď q, o bien para toda r P E ocurre r K g. Al ser G filtro, se cumple una
de dos posibilidades: o bien q P GXE, o en su defecto para toda r P E se tiene
r K g.

□ 

■ 

■ 

□ 

□ 
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Proposición 1.9. Si P es un conjunto parcialmente ordenado, G Ď P filtro
genérico y E Ď P denso bajo p con p P G, entonces GX E ‰ H.

Demostración. Suponga GXE “ H. Por el lema 1.8 existe g P G tal que para
todo q P E se cumple g K q. Como G es filtro existe r P G tal que r ď p y r ď g.
Al ser E denso bajo p y r ď p, existe s P E tal que s ď r, por lo que s ď g. Por
tanto s ‖ g con s P E, lo cual es una contradicción.

Lema 1.10. Si P es un conjunto parcialmente ordenado y G Ď P , entonces G
es un filtro genérico si y solo si:

1. Para cualesquiera p P G y q P P , si p ď q, entonces q P G.

2. Para cualesquiera p, q P G existe r P P tal que r ď p y r ď q, es decir,
p ‖ q.

3. Dado D Ď P denso en P se cumple GXD ‰ H.

Demostración. Una implicación es inmediata. Para la otra implicación solo
falta ver que G no es vacío y que para cualesquiera p, q P G existe r P G tal que
r ď p y r ď q.

Es inmediato ver que P es denso en P . Por (3) se cumple que GXP ‰ H y
en consecuencia G no es vacío. Para ver que G es un filtro se consideran p, q P G
y se define

D “ tr P P | r ď p y r ď qu Y tr P P | r K pu Y tr P P | r K qu.

Sea s P P y suponga que s R D. Así, en particular se cumple que s ‖ p. De esta
manera existe t P P tal que t ď s y t ď p. Sin pérdida de generalidad suponga
t R D. En particular, se cumple t ‖ q, por lo que existe u P P tal que u ď t y
u ď q. De esta manera u ď s, u ď p y u ď q, en consecuencia u ď s y u P D.
Por lo tanto, D es denso en P .

Por (3) existe r P GXD. Como p, q P G, por (2) se concluye que este elemento
de G cumple r ď p y r ď q.

Dados los lemas 1.6, 1.10 y las proposiciones 1.7 y 1.9, se puede ver que los
filtros genéricos poseen muy buenas propiedades (tal vez demasiado buenas),
pues resulta complicado demostrar su existencia. A saber, si un conjunto par-
cialmente ordenado P tiene al menos dos elementos incompatibles entonces, por
el lema 1.10, P no es un filtro genérico en P .

1.2. Extensiones genéricas.
Al suponer la consistencia de los axiomas de la teoría de conjuntos ZFC, lo

cual se denota por ConpZFCq, ZFC resulta satisfacible, es decir, ZFC posee
un modelo. Dicho de otro modo, existe A “ xA, PAy donde A es un conjunto,
PAĎ AˆA y son tales que

A |ù ZFC.

□ 

□ 



6 CAPÍTULO 1. FORCING CON ÓRDENES PARCIALES

Al conjunto A se le denomina modelo base de ZFC.
En adelante se emplearán modelos base transitivos2, pues en estos modelos

varios de los axiomas de ZFC son absolutos3 y en consecuencia es posible ve-
rificar que muchas de las consecuencias de dichos axiomas se satisfacen en los
modelos transitivos directamente desde el universo de la teoría de conjuntos con
la pertenencia usual.

Para garantizar la existencia de los modelos transitivos y de los modelos
transitivos numerables serán necesarias las siguientes definiciones y resultados.

Definición 1.11. Sean C una clase y E Ď C ˆ C.

1. Se dice que xC,Ey es una clase bien fundada si E es antirreflexiva, an-
tisimétrica, transitiva sobre C y cada subclase D Ď C distinta del vacío
posee un elemento E-minimal, es decir, existe d P D tal que para cualquier
c P D ocurre xc, dy R E.

2. Sea xC,Ey una clase bien fundada. Para cada c P C se define la E-extensión
de c como

extEpcq “ td P C | xd, cy P Eu.

3. Se dice que xC,Ey es una clase extensional si para cualesquiera a, b P C
tales que extEpaq “ extEpbq, entonces a “ b.

Teorema 1.12 (del colapso de Mostoswki). 4 Para cada xC,Ey, clase bien
fundada y extensional, existen una clase transitiva D y un isomorfismo π :
xC,Ey Ñ xD, Py. Más aún, la clase D y el isomorfismo π son únicos y a D se
le conoce como colapso transitivo de xC,Ey.

Teorema 1.13 (de Löwenheim-Skolem). 5 Sea Σ un conjunto de enunciados
en un lenguaje numerable de primer orden. Si Σ tiene un modelo, entonces Σ
tiene un modelo numerable.

Lema 1.14. Suponga la consistencia de los axiomas ZFC. Entonces existe
M “ xM, Py modelo transitivo de ZFC.

Demostración. Al suponer la consistencia de los axiomas ZFC se obtiene un
modelo A “ xA, PAy de ZFC el cual, en particular satisface los axiomas de bue-
na fundación (también llamado axioma de regularidad) y de extensionalidad6.
Así A “ xA, PAy es bien fundado y extensional. Por el teorema del colapso de
Mostoswki, existe M “ xM, Py su colapso transitivo. Como A – M se cumple
que M también es modelo de ZFC.

En adelante se denotará a los modelos transitivos como M en lugar de M “

xM, Py.
2Un conjunto X es transitivo si para cada x P X, se cumple x Ď X.
3Ver [15] definiciones I.16.4 y I.16.5 y el lema I.16.18
4Ver [11] teorema 6.15 (i), página 69.
5Ver [9] pág. 151
6Ver [11], capítulo 1 y capítulo 6 en donde se profundiza acerca del axioma de regularidad.

□ 
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Corolario 1.15. Suponga la consistencia de los axiomas ZFC. Entonces existe
M modelo transitivo numerable de ZFC.

Demostración. Al suponer la consistencia de los axiomas ZFC ocurre que
existe A “ xA, PAy modelo de ZFC. Por el teorema de Löwenheim-Skolem7,
existe C “ xC, PCy tal que C |ù ZFC y |C| “ ℵ0. Empleando un argumento
análogo al que se empleó en la prueba del lema 1.14, se cumple que C es bien
fundado y extensional. Por el teorema del colapso de Mostoswki existe un único
conjunto transitivoM tal que siM “ xM, Py, entonces C –M y en consecuencia:

|M | “ ℵ0.

M es transitivo.

M |ù ZFC.

Ahora se verá bajo que condiciones existen o no los filtros genéricos.

Definición 1.16. Sean M un modelo transitivo de ZFC, P un conjunto par-
cialmente ordenado tal que P PM y G Ď P un filtro en P . Se dice que G es un
filtro P -genérico sobre M si GXD ‰ H para todo D Ď P denso en P tal que
D PM .

Definición 1.17. Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Se dice que P es
frondoso o sin átomos si para todo p P P existen q, r P P tales que q ď p, r ď p
y q K r.

De esta manera, un conjunto parcialmente ordenado frondoso es aquel en el
que todo elemento tiene al menos dos extensiones incompatibles. A su vez, si
un conjunto parcialmente ordenado es frondoso, entonces éste se “ramifica” infe-
riormente de manera arbitraria. Esta noción permite demostrar que en muchos
casos los filtros genéricos no son parte del modelo base.

Teorema 1.18. Si M es un modelo transitivo de ZFC, P es un conjunto
parcialmente ordenado frondoso tal que P PM y G Ď P es un filtro P -genérico
sobre M , entonces G RM .

Demostración. Suponga que G P M . Al ser M un modelo transitivo se tiene
que G,P ĎM . Como M es un modelo de ZFC, en particular, M es un modelo
de separación8. De esta manera, si se define D “ tp P P | p R Gu, entonces
cumple que D PM y además D “ P zG.

Sea p P P . Como P es un orden parcial frondoso existen q, r P P tales
que q ď p, r ď p y q K r. De esta manera, tq, ru Ę G, pues de lo contrario
G tendría dos elementos incompatibles. De tal modo, existe v P tq, ru tal que
v ď p y v R G. En consecuencia v P D y v ď p. Así D es un denso en P y al
ser G un filtro P -genérico sobre M se cumple que G XD ‰ H, lo cual es una
contradicción.

7El lenguaje de la teoría de conjuntos es numerable pues su tipo de semejanza es tεu.
8También llamado de comprensión o esquema axiomático de separación, dicta que si Y es

un conjunto y ϕpxq es una fórmula con una variable libre, entonces Z “ ty P Y | ϕpyqu es un
conjunto. Para más información ver [11], capítulo 1.

■ 

■ 

■ □ 

□ 
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Este resultado muestra una condición sencilla para la inexistencia de los
filtros genéricos en modelos transitivos. Más aún, si P es un conjunto parcial-
mente ordenado frondoso, entonces el complemento P zG de todo supuesto filtro
genérico G Ď P en P resulta denso. Por lo cual, ningún conjunto parcialmente
ordenado frondoso tiene filtros genéricos.

El siguiente resultado muestra bajo qué condiciones es posible garantizar la
existencia de filtros genéricos en conjuntos parcialmente ordenados sobre ciertos
modelos transitivos.

Teorema 1.19. Sean M modelo transitivo numerable de ZFC y P un conjunto
parcialmente ordenado tal que P P M . Entonces para cada p P P existe G Ď P
filtro P -genérico sobre M tal que p P G.

Demostración. Se define

D “ tD PM | D es un subconjunto denso en P u.

De esta manera, D ĎM y en consecuencia D es una familia a lo más numerable.
Sin pérdida de generalidad, se considera una enumeración D “ tDn | n P ωu y
se define por recursión sobre ω la sucesión q_ : ω ÝÑ P como q0 “ p y para
cada n P ω tal que qn esté definido se considera qn`1 P Dn tal que qn`1 ď qn.
Por su definición, q_ es una sucesión decreciente.

Se define G “ tr P P | Dn P ω pqn ď rqu. Como q0 “ p entonces p P G. Falta
ver que G es un filtro P -genérico sobre M .

1. Sean r P G y q P P tales que r ď q. Así existe n P ω tal que qn ď r. De
esta manera qn ď q y por lo tanto q P G.

2. Sean r, q P G. De esta manera existen n, n1 P ω tales que qn ď r y qn1 ď q.
Se considera m “ maxtn, n1u. Al ser q_ una sucesión decreciente ocurren
qm ď r, qm ď q y qm P G.

3. Sea D Ď P denso en P tal que D PM . Así, existe n P ω tal que D “ Dn.
Por las definiciones de q_ y de G, se cumple qn`1 P GXD.

Por lo tanto, G es un filtro P -genérico sobre M tal que p P G.

Con base en un modelo transitivo numerable M , un conjunto parcialmente
ordenado P tal que P P M y G Ď P un filtro P -genérico sobre M se construi-
rá un modelo transitivo M rGs tal que M Ď M rGs y G P M rGs. Para lograr
esto, primero será necesario indicar cómo construir conjuntos nuevos cuya per-
tenencia varía según los elementos de P . De esta manera, se emplean conjuntos
parcialmente ordenados con máximo9 los cuales codifican la manera en que son
construidos dichos conjuntos.

9También llamados nociones de forcing.

□ 
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Definición 1.20. Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Se define por
recursión transfinita la jerarquía P ´nombre_ sobre los ordinales de la siguente
manera:

P ´ nombre0 “ H.

Para cada ordinal α tal que P ´ nombreα esta definido, se define

P ´ nombreα`1 “ PpP ´ nombreα ˆ P q

donde P es el operador potencia.

Para cada ordinal límite γ tal que P ´ nombreβ esta definido para todo
ordinal β con β ă γ, se define

P ´ nombreγ “
ď

βăγ

pP ´ nombreβq.

De esta manera, la clase de nombres queda definida como

V P “
ď

αPOrd

pP ´ nombreαq.

A los elementos de la clase V P se les denomina P -nombres o simplemente
nombres. Note que se tiene la siguiente caracterización.

Observación 1.21. 9x es un nombre si y solo si todo elemento del conjunto 9x
es de la forma x 9y, py, donde p P P y 9y es un nombre.

De esta manera, si se consideran dos nombres 9x, 9y P V P tales que x 9y, py P 9x
con p P P , entonces p indica “como está variando” 9y en 9x.

Ahora, se considerarán los nombres en un modelo transitivo numerable de
ZFC.

Definición 1.22. Para cada M modelo transitivo numerable de ZFC y P
conjunto parcialmente ordenado tal que P PM se define

MP “ V P XM “ t 9x PM | p 9x es un P ´ nombreqMu. 10

Lo siguiente es notar que un filtro P -genérico sobre M determina una nueva
noción de pertenencia.

Definición 1.23. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, P un
conjunto parcialmente ordenado con máximo tal que P P M y G Ď P un filtro
P -genérico sobre M . Para cada 9x P MP se define recursivamente la valuación
de 9x según G como

9xG “ t 9yG | Dp P G tal que x 9y, py P 9xu.

10Ver [14], definición IV.2.6, pág 189.

■ 

■ 

■ 
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Si 1 es el máximo de P , entonces para cada x P M se define recursivamente el
nombre canónico de x como

x̌ “ txy̌, 1y | y P xu.

A su vez, se define el nombre canónico del filtro genérico como

9Γ “ txp̌, py | p P P u.

De esta manera, x̌ PMP para cada x PM y como P PM , entonces 9Γ PMP .
Es fácil probar por inducción que para cada x P M se cumple x̌G “ x y en

consecuencia 9ΓG “ G. Así, se define la extensión genérica de M por G como

M rGs “ t 9xG | 9x PMP u. (1.1)

De esta manera, G decide cómo se construyen los elementos en M rGs con
base en los nombres de MP .

Observación 1.24. 1. Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC,
P es un conjunto parcialmente ordenado con máximo tal que P P M y
G Ď P es un filtro P -genérico sobreM , entoncesM ĎM rGs y G PM rGs.

2. Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC, P es un conjunto par-
cialmente ordenado con máximo tal que P P M y G Ď P es un filtro
P -genérico sobre M , entonces se cumple que para cualquier a P M rGs
existe 9b PMP tal que a “ 9bG.

También se cumple que xM rGs, Py es un modelo transitivo de ZFC, esto se
prueba notando que G decide que nombres en MP están relacionados bajo la
pertenencia11.

A su vez, de manera similar a la definición 1.22, si N es modelo transitivo
de ZFC y X es un conjunto definible en N 12, entonces XN la interpretación
de X según N está dada por

XN “ X XN. (1.2)

Así, para cualesquiera M modelo transitivo numerable de ZFC, P conjunto
parcialmente ordenado con máximo tal que P P M , G Ď P filtro P -genérico
sobre M y X definible en M se cumple

XM “ X XM Ď X XM rGs “ XMrGs. (1.3)

Por medio de un modelo transitivo numerable M y P un conjunto parcial-
mente ordenado con máximo tal que P P M , es posible definir la relación de
forcing para órdenes parciales

11Ver [15], lema IV.2.15, pág 248, y teorema IV.2.27, pág 253.
12Ver la definición 4.39.
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Definición 1.25. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, P un
conjunto parcialmente ordenado con máximo tal que P P M , p P P , ϕ una
fórmula en el lenguaje de la teoría de conjuntos y 9x1, . . . , 9xn PM

P . Se dice que

p , ϕp 9x1, . . . , 9xnq si y solo si para todo G filtro P ´ genérico sobre M
con p P G se satisface M rGs |ù ϕp 9x1G, . . . , 9xnGq. (1.4)

La relación p , ψ se lee como p fuerza a ψ.

La relación de forcing posee varias propiedades, las cuales solo se probarán
para la versión con modelos booleano valuados. Por ahora, solo se mencionarán
algunas de estas propiedades:

En M rGs toda verdad está forzada, es decir, para cualesquiera M mode-
lo transitivo numerable de ZFC, P conjunto parcialmente ordenado con
máximo tal que P P M , G Ď P filtro P -genérico sobre M , ϕ fórmula en
el lenguaje de la teoría de conjuntos y 9x1, . . . , 9xn PM

P .

Si M rGs |ù ϕp 9x1G, . . . , 9xnGq, entonces existe p P G tal que
p , ϕp 9x1, . . . , 9xnq. (1.5)

Para cualesquiera M modelo transitivo numerable de ZFC, P conjunto
parcialmente ordenado con máximo tal que P P M , p P P , ϕ fórmula en
el lenguaje de la teoría de conjuntos y 9x1, . . . , 9xn PM

P .

Si p , ϕp 9x1, . . . , 9xnq y q ď p, entonces q , ϕp 9x1, . . . , 9xnq. (1.6)

Ningún elemento en P fuerza una contradicción, es decir, para cualesquiera
ϕ fórmula en el lenguaje de la teoría de conjuntos y 9x1, . . . , 9xn P M

P no
existe p P P tal que

p , ϕp 9x1, . . . , 9xnq ^  ϕp 9x1, . . . , 9xnq. (1.7)

Note que en (1.4) la relación depende de todos los filtros genéricos que sa-
tisfacen condiciones muy específicas, además, para justificar la existencia de un
filtro genérico fueron necesarios el corolario 1.15 y el teorema 1.19, dichos re-
sultados son demasiado elaborados. No obstante, más adelante cuando se tenga
definido el modelo booleano-valuado V pBq, se redefinirán las extensiones genéri-
cas y la relación de forcing en términos de un álgebra de Boole y se exhibirá que
al realizar forcing, ya sea empleando conjuntos parcialmente ordenados o bien
empleando filtros genéricos en su versión con álgebras de Boole, se generan en
esencia los mismos resultados.

■ 

■ 

■ 





Capítulo 2

Forcing con modelos
booleano-valuados

En este capítulo se procede a describir de manera general el desarrollo del for-
cing mediante el uso de álgebras de Boole como soporte. Desde luego, se apelará
abiertamente a la definición de álgebra de Boole y algunas de sus propiedades,
las cuales pueden ser consultadas en [13]. También se recurrirá a conceptos, re-
sultados y técnicas de teoría de modelos, las cuales el lector interesado podrá
consultar en [6], [9] y [20].

Como ya se ha mencionado, el forcing fue originalmente concebido empleando
conjuntos parcialmente ordenados con máximos, de hecho, gran parte de los
avances posteriores a su invención emplean este tipo de estructuras y trabajan el
forcing desde esta perspectiva. Por otra parte, en 1967 Scott, Solovay y Vopěnka
formularon las versiones iniciales del forcing empleando los modelos booleano-
valuados.

En este capítulo se muestran las primeras nociones de este desarrollo. Se
exhibirá que todo conjunto parcialmente ordenado se puede encajar densamen-
te en un álgebra de Boole completa, preservando las suficientes propiedades
que permitan una equivalencia entre forcing con órdenes parciales y con mode-
los booleano-valuados empleando filtros genéricos. Por esta razón, es necesario
revisar cómo son los filtros en estas estructuras.

2.1. Filtros

La definición de filtro en un álgebra de Boole varía ligeramente de la defini-
ción 1.1.

Definición 2.1. Sea B un álgebra de Boole1. Se dice que F Ď B es un filtro si
satisface las siguientes condiciones:

1A menos que sea necesario distinguir al álgebra de Boole o a su estructura, se denotará
por B en lugar de xB,_,^, , 0, 1y. Además, se dice que x ď y en B si y solo si x^ y “ x.

13
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1. 1 P F y 0 R F .

2. Si x, y P F , entonces x^ y P F .

3. Si x P F y y P B son tales que x ď y, entonces y P F .

Note que para cualquier álgebra de Boole B. Si F Ď B es un filtro según la
definición 1.1 tal que 0 R F , entonces F es un filtro según la definición 2.1 y si
F Ď B es un filtro según 2.1, entonces F es un filtro según la definición 1.1.

Un ejemplo de filtro consiste en tomar un elemento arbitrario x P B tal que
x ‰ 0 y considerar la familia Òpxq “ ty P B | x ď yu. Este tipo de filtro se llama
filtro principal generado por x.

Definición 2.2. Sea B un álgebra de Boole. Dado F Ď B filtro, se dice que F
es principal si existe x P B tal que F “Òpxq.

De esta manera, en un álgebra de boole B existe al menos un filtro, a saber,
un filtro principal por cada elemento en Bzt0u.

Existen otras formas de obtener filtros en álgebras de Boole. Se sabe que
algunas de las condiciones para que un subconjunto de un álgebra de Boole sea
filtro son de cerradura, en este caso, del ínfimo binario y de las cotas superiores,
de manera que, como sucede con subconjuntos notables en muchas estucturas
algebraicas tales como los subgrupos de un grupo, los ideales de un anillo o
los subespacios de un espacio vectorial, se cumple que si tFi | i P Iu es una
familia distinta del vacío de filtros en B y tFj | j P Ju es una cadena distinta
del vacío de filtros en B, entonces

Ş

iPI Fi y
Ť

jPJ Fj son filtros2. Además, la
unión arbitraria de filtros no necesariamente es un filtro.

Ahora se buscará definir filtros a través de subconjuntos del álgebra, parti-
cularmente se busca extender subconjuntos del álgebra a filtros. Para que un
subconjunto A Ď B sea extendido a un filtro se debe excluir al elemento 0 y
cerrar al conjunto A bajo ínfimos finitos y bajo cotas superiores, debido a esto,
es conveniente realizar este proceso por pasos.

Definición 2.3. Sean B un álgebra de Boole y A Ď B. Se definen:

clspAq “ ta1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ an | n P Z`, a1, . . . , an P Au.

ÒA “ tx P B | Da P A pa ď xqu.

Así, para todo A Ď B, clspAq es cerrado bajo ínfimos finitos y además A Ď

clspAq. Por otra parte, se cumple A ĎÒA y ÒA es cerrado bajo cotas superiores.
De esta manera ocurre

ÒpclspAqq “ tx P B | Dn P Z` y Da1, . . . , an P A tales que a1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ an ď xu.

y en consecuencia sucede A Ď clspAq ĎÒpclspAqq.

2Las pruebas a estas afirmaciones no se realizarán pues son análogas a las propias en los
casos de subgrupos, ideales o subespacios vectoriales.

■ 

■ 
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No obstante, ÒpclspAqq puede no ser un filtro, pues surge un problema cuando
el ínfimo finito de algunos de los elementos del conjunto A resulte 0.

Definición 2.4. Sean B un álgebra de Boole y A Ď B. Se dice que A tiene la
propiedad de intersección finita si y solo si el ínfimo de todo subconjunto finito
distinto del vacío de A no es 0, es decir:

Para cualesquiera a1, . . . , an P A con n P Z`, se cumple a1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ an ‰ 0.

Esta propiedad se abrevia con pif.

Proposición 2.5. Si B es un álgebra de Boole y A Ď B tiene la pif, entonces
para cada x P B se cumple que A Y txu tiene la pif, o bien, A Y t xu tiene la
pif.

Demostración. Sin pérdida de generalidad suponga que AY t xu no tiene la
pif, de esta manera existen a1, . . . , an P A tales que a1^¨ ¨ ¨^an^ x “ 0. Para
facilitar la notación sea a “ a1^¨ ¨ ¨^an. De esta manera, se cumple que a ď x.
Para demostrar que AY txu tiene la pif se consideran b1, . . . , bm P A y como A
tiene pif se tiene lo siguiente:

0 ‰ b1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ bm ^ a ď b1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ bm ^ x.

De donde se concluye que b1^¨ ¨ ¨^bm^x ‰ 0, es decir, AYtxu tiene la pif.

Proposición 2.6. Todo filtro en un álgebra de Boole tiene la pif.

Demostración. Sean B álgebra de Boole y F Ď B un filtro. Así F es cerrado
bajo ínfimos finitos y como 0 R F ningún ínfimo finito será 0.

Observación 2.7. Sean B un álgebra de Boole y A Ď B. Si A tiene la pif,
entonces ÒpclspAqq es un filtro.

Dado que toda álgebra de Boole es en particular un conjunto parcialmente
ordenado, un ultrafiltro en un álgebra de Boole es un filtro maximal bajo la
contención.

Proposición 2.8. Sean B un álgebra de Boole y U Ď B un filtro, las siguientes
propiedades son equivalentes:

1. U es un ultrafiltro, es decir, es un filtro maximal.

2. Si x P B, entonces x P U ó  x P U .

3. Si x_ y P U , entonces x P U ó y P U .

Demostración. (1 ñ 2)
Sea x P B. Por la proposición 2.6, U tiene la pif. Por la proposición 2.5 se

cumple que o bien U Ytxu tiene la pif, o bien U Yt xu tiene la pif. Sin pérdida
de generalidad suponga que U Ytxu tiene la pif. Por la observación 2.7, U Ytxu

□ 

□ 
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puede ser extendido al filtro ÒpclspU Y txuqq. Al ser U un ultrafiltro se cumple
ÒpclspU Y txuqq “ U , por lo que x P U .

(2 ñ 3)
Sean x, y P B tales que x_ y P U y sin pérdida de generalidad suponga que

x R U , por (2) se tiene que  x P U . Como U es un filtro tal que x _ y P U , se
tiene que  x^ y “  x^ px_ yq P U , de donde se concluye que y P U .

(3 ñ 1)
Sea F Ď B filtro tal que U Ď F . Sea z P F , como U es filtro, se cumple

 z_ z “ 1 P U . Por (3) se tiene que  z P U , o bien, z P U . Como F es filtro se
obtiene que z P U y en consecuencia U “ F .

La proposición 2.8 indica que los ultrafiltros son filtros suficientemente gran-
des para separar a los elementos del álgebra de Boole respecto a la negación y
a la operación supremo binario. De esta manera, los ultrafiltros parten en dos
al álgebra de Boole de manera “adecuada”.

Teorema 2.9 (del Ultrafiltro). Si B es un álgebra de Boole y F Ď B es un
filtro, entonces F puede ser extendido a un ultrafiltro.

Demostración. Se sigue de aplicar rutinariamente el lema de Zorn.

Con el teorema del ultrafiltro se tienen los siguientes resultados.

Corolario 2.10. Sean B un álgebra de Boole y A Ď B con la pif. Entonces A
puede ser extendida a un ultrafiltro.

Demostración. Se sigue de la observación 2.7 y del teorema 2.9.

Corolario 2.11. Sean B un álgebra de Boole y x P B tal que x ‰ 0. Entonces
existe un ultrafiltro U tal que x P U .

Demostración. Por la definición 2.2, Òpxq es un filtro. Por el teorema 2.9,
Òpxq puede ser extendido a un ultrafiltro U . Así, Òpxq Ď U y en consecuencia
x P U .

Corolario 2.12. Sean B un álgebra de Boole con x, y P Bzt0, 1u tales que
x ‰ y. Entonces existe un ultrafiltro U tal que y R U y x P U .

Demostración. Como x ‰ y entonces se puede suponer, sin perdida de gene-
ralidad, que x ^  y ‰ 0. Por el corolario 2.11, existe un ultrafiltro U tal que
x^ y P U . En consecuencia x P U y y R U .

2.2. Completaciones booleanas

Ahora se procederá a construir, para cada conjunto parcialmente ordenado,
un encaje denso a un álgebra de Boole completa tal que preserve y refleje pro-
piedades como la compatibilidad, incompatibilidad y la genericidad de filtros.

□ 

□ 

□ 

□ 

□ 
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Definición 2.13. Sea B un álgebra de Boole. Se dice que B es completa si
cualquier familia de elementos tbi | i P Iu de B tiene supremo e ínfimo en B, es
decir,

ł

iPI

bi P B y
ľ

iPI

bi P B.

Definición 2.14. Sea B un álgebra de Boole. Se define B` “ Bzt0u.

Definición 2.15. Sean B un álgebra de Boole y D Ď B`. Se dice que D es
denso en B si y solo si D es denso en B` según la definición 1.2(4).

De esta manera, D Ď B` es denso en el álgebra de Boole B siempre que
para todo b P B tal que b ‰ 0 existe a P D que cumple a ď b.

Cabe mencionar que es necesario definir denso en álgebras de Boole según
2.15 (es decir, como subconjuntos de B`), pues si estos se definen según 1.2(4),
entonces cualquier subconjunto de B que tenga al 0 sería denso y en consecuencia
se perdería la propiedad de “buena distribución” sobre B.

Definición 2.16. Sean B un álgebra de Boole y A Ď B`.

1. Se dice que A es una anticadena en B si y solo si A es una anticadena en
B` según la definición 1.2(3).

2. Se dice que A es una anticadena maximal en B si y solo si A es una
anticadena maximal en B`.

De esta manera, A Ď B` es una anticadena en el álgebra de Boole B siempre
que x^ y “ 0 para cualesquiera x, y P A tales que x ‰ y. A su vez, A Ď B` es
una anticadena maximal en el álgebra de Boole B si A es una anticadena en B
tal que no existe b P B` que cumple a^ b “ 0 para cada a P A.

Definición 2.17. Sea X un espacio topológico.

1. Para cada Y Ď X se define la regularización de Y como pY q˝.

2. Se dice que A Ď X es abierto regular si y solo si A “ pAq˝.

3. Se define la familia de abiertos regulares en X como

ROpXq “ tA Ď X | A es abierto regularu.

Es inmediato ver que la regularización de todo subconjunto de X es abierto.

Lema 2.18. Para cualesquiera X espacio topológico y U, V,W Ď X abiertos se
cumplen las siguientes propiedades:

1. U Ď pUq˝.

2. Si U y V son abiertos regulares, entonces U X V es abierto regular.

3. Para cada Y Ď X se tiene que pY q˝ es abierto regular.
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4. pUq˝ es el mínimo abierto regular que contiente a U .

5. Para cada Y Ď X se cumple U X pY q˝ Ď pU X Y q˝.

6. Si U X V “ H, entonces pUq˝ X pV q˝ “ H.

Demostración. 1. Como la cerradura de todo subconjunto cubre a dicho
subconjunto, entonces se cumple U Ď U . Como el operador interior es
monótono y U es abierto, se concluye U “ U˝ Ď pUq˝.

2. Como U y V en particular son abiertos, entonces U X V es abierto. Por
(1) se cumple U X V Ď pU X V q˝. Además pU X V q˝ Ď pUq˝ “ U y
pU X V q˝ Ď pV q˝ “ V . Así pU X V q˝ Ď U X V .

3. Como
`

Y
˘˝
Ď Y , entonces

`

Y
˘˝
Ď Y “ Y . Así

´

`

Y
˘˝
¯˝

Ď
`

Y
˘˝

y por (1),

se cumple
`

Y
˘˝
Ď

´

`

Y
˘˝
¯˝

.

4. Por (1) y (3) se sabe que U Ď pUq˝ y pUq˝ P ROpXq. Sea A P ROpXq tal
que U Ď A. Así pUq˝ Ď pAq˝ “ A.

5. Como U es abierto, se cumple U X Y Ď U X Y . 3

Así U X pY q˝ “ U˝ X pY q˝ “ pU X Y q˝ Ď pU X Y q˝.

6. Por (5) se cumple U X pV q˝ Ď pU X V q˝. Como U X V “ H, ocurre
pV q˝ X U “ H. Por (5) se tiene que pV q˝ X pUq˝ Ď ppV q˝ X Uq˝, en
consecuencia pV q˝ X pUq˝ “ H.

Teorema 2.19. Para cada espacio topológico X. ROpXq es un álgebra de Boole
completa al equiparse con las siguientes operaciones:

0 “ H, 1 “ X

A_B “ pAYBq˝

A^B “ AXB

 A “ pXzAq˝

Ž

F “ p
Ť

Fq˝

Ź

F “ p
Ş

Fq˝

Demostración. Se sabe que xROpXq,Ďy es un conjunto parcialmente ordena-
do. Por la definición 2.17 y el lema 2.18, xROpXq,Ď,^,_y es una retícula con
máximo y mínimo.

Para cada F Ď ROpXq,
Ť

F es el mínimo abierto de X que contiene a cada
H P F . Por la propiedad (4) del lema 2.18 p

Ť

Fq˝ es la mínima cota superior
de F en ROpXq.

Para F Ď ROpXq sea A “ p
Ş

Fq˝. Para probar que A es la máxima cota
inferior de F se debe notar que por la propiedad (3) del lema 2.18, se cumple
A P ROpXq, además

Ş

F Ď H para cada H P F , en consecuencia A Ď pHq˝ “
H y así A es cota inferior de F en ROpXq. Si B es otra cota inferior de F en
ROpXq, entonces B Ď

Ş

F y B “ pBq˝ Ď p
Ş

Fq˝ “ A.

3Si x P U X Y y V es un abierto tal que x P V , entonces U X V es un abierto tal que
x P U X V . Como x P Y , se cumple V X U X Y ‰ H y así x P U X Y .

□ 

■ ■ ■ 

■ ■ ■ 
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Para cada A P ROpXq se cumple A X pXzAq˝ Ď A X pXzAq “ H. Por la
propiedad (6) del lema 2.18, ocurre AX ppXzAq˝q˝ “ pAq˝ X ppXzAq˝q˝ “ H.

Así, ppXzAq˝q˝ Ď XzA y en consecuencia ppXzAq˝q˝ Ď pXzAq˝. Por la
propiedad (1) del lema 2.18 se cumple ppXzAq˝q˝ “ pXzAq˝ y de esta manera
 A P ROpXq. Además, para cada A P ROpXq se cumplen A ^  A “ H y
A_ A “ X.

Así xROpXq,Ď,^,_, , 0, 1y es una retícula completa, complementada con
0 y 1. Los detalles de las propiedades distributividad pueden consultarse en [13]
teorema 1.37.

En un conjunto parcialmente ordenado P , la familia tÓppq | p P P u define
una base para la topología del orden en P , donde para cada p P P

Óppq “ tq P P | q ď pu.

De esta manera, U Ď P es abierto en esta topología si y solo si U es cerrado
bajo cotas inferiores.

Note que para cada Y Ď P , en la topología del orden se cumple lo siguiente

Y ˝ “ tp P P | Óppq Ď Y u, (2.1)

Y “ tp P P | Óppq X Y ‰ Hu. (2.2)

Como Óppq es la mínima vecindad de p en P , se cumple que para cada q P P

Ópqq “ tr P P | Óprq X Ópqq ‰ Hu “ tr P P | r ‖ qu, (2.3)

pÓpqqq˝ “ tr P P | @t ď r pt ‖ qqu. (2.4)

Teorema 2.20 (Completación booleana). Sea P un conjunto parcialmente
ordenado. Entonces existen B un álgebra de Boole completa y una función
e : P ÝÑ B tal que:

1. erP s Ď B`,

2. Para cualesquiera p, q P P si p ď q, entonces eppq ď epqq,

3. erP s es denso en B`,

4. Para cualesquiera p, q P P se cumple que p K q si y solo si eppq^epqq “ 0,
y

5. e : P Ñ B es única salvo isomorfismo, es decir, si B1 es un álgebra
de Boole completa y e1 : P Ñ B1 es una función tal que satisface las
condiciones anteriores, entonces existen isomorfismos de álgebras de Boole
h : B Ñ B1 y h1 : B1 Ñ B tales que e1 “ h ˝ e y e “ h1 ˝ e1.

Demostración. Se considera P con la topología del orden y se toma B “

ROpP q. Por el teorema 2.19, B es un álgebra de Boole completa. Además, se
define e : P Ñ B como eppq “ pÓppqq˝.

□ 
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1. Sea p P P . Por la propiedad (3) del lema 2.18 se cumple eppq P B. Como
p PÓppq, por la propiedad (1) del lema 2.18, ocurre p P eppq. Así eppq ‰ H.

2. Sean p, q P P tales que p ď q. Así se cumple Óppq ĎÓpqq, de esta manera,
pÓppqq˝ Ď pÓpqqq˝ y en consecuencia eppq ď epqq.

3. Sea A P B tal que A ‰ H. Como tÓppq | p P P u es una base de la topología,
existe p P P tal que Óppq Ď A. Por la propiedad (4) del lema 2.18 se cumple
eppq Ď A.

4. Sean p, q P P .

Si p K q, entonces Óppq X Ópqq “ H. Por la propiedad (6) del lema
2.18 se cumple eppq X epqq “ H.
Suponga eppq X epqq “ H. Por la propiedad (1) del lema 2.18, ocurre
Óppq X Ópqq Ď eppq X epqq. Así, Óppq X Ópqq “ H y en consecuencia
p K q.

5. Se consideran e : P Ñ B y e1 : P Ñ B1 dos funciones que cumplen con
las condiciones (1)–(4) donde B y B1 son álgebras de Boole completas. Se
definen las funciones h : B Ñ B1 y h1 : B1 Ñ B como

hpbq “
ł

eppqďb

e1ppq h1pb1q “
ł

e1ppqďb1

eppq.

Como B y B1 son álgebras de Boole completas, entonces h y h1 preservan
ínfimos, supremos, complementos y además una es inversa de la otra.4

Para cada conjunto parcialmente ordenado P , la función e : P Ñ B descrita
en el teorema 2.20 se llama completación booleana de P .

Corolario 2.21. Sean P un conjunto parcialmente ordenado, e : P Ñ B su
completación booleana y p, q P P tales que epqq ď eppq. Entonces existe r P P
tal que r ď p y eprq ď epqq.

Demostración. Por hipótesis se tiene epqq ď eppq, de esta manera se cumple
epqq ^ eppq ‰ 0. Por la propiedad (4) del teorema 2.20 se tiene q ‖ p, de esta
manera, existe r P P tal que r ď q y r ď p. Por la propiedad (2) del teorema
2.20 se cumple eprq ď epqq con r ď p.

Definición 2.22. Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Se dice que P es
separativo o refinado si y solo si para cualesquiera p, q P P tales que q ę p existe
r P P que cumple r ď q y r K p.

Note que si un conjunto parcialmente ordenado P no es separativo, entonces
existen p, q P P tales que q ę p y tales que todo r ď q ocurre r ‖ p, y en
consecuencia q ‖ p. Es decir, existen p, q P P tales que q ę p pero compatibles
entre sí.

4La prueba de que h y h1 son morfismos de álgebras de Boole tales que h ˝ h1 “ idB ,
h1 ˝ h “ idB1 , e1 “ h ˝ e y e “ h1 ˝ e1, se puede consultar en [13], teorema 4.14, pág 56.

■ 

■ 

□ 

□ 
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Corolario 2.23. Sean P un conjunto parcialmente ordenado y e : P Ñ B su
completación booleana. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. P es separativo.

2. Para cada p P P se cumple eppq “Óppq.

3. e es un isomorfismo de P al orden parcial erP s Ď B.

Demostración. (1) ñ (2)
Sea q P pÓppqq˝. Por (2.4), ocurre que para cada r P P tal que r ď q se

cumple r ‖ p. Al ser P separativo, se obtiene q ď p, es decir, q PÓppq y en
consecuencia pÓppqq˝ ĎÓppq. Como Óppq es abierto, por la propiedad (1) del lema
2.18, se concluye Óppq “ pÓppqq˝.

(2) ñ (3)
Si eppq “ epqq entonces Óppq “Ópqq, de donde se concluye p “ q. De esta

manera e : P Ñ erP s es una biyección y, por (2), e´1 preserva el orden.
(3) ñ (1)
Si q ę p, entonces epqq ę eppq, es decir, pÓpqqq˝ Ę pÓppqq˝. Así, existe r P

pÓpqqq˝ tal que r R pÓppqq˝. Por (2.4), en particular existe s P P tal que s ď r,
s ‖ q y s K p. De esta manera, existe t P P tal que t ď s, t ď q y t K p, en
consecuencia P es separativo.

De esta manera, entre un conjunto parcialmente ordenado y su completación
booleana se preservan y reflejan los elementos compatibles e incompatibles, esto
permite una compatibilidad entre sus conjuntos densos y sus anticadenas.

Proposición 2.24. Sean P un conjunto parcialmente ordenado frondoso5 y
e : P Ñ B su completación booleana. Entonces B` es un conjunto parcialmente
ordenado frondoso.

Demostración. Sea b P B`. Por la propiedad (3) del teorema 2.20, erP s es
denso en B` y así, existe p P P tal que eppq ď b. Como P es frondoso existen
q, r P P tales que q ď p, r ď p y q K r. Por las propiedades (2) y (4) del teorema
2.20, se cumplen epqq ď b, eprq ď b y epqq K eprq en B`.

Ahora se verá cómo se comportan los filtros genéricos en álgebras de Boole
completas. Un filtro genérico en un álgebra de Boole B es un filtro genérico
G Ď B` en el orden parcial B` según la definición 1.5. Por la proposición 1.7,
G es un ultrafiltro en B. Más aun, los filtros genéricos en álgebras de Boole
poseen nuevas propiedades.

Lema 2.25. Sean B un álgebra de Boole completa y A Ď B` una anticadena
en B`. Entonces A es maximal en B` si y solo si

Ž

A “ 1.

Demostración. (ñ)
Suponga que

Ž

A ‰ 1. Así  p
Ž

Aq P B` y en consecuencia para cada a P A
se cumple a ^  p

Ž

Aq ď
Ž

A ^  p
Ž

Aq “ 0. De esta manera A Y t p
Ž

Aqu

5Ver la definición 1.17.

□ 

□ 
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es una anticadena en B` que extiende propiamente a A y así A no es maximal
en B`.

(ð)
Suponga

Ž

A “ 1. Si b P B es tal que b^ a “ 0 para toda a P A, entonces:

b “ b^ 1

“ b^
ł

aPA

a

“
ł

aPA

pb^ aq

“ 0.

De esta manera, no existe x P B` tal que x es incompatible con a en B` para
cada a P A. Por lo tanto, A es una anticadena maximal en B`.

Ser filtro genérico es una propiedad mucho más fuerte que ser ultrafiltro.
Por ejemplo, es fácil encontrar un ultrafiltro que no es cerrado bajo ínfimos
arbitrarios, sin embargo un filtro genérico sí lo es, como se muestra en el siguiente
resultado.

Lema 2.26. Sean B un álgebra de Boole completa, G Ď B un filtro genérico
en B` y X Ď G tal que X ‰ H. Entonces

Ź

X P G.

Demostración. Para encontrar un elemento de G que esté por debajo de
Ź

X
se considera el conjunto

D “ tu P B` | @x P X pu ď xqu Y tu P B` | Dx P X pu ď  xqu.

Se sigue de su definición que D es denso en B`. Sea u P GXD. Como X Ď G
y G es un filtro, no existe x P X tal que u ď  x. De tal modo, u P G y para
todo x P X ocurre u ď x. Así u ď

Ź

X y como G es un filtro, se concluye que
Ź

X P G.

Teorema 2.27. Sean B un álgebra de Boole completa y G un filtro en B.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

G es genérico en B`.

Si X Ď B es tal que
Ž

X P G, entonces GXX ‰ H.

Demostración. (ñ)
Suponga que existe X Ď B tal que

Ž

X P G y G X X “ H. Como G es
un filtro genérico en B`, por la proposición 1.7, G es un ultrafiltro en B` y
en particular G es un ultrafiltro en B. Por la condición (2) de la proposición
2.8 se cumple que  x P G para cada x P X. Por el lema 2.26 se cumple que
 
Ž

X “
Ź

xPX  x P G lo cual es una contradicción. Así, GXX ‰ H.
(ð)
Sea A Ď B` una anticadena maximal en B`. Por el lema 2.25 se cumple

Ž

A “ 1. Como G es un filtro, ocurre
Ž

A P G y por hipótesis, se tiene GXA ‰
H. Así, por el lema 1.6, G es un filtro genérico en B`.

□ 

□ 

■ 

■ 

□ 
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Ahora se verá cómo son los filtros genéricos entre un orden parcial y su
completación booleana.

Lema 2.28. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacío y
e : P ÝÑ B su completación booleana.

1. Si H Ď B` es un filtro genérico en B`, entonces e´1rHs es un filtro
genérico en P .

2. Si G Ď P es un filtro genérico en P , entonces

H “ÒerGs “ tb P B | Dp P G tal que eppq ď bu

es un filtro genérico en B`.

Demostración. Sea H Ď B` un filtro genérico en B`.

1. Sean q P P y p P e´1rHs tales que p ď q. Así eppq ď epqq, al ser H un
filtro se cumple q P e´1rHs.

Sean p, q P e´1rHs, en consecuencia eppq, epqq P H. Como H es un filtro
en B`, ocurre eppq ^ epqq P H. De esta manera 0 ‰ eppq ^ epqq. Por la
condición (4) del teorema 2.20, se tiene p ‖ q.
Sean D Ď P denso en P y b P B`. Por la condición (3) del teorema 2.20
existe p P P tal que eppq ď b y al ser D denso existe q P D tal que q ď p.
De esta manera se cumple epqq ď eppq ď b y en consecuencia erDs es denso
en B`. Como H es filtro genérico en B`, se cumple erDs XH ‰ H. Sea
r P D tal que eprq P H, en consecuencia r P D X e´1rHs.

Por el lema 1.10, e´1rHs es un filtro genérico en P .

2. Sea G Ď P un filtro genérico en P . Es fácil probar que H es un filtro en
B tal que H Ď B`.

Sea E Ď B` denso en B`. Se define:

D “ tp P P | Db P E tal que eppq ď bu.

Sea p P P . Como E es denso en B`, existe b P E tal que b ď eppq.
Por la condición (3) del teorema 2.20 existe r P P tal que eprq ď b. Así
eprq ď b ď eppq y en consecuencia 0 ‰ eprq “ eprq^ eppq. Por la condición
(4) del teorema 2.20 se cumple r ‖ p. Así existe u P P tal que u ď r
y u ď p, en consecuencia epuq ď eppq y epuq ď eprq ď b. Como b P E,
entonces u P D con u ď p. De esta manera, D es denso en P .

Como G es filtro genérico en P , se considera p P GXD. Así, existe a P E tal
que eppq ď a y como p P G, entonces a P H y en consecuencia a P H XE.
De esta manera H es un filtro genérico en B`.

Lo que se ha hecho en el teorema 2.28 es probar que para todo conjun-
to parcialmente ordenado, su completación booleana “refleja” e induce filtros
genéricos.

□ 
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2.3. Estructuras booleano-valuadas
Ahora se procede a realizar el desarrollo técnico del forcing empleando como

soporte álgebras de Boole.

Definición 2.29. Un tipo de semejanza es un conjunto ρ de símbolos de la
siguiente forma:

ρ “

˜

ď

nPZ`
Fn

¸

Y

˜

ď

nPZ`
Rn

¸

Y C .

Donde algunos uniendos posiblemente son vacíos, Fn es el conjunto de letras
funcionales de aridad n, Rm es el conjunto de letras relacionales de aridad m
y C es el conjunto de constantes. La única restricción que se establece es que
ningún símbolo sea sucesión de otros símbolos.

Definición 2.30. Sea ρ un tipo de semejanza. Una ρ-estructura es una pareja
de la forma A “ xA, Iy donde A es distinto del vacío e

I : ρ ÝÑ

˜

ď

nPZ`
AA

n

¸

Y

˜

ď

nPZ`
PpAnq

¸

YA

es una función tal que:

Si f P Fn con n P Z`, entonces Ipfq “ fA : An ÝÑ A;

Si r P Rn con n P Z`, entonces Iprq “ rA Ď An;

Si c P C , entonces Ipcq “ cA P A.

Note que cada función fA, cada relación rA y cada constante cA posee una
función característica de la forma:

χf : An`1 ÝÑ 2,

tal que χf pa1, . . . , an, aq “ 1 si y solo si fApa1, . . . , anq “ a,

χr : An ÝÑ 2,

tal que χrpa1, . . . , anq “ 1 si y solo si xa1, . . . , any P r
A

y
χc : A ÝÑ 2,

tal que χcpxq “ 1 si y solo si x “ cA

Además, dada A una estructura, la definición de verdad de Tarski define una
función de las fórmulas al álgebra 2 de la siguiente manera. Si s : V AR ÝÑ A
es una asignación de variables y ϕpx1, . . . , xnq es una fórmula, entonces

Jϕpx1, . . . , xnqKA,s “ 1 si y solo si A |ù ϕpx1, . . . , xnqrss.

Para facilitar la notación no se escribirá la estructura en el subíndice, cuando esta
sea clara del contexto. Más aún, se hará la asignación de variables directamente
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en la fórmula, es decir, si spxiq “ ai para toda i “ 1, . . . , n entonces en lugar de
Jϕpx1, . . . , xnqKA,s se escribirá Jϕpa1, . . . , anqK. Si L es el conjunto de fórmulas
asignadas en A,6 entonces lo anterior es una función de la forma J_K : L ÝÑ 2
y será llamada función valor de verdad.

Finalmente, note que si la interpretación de c es la función χc, entonces es
necesario cambiar el universo estándar A por uno cuyos elementos sean funcio-
nes características. Tanto las funciones características como la función valor de
verdad tienen como codominio al álgebra de Boole 2. Lo que se busca al definir
las estructuras booleano-valuadadas es generalizar estas funciones reemplazando
el codominio por un álgebra de Boole completa.

Definición 2.31. Sea B un álgebra de Boole completa. Una estructura B-
valuada AB es una terna xApBq, I, J_Ky, donde A es distinto del vacío, ApBq es
el conjunto

ApBq “
ď

nPZ`
tf : X ÝÑ B | X Ď An u,

I es la función de la definición 2.30 sustituyendo A por ApBq y J_K : L Ñ B es
una función cuyo dominio L es el conjunto de fórmulas asignadas a ApBq que
satisface, para cualesquiera a, b, c P ApBq, las siguientes condiciones:

1. Ja “ aK “ 1.

2. Ja “ bK “ Jb “ aK.

3. Ja “ bK^ Jb “ cK ď Ja “ cK.

Ahora que se ha cambiado el codominio, la función J_K : L ÝÑ B se llama
valor booleano.

Note que para cada a P A, a posee una función característica en ApBq la cual
se denota como ǎ : A ÝÑ B y es tal que

ǎpxq “

#

1 si x “ a

0 si x ‰ a
(2.5)

En primera instancia, no se puede dar una definición general de valor boo-
leano de las fórmulas atómicas, pues hacer esto depende del lenguaje y la es-
tructura que se considera como soporte. No obstante, ya que se trabaje en el
lenguaje de la teoría de conjuntos y se defina un universo en específico se dará
la definición de valores booleanos para fórmulas atómicas en el lenguaje de la
teoría de conjuntos. Por ahora, se supondrá definido el valor booleano de las
fórmulas atómicas.

Definición 2.32. Sean ϕ,ψ fórmulas tales que JϕK y JψK están definidos, se
define el valor booleano para fórmulas compuestas de la siguiente manera:

6Es decir, ϕpa1, . . . , anq P L si y solo si ϕpx1, . . . , xnq es una fórmula y s : V AR Ñ A es
una asignación de variables tal que spxiq “ ai para toda i “ 1, . . . , n, y así, ϕpx1, . . . , xnqrss
es de la forma ϕpa1, . . . , anq.
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1. J ϕK “  JϕK.

2. Jϕ^ ψK “ JϕK^ JψK.

3. Si x es una variable, entonces JDxϕpxqK “
ł

aPApBq

JϕpaqK.

Se denotará como JϕKB al valor booleano de la fórmula ϕ cuando haga falta
especificar el álgebra de Boole en donde están los valores. Del mismo modo, se
denotará como JϕKAB al valor booleano de la fórmula ϕ cuando sea necesario
especificar la estructura que se está empleando como soporte.

Los valores booleanos de las demás fórmulas son de la siguiente manera:

Observación 2.33. Para ϕ,ψ fórmulas tales que JϕK y JψK están definidos y x
es una variable, se cumplen:

1. Jϕ_ ψK “ JϕK_ JψK.

2. JϕÑ ψK “ JϕKñ JψK.7

3. JϕØ ψK “ JpϕÑ ψq ^ pψ Ñ ϕqK.

4. J@xϕpxqK “
ľ

aPApBq

JϕpaqK.

Con esto se puede definir cuándo una fórmula es verdadera en una estructura
booleano-valuada.

Definición 2.34. Sean B un álgebra de Boole completa, AB una estructu-
ra B-valuada, ϕ una fórmula y a1, . . . , an P ApBq. Se dice que ϕpa1 . . . , anq
es verdadera en AB , lo cual se denota como AB |ù ϕpa1, . . . , anq, si y solo si
Jϕpa1, . . . , anqK “ 1.

Note que esta definición es diferente a la de Tarski pues ahora es posible
que suceda AB |ù ϕ _ ψ, AB * ϕ y AB * ψ al mismo tiempo. Más aún, si se
interpreta JϕK como “que tan cierta es la fórmula ϕ en AB”, entonces es posible
encontrar la siguiente situación: B es un álgebra de Boole completa y atómica8,
AB es una estructura B-valuada, y ϕpxq es una fórmula de tal modo que JϕpaqK
sea un átomo para cada a P ApBq y para cada átomo b P B existe a P ApBq tal
que JϕpaqK “ b. En este caso cada ϕpaq es casi falsa pero Dxϕpxq es verdadera.

Proposición 2.35. Si AB es una estructura booleano-valuada y ϕ,ψ son fór-
mulas, entonces AB |ù pϕÑ ψq si y solo si JϕK ď JψK.

Demostración. AB |ù pϕ Ñ ψq si y solo si Jϕ Ñ ψK “ 1, equivalentemente
pJϕK ñ JψKq “ 1 y, por (A.2), esto es lo mismo que JϕK ď JψK.

7Ver la proposición A.10
8Un átomo en B es un elemento a P B` tal que si b P B` cumple b ď a, entonces a “ b.

Por otra parte, B es atómica si para cada b P B` existe un átomo a P B tal que a ď b.

□ 
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De la proposición 2.35 se observa que la implicación ϕÑ ψ es verdadera en
la estructura AB si y solo si el valor booleano de ϕ acota inferiormente al valor
booleano de ψ.

Observación 2.36. 9 Si B es un álgebra de Boole completa, AB es una estruc-
tura B-valuada, a, b P ApBq y ϕ es una fórmula, entonces se cumple

Ja “ bK^ JϕpaqK ď JϕpbqK.

Definición 2.37. Sean B y B1 álgebras de Boole completas, AB una estructura
B-valuada y A1B

1

una estructura B1-valuada. Se dice que A1
B1 es subestructura

de AB si y solo si B1 es una subálgebra completa de B, A1 Ď A, existe un encaje
A1pB

1
q ãÑ ApBq y para cualesquiera a1, . . . , an P A

1pB1q y ϕ fórmula atómica se
cumple

Jϕpa1, . . . , anqKB
1

“ Jϕpa1, . . . , anqKB . (2.6)

En las estructuras B-valuadas, donde B ‰ 2, los fórmulas pueden tomar más
de dos posibles valores booleanos, por esta razón, en este tipo de estructuras la
dicotomía entre verdad y falsedad se pierde. No obstante, es posible construir
una estructura bivaluada a partir de una estructura booleano-valuada que tenga
las condiciones apropiadas.

Por la proposición 2.8 se sabe que los ultrafiltros “parten adecuadamente en
dos al álgebra de Boole”. De esta manera, es posible definir el soporte de una
estructura bivaluada partiendo al álgebra de Boole con un ultrafiltro.

Proposición 2.38. Sean B un álgebra de Boole completa, AB una estructura
B-valuada y U Ď B un ultrafiltro en B. La relación ” Ď ApBq ˆ ApBq definida
como

a ” b si y solo si Ja “ bK P U

es de equivalencia.

Demostración. Se sigue de la definición 2.31 y del hecho que U es un filtro.

Al ser ” una relación de equivalencia sobre ApBq se definen:

Para cada a P ApBq, su clase de equivalencia ras “ tb P ApBq | a ” bu y

El cociente AB{U “ tras |a P ApBqu.

Ahora que se ha definido el cociente de una estructura sobre un ultrafiltro, se
buscará hacer de este cociente una estructura bivaluada. Para esto será necesario
dejar que el ultrafiltro U “decida” toda la estructura.

9La prueba de esta observación depende del lenguaje, de la estructura AB y de la función
valor booleano. Sin embargo, el caso para el lenguaje de la teoría de conjuntos y la estructura
V pBq está en el teorema 2.53.

□ 

■ 

■ 
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Definición 2.39. Sean B un álgebra de Boole completa, AB una estructura
B-valuada y U Ď B un ultrafiltro en B. Para cada r P Rn, f P Fn y c P C

con n P Z` se definen rA
B
{U Ď pAB{Uqn, fA

B
{U : pAB{Uqn ÝÑ AB{U y

cA
B
{U P AB{U como:

xra1s, . . . , ransy P r
AB{U si y solo si Jrpa1, . . . , anqK P U. (2.7)

fA
B
{U pra1s, . . . , ransq “ ras si y solo si Jfpa1, . . . , anq “ aK P U. (2.8)

cA
B
{U “ ras si y solo si JčA “ aK P U. (2.9)

Como U es un ultrafiltro, entonces, por la observación 2.36 y por (2.5), las
definiciones (2.7), (2.8) y (2.9) no dependen de representantes.

Con la proposición 2.38 y la definición 2.39 ya se tienen la mayoría de condi-
ciones para hacer del cociente de una estructura booleano-valuada una estructu-
ra bivaluada. No obstante, para que lo último sea verdad hace falta comprobar
que la estructura original satisfaga una condición adicional.

Definición 2.40. Sean B un álgebra de Boole completa y AB una estructura
B-valuada. Se dice que AB es completa o plena si y solo si para cada fórmula
ϕpx, x1, . . . , xnq se cumple que para cualesquiera a1, . . . , an P A

pBq, hay algún
a P ApBq tal que

JDxϕpx, a1, . . . , anqK “ Jϕpa, a1, . . . , anqK.

Teorema 2.41 (Łoś). Sean B un álgebra de Boole completa, AB una estructura
B-valuada plena y U Ď B un ultrafiltro en B. Para cada fórmula ϕpx1, . . . , xnq
y cualesquiera a1, . . . , an P A

pBq se cumple que

AB{U |ù ϕpra1s, . . . , ransq según Tarski si y solo si Jϕpa1, . . . .anqK P U. (2.10)

Demostración. Por inducción sobre la formación de fórmulas.
Por la proposición 2.38, la definición 2.39, la observación 2.36 y la defini-

ción de verdad de Tarski, (2.10) se cumple para las fórmulas atómicas. Por la
propiedad (2) de la proposición 2.8, (2.10) se cumple para la negación. Por la
propiedad (2) de la definición 2.32 y el hecho de que U es un filtro, (2.10) se
cumple para la conjunción.

Para las fórmulas con cuantificador existencial, AB{U |ù Dxϕpx, ra1s, . . . , ransq
si y solo si hay algún ras P A{U tal que AB{U |ù ϕpras, ra1s, . . . , ransq, esto es,
que existe algún a P ApBq tal que Jϕpa, a1, . . . , anqK P U ; que equivalentemente,
(como AB es plena) JDxϕpx, a1, . . . , anqK P U .

De esta manera, si AB es una estructura B-valuada plena y U Ď B es un
ultrafiltro en B un álgebra de Boole completa, entonces para cualquier fórmula
ϕpx1, . . . , xnq y cualesquiera a1, . . . , an P A

pBq ocurre

Jϕpa1, . . . , anqK P U, o en su defecto, Jϕpa1, . . . , anqK R U.

□ 
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De tal modo, sucede que

AB{U |ù ϕpra1s, . . . , ransq, o en su defecto, AB{U * ϕpra1s, . . . , ransq.

Por lo tanto, AB{U resulta ser una estructura bivaluada o 2-valuada si se define

Jϕpra1s, . . . , ransqKU “ 1 si y solo si Jϕpa1, . . . , anqK P U.

Por último, es importante saber que al emplear estructuras booleano-valuadas
sí se está haciendo una prueba de consistencia relativa.

Teorema 2.42 (Metateorema de la consistencia relativa booleano-valuada).
Sean T, T 1 dos conjuntos de fórmulas en el lenguaje de la teoría de conjuntos
tales que ZF Ď T , ZF Ď T 1 y ConpZF q ñ ConpT 1q. Suponga que en el lenguaje
de la teoría de conjuntos son definibles los términos B y AB que cumplen:

1. T 1 $ (B es un álgebra de Boole completa).

2. T 1 $ (AB es una estructura B-valuada).

3. Para cada τ P T ocurre T 1 $ pAB |ù τq.

Entonces
ConpZF q ñ ConpT q.

Demostración. Por contradicción.
Suponga la consistencia de ZF y que T es inconsistente. De esta manera, T 1

es consistente, además, existen τ1, . . . , τn P T y σ una fórmula en el lenguaje de
la teoría de conjuntos tales que $ pτ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ τnq Ñ pσ ^ σq, en consecuencia
T 1 $ pJpτ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ τnq Ñ pσ ^ σqK “ 1q.

Por (A.2) se cumple T 1 $ pJτ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ τnK ď Jσ ^  σKq. Por (3) se tiene
T 1 $ pAB |ù τ1^¨ ¨ ¨^ τnq, es decir, T 1 $ pJτ1^¨ ¨ ¨^ τnK “ 1q y en consecuencia
T 1 $ pJσ^ σK “ 1q, es decir, T 1 $ pJσK^ JσK “ 1q lo cual es una contradicción
pues por (1) y (2) se cumple T 1 $ pJσK^ JσK “ 0q.

De esta manera ConpZF q ñ ConpT q.

2.4. El modelo booleano-valuado V pBq

Ahora que ya se tiene suficiente teoría referente a estructuras booleano-
valuadas se procede a trabajar en el lenguaje de la teoría de conjuntos. Este
lenguaje tiene un tipo de semejanza que consta únicamente de la letra predica-
tiva binaria P. De esta manera, su lenguaje es el conjunto Lε, con este lenguaje
se dará un modelo de ZFC que consta de funciones características generaliza-
das homogéneas. Estas funciones tendrán como codominio un álgebra de Boole
completa y en consecuencia dicho modelo será uno booleano-valuado.

Tomando en cuenta que V es el universo de la teoría de conjuntos, cada
x P V puede ser visto como una función característica χx : dompχxq ÝÑ 2 con
x Ď dompχxq y tal que χxpyq “ 1 si y solo si y P x. Esta función χx es una

□ 
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función característica generalizada de x. De esta manera, V puede representarse
como una clase de funciones bivaluadas V p2q y en consecuencia es una estructura
bivaluada.

En síntesis, para cada álgebra de Boole completa B se definirá una colección
de funciones características homogéneas B-valuadas, las cuales resultan ser B-
nombres.

Definición 2.43. Sea B un álgebra de Boole completa. Se define por recursión
transfinita la jerarquía V pBq_ sobre los ordinales de la siguiente manera:

1. V pBq0 “ H.

2. Para cada α ordinal tal que V pBqα esta definido se define

V
pBq
α`1 “

ď

XĎV
pBq
α

BX ,

donde BX “ tf : X ÝÑ B | f es funciónu.

3. Para cada ordinal límite γ tal que V pBqβ esté definido para todo ordinal
β ă γ, se define

V pBqγ “
ď

βăγ

V
pBq
β .

De tal modo, se considera

V pBq “
ď

αPOrd

V pBqα . (2.11)

La clase V pBq es el universo de los B-nombres, a los elementos de V pBq se
les llama B-nombres o simplemente nombres pues en particular cumplen con la
caracterización descrita en 1.21.

En este universo booleano, para x, y B-nombres ya no solo se cumple x P y
ó x R y, más bien, para cada z P dompyq el valor ypzq P B indica qué tanto
“z” es elemento de “y” o dicho de otro modo, cuando se vea cómo es y, qué tan
probable es que se encuentre a z como un elemento suyo.

Note que, por construcción, V pBqα es un conjunto para cada ordinal α. Más
aún, de (2.11) se sigue que V pBqα Ď V pBq para cualesquiera B álgebra de Boole
completa y α ordinal.

Proposición 2.44. Para cada ordinal α y para cada f P V pBqα existe β ă α tal
que dompfq Ď V

pBq
β .

Demostración. Por inducción transfinita.
Solo se verá el caso sucesor pues la base inductiva se da por vacuidad y el

caso límite se sigue de su construcción y de la hipótesis de inducción.
Suponga que existe un ordinal α tal que para toda f P V pBqα existe β ă α

con dompfq Ď V
pBq
β .
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Sea f P V pBqα`1. Por la definición 2.43(2), existe X Ď V
pBq
α tal que f P BX con

α ă α` 1 y X “ dompfq.

Proposición 2.45. Sea α un ordinal. Si f P V pBqα , entonces para todo b P B se
cumple xf, by P V pBqα`1.

Demostración. Sea f P V pBqα . De esta manera tfu Ď V
pBq
α y así, para cada

b P B se cumple
xf, by P Btfu Ď

ď

XĎV
pBq
α

BX “ V
pBq
α`1.

Finalmente, con todo lo anterior se puede probar la monotonía en la clase
de los nombres booleanos.

Proposición 2.46. Si β ă α, entonces V pBqβ Ď V
pBq
α .

Demostración. Por inducción transfinita sobre el ordinal α. Solo se verá el
caso sucesor pues la base inductiva se cumple por vacuidad y el caso límite es
inmediato de su construcción.

Hipótesis de inducción: Suponga que existe un ordinal α tal que se cumple
V
pBq
β Ď V

pBq
α para todo ordinal β ă α.

Sea f P V pBqα . Por la proposición 2.44 existe β ă α tal que f es una función
de la forma f : X Ñ B con X Ď V

pBq
β . Por la hipótesis de inducción se cumple

X Ď V
pBq
α . Por la definición 2.43, ocurre f P V pBqα`1 y así V pBqα Ď V

pBq
α`1.

En consecuencia, si ζ ă α` 1, entonces V pBqζ Ď V
pBq
α`1.

Definición 2.47. Se define el rango de x P V pBq como

rangpxq “ mintα P Ord | x P V
pBq
α`1u. (2.12)

Note que la existencia del rango está justificada pues la clase de los ordinales
es bien ordenada.

Además, si x P V pBq y α “ rangpxq, entonces α es el único ordinal tal que
x P V

pBq
α`1 y x R V pBqα .

Proposición 2.48. Para x, y P V pBq tales que x P dompyq se cumple

rangpxq ă rangpyq.

Demostración. Sean y P V pBq y α “ rangpyq. Así, α es el único ordinal tal
que y P V pBqα`1 y y R V pBqα . Por la proposición 2.44, existe un ordinal β ď α tal
que dompyq Ď V

pBq
β . Sea x P dompyq, así, x P V pBqβ . Por la definición 2.43 hay

dos casos: β es un ordinal sucesor, o en su defecto, β es un ordinal límite.
Si β “ δ ` 1 para algún ordinal δ, entonces, por (2.12), rangpxq ď δ y así

rangpxq ă β ď rangpyq.

□ 

□ 

□ 



32 CAPÍTULO 2. FORCING CON MODELOS BOOLEANO-VALUADOS

Si β es un ordinal límite, entonces por la definición 2.43(3) existe un ordinal
ζ ă β tal que x P V pBqζ . Por la proposición 2.46, se cumple x P V pBqζ`1 , por (2.12)
ocurre rangpxq ď ζ. Como β es un ordinal límite se cumple ζ ` 1 ă β y en
consecuencia rangpxq ă β ď rangpyq.

Proposición 2.49. La relación _ P domp_q Ď V pBq ˆ V pBq “ estar en el
dominio de ” es una relación bien fundada e izquierda limitada10 sobre V pBq.

Demostración. Sea A una subclase distinta del vacío de V pBq, así

trangpxq | x P Au

es una subclase de ordinales distinta del vacío y, de esta manera, existe α “
mintrangpxq | x P Au. Sea x0 P A tal que rangpx0q “ α. De la proposición 2.48
se obtiene que x0 es un P domp q-minimal de la clase A. Por lo tanto, la relación
“estar en el dominio de” es bien fundada sobre V pBq.

Por otra parte, cada y P V pBq es en particular una función, por lo que
dompyq “ extPdomp qpyq es un conjunto. De tal modo, la relación “estar en el
dominio de” es izquierda limitada sobre V pBq.

Teorema 2.50 (Inducción fuerte en V pBq). Sea ϕ una fórmula en el lenguaje
de la teoría de conjuntos. Entonces se cumple

@x P V pBqp@y P V pBqpy P dompxq Ñ ϕpyqq Ñ ϕpxqq Ñ @x P V pBq ϕpxq. (2.13)

Demostración. Sea ϕ una fórmula en el lenguaje de la teoría de conjuntos,
suponga:

@x P V pBqp@y P V pBqpy P dompxq Ñ ϕpyqq Ñ ϕpxqq.

Se define S “ tx P V pBq | ϕpxqu. Suponga V pBq Ę S, así, V pBqzS ‰ H. Al ser
P domp q una relación bien fundada sobre V pBq, existe a P V pBqzS tal que a es
P domp q-minimal de la clase V pBqzS. De tal modo, para cada y P dompaq se
cumple y P S, es decir, ocurre ϕpyq. Por hipótesis, se cumple ϕpaq, así a P S lo
cual es una contradicción.

En consecuencia S “ V pBq, es decir

@x P V pBqp@y P V pBqpy P dompxq Ñ ϕpyqq Ñ ϕpxqq Ñ @x P V pBq ϕpxq.

Teorema 2.51 (Recursión en V pBq). 11 Sea G : V pBqˆV ÝÑ V una funcional.
Entonces existe una única funcional F : V pBq ÝÑ V tal que

F pxq “ Gpx, F ädompxqq para cada x P V pBq. (2.14)
10Una relación E Ď CˆC sobre una clase C es izquierda limitada si extEpcq (ver la definición

1.11(2)) es un conjunto para todo c P C.
11Ver [14], teorema 5.6, pág 103.

□ 

□ 

□ 
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Ahora se definirá el valor booleano para las fórmulas atómicas en V pBq, es
decir, las fórmulas x P y y x “ y. Esto se hará simultáneamente usando recursión
sobre los pares xrangpxq, rangpyqy ordenados con el orden lexicográfico canónico,
es decir, suponiendo definidos los valores Jz P wK, Jw P zK, Jz Ď wK y Jw Ď zK
para z, w P V pBq tales que xrangpzq, rangpwqy ă xrangpxq, rangpyqy, es decir,
tales que z P dompxq y w “ y, o bien, z “ x y w P dompyq. De este modo, ă es
una relación bien fundada en V pBq ˆ V pBq.

Una manera de decir “x P y” es indicar que hay un elemento de y que es
igual a x, es decir, Dt P y pt “ xq. Para indicar que “x “ y” se hará diciendo que
x Ď y y que y Ď x. Por tales motivos, se tienen la siguiente definiciones.

Definición 2.52. Para cada álgebra de Boole completa B y x, y P V pBq se
definen:

1. Jx P yK “
ł

tPdompyq

pyptq ^ Jx “ tKq .

2. Jx Ď yK “
ľ

tPdompxq

pxptq ñ Jt P yKq .

3. Jx “ yK “ pJx Ď yK^ Jy Ď xKq .

De esta manera, por recursión, Jx P yK, Jx Ď yK y Jx “ yK están definidos
para cualesquiera x, y P V pBq. En consecuencia, por la definición 2.32, JϕK está
definido para cada fórmula ϕ en el lenguaje de la teoría de conjuntos.

Note que en la definición 2.52, (1) indica qué tanto x es igual a algún elemento
de dompyq y qué tanto ese elemento es un elemento de y. En particular, para
todo x P V pBq se cumple Jx P HK “ 0. Por otra parte, (2) dice qué tanto todos
los posibles elementos de x están en y. En particular, Jx Ď HK “ 1 si x “ H y
Jx Ď HK “ 0 si x ‰ H.

Teorema 2.53. 12 Para cualesquiera x, y, z P V pBq y ϕ una fórmula en el
lenguaje de la teoría de conjuntos se cumplen las siguientes propiedades:

1. Jx “ xK “ 1.

2. Si t P dompxq, entonces xptq ď Jt P xK.

3. Jx “ yK “ Jy “ xK.

4. Jx “ yK^ Jy “ zK ď Jx “ zK.

5. Jx “ yK^ Jx P zK ď Jy P zK.

6. Jx “ yK^ Jz P xK ď Jz P yK.

7. Jx “ yK^ JϕpxqK ď JϕpyqK.

De esta manera, V pBq posee el comportamiento de una estructura B-valuada.
12Ver [3], teorema 1.17, pág 24.
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Corolario 2.54. Para cualesquiera a P V pBq y ϕpxq una fórmula en el lenguaje
de la teoría de conjuntos se cumple:

1. JDx P a ϕpxqK “
ł

xPdompaq

papxq ^ JϕpxqKq.

2. J@x P a ϕpxqK “
ľ

xPdompaq

papxq ñ JϕpxqKq.

Demostración. 1.

JDx P a ϕpxqK “ JDx px P a^ ϕpxqqK

“
ł

yPV pBq

Jpy P aq ^ ϕpyqK

“
ł

yPV pBq

ł

xPdompaq

papxq ^ Jx “ yK^ JϕpyqKq

“
ł

xPdompaq

¨

˝apxq ^
ł

yPV pBq

pJx “ yK^ JϕpyqKq

˛

‚

“
ł

xPdompaq

papxq ^ JDy ppx “ yq ^ ϕpyqqKq

“
ł

xPdompaq

papxq ^ JϕpxqKq.

2. Este inciso es consecuencia del inciso anterior y de la propiedad (4) de la
observación 2.33.

A su vez, V pBq admite un encaje del universo de conjuntos V .

Definición 2.55. Para cada x P V se define su nombre canónico en V pBq

recursivamente de la siguiente manera:

x̌ : ty̌ | y P xu ÝÑ B,

donde x̌py̌q “ 1 para cada y P x.

De esta manera, x̌ P V pBq para cada x P V . En particular, se cumple Ȟ “ H.

Proposición 2.56. Considere el álgebra de Boole completa 2 “ t0, 1u. Para
cualesquiera x, y P V se cumplen:

1. x P y si y solo si Jx̌ P y̌K2 “ 1.

2. x “ y si y solo si Jx̌ “ y̌K2 “ 1.

Es decir, x P y si y solo si V p2q |ù x̌ P y̌, y, x “ y si y solo si V p2q |ù x̌ “ y̌.

Demostración. La prueba se hará por inducción simultáneamente sobre el par
xrangpyq, rangpxqy.

□ 
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1. Si x P y, entonces:
Jx̌ P y̌K2 “

ł

tPy

Jť “ x̌K2

ě Jx̌ “ x̌K2

“ 1.

Por otra parte, si Jx̌ P y̌K2 “
ł

tPy

Jť “ x̌K2 “ 1, entonces por la hipótesis de

inducción, como los únicos valores de verdad son 0 ó 1, existe algún t P y
tal que t “ x. En consecuencia x P y.

2. Únicamente se verá que x Ď y si y solo si Jx̌ Ď y̌K2 “ 1, pues la otra
contención es análoga. Suponga que x Ď y, así

Jx̌ Ď y̌K2 “
ľ

tPx

px̌pťq ñ Jť P y̌K2q

“
ľ

tPx

p1 ñ Jť P y̌K2q.

De esta manera, Jx̌ Ď y̌K2 “ 1 si y solo si Jť P y̌K2 “ 1 para todo t P x.
Como x Ď y, por hipótesis de inducción, se cumple Jť P y̌K2 “ 1 para todo
t P x y de ahí se sigue Jx̌ Ď y̌K2 “ 1.
Por otra parte, si Jx̌ Ď y̌K2 “ 1, entonces, por (A.11), ocurre x̌pťq ď Jť P y̌K2

para todo t P x, es decir, 1 ď Jť P y̌K2 para todo t P x. De tal modo, si
t P x, entonces Jť P y̌K2 “ 1 y así, por hipótesis de inducción, se obtiene
t P y. En consecuencia x Ď y.

Lema 2.57. La funcional _̌ : V ÝÑ V p2q definida como _̌pxq “ x̌ es un
monomorfismo13 tal que para cada x P V p2q hay algún y P V que satisface
Jx “ y̌K2 “ 1.

Demostración. Por la propiedad (2) de la proposición 2.56 _̌ es un monomor-
fismo. Se verá por inducción que para cada x P V p2q hay algún y P V tal que
Jx “ y̌K2 “ 1.

Sea x P V p2q y suponga que para todo t P dompxq existe z P V tal que
Jt “ žK2 “ 1. Se define:

y “ tv P V | Du P dompxq tal que xpuq ^ Ju “ v̌K2 “ 1u.

Así,

si v P y, entonces 1 “ Jv̌ P xK2 “
ł

uPdompxq

pxpuq ^ Ju “ v̌K2q. (2.15)

Sea u P dompxq. Si xpuq “ 0, entonces se cumple xpuq ď Ju P y̌K. Por otra parte,
si xpuq “ 1, entonces, por hipótesis de inducción, existe algún z P V tal que
Ju “ žK2 “ 1, en consecuencia z P y. De este modo

1 “ Ju “ žK2 ď
ł

vPy

Ju “ v̌K2 “ Ju P y̌K2.

13Es decir, una funcional tal que x ‰ y si y solo si Jx̌ ‰ y̌K2 = 1.

□ 
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Así,
si u P dompxq, entonces xpuq ď Ju P y̌K2. (2.16)

Por (2.16), (2.15) y la definición 2.52(3), se cumple:
¨

˝

ľ

uPdompxq

pxpuq ñ Ju P y̌K2q

˛

‚^

˜

ľ

vPy

p1 ñ Jv̌ P xK2q

¸

“ Jx “ y̌K2 “ 1.

Con la proposición 2.56 y el lema 2.57 se prueba que V p2q es elementalmente
equivalente a V .

Corolario 2.58. Para cada ϕpx1, . . . , xnq fórmula en el lenguaje de la teoría
de conjuntos se cumple

ϕpx1, . . . , xnq es verdadero si y solo si Jϕpx̌1, . . . , x̌nqK2 “ 1, (2.17)

es decir, ϕpx1, . . . , xnq es cierta en la teoría de conjuntos si y solo si el valor
booleano bivaluado de ϕpx̌1, . . . , x̌nq es 1.

Demostración. Por inducción sobre la formación de fórmulas.
Por la proposición 2.56, (2.17) se cumple para las fórmulas atómicas. Por

otra parte, los casos para la negación y la conjunción se siguen de la definición
2.32.

Para el caso existencial, Dxϕpx, x1, . . . , xnq es verdadero si y solo si existe
y P V tal que ϕpy, x1, . . . , xnq es verdadero, por hipótesis de inducción, esto es
equivalente a que exista y P V tal que Jϕpy̌, x̌1, . . . , x̌nqK2 “ 1, equivalentemente,
por el lema 2.57, hay algún a P V p2q tal que Jϕpa, x̌1, . . . , x̌nqK2 “ 1. Por el lema
A.20 V p2q es pleno14 y por el lema 2.57, se concluye que la última igualdad es
equivalente a que Jϕpx̌, x̌1, . . . , x̌nqK2 “

ł

aPV p2q

Jϕpa, x̌1, . . . , x̌nqK2 “ 1.

Finalmente, por el lema A.25, se cumple que para toda x P V pBq

Jx es un ordinalK “
ł

αPOrd

Jx “ α̌K.

Y por el teorema A.27, se tiene que V pBq es un modelo B-valuado de ZFC para
toda álgebra de boole completa B.

2.5. Relación de forcing
En esta sección se definirá la relación de forcing en términos de álgebras

de Boole. También, se construirá la extensión genérica V rHs con base en el
modelo V pBq y un filtro genérico H Ď B. Dicha extensión resulta ser un modelo
bivaluado de ZFC y en él se pueden verificar condiciones tales que ZFC no
puede decidir.

14Ver la definición 2.40.

□ 

□ 
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Definición 2.59. Se define el lenguaje del forcing como LεpV pBqq donde

LεpV pBqq “ Lε Y V pBq,

es decir, es el lenguaje de la teoría de conjuntos añadiendo a los B-nombres
como nuevas constantes.

Con esto se puede definir la relación de forcing.

Definición 2.60. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacío
y e : P Ñ B su completación booleana15. Si p P P , ϕ es una fórmula en el lengua-
je de la teoría de conjuntos y 9a1, . . . , 9an P V

pBq, entonces se dice que p fuerza
a ϕp 9a1, . . . , 9anq si y solo si eppq ď Jϕp 9a1, . . . , 9anqK. Este hecho se denota por
p ,P ϕp 9a1, . . . , 9anq, o bien, cuando sea claro quién sea P , por p , ϕp 9a1, . . . , 9anq.
De esta manera,

p , ϕp 9a1, . . . , 9anq si y solo si eppq ď Jϕp 9a1, . . . , 9anqK. (2.18)

Note que en contraste con la relación de forcing definida en (1.4), la relación
(2.18) no depende de la existencia de filtros genéricos.

Teorema 2.61 (propiedades de forcing). Sean P un conjunto parcialmente
ordenado distinto del vacío, e : P Ñ B su completación booleana, V pBq la clase
de los B-nombres y ϕ, ψ fórmulas del lenguaje del forcing.

1. a) Si p , ϕ y q ď p, entonces q , ϕ.

b) No existe p P P tal que p , ϕ y p ,  ϕ.

c) Para cada p P P hay algún q ď p tal que q decide a ϕ, es decir, q , ϕ
o bien q ,  ϕ.

2. a) p ,  ϕ si y solo si no existe q ď p tal que q , ϕ.

b) p , ϕ^ ψ si y solo si p , ϕ y p , ψ.

c) p , @xϕ si y solo si p , ϕp 9aq para cada 9a P V pBq.

d) p , ϕ_ ψ si y solo si para cada q ď p existe r ď q tal que

r , ϕ o r , ψ.

e) p , Dxϕ si y solo si para cada q ď p existen 9a P V pBq y r ď q tales
que r , ϕp 9aq.

3. Si p , Dxϕ, entonces hay algún 9a P V pBq tal que p , ϕp 9aq.

Demostración. 1. a) Si p , ϕ, entonces, por (2.18), eppq ď JϕK. Como
q ď p, por la propiedad (2) del teorema 2.20, epqq ď eppq ď JϕK. Por
(2.18), se tiene q , ϕ.

15Ver el teorema 2.20.
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b) Suponga que p , ϕ y p ,  ϕ, por (2.18) ocurre eppq ď JϕK^ JϕK,
lo cual, por la propiedad (1) del teorema 2.20, es una contradicción.

c) Sea p P P . Suponga eppq^ JϕK ‰ 0. Por la propiedad (3) del teorema
2.20 erP s Ď B` es denso. De esta manera, existe q P P tal que
epqq ď eppq ^ JϕK. Por el corolario 2.21, existe r P P tal que r ď p y
eprq ď epqq. Así, eprq ď JϕK y por (2.18) se tiene r , ϕ.
Para el otro caso, si eppq ^ JϕK “ 0, entonces se tiene eppq ď J ϕK.
Por (2.18) y (1a), se cumple q ,  ϕ para cada q ď p.

2. a) (ñ) Suponga p ,  ϕ. Por (1a), se cumple q ,  ϕ para cada q ď p.
Por (1b), se tiene que no existe q ď p tal que q , ϕ.
(ð) Si p .  ϕ, entonces, por (2.18), eppq ę  JϕK. De esta manera,
ocurre eppq ^ JϕK ‰ 0. Por la propiedad (3) del teorema 2.20 existe
p1 P P tal que epp1q ď eppq ^ JϕK. Por el corolario 2.21, existe q ď p
tal que epqq ď epp1q. Así, epqq ď JϕK, es decir, existe q ď p tal que
q , ϕ.

b) p , ϕ ^ ψ si y solo si eppq ď Jϕ ^ ψK, equivalentemente, eppq ď JϕK
y eppq ď JψK, lo cual es equivalente a, p , ϕ y p , ψ.

c) p , @xϕ si y solo si eppq ď J@xϕK, por la propiedad (4) de la observa-
ción 2.33 lo anterior esto es equivalente a, eppq ď

ľ

9aPV pBq

Jϕp 9aqK, equi-

valentemente, eppq ď Jϕp 9aqK para toda 9a P V pBq, es decir, p , ϕp 9aq
para toda 9a P V pBq.

d) Es consecuencia de (2a) y de (2b).

e) Es consecuencia de (2a) y de (2c).

3. Si p , Dxϕ, entonces eppq ď JDxϕK. Por el lema A.20 V pBq es pleno, así,
existe algún 9a P V pBq tal que eppq ď Jϕp 9aqK. De esta manera p , ϕp 9aq
para algún 9a P V pBq.

Note que, por las propiedades (2a) y (2d) del teorema 2.61, la relación de
forcing no sigue las reglas de la lógica clásica.

Corolario 2.62. Para cualesquiera P conjunto parcialmente ordenado distinto
del vacío y ϕ fórmula en el lenguaje del forcing, el conjunto

Dϕ “ tp P P | p , ϕ o p ,  ϕu

es denso en P .

Demostración. Sea p P P . Por la propiedad (1c) del teorema 2.61, existe q P P
tal que q ď p y q P Dϕ.

En lo que resta de este capítulo se supondrá la existencia de filtros genéricos
en los conjuntos parcialmente ordenados.

□ 

□ 
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Definición 2.63. Sean B un álgebra de Boole completa y H Ď B un filtro
genérico en B`. Para cada 9x P V pBq se define xH , la valuación genérica de 9x
según H, por recursión sobre rangp 9xq de la siguiente manera:

xH “ tyH | 9y P domp 9xq y 9xp 9yq P Hu.

A su vez, se define V rHs “ txH | 9x P V pBqu.

A la colección V rHs se le llama extensión genérica de V por el filtro H o
simplemente extensión genérica.

De esta manera, V rHs es una colección de conjuntos descritos según V pBq y
decididos por H, es decir, H indica cómo fue construido xH para cada 9x P V pBq.

Proposición 2.64. Si B es un álgebra de Boole completa y H Ď B es un filtro
genérico en B`, entonces la extensión genérica V rHs es una clase transitiva.

Demostración. Sean xH P V rHs y zH P xH . Por la definición 2.63, se tienen
9x P V pBq y xH “ tyH | 9y P domp 9xq y 9xp 9yq P Hu. Así, 9z P domp 9xq y 9xp 9zq P H.
Por la proposición 2.44 se cumple en particular domp 9xq Ď V pBq. De esta manera,
9z P V pBq y en consecuencia zH P V rHs. Así V rHs es transitiva.

Retomando la comparativa de los filtros genéricos que hay entre un conjunto
parcialmente ordenado P y su completación booleana, la cual fue desarrollada
en el lema 2.28, también es posible definir la extensión genérica de V con base
en un filtro genérico G Ď P en lugar de tomarlo en la completación booleana.
Esto se define de la siguiente manera.

Definición 2.65. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacío,
e : P Ñ B su completación booleana y G Ď P un filtro genérico en P . Se definen
las G-valuaciones de los B-nombres 9x P V pBq por recursión de la siguiente
manera.

xG “ tyG | 9y P domp 9xq y Dp P G tal que eppq ď 9xp 9yqu.

También, se define V rGs “ txG | 9x P V pBqu.

Por un argumento similar al expuesto en la proposición 2.24, ocurre que si
P es un conjunto parcialmente ordenado frondoso, G es un filtro genérico en P
y H Ď B` es un filtro genérico en B` donde e : P Ñ B es la completación
booleana de P , entonces G,H R V .

No obstante, si se definen adecuadamente los nombres de G y H se podrá
probar que H P V rHs y G P V rGs.

Definición 2.66. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacío,
e : P Ñ B su completación booleana, G Ď P un filtro genérico en P y H Ď B
un filtro genérico en B`. Se definen:

1. El nombre canónico de G como la siguiente función B-valuada:

domp 9Gq “ tp̌ | p P P u y 9Gpp̌q “ eppq para cada p P P. (2.19)

■ 

■ 

□ 

■ 

■ 
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2. El nombre canónico de H como la siguiente función B-valuada:

domp 9Hq “ tǔ | u P Bu y 9Hpǔq “ u para cada u P B. (2.20)

De esta manera, se cumplen 9G P V pBq y 9H P V pBq.

A su vez, también es posible dar un nombre “implícito” de V empleando el
hecho de que a P V si y solo si existe x P V tal que a “ x.

Definición 2.67. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacío,
e : P Ñ B su completación booleana, p P P y 9a P V pBq. Se dice que:

p , p 9a P V̌ q si y solo si @q ď p Dr ď q Dx P V tal que r , p 9a “ x̌q.

Si G Ď P es un filtro genérico en un conjunto parcialmente ordenado y
e : P Ñ B es la completación booleana de P , entonces por (2.4) se cumple que
para cada p P P

eppq “ tq P P | @r ď q pr ‖ pqu,
y por la condición (2) del lema 2.28, se sabe que

H “ÒerGs “ tb P B | Dp P G tal que eppq ď bu

es un filtro genérico en B`. De esta manera, se tiene la siguiente definición.

Definición 2.68. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacío,
e : P Ñ B su completación booleana, G Ď P un filtro genérico en P y p P P .
Se dice que:

p , pq P 9Gq si y solo si @r ď p Ds ď r tal que s ď q.

Con estas definiciones se puede explorar el comportamiento de las fórmulas
del lenguaje de la teoría de conjuntos en V rHs.

Lema 2.69. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacío,
e : P Ñ B su completación booleana y H Ď B` un filtro genérico en B`. Para
cualesquiera nombres 9x, 9y P V pBq se cumplen:

1. xH P yH si y solo si J 9x P 9yK P H.

2. xH “ yH si y solo si J 9x “ 9yK P H.

Demostración. La prueba se hará por inducción simultáneamente sobre el par
xrangpyq, rangpxqy.

1.

J 9x P 9yK P H si y solo si

¨

˝

ł

9tPdomp 9yq

p 9yp 9tq ^ J 9x “ 9tKq

˛

‚P H, por 2.27,

si y solo si D 9t P domp 9yq tal que p 9yp 9tq ^ J 9x “ 9tKq P H

si y solo si D 9t P domp 9yq tal que 9yp 9tq P H y xH “ tH

si y solo si xH P ttH | 9t P domp 9yq y 9yp 9tq P Hu “ yH .
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2. Solo se verá que xH Ď yH si y solo si J 9x Ď 9yK P H, pues la otra contención
es análoga.

J 9x Ď 9yK P H si y solo si

¨

˝

ľ

9tPdomp 9xq

p 9xp 9tq ñ J 9t P 9yKq

˛

‚P H, por 2.26,

si y solo si @ 9t P domp 9xq si 9xp 9tq P H, entonces J 9t P 9yK P H

si y solo si @ 9t P domp 9xq si 9xp 9tq P H, entonces tH P yH

si y solo si ttH | 9t P domp 9xq y 9xp 9tq P Hu Ď yH

si y solo si xH Ď yH .

En consecuencia xH “ yH si y solo si J 9x “ 9yK P H.

Corolario 2.70. Si P es conjunto parcialmente ordenado distinto del vacío,
e : P Ñ B es su completación booleana, H Ď B` es un filtro genérico en B`

y ϕp 9x1, . . . , 9xnq es una fórmula en el lenguaje del forcing, entonces se cumple
que:

V rHs |ù ϕpxH1 , . . . , x
H
n q según Tarski si y solo si Jϕp 9x1, . . . , 9xnqK P H. (2.21)

Demostración. Por inducción sobre la formación de fórmulas.
Por el lema 2.69, (2.21) se cumple para las fórmulas atómicas.
Por la definición 2.1 y la proposición 1.7, se cumple que H es un ultrafiltro en

B, por la propiedad (2) de la proposición 2.8, (2.21) se cumple para la negación.
Como H es un filtro, (2.21) se cumple para la conjunción.

Para el caso existencial, V rHs |ù Dxϕpx, xH1 , . . . , xHn q si y solo si hay algún
9a P V pBq tal que V rHs |ù ϕpaH , xH1 , . . . , x

H
n q, es decir, hay algún 9a P V pBq tal

que Jϕp 9a, 9x1, . . . , 9xnqK P H. Por el lema A.20, V pBq es pleno, así lo anterior es
equivalente a, JDxϕpx, 9x1, . . . , 9xnqK P H.

Corolario 2.71. Si P es un conjunto parcialmente ordenado distinto del vacío,
e : P Ñ B es su completación booleana y H Ď B` es un filtro genérico en B`,
entonces se cumple

V rHs ” V pBq{H,

es decir, V rHs |ù ϕpxH1 , . . . , x
H
n q si y solo si V pBq{H |ù ϕpr 9x1s, . . . , r 9xnsq para

cada fórmula ϕp 9x1, . . . , 9xnq en el lenguaje del forcing.

Demostración. Se sigue del teorema 2.41 y del corolario 2.70 al notar que H
es, en particular, un ultrafiltro en B.

Teorema 2.72 (Unicidad de la extensión genérica). Sean P un conjunto par-
cialmente ordenado distinto del vacío donde e : P Ñ B es la completación
booleana de P , G Ď P es un filtro genérico en P y H “ÒperGsq Ď B. Si V rGs es
la extensión genérica según la definición 2.65 y V rHs es la extensión genérica
según la definición 2.63, entonces

V rGs “ V rHs.

□ 

□ 

□ 
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Demostración. Sean 9x P V pBq, xG como en la definición 2.65 y xH como en
la definición 2.63. Por la propiedad (2) del lema 2.28, H es un filtro genérico en
B`. Se verá por inducción que xG “ xH .

Suponga que yG “ yH para cada 9y P V pBq tal que 9y P domp 9xq, se tiene:

yH P xH si y solo si 9y P domp 9xq y 9xp 9yq P H “ÒperGsq

si y solo si 9y P domp 9xq y Dp P G tal que eppq ď 9xp 9yq

si y solo si yG P xG

si y solo si yH P xG.

Así xG “ xH . Por lo que V rGs “ V rHs.

Observación 2.73. Sean P un conjunto parcialmente ordenado distinto del
vacío donde e : P Ñ B es la completación booleana de P , G Ď P es un filtro
genérico en P y H “ÒperGsq Ď B. Como consecuencias del teorema 2.72 se
tienen las siguientes propiedades:

Para cada 9x P V pBq ocurre xG “ xH .

Para cada fórmula ϕ en el lenguaje de la teoría de conjuntos y cualesquiera
9x1, . . . , 9xn P V

pBq, se cumple

V rGs |ù ϕp 9x1
G, . . . , 9xn

G
q si y solo si V rHs |ù ϕp 9x1

H , . . . , 9xn
H
q.

De esta manera, dados P un conjunto parcialmente ordenado distinto del
vacío y e : P Ñ B su completación booleana, si se consideran filtros genéricos
G Ď P y H Ď B` según la propiedad (2) del lema 2.28, entonces las extensiones
genéricas de V según G y según H resultan ser las mismas.

Teorema 2.74 (del modelo genérico). Si P es un conjunto parcialmente or-
denado distinto del vacío y G Ď P es un filtro genérico en P , entonces existe
V rGs un modelo transitivo tal que:

1. V rGs es modelo de ZFC.

2. V Ď V rGs y G P V rGs.

3. OrdV rGs “ Ord. 16

4. Si W es un modelo transitivo de ZF tal que V Ď W y G P W , entonces
V rGs ĎW .

Demostración. Por el lema 2.28 y por el teorema 2.72, si H “ÒperGsq Ď B`

donde e : P Ñ B es la completación booleana de P , entonces V rGs “ V rHs y
por la observación 2.73, todas las propiedades que se satisfacen en la extensión
genérica V rHs también se satisfacen en la extensión genérica V rGs.

16Es decir OrdV rGs “ txG P V rGs|V rGs |ù “xGes un ordinal”u “ tx P V |x es un ordinalu “
Ord.

□ 

■ 

■ 
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1. Por el teorema A.27, V pBq es un modelo B-valuado de ZFC. Así JϕKB “ 1
para cada ϕ P ZFC. Como H “ÒperGsq es un filtro genérico en B`, ocurre
que 1 P H. Por el corolario 2.70, se tiene que V rHs |ù ϕ, según Tarski, para
cada ϕ P ZFC. Por la proposición 2.64, V rHs es un modelo transitivo. De
tal modo, como V rGs “ V rHs y por la observación 2.73, se cumple que
V rGs es un modelo transitivo de ZFC.

2. Se verá que V Ď V rGs, es decir, se verá por inducción que x̌G “ x
para cada x P V .
Suponga que y̌G “ y para cada y̌ P dompx̌q. De esta manera x̌G “
ty̌G | y̌ P dompx̌q y x̌py̌q P Gu. Como x̌py̌q “ 1 para cada y̌ P dompx̌q
y G es un filtro, se cumple x̌G “ ty | y P xu “ x , es decir, x̌G “ x
para todo x P V . Así V Ď V rGs.
Por la definición (2.19), se cumple 9G P V pBq. Por la definición 2.65 y
lo anterior se tiene

9GG “ tp̌G | Dp P G tal que p̌ P domp 9Gq y eppq ď 9Gpp̌qu

“ tp̌G | Dp P G tal que p̌ P domp 9Gq y eppq ď eppqu

“ tp̌G | p P Gu

“ tp | p P Gu

“ G.

Así G P V rGs.

3. Como “ser un ordinal” es una fórmula ∆0
17, se cumple que todo ordinal

en V también es un ordinal en V rGs. Por tal motivo, falta ver que todo
ordinal en V rGs es también un ordinal en V .
Por 2.73, V rGs |ù “x es un ordinal” si y solo si V rHs |ù “x es un ordinal”,
es decir, V rHs |ù “yH es un ordinal” para algún y P V pBq tal que x “ yH ,
por el corolario 2.70, lo anterior es equivalente a Jy es un ordinalK P H,
por el lema A.25, lo anterior es equivalente a p

Ž

αPOrdJy “ α̌Kq P H,
por el lema 2.27 lo anterior equivale a que exista algún α P Ord tal que
Jy “ α̌K P H, por la propiedad (2) del lema 2.69 lo anterior significa que
existe algún α P Ord tal que yH “ α̌H , como α̌H “ α̌G, α̌G “ α y x “ yH ,
se cumple α “ x, es decir, x P Ord.

4. SiW es un modelo transitivo de ZF tal que V ĎW y G PW , entonces por
inducción se cumple que xG P W para cada 9x P V pBq y en consecuencia
V rGs ĎW .

Cabe mencionar que en teoría de modelos, antes del desarrollo del forcing, ya
se había logrado extender un modelo de la teoría de conjuntos de tal manera que
agregara al menos un nuevo elemento. No obstante, dichas extensiones no satis-
facían (3), por esta razón es que las extensiones genéricas resultan relevantes,
pues extienden de manera no trivial al modelo base sin alterar los ordinales.

17Ver [11], lema 12.10, (i), pág 164.

■ 

■ 
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Teorema 2.75 (del forcing). Sean P un conjunto parcialmente ordenado distin-
to del vacío, e : P Ñ B su completación booleana, ϕ una fórmula en el lenguaje
de la teoría de conjuntos y 9x1, . . . , 9xn P V

pBq. Si G Ď P es un filtro genérico en
P , entonces

V rGs |ù ϕp 9x1
G, . . . , 9xn

G
q si y solo si Dp P G tal que p , ϕp 9x1, . . . , 9xnq. (2.22)

Demostración. Sea H “ÒperGsq. Por la propiedad (2) del lema 2.28, H es un
filtro genérico enB`. Se consideran las siguientes fórmulas: ψ como ϕp 9x1, . . . , 9xnq,
ψH como ϕp 9x1

H , . . . , 9xn
H
q y ψG como ϕp 9x1

G, . . . , 9xn
G
q. De esta manera, ψ es

una fórmula en el lenguaje del forcing y (2.22) es equivalente a V rGs |ù ψG si y
solo si existe p P G tal que p , ψ. Por otra parte, se tiene

V rGs |ù ψG si y solo si V rHs |ù ψH , según Tarski por la observación 2.73
si y solo si JψK P H por el corolario 2.70
si y solo si Dp P G tal que eppq ď JψK por (2) del lema 2.28
si y solo si Dp P G tal que p , ψ por la definición 2.60.

El teorema del forcing indica que “toda verdad en V rGs es forzada por ele-
mentos en P ”, es decir, para cada fórmula ϕ en el lenguaje de la teoría de conjun-
tos la propiedad metalingüística “ϕ es relativamente consistente con ZFC” pasa
a ser una propiedad del lenguaje de la teoría de conjuntos de la forma “existen
P un conjunto parcialmente ordenado, G un filtro genérico en P y p P G tales
que p , ϕ”.

Proposición 2.76. Si P es un conjunto parcialmente ordenado distinto del va-
cío, e : P Ñ B es su completación booleana, p P P , ϕ es una fórmula en el len-
guaje de la teoría de conjuntos y 9x1, . . . , 9xn P V

pBq, entonces p , ϕp 9x1, . . . , 9xnq
si y solo si se cumple V rGs |ù ϕp 9x1

G, . . . , 9xn
G
q para todo G filtro genérico en P

tal que p P G.

Demostración. Por la propiedad (2) del lema 2.28, se cumple que

H “ tb P B | Dp P G tal que eppq ď bu

es un filtro genérico en B`. Se consideran las fórmulas ψ como ϕp 9x1, . . . , 9xnq,
ψH como ϕp 9x1

H , . . . , 9xn
H
q y ψG como ϕp 9x1

G, . . . , 9xn
G
q. Por el teorema 2.72 se

tiene V rGs “ V rHs y por la observación 2.73 se cumple V rGs |ù ψG si y solo si
V rHs |ù ψH .
pñq

Sea G un filtro genérico en P tal que p P G. De esta manera, eppq P H.
Como p , ψ, por la definición 2.60, se cumple que JψK P H. Por el corolario
2.70 ocurre V rHs |ù ψH . En consecuencia se cumple V rGs |ù ψG.
pðq

Suponga que p . ψ, es decir, eppq ę JψK. Así eppq ^  JψK ‰ 0. Por la
propiedad (3) del teorema 2.20 existe q1 P P tal que epq1q ď eppq ^ JψK. Por el
corolario 2.21, hay algún q ď p tal que epqq ď epq1q. De esta manera, si G es un

□ 
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filtro genérico en P tal que q P G, entonces p P G. Por otra parte epqq ď epq1q ď
 JψK “ J ψK. Así J ψK P H. De tal modo, se cumple V rHs |ù  pψHq, que es
equivalente a, V rGs |ù  pψGq y en consecuencia V rGs * ψG.

Note que, salvo por la hipótesis de existencia de los filtros genéricos, la
proposición 2.76 es una versión más poderosa de la relación de forcing definida
en (1.4).

□ 





Capítulo 3

Topos elementales

3.1. Estructura de topos

De cierto modo los topos pueden ser vistos como lugares en dónde hacer ma-
temáticas, cosa que en una primera instancia también pretende hacer la teoría
de conjuntos. No obstante, la perspectiva que ofrece la teoría de topos presenta
dos grandes diferencias respecto a la que ofrece la teoría de conjuntos según
ZFC. La primera es que V el universo de la teoría de conjuntos es un objeto
matemático “ya construido” y en consecuencia se puede pensar como estático o
fijo, mientras que los topos en cierto modo son dinámicos, pues no presentan
tanta rigidez respecto a su estructura. La segunda gran diferencia es la naturale-
za de la lógica de su lenguaje, pues al ser V un objeto fijo, su lógica inherente al
lenguaje analiza a los elementos de V “por encima”, es decir, de manera externa,
en contraste con los topos que presentan una lógica interna la cual está ligada
a sus morfismos.

En este capítulo se procede a definir topos en su versión más afín a los
intereses de esta tesis, se verá que algunas de las estructuras ya definidas resultan
ser topos. Además, se definirán algunas nociones útiles sobre topos. Por esta
razón, se apelarán a definiciones y resultados de la teoría de categorías. Todos
estos conceptos pueden ser consultados en [18]. El desarrollo que se realizará
sigue la teoría mostrada en [19], [17] ,[12] y [5].

Definición 3.1. Un topos elemental es una categoría E la cual satisface las
siguientes condiciones:

1. E tiene todos los pullbacks o productos fibrados.

2. E posee objeto terminal 1.

3. E es cartesiano cerrado, es decir, para cada objeto X P E se tiene la
adjunción

47
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E

%

E .

Xˆ_ _X

4. E tiene clasificador de subobjetos, es decir, existe un objeto Ω P E y un
morfismo verdad : 1 ÝÑ Ω los cuales cumplen que para cada monomorfis-
mo m : S � B existe un único morfismo φ : B ÝÑ Ω tal que el siguiente
diagrama es de producto fibrado

S 1

B Ω.

!

m verdad

φ

A la flecha φ se le llama flecha característica o clasificadora de m, cuando
sea necesario especificar se denotará por φ “ car S o φ “ car m.

De manera alternativa, es posible definir topos elementales de la siguiente
manera.

Definición 3.2. Un topos elemental es una categoría E tal que:

1. E tiene todos los límites finitos.

2. E posee clasificador de subobjetos.

3. Para cada objeto B se tiene un objeto potencia PB y una flecha per-
tenencia PB : B ˆ PB Ñ Ω los cuales cumplen que para cada flecha
f : B ˆ A Ñ Ω existe una única flecha P -transpuesta g : A Ñ PB
tales que el siguiente diagrama conmuta

A B ˆA Ω

PB B ˆ PB Ω.

g

f

idBˆg

PB

(3.1)

Es posible probar que las definiciones 3.1 y 3.2 son equivalentes1. Por es-
ta razón, se apelará libremente a ambas definiciones en la medida que resulte
conveniente, sólo se mencionará que para cada objeto B se cumple PB “ ΩB .

La condición 3.2(3) permite definir un funtor potencia P : Eop ÝÑ E tal que
a cada flecha f : A ÝÑ B en E la flecha Pf está dada como la P -transpuesta

1Ver [19] capítulo IV.2

---------> 

I 1 
--------)-

l l 11 
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descrita en el diagrama

PB Aˆ PB B ˆ PB

PA Aˆ PA Ω.

Pf

fˆidPB

idAˆPf PB

PA

(3.2)

Más aún, con base en el funtor P : Eop ÝÑ E es posible probar que todo
topos elemental posee colímites finitos2 empleando el teorema de Beck.3 De esta
manera, todo topos elemental E posee objeto inicial 0.

Observación 3.3. Sean E topos elemental y 0 el objeto inicial.

1. Cada flecha k : AÑ 0 en E es un isomorfismo4.

2. Para cada objeto B en E la única flecha 0 Ñ B es mono.5

Ejemplo 3.4. Con la categoría de conjuntos es un topos elemental.

Demostración. Note que cualquier conjunto unitario t˚u resulta ser objeto
terminal en Con, pues dado un conjunto X la única función X ÝÑ t˚u es la
función vacía si X “ H, o bien es la función constante “˚” si X ‰ H.

Por los axiomas de ZFC se sabe que Con tiene productos finitos e igualado-
res y en consecuencia tiene todos los límites finitos. Por otra parte, al ser Con
una categoría con productos binarios donde el producto de dos conjuntos A,B
resulta ser el producto cartesiano usual A ˆ B, el exponencial resulta ser BA,
las funciones con dominio A y codominio B. Además es fácil ver que se satisface
la ley exponencial, es decir, para cualesquiera A,B,C conjuntos se tiene una
biyección natural

homConpAˆB,Cq “ CpAˆBq –
`

CA
˘B
“ homConpB,C

Aq.

De tal modo, para cada A P Con se tiene la adjunción

Con

%

Con.

Aˆ_ _A

Por otra parte, el clasificador de subobjetos es el álgebra 2 “ t0, 1u y la función
verdad : t˚u ÝÑ 2 es tal que ˚ ÞÝÑ 1. De esta manera, dada cualquier inyección
m : S ÝÑ A su función característica es de la forma χm : A ÝÑ 2 donde

χmpxq “

#

1 si x P Impmq
0 si x R Impmq.

2Ver [19], sección IV.5
3Ver [1], teorema 3.14, pág 101, en donde [1] emplea el término tripleable en lugar de

monádico.
4Ver [19], capítulo IV.7, proposición 4, pág 194.
5Ver [19], capítulo IV.7, corolario 5, pág 194.

1 1 1 
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Así, el siguiente diagrama es de un producto fibrado

S t˚u

A 2.

!

m verdad

χm

De esta manera, se concluye que Con es un topos elemental.

En cierto modo los topos elementales emulan el comportamiento de Con,
por esta razón, los topos resultan generalizaciones adecuadas de Con.

Definición 3.5. Sean C una categoría pequeña y C objeto en C, una criba S
en C es un conjunto de flechas en C con codominio C tal que para cualesquiera
flechas f : D ÝÑ C en S y g : E ÝÑ D en C se cumple fg P S.

Ejemplo 3.6. Para cada categoría pequeña C, la categoría ConCop

de funto-
res contravariantes de C a Con o categoría de pregavillas en C es un topos
elemental.

Demostración. La categoría ConCop

posee límites finitos pues éstos se calcu-
lan de manera puntual en Con.

Sean G,F P ConCop

. Se define la pregavilla GF vía el lema de Yoneda como

GF pCq “ ConCop

pF ˆCp_, Cq, Gq. (3.3)

A su vez, para cada flecha c : C ÝÑ C 1 en C se define GF pcq de la siguiente
manera

GF pcq “ ConCop

pidF_ ˆCp_, cq, Gq

“ ConCop

p_, Gq ˝ pidF_ ˆCp_, cqq

“ ConCop

p_, Gq ˝ pidF_ ˆ ycq,

donde y es el funtor de Yoneda. Ademas, si se consideran σ : F ˆCp_, C 1q Ñ G
en GF pC 1q, a : A Ñ A1 en C, x P FA1 y g P CpA1, Cq, por la naturalidad de σ
y al realizar las evaluaciones correspondientes se obtiene

GapσA1px, cgqq “ σApFapxq, cgaq.

Lo cual prueba la naturalidad de GF pcq.
A su vez, empleando el lema de Yoneda y propiedades de representación de

--------➔ 

I I 
□ 
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pregavillas se cumple que para cualesquiera F,G,H P ConCop

ConCop

pF ˆG,Hq – ConCop

pF ˆ ColimxC,gyP
ş

G Cp_, Cgq, Hq

– ConCop

pColimxC,gyP
ş

G F ˆCp_, Cgq, Hq

– LimxC,gyP
ş

G ConCop

pF ˆCp_, Cgq, Hq

– LimxC,gyP
ş

G HF pCgq

– LimxC,gyP
ş

G ConCop

pCp_, Cgq, HF q

– ConCop

pColimxC,gyP
ş

G Cp_, Cgq, HF q

– ConCop

pG,HF q.

Así, ConCop

es cartesiana cerrada.
Para cada C P C se define

ΩC “ tS P ConCop

| S ãÑ Cp_, Cqu,

es decir, ΩC son todos los subfuntores de Cp_, Cq, o equivalentemente, ΩC son
todas las cribas en C. Para cada f : D Ñ C en C se define Ωf : ΩC Ñ ΩD tal
que para cada S P ΩC, ΩfpSq es el producto fibrado descrito por el siguiente
diagrama

ΩfpSq S

Cp_, Dq Cp_, Cq.
Cp_,fq

De esta manera, ΩfpSq “ tg : E ÝÑ D | fg P Su y así Ω es una pregavilla. Se
define la transformación natural t : 1 ÝÑ Ω de la siguiente manera: Para cada
C P C

1 ΩC

˚ Cp_, Cq,

tC

es decir, tC calcula la criba total en C. De esta manera, ConCop

es un topos
elemental.

Un ejemplo de categoría de pregavillas es la categoría Cont˚u de funtores
de la forma t˚u Ñ Con, esta es equivalente a la categoría de conjuntos. Otro
ejemplo de categoría de pregavillas es Con0Ñ1op donde la categoría 0 1
posee dos objetos y una única flecha distinta a las identidades, una pregavilla
X P Con0Ñ1op es un conjunto en dos etapas X1 X0 donde X1 son los
puntos del conjunto en cuestión y la flecha es una regla de evolución.

De esta manera, la categoría ConCop

puede ser vista como una categoría de
conjuntos variables parametrizados según la estructura Cop.

De tal modo, Con es una categoría de pregavillas estática, es decir, donde
no hay variación.

I I 
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Teorema 3.7. Para cualquier objeto B en un topos elemental E, la categoría
E{B de flechas sobre B o categoría rebananda sobre B es un topos elemental.

Al teorema 3.7 se le conoce como teorema fundamental de la teoría de topos
y su prueba se sale de los intereses de esta tesis. No obstante, dicha prueba
puede consultarse en [19], página 190, Teorema 1.

Sólo se mencionará que el objeto terminal en E{B es idB : B Ñ B la iden-
tidad en B y el clasificador de subobjetos en E{B resulta ser la proyección
pB : ΩˆB Ñ B donde Ω es el clasificador de subobjetos en E , mientras que la
flecha de verdad tB en E{B está dada por el diagrama

B

Ω ΩˆB B

car idB tB

pΩ pB

donde car idB es la flecha característica de idB en E .

Teorema 3.8. 6 Para cada flecha f : B ÝÑ A en un topos E, el funtor producto
fibrado o cambio de base f˚ : E{A ÝÑ E{B posee adjunto izquierdo Σf , definido
como la composición con f , y adjunto derecho Πf . Más aún, f˚ preserva el
clasificador de subobjetos y las exponenciales, en consecuencia es un morfismo
lógico7.

Definición 3.9. Sean E un topos elemental y B P E . Para cualesquiera mono-
morfismos m : S � B y m1 : S1 � B se define m » m1 si y solamente si existe
un isomorfismo f : S1 ÝÑ S en E tal que m1 “ mf .

Es fácil ver que la relación definida en 3.9 es de equivalencia. Más aún, si
m,m1 son monomorfismos tales que m » m1 entonces car m “ car m1.

Definición 3.10. Para cualesquiera topos elemental E yX objeto en E se define
la colección de subobjetos de X en E como

SubpXq “ trms» | m : S � X es un mono en Eu,

donde rms» “ tm1 : S1 � X en E | m » m1u y cuando sea necesario indicar el
topos en donde se están considerando los subobjetos se denotará por SubEpBq.

Para cada flecha B ÝÑ Ω en E se obtiene el subobjeto de B caracterizado
por dicha flecha calculando el producto fibrado del diagrama

1 Ω Bverdad

y tomando el monomorfismo hacia B.
6Ver [19], capítulo IV.7, teorema 7.2, pág 193.
7Un funtor entre topos elementales F : E ÝÑ E 1 es un morfismo lógico si preserva (salvo

isomorfismo) límites finitos, el clasificador de subobjetos y las exponenciales.

/1 
1 

------->
 

\1 
I 
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Note que en un topos elemental E , como existe el objeto terminal, se cumple
X ˆ 1 – X para cada X P E . De tal modo, ocurre que las flechas de la forma
B ÝÑ Ω están en biyección natural con las flechas de la forma B ˆ 1 ÝÑ Ω,
que a su vez están en biyección natural con las flechas 1 ÝÑ PB, por medio de
P -transpuestas. De esta manera, por las definiciones de flecha característica y
3.9, se tienen las siguientes biyecciones

SubpBq – homEpB,Ωq – homEp1, PBq. (3.4)

Por otra parte, a los subobjetos de B se les denotará dependiendo de su respec-
tiva representación según (3.4) de la siguiente manera

m : S � B car m : B ÝÑ Ω xcar my : 1 ÝÑ PB.

Proposición 3.11. En un topos elemental E, toda flecha f posee una factori-
zación epi-mono, es decir, existe un mono m llamado “imagen” y un epi e tal
que f “ me. Más aún, si f se factoriza a través de otro mono m1 de la forma
f “ m1q entonces existe una única flecha l tal que m “ m1l.

Demostración. Sea f : A Ñ B en E . Se considera el diagrama de coproducto

fibrado A B ‚
f x

y
y se toma m : impfq Ñ B el igualador de las

flechas x, y, así xm “ ym. Suponga que existen h, h1 : H Ñ impfq tales que
mh “ mh1, de esta manera xmh “ xmh1 “ ymh1 “ ymh y por la propiedad
universal del igualador se cumple que h “ h1, así m es mono. Por construcción
de las flechas x, y y la propiedad universal del igualador, existe una única flecha
e : AÑ impfq tal que f “ me.

Por la propiedad (4) de la definición 3.1, todo mono n : S � X es el
igualador de dos flechas, a saber, de las flechas verdad !X y car n donde !X es
la única flecha !X : X Ñ 1.

De esta manera, sim1 : M � B es otro mono tal que f se factoriza a través de
él de la forma f “ m1q con q : AÑM , entoncesm1 es el igualador de dos flechas
s, t : B Ñ ˛, en consecuencia sm1 “ tm1 y así sf “ sm1q “ tm1q “ tf . Por la
propiedad universal del coproducto fibrado existe una única flecha u : ‚ Ñ ˛

tal que s “ ux y t “ uy, de esta manera sm “ uxm “ uym “ tm y por la
propiedad universal del igualador m1 existe una única flecha l : impfq Ñ B tal
que m “ m1l.

Falta ver que e : A Ñ impfq es epi. Se considera una factorización de e de
la forma e “ e1g donde e1 : E � impfq es mono y g : A Ñ E, así f “ me1g
donde m y e1 son monos. De esta manera f se factoriza a través del mono
me1 y por lo recién probado, exíste una única flecha v : impfq Ñ E tal que
m “ me1v, al ser m mono se cumple e1v “ idimpfq. Por otra parte, se tiene
e1ve1 “ idimpfqe

1 “ e1 “ e1idE con e1 mono, así ve1 “ idE y en consecuencia e1
es iso. Suponga que z, w : impfq Ñ C son tales que ze1 “ we1, de esta manera
ze1pe1q´1 “ we1pe1q´1 y así z “ w.

Sean a, b : impfq Ñ D tales que ae “ be. Por la propiedad universal del
coproducto fibrado existe una única k : C Ñ D tal que el siguiente diagrama

l il 
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conmuta
A

E impfq

impfq C

D.

e

g

e

e1

e1

a

z“w

z“w

b

k

Así a “ kz “ kw “ b y en consecuencia e es epi.

Sea B un objeto en un topos elemental E . Para subobjetos S � B y T � B
se dice que S ď T (o en un estricto sentido rSs» ď rT s») siempre que exista
una flecha S Ñ T tal que el siguiente diagrama conmuta

S T

B.

De esta manera, xSubpBq,ďy es un orden parcial.

Lema 3.12. Para cada objeto B en un topos E la colección parcialmente orde-
nada SubpBq tiene estructura de álgebra de Heyting.

Demostración. Sean S � B y T � B subobjetos de B. Es posible construir la
máxima cota inferior de S y T en SubpBq tomando el producto fibrado SXT , el
cual es subobjeto de B pues el producto fibrado preserva monos y la composición
de monos es mono, a su vez, la propiedad universal el producto fibrado garantiza
que S X T es la máxima cota inferior de S y T .

S X T T S \ T T

S Y T

S B, S B.

Para construir la mínima cota superior de S y T se considera S\T el coproducto
binario de S y T y se toma SYT � B la imagen de la única flecha S\T Ñ B
que existe por la propiedad universal del coproducto. De esta manera S Y T
acota superiormente a S y T y por la proposición 3.11 S Y T es la mínima cota
superior de S y T . De esta manera, SubpBq es una retícula.

Por la observación 3.3 (2) la flecha 0 Ñ B es mono, la identidad idB : B Ñ B
también es mono y de esta manera SubpBq tiene 0 y 1. Falta ver que SubpBq
tiene exponenciales.

□ 

I/ 
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Se sabe que en la categoría E{B el objeto terminal es la identidad idB , de
esta manera, los monos con codomino B en E son esencialmente los monos con
codominio idB en E{B, es decir, SubEpBq – SubE{BpidBq. De esta manera, basta
probar que en todo topos E la retícula Subp1q tiene exponenciales.

Sean S, T P Subp1q. Como E es cartesiano cerrado, el objeto exponencial ST
existe en E . Sea X un objeto en E , todas las flechas de la forma X Ñ ST están
en biyección natural con sus transpuestas de la forma T ˆX Ñ S que, a su vez,
se componen en la única flecha T ˆ X Ñ S 99K 1. Como S 99K 1 es mono, si
existe una flecha de forma T ˆX Ñ S, entonces es única y en consecuencia si
existe una flecha de la forma X Ñ ST , entonces es única. Así, la única flecha
ST Ñ 1 es mono, de esta manera, ST P Subp1q. Como E es cartesiano cerrado,
para cada U P Subp1q se cumple

hompT X U, Sq – hompT ˆ U, Sq – hompU, ST q.

De esta manera, Subp1q tiene exponenciales y en consecuencia, para cada objeto
B la colección SubpBq es un álgebra de Heyting.

La operación exponencial en SubpBq se llama implicación y se denota por
T ñ S en lugar de ST .

Así, para cada subobjeto S P SubpBq se define el pseudocomplemento de S
como

 S “ pS ñ 0q. (3.5)

Note que, para cada objeto B en E , se tienen los isomorfismos naturales
SubpBq – hompB,Ωq y hompB,Ωq ˆ hompB,Ωq – hompB,Ω ˆ Ωq. De esta
manera, es posible construir el morfismo ^B : hompB,Ω ˆ Ωq Ñ hompB,Ωq
como

hompB,Ωˆ Ωq hompB,Ωq

hompB,Ωq ˆ hompB,Ωq

SubpBq ˆ SubpBq SubpBq

^B

–

–

–

X

(3.6)

donde ^B es natural en B. Al tomar B “ ΩˆΩ y aplicar ^ΩˆΩ a la identidad
idΩˆΩ se obtiene la flecha

^ : Ωˆ Ω ÝÑ Ω. (3.7)

Equivalentemente, es posible definir el morfismo (3.7) como la flecha caracterís-
tica del mono xverdad, verdady : 1� Ωˆ Ω.

De manera análoga a como se definió (3.7), se definen las flechas:

_ : Ωˆ Ω ÝÑ Ω,

ñ: Ωˆ Ω ÝÑ Ω,

 : Ω ÝÑ Ω.

(3.8)

□ 

-------+ 
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De esta manera, en todo topos elemental la estructura de álgebra de Heyting
está implícita en el clasificador de subobjetos. Finalmente, se define la flecha
falso : 1 ÝÑ Ω como falso “  verdad.

Observación 3.13. 8 En un topos elemental E las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. E es booleano, es decir, el álgebra de Heyting interna en el clasificador de
subobjetos Ω es un álgebra de Boole.

2. El operador  : Ω ÝÑ Ω satisface   “ idΩ.

3. Para cada objeto B en E , el álgebra de Heyting SubpBq es álgebra de
Boole.

4. Para cada subobjeto S � B en E se cumple  S \ S “ B.

5. Las flechas verdad, falso : 1 ÝÑ Ω inducen un isomorfismo 1\ 1 – Ω.

3.1.1. Caracterización de epimorfismos.
Ahora se verá cómo caracterizar epimorfismos en topos.
Para cualesquiera objetos X,Y,E en un topos E y para cada f : E Ñ Y X se

definen f̂ : E ˆX Ñ Y su traspuesta e ImEpfq la imagen de la flecha xπE , f̂ y
según el diagrama

E ˆX E ˆ Y

ImEpfq.

xπE ,f̂ y

(3.9)

De esta manera, se define imEpfq : E Ñ ΩY como la traspuesta de la flecha
característica E ˆ Y Ñ Ω de ImEpfq. Así, se tiene la asignación

imE : hompE, Y Xq ÝÑ hompE,ΩY q.

Proposición 3.14. La flecha imE es natural en E.

Demostración. Se verá que para α : E1 Ñ E y f : E Ñ Y X en E se cumple
imE1pfαq “ imEpfqα.

Sea f̂α “ f̂pαˆidXq : E1ˆX Ñ Y . Así, el siguiente diagrama es de producto
fibrado

E1 ˆX E ˆX

E1 ˆ Y E ˆ Y.

αˆidX

xπE1 ,f̂αy xπE ,f̂ y

αˆidY

8Ver [19], capítulo VI.1, proposición 1, pág 270.

1 1 
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En consecuencia, ImE1pfαq es el producto fibrado de ImEpfq a lo largo de
αˆ idY pues las factorizaciones epi-mono son estables bajo productos fibrados9.
Por otra parte, al calcular productos fibrados de subobjetos a lo largo de α ˆ
idY : E1 ˆ Y Ñ E ˆ Y , éstos corresponden a las composiciones de las flechas
características con α ˆ idY que a su vez corresponden a las composiciones con
α bajo la adjunción exponencial

SubpE ˆ Y q hompE ˆ Y,Ωq hompE,ΩY q

SubpE1 ˆ Y q hompE1 ˆ Y,Ωq hompE1,ΩY q.

–

pαˆidY q
´1 pαˆidY q

˚

–

α˚

– –

Lo cual muestra la naturalidad de imE .

Al aplicar imY X a la identidad idY X se obtiene la flecha

im : Y X ÝÑ ΩY .

Sea tY : 1 Ñ ΩY la traspuesta de Y ˆ 1 1 Ω,verdad se define el
objeto EpipX,Y q como el producto fibrado de tY a lo largo de im

EpipX,Y q 1

Y X ΩY .

tY

im

(3.10)

De esta manera, EpipX,Y q representa a las flechas deX a Y tales que su imagen
resulta ser Y , es decir, EpipX,Y q clasifica a los epimorfismos parametrizados
de la siguiente manera

Lema 3.15. Para un objeto E en E, una flecha f : E Ñ Y X se factoriza a
través del subobjeto EpipX,Y q� Y X si y solo si xπE , f̂ y : E ˆX Ñ E ˆ Y es
epi.

Demostración. Por el producto fibrado (3.10), la flecha f se factoriza a través

de EpipX,Y q si y solo si im f “ imEpfq es la flecha E 1 ΩY
tY . Al

tomar la traspuesta exponencial, por la definición de imE , la flecha característica
de ImEpfq� EˆY es la flecha E ˆ Y 1 Ωverdad . Por el diagrama
(3.9) se concluye que xπE , f̂ y es epi.

Proposición 3.16. En un topos no degenerado10 E, si EpipX,Y q “ 0, entonces
en E no existen epimorfismos X � Y .

9Ver el teorema 3.8.
10Es decir, 0 fl 1 en E.

1 1 1 
□ 

-------> -

--------➔ 

I l 

--------➔ --------➔ 

□ 
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Demostración. Cada flecha g : X Ñ Y puede expresarse a través del iso-
morfismo X – X ˆ 1 como su traspuesta g “ f̃ donde f : 1 Ñ Y X . De esta
manera, por el lema 3.15, si E “ 1 y g es epi, entonces f se factoriza a través de
EpipX,Y q para alguna flecha E “ 1 Ñ EpipX,Y q. No obstante, EpipX,Y q “ 0.
Por la propiedad (1) de la observación 3.3, toda flecha con codominio 0 en E es
un isomorfismo, en consecuencia, 1 – 0 lo cual es una contradicción.

Lema 3.17. Si p : Y Ñ Z es un epimorfismo en E, entonces la flecha inducida
pX : Y X Ñ ZX se restringe a una flecha EpipX,Y q Ñ EpipX,Zq.

Demostración. Por la correspondencia natural expuesta en el lema 3.15, basta
probar que si una flecha f : E Ñ Y X en E es tal que la flecha

xπE , f̂ y : E ˆX Ñ E ˆ Y

es epi, entonces también lo es xπE , ypXfy : E ˆ X Ñ E ˆ Z. Sin embargo,
xπE , ypXfy “ pidE ˆ pq ˝ xπE , f̂ y, de esta manera, lo que se quiere probar es
consecuencia del hecho de que idE ˆ p es epi siempre que p lo sea.

Lema 3.18. Para cualesquiera E topos booleano, X un objeto en E, m : Z Ñ Y
mono y z0 : 1 Ñ Z punto de Z, si EpipX,Zq – 0, entonces EpipX,Y q – 0.

Demostración. Como E es un topos booleano, por la condición (4) de la ob-
servación 3.13 se cumple Y “ Z \ Z 1 donde Z 1 “  Z.

Por otra parte, las flechas idZ : Z Ñ Z y Z 1 1 Z
z0 quedan

unidas en el coproducto como r : Y “ Z \Z 1 Ñ Z donde rm “ idZ . Como idZ
es en particular epi y r es un epi escindido, entonces r es epi.

Por el lema 3.17, r induce una flecha EpipX,Y q Ñ EpipX,Zq y por la
propiedad (1) de la observación 3.3, se cumple que toda flecha hacia 0 es un
isomorfismo. Como EpipX,Zq – 0, se concluye que EpipX,Y q – 0.

3.2. Topologías de Grothendieck y de Lawvere-
Tierney

Definición 3.19. Sea C una categoría pequeña, se dice que J es una topología
de Grothendieck sobre C si J es una función que a cada C P C le asigna un
conjunto JpCq de cribas sobre C también llamadas las cribas cubrientes de C
que satisfacen los siguientes axiomas:

1. La criba total tC “ tf | codpfq “ Cu “ ypCq es elemento de JpCq.

2. (Axioma de estabilidad bajo producto fibrado) Si S P JpCq y h : D ÝÑ C
es una flecha en C, entonces la criba h˚pSq “ tg : E ÝÑ D | hg P Su está
en JpDq.

3. (Axioma de transitividad o carácter local) Si S P JpCq y R es una criba
sobre C tal que para todo D P C y toda h : D ÝÑ C en S ocurre
h˚pRq P JpDq, entonces R P JpCq.

□ 

□ 

-----> -------+ 

□ 
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Como consecuencia de la definición 3.19, se cumple que si S P JpCq y para
cada flecha f : dompfq ÝÑ C en S hay una criba Rf P Jpdompfqq, entonces

tfg |f P S y g P Rfu P JpCq.

Definición 3.20. Se dice que la pareja xC, Jy es un sitio de Grothendieck
o simplemente sitio si C es una categoría pequeña y J es una topología de
Grothendieck en C.

A su vez, si S P JpCq, entonces se dice que S es una criba cubriente o que S
cubre a C. También, se dice que la criba S sobre C cubre a la flecha f : D ÝÑ C
si f˚pSq cubre a D. De esta manera, S cubre a C si y solo si cubre a la identidad
en C.

De esta manera, los axiomas de topología de Grothendieck pueden ser plan-
teados en función de las flechas de la siguiente manera:

(i) Si S es una criba sobre C y f P S, entonces S cubre a f .

(ii) (Axioma de estabilidad) Si S cubre a una flecha f : D ÝÑ C, entonces
también cubre a la composición fg para cualquier flecha g : E ÝÑ D.

(iii) (Axioma de transitividad) Si S cubre a una flecha f : D ÝÑ C y R es una
criba sobre C que cubre a todas las flechas de S, entonces R cubre a f .

Note que un espacio topológico con la noción usual de cubierta es un ejemplo
de sitio: xOpXq, Jy donde OpXq es la categoría de abiertos en X, de tal modo,
para cualesquier A abierto y S criba sobre A se cumple que S es una familia de
subconjuntos abiertos de A con la propiedad de que si E Ď B y B P S, entonces
E P S.

Ejemplo 3.21. Para cada conjunto parcialmente ordenado P se define la to-
pología densa J en P tal que para cada p P P

Jppq “ tD Ď P | D es denso bajo p y para toda q P D q ď pu.

Así, por la definición 1.2.5, xP, Jy satisface los axiomas de la definición 3.19.

Más aún, si C es una categoría arbitraria se puede definir su topología densa
de la siguiente manera

S P JpCq si para toda f : D ÝÑ C existe g : E ÝÑ D tal que fg P S. (3.11)

Definición 3.22. Sean xC, Jy un sitio, P P ConCop

, C P C y S P JpCq.

1. Se dice que la familia txfufPS es una familia compatible para S si para
cada f : D Ñ C en S, xf P PD y para cada g : E Ñ D en C se cumple
xf ¨ g “ xfg donde xf ¨ g “ Pgpxf q.

2. Una amalgama para una familia compatible txfufPS es un elemento x P
PC tal que x ¨ f “ xf para todo f P S.
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Definición 3.23. Sea P P ConCop

, se dice que P es una gavilla sobre el sitio
xC, Jy si para cada objeto C enC y cada criba S P JpCq toda familia compatible
txfufPS posee una única amalgama x.

Se denota por GavpC, Jq a la categoría cuyos objetos son todas las gavillas
sobre el sitio xC, Jy y cuyas flechas son todas las transformaciones naturales
que existen entre ellas.

Así, GavpC, Jq es una subcategoría plena de ConCop

. Más aún, para cada
gavilla P sobre el sitio xC, Jy y para toda criba S P JpCq sobre cualquier objeto
C P C toda transformación natural S Ñ P posee una única extensión a una
transformación natural como en el siguiente diagrama

ypCq P

S.

El hecho de que S ÝÑ P se extienda a una transformación natural ypCq ÝÑ P
es equivalente a que exista una familia compatible

txf | D P C, xf P PD, f P ypCq, dom f “ Du

que extienda a la familia compatible inducida por S ÝÑ P .
Como idC : C ÝÑ C es elemento de ypCq, entonces se induce un objeto

xid P PC tal que xf “ xid˝f para cada f : D ÝÑ C. Este objeto caracteriza
completamente a la familia compatible

txf | D P C, xf P PD, f P ypCqu.

De esta manera, la familia compatible dada por S ÝÑ P se extenderá a una
familia compatible dada por ypCq ÝÑ P si y solo si existe un objeto x P PC tal
que para cada D P C y cada f : D ÝÑ C en S se cumple Pfpxq “ xf .

Observación 3.24. Si P P ConCop

, entonces P es una gavilla sobre el sitio
xC, Jy si y solo si para cada objeto C en C y cada criba S P JpCq, PC es el
siguiente igualador en la categoría Con

P pCq
ź

fPS

P pdom fq
ź

f,g fPS
dom f“cod g

P pdom gq,e
p

a
(3.12)

donde e se define como epxq “ tx ¨ fuf “ tPfpxquf , el segundo producto se
extiende sobre todos los pares compatibles f, g con f P S (y en consecuencia
fg P S), la función p se sigue de las composiciones en C y a surge de la acción de
C en P . De tal modo, si x “ txfufPS es un vector en

ś

fPS P pdom fq, entonces

ppxqf,g “ xfg, apxqf,g “ xf ¨ g.

-------> 

I/ 
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Note que si C es una categoría pequeña y dis es la topología de Grothendieck
discreta, es decir, para cada C P C toda criba sobre C es elemento de dispCq,
entonces GavpC, disq “ ConCop

.

Ejemplo 3.25. GavpC, Jq es un topos elemental para todo sitio xC, Jy.

Demostración. Como GavpC, Jq es subcategoría plena de ConCop

, enton-
ces GavpC, Jq posee los mismos límites. Más aún, si G es gavilla y F es una
pregavilla entonces GF es una gavilla11.

El clasificador de subobjetos es la pregavilla ΩJ : Cop
ÝÑ Con tal que

ΩJpCq “ tS | S es una criba J-cerrada sobre Cu, (3.13)

donde S es J-cerrada sobre C si para cualquier flecha f : D Ñ C, si f˚S P JpDq
entonces f P S.

Y para cada flecha f en C, ΩJf “ f˚, donde f˚ denota al operador producto
fibrado de cribas en C a lo largo de f .

Definición 3.26. Se dice que E es un topos de Grothendieck si existe xC, Jy
sitio tal que E es equivalente a GavpC, Jq.

Proposición 3.27. 12 Para cada sitio xC, Jy, el funtor inclusión GavpC, Jq ãÑ

ConCop

tiene un adjunto izquierdo

a : ConCop

ÝÑ GavpC, Jq

llamado funtor gavilla asociada.

Se sabe que ConCop

tiene todos los límites finitos, en particular, tiene objeto
terminal 1 P ConCop

que es tal que f ÞÑ idt˚u para cada flecha f en C.
De tal modo, se define el funtor Γ : GavpC, Jq ÝÑ Con como

Γ : GavpC, Jq Con

F homConCop p1, F q

G homConCop p1, Gq

τ τ˚

(3.14)

llamado funtor secciones globales. Más aún, el funtor Γ tiene un adjunto izquier-
do de la forma a∆ : Con ÝÑ GavpC, Jq donde el funtor

∆ : Con ConCop

X ∆pXq

Y ∆pY q

f ∆f

(3.15)

11Ver [19], capítulo III.6, proposición 1, pág 136.
12Ver [19], capítulo III.5, teorema 1, pág 128.

1 >------~ ~ 1 

1 ~ 1 

□ 
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es tal que para cada conjunto X, cada objeto C en C y cada flecha f en C

∆pXqpCq “ X,

∆pXqpfq “ idX .

De esta manera, se cumple a∆ % Γ donde el funtor

a∆ : Con ÝÑ GavpC, Jq

se denominará como funtor gavillanización.

Definición 3.28. Sea E un topos. Una topología de Lawvere-Tierney en E es
una flecha j : Ω ÝÑ Ω en E , donde Ω es el clasificador de subobjetos en E , que
satisface las siguientes propiedades:

1. j verdad “ verdad.

2. jj “ j.

3. ^pj ˆ jq “ j^.

Es decir, los siguientes diagramas conmutan

1 Ω Ω Ω Ωˆ Ω Ω

Ω, Ω, Ωˆ Ω Ω.

verdad

verdad
j

j

j
j

^

jˆj j

^

Ejemplo 3.29. 13 En cualquier topos E, el operador negación  : Ω ÝÑ Ω
define la topología de Lawvere-Tierney   : Ω ÝÑ Ω conocida como topología
doble negación.

Toda topología de Lawvere-Tierney j : Ω ÝÑ Ω en E determina un subobjeto
J � Ω mediante el diagrama de producto fibrado

J 1

Ω Ω.

verdad

j

(3.16)

Proposición 3.30. Toda topología de Grothendieck J en una categoría pequeña
C determina una topología de Lawvere-Tierney j en el topos ConCop

.

Demostración. Por el ejemplo 3.6 se sabe que para cada C P C el clasificador
de subobjetos en ConCop

es de la forma

ΩC “ tS | S es una criba sobre Cu.
13Ver [19], capítulo VI.1, teorema 3, pág, 272.

--------), 
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Para cada topología de Grothendieck J en C se define la transformación natural
j : Ω ÝÑ Ω para cada componente C P C y cada criba S de C como

jCpSq “ tg | S cubre a g : D ÝÑ Cu

“ tg | g˚pSq P Jpdom gqu.

De esta manera, para cualquier f : C 1 ÝÑ C en C se cumple

jC1pf
˚Sq “ f˚pjCpSqq.

Así, j es una transformación natural, además, es facil ver que j satisface las
condiciones descritas en la definición 3.28.

Toda topología de Lawver-Tierney j en E define un operador cerradura en
SubpEq para cada objeto E en E de la forma

hompE,Ωq SubpEq Q A

hompE,Ωq SubpEq Q A.

–

j˝_

–

(3.17)

Más aún, para cada A P SubpEq su j-cerradura A tiene a j ˝ car A como flecha
caracteríastica, pues en el siguiente diagrama

A 1

A 1

E E Ω Ω

verdad

verdad

car A j

(3.18)

ambos cuadros son productos fibrados, así car A “ j ˝ car A.

Definición 3.31. Sea A� E un monomorfismo en E . Se dice que el subobjeto
A es denso (j-denso) si A “ E, es decir,

j car A “ car idE .

Proposición 3.32. Sea ConCop

una categoría de pregavillas. Un subobjeto
A � C es   -denso si y solo si la intesección de A con todo subobjeto B de
C que no es nulo no es nula, es decir, si B � C es tal que B ‰ 0, entonces
B XA ‰ 0.

Demostración. (ñ)
Si A es   -denso, entonces   A “ C. De esta manera, para cada subobjeto

B de C se cumple B ď   A. Por (3.5), se cumple B X  A “ 0. Si B ‰ 0,
entonces no puede ocurrir B ď  A y por (3.5), se cumple B XA ‰ 0.

□ 

l l I 
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(ð)
Como SubpCq es un álgebra de Heyting, se cumple A X  A “ 0. De tal

modo, si la intersección de A con todo subobjeto que no es nulo de C no es
nula, entonces  A “ 0 y en consecuencia   A “ C. Así, A es   -denso.

Definición 3.33. Sean E un topos y j : Ω ÝÑ Ω una topología de Lawvere-
Tierney. Se dice que un objeto F en E es una j-gavilla si para cada monomorfismo
denso m : A� E la composición con m induce un isomorfismo

_ ˝m : homEpE,F q hompA,F q.
–

Es decir, para cada A subobjeto denso de E toda flecha de A a la gavilla F
tiene una única extensión de la forma

E F

A.

!

denso

Del mismo modo, se dice que un objeto G en E es separado si para cada
monomorfismo denso A� E la composición

homEpE,Gq homEpA,Gq

es un monomorfismo.

A su vez, se definen las categorías Gavj E como la subcategoría plena de E
cuyos objetos son las j-gavillas y Sepj E la subcategoría plena cuyos objetos son
los objetos separados en E .

En el topos Gavj E el clasificador de subobjetos es el igualador de las flechas
j e idΩ en E

Ωj Ω Ω.
idΩ

j
(3.19)

Teorema 3.34. 14 Si E es un topos y j es una topología de Lawvere-Tierney en
E, entonces la categoría Gavj E es un topos y el funtor inclusión Gavj E � E
es exacto izquierdo y preserva exponenciales.

Proposición 3.35. En toda categoría pequeña C las topologías de Grothen-
dieck en C corresponden exactamente a las topologías de Lawvere-Tierney en
ConCop

.

Demostración. Por la proposición 3.30 se sabe que toda topología de Grot-
hendieck en C induce una topología de Lawvere-Tierney en ConCop

.
Por otra parte, por el ejemplo 3.6, Ω el clasificador de subobjetos en ConCop

es tal que ΩC es el conjunto de todas las cribas sobre C para cada objeto C en
14Ver [19] capítulo V.2, teorema 5, página 227.

□ 

------- > 
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C y a cada flecha f : C 1 ÝÑ C en C le corresponde la función Ωf : ΩC ÝÑ ΩC 1

tal que ΩfpSq “ tg | fg P Su para toda criba S sobre C.
Si j : Ω ÝÑ Ω es una topología de Lawvere-Tierney en ConCop

, entonces j
clasifica al subobjeto J � Ω según (3.16) e induce una topología de Grothen-
dieck de la forma

S P JpCq si y solo si jCpSq “ tC .

Las construcciones anteriores son mutuamente inversas.

Observación 3.36. 15 Si C es una categoría pequeña, j es una topología de
Lawvere-Tierney en ConCop

y J es la topología de Grothendieck en C inducida
por j según la proposición 3.35, entonces una pregavilla P P ConCop

es una
j-gavilla en el sentido descrito en la definición 3.33 si y solo si P es una gavilla
para la topología J según la definición 3.23.

3.2.1. Modelos booleano-valuados vistos como topos
Si B es un álgebra de Boole completa, entonces es posible dotar al modelo

booleano-valuado V pBq con una estructura de categoría y, con base en ella,
probar que existe una equivalencia con una categoría de gavillas.

Sea B un álgebra de Boole completa, se define la categoría V pBq cuyos
objetos son los B-nombres, es decir, los elementos de V pBq, para cualesquiera
9x, 9y P V pBq las flechas de 9x a 9y en V pBq son clases de equivalencia de elementos
f P V pBq tales que Jf : 9x Ñ 9y es una funciónK “ 1 módulo la relación de
equivalencia definida de la siguiente manera: f1 está relacionada con f2 si y solo
si Jf1 “ f2K “ 1, y donde la composición f seguida de g en V pBq es la única h
salvo equivalencia tal que Jh “ g ˝ fK “ 1.

Si se considera a B como una categoría, entonces una pregavillaX P ConB
op

es de la forma X “ tXbubPB junto con restricciones Xc Ñ Xb definidas como
x ÞÑ x æb donde b ď c y tales que para a ď b ď c con x P Xc y x “ x æc se
cumple px æbq æa“ x æa.

Para cada b P B una criba S sobre b puede ser vista como un subconjunto
cerrado bajo cotas inferiores de la forma S ĎÓpbq “ ta P B | a ď bu, por lo
tanto, se dice que S Ď B es una cubierta de b si y solo si b “

Ž

S. De tal modo,
estas cubiertas definen una topología de Grothendieck: la topología canónica en
B.

Teorema 3.37 (de Higgs). El topos de gavillas GavpBq en un álgebra de Boole
completa B con la topología canónica es equivalente al topos V pBq.

Demostración. Se define la asignación H : V pBq ÝÑ GavpBq de la siguiente
manera.

Para cualesquiera 9x P V pBq y b P B se define

H1p 9xqpbq “ t 9y P V pBq | J 9y P 9xK ď bu

15Ver [19] capítulo V.4, teorema 2, pág 234.

□ 
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y la relación de equivalencia

9y1 „b 9y2 si y solo si J 9y1 “ 9y2K ě b.

De esta manera, se define Hp 9xqpbq “ H1p 9xqpbq{„b
Sea rysb P Hp 9xqpbq, si a ď b, entonces la inclusión H1p 9xqpbq ãÑ H1p 9xqpaq

preserva la equivalencia y en consecuencia induce una flecha Hp 9xqpbq Ñ Hp 9xqpaq
de la forma rysb ÞÑ rysa, dicha flecha resulta ser la operación restricción para
una pregavilla Hp 9xq en B.

Por otra parte, para cada flecha f : 9x Ñ 9x1 en V pBq, es decir, que cumple
Jf : 9xÑ 9x1K “ 1, se define la transformación natural de pregavillas

Hpfq : Hp 9xq ÝÑ Hp 9x1q

cuyas componentes son de la forma

Hpfqb : Hp 9xqpbq ÝÑ Hp 9x1qpbq

tales que a cada r 9ysb, Hpfqbpr 9ysbq “ r 9zsb donde 9z P V pBq es el único nombre
salvo equivalencia tal que Jfp 9yq “ 9zK ě b. De esta manera, es fácil ver que
se satisface la naturalidad en b por lo que Hpfq es natural y en consecuencia
H : V pBq ÝÑ ConB

op

es un funtor.

Para ver que H es fiel y pleno suponga que f, g : 9xÑ 9x1 son flechas distintas
en V pBq, de esta manera Jf “ gK ‰ 1. Así, se cumple

0 ‰ Jf ‰ gK “ JD 9y P 9x p fp 9yq ‰ gp 9yq qK “
ł

9yPV pBq

pJ 9y P 9xK^ Jfp 9yq ‰ gp 9yqKq .

Así existen 9y P V pBq y b P B` tales que b ď J 9y P 9xK ^ Jfp 9yq ‰ gp 9yqK, en
consecuencia r 9ysb P Hp 9xqpbq. Sean 9z1, 9z2 P V

pBq tales que b ď Jfp 9yq “ 9z1K y
b ď Jgp 9yq “ 9z2K, de esta manera Hpfqbpr 9ysbq “ r 9z1sb, Hpgqbpr 9ysbq “ r 9z2sb y son
elementos distintos pues 0 ‰ b ď J 9z1 “ fp 9yq ‰ gp 9yq “ 9z2K, lo cual implica que
b ę J 9z1 “ 9z2K. Así Hpfq ‰ Hpgq y en consecuencia H es fiel.

Para ver que H es pleno se considera φ : Hp 9xq Ñ Hp 9x1q una transformación
natural y se denota por x 9y, 9zyB para indicar que

9y, 9z, 9u P V pBq cumplen que J 9u “ x 9y, 9zyK “ 1.

Sea R un conjunto tal que cumple RXrysb ‰ H para todo r 9ysb P Hp 9xqYHp 9x1q,
por ejemplo, R “ V

pBq
α para algún α ą rangp 9xq, rangp 9x1q. Se define

f “ txx 9y, 9zyB , by | b P B
`, 9y, 9z P R, r 9ysb P Hp 9xqpbq y r 9zsb P φbpr 9ysbqu.

De esta manera, se cumplen Jf : 9x Ñ 9x1K “ 1 y Hpfq “ φ, falta ver que las
pregavillas Hp 9xq son gavillas para la topología canónica.

Sean b P B y S una criba cubriente de b. Así S ĎÓpbq, S es cerrado bajo
cotas inferiores y

Ž

S “ b. Por la definición de gavilla ocurre que si para cada
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r ď s, con s P S, r 9yrsr P Hp 9xqprq cumple r 9yrsr “ r 9ysss ær, entonces existe una
única r 9ysb P Hp 9xqpbq tal que para todo r P S se cumple r 9yrsr “ r 9ysb ær. Por la
definición de las flechas restricción de Hp 9xq, ocurre que para cualesquiera r P S
y 9yr tal que J 9yr P 9xK ě r y r ď s, con s P S, cumplen J 9yr “ 9ysK ě r, entonces
existe 9y tal que J 9y P 9xK ě b y para todo r P S se cumple J 9y “ 9yrK ě r. Más aún,
si 9y1 es otro nombre tal que satisface lo mismo que 9y, entonces J 9y “ 9y1K ě b. Las
hipótesis sugieren que si s, s1 P S, entonces J 9ys “ 9ys1K ě s^s1, pues si r “ s^s1,
entonces ocurre J 9yr “ 9ysK ě r y J 9yr “ 9ys1K ě r. Así, para todo r P S existe
9y P V pBq tal que J 9y “ 9yrK ě r. Como J 9yr P 9xK ě r, se deduce que para toda
r P S se cumple J 9y P 9xK ě r. En consecuencia, J 9y P 9xK ě

Ž

rPS r “ b y si 9y1 es
otro nombre con las mismas propiedades, entonces para cada r P S ocurre

r ď J 9y “ 9yrK^ J 9y1 “ 9yrK ď J 9y “ 9y1K.

Así, J 9y “ 9y1K ě
Ž

rPS r “ b lo cual prueba que toda familia compatible de
elementos en Hp 9xq indexados por S tiene una única amalgama. Así, por la defi-
nición 3.23, Hp 9xq es una gavilla para la topología canónica. Solo falta verificar
que cada gavilla X para la topología canónica en B es isomorfa a alguna Hp 9xq
con 9x P V pBq, lo cual puede consultarse a detalle en la prueba del teorema de
Higgs en [4] páginas 44 a 48.

3.3. Construcción filtro-cociente

Se sabe, por la proposición 2.38, la definición 2.39 y el teorema 2.41, que
dada una estructura booleano-valuada plena AB y U un ultrafiltro en el álgebra
de Boole B, es posible construir una estructura cociente AB{U . De manera
parecida, es posible construir un topos cociente con base en un topos E y un
filtro de un álgebra de Heyting adecuada inmersa en E , dicha construcción es
conocida como el filtro-cociente de E y su definición es similar, pero no análoga,
a la construcción dada en la proposición A.18.

Sea E un topos elemental. Se dice que un objeto U es un objeto abierto16 en
E si la única flecha U ÝÑ 1 en E es un mono. Más aún, la retícula Subp1q vista
como categoría es equivalente a la subcategoría plena AbiertospEq de todos los
objetos abiertos de E .

Por otra parte, se dice que U es un filtro de objetos abiertos en E si es una
colección de objetos abiertos que cumple:

1. id1 : 1 ÝÑ 1 es un elemento de U .

2. Si U � 1 y V � 1 son elementos de U , entonces la composición con el
producto fibrado U X V � 1 es un elemento de U .

16El término abierto surge de topología, pues si X es un espacio topológico, la categoría
abierta OpXq es un sitio con la topología de Grothendieck de las cubiertas usuales. De tal
modo, en GavpOpXqq los subconjuntos abiertos de X resultan ser los subobjetos del objeto
terminal.

□ 
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3. Si U � 1 es un elemento de U , V es un objeto abierto en E y existe una
flecha U Ñ V , entonces V � 1 es un elemento de U .

Por otra parte, por el teorema 3.8 se sabe que una inclusión de objetos
abiertos i : V � U induce el morfismo lógico producto fibrado entre los topos

i˚ : E{U ÝÑ E{V.

Por lo cual, de manera análoga a la construcción presentada en la proposición
A.18, resulta intuitivo definir la construcción filtro-cociente de la forma

E{U “ Colim UP U E{U.

No obstante, si se consideran las inclusiones i : V � U y j : W � V , la
respectiva composición de funtores producto fibrado

E{U E{V E{Wi˚ j˚

no necesariamente coincide con pijq˚, por lo que la asignación U ÞÑ E{U, i ÞÑ i˚

sólo resulta ser un seudofuntor.
Por esta razón, para construir al filtro-cociente será necesario definir cate-

gorías débiles pero equivalentes a las categorías rebanada E{U .

Definición 3.38. Sean U un filtro de objetos abiertos es un topos E . Para cada
U P U se define la categoría E{{U cuyos objetos son los objetos X de E y las
flechas de X a Y son las flechas f : XˆU ÝÑ Y ˆU en E tales que el siguiente
diagrama conmuta

X ˆ U Y ˆ U

U.

f

πU πU

De esta manera, existe una equivalencia de categorías ζ : E{{U ÝÑ E{U tal
que X ÞÑ πU : X ˆ U ÝÑ U y a cada flecha f ÞÑ f , mientras que la asignación
inversa ξ : E{U ÝÑ E{{U está dada por

X Y X ˆ U Y ˆ U

ÞÑ

U U,

g xgπX ,πU y

(3.20)

donde dos flechas h, k : Z ÝÑ U necesariamente son iguales pues U � 1 es
un mono al objeto terminal. De esta manera, las transformaciones naturales
evidentes ζξ – idE{U y ξζ – idE{{U son isomorfismos naturales y así se tiene la
equivalencia E{U – E{{U . En consecuencia, por el teorema 3.7 se cumple que
E{{U es un topos elemental.

-------+ -------+ 
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De esta manera, cada flecha en E{{U de la forma f : XˆU ÝÑ Y ˆU sobre
U en E está completamente determinada por la proyección πY f : X ˆU ÝÑ Y .
Por otra parte, para cada inclusión i : V � U de subobjetos de 1 en el filtro U
se definen las flechas α “ idX ˆ xi, idV y y β “ idX ˆ πV

X ˆ V X ˆ U ˆ V X ˆ V.α β

Además, como cualquier flecha de cualquier objeto hacia U , o hacia V , es única,
entonces se cumplen βα “ idXˆV y αβ “ idXˆUˆV . Por lo cual, cualquier
flecha f : X ÝÑ Y en E{{U que es de la forma f : X ˆ U ÝÑ Y ˆ U sobre U
en E determina una única flecha

f |V “ pUV f : X ˆ V X ˆ U ˆ V Y ˆ U ˆ V Y ˆ V,α fˆid β

donde la flecha pUV f : X ÝÑ Y es una flecha en E{{V . De tal modo, se define
el funtor

pUV : E{{U E{{V

el cual resulta ser un morfismo lógico, pues bajo la equivalencia E{U – E{{U ,
el funtor pUV está en correspondencia biunívoca con el funtor producto fibrado
i˚ : E{U ÝÑ E{V el cual, por el teorema 3.8, es un morfismo lógico.

Más aún, la flecha pUV f puede ser descrita como la flecha h : XˆV ÝÑ YˆV
sobre V tal que πY h “ πY fx1X , iy. Con esta caracterización se concluye que
para la composición de inclusiones W � V � U se cumple

pUW “ pVW ˝ pUV : E{{U E{{V E{{W

Definición 3.39. Sea U un filtro de objetos abiertos en un topos E . Se define
la construcción filtro-cociente como

E{U “ Colim UPU E{{U.

Finalmente, para garantizar que la construcción filtro-cociente está bien de-
finida falta ver que los conjuntos de flechas homE{U pX,Y q coinciden con los
colímites ordinarios de los conjuntos homE{{U pX,Y q, dichos colímites se calcu-
lan en la categoríaCon tomando la unión ajena de todos los conjuntos de flechas
cuyos elementos son descritos como parejas de la forma xU, fU : XˆU Ñ Y ˆUy
y posteriormente factorizadas a través de la relación de equivalencia ” definida
para U, V P U como

xU, fU y ” xV, fV y si y solo si fU |W “ fV |W

para algún W � U X V en U .
Se denota por rf s “ rfU s a la clase de equivalencia definida por xU, fU y.

Para las flechas fU : XˆU ÝÑ Y ˆU y gV : Y ˆV ÝÑ ZˆV respectivamente
definidas sobre U y V , se define la clase de composición eligiendo algún W �
U X V , lo cual es posible ya que U es un filtro, y se define

rgs ˝ rf s “ rpg|W q ˝ pf |W qs.

1 1 

1 
1 

1 
1 

1 

1 
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Se sigue de esta definición que la composición de clases no depende de la elección
de W � U X V y que E{U con estas clases definidas como flechas conforman
una categoría con los mismos objetos X como en la categoría E . Más aún, si se
define pU8pfq “ rf s, entonces

pU8 : E{{U ÝÑ E{U (3.21)

es un funtor tal que pV8pUV “ pU8. De esta manera, E{U es en efecto un
colímite.

Lema 3.40. Si f “ fU : X ˆ U ÝÑ Y ˆ U es una flecha en E{{U , entonces la
clase de equivalencia rf s : X ÝÑ Y en E{U es un mono si y solo si existe algún
V � U tal que f |V : X ˆ V ÝÑ Y ˆ V es un mono en E.

Demostración. Para cada V � U se considera el producto fibrado (sobre V )

P ˆ V X ˆ V

X ˆ V Y ˆ V.

q

p f |V

f |V

Asi, f |V es un mono si y solo si p “ q en el diagrama de arriba. Por otra parte,
los funtores pV8 y pUV preservan productos fibrados, de esta manera, si f |V
es un mono para alguna V , entonces rf s es mono en E{U . Inversamente, si la
clase de equivalencia rf s es un mono, entonces se cumple rps “ rqs en E{U y en
consecuencia, para algún V � U , se cumple p|V “ q|V . De esta manera, f |V
es un mono en la categoría E{{V , es decir, f eventualmente resulta ser un mono
en E .

Teorema 3.41. Si U es un filtro de subobjetos de 1 en un topos E, entonces
la construcción filtro cociente E{U descrita en la definición 3.39 es un topos
elemental. Más aún, para cada U P U , el funtor

pU8 : E{{U ÝÑ E{U (3.22)

es un morfismo lógico, en particular, E ÝÑ E{U es lógico para U “ 1.

Demostración. Para cada U P U , el producto X ˆ Y en E{{U se describe de
la siguiente forma

X ˆ U X ˆ Y ˆ U Y ˆ U

U U U.

πXˆU πYˆU

(3.23)

Así, para cada V � U , la flecha pUV envía el diagrama (3.23) a su correspon-
diente diagrama en E{{V . De esta manera, se induce en E{U el diagrama de

1 1 

□ 

1 1 1 
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clases de equivalencia

X X ˆ Y Y.
rπXˆU s rπYˆU s (3.24)

Para ver que el diagrama (3.24) satisface la propiedad universal del producto se
considera en E{U el diagrama

X Z Y.
rfs rgs

(3.25)

Así, existe algún U P U tal que en E{{U se tienen las respectivas flechas

X ˆ U Z ˆ U Y ˆ U
f g

y así determinan una única flecha h : Z ˆU ÝÑ X ˆY ˆU tal que πXˆUh “ f
y πYˆUh “ g. De esta manera, rπXˆU srhs “ rf s y rπYˆU srhs “ rgs para el
diagrama (3.25), la unicidad de rhs se sigue de aplicar un argumento similar.

Para construir el igualador se consideran U P U y f, g flechas en E{{U . Como
E{{U es un topos, se construye el igualador de la forma

E ˆ U X ˆ U Y ˆ U.e
f

g

De esta manera, como pUV es un morfismo lógico, para cada V � U se cumple
que e|V es el igualador de f |V y g|V en E{{V . En consecuencia, rf sres “ rgsres
en E{U , también se cumple que para cualquier rhs : Z ÝÑ X en E{U tal que
rf srhs “ rgsrhs, éste se factoriza en algún V a través de res. Por lo tanto, res es
el igualador en E{U .

Del mismo modo, para cada V � U en U , pUV preserva exponenciales pues
envía a cada componente de la counidad en E{{U de la forma

εU : XY ˆ Y X

en la correspondiente componente de la counidad en E{{V . Así, para cada par
de objetos X,Y en E{U , el objeto pXY q8 está definido como el objeto XY y
para U P U fijo se define la componente de la counidad como

ε8 “ rεU s : XY ˆ Y X.

Como pUV es un morfismo lógico, la componente ε8 coincide con la correspon-
diente componente rεV s para cualquier V � U . De esta manera, la universalidad
de la flecha ε8 se sigue directamente. Así, pU8 preserva exponenciales con su
respectiva counidad y en consecuencia E{U es cartesiano cerrado.

Por último, el clasificador de subobjetos Ω junto con la flecha verdad : 1� Ω
en E inducen un mono verdad ˆ idU : 1 ˆ U � Ω ˆ U sobre U en E{{U pues
E ÝÑ E{{U es un morfismo lógico. De esta manera, por el lema 3.40,para cada
mono rf s : X ÝÑ Y en E{U existe U P U tal que fU es un mono en E{{U . Así,
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se tiene su flecha característica χ : Y ˆ U ÝÑ Ωˆ U sobre U , en consecuencia,
la clase de equivalencia rχs : Y ÝÑ Ω es la flecha característica del mono rf s
para verdad ˆ idU en E{U y así la proyección pU8 : E{{U ÝÑ E{U preserva el
clasificador de subobjetos. Por lo tanto, E{U es un topos elemental y pU8 es un
morfismo lógico.

Proposición 3.42. Si E es un topos booleano y U es un filtro maximal de
objetos abiertos en E, entonces el topos filtro-cociente E{U es 2-valuado y en
consecuencia es booleano.

Demostración. Por el teorema 3.41, E ÝÑ E{U es un morfismo lógico. Por un
argumento análogo al expuesto en la prueba de la condición (3) en la proposición
2.8, ocurre que, como U es maximal, para cualesquiera U, V objetos abiertos se
cumple que

U Y V P U si y solo si U P U o V P U ,

en particular, para cualquier objeto abierto U se cumple que U P U , o bien
 U P U .

Para cada flecha 1 Ñ Ω en E{U existe algún U P U tal que dicha flecha es
representada por una flecha 1ˆU Ñ ΩˆU sobre U , que a su vez es representada
por una flecha f : U Ñ Ω, mientras que para cualquier U 1 P U la restricción de
f a U 1 también representa a la misma flecha 1 Ñ Ω. Sea V � U el subobjeto
caracterizado por f en E . De esta manera, se cumple que V P U o en su defecto
 V P U , en consecuencia, V P U o bien pU X  V q P U . No obstante, f es la
flecha característica de V , por lo que la restricción de f a V es de la forma

V 1 Ω,verdad

mientras que la restricción de f a pU X V q es

U X V 1 Ω.
falso

De tal modo, las únicas flechas de la forma 1 Ñ Ω en E{U son aquellas dos
representadas en E por verdad, falso : 1 Ñ Ω. De esta manera, E{U resulta
2-valuado.

□ 

-------> 

-------> 

□ 



Capítulo 4

Aplicaciones

Ahora que, a grandes rasgos, se han expuesto los respectivos desarrollos téc-
nicos para las distintas versiones del forcing, se muestran algunos de los resulta-
dos clásicos del forcing expuestas en las respectivas versiones ya desarrolladas.

4.1. Negación de la hipótesis del continuo

La hipótesis del continuo (CH) fue originalmente formulada e investigada
por Cantor en 18781, dicha hipótesis plantea la inexistencia de un subconjunto
infinito A Ď R que posea estrictamente más elementos que el conjunto de los
números naturales y estrictamente menos elementos que todos los reales, es
decir, no existe A Ď R tal que |N| ă |A| ă |R|. Así, se establece que la cantidad
infinita inmediatamente superior a la de los números naturales es precisamente
la de los números reales. Posteriormente, con el desarrollo de la axiomática
para la teoría de conjuntos, junto con los planteamientos de los ordinales de von
Neumann y los números cardinales, la hipótesis del continuo quedaría formulada
con la igualdad de cardinales 2ℵ0 “ ℵ1.

La veracidad, falsedad o la independencia de la hipótesis fue un problema
abierto hasta que, primero en 1940, Kurt Gödel probó la consistencia relativa
de la hipótesis con el resto de los axiomas de ZFC empleando el modelo interno
L y en consecuencia probando así la imposibilidad de demostrar la falsedad de
la hipótesis desde la teoría de ZFC.

Años después, en 1963, Paul Cohen probó la consistencia de la negación de
la hipótesis de continuo empleando el método forcing extendiendo un modelo
base a una extensión genérica en la que se añaden una cantidad de reales mayor
a ℵ1, probando así la independencia de la hipótesis del continuo con los axiomas
de ZFC.

En esta sección se dará la construcción de Cohen desde los tres puntos de
vista expuestos en los capítulos pasados.

1Ver [7].
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Por el corolario 1.15 se sabe que, al suponer la consistencia de los axiomas
ZFC, existe M un modelo transitivo numerable de ZFC. Por el teorema 1.19
se cumple que para un conjunto parcialmente ordenado con máximo P tal que
P PM y p P P existe G Ď P un filtro P -genérico sobre M tal que p P G y, por
la condición (1) de la observación 1.24, se sabe que la extensión genérica de M
por G cumple que M Ď M rGs y que G P M rGs. No obstante, es posible que
existan cardinales tales que M y M rGs interpreten de forma distinta, es decir,
es posible que exista un ordinal κ tal que se cumple la fórmula relativizada2

pκM es un cardinalqM , pero que κM ‰ κMrGs.
Para garantizar que las extensiones genéricas preservan adecuadamente su-

ficientes propiedades referentes a los cardinales, serán necesarias ciertas defini-
ciones y propiedades.

Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, cuya existencia se garan-
tiza en el corolario 1.15, P un conjunto parcialmente ordenado con máximo tal
que P PM . Por las definiciones 1.20 y 1.22 ocurre

MP “ V P XM “ t 9x PM | p 9x es un P ´ nombreqMu.

Más aún, si G Ď P es un filtro P -genérico sobre M , cuya existencia se
garantiza por el teorema 1.19, entonces xM rGs, Py es un modelo transitivo de
ZFC3.

Definición 4.1. Sean P un conjunto parcialmente ordenado con máximo y M
un modelo transitivo numerable de ZFC tal que P PM .

1. Se dice que P preserva regularidad si y solo si para todo G Ď P filtro P -
genérico sobreM y para cada ordinal β PM ocurre que si pβ es regularqM ,
entonces pβ es regularqMrGs.

2. Se dice que P preserva cofinalidades si y solo si para todo G Ď P filtro
P -genérico sobre M y para cada ordinal α P M se cumple cfM pαq “
cfMrGspαq.

3. Se dice que P preserva cardinales si y solo si para todo G Ď P filtro
P -genérico sobre M y para cada κ P M tal que si pκ es un cardinalqM ,
entonces pκ es un cardinalqMrGs.

Proposición 4.2. Sean P un conjunto parcialmente ordenado con máximo y
M un modelo transitivo numerable de ZFC tal que P P M . Si P preserva
regularidad, entonces P preserva cofinadidades.

Demostración. Basta ver que P preserva cofinalidades de ordinales límite,
pues los ordinales 0 y 1 son expresables como fórmulas ∆0

4 y la cofinalidad de
todo ordinal sucesor es 1.

2Ver [14], definiciones 2.1 y 2.2, página 112.
3Ver [15], lema IV.2.15, pág 248, y teorema IV.2.27, pág 253.
4Se sigue de [11], lema 12.10, pág 164.
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Sea γ PM un ordinal límite tal que ω ă γ y suponga λ “ cfM pγq, entonces
existe una función cofinal y estrictamente creciente f : λÑ γ tal que f PM . Co-
mo M ĎM rGs, dicha función también está en M rGs y además también es cre-
ciente y cofinal en M rGs pues estas condiciones son expresables como fórmulas
∆0. Así, se cumple cfMrGspλq “ cfMrGspγq.5 Además, se cumple pλ es regularqM
y como P preserva regularidad, entonces λ “ cfMrGspλq “ cfMrGspγq. En con-
secuencia cfM pγq “ cfMrGspγq.

Proposición 4.3. Sean P un conjunto parcialmente ordenado con máximo y
M un modelo transitivo numerable de ZFC tal que P P M . Si P preserva
cofinalidades, entonces P preserva cardinales.

Demostración. Sea κ PM tal que pκ es un cardinalqM . Entonces se tienen los
siguientes casos:

Si pκ es regularqM , entonces κ “ cfM pκq “ cfMrGspκq. En consecuencia
pκ es un cardinal regularqMrGs.

Si pκ es singularqM , entonces existe un ordinal límite γ PM tal que κ “ ℵMγ .
Como la unión es expresable como una fórmula ∆0

6, se cumple

ℵMγ “
ď

βăγ

ℵMβ .

Por hipótesis, se tiene que si pℵMα es regularqM , entonces ℵMα “ cfM pℵMα q “
cfMrGspℵMα q y en consecuencia pℵMα es regularqMrGs.

De esta manera, se cumple pℵMδ es regularqMrGs para cada ordinal δ ă γ tal
que pℵMδ es regularqM . De tal modo, por el caso anterior, κ es el supremo de un
conjunto de cardinales enM rGs y en consecuencia ocurre pκ es un cardinalqMrGs.

Definición 4.4. Sean P un conjunto parcialmente ordenado y κ un cardinal.
Se dice que:

1. P satisface la condición de la κ cadena, lo cual se denota por κ ´ cc, si
toda anticadena en P tiene cardinalidad menor que κ. En particular

2. P satisface la condición de la cadena contable, lo cual se denota por ccc,
si P satisface la ω1 ´ cc.

Lema 4.5. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, P un conjunto
parcialmente ordenado con máximo tal que P P M y pP satisface la κ ´ ccqM ,
G Ď P un filtro P -genérico sobre M , A,B P M y f : A Ñ B una función en
M rGs. Entonces existe tBa Ď B | a P Au PM tal que fpaq P Ba y p|Ba| ă κqM

para toda a P A.

Demostración. Como f P M rGs, entonces, por la observación 1.24(2) y la
ecuación (1.5), existen 9f PMP y p P G tales que 9fG “ f y

p , 9f es una función de Ǎ en B̌.
5Ver [14], lema I.10.32, pág, 33.
6Ver [11], lema 12.10, pág 164.

□ 

□ 
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Para cada a P A se define

Ba “ tb P B | Dq ď p pq , 9fpǎq “ b̌qu.

Se verá que fpaq P Ba. Sea b “ fpaq. Por (1.5), existe r P G tal que r , 9fpǎq “ b̌.
Como G es un filtro P -genérico sobreM se considera q P G una extensión común
de p y r. Así, se cumple q ď p y, por (1.6), q , 9fpǎq “ b̌. En consecuencia
fpaq P Ba.

Falta ver que para cada a P A ocurre p|Ba| ă κqM . Para cada b P Ba se
define

Qb “ tq ď p | q , 9fpǎq “ b̌u.

Note que si b, b1 P Ba son tales que b ‰ b1, entonces, por (1.7), QbXQb1 “ H. Más
aún, si q P Qb y q1 P Qb1 , entonces q K q1. Por el axioma de elección se considera
qb P Qb para cada b P Ba. Así Q “ tqb | b P Bau es una anticadena en P . Por
lo tanto |Ba| “ |Q| y como pP satisface la κ´ ccqM , entonces p|Ba| ă κqM para
cada a P A.

Corolario 4.6. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC y P un con-
junto parcialmente ordenado con máximo tal que P PM y pP satisface la cccqM .
Entonces P preserva regularidad.

Demostración. Sean β PM tal que pβ es regularqM y λ ă β. Se verá que toda
función f : λÑ β en M rGs es acotada.

Sea una función f : λ Ñ β en M rGs. Por el lema 4.5, para cada α ă λ
se considera Bα Ď β tal que Bα P M , fpαq P Bα y p|Bα| ď ℵ0q

M . Como
pβ es regularqM , entonces

Ť

αăλBα está acotado por algún γ ă β. De esta
manera, en M rGs ocurre fpαq ă γ para toda α ă λ. Así f está acotada en
M rGs y en consecuencia pβ es regularqMrGs.

Corolario 4.7. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC y P un con-
junto parcialmente ordenado con máximo tal que P PM y pP satisface la cccqM .
Entonces P preserva cardinales.

Demostración. Se sigue directamente del corolario 4.6 y de las proposiciones
4.2 y 4.3.

Definición 4.8. Se dice que una familia de conjuntos A es un ∆-sistema si y solo
si existe un conjunto r llamado la raíz del ∆-sistema tal que para cualesquiera
a, b P A, si a ‰ b, entonces aX b “ r.

Lema 4.9 (del ∆-sistema). Para toda familia no numerable de conjuntos finitos
W , existe Z ĎW no numerable tal que Z es un ∆-sistema.

Demostración. Como W es una familia no numerable de conjuntos finitos,
entonces existe Y ĎW tal que Y no es numerable y todos sus elementos tienen la
misma cardinalidad7, suponga que dicha cardinalidad es n. Se verá por inducción
sobre n que existe un ∆-sistema no numerable contenido en Y .

7W “
Ť

năωWn con Wn “ tw P W | |w| “ nu. Como W no es numerable, debe existir
n P ω tal que Wn no es numerable.

□ 

□ 

□ 
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Si para cada y P Y ocurre |y| “ 1, entonces Y es un ∆-sistema con raíz H.
Si para cada y P Y se cumple |y| “ n`1, entonces se tienen los siguientes casos:

Si existe w P
Ť

W tal que para algún D Ď Y no numerable y para cada
d P D se cumple w P d, entonces sea D1 “ tdztwu | d P Du. Por hipótesis
de inducción existe Z 1 Ď D1 un ∆-sistema no numerable con raíz r1. Así

Z “ tz Y twu | z P Z 1u Ď Y

es un ∆-sistema no numerable con raíz r “ r1 Y twu.

Si no existe tal w P
Ť

W que cumple w P y para una cantidad no nume-
rable de elementos y de Y , entonces se define recursivamente la familia
parejamente ajena

Z “ tzα | α ă ω1u Ď Y

de la siguiente manera: Si zβ está definido para cada β ă α, entonces se
define Sα “ ty P Y | Dβ ă α py X zβ ‰ Hqu, por hipótesis y el hecho
de que |zβ | “ n ` 1 se cumple |Sα| ď ℵ0, de esta manera, basta tomar
zα P Y zSα. Por su definición ocurre que si α ‰ β, entonces zα X zβ “ H.
Así Z es un ∆-sistema no numerable con raíz H.

4.1.1. El forcing de Cohen

Ahora, se demostrará que la negación de la hipótesis del contínuo es re-
lativamente consistente con ZFC empleando órdenes parciales y extensiones
genéricas. Para lograr esto se debe considerar el conjunto parcialmente orde-
nado P conocido como forcing de Cohen, se parte de M un modelo transitivo
numerable de ZFC tal que P P M y se toma G un filtro P-genérico sobre M .
Con estas condiciones se verá que M rGs |ù  CH. Específicamente, se probará
que en M rGs hay al menos ω2 reales8 distintos.

Definición 4.10. Sean X,Y conjuntos, se define el conjunto

FunωpX,Y q “ tf : Z Ñ Y | f es función, Z Ď X y |Z| ă ωu,

es decir, FunωpX,Y q es el conjunto de funciones finitas f tales que dompfq Ď X
e Impfq Ď Y .

A su vez, se define la relación de orden parcial ď en FunωpX,Y q de la
siguinte manera: f ď g si y solo si g Ď f .

De esta manera, dos funciones f, g P FunωpX,Y q son compatibles si y solo
si f Yg es una función. Por otra parte, f y g son incompatibles si y solo si existe
x P dompfq X dompgq tal que fpxq ‰ gpxq.

8En realidad, hay al menos ω2 funciones características de subconjuntos de ω.

■ 

■ 

□ 
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Definición 4.11. Se define el conjunto conocido como forcing de Cohen para un
conjunto infinito X como el conjunto parcialmente ordenado xFunωpX, 2q,Ěy.
De hecho, en este orden parcial H es elemento máximo.

Proposición 4.12. Para cada conjunto infinito X, FunωpX, 2q es separativo9.

Demostración. Sean p, q P FunωpX, 2q tales que q ę p, es decir, p Ę q. Así,
existe x P domppq tal que xx, ppxqy P p y xx, ppxqy R q.

Sea r “ q Y txx, 1 ´ ppxqyu. Asi q Ď r, x P domprq X domppq y rpxq ‰ ppxq,
es decir, r ď q y r K p. En consecuencia, FunωpX, 2q es separativo.

Proposición 4.13. Para cada conjunto infinito X, FunωpX, 2q satisface la ccc.

Demostración. Sean A Ď FunωpX, 2q no numerable yW “ tdompfq | f P Au.
Si se supone W numerable, entonces se tiene la siguiente enumeración

W “ tdn | n ă ω y Df P A tal que dn “ dompfqu.

Así, |A| ď Σnăω|2
dn| “ Σnăω2|dn| ď ℵ0, lo cual es una contradicción. Por lo

tanto W no es numerable. Por el lema 4.9, existe Z Ď W un ∆-sistema no
numerable con r Ď X su raíz, la cual es finita. Se definen:

A1 “ tf P A | dompfq P Zu,

A2 “ tf ær | f P A
1u.

De esta manera, A2 Ď 2r y en consecuencia A2 es finito. Como Z Ď W , se
cumple que si d, d1 P Z son tales que d ‰ d1, entonces existen f, f 1 P A tales que
dompfq “ d y dompf 1q “ d1. De esta manera f ‰ f 1 y f, f 1 P A1, lo cual induce
un encaje Z ãÑ A1 y en consecuencia A1 no es numerable.

Para cada g P A2 se define Sg “ tf P A1 | f ær“ gu. De esta manera se
cumple que

A1 “
ď

gPA2

Sg.

Como A2 es finito y A1 no es numerable, entonces debe haber algún g P A2 tal
que Sg Ď A1 no es numerable. De esta manera, Sg Ď A y si f, h P Sg son tales
que f ‰ h, entonces cumple que r “ dompfq X dompgq y g “ f ær“ h ær. Así
f Y h P FunωpX, 2q. De esta manera, A no es una anticadena.

Proposición 4.14. Para cada conjunto infinito X, FunωpX, 2q es frondoso.

Demostración. Sea f P FunωpX, 2q. Como dompfq es finito y X es infinito,
entonces existe x P Xzdompfq. Así, f Y txx, 0yu y f Y txx, 1yu son extensiones
incompatibles de f .

Observación 4.15. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC y P
un conjunto parcialmente ordenado con máximo tal que P P M . Se cumple lo
siguiente:

9Ver la definición 2.22.

□ 

□ 

□ 
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1. Para cada ordinal η ď ω se cumple η “ ηM y en consecuencia, para cada
G Ď P filtro P -genérico sobre M ocurre η “ η̌G “ ηMrGs.10

2. Si P es el forcing de Cohen para el ordinal ω ˆ ωM2 , es decir, xP,ďy “
xFunωpω ˆ ω

M
2 , 2q,Ěy, entonces ω ˆ ωM2 PM y P PM .11

3. Si P es el forcing de Cohen para el ordinal ω ˆ ωM2 , entonces, por la
proposición 4.13, se cumple pP satisface la cccqM .

Proposición 4.16. Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC, P es el
forcing de Cohen para el ordinal ω ˆ ωM2 y G Ď P es un filtro P-genérico sobre
M , entonces

M rGs |ù “
ď

G : ω ˆ ωM2 ÝÑ 2 es una función suprayectiva”.

Demostración. Por la observación 1.24(1), se cumple G P M rGs. Como G
es un filtro en P, entonces G es una familia de funciones compatibles. Además,
comoM rGs es un modelo transitivo de ZFC, se tiene que

Ť

G PM rGs y además
Ť

G es una función en M rGs.
Para cada α P ω ˆ ωM2 se define

Dα “ tf P P | α P dompfqu.

Sea f P P y sin pérdida de generalidad suponga que α R dompfq. Sea i P 2,
se define g “ f Yxα, iy. De esta manera, g P Dα y g ď f . Así, Dα es denso en P.
Más aún, como P P M , Dα se define mediante una fórmula absoluta (ver [11],
lema 12.10, pág 164) yM es un modelo transitivo numerable de ZFC, se cumple
que Dα PM . Como G es un filtro P-genérico sobreM , ocurre DαXG ‰ H para
cada α P ω ˆ ωM2 y en consecuencia domp

Ť

Gq “ ω ˆ ωM2 .
Para cada j P 2 se define

Ej “ tf P P | j P Impfqu.

Sea f P P y sin pérdida de generalidad suponga que j R Impfq. Como ωˆωM2 es
infinito y dompfq es finito, se considera β P pωˆωM2 qzdompfq. De esta manera,
g “ fYtxβ, jyu es tal que g P Ej y g ď f . Así, Ej es denso en P. Más aún, como
P P M , Ej se define mediante una fórmula absoluta (ver [11], lema 12.10, pág
164) y M es un modelo transitivo numerable de ZFC, se cumple que Ej P M .
Como G es un filtro P-genérico sobre M , se tiene que Ej X G ‰ H para cada
j P 2 y en consecuencia Imp

Ť

Gq “ 2.

Proposición 4.17. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, P el
forcing de Cohen para el ordinal ωˆωM2 y G Ď P un filtro P-genérico sobre M .
Si f : ω ˆ ωM2 Ñ 2 es una función tal que f PM , entonces f ‰

Ť

G.
10Es consecuencia de [11], lema 12.10, pág 164.
11Es consecuencia de [11], lema 12.10, pág 164 y del hecho que M es un modelo transitivo

numerable de ZFC.

□ 
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Demostración. Se define Df “ tg P P | g Ę fu. Es fácil ver que Df es denso
en P. Como Df se define mediante una fórmula absoluta (ver [11], lema 12.10,
pág 164) y M es un modelo transitivo numerable de ZFC, entonces Df P M .
Sea p P GXDf . Así, existen n P ω y α P ωM2 tales que ppn, αq ‰ fpn, αq. Como
p Ď

Ť

G, entonces fpn, αq ‰
Ť

Gpn, αq. En consecuencia f ‰
Ť

G.

Definición 4.18. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, G Ď P un
filtro P-genérico sobreM donde P es el forcing de Cohen para el ordinal ωˆωM2 ,
α P ωM2 y n P ω. Se define en M rGs la regla de correspondencia

gαpnq “
ď

Gpn, αq. (4.1)

De esta manera, para cada α ă ωM2 se cumple que gα : ω Ñ 2 es un función
en M rGs. En consecuencia, g_ : ωM2 Ñ p2ωqMrGs es una función en M rGs, es
decir,

M rGs |ù “g_ : ωM2 Ñ p2ωqMrGs es una función.”

Proposición 4.19. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, P es el
forcing de Cohen para el ordinal ωˆωM2 y G Ď P un filtro P-genérico sobre M .
Para cualesquiera α, β ă ωM2 tales que α ‰ β, se cumple M rGs |ù “gα ‰ gβ”.

Demostración. Sean α, β ă ωM2 tales que α ‰ β. Por la propiedad (2) de la
observación 1.24, para cada n P ω existen 9hαpnq, 9hβpnq, 9Θpn, αq, 9Θpn, βq P MP

tales que 9hαpnqG “ gαpnq, 9hβpnqG “ gβpnq, 9Θpn, αqG “
Ť

Gpn, αq y 9Θpn, βqG “
Ť

Gpn, βq. Por definición 4.18 y el hecho de que toda verdad está forzada, es
decir, por (1.5), existe p P G tal que

p , “@n ă ω p 9hαpnq “ 9Θpn, αq y 9hβpnq “ 9Θpn, βq q” .

Se define:

Eα,β “ tq ď p | Dn ă ω tal que xn, αy, xn, βy P dompqq y qpn, αq ‰ qpn, βqu.

Sea q P P tal que q ď p, en particular dompqq es finito. Se define

A “ tn ă ω | xn, αy P dompqqu Y tn ă ω | xn, βy P dompqqu.

Así, A es finito. Se define m “ minpωzAq y se considera

r “ q Y txxm,αy, 0y, xxm,βy, 1yu.

De esta manera r ď q y r P Eα,β . Así, Eα,β es denso bajo p en P. Más aún,
como Eα,β se define mediante fórmulas absolutas (ver [11], lema 12.10, pág 164)
y M es un modelo transitivo numerable de ZFC, se cumple que Eα,β PM .

Sea q P GX Eα,β .12 Por (1.6) se cumple

q , “@n ă ω p 9hαpnq “ 9Θpn, αq y 9hβpnq “ 9Θpn, βq q”
12Si p es máximo en P, entonces Eα,β es denso en P. Si p no es máximo, entonces D “

Eα,β Y tr P P | r K pu es denso en P y D PM . Como p P G, se cumple GX Eα,β ‰ H.

□ 
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y además q Ď
Ť

G. En consecuencia, si 9hα, 9hβ P M
P son tales que 9hαG “ gα

y 9hβG “ gβ , entonces q , “ 9hα ‰ 9hβ”. Por la definición de la relación de forzar
(1.4), se concluye que M rGs |ù “gα ‰ gβ”.

Teorema 4.20. Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC, P es el
forcing de Cohen para el ordinal ω ˆ ωM2 y G Ď P es un filtro P-genérico sobre
M , entonces

M rGs |ù  CH.

Demostración. Por la observación 4.15(3), se cumple que pP satisface la cccqM
y, por la proposición 4.7, P preserva cardinales. ComoM es un modelo transitivo
numerable de ZFC y en ZFC se demuestra que “ω2 es el primer ordinal que
no es numerable ni es biyectable con ω1”, entonces se cumple ωM2 “ ω

MrGs
2 .

Por la proposición 4.16, la definición 4.18 y la proposición 4.19, se cumple
que g_ : ω

MrGs
2 Ñ p2ωqMrGs es una función inyectiva enM rGs. En consecuencia

M rGs |ù ℵ2 ď 2ℵ0 .

Lo que se realizó con el forcing de Cohen P “ Funωpω ˆ ωM2 , 2q en M rGs
fue considerar a P como un conjunto de condiciones para “adjuntar ω2 nuevos
subconjuntos de ω en M rGs” empleando pedazos finitos de información que son
capturadas por el filtro genérico P-genérico G, el cual, no es definible desde M .
Cabe mencionar que este caso fue explícitamente necesario emplear dicho filtro
genérico, por lo cual, fue necesario partir deM un modelo base numerable ya que
solo así se garantiza la existencia del filtro P-genérico sobre M . No obstante,
empleando las construcciones y argumentos adecuados, es posible obtener el
mismo resultado y prescindir del filtro genérico.

4.1.2. El caso booleano-valuado

Si bien el método forcing fue inventado en 1963 por Cohen, fue en 1967 que
Scott y Vopěnka dieron las versiones de los resultados que Cohen presentó para
modelos booleano-valuados.

Para este caso, de manera similar al caso con extensiones genéricas, se em-
pleará un forcing de Cohen pero se trabajará con su completación booleana
y, con base en dicha álgebra de Boole, se construirán nuevos subconjuntos de
ω en el respectivo modelo booleano-valuado. No obstante, no se apelará a un
filtro genérico, en su lugar, se aprovecharán las propiedades que posee el valor
booleano y las propiedades topológicas de la completación booleana.

Definición 4.21. Sea B un álgebra de Boole, se dice que B satisface la ccc
(condición de la cadena contable) si B` posee la ccc según la condición (2) de
la definición 4.4.

Proposición 4.22. Sean P un conjunto parcialmente ordenado y e : P Ñ B
su completación booleana. Para cada anticadena A en B` existe A˚ anticadena
en P tal que |A| “ |A˚|.

□ 

□ 
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Demostración. Por el teorema de la completación booleana 2.20 se cumple
B “ ROpP q y así, toda anticadena A Ď ROpP q` es una familia de abiertos
regulares distintos del vacío tales que para cualesquiera U, V P A distintos ocurre
UXV “ H. Como P posee la topología del orden, para cada U P A existe pU P P
tal que ÓppU q Ď U . Más aún, si pU , pV P P son tales que ÓppU q Ď U y ÓppV q Ď V
con U, V P A distintos, entonces pU K pV . Pues de lo contrario existiría r P P
tal que r ď pU y r ď pV , y así Óprq Ď U X V “ H lo cual es una contradicción.

Así A˚ “ tpUuUPA es una anticadena en P y la función p_ : A Ñ A˚ dada
por una elección de la forma U ÞÑ pU con ÓppU q Ď U es una biyección.

Corolario 4.23. Si P es un conjunto parcialmente ordenado que satisface la
ccc y e : P Ñ B es su completación booleana, entonces B satisface la ccc.

Demostración. Por la proposición 4.22, si B` tiene una anticadena no nu-
merable A, entonces A˚ es una anticadena no numerable en P lo cual es una
contradicción.

Definición 4.24. Sea X un conjunto infinito. Se define el espacio topológico
2X equipado con la topología producto inducida por la biyección 2X –

ś

xPX 2
donde 2 tiene la topología discreta.

De esta manera, U Ď 2X es abierto básico en este espacio si y solo si existe
un subconjunto finito soppUq Ď X tal que

U “

¨

˝

ź

yPXzsoppUq

2

˛

‚ˆ Vx1
ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vxn con soppUq “ tx1, . . . , xnu y Vxi Ď 2.

(4.2)

Observación 4.25. Para cada conjunto infinitoX, si xP,ďy “ xFunωpX, 2q,Ěy
y e : P Ñ B es su completación booleana, entonces se cumple que B – ROp2Xq
donde 2X tiene la topología definida en 4.24.

Demostración. Por el teorema 2.20, se cumple B “ ROpFunωpX, 2qq. Por
la proposición 4.12, P es un conjunto parcialmente ordenado separativo. Asi,
por el corolario 2.23, e es un isomorfismo de orden entre P y erP s, y además
eppq “Óppq para cada p P P .

Para cada p P P se define Nppq “ tf P 2X | p Ď fu. Así, para cada p P P se
cumple que domppq “ ta1, . . . , anu Ď X, por (4.2) se cumple

Nppq “

¨

˝

ź

bPXzdomppq

2

˛

‚ˆ tppa1qu ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ tppanqu.

De esta manera, Nppq es un abierto básico en 2X para cada p P P . Se considera
la asingnación p ÞÑ Nppq, así Nppq ‰ H para cada p P P .

Si A Ď 2X es un abierto regular tal que A ‰ H, entonces existe un abierto
básico de la forma Nppq tal que Nppq Ď A para algún p P P .

□ 

□ 
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Si p, q P P son tales que q ď p, es decir, p Ď q, entonces Npqq Ď Nppq.
Sean p, q P P tales que p K q, si y solo si existe x P domppq X dompqq tal que

ppxq ‰ qpxq, equivalentemente, Nppq XNpqq “ H.
Por la propiedad 5 del teorema 2.20 y el corolario 2.23 se cumple que B “

ROpFunωpX, 2qq – ROp2Xq.

Teorema 4.26. Si xP,ďy “ xFunωpω ˆ ω2, 2q,Ěy y e : PÑ B es su completa-
ción booleana, entonces se cumple

V pBq |ù ℵ2̌ ď 2ℵ0 .

Demostración. Por el teorema 2.20, B “ ROpFunωpωˆω2, 2qq. Por la obser-
vación 4.25 se cumple que ROp2ωˆω2q – B.

Para cada ν P ω2 se define uν P V pBq como dompuνq “ dompω̌q “ tň | n P ωu
y tal que uνpňq “ tp P P | ppn, νq “ 1u para cada n P ω. Por la prueba de la
observación 4.25 se cumple la siguiente correspondencia biunívoca.

ROp2ωˆω2q B

tf P 2ω2ˆω | fpn, νq “ 1u uνpňq.

–

Así, uν P V pBq y de esta manera, por (A.2), se cumple

Juν Ď ω̌K “
ľ

nPω

puνpňq ñ Jň P ω̌Kq “ 1.

Es fácil verificar que para cada p P Funωpω ˆ ω2, 2q

p , ň P uν si y solo si ppn, νq “ 1,

p , ň R uν si y solo si ppn, νq “ 0.

De esta manera, Juµ “ uνK “ 0 para cualesquiera µ, ν ă ω2 tales que µ ‰ ν.
Pues de lo contrario existen ζ, ξ ă ω2 y p P Funωpω ˆ ω2, 2q tales que ζ ‰ ξ y
p , uζ “ uξ. Sean β ă ω2 y nβ “ mintn P ω | xn, βy R domppqu, se define

p1 “ pY txxnβ , ζy, 1y, xxnβ , ξy, 0yu,

de esta manera p1 , ňβ P uζ ^ ňβ R uξ y en consecuencia p1 , uζ ‰ uξ. No
obstante, p1 ď p y p , uζ “ uξ, de esta manera, por la propiedad 2.61(1a),
ocurre p1 , uζ “ uξ lo cual, por la propiedad 2.61(1b), es una contradicción.

Se define f P V pBq como

f “ txν̌, uνy
pBq | ν ă ω2u ˆ t1u,

donde xν̌, uνypBq “ ttν̌upBq, tν̌, uνupBqupBq .13 De esta manera es fácil verificar14
que

V pBq |ù f es una función de ω̌2 a Ppω̌q.
13Ver (A.9) en la prueba del teorema A.27.
14La prueba es muy similar a la presentada en la prueba del argumento (A.8) en el teorema

A.27.

□ 
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Más aún, como Juµ “ uνK “ 0 para µ ‰ ν, se cumple que V pBq |ù f es inyectiva.
Por la proposición 4.13, Funωpωˆω2, 2q satisface la ccc y por el corolario 4.23,
B satisface la ccc.

Así, por la propiedad (2) del teorema A.29, se cumple V pBq |ù ω̌2 “ ω2̌ y
por lo recién demostrado se tiene que

V pBq |ù f es una función inyectiva de ω2̌ a Ppω̌q.

En consecuencia V pBq |ù ℵ2̌ ď 2ℵ0 .

De manera similar a la prueba del teorema 4.20, lo que se realizó en el
teorema 4.26 fue obtener las situaciones p , ň P uν si y solo si ppn, νq “ 1, y
p , ň R uν si y solo si ppn, νq “ 0. De esta manera, se está considerando a p
como una codificación de un pedazo de información finita de los elementos de
ℵ2 como “nuevos subconjuntos uν de ω” en el modelo V pBq, dichos pedazos son
completados en B aprovechando que ROpFunωpω ˆ ω2, 2qq – ROp2ωˆω2q y las
desigualdades de cardinales se verifican en el modelo V pBq mediante su valor
booleano.

4.1.3. El topos de Cohen

En el capítulo 3 se dan esbozos de que la teoría de topos por una parte
tiene un desarrollo geométrico, desde la teoría de gavillas, y por otra parte
tiene un desarrollo lógico, el cual resulta muy similar al que se da en la teoría
de conjuntos. Aprovechando estas similitudes, se dará la construcción de Cohen
adaptada a un topos de Grothendieck. En los casos anteriores lo que se realizó fue
emplear, ya sea un conjunto parcialmente ordenado P , o bien, su completación
booleana, para obtener condiciones adecuadas de estados de conocimiento finito
de una función que no estaba originalmente en el modelo base.

El argumento que se emplea en el topos de Grothendieck es semejante. Par-
tiendo directamente desde la categoría de conjuntos, Con, se consideran los
conjuntos N, su conjunto potencia (salvo biyección) 2N y un conjunto B aún
mas grande que 2N. De esta manera, no existen monomorfismos (en este caso
funciones inyectivas) de la forma g : B Ñ 2N. Posteriormente, se construye
un topos de Grothendieck de un conjunto parcialmente ordenado P con una
topología de Grothendieck de tal modo se pueda construir un monomorfismo
g : a∆pBq Ñ Ωa∆pNq y donde se preserven las desigualdades de cardinales, es
decir, se preserva la existencia de monomorfismos y la inexistencia de epimor-
fismos.

Definición 4.27. Sea E un topos elemental. Un objeto números naturales es
un objeto N P E con flechas 0 : 1 ÝÑ N y s : N ÝÑ N tales que para cualquier
diagrama en E de la forma

1 X Xx u (4.3)

□ 
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existe una única flecha f : N ÝÑ X que hace conmutar el siguiente diagrama

1 N N

X X.

0

x

s

f f

u

(4.4)

En Con, el objeto números naturales es (salvo isomorfismo) el conjunto
N “ t0, 1, 2, . . . u con 0 la función unitaria al cero 0 P N y s “ _ ` 1. Así, el
diagrama (4.4) representa el principio de recursión en N.

Si C es una categoría pequeña y xC, Jy es un sitio, entonces en la categoría
GavpC, Jq existe un objeto números naturales15 a∆pNq inducido por el funtor
gavillanización a∆ donde los funtores ∆ : Con Ñ ConCop

y a : ConCop

Ñ

GavpC, Jq preservan coproductos. De esta manera, se tiene el isomorfismo

a∆pNq –
ž

nPN
1,

es decir, el objeto números naturales en GavpC, Jq resulta ser el coproducto de
una cantidad numerable de copias del objeto terminal.

Proposición 4.28. Para toda categoría pequeña C, en la categoría de prega-
villas ConCop

la topología doble negación definida en el ejemplo 3.29 coincide
con la topología densa en C descrita en el ejemplo 3.21.

Demostración. Sean A � E un subobjeto en ConCop

y C P C. De esta
manera, se tiene la descripción de  A como

 ApCq “ tx P EpCq | para cada f : B Ñ C se cumple x ¨ f R ApBqu,

de manera que   A es de la forma

  ApCq “ tx P EpCq | para toda f : B Ñ C existe
g : D Ñ B en C tal que x ¨ f ¨ g P ApDqu.

(4.5)

Por la proposición 3.35, toda topología de Grothendieck J en C induce una
topología de Lawvere-Tierney j en ConCop

. Además, por la descripción del
operador cerradura en subobjetos dada en (3.17) y en (3.18), se cumple que si
E P ConCop

y A ãÑ E, entonces para todo C P C

x P ApCq si y solo si la criba tf : B Ñ C | x ¨ f P ApBqu cubre a C.

Por (3.11) en el ejemplo 3.21 se cumple que para la topología densa en C, S
es una criba cubriente de C si y solo si para toda flecha D Ñ C en C existe
una flecha B Ñ D tal que la composición B Ñ C está en S. En consecuencia,
para la topología densa, x P ApCq es equivalente a que para cada f : B Ñ C

15Ver [19] capítulo VI, sección 1, páginas 268-270.

1 
1 
1 
1 
1 

+ 
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en C existe g : D Ñ B en C tal que x ¨ f ¨ g P ApDq. Lo cual coincide con
la descripción de   A. Por la proposición 3.35, se concluye que la topología
de Lawvere-Tierney inducida por la topología densa coincide con la topología
doble negación.

Por la proposición 4.28, a la topología doble negación también se le llama
topología densa. De tal modo, si P es un conjunto parcialmente ordenado visto
como categoría P , entonces la categoría de gavillas para la topología densa
GavpP ,  q es un topos booleano16 bien punteado17 y en consecuencia satisface
el axioma de elección18.

Definición 4.29. Sean B un conjunto tal que |PpNq| ă |B| y

xP,ďy “ xFunωpNˆB, 2q,Ěy

el respectivo conjunto parcialmente ordenado de Cohen. Se define el topos de
Cohen como el topos de Grothendieck sobre P con la topología densa

GavpP,  q.

De esta manera, lo que se busca probar es que si a∆pNq es el objeto números
naturales en GavpP,  q y Ω  es el clasificador de subobjetos en GavpP,  q,
entonces existe un objeto K en GavpP,  q tal que existen monomorfismos
a∆pNq� K � Ωa∆pNq

  y no existen epimorfismos a∆pNq� K, ni K � Ωa∆pNq
  .

Proposición 4.30. Para cada p P P la pregavilla representable yppq P ConPop ,
donde y es el funtor de Yoneda, es una gavilla para la topología densa.

Demostración. Sea p P P. Así, se cumple yppq “ homPp_, pq “Óppq.
Sean q P P y D una criba cubriente sobre q. Por la definición (5) en 1.2,

D es denso bajo q. Sea txdudPD una familia compatible de elementos de yppq.
Como P es un conjunto parcialmente ordenado, para cada d P D se cumple
xd P yppqpdq “ homPpd, pq. En consecuencia, para cada d P D se cumple d ď p.

Como P es un conjunto parcialmente ordenado, solo falta ver que existe una
amalgama en yppqpqq, es decir, falta ver que q ď p.

Suponga que q ę p. Así, existe xn, by P dom p tal que, qpn, bq ‰ ppn, bq, o
bien, qpn, bq no está definido. Sea q1 : dom q Y txn, byu Ñ 2 tal que si qpn, bq
no está definido, entonces q1pn, bq ‰ ppn, bq. Así, q1 ď q y como D es denso
bajo q, existe d P D tal que d ď q1. De esta manera, dpn, bq ‰ ppn, bq, es decir,
d ę p lo cual es una contradicción. Así, txdudPD tiene una única amalgama y
en consecuencia yppq es una gavilla para la topología densa.

Se busca construir en GavpP,  q un mono de la forma a∆pBq� Ωa∆pNq
  ,

el cual, está en biyección natural con su transpuesta a∆pNq ˆ a∆pBq Ñ Ω  .

16Ver [19], teorema VI.1.3, pág 272.
17E es bien punteado si 1 genera a E, es decir, si en E ocurre f ‰ g : X Ñ Y , entonces para

algún x : 1 Ñ X se cumple fx ‰ gx.
18Ver [19], corolario VI.2.9, pág 277.

□ 
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Por lo cual, primero se construirá un subobjeto A de ∆Nˆ∆B – ∆pNˆBq de
la siguiente manera. Para cada p P P se considera

Appq “ txn, by P NˆB | ppn, bq “ 1u. (4.6)

Así, Appq Ď N ˆ B y además, si q ď p, entonces Apqq Ě Appq. Por lo que
A : Pop Ñ Con es un funtor y en consecuencia A ãÑ ∆pNˆBq.

Proposición 4.31. En el álgebra de Heyting Subp∆pNˆBqq se cumple   A “
A para cada A ãÑ ∆pNˆBq.

Demostración. Sean p P P, b P B y n P N. Por (4.5) en la proposición 4.28,
se cumple que xn, by P   Appq si y solo si para todo q ď p existe r ď q tal que
xn, by P Aprq, es decir, para todo q ď p existe r ď q tal que rpn, bq “ 1.

Ahora, si xn, by R Appq, entonces se cumple una de dos posibilidades: o bien
ppn, bq “ 0, en cuyo caso para todo r ď p se cumple rpn, bq “ 0; o bien ppn, bq
no está definido, en este caso se define q ď p tal que qpn, bq “ 0 y así todo r ď q
cumple rpn, bq “ 0, por lo que xn, by R   Appq. En consecuencia   A ď A.
Por el diagrama (3.18) y la propiedad (1) en la definición 3.28, se obtiene A ď
  A.

Sea Ω el clasificador de subobjetos en ConPop y Ω  el clasificador en
GavpP,  q. De esta manera, por le diagrama (3.19) en el teorema 3.34, Ω  
es el siguiente igualador

Ω  Ω Ω.
idΩ

  

Por la proposición 4.31, por el diagrama (3.18) y por la propiedad universal
del igualador, se cumple que la flecha característica del subobjeto A, que es de
la forma ∆Nˆ∆B Ñ Ω, se factoriza a través de Ω  mediante la flecha

f : ∆Nˆ∆B ÝÑ Ω  . (4.7)

Dicha flecha tiene como traspuesta, en pregavillas, a la flecha

g : ∆B ÝÑ Ω∆pNq
  . (4.8)

Proposición 4.32. La flecha g en (4.8) es un mono en ConPop .

Demostración. Como g una transformación natural entre pregavillas, donde
las componentes se evaluan de forma puntual, basta probar que para cada p P P
la componente gp : ∆pBqppq ÝÑ pΩ∆pNq

  qppq es inyectiva.
Para cada p P P se cumple ∆pBqppq “ B. Por otra parte, por (3.3) se tiene

pΩ∆pNq
  qppq “ homp∆pNq ˆ yppq,Ω  q, con Ω  ãÑ Ω.

Así, para cada b P B se obtiene una transformación natural

gppbq : ∆pNq ˆ yppq Ñ Ω  ,

□ 
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que de acuerdo con la descripción dada en (4.6), si q ď p y n P ∆pNqpqq “ N,
entonces se cumple

gppbqpn, qq “ tr P P | r ď q, rpn, bq “ 1u.

Sean b, c P B tales que b ‰ c. Como p es una función finita, existe algún n0 P N
tal que ni ppn0, bq ni ppn0, cq están definidas. Sea r “ pYtxxn0, by, 1y, xxn0, cy, 0yu.
Así, r ď p y se cumple r P gppbqpn0, pq pero r R gppcqpn0, pq. Así, gppbq ‰ gppcq
y en consecuencia g es mono.

Por la proposición 3.27 se sabe que la inclusión GavpP,  q ãÑ ConPop tiene
como adjunto derecho al funtor gavilla asociada que es de la forma

ConPop GavpP,  q.a

Por lo tanto, para cada conjunto S se denotará a su gavillanización como Š “
a∆pSq.

Corolario 4.33. El funtor gavilla asociada envía a la flecha g de (4.8) en un
mono

m : B̌ ÝÑ ΩŇ
  .

Demostración. El funtor gavilla asociada preserva monos pues es exacto iz-
quierdo19. De esta manera, a envía el mono g a un mono entre gavillas

m “ apgq : a∆pBq ÝÑ apΩ∆pNq
  q.

Como a∆pBq “ B̌ y a∆pNq “ Ň, solo basta probar que apΩ∆pNq
  q – Ωa∆pNq

  .
Como GavpP,  q es una subcategoría plena de ConPop , si hom denota las

transformaciones naturales entre pregavillas y homGav denota a las transforma-
ciones naturales entre gavillas, entonces para cada pregavilla X se tienen los
siguientes isomorfismos naturales

hompX,Ω∆pNq
  q – homp∆pNq ˆX,Ω  q

– homGavpap∆pNq ˆXq,Ω  q Ω  es gavilla
– homGavpa∆pNq ˆ aX,Ω  q a es exacto izquierdo

– homGavpaX,Ω
a∆pNq
  q

– hompX,Ωa∆pNq
  q Ωa∆pNq

  es gavilla.

Al evaluar las identidades en ambos lados se obtiene Ω∆pNq
  – ΩŇ

  y por lo
tanto apΩ∆pNq

  q – ΩŇ
  .

Recapitulando, lo que se realizó fue forzar al objeto B̌ a ser subobjeto del
nuevo objeto potencia ΩŇ

  por medio del mono m empleando la pregavilla A.
Como en Con existe un mono N � B, a es exacto izquierdo y P Ň – ΩŇ

  ,
entonces en GavpP,  q se tienen los monos

Ň� B̌� P Ň.
19Ver [19], teorema V.3.1, pág 227.

□ 
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Definición 4.34. Sean E un topos y X,Y P E . Se denota por X ă Y cuando
existe un monomorfismo X � Y en E y no existen epimorfismos X � Y en E .

De esta manera, falta probar que Ň ă 2̌N ă B̌ en GavpP,  q.

Definición 4.35. Sea E topos de Grothendieck. Se dice que:

1. X P E satisface la ccc (condición de la cadena contable) si el álgebra de
Heyting SubpXq satisface la ccc descrita en el inciso (2) de la definición
4.4.

2. E tiene la propiedad de Souslin si es generado20 por objetos que satisfacen
la ccc.

Lema 4.36. El topos de Cohen tiene la propiedad de Souslin.

Demostración. Por la proposición 4.30, las gavillas representables yppq con
p P P generan al topos de Cohen GavpP,  q y son subobjetos de 1. Como la
ccc en objetos se hereda a los subobjetos, solo falta probar que 1 P GavpP,  q
satisface la ccc.

Sea tUiuiPI una familia de subobjetos de 1 distintos de 0 tales que para
i ‰ j se cumple Ui ^ Uj “ 0. Como typpqupPP genera a GavpP,  q, para
cada i P I sea pi P P tal que yppiq ď Ui. De esta manera, si i ‰ j, entonces
yppiq ^ yppjq ď Ui ^ Uj “ 0, es decir, no existe r P P tal que r ď pi y r ď pj .
De esta manera, tpiuiPI es una anticadena. Como P “ FunωpN ˆ B, 2q, por
la proposición 4.13, P satisface la ccc. De esta manera, I necesariamente es
numerable y en consecuencia 1 P GavpP,  q satisface la ccc.

Recordando que en un topos E , el objeto EpipX,Y q representa a los epimor-
fismos de la forma X Ñ Y , se tiene la siguiente proposición.

Proposición 4.37. 21 Si S, T son conjuntos infinitos tales que en Con se
cumple EpipS, T q – 0, entonces en GavpP,  q se cumple EpipŠ, Ť q – 0.

Corolario 4.38. Existe un topos booleano en donde no se cumple la hipótesis
del continuo.

Demostración. Se considera el topos de Cohen GavpP,  q donde xP,ďy “
xFunωpN ˆ B, 2q,Ěy y B es un conjunto tal que |PpNq| ă |B|, por ejemplo,
B “ PpPpNqq.

Por el teorema VI.1.3 en [19] página 272, GavpP,  q es un topos booleano.
Por el corolario 4.33, en GavpP,  q existe un mono B̌� ΩŇ

  . Como el funtor
gavilla asociada a : ConPop

Ñ GavpP,  q exacto izquierdo, se cumple que el
funtor gavillanización _̌ “ a∆ : Con Ñ GavpP,  q preserva monos. De tal
modo, en GavpP,  q se tienen los monos

Ň� 2̌N� B̌� ΩŇ
  , con ΩŇ

  “ P Ň.
20Una familia de objetos G de una categoría C genera a C si y solo si f ‰ g : AÑ B en C

implica que existen G P G y u : GÑ A tales que fu ‰ gu.
21Ver [19], proposición VI.3.6, pág 288.

□ 
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Por el teorema de Cantor, en Con se cumple EpipN, 2Nq – Epip2N, 22N
q – 0.

Por la proposición 4.37, se cumple EpipŇ, 2̌Nq – Epip2̌N, B̌q – 0 en la categoría
GavpP,  q. Por el lema 3.18, se tiene Epip2̌N, P Ňq – 0. Por la proposición 3.16,
se cumple que no existen epimorfismos de Ň a 2̌N ni de 2̌N a P Ň, es decir,

Ň ă 2̌N ă P Ň.

Lo que se realizó en el corolario 4.38 fue probar que el funtor gavillaniza-
ción _̌ : ConÑ GavpP,  q no preserva objetos potencia, pero si la existencia
de monomorfismos y la inexistencia de epimorfismos. En consecuencia, las de-
sigualdades estrictas N ă 2N ă B en Con, implican las desigualdades estrictas
Ň ă 2̌N ă P Ň en GavpP,  q. Probando así que en el topos de Cohen existe
un objeto estrictamente más grande que Ň, el objeto números naturales, pe-
ro estrictamente más pequeño que P Ň, el objeto potencia del objeto números
naturales.

4.2. Conjuntos no constructibles
En 1939 Gödel dio la definición de conjunto constructible y también definió

de manera recursiva el modelo L de conjuntos constructibles con el cual probó
la consistencia relativa del axioma de contructibilidad y, en consecuencia, probó
la consistencia relativa del axioma de elección y la hipótesis generalizada del
contínuo.

Ahora se mostrará esta construcción para probar la existencia de un conjunto
que no es constructible en un modelo booleano-valuado.

Definición 4.39. Sea xN, Py un modelo transitivo. Se dice que el conjunto X
es definible en N si existen ϕ una fórmula del lenguaje de la teoría de conjuntos
y a1, . . . , an P N tales que

X “ tx P N | N |ù ϕpx, a1, . . . , anqu.

Así, se define
defpNq “ tX Ď N | X es definible en Nu.

De esta manera se cumplen N P defpNq y N Ď defpNq Ď PpNq.

Definición 4.40. Se define por recursión transfinita

L0 “ H.

Lα`1 “ defpLαq.

Lγ “
ď

βăγ

Lβ , donde γ es ordinal límite.

Así, se define
L “

ď

αPOrd

Lα.

□ 

■ 

■ 

■ 
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De esta manera, L es la clase de todos los conjuntos constructibles a partir
de otros conjuntos constructibles a través de una fórmula.

A su vez, se define la fórmula Lpxq para indicar que “x es constructible”, es
decir, Lpxq si y solo si “Dα P Ord tal que x P Lα”. Así, L “ tx | Lpxqu.

Las propiedades de L así como las pruebas de consistencia relativa con L se
salen de los intereses de esta tesis. Sin embargo, éstas pruebas pueden consultarse
en el capítulo 13 de [11].

Proposición 4.41. Si xP,ďy “ xFunωpω, 2q,Ěy y e : P Ñ B es su completa-
ción booleana, entonces se cumple V pBq |ù Ppωqˇ‰ Ppω̌q.

Demostración. Por el teorema 2.20 se tiene B “ ROpFunωpω, 2qq y por la
observación 4.25 se cumple que ROp2ωq – B.

De esta manera, se define u P V pBq tal que dompuq “ dompω̌q “ tň | n P ωu
y upňq “ tp P P | ppnq “ 1u para cada n P ω. Por la prueba de la observación
4.25 se tiene la siguiente correspondencia biunívoca.

ROp2ωq B

tf P 2ω | fpnq “ 1u upňq.

–

En consecuencia, por la definición 2.60, es fácil ver que para p P P y n P ω se
cumple:

p , ň P u si y solo si ppnq “ 1,

p , ň R u si y solo si ppnq “ 0.

A su vez, por (A.2), ocurre

Ju P Ppω̌qK “ Ju Ď ω̌K “
ľ

nPω

pupǔq ñ Jň P ω̌Kq “ 1.

Por otra parte, se afirma que Ju “ x̌K “ 0 para todo x P Ppωq, pues de lo
contrario, por la propiedad (3) del teorema 2.20, existen p P P y x P Ppωq tales
que p , u “ x̌. Sea n P ωzdomppq, si n P x se define p1 “ pY txn, 0yu y si n R x
se define p1 “ pYtxn, 1yu. De esta manera, si n P x, entonces p1 , ň P x̌^ ň R u,
mientras que, si n R x, entonces p1 , ň R x̌ ^ ň P u. En cualquier caso, ocurre
p1 , u ‰ x̌ y como p1 ď p, entonces por la propiedad 2.61(1a) ocurre p1 , u “ x̌
lo cual, por la propiedad 2.61(1b), es una contradicción. Así, se tiene

Ju P PpωqˇK “
ł

xPPpωq

Ju “ x̌K “ 0. (4.9)

En consecuencia

1 “ Ju P Ppω̌qK^ Ju R PpωqˇK ď JPpω̌q ‰ PpωqˇK.

Lo cual prueba V pBq |ù Ppωqˇ‰ Ppω̌q. □ 
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Proposición 4.42. Si e : PÑB es la completación booleana de

P “ xFunωpω, 2q,Ěy,

entonces V pBq |ù Ppω̌q Ę L.

Demostración. Se considera el conjunto u P V pBq como en la prueba de la
proposición 4.41. Por la proposición A.28, se cumple

JLpuqK “
ł

xPL

Ju “ x̌K

“

¨

˝

ł

xPLXPpωq

Ju “ x̌K

˛

‚_

¨

˝

ł

xPLzPpωq

Ju “ x̌K

˛

‚.

Se sabe que Ju P Ppω̌qK “ 1 y para x R Ppωq se cumple

Ju “ x̌K “ Ju “ x̌K^ Ju P Ppω̌qK ď Jx̌ P Ppω̌qK “ Jx̌ Ď ω̌K “ 0,

pues x Ę ω. De tal modo, por (4.9) en la proposición 4.41, se cumple

JLpuqK “
ł

xPLXPpωq

Ju “ x̌K ď
ł

xPPpωq

Ju “ x̌K “ Ju P PpωqˇK “ 0.

Así, JLpuqK “ 0 y en consecuencia V pBq |ù Ppω̌q Ę L.

De esta manera, en V pBq existe un “conjunto” que no es constructible.

4.3. Negación del axioma de elección

En esta sección se dará la heurística de otra aplicación del método forcing:
la construcción de modelos que satisfagan la negación del axioma de elección.

Se darán dos construcciones: un modelo booleano-valuado y un topos de
Grothendieck donde se obtienen negaciones del axioma de elección, estas cons-
trucciones tienen desarrollos distintos pero argumentos similares.

4.3.1. El modelo V pΓq de nombres simétricos

Otra aplicación que da el método forcing empleando modelos booleano-
valuados, es la prueba de la consistencia relativa de la negación del axioma
de elección, siendo precisos, se obtiene un modelo de ZF en el que existe un
conjunto amorfo cuya existencia contradice el axioma de elección. El siguiente
desarrollo puede consultarse a detalle en el capítulo 3 de [3].

Definición 4.43. Se dice que un conjunto X es amorfo si no es biyectable con
ningún número natural pero no admite un encaje desde ω, es decir, |X| ‰ n
para cada n P ω pero no existe ninguna función inyectiva de la forma ω� X.

□ 
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Lema 4.44. El axioma de elección implica que no existen los conjuntos amorfos.

Demostración. Sea X un conjunto que no es biyectable con ningún número
natural, es decir, |X| ‰ n para cada n P ω. Se verá que existe una función
inyectiva ω� X.

Por el axioma de elección, todo conjunto es bien ordenable. De esta manera,
se considera el conjunto bien ordenado xX,ăy. Se define por recursión sobre ω
la función x_ : ω Ñ X como xn “ minăpXztxmumănq. De esta manera, por
hipótesis x_ está bien definida, además se cumple que x0 “ mină X y por
definición x_ es inyectiva.

Lo que en estricto sentido se probó con el lema 4.44 es

ZF $ “AC ñ no existe un conjunto amorfo”.

De esta manera, para probar la consistencia relativa de la negación del axioma
de elección, basta hallar un modelo que satisfaga los axiomas ZF y la existencia
de un conjunto amorfo. Para obtener este resultado, es necesario construir un
nuevo modelo booleano-valuado empleando acciones de grupo.

Recordando que una acción del grupo G en X es una función G ˆX Ñ X
de la forma xg, xy ÞÑ gx donde G es un grupo que cumple

ex “ x y gphxq “ pghqx

para cualesquiera g, h P G y x P X donde e es el neutro de G.

Definición 4.45. Sean B un álgebra de Boole completa y G un grupo.

1. Se dice que una acción de grupo GˆB Ñ B es una acción por automor-
fismos si para cada g P G la asignación g_ : B Ñ B dada por b ÞÑ gb es
un isomorfismo de álgebras de Boole.22

2. Si AB “ xApBq, PA, J_Ky es una estructura B-valuada, entonces una acción
del grupo G sobre AB son un par de acciones de grupo GˆApBq Ñ ApBq

y GˆB Ñ B acción por automorfismos tales que para cualesquiera x, y P
ApBq y g P G se cumplen

Jgx “ gyK “ gJx “ yK,
Jgx P gyK “ gJx P yK.

Si G es un grupo que actúa por automorfismos sobre un álgebra de Boo-
le completa B, entonces es posible extender la acción de manera recursiva al
modelo booleano-valuado V pBq de forma Gˆ V pBq Ñ V pBq como

g 9x “ txg 9t, g 9xp 9tqy | 9t P domp 9xqu.

Además, esta nueva acción tendrá las siguientes propiedades
22Ver las definiciones A.1 y A.5.

□ 
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Para cualesquiera 9x P V pBq y g P G

dompg 9xq “ tg 9t | 9t P domp 9xqu.

Para cada 9t P domp 9xq, se cumple g 9xpg 9tq “ g 9xp 9tq.

Para todo x P V , se cumple gx̌ “ x̌.

Para cada fórmula ϕpν1, . . . , νnq, cualesquiera 9x1, . . . , 9xn P V
pBq y g P G

se cumple
Jϕpg 9x1, . . . , g 9xnqK “ gJϕp 9x1, . . . , 9xnqK.

Ahora, para obtener un modelo que no satisface el axioma de elección es
necesario “extraer” de V pBq a los elementos simétricos para crear una nueva
estructura booleano-valuada.

Para esto, se considera Γ un filtro de subgrupos de G. 23 Además, para cada
9x P V pBq se define el estabilizador de 9x como

estabp 9xq “ tg P G | g 9x “ 9xu ď G.

De esta manera, para cada grupo G que actúa sobre V pBq y Γ un filtro de
subgrupos de G, se dice que:

9x P V pBq es simétrico si y solo si estabp 9xq P Γ.

Γ es normal si para cada H P Γ y g P G, se cumple gHg´1 P Γ.

Así, es posible definir recursivamente a V pΓqα sobre los ordinales como:

V
pΓq
0 “ H,

V
pΓq
α`1 “ t 9x : domp 9xq Ñ B| 9x es función, domp 9xq Ď V

pΓq
α y estabp 9xq P Γu,

Si γ es un ordinal límite, entonces V pΓqγ “
Ť

βăγ V
pΓq
β .

A su vez, se define V pΓq “
Ť

αPOrd V
pΓq
α . De esta manera V pΓq Ď V pBq y además

9x P V pΓq si y solo si 9x P V pBq y estabp 9xq P Γ. (4.10)

De manera que, si se considera la función valor booleano en V pBq como J_K “
J_KB , entonces se define el valor booleano según Γ de las fórmulas atómicas como

J 9x P 9yKΓ “ J 9x P 9yKB ,

J 9x “ 9yKΓ “ J 9x “ 9yKB .

Y así, por la definición 2.32, el valor booleano JϕKΓ está definido para cada
fórmula ϕ y en consecuencia V pΓq es una estructura B-valuada.

23Γ es un filtro de subgrupos si es un conjunto distinto del vacío de subgrupos de G que es
cerrado bajo cotas superiores (con el orden de ser subgrupo) y bajo intersecciones binarias.

■ 
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■ 
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De esta manera, si G es un grupo que actúa por automorfismos sobre B y Γ
es filtro normal de subgrupos de G, entonces G actúa sobre V pΓq, x̌ P V pΓq para
cada x P V y V pΓq es modelo de ZF .

Esto último se demuestra de forma muy similar a como se prueba el teorema
A.27, pues las pruebas de que V pΓq satisface de los axiomas de extensionalidad,
buena fundación y reemplazo son análogas. El axioma de infinito se cumple
porque ω̌ P V pΓq y las pruebas de que V pΓq satisface el resto de axiomas son
esencialmente iguales a las propias en la prueba del teorema A.27 con la condi-
ción extra de que los nombres definidos para la prueba de cada axioma cumplen
con la condición (4.10).

Para dar el modelo booleano-valuado en donde no se satisface el axioma de
elección se requiere tomar un conjunto parcialmente ordenado que añada una
cantidad infinita de reales en el sentido de Cantor, estos nuevos “reales extraños”
formarán un conjunto amorfo.

De esta manera, se consideran xP,ďy “ xFunωpω ˆ ω, 2q,Ěy, e : P Ñ B su
completación booleana y G “ Sω el grupo de permutaciones en ω.

Para cada g P G se define la permutación g˚ : B Ñ B tal que para cada
f P B, g˚f P B está definida por

dompg˚fq “ pidω ˆ gq
´1rdompfqs,

g˚fpn,mq “ fpn, gmq.

De esta manera, g˚ es un homeomorfismo y su construcción garantiza que para
cualesquiera g, h P G se cumplen pghq˚ “ h˚g˚ y pg´1q˚ “ g˚´1.

Así la asignación xg, by ÞÑ gb “ g˚´1rbs define una acción por automorfismos
de G sobre B.

Ahora, para cada n P ω se considera Gn “ tg P G | gn “ nu ď G y Γ
el filtro de subgrupos generado por tGnunPω, es decir, para cada subconjunto
finito J Ď ω se define

GJ “
č

nPJ

Gn,

y así, Γ “ tH ď G | GJ ď H para algún J Ď ω finitou es un filtro normal.
De esta manera, para cualesquiera p P P, J Ď ω finito y n R J existen g P GJ

tal que Óppq ^ g Óppq ‰ 0 y gn ‰ n.
Por otra parte, para cada m P ω se define um P V pBq tal que dompumq “

dompω̌q y umpňq “ tp P P | ppn,mq “ 1u para cualesquiera n,m P ω.
Así, para cada m P ω se cumplen V pBq |ù um Ď ω̌ y además, gum “ ugm

para cada g P G. De esta manera, Gm Ď estabpumq, en consecuencia um P V pΓq
para cada m P ω. A su vez, si m ‰ m1, entonces V pΓq |ù um ‰ um1 .

De esta manera, si se define s P V pBq como

dompsq “ tum | m P ωu y tal que
spumq “ 1,
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entonces estabpsq “ G, por lo que s P V pΓq. Por lo anterior, en V pΓq ocurre que
“s es un conjunto infinito según Cantor”, es decir, como V pΓq |ù um ‰ um1 para
m ‰ m1 P ω, entonces

V pΓq |ù “s no es biyectable con ň para cualquier ň P ω̌”.

Por otra parte, si f : ω̌ Ñ s es una función en V pΓq, entonces existe J Ď ω finitio
tal que GJ ď estabpfq. Además, si se supone que f es inyectiva, habría algún
n R J tal que un P Impfq. Si se considera n1 R tnu Y J y g P G la permutación
de ω que intercambia a n1 con n y deja fijo todo lo demás, entonces se cumple
que un “ fpm̌q implica un1 “ ugn “ gun “ gpfpm̌qq “ pgfqpgm̌q “ fpm̌q “ un,
lo cual es una contradicción.

De esta manera, no existe ninguna inyección de ω̌ a s en V pΓq, y así, s es un
conjunto amorfo en V pBq. Por lo tanto, V pΓq |ù  AC y en consecuencia, por el
metateorema de la consistencia relativa booleano-valuada 2.42,24 se cumple

ConpZF q ñ ConpZF ` ACq.

4.3.2. El topos de Freyd de   -gavillas
De manera alternativa a la construcción anterior, es posible construir un

topos F en donde no se satisface el axioma de elección, siendo específicos, no
se cumple la propiedad de que el producto de conjuntos distintos del vacío es
distinto del vacío.

La construcción de dicho topos fue dada por Peter Freyd y puede consultarse
a detalle en el capítulo VI.4 de [19].

Este topos no emplea un conjunto parcialmente ordenado, en su lugar em-
plea la categoría A cuyos objetos son los ordinales finitos distintos del vacío o
elementos en ωzt0u los cuales son de la forma

n` 1 “ t0, 1, . . . , nu

y cuyas flechas son las funciones de la forma f : n Ñ m tales que m ď n y
fpiq “ i para toda i ă m. Es decir, la categoría A consta de ordinales finitos
distintos del vacío y las flechas son las restricciones a los retractos de cada
ordinal n a un ordinal menor o igual. De esta manera, en A se cumplen las
siguientes propiedades:

homApn,mq ‰ H si y solo si m ď n.

Si dos flechas f, g : n Ñ m en A cumplen que para flechas arbitrarias
k, h : pÑ n en A se tiene fk “ gh, entonces f “ g.

Se consideran los funtores representablesHn “ homAp_, nq y sus respectivas
gavillas asociadas Fn “ apHnq “ aphomAp_, nqq donde a es el funtor gavilla
asociada usual

a : ConAop

ÝÑ Gav  pAq “ F .
24Aquí, se está empleando el hecho de que ConpZF q ñ ConpZFCq, el cual puede consul-

tarse en [11], capítulo 13, pág 188.

■ 

■ 
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En la categoría de pregavillas ConAop

se cumple que los subfuntores distin-
tos de 0 del objeto terminal en F son de la forma Un, para cada n P A, tal que
Unpkq “ 1 si n ď k y Unpkq “ 0 si k ă n. De este hecho se sigue que la categoría
F es bivaluada, pues si Un es un subfuntor de 1, el objeto terminal en F , enton-
ces Un debe intersectar a cualquier otro subfuntor Uk pues Un`k ãÑ UnXUk. Lo
que significa que cada Un es denso según la topología   y de esta manera, solo
los subfuntores U0 “ 1 y 0 pueden ser gavillas.25 De esta manera, la categoría de
gavillas Gav  pAq “ F es bivaluada y en consecuencia es un topos booleano.

Se considera el funtor gavillanización

_̌ : Con ConAop

F ,∆ a

el cual es exacto izquierdo y adjunto izquierdo, de esta manera, preserva copro-
ductos y el objeto terminal. En consecuencia, se cumplen ˇt˚u – 1 y 2̌ – 1 \ 1
donde t˚u es el objeto terminal en Con y 2 “ t0, 1u. Como F es booleano, se
cumple que el clasificador de subobjetos en F es Ω – 1\ 1 y además, el objeto
números naturales en F es Ň. De esta manera, ocurre

P Ň – ΩŇ – 2̌Ň –
ź

nPN
2̌.

De esta manera, se tiene que la categoría F es un topos de Grothendieck
bivaluado con objeto números naturales Ň. Se busca ver que en F existe una
sucesión de objetos F0, F1, . . . tales que:

1. Cada Fn es subobjeto de P Ň.

2. La única flecha Fn Ñ 1 en F es epi para cada número natural n.

3. El producto
ś

nPN Fn es el objeto inicial 0.

Se consideran dos flechas f ‰ g : nÑ m en A y sus respectivas transforma-
ciones naturales inducidas

f˚ “ homAp_, fq, g˚ “ homAp_, gq : Hn ÝÑ Hm “ homAp_,mq.

De esta manera, por la descripción de las flechas en A, se cumple que las
imágenes de f˚ y g˚ son subfuntores ajenos de Hm. Cada uno de estos sub-
funtores tienen flechas únicas al objeto terminal, de esta manera, se tiene la
transformación natural

impf˚q \ impg˚q ÝÑ 1\ 1 “ 2̌.

Como 2̌ es una pregavilla inyectiva, ésta trasformación natural se extiende
a otra de la forma tf,g : Hm Ñ 2̌ y por como se construyó dicha transformación
natural, tf,g envía a las flechas f y g de Hm a imágenes diferentes.

25Ver [19] lema 4, capítulo V, sección 2, pág 226.

1 1 
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De esta manera, para n y m fijos, solo existe una cantidad finita de parejas
xf, gy, con f, g P homApn,mq, tales que f ‰ g. Además, solo hay una cantidad
numerable de ordinales finitos n. En consecuencia, las flechas tf,g se combinan
para dar un monomorfismo de pregavillas de la forma

Hm

ź

f,gPhomApn,mq
f‰g, nPN

2̌
ź

nPN
2̌ – P Ň.–

Como el producto
ś

nPN 2̌ es una gavilla, entonces la  -cerradura del subobjeto
Hm es su gavilla asociada Fm ãÑ P Ň. De esta manera, se tienen los monomor-
fismos

Hm� Fm� P Ň

con Hm denso. Así, se cumple (1).

Como homAp_, nq “ Hn� Fn es mono y Hn no es vacío, entonces Fn fl 0
en F . En consecuencia, si se considera la factorización epi-mono Fn � Vn� 1,
entonces la imagen Vn no puede ser el objeto inicial 0. Como F es bivaluado,
entonces la imagen Vn es el objeto terminal 1 en F , es decir, Fn Ñ 1 es epi y
así se cumple (2).

Como F es un topos de Grothendieck, se considera el producto
ś

nPN Fn en
F . Si

ś

nPN Fn fl 0, entonces existe k P A tal que p
ś

nPN Fnqpkq ‰ H, de esta
manera, las proyecciones

ś

nPN Fn Ñ Fm implican que Fmpkq ‰ H para cada
m P N.

Por lo anterior, para que se cumpla (3) basta ver que Fn`1pnq “ H para
cada n P A.

Si se supone Fn`1pnq ‰ H, entonces, por el lema de Yoneda, se tiene una
transformación natural u : homAp_, nq Ñ Fn`1. Se considera el producto fibra-
do de la inclusión densa (dada por la gavilla asociada26) η : homAp_, n` 1q Ñ
Fn`1 a lo largo de u

Q homAp_, n` 1q

homAp_, nq Fn`1

u1

η

u

para obtener Q, un subobjeto denso de homAp_, nq. De esta manera, Q fl 0 ya
que ningún subobjeto   -denso puede ser 0. Así, existe un número natural m
tal que Qpmq Ď homApm,nq no es vacío. Sea g : mÑ n en Qpmq y se considera
h : mÑ n` 1 como la imagen de u1mpgq en homApm,n` 1q, así n ă n` 1 ď m.
Por la descripción de la categoría A, existen f, f 1 : m ` 1 Ñ m flechas en A
tales que fpmq “ n y f 1pmq “ gpnq ă n, de esta manera, se cumple gf “ gf 1.

26Ver [19] capítulo III, sección, teorema 1, pág 128-130.

>---------+ ----+ 
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Así

hf “ u1mpgqf por definición de h,
“ u1mpgfq por naturalidad de u1 en m,
“ u1mpgf

1q

“ u1mpgqf
1 por naturalidad de u1 en m,

“ hf 1 por definición de h.

Pero hfpmq “ hpnq “ n pues n ă m, por otra parte, hf 1pmq “ hpgpnqq “
gpnq ă n y así hf ‰ hf 1 lo cual es una contradicción. De esta manera, no
existen flechas de la forma homAp_, nq Ñ Fn`1 y por el lema de Yoneda se
cumple Fn`1pnq “ H para cada n P A. En consecuencia se cumple (3).

Así, F es un topos de Grothendieck bivaluado con objeto números naturales
Ň en donde existe una familia de subobjetos de P Ň tales que, por (2), Fn � 1
para cada n P N. Como F es bivaluado, se cumple Fn fl 0 para cada n P N. Pero
por (3),

ś

nPN Fn – 0 lo cual contradice directamente la siguiente equivalencia
del axioma de elección:

“El producto que no es nulo, de objetos que no son nulos, no es nulo.”





Capítulo 5

Conclusiones

En este trabajo se ha visto, grosso modo, como formalizar y hacer algunas
pruebas de consistencia relativa usando forcing. Para concluir, se harán algunas
menciones de algunas situaciones notables.

La principal similitud que hay en las tres versiones expuestas del método
forcing, es que se parte de un modelo S de una teoría de conjuntos constantes y
con base en un conjunto fijo K se construye un nuevo sistema SK de conjuntos
variables según K. El conjunto K suele ser un orden parcial P , o bien, su
completación booleana B.

Cuando se trabaja directamente con un conjunto parcialmente ordenado P ,
se obtienen los sistemas de conjuntos variables V P y ConP

op

en donde los ele-
mentos de P representan estados de conocimiento en la variación de la formación
de estos nuevos conjuntos variables, de manera que, si p, q P P son tales que
q ď p, entonces q representa un estado de conocimiento más profundo que p y en
consecuencia q alberga más información que p. Posteriormente, se obtienen nue-
vos sistemas de conjuntos variables según P en donde se juntan adecuadamente
estos estados de conocimiento, esto se realiza de forma distinta dependiendo del
enfoque con el cual se este trabajando. Para los casos en donde se trabaja con
V P y ConP

op

, los estados de conocimiento se juntan respectivamente mediante
un filtro genérico G Ď P , o bien, una topología de Grothendieck J sobre P.

Para el primer caso, se considera un filtro genérico G Ď P y se redefinen los
elementos en V P de tal modo que sus estados de conocimiento sean decididos por
G. La principal dificultad de realizar este proceso de esta forma es garantizar
la existencia del filtro genérico, para esto es necesario emplear resultados y
técnicas de teoría de modelos para obtener M un modelo transitivo numerable
de la teoría de conjuntos tal que P P M , considerar la relativización MP para
así obtener G un filtro P -genérico sobreM y de esta manera construir el modelo
M rGs de elementos descritos por MP y decididos por G.

Para el segundo caso, se consideran las pregavillasConP
op

y J una topología
de Grothendieck sobre P , posteriormente se considera el funtor gavilla asociada
a : ConP

op

Ñ GavpP, Jq, la cual garantiza que para toda gavilla y para cada
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criba sobre cualquier objeto en P toda familia compatible tenga una única
amalgama. De esta manera, los objetos en GavpP, Jq son aquellas pregavillas
en las que se juntan adecuadamente los estados de conocimiento en P que son
determinados por las cribas cubrientes. Además, se cumple que toda gavilla
en ConP

op

según la topología J es una j-gavilla para alguna j topología de
Lawvere-Tierney en ConP

op

.
Por otra parte, cuando se trabaja con la completación booleana e : P Ñ B,

el sistema de conjuntos variables resulta ser el modelo B-valaudo V pBq. Como
la completación booleana es monótona y además preserva y refleja la compati-
bilidad, entonces el álgebra de Boole completa B se enriquece con la variación
que ofrece P y mantiene una estructura de lógica clásica que es aprovechada
mediante los valores booleanos. En consecuencia, en V pBq no es necesario juntar
los elementos en B teniendo como inconveniente que V pBq posiblemente no sea
bivaluado.

La segunda gran similitud que tienen las tres versiones del forcing es la forma
en que aprovechan la variación que ofrecen los estados de conocimiento. Sien-
do específicos, al considerar el forcing de Cohen xP,ďy “ xFunωpNˆX, 2q,Ěy
donde X es un conjunto no numerable adecuado, las tres versiones consideran
una topología sobre P, ya sea la topología del orden, o bien, la topología (de
Grothendieck) densa. La topología densa en P juega un papel central en esta
comparación, pues las gavillas en ConPop sobre la topología densa son precisa-
mente las   -gavillas en ConPop .

Para el caso de la extensión genérica, un filtro P-genérico G Ď P sobre
el modelo M aprovecha que intersecta a todos los conjuntos densos y densos
bajo elementos en P que estén en M . De esta manera, G captura a los densos
adecuados en P con la topología del orden.

Para el caso de las gavillas sobre el sitio de Cohen con la topología densa, las
cribas según la topología densa en P son precisamente los conjuntos densos bajo
elementos en P según la topología del orden. Por otra parte, las gavillas sobre
ese mismo sitio son las   -gavillas en ConPop , de esta manera, en las gavillas
del topos de Cohen GavpP,  q hay similitudes entre la noción de densidad
según la topología del orden en P y la noción de   -densidad en ConPop .

Para el caso de los modelos booleano-valuados, primero se enriquece el or-
den parcial P a su completación booleana e : P Ñ B, donde B “ ROpPq son
precisamente los abiertos regulares en P con la topología del orden. Más aún, al
ser P un orden parcial separativo, se cumple que eppq “ pÓppqq˝ “Óppq para cada
p P P. De esta manera, en P la completación booleana hace un trabajo similar
con eppq en (2.4) que lo que hace la topología   en (4.5) con las pregavillas
en ConPop .

Finalmente, en las tres versiones hay una forma “canónica y natural” de enca-
jar al universo o categoría de conjuntos en las respectivas construcciones exhibi-
das. Para el caso de las extensiones genéricas, siM es un modelo numerable tran-
sitivo de ZFC y G Ď P es un filtro P-genérico sobre M , entonces para cada x P
M se cumplen x “ x̌G y x̌G PM rGs. Para el caso booleano-valuado, para cada
álgebra de Boole completa B se cumple que el nombre canónico _̌ : V Ñ V pBq es

--
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un monomorfismo de estructuras. Mientras que para los topos de Grothendieck

se tiene el funtor gavillanización Con ConPop GavpP,  q.∆ a

Algunas comparaciones adicionales en cuanto a las aplicaciones son, por
ejemplo, el axioma de elección o el de constructibilidad. En el caso de elección
sabemos que no es posible forzar su negación usando órdenes parciales ya que
la extensión genérica siempre es modelo de elección. Lo común es usar álgebras
de Boole y por medio de acciones de grupos, tanto en el álgebra como en el
universo booleano-valuado, definir cuándo un elemento x P V pBq es simétrico.
Luego se considera la colección de elementos simétricos, se demuestra que esta
colección es modelo de ZF y que en este modelo existe un conjunto amorfo. De
manera similar, Peter Freyd da un topos booleano que no satisface elección, en
este caso la prueba consiste en encontrar un sitio adecuado, que con la topología
doble negación, tenga una colección de subobjetos “distintos del vacío” de los
naturales cuyo producto sea “vacío”. De esta manera, las estructuras booleano-
valuadas y los topos de gavillas dan dos formas de negar el axioma de elección
teniendo como principal diferencia que el modelo de nombres simétricos no es
bivaluado mientras que el topos de Freyd si lo es.

Con el axioma de elección se muestra que hay algunas aplicaciones para
las cuales el método con órdenes parciales no parece ser suficientemente bueno.
Si ahora se considera el axioma de constructibilidad, las pruebas con órdenes
parciales y con álgebras de Boole son muy sencillas, se demuestra que el filtro
P-genérico G no es constructible, pues como L es el mínimo modelo interno de
ZF,1 si se supone a G constructible, entonces G P L. De tal modo, como M es
modelo de ZF, debe ocurrir que G P LM “ LXM , lo cual por el teorema 1.18
no ocurre. Por otra parte, no parece haber algo en la literatura acerca de V ‰ L
en topos.

En las justificaciones del método que se dieron, se observa que en el caso de
órdenes parciales se requieren suposiciones más fuertes ya que no es fácil probar
la existencia de filtros genéricos. Por esta razón, en trabajos posteriores donde
se emplea esta forma de realizar esta técnica, se han ido agregando axiomas
que garantizan la existencia de genéricos. Un ejemplo de este tipo de axiomas el
axioma de Martin, que a grandes rasgos garantiza la existencia de genéricos si se
acota la cantidad de densos. Por ejemplo, empleando una construcción similar
a la expuesta en la prueba del teorema 1.19 se afirma que el axioma de Martin
para ℵ0, denotado conMApℵ0q, es un teorema de ZFC, mientras que al agregar
un nuevo real se está mostrando queMAp2ℵ0q es falso (note que el orden parcial
satisface la ccc). Otros axiomas de este tipo son el axioma de forcing propio, el
axioma de coloraciones abiertas, el máximo de Martin, entre otros2.

La dificultad para encontrar filtros genéricos hace que se tome un modelo
base numerable, así la colección de densos es numerable y está garantizada la
existencia de filtros genéricos sobre el modelo base.

Por otro lado, en álgebras de Boole no hay ese tipo de complicaciones ya
1Ver [11], capítulo 13 teorema 16 (ii), pág 187.
2En [23], [22] y en [10] se puede consultar un enfoque axiomático del forcing

----+ 
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que gran parte de los resultados no dependen la de genericidad de un filtro
y solo cuando resulta necesario obtener un modelo bivaluado se requiere de
un ultrafiltro, cuya existencia está garantizada por el axioma de elección. De
esta forma es posible usar como modelo base al universo de los conjuntos V sin
tener las complicaciones de encontrar algún objeto que no sea elemento de dicho
universo. De la misma manera, la construcción filtro-cociente no depende de la
existencia de objetos tan complicados como los genéricos, la única dificultad es
que hay que tener cuidado dónde se están calculando los colímites.

Dicho de está forma, parece que no es buena idea hacer forcing con órdenes
parciales. No obstante, la práctica muestra lo contrario. Para forzar ϕ por medio
de álgebras de Boole se debe mostrar que en el modelo booleano-valuado que
se haya construido se cumple JϕK ‰ 0, pero en general esto es un cálculo difícil
pues incluso las fórmulas atómicas tienen un valor booleano que no es fácil de
manejar tal como lo muestra la definición 2.52. En el caso de topos, el forcing
no parece ser una línea de investigación fuerte3, por lo que sólo se muestra que
los resultados existentes pueden ser realizados mediante las técnicas de teoría
de topos. Además, cuando se trata de forzar algo sencillo, como puede verse
en el caso de  CH, la idea es considerar aproximaciones “pequeñas” de un
objeto con elementos del modelo base. Cuando se considera la colección de estas
aproximaciones rara vez tendrán estructura algebraica, por lo que aparecen los
órdenes parciales de manera natural. Tal vez en esto consista la practicidad del
método con órdenes parciales para forzar desde las cosas más sencillas hasta
aquellas que no se pueden construir con una sola extensión.

Finalmente, cabe mencionar que sí existe un medio de relacionar las distintas
construcciones dadas por las formas de forcing expuestas en este texto. Parti-
cularmente, si se supone la existencia de un filtro genérico G en un conjunto
parcialmente ordenado P y e : P Ñ B es su completación booleana, entonces,
por el lema 2.28, H “ÒerGs es un filtro genérico en B` y por el teorema 2.72
se cumple que V rGs la extensión genérica por el filtro G es igual a la exten-
sión genérica V rHs. Por otra parte, la proposición 2.76 exhibe una semejanza
entre la relación de forcing dada en (2.22) con la dada en (1.4), mientras que
el corolario 2.71 prueba que V rHs ” V pBq{H, por lo que V rGs ” V pBq{H y de
esta manera, las extensiones genéricas de cierto modo son cocientes de mode-
los booleano-valuados. Por otra parte, el teorema de Higgs 3.37 indica que los
modelos booleano-valuados son equivalentes a topos de gavillas sobre un álge-
bra de Boole con la topología canónica. Lo anterior junto con la construcción
filtro-cociente, la cual define un topos bivaluado, prueba que si se considera el
filtro H como un filtro de objetos abiertos H en GavpBq,4 entonces en esencia
se cumple

V rGs ” V pBq{H ” GavpBq{H.

3De la poca literatura que hay respecto al tema está [21], donde se desarrolla el forcing
sobre topos clasificantes.

4Esto se sigue del hecho B – ΩpGavpBqq, con ΩpGavpBqq “ homGavpBqp1,Ωq –
SubGavpBqp1q, lo cual puede consultarse en [2] corolario 6.29.(ii), pág 217.



Apéndice A

Morfismos de orden, álgebras
de Heyting y más propiedades
de V pBq

En este apéndice se procede a definir aquellas funciones entre álgebras de
Boole que preservan la estructura algebraica y a su vez se exploran otras pro-
piedades útiles. Si el lector así lo desea, puede consultar resultados mas a fondo
respecto a estos temas en [3] y en [11], así como en [2] y en [16].

A.1. Morfismos de orden

Se sabe que cualquier álgebra de Boole es en particular un conjunto parcial-
mente ordenado. Más aún, ésta es su estructura categórica. De manera que las
funciones monótonas entre órdenes parciales tienen comportamiento de funtores
covariantes, es decir, si xP,ďy y xQ,ĺy son conjuntos parcialmente ordenados,
entonces f : P ÝÑ Q es una función monótona si para cualesquiera p, q P P
tales que si p ď q, entonces fppq ĺ fpqq. De esta manera se garantiza que f
“preserva” las composiciones y en consecuencia f es un funtor covariante.

Definición A.1. Sean B1 y B2 álgebras de Boole. Una función f : B1 ÝÑ B2

es un morfismo (entre álgebras de Boole) si preserva la estructura algebraica,
es decir, para cualesquiera a, b P B1 se cumplen:

1. fpa^ bq “ fpaq ^ fpbq,

2. fpa_ bq “ fpaq _ fpbq y

3. fp aq “  fpaq.

Desde luego, para cada B, álgebra de Boole, la función identidad en B,
idB : B Ñ B es un morfismo de álgebras de Boole. A su vez, dados f : B1 ÝÑ B2
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y g : B2 ÝÑ B3, morfismos de álgebras de Boole, la composición de funciones
g ˝ f : B1 ÝÑ B3 es un morfismo de álgebras de Boole.

Además, como la composición de funciones es asociativa, entonces la com-
posición de morfismos de álgebras de Boole también es asociativa, es decir, si
f : B1 ÝÑ B2, g : B2 ÝÑ B3 y h : B3 ÝÑ B4 son morfismos de álgebras de
Boole, entonces se cumple

h ˝ pg ˝ fq “ ph ˝ gq ˝ f.

Es fácil ver que para todo morfismo de álgebras de Boole f : B1 ÝÑ B2, se
cumplen fp0q “ 0 y fp1q “ 1.

Proposición A.2. Si f : B1 Ñ B2 es un morfismo de álgebras de Boole,
entonces f es monótona.

Demostración. Sean a, b P B1 tales que a ď b. Así, a ^ b “ a. Como f es un
morfismo de álgebras de Boole, entonces fpaq^ fpbq “ fpa^ bq “ fpaq. De esta
manera, fpaq ď fpbq.

La proposición A.2 prueba que, en efecto, todo morfismo de álgebras resulta
ser un funtor covariante. Por otra parte, por las condiciones (1) y (2) de la
definición A.1, junto al hecho de que los morfisoms preservan al 0 y al 1, se
cumple que todo morfismo de álgebras de Boole visto como funtor preserva
límites y colímites finitos.

Es posible definir las subestructuras de un álgebra de Boole empleando mor-
fismos.

Definición A.3. Sean B0 y B1 álgebras de Boole tales que B0 Ď B1. Se dice
que B0 es una subálgebra de Boole de B1 si y solo si la inclusión B0 ãÑ B1 es
un morfismo de álgebras de Boole.

Observación A.4. Note que en cualquier álgebra de Boole B el subconjunto
2 “ t0, 1u es el subálgebra de Boole no degenerada1 más pequeña de B. Más
aún, 2 es subálgebra completa de B.

En vista de que Boo es una categoría, resulta natural dar las siguientes
definiciones. No obstante, por cuestiones prácticas las siguientes definiciones se
darán en el contexto de las álgebras de Boole.

Definición A.5. Sea f : B1 ÝÑ B2 un morfismo de álgebras de Boole, se dice
que:

f es un mono (monomorfismo) si y solo si f es inyectivo.

f es un epi (epimorfismo) si y solo si f es suprayectivo.

f es un isomorfismo si y solo si f es mono y epi.
1Es decir, tal que 0 ‰ 1.

□ 

■ 

■ 

■ 
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Desde luego, las definiciones recién dadas son de índole categórica, es decir,
son canónicas en cualquier categoría, sin embargo, en general las flechas en
una categoría no necesariamente son funciones. A pesar de esto, con base en la
definición A.5, es posible probar en Boo la caracterización usual de las flechas
en una categoría. No obstante, no se realizará dicha prueba pues ésta se sale de
los intereses de esta tesis.

Cuando existe un isomorfismo entre B1 y B2, álgebras de Boole, se denota
por B1 – B2. Cuando dos álgebras de Boole son isomorfas, entonces se puede
decir que son indistintas en el contexto de las álgebras de Boole. Dicho de otro
modo, cuando dos álgebras de Boole son isomorfas significa que en Boo son
esencialmente iguales.

Definición A.6. Sean xP,ďP y y xQ,ďQy conjuntos parcialmente ordenados y
f : P ÝÑ Q, g : Q ÝÑ P dos funtores2. Se dice que f es adjunto izquierdo de
g, o equivalentemente, g es adjunto derecho de f , si y solo si para cualesquiera
p P P y q P Q se cumple que:

fppq ď q si y solo si p ď gpqq.

Cuando esto sucede, se denota a este hecho3 como f % g. Y de ser necesario
indicar el dominio y contradominio de la adjunción, se denotará como

P

%

Q.

f g

Desde luego, por A.2, los morfismos de álgebras de Boole son en particular
funciones monótonas y en consecuencia funtores, por lo cual, es posible hablar
de adjunciones entre órdenes parciales y, en particular, entre álgebras de Boole.

Proposición A.7. Sea f : B1 ÝÑ B2 un funtor entre álgebras de Boole. Si f
tiene un adjunto derecho, entonces éste es único.

Demostración. Suponga que g y h son adjuntos derechos de f . Así, para
cualesquiera b P B1 y a P B2 se cumple que

b ď gpaq si y solo si fpbq ď a,

si y solo si b ď hpaq,

pues f % g,

pues f % h.

De esta manera, se satisface que gpaq “ hpaq, para todo a P B2. Por lo tanto
g “ h.

Como es de esperarse, en una adjunción entre álgebras de Boole el adjunto
izquierdo es único.

2funciones monótonas
3a este hecho también se le conoce como conexión de Galois

□ 
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Una vez definido el concepto de adjunción entre órdenes parciales, y en
particular entre álgebras de Boole, se puede obtener un resultado respecto a los
supremos generalizados.

Proposición A.8. Si f : B1 ÝÑ B2 es una función monótona entre álgebras
de Boole tal que existe g : B2 ÝÑ B1 que cumple f % g y tbi |i P Iu Ď B1,
entonces

f

˜

ł

iPI

bi

¸

“
ł

iPI

fpbiq.

Demostración. Sea a P B2. De esta manera

f

˜

ł

iPI

bi

¸

ď a ðñ
ł

iPI

bi ď gpaq f % g

ðñ bi ď gpaq para toda i P I por ser supremo
ðñ fpbiq ď a para toda i P I f % g

ðñ
ł

iPI

fpbiq ď a por ser supremo.

De tal modo, por propiedades del orden se cumple que

f

˜

ł

iPI

bi

¸

“
ł

iPI

fpbiq.

Ahora que ya se ha definido y explorado los conceptos de morfismos de
álgebras de Boole y adjunciones entre ellas, se procede a exponer la noción de
exponencial en álgebras de Boole.

Definición A.9. Sean B un álgebra de Boole y x, y, z P B. Se define x ñ y
como el único elemento en B que cumple

z ď pxñ yq si y solo si x^ z ď y. (A.1)

A este elemento se le conoce como la implicación o, de manera equivalente,
la exponencial con base en y y exponente x.

Las propiedades algebraicas en las álgebras de Boole permiten definir la
exponencial de dos elementos en términos de la negación.

Proposición A.10. Si B es un álgebra de Boole y x, y P B, entonces

pxñ yq “  x_ y.

Demostración. Se verá que se dan ambas desigualdades. Sea z P B, Así

z ď pxñ yq si y solo si x^ z ď y por definición de ñ
entonces  x_ px^ zq ď  x_ y por propiedades algebraicas
si y solo si  x_ z ď  x_ y por distributividad
entonces z ď  x_ y por transitividad de ď .

□ 
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De esta manera, se cumple pxñ yq ď  x_ y. Por otra parte

si z ď  x_ y, entonces x^ z ď x^ p x_ yq,

entonces x^ z ď x^ y ď y

si y solo si z ď pxñ yq.

Así, se cumple pxñ yq “  x_ y.

Proposición A.11. Para cualquier álgebra de Boole B y a, b P B, se cumple

pañ bq “ 1 si y solo si a ď b. (A.2)

Demostración. (ñ)

pañ bq “ 1 si y solo si  a_ b “ 1, por la proposición A.10,
entonces a^ p a_ bq “ a^ 1 “ a

si y solo si pa^ aq _ pa^ bq “ a

si y solo si 0_ pa^ bq “ a

si y solo si a ď b.

(ð)

a ď b si y solo si a “ a^ b,

entonces 1 “  a_ a “  a_ pa^ bq

si y solo si 1 “ p a_ aq ^ p a_ bq

si y solo si 1 “ 1^ p a_ bq

si y solo si 1 “ pañ bq.

Proposición A.12. Sean B un álgebra de Boole, x, y, z P B. Si y ď z, entonces:

1. pxñ yq ď pxñ zq,

2. pz ñ xq ď py ñ yq.

Demostración. Sea w P B. Así:

1.

w ď pxñ yq si y solo si x^ w ď y,

entonces x^ w ď z

si y solo si w ď pxñ zq.

De esta manera, pxñ yq ď pxñ zq.

2.

w ď pz ñ xq si y solo si w ^ z ď x,

así, w ^ y ď x

si y solo si w ď py ñ xq.

En consecuencia, pz ñ xq ď py ñ yq.

□ 

□ 
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El término de exponencial surge en categorías que poseen productos binarios
donde se da una situación de adjunción.

Lema A.13. Sean B un álgebra de Boole y x P B. Si se definen xñ _ : B Ñ B
y x^_ : B Ñ B de la siguiente manera:

xñ _pyq “ pxñ yq y x^_pyq “ x^ y

para cada y P B, entonces

B

%

B.

x^_ xñ_

Demostración. Es consecuencia directa de la definición A.9 y de la proposición
A.12.

Con el uso de exponenciales en álgebras de Boole se pueden obtener resul-
tados útiles referentes a los ínfimos y supremos generalizados.

Teorema A.14. Si B es un álgebra de Boole completa, x P B y tyi|i P Iu Ď B,
entonces

x^
ł

iPI

yi “
ł

iPI

px^ yiq.

A esta propiedad se le conoce como ley distributiva generalizada.

Demostración. Se sigue del lema A.13 y de la proposición A.8.

Proposición A.15. Si B es un álgebra de Boole completa y txi|i P Iu Ď B,
entonces

 
ł

iPI

xi “
ľ

iPI

 xi.

A esta propiedad se le conoce como la ley de De Morgan generalizada.

Demostración. Sea y P B. Así

y ď  
ł

iPI

xi si y solo si  y ě
ł

iPI

xi

si y solo si  y ě xi para cada i P I
si y solo si y ď  xi para cada i P I

si y solo si y ď
ľ

iPI

 xi.

Así, por propiedades del orden se cumple

 
ł

iPI

xi “
ľ

iPI

 xi.

□ 

( ) 

□ 

□ 

□ 
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A.1.1. Álgebras de Heyting
Definición A.16. Se dice que una retícula xL,^,_,ďy es un álgebra de Heyting
si L posee 0, 1 y es cartesiana cerrada, es decir, para cualesquiera x, y P L existe
xñ y P L tal que para cualquier z P L se cumple

z ď pxñ yq si y solo si x^ z ď y.

Si H es un álgebra de Heyting, entonces para cualesquiera x, y, z P H se
cumplen las siguientes propiedades:

1. pxñ xq “ 1.

2. x^ pxñ yq “ x^ y.

3. y ^ pxñ yq “ y.

4. xñ py ^ zq “ pxñ yq ^ pxñ zq.

Definición A.17. Sea H un álgebra de Heyting y x P H, se define el pseudo-
complemento de x como

 x “ pxñ 0q.

Para cualesquiera x, y P H el pseudocomplemento satisface las siguientes pro-
piedades:

1. x ď   x.

2. Si x ď y, entonces  y ď  x.

3.  x “    x.

4.   px^ yq “   x^  y.

Sea H un álgebra de Heyting. Se dice que U Ď H es un filtro si satisface las
mismas condiciones descritas en la definición 2.1, es decir,

1 P U y 0 R U ,

si x, y P U , entonces x^ y P U ,

si x P U y x ď y, entonces y P U .

Proposición A.18. Para todo filtro U en un álgebra de Heyting H, existe
un epimorfismo de álgebras de Heyting4 de la forma θ : H ÝÑ K tal que
θ´1p1q “ U .

4Un morfismo de álgebras de Heyting f : H ÝÑ K es una función tal que
fp0q “ 0, fp1q “ 1,

fpa^ bq “ fpaq ^ fpbq,

fpa_ bq “ fpaq _ fpbq,

fpañ bq “ fpaq ñ fpbq.

■ 

■ 

■ 
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Demostración. Suponga que U es principal, es decir, existe u P H tal que
U “Òpuq. Se define la relación – en H como: a – b si y solo si a^ u “ b^ u. Es
fácil ver que – resulta ser una relación de equivalencia.

Sea au P H{–. Se define el orden parcial

au ď bu si y solo si a^ u ď b^ u.

Sea H{– “ H{u, se definen

au ^ bu “ pa^ bqu, au _ bu “ pa_ bqu.

De esta manera resulta fácil comprobar que H{u es una retícula con cero 0u “ 0
y uno 1u “ u. Por otra parte, la implicación está dada por

bu ñ cu “ pbñ cqu.

La cual en efecto es una operación implicación pues au ^ bu ď cu si y solo si
a ^ b ^ u ď c ^ u en H, esto es equivalente a a ^ b ^ u ď c. En consecuencia
a^ u ď pbñ cq ^ u y así au ď pbu ñ cuq. De tal modo, si se definen K “ H{u
y θ es la respectiva proyección al cociente, entonces θ es un epimorfismo.

Más aún, si w ď v ď u son elementos de H, entonces existen los morfismos
evidentes

pu,v : H{u ÝÑ H{v, pv,w : H{v ÝÑ H{w

cuya composición resulta ser pu,w : H{u ÝÑ H{w.

Por otra parte, si U es un filtro arbitrario en H, entonces se define la relación
de congruencia ” en H como

a ” b pmod Uq si y solo si existe u P U tal que a^ u “ b^ u.

De tal modo, el cociente H{U es de la forma

H{U “ ColimuPU H{u

donde los morfismos implicados en el colímite son de la forma pu,v en la
categoría de álgebras de Heyting.

Así, cada elemento en H{U está representado por algún elemento en algún
H{u. De esta manera si au P H{u y bv P H{v, entonces au “ bv si y solo si
existe w ď u^ v en U tal que pu,wpaq “ pv,wpbq y las operaciones de álgebra de
Heyting en au y bv son realizadas en H{w. □ 
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A.2. Propiedades de V pBq

En el capítulo 2 se muestra que si B es un álgebra de Boole completa,
entonces V pBq es una estructura B-valuada. En esta parte, se termina de probar
que V pBq es un modelo B-valuado de ZFC.

Lema A.19. Si B es un álgebra de Boole completa, W es una anticadena en
B` y taxuxPW Ď V pBq es una familia indexada por W , entonces existe a P V pBq
tal que x ď Ja “ axK para cada x PW .

Demostración. Para cada x P W se define bx P V pBq como bx : D ÝÑ B tal
que

bxptq “

#

axptq si t P dompaxq

0 en otro caso.

Así, se define a P V pBq como a : D ÝÑ B y tal que aptq “
ł

yPW

py ^ byptqq.

De esta manera, para cualesquiera t P D y x PW se cumple

x^ aptq “ x^
ł

yPW

py ^ byptqq

“
ł

yPW

px^ y ^ byptqq

“ x^ bxptq pues W es anticadena
ď bxptq.

Así, por (A.1) se cumple que x ď paptq ñ bxptqq y, por la definición de a, se tiene
x^bxptq ď aptq de esta manera x ď pbxptq ñ aptqq. Así, por la propiedad (2) del
teorema 2.53, la proposición A.12 y la definición 2.52, se cumple x ď Ja “ bxK.

Se verá que x ď Jbx “ axK para concluir que x ď Ja “ axK. Por definición
de bx, es fácil ver que Jax Ď bxK “ 1. Para la otra contención se verá que
x ď pbxptq ñ Jt P axKq para cada t P dompbxq, es decir, hay que mostrar que se
cumple x^ bxptq ď Jt P axK. De esta manera, se tienen los siguientes casos:

Si t P dompaxq, entonces x^ bxptq ď axptq ď Jt P axK.

Si t R dompaxq, entonces x^ bxptq “ 0 ď Jt P axK.

Lema A.20. Si B es un álgebra de Boole completa, entonces V pBq es pleno.

Demostración. Como el álgebra de Boole B es un conjunto, entonces se cum-
ple que

tJϕpxqK | x P V pBqu

es un conjunto. De tal modo, empleando el teorema del buen orden, existe un
ordinal α tal que

tJϕpxqK | x P V pBqu “ tJϕpxξqK |ξ ă αu,

■ o 
■ 
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donde txξ | ξ ă αu Ď V pBq.
De tal modo, JDxϕpxqK “

ł

ξăα

JϕpxξqK. Así, para cada ξ ă α se define

uξ “ JϕpxξqK^ 

˜

ł

ηăξ

JϕpxηqK

¸

.

Se verá que tuξ | ξ ă αuzt0u es una anticadena. Sean δ ă γ ă α tales que
uδ ‰ uγ .

Así, JϕpxδqK ď
ł

ηăγ

JϕpxηqK y así uγ ď  

˜

ł

ηăγ

JϕpxηqK

¸

ď  JϕpxδqK.

De esta manera, uγ ^ JϕpxδqK ď p JϕpxδqKq ^ JϕpxδqK “ 0 y como uδ ď
JϕpxδqK, entonces uγ ^ uδ “ 0.

Así, por el lema A.19, existe a P V pBq tal que uξ ď Ja “ xξK para todo ξ ă α
y de esta manera

uξ ď Ja “ xξK^ JϕpxξqK ď JϕpaqK.

En consecuencia

JDxϕpxqK “
ł

ξăα

JϕpxξqK “
ł

ξăα

˜

JϕpxξqK^ 

˜

ł

ηăξ

JϕpxηqK

¸¸

“
ł

ξăα

uξ ď JϕpaqK.

Por el corolario 2.58 se sabe que V , el universo de la teoría de conjuntos,
es elementalmente equivalente a V p2q. Ahora, se explorará que ocurre con las
subálgebras completas de un álgebra de Boole completa.

Lema A.21. Sea B1 una subálgebra completa de B. Se cumplen:

1. V pB
1
q ď V pBq, es decir, V pB

1
q es subestructura5 de V pBq.

2. Si ϕpx1, . . . , xnq es una fórmula atómica y a1, . . . , an P V
pB1q, entonces

Jϕpa1 . . . , anqKB
1

“ Jϕpa1, . . . , anqKB . (A.3)

Demostración. La prueba de (1) es consecuencia del hecho de que si f es
una función y A es un conjunto tal que codpfq Ď A, entonces f Ď f donde
dompfq “ dompfq, codpfq “ A y fpxq “ fpxq. En consecuencia V pB

1
q ď V pBq.

Para verificar (2) basta notar que como B1 es subálgebra completa de B,
entonces los ínfimos y supremos arbitrarios son iguales entre ambas álgebras de
Boole. Así, las definiciones en 2.52 son iguales entre B1 y B. En consecuencia,
para cada fórmula atómica ϕpx1, . . . , xnq y a1, . . . , an P V

pB1q se cumple

Jϕpa1 . . . , anqKB
1

“ Jϕpa1, . . . , anqKB .
5Ver la definición 2.37.

□ 

□ 
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De esta manera, las subálgebras completas de B generan subestructuras de
V pBq.

Ahora se verá que tipo de fórmulas se preservan entre V pB
1
q y V pBq.

Teorema A.22. Si B1 es una subálgebra completa de B y ϕ es una fórmula
∆0,6 entonces para cualesquiera a1, . . . , an P V

pB1q se cumple

Jϕpa1, . . . , anqKB
1

“ Jϕpa1, . . . , anqKB . (A.4)

Demostración. La prueba se da por recursión sobre la formación de fórmulas
∆0.

Si ϕ es una fórmula atómica, entonces por la propiedad (2) del lema A.21 se
cumple (A.4). Si a P V pB

1
q, entonces por el corolario 2.54 se cumple que si x es

una variable, entonces

JDx P a ϕpxqKB
1

“ JDx P a ϕpxqKB y J@x P a ϕpxqKB
1

“ J@x P a ϕpxqKB .

Por último si ϕ y ψ son fórmulas ∆0, entonces por las definiciones (1) y (2) en
2.32 se concluye que  ϕ y ϕ^ ψ satisfacen (A.4).

Corolario A.23. Si B es un álgebra de Boole completa y ϕpx1, . . . , xnq una
fórmula ∆0, entonces

ϕpx1, . . . , xnq es verdadero si y solo si Jϕpx̌1, . . . , x̌nqKB “ 1.

Demostración. La prueba es consecuencia del corolario 2.58, del hecho que 2
es subálgebra completa de B y del teorema A.22.

De esta manera si ϕ es una fórmula ∆0, entonces ϕ “sube” y “baja” semán-
ticamente entre V y V pBq sin importar el álgebra de Boole completa B.

Corolario A.24. Sean B un álgebra de Boole completa y ϕ una fórmula Σ1.7

Si ϕpx1, . . . , xnq es verdadero, entonces Jϕpx̌1, . . . , x̌nqK “ 1.

Demostración. Sea ϕ una fórmula Σ1. Así

ϕpx1, . . . , xnq si y solo si Dxψpx, x1, . . . , xnq,

donde ψ es una fórmula ∆0. Suponga verdadero Dxψpx, x1, . . . , xnq, esto ocurre,
si y solo si hay algún y P V tal que ψpy, x1, . . . , xnq es verdadero, equivalente-
mente, por el corolario A.23, existe algún y P V tal que Jψpy̌, x̌1, . . . , x̌nqK “ 1.
De esta manera

JDxψpx̌, x̌1, . . . , x̌nqK “
ł

aPV pBq

Jψpǎ, x̌1, . . . , x̌nqK

ě
ł

xPV

Jψpx̌, x̌1, . . . , x̌nqK

ě Jψpy̌, x̌1, . . . , x̌nqK
“ 1.

6Ver [11], definición 12.8, pág 163.
7Ver [11], página 183

□ 

□ 

□ 
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Lema A.25. Si x P V pBq, entonces

Jx es un ordinalK “
ł

αPOrd

Jx “ α̌K. (A.5)

Demostración. Como la fórmula “α es un ordinal” es una fórmula ∆0,8 por el
corolario A.23, para cada ordinal α se cumple que

Jx “ α̌K “ Jx “ α̌K^ Jα̌ es un ordinalK ď Jx es un ordinalK.

De tal modo
ł

αPOrd

Jx “ α̌K ď Jx es un ordinalK.

Sea Jx es un ordinalK “ u. De esta manera, si ξ ‰ η, entonces Jξ̌ “ η̌K “ 0.
Así, para cada t P dompxq la función

f : Dt ÝÑ B,

fpξq “ Jt “ ξ̌K

donde Dt “ tξ P Ord | Jt “ ξ̌K ‰ 0u es inyectiva y en consecuencia, como B es
un conjunto, Dt también es un conjunto. De tal modo, si se considera

D “
ď

tPdompxq

Dt,

entonces D es un conjunto de ordinales. Sea γ un ordinal tal que γ R D. Así,
para cada t P dompxq se cumple Jt “ γ̌K “ 0 y de esta manera Jγ̌ P xK “ 0.
Además, se sabe que

u ď Jx P γ̌K_ Jx “ γ̌K_ Jγ̌ P xK

y como Jγ̌ P xK “ 0, entonces se cumple

u ď Jx P γ̌K_ Jx “ γ̌K

“

˜

ł

δăγ

Jx “ δ̌K

¸

_ Jx “ γ̌K

“
ł

δďγ

Jx “ δ̌K

ď
ł

αPOrd

Jx “ α̌K.

Así, Jx es un ordinalK ď
ł

αPOrd

Jx “ α̌K.

8Ver [11], lema 12.10,(i), pág 164

□ 
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Corolario A.26. Si ϕ es una fórmula en el lenguaje de la teoría de conjuntos
y α es un ordinal, entonces

JDαϕpαqK “
ł

αPOrd

Jϕpα̌qK, (A.6)

J@αϕpαqK “
ľ

αPOrd

Jϕpα̌qK. (A.7)

Demostración. Solo se verá la prueba de (A.6), pues la prueba de (A.7) es
análoga.

Se considera la fórmula

ordpxq si y solo si “x es un ordinal”.

De esta manera, se cumple

JDαϕpαqK “ JDxpordpxq ^ ϕpxqqK

“
ł

aPV pBq

Jordpaq ^ ϕpaqK

“
ł

aPV pBq

˜

ł

αPOrd

p Ja “ α̌K^ JϕpaqK q

¸

“
ł

aPV pBq

ł

αPOrd

Jϕpα̌qK

“
ł

αPOrd

Jϕpα̌qK.

Finalmente, se probará que si B es un álgebra de Boole completa, entonces
ZFC $ pV pBq |ù ZFCq.

Teorema A.27. Si B es un álgebra de Boole completa, entonces V pBq es un
modelo B-valuado de ZFC.

Demostración. Se verá que JϕK “ 1 para cada ϕ P ZFC.
Extensionalidad.
Sean a, b P V pBq. Por (2) en el teorema 2.53 y de la proposición A.12, se

cumple
pJc P aK ñ Jc P bKq ď papcq ñ Jc P bKq

para cualquier c P dompaq y en consecuencia

J@cpc P aÑ c P bqK “
ľ

c P V pBq

pJc P aK ñ Jc P bKq

ď
ľ

c P dompaq

pJc P aK ñ Jc P bKq

ď
ľ

c P dompaq

papcq ñ Jc P bKq

“ Ja Ď bK.

□ 



118 APÉNDICE A. APÉNDICE

Así, por simetría se cumple que J@cpc P bÑ c P aqK ď Jb Ď aK. En consecuencia
J@cpc P aØ c P bqK ď Ja “ bK.

Por (A.2) en la proposición A.11, se cumple

J@cpc P aØ c P bq Ñ pa “ bqK “ 1.

Par.
Sean a, b P V pBq. Se define c P V pBq como dompcq “ ta, bu y cpaq “ cpbq “ 1.

Así, por (1) en la definición 2.52, se cumple Jpa P cq ^ pb P cqK “ 1 y por la
propiedad (2) del corolario 2.54 se tiene

J@x P cppx “ aq _ px “ bqqK “
ľ

xPdompcq

pcpxq ñ Jpx “ aq _ px “ bqKq

“ pcpaq ñ Jpa “ aq _ pa “ bqKq ^ pcpbq ñ Jpb “ aq _ pb “ bqKq “ 1.

Separación.
Sean x P V pBq y ϕ una fórmula en el lenguaje de la teoría de conjuntos. Se

verá que existe algún y P V pBq tal que Jy Ď xK “ 1 y que

J@z P xpϕpzq Ø z P yqK “ 1.

Sea y P V pBq definido por dompxq “ dompyq y yptq “ pxptq ^ JϕptqKq. De
esta manera, por (2) en el teorema 2.53, si t P dompyq, entonces se cumple
yptq ď xptq ď Jt P xK. Así, por (A.2) en la proposición A.11 y por (2) en la
definición 2.52, se cumple Jy Ď xK “ 1. Sea z P V pBq, de esta manera, se tiene

Jz P yK “
ł

wPdompyq

pypwq ^ Jw “ zKq

“
ł

wPdompxq

pxpwq ^ JϕpwqK^ Jw “ zKq

“
ł

wPdompxq

pxpwq ^ JϕpzqK^ Jw “ zKq

“ Jz P xK^ JϕpzqK.

Para ver que J@w P xpϕpwq Ø pw P yqqK “ 1, por el corolario 2.54, basta que
ver xpwq ď Jϕpwq Ø pw P yqqK para todo w P dompxq, es decir,

xpwq ď JϕpwqK ñ Jw P yK y xpwq ď Jw P yK ñ JϕpwqK.

Para probar la primera desigualdad basta notar que

xpwq ^ JϕpwqK ď Jw P xK^ JϕpwqK “ Jw P yK.

Mientras que para la segunda desigualdad.
xpwq ď Jw P yK ñ JϕpwqK si y solo si xpwq ^ Jw P yK ď JϕpwqK, lo cual es

equivalente a xpwq ^ Jw P xK^ JϕpwqK ď JϕpwqK. Por lo tanto

J@w P xpϕpwq Ø pw P yqqK “ 1.
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Unión.
Se verá que para cada x P V pBq existe algún y P V pBq tal que cumple

J@z P xp@w P zpw P yqqK “ 1.

Se define y P V pBq como

dompyq “
ď

zPdompxq

dompzq y tal que

yptq “ 1 para cada t P dompyq.

Para probar que
ľ

zPdompxq

pxpzq ñ J@w P zpw P yqKq “ 1 se considera z P dompxq

y se verá que xpzq ď J@w P zpw P yqK, es decir,

xpzq ď
ľ

zPdompxq

pxpzq ñ J@w P zpw P yqKq.

De esta manera, basta ver que xpzq ď pzpwq ñ Jw P yKq para todo w P dompzq.
Por otra parte, como w P dompzq y z P dompxq, entonces w P dompyq y así
1 “ ypwq ď Jw P yK. Por lo que xpzq ^ zpwq ď Jw P yK. De tal modo, por la
proposición A.12, se cumple xpzq ď pzpwq ñ Jw P yKq. Por lo tanto

JDyp@z P xp@w P zpw P yqqqK “ 1.

Potencia.
Se verá que para cada x P V pBq existe algún y P V pBq tal que

J@zpz Ď xÑ pz P yqqK “ 1.

Se define y P V pBq como

dompyq “ tu P V pBq | dompuq “ dompxqu,

tal que ypuq “ Ju Ď xK.

Sea z P V pBq. Se verá que Jz Ď xK ď Jz P yK, para esto se considera z P V pBq
y se define z1 P V pBq como dompz1q “ dompxq y z1ptq “ Jt P zK. De esta
manera z1 P dompyq, por lo que se debe ver que Jz Ď xK ď Jz “ z1K ^ Jz1 P yK.
Primeramente, se cumple

Jz1 Ď zK “
ľ

tPdompz1q

pz1ptq ñ Jt P zKq

“
ľ

tPdompz1q

pJt P zK ñ Jt P zKq

“ 1.

Ahora, se verá que

Jz Ď xK ď JppxX zq Ď z1q ^ pz1 Ď zq ^ pz Ď xqK ď Jz “ z1K.
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Para esto, basta probar que JpxX zq Ď z1K “ 1. Se cumple

Jw P pxX zqK “ Jw P xK^ Jw P zK

“

¨

˝

ł

tPdompxq

pxptq ^ Jt “ wKq

˛

‚^ Jw P zK

“
ł

tPdompxq

pxptq ^ Jt “ wK^ Jw P zKq

ď
ł

tPdompxq

pJt “ wK^ Jt P zKq

“
ł

tPdompxq

pJt “ wK^ z1ptqq

“ Jw P z1K.

Falta ver que Jz Ď xK ď Jz1 P yK. Ocurre

Jz Ď xK “ J@wpw P z Ñ w P xqK

“
ľ

wPV pBq

pJw P zK ñ Jw P xKq

ď
ľ

wPdompz1q

pz1pwq ñ Jw P xKq

“ Jz1 Ď xK
“ ypz1q

ď Jz1 P yK.

Por lo tanto
JDyp@zpz Ď xÑ pz P yqqqK “ 1.

Infinito. Como “x es un conjunto inductivo” es una fórmula ∆0,9 por el
corolario A.23, se cumple que

Jω̌ es un conjunto inductivoK “ 1.

Reemplazo.
Sean x P V pBq y ϕ una fórmula con dos variables libres en el lenguaje de la

teoría de conjuntos tales que si ϕpx, yq y ϕpx, zq son verdaderas en la teoría de
conjuntos, entonces y “ z. Se verá que existe algún y P V pBq tal que

J@u P xpDvϕpu, vq Ñ Dw P y pϕpu,wqqqK “ 1.

Se define y P V pBq como

dompyq “
ď

tSu | u P dompxqu

tal que yptq “ 1,

9Se sigue de [11], lema 12.10, pág 164.
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donde Su Ď V pBq es un conjunto de elección tal que
ł

vPV pBq

Jϕpu, vqK “
ł

vPSu

Jϕpu, vqK.

Sea u P dompxq. Por el corolario 2.54, basta que ver

xpuq ď JDvϕpu, vq Ñ Dw P y pϕpu,wqqK
“ pJDvϕpu, vqKq ñ pJDw P y pϕpu,wqqKq.

Por (A.2) en la proposición A.11, basta probar que

JDvϕpu, vqK ď JDw P y pϕpu,wqqK.

Así

JDvϕpu, vqK “
ł

aPV pBq

Jϕpu, aqK

“
ł

aPSu

Jϕpu, aqK

ď
ł

aPdompyq

Jϕpu, aqK

“
ł

aPdompyq

p ypaq ^ Jϕpu, aqK q

“ JDw P y pϕpu,wqqK por el corolario 2.54.

De esta manera, se cumple

JDyp@u P xpDvϕpu, vq Ñ Dw P y pϕpu,wqqqqK “ 1.

Buena Fundación.
Sea x P V pBq, se verá que

JDupu P xq Ñ Dy P xp@z P ypz R xqqK “ 1.

Suponga que no, es decir,

JDupu P xq ^ @y P xpDz P ypz P xqqK “ b ‰ 0.

Sea y P V pBq de rango mínimo tal que Jy P xK ^ b ‰ 0. De esta manera,
Jy P xK^b ď JDz P ypz P xqK. Así, existe algún z P dompyq tal que Jz P xK^b ‰ 0
y en consecuencia rangpzq ă rangpyq. Lo cual es una contradicción.

Elección.
Por el axioma de elección en V , por el hecho de que “X es bien ordenable”

es una fórmula Σ1
10 y por el corolario A.24, se sabe que para todo s P V

Jš es bien ordenable K “ 1.

10Se sigue de [14], teorema 3.11, pág 121.
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De tal modo, se verá para cada x P V pBq existen s P V y una “función” f P V pBq
tales que

Jf es una función sobre š y x Ď ImpfqK “ 1. (A.8)

De esta manera, sea s “ dompxq y se define f P V pBq de la siguiente manera

dompfq “ txy̌, yypBq | y P su

fptq “ 1 para toda t P dompfq

donde para cualesquiera u, v P V pBq

xu, vypBq “ ttuupBq, tu, vupBqupBq,

tu, vupBq “ tuupBq Y tvupBq,

tuupBq “ txu, 1yu.

(A.9)

Se verá que:

Jx Ď ImpfqK “ 1, donde Impfq está caracterizado en V pBq de la siguiente
manera

dompImpfqq “ ty | xy̌, yypBq P dompfqu,

Impfqpyq “ fpy̌, yq.

De esta manera, es fácil ver que Jx Ď ImpfqK “ 1.

Jf es una función sobre šK “ 1.

Para probar esto, si se considera una función g en V que cumple gpy̌q “ y
para todo y P s, entonces g es una función sobre s y por el corolario A.23,
se garantiza que Jǧ es una función sobre šK “ 1. Por lo tanto, se cumple
(A.8).

En conclusión, se cumple
V pBq |ù ZFC.

Proposición A.28. Para todo u P V pBq se cumple

Lpuq “
ł

xPL

Ju “ x̌K

donde la fórmula Lpxq indica que “x es constructible”, es decir, “x P L”.

Demostración. Por la definición de Lpuq se cumple

JLpuqK “ JDα P Ord pu P LαqK “
ł

αPOrd

Ju P Lα̌K.

Como la fórmula x “ Lα es una fórmula Σ1, por el corolario A.24, se cumple

Jx̌ “ Lα̌K “ 1.

■ 

■ 

□ 
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De esta manera
JĽα “ Lα̌K “ 1.

En consecuencia

JLpuqK “
ł

αPOrd

Ju P Lα̌K

“
ł

αPOrd

Ju P ĽαK

“
ł

αPOrd

ł

xPLα

Ju “ x̌K

“
ł

xPL

Ju “ x̌K.

Teorema A.29. Si B es un álgebra de Boole que satisface la ccc, entonces para
cualesquiera ordinal α y x, y P V se cumple que:

1. Si α es un cardinal, entonces V pBq |ù α̌ es un cardinal.

2. V pBq |ù ℵ̌α “ ℵα̌.

3. |x| “ |y| si y solo si V pBq |ù |x̌| “ |y̌|.

4. Si α es un cardinal regular, entonces V pBq |ù α̌ es cardinal regular.

5. Si α es un cardinal regular no numerable y ξ P V pBq satisface Jξ ă α̌K “ 1,
entonces existe un ordinal β ă α tal que Jξ ă β̌K “ 1.

Demostración. 1. Sea α cardinal. Si α ă ω, entonces como

@αpα P ω Ñ α es un cardinalq

es un teorema de ZF , por el teorema A.27, se cumple

V pBq |ù @αpα P ω̌ Ñ α es un cardinalq.

Si α “ ℵ0, entonces la fórmula “x “ ℵ0” es ∆0
11. Por el corolario A.23 y

el teorema A.27, se obtiene

V pBq |ù ℵ̌0 “ ℵ0. (A.10)

En consecuencia, V pBq |ù “α̌ es un cardinal” para todo α ď ω.
Suponga ω ă α, entonces basta probar que para toda f P V pBq y β ă α
se cumple

Jf es función tal que dompfq “ β̌ y Impfq “ α̌K “ 0.

Suponga lo contrario, entonces existen f P V pBq y β ă α tales que

a “ Jf es función tal que dompfq “ β̌ y Impfq “ α̌K ‰ 0.

11Ver [11], lema 12.10, pág 164

□ 
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De esta manera

0 ‰ a ď
ľ

ηăα

ł

ξăβ

`

Jfpξ̌q “ η̌K^ a
˘

.

De tal modo, se sigue que para cada η ă α existe al menos un ξη ă β
tal que Jfpξ̌ηq “ η̌K ^ a ‰ 0. Como α no es numerable y β ă α, entonces
debe existir algún γ ă β tal que el conjunto X “ tη ă α | ξη “ γu no es
numerable. Así, el conjunto

tJfpγ̌q “ η̌K^ a | η P Xu

es una anticadena no numerable en B lo cual es una contradicción. Así
a “ 0 y en consecuencia se cumple (1).

2. Se verá por inducción que, para todo ordinal α, se cumple

V pBq |ù ℵ̌α ď ℵα̌.

Si α “ 0, entonces se cumple (A.10). Suponga 0 ă α y que para toda
β ă α ocurre V pBq |ù ℵ̌β ď ℵβ̌ . De esta manera, se cumple

ℵ0 ď ξ ă ℵα implica |ξ| “ ℵβ para algún β ă α

V pBq |ù |ξ̌| “ |ℵ̌β | por el lema 2.57

V pBq |ù |ξ̌| ď ℵβ̌ por hipótesis

V pBq |ù |ξ̌| ă ℵα̌
V pBq |ù ξ̌ ă ℵα̌.

Además, si ζ ă ℵ0, entonces V pBq |ù ζ̌ ă ℵ̌0. En consecuencia

V pBq |ù ζ̌ ă ℵα̌.

De tal modo, si ξ ă ℵα, entonces V pBq |ù ξ̌ ă ℵα̌. Así

Jη ă ℵ̌αK “
ł

ξăℵα

Jη “ ξ̌K

“
ł

ξăℵα

`

Jη “ ξ̌K^ Jξ̌ ă ℵα̌K
˘

por lo anterior

ď Jη ă ℵα̌K.

Así, V pBq |ù @ηpη ă ℵ̌α Ñ η ă ℵα̌q y en consecuencia V pBq |ù ℵ̌α ď ℵα̌.
Falta ver por inducción sobre α que V pBq |ù ℵα̌ ď ℵ̌α.
Por (1), se cumple V pBq |ù ℵ̌α es un cardinal. De tal modo, si β ă α,
entonces V pBq |ù ℵ̌β ă ℵ̌α y por hipótesis de inducción V pBq |ù ℵ̌β “ ℵβ̌ .
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De esta manera V pBq |ù ℵβ̌ ď ℵ̌α, en consecuencia

1 “ Jℵ̌α es un cardinalK^
ľ

βăα

Jℵβ̌ ď ℵ̌αK

“ Jℵ̌α es un cardinal ^ @β ă α̌pℵβ̌ ď ℵ̌αqK

ď Jℵα̌ ď ℵ̌αK.

Por el principio de inducción fuerte, se cumple (2).

3. Se sigue inmediatamente de (1) y (2).

4. Sea α un cardinal regular y sin pérdida de generalidad suponga ℵ0 ă α.

Suponga que Jα̌ no es regularK ‰ 0, sea ϕpx, yq la fórmula “x es una fun-
ción cofinal de y a α̌”. Así

0 ‰ Jα̌ no es regularK “ JDξ ă α̌ Df ϕpf, ξqK “
ł

βăα

JDf ϕpf, βqK.

De esta manera, existe algún β ă α tal que 0 ‰ JDf ϕpf, βqK “ a para
algún a P B`. Por el lema A.20, existe algún f P V pBq tal que a “
Jϕpf, βqK. De esta manera

0 ‰ a ď JImpfq es cofinal en α̌K

“
ľ

ηăα

ł

ξăβ

ł

µěη

Jfpξ̌q “ µ̌K.

De lo anterior se sigue que para cada η ă α existen ordinales ξη ă β y
µη ă α tales que Jfpξ̌ηq “ µ̌ηK ^ a ‰ 0. Como α es regular y β ă α,
entonces existe γ ă β tal que X “ tη ă α | ξη “ γu tiene cardinalidad α.
Así,

tJfpγ̌q “ µ̌ηK^ a | η P Xu

es una anticadena de cardinalidad α ą ℵ0, lo cual es una contradicción.
De esta manera, se sigue (4).

5. Suponiendo la hipótesis, el conjunto tJξ “ η̌K | η ă αu es una anticadena
en B y en consecuencia X “ tη ă α | Jξ “ η̌K ‰ 0u es numerable. Sea
β “ suppXq ` 1, así β ă α y entonces

1 “ Jξ ă α̌K “
ł

ηăα

Jξ “ η̌K “
ł

ηPX

Jξ “ η̌K

ď
ł

ηăβ

Jξ “ η̌K “ Jξ ă β̌K.

De ahí, (5) se sigue.
□ 
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