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INTRODUCCION

Uno de los temas principales en la teoria de optimizacién sobre gréficas es el de flujos,
que puede verse en diferentes circunstancias de la vida cotidiana, por ejemplo: las redes de
transporte, redes de comunicaciéon y sistemas de tuberfas. En particular, esta tesis tiene
como objetivo ampliar el estudio del flujo factible, que en una red consiste en determinar uno
que satisfaga ciertas restricciones sobre los arcos, o restricciones de capacidad [¢™(j), ¢t ()],
y restricciones sobre los nodos, o restricciones de oferta b(i). De forma paralela, en el prob-
lema del diferencial factible se desea determinar un potencial u(i) sobre los nodos tal que el
diferencial de cada arco se encuentre dentro de un intervalo [b~(j),b" (j)].

A diferencia del enfoque cldsico de programacién lineal, los teoremas de coloracién en
graficas pueden establecer un paralelismo entre este par de problemas, asi como entre los de
optimalidad correspondientes. Las restricciones mencionadas pueden imponerse a problemas
que no necesariamente estan definidos sobre gréficas, el estudio de esta generalizacion es el
objetivo principal del trabajo.

Dicho lo anterior, en el primer capitulo se definen los conceptos de cadenas y cortes
compatibles con la coloracién sobre una gréafica, que dan paso al problema de la cadena
coloreada resuelto mediante el algoritmo de enrutamiento. El teorema de la red coloreada
encuentra su justificacién en el algoritmo de enrutamiento, que a su vez inspira el lema de
Minty. Ambos resultados resultan fundamentales al establecer un algortimo que permita
encontrar la solucién al problema del flujo factible.

El segundo capitulo trata del problema del flujo factible. Con ayuda de la coloracién de
redes se establecen propiedades que deben cumplir la grafica y los intervalos de capacidad
para la existencia de solucién, los cuales son enunciados en el teorema de distribucién factible.
El algoritmo de rectificacion de flujo, que verifica estas condiciones, resuelve el problema de
factibilidad de flujo o determina la no existencia de ésta. Es importante senalar el uso de
los algoritmos de coloracién como subrutinas en el de rectificacién de flujos, formulando la
equivalencia de conceptos de flujo con ciertos modelos de coloracién de una manera muy
ingeniosa.

Se estudian los problemas de flujo maximo y de corte minimo, baséndose en la dualidad de
los mismos se replantea el algoritmo de Ford Fulkerson utilizando del algoritmo de coloracién
como subrutinas del mismo.

Existe un paralelismo entre los problemas de distribucién factible y de diferencial factible,
en el tercer capitulo se adentra en el estudio de este tltimo. El teorema de distribucion
factible enuncia las condiciones que se deben cumplir para la existencia de una solucién y el
algoritmo de rectificacién de tensién resuelve el problema del diferencial factible o determina
la no existencia de ésta. De igual forma que en el problema de flujo, se senala el uso de los
algoritmos de coloracién como subrutinas en el de rectificaciéon de tension.

Se estudian los problemas de tensién méaxima y de cadena minima, basdndose en la
dualidad de los mismos, se plantea un algoritmo que utiliza los de coloracién como subrutinas
del mismo.
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El capitulo cuatro se centra en mostrar la generalizacién de los problemas planteados en
los primeros apartados de esta tesis:
El problema del flujo factible, como se describird de forma muy detallada, se puede escribir
como:
Ex=1b
T EC
De la misma forma, el problema del diferencial factible como:
—ul =v
veD

Donde E es la matriz de incidencia de la grafica. La generalizaciéon de estos problemas
surge cuando E es una matriz con entradas reales que no necesariamente es de incidencia y
se conocen como problema de factibilidad primal y problema de factibilidad dual respecti-
vamente. Los conceptos de flujos, divergencias, diferenciales y potenciales son generalizados
como variables primales y duales; que a su vez dan paso a la definicién de soportes primales
y duales como conjuntos de indices de la matriz.

El estudio de las representaciones de Tucker y la teoria de bases es fundamental para
plantear un algoritmo que resuelva los problemas generalizados o determine la no existencia de
una solucién. El planteamiento de las representaciones de Tucker permite también generalizar
los resultados de coloracién sobre cualquier matriz; que serdn usados como subrutinas en los
algoritmos de rectificacién primal y dual.

Con el objetivo de resolver problemas que surjan en la practica, con ayuda del programa
Matlab se desarrolla la automatizaciéon del algoritmo de factibilidad primal. Se explica al
usuario la forma en que se debe usar el programa, y la forma en que se desarrollan las tres
rutinas programadas:

-Solucién Inicial y Representacion de Tucker
-Algoritmo del indice coloreado
-Algoritmo de rectificacién Primal

Este programa constituye ademds una herramienta que permite el proceso de experi-
mentacién y puede ser utilizada como apoyo en los cursos de Investigacién de Operaciones.

12



Capitulo 1: Una introduccién a la coloracién en una red

A lo largo de este escrito se trabaja con el planteamiento y resolucién de algunos problemas
de gréficas, ddndoles un enfoque basado en la coloracién de arcos de teorfa de gréficas, por
lo cual, en este primer capitulo se sentaran las bases para el andlisis de dichos problemas.

Se comienza dando la definicién de coloracién, asi como el planteamiento de los problemas
de la cadena coloreada y el corte coloreado. La base fundamental para el enfoque de los
problemas estd constituida por dos resultados de coloracién: el lema de Minty y el teorema
de la red coloreada, los cuales analizaremos con detenimiento.

1.1 Conceptos Generales

1.1.1 Coloracién

Es comin que al viajar en un automévil existan avenidas en que sélo se puede manejar
en un sentido, avenidas en que se puede manejar en ambos sentidos, avenidas que estdn
cerradas y ya no es posible conducir a través de ellas, e incluso al encontrar mucho trafico,
es posible transitar por avenidas en sentido contrario. De tal forma que se debe encontrar la
combinacién de tramos que permitan llegar al destino deseado. El anilisis de redes permite
encontrar la solucién adecuada a tal problema, es decir, se puede detectar la forma de llegar
de un lugar a otro tomando en cuenta las restricciones de los posibles caminos que existen.
Una forma de hallar la solucién es definiendo primero qué tipo de avenidas hay, para luego
asignarles un color y encontar una combinacién de avenidas que cumplan ciertas restricciones
de color.

Se dice que una coloracién es una funcién que va del conjunto de arcos a un conjunto de
colores, donde a cada arco se le asocia, uno y sélo un color.

Los colores de los que hacemos uso son: verde, blanco, negro y rojo.

Como se dijo, existen avenidas que pueden ser recorridas en ambos sentidos, en uno solo,
o que estan cerradas, es decir, existen ciertas restricciones que necesariamente deben ser
respetadas al dar una solucién. Las restricciones definen qué color se le asignard a cada arco,
habiendo asfi cuatro tipos de arcos en una red:

Verde | Pueden ser recorridos en ambos sentidos
Blanco | Pueden recorrerse sélo en sentido positivo
Negro | Pueden recorrerse sélo en sentido contrario
Rojo No pueden recorrerse

Ejemplo: Supéngase que la siguiente gréfica representa una ciudad; los lugares fijos son
los vértices 1,2,3,4,5,6 v 7. Las calles son representadas por los arcos, en donde las flechas
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determinan su sentido y se ha definido una coloracién. De tal forma, la calle (1,2) representa
una avenida que se puede recorrer positivamente (ir de 1 a 2) o en sentido contrario (ir de 2
a 1); la calle (2,5) sélo puede recorrérse para ir del lugar 2 al lugar 5 y por la calle (5,7) no
es posible pasar.

n /;M/ v
Figura 1.1.1

Si se deseara llegar del lugar 1 al lugar 7, el problema serfa reducido a encontrar la
secuencia de vértices y arcos que vayan de 1 a 7 tal que cada arco involucrado respete las
restricciones correspondientes. En la siguiente seccién se estudian los conceptos con los que
se da solucién.

1.1.2 Cadenas compatibles con la coloracién y el problema de la cadena co-
loreada

Sea G[X, A] una grifica en donde X es el conjunto de vértices y A denota el conjunto de
arcos. Una cadena se define como una secuencia vértices y arcos

P g, ag,11,a1,%2,09, ... ... y Ak—1, Uk

en donde cada arco a; estd conectado con a;_; por un extremo y con aj;i. en el otro
extremo. Se dice que un arco a; = (ij,4,41) es recorrido positivamente si va de i; a ij41;
andlogamente, se dice que se recorre negativamente si va de 7;1; a ;.

Una cadena P de un conjunto de vértices Nt aotro N~,con NTUN- C Xy NT NN~ =
&, constituye dos conjuntos de arcos Pty P~:

—P*: Conjunto de arcos recorridos positivamente.
—P7: Conjunto de arcos recorridos negativamente.

Y se define la funcién de incidencia de la cadena como:

14



1 sijepPt
ep(j) 4 -1 sije P~
0 en otro caso

Una cadena P : Nt — N~ es compatible con la coloracién si cumple que todo arco en
PT sea verde o blanco y todo arco en P~ sea verde o negro.

En la grafica anterior, una cadena compatible con la coloracién de N* = {1} a N~ =
{7} es P:1,(4,1),4,(4,7),7 , que ademds coincide con la solucién al problema planteado.
Dicha cadena puede denotarse también como P : 1 «— 4 — 7 | en este caso los arcos son
representados por las flechas, respetando el sentido de cada uno.

De tal forma, el problema de la cadena coloreada consiste en determinar una cadena
P : Nt — N~ compatible con la coloracién.

Supéngase ahora que por alguna razon las calles (4,1) y (4,7) no pueden ser transitadas,
es decir, adquieren color rojo como se muestra en la siguiente gréfica:

I | R

1 e T Q

A simple vista se observa que no es posible llegar del lugar 1 al lugar 7, pues dada la
coloracion de las calles (5,7),(2,7),(4,1),(1,3) no es posible transitar por ellas, y por tanto
eliminan la posibilidad de arribar al lugar 7. El conjunto de los arcos que representan dichas
calles introducen el concepto dual de la cadena compatible con la coloracién, que es estudiado
en la siguiente seccion.

Figura 1.1.2

1.1.3 Cortes compatibles con la coloracién y el problema del corte coloreado

Sea G[X,A] una grafica y S C X. Sea S = X \ S. Se denota con @) =[S, 5’| al conjunto
de arcos que tienen un extremo en Sy el otro fuera de S. Se denota con Q*(Q)~) al conjunto
de arcos (7, ) tal que i € S(€ §") y j € S'(€ S) respectivamente.

Sean N* y N~ dos subconjuntos ajenos de vértices, se dice () es un corte que separa
al conjunto N* de N~ si es de la forma [S,5’], para algin S C X, tal que N* C Sy
N~ NS =. Sedenotacon Q : Nt | N™.
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La funcién de incidencia de un corte se define como:

1 sijeq@t
eq(j) 4 -1 sijeQ
0 en otro caso

Dada la coloracién en la red R con los colores verde, blanco, negro y rojo, un corte
Q : Nt | N~ es compatible con la coloracién si cumple que todo arco en Q% es negro o rojo
y todo arco en ()~ es blanco o rojo.

En el ejemplo de las calles, el corte al que se ha hecho referencia estd definido por S =
[1,2,5} y §' = {3,4,6,7} donde N* = {1} y N~ = {7} y Q* = {(5,7),(2.7), (1,3)} de
color rojo y negro, y @~ = {(4,1)} de color rojo.

2 b
s
o e D R N
N g —
-~
-
,f‘ /""\\
1l T 4
r
£
F
4n r
i
F \6 g

Figura 1.1.3

El corte coloreado consiste en determinar un corte @ : N* | N~ compatible con la
coloracién.

Resulta interesante analizar la dualidad de los dos problemas; por ejemplo, un arco de
color verde forma parte de cadenas o caminos compatibles con la coloracién y no de cortes
compatibles; un arco de color blanco permite que se avance en el sentido del arco y forma parte
de caminos o cadenas compatibles, pero si su nodo final se encuentra en S entonces forma
parte de un corte compatible; un arco de color negro forma parte de una cadena compatible
con la coloracién sélo si es recorrido en sentido contrario y forma parte de un corte compatible
si su nodo inicial estd en S, finalmente un arco de color rojo siempre formars parte de un
corte compatible y bajo ninguna circunstancia formara parte de una cadena compatible con
la coloracion.

Esta dualidad se muestra resumida en el siguiente diagrama:
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Verde {Cadena {Recorrido en ambos sentidos

Cadena {Recorrido en sentido positivo
Blanco
Corte {Recorrido en sentido negativo
Color de arco
Cadena {Recorrido en sentido negativo
Negro
Corte {Recorrido en sentido positivo

Rojo{ Corte {Recorrido en ambos sentidos

Retomando una vez més el problema de las avenidas, se ha dado la solucién correspon-
diente a una cadena compatible con la coloracién, pero no se ha contestado a la pregunta
fundamental, ;Cémo determinar una cadena compatible con la coloracién en una gréafica
coloreada?. En la siguiente seccion se estudia el algoritmo que contesta la cuestion, llamado
método de enrutamiento. Se detalla también que el mismo método da solucién al problema
del corte compatible con la coloracion.

El teorema de la red coloreada es una de las partes fundamentales para todo el andlisis
de coloracion, dicho teorema encuentra su justificaficién en el algoritmo de enrutamiento por
lo cual primero se hace mencién de tal.

1.2 Método de enrutamiento

En este apartado se describe un algoritmo que da solucién al problema de la cadena
coloreada; o bien, detecta un corte compatible con la coloracién con lo cual se concluye la no
existencia de cadenas coloreadas como se demuestra a continuacion.

Sean Nt y N~ dos subconjuntos ajenos de nodos en la grafica G y se desea determinar una
cadena compatible con la coloracién que vaya del conjunto N* a N~. El algoritmo consiste
en construir un conjunto de nodos S con Nt C S y una funcién denominada f-enrutamiento,
6 : Nt — A, la cual asigna a cada nodo i € N+ un arco j € A, este apuntador del nodo
servird para recuperar las cadenas construidas de N* a N~ ; y se debe cumplir:

- Para cada nodo i € N*,6(i) es un arco que une a i, con algiin nodo en S.

-Cuando se ha generado una secuencia ig, 0(ig), i1, 60(i1),. ... ... yik, 0(ik), ig+1, en donde iy,
es el otro extremo de 0(i;_1) (h =1,...,k + 1), eventualmente se alcanza un nodo de N*. El
reverso de la secuencia resulta entonces una cadena de N* a i.

Obsérvese ademds que el algoritmo va a generar cadenas compatibles con la coloracién en
caso de que existan, por lo que 0(i) debe ser verde o blanco si i es su extremo final y debe
ser verde o negro en caso contrario.

17



1.2.1 Algoritmo de Enrutamiento

El propésito del algoritmo es determinar una cadena de N* a N~ compatible con la
coloracién, los pasos a seguir son:

1.-Sea S = NT .

2.- Determinese el corte @ =[S, S].

- Si existe j € Q" tal que j es verde o blanco o si existe j € Q= tal que j es verde o negro
ir a 3.

- Si no existe tal j terminar. En este caso no existe solucién al problema y @ = [S, 5] es
un corte compatible con la coloracién.

3.- Sea (i) = j en donde i es el extremo de j tal que i ¢ S.

Sea S = S U {i}.

-Si ¢ € N~ terminar. Los arcos del f-enrutamiento contienen una cadena P de N* a
© € N~ compatible con la coloracién.

-Sii ¢ N~ setiene SNN™ =0g. Ira 2.

La justificacién del algoritmo es la siguiente:

En el paso 2 se analiza la existencia de un arco j verde o blanco en Q" o un verde o negro
en ()~ para construir, en el paso 3, el f-enrutamiento de S, que por tanto es compatible
con la coloracién en cada iteracion; ademds, note que mientras el algoritmo no termine, se
cumple que SN N~ = @.

Asi que, si el algoritmo termina en el paso 3 cuando se detecta ¢ € N~ se concluye que
se ha detectado una cadena compatible con la coloraciéon P : N* — N~ . Por otro lado,
si durante el andlisis realizado en el paso 2, se encuentra que no existe un arco j con las
caracteristicas pedidas, el corte () satisface que todo arco j € Q™ es rojo o negro y todo arco
Jj € ~ es rojo o blanco y por tanto es un corte compatible con la coloracién. En este caso no
existe solucion al problema de la cadena coloreada, puesto que para que exista una cadena P
compatible es necesario que exista al menos un arco j € PT N Q" verde o blanco o un arco
7 € PN~ verde o negro, lo cual es imposible sin violar las restricciones de color en la red.

El algoritmo termina en un nimero finito de pasos pues en cada iteracién se define a la
funcién 0 para al menos un nodo i (excepto en la dltima iteracién si se termina en el paso 2)
y el nimero de nodos es finito. Més atin, el nodo etiquetado cumple i ¢ S; de aqui que, si
en tantas iteraciones se ha etiquetado sélo uno, en el peor de los casos se realizardn tantas
iteraciones como nodos haya fuera de NTUN™ ademads de la iteracién final en donde se detecta
i € N™. Asi que, el algoritmo termina en a lo mas | X| — [N*| — |[N~| + 1 iteraciones.

Ejemplificando el algoritmo de enrutamiento, en la siguiente red se desea encontrar una
cadena compatible con la coloracién de Nt a N7, donde N* = {1} y N~ = {10}.

18



n :
Iteracién 1.

Paso 1. Sea S = N*={1}

SN
o
2

Paso 2. El corte Q) = [S, 5] estd formado por los subconjuntos
Qt ={(1,2),(1,4)} y @ = {(3,1)} y ademds el arco (1,2) € QT es verde y el arco
(3,1) e Q.

Figura 1.2.1

Paso 3. Se define 0(2) = (1,2) y 0(3) = (3,1) y actualizamos el conjunto S = {1,2,3}.
Como atin no se alcanza el nodo 10, esto es, SN N~ = & es necesario realizar otra iteracién.

#(2)=(1,2)

T
8(2)=(3,1) n
ﬁ |

Figura 1.2.2

I
W ;ﬁ
=

Iteracién 2.
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Paso 2. S = {1,2,3} Entonces el corte Q = [5,5] estd dado por los subconjuntos
Q" = {(1,4), (2,5),(2,7), (3,5),(3,6), (3, 4)} y Q" = & y el arco (2,7) es verde, el arco (2,5)
es blanco y el arco(3,4) es blanco.

Paso 3. Se define 0(7)=(2,7) , 6(5)=(2,5), 6(4)=(3,4) y se actualiza al conjunto S =
{1,2,3,4,5,7}. Como aun no se alcanza el nodo 10, es decir, SN N~ = &, se realiza otra
iteracién.

B2-(1,2) O 8(7)-(2,7)

Figura 1.2.3

[teracion 3.
Paso 2. S = {1,2,3,4,5,7} entonces el corte Q = [S, 5] estd dado por los subconjuntos
Q1T ={(7,10),(7,8),(5,6),(3,6),(4,6),(4,9)} y Q~ = & el arco (7,10) es blanco.

Paso 3. Se define 6(10)=(7,10) y al conjunto S = {1,2,3,4,5,7,10}. Como ya se ha
alcanzado el nodo 10 se termina, es decir, se ha encontrado una cadena compatible con
la coloracién. La secuencia de la cadena fue: 10,60(10) = (7,10),7,0(7) = (2,7),2,0(2) =
(1,2), 1.

Por lo que la cadena compatible con la coloracién de lared es: P:1 — 2 — 7 — 10.
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22)=(1,2) B7)=12,7)

-
#i5)=(2,5)

8 10)=(7,10)

2d)=i3,4)
Figura 1.2.4

Supéngase ahora que en la grafica anterior se quiere encontrar una cadena del nodo 1 al
nodo 6.
Hasta el ejemplo pasado, se ha construido al conjunto S = {1,2,3,4,5,7,10} que define el

corte ) =[S, S] que estd dado por los subconjuntos @ = {(7,10), (7,8), (5,6), (3,6), (4,6), (4,9)}
y @~ = &. Obsérvese que el arco (9,10) es negro, por lo que se define 6(9)=(9,10).

gi2)=(1,2) a(7)=(2,7]

2 ¥ » 7

G(5)=(2,5)

A{10)=(7,10)

B{4)-(3,4) (3)=(3,10)
Figura 1.2.5

De esta forma se actualiza S = {1,2,3,4,5,7,9,10} que define un nuevo corte @ = [S, 5]
dado por QT ={(5,6), (3,6),(4,6),(7,8)} y @~ = {(8,10), (8,9),(6,9)}.

21



8(2)=(1,2) 7=(2,7)

2 v -

(5)={2,5)

S(aje(3.20,0 0(10)=(7,10}

a(d)=(3,4) 8{9)=(9,10)

Figura 1.2.6

En QT todos los arcos son rojos o negros y en ()~ todos los arcos son rojos o blancos, por
lo tanto se tiene que no hay solucién al problema de la cadena coloreada y @ = [S, S], con
Q =1[(5,6),(3,6),(4,6),(7,8),(8,10),(8,9),(6,9)] corresponde a un corte compatible con la
coloracién.

El algoritmo de la red coloreada es un resultado intimamente ligado al Teorema de la red
coloreada, pues uno encuentra su justificacién en el otro.

1.3 Teorema de la red coloreada

El siguiente resultado es denominado Teorema de la red coloreada. La justificacién de este
estd dada por el algoritmo de enrutamiento. Como se mencioné anteriormente, el problema
de la red coloreada no siempre tiene solucién, de hecho cuando esto sucede, el problema del
corte coloreado sf la tiene. Esto se enuncia en el resultado siguiente:

Teorema de la red coloreada : Sean N* y N~ dos subconjuntos de vértices contenidos
en X, tales que N* NN~ = @&. Entonces, dada una coloracién en la grafica G' con los colores
verde, blanco, negro y rojo, una y sélo una de las siguientes afirmaciones es vilida:

-El problema de la cadena coloreada tiene solucién P.
-El problema del corte coloreado tiene solucién Q).

Las alternativas de este teorema constituyen las dos posibilidades de terminacion del
algoritmo de enrutamiento. Si termina en el paso 2, se ha construido un corte Q : N* | N~
compatible con la coloracién; la existencia de este corte garantiza entonces la no existencia
de una cadena compatible con la coloracién, pues no existe un arco Q" verde o blanco, ni en
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Q™ verde o negro, es decir, no existe un arco que permita seguir con la construccién de una
cadena de N™ a N~.

1.3.1 Algunas aplicaciones en una red coloreada

1.3.1.1 Cadenas positivas

Un caso interesante de analizar en este apartado, es cuando todos los arcos de la red son
de color blanco. Un teorema equivalente al Teorema de la red coloreada estd dado como
sigue:

Sean N*y N- C X, tales que N* N N~ = &. Entonces, dada la coloracion en la gréfica
G con todos los arcos de color blanco una y sélo una de las siguientes afirmaciones es vélida:

-El problema del camino o cadena positiva tiene una solucién P.
-El problema del corte positivo tiene solucién Q).

Las alternativas de este teorema constituyen las dos posibilidades de terminacion del
algoritmo de la red coloreada; sin embargo, si la solucién es una cadena, dicha solucién resulta
ser un camino o cadena positiva, pues, en cada iteracién la cadena sélo se va construyendo
por los arcos de Q" blancos, es decir, que son recorridos de forma positiva. De la misma
forma, si la solucién es un corte, dada la coloracién, también estard constituido unicamente
por arcos que son recorridos de forma positiva.

Ejemplificando en la siguiente gréfica, al colorear todos los arcos de blanco se puede

encontrar una camino de N* = {1} a N~ = {4}:

j;/ b /D
b

b b :

f_ff-
b e
et b
5 &
Figura 1.3.1

Iteracién 1.
Paso 1. Sea S = Nt = {1}
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Paso 2. El corte ) =[S, S] estd formado por los subconjuntos
QT ={(1,2)} yQ ={(3,1),(5,1)} y ademas el arco (1,2) € Q* es blanco.

Paso 3. Se define 0(2)=(1,2) y se actualiza el conjunto S = {1,2}. Como auin no se ha
alcanzado el nodo 4, esto es, SN N~ = & se realiza otra iteracién.

[teracion 2.

Paso 2. S = {1,2} Entonces el corte @ = [S5, 5] estd dado por los subconjuntos Q* =
{(2,6),(2,5)} vy @~ = {(3,1),(5,1)} y los arcos (2,5) y (2,6) son blancos. En este caso,
existen dos alternativas para la funcién 6, asi que se define # para ambos vértices:

Paso 3. 0(6)=(2,6) y 6(5)=(2,5) se actualiza al conjunto S = {1,2,5,6}. Como atin no
se alcanza el nodo 4, es decir, SN N~ = @, se realiza otra iteracion.

Iteracion 3.
Paso 2. S = {1,2,5,6} entonces el corte Q = [S,S] estd dado por los subconjuntos
QT ={(6,4),(5,4)} y Q~ = @ y ambos arcos en Q" son blancos.

Paso 3. Existen dos alternativas para definir la funcién 6 en el arco 4, se elige cualquiera
de ellas, en este caso se considera el arco (6,4) de tal forma que 0(4)=(6,4) y se actualiza al
conjunto S = {1,2,5,6,4}. Como ya se alcanzé el nodo 4 se termina el algoritmo, es decir,

se ha encontrado un camino compatible con la coloracién. La secuencia de la cadena es:
4,0(4) = (6,4),6,0(6) = (2,6),2,0(2) = (1,2), 1.

Por lo que la cadena compatible con la coloraciéon de lared es: P:1 — 2 — 6 — 4, que
se muestra en la siguiente figura y que en efecto, es un camino del nodo uno al nodo 4.

#(2)=(1,2)
lr/ b 2

b a{2)=i1,2)
b

.—'-""--F'f-
éf |
g(5]=(2.5) gla)=(2,6)
Figura 1.3.2
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Es facil notar a simple vista que la grafica anterior es conexa, pues existe una cadena
entre cualquier par de vértices en ella. Una de las aplicaciones del algoritmo de enrutamiento
consiste en determinar si una gréfica es conexa.

Por otro lado, se puede observar la equivalencia de este caso al problema general de los
cuatro colores de la siguiente forma: Sea G una gréfica coloreada con los cuatro colores
planteados, y sea G’ la gréfica transformada de G con arcos blancos; si se aplica el 1iltimo
resultado estudiado se tiene que al resultar una cadena en G’ implica una cadena compatible
con la coloracién en (; y de igual forma se observa si resulta un corte en G'.

1.3.1.2 Algoritmo de enrutamiento y conexidad de graficas

Decimos que una gréfica G[X, A] es conexa si para cualquier par de nodos i, j € X, existe
una cadena que los une.

La propiedad de conexidad en una gréfica es muy fécil de ser verificada mediante el algo-
ritmo de enrutamiento, haciendo las modificaciones adecuadas. Asi que, el nuevo algoritmo
para verificar la conexidad de una grafica es:

1.- Colorear todos los arcos de verde
2.-Seleccionar cualquier nodo ¢ de la grafica

3.- Aplicar el algoritmo de enrutamiento con Nt =iy N~ = &,
a) Si S = X, terminar, la gréfica es conexa.
b) En otro caso, los nodos de S con sus arcos incidentes forman una componente
conexa de GG que contiene a i. Para determinar todas las componentes conexas de (7, se toma
cualquier otro nodo 7’ € X y regresar a 3.

Por ejemplo, determinar si la siguiente gréfica es conexa:

Figura 1.3.3
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1.- Coloreando todos los arcos de verde
2.- Seleccionando el nodo 3
3.- Aplicamos el algoritmo de enrutamiento con Nt = {3} y N~ =&

Iteracion 1.
Paso 1. Sea S = N* = {3} y =0

Paso 2. El corte Q=[S, S’] esta formado por los subconjuntos
QT ={(3,1),(3,6)} y Q=2 y ademds el arco (3,1) € Q% es verde y el arco (3,6) € Q"
es verde.

Paso 3. Se define 0(1)=(3,1) y 0(6)=(3,6) y se actualiza el conjunto S = {1, 3,6}.

Iteracion 2.

Paso 2. S={1,3,6}, entonces el corte Q=[S, S '] estd dado por los subconjuntos Q*={(1,2),(1,5)}
y Q™=@ y vea que el arco (1,2) es verde y el arco (1,5) es verde.

Paso 3. Se define 0(2)=(1,2) , 6(5)=(1,5) y se actualiza al conjunto S={1,2,3,5,6}. Como
SNN~ =g, es necesaria otra iteracion.

Iteracion 3.
Paso 2. S={1,2,3,5,6} entonces el corte Q=[S, S’] esta dado por los subconjuntos Q=2
y Q™ ={(4,2)} y el arco (4,2) es verde.

Paso 3. Se define 6(4)=(4,2) y se actualiza al conjunto S={1,2,3,4,5,6}. Se tiene que
S=X, por lo que podemos concluir que la grifica dada es conexa, y el §—enrutamiento se
ilustra en la siguiente grafica:

Al1)=(3,1) &i21=1,2)

1

i

f(4)=(4,2)

#(5)=(1,5) 8i6)=(3,6)

Figura 1.3.4
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Si la gréfica es inconexa, existe un vértice en X que no no esté en S, si se toma cualquier
vétice de estos, se aplica el mismo algoritmo para determinar otra componente conexa. FEl
nimero de componentes es igual al niimero de veces que se aplica el algoritmo para alcanzar
todos los vértices de G con las distintas cadenas construidas.

De forma equivalente, si se da una coloracion a todos los arcos de blanco, se puede verificar
si la gréfica es fuertemente conexa.

El teorema de la grafica coloreada se deriva del lema originalmente planteado llamado de
Minty. Los resultados son equivalentes como se mostrard en la siguiente seccién.

1.4 Lema de Minty
Un resultado, que como ya se dijo, esta fuertemente ligado al teorema de la red coloreada
es el Lema de Minty, para el cual, es necesario tener una clara definicién de corte elemental.

Se dice que un corte es elemental si al extraer los arcos que forman el corte de la gréfica
G, el nimero de componentes conexas de G aumentan en una unidad.

Lema de Minty: Dada una coloracién en la red R con los colores verde, blanco, negro y
rojo; cualquier arco j blanco o negro, una y sélo una de las siguientes afirmaciones es valida:

-Existe un ciclo (elemental) P compatible con la coloracién que usa j.
-Existe un corte (elemental) () compatible con la coloracién que usa j.

La justificacion del Lema de Minty se da del siguiente modo:

Sea una grafica G= [X, A] y sea j ~ (i,%) un arco en A tal que su extremo inicial es
el vértice i y su extremo final es el vértice i'. Si j es blanco, definimos s = 7'y s = 4; si
j es negro, definimos s = i y s = . Aplicando el algoritmo de la red coloreada a j donde
Nt ={s} y N~ ={s}, tendremos dos casos:

-Al aplicar el algoritmo se determina una cadena P : s — s, P serd compatible con la
coloracién y P no contendrs al arco j por la forma en que se definen s y ', por lo cual, la
cadena P junto con el arco j constituyen un ciclo en la red que ademds es compatible con
la coloracién, por lo tanto, existe solucién al problema de la cadena coloreada y el arco j
pertenece a un ciclo elemental.

-Al aplicar el algoritmo a j encontramos un corte Q = [S, S], tendremos que j € Q, pues
s€ Sys¢S, el corte es compatible con la coloracién que separa a s de s. Por lo tanto,
existe una solucién al problema del corte coloreado y el arco j pertenece él.

Es importante mencionar que la demostracién del lema de Minty, a partir del teorema
de la red coloreada, induce el algoritmo de Minty, que sirve para determinar cual de las dos
posibilidades de Minty se satisface en un caso dado.
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1.4.1 Algoritmo de Minty
El algoritmo de Minty puede resumirse de la siguiente forma:

1.- Sea G[X, A] una gréficay sea j € A con j ~ (i,i*), j negro (blanco).
Definimos i = N*, i* =N~y S=N*

2.- Determinese el corte @ = |5, 5].
- Si existe 7 € Q" tal que j es verde o blanco o si existe j € Q™ tal que j es verde o negro

ir a 3.
- Si no existe tal j terminar. Existe un corte compatible con la coloracién que usa a j.

3.-Hacemos S = N* U {j}.

-SiSNN=g. Ira?2
- Si SN N~ # @ terminar. Existe un ciclo compatible con la coloracién que usa a j.

Aplicando el algoritmo de Minty para determinar si el arco (2,3) de la siguiente red
pertenece a un ciclo elemental compatible coloracién o bien, pertenece a un corte elemental
compatible con la coloracién se tiene que:

n

Figura 1.4.1
Iteracion 1.
Paso 1. Sea S=N* = {2} y N- = {3}

Paso 2. El corte Q = [S, 5] estd formado por los subconjuntos QT = {(2,1),(2,3)} y
Q- =1(5,2),(4,2)} y ademds j ~ (4,2) € Q~ es verde.

Paso 3. Actualizando el conjunto S = {2,4}. Como atin no se ha alcanzado el nodo 3,
esto es, SN N~ = I se realiza otra iteracion.
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Iteracion 2.
Paso 2. S = {2,4} Entonces el corte @ = [S5, 5] estd dado por los subconjuntos Q* =
{(2.1),(2,3),(4,1), (4,5)} y Q- = {(5,2)} y el arco (4,1) es blanco.

Paso 3. Actualizando al conjunto S = {1,2,4}. Como atin no se alcanza el nodo 3, es
decir, SN N~ = &, realizaremos otra iteracion.

Iteracién 3.
Paso 2. S = {1,2,4}, entonces el corte @Q = [5,5] estda dado por los subconjuntos

QT ={(1,5),(4,5),(2,3)} y Q" = {(3,1),(5,2)} y el arco (1,5) es verde.

Paso 3. Actualizando al conjunto S = {1,2,4,5}. Como se sigue sin alcanzar el nodo 3,
es decir, SN N~ = O, es necesaria otra iteracion.

Iteracion 4.
Paso 2. S = {1,2,4,5}, entonces el corte @Q = [S,S] estd dado por los subconjuntos
T={(2,3)} y Q@ ={(3,1),(3,5)} y el arco (3,5) es verde.

Paso 3. Se actualiza al conjunto S = {1,2,4,5,3}. y SN N~ # & y como ya se alcanzé
el nodo 3 se termina, es decir, se ha encontrado una cadena compatible con la coloracién.

Por lo que la cadena compatible con la coloracién de laredes: P:2 —4—1—5 — 3.
De tal forma que PU{(2,3)}, forma un ciclo elemental compatible con la coloracién, a saber,
el ciclo marcado en la siguiente figura:

Figura 1.4.2

Otro ejemplo, para entender mejor el funcionamiento del algoritmo al tener como resultado
un corte es el siguiente.



Determinese si el arco (1,2) de la siguiente red pertenece a un ciclo elemental compatible
o a un corte elemental compatible con la coloracién.

Figura 1.4.3

Iteracién 1.
Paso 1. Sea S = Nt={2} y N~ = {1}

Paso 2. El corte Q = [5,5] estd formado por los subconjuntos Q* = {(2,1),(2,4)} y
Q™ =1{(3,2)} y ademds j ~ (3,2) € Q@ es verde.

Paso 3. Se actualiza el conjunto S = {2,3}. Como ain no se ha alcanzado el nodo 1, esto
es, SN N~ = & es necesaria otra iteracion.

[teracion 2.

Paso 2. S = {2,3} Entonces el corte @ = [S5, 5] estd dado por los subconjuntos Q* =
{(3,1),(2,1),(2,4)} y Q@ ={(4,3)} y en Q" no existen arcos verdes o blancos, y en )~ no
existen arcos verdes o negros. Asi que, el arco (2,1) forma parte de un corte compatible con
la coloracién dado en la siguiente figura:
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Figura 1.4.4

Se ha demostrado ya el Lema de Minty a partir del Teorema de la red coloreada, dada la
equivalencia de conceptos, se demostrard ahora el Teorema de la red coloreada a partir del
Lema de Minty.

Consideremos una gréfica G [ X, A] coloreada con los colores verde, blanco, negro y rojo;
y sean Nt y N~ dos subconjuntos ajenos de X. Agregamos dos nuevos nodos s y s, y
construimos el arco j « (s, s) y los arcos (s,i) para todoi € NT, y (k, s) para todo k € N,
como se observa en la siguiente gréfica, los cuales serdn coloreados de blanco. Al aplicar el
lema de Minty al arco j « (s, s) existen dos posibilidades:

‘-H.

Figura 1.4.5

-j pertenece a un ciclo elemental P compatible con la coloracién. Dado que j es blanco
P debe ser de la forma:
P 8/737 87.].1)-P’7.j278,
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Donde j; ~ (s,i) coni € Nt jo ~ (k,s) con k € N~ y P es una cadena de i a k
compatible con la coloracién. Como i € Nt y k € N—, quiere decir que existe una cadena de
N* a N~ compatible con la coloracién, de donde se deriva la primera condicién del teorema
de la red coloreada.

-j pertenece a un corte () compatible con la coloracién. Vea que Q no puede contener
ningtin arco nuevo distinto de j, ya que éstos son blancos y no cumplirfan con la restriccién
de color, lo cual garantiza que la red tiene un corte que separa a N*de N~ compatible con
la coloracion, de donde se deriva la segunda condicién del teorema de la red coloreada.

Parte de la importancia del Lema de Minty radica en las distintas aplicaciones que se
derivan de tal, en seguida se citan algunas de ellas.

1.4.2 Algunas aplicaciones del Lema de Minty
1.4.2.1 Lema de Minty e istmos

Decimos que un corte QQ es positivo si el conjunto de arcos Q™ es vacio. Asi que, se dice
que un arco j es un istmo si por s{ mismo constituye un corte positivo.

Es posible determinar si un arco 3 es un istmo aplicando el Lema de Minty de la siguiente
forma:

Consideremos una gréafica G con todos sus arcos de color verde, excepto uno al que se le
asignard el color negro (o blanco).

Al aplicar el Lema de Minty sobre este tltimo arco ocurre sélo una de las siguientes
afirmaciones:

—3 pertenece a un ciclo compatible con la coloracién. Es claro que 3 no puede constituir
un corte por si mismo, ya que, sea /J\ ~ (i, k), dado la coloracién definida en R y dado que j
pertenece a un ciclo, es posible encontrar otro camino de ¢ a k, sin necesidad de usar el arco
3 .Por tanto }\ no es un istmo.

- 3\ pertenece a un corte compatible con la coloracién. En este caso, obsérvese que el tinico
arco que forma dicho corte es precisamente el arco }, pues todos los demads arcos son de color
verde, y por tanto no pueden pertenecer a un corte compatible con la coloracién. Por tanto,
el arco }\ es un istmo.

1.4.2.2 Redes sin ciclos positivos o circuitos

Por el Lema de Minty, es posible demostrar que una red no contiene ciclos positivos si y
sélo si todo arco pertenece a algiin corte positivo como sigue:
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Consideremos una gréfica G[X, A] con todos sus arcos blancos, es decir j, es blanco
Vijr € A con k =1,...n, al aplicar el Lema de Minty a cualquier arco j, de G, se tiene que
s6lo una de las siguientes afirmaciones es posible:

- jr estd en un corte compatible con la coloracién, para cualquier j, en G. Esto significa
que todo arco en GG pertenece a un corte y por tanto G no contiene ciclos positivos.

-7 estd en un ciclo compatible con la coloracién. Sea C' el ciclo al que pertenece jy,
obsérvese que como todos los arcos son blancos, todos son recorridos positivamente, y por
tanto G contiene un ciclo positivo o circuito.
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Capitulo 2: Problemas de flujo con un enfoque de coloracién.

Los problemas de flujo surjen cuando se presentan situaciones como sistemas carreteros,
sistemas de ductos de agua, sistemas de autobuses, etcétera. Para introducir a los concep-
tos de dichos problemas considérese el siguiente ejemplo: Se tiene la produccién de cierto
producto en uno o varios lugares fijos y se deben transportar a otros para su consumo; la
cantidad de producto a llevar estd sujeta a ciertas restricciones como la capacidad de trans-
porte, la capacidad de produccién del producto o bien, la demanda que se tenga del mismo.
A este problema se le puede asociar una grafica G[X, A, C, b| donde:

- X representa el conjunto de lugares

siiL, i€ X, (, i/) € A si y sélo si es posible transportar el producto del lugar 7 al lugar
i

-C:A— R, con (i,i)~j€ A c(j)yc"(j) representa la capacidad minima y maxima
de transporte del producto del lugar i al lugar i’

- b : X — R representa la oferta o demanda en los lugares fijos. De igual forma, esta
puede estar sujeta a ciertas restricciones ya que puede tener que cumplir una cantidad de

oferta o demanda especifica, o bien puede tener que estar dentro de un intervalo [¢(i)~, ¢(i)*].
2.1 Conceptos Generales de Flujo
2.1.1 Flujo Factible

Decimos que un flujo factible en una grafica G = [X, A, C, ], es una funcién z : A — R
tal que:

(i)
c(i)” < Zjew) (i, j) — Zkerm w(k,i) < c(i)*
(i)
¢ (i,7) < x(i,j) < ¢"(i,j) para todo (i, ) € A.

x(i, 7) representa el flujo a través del arco (i, 7). Un ejemplo de flujo factible se presenta
en la siguiente red:
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Figura 2.1.1

Existe un caso particular de flujo factible de valor ven una grafica en donde existen dos
nodos s y t respectivamente, tal que se cumple:

v si?=3s
Zjeﬁ(i) (i,7) — Zkel“—(i) z(k,i) =< 0 si 2.3&. s, t
—v s, =1t

0 < z(4,5) < q(i,j) para todo (i,7) € A.

Al nimero v se le llama valor del flujo f, a las ecuaciones (i) y (ii) se les conoce como
“ecuaciones de conservacién del flujo”; a los vértices s y t, se les llama origen o fuente y
destino o sumidero respectivamente; los cuales reciben este nombre pues el flujo que pasa a
través de G se origina en s y llega a t. Ademas, q(i, j) representa la capacidad maxima del
arco (1, ).

Un ejemplo se ilustra en la siguiente gréfica, donde los nimeros asociados a los arcos
representan el flujo a través de ellos, los intervalos son las capacidades del arco y el valor de
flujo es v = 4.
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(2,4

Figura 2.1.2

Un flujo en una red puede denotarse mediante un vector z € Rl donde la j-ésima
componente de x es x(j), el flujo a través del arco j, y z(j) puede ser menor que cero,
interpretando el flujo negativo de un arco j como uno circulando en sentido contrario de éste.

Por otro lado, es importante conocer la cantidad de flujo que "sale" de cualquier nodo i;
esta cantidad es la suma de los flujos z(j) > 0 tales que e;; = 1 mds la suma de los flujos
z(j) < 0 tales que e;; = —1, donde e; ; es la entrada (¢, j) de la matriz de incidencia en la
red; en otras palabras, el flujo que sale de un nodo i, es la suma de los términos positivos
e;;z(j). De forma andloga, se dice que el flujo que se absorbe en el nodo i, es la suma de los
términos negativos e;;z(j). De tal forma que la suma total de los términos e; ;z(j) recibe el
nombre de divergencia del flujo z en el nodo 7 y es la cantidad de flujo que se genera en dicho
nodo que se denota con y(i), es decir:

y(i) = ZjeAei,jx<j)

Se dice que el arco i es origen o fuente si y(i) > 0y que ¢ es destino o sumidero si y(i) < 0.
Si y(i) = 0 el flujo se conserva en i. Ademds, las ecuaciones de conservacién de flujo en el
problema anterior se pueden expresar en términos de divergencias del modo siguiente:

v sit==s
y(i) = 0 sii# st
—v sit =t

2.1.2 Principio de divergencia total

El principio de divergencia total senala que en una gréfica G se cumple que:

ZieX y(i) = 0, donde y = div x
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Es decir, la cantidad total de flujo que se genera en los origenes es igual a la cantidad de
flujo que se absorbe en los destinos.

El resultado es facil de verificar pues

S =Y 3 () =Y a3 e =0

Ya que cada columna de la matriz de incidencia tiene exactamente un 1, un -1 y los demas
cero.

Otra propiedad importante de la funcién de divergencia es que cumple que:
Sean = y 2’ dos flujos definidos en una red y sea A un escalar

(1) div(z + 2) = div x + div &

(2)div(Ax) = X div z

Existe un flujo especial que sera de interés llamado circulacién que se define en seguida.

2.1.3 Circulacién

Se dice que una circulacién es un flujo para el cual div x = 0, es decir un flujo que se
conserva en todo nodo, o dicho de otra forma, todos los nodos de la gréfica son intermedios.

Por otro lado, en los problemas de flujos, el concepto de corte tiene gran relevancia, por
lo que es necesario definir el flujo a través de un corte.
2.1.4 Flujo a través de un corte

El flujo a través de un corte (), para un flujo x en una gréfica G, se define como la
cantidad:

€T = Zj€Q+ z(j) — ZjGQ* z(j)

Ahora, si Q =[S, S] con S C X, se define la divergencia de x desde S mediante:

Por ejemplo, considérese la siguiente red:
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Figura 2.1.3

Sea S = {1,2} asi que Q = {(3,1),(1,5),(4,1),(2,5)}

Ademas, en la red se puede ver que:

divergencia de x desde S = y(5) = div(1l) + div(2) =9 -3 =6 y;

flujo a través de Q = eg.x = ©(2,5)+2(1,5) —x(4,1)—x(3,1) = =3+3—(—4)—(—-2) =6

Es importante notar que la divergencia de x desde S resulta igual al flujo a través de @, lo
cual es un resultado relevante que se enuncia a continuacién, llamado principio fundamental
de divergencia.

2.1.5 Principio fundamental de divergencia

Sea z un flujo en una grafica G y sea el corte Q =[S5,S]. Entonces:

y(S) =eqg.x donde y =div x

Es decir, la divergencia de S es igual al flujo a través del corte. La demostracién resulta
de usar las definiciones de y y de e, pues se tiene que:

y(8) = 2ies Y(i) = 2ies(Djen €l )2()) = Lics 2ojea €(i, 1) (j)
= 2jeqr 2ies 6:0)2(0) + Ljeq- uies €1 )7(5)
= Djeqr 2U) = Xjeq- () = eq.x.

En la siguiente red se muestra un ejemplo del principio de divergencia:
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y(6)=9

Figura 2.1.4

El corte Q = [S, S] estd definido por S = {1,2,5} y S = {3,4,6, 7}, de tal forma que
y(S) = div(1) + div(2) + div(5) =3 —4—4= -5

Y por otro lado,

eg-x =x(4,1) +x(3,2) + 2(3,1) + z(4,5) + z(5,7) = —(—4) =3 -3 —-5+2 = —5.

En los problemas de flujo, la restriccién mas comin es acotar el flujo a través de un arco;
es decir, se debe cumplir que el valor del flujo esté en un intervalo cerrado no vacio c(j),
llamado intervalo de capacidad para el arco j. Un flujo = en la grafica GG es factible respecto
a las capacidades si x(j) € ¢(j) para toda jé A. Denotaremos los intervalos de capacidad
como:

c(j) = e (4), ¢ ()]

donde ¢ (j) y ¢ (j) son las capacidades inferior y superior respectivamente para el arco
J. Las tnicas restricciones que deben cumplir ¢ (j) y ¢t (j) son: ¢ (j) < ¢(j), ¢™(j) > —o0,
y ¢ (j) < oo.

Una vez definidas las capacidades sobre los arcos de una red, se puede senalar las relaciones
obtenidas respecto a las capacidades de los arcos de un corte () al sumar las restricciones:

ZjeQ+ c(j) < ZjeQ* z(j) < Zjeéﬁ ™ (4)
_ZjeQ* C+(j) < - ZjeQ* $(]) < - ZjeQ* Ci<j)
De donde

ZjeQJr Ci(j) - ZjeQ* C+<j) < ZjeQ+ ZL‘(]) - ZjeQ* ZL'(])
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< ngQ+ ct(j) - ZjeQ— ¢ (J)

Es decir,
ZjeQ+ c(J) — ZjeQ— ¢ (j) < equ
< ZjeQ+ C+<.j) - ZjeQ* C_(j>

Los extremos de esta desigualdad son las capacidad inferior y superior para el flujo a
través del corte @) y se denotan con ¢~ (Q) y ¢ (Q) respectivamente. El intervalo de capacidad

asociado con @ es ¢(Q) =[c(Q), ¢ (Q)].

2.2 Problemas de distribucién factible y flujo factible

Hasta el momento se ha trabajado con restricciones respecto a las capacidades de los arcos,
en este apartado se estudiard ademas la existencia de restricciones en los nodos, denominadas
restricciones de oferta y demanda. Se denota a los valores de oferta del nodo i con b(i),
entendiéndose también, como demanda, una oferta negativa.

Asi que, sean los intervalos de capacidad ¢(j) =[¢™(j), ¢T(j)], para todo arco j y sean los
valores b(i) para todo nodo i, se desea determinar un flujo x tal que:

¢ (j) <z(j) < ¢t (j) para todo j € A
(1) = b(7) para todo i € X (y =div x)
donde la funcién b recibe el nombre de funcién de oferta.
Es importante notar que dado el principio de divergencia, una condicién necesaria para que

exista solucién al problema de distribucién factible es que b(X) = 0, donde b(X) = . b(7),
es decir, se exige que la oferta total sea igual a la demanda total.

Por ejemplo, cuando se tiene una gréfica con un nodo fuente y uno sumidero se ve entonces
que la restricciones de oferta para dichos vértices son v y —v respectivamente, y para los demads
vértices se cumple que su restriccién de oferta es cero.

[ [0] (0]

[24]

(0] (o] o]
Figura 2.2.1
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Por otro lado, si no se exigiera un valor especifico para la divergencia, y ésta pudiera estar
en un intervalo, llamado intervalo de oferta, el problema serfa un problema de flujo factible.

Dicho lo anterior, el problema de flujo factible equivale a determinar un flujo = tal que
z(j) € ¢(j) paratodoje€ A
y(i) € ¢(i)  paratodoi e X

con ¢(j) =intervalo de capacidad para el arco j
c¢(i) = intervalo de oferta para el nodo i

Ahora bien, ya se mencioné que una condicién necesaria para que exista solucién al
problema de distribucién factible es que b(X) = 0, existen otras condiciones que deben
cumplirse para garantizar una solucién, las cuales son establecidas en el teorema que se
estudia enseguida.

2.2.1 Teorema de distribucién factible (Gale y Hoffman)

El problema de distribucién factible tiene solucién si y sélo si b(X) =0y b(S) < ¢"(Q),

para todo corte @ =[S, 5], con S C X.

La demostraciéon de este teorema es constructiva, y la constituye un algoritmo que se
analiza a continuacion.

2.2.2 Algoritmo de rectificacién de flujo

El algoritmo de rectificacién de flujo resuelve el problema de distribucién factible en una
grafica que tenga restricciones de oferta y demanda en los nodos, es decir, restricciones de
divergencia. El algoritmo inicia con un flujo que satisface las restricciones de oferta en los
nodos, y puede o no ser factible respecto a las capacidades en cada arco, en cada iteracién se
modifica el flujo de tal forma que este se acerque més a las cotas de capacidad de los arcos
manteniendo siempre véalidas las restricciones de oferta. Con tal antecedente, se describe con
detalle el procedimiento de la siguiente forma:

1. Determinar un flujo x factible con respecto a las restricciones de oferta, es decir, tal
que divx = b Ve € X.

2. Sean

AT ={j € Alz(j) > ¢ (4)};
AT ={jeAz() < (D}

-Si AT = A” = &,entonces x es la solucién deseada, terminar.
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-Sidje At oj € A colorear los arcos de la gréfica de la siguiente manera:

verde si c(j) <z(y) < c(y)
blanco si z(j) < ¢ (j), z(j) < ct())
negro si z(j) > ct(4), z(j) > ¢ (J)
rojo si ¢ (j) = z(j) = ¢ (j)

Ir a 3.

3. Aplicar el algoritmo de Minty en la grafica coloreada.
- Si se determina un ciclo elemental P compatible con la coloracién, que contenga a j
calcular:
ct () —x(j), je Pt
a=Mnq z(j)—c(j), jeP”

o]

en donde

a=1 z(j)—c(j),sije A"
¢t (j) —x(j),sije A

Hacer x = x + ae, e ir a 2.
- Si se determina un corte @) [S S ] compatible con la coloracién que contenga a j terminar,
en este caso no existe solucién al probema.

Antes de dar la justificacién a dicho algoritmo, es importante analizar el por qué de la
coloracién hecha en el paso 2:

-Un arco pintado de verde se puede recorrer en ambos sentidos, en este caso, los arcos
J pintados de verde cumplen que ¢ (j) < x(j) < ¢ (j), es decir, el flujo a través de estos
se encuentra dentro del intervalo de capacidad, por lo cual este fujo puede ser disminuido o
aumentado.

-Los arcos pintados de blanco pueden ser recorridos sélo en la direccion del arco, en este
caso, los arcos pintados de blanco son los arcos j que cumplen que x(j) < ¢ (j), 2(j) < ¢t (j).
En este caso si el flujo estd sobre la capacidad inferior del arco, el tinico cambio posible es
aumentarlo; mds aun, si el flujo estd por debajo de dicha capacidad, este debe aumentarse
necesariamente para alcanzar la factibiidad.

- Andlogamente, los arcos pintados de negro sélo pueden ser recorridos en sentido contrario
a la direccién del arco, asi, el algoritmo pinta de negro a los arcos j que cumplen que x(j) >
c¢(4), x(j) > ¢ (j). En este caso si el flujo estd sobre la capacidad superior del arco, el tinico
cambio posible es disminuirlo; méds ain, si el flujo estd por arriba de dicha capacidad, este
debe disminuirse necesariamente para alcanzar la factibiidad.
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-Por tltimo, los arcos pintados de rojo ya no pueden ser recorridos, asi que se pintan de
rojo los arcos j tal que ¢~ (j) = z(j) = ¢*(j), que nos indican que sélo pasa exactamente la
cantidad de flujo que es igual a la capacidad inferior y superior.

La justificacion del algoritmo es la siguiente:
En el paso 3 del algoritmo existen s6lo dos posibles opciones:

Si existe un ciclo elemental P compatible con la coloracién, quiere decir que es posible
disminuir o incrementar el flujo de los arcos que lo forman. Obsérvese que ¢ (j) — z(j) > 0
para todo j € P*,0 x(j)—c (j) > 0 paratodo j € P~. Por otro lado, si j € AT significa que
x(j) > ¢*(j), es decir, supera su capacidad superior, y si j € A~ significa que z(j) < ¢ (j),
es decir, estd por debajo de su capacidad inferior, de tal forma que al hacer el cédlculo de «
se garantiza que el nuevo flujo = = + ae, es menor que su cota superior para j € Pty es
mayor que su cota inferior para j € P~, mientras que el flujo permanece igual para los arcos

fuera de P.

Por otro lado, se puede decir que en cada iteracién un arco j € AT U A~ sale del conjunto,
pero en caso de que el conjunto AT U A~ sea el mismo que en la iteracién anterior el
algoritmo garantiza que el flujo del arco j € AT U A~ se acerque més a sus capacidades
superior o inferior segin la restriccién que viole; es decir, el flujo 2” se acerca mds a las
restricciones de capacidad que z. Ademads, el nuevo flujo sigue cumpliendo las restricciones
de oferta de los nodos pues, dado que el ciclo P cumple que div(e,) = 0 se tiene que:

div(2) = div(z + aey) = div(z) + div(ae,) = div(z) + o div(e,) = div(z) = b.

El algoritmo termina si ¢t y ¢~ son multiplos de una cierta cantidad 8 > 0, asi como
la generacién de flujo estd determinada por la oferta, entonces b(i) tambien es muiltiplo de
cierta cantidad § > 0; de este modo en cada iteracién el flujo generado serd un multiplo
de B > 0. Asf que, las reducciones o aumentos de flujo en los arcos de AT U A~ son de al
menos (3. Cémo sélo es posible una reduccién finita, y un ndmero finito de arcos que violan
las restricciones de capacidad concluimos que el algoritmo termina en un nimero finito de
iteraciones.

La otra posibilidad del paso 3, se da cuando encontramos un corte compatible con la
coloracién, lo que quiere decir que el flujo para los arcos que salen del corte es mayor o igual
a su capacidad, (z(j) > ¢™(j) para todo j € Q) pues son de color negro o rojo, si son de
color negro sélo pueden disminuir el flujo a través de ellos, y si son de color rojo no pueden
aumentarlo ni disminuirlo. El flujo para los arcos que entran al corte es menor o igual a su
capacidad inferior (z(j) < ¢ (j) para todo j € Q) y sélo pueden ser blancos o rojos, en
caso de que los arcos en ()~ sean blancos, el flujo a través de éstos sélo puede ser aumentado.
Para j € AT U A™, j forma parte del corte y su flujo estd por arriba o por abajo de sus
restricciones de capacidad, por lo que el flujo a través del corte serd mayor que la capacidad
del corte, como la cantidad de flujo a través de la red es justo la oferta sucederia que la oferta
sobrepasa la capacidad de la red y por tanto no habria solucién al problema, es decir:
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Q) < Xjeqr 1) = Xjeq- (1) = b(S)

pues > o+ () — D jeq- ¥(J) es el flujo a través de Q, que es igual a la divergencia de
x desde S.

Para ejemplificar el funcionamiento del algoritmo, considérese la siguiente grafica en la
cual los intervalos asociados a los arcos son sus capacidades inferior y superior respectiva-
mente; el nimero en cada nodo representa la oferta, en caso de ser negativo se tiene un nodo
con demanda Si no hay dicho nimero en cierto nodo, se entiende que tiene oferta cero y serd
un nodo intermedio, es decir, la cantidad de flujo que entra en el nodo, debe salir.

[1
@7{1.?)4)@—\0,3] @ [-8]
(0.3}

1.3
(3.7)

-4,10)
(-2,5)
9

Figura 2.2.2

Iteracién 1.

Paso 1. Un flujo inicial factible respecto a las restricciones de oferta se representa en la
siguiente red:
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Figura 2.2.3

Paso 2.
At =g

A7 ={(1,2)};

Puesto que A~ # @, se tiene una red coloreada de la siguiente forma.

&

n

®b @

Figura 2.2.4

Paso 3. Aplicando el algoritmo de Minty al arco (1,2), con la coloracién dada se observa
que existe un ciclo P, compatible con la coloracién dada por: 1,(1,2),2,(4,2),4,(5,4),5,(5,1);
por lo que se calcula o = min{7,2,4,1} =1

El nuevo flujo sera:
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O——O——0

T

-1

0

Figura 2.2.5

Iteracién 2.
Paso 2. Note que;
At =g

A7 ={(1,2)}

Puesto que A~ # @, la red es coloreada de la siguiente forma.

b n
Figura 2.2.6

Paso 3. Aplicando el algoritmo de Minty al arco (1,2), con la coloracién dada se observa
que dicho arco pertenece a un corte compatible con la coloracién, y por tanto no existe una
solucién al problema dado.

Otro ejemplo se muestra en la siguiente grafica:
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[2,3]
[-3]

Figura 2.2.7

Iteracién 1

Paso 1. Un flujo inicial factible respecto a las restricciones de oferta se representa en la
siguiente red:

Figura 2.2.8

Paso 2.
AT ={(5,2)}
A”={(5, 1)}

Se tiene una red coloreada de la siguiente forma.
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Figura 2.2.9

Paso 3. Aplicando el algoritmo de Minty al arco (5,4), con la coloracién dada se observa
que existe un ciclo P, compatible con la coloracién dada por: 5,(5,4),4,(1,4),1,(1,2),2,(2,5);
por lo que se calcula a = min{3,1} =1

El nuevo flujo sera:

Figura 2.2.10

El nuevo flujo cumple con todas las reestriccines.
Con base en los conceptos estudiados hasta el momento se define el problema de flujo
maximo en una grafica.

2.3 Problema de Flujo Mdximo y Algoritmo de Ford Fulkerson
2.3.1 Problema de flujo maximo en una gréfica

Considérese una grafica G con intervalos de capacidad, y sea N*, N~ C X, tal que
NT NN~ = &. Sea x un flujo que se conserva en todos los nodos de N+ U N—; por el
principio de divergencia se concluye que

ZiGN y(i) = ZieN+ y(o) + ZieNf y(i) =0
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de donde
y(NT) =y(N7)
Dicha cantidad recibe el nombre de flujo de N* a N™.

Asi, el problema del flujo méximo consiste en maximizar el flujo de N* a N~ sobre todos
los flujos factibles respecto a las capacidades x tales que y(i) = 0, para todo i ¢ NTUN".

Para resolver el problema de flujo méximo se utilizaré el concepto de corte minimo que a
continuacion serd descrito.

2.3.2 Problema de corte minimo

Antes de exponer el problema de corte minimo se enunciard una propiedad que cumplen
los flujos y cortes en una grafica.

Proposiciéon: Sea z un flujo que satisface las restricciones de capacidad en una grafica
y sea Q:Nt [N~ un corte que separa a Nt de N™; entonces

valor de flujo de z de N* a N~ <c™(Q)

Esta afirmacion se puede demostrar facilmente ya que como () es un corte que separa a
N+ de N~ entonces es de la forma [S, S], con SONT y SON~=@; como  se conserva en todos
los nodos de N+ U N, se tiene que y(i) = 0, para todo i ¢ NTUN~, asi que y(NT)=y(9).
Por otro lado, por el principio de divergencia, se cumple que y(S) =eq.z y esta cantidad, que
es el flujo a través de @), no puede ser mayor que c¢*(Q), de donde se concluye la afirmacién.

Una vez demostrado lo anterior se enuncia ahora el problema del corte minimo, que resulta
ser el dual del problema del flujo maximo.

El problema del corte minimo consiste en minimizar C* (@) sobre todos los cortes Q:N* |
N—.

Dada la proposicién anterior, se observa que el supremo en el problema de flujo méximo
es menor o igual al minimo en el problema del corte minimo, de hecho, mas adelante se
estudiara que la igualdad se da en los 6ptimos.

Notese también que cuando se habla del problema del flujo maximo se hace referencia
al supremo, pues el valor del flujo a través de un arco no puede ser infinito y por tanto
YINT) =2 ien+ (Ojeacelis )z(4)) < oo; asf que el mdximo no siempre puede ser alcanzado.
Por otro lado, el conjunto de cortes Q:N' | N~ en una grafica es finito; de tal forma que en
este caso nos referimos a un minimo y no a un infimo.
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2.3.3 Teorema de flujo méximo-corte minimo

Suponiendo que existe al menos un flujo  que satisface todas las restricciones de capaci-
dad en una grafica, entonces tendremos que el supremo en el problema de flujo maximo serd
igual al minimo en el problema del corte minimo.

Antes de dar una demostracién del teorema como tal, es importante dar una definicién
generalizada de cadena aumentante. Se dice que una cadena P: N — N~ es aumentante
para el flujo x si:

-x(j) <c*(j) para todo j € PT;

y
-x(j) >c~(j) para todo j € P~

Debido a las caracteristicas de una cadena aumentante P, puede garantizarse que existe
un valor o > 0 con el que se pueda construir un fluyjo de N* a N~ que sea mejor (de valor
mayor) de la siguiente manera:

z(j) +a, j€ Pt
2(J) = z(j) + aep(j) = § #() —a, je P
z(j), J¢P

En donde 2{j) sigue cumpliendo con todas las restricciones del problema para todos los
valores « tal que:

-2(j) + a <c*(j) para todo j € P*
-z(j) —a >c (j) paratodo j € P~

Al valor méximo de « se le llama capacidad incremental de la cadena aumentante P. Es
importante senalar que si una cadena P tiene una capacidad incremental no finita, se dice que
P tiene capacidad ilimitada. Es muy importante también senalar que si existe una cadena
de capacidad ilimitada entonces el problema de flujo méximo y el problema de corte minimo
tendréan un valor de +oo.

Una vez definida una cadena aumentante procederemos a dar la demostracién del teorema.
Demostracién:

Por construccion se tiene que dado que el supremo en el problema de flujo méximo es
menor o igual al mfnimo en el problema del corte minimo, basta exhibir un flujo  y un corte
@ tales que: flujo de x de N a N~ sea igual a ¢™(Q).

Consideremos cualquier flujo z en G' que se conserve en todos los nodos fuera de NTUN ",
y construimos un corte @) de la siguiente forma:
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(i) Sea S = N*
(i) Site NT,j~ (1,i) € Ay x(j) <c(j)oj~ (i;1) € Ay x(j) > ¢ (j), se actualiza
S=N*TU{i}.

Se repite (ii) hasta que ya no sea posible agregar nodos a S, nétese que todos los nodos
de S son aquellos a los que atin es posible enviar flujo, asi que existen dos casos:

1) SNN~ # @.

Se observa que por la construccién, en este caso existe una cadena aumentante P de Nt
a N7, sea « su capacidad incremental, se actualiza el flujo de la siguiente forma:

z(j)+a, si jePT

() =1 a()—a, si jeP
xz(j)  en otro caso

Utilizando este nuevo flujo, se construye nuevamente S repitiendo los pasos (i) y (ii).
2) SAN™ = 2.

En este caso Q=[9, S] es un corte de G. Por construccién x(j) = ¢*(j) para todo j € Q,
y x(j) = ¢ (j) para todo j € Q~; entonces, como SOIN~ = &, se tiene que

flujode N*a N™ =y(N7) = y(5) =eq.x = Zj€Q+ z(j) — ZjeQ* x(j) = zjeQ+ c(j) -
> jeq- ¢ () =c"(Q).

Asi que se concluye que x es flujo méximo y () es el corte minimo.

Esta demostracién constructiva induce a un algoritmo para determinar el flujo méximo en
una grafica, el cual a su vez permite determinar la solucién al problema del corte minimo. Por
otro lado, se estudiard méds adelante que este procedimiento es finito bajo ciertas condiciones.

Algoritmo de flujo maximo

El algoritmo que es detallado a continuacién busca mejorar el valor de flujo de N* a
N~ mediante la determinacién de cadenas aumentantes, y a su vez utiliza los resultados de
coloracién estudiados con anterioridad.

Es de suma importancia mencionar que el algoritmo usa una coloracién determinada de
la siguiente forma:

verde si c(4) <z(y) < ct(j)
blanco si z(j) = ¢ (j), z(j) < ct(j)
negro si x(j) = (7)), z(j) > ¢ (j)
rojo si c(j) =x(j) = c(4)



De tal forma que una cadena P de N™ a N~ es aumentante siy sélo si P es compatible con
la coloracién. Y ademds, () es un corte minimo, si y sélo si, es compatible con la coloracién
ya que satisface z(j) = ¢*(j) para todo j € Q*; y x(j) = ¢ (j) para todo j € Q~, y por
tanto, se tiene que el flujo a través de Q@ = >0+ 2(J) — D_ - (J) = ¢ (Q).

También es importante recordar que si existe una cadena aumentante con capacidad
ilimitada, el valor de x no es finito, y por tanto el supremo del problema de flujo maximo
tiene un valor de +oo.

Por tanto, para encontrar la solucién béasicamente se deben seguir los siguientes pasos:

1. Determinar una solucion factible en la gréfica.

2. Con la solucién factible colorear dicha gréifica de la forma antes mencionada.

3. Dada la coloracién se buscan cadenas compatibles que se utilizan para construir flujos
de valor cada vez mejor con cada una de estas.

4. Cuando ya no es posible determinar cadenas aumentantes se llegard a la construccién
de un corte, que corresponde al corte minimo, y por tanto se llega a la solucién dual de flujo
maximo.

En seguida se muestra el detalle del algoritmo.

2.3.4 Algoritmo de Ford y Fulkerson.

El propésito del algoritmo es determinar el flujo méximo de N* a N~ en una gréfica G,
donde no existen cadenas de capacidad ilimitada y los pasos a seguir son:

1.- Determinar un flujo = que satisfaga todas las restricciones del problema.

2.- Colorear los arcos de R de la siguiente forma:
verde si c(4) <z(y) < ct(j)
blanco si  x(j) = ¢ (4), z(j) < ¢ (j)
negro si  x(j) = C*( ), 2(j) > ¢ (j)
rojo si ¢ () ==() = C+(J)

3.- Utilizar el algoritmo de enrutamiento para determinar una cadena compatible con la
coloracién.

- Si se determina una cadena P: N* — N~ compatible con la coloracién, calcular

ct(i)—2(5), jEPT
oz-mm{ S (), jep-

Hacer x = x + ae, y regresar a 2.
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-Si se determina un corte (Q:N* |N~ compatible con la coloracién; terminar con el flujo
méximo z y el corte minimo @) ya que este tltimo satisface z(j) =c*(j) para todo j € QT;y
z(j) =c(j) para todo j € Q~, y por tanto, se tiene que el

flujo a través de Q = 3o+ 2(J) — D cq- 2(J) = " (Q).

Justificacién de convergencia del algoritmo. Supdngase que las capacidades de
los arcos ¢*(j), ¢~ (j) y los valores de flujo inicial x(j) son conmensurables; es decir estos
nimeros son miiltiplos de cierta cantidad ¢. En particular, capacidades y flujos enteros son
conmensurables con ¢ = 1. De esta condicién de conmensurabilidad se concluye que los
nimeros « y z(j) calculados durante el algoritmo, son también multiplos de la cantidad ¢
de aqui que, en cada itercién, el fluyjo de N* a N~ se incrementa al menos en la cantidad
positiva ¢ y por tanto se realiza un nimero finito de iteraciones si no existen cadenas de
capacidad ilimitada. Sin esta condicion existe el peligro de que el algoritmo no converja, mas
atn podrfa ser incluso que si converja pero que proporcione una solucién errada.

Discriminacién de arcos. La condicién de conmensurabilidad puede eliminarse si el
algoritmo de Ford y Fulkerson se utiliza con una pequena modificacién llamada criterio de
discriminacién de arcos, este cambio consiste en utilizar siempre que sea posible, arcos verdes
durante la rutina de enrutamiento. Cuando se utilizan cadenas de arcos verdes, el flujo
"mejorado" alcanzara la cota superior o la inferior para al menos un arco, el correspondiente
al valor de a. De este modo para la siguiente iteracién, al menos un arco se vuelve blanco
o negro, mientras que los que tenfan estos colores no se alteran. Con este argumento puede
concluirse que después de un nmimero finito de iteraciones, no existen cadenas aumentantes
con todos los arcos verdes por lo que para continuar con el proceso de aumento de flujo
(si esto es posible) debera recurrirse a los arcos blanco o negros. En tal momento hay un
conjunto S correspondiente a un corte () que no contiene arcos verdes, es decir todo arco
J € @ satisface x(j) = ¢*(j) o 2(j) = ¢ (j) o ambas condiciones. De aqui que la suma

Yicor T(J) = 2 jeq- ©(j) = [flujo a tavés de Q]= flujo de N a N~

tiene todos sus terminos iguales +¢*(j) o a ¢~ (j). Puesto que hay un nimero finito de
arcos, existe un nimero finito de sumas de esta forma y por tanto existe un nimero finito
de valores posibles para el flujo de N* a N~. Ninguno de estos valores se repite durante la
aplicacién del algoritmo, ya que el flujo se incrementa en cada iteracion.

Puede concluirse entonces, que el algoritmo converge en cualquier caso si se utiliza el
criterio de discriminacién de arcos.
Para ejemplificar, considérese la siguiente grafica con Nt = {s} y N~ = {sli5} :
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(-3.3]

[—4.3] [-1.3]

[-2,3]
Figura 2.3.1

[teracion 1.
Paso 1. El flujo cero, es un flujo que satisface todas las restricciones del problema.

Paso 2. Con el flujo cero, se tiene una red coloreada de la siguiente forma.

[-.l v !‘4
v
v ¥
v
b

b

Figura 2.3.2

Paso 3. Al aplicar el algoritmo de enrutamiento se obtiene que la cadena s, 75, 75, s"es una
cadena compatible con la coloracién, por lo que se realiza el cédlculo:

a=min{7,3,4} =4

Asi que el nuevo flujo de la red es:

0 0 0
0 0
; 0 0
s \) .
\@/ 3 \9/
Figura 2.3.3
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Iteracion 2.
Paso 2. Con el flujo dado, la nueva coloracién de la red estd dada por:

v
v
h b
W h
\/‘ \)’J ¥
R
Figura 2.3.4

Paso 3. Al aplicar el algoritmo de enrutamiento, se tiene que una cadena compatible con
la coloracion es s, 1,14, S, asi que se calcula:

a =min{4,3,6} =3

El nuevo flujo de la red es:

3 0 0
0 0
3 0 i 4
Figura 2.3.5

Iteracién 3.
Paso 2. La coloracién, con este nuevo flujo es:

|

Figura 2.3.6

W

\@/
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Paso 3. Al aplicar el algoritmo de enrutamiento se obtiene que s, 11,142,434, 5 €s una
cadena compatible con la colracién, por lo que se calcula una vez mas:

a=min{l,1,2,1,3} =1

El nuevo flujo es:

4 0 i
1 ﬂ
0
3 vl Ny
Figura 2.3.7

Iteracién 4.
Paso 2. Con el flujo, la coloracién esta dada como:

n v b
1 b
. b
\/ X \}"‘ v
Figura 2.3.8

Paso 3. Aplicando el método de enrutamiento se encuentra la cadena compatible con la
coloracién es s, 19, 13, 5, S,calculando:

a=min{4,1,00,1} =1

El flujo actualizado es:
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Figura 2.3.9

[teracion 5.
Paso 2. La coloracién con el flujo dado es:

n ¥ b
k. b
) \/n vw '

Figura 2.3.9

Paso 3. Con el algoritmo de enrutamiento se determinara el siguiente corte compatible
con la coloracién.

Figura 2.3.9
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Asi que el flujo méximo tiene valor de 8, y en el corte minimo se cumple que ¢*(Q) =
S egr 1) = Dyeo- ali) = 4 — (=3 —1+0) =8.

2.4 Algunas aplicaciones de flujos en una grafica

2.4.1 Problema del corte minimo y corte de cardinalidad minima

El problema del corte de cardinalidad minima consiste en determinar en una grafica G
un corte () con el menor nimero de arcos, lo cual es posible reducirse a un problema de flujo
méaximo de la siguiente forma:

Dar un intervalo de capacidad a cada arco de [-1,1], y resolver el problema de flujo
maximo, que a su vez nos dard una solucién al problema del corte minimo, es decir, encon-
traremos el corte @ tal que ¢*(Q) = dicor € (F) + (=2 eq- ¢ (j)) es el minimo entre las
capacidades de todos los cortes posibles de la grifica G. De esta forma tenemos que, dado el
intervalo de capacidad que dimos a los arcos,

> jco+ €7 (j) =Ntmero de arcos en Q*
— 2 ico- ¢ (j) =Ntmero de arcos en Q~

De aqui que el corte minimo es, en realidad, el corte de cardinalidad minima.
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Capitulo 3: Potenciales y tensiones

El presente capitulo se enfoca en el andlisis de los conceptos de potenciales y tensiones
sobre una gréfica, cuyo desarrollo resulta paralelo al estudio realizado en el capitulo anterior.
Se plantea una serie de reestricciones sobre los arcos de una gréfica para llevar a cabo el
planteamiento del problema de factibilidad de tension o diferencial. Luego, se formula el
problema de cadena minima y se define su dual: el problema de tensién maxima.

De forma paralela a los problema de flujo méximo y corte minimo que se relacionaban
fuertemente por el teorema de flujo méximo-corte minimo; los problemas de cadena minima
y tensién méxima se relacionan mediante el teorema de cadena minima-tensién maxima.

3.1 Conceptos Generales
3.1.1 Potenciales y Tensiones

El potencial es una funcién u que asocia a cada nodo un real u(i) llamado potencial de 4,
por su parte, la tensién o diferencial, se define a través de un arco j ~ (i, %) como la diferencia
de potenciales:

v(g) = (@) —u(i) = = 3 iex uli)e(i, j)

Un ejemplo de potenciales se observa como sigue:

[1] (2]
1
[0] 1 C (1]
1
A O

O
[-2]

Figura 3.1.1

(2]

Para el arco (4,5) se tiene que:

v(5,4) =u®) —u(4) =-2—-2=—4

Es decir, v = Au, donde Au = —uF donde E es la matriz de incidencia de G y v es
llamado el diferencial o tensién de G.
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Otro concepto relacionado con diferenciales es el despliegue del diferencial v relativo a
una cadena P, que se define como la suma de los términos +v(j) sobre los arcos de la cadena
P, donde el signo negativo es dado a los arcos que son recorridos negativamente y los signos
positivos a aquellos que son recorridos de forma positiva:

[despliegue de v relativo a P] =3 ps v(j) — D _jcp_v(j) = v - ¢

Se debe notar que esta definicién corresponderia a una cadena simple. En caso de que P
no sea simple, P puede ser descompuesta en varias cadenas simples, cada una de las cuales,
tendra una expresiéon de la forma anterior. Asi que, el despliegue de v relativo a P serd el
resultado de la suma de dichas expresiones.

Un ejemplo del concepto de despliegue se puede ver en la siguiente gréfica, en donde
el nimero asociado a los arcos representa su diferencial, y el nimero asociado a los nodos
representa su potencial.

[1] 2]

0] 2

— ok e—

[2] [-2]

Figura 3.1.2

Para la cadena P : 1,(1,4),4,(4,3),3,(3,6),6 el despliegue relativo es:
[despliegue de v relativo a P]= 24+0+(-1) =1.

Un resultado de suma importancia que se puede observar en la grifica anterior, es que
despliegue de v relativo a P tiene el mismo valor que la resta del potencial del nodo 6 menos
el potencial del nodo 1; es decir, dicho despliegue corresponde a la resta de los potenciales
de los nodos final e inicial respectivamente. En teoria de redes, a este resultado se le conoce
como la regla de integracion.

3.1.2 Regla de integracién

La regla de integracién total muestra que:
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[despliegue de v relativo a P] = u(i) — u(7)
en donde;
v=Au yP:i—7.

Esta regla es establecida simplemente por la observacién de que el término +(v;) cor-
responde a la suma £(v;) = u(ixs1) — u(iy), del j—ésimo arco de P, el cual une al nodo
ix+1 con su predecesor ix. De tal forma, al sumarse los (v;) se van eliminando los términos
intermedios y al final el resultado es u(7) — u(3).

Una consecuencia de la regla en la integracién es que el despliegue de v relativo a P sélo
depende de sus nodos inicial y final, y no de sus nodos intermedios. Y por tanto, un corolario
a dicha regla, es que P es un ciclo, el despliegue de v relativo a P sera cero.

Es importante mencionar que la regla de integracién puede ser usada para construir un
potencial v para una tensién v tal que Au = v, si es que existe. Supdéngase primero que la
grafica G [X, A] es conexa, y sea s un nodo en X. Si en efecto, hay un potencial u con v
como su diferencial, su valor para todos los nodos i distintos de s estd determinado por:

u(i) = u(s) + [despliegue de v relativo a P]

donde P puede ser cualquier cadena de s a i. Se debe hacer énfasis en que u(s) puede
tomar cualquier valor, ya que si se suma una constante a una funcién de potencial, no afecta
su diferencial. Con base en lo anterior es posible establecer el siguiente procedimiento general;
durante este procedimiento se verificard si v es un diferencial por lo cual no es necesario saber
esto de antemano.

Sea 6 cualquier enrutamiento con base en s y sea o € R. Definase:

u(i) = asiit=s
~ | a+ [despliegue de v realtivo a P, si i # s

donde P es la # cadena de s a 7. Si v es un diferencial de la funcién u, construida de esta
manera, serd el unico potencial que satisfaga Au = v y u(s) = a. En caso contrario se tendréd
(Au)(j) # v(j), para algin arco j no utilizado por el # enrutamiento.

Considérese la siguiente grafica como ejemplo:

63



Figura 3.1.3

Sea s = 71 , un enrutamiento con base en s es:

0(iz) = (i2,11), O(ia) = (i2,14), O(i3) = (i2,13), O(i5) = (i3,15)
que define las cadenas P : s — iy siguientes:

P2 . il — ig

P3 . il — ig — ig

P4 . il — ’éQ — 1'4

Py iy «— iy — 13 — 15

Se calcula el despliegue :

[despliegue de v relativo a Py]=-1
[despliegue de v relativo a Ps]=-1+1=0
[despliegue de v relativo a Py]=-142=1
[ J=

despliegue de v relativo a Ps|=-1+1+2=2

Sea a = 2 se obtiene el siguiente potencial:

[1] [2]

Iy A i3
(2]
ly F L5
[3] [4]
Figura 3.1.4
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Una pregunta natural a los conceptos mencionados es : ;Qué pasa si la tensién asociada
a cada arco debe satisfacer condiciones?. De manera andloga al problema de distribucién
factible, vista en el capitulo anterior, la siguiente seccién de este capitulo analiza un problema
de factibilidad de diferencial, en donde el diferencial de los arcos debe satisfacer ciertas
restricciones, denominadas de generacion.

3.2 Problema del Diferencial Factible y Algoritmo de Rectificacién de Tensién
3.2 .1 Problema de diferencial factible

En una grifica G[X, A] con intervalos de generaciéon D(j) = [d~(j),d" (j)], el problema
de diferencial factible consiste en determinar un potencial u cuyo diferencial v satisfaga
v(j) € D(j) para todo j € A.

También se definen la generacién superior e inferior de una cadena simple como:

AT (P) = sepr d7(j) = Xjep-d(j)
d7<P) = ngp+ d7<j) - ZjeP* d+(j>

A continuacion, se estudiaran las condiciones para garantizar la existencia de una solucién
al problema de diferencial factible. Cabe decir, que de forma paralela al problema de flujo
factible, la demostracién se hace de forma constructiva y a su vez se construye un algoritmo
de solucién.

3.2.2 Teorema de diferencial factible

El problema de diferencial factible tiene solucién si y sélo si d*(P) > 0 para todo ciclo
elemental P.

Demostracion.

Sea v un diferencial factible, para cualquier v factible se cumple que d~(P) < [despliegue
de v relativo a P] < d*(P), donde P es cualquier cadena.

Si P es un ciclo, su despliegue serd cero, lo cual implica que d~(P) < 0 < d*(P), de tal
modo que se cumple que d*(P) > 0. También se cumple d~(P) < 0, pues si consideramos P’
como el reverso (es decir, la cadena que se forma en con los arcos de P, en sentido inverso)

de P se tiene que d~(P) = d*(P).
Por otro lado, se debe demostrar que si d™(P) > 0 para todo ciclo elemental P, entonces

existe solucién al problema de diferencial factible. La demostracién se hace de forma con-
structiva y constituye un algoritmo que da solucién al problema, y que ademds detecta, en
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su caso, la no existencia de la solucién. El algoritmo se estudiara en seguida y se denomina
Algoritmo de rectificacion de tensién.
3.2.3 Algoritmo de rectificaciéon de tensién

El objetivo es determinar un potencial tal que v(j) = (Au)(j) € D(j) paratodo j € Ay
los pasos a seguir son:

1. Sea u cualquier potencial. Sea v = Au.

2. Sean
At ={jeAlv(j)<d ()}, A ={jeAlv(y) >d ()}

-Si A" = @ = A~, terminar. El potencial u resuelve el problema.
- En otro caso, seleccionar j € AT U A~ e ir al paso 3.

3. Colorear los arcos de R de la siguiente manera:

verde si d=(j) =v(j) = d"(j)
blanco si  v(j) > d~(j) , v(j) = d*(j)
negrosi - v(j) < d(j) , v(j) < d(j)
rojo si d=(j) <v(j) <d*(j)

Aplicar el lema de Minty para j.

-Si se determina un ciclo P compatible con la coloracién que contenga a j terminar. En
este caso d™(P) < 0y por lo tanto no existe solucién para el problema.

-Si se determina un corte Q[S, S] compatible con la coloracién que contenga a j, calcular:

d*(j) —v(j), j€QF
a=Min{ v(j)=d(j), j€Q

a

en donde

Actualizar u = u + aes e ir a 2.
Justificacién del algoritmo

Supoéngase que en el paso 3, se obtiene un ciclo P compatible con la coloracién. Sea
dy(j) = dt(j) — v(j), y sea dy (j) = d(j) — v(j) para todo arco de P. Se afirma que

66



d§ (P) < 0, pues en un ciclo compatible con la coloracién los arcos pueden ser verdes, blancos
o negros, de tal forma que:

-Si j es verde, entonces
dg (7) = d*(j) = v(j) = 0 = d~(4) —v(j) = dy (4),
pues se definié la coloracién como verde si d~(j) = v(j) = d*(j).

-Si j es blanco, se tiene que j € P*, y por como estd definida la coloracién, v(j) > d*(j),
lo que implica que dg (j) = d*(j) — v(j) <O0.

- Si j es negro, se tiene que j € P~ y por la coloracién, se tiene que d~(j) > v(j), lo que
implica que dy (j) = d~(j) —v(j) > 0.

Supéngase ahora que P contiene al menos un arco j € At U A~, y sin pérdida de gene-
ralidad supéngase que es blanco. y se cumple que dj < 0, todos los deméds arcos son verdes
0 negros, asf que Y p+ di(j) <0y > iep-dg (7) = 0, por lo que se cumple:

d(J)r(P> = ZjeP+ dar(]) - ZjeP* da(]) <0

Sustituyendo,

d(J)r<P) = ZjeP+ d{f(]) - ZjeP* da(])
=2 jep+ 7)) —v(i) = (Xjep- a7 (J) —v(5))
=D ept 4705 =v() = Xjep- A7 (4) +v(j)

= jepr 7() = Ejep- 4 ()
— d*(P)

Asi que, d*(P) < 0.

Supoéngase ahora que en el paso 3 se obtiene un corte () compatible con la coloracién.
ado que d™(Jy 00, se debe ver ahora qué sucede con el calculo de o para garantizar un
Dad d < 00, se deb h d 1 célculo d t
potencial que se acerque mads a las restricciones.

Los arcos rojos siempre estdn en un corte, y su diferencial siempre estd dentro del intervalo
de generacion, por lo que el célculo de o siempre serd positivo para dichos arcos.

-Si j € QT claramente j es un arco negro, y por tanto v(j) < d*(j), lo que implica que
a=d*(j)—v(j) > 0.

-Si j € @, claramente j es un arco blanco y por tanto se tiene que d~(j) < v(j), lo que
implica que o = v(j) —d~(j) > 0.

Se debe analizar ahora qué sucede con los arcos en AT U A™.
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-Si j € AT sucede que v(j) < d~(j), asi que @ =d(j) — v(j) > 0.
-Si j € A~ sucede que v(j) > d*(j), asi que @ = v(j) — d*(j) > 0.

De lo cual se concluye que al actualizar los potenciales de los nodos fuera del corte,
la tensién de los arcos de () se acerca en « unidades m&s a sus respectivos intervalos de
generacién [d~(5),d*(4)].

La siguiente grafica se utiliza para ejemplificar el funcionamiento del algoritmo, iniciando
con un potencial inicial de cero en todos los nodos.

[-21]

Figura 3.2.1

[teracion 1.
Paso 1. Comenzar con un potencial igual a cero en todos los nodos.

Paso 2. Vea que
At = {(276)’ (475)} y AT = {<273)}

Como son distintos del vacio seleccionamos un arco.

Paso 3. Se escoge el arco j = (2,3), y se aplica el algoritmo de Minty a la siguiente grafica
coloreada.

Figura 3.2.2
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Aplicando el algoritmo de Minty se ve que el arco (2, 3) pertenece a un corte compatible
con la coloracién tal que
Q=1{(3,1),(3,5),(3,6),(0,3),(2,3),(4,3)}, asi que &« = min{1,00,5,2,2,1} = 1.

Actualizando el potencial y los respectivos diferenciales se obtiene la grafica que sigue:

Figura 3.2.3

Iteracion 2.
Paso 2. Vea que,

AT = {(276)7 (576)} y A" = {(273)}

Paso 3. Se elige nuevamente el arco j = (2,3), y se aplica el algoritmo de Minty a la
siguiente grafica coloreada;

Figura 3.2.4

Aplicando el algoritmo de Minty se observa que el arco (2,3) pertenece a un corte com-
patible con la coloracién tal que

Q = {(0,1),(0,3),(0,4),(2,1),(2,3),(3,6),(3,5),(4,5)}, con S = {1,3,4},asf que o =
min{1,1,00,4,4,1,1,2} = 1.

La gréfica actualizada, con los respectivos potenciales y diferenciales es,
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Iteracion 3.
Paso 2. Vea que,

AT={(2,0)}y A" =

Paso 3. Tomando el arco j = (2,6), y aplicando el algoritmo de Minty a la siguiente
grafica coloreada;

Figura 3.2.6

Aplicando el algoritmo de Minty se ve que el arco (2,6) pertenece a un corte compatible
con la coloracién tal que @ = {(2,6),(3,6),(3,5),(4,5)}, con S = {0,1,2,3,4}, donde oo =
min{2, 00, 3,3} = 2.

La gréfica actualizada, con los respectivos potenciales y diferenciales es,
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1 %4
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1 3 > 4
Figura 3.2.7

Iteracién 4.
Paso 2. Vea que,
AT ={o}y A" ={o}

Por lo tanto, se obtiene que el potencial en la red anterior resuelve el problema.

3.3 Problema de la Cadena Minima
3.3.1 Problema de la cadena minima

La pareja de mimeros d*(j) y d™(j) en algunos casos, no necesariamente estén relaciona-
dos con factibilidad de tensiones. Si por ejemplo, d*(j) representara el costo de recorrer
positiviamente el arco j y d~(j), el costo de recorrerlo en sentido contrario, entonces d*(P)
serfa el costo de recorrer la cadena P, mientras d~(P) representaria el costo por recorrer su
reverso. Con dicha interpretacion, es fécil ver de qué trata el problema de la cadena minima.

Sean N*, N~ C X no vacfos en la grifica G y Nt N N~ = &. El problema consiste en:
Min{d*(P)|P: Nt — N~}
sobre todas las cademas P: N — N~

Si no existen cadenas P : N — N, se hace la convencién de Min = oo, pues es posible
agregar arcos ficticios j a la red, con d*(j) = oo y d~(j) = —oo, para hacer la gréfica conexa
sin afectar nada més.

Por otro lado, obsérvese que d*(P) < oo siy sélo si P es compatible con cierta coloracién
en la gréfica, llamada coloracién asociada con las generaciones:

verde si dt(j) < ooy d (j) > —o0
blanco si  dT(j) < ooy d (j) = -0
negro si dt(j)=c0cyd (j) > —o0
rojo si dt(j)=oc0yd (j) = —0



Asf que el problema de la cadena minima es equivalente a minimizar d*(P) sobre todas
las cadenas P compatibles con la coloracion.

Anélogo al problema flujo méximo-corte minimo, el problema de la cadena minima puede
ser resuelto mediante su problema dual, el problema de tensién m&axima.

Sea u un potencial que es constate en el conjunto N y constante en el conjunto N,
con Nt y N~ conjuntos ajenos, no vacios en GG. Entonces se cumple que u(i) — u(i) vale lo
mismo para todo i € N y para todo ¢ € N~. Esta diferencia se conoce como despliegue de
v de Nt a N~. También se concluye que :

[despliegue de v relativo a P] = u(?) — u(i) =[despliegue de u de N* a N~]
Para toda cadena P: N*T — N~
3.3.2 Problema de tensién maxima

El problema de tensién médxima consiste en maximizar el despliegue de v de Nt a N~
sobre todos los potenciales u constantes en N*, constantes en N~ tales que v = Au es factible
con respecto a las generaciones.

Al igual que el problema de flujo méximo, existe un resultado que relaciona los problemas
de tensién méxima y cadena minima, pero es importante definir el concepto de corte de
generacién ilimitada.

Un corte de generacion ilimitada se define como un corte Q:N* | N~ tal que d¥(j) = +o0
para todo arco j € QT, y d”(j) = —oo para todo arco j € Q~. Nétese que este tipo de corte
es compatible con la coloracién asociada con las generaciones.

3.3.3 Teorema de tensién maxima-cadena minima (Minty)

Supdngase que existe al menos un potencial que satisface las restricciones del problema
de méaxima tension. Entonces:

[Supremo en el problema de tensién maximal=
[Minimo en el problema de cadena minimal

De forma andloga al problema de flujo méximo, cuando se habla del problema de tensién
méxima se hace referencia al supremo, pues la tensién de un arco no puede ser infinita y por
tanto [despliegue de v relativo a P] < oo; asi que el méximo no siempre puede ser alcanzado.

Para la demostracion de este teorema, basta observar que para cualquier potencial u que
satisfaga las restricciones de tensién méxima y P cualquier cadena de N* a N~ se tiene que:

[despliegue de u de N™ a N~| = [despliegue de Au relativo a P|< d*(P)
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Basta probar que existe una cadena P y un potencial u que satisfacen la igualdad. Lo
cual se hace de forma constructiva y por tanto la demostracién constituye un algoritmo de
solucién para ambos problemas, el cual serd descrito a continuacion.

3.3.4 Algoritmo de la cadena minima

Cabe resaltar una vez mads el paralelismo entre los problemas de tensién méxima - cadena
minima y los de flujo médximo - corte minimo. Para iniciar el algoritmo se requiere un
potencial que satisfaga las condiciones impuestas para el problema de méaxima tensién tal
que su diferencial sea factible respecto a las generaciones. Durante el algoritmo se construye
un diferencial factible con respecto a las generaciones correspondientes a un potencial © y un
0 — enrutamiento con base NT tales que:

d*(P) = [despliegue de w de N* a N~

donde P es la 6 cadena de N* a N~. De aqui se concluird la optimalidad de estas
soluciones para sus respectivos problemas.

Algoritmo de la Cadena Minima
El objetivo es determinar una cadena P que minimice d*(P) y los pasos a seguir son:

Paso 1: Sea u un potencial, constante en N* y en N—, tal que v = Au es factible con
respecto a generaciones.

Paso 2: Colorear los arcos de G de la siguiente manera:
verde si d-
blanco si  d™(j) < v(j) d*(j)
negro si d=(5) = v(j) '
rojo si a-(j) < 0(j) < d*(j)

Paso 3: Apliquese el teorema de la red coloreada.

-Si se detecta un corte Q : N* | N=, Q[S, S|, compatible con la coloracién, hacer:

— d*t(j)—v(j), JeQ*
o = Min{' G755, eg- 1

Si o < 00, hacer u = u + aeg e ir a 2.
En otro caso terminar. Como () es un corte de generacién ilimitada se tiene Min = —oo.

-Si se detecta una cadena P : Nt — N~ compatible con la coloracién terminar. Esta
cadena es la minima y u resuelve el problema de tensién méxima.

La justificacion del algoritmo es la siguiente:

Vedse que si se termina con una cadena P compatible con la coloracién se tiene que todo
j € P* es verde o blanco y todo j € P~ es verde o negro, entonces, dada la definicién de
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color, todo j € P cumple que d*(j) = v(j) y todo j € P~ cumple que d~(j) = v(j). Por lo
tanto:

[Despilegue de u de Nt a N~| = [despliegue de P relativo a v = Au]=

> iep+ V(I) = 2jep-v() = Xjepr A7) = X jep- d7(j) = d*(P).

Si se detecta un corte () el nuevo potencial u 4+ aeg cumple:

[Despilegue de u + aeg de N* a N~| =[Despilegue de u de N* a N7| + «
por lo que el nuevo potencial es mejor que el anterior.

Por otro lado, mientras « sea finita, en cada iteracion la tensiéon de por lo menos un arco
de Q" alcanza su cota superior, y por lo tanto recibira el color blanco en la siguiente iteracién
o un arco de ()~ alcanza su cota inferior, y por tanto recibird el color negro en la siguiente
iteracion.

Este arco pertenecerd entonces al #—enrutamiento construido en la siguiente iteraciéon. Se
tiene entonces que con el algoritmo de enrutamiento se termina a lo més en | X|—|N* U N~|+1
iteraciones, hasta encontrar una cadena compatible con la coloracién y por lo tanto se ha
determinado la cadena minima.

Para ejemplificar el algoritmo, se resuelven los problemas de cadena minima y tensién
méxima en la siguiente grafica en donde N* = {0} y N~ = {6}.

[1.4]
Figura 3.3.1

Iteracion 1.
Paso 1. Anteriormente se demostré que un diferencial factible para la gréfica, con los
respectivos potenciales y diferenciales estd dada por:
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Figura 3.3.2

Paso 2. La gréfica coloreada serd entonces:

/Qfﬂ

\d \d

Figura 3.3.4

Paso 3. Aplicando el teorema de la grafica coloreada se encuentra un corte Q : N* | N~
, donde QT = {(0,1),(0,3),(0,4)} y @~ = {@}. Tenemos entonces o = Min{5,4,4} = 4 con
S = {0}.

Actualizando el potencial y los respectivos diferenciales se obtiene la gréfica que sigue:

Figura 3.3.5
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Iteracion 2.
Paso 2. Con el nuevo potencial, se obtiene la siguiente gréfica coloreada:

L2
Q/w
\o/b/

Figura 3.3.6

Ty
=%

Paso 3. Al aplicar el teorema de la red coloreada, existe un corte dado por Qt =
{(3,6),(3,5),(4,5)} y @ = {(2,1),(2,3)}; entonces o« = Min{oo,1,1,1,2} = 1, donde
S = {0,1,3,4}.

La gréfica actualizada es:

Figura 3.3.7

Iteracion 3.
Paso 2. Con el potencial anterior se tiene la siguiente grafica coloreada:
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Q/w
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Figura 3.3.8

k4
=3

Paso 3. Al aplicar el teorema de la red coloreada se obtiene una cadena P : Nt — N~
compatible con la coloracion, dada por P : 0 — 3 — 1 — 2 — 6. Por lo tanto se concluye que
P es la cadena minima, y el potencial encontrado en la iteracién 2, es el potencial maximo.

Las restricciones que se imponen a los problemas de rectificacién, analizados en los capitu-
los 2 y 3, no necesariamente estan sujetos a un problema de gréficas, por lo cual, el siguiente
capftulo retoma dichos algoritmos y brinda una generalizaciéon de los mismos.
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Capitulo 4: Una generalizacién del algoritmo de rectificacién de
flujo

Los problemas tratados anteriormente son acoplados en la estructura de dos sistemas
lineales de variables asociadas a una grafica: el sistema x,y; y los sistemas u, v, expresados
juntos por una matriz de incidencia E. De hecho, toda la informacién sobre una grafica G
puede ser cubierta por la matriz de incidencia, y por lo tanto a partir del conocimiento de la
relacién entre las variables x(7) y y(i) o v(j) v u(i).

El problema del flujo factible, como se describird de forma muy detallada, se puede escribir
como:
Ex=1b
T Ec
De la misma forma, el problema del diferencial factible como:
—ull =v
veD

Donde E es la matriz de incidencia de la grafica. La generalizaciéon de estos problemas
surge cuando E es una matriz con entradas reales que no necesariamente es de incidencia y
se conocen como problema de factibilidad primal y problema de factibilidad dual respecti-
vamente. Los conceptos de flujos, divergencias, diferenciales y potenciales son generalizados
como variables primales y duales; que a su vez dan paso a la definicién de soportes primales
y duales como conjuntos de indices de la matriz.

El objetivo principal de este capitulo es generalizar los problemas de factibilidad de los
sistemas Fx = y y —uF = v, donde E sea cualquier matriz con entradas reales generada por
un sistema de ecuaciones. De tal forma, los algoritmos de rectificacién de flujo y tensién, sean
estudiados para adecuarse a su forma general y poder aplicarse a problemas donde resulta
muy complicada la asociacién de una gréfica.

El capitulo comienza con la generalizacion de los conceptos de flujo, divergencia, tensién
y potencial; para luego poder asociarlos a una matriz mediante el anélisis de las representa-
ciones de Tucker.

La aplicacién de los algoritmos de coloraciéon estudiados en el capitulo uno, pueden
trasladarse a su aplicaciéon sobre una matriz con entradas reales; por lo que una seccion
de este capitulo se dedica al andlisis de la coloracién, con lo que se tienen las herramientas
para generalizar los algoritmos de factibilidad.

4.1 Conceptos Generales

4.1.1 Variables primales y duales

El el capitulo dos, se definié la divergencia del flujo = en el nodo 7, como:
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y(i) = D jca€ij2(j), donde z(j) denota el flujo a través del arco j; y e; ; la incidencia del
nodo 7 con el arco j.

Asi mismo, se ha definido la tensién o diferencial de un arco j como:

v(j) = — > ;ex u(i)e(i, j) donde u(i) representa el potencial del nodo i.

Considérese ahora una matriz £ con entradas reales, donde I y J representan los conjuntos
de indices, finitos y no vacios; y e(i, j) la entrada de E tal que i € [ y j € J. De tal forma, £
es una matriz en My ,(s. La generalizacién de los conceptos anteriores es la siguiente: Para
z € RVl se define y € RVI como:

y(i) = > e; eli,j)z(j) para i€l (1)
mientras,
v(j) ==X ierul@) e(i,j) para jeJ (2)

Decimos que (1) es el sistema lineal primal asociado con E, mientras que (2) el sistema
lineal dual.

N x(j)
—u(f) = y(i)
eli,j)
.
=v(j) \\
Figura 4.1.1

Considérese la siguiente grafica de flujos como ejemplo:
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Figura 4.1.2

Evidentemente los conjunto de arcos y vértices en la grafica estdn dados por:
A ={ay,az,a3,a4,a5} y X = {i1,i2,13,74}
para el vértice i3 se observa que div(iz) = 1 *x x(ay) + (—1) *x(as) =1 —6 = =5

La informacioén en la grafica puede trasladarse en su forma general a través de la matriz
de incidencia:

1 1 0 0 0 |fi
4 @ 4 9§ 4 | B
0 0 0 1 -1 |i
0o 1 1 0 1 |i

De tal forma, considerando el vector z(1) = 5,z(2) = 3,2(3) = 4,2(4) = 1,2(5) = 6; se
tiene que:

I ={1,2,3,4}
J=1{1,2,3,4,5}
Donde:

y(3) =e(3,4) xx(4) +e(3,5) xx(5) =1x1+4+(—1)*x6 = —5

De forma similar, considérese ahora los siguientes potenciales y tensiones sobre la misma
grafica:
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u(iy) =4 W)=

Figura 4.1.3

Para el arco a4 se tiene que v(ay) = —((—1) *u(iz) + (1) xu(iz) = = (=3 +1) =2

considerando el vector u(1) = 4,u(2) = 3,u(3) = 1,u(4) = 2; sobre la misma matriz de
incidencia se tiene que:

v(4) = —(u(2) *e(2,4) +u(3) xe(3,4)) = —(3* (=1)+ 1% 1) =2

Por otro lado, es importante mencionar que las ecuaciones (1) y (2) generan los sistemas
primal y dual respectivamente; implican lo siguiente:

ZjeJ v(j)z(j) = deJ Y ieruli) e(i, j)z(j) = = > e u(@)y(i)
De tal forma que v-x = —u-y; esta férmula caracteriza la dualidad entre los dos sistemas.

Ademss, para toda x € RVl 'y y € Rl que satisfacen (1), es suficiente que se cumpla que
w-y+uv-x=0; para que u € Rl y v € Rl satisfagan la ecuacién (2). La demostracién a
tal enunciado se ve de la siguiente forma:

vexo= Y u()y(i) + X0, v()z() = i ul@) (X ey e, 0)z() + Xies
v(])x(]) = ZjeJ [Zie] ( ) (Za]) (]) +U(]) (])] = ZjeJ [Z¢61u< ) (Z ]) U(])} ( ) 0

Dado que z(j) > 0, necesariamente ) .., u(i)e(4, j) + v(j) = 0 lo que implica que v(j) =

=D ier uli) e(i, j).

De forma dual, para toda v € Rl y v € RV que satisfacen (2), es suficiente que se
cumpla u -y + v - x = 0; para que € Rl y y € Rl satisfagan (1). Esto se ve al usar (2)
para escribir:

eyt v = D uiy) + iey v0)2() = Dieru@y() + Liey (= Lieruli)
(i, ))2() = Sier uli) [y(3) = ey e ()]
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De igual forma, dado que u(j) > 0, necesariamente y(j) — >_;;e(i, j)z(j) = 0 lo que
implica que y(j) = ;s e(i,5)x(j)-

El sistema lineal primal puede ser identificado como un subconjunto del espacio vectorial
R|I uJ |:

C ={(y,r) | y € Rl 2 € RV y satisfacen (1)}

De la misma forma, el sistema lineal dual se identifica como:

D = {(u,v) |ue R v eRV ysatisfacen (2)}

Pensando en el producto escalar, las observaciones anteriores pueden ser reescritas como:
D = {(u,v) | (u,v) - (y,x) = 0 para todo (y,z) € C'}

C ={(y,2) | (u,v) - (y,r) = 0 para todo (u,v) € D}

De forma que D y C son complementos ortogonales.

Existen dos subespacios de Rl que juegan un papel importante en el analisis de los
sistemas primal y dual asociados con FE :

C={x| Fz =0}
D = {v | existe u con —uE = v} (3)

Claramente C consiste del vector z € R” tal que (0,z) € C, mientras D es la proyeccién
de D en R’. Se sigue que:

C={zeR/|v-z=0paratodoveD }
D={veR’|v -z=0 paratodoz € C} (4)

Es decir, C' y D también son complementos ortogonales. La importancia de los espacios
C' vy D se mostrard en el siguiente apartado; pero antes, es importante destacar que el espacio
C' en una grafica; corresponde al espacio de circulaciones, cuya definicién se dio a conocer en
el segundo capitulo.

4.1.2 Vectores elementales y soportes primales

Para definir los vectores y soportes elementales en su forma generalizada, es importante
entender su imagen sobre una grafica G:

Se dice que un flujo elemental, es uno de la forma:
Q si  jePt

z(j) = aey(j) = —« si jeP”
0 en otro caso
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donde P es un camino elemental y a > 0.

Por otro lado, se dice que P es un camino que conforma a un flujo x si se cumple que :
-2(j) > 0 para todo j € P™ y z(j) <0 para todo j € P~

-P es un circuito, o el nodo inicial y final de P son fuente y vertedero respectivamente.

Otra definicién importante es la de soporte primal en una gréfica; donde, C' representa el
espacio de circulaciones.

Se dice que un conjunto de arcos P, es un soporte primal del espacio C si existe ©z € C'
tal que para toda j € P se cumple que z(j) # 0; y
pPr={jeAlz(j) >0}, P ={jeAlz(j)<0}

Considérese como ejemplo la siguiente gréfica:

xla-) = -2

Figura 4.1.4

El flujo de los arcos a1, as, as, a7 es un flujo elemental de valor 2, pues el conjunto de arcos
forma un camino elemental.

De forma general, un conjunto signo P de J; donde J es el conjunto de indices en una
matriz, es llamado un soporte de C, o soporte primal , si existe un vector en x € C tal que:

pP{je () >0y, P {jeJ[x(j) <0}

La gréfica anterior tiene la siguiente matriz de incidencia:
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1 1 1 0 0 0 0
-1 o 0 1 1 o 0
0 o -1 -1 0 1 0
] 1 0 0 o -1 1
] o 0 0 1 o -1

Los conjuntos de indices estdn dados por I ={1,2,3,4,5}, J ={1,2,3,4,5,6,7}.

Considerando el conjunto de indices P = {1,2,5,7}en J ; el vector z = {2,2,0,0,—2,0, —2}
cumple que Ez = 0.

Por lo tanto, se observa que P = {1,2,5,7} con P™ = {1,2} y P~ = {5, 7} es un soporte
primal.

z(l) =2,2(2) =2,2(3) =0,2(4) = 0,2(5) = —2,2(6) = 0,2(7) = —2

Para ilustrar el concepto de un soporte primal con una matriz real (que no necesariamente
sea una matriz de incidencia), considérese ahora la siguiente como ejemplo:

%‘,%,;—?,1,0} cumple que Fz = 0 por lo que P = {1,2,3,4} con

El vector x = {
= {1,3} es un soporte primal para z.

Pt ={2,4} y P~

En una matriz, un soporte primal P es elemental si es no vacio y no contiene propiamente

algtin otro soporte primal, es decir, si no existe algiin otro soporte primal Py tal que Py"UP, C
PtYUP;pero Bf UPy #PTUP.

4.1.3 Algunas Propiedades de los Soportes Primales
Se observa que sélo el vector cero tiene un soporte vacio.

Un vector elemental de C, se define como un vector z € C' cuyo soporte P es elemental.
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En general, cualesquiera dos vectores elementales x y 2”de C' que tienen el mismo soporte,
deben ser muiltiplos del otro. De hecho, si

{jz(j) >0} ={j|a(j) >0} = P*
{7 12() <0} ={j|a(j) <0} =P~

el niimero

a = min{a(j)/z(j) | j € P} >0

tiene la propiedad de hacer que el vector z” = 2" — ax tenga su soporte propiamente
contenido en P, y dado que P es elemental, implica "= 0, asf "= ax.

4.1.4 Realizacién conformable

En gréficas, el teorema de realizaciéon conformable senala que siendo = un flujo distinto de
cero, existen caminos elementales Py, P, ..., P, que conforman al flujo x, y nimeros positivos
aq,a o, tal que;

Ademds, suponiendo que P, Ps, ..., P, son los circuitos, entonces se tiene que ajep, +
..... + a,ep, es una circulacién, mientras que a,4i1€p,,, + ..... + @,€p, es una anticirculacion.

Un ejemplo de ello se observa en el siguiente flujo:

xla)=25

xla;)=—-2

Figura 4.1.5

El cual se puede descomponer de la siguiente forma:
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xlay) =12

xlax) =2
{ 2:] Pj_ = {14, G, dy, Az

xla;) = -2

Figura 4.1.6

x(a)=1

Figura 4.1.7

xlagy=3

Figura 4.1.8

De tal forma se obtiene x = 2ep, + 2ep, + 3ep,

De forma general, se observa que cada soporte primal P no vacio, no sélo incluye algin
soporte primal elemental, lo que seria cierto por la definicién de "elemental", incluye otros
soportes en el sentido conformable: existe un soporte primal elemental P, tal que P;" C Pt
y Pi C P~. Como una consecuencia de este hecho, se puede demostrar que todo vector
distinto de cero x € C con soporte P puede ser expresado en la forma:

T = ai1ep, + ..... + arep,, ap > 0,
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donde cada P es un soporte primal elemental tal que P,” C PTy P, C P~ .

Tomamos como ejemplo la siguiente matriz:

=]
H
]
H
o
= o o O

Dado que es una matriz de 5x7, los conjuntos de indices estdn dados por I = {1,2,3,4,5},
J=1{1,2,3,4,56,T}.

Si consideramos todo el conjunto de indices, y el vector x = {5,6, 1,3, —2,4, —2} cumple
que Ez = 0. Por lo tanto, se observa que P = {1,2,3,4,5,6,7} con P™ = {1,2,3,4,6} y
P~ ={5,7} es un soporte primal.

Ahora considérese el conjunto de indices P, = {1,2,5,7} en J ; el vector x; =
{2,2,0,0,—2,0,—2} cumple que Ex; = 0. Por lo tanto, se observa que P, = {1,2,5,7}
con P, ={1,2} y P, = {5,7} es un soporte primal.

Considérese el conjunto de indices P, = {1,2,4,6} en J ; el vector zo = {3,3,0,3,0,3,0}
cumple que Ez, = 0. Por lo tanto, se observa que P, = {1,2,4,6} con Py = {1,2,4,6} y
P, = {2} es un soporte primal.

Una vez més considérese el conjunto de indices P; = {2,3,6} en J ; el vector xs =
{0,1,1,0,0,1,0} cumple que Fx3 = 0. Por lo tanto, se observa que P; = {2,3,6} con
P =1{1,2,4,6} y Py = {9} es un soporte primal.

Observe que {5,6,1,3,—-2,4,—2} =2%{1,1,0,0,—1,0,—1} + 3% {1,1,0,1,0,1,0} + 1 %
{0,1,1,0,0,1,0}.

Es decir; x = 2ep, + 3ep, + lep,

4.1.5 Vectores elementales y soportes duales
Andlogamente, se definen los vectores elementales y los soportes de el subespacio D.
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En una grifica G un soporte de D , o soporte dual, es un subconjunto ) de A, tal que
existe un vector en v € D, con v(j) # 0 ; y:

QT ={jeAlv(j) >0}, @ ={jeA|v(j) <0}

En tal caso, se dice que () es un soporte de D; y claramente se observa que los arcos en
@ forman un corte en G.

Para ejemplificar, considérese la siguiente grafica:

u(i) =2

v{a;) =2 u(i) =4

viaz) =0
viaz) =0

u(iy) =2 vlap) =2 ./ u(is) = 4

Figura 4.1.9
Los arcos ai, a4, a; forman un diferencial elemental de valor 2, pues forman un corte

elemental.

De forma general, un conjunto ) de J; donde J es el conjunto de indices en una matriz,
es llamado un soporte de D, o soporte dual , si existe un vector en v € D tal que:

Q{je v >0} Q@ {jeJ|v() <0}

Si @@ es un soporte dual no vacio, que no incluye propiamente cualquier otro soporte dual
no vacio, se dice que () es elemental.
Un vector elemental de D, se define como un vector v € D cuyo soporte () es elemental.

La gréfica anterior tiene la siguiente matriz de incidencia:

1 =% 1 @9 @@ B8

o

=

1

=

o
ko O O

0

0 o -1 -1 0 1
1
0
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Los conjuntos de indices estdan dados por I = {1,2,3,4,5}, J ={1,2,3,4,5,6,7}. Con-
siderando las variables:

v(l) =2,v(2) =0,v(3) =0,v(4) = =2,v(5) = 0,v(6) = 0,v(7) =2
y

u(l) =2,u(2) =4,u(3) =4,u(4) =2,u(b) =4

Se tiene que los indices {1,4,7}€ J forman un soporte dual para D.

Para ilustrar el concepto de un soporte dual con una matriz real (que no necesariamente
sea una matriz de incidencia), considérese ahora la siguiente:

El vector u = {1—3,2—3,4—%} cumple que —ulE = v = {—1,0,0,1—;,;—?‘} por lo que P =

{1,4,5} con P* = {@} y P~ = {1,4,5} es un soporte dual para v pues se cumple que
v=—uk.

4.1.6 Realizacion Conformable

En una grifica G, la realizacién conformable se refiere a que para cualquier diferencial v
distinto de cero, existen cortes elementales ();...Q0,, que conforman a v; tal que:

v =qaieq, +..... + e, con i >0

Considérese la siguiente gréfica como ejemplo:

g ple)=5  wull)=4

f ‘wj_\a \
rlaz) = _%/ (7 viag) = -

viag) =10 J‘{'é

o it 7 B
@)
u(iy) =2 viag) =3 u(is) = 5

Figura 4.1.10
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El diferencial se puede descomponer de la siguiente forma:

va)=2

@)

vlag)=—-2

@ 1= ay ay aq :@

Figura 4.1.11

viaz) = -3

@ = ay, az ay

Figura 4.1.12

(iz)

l"'. viag) = —1

Q3 = a7, a3
@ y

viazi=1

Figura 4.1.13

Figura 4.1.14

91



De tal forma v = 2@ + 3Q2 + 1Q3 + 0Qs
De forma general, cada vector distinto de cero v € D, con soporte () puede ser expresado
en la forma:

v =ageg, + ... + a,eq,, ag > 0,
donde cada Q) es un soporte elemental dual con Q@ C Q" y @, C Q.

Como ejemplo véase la siguiente matriz:

1 -1 1 0 0 0 0O
-1 0 0 1 1 0 0
a o 1 -1 0 1 0
1] 1 0 0 o -1 1
0 o 0 Q 1 o -1

Los conjuntos de indices estdn dados por I ={1,2,3,4,5}, J ={1,2,3,4,5,6,7}.

Considerando el vector v = {5,-3,3,—1,-1,0,3} y u = {—1,4,2,2,5} se cumple que
—uFE = v; por lo tanto el conjunto de indices @ = {1,2,3,4,5,7} con Q@ = {1,3,7} y
Q) ={2,4,5} es un soporte dual.

Considérese ahora v; = {2,0,0,—2,0,0,2} con u; = {0,2,0,0,2} se cample que —u; E =
v1; por lo tanto Q1 = {1,4,7} es un soporte dual.

Considérese v, = {3,—3,3,0,0,0,0} con us = {0,3,3,3,0} se cumple que —usEl = vs;
por lo tanto Q2 = {1,2,3} es un soporte dual.

Considérese v3 = {0,0,0,0,—1,0,1} con ug = {0,0,0,0,1} se cumple que —uzE = vs;
por lo tanto Q3 = {5, 7} es un soporte dual.

De tal forma se observa que {5, —3,3,—1,—1,0,3} = 2«{1,0,0,—1,0,0,1}+3+{1,—1,1,0,0,0,0}+
1%1{0,0,0,0,—1,0,1}
es decir; se cumple que v = 2eq, + 3eq, + leg,

4.2 Representaciones de Tucker del espacio de circulacién

Este apartado esta dedicado a estudiar las representaciones de Tucker por la importancia
que tienen al trasladar la informacién de una gréfica a una matriz, y por tanto, al permitir
estudiar ciertos algoritmos de gréficas en su forma generalizada.
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En el capitulo 2 se defini6 la circulacién en una gréfica GG, como un flujo que se conserva
en todo nodo; es decir, cada nodo de G es intermedio. Con tal concepto, decimos que un
espacio de circulacién C consiste de los elementos z(j) tal que

> jeaz(dle(i,j) =0 paratodoi€ X (4)

Este sistema de ecuaciones puede ser resuelto despejando algunas de las variables x(j) en
términos de otras, y escritas equivalentemente, para varios subconjuntos F' C A, como

Y ke al(j, k)x(k) = x(j) para todo j € F, donde F'= AN\ F (5)
Se dice que este tltimo sistema es una representacién de Tucker del subespacio C .

Proposiciéon: Un conjunto de arcos F' C A corresponde a una representacién de Tucker
del espacio de circulacién C siy sélo si F' forma un bosque maximal para la gréifica G.

La demostracién de la proposicién se da al escribir el sistema definido en (4) para C como

ZjeF:p(j)ej = _Zkefouf)ek (6)

Se debe recordar que el vector e/ corresponde al vector de adyacencia del arco j con los
vértices de la grafica en cuestion.

El conjunto F' corresponde a una representacion de Tucker si y sélo si para cada eleccién
de nimeros x(k), k € F, existe nimeros tunicos z(j), j € F, tal que (6) se cumple. Esta
propiedad ser4 ciertamente cumplida si los vectores e/, j € F forman una base para el espacio
de columnas de F.

Por otro lado, tomando z(k) = 0 para todo k € F’, se ve desde la unicidad asociada a
los ntimeros z(j) en (3) que los vectores €/, j € F, son linealmente independientes. Por otra
parte, (6) implica que cada vector expresable como una combinacién lineal de los vectores
el,j € F,ye* k € F, es en realidad expresable como una combinacién lineal sélo de e/,
jekF.

Asi, {€/ | j € F'} es una base para la columna de espacios.

Un ejemplo de una representacién Tucker para la siguiente grafica es:

J2 f;\ Je

Figura 4.2.1
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El conjunto F': {2, js, jé, Js, Jo} produce una representacion de Tucker dada por:

1 0 0 0 [==x(2)
T 10 [0 | =3
0 11 |1 |=ax(6)
0 -1 | 1 | 0 |=x@)

011 |1 [T |=x(9)

4.2.1 Representacién Inicial de Tucker sobre una gréfica
En una grafica G, obtener una representacion inicial de Tucker para un subespacio C

es sencillo: Se parte de una matriz de incidencia, y se hacen operaciones elementales sobre
renglones hasta obtener una matriz que tenga | X| — 1 columnas con un elemento -1 y los
demds elementos de la columna iguales a cero. Los arcos representados por estas columnas,
seran los elementos de la base correspondientes a la representaciéon de Tucker.

Considérese como ejemplo la siguiente gréfica:

Figura 4.2.2

La matriz de incidencia estd dada por:
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Sumamos el renglén dos al renglén uno:

Sumamos al renglén tres, el renglén uno
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Las columnas correspondientes a a1, as,a3 y a7 tienen un elemento -1 y los demés cero.
Ademis, se debe notar que el 1ltimo renglén de la matriz sélo tiene ceros, por lo que se
quitard de la representacién de Tucker. De tal forma, la representaciéon de Tucker es

"
L]
=

[ =] L=
i
Y
[y

4.2.2 Representaciéon dual de Tucker

Cada representacién de Tucker del espacio de circulacién C puede ser inmediatamente
trasladada en una representaciéon de Tucker del espacio diferencial D dado por:

— > jerv(j)a(j, k) = v(k) para todo k € F (7)

Esto se sigue del hecho de que D = C*; es decir el espacio ortogonal de C, que es, v € D
si y s6lo si

0=>cav(j)z(j) paratodoze C

En términos de una representaciéon de Tucker esta propiedad caracteriza D como un
conjunto de todos v € R4 que satisfacen

0=2er V(D ker ald, H)2(R)+ 2 ke p v(R)2(R) = X ke p 2(R)[0(R)+22 e p 0(G)ali, k)]
Para todas las elecciones de x(k), k € F".

Por ejemplo, v es un diferencial para la siguiente red si y sélo si satisface el sistema:

Figura 4.2.3
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—(2)[ 1 0 0 0
—(3) [ -1 1 0 0
—u(6) [ 0 1 1 1
—u8) [ 0 1 1 0
—(9) [ 0 1 -1 1

Ambas representaciones de Tucker pueden ser representadas conjuntamente en la siguiente
figura

S x(f) para € A
(i) = wxlji)
para i € X ell.f) para i €X
s
=v(j) parajE A X
Figura 4.2.4

En términos de flujos, divergencias, potenciales y diferenciales:

4, x(j) paraje A
-u(i) =)
para { € X eliij) parai e X
!
=v(j) paraj €A H
Figura 4.2.5

De forma general, para obtener una representaciéon de Tucker de los espacios C' y D , se
deben resolver los sistemas homogéneos:
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> icsx(jle(i,j) =0 parai€ [

Para un conjunto maximal de variables x(j) de tal forma que se obtenga un sistema
equivalente de la forma

S kenp ali K)r(k) = 2(j) para todo j € F - (8)

donde las variables z(k) pueden tomar valores arbitrarios. Los vectores x¢ C son los

que satisfacen (8). De la misma forma, los vectores v € D son los que satisfacen:

= jerv()a(y, k) =v(k) para ke J\F

De tal forma, se puede crear un algoritmo general para encontrar una representacién
inicial de Tucker basados en el algoritmo de Gauss Jordan:

4.2.3 Representacién inicial de Tucker general
Sea una matriz en myz,|s tal que Ex =0 :

1. Encontrar |I| columnas linealmente independientes tal que forman una submatriz B.

2. Hacer — B 'Ex =B '0=0

X, EJ\B

B-'E By BB\~ - |B Bg\-1  |WIEP

v v

Figura 4.2.6

Considere como ejemplo la siguiente matriz:

X1 | X2 | X2 | X3 | X5
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Las columnas correspondientes a las variables x1 x2 y x3 son linealmente independientes,
por lo que pueden ser usadas como la submatriz B. De tal forma, se tiene que:

—B'E =

.1 0 0 — —34
13 =9 1 3 2 0 ] 3 42 43
43 43 43
R S o 3 1 o 1 o L
N T3 = 43 86
= 5 5 4 1. 9 4 4 o 0 1 —-18 -5
43 & BG 43 E

Por lo que la representaciéon de Tucker inicial es:

X4 Xg
—4 —34 Xy
43 43

6 -27 X5
43 86

18 -5 X3
43 a6

4.3 Teoria de bases

Un conjunto de indices F' C J que genera una representacién de Tucker para los espacios
C y D serd denominado como una base para J. Existe s6lo un nimero finito de bases, y
como ya se dijo antes, en el caso de una gréfica una base corresponde a un bosque méaximal.

4.3.1 Teorema de bases para graficas

Sea F' C A un bosque maximal en GG, y sean los nimeros a(i, j) para j € F, k € F'= A\ F,
los coeficientes en la correspondiente representacion de Tucker del espacio de circulaciéon C
y el espacio diferencial D.

1. Para cada arco k € F” existe un tnico circuito elemental P, que contiene a k en su
parte positiva y por otra parte usa sélo arcos de F'. Los vectores de incidencia ep, forman
una base para C'y estan dados por

a(j, k) para todo j € F
epy (7)= 0 para todod j € F’ excepto k = j
1 parak=
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2. Para cada arco j € F' existe un unico corte elemental (); que contiene a j en su parte
positiva y por otro lado usa sélo arcos de F". Los vectores de incidencia eq, forman una base
para D y estdan dados por

—a(j, k) para todo k € F”
eq; (k)= 0 para todod k € F' excepto k = j
1 para k = j

Prueba: Sea k € F', k ~ (i,7). Dado que F es un bosque maximal, F' contiene un
arbol expandido T' para la componente de G que contiene a ¢ y a 7. Hay una tnica cadena
elemental en T" de 7 a 7, y esta, junto al arco k, forman el circuito P. El vector de incidencia
ep, puede considerarse como una circulacién que tiene flujo 1 en k pero 0 en todos los otros
arcos de F". Asi para cualquier eleccién de coeficientes \;, el flujo

T = ZkeF’ )\kepk

es una circulacién que satisface z(k) = A, para todo k € F'y

x(j) = > pep Meep,(j) paratodo j € F.

Por otro lado, se sabe que dada la representacién de Tucker existe una circulacion tnica
x que satisface x(k) = \; para todo k € F| a saber, la que tiene otros valores de flujo que
estdn dados por

z(j) = D pep Mea(j, k) para todo j € F.

Asi, cada elemento de C puede ser representado unicamente como una combinacién lineal
de los vectores ep,, y se tiene

ZkeF’ Ava(j, k) = ZkeF’ Arep, ()

para todo j € F'y todo )\, € R. esto demuestra que los vectores ep, forman una base
para C .y ep (j) = a(j, k).

Los circuitos P y cortes (); en el teorema de bases son llamados los circuitos y cortes
fundamentales asociados con F.

Como corolario se puede verificar que en cualquier representacién de Tucker, de los es-
pacios C y D, todos los coeficientes a(j, k) son +1,-1 6 0. Esta propiedad es importante
pues hace el almacenamiento y la manipulacion de una representacion de Tucker en una
computadora mucho més fécil.

También es importante mencionar que no cualquier base para C o para D que se compone
en su totalidad de vectores elementales, es una base fundamental o puede convertirse en una.
Un ejemplo de ello se ve en la siguiente red:
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Figura 4.3.1

Considérese ahora la siguiente base

Figura 4.3.2

Los circuitos elementales correspondientes a la base son:
Py =1y —i; — iy — i3 < i
P2:i0—>’l'2—>’l'3<—?:0

P3:i0—>i2—>i3—>i4<—i0

De esta forma, los vectores ep,, ep, y ep, forman una base para el espacio de circulacion,
pero no una base fundamental pues evidentemente no corresponden a un arbol expandido.

En forma general, para cualquier matriz real arbitraria, el teorema de bases quedaria de
la siguiente forma:

4.3.2 Teorema general de bases

Sea F' una base en J, y sean los nimeros a(i, j) para j € F, k € F'= J\F, los coeficientes
en la correspondiente representacion de Tucker del espacio de circulacién C y el espacio
diferencial D :
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1. Para cada keF”existe un tinico soporte primal elemental P, que contiene a k en su parte
positiva y por otro lado usa sélo elementos de F. Los correspondientes vectores elementales
ep, forman una base algebraica para C' y estdn dados por

a(j, k) para todo j € F
A(k)epy, (7)= 0 para todo j € F' excepto k = j
1 parak=7j

donde

Ak) = (1 +2epla(l D/ (1 + [{jeF - a(j, k) # 0}]) > 0

2. Para cada j € F, existe un unico soporte dual elemental () que contiene a j en su parte
positiva y por otro lado usa sélo elementos de F". Los correspondientes vectores elementales
e, forman una base algebraica para D y estdn dados por

—a(y, k) para todo k € F'
w(i)eq (k)= 0 para todod k € F' excepto k = J
1 parak=

donde
n(i) = L+ peplali B)) /(1 + {k € F'ra(j k) # 0}]) >0

El teorema general de bases nos facilita ver los soportes primales y duales a partir de la
representacién de Tucker de una matriz; usemos el siguiente ejemplo:

X1 | Xz | X3 | X4 | X5

Xq Xg
—4 —34 X3
43 43
& 97 x,
43 86 -
18 -5 &
43 86
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Sea i € J\ F; por el teorema general de bases sabemos que existe un unico soporte primal
elemental P; que contiene a ¢ en su parte positiva y por otro lado usa sélo elementos de F.
Tomando en cuenta que B~'Ex = B0 = 0 si se hace z(i) = 1 y z(i,) = 0 para todo
i, € J\ F con i # i,, obtenemos un sistema de ecuaciones que nos permite obtener un vector
x cuyo soporte contiene a j. En este caso, sea 1 = 4

B'E =

A1 0 i} —4 =34
131 =4 1 3 2 1] ] 3 42 43
13 3 43
2 27 -3 a 3 1 o 1 a A B A ma
3 86 86 = e Ten
== Gh 4 1 9 4 4 a 0 1 -—18 5
43  Be  B6 23 88

Se desea determinar un soporte primal que contenga al indice 4, con lo que obtendriamos
el siguiente sistema de ecuaciones:

_1 4+ 0xg + 025 — 2y — 25 =0

43 43
Ox1 — 1xg 4+ O3 + %m — g—g% =0
Oxl + 0.132 — 15(73 — %m — %1’5 =0

Si hacemos x4 = 1 y x5 = 0 (pues 5 no esta en las variables bésicas):

,11’1—%:0
—11’24‘%:
—1IE3—%_0

Por lo que obtenemos el vector x = (—4%, 4%, 411_27 1,0) que cumple con Ex = 0, con

soporte Pt = {2.4} , P~ = {1,3} y por lo tanto, se ha encontrado un soporte primal que
contiene al indice 4 de J.

De forma similar ocurre con los soportes duales, donde la representaciéon de Tucker nos
presenta los vectores v para dichos soportes.

4.4 Pivoteo

A veces es necesario pasar de una representacion de Tucker a otra. Esto puede ser logrado
por una secuencia de transformaciones elementales llamadas pasos de pivoteo. Esta seccion
estd dedicada a explicar qué es el pivoteo y cémo puede ser expresado en el caso de una
grafica en términos de operaciones en un bosque maximal.

Empezando con una tabla de Tucker, se considera cualquier pareja de arcos jeEFykeF
tal que a(j, k) # 0. La ecuacién representada por el j-ésimo renglén de la tabla, a saber

Zkepa(j, k)z(k) = $G>
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puede ser resuelto para z(k)

(k) = 220 - ZW gg T(k) e (9)

Entonces esto puede ser sustltuldo en las ecuaciones representadas por los otros renglones
a fin de obtener las expresiones

z(j) = %% (J) + Xoker |al(j, k) — a(jk)aljk) x(k) para cada k € F,k = k..(10)
oy

El punto es que los sistemas (9) y (10) son equivalentes al sistema renglén dado por la
tabla, y por lo tanto constituye una nueva representacion de Tucker del espacio de circulacién.
La nueva representacién corresponde al conjunto de arcos

= [F\J]Uk (11)

Se sigue que los coeficientes en (9) y en (10), cuando se escriben en forma de tabla, dan
paso a una nueva representacién de Tucker para el espacio diferencial

La transfomlacién de la tabla F a la tabla F es llamada pivoteo en (j, k) . Esto es posible
siy sélo si a(j, k) # 0.
La siguiente conclusién puede ser extraida inmediatamente del teorema de bases.

4.4.1 Torema de Pivoteo. Sea F' un bosque méximal, y sean J v k arcos tales que
j € Fy k¢ F. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. a( 7, k) # 0 en la representacién de Tucker correspondiente a F.

2.j se encuentra en el circuito P, correspondiente a k como la primer parte del teorema
de bases.

3. k se encuentra en el corte Q ; correspondiente a j como en la segunda parte del teorema
de bases.

Cuando estas condiciones son satisfechas, el conjunto F definido en (11) forma nuevamente
un bosque maximal.

Se dice que los bosques F'y F son adyacentes, y de igual forma para las representaciones
de Tucker correspondientes. La pregunta ahora es, ;Es posible pasar de un bosque maximal
F a otro bosque F* a través de una secuencia de bosque adyacentes?. Una pregunta equiv-
alente es, ;Es posible pasar de una representacién de Tucker a otra por una secuencia de
transformaciones por pivoteo?. La respuesta es si, las siguientes figuras muestran claramente
la forma constructiva de lograrlo:

F

104



(k)

—1{k)

—vijl

x(k) x(k)
i
a(j.k) | af k)
i
a(fky alj. k)
= v(f) = (k)
Figura 4.4.1
x(7) x(k)
o B o 3 _a( k)
a(j.k) | a(j.k)
I
i
____________ ST e —
& i Ly atEal k)
I
I

=w{j)

vik)

Figura 4.4.2

=x(j)

= x(j)

=x(k)

— xU}

Empezando con la tabla para F, se pivotea en cualquier pareja (7, E) tal que j € FN\F*
y k € F*\F, y se repite este paso hasta que ya no sea posible ( es decir, transformando
los simbolos de las columnas correspondientes a elementos de F™* en simbolos de renglones,
intercambiandolos por simbolos de renglones exclusivamente en F', hasta que no sea posible).

En el ejemplo de representaciéon de Tucker de la siguiente gréfica:
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e
—_—

Ja

o

Figura 4.4.3

Ja

Se tiene

~— N N N

L e e e

— — — — —

Un ejemplo de pivoteo con a(3,4) como pivote es:

N— N N N

AN N N N N

S— N N N

NN N N N

— N N N

NN N N N

N— N N N —

Que corresponde a la base:
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Ja
Figura 4.4.4

El pivoteo aplicado para las representaciones de Tucker de gréaficas, es aplicable de la
misma forma para cualquier representacion general.

Una vez definidad las representaciones de Tucker, es posible generalizar los conceptos de
coloracién de graficas.
4.5 Teorema y algoritmo del indice coloreado

El lema de Minty sobre circuitos y cortes en una grafica es un caso especial de un resultado
sobre los soportes primal y dual. De lo que se sigue que se hace una particién del conjunto
indice J mediante una coloracién, es decir se hace una particiéon de J en cuatro subconjuntos
que pueden ser vacios y cuyos elementos se denominardn "verdes", "blancos", "negros" y
"rojos" respectivamente.

4.5.1 Teorema del indice coloreado (Forma combinatoria)

Para cualquier coloracién del conjunto indice J y cualquier I € J blanco o negro, uno y
s6lo uno de los siguientes enunciados es cierto.

1. Hay un soporte primal P que contiene a I, tal que todo indice en P+ es verde o blanco,
mientras todo fndice en P~ es verde o negro.

2.- Hay un soporte dual elemental ) que contiene a I, tal que todo indice en Q" es rojo
o negro, mientras todo indice en ()~ es blanco o rojo.

Este resultado también puede ser expresado sin hacer referencia a los soportes, de la
siguiente forma:

4.5.2 Teorema del indice coloreado (Forma vectorial)

Para cualquier coloracién del conjunto indice J y cualquier I € J blanco o negro, uno y
s6lo uno de los siguientes enunciados es cierto.
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1. Existe un vector x € C con z(I) # 0, tal que z(j) > 0 para cada indice blanco;
z(j) < 0 para cada indice negro; y x(j) = 0 para cada indice rojo.

2. Existe un vector v € D con v([) # 0, tal que v(j) > 0 para cada indice negro, v(j) <0
para cada indice blanco, y v(j) = 0 para cada indice verde.

La prueba del teorema del indice coloreado se hace de forma constructiva y por lo tanto
constituye un algoritmo. Esto vuelve comenzar con cualquier tabla de Tucker para C'y D;y
pivotear a través de una secuencia de tablas hasta alcanzar una que cumpla con cualquiera
de las alternativas 1 6 2. Las dos alternativas son mutuamente excluyentes, pues si existiera
x € C cumpliendo las condiciones de la alternativa 1 y v € D cumpliendo las condiciones de
la alternativa 2, entonces

z-v = 2(Dv() = X piancors TIVI) + Linegrozr 2(7)0(7) <0

Y al mismo tiempo, dada la ortogonalidad de C'y D, x-v = 0. Asi, el procedimiento cuyo
fin siempre sera la alternativa 1 o la alternativa 2, serd suficiente para establecer el teorema.

Para preparar un algoritmo de pivoteo, se necesita traducir el teorema en una explicacién
sobre los patrones de los signos que pueden ser encontrados en varias representaciones de
Tucker. Vedse la siguiente figura:

W r
r 1] 1]
n 0 = =10 inc
b 0 = =0
v arb arb arb
Figura 4.5.1

Hablamos de una columna compatible en una tabla, como una columna que cumple las
condiciones en la figura anterior para signos contra colores. La entrada "arb" denota una
entrada que puede tener un valor arbitrario. Asi, por ejemplo, una columna cuyo indice
es blanco debe tener un valor no positivo en cada renglén cuyo indice es negro. La en-
trada "inc" significa que cualquier columna cuyo indice es rojo es considerada incompatible.
Anélogamente, las condiciones para un renglén compatible estdn dadas en la siguiente figura.

W b n r
r 0 0 8] arb
n 0 =10 = arb
b 0 =0 =10 arb
W inc
Figura 4.5.2
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Una columna compatible genera un soporte primal elemental P tal que cada indice en
P* es verde o blanco, y cada indice en P~ es verde o negro. De hecho, si k es el indice de
la columna, y k es blanco, se puede tomar P para ser el soporte Py (Descrito en el teorema
general de bases), mientras que, si k es negro, puede tomarse P como la inversa de Py; si k
es verde, ambas elecciones pueden funcionar.

De la misma forma, un renglén compatible genera un soporte elemental dual @) tal que
cada fndice en Q" es rojo o negro, y cada indice en ()~ es rojo o blanco. Si j es el indice del
renglén y j es negro, se puede tomar () como el soporte ();; si j es blanco, se puede tomar
como la inversa de ();; y si j es rojo , ambas elecciones funcionan.

Se dice también que una columna usa un [ particular, si I es el indice de la columna
o el indice de algiin renglén cuya entrada en esa columna es distinta de cero; esto es, si [
pertenece al soporte elemental determinado por la columna, similarmente para los renglones.

El resultado es entonces, si con una tabla de Tucker se puede llegar a una columna
compatible que usa I, se ha determinado constructivamente que el enunciado 1 es verdadero,
de la misma forma si se llega a un renglén compatible se ha determinado la validez del
enunciado 2.

Acontinuacién, se muestra un procedimiento para lograr todo lo dicho mediante pivo-
teo, asi como reglas para asegurar que exista la terminaciéon de tal; para asi completar la
demostracion del teorema del indice coloreado.

4.5.3 Algoritmo del indice coloreado

Comenzar con cualquier tabla de Tucker. Dado un indice I blanco o negro, puede corres-
ponder a un reglén o una columna que es llamada palanca del indice.

Si I corresponde a un renglén, comprobar si este renglén es compatible. Si lo es, terminar
pues se cumple la alternativa 2 del teorema. Si no es compatible, es porque existe una
entrada en el renglén I que no cumple con las condiciones de compatibilidad. Sea k el indice
de cualquier columna que contiene tal entrada; se debe comprobar ahora si tal columna es
compatible. Silo es, terminar pues se cumple la alternativa 1 de teorema. Sino es compatible,
existe una entrada en la columna k& que no cumple con las condiciones de compatibilidad.
Sea j el indice de cualquier renglén que contiene dicha entrada. Pivotea en (J,k) y regresar
al inicio del procedimiento.

Dualmente, si I corresponde a una columna, comprobar si esta columna es compatible.
Si lo es, terminar con la alternativa 1 del teorema. Si no es una columna compatible, existe
una entrada en la columna / que no cumple con las condiciones de compatibilidad. Sea j el
indice de cualquier renglén que contiene tal entrada, se debe comprobar ahora si este renglén
es compatible. Si es compatible, terminar con la alternativa 2 del teorema. Si no lo es, existe
una entrada en el renglén j que no cumple las condiciones de compatibilidad. Sea k el indice
de cualquier columna que contiene tal entrada. Pivotear en (j, k) y regresar al inicio del
procedimiento.
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Sabemos por el teorema de bases que la representacion de Tucker de una red contiene sélo
entradas 1, -1 6 0. De forma intuitiva se tiene que los arcos correspondientes a la columna
de un arco [ y cuyas entradas son distintas de cero, son aquellos arcos j que forman un ciclo
con I, donde los arcos cuya entrada es 1 siguen la direccién de I y los arcos con entrada -1
estan en direccién opuesta. Asf que si 2(j) =1, y j es verde o blanco, j € P*; si z(j) = —1,
y j es verde o negro, j € P7; de forma que la columna de I forma un soporte P para [
y evidentemente constituyen una ciclo compatible con la coloracién. De forma andloga, un
soporte dual para () corresponde a una corte compatible con la coloracion.

Dicho lo anterior, se puede mostrar ahora que el algoritmo de indice coloreado reduce
esencialmente al algoritmo de enrutamiento o coloracién en una gréfica ajustandose de cierta
forma. Sea (G una gréfica coloreada con s, s"dos nodos distintos. Sea G la red resultante de
agregar un nodo artificial 7, y arcos de la forma (i,7) para todo i € X, coloreados como se
muestra en la siguiente figura.

blanco

Figura 4.5.3

Suponiendo sin perder generalidad que G es conexa, los arcos de la forma (i,i) forman
un arbol expandido y por tanto corresponden a una representacién de Tucker. Para saber
si existe una cadena de s a s se debe aplicar el algoritmo del indice coloreado al arco j
correspondiente a un renglén. Una de las alternativas del teorema del indice coloreado debe
cumplirse. Sise cumple la alternativa 1, tenemos que existe un soporte primal P que contiene
a Js, es decir, existe un ciclo que contiene a j; compatible con la coloracién, pero nétese
ademds que dada la coloracién dicho ciclo sélo puede contener al arco (i, s). Por lo tanto, se
obtiene que P\{(i, s), (i, 8)} constituye una cadena se s a s’ compatible con la coloracién. Si
se cumple la alternativa 2, tendremos entonces que (7, s) pertenece a un corte compatible con
la coloracién que lo separa de s, pues de otra forma Q U (s,7) contendrfa un ciclo compatible
con la coloracion.

Para un arco j ~ (7,7*) negro(blanco), el lema de Minty se reduce entonces a aplicar el

algoritmo del indice coloreado en G de las siguiente forma:
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blanzoineg ucc]

Figura 4.5.4

Donde los arcos de la forma (4, i) forman un arbol expandido y por tanto corresponden a
una representacién de Tucker.

4.6 Factibilidad y restricciones

En el segundo capitulo se estudia la situacién en que el flujo a través de un arco j estd
acotado por un intervalo de capacidad ¢(j) =[c™(j), ¢"(j)], ademds de que el flujo a través
de algin nodo 7 debe ser igual a un niimero b denominado demanda; de tal forma se llega a
un algoritmo para encontrar un flujo que satisfaga todas estas condiciones. Esta seccién esta
dedicada a la investigacion de dichas restricciones en sistemas lineales. En sistemas lineales
cada fndice je.J es asociado a un intervalo real no vacio c(j). Para un vector fijo b € RI'l y
una matriz &/ € M), 5 como se define en la seccién de variables duales; se busca la solucién
al siguiente problema.

4.6.1 Problema primal de factibilidad

Encontrar = € R tal que
> jeseli,j)z(j) =b(i)  paratodoi € I (1)
z(j) € ¢(j) paratodo j € J (2)

La existencia de una solucién x al problema es caracterizada en términos del soporte
elemental () para el subespacio D correspondiente a E. Note ademds que cuando b es 0, las
condiciones se reducen a que x pertenezca al subespacio C' correspondiente a E. Es necesario
recordar que existe = que satisfaga (1) si y sélo si pertenece al subespacio B de R/ definido
en la seccién de bases, el espacio de columna de E. Ademés de que = puede ser una solucién
no unica.

La existencia de al menos una = que satisface (1) implica una propiedad de soportes
elementales duales @), de la relaciéon —u -y =v - x
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= D2ier w()b(i) = 3 5c 5 eq(i)x()) (3)

Para cada u correspondiente al vector v = eg € D. Asi, la cantidad de la izquierda
es en efecto independiente a la u particular usada para representar e y puede denotarse
simplemente por bg, asi se tiene que

bg=—> ;c;u(i)b(i)  para u arbitraria con —uFE = eq, (4)

Y jeseq(i)x(j) = bg para x que satisface (1) (5)
En el caso de una grafica donde @ es un corte [S, N\S] , bg corresponde a b(S5).

Ahora, definimos el intervalo no vacio real para cada soporte elemental dual

C(Q) = X jese(i)CU) (6)

Que consiste en todos los valores tomados de

eq T = Zje] eq(j)x(j)

ya que cada variable z(j) oscila sobre C'(j). Si cada intervalo C'(j) es cerrado [¢~(j), ¢t (j)],
se tiene C(Q) =[c” (Q), cT(Q)] donde

Q) = Xjeqr @) (1) + Xjeq- c@li)e ()
¢ (Q) = Xjeqr i) (1) + 2jeq- i)™ (j) (7)

Lo cual permite hacer la generalizacién del teorema dado en el capitulo 2 sobre la dis-
tribucion factible en sistemas lineales.

4.6.2 Teorema de factibilidad primal (Forma combinatoria)
Supéngase que existe al menos un z € RV que satisface (1). Uno y sélo uno de los
siguientes enunciados se cumple:

1. Existe un x que satisface (1) y (2)
2. Existe un soporte dual @) elemental tal que C(Q) C (—o0, bg) (En el caso de intervalos
cerrados C(j),ct(Q) < bg).

4.6.3 Teorema de factibilidad primal (Forma vectorial)
Supéngase que existe al menos un z € RV que satisface (1). Uno y sélo uno de los
siguientes enunciados se cumple:

1. Existe un x que satisface (1) y (2)

2. Existe un par de vectores u,v; con v = —uk tal que v - x < —u - b para todos los
vectores = que satisfacen (2); en este caso v puede ser considerado como un vector elemental
de D y u puede ser cualquier vector con —uF = v.
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Cuando v es un vector elemental de D, se tiene que v = Aeg para algin soporte dual
elemental @, donde A > 0. La alternativa (2) impide que la alternativa uno se cumpla, pues
cualquier = que satisfaga (1) deberia cumplir v-z = —u-b. De esta forma, las dos alternativas
del teorema son excluyentes.

Es importante también mencionar que cuando b = 0 el teorema se reduce a cumplir una
y s6lo una de los siguientes enunciados en cualesquiera dos espacios ortogonales:

1. Existe un x que satisface (2)

2. Existe un soporte dual () elemental tal que C(Q) C (—o0,bg) (En el caso de intervalos
cerrados C(j),ct(Q) < bg).Equivalentemente, existe un vector v € D tal que v - z < 0 para
todos los vectores x que satisfacen (2).

Esto permite demostrar que en C y D cualesquiera dos subespacios ortogonales comple-
mentarios en R, y un vector ¢ € R/, existe un vector » € C que satisface x(j) < ¢(j) para
todo j € J si y s6lo si, no existe un vector v € D tal que ¢ - v < 0. La demostracion de este
resultado es inmediata a partir del caso donde b = 0, considerando los intervalos (—oo, ¢(j)]
para cada j € J; pues si existe un vector ¢ - v < 0, sucederia X;c c(j)v(j) < 0 y por tanto
no podria existir un vector tal que z(j) < ¢(j) para todo j € J yaqueasuvezz-v <0y
contradirfa el teorema.

4.6.4 Algoritmo de rectificacién primal.

Se asume que los intervalos C(j) en el problema de factibilidad primal, son intervalos
cerrados.

C(j) = e (), (j)] para todo j € J
Se da un vector « € Rl con la propiedad
> jeseli, j)x(j) = b(i) paratodoiel (1)
pero no necesariamente.
c(j) < (j) < ¢*(j) paratodojeJ (2)
Se definen los conjuntos de indices
JT=A{jlz(G) > G} I ={il20) <c ()}

Se dice que los indices en J* U J~ estdn fuera de orden. Si J© = @ = J~, x satisface (2)
y por lo tanto, es una solucién al problema primal de factibilidad, terminar. En otro caso,
se colorean los indices j € J de la siguiente forma:

verde si c(4) <z(y) < ct(j)
blanco si z(j) < ¢ (j), z(j) < c"(j)
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negro si x(7)
rojo si ¢ (j

(4)

2V
H S

~—

(), 2(j) > e
z(j) = ¢"(j)

Notese que dada la coloracion los indices en J* son necesariamente negros, mientras los
indices en J~ son necesariamente blancos. Se selecciona I cualquier indice en J*UJ ™. Aplicar
el algoritmo del indice coloreado.

Si se produce un soporte elemental dual ) como en la alternativa (2) del teorema del
indice coloreado, terminar. () en realidad satisface ¢*(Q)) < bg como en la alternativa (2) del
teorema primal de factibilidad, asf el problema primal no tiene solucion.

Si se produce un soporte primal elemental como en la alternativa (1) del teorema del
indice coloreado, calcular

j) paraj€ Pt
j) paraj € P~

~_ { [ec=(I) —xz(I)]/ep(I) sile Pt(ie,I e J)
[et(I) —x(I)]/ep(I) sile P (ie,IecJt)

Asi, 0<a < 00. Sea ©'= x + aep, 2" estd mas cerca del intervalo C' que z.
Regresar al inicio con 2”en lugar de x.
Justificacién del algoritmo

Si se produce un soporte dual elemental @) con cada j € Q' rojo o negro, y cada j € Q~
rojo o blanco, por la coloracién dada se tiene

£(j) > ¢*(j) para todo j € Q* y #(j) < ¢~ (j) para todo j € Q.

Por otro lado, al menos una de las desigualdades es estricta, a decir, para j = I, porque
I € J"UJ". Por lo tanto,

eQ T > o+ (i)t () + 2 cq- eq(i)e ()

En otras palabras, by > ¢ (Q). Asi, la alternativa (2) del teorema de factibiidad primal
se cumple y por tanto no existe solucién al problema primal de factibilidad.

Si se produce un soporte primal elemental P con cada j € P verde o blanco, y cada
j € P~ verde o negro, se tiene

z(j) < ¢*(j) para todo j € PT y x(j) > ¢ (j) para todo j € P~.
Ademis, I es uno de los indices blancos o negros en P, entonces,
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Sucede I € P con z(I) <c (I),6 I € P~ con z(I) > ct(I).

Los mimero « y @ son finitos y positivos. De la definicién de « se tiene x(j) < 2(j) < ¢*(j)
para todo j € PT, z(j) > 2(j) > ¢ (j) para todo j € P~, x(j) = 2(j) para todo j ¢ P,y
ademds

x(l) < 2(I) <c (I)6x(I)>2(I) >ct(I),
dependiendo desi I € Pt 6 I € P~.

El propésito de haber definido o como tal es evitar "rebasar" los intervalos. Vedse que si
a = @, I es removido de J* U J~. Ademds vedse también que de la misma forma, en cada
iteracion se removerd un indice j correspondiente a «.

Ejemplo de generalizacién del problema de factibilidad primal

Considérese el siguiente ejemplo como un resumen del capitulo para el mejor entendimiento
del mismo:

Supéngase que se requiere encontrar el valor de x1, x2, 3, T4 y 5 que cumplan con las
siguientes reestriciones:

911 + 229 + 623 + Tx4 + 625 = 12
4x1 + 229 4+ 923 4+ 814 + 425 = 15
3r1 + 4wy 4+ 223 + 1oy + 225 = 13

0< > <13

—8 <y <16
1<z <21
12 < 75 < 13

Sea E la matriz generada por el sistema de ecuaciones:

Soportes Primales y Duales: Observése como ejemplo los siguientes vectores:

(x1,$27$3,x4,l‘5) = (1’07_é 1 _g>’
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(Ul,UQ,Ug) = (13_07_%7_%>
(v1,v2,v3,v4,05) = (3,2,1

Son vectores que cumplen con: Fxr = 0y —uFE = v; de tal forma que el conjunto de
indices P = {1,3,4,5} con PT = {1,4} y P~ = {3,5} cumple con ser un soporte primal.
Por otro lado, el conjunto de indices @ = {1,2,3} con PT ={1,2,3} y P~ = & cumple con
ser un soporte dual.

,0,0)

La importancia de las representaciones de Tucker radica en que mediante ellas es posible
determinar los vectores que cumplen con Fx = 0 y —uFE = v, y por tanto, los soportes
primales y duales en una matriz.

Representacion de Tucker: Para determinar una representaciéon de Tucker en una
matriz se hace uso del algoritmo descrito con anterioridad:

Tomando en cuenta la matriz generada por el sistema de ecuaciones se obtiene:

- 2 b 7 6
4 2 9 & 4
3 4 2 1 2

Considerando la submatriz formada por las columnas 3,4 y 5; se determina la matriz
inversa:

e

=
o | L B

(=
NS :-|W

La representacién de Tucker queda definida por T'= —B~'E :

1 2
ko sz |5
5 5

T=
1 5 |4
2

e <20 | o
5 20
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Las columnas de la representacién de Tucker determinan vectores x que cumplen con
Exr=0:

($1,$2,$37x4ax5) = (1707 _g’ 1, _g);
(56'1,.%2,.1'3,334,1‘5) = (O’ 1’ _§7 g’ _%)

Por otro lado, la representacién de Tucker también indica vectores v que cumplen con
—uE = v, los vetores u se determinan mediante la inversa de la submatriz construida B! :

(u17u27u3) = (13_07 _%7 _%> con (Ul,U27U3,U4,U5) = (%7 g; 17070)7

(u17u27u3) = (_4_11707 %) con <U17’027U37U47U5) = (_17 _3707 170)7
(u17u27u3) = <_;_ia %7 %) con ('U17’U2,U3,'U4,U5> = (27 %70707 1)7

Regresando al problema original, se tiene que encontrar el valor de x1, 3, x3, x4 y T5 que
cumplan con las siguientes reestriciones:

5[)31 + 2%2 + 61‘3 + 71‘4 + 6135 =12
41‘1 —f- 2I2 —|— 91‘3 —I— 8ZL‘4 —I— 45L‘5 = ]_5
3.T1 + 4$2 + 21’3 + 1.%'4 -+ 21‘5 =13

0<z; <13

—8 <2y <16
1<z <21
—12 < x5 <13

Una solucién al problema se determina por B~1b :

3 1 1 12 59
— 10 5 3 _| 10
1 0 3| |15 . 99
4 4
7 _1 3 13 159
4 > 8 40

Con la que se le asigna la siguiente coloracién a los indices y por lo tanto a la representacién
de Tucker:
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i iy ﬂﬂ 1b v
Xz =

x;= b R =2 |3
X3= 2=5.9 g =¥ i ’

390  — 7 | o m— 1 5 |ab
-27 X, =b ’
x+=T=_ﬁ'8 Xg =10 o B | ey

5 20 '
159
Xe 20 4

Algoritmo del indice coloreado: Con la solucién inicial, se observa que x4 no cumple
con las reestricciones, por lo que al indice 4 se le aplicard el algoritmo del indice coloreado
descrito antes:

1.b 2N
4 _% 3y
5 5
4 pertenace a un
5 5 — -4 -6
- 2 &b v soporte primal X=(1,0, —, 1,7
& 29
T ] SR

Se cédlcula « y se actualiza la solucién:

(13—0)
1
(072%)
a = min (713%7) =
(—1%—4)
;6
5
v* = (0,0, 33, =21 189y 4 (B (1,0,74,1,59)) = (2,0, 8, -1, =17)

r* =~ (5.8,0,1.3,—1,-2.9)
La cual es una solucién que cumple con las reestricciones del problema.

Otro ejemplo del algoritmo de rectificacién primal es el siguiente:
Supéngase que se requiere encontrar los valores de x1, x9, 3 y 74 tal que se cumpla:

31’1 +2Q}2 —I—OCC3 —|—0$4+3l’5 =6
01‘1 + 31‘2 + 11’3 + 01’4 + 11‘5 =10
dxy + 1lzg 4+ 923 + 4oy + 405 = 12
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Donde se debe cumplir ademés que :
1<2, <5
2 S To S 4
0 S T3 S 6
0 S T4 S 3
0 § Ty S 2

Con lo que se obtiene la siguiente matriz:

3 2 ] 0 3 &
] 3 1 0 1 10
4 1 9 4 4 12

donde I ={1,2,3} y J=1{1,2,3,4,5}

Para generar una representacién de Tucker del problema, se debe encontrar una submatriz
B de 323 tal que las columnas son linealmente independientes. Tomando los indices 1,2,3 en
J, de acuerdo al algoritmo general para encontrar una representacién de Tucker se obtiene:

R 0 -+ -—34
11 -9 1 3 2 0 0 3 42 43
43 43 43
B 2F =3 » 3 1 0 1 o 4 0 6 =
FERRE T = EE
== & 3 4 1 8 4 A 00 1 -18 -5
43 @8 8o 43 8

La matriz inversa de B también nos ayuda a obtener una solcién inicial con x = B~b:

x1:0
172:3
273:1
.1'4:0
.%'5:0

Con la solucién inicial, obtenemos la siguiente coloracién de los indices, en la repre-
sentacion de Tucker
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b xg b
—4 —34

b EEb X, b
43 43
& —27 X3,
43 86
-18 -5 Xq, V
43 B6

Con la solucién inicial, se observa que z; no cumple con las restricciones [¢™(j), ¢ ()],

por lo que se debe aplicar el algoritmo de indice coloreado a la respectiva representacion de
Tucker.

Como z7 corresponde a un renglén, se observa que todas las entradas son de color blanco,
y ademds son menores a cero. Por lo que se concluye que el renglén es compatible con la

coloracion, es decir, genera un soporte elemental dual (); y por tanto el problema planteado
no tiene solucién.

4.7 Problema dual de factibilidad

Encontrar v € RI’! tal que

Existe u € Rl con —uE = v, (es decir, v € D) (9)
v(j) € D(j) paratodo u € J (10)
Para cada soporte primal elemental, sea

D(P) = X,cper(j)D()) (11)

De esta forma, D(P) es un intervalo no vacio consistente en todos los valores tomados
por ep - v como las variables v(j) que oscilan libremente sobre los intervalos D(j) (Sin tomar
en cuanta si v € D o no). Si sucede que cada D(j) es un intervalo cerrado [d~(j),d" ()] se
tiene que D(P) = [d~(P),d" (P)], donde

dT(P) =Y jepr er()dT(J) + Xjep-er(i)d(5)
d™(P) =Y jepr er()d™ () + Xjep- er(1)dT(5) (12)

4.7.1 Teorema dual de factibilidad.

Uno y sélo uno de los siguientes enunciados se cumple:

1. Existe un vector v que satisface 9 y 10.
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2. Existe un sosporte primal elemental P tal que D(P) C (—o0,0) (En caso de intervalos
cerrados, d*(P) < 0); equivalentemente, existe un x € C' tal que v-x < 0 para cada v € RV
que satisface (10).

4.7.2 Algoritmo dual de rectificaciéon

Suponiendo que los intervalos D(j) son cerrados:

D(j) = [d"(j),d*(j)] para todo j € J.

Un vector v € Rl va de la mano para algin u € Rl que satisface
v(j) = =Sicru(i)e(i,j) paratodo j € J

pero no necesariamente

d=(j) <w(j) <d(j) paratodaje J

Se definen los conjuntos de indices

JT={ilv(G)>d ()} T ={jlv() <d ()}

Los indices en J+ U J~ se dice que estan fuera de orden. Si J©™ = @ = J—, v satisface
(8) y por lo tanto es una solucién al problema de factibilidad dual; terminar. En otro caso,
colorear los indices j € J como sigue:

verde si d=(j) =v(j) = d*(j)
blanco si  d~(j) <wv(j) > d*(j)
negro i d”(j) > v(j) <d*(j)
rojo si d=(j7) <v(j) < dt(j)

Seleccionar cualquier indice I en J™ U .J~. Los indices en J* son necesariamente blancos,
mientras que los indices en J~ son negros necesariamente. Aplicar el algoritmo del indice
coloreado.

Si se produce un soporte primal P como en la alternativa 1 del teorema del indice colore-
ado, terminar : P satisface d*(P) < 0 como en la alternativa 2 del teorema de factibilidad
dual, y por lo tanto, el problema de factibilidad dual no tiene solucién.

Si se produce un soporte dual () como en la alternativa 2 del teorema del indice coloreado,
calcular

[d™ () —v()] e (i)  jeQT
a=Ming [v(j)—d ()] /eq() Jje@

en donde
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a=< d (I)—v(),sileQ(ie, € J)
v(j) —dr(j),sijeQ (ie, [ €J)

Asi, 0<a < oco. Sea v = v + aeg, v estd mds cerca del intervalo D que v. Ademas v’
satisface nuevamente v(j) = —X;cul(i)e(i, j), para algin v € R! (es decir, v’ = u + au para
cualquier u tal que —uE = eg.

Justificacién del algortimo

Si se produce un soporte primal con cada 7 € PT verde o blanco, y cada 7 € P~ verde o
negro, se tiene por la coloraciéon dada que

v(j) > d*(j) para todo j € P* y v(j) < d (j) para todo j € P~, lo que implica
d*(j) —v(j) <0 para todo j € PT y d (j) — v(j) > 0 para todo j € P~.

Por otro lado, al menos una de las desigualdades es estricta, a decir, para j = I, porque
I € J"UJ". Por lo tanto,

D jep+ d7(J) —v(i) = X ep- d7(j) —v(j)) <0
es decir,
D jep+ d7(J) = 2jep-d=(j) =dT(P) <0

Cumpliendose asf el enunciado (2) del teorema de factibilidad dual, y por tanto el pro-
blema de factibilidad dual no tiene solucién.

Si se produce un soporte dual @) con cada j € Q" negro o rojo y cada j € @~ blanco o
rojo, se tiene v(j) < d*(j) para todo j € Q" y d~(j) < v(j) para todo j € Q™.

Analicemos ahora qué sucede con los indices [ en J* U J~.
-Si I € J* sucede que v(I) > d*(I),asi quea=v(I) —d"(I) >0
-Si I € J~ sucede que v(I) < d (I),asi que @ =d~ (I) —v(l) > 0.

Los nimero « y @ son finitos y positivos. De lo cual podemos concluir que al actualizar

las variables v, hacemos que v(j) para j € @) se acerque en « unidades més a sus respectivos
intervalos [d™ (), d"(j)].
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Capitulo 5: Paqueteria de Computo

El presente capitulo estd enfocado en describir la estructura del programa que se realizé
como apoyo para encontrar solucién a un problema de factibilidad primal. Se utiliza como
herramienta Matlab por la facilidad que se tiene al programar arreglos matriciales en este.

5.1 Consideraciones Generales

Para poder usar el programa es necesario contar con la versién 8.5 de MATLAB. EI uso
del éste resulta sumamente facil para el usuario; pues sélo es necesario que se introduzca la

matriz E, las cotas inferiores y superiores de los intervalos de capacidad y el vector de oferta
b.

all www aln
E = - :

a a

ml mn

Debe ser necesariamente escrita entre corchetes de la siguiente forma::
E = [CLH a12...01p, A21 A22...A2n;5 «...... ;amlamg...amn]

Se debe resaltar que cada punto y coma marca un nuevo renglén en la matriz. El vector
de oferta b debe ser escrito como una matriz de mx1 de la siguiente forma:

Las cotas de los intervalos de capacidad ¢ y ¢~ se renombran como li y s respectivamente;
y se deben escribir como vectores de la siguiente forma:

c=li= [lll l’lg lZg ..... lln]

¢t =1s = [lsy lsy Is3.....18,)

Como ejemplo, considérese el siguiente problema:

32x1 + 34xo + 3223 + 1224 + 1225 = 90
121’1 + 231‘2 + 45273 + 32374 + ]_21‘5 =45
2321 + 1dxy + 2223 + 112y + 2225 = 123

Con

—20 <29 <16
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1<z, <21

Se deben ingresar las correspondientes matrices y vectores como se indico en los renglones
7,8,9 y 10 del editor del programa:

,ﬂ Editor - C\Users\HP\Desktop\Tucker3.m

EDITOR PUBLISH VIEW
E LefiRight = [z Tabs Positon + Ij I’jl LI__: |ﬁ| |43'__J C:L;I ™1 Highlic
{— Top/Bottom | [T Shrink Tabs to Fit - L I e Show
[ Custom = ™ Alphabetize Right Bottom Al & ™ Enabh
TILES COCUMEMT TAZE SPLIT DOCULENT CODE FOLDING
1
2
L e clear all
g - cle
L= close all
o
T E = [32 34 32 12 12; 12 23 45 32 12; 23 14 22 11 22]
a = B = [90;45;123]
9 = 1li = [0 -20 -4 -1 =12 ]
10 — Iz 2 [13 16 12 21 13]
11

En la ventana de comandos se mostraran los datos ingresados de la siguiente forma:

E =
a2 34 3z 12 12
17 23 a5 az 12
23 14 2z 11 22
ik
30
25
123
1li =
[0 -20 -4 =] -12
lg =
13 i 1z 21 13
Jx
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5.2 Solucién inicial y representacién de Tucker
El programa comienza detectando el nimero de renglones y columnas de la matriz F,,.,;
con lo que comienza a analizar n filas al azar; formando una submatriz B; y calcula el

determinante de B.

Si el determinante es distinto de cero entonces es una base del espacio columna y se usa
para calcular una solucién inicial: x = B~'b.

Por otro lado, esta base hace posible la construccién de una representacién inicial de
Tucker de la forma estudiada en el capftulo cuatro, en donde ' = —B~!A y se eliminan las
columnas bdsicas, con lo que se obtiene una matriz de (m — n)xm.

Esta subrutina del programa se refleja en el siguiente diagrama de flujo:

. Inicio  j——
9 y

Determinar
n=nimero de renglones

m= nimero de columnas
1 No

Tomar n columnas al
azar para construir la
submatriz By, pian

=

—

‘ Caleular ——"_  det(B) %0 ":_':}—

T

T=8"14 s b

-

i .

Eliminar columnas
basicas de T

En la ventana de comandos se puede observar la representacién inicial de Tucker y la
solucién con la que se comienza el algoritmo:
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Command Window

-1.5810 -1.8425 -1.0000 0.0000 0
2.02777 1.774776 0.0000 -1.0000 0
-0.4783 0.3323 0 -0.0000 -1.0000

Z.2614
=31198
5.18%94

5.2.1 Coloracion

La coloracién definida para cada solucién encontrada es:

verde si c(4) <z(y) < ct(4h)
blanco si  z(j) < ¢ (j), (7)) < ¢ (j)
negro si z(j) = ¢t ()), z(j) > ¢ (4)
rojo si ¢ (j) = 2(j) =" ()

Para facilitar la programacion del algoritmo; cada color es representado por una etiqueta
numeérica:

Verde=100
Rojo=200
Negro=300
Blanco=400

Para poder aplicar el algoritmo del indice coloreado sobre T'; es necesario asociarle los

indices de las variables a cada renglén y a cada columna; asi como los colores de los mismos;
por lo que se crea una matriz mti de (m —n+ 2) x(m+ 2) que contiene toda la informacién.
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Command Window

0 1.0000 2.0000 0
3.0000 -1.5810 -1.68425 100.0000
4.0000 2.0271 1.747e 400.0000
5.0000 -0.4783 0.3323 100.0000

0 400.0000 100.0000 0

En este caso los renglones estdn asociados a las variables bdsicas correspondientes a z(3),
z(4) y x(5); y las columnas a las variables no bdsicas correspondientes a z(1) y x(2), donde
J=1{1,2,3,4,5}. En la matriz mti se muestran los indices de J en la primer columna y en
el primer renglén.

Por otro lado, con la solucién obtenida se tiene que:

x(1) = 0 entonces la coloracién del indice 1 es blanca, que se representa con la etiqueta
400

z(2) = 0 entonces la coloracién del indice 2 es verde, que se representa con la etiqueta
100

x(3) = 2.2614 entonces la coloracién del indice 3 es verde, que se representa con la etiqueta
100

x(4) = —3.7199 entonces la coloracién del indice 4 es blanca, que se representa con la
etiqueta 400

x(5) = 5.1894 entonces la coloracién del indice 5 es verde, que se representa con la etiqueta
100

Las etiquetas de color para cada indice de J se muestran en el tltimo renglén y la tdltima
columna de la matriz mt;.

5.3 Algoritmo del indice coloreado y nuevas soluciones

A partir de la solucién inicial; se busca el primer z; que no cumpla con las restricciones
de factibilidad; y con ello se busca el indice 7 en mt: para aplicarle el algoritmo del indice
coloreado tal cual se describe en el capitulo anterior.

Esta subrutina se representa en el siguiente diagrama de flujo:
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Sea |l un indice blanco
onegroenT

FIN

| pertenece
a soporte
dual

| pertenece a
soporte primal

FIN

Sea J el indice que no cumple
compatibilidad, revisar
compatibilidadde la columna de j

5 & Si
;)rr::q; _@
\1/ No

Sea k el indice que no cumple compatibilidad, |
revisar compatibilidad del renglén de k

‘ Pivotear sobre (k, j) —-@
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Sea k el indice que no
cumple compatibilidad,

Soporte

FIN
dual

revisar compatibilidad del

renglon de k

No Sea j el indice que no

cumple compatibilidad,
revisar compatibilidad de
la columna dej

Pivotear sobre

(k. j)

Soporte
primal

El programa muestra el resultado del algoritmo del indice coloreado de la siguiente forma:

1. Analiza cada una de las variables respecto a las restricciones:

Command Window

La wvariable cumple con las restricciones

La wvariable cumple con las restricciones
La variable cumple con las restricciones

La variable no cumple con las restricciones

ok W o

La wvariable cumple con las restricciones

2. Muestra el resultado del algoritmo respecto a la variable que se detecto fuera de los
intervalos de capacidad:
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pertensce a un soporte primal

col =

mncop =
0 1.0000 0

3. 0000 -1.5810 100.0000

4. 0000 2.0277 400.0000
5.04000 -0.47832 100.0000

0 400.0000 0

La matriz mcp muestra el soporte, en este caso el soporte estd dado por el conjunto de
indices 1,3,4 y 5.

5.4 Solucién del problema de factibilidad primal

De la misma forma, si ¢ (en el programa denominado vs) pertenece a un soporte dual, el
problema no tiene solucién; en otro caso, se calcula alfa para obtener una nueva solucion.

El nuevo resultado conlleva una nueva coloracién, por lo que el ciclo se repite hasta
encontrar una solucién factible, o en su caso; determinar la no existencia de una solucién al
problema.
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Inicio
2 s
Determinar
Representacion Inicial
de Tucker
i i No |
FIN = X € [c= (), c (il e + Colorear indices
H"‘--______ - l
1 Aplicar Algoritmo de
indice coloreado
calcular o ‘ ‘ P H,L\
[e*G)-=l)l/epli) para jep No ~ Soporte w““}"
(i)« j jep pe——— i
A clilx(ill/epli) paraj - Primal__~

[cW=x(N1/epll} sileP’ fie., IEN)
[ (}-x())/epll) silEP(ie., 1€

Sea x'=s+irep

En el programa se observa de la siguiente forma:

Command Window

-

TNa

Véase ahora el siguiente ejemplo:

32x1 + 349 + 3223 + 1224 + 1225 = 90
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2.0277

—-0.4783

alfa =

Z.715%3
nvas =

1.0000 a -1.5810
=

2.7199

o

-2.0388

1.7951

3.8886
La solucidén encontrada cumple las reestricciones»>>
e



1221 + 23x5 + 4523 + 3224 + 1225 = 45
23z, + 14wy + 2225 + 11x4 + 2225 = 123

Con

0<z <13

—20< 29, <16
11 < 25 <12
1<z, <21

Se introduce la matriz y los vectores correspondientes:

Commend Window

|
32 34 32 1z iz
1z 23 45 iz iz
23 14 22 11 22
h =
90
45
123
0 =20 11 ! 12
i5 =
fx 13 1€ 1z 21 i3

El programa determina una representacion de Tucker y una solucién inicial:
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-1.1603 -1.0000 0.0000 0.5722 00000
g.55&7 n} —1.0000 -1.0543 0.0000
-=0.8e36 -0.0000 Q 0.1%01 =1.0000
x =
0
2.1288
-1, 6604
0
5.B9cB
|
mti =
0 1.0000 4.0000 0
2.0000 -1.1603 0.5722 100.0000
3.0000 0.3367 -1.0543 400,0000
S.0000 -0.8638 0.1901 100.0000
jg 0 400.0000 100.0000 o

Se analiza la solucién en cuanto a las restricciones de capacidad:

Command Window

La wariable cumple con las restricciones

La wariable cumple con las restricciones
La wariable no cumple con las restricciones

La wariable cumple con las restricciones

o W b

La variable cumple con las restricciones

La variable x(3) no cumple con las reestricciones, por lo que se aplica el algoritmo del
indice coloreado sobre el indice 3 en la representacién de Tucker:
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Command Wi

alfa =

12.6804

1.0000 -1.1&03 0.5567 0 -0.8638

Commierd Window

El indice

perteness a un soporte primal

col =
1
mncp =
0 1.0000 0
2.0000 =1.1€03 100.0000
3.0000 0.3367 400.0000
£.0000 -0.9€33 100.0000
0 400.0000 a

Jx |

Como se encuentra en un soporte primal se calcula una nueva solucién:

Se analiza la consistencia de esta solucién respecto a las restricciones de capacidad
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[: Omiman |:| '.."'.' In |:| O

La
La
La
La
La

VS

mti =

0 1
2.0000 -1.
3.0000 0.
5.0000 =0.

0 100.

variable 1
variable 2
variable 3
variable 4
variable 5

cumple con

cumple con

0000 4,
1603 0.
5567 =1
Be3B 0.
0000 100.

0000 0
5722 100.0000
0543 400.0000
1501 100.0000
0000 0

las restricciones

las restricciones

no cumple con las restricciones

cumple con
cumple con

las restricciones
las restricciones

Esta 1ltima tampoco es factible, asi que se sigue iterando:

|: Qrmiman J I\‘I'.irl 'j oW

1.7963

13.2704
=13.2e85
5.7273

-5.5664

-2.0842 1.0000 1] =1.5517
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Command ¥Window

alfa

0.2704

nvas =

=1.0000 0.8581 [1] =0.5280 0.763

13.0000
=13.0365
5.7273
-0.1428
-5.3600

Command Window

alfa =

1.0000e-04

nwas =

—1.0000 1.1&603 -0.5567 0 0.86386

13.0000
-15.68982
11.00Q00
-5.1440
=g,.310%9

Con esta tltima solucién se determina la no existencia de una solucién para el problema:
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Command Window

0 1.0000 4.0000 0
1.1603 0.5722 100.0000

3.0000 0.5567 -1.0543 400.0000
0.8638 0.1%01 100.0000

0 300.0000 400.0000 0

La variable no cumple con las restricciones

La wvariable cumple con las restricciones
La variable no cumple con las restricciones

La variable no cumple con las restricciones

[ TR SO oY T S R

La variable cumple con las restricciones

Ve =

Window

Command

El indice

pertenece a un soporte dual
El procblema no tiene solucién
>

LS
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CONCLUSIONES

En los tres primeros capitulos de la presente tesis se plantearon de forma minuciosa algunos
problemas de factibilidad sobre graficas y los algoritmos de resolucién correspondientes ha-
ciendo uso de resultados de coloracién de gréficas. Para poder tener un mejor entendimiento
de cada uno de los conceptos que implica la generalizaciéon dichos problemas, fue necesario
primero trasladarlos de la gréfica a su matriz de incidencia, para luego poder trabajar sobre
cualquier matriz con entradas reales.

El estudio de las representaciones de Tucker y el teorema de bases fue fundamental para
definir los soportes primales y duales que generalizan los conceptos de circuitos y cortes.

Aplicar coloracién a los indices de una matriz con entradas reales permitié observar el
teorema del indice coloreado, que equivale al Lema de Minty en una gréfica, y se desarrollé
el algoritmo del indice coloreado.

Las representaciones de Tucker, los soportes primales, soportes duales y el algoritmo del
indice coloreado proveyeron los elementos necesarios para poder adentrarse a los problemas
de factibilidad en su forma generalizada y por tanto desarrollar algoritmos para encontrar su
solucién o determinar la no existencia de la misma.

La dualidad es un rasgo caracteristico en los problemas de teorfa de gréficas que permitié
plantear de forma paralela el problema del diferencial factible en el capitulo tres. Mediante
esta dualidad también fue posible formular la generalizacién del problema del diferencial
factible. Esta tesis se enfocé principalmente en el estudio del problema de factibilidad primal,
sin embargo; el desarrollo del mismo provee los elementos suficientes para el de factibilidad
dual, asi como la generalizaciéon del algoritmo correspondiente.

Antes de programar el algoritmo general de flujo factible, fue necesario automatizar una
subrutina para encontrar una representacion inicial de Tucker, asi como el algoritmo del
indice coloreado.

El programa completo resulta una herramienta sumamente sencilla para el usuario pues
s6lo debe ingresar la matriz correspondiente, las cotas superiores e inferiores de los intervalos
de capacidad y el vector de oferta b. Este programa constituye ademéds una herramienta que
permite el proceso de experimentacién y puede ser utilizada como apoyo en los cursos de
Investigacion de Operaciones.

Los problemas de flujo maximo-corte minimo y cadena minima-tensién maxima resultan
de interés por lo que fueron mencionados y estudiados en los primeros capitulos; a pesar de
que no se ahondé en ellos, esta tesis sirve como una herramienta para comenzar a desarrollar
su generalizacion. Con este antecedente, se da la pauta para generalizar problemas de op-
timizacién cuyas restricciones contemplen las condiciones de factibilidad analizadas en este
trabajo.
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Apendice
Cdédigo de Programa

clear all

clc

close all

A =[3234 3212 12; 12 23 45 32 12; 23 14 22 11 22]

b = [90;45;123]

li =1[0-20-4-1-12]

Is = [13 16 12 21 13]

(k1] = size(A);

x = zeros(l,1);

y = zeros(1,1);

z=zeros(k+1,1);

B =0;

m=Kk;

n=I-k;

while B ==

t = randperm(l , k);

t = sort(t);

B=A(:,t);

u = det(B);

if abs(u) >.0001

P = inv(B);

T = -P*A

Tuc = T,

¢ = P*b;

% Tuc(: ,[t])=[):

x(t,1) =c

else

B = 0;

end

end

solf=0;

while solf==

w=0;

fori = 1:1

if (li(i) <= x(1)) & (x(i) <=1s(i)) || li(i)-x(i1)<=.0000001 & (x(i) <=1s(i)) || li(i)<=x(i)
& (x(i)- 1s(i))<=.0000001

w=w+0;

else

w=w+1;

end

end
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it w==

fprintf(’La solucién encontrada cumple las reestricciones’)
break

solf=1

else

fori=1:1

if (1i(i) < x(i)) && (x(1) < 1s(i));
y(1,i) = 100; %Verde

elseif (li(i) == x(i)) & (x(i) == Is(i));
y(1,i) = 200; %Rojo

elseif (li(i) < x(i)) & (x(i) >=1s(i));
y(1,1) = 300; Y%negro

elseif (li(i) >= x(i)) & (x(i) < 1s(i));
y(1,i) = 400; %blanco

else

break

end

end

end

T = -P*A;

Tuc = T;

Tuc=[Tuc:yl;

Tuc(: ,[t])=[);

z=y(: , t);

z=(z,0];

z = transpose(z);

ttt=1:1;

tee(: S [t)=I];

ttt=[0,ttt,0];

tt=transpose([t,0]);

mti=[ttt;tt, Tuc,z]

mt=|Tuc,z|;

fori=1:1

if (li(i) <= x(1)) & (x(i) <= 1s(i))
fprintf(’La variable %i cumple con las restricciones\n’,i)
else

fprintf(’La variable %i no cumple con las restricciones\n’,i)
end

end

vs=1;

for i=1:1

if (li(i) <= x(1)) & (x(i) <= 1s(i));
vs=vs+1;

else
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break

end

end

vs % Da la primer variable que no cumple con las reestricciones

col=0

sop=0;

piv=0;

while piv==

gu=0;

a=0;

for j=1:n+2

if mti(1,j)==vs

gu=gu+1;

else

gu=gu;

end

end

if gu==0; % Si a es igual a 1, la variable estd en un renglén, en otro caso en una columna

a=1;

else a=2;

end

if (a==1); %$Si la variable que no cumple estd en un renglén

fi=1;

for i=1:m+2;

if mti(i,1) " =vs;

fi=fi+1;

else

break

end

end

f=fi-1; %Da el renglén de la variable que no cumple con las reestricciones

v=mt(fn+1);%Da el color de la columna que no cumple

mnf=[mt(f,:);mt(m+1,:)]; %submatriz para columnas

eif=0;

for j=1:n

if(v==300);%si el renglon es negra

if(mnf(2,j)==100 && mnf(1,j)==0) ||(mnf(2,j)==300 && mnf(1,j)<=0)||(mnf(2,j)==400
&& mnf(1,j)>=0)||(mnf(2,j)==200 && mnf(1,j)>=0)||(mnf(2,j)==200 && mnf(1,j)<0);

eif=eif+1;

else

break;

end

elseif(v==400);%si el renglon
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if(mnf(2,j)==100 && mnf(1,j)==0) ||(mnf(2,j)==300 && mnf(1,j)>=0)||(mnf(2,j)==400
&& mnf(1,j)<=0)||(mnf(2,j)==200 && mnf(1,j)>=0)||(mnf(2,j)==200 && mnf(1,j)<0);

eif=eif+1;

else

break;

end

end

end

if eif==n

fprintf("El indice\n’)

Vs

fprintf(’pertenece a un soporte dual\n’) %Checar c6mo mejorar la cadena,

piv=1;

solf=1;

break

elseif eif>0

p=eif+1

else

p=1

end

mnc=[mt(:,p),mt(:,n+1)]; Yosubmatriz para columnas

eifc=0;

for i=1:m

if(mnc(m+1,1)==300);%si la columna es negra

if(mnc(i,2)==200 && mnc(i,1)==0) || (mnc(i,2)==300 && mnc(i,1)>=0)||(mnc(i,2)==400
&& mnc(i,1)<=0)||(mnc(i,2)==100 && mnc(i,1)>=0)||(mnc(i,2)==100 && mnc(i,1)<0);

eifc=eifc+1

else

break;

end

elseif(mnc(m+1,1)==400);%si la columna es blanca

if(mnc(i,2)==200 && mnc(i,1)==0) ||(mnc(i,2)==300 && mnc(i,1)<=0)||(mnc(i,2)==400
&& mnc(i,1)>=0)||(mnc(i,2)==100 && mnc(i,1)>=0)||(mnc(i,2)==100 && mnc(i,1)<0);

eifc=eifc+1;

else

break;

end

elseif(mnc(m+1,1)==100);%si la columna es verde

if(mnc(i,2)==200 && mnc(i,1)==0) || (mnc(i,2)==300 && mnc(i,1)==0)||(mnc(i,2)==400
&& mnc(i,1)==0)||(mnc(i,2)==100 && mnc(i,1)>=0)||(mnc(i,2)==100 && mnc(i,1)<0);

eifc=eifc+1;

else

break;

end
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end

end

eifc;

if eifc==m

fprintf(’El indice\n")

VS

fprintf(’pertenece a un soporte primal\n’) %Checar cémo mejorar la cadena
piv=1;

sop=1;

col=1

break

elseif eifc>0;

ef=eifc+1;

else

ef=1;

end

ef; %renglén de pivote

ec=p; %Columna de pivote

val=mt(ef,ec); %obtenemos el valor del pivote
ve=mt(:,ec);%obtenemos la columna del pivote
vi=mt(ef,:);%obtenemos la fila del pivote
mo=zeros(m+1,n+1);

for i=1:m

for j=1:n
mo(i,j)=(mt(i,j)-(mt(ef,j)*mt(i,ec) /val));

end

end

for i=1:m

ve(i,1)=(ve(i,1)/val); %realizamos el pivote sobre la columna
end

for j=1:n

vi(1,j)=(v{(1,j)/val)*(-1); %realizamos el pivote sobre la fila
end

mf=mo;

mf(:,ec)=vc;

mf(ef,:)=vf;

mf(m+1,:)=mt(m+1,:);
mf(:,;n+1)=mt(:,n+1);

mf(ef,ec)=(1/val);

cl=mt(efn+1);

c2=mt(m+1,ec);

mf(efn+1)=c2;

mf(m+1,ec)=cl;

mf;
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moo=zeros(n+2,n+2);

for i=2:m+2

for j=2:n+2

moo(i,j)=mf(i-1,j-1);

end

end

mff=moo;

mff(1,:)=mti(1,:);

mff(:,1)=mti(:,1);

c3=mti(ef+1,1);

cd=mti(1,ec+1);

mff(ef4+1,1)=c4;

mff(1,ec+1)=c3;

mff

mt=mf;

mti=mff;

elseif (a==2); %Si la variable que no cumple est4 en una columna

ci=1;

for j=1:n+2;

if mti(1,j) " =vs;

ci=ci+1;

else

break

end

end

c=ci-1; %Da la columna de la vaiable que no cumple con las reestriccione

v=mt(m+1,c);%Da el color de la columna que no cumple

mnc=[mt(:,c),mt(:,n+1)]; %submatriz negra para columnas

eir=0;

for i=1:m

if(v==300);%si el renglon es negra

if(mnc(i,2)==200 && mnc(i,1)==0) ||(mnc(i,2)==300 && mnc(i,1)>=0)||(mnc(i,2)==400
&& mnc(i,1)<=0)||(mnc(i,2)==100 && mnc(i,1)>=0)||(mnc(i,2)==100 && mnc(i,1)<0);

eir=eir+1;

else

break;

end

elseif(v==400);%si el renglon

if(mnc(i,2)==200 && mnc(i,1)==0) || (mnc(i,2)==300 && mnc(i,1)<=0)||(mnc(i,2)==400
&& mnc(i,1)>=0)||(mnc(i,2)==100 && mnc(i,1)>=0)||(mnc(i,2)==100 && mnc(i,1)<0);

eir=eir+1;

else

break;

end
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end

end

if eir==m
fprintf("El indice\n’)
Vs

fprintf(’pertenece a un soporte primal\n’) %Checar cémo mejorar la cadena

piv=1;

sop=1;

col=2

break

elseif eir>0

f=eir+1

else

f=1

end

mnf=[mt(f,:);mt(m+1,:)];% submatriz para filas

eiff=0;

for j=1:n

if(mnf(1,n+1)==200);%si el renglon es negra

if(mnf(2,j)==100 && mnf(1,j)==0) ||(mnf(2,j)==300 && mnf(1,j)==0)||(mnf(2,j)==400
&& mnf(1,j)==0)||(mnf(2,j)==200 && mnf(1,j)>=0)||(mnf(2,j)==200 && mnf(1,j)<0);

ciff=eiff+1;

else

break;

end

elseif(mnf(1,n+1)==300);%si el renglon es negra

if(mnf(2,j)==100 && mnf(1,j)==0) ||(mnf(2,j)==300 && mnf(1,j)<=0)||(mnf(2,j)==400
&& mnf(1,j)>=0)||(mnf(2,j)==200 && mnf(1,j)>=0)||(mnf(2,j)==200 && mnf(1,j)<0);

ciff=eiff+1;

else

break;

end

elseif(mnf(1,n+1)==400);%si el renglon

if(mnf(2,j)==100 && mnf(1,j)==0) || (mnf(2,j)==300 && mnf(1,j)>=0)||(mnf(2,j)==400
&& mnf(1,j)<=0)||(mnf(2,j)==200 && mnf(1,j)>=0)||(mnf(2,j)==200 && mnf(1,j)<0);

eiff=eiff+1;

else

break;

end

end

end

if eiff==n

fprintf(’El indice\n’)

Vs
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fprintf(’pertenece a un soporte dual\n’) %Checar c6mo mejorar la cadena
piv=1;

solf=1;

break

elseif eiff>0

ec=eiff+1

else

ec=1

end

ef=f; %renglén de pivote

ec ;%Columna de pivote

val=mt(ef,ec); %obtenemos el valor del pivote
ve=mt(:,ec);%obtenemos la columna del pivote
vi=mt(ef,:);%obtenemos la fila del pivote

mo=zeros(m+1,n+1);

for i=1:m

for j=1:n

mo(i,j)=(mt(i,j)-(mt(ef,j)*mt(i,ec)/val));

end

end

for i=1:m

ve(i,1)=(ve(i,1)/val); %realizamos el pivote sobre la columna
end

for j=1:n

vi(1,j)=(vf(1,j)/val)*(-1); %realizamos el pivote sobre la fila
end

mf=mo;

mf(:,ec)=vc;

mf(ef,:)=vf;

mf(m+1,:)=mt(m+1,:);

mf(:,;n+1)=mt(:,n+1);

mf(ef,ec)=(1/val);

cl=mt(efn+1);

c2=mt(m-+1,ec);

mf(ef n+1)=c2;

mf(m+1,ec)=cl;

mf;
moo=zeros(n+2,n+2);
for i=2:m+2
for j=2:n+2
moo(i,j)=mf(i-1,j-1);
end

end
mff=moo;
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mff(1,:)=mti(1,:);

mff(:,1)=mti(:,1);

c3=mti(ef+1,1);

cd=mti(1,ec+1);

mif(ef+1,1)=c4;

mff(1,ec+1)=c3;

mff

mt=mf;

mti=miff;

end

end

nvas=zeros(1,1);

alf=zeros(1,1);

if sop==

fprintf("El problema no tiene solucién\n’)
break

solf=1

else

if col==2
mncp=[mti(:,1),mti(:,c+1),mti(:,n+2)]
if mnep(m+2,2)==400 && y(1,vs)==400
fori=1:1

for j=2:m+1

if i==mnep(j,1) && i==vs;
alf(i)=roun(li(i)-x(i),4);
nvas(i)=mncp(j,2);

elseif i==mncp(j,1) && mncp(j,2)>0 ;
alf(i)=round(ls(i)-x(i),4);
nvas(i)=mncp(j,2);

elseif i==mncp(j,1) && mnep(j,2)<0 ;
alf(i)=round((1i(i)-x(i))/-1,4);
nvas(i)=mncp(j,2);

elseif i==mncp(1,2)&& i==vs;
alf(i)=round(li(i)-x(i),4);

nvas(i)=1;

elseif i==mmncp(1,2)&& i~ =vs;
alf(i)=round(Is(i)-x(i),4);

nvas(i)=1;

end

end

end

elseif mnep(m+2,2)==400 && y(1,vs)==300
fori=1:1

for j=2:m+1
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if i==mncp(j,1) && i==vs;
alf(i)=round((Is(i)-x(i))/-1,4);
nvas(i)=mncp(j,2);

elseif i==mncp(j,1) && mnep(j,2)>0 ;
alf(i)=round(Is(i)-x(i),4);
nvas(i)=mncp(j,2);

elseif i==mncp(j,1) && mnep(j,2)<0 ;
alf(i)=round((li(i)-x(i))/-1,4);
nvas(i)=mncp(j,2);

elseif i==mncp(1,2)&& i==vs;
alf(i)=round((I1s(i)-x(i))/-1,4);
nvas(i)=-1;

elseif i==mncp(1,2)&& i~ =vs;
alf(i)=round(ls(i)-x(i),4);

nvas(i)=1;

end

end

end

elseif mnep(m+-2,2)==300 && y(1,vs)==400
fori=1:1

for j=2:m+1

if i==mncp(j,1) && i==vs;
alf(i)=round(li(i)-x(i),4);
nvas(i)=-mncp(j,2);

elseif i==mncp(j,1) && mnep(j,2)>0 ;
alf(i)=round((li(i)-x(i))/-1,4);
nvas(i)=-mncp(j,2);

elseif i==mncp(j,1) && mnep(j,2)<0 ;
alf(i)=round(ls(i)-x(i),4);
nvas(i)=-mncp(j,2);

elseif i==mncp(1,2)&& i==vs;
alf(i)=round(li(i)-x(i),4);

nvas(i)=1;

elseif i==mncp(1,2)&& i~ =vs;
alf(i)=round((li(i)-x(i))/-1,4);
nvas(i)=-1;

end

end

end

elseif mnep(m+-2,2)==300 && y(1,vs)==300
fori=1:1

for j=2:m+1

if i==mncp(j,1) && i==vs;

alf(i)=round((Is(i)-x(i))/-1,4);
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nvas(i)=-mncp(j,2);

elseif i==mncp(j,1) && mnep(j,2)>0 ;
alf(i)=round((li(i)-x(i))/-1,4);
nvas(i)=-mncp(j,2);

elseif i==mncp(j,1) && mnep(j,2)<0 ;
alf(i)=round(Is(i)-x(i),4);
nvas(i)=-mncp(j,2);

elseif i==mncp(1,2)&& i==vs;
alf(i)=round((Is(i)-x(i))/-1,4);
nvas(i)=-1;

elseif i==mncp(1,2)&& i~ =vs;
alf(i)=round((li(i)-x(i))/-1,4);
nvas(i)=-1;

end

end

end

end

elseif col==
mncp=[mti(:,1),mti(:,p-+1),mti(:,;n+2)]
if mnep(m+2,2)==400 && y(1,vs)==400
fori=1:1

for j=2:m+1

if i==mncp(j,1) && i==vs;
alf(i)=round(li(i)-x(i),4);
nvas(i)=mncp(j,2);

elseif i==mncp(j,1) && mnep(j,2)>0 ;
alf(i)=round(Is(i)-x(i),4);
nvas(i)=mncp(j,2);

elseif i==mncp(j,1) && mnep(j,2)<0 ;
alf(i)=round((1i(i)-x(i))/-1,4);
nvas(i)=mncp(j,2);

elseif i==mncp(1,2)&& i==vs;
alf(i)=round(li(i)-x(i),4);

nvas(i)=1;

elseif i==mncp(1,2)&& i~ =vs;
alf(i)=round(Is(i)-x(i),4);

nvas(i)=1;

end

end

end

elseif mnep(m+-2,2)==400 && y(1,vs)==300
fori=1:1

for j=2:m+1

if i==mnep(j,1) && i==vs;
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alf(i)=round((I1s(i)-x(i))/-1,4);
nvas(i)=mncp(j,2);

elseif i==mncp(j,1) && mnep(j,2)>0 ;
alf(i)=round(Is(i)-x(i),4);

nvas(i)=mncp(j,2);

elseif i==mncp(j,1) && mncp(j,2)<0 ;
alf(i)=round((li(i)-x(i))/-1,4);
nvas(i)=mncp(j,2);

elseif i==mncp(1,2)&& i==vs;
alf(i)=round((Is(i)-x(i))/-1,4);

nvas(i)=-1;

elseif i==mncp(1,2)&& i~ =vs;
alf(i)=round(ls(i)-x(i),4);

nvas(i)=1;

end

end

end

elseif mnep(m+2,2)==300 && y(1,vs)==400
fori=1:1

for j=2:m+1

if i==mnep(j,1) && i==vs;
alf(i)=round(li(i)-x(i),4);
nvas(i)=-mncp(j,2);

elseif i==mncp(j,1) && mnep(j,2)>0 ;
alf(i)=round((1i(i)-x(i))/-1,4);
nvas(i)=-mncp(j,2);
elseif i==mncp(j,1) && mncp(j,2)<0 ;
alf(i)=round(ls(i)-x(i),4);
nvas(i)=-mncp(j,2);
elseif i==mncp(1,2)&& i==vs;
alf(i)=round(li(i)-x(i),4);

nvas(i)=1;

elseif i==mncp(1,2)&& i~ =vs;
alf(i)=round((li(i)-x(i))/-1,4);

nvas(i)=-1;

end

end

end

elseif mnep(m+-2,2)==300 && y(1,vs)==300
fori=1:1

for j=2:m-+1

if i==mncp(j,1) && i==vs;
alf(i)=round((ls(i)-x(i))/-1,4);

nvas(i)=-mncp(j,2);
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elseif i==mncp(j,1) && mncp(j,2)>0 ;
alf(i)=round((1(i)-x(i))/-1,4):
nvas(i)=-mncp(j,2);

elseif i==mncp(j,1) && mnep(j,2)<0 ;
alf(i)=round(Is(i)-x(i),4);
nvas(i)=-mncp(j,2);

elseif i==mncp(1,2)&& i==vs;
alf(i)=round((Is(i)-x(i))/-1,4);
nvas(i)=-1;

elseif i==mncp(1,2)&& i~ =vs;
alf(i)=round((li(i)-x(i))/-1,4);
nvas(i)=-1;

end

end

end

end

end

end

alf;

alf{alf=—0)=[}

alf=sort(alf);

alfa=alf(1)

nvas

x=x+alfa*nvas’

end
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