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Introduccion

En esta tesis abordamos principalmente dos temas de la teorfa de continuos e hiperes-
pacios: promedios en dendroides y producto de dos continuos encadenables que tienen la
propiedad de Kelley.

El Capitulo 1 estd dedicado a presentar notacién, definiciones y resultados previos que
serdn utilizados a lo largo de esta tesis. En realidad este capitulo es corto, pues estamos
suponiendo que el lector tiene conocimientos bésicos de la teorfa de continuos e hiperespacios;
ademds, creemos que es mds conveniente presentar cada definicién cuando es utilizada.

En el Capitulo 2 estudiamos promedios en dendroides. Este capitulo estd dividido en
tres secciones, las cuales introducimos a continuacién.

El concepto de continuo de tipo N fue introducido por L. G. Oversteegen, y después fue
extendido por J. J. Charatonik, W. J. Charatonik y S. Miklos cuando presentaron el concepto
de continuo de tipo generalizado N. La definicién de continuo de tipo N es muy técnica,
pero con palabras simples podemos decir que un continuo X es de tipo N si contiene un arco
A y dos sucesiones de arcos que convergen a A y estan doblados en direcciones opuestas con
respecto a A. Si el arco A de la definicién de continuo de tipo N es reemplazado por algin
subcontinuo de X, entonces obtenemos un continuo de tipo generalizado N. F. Capulin
y W. J. Charatonik demostraron que los continuos de tipo N no admiten promedios; sin
embargo J. J. Charatonik preguntd si este resultado podia ser extendido a los continuos de
tipo generalizado N. En el mismo articulo en el que J. J. Charatonik, W. J. Charatonik y
S. Miklos presentaron el concepto de continuo de tipo generalizado N, ellos enunciaron una
proposicién que dice que si un dendroide es de tipo generalizado IV entonces no es selectible,
y la prueba se la adjudicaron a T. Mackowiak. Sin embargo, F. Capulin, F. Orozco-Zitli
e I. Puga mostraron que esta proposicién es falsa al presentar un dendroide selectible que
es de tipo generalizado V. Ademds, ellos dieron una definicién alternativa de continuo de
tipo generalizado N (la cual llamaremos tipo COP-generalizado N, por las iniciales de
sus apellidos) con la cual dicha proposicién resulta cierta. En el Capitulo 2 presentamos
un dendroide (dendroide W) que es de tipo generalizado N y admite promedios, lo cual
responde la pregunta de J. J. Charatonik de manera negativa. Aunque la Seccién 2.1 es
la que trata de dendroides de tipo generalizado N, el dendroide W5 lo presentamos en la
Seccién 2.2 pues satisface otras propiedades que lo hacen méds interesante. En la Seccién
2.1 probamos la no existencia de promedios para algunos de los dendroides mds naturales
de tipo generalizado N que son la cerradura de las uniones de dos familias numerables de
arcos que se aproximan a un mismo triodo simple. De estos dendroides sélo uno es de tipo
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VI INTRODUCCION

COP-generalizado N. Consideramos que esto podria ser un primer paso para probar que los
dendroides de tipo COP-generalizado N no admiten promedios.

Para los dendroides, un tema de estudio ha sido la relacién entre admitir un promedio,
ser contréctil y ser selectible. T. Mackowiak presenté un dendroide “selectible” D para el
cual ningiin criterio conocido puede ser aplicado para determinar si D admite un promedio o
no (ponemos las comillas porque la doctora Verdnica Martinez de la Vega y Mansilla y Edder
Yair Valeriano Reyes notaron que la “seleccion” que da T. Mackowiak no funciona). En la
Seccién 2.2 probamos que D no admite promedios. T. Mackowiak y A. Illanes de manera
independiente construyeron un mismo dendroide, denotado por Xs, el cual es contréctil, no
es selectible y no es plano. Luego, J. J. Charatonik, W. J. Charatonik, K. Omiljanowski y
J. R. Prajs dieron una retraccién de 2%2 sobre X,. Sin embargo, no se sabfa si existe un
dendroide con estas mismas propiedades que ademads sea plano. También en la Seccién 2.2
probamos que hay un dendroide W5 que es contréctil, no es selectible, admite una retracciéon
de 2"2 sobre W5 (entonces admite un promedio) y es plano.

A. Mlanes y L. C. Simén probaron que cada dendrita admite un promedio monétono y
que el abanico arménico no admite promedios monétonos. Ellos también preguntaron si los
tnicos dendroides que admiten promedios mondtonos son las dendritas. En la Seccion 2.3
mostramos dos respuestas parciales a esta pregunta, las cuales muestran condiciones para
un dendroide X que implican que X no admite promedios mondétonos.

En el Capitulo 3 probamos que el producto de dos continuos encadenables que tienen la
propiedad de Kelley tiene la propiedad fupcon (del inglés, “full projections imply connec-
ted open neighborhoods”) y tiene la propiedad de Kelley. Presentamos estos resultados en
secciones separadas porque sus demostraciones son largas. Para probar ambos resultados,
usamos y adaptamos una técnica que A. Illanes, J. M. Martinez-Montejano y K. Villarreal
desarrollaron para probar que el producto de un continuo encadenable que tiene la propiedad
de Kelley y el intervalo [0,1] tiene la propiedad fupcon. Cabe mencionar que esta técnica
depende fuertemente del Teorema de los Alpinistas.



Capitulo 1

Preliminares

Sean X un espacio topélogico y A un subconjunto de X. Denotaremos por intx(A),
clx(A) y bdx(A) al interior de A en X, a la cerradura de A en X y a la frontera de A en
X, respectivamente; cuando no haya confusién respecto al espacio en cuestion, escribiremos
solamente int(A), cl(A) y bd(A). Usaremos X \ A para denotar al complemento de A en X.

Un continuo es un espacio topolégico métrico, compacto, conexo y con mds de un punto.
Un subcontinuo de un continuo X es un subconjunto conexo, cerrado y no vacio de X, asi
que los subconjuntos de X que constan de un sélo punto son subcontinuos de X.

En el segundo capitulo, trabajamos particularmente con los dendroides, asi que aqui
damos su definicién. Un continuo es hereditariamente unicoherente si la interseccién de
cualesquiera dos de sus subcontinuos es conexa. Un dendroide es un continuo arco conexo y
hereditariamente unicoherente. Si z y y son dos puntos distintos de un dendroide X, existe un
tnico arco en X con extremos x y ¥, el cual denotamos por xy; si x = y, entonces zy denota
al conjunto {z}. Un triodo simple es el cono sobre un espacio discreto con exactamente tres
puntos. Un punto de un dendroide X es un punto de ramificacion de X si es el vértice de
un triodo simple contenido en X. Un punto p de un dendroide X es un punto final de X si
cada arco de X que contiene a p, lo tiene como extremo. Un abanico es un dendroide con
exactamente un punto de ramificacién.

Sea X un continuo con métrica d. Los hiperespacios de X son ciertas familias de subcon-
juntos de X con alguna caracteristica particular. Algunos de los hiperespacios mas estudiados
son:

2% = {A C X : A es cerrado y no vacio},
C(X)={A€2%: Aes conexo},
F.(X) ={A € 2% : Atiene a lo mas n puntos} (n € N),
Cn(X) ={A € 2% : A tiene a lo més n componentes} (n € N).

Como X es homeomorfo a Fj(X), en algunas ocasiones supondremos que X C F,(X) C
Cn(X) c 2%, para todo n € N.

Sie>0,pe X y AC X, definimos la bola de radio € centrada en p y la nube de radio
€ centrada en A, respectivamente, como:
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B(p,e) ={x € X :d(p,z) < e}
N(A,e) ={q € X : existe x € A tal que d(z,q) < e}.
Si A y B son subconjuntos no vacios de X, definimos
dist(A, B) = inf{d(a,b):a € Ay b € B}.
Dados A, B € 2X definimos

Hx(A,B)=if{fe >0: AC N(B,e) y BC N(4,¢)}.

En [15, Proposicién 2.1, pdg. 22| se puede consultar la demostraciéon de que Hx es
una métrica para 2%, llamada métrica de Hausdorff. Como 2% contiene a todos los demds
hiperespacios, entonces tenemos una métrica en cada uno de ellos. Cuando no haya confusion
en el espacio X con el que estemos trabajando, escribiremos simplemente H en lugar de Hy.
Si A € 2% y & > 0, similarmente a lo hecho con los puntos de X, usaremos B(A,¢) para
denotar a la bola de radio € centrada en A con la métrica de Hausdorff, es decir,

B(A,e) ={C €2 :H(A,0) < ¢}.
Sea n € N. Dada una coleccién finita {Uy, Us, ..., U, } de subconjuntos de X, definimos
(Up,..;Up) ={A€2X - ACUU...UU,, y ANU; # 0 para cada

i€ {1, ..,m}}

(U, ooy U, = (Un, ooy Up) 0 F(X).

Es sabido que la familia de subconjuntos de 2% de la forma (Uy,...,Up,), donde cada U;
es un subconjunto abierto de X, forma una base para una topologia de 2% ([20, Theorem
1.2, p. 3]), y dicha topologia coincide con la generada por la métrica de Hausdorff ([20,
Theorem 3.1, p. 16]).

Aprovechamos para enunciar el siguiente lema pues serd usado en los capitulos siguientes.

Lema 1.1 [15, p. 26] Dados dos continuos X yY con métricas d y p, respectivamente, la
funcion D : (X xY) x (X xY) — [0,00) dada por

D((z,y), (p,q)) = mdz{d(z,p), p(y,q)}

para cualesquiera (z,y),(p,q) € X XY es una métrica para X XY que induce la topologia
producto.



Capitulo 2

Promedios en dendroides

Un promedio para el continuo X es una funcién continua m : X x X — X tal que

a) m((z,z)) =x paracadaz € X,y

b) m((x,y)) = m((y,z)) para cualesquiera =,y € X.

Es sabido que la existencia de un promedio m : X x X — X para un continuo X es
equivalente a la existencia de una retraccién r : F5(X) — X, cuando identificamos X con
F1(X) C F5(X) ([20, Definition 76.5, p. 374]). Asf que en el resto de esta tesis usamos esta
equivalencia.

El problema de determinar qué continuos admiten promedios ha sido estudiado por
muchos autores. P. Bacon probé que los continuos que admiten promedios deben ser uni-
coherentes ([2]) y también probé que el continuo que es la cerradura en R? del conjunto
{(z,sen(2)) : 0 < = < 1} no admite promedios ([1]). Asi que una clase de espacios en los
que es natural estudiar a los promedios es en los dendroides.

En [5], los autores mostraron que los continuos de tipo N no admiten promedios, asf
que es interesante preguntarse si los continuos de tipo generalizado N tampoco admiten
promedios. El modo “mds natural” de continuar investigando esta cuestion es sustituyendo A
por un triodo simple en la Definicién 2.1. Esta cuestién es la que abordamos en la Seccién 2.1.
Los ejemplos que estudiamos en esa seccién son precisamente las maneras “mds naturales”
en las que se tiene este comportamiento.

En la Seccién 2.2 abordamos un par de ejemplos en los que se comparan las propiedades
de admitir promedios, ser contréctil y ser selectible. El primero de esos ejemplos es un
dendroide que present6 T. Mackowiak en [25]. T. Mackowiak “probd” que este dendroide es
selectible (la doctora Verénica Martinez de la Vega y Mansilla y Edder Yair Valeriano Reyes
notaron que la “selecciéon” que da T. Mackowiak no funciona) y J. J. Charatonik pregunté
si admite promedios [7, Pregunta 3.31, p. 66]. En esa seccién, también presentamos un
dendroide plano con propiedades similares al dendroide de las tijeras (vea [17, Dendroide
Xs] y [26]), con el cual también se responden un par de preguntas de J. J. Charatonik ([7,
Preguntas 5.11 y 5.12, p. 74]).

En la Seccién 2.3 estudiamos promedios monétonos. En [21], A. Illanes y L. C. Simén
probaron que el abanico arménico no admite promedios monétonos y formularon una pre-
gunta acerca de la existencia de promedios mondétonos en cierto tipo de dendroides. En la
Seccién 2.3 probamos un par de teoremas que responden parcialmente esa pregunta.
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4 CAPITULO 2. PROMEDIOS EN DENDROIDES

2.1. Dendroides de tipo generalizado N

La siguiente definicién fue dada por L. G. Oversteegen en [30], y después generalizada
en [9, pp. 78-79].

Definicién 2.1 Sean X un continuo y x,y € X, = # y. Decimos que X es un continuo de
tipo generalizado N entre x y y si existen en X : un subcontinuo A que contiene a x y y, dos
sucesiones de arcos {zn ), }nen ¥ {Un¥,, }nen, v dos sucesiones de puntos {z/' }nen ¥ {yl }nen
tales que
1) & € Yo~ {bas 1} ¥ Ui € 20y N {7} para cada n € Ny
2) A =1lim, e znz,, = hmnﬁoo YnYh;
3) x = limy oo Ty = limy, 00 2], = limy, 00 T01;
4) y = limy— 0 Y = limy, 0 yn = hmn—>o<> ynv
5) cada arco en X que une a z,, y z), contiene a yn,
6) cada arco en X que une a y,, y y,, contiene a z/
Si el subcontinuo A es un arco con puntos finales x y y, decimos que X es un continuo de
tipo N entre x y y. Si existen x,y € X tales que X es de tipo (generalizado) N entre z y y,
simplemente decimos que X es de tipo (generalizado) N.

La Figura 1 ilustra la definicién de continuo de tipo V.

A

Tn T X X n

yor y Yo Yn
Figura 1. Continuo de tipo N.

La siguiente definicién fue presentada en [6, p. 260].

Definicién 2.2 Sean X un continuo y x,y € X, = # y. Decimos que X es un continuo de
tipo COP-generalizado N entre x y y si existen en X : un subcontinuo A que contiene a x y
y, dos sucesiones de arcos {x, 2, }nen ¥ {Un¥) tnen, v dos sucesiones de puntos {z!'},en y
1
Y N tales que
{ nine 1 / / 11 ! ! d N
) 2 € ypyl, N {yn,yn} vy yr € xpxl, N A{xn, 2} para cadan €

2) A=lim, o ny, = llmn_>oo @Yy = My, oo Yna,, = lHmy, oo Y, 775
3) x =1lmy, oo p = limy, 0o ), = im0 zn,
4) Yy = lim,, . Yn = lim,, o0 yn =limy, o ynv



2.1. DENDROIDES DE TIPO GENERALIZADO N )

5) cada arco en X que une a x,, y 2}, contiene a y.’;

6) cada arco en X que une a y, y ¥y, contiene a x/.
Si existen x,y € X tales que X es de tipo COP-generalizado N entre z y y, simplemente
decimos que X es de tipo COP-generalizado N.

Observe que las definiciones 2.1 y 2.2 difieren en el inciso 2), y que todo continuo de tipo
COP-generalizado N es de tipo generalizado N.

En la Seccién 2.2.2 presentamos un dendroide (Ws) que es de tipo generalizado N y
admite un promedio. No presentamos este dendroide aqui porque satisface otras propiedades
interesantes (admite una retraccién de 22 sobre Wy, es contréctil y no es selectible), asf
que la Seccién 2.2 nos parece mds adecuada para presentarlo. El promedio que admite
W lo obtenemos al restringir a F»(W5) la retraccién que presentamos de 2W2 4 W,. Con
este dendroide respondemos de manera negativa la pregunta [7, Question 3.25, p. 64]. Sin
embargo no se sabe si los dendroides de tipo COP-generalizado N pueden admitir promedios.
En lo que resta de esta seccién probaremos la no existencia de promedios para algunos de
los dendroides més naturales de tipo generalizado N que son la cerradura de las uniones
de dos familias numerables de arcos que se aproximan a un mismo triodo simple. De estos
dendroides s6lo uno es de tipo COP-generalizado N. A pesar de esto, incluimos las pruebas
para todos ellos pues creemos que las ideas son interesantes y podrian ser ttiles para probar
que los dendroides de tipo COP-generalizado N no admiten promedios.

Antes de presentar los dendroides ya mencionados, enunciamos y probamos algunos
resultados previos que usaremos en las pruebas.

Un espacio X es conexo entre sus subconjuntos A y B si no hay un subconjunto abierto
y cerrado F de X tal que A C F'y FN B ={). Un subconjunto C de un espacio X separa a
AyBen Xsi AUBC XN Cy X~ C noes conexo entre A y B. Relacionado con estas
definiciones, los siguientes dos teoremas son usados en esta tesis.

Teorema 2.3 [24, §47, II, Theorem 3, p. 170]. Si un espacio compacto y de Hausdorff X
es conexo entre dos subconjuntos cerrados A y B, entonces eziste una componente C' de X

tal que CNA#0#CnNB.

Teorema 2.4 [24, §57, III, Theorem 2, p. 438]. Sea X un continuo unicoherente y local-
mente conexo. Sean K y L dos subconjuntos ajenos y cerrados de X, y tomex € K yy € L.

Entonces existe un separador C de x yy en X que es un continuo localmente conexo disjunto
de KU L.

El Lema 2.5 es extraido de [5, Theorem 2.1, p. 263], pero escribimos su demostracion
para completez. El Lema 2.6 es una consecuencia del Lema 2.5.

Lema 2.5 Sean X un dendroide y v : Fo(X) — X un promedio. Considere un arco ab en
X yzeab~{a,b}, y sea L={{a,t}:t €abfU{{b,t}:t € ab}. SiD esla componente de
r~1(x) N Fy(ab) que contiene a {x}, entonces DN L # ).

Demostracién. Suponga, por el contrario, que D N L = ().
Sean F =r~Yz)N Fy(ab) y Z=FUL.
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Primero, veremos que Z no es conexo entre £ y {z}. Suponga por el contrario que Z es
conexo entre £y {z}. Por el Teorema 2.3, existe una componente K de Z tal que KN L # 0
y {z} € K. Consideramos dos casos:

Caso 1. K ¢ F. Entonces K N F es un subconjunto cerrado propio del continuo K y
{z} € KNF. De acuerdo a [27, Theorem 5.6, p. 74], la componente X' de NF que contiene
a {z} intersecta a la cerradura de KK\ F. Como K\F C Z~\F C Ly L es cerrado, tenemos
que K'N L # 0.

Caso 2. K C F. En este caso s6lo definamos K’ = K.

En ambos casos obtenemos un subcontinuo K’ de F tal que {z} € K' C Fy K'NL # (.
Entonces X' C Dy DN L # (), lo cual contradice nuestra suposicién inicial.

Hemos mostrado que Z no es conexo entre £ y {z}. Por tanto, Z es la unién de dos
subconjuntos ajenos cerrados de F(ab) tales que uno de ellos contiene a L y el otro contiene a
{z}. Como F5(ab) es unicoherente ([12, Satz 1, p. 310]) y localmente conexo, por el Teorema
2.4, existe un continuo localmente conexo H C F(ab) ~ £ que también separa a £y {x}
en Fy(ab).

Sean M = {{t}: ¢t € ax} y M’ = {{t} : t € xb}. Como M y M’ son dos arcos de F5(ab)
que conectan a £ con {z}, hay dos puntos u, v’ € X tales que {u} € HNM y {v'} € HNM'.
Como

H C Fy(ab) ~ Z C Fy(ab) ~ F = Fy(ab) ~ [r ' (x) N Fy(ab)] C Fy(ab) ~ r~!(x),

tenemos que H Nr~1(z) = ). Por tanto, r(H) es un subcontinuo localmente conexo de X
tal que u,u’ € r(H) y = ¢ r(H). Por otro lado, como r(H) es un dendroide, = € uu’ C r(H).
De esta contradiccién, concluimos que DN L # (. m

Lema 2.6 Sean X un dendroide y r : Fo(X) — X un promedio. Suponga que existen en X :
un arco ab, una sucesion de arcos {b,b), }nen y una sucesion de puntos {an }nen tales que
(1) a =lmy, o0 @, Y an € by, ~ {by,b),} para cada n € N,
(2) b = 1m0 by = limy,_.o0 b,
(8) ab = lim,,_, o b,b),.
Si L ={{b,t} : t € ab} y D es la componente de r—*(a)NFy(ab) que contiene a {a}, entonces
DNL#0D.

Demostracién. Para cadan € N, sea C,, la componente de 7~ (a, )N F(b,b!,) que contiene
a {an} y sea L, = {{bn,t} : t € bybl,} U{{bl,,t} : t € bybl,}. De acuerdo al Lema 2.5,
CoN Ly, # 0. Tome A, € C, N L,. Sin pérdida de generalidad asuma que lim, .. C, = C
para algin C € C(F3(X)) y lim,_,00 A, = A para algin A € F5(X). Por (2) y (3), se
sigue que lim, .., £, = L, y entonces A € C N L. Mostraremos que C C D. Para este
propoésito, sea {z,y} € C. Por [15, p. 70], para cada n € N existe {x,,y,} € C, tal que
lim, oo {Zn,yn}t = {z,y}. Podemos suponer que lim, . z, = z y lim, oo yp = y. Como
T, Yn € bpb;, para cadan € N, por (3), {z,y} € Fz(ab). Como r es continua y r({z,,y,}) =
an, por (1), r{z,y}) = limy— oo 7({Zn,yn}) = limy_o0 @, = a. Hemos mostrado que C
es un subcontinuo de F»(X) contenido en r~(a) N Fy(ab). Como {a} = lim, oo{a,} €
lim, 0oCrn=C,CCDyDNLA]. m

En lo que resta de la seccién presentamos los dendroides de tipo generalizado N prometi-
dos. Todos contienen dos sucesiones de arcos que convergen a un triodo simple T con punto
de ramificacién v y puntos finales x,y y z.
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Todo continuo presentado aqui es construido en R? o R? y es considerado con la respectiva
métrica euclidiana denotada por p. Dados dos puntos distintos x,y € R? (respectivamente
]R?’), el segmento convexo en R? (respectivamente RS) con extremos = y y es denotado por

Ty.

2.1.1. Dendroide W
Sean z = (—1,0), y = (1,0), 2 = (0,1), v = (0,0) y, para cada n € N, sean

1 1 1 1
= s T ey T Tt 1)
U= (g g = (014 5,
vy = (Tlm’ ﬁ)’ Y = (1= 2n1—|— 2" (2n + 2)1(2n—|— 1))’

— a7 — / s ! gy ! oyl
A, = Tty UTnz, UZ,0, ULy, By, = oul, Uul 2! Uzlvl Uvlyl.

Figura 2. Dendroide W.

Definimos
T=7vUypwUzs y

W =TU(U{A.UB, : n € N}) (vea la Figura 2).

Para cada n € N, sean @], = &y 41, T, = 2, Yn = Ypy1 ¥ Y, = ¥- Notemos que: T' es un
subcontinuo de W que contiene a = y a y, {z,2), nen ¥ {Un¥, bnen son dos sucesiones de
arcos, y {z! }nen ¥ {¥ }nen son dos sucesiones de puntos tales que

1) 2 € yoyh, ~A{yn, Uht ¥ yir € xpxl, ~ {xn, x),} para cada n € N;

2) T = 1My o0 Tny) = My oo @yl = UMy oo Ynxh = My, o0 Yo, T

3) x = limy oo Ty, = limy, 00 2], = limy, 00 T01;
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5) cada arco en W que une a z,, y x,, contiene a y';

6) cada arco en W que une a y, y y,, contiene a x..
Entonces, W es un dendroide de tipo COP-generalizado N entre x y y, y contiene al triodo
simple T'. Claramente:

/ , ’ / ’ /
v o= limyeo Uy =My, 0o vy = im0 u,, = lim, oo v},
s 2 !
z = limp oo 2 =1lmy o0 25,

= lim, oo A4, = 1lim,,_. B,,.
Considere la retraccién R : W — T que satisfaga lo siguiente para cada n € N:

. R(xn) =, R(un) =, R(zn) =z, R(Un) =, R(yé) =Y, R('U;z) =, R(Z’:L) =zYy
R(uy,) = v;

" Rlgpu, @ Tnln — 20, Ry, .. @ Unzn — 02, R, 0, @ 2000 — 20, R,y @ 0nYy — vy,
Rlpw, : wuy, — w0, Rly 20 up 2y, — vz, Rl 2 230, — 20y Ry g vy, — vy son
homeomorfismos lineales.

Suponga que W admite un promedio r : Fy(W) — W. Tomemos 6 > 0 tal que
H(A,B) < 6 implica que p(r(A),r(B)) < 3. Para cada n € N, por la compacidad de
A, y de B,, existen a,, € A, y b, € B, tales que p(a,, R(a,)) =max{p(a, R(a)) : a € A,}
y p(by, R(by)) =méx{p(b, R(b)) : b € By, }. Sin pérdida de generalidad supongamos que las
sucesiones {ay, }nen ¥ {bn tnen convergen a puntos de T'. Entonces lim,, o, p(an, R(a,)) =0
y limy, o p(by, R(by)) = 0. Asf que, existe N € N tal que p(a,, R(an)) < $y p(bn, R(by)) <
¢ para todo n > N. Por tanto, para cualesquiera a € Ay, p € (R|AN+1)71 (R(a)) v
¢ € (Rzy) " (R(a)), tenemos que p(a,p) < ¢y pla,q) < $. También, para cualesquiera
be ByypE€ (R\BNH)_l (R(b)), tenemos que p(b,p) < 3. Definimos ¢ : Ay — Ani1,
Y: Ay — By y 7: By — Byy1 como sigue:

—1 .
¢(a) _ (R|$N+1ZN+1)1 (R(a’))7 Sl a € TNZN;
(R|ZN+1y) (R(a))v sia € 2NY;
—1 .
¥l(a) = (R|xz;\,) _1(R(a)), sia € xnzN;
(Rloyyy)  (R(a), siac2ny;

—1
(R|wz;v+l> (R(b)), sibe xzly;
1
(R|z§v+1y§v+1> (R(b)), sibe zyyly.

Notemos que ¢, ) y 7 son homeomorfismos y satisfacen

7(b) =

)

pl(a,6(a)) < 3. pla, (@) < ¥ p(b7(0) <

| >

para cualesquiera a € Ay y b € By.
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Sea C la componente de r~!(2x) N F2(An) que contiene a {2y} y sea £ = {{zn,a} €
Fy(An) :a € An}U{{y,a} € Fo(An) : a € Ax}. Por el Lema 2.5, C N L # (). Entonces
tenemos dos casos:

(1) Cn{{y,a} € F2(An):ac Ay} #0
(2) cn {{.’IJN7(J,} S FQ(AN) ra € AN} #* 0.

Caso 1. CN{{y,a} € Fo(An):a € An} # 0.

Seap € Ay tal que {y,p} € C. Definimos f : Fo(An) — Fo(ANUAN11) Yy g Fo(AN) —
FQ(AN UAN+1) por
,b}, sia € yb;

{6(a),b
f({a,b}>:{ {a,0(b)}, sibe ya;
)

a)
(
_J {a,0(0)}, siaeyb
9({a,b}) = { {#(a),b}, sibeyaq;
para cada {a,b} € Fy(Ap). Es facil ver que f y g son continuas y que F5(¢) : Fo(An) —
F5(An41) es un homeomorfismo (F5(¢) es la funcién inducida por ¢ en F5(Ay), dada por
Fy(¢)({a,b}) = {#(a), p(b)}, vea [13, Theorem 3.2, p. 369]).

Entonces f(C), g(C) y Fz2(¢)(C) son subcontinuos de F>(W). Como {y,p} = f({y,p}),
{zvszvi} = f({zn}) = g({zn}) v {w,0(0)} = 9({w:p}) = F2(@)({y, p}), se sigue que
{09} € CNF(©), {2n2wan} € FO) N g(0) ¥ {1:6(p)} € 9(C) N F2(6)(C). Por tanto,
CU f(C) Ug(C) U F5(¢)(C) es un subcontinuo de Fy(W). Para cada {a,b} € C, por (1),
tenemos p(a, ¢p(a)) < & y p(b, ¢(b)) < $. Entonces

H({a,b}, f({a,b})) <
H({a,b},9({a,0})) <

H({a” b}v F2(¢)({av b})) <

Asi, CU f(C)Ug(C) U Fy(¢)(C) € N(C, g)

Como C C r~Y(zn), la eleccién de § implica que r(C U f(C) U g(C) U Fx(¢)(C)) C
N(r(C), %) = B(zn, 3). Usando que {zn} € Cy {zn41} = F2(8)({zn}) € F2(9)(C), obtene-
mos que zy € 7(C) y zn41 € T(F2(¢)(C)). Hemos probado que r(CU f(C)U g(C) U F2(¢)(C))
es un subcontinuo de W contenido en B(zy, %) y contiene a los puntos zy y zy41. Esto
es una contradicciéon porque y ¢ B(zn, %) y todo subcontinuo de W que contiene a zy y a
zn+1 también debe contener a y.

N[ N N

Caso 2. CN{{zn,a} € F5(An):a € An} # 0.

Sea p € Ay tal que {zn,p} € C. Tenemos que Fr(¢) : Fo(An) — Fa(By) es un
homeomorfismo (F3(1)) es la funcién inducida por ¢ en F>(Ay), dada por Fy(¢)({a,b}) =
{¥(a),¥(b)}, vea [13, Theorem 3.2, p. 369]). Definimos D = F»(¢))(C) y ¢ = ¥(p). Entonces
D es un cubcontinuo de Fy(By) tal que {2} € Dy {z,¢} € DN {{z,b} € F3(Bn) :
b € By}. Ademés, por (1), D C N(C,%). Definimos f' : F5(By) — F2(By U Byy1) ¥
g : F»(By) — F2(By U By41) por

/ {7(a),b}, siac€ xb;
F'({a,b}) = { {a,7(b)}, sib€ xq;
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, {a,7(b)}, siac€ zb;
g'({a,b}) = { {r(a),b}, sib € zaq;

para cada {a,b} € F»(By). Es fécil ver que f’ y ¢’ son continuas y que Fy(7) : Fo(By) —
F5(Bn+1) es un homeomorfismo (F3(7) es la funcién inducida por 7 en F»(By), dada por
Fy(r)({a,b}) = {7(a),7(b)}, vea [13, Theorem 3.2, p. 369]).

Entonces f/(D), ¢'(D) y Fz(7)(D) son subcontinuos de F»(W). Como {z,q} = f'({z,q}),
[ 2hnn} = PUD) = ¢ WD) y {57(@) = o (f,a}) = Fa(r)({,q}), se sigue que
{5} € DO (D), {2y, 2yar} € F(D) N g/(D) y {2,7(9)} € /(D) 1 Fa(r)(D). Por tanto,
DU (D) Ug' (D) U F5(7)(D) es un subcontinuo de Fy(W). Para cada {a,b} € D, por (1),
tenemos p(a, 7(a)) < % y p(b,7(b)) < g. Entonces

H({a,b}, f'({a,0})) <
H({a,b},9'({a,0})) <

H({a’7 b}7 F2(T)({a7 b})) <

NS N N

Asi, DU f/(D)Ug' (D) U Fy(7)(DP) C N(D, 3).

Como D C N(C, ), tenemos DU f'(D)Ug'(P)UF3(7)(D) C N(C,d). Como C C r~(zy),
la eleccién de § implica que r(D U f/(D) U ¢'(P) U Fx(7)(DP)) € N(r(C), %) = B(zn, 1)
Usando que {zy} € Dy {2y, 1} = Fo(1)({2x}) € F2(7)(D), obtenemos que 2y € r(D) y
241 € T(Fo(7)(D)). Hemos probado que 7(DU f'(D)Ug'(D) U F>(7)(D)) es un subcontinuo
de W contenido en B(zy, %) y contiene a los puntos 27y y 2y, ;. Esto es una contradiccion
porque z ¢ B(zy, %) y todo subcontinuo de W que contiene a zj y a zj,; también debe
contener a x.

Como en ambos casos obtenemos una contradiccion, concluimos que W no admite pro-
medios.

2.1.2. Dendroide X
Sean z = (—1,0), y = (1,0), z = (0,1), v = (0,0) y, para cada n € N,

() = (e ) = (0,14 )
R e P N T R T IE R A ML R
1 1 , 1 ) 1 1
n—=\5 T 3°5_ . 1) *n — 71 s Uy = \— 5 a5 . ol
=G o) e = Ol g ) e = (g g
1 1 1
(] "_ (1. _ r_ .
=g g e = (g =) v = (0= =),
Cn:{(a,b)ERQ:(a—f—l)Q—i—bQ:( )27a§—1},

2n + 2

A, = Tpty, U T, 2, UZ,0, UTLy, By, = 2w, Uulx! UC, Uz!v! Uvly.
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Figura 3. Dendroide X.

Note que v/, es el punto de 2”7y cuya abscisa es 0, C,, es la semicircunferencia con radio
ﬁ centrada en x cuyos puntos tienen abscisa menor o igual a —1. Los extremos de C,
son z;, y x,;. Definimos

T=2vUyvUZ0y

X=TU((U{A,UB, :neN}) (vea la Figura 3).

Para cada n € N, pongamos z|! = z,. Notemos que: T es un subcontinuo de X que
contiene a = y a z, {Tn), tnen v {#n2), tnen son dos sucesiones de arcos, y {a) }nen ¥
{z!'}en son dos sucesiones de puntos tales que

1) a2 € znzl, N A{zn, 2L} y 2 € xpal, \ {xn, x)} para cadan € N;

;. / 2 /.
2) T = 1My o0 Tn2), = lmy, o0 2n2);
3)
4) z =My 00 2n = My o0 25, = limy, 0 2175
5) cada arco en X que une a z,, y 2!, contiene a z./;
6) cada arco en X que une a z, y 2. contiene a z’’.
n n
Entonces, X es un dendroide de tipo generalizado N entre x y z, y contiene al triodo simple
T (vea la Figura 3). Claramente:

= lmy o0 Ty = My 00 2, = My, 00 ©01;

/. , ’ / ’ /
v o= Mmooty =My 0o vy = limy, oo u,, = limy, oo v},

= lim, oo A, = lim,, .o B,,.
Considere la retracciéon R : X — T que satisfaga lo siguiente para cada n € N:

» R(z,) =z, R(u,) = v, R(z,) = 2z, R(v,) = v, R(z}) = z, R(u,) = v, R(q) = x para
cada g € C, y R(v},) = v;

D ZpUn — 20, R

* Rloyu, & Ty — 20, Ry, 2, @ Unzn — vz, R|; o, vpy * UnY — VY,
o R L] R 3
R|szu;L L 2p Uy — 2, RluﬁbT«;L FULT, — VT, R|$;{’U;L PRV, 7 XVY R|U£Ly VY — vy son

homeomorfismos lineales.
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Mostraremos que X no admite promedios. Antes de hacer esto definimos otro dendroide
Y que tiene algunas propiedades similares a X. Para evitar repeticiones y como las pruebas
de que X y Y no admiten promedios son similares, haremos la prueba para ambos dendroides
al mismo tiempo.

2.1.3. Dendroide Y
Sean z = (—1,0,0), y = (1,0,0), z = (0,1,0), v = (0,0,0) y para cadan € N~ {1},

1 11 1 11
n = _177a07 n — _777a07 n — Oal 770a n — 777707
e = (21,5, 0), = (=, 2,0), 2= (0,14 +,0), v = (5, +,0)
11 1 11 1 1
= (0,14 —, =)l = (=, —, =), oy = (1,0,=), v}, = (0,0, —
Z’Vl ( ’ + n’ n)’ uTL (n7n’ n)7 yn ( I 7n)’ Un ( I 72n)7

— iyl — 1 gyl ! o/ ! oyl /
A, = Tpty Uz, U Znt, UTny, B, = zZpuy, Uuyy, Uy, v, Uup .

v

Figura 4. Dendroide Y.

Definimos
T=ToUJoUZD y

Y=TU(U{A,UB, :neNx{1}}) (vea la Figura 4).

Para cada n € N\ {1}, pongamos z!, = 2!/ = 2 y 2! = z,. Notemos que: T es un
subcontinuo de Y que contiene a x y a z, {x,2), }nen ¥ {202, tnen son dos sucesiones de
arcos, y {z! }nen ¥ {#) }nen son dos sucesiones de puntos tales que

1) «f € znzl, N {zn, 20} Y 21 € xpxl, \ {zy, 2]} para cadan € NN {1}

2) T =1imy, o0 Tnah, = lmy, o0 2n20;

3) & =m0 Ty = limy 00 ), = limy, o0 2275

4) z =m0 2n = My, oo 2}, = lim,, o 207;

5) cada arco en Y que une a z,, y z,, contiene a z,;

6) cada arco en Y que une a z, y z,, contiene a z/,.

Entonces Y es un dendroide de tipo generalizado N entre x y z, y contiene al triodo simple
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T (vea la Figura 4). Claramente:

, . ’ / ’ /
vo= limy oo Up =My 0o Uy = limy 00wy, = limy 00 v,
2. /
Yy = hmn—>oo Yns
T = lim,_ o A, =1lim,_, B,.

Considere la retraccion R : Y — T que satisfaga lo siguiente para cadan € N~ {1}:

13

" Rlgpu, @ Tnln — 20, Ry, .. @ Unzn — 02, R, 0, @ 2000 — 20, R,y @ 0pY — vy,

. ! ! . / !
Rl.rw : zhuy, — 2v, Rlur g uny, — vy, R
homeomorfismos lineales.

Ahora probaremos que X y Y no admiten promedios.

c ot o 7
vl S YnUn = YU Y Ry et vp2 — vz son

Supongamos que X (o Y) admite un promedio r : F»(X) — X (r: F5(Y) — Y, para

Y). Tomemos § > 0 tal que H(A, B) < § implica que p(r(A),r(B)) < ;. Para cada n €
por la compacidad de A,, y de B, existen a,, € A,, y b, € B,, tales que

plan, R(a,)) = méx{p(a, R(a)) :a € Ap}y

p(by, R(by,)) = max{p(b, R(b)) : b € B,}.

N,

Sin pérdida de generalidad supongamos que las sucesiones {a, tnen ¥ {bn }nen convergen a

puntos en T'. Entonces

lim p(an, R(a,)) =0y lim p(b,, R(b,)) =0,

n—oo

y existe N € N tal que si n > N, entonces p(an, R(ay)) < g y p(bn, R(br)) < g. Por tanto,

plz, R(z)) < % para cada x € Ay U By.

Sea D la componente de r~1(x) N Fy(xv) que contiene a {z} y sea £ = {{q,v} € Fa(X

q € zv} (L = {{q,v} € Fo(Y) : ¢ € zv}, para Y). Como el arco zv y la sucesién
arcos {vlul tnen ({V,v}nen, para Y) satisfacen las hipétesis del Lema 2.6, DN L #
Similarmente, sea € la componente de r~*(y) N Fy(yv) que contiene a {y} y sea M

):
de
0.

{{g,v} € F»(X) : ¢ € yv} (M = {{q,v} € F5(Y) : q € yv}, para Y). Como el arco yv y
la sucesion de arcos {vv, }ren satisfacen las hip6tesis del Lema 2.6, £ N M # (. Entonces,

existen {pp,v} € DN Ly {qo,v} € ENM (vea la Figura 5). Note que v ¢ {po, qo}-



14 CAPITULO 2. PROMEDIOS EN DENDROIDES

Figura 5. Puntos pg, qo, p', ¢/, o', V', &', ¢/, ®(s') y ¥(t).

Sean K = zivly (K = avfy, paraY) y L = vyy (L = vyy)y, para Y). Como Rk :
K — zvy R|p : L — vy son biyectivas, existen puntos p’ € K \ {vi} y ¢ € L~ {viy}
tales que R(p’) = po v R(¢') = qo (vea la Figura 5). Tomemos a',b’ € K U L tales que
p(z,a’) = 1 = p(y,b') (vea la Figura 5). Por la eleccién de N,

H({po, v}, {',vn}) < 0,
H({qo, v}, {d,vy}) < 0.

Esto implica que
plz,r({r’, vy }) <
ply,r({d', vy }))

Como p(z,r({p/,v)y})) < + y r({viy}) = v}y, hay un punto s € p'v)y tal que r({s, vy }) €
{a’,b'}. Sea s’ el primer punto en p'v}y (yendo de viy a p’) tal que r({s',viy}) € {a’,b'}.
Entonces s’ ¢ {p/, v} y r({s,vy}) € &' ~{a',1'} para cada s € s'vly \{s'}. Similarmente,
existe t' € Vg ~ {V)y,q'} tal que r({t/,vi}) € {a',0'} y r({t,vy}) € 'V \ {a’,b'} para
cada t € viyt' ~ {t'}. Definimos &' = {{s,vy} : s € sV} vy T' = {{t, vy} : t € vyt'}.
Notemos que {viy} € S'NT" y r(S'UT’) Cd'b.

Como Rl : K — 2v ¥y Rl|syuy @ Tnuy — zv son homeomorfismos, las funciones
® = (Rloyuy) "o R|x : K — xyuy y Fo(®) : Fy(K) — Fy(xyuy) también son ho-
meomorfismos (F5(®) es la funcién inducida por ® en F»(K), dada por F5(®)({a,b}) =
{®(a),®(b)}, vea [13, Theorem 3.2, p. 369]). Dado s € K, tenemos p(s, P(s)) < d, entonces
H({s, v}, F2(®)({s,vy})) < 0. Asi,

p(r({s,vn}), r(Fa(®)({s,vn}))) < i-

AN
N N
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Por tanto,
1 1
r(Fo(®)(S)) C N(r(S'), Z) C N(a't, Z) c X~ {zn,y} (Y ~{2n,y}, para Y).

Similarmente, las funciones ¥ = (R|,yy) ' o Rl : L — vyy y Fo(¥) : Fo(L) — Fa(vny)
son homeomorfismos y

r(Fa(9)(T") € N(r(T'), i) C N(a't, %) Cc X~ {zn,y} (Y ~{2n,y}, para Y).

Afirmacién 1. r({s',v)y}) =d' y r({t/,vy}) = V.

Probaremos que r({s’,vy}) = @’ y la prueba de que r({t', v}y }) = b’ es similar. Suponga
que r({s',vly}) = V. Como S’ es un subcontinuo de Fy(K), F3(®)(S’) es un subconti-
nuo de Fy(zyun). Como {viy} € ' y ®(vly) = un, tenemos que {uy} € Fo(®)(S') y
uy € T(F2(®)(S)). Como {s',vi} € Sy r({s',vly}) =¥, tenemos r(Fa(®)({s',vy})) €
B(V, %) Nr(Fy(®)(S’)). Entonces, r(F>(®)(S’)) es un subcontinuo de X \ {zn,y} (¥
{zn,y}, para Y') que contiene a uy e intersecta a B(V/, %) Como esto es una contradiccion,
concluimos que r({s’, vy }) = a'.

Similarmente, usando 7’ en lugar de &', y ¥ en lugar de ®, puede ser mostrado que
r({t/,vly}) = b'. Esto finaliza la prueba de la Afirmacién 1.

Como {vly} € &' NT’', & UT' es un subcontinuo de F»(X) (F»(Y), para Y) tal que
r(S§"UT') = d'b. Definimos S = {{®(s),vn} s € sv} y T = {{un,¥(t)} : ¢t € vit'}
(vea la Figura 5). Claramente S y 7 son subcontinuos de F3(X) (Fi(Y), para Y'). Como
O(vly) = un v U(vly) = vy, entonces {®(vly),vn} = {un,vn} = {un, ¥(v}y)}. Por tanto
{un,vn} € SNT y SUT es un subcontinuo de F>(X) (F2(Y), para Y). Como SUT C
N(S'UT',6) y r(S'UT’) = a'b/, tenemos r(SUT) C N(a'V', %) C X ~{an,y} (Y ~{zn,y},
para V).

Afirmacién 2. r({un,vn}) € Ay N {y}.

Para probar esta afirmacion, solamente usaremos que p(w, R(w)) <
uyvy y la eleccién de 9.

Sea e : uxyzy — vyzy dada por € = (Rlyyzy) ' © (Rluyzy ). Entonces, e es continua,
e(zn) = 2y y e(uy) = vn. Por la eleccion de N, para cada w € unzn, p(w, R(w)) < &
y ple(w), R(w)) < 2. Entonces {{w,e(w)} : w € unzy} es un subcontinuo de Fy(X)
(F2(Y), para Y) que contiene a {zx} y estd contenido en N({{w} : w € zv},d). Asi que
r({{w,e(w)} : w € unzy}) es un subcontinuo de X (o Y) que contiene a zp, y estd
contenido en N (zv, i) Por tanto, r({{w,e(w)} : w € unzy}) C Axy ~ {y}. En particular,

r({un,vn}) € Ax ~ {y}. Esto termina la prueba de la Afirmacién 2.

% para cada w €

Afirmacién 3. »(SUT)Nzyuny # 0 #r(SUT)Noyy.

Por la Afirmacion 2, r({un,vn}) € (An~{y})Nr(SUT). Como y ¢ r(SUT), r(SUT) C
An~{y}. Finalmente, como r({s’, vy }) = a’ y r({v)y,t'}) = V', se sigue que r({®(s'),vn}) €
B(d, ))NAy Cayuy y r({un, ¥(t')}) € B(t/, 3)NAn C vny. Por tanto, r({®(s),vn}) €
r(SUT)Nzyun y r({un, T(t)}) € r(SUT)Nuny. Esto completa la prueba de la Afirmacion
3.



16 CAPITULO 2. PROMEDIOS EN DENDROIDES

Hemos probado que r(S U 7) es un subcontinuo de X (o Y) que intersecta a zyuy y
a vNYy, pero no contiene a zy. Esto es una contradicciéon. Por tanto, X (y Y) no admite
promedios.

2.1.4. Dendroide 7

A pesar de que el dendroide Z que aqui definiremos es de tipo N, lo incluimos porque
es parte de los dendroides que estamos considerando en este capitulo.
Sean x = (—1,0,0), y = (1,0,0), z = (0,1,0), v = (0,0,0) y para cada n € N~ {1},

1 1 1 1 1
n — Oa17_7a n — Oaia_ia n = _1707_77 n = 0707_ )
B = (01, =)t = (0, 5= 1), = (1,0, -1, 0, = (0,0,—51)
1 11 1 1
L= (0,1,=), ul, = (0,=, =), ¥, = (1,0, =), vl, = (0,0, —
Zn ( ) 7n)a Uy, ( anan)vyn ( ) 7n)a Up, ( ) 72n)7

— iy — Al / / / ! oyl /
Ay = Zpty Utnxy UTpv, ULy, By = zpuy, Yuyy, Uy, v, Uuyx.

Z!
n
e_
A,
B,
x, | - .
s v Y
v , T ,
u, Y.

Figura 6. Dendroide Z.

Definimos
T=ToUJoUZD y

Z=TU(U{AnUB, :ne N~ {1}}) (vea la Figura 6).

Entonces Z es un dendroide que contiene al triodo simple 7. Para cada n € N~ {1},
definimos =/, = z!! =z y y, = y! = y. Es fdcil ver que el arco zy, las sucesiones de arcos
(0] bnetie (1) ¥ Un¥bnene 1y, ¥ 1as sucesiones de puntos {2/ buerwe (1} ¥ 19/ bnene (1)
satisfacen las condiciones (1)-(6) en la Definicién 2.1. Entonces, Z es un continuo de tipo N
entre z y y. Por tanto, Z no admite promedios ([5, Theorem 2.2, p. 266]).

2.2. Promedios, contractibilidad y selectibilidad

Para los dendroides, un tema de estudio ha sido la relacién entre admitir un promedio,
ser contrdctil y ser selectible (vea por ejemplo [7, p. 73]). Un continuo X es contrdctil si
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existen una funcién continua h : X x [0,1] — X y un punto p € X tal que para cada
x € X, h(z,0) =z y h(z,1) = p. Un continuo X es selectible si existe una funcién continua
s : C(X) — X tal que para cada A € C(X), s(A) € A. Es sabido que si un continuo es
selectible, entonces es un dendroide ([28, Lemma 3, p. 370]). En esta seccién abordamos dos
ejemplos en los que se abordan estas tres propiedades.

2.2.1. Dendroide D

El dendroide D considerado en esta seccién ha sido estudiado en [25] y [7, p. 66]. T.
Maékowiak en [25] mostré que D es selectible. J. J. Charatonik observé que D no es de
tipo generalizado N y ¢l pregunté si D admite un promedio. En esta seccién respondemos
la pregunta de Charatonik de manera negativa.

Denote por («, ) el punto en el plano Euclidiano con coordenadas polares a y . Sean
p=1(0,0),a=(1,0), b=(1,%), c=(1,7) y, para cada n € N,

1 7 17 1 3m

), Pn = (ﬁv Z)v bn = (1 + n 5) @n = (=)

n:]-7
an = ( 2 n' 4

3=

Entonces definimos
Dy =acUpbU (U{@npn Upnby Ubyg, Ugnc:n € N}) .

Denote por h la funcién que refleja los puntos con respecto al origen. Sean D = D1 Uh(Dy)
y, para cada n € N~ {1},

a‘;z = h(an)v p'ln = h(pn)a bgz = h’(bn)v q’;L = h(qn)

Figura 7. Dendroide D.

Entonces D es un dendroide que no es de tipo generalizado N (vea la Figura 7). Note
que acUpb y acUph(b) son triodos simples tales que lim,, o ca, = acUpb y lim,, o aa), =
ac U ph(b).

Considere la retracciéon R : D — ca U bh(b) que satisface lo siguiente para cada n € N:
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" R(an) = a, R(pn) =D R(bn) =b, R(Qn) =D R(a;z) ) R(p;ﬁ,) =D R(b;L) = h‘(b) y
R(q,) = p;

" Rlap, @ @nPn — ap, Rlp.b, @ Dby — Pb, Rlb,q. @ bngn — bp, Rlg.c © gnc — pc,
Rlag:, = aq,, — ap, Rl v, = @b, — ph(b), Rly pr = by,p,, — h(b)p ¥y Rlpr ar : pray, — pc

son homeomorfismos lineales.

Suponga que D admite un promedio r : F5(D) — D. Tomemos ¢ > 0 tal que H(A, B) <
0 implica que p(r(A),r(B)) < %. Para cada n € N, por la compacidad de ca, y de a,a,
existen w, € ca, y z, € a,a tales que p(wy, R(w,)) =max{p(z,R(z)) : = € can} y
p(zn, R(zy)) =méx{p(y, R(y)) : y € ala}. Sin pérdida de generalidad supongamos que
las sucesiones {wy, }nen ¥ {2n }nen convergen a puntos en ac U pb y ac U ph(b), respectiva-
mente. Entonces lim,, o p(wp, R(wy)) = 0y Um,,— o p(2n, R(z,)) = 0, y existe N € N tal
que si n > N, entonces p(wy, R(w,)) < &y p(zn, R(2zn)) < $. Por tanto, p(z, R(z)) < 2
para cada z € cay U d/ya.

Sea C la componente de 7~1(c) N Fy(cp) que contiene a {c} y sea £ = {{s,p} € Fa(cp) :
s € cp}. Como el arco ¢p y la sucesién de arcos {gngn+1}nen satisfacen las hipétesis del
Lema 2.6, tenemos C N £ # (. Similarmente, A N K # (), donde A es la componente de
r~1(a) N Fy(pa) que contiene a {a} y K = {{p,t} € Fa(pa) : t € pa}. Entonces, existen
ro € cp AP} ¥ Yo € pa ~ {p} tales que {zo,p} €CN LY {p,y0} € ANK.

Sean uy € cqn ¥y Un € pyay tales que p(c,un) = 3 = p(a,vn). Como p(w, R(w)) < 3
para cada w € qypn y 0 fue elegido como en la prueba de que los dendroides X y Y no
admiten promedios (en la Seccién 2.1.3), podemos usar el argumento de la Afirmacién 2 de la
Seccién 2.1.3 para probar que r({gn,pn}) € anye~{c}. De hecho, como H({gn,pn}, {p}) <
§, tenemos r({gn,pn}) € (ane~{c})NB(p, 1). Entonces, r({gn,pn}) € unvn ~{un,vn}.
Similarmente, se puede probar que 7({g}y,py}) € (a)ya ~ {a}) N B(p, 1).

Pongamos zn = (R‘QNC)_1<x0> YYn = (RleaN)_l(yO)' Como p(.’IJQ,.’EN) <9, P(p,pN) <
§ y r({zo,p}) = ¢, tenemos que p(c,r({zn,pn})) < 1. Entonces la trayectoria {r({s,py}) :
s € xygn} conecta un punto en uyvy (r({gn,pn})) v ¢. Asi que podemos tomar s’ como
el primer punto en zyqy (vendo de gy a xy) tal que r({s’,pn}) € {un,vn}. Entonces
s ¢ {qn,zn} y r({s,pn}) € unvn ~ {un,vn} para cada s € s'qy ~\ {s'}. Similarmente,
existe ' € pvyn ~ {pn,yn} tal que r({qn,'}) € {un,on} y r({awn, t}) € unvn ~{un, vy}
para cada t € pyt’ ~ {t'}. Definimos S = {{s,pn} : s € s'qn} vy T = {{qn,t} : t € pnt'}.
Notemos que {pn,gnv} €SNT y r(SUT) C unvy.

Sean ® = (R|y a )" 0 Rlgye s ane — pya’y ¥ ¥ = (Rlag, )" 0 Rlaypy : aNDN — aqly-
Por la eleccién de N, para cualesquiera « € gyc vy y € pyan, tenemos que p(z, ®(x)) < 0,
p(z, R(x)) <4, p(y, ¥(y)) <3y py, R(y)) < 9.

Afirmacién 1. r({s',pn}) = un v r({an,t'}) = vn.

Probaremos que r({s’,pn}) = un y la prueba de que r({gn, t'}) = vy es similar. Supon-
ga que r({s’,pn}) = vn. Tenemos que p(py,pn) < 0 y, para cada s € s'qn, p(s, D(s)) < 4.
Entonces, {{®(s),py} : s € s'an} C N(S,9) y, por a eleccién de 4,

F({{2(5), P} 8 € s'an}) € N(r(S), 1) © N(uwon, ) € D~ by, a.c).
Como ®(gn) = ply, tenemos que ply € r({{®(s),p} : s € s'qn}). Como r({s',pn}) =
onv y H{®(s),ply}, {s',pn}) < 6, tenemos que r({®(s'),ply}) € B(vn,1). Entonces,
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r({{®(s),ply} : s € s'qn’}) es un subcontinuo de D que contiene a py e intersecta a B(vy, 1).
Esto implica que {ty,a} Nr({{®(s),py} : s € s'qn}) # 0, lo cual es una contradiccién. Por
tanto, r({s’,pn}) = un.

Procediendo como en el pérrafo previo, sélo reemplazando: s', pn, vy, Dy, an, €, Sy un
por t', qn, un, ¢, PN, ¥, T y vn, respectivamente, se puede probar que r({gn,t'}) = vn.
Esto finaliza la prueba de la Afirmacién 1.

Por la Afirmacion 1, tenemos que
r (S UT) = UNUN.

Definimos
M={{s,qn}:s € (s )pn} U {{ph.t}: t €y T(t)}.

Es facil ver que {{s, ¢y} : s € ®(s")py } v {{py, ¢} : t € ¢y T(t')} son subcontinuos de F5(D),
y que se intersectan en el punto {p/y, ¢y }. Entonces M es un subcontinuo de F5(D). Como
M C N(SUT,J), tenemos que r(M) es un subcontinuo de D contenido en N(uyvy, %)
Méds atin, como r({ply,qy}) € (aya ~ {a}) Nr(M) y a ¢ N(unvn,}), entonces r(M)
estd contenido en ajya ~\ {a}. Por la Afirmacién 1, r({®(s), ¢y }) € Blun,:) Naya y
r({ply. ¥(')}) € B(un, ) Najya. Entonces r(M) intersecta a alyply y a ¢jya. Esto implica
que bly € (M) C N(unvn, ), lo cual es una contradiccién. Por tanto, D no admite
promedios.

2.2.2. Dendroide W,

T. Mackowiak en 1985 y A. Illanes en 1988, por separado, construyeron un mismo den-
droide, el cual de aqui en adelante llamaremos el dendroide de Illanes-Mackowiak y deno-
taremos por Xa, con el cual respondieron un par de preguntas (vea [17, Continuo Xo, p. 70] y
[26]). Ma¢kowiak probé que C(X32) no admite selecciones y que X5 es contréctil. Illanes por
su cuenta también probé que C(X2) no admite selecciones y que X es retracto de C(X3).
Después, en 1997, J. J. Charatonik, W. J. Charatonik, K. Omiljanowski y J. R. Prajs dieron
una retraccién de 2X2 a X (vea [10, Teorema 5.58, p. 31]), mencionaron que la retraccién
de C(X3) a X3 que dio Illanes no puede ser extendida a todo 2% y mencionaron més pro-
piedades que tiene este dendroide (vea [10, Teorema 5.78, p. 31]). Una de ellas es que no es
plano, asi que en el 2003, J. J. Charatonik. pregunté si existe un dendroide plano contréctil,
no selectible y que admita un promedio ([7, Preguntas 5.11 y 5.12, p. 74]). En esta seccién
presentamos un dendroide W5 en R? contréctil no selectible y damos una retraccién de 22
a Ws. También veremos que Ws es un dendroide de tipo generalizado N (vea la Definicién
2.1) y es bueno mencionar que la restriccion a Fy(W3) de la retraccién que presentamos de
2W2 a4 W, es un promedio para Ws. Las ideas que usamos para probar estas propiedades
son las mismas que se usaron en el dendroide de Illanes-Mackowiak y lo que aqui haremos
es ver que también funcionan para Ws. Las funciones que proponemos son muy técnicas,
sin embargo probaremos que cumplen con todo lo requerido. Advertimos que necesitamos
desarrollar muchas cuentas y esperamos no enfadarlo con los detalles.

Sean z = (1,0), y = (0,1), z = (0,—1) y v = (0,0) en R?. Para cada n € N, definimos

1 1
zn:(O,—l——), Un:(

—=0
2n 2n’ ),
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1 1

_— —1-— A
zp, = (0, 5y 1) Un=(5—7

n

0).

También denote por y, al dnico punto del segmento 7v,, cuya distancia a y es %, y por
Uy, al inico punto del segmento v(1, —1) cuya distancia a v es % Ahora sean

Ap =yl U2l Chn = Tntn UTnzn, Dy = Znt, Ut T,

M,=C,UD,yT=70Uzj.

Figura 8. Dendroide Ws.

Finalmente definimos Wo = T U (J{M,, : n € N}) U ({4, : n € N}) (vea la Figura 8).

Veamos que W5 es un dendroide de tipo generalizado N. Para cadan € N, sean y,, = yl, =
Yy 2l = z,. Notemos que: T es un subcontinuo de Wa que contiene a y y a z, {yn¥), fnen y
{znz}, }nen son dos sucesiones de arcos, ¥y {y) }nen ¥ {2l }nen son dos sucesiones de puntos
tales que

1)yl € znzl, ~{2n, 20} ¥ 2zl € Yn¥Yh ~ {Yn, v} para cada n € N;

2) T = limy, o0 yny;L =lim,, Z'nz;b;

4) z =My 00 2n = My o0 25, = limy, 0 217;

5) cada arco en Ws que une a y, y y, contiene a z//;

6) cada arco en Wy que une a z, y 2., contiene a /..
Entonces, W5 es un dendroide de tipo generalizado IV entre y y z, y contiene al triodo simple
T.

Definimos las proyecciones P; : R? = Ry P, : R?> — R como P;(a,b) = ay Py(a,b) =b.
Sea R : Wy — T la retraccién natural de W5 sobre T tal que para cada n € N

" R(yn) =Y R(vn) = R(U;L) =, R(zn) = R(Z;z) =2z, R(un) =5

. / . /s . .
" R|yv;, L yv, — Yv, R|v’nz; D UpZn = 02, Rlye,  UnUn — YU, Rly,z, @ Unzn — 2,
Rl w, i Zntun — 20y Ry, » : unz — va son homeomorfismos lineales.
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Wy es retracto de 2"

Si A es un subconjunto compacto no vacio de R? definimos
s1(A) = minPy (A), t; = méxP;(A), s2(A) = minPy(A) y t2(A) = méxPy(A).
Por simplicidad, cuando no haya confusion, escribiremos s1, t1, 2 y t2 en lugar de s1(A),
t1(A4), s2(A) y t2(A).

Definiremos una retraccién rq de 27 sobre T. Como primer paso consideremos el sub-
conjunto cerrado P = {A €2l :5(A) = 0} de 2T, y para cada A € P, definimos

0,52), si0<t) < gyso<ty<O0;
4
(0,(1 —4t1)(1 — sa)ta +52), si0 <ty < ysy <0<ty
4
0,4t (59 — t2) + t2), Si0<t; <1y0<sy <ty
4
To(A) =
(0, (1 — 4t1)(1 + s2) + s2), sit <ty <31
(Oa4t173)7 Si%<t1§%;
(t1(4t1 — 3),0), si2 <t <1

Afirmacién 1. Para cada A € P, ro(A) € T.
Demostracién. Verifiquemos todos los casos:

Caso 1.0§t1§iy52§t2§0.
Entonces 79(A4) = (0, s2) € T.

Cas0 2. 0<t; <1y -1<s<0<t; <1
Multiplicando por —4 y después sumando 1 en 0 < t; < i, obtenemos 0 < 1 —4¢; < 1.
Al multiplicar por t3 > 0, se tiene 0 < (1 — 4¢1) ta < t3. Como —1 < s3 < 0, entonces 1
1 — s9. Multiplicando por este numero positivo y después sumando s en 0 < (1 — 4¢1) to
tQ, obtenemos S92 S (1 — 4t1) (1 — Sg)tg + S92 S t2 (1 — 52) + So2. Como t2 (1 - 82) + So
(1 —t9)sa +tay (1 —t2) sy <0, concluimos que so < (1 —4t1) (1 — s2)te + so < to. Por
tanto, ro(A) = (0, (1 — 4t1)(1 — s2)ta + s2) € T.

Cas0 3. 0<t; < T y0< sy <to.
Se tiene que 0 < 4t; < 1y 0 < to — s9. Asi que 0 < 4¢1 (t2 — s2) < to — s2. Al multiplicar por
—1, obtenemos sg — to < 4t1(s2 — t2) < 0. Entonces so < 4t1(s2 — t2) + to < to. Por tanto,
7"0(14) = (O, 4t1(82 — tg) + t2) eT.

Caso 4. i <t < %
Multiplicando por 4 y depués restando 4t; nos queda 1 —4t; < 0 < 2—4t;. Como —1 < 59 <
1, entonces 0 < 1452 < 2. Al multiplicar por 1—4¢; obtenemos (1—4¢1)2 < (1—4t1)(1+s2) <
0. Asf que al sumar s5 en la desigualdad derecha nos queda (1 — 4¢1)(1 + s2) + s2 < s2. Por
otro lado, multiplicando los dos numeros no negativos 1 + so y 2 — 4¢; obtenemos 0 < (1 +
$2)(2—4t1) = (1+s2)(1—4t1)+(14s2). Alrestar 1 tenemos —1 < (1+s9)(1—4t1)+s2. Hemos
probado que —1 < (1455)(1—4t1)+s2 < so. Por tanto rg(A) = (0, (14s2)(1—4¢1)+s2) € T.

Caso 5. % <t < %.
Multiplicando por 4 y después restando 3, obtenemos que —1 < 4t; — 3 < 0. Entonces
ro(A) = (0,4t; — 3) € T.

I IAIA
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Caso 6. % <t <1
Multiplicando por 4 y después restando 3, obtenemos que 0 < 4¢; — 3 < 1. Entonces
0< t1(4t1 — 3) <ty To(A) = (t1(4t1 — 3),0) eT.

Por lo tanto, queda demostrada la afirmacién. =

Afirmacién 2. Para cada A € P, el punto ro(A) estd bien definido.
Demostracion. Verifiquemos los casos en donde el punto r9(A) puede tener problemas de
definicién.
Caso 1. 0§t1§iysz§t2§0;ytambién32§0§t2.
En este caso, to = 0 y entonces (1 — 4¢1)(1 — s2)ta + S92 = Sa.
Caso 2. O§t1§iy52StQSO;ytambién0§52§t2.
En este caso so = 0 = to, asi que (1 — 4t1)(1 — s2)ta + s2 = 0 = 5.
Caso 3. 0§t1§iy52§t2§0;ytambiéniStlgé.
Se cumple que t; = i, asi que 1 —4t1 =0y (1 —4t1)(1 + s2) + s2 = Sa.
Caso 4. 0§t1§iy52§O§t2;ytambién0§52§t2.
Se tiene que s3 = 0. Entonces (1 — 4t1)(1 — s2)ta + 89 = to — 4t1te = 4t1(s2 — ta) + to.
Caso 5. 0<t; < 1y sy <0<ty ytambién § <y < 1.
En este caso, t; = i, de donde 1 — 4t; = 0. Entonces (1 — 4t1)(1 — s2)ta + s2 = s2 =
(1 — 4t1)(1 + 82) + So.
Caso 6. 0 <t; < 1y 0 < sy <ty;ytambién § <ty < 3.
Se cumple que t; = %. Asi que 4t; = 1y 1 — 4¢; = 0. Entonces 4t1(sy — t2) + to = s2 =
(1 — 4t1)(1 + 82) + So.
Caso 7. + <t; < y también 3 <t; < 3.
Entonces t; = %, de donde (1 —4¢1) = —1. Por tanto, (1 —4t1)(1+ s2) +s2 = —1 = 4¢; — 3.
Caso 8. % <t < % y también % <t <1.
Tenemos que t; = 2, asi que 4t; — 3 = 0. Entonces (0,4¢; — 3) = (0,0) = (t1(4¢1 — 3),0).
Como ya consideramos todos los casos, la afirmacién queda demostrada. m

Observaciéon 2.7 Dado A € P, se satisface que

1) si t1(A) = 1, entonces ro(A) = x;

ii) si A= {q}, entonces ¢ € yz, s1 =41 =0 y ro(A) = ¢;
iii) si 0 < t1(A) < %, entonces ro(A) € yz (ver los casos 1, 2, 3y 4 de la Afirmacion 1);
w) si0 < t1(A) < 5 y A C zw, entonces to < 0 y ro(A) € zv (ver casos 1y 4 de la
Afirmacion 1);

v) si 3 <t1(A) <1, entonces ro(A) € zx (ver casos 5y 6 de la Afirmacion 1);

vi) siz € AC 2z y0<t1(A) <1, entonces so = —1 yro(4) = z;

vii) sit1(A) = 3, entonces ro(A) = z;

viii) si A C zx, entonces ta <0 y ro(A) € zz (ver casos 1, 4, 5y 6 de la Afirmacidon 1);
iz) si A C yz, entonces t1 =0 y ro(A) € yz;

x) siy € ACyz, entoncest;y =0, ta =1 yre(4A) =y.

Sea Q = {A€2”: A Cuvz}. Paracada A € Q, definimos
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(251 — 11, 0), si0<t; <1yl <s <ty
(0,0), si0<t; <1y0<s <5y
(251 —t1,0), sit <t <3yl <s <ty
(0’(1_4151)(1_2%))’ sit <t <3y0<s <Yy
ro(A) =
(251 —1,0), Sil<t <3yl <s <h
(0, (41 = 3)(1 = 51). sit<t<iyo<s <Y
((281 — t1) + (461 — 3)(2t1 — 251),0), si 3 <t <1y L <sy <ty
(t1(4t1 — 3),0), Sid<t;<ly0<s <4

Afirmacién 3. Para cada A € Q, ro(A) € T, mds ain, 19(A) € zx.
Demostracién. Verifiquemos todos los casos:

Caso 1. Se satisface alguna de las siguientes condiciones: [0 < ¢; <
[i<ti<iy3<sistlolz<ti<iy g <si<tnl
Multiplicando por 2 y luego restando ¢; en %1 < s1 < t1, obtenemos que 0 < 2s1 —t; < t5.
Asi que ro(A) = (251 — £1,0) € vz.

Y%Sﬁﬁtl]o

=

Caso 2.0§t1§iy0§51§%.
Por la definicién, ro(A) = (0,0) € zx.

Caso 3. 1 <t; < y0<s <.
Multiplicando por —4 y luego sumando 1 en i <t < %, obtenemos que —1 < 1 —4t; < 0.
Multiplicando por —% v luego sumando 1 en 0 < 57 < %, obtenemos que 0 < 1 — 2% <1.
Asf que —1 < (1 —4t1)(1 — 2%) < 0. Por tanto 79(A) = (0, (1 — 4t;)(1 — 222)) € 2.

t1
Caso 4. %§t1§%y0§31§%.
Similar al caso anterior, se obtiene que 0 < 1— 2% < 1. Multiplicando por 4 y luego restando
3 en % <t < %, obtenemos que —1 < 4¢; — 3 < 0. Asf que —1 < (44 — 3)(1 — 2%) < 0.
Por tanto r(A) = (0, (4t; — 3)(1 — 252)) € zv.

t1

Caso5.%§t1§1y%§31§t1.

Multiplicando por 2 y luego restando ¢; en % < s1 < t1, obtenemos que 0 < 251 — t1 < ty.
Entonces
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(281 —t1) + (481 — 3)(2t1 — 2s1) = (281 —t1) — (4t1 — 3)(2s1 — 2t1)
(2817 —t1) — (4t1 — 3)(281 — t1 — t1)
(2s1 — t1) — (41 — 3)(2s1 — t1)
+t1(4t1 — 3)

(281 — t1)(1 — 41 + 3) + t1(4t1 — 3)
t1(1 — 4ty + 3) +t1 (4t — 3)
t(1— 4ty +3+4t, - 3)

= 1.

IN

Por tanto, 0 < (2s1 —t1) + (4t — 3)(2t; — 2s1) < t1 y 10(4) € va.

Caso 6. %§t1§1y0§s1§%
Multiplicando por 4 y luego restando 3 en % < t1 <1, obtenemos que 0 < 4t; — 3 < 1. Asi
que 0 < ¢1(4t; — 3) <ty y ro(A) = (¢t1(4t; — 3),0) € va.

Como ya cubrimos todos los casos, queda demostrada la afirmacién. m

Afirmacién 4. Para cada A € Q, el punto ro(A) estd bien definido.
Demostracién. Considere los siguientes casos:

Caso 1. [0<t1< yE<si<ty]y[0<t <3y0<s <
Se tiene que s; = 4, asf que 2s1 —t1 = 0. Por tanto ro(A) = (0,0).

Caso 2. [0§t1§4y 35 §31§t1]y[4§t1_ 5 yggslgtl]
Este caso no tiene problemas porque r9(A) estd deﬁnido de la misma manera.

Caso 3. [0<t; <jyY <si<ti]y[;<t1 < y0<sl<21]
Se tiene que t; = i y §1 = %, asi que 2s1 — t1 = 0 y 1 — 4¢; = 0. Entonces, por un lado
ro(A) = (281 — t1,0) = (0,0), y por el otro lado, ro(A) = (0, (1 — 4¢1)(1 — %)) = (0,0).
Caso4.[0<t1_4y0<sl_ U]y [ <t1_%y%§51§t1]
Se tiene que s1 = 2 , as1 que ro(A) = (251 —t1,0) = (0,0).
Caso5[0<t1< yO<si<Uly[i<ti<lyo<s <4

Entonces t; = 2 y 1 — 4t1 =0. Asf, rO(A) (0, (1 — 4t;)(1 — 252)) = (0,0).
Caso 6. [igtli 2yt—1<sl<t1]y[i<t1§%y0§sl<%].
Se cumple que s; = %, de donde 2s; —t; =0y 1 — T+ =0. Entonces, por un lado
ro(A) = (281 — t1,0) = (O O) por otro lado ro(A) = (0, (1 — 4t1)(1 — 2%)) = (0,0).
Caso7.[ <t1< y i <51<t1]y[%§t1§%y%gslgtl].
Este caso no tiene problemas porque 7o(A) estd definido de la misma manera.
Caso 8. [i<t17 iyl <si<tly3<ti<3y0<s <4l
Se tiene que s1 = 2 y t; = % Entonces 251 —t; =0y 1— 2% = 0. Por tanto (2s; —¢1,0) =
(0,0) y (0, (421 — 3)(1 - 3) = (0 0).
Caso 9. [} <t1< yO_ <UlyR <t <3y <s <ty
Tenemos que s;1 = 2 y t; = 5. Entonces 1-— 281 =0y 2s; —t; = 0. Asi, por un lado,
ro(4) = (0,(1 — 4t1)(1 — 2%)) = (0,0), y por el otro lado ro(A) = (251 — t1,0) = (0,0).
Caso 10. [ <t; <1y0<s; <]y <t <3y0<s <Y
Entonces t; = 5. Luego, 1 —4t; = —1y 4t; —3 = —1. Por un lado, ro(A) = (0, (1 —4¢1)(1 —
281)) = (0, —( — 21)), y por el otro lado ro(A) = (0, (4t — 3)(1 — 22)) = (0, —(1 = 31)).

t1
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Caso 11. [%<t174yt1 <si<t]yE<ti<3y0<s <4l
Se tiene que s1 = %, asf que 251 —t; =0y 1 — 251 = 0. Por tanto (2s; —¢1,0) = (0,0) y

(0, (481 = 3)(1 - 2fl)) (2 0)

Caso 12. [1 <t; <3y 4 <sl<t1]y[ggtlgly%gslgtl}.
Se cumple que t; = 3. Entonces 46 —3 =0y ((2s1 — t1) + (4¢t1 — 3)(2t1 — 251),0) coincide

con (2s1 — tl,O)

Caso13. [ <t; <2y U <s<ty] y[3<t1 <1y0<s <4
Tenemos que s; = % vyt = %, asi que 2s1 —t; = 0y 4t; —3 = 0. Entonces (2s1—t1,0) = (0,0)
y (t1(4¢1 — 3),0) = (0,0).
Caso 14. [; <t; <23 y0<s; <HU]y[3<t; <1y <s1<ty)
Tenemos que t; = % y s = % Entonces 4t; — 3 = 0 y 2s1 — t; = 0. Por tanto, en ambas
situaciones r9(A) = (0, 0).
3

Caso 15. [1 yO<s;<HUly[3<t<1y0<s <4l
Entonces t; = 2, de donde 4¢; — 3 = 0. Por tanto, (0, (4t; —3)(1 — Zt%)) =(0,0) y (t1(4t1 —
Caso 16. [} <t <1y 4 <o <l y [ <h<1y0<s <4l
Entonces s; = 7, de donde 25y —t; = 0y 2t; — 287 = t;. Por tanto ((2s1 — t1) + (4¢; —

3)(2t1 — 281), 0) (tl (4t1 — 3), 0)
Como ya cubrimos todos los casos, la afirmacién queda demostrada. m

V)

Observaciéon 2.8 Dado A € Q, se satisface que
1) si t1(A) = 1, entonces ro(A) = x;
it) si A= {q}, entonces q € vz, s1(A) =t1(A) yro(A) =gq.

Afirmacién 5. Para cada A € PN Q, el punto ro(A) estd bien definido.
Demostracién. Observe que si A € PN Q, entonces so = t3 = 0y s = 0. Asi que sélo
tenemos que considerar los siguientes casos:

Caso 1. 0<t; < 1.

Como A€ P, ro(A) =

Caso 2. % <t <
Como A € P, ro(A) (07 (1 —4t1)(1 + s2) + s2) = (0,1 — 4t1); y como A € Q, ro(A) =
(0,(1 —4t1)(1 = 221)) = (0,1 — 4t,).

Caso 3. 1 <t <
Como A € P, ro( )=

Caso 4. 32 <t; <
Como A S P T’O(A) (t1(4t1 — 3),0), y como A c Q, To(A) = (t1(4t1 — 3)70)

Como ya cubrimos todos los casos posibles, queda demostrada la afirmacién. =

(0,52) = (0,0); y como A € Q, ro(A4) = (0,0).

l\J\»—l

0 4t1—3); y como A € Q,7o(A) = (0, (41 —3)(1—22)) = (0,4t —3).

= /-\Jk\w

Entonces, dado que P U Q = 2T, tenemos definida la funcién r¢ : 27 — T que a cada
elemento A € 27 le asigna el punto ro(A) € T. Por las afirmaciones anteriores, esta funcién
estd bien definida. Ademds, las restricciones de 7y a cada uno de los subconjuntos cerrados
de P y de Q en los que se definié son continuas y coinciden en sus intersecciones. Por tanto,
7o es una funcién continua. Por las observaciones 2.7 ) y 2.8 i), si A € 2T y A = {q},
entonces ro(A) = q.
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A

Para cada n € N, definimos r,, : 2 — A,, por

rn(A) = (Rla,) ™" (ro(R(4)))

para cada A € 24, Como R|a, : A, — yz es un homeomorfismo y 7(A) € yz si A € 2¥7
(Observacién 2.7 iz)), entonces 7, estd bien definida y es continua. Notemos que si A € 24»
y A = {q}, entonces r,(A) = ¢. También notemos que R(r,(A)) = ro(R(A)) para cada
A€ 24n,

También, para cada n € N, definimos 7/, : 2M» — M,, por

(Rlc.) " (ro(R(A))), SAcCC,
[ANCn #Q#AHD:yogtl(R(A)) <1y

(Rlp,) " (ro(R(A))), si AC D,
[ANC, #0# AND, y 1+ <ti(R(A)) <1];

para cada A € 2Mn,

Afirmacién 6. Para cada A € 2Mn | el punto v/, (A) estd bien definido.
Demostracién. Considere los siguientes casos:

1. Ac .
Se cumple que R(A) C yz y entonces t;(R(A)) = 0. Luego, por la Observacién 2.7
i), ro(R(A)) € yz = R|c,, (Ch).

2. [ANC, #0#ANDy, y 0 <t1(R(A)) < 3.
Por la Observacién 2.7 i), tenemos que 7o(R(A)) € yz = R

Ch (Cn)

3. Ac D,.
Si AN zyu, # 0, entonces R(A) € Py R(A) C zz. Por la Observacion 2.7 wviii),
ro(R(A)) € zx = R|p, (D,). Mientras que si ANz,u, = 0, entonces R(A) C vz~ {v},
R(A) € Qy ro(R(A)) € zx = R|p, (D).

4. [ANC, #0+# AND, y i <t1(R(A)) <1].
Por la Observacién 2.7 v), 7o(R(A)) € zz = R|p,, (Dy).

5. AcC,yACD,.
Entonces A = {z,}, lo cual implica que r9(R(A)) = z (Observacién 2.7 i)) Como
Rlc, : Cn — yz y R|p, : D, — zz son homeomorfismos, (R|c, ) (ro(R(A))) =
(Rlc,)™'(2) = 2n y también (R|p, )" (ro(R(A))) = (Rlp,) ™" (2) = zn.

6. ACC,y[ANC, #0# AND, y 1 <t1(R(A)) <1].
Este caso no puede ocurrir porque R(A) C yz v t1(yz) = 0 implican que ¢;(R(A)) = 0.
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T.[ANC, #0#AND, y0<t1(R(A) < 3]y AC D,.
Se cumple que z, € A, lo que implica que z € R(A) C zx
Por la Observacién 2.7 vi), ro(R(A)) = z. Entonces (R|c,)
(Rlp,)H(ro(R(A))) = 2.

8. [ANCy, # 0 # AND, y 0 < t1(R(A)) < 3]y [ANC,, # 0 # AND, y 5 < t1(R(A)) < 1.
Entonces t1(R(A)) = 4. Por la Observacién 2.7 vii), ro(R(A)) = z. Entonces

IN

t1(R(4)) < 3.

y 0 <
_1(7‘0(R A))) = Zn Y

(Rle,) " (ro(R(A))) = 20 ¥ (Rlp,) ' (ro(R(A))) = 2n.

Como ya consideramos todos los casos, concluimos que el punto r/,(A) est4 bien definido.

Sean

R =(Co)U((Cn, DpyN{B€2M :0<t;(R(B)) <=}y

| —

S = (D) U ((Cy D) N {B € 2M : % <t(R(B)) < 1))

Notemos que R y S son dos subconjuntos cerrados de 2M» cuya unién es 2M~. Por los
casos 1 y 2 de la Afirmacién 6, ro(R(A)) € yz para cada A € R. Como R: Wy — Ty
ro : 2T — T son continuas y, ademds, R|c, : C,, — yz es un homeomorfismo, tenemos que
rl|lr : R = M, es continua. Por los casos 3 y 4 de la Afirmacién 6, ro(R(A)) € zx para
cada A € S. Como R: Wy — Ty rg: 2T — T son continuas y, ademas, R|p, : Dy — zx
es un homeomorfismo, tenemos que 7, |s : S — M,, es continua. Tenemos entonces que las
restricciones de r/, a R y a S son continuas, por lo tanto 7/, es continua.

Notemos que si A € 2M» y A = {g}, entonces r,(A) = ¢. También notemos que
R(r} (A)) = ro(R(A)) para cada A € 2Mn,

n

Definimos entonces r : 22 — W, por

ro(A), si Ae2T;
4 — rn(A),  si A€ 24 para alguna n € N;
r(4) = v’ (A), si A€ 2Mn para algunan € N;
ro(R(A)), en otro caso.

Sean n,m € N, con n # m. Tenemos que 27 N 24~ = {{y}}, 24 N 24~ = {{y}},
2T n2Me = {{a}}, 2V n2¥m = ({23}, ro({y}) = y = r({y}) = rm({y}) y ro({z}) =2 =
rl. ({z}) = 7, ({z}). Esto demuestra que r esta bien definida.

Por las observaciones 2.7 ii) y 2.8 i), tenemos que para toda ¢ € Wa, r({q}) = q.

Afirmacién 7. La funcion r: 22 — W, es continua.
Demostracién. Para probar esta afirmacién consideremos una sucesion { By }ren en 22
que converge a un elemento B € 22 y probemos que r(B) = limy_.o, 7(Bs). Notemos que
B tiene dos opciones: B ¢ T'o B C T. El caso en que B ¢ T lo dividimos en siete casos.
Asf que a continuacién probamos que r(B) = limy_,o, (By) en los ocho casos posibles para
B.

Caso 1. Existe n € N tal que B € (4, ~ {y}) U (M, \ {z}).
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Caso 1.1. B € (4, ~ {y}).

En este caso r(B) = r,(B). Como (A, \ {y}) es un abierto de 22, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que By € (A, \ {y}) para cada k € N. Entonces r(By) =
rn(Bg) para cada k € N. Como r,, : 24n 5 A, es continua, tenemos que

r(B) = rp(B) = limg_ o0 7 (Bk) = limg_ o0 7(Bg).-

Caso 1.2. B € (M, ~ {z}).

En este caso 7(B) = r},(B). Como (M, ~ {z}) es un abierto de 2"2, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que By, € (M, \ {z}) para cada k € N. Entonces r(By) =
7! (By,) para cada k € N. Como 7, : 2M» — M,, es continua, tenemos que

r(B) =1l (B) = limy_ o0 7, (By) = limg_.oo 7(Bg).

Caso 2. Existen n,m € N, n # m, tales que B € (4, \ {y}, A, ~ {y}, Wa).

En este caso 7(B) = r9(R(B)). Como (A, ~ {y}, A ~ {y}, Wa) es un abierto de 22,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que By, € (A, ~ {y}, A ~ {y}, W2), para cada
k € N. Tenemos que para todo k € N, r(By) = ro(R(By)). Dado que R y 79 son continuas,
tenemos que

T‘(B) = TQ(R(B)) = h'mk_,oo ’r‘o(R(Bk)) = h'mk._,oo ’I“(Bk).

Caso 3. Existen n,m € N tales que B € (4, ~ {y}, M,,, Wa).

En este caso r(B) = ro(R(B)). Como A,, \ {y} es un abierto de W, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que para cada k € N, B, N (A, ~ {y}) # 0. Ademds, como
BNM,, # 0y limg_,o Br = B, existe una sucesién {py }xeny en Wa que converge a un punto
p € BN M, tal que p, € By para cada k € N. Como p € M,, y M,, N A,, = 0, entonces
podemos suponer que py ¢ A, para cada k € N. Por tanto, tenemos que para cada k € N,
BN (A, ~{y}) #0y Br ¢ A,. Entonces para cada k € N, r(By) = ro(R(Bg)). Dado que
R y 7o son continuas, tenemos que

7(B) = ro(R(B)) = limj_oc ro(R(Bg)) = limy o0 7(By).

Caso 4. Existen n,m € N, n # m, tales que B € (M, ~ {z}, M, ~ {z}, W3).

Este caso es similar al Caso 2. Tenemos que r(B) = ro(R(B)). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que By, € (M,, \ {z}, M, \ {z}, W2) para cada k € N. Por tanto, r(Bj) =
ro(R(Bg)) para cada k € N. Entonces

r(B) = 1o(R(B)) = limy_c0 70 (R(By)) = limy oo 7(Bg)-

Caso 5. Existen n,m € N tales que B € (M,, \ {z}, A, Wa) .

Este caso es similar al Caso 3. Tenemos que r(B) = ro(R(B)). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que para cada k € N, B, N (M, ~ {z}) # 0 y Bx ¢ M,. Entonces
r(Bg) = ro(R(Byg)) para cada k € N. Dado que R y rg son continuas, tenemos que

7(B) = ro(R(B)) = limj_,oc ro(R(By)) = limy o0 7(By).

Caso 6. Existe n € N tal que B € (A4, ~{y},T).
Caso 6.1. BC A,,.
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En este caso y € BN R(B) y R(B) C R(A,,) = yz. Por la Observacién 2.6 x), tenemos
que 7(B) = rp(B) = (R|a,) Y (ro(R(B))) = y = ro(R(B)). Como A,, \ {y} es un abierto de
W5 que intersecta a B, sin pérdida de generalidad podemos suponer que para cada k € N,
BN (A, ~{y}) #0.Sean N; = {k e N: B, C A,} yNo ={k e N: B, ¢ A,}.
Notemos que N; UNy = N. Para cada k£ € Ny y I € Ny, tenemos que r(By) = r,(Bg) =
(R|a,) Y ro(R(By))) v 7(Br) = rn(Br) = ro(R(By)). Si Ny es finito, entonces podemos
suponer que No = N, y por la continuidad de R y rg, tenemos que

T(B) = ’I“U(R(B)) = h/mkﬂoo To(R(Bk)) = ll,mk*)oo ’I’(Bk).

Si Ny es finito, entonces podemos suponer que N; = N, y por la continuidad de R, 7o y
(R|a,)"!, tenemos que

r(B) = (Rla,) ™" (ro(R(B))) = limy—o(R|a,) " (ro(R(Br))) = limg—co 7(By).

SiN; y Ny son infinitos, entonces los escribimos como Ny = {sy : k € N} y Ny = {l;, : k € N},
con 81 < 83 < ...y Iy <ly < .... Por la continuidad de R, ro y (R|a,)”!, tenemos que

r(B) = (R|a,)” (ro(R(B))) = limp—co(Rla,) ™" (ro(R(Bs,))) = limp .o 7(Bs, ).

y
r(B) = ro(R(B)) = limp_00 7o(R(By,)) = limy 00 (B, )-
Como N; UNy = N, concluimos que 7(B) = limy_, o r(Bg).

Caso 6.2. B¢ A,.

En este caso 7(B) = r9(R(B)). Como A, \ {y} es un abierto de W5 que intersecta a B,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que para cada k € N, By N (A4, ~{y}) # 0. Sea
p € BN (T \ A,). Como limy_, -, Br, = B, existe una sucesion {py }ren en Wy que converge
a p tal que pi, € By, para cada k € N. Como p ¢ A,,, entonces podemos suponer que py ¢ A,
para cada k € N. Por tanto, para cada k € N, By N (4, ~ {y}) #0 y Bx ¢ A,. Entonces
para cada k € N, r(By) = ro(R(By)). Dado que R y ro son continuas, tenemos que

r(B) = 19(R(B)) = limy_.o0 7o (R(By)) = limy .o r(By).

Caso 7. Existe n € N tal que B € (M,, \ {z},T).

Caso 7.1. BC M,,.

En este caso x € BN R(B) y por las observaciones 2.6 i) y 2. 7 i), tenemos que 7(B) =
rn(B) = (R|p,) Y(ro(R(B))) = # = ro(R(B)). Como M, ~ {x} es un abierto de Ws
que intersecta a B, sin pérdida de generalidad podemos suponer que para cada k € N,
By, N (M, ~ {z}) # 0. Como limy_,, By = B 'y x € B, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que para cada k € N, t;(R(By)) > 4. Sean Ny = {k € N: B, C M,} y Ny =
{k e N: B, ¢ M,}. Notemos que Ny UNy = N. Para cada k € N; y [ € Ny, tenemos que
r(By) = ra(B) = (Rlp,)~"(ro(R(By))) y 7(Br) = ra(Bx) = ro(R(By). Si Ny es finito,
entonces podemos suponer que Ny = N; y por la continuidad de R y rg, tenemos que

r(B) = 1o(R(B)) = limy 00 70 (R(By)) = limy o0 7(Bg).

Si Ny es finito, entonces podemos suponer que N; = N, y por la continuidad de R, r¢ y
(R|p, )™, tenemos que

r(B) = (R|p,)” " (ro(R(B))) = limy—.cc(R|p,) " (ro(R(By))) = limy—co 7(By).
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Si N; y Ny son infinitos, entonces los escribimos como Ny = {s;, : k € N} y Ny = {l;, : k € N},
con 81 < 83 < ...y I3 <la < .... Por la continuidad de R, 7o y (R|p, )~", tenemos que

r(B) = (Rl|p,) " (ro(R(B))) = limj o (R|p,) " (ro(R(Bs,))) = im0 7(Bs,)-

r(B) =ro(R(B)) = limp—co 7o(R(By,)) = limg_,00 7(By, ).

Como N; UNy = N, concluimos que 7(B) = limy_,o 7(By).

Caso 7.2. B¢ M,

En este caso r(B) = ro(R(B)). Como M, \ {z} es un abierto de W5 que intersecta a B,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que para cada k € N, BN (M, ~ {z}) # 0. Sea
p € BN(T'~\M,,). Como limy_,~, Br = B, existe una sucesion {p, }ren en Wa que converge a
p tal que py € By, para cada k € N. Como p ¢ M,,, entonces podemos suponer que pi ¢ M,
para cada k € N. Por tanto, para cada k € N, B, N (M, ~ {z}) # 0 y By ¢ M,. Entonces
para cada k € N, r(By) = ro(R(By)). Dado que R y 7 son continuas, tenemos que

r(B) = 1o(R(B)) = limy_ 00 70 (R(Byg)) = limy o0 7(Bg)-

Caso 8. B (T).

En este caso r(B) = ro(B) = ro(R(B)).

Sea € > 0.

Por la definicion de R : Wy — T, existe N € N tal que p(p, R(p)) < 5 para cada
peTUU{A,UC,UD, :n > N}). Asi,sin > N, p € yz y ¢ € zx, tenemos que
p(p, (Rla,) " (p)) < 5, p(p, (Rle,) " (p) < § v pg, (Rlp,) "' (q)) < 5. Como limy—.oc By =
By B C T, existe K1 € N tal que B, ¢ TU (J{4,UC,UD, : n > N}) para cada
k > K;. Por la continuidad de 7 o 2% : 2W2 — T tenemos que limy .o, 70(2%(By)) =
70(2F(B)), equivalentemente, 1imy_ o 70(R(Bx)) = ro(R(B)). Asf que existe Ko € N tal
que p(ro(R(Bg)),ro(R(B))) < 5 para cada k > K. Sea k >méx{K1, K>}. Por la definicién
de r, tenemos que r(By) € {ro(Bx), ro(R(Bx))} o existe n, € N, ny, > N, tal que

r(Br) € {(Rla,, )~  (ro(R(Bw)), (Rlc,, )~ (ro(R(Bk))), (Rlp,, ) ™" (ro(R(Bk)))}-

Entonces, en cualquier caso, p(r(Bg),ro(R(By))) < §. Por tanto

(r(
+

k) To(R(Bk))) + p(ro(R(Bk)), o (R(B)))

=£.

p(r(Bi),r(B)) <
<

oM D
ol o W

Entonces r(B) = limg_, o 7(Bk).

Notemos que con estos ocho casos cubrimos todas las posibilidades para B. Por lo tanto,
hemos demostrado que r(B) = limy_.. 7(Bg), con lo cual terminamos la prueba de la
Afirmacién 7. m

De la Afirmacién 7, concluimos que r : 22 — W, es una retraccién.
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W5 es contractil

31

Note que W3 = T U (J{M,, : n € N}) es un subcontinuo contrdctil de W>. Entonces

para ver que W5 es contrictil basta dar una funcién continua G
G(p,0) = p para cada p € Wy y G(W, x {1}) C Ws.

: Wy x [0,1] — W tal que

Primero definimos una homotopia Go : T' x [0,1] — T de la siguiente manera:

i) si p=(0,t), t € [-1,0], hacemos

(0,£(1 —3s) —3s), sisel0, %],
_ (0,-1) si s € [3,3];
Go(p; s) = (0,125 = 7), sisée [%é],
(0,1), si s € [5,1];
ii) sip=(0,t), t € [0, %], hacemos
(0,t(1 —3s) +3s(2t — 1)), sis€[0,L];
G ) (0,(2t—=1)(3—6s) — (6s—2)), sise [l,i];
0(P9) = 0 (0, (65— 4) + (1 — 46)(65 — 3)), sise [%é];
(0,(1—4t)(3—3s) + (35 —2)), sisel5,1];
iii) si p = (0,¢), t € [%, 1], hacemos
(0,t(1 — 3s) + 3s(2t — 1)), si s €0, %];
) (0,(2t —1)(3—65) + (4t — 3)(6s —2)), sise€[},3];
Golp,s) = (0,4t - 3), siselld)
(0, (4t — 3)(3 — 3s) + (3s — 2)), sisels,1];
iv) sip=(t,0),t € [0, 1], hacemos
(t—s,0), si s €[0,t];
(073(t - 8)), sise€ [tv %L
GO(paS): (07 (St_]-)(S_GS)_(GS_Q))v sise [%7§]a
(0, (65 —4) + (1 — 6t)(6s — 3)), sis€[3,35];
(0,1— 6t), sise 21
v) sip=(t,0), t €[}, 2], hacemos
(t(1 —3s),0), si s €0, %],
GO(p, s) = (07 (3t - 2)(65 - 2))’ sisé€ [%’ §]§
(0,3t — 2), sise[z,1];
vi) sip=(t,0),t €[2,1], hacemos
[ (t—6s(1—1),0), sise]l0,3];
Go(p:5) = { (t—2(1—1),0), :i s€ [é,gi];
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Afirmacién 1. Para cualesquiera p € T y s € [0,1], Go(p,s) € T.
Demostracién. Primero note lo siguiente:
a) siOSSS%,entoncesOSl—SsSl;

b)si%ﬁsgl,entoncesO§3765§1y0§6572§1;
c)si%Ssg§,entonces—1§125—7§1,0§65—3§1y—1§68—4§0;
d)sig§s§1,ent0nce80§3—35§1,0§3s—2§1y—1§65—5§1.

Probaremos la afirmacién verificando todos los casos.

Caso 1. p=(0,t), -1 <t <0.

Claramente Go(p,s) € T cuando s € [%, %] U [%, 1]. Entonces suponga que 0 < s < %
Multiplicando por 3, obtenemos 0 < 3s < 1. Como 0 < ¢+ 1 <1, entonces 0 < 3s(t + 1) <
t 4+ 1 < 1. Multipllicando por —1 y después sumando ¢, obtenemos —1 +¢ <t — (t + 1) <
t—3s(t+1)<t.Comot— (t+1)=—-1yt—3s(t+1)=1t(1—3s)— 3s, concluimos que
Go(p,s) = (0,t(1 —3s) —3s) e vz C T.

Ahora suponga que % <s< % Porc), —1 < 12s—7 < 1, asf que Gy(p, s) = (0,12s—7) €
yz CT.

Caso 2. p=(0,¢),0<t < 1.

Suponga 0 < s < % Pora),0<1-3s<1ycomot>0,entonces 0 <¢(1—3s) <t Por
otro lado, multiplicando por 2 y después restando 1en 0 < ¢ < %, obtenemos —1 < 2t—1 < 0.
Como 0 < 3s < 1, tenemos —3s < 3s(2¢t — 1) < 0. Por tanto,

-1 < -3s
< —3s+1t(1—3s)
< 3s(2t—1)+t(1—3s)
< t(1-3s)
< t.

Esto prueba que Gy(p, s) € zp C zv C T.

Suponga% <s< % Porb),0<3-6s<1y0<6s—2<1. Como0<t< 5, entonces
0 <1-—2t <1. Al multiplicar por 1 —2¢ en 0 < 3 —6s < 1 se obtiene 0 < (1 —2t)(3 —6s) <
3 — 6s. Entonces 6s — 3 < (2¢ — 1)(3 — 6s) < 0. Luego

1

-1

(6s —3) — (6s —2)
(2t —1)(3 —6s) — (6s — 2)

<
< 0

Por tanto Go(p,s) = (0, (2¢ — 1)(3 — 6s) — (6s — 2)) € vz C T.

Suponga % <s< % Porc), -1 < 12s -7 <1y 0 < 6s—3 < 1. Al multiplicar por
—4 y después sumar 1 en 0 < t < %, nos queda —1 < 1 —4¢ < 1. Entonces —(6s — 3) <
(1 —4t)(6s — 3) < 65 — 3, y sumando 6s — 4 se tiene

-1 = (6s—4)—(6s—3)
< (6s—4)+ (1 —4t)(6s—3)
< (6s—4)+ (6s—3)
= 12s—-7

IN

1.
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Por tanto Go(p, s) = (0, (6s —4) + (1 — 4t)(6s — 3)) e yz C T.

Por 1ltimo, suponga % <s<1.Pord),-1<6s—5<1y0<3-3s<1. Igual queenel
parrafo anterior, se tiene que —1 < 1—4¢ < 1. Entonces —(3—3s) < (1—4¢)(3—3s) < 3—3s,
y sumando 3s — 2 se tiene

-1 < 6s—5
= (3s—2)—(3—3s)
< (Bs—2)+(1—4t)(3-3s)
< (B8s—2)+(3-3s)

1.

Por tanto Go(p,s) = (0,(1 —4t)(3—-3s)+ (3s —2)) eyz C T.

Caso 3. p=(0,t), 1 <t <1

Suponga 0 < s < % Por a), 0 < 1 — 3s < 1. Multiplicando por 2 y después restando
1len % <t <1, obtenemos 0 < 2t —1 < 1. Como 0 <t < 1y 3s > 0, tenemos que
0<t(1-3s)+3s(2t—1) <1—-3s+3s = 1. Entonces Go(p,s) = (0,t(1 —3s) +3s(2t — 1)) €
vy CT.

Suponga % <s < % Por b),0 <3—-6s <1y 0<6s—2< 1. Como en el parrafo
anterior, obtenemos que 0 < 2¢ — 1 < 1; al multiplicar por 2 y después restar 1 nos queda
—1 <4t — 3 < 1. Entonces

-1 —(6s —2)
(6s — 2)(4t — 3)

6s — 2.

IA A IA

Como 0<3—6sy0<2t—1<1, se tiene que 0 < (2t — 1)(3 — 6s) < 3 — 6s. Entonces

(6s—2)(4t—3) < (6s—2)(4t—3)+ (2t —1)(3—6s)
< (6s—2)+(3—6s) =1.
Por tanto Go(p, s) € yz C T.
Suponga % < s < % En el péarrafo anterior vimos que —1 < 4t — 3 < 1, asi que
Go(p,s) eyz CT.
Suponga% < s < 1. Sabemos que —1 < 4t -3 < 1, ypord), 0 <3-3s <1y
0 < 3s—2<1. Entonces

-1 —(3—3s)

(3—3s)(4t — 3)
(3—3s)(4t —3) + (3s — 2)
(3—3s)+(3s—2)

1.

IAIA IN N

Ast que Go(p, s) € yz C T.
Caso 4. p=(t,0),0 <t < 1.
Suponga 0 < s < t. Entonces 0 <t — s < t. Asi Go(p,s) € vp Cvx C T.
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Suponga t < s < % Entonces —% <t—-s5<0y—-1<3(t-s) < 0. Por tanto
Go(p,s) evz CT.

Suponga <s< i Por b),0 <3-6s <1y0<6s—2 < 1. Multiplicando por 3 y luego
restando 1 en O <t < 3,nos queda —1 < 3t—1 < 0. Entonces —(3—6s) < (3—6s)(3t—1) <0,
y restando 6s — 2 tenemos

-1

—(3—16s) — (6s—2)
(3—65)(3t — 1) — (6s —2)
0.

VANVAN

Por lo que Go(p,s) = (0, (3t —1)(3 — 6s) — (6s — 2)) € vz C T.

Supongaf<s<2 Porc), -1 < 12s -7 < 1, 0<6573<1y71<6574<0
Multiplicando por —6 y después sumando 1 en 0 <t < 5 obtenemos —1 < 1 — 6t < 1. Al
multiplicar por 6s — 3 nos queda —(6s — 3) < (1 — 6t)(6s — 3) < 65 — 3. Entonces

-1 = —(6s—3)+ (6s—4)
< (1—-6t)(6s—3)+ (6s—4)
< 6s—34 (6s—4)
= 125s—-7
< 1.
Asi, Go(p,s) = (0,(6s —4) + (1 — 6t)(6s —3)) e yz C T.
Suponga % < s < 1. En el pédrrafo anterior probamos que —1 < 1 — 6t < 1, asi que

Go(p,s) = (0,1 —6t) € yz cT.

Caso 5. p= (,0), s <t < 2.

Suponga 0 < s < % Como 0 < 1-3s <1, entonces 0 < ¢(1 — 3s) < t. Por tanto,
Go(p, )EvpCvacCT

Suponga 3<s< 1 . Por b), 0 < 6s — 2 < 1. Multiplicando por 3 y luego restando 2 en

% <t < , obtenemos —1 < 3t — 2 < 0. Entonces
-1 < —(6s—2)
< (6s—2)(3t—2)
< 0.

Por tanto, Go(p, s) = (0, (3t — 2)(6s — 2)) € vz C T.

Suponga % < s < 1. En el péarrafo anterior vimos que —1 < 3t — 2 < 0, asi que
Go(p,s) = (0,3t —2) c vz C T.

Caso 6. p = (t, 0), 2<t<.

Suponga 0 < s < 5. Como 1 —t > 0, entonces 0 < 6s(1 —t) <2(1 —t) =2—-2ty al
multiplicar por —1, 2t —2< -6s(1 —1t) <0. Entonces 3t — 2 <t — 6s(1 —t) < t. Por otro
lado, multiplicando por 3 y luego restando 2 en % <t <1,setiene 0 < 3t—2 < 1. Con esto
queda probado que Go(p, s) = (t — 6s(1 —t),0) € vp Cvx C T.

Suponga % <s<1. Comot—2(1—t)=3t—2y yavimos que 0 < 3t — 2 < 1, tenemos
que Go(p,s) = (t —2(1 —¢),0) e vz C T.

Como ya hicimos todos los casos, la afirmacién queda demostrada. m
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Afirmacién 2. Para cualesquiera p € T y s € [0,1], el punto Gy(p, s) estd bien definido.
Demostracién. Veremos que en cada parte donde se tome p, Go(p, s) estd bien definido
para cada s.

Caso 1 P como en i).

Si s = 5, entonces t(1 — 3s) — 3s = —1. Asf que (0,¢t(1 — 3s) — 3s) = (0, —1).

Sis= §, se tiene que 12s — 7 = —1. Luego, (0,12s — 7) = (0, —1).

Sis= ﬁ se cumple que 12s — 7 = 1. Entonces, (0,125 — 7) = (0, 1).

Caso 2 p como en ii).

Si s = %, entonces t(1 —3s) +3s(2t — 1) =2t — 1 y (2t — 1)(3 — 65) — (65 — 2) = 2¢t — 1.
Asf que Go(p, ) = (0,2t — 1).

Sis =1, sesigue que (2t —1)(3—6s) — (6s—2) = —1y (6s—4)+ (1 —4¢t)(6s —3) = —1.
Luego Go(p, 3) = (0, -1).

Sis = Z,se cumple que (6s—4)+(1—4¢)(65—3) = 1—4t y (1—4t)(3—3s)+(3s—2) = 1—4t.
Por lo que Go(p, 2) = (0,1 — 4t).

Caso 3. p como en iii).

Sis = %, entonces t(1—3s)+3s(2t—1) = 2t—1y (2t—1)(3—6s)+ (4t —3)(6s—2) = 2t —1.
Por tanto, Go(p, £)=(0,2t - 1).

Si s =1, entonces (2t —1)(3 —6s) + (4t — 3)(6s — 2) = 4t — 3. Asi, Go(p, &) = (0,4t — 3).

Sis = %, se tiene que (4t —3)(3 —3s) 4+ (3s —2) = 4t — 3. Entonces Go(p, %) = (0,4t —3).

Caso 4 P como en iv).

Sis= t se tiene que t — s coincide con 3(¢ — s). Entonces Go(p,t) = (0,0).

Si s = =, entonces 3(t —s) =3t —1y (3t —1)(3 — 6s) — (6s — 2) = 3t — 1. Por tanto,
Go(p. %) = (() 3t —1).

Si s =1, tenemos que (3t —1)(3—6s) — (6s—2) = —1y (6s—4)+ (1 —6t)(6s—3) = —1.
Asf que G()(pv %) = (07 _1)'

Si s = 2, entonces (65 — 4) + (1 — 6t)(6s — 3) = 1 — 6t. Por tanto Go(p, 2) = (0,1 — 6¢).

Caso 5 P COmo en v).

NN\»—A

Sis= ? entonces 1 — 3s = 0 = 6s — 2, por lo que Go( %) (0,0).
Si s = 2, se cumple que 6s — 2 = 1. Por tanto Gy (p, 2) = (0,3t — 2).
Caso 6 p como en vi).

Si s =z, entonces t —6s(1 —t) =t —2(1 —1).

Solamente resta verificar lo que sucede cuando p satisface méds de un inciso de la definicién
de Gy(p, s). Note que dichos puntos p son los siguientes:

=pP= (03 O)
En este caso p satisface i), i ) iv
que p es de la forma (0,¢) con ¢t =

v). Para sustituir en la férmula dada en i) usamos
0. Entonces t(1 —3s) —3s = —3sy

(0,-3s), sise]0, %i],

_ (07_1) sis € [lv 7];
Go(p, s) = (0,125 —7), sise [ié];
(0.1,  sise[21]

Para sustituir en la férmula de ii) escribimos a p de la forma (0,¢) con ¢t = 0. Entonces
t(1—3s)+3s(2t—1) = —3s, (2t—1)(3—6s) — (6s—2) = —1, (6s—4)+(1—4¢t)(6s—3) =
12s = 7y (1 — 4t)(3 — 3s) 4+ (3s — 2) = 1. Por tanto, la definicién de Go(p, s) dada en
ii) coincide con la de i). Por ultimo, para usar la férmula dada en iv), escribimos a p
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de la forma (t,0) con t = 0. Entonces 3(t —s) = —3s, (3t —1)(3 —6s) — (6s —2) = —1
y (6s—4) 4 (1 —6t)(6s — 3) = 12s — 7, asi que la definicién de Go(p, s) dada en iv) es
la misma que la de i). Por tanto, Go(p, s) estd bien definido para cada s € [0, 1].

» p=(0,3).
)
En este caso p satisface ii) y iii). Entonces ponemos p = (0,) con t = 3. Note
que para s € [0, 4], las expresiones de Go(p,s) dadas en ii) y en iii) son iguales.

Como 4t — 3 = —1, para s € [4, 1], las definiciones de Go(p,s) dadas en ii) y iii)
son la misma. Como 1—4t = -1, si s € [3,2], la expresién en ii) para Go(p, s)

queda (0, (6s —4) — (6s — 3)) = (0, —1); mientras que la expresion dada en iii) es
(0,4t—3) = (0,—1). Asi que si s € [2, 3] Go(p,s) = (0,—1). Ahora tomemos s € [%, 1].
Como 1 —4t = —1 y 4¢ — 3 = —1, entonces (1 — 4¢)(3 — 3s) + (3s — 2) coincide con
(4t — 3)(3 — 3s) + (3s — 2). Por 10 tanto, Go(p, s) estd bien definido para cualquier
s €[0,1].

1
= p= (370)
En este caso p satisface iv) y v). Escribimos p = (¢,0) con t = 3. Entonces la definicién
en iv) queda

(3—5), sisel0g];

Golp.s) = (0,2—6s), sise [%,%};

ETY 0o, siseln g

(0,-1), siselz5,1];
Como #(1 —3s) = &+ —s, (3t —2)(6s —2) = 2 —6s y 3t — 2 = —1, tenemos que la

definicién de Go(p, s) dada en v) coincide con la dada en iv).

u p - (3a0)

En este caso p satisface v) y vi). Se tiene que p es de la forma (¢,0) con ¢ = 2. Entonces

t(1—3s)=2—-2syt—6s(1—t)=2—2s. También 3t —2 =0y t —2(1—t) = 0. Por
tanto, las definiciones de Go(p, s) dadas en v) y en vi) son iguales.

Como ya vimos todos lo casos posibles, concluimos que la afirmacién queda demostrada.
]

Observacién 2.9 Dadop € T y s € [0, 1], se satisface que

i) Go(p,0) = p;

i) si p € yz, entonces Go(p, s) € yz y Go(p, 1) = y;

iit) sip € zx y s € [0, %], entonces Go(p, s) € za (ver casos 1, 4, 5y 6 de la Afirmacion 1);
w) Go(y,s) =y y Go(z,s) = x;

Por las afirmaciones 1 y 2, tenemos que la funcién G : T x [0,1] — T estd bien definida.
Como Gy fue definida en una cantidad finita de subconjuntos cerrados de T x [0,1] cuya
unién es T' x [0, 1] y la restriccién de Gy a cada uno de ellos es continua, tenemos que Gy es
continua.

Ahora, para cada n € N, definimos G,, : A, x [0,1] — A, por

Gu(p5) = (Rla,) ™" (Go(R(p), s)).

para cualesquiera p € A, y s € [0,1]. Para cualesquiera p € A, y s € [0,1], tenemos
que R(p) € yz y por la Observacién 2.9 i), Go(R(p),s) € yz. Como R|a, : An — yz
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es homeomorfismo, entonces G,, estd bien definida. Como R : Wy — T, Gy : T x [0,1] y
(R|4,)”" : yz — A, son continuas, tenemos que G, es continua. Por la Observacion 2.9 i),
para cada p € A, tenemos que Go(R(p),0) = R(p), asi que G, (p,0) = p. Por la Observacién
2.9 ii), para cada p € A,,, tenemos que Go(R(p),1) =y, asi que G, (p,1) = y. Esto muestra
que G (A, x {1}) = {y}. Por la Observacién 2.9 iv), para cada s € [0,1], tenemos que
G (y,s) = y. Esto muestra que G,,({y} x [0,1]) = {y}.

También, para cada n € N, definimos G/, : M,, x [0,1] — M,, por

(Rle,) " (Go(R(p), s)), sipeC,ysel01];

& (pos) = | (Blp.) " (Go(R(), 9)), 5ip€Dny s €0,3]
’ (Rlc,)” (Go(B(p),s)). sip € Dn, ti(R(p)) < Tyseld]
(Rlp,) " (Go(R(p),s)), sipe€ Dy, s <t1i(R(®))ysell1].

Afirmacién 3. Para cualesquiera p € M, y s € [0,1], el punto Gl (p,s) estd bien
definido.

Demostracién. Considere los siguientes casos:

Caso1l.pe C, ys€|0,1].

Tenemos que R(p) € yz y por la Observacién 2.9 ii), Go(R(p), s) € yz = R|c, (Cy).

Caso 2.pe D, y s € [0, 3].

Tenemos que R(p) € zz y por la Observacion 2.9 iii), Go(R(p), s) € zz = R|p, (Dy).

Caso 3. p€ D, t1(R(p)) < 3 y s € [3,1].

En este caso R(p) € zz. Si R(p) € vz, entonces por la Observacion 2.9 i), Go(R(p), s) €
yz = R|c, (Cy). Si R(p) € vz, entonces por el Caso 4 de la Afirmacién 1, Go(R(p),s) €
yz = Rlc, (Cp).

Caso 4.pe D, 3 < t1(R(p)) y s € [3,1].

Si t1(R(p)) € [4,3], entonces Go(R(p), s) € vz C zz = R|p,(D,) (ver el Caso 5 de la
Afirmacién 1). Si t1(R(p)) € [2,1], entonces Go(R(p),s) € vz C zx = R|p,(Dy) (ver el
Caso 6 de la Afirmacién 1).

Caso 5. peC,yse[0,1]]y[pe D, ysel0,1].

En este caso p = z,, R(p) = z = (0,—1) y s € [0,3]. Asf que R(p) satisface i) en la
definicién de Ggo. Entonces, si 81 61 [0, 1], tenemos que Go(R(p),s) = (0,—1(1 — 3s) — 3s) =

(0, —1); mientras que si s € [3, 5], tenemos que Go(R(p),s) = (0,—1). En ambos casos

Go(R(p),s) = (0,—1) = z; asf que
(Rle,)" (Go(R(p),s)) = za = (RIp,

Caso 6. [peC, ys€[0,1]]y [p€ Dy, 5 <ti(R(p s€

Este caso no es posibe, pues si p € Cy, entonces t1(R(p)) =

Caso 7. [pe D, y s € [0, ]]y[pEDmtl(R(p))géyse

En este caso R(p) € zz, tl(R(p)) €10,3] y s = 3. Si R(p) € zv, entonces R(p) satisface
i) en la definicién de Gg, de donde Go(R ( ),8) = Go( (p),3) = (0,-1). Si R(p) € vz,
entonces R(p) satisface iv) en la definicién de Gy, de donde Go(R(p),s) = Go(R(p), %) =
(0, (3t — 1)(3 6(3)) — (6(3) —2)) = (0,—1). En ambos casos Go(R(p), s) = (0, —1) = z; asi
que (Rlc,) " (Go(R(p), 5)) = 2 = (Blp,)~ (Go(R(D). 5)).

Caso 7. [p€ Dy, t1(R(p)) <t ys€ 3,1y [p€ Dy, 3 <t1(R(p)) y s € [5,1]].

En este caso R(p) = (%,0). Entonces R( ) satisface 1V) y v) en la definicién de Go. En la
prueba de la Afirmacién 2 ya vimos que para el punto (%,0) las definiciones de Go((3,0), s)

t\)\»—l
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dadas en iv) y en v) coinciden, y que de hecho Go((1,0),s) = (0,—1) para cada s € [,1].
Por tanto (R|c,) ' (Go(R(p),s)) = z, = (R|p, ) (Go(R(p), s)) para cada s € [, 1].

Como ya cubrimos todos los casos, concluimos que el punto G/, (p, s) estd bien definido.

Por las afirmaciones 3, tenemos que la funcién G}, : M,, x [0,1] — M,, esta bien definida.
Como G, fue definida en una cantidad finita de subconjuntos cerrados de M, x [0, 1] cuya
unién es M, x [0,1] y la restriccién de G), a cada uno de ellos es continua (porque las
funciones R : Wy — T, Go : T x [0,1], (Rl¢,) " : yz — Cn y (R|p,)”" : z& — D, son
continuas), tenemos que G’ es continua. Por la Observacién 2.9 i), para cada p € M,
tenemos que Go(R(p),0) = R(p), asi que G’,(p,0) = p. Por la Observacién 2.9 iv), para
cada s € [0, 1], tenemos que G, (z,s) = z. Esto muestra que G, ({z} x [0,1]) = {z}.

Por tltimo, definimos la funcién G : Wy x [0, 1] — W5 por

GO(p7S)7 SipGT;
G(p,s) =< Gn(p,s), sipée€ A,, paraalgunan € N;
Gl (p,s), sip€ M,, para alguna n € N.

Sean n,m € N, con n # m. Tenemos que TN A, = {y}, A, N A, ={y}, TNM, ={z},
M, N M, = {z}. También tenemos que, para cada s € [0,1], Go(y,s) =y = Gn(y,s) =
G (y,8) y Go(z,s) =z =G, (z,s) = G, (z,s). Esto demuestra que G estd bien definida.

Recordemos que W3 = T U (|J{M,, : n € N}). Para cada n € N, tenemos que G/, (M,, x
{1}) € M,, y G,(4,, x {1}) = {y}. También tenemos que Go(T x {1}) C T. Por tanto,
G(W2 X {1}) C Wg.

Afirmacién 4. La funcion G : Wy x [0,1] — Wy es continua.

Demostracion. Consideremos una sucesion {(pg, sx) }ren en Wa x [0, 1] que converge a un
elemento (po, so) en Wa x [0, 1]. Tenemos dos casos:

Caso 1. pg ¢ T.

En este caso, existe n € N tal que py € 4, ~ {y} 0 po € M, ~ {y}. Probaremos que
G(po, s0) = limg_.oo G(pk, s) para el caso en que py € A, \ {y}; la prueba para el caso
en que pg € M, ~ {y} es similar. Supongamos entonces que pg € A, ~ {y}. Entonces
G(po, s0) = Gn(po,s0). Como A, \ {y} es un abierto de W, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que pi, € A, ~ {y} para todo k € N. Entonces (pg, sx) € (A, ~{y}) x[0,1]
y G(pk, sk) = Gn(pk, sk) para todo k € N. Asf que, como G, : A, X [0,1] — A,, es continua,

G(po, 50) = Gn(p07 50) = im0 Gn(pk, Sk) = limy oo G(pk? Sk)'

Caso 2. pg e T.

En este caso G(po, so) = Go(po, s0) = Go(R(po), So)-

Sea € > 0.

Por la definicién de R : Wy — T, existe N € N tal que p(p, R(p)) < 5 para cada
peTUU{A,UC,UD, :n > N}). Asi, sin > N, p € yz y ¢ € zz, tenemos que
p(p; (R|a,) " (p) < §, (0, (Rlc,) ' (p) < 5 v plg, (R|p,) (q)) < 5. Como limy_ pi =
poy po € T, existe Ky € Ntal que p;, € TU(U{A,UC,UD,, : n > N}) paracadak > K;. Por
la continuidad de R: Wy — Ty Go : T x [0,1] — T, tenemos que limy_,oc Go(R(pr), $) =
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Go(R(po),s0). Ast que existe Ko € N tal que p(Go(R(pr),sk), Go(R(po),s0)) < 5 para
cada k > K. Sea k >méax{K;, K>}. Por la definicién de G, tenemos que G(pg,sir) €
{Go(p, k), Go(R(pr), sk)} o existe ng, € N, ni > N, tal que
Gpr,se) € {(Rla,)  (Go(R(pr), sx)), (Rle,, )~ (Go(R(pr), 51)),
(Rlp,, )~ (Go(R(pr), s1))}-

Entonces, en cualquier caso, p(G(px, sx), Go(R(pr), sx)) < 5. Como G(po, s0) = Go(R(po), s0),
tenemos que

p(G(pr; sk), G(po,s0)) < p(G(pr;sk), Go(R(pr), sk))
+p(Go(R(pr), s1), Go(R(po), 50))

< EJrE*e
2 2 7

Por tanto G(po, so) = limg— o G(pk, Sk)-
Como ya cubrimos todos los casos, concluimos que G : Ws x [0, 1] — W3 es continua. m

Hemos demostrado que G : W3 x [0, 1] — W3 es una funcién continua tal que G(p,0) = p
para cada p € Wa y G(W2 x {1}) C W5. Como W3 es un subcontinuo contractil de Wa,
concluimos que Wy es contréctil.

C(W3) no admite selecciones

Suponga que s : C(Ws) — W3 es una seleccion.

Mostraremos que s(yz) =y = (0,1). Suponga que s(yz) = (0,¢) cont < 1. Seaec = 1(1—
t). Por la continuidad uniforme de s, existe § > 0 tal que si A,B € C(Ws) y H(A,B) < ¢
entonces p(s(A), s(B)) < e. Como lim,,_,o, A, = yz, existe N € N tal que H(Ay,yz) < 6.
Sea

C={zp:pe An}U{2\p:pcyz}.

Como zz], pertenece a ambos uniendos, tenemos que C es un subcontinuo de C(W3) tal
que Ay = Z\y vy yz pertenecen a C y H(A4,yz) < § para cada A € C. Entonces s(C) es
un subcontinuo de Ws contenido en B((0,t),e) y que contiene a los puntos s(Ay) y (0, ).
Notemos que B((0,t),¢) es disconexa y que R = B((0,t),e) N Ax es una de sus componentes
y esta componente no tiene a (0,t). Como s(Ay) € Ay, tenemos que s(Ay) € Ry como
s(C) es un subconjunto conexo de B((0,t),¢), tenemos que s(C) C R. Pero (0,t) ¢ Ry asi
llegamos a una contradiccién. Por tanto, s(yz) = y. Con un argumento similar y usando la
sucesion {M,, }nen en lugar de {A,, }nen se prueba que s(T') = z.

Sea & > 0 tal que si A,B € C(Ws) y H(A,B) < § entonces p(s(A),s(B)) < g. Sea
N e N tal que H(An,y2), HMyN,T) < 6 v p(p, R(p)) < ¢ para cada p € Ay U My.

Recordemos que P» : R? — R es la proyeccién en la segunda coordenada. Sean L = {p €
Ws : |Py(p)| > 3} y, paracada t € [0,1], p, = (£,0). Entonces s(yz) =y € Ly s(T) =z ¢ L.
Sean J = {t € [0,1] : s(yzUwpy) € L} y to = supJ. Como L es cerrado y s es continua,
tenemos que s(yzUwvpy,) € L. Como yzUwvpy =T y s(T) = x ¢ L, tenemos que ty € [0, 1).
Como LN (yzUwvpy,) C yz, tenemos que s(yz U vpy,) € yz. Tenemos dos casos:

Caso 1. Py(s(yzUuvpy,)) > 3.
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En este caso, s(yz Uwvpy,) € (0,2)y. Sea qo = (R|py) '(pt,). Por la eleccién de N,
tenemos que
H(yz Uvpty, yngo) < 6.

Entonces, por la eleccién de 9,

| =

p(s(yzUwupy, ), s(yngo)) <

Por tanto,

1
s(ynvqo) € B(s(yzUvps,), g) N My

3 1
N((0,-)y,=)NM
c (( 74)ya8) N

C UNYN.

Por otro lado, como H(My,T) < 6, tenemos que p(s(My), s(T)) < %. Entonces
1
s(My) € B(z, §) NMy Cunz.

Sea Q = {ynp : p € qox}. Notemos que Q es un subcontinuo de C'(Ws) que tiene a yngo y a
ynz = My . Entonces s(Q) es un subcontinuo de Wy que tiene a s(ynqo) y & s(My). Como
s(ynqo) € vnyn y S(Mn) € unyx, tenemos que zy € s(Q). Entonces existe ¢1 € gox~{qo,x}
tal que s(yngq1) = zn. Como R(qy) = pt,, tenemos que R(q1) € pi,x ~\ {pt,, 2 }. Entonces
R(q1) = pt, para algun t; € (tg,1). Por la eleccién de N,

H(ynqi,yz Uwpy,) <6,
asi que,
1
g
y como s(ynq1) = zn, tenemos que s(yzUvp,, ) € B(zy, &). Por tanto, Ps(s(yzUvpy,)) < —32,
s(yzUwpy,) € Ly ty € J, lo cual contradice la eleccién de to. Asi, concluimos que este caso
no es posible.

Caso 2. Py(s(yzUwvpy,) < —
En este caso, s(yz Uvpy,) € (

p(s(ynq1), s(yz Uwpy,)) <

3
Z.
0, f%)z. Por la eleccién de N, tenemos que
H(yz Uvpy,, 2npr,) < 0.

Entonces, por la eleccién de 4,

p(s(yz Uvpy, ), s(2nDt,)) <

ool —

Por tanto,
1
s(ehpra) € Bls(yzUopy,), 5) N iy
3, 1
C N((Ov _Z)Zv g) N zj\fpto

C  2Zyvy.
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Por otro lado, como H(z)yz,T) < 8, tenemos que p(s(zyz),s(T)) < i. Entonces
!/ 1 /!
s(zyz) € B(x, g) Nzyz C ve.

Sea Q = {Z\yp : p € piyx}. Notemos que Q es un subcontinuo de C'(W2) que tiene a zipy,
y a zyx. Entonces s(Q) es un subcontinuo de Ws que tiene a s(zypi,) v a s(zyz). Como
s(zNDty) € 2NV ¥ s(ZyT) € vz, tenemos que y € s(Q). Entonces existe ¢1 € pryx ~ {pty, ¢}
tal que s(zyq1) = y. Asi que g1 = py, para algin t; € (t,1). Por la eleccién de N,

H(Z;thl Yz U Uptl) < 57

asi que,

)

ool —

p(s(2ype, ), s(yz Uwpy,)) <

y como s(zjypy,) = s(2yq1) =y, tenemos que s(yz Uvpy,) € B(y, 1). Por tanto, Pa(s(yz U
vpy,)) > 3, s(yzUwpy,) € Ly ty € J, lo cual contradice la eleccién de to. Asf, concluimos
que este caso no es posible.

Como ninguno de los dos casos es posible, concluimos que C(W>3) no admite selecciones.

2.3. Promedios mondtonos

Una funcién continua y suprayectiva entre continuos f : X — Y es monotona si f~*(y)
es conexo para cada y € Y. Una funcién continua y suprayectiva entre continuos f: X — Y
es abierta si f(U) es abierto para cada subconjunto abierto U de X. El abanico armdémico es
el cono sobre la sucesién arménica {0, 1, %, %, ...}. El abanico de Cantor es el cono sobre el
conjunto de Cantor. En [21] se estudiaron promedios monétonos, confluentes y abiertos. En
particular, fue demostrado que: cada dendrita admite un promedio mondétono, el abanico
armoénico no admite promedios monétonos y el abanico de Cantor admite un promedio
abierto. También fue preguntado si los tinicos dendroides que admiten promedios monétonos
son las dendritas [21, Question 2.3, p. 316]. En esta seccién mostramos dos respuestas
parciales a esta pregunta. En los teoremas 2.10 y 2.19 mostramos condiciones para un
dendroide X que implican que X no admite promedios monétonos. Como corolario de estos
teoremas, obtenemos que el abanico de Cantor no admite promedios monétonos.

Recordemos que dados subconjuntos H y K de X, definimos (H, K), = (H, K)NF>(X) =
{Ae F(X):ACHUK, ANH#0y ANK #0}y (H), = (H)NFy(X) ={A € F5(X):
ACH}.

Teorema 2.10 Sea X wun dendroide con métrica d. Suponga que existen una sucesion
{en}tnen de puntos finales de X y un punto g € X tales que

1) ¢ =inf{d(en,q) : n € N} > 0;

2) engNenmq = {q} para cualesquiera n,m € N, con n # m;

3) ningun conjunto de la forma e,q ~ {q} tiene puntos de ramificacidon;

4) para cada € > 0, ezisten n,m € N, con n # m, y un homeomorfismo

fenqg — emq tal que d(zx, f(x)) < € para cada x € eng.

Entonces X no admite promedios mondtonos.
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Demostracién. Supongamos, por el contrario, que X admite un promedio monétono r :
F(X)— X.

Tomemos 0 > 0 tal que § < § y H(A, B) < ¢ implica que d(r(4),r(B)) < §.

Por (4) en la hip6tesis, existen n,m € N, con n # m, y un homeomorfismo f : e,q — €,,q
tal que d(z, f(z)) < g para cada x € e,q. Como d(e,,q) > ¢ >0, f(e,) # g, y consecuente-
mente f(e,) = e y f(q) = q. Entonces, d(e,, e;,) < 0. Definimos py = r({en, e }). Como
H({en}, {en,em}) <0y H({em}, {en,em}) < J, tenemos que d(po, en) < 5y d(po, em) < 5.
Si d(q,po) < §, entonces d(q,e,) < § + § < ¢, lo cual contradice (1) en la hipétesis. Por
tanto, d(q,po) > §.

Sea C = 77 !(pg). Como 7 es monétono, C es un subcontinuo de F»(X) que contiene a
{po} v a {en,em}. Sea D la componente de C N (e,q, €,,q) que contiene a {e,, e, }.

Afirmacién 1. DN ({q}, X), # 0.

Suponga por el contrario que DN{{q}, X), = 0. Como DNF;(X) C (enq, emq),NF1(X) =
{{q}} ¥ po # q, tenemos que {po} € C \ D. Entonces, D estd contenido propiamente en C.
Como ({q}, X), es cerrado en F»(X) y D no lo intersecta, usando un arco ordenado de D a
C, es posible construir un subcontinuo £ de C tal que D C € C Cy EN({q}, X), = 0. Ya que
EN{{q},X), = 0, ningin elemento de £ puede tener a ¢q. Sea £ = |J&. Por los lemas 2.1
y 2.2 de [11], E tiene a lo mds dos componentes. Como e, q N e, g = {q}, todo subcontinuo
de X que tiene a e, y a e, tiene a q. Ya que ¢ ¢ E y e,, e, € E, obtenemos que F tiene
exactamente dos componentes F; y Fs. Podemos suponer que e, € F1 y e, € Fs.

Probaremos que E; C ge, y la prueba de que F; C ge,, es similar. Supongamos que
E; ¢ qe,. Entonces, hay un punto x € F; \ ge,. Como F; es un subcontinuo de X, E
es arco conexo. Entonces, xe, C Fj. Sea y € ze, tal que zy N ge, = {y} (y es el primer
punto del arco ze,, yendo de x a e, que pertenece al arco ge,). Como ¢ ¢ E, tenemos
que y # q. Como e, es un punto final de X, tenemos que y # e,. Entonces, y es un
punto de ramificaciéon de X, lo cual contradice (3) en la hipdtesis. Por tanto, By C gey, y
similarmente puede ser probado que Fy C ge,,. Como cada elemento de £ intersecta a todas
las componentes de E (esto es mostrado en la prueba del Lema 2.1 de [11]), obtenemos que
& C(gen,qem)y - De manera que € C CN (gen, gem),, asi que £ C D, lo cual es absurdo. Esto
finaliza la prueba de la Afirmacion 1.

Sea g = f~! y defina las funciones G1 : (enq,emq)y — (€nq)y, G2,Gs : (€ng)y, —
(eng,emq)s y Ga : (€nq)y — (emq), de la siguiente manera.

Gi({z,y}) ={z,9(y)}, siz € enq y ¥ € emy;

Gs({a,b}) = { {f(;z,b . sigaC gb:
f(

si a = b;

, siga C qb;

Gatfa,p)) = { L d0 e

Ga({a,b}) = {f(a), F(0)}-

Entonces G; es continua para cada i € {1,2,3,4}. Pongamos Dy = G1(D), D; = G;(Ds)
para cada i € {2,3,4} y A=D; U...UD,. Entonces D; es conexo para cada i € {1,2,3,4}.
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Afirmacién 2. A es un subcontinuo de F5(X) que contiene a {e,} y a {e,,} y A C
N(C,9).

Por la Afirmacioén 1, existe zg € epe,, tal que {q,z0} € D. Si zg € e,¢q, pongamos p = xg.
Como g(q) = q, {p,q} € D;. Si zy € enq, pongamos p = g(xg). Entonces, {q,p} € D;. En
ambos casos, obtenemos que {¢,p} € D;. Como f(q) = ¢, entonces {q,p} € Ds. Asi,
{q,p} € D1 N Dy. Usando que {en,em} € D, glem) = en vy flen) = em, es facil ver que
{en} € Dy, {en,em} € DoNDs y {en} € Dy. También tenemos que {q, f(p)} € D3 N Dy.
Claramente, A C N(D,§) C N(C,0). Por tanto, la Afirmacién 2 estd probada.

De la Afirmacién 2, se sigue que 7(A) es un subcontinuo de X que contiene a e, y
a e,,. Entonces, ¢ € r(A). Por otro lado, como A CN(C,J), la eleccién de ¢ implica que
r(A) C B(po,§) C X ~ {q}. Hemos obtenido una contradiccién. Por tanto X no admite
promedios monétonos. m

Corolario 2.11 Si X es un abanico que contiene un abanico armdnico Y tal que los puntos
finales de Y son también puntos finales de X y el inico punto de ramificacion de X en'Y
es el vértice de Y, entonces X mno admite promedios mondtonos.

Corolario 2.12 Fl abanico de Cantor no admite promedios mondtonos.

Para probar el Teorema 2.19, necesitamos algunos resultados previos. Las definiciones de
semi-peine y semi-escoba fueron introducidas en [18, Definition 11, p. 311]. Los lemas 2.16
y 2.17 son féciles de probar, pero escribimos sus demostraciones por completez.

Definicién 2.13 Un subcontinuo Y de un dendroide X es una semi-escoba si existen:
(1) un arco ACY,
(2) dos puntos p £ gen A, y
(3) una sucesién de puntos {py }nen en Y ~ A tales que:
(3.1) Y = AUclx (U{png : n € N}),
(3 2) limy, . copn = P,
(3:3) PngNpmg ={q} sim #n, y
(3.4) prngN A = {q} para cada n € N.

Definicién 2.14 Un subcontinuo Y de un dendroide X es un semi-peine si existen:
(1) un arco A CY,
(2) dos puntos p # g en A,
(3) una sucesion de puntos {p,tneny en Y N A
(4) una sucesién de puntos {¢, }nen en A tales que:
1) Y = AUclx (U{pngn : n € N}),
2) limy, . ooppn = p, limy . 00qn = g,
3) Prln N DmGm =0 sim#n,y
A4) pngn N A ={q,} para cada n € N.

Teorema 2.15 [18, Theorem 13, p. 313] Sea X un dendroide. Entonces X es una dendrita
sty solo si X no contiene ni un semi-peine ni una semi-escoba.
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Lema 2.16 Sea X un dendroide con métrica d y a,b, q tres puntos distintos en X tales que
q € ab. Entonces para cada € > 0, existe n > 0 tal que sin € N y xq,...,x, € X satisfacen
que T1 = a, Tp, = b y d(x;,x41) < 1 para cada i € {1,2,...,n — 1}, entonces d(zj,q) < ¢
para algin j € {1,...,n}.

Demostracion. Suponga que d(a,q) < d(b,q) y sea € > 0.

Si d(a,q) < €, entonces cualquier > 0 funciona. Suponga entonces que 0 < € < d(a, q).

Sea Z = X \ B(q,e). Entonces Z es un espacio métrico compacto y, {a} y {b} son
dos subconjuntos no vacios cerrados de Z. Suponga que existe una componente C' de Z tal
que a,b € C. Entonces C es un subcontinuo de X (es cerrado porque es componente del
subconjunto cerrado Z de X) y por tanto C es arco conexo. Asi, ab C C C Z C X ~\ {q},
lo cual contradice la hipétesis. Entonces ninguna componente de Z intersecta a ambos
conjuntos {a} y {b}. Por [27, Teorema 5.2, p. 72|, existen dos cerrados ajenos H y K de Z
talesquea € H,be Ky Z = HUK. Como HNK = (), entonces dist(H, K) > 0 y podemos
tomar 1 > 0 tal que n <dist(H, K).

Sean n € Ny z1,...,z, € X tales que z1 = a, 2, = by d(z;,z;41) < n para cada
i€{1,2,...n—1}. Como x; = a € H, podemos tomar m =max{r € {1,2,...,n} : z, €
H}. Entonces, m < n. Si Zm41 ¢ B(q,€), entonces 11 € Z = HU K. Como 41 ¢
H, obtenemos que z,,+1 € K. Entonces dist(H,K) < d(xy,Tm+1) < 1, lo cual es una
contradiccién. Por tanto x,,+1 € B(q,¢) y esto finaliza la prueba del lema. m

Lema 2.17 Sean X un espacio métrico conexo con métrica d, € > 0 y p,q € X. Entonces
existen n € N y xg, Z1,...,x, € X tales que xg = p, T, = q y d(z;,2:41) < € para cada
1€{0,1,....,n—1}.

Demostracién. U = {B(z, 5) : * € X'} es una cubierta abierta de X y cada elemento de U
tiene didmetro menor que €. Decimos que C = {Uy, ..., U, } es una cadena débil de z a y si C
es una cadena débil cuyos eslabones pertenecen a U/ (cadena débil significa que U; NU; 41 # 0
para cadai <n),x € Uy yy € U,.

Sea W = {z € X : existe una cadena débil de p a x}. Entonces W es un abierto de X
que tiene a p. Considere w € clx (W). Entonces existen x € B(w, §)NW y una cadena débil
C={Ui,...,U,} de p a x. Entonces {U1,...,Uy, B(w, )} es una cadena débil de p a w. En
ambos casos, w € W. Asi que W es cerrado en X. La conexidad de X implica que W = X.

Ahora, tome una cadena débil C = {Uy,...,U,} de p a ¢ (entonces los elementos de C
pertenecen a U). Para cada i € {1,2,...,n— 1}, elegimos z; € U; NU; 41 y pongamos o = p,
Z, = q. Entonces, para cada i € {0,1,...,n — 1}, se tiene que x;, ;41 € U;11, asi que
d(z;, ;1) <didmetro(U;y1) <e. m

Las siguientes definiciones y el Teorema 2.18 fueron tomados de [22]. Una funcién con-
tinua f : [0,1] — [0,1] es llamada una PL funcién (viene de “piecewise linear mapping”) si
existe una particion P : 0 =ty < t; < ... < t, =1 de [0,1] tal que, para cada i € {1,...,n}

t—ti—1

y para cada t € [t;—1,t;], f(t) = t-—t~_1f(ti) + % (t;i—1). En este caso, decimos que

f es soportada por P. Decimos que una PL funcién f es una funcion salto si f(0) =0y

F1) = 1.

Teorema 2.18 [22, Theorem 8.3, p. 51] Si f es una PL funcion tal que f(0) =0 y g es una
funcion salto, entonces existen una funcion salto o y una PL funcion 8 tales que 5(0) =0

y foa=gop.
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Teorema 2.19 Sea X un abanico que admite un promedio mondtono. Si L={AC X : A
es un arco} U F1(X) es compacto, entonces X es una dendrita.

Demostracién. Suponga que X no es una dendrita. Por el Teorema 2.15, X contiene una
semi-escoba o un semi-peine Y. Como X es un abanico, X no contiene un semi-peine, asi
que Y es una semi-escoba. Usamos la misma notacién de la Definicién 2.13. Como X es un
abanico, para cada n € N, existe un tnico punto final e, de X tal que p, € ge,. Por la
compacidad de £, podemos suponer que lim,, ., ge,, = ba. Ya que ba es un arco, y ¢, p € ba,
podemos darle un orden natural y suponer que b < ¢ < p < a.

Afirmacién 1. b =gq.

Suponga al contrario que b # ¢q. Como b # ¢, a # q y, por (3.3) en la Definicién 2.13,
eng Neng = {q} si m # n, tenemos que no hay mds de un conjunto de la forma erq que
tiene a b y lo mismo pasa con a. De modo que existe n € N tal que b ¢ ge,, y a ¢ ge,.
Como e, es un punto final de X, tenemos e,, ¢ ba. Como q es el inico punto de ramificacién
de X, tenemos e,q Nba = {q}. Entonces, e,q U ba es un triodo simple. Sin embargo, para
cualesquiera m # n, e,qUqe,, es un arco y lim,, ., e,qUqe,, = e,qUba, lo cual contradice
la compacidad de L. Por tanto, la prueba de la Afirmacién 1 estd terminada.

Sea d una métrica para X. Considere X x X con la métrica D dada por

D((2,y), (w, 2)) = max{d(z,w),d(y, 2)}-

Pongamos ¢ = d(g,a). Sea m : X x X — X un promedio monétono. Por la con-
tinuidad uniforme de m, existe 0; > 0 tal que d; < § y D((=,y), (w, 2)) < d; implica que
d(m(z,y), m(w, z)) < 5.

Como lim,, ., ge,, = ga, hay una sucesién {a,, },en de puntos de X tales que lim,,_, o, a,, =
ay a, € qe, para cada n € N. Como g # a, podemos suponer que a,, # q para cada n € N.
Pongamos E = {a, : n € N} Uagq y definimos R : E — aq como R(a,) = a para cadan € N
y R(x) = z para cada x € ag. Entonces, R es continua. Como E es cerrado en X y aq es un
extensor absoluto, existe una extensién continua de R a todo X (vea [27, p. 301]), la cual
también denotaremos por R. Entonces, R : X — aq es una retraccién y R(a,) = a para
cada n € N.

81
Supongamos que la afirmacién no es cierta. Entonces, para cada n € N, existen k:(néi >
Y Zn) € qen) tales que d(Ty(n), R(Trem))) > %. Podemos suponer que k(1) < k(2) <
¥ que {Zp(n) fnen converge a un punto = € ga. Entonces lim, oo R(2ypn)) = R(z) = z. A
existe n € N tal que d(R(zy(n)), z) < %1 y d(zgn), ) < %1. Por tanto, d(zy(n), R(Tk(n)))
%1, lo cual es una contradiccion. Esto finaliza la prueba de la Afirmacién 2.

Afirmacién 2. Existe N € N tal que si n > N y x € ge,, entonces d(z, R(x)) <
n
si,
<

Como d(an,a) < % y dlant1,a) < %, entonces d(an,an+1) < %1 y

e =d(q,a) <d(g,an) + d(an,a) < d(q,an) + % <d(q,an) + 75

Entonces, % < d(gq,an). Sea pg = m(an,an+1). Como

D((an,an), (an,an+1)) < 01,



46 CAPITULO 2. PROMEDIOS EN DENDROIDES

tenemos d(po,an) < 7y

e < d(g,an) < d(q,po) + d(po,an) < d(g,po) + £.

Esto implica que % < d(q,po)-

Fijaremos algunos nimeros positivos para su uso posterior. Por el Lema 2.16, existe
n > 0 tal que sin € Ny zg, 21, ..., 2, € X satisfacen que zp = an, 2z, = a y d(zi,zi+1) <7
para cada i € {0,1,...,n — 1}, entonces d(z;,q) < § para algin j € {0,1,...,n}. Por la
continuidad uniforme de m y de R, existe d2 > 0 tal que d2 < 61 y D((z,y), (w,2)) < 02
implica que d(m(z,y), m(w, z)) < n, y existe d3 > 0 tal que 2§53 < d2 y d(z,y) < d3 implica
que d(R(x), R(y)) < 02. Sea v : ag — [0, 1] un homeomorfismo que satisface que y(a) =0y
v(q) = 1. Por la continuidad uniforme de v~! y de 7 o R, existe d; > 0 tal que |s —t| < d4
implica que d(y~1(s),y " 1(t)) < d3, y existe d5 > 0 tal que d5 < 63 y d(w,y) < J5 implica
que d((y o R)(x), (v o R)(y)) < &

Sea C = m~(po). Entonces (po, po), (an,an+1), (an+1,an) € Cy, como m es mondtona,
C es un subcontinuo de X x X. Tomemos la componente D de CN(gen X gen 1) que contiene
a (CLN, aN+1).

Afirmacién 3. DN [({q} x X) U (X x {q})] # 0.
Supongamos lo contrario. Como

Dn{(z,z) e X x X :z€ X} C(qeny Xgenyy1)N{(z,x) e X x X :z€ X} ={(q,9)}

y po # ¢, tenemos que (po,po) € C \ D. Entonces, hay un subcontinuo £ de C tal que
DCECCyEN[({g} x X)U(X x {q})] =0 (vea [20, Theorem 12.12, p. 102]).

Las respectivas proyecciones E7 y Fs en la primera y en la segunda coordenada de £ son
subcontinuos de X tales que ay € Ey y ay+1 € Es. Probaremos que E; C gey y la prueba
de que Fy C gen41 es similar. Suponga, por el contrario, que hay un punto € E; \ gen.
Como F; es arco conexo (porque es un subcontinuo de X), zay C F;. Como ey es un punto
final de X, ay € geny y ¢ es el tinico punto de ramificacién de X, tenemos q € xay C Ej.
Entonces, £N({g} x X) # 0, lo cual no es cierto. Esto prueba que F; C gey, y similarmente
se puede probar que Fs C genyy1. Entonces, £ C gey X geny41 y como € C C, tenemos que
€ C D, lo cual es una contradiccién. Esto finaliza la prueba de la Afirmacién 3.

Por la Afirmacién 3, sin pérdida de generalidad existe ¢ € gey41 tal que (g,¢) € D.
Por el Lema 2.17, existen (zo,¥0), (€1,¥1), -, (Tn, yn) € D tales que (z9,%0) = (an,an+1),
(@n,yn) = (q,¢) y D((xs,y:), (Tit1, yit1)) < d5 para cada i € {0,1,...,n — 1}.

Para cada i € {0,1,...,n}, definimos

fE)Y=(yoR)(y) y

9(3) = (vo R) ().

i—1
n

Para cada i € {1,...,n} y cada t € |

,%], definimos
fO)=mt—i+1)f(L)+(@—nt)f(EL)y

g(t) = (nt —i+1)g() + (i = nt)g(*T+).
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Notemos que f,g : [0,1] — [0,1] son PL funciones. Como yo = any1, Rlanyi1) = a'y
v(a) = 0, obtenemos que

f(0) = (voR)(y)
= (voR)(an1)
= 0

Como z¢ = ayn, R(ay) = a'y y(a) = 0, tenemos que

9(0) = (yoR)(zo)
= (voR)(an)
= 0.
Como z, = q, R(q) = qy v(q) = 1, tenemos que

g(1) = (yoR)(zn)
= (yoR)(q)
= 1.

Entonces f es una PL funcién tal que f(0) = 0 y g es una funcién salto. Por el Teorema
2.18, existen una funcién salto « y una PL funcién S tales que f(0) =0y

foa=gop.

Sea L = {0, %, - ”771, 1}. Por la continuidad uniforme de « y de 3, existe A > 0 tal
que |s — t| < X implica que |a(s) — a(t)] < Ly [B(s) — B(t)| < L. Tomemos k € N tal que
% < A. Para cada i € {0,1, ..., k}, definimos t; = %,

ri =min{r € {0,1,...,n} : |B(t;) — £| =d(B(t:), L)} y

s; =min{s € {0,1,...,n} : |a(t;) — £| = d(a(t;), L)}
Como £(0) = 0, entonces 1o =0y z,, = 29 = an. Como a(0) = 0, tenemos que sgp =0, y
entonces ys, = Yo = aGN+1 Y Ts, = Lo = an. Como a(l) = 1, entonces s = n y se cumple
que Ys, = Yn =CY Ts,, = Tpn = (.

Consideremos los siguientes elementos de X x X :
(1’7«0 } xso)7 (mrl ) 12751), ceey (xﬂ"k 9 xsk)a
(Trs R(@5,))s (T 1y R(Tsy 1))y ooy (Trgs B(Ts5))
(w0, R(y0)), (x1, R(y1)), s (Tns B(Yn)),
(R(wn), R(yn)), (R(zn-1), R(Yn—1)); -, (R(z0), R(y0))-

Tenemos que
(Tro» xSo) = (aNa aN)a

(mTk7x$k) = (zqu) = (:BT'k7R($3k))7
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(wrm R(mso)) = (aN7 U“) = ({,130, R(y()))7
(mnaR(yn)) = (q’ R(C)) = (R(xn)vR(yn)) Yy
(R(0), R(yo)) = (a,a).
Afirmacién 4. Para cada i € {0,1,....k — 1}, |r; —rip1| <1y |s; — sip1| < 1

Tomemos ¢ € {0,1,....,.k — 1}. Probaremos que |r; —7;41] < 1, y la prueba de que
|si — si+1] < 1 es similar. Como |t; — t;+1] < A, tenemos |B(t;) — B(¢ 1+1)\ < =. Tenemos tres

casos: 7; =0, 7, =n 0 0 < r; < n. En el primer caso, 5(¢; ) €10,5]y B(t z+1) [0 1 27)
Entonces, ri1 € {0,1}. En el segundo caso, 3(t;) € (1 — 5-,1] y B(tiy1) € (1 - % - 1)
Asi que r;41 € {n — 1,n}. Finalmente, si 0 < rl < n, entonces B(t;) € (& — =, 4 2n] lo
cual implica que B(t;41) € (2 — ﬁ — %, o+ 2n + %) Entonces 7,41 € {r; — 1,r;, 7 + 1}.

En todos los casos, tenemos que |r; — ;41| < 1. Por tanto, la Afirmacién 4 estd probada.

Afirmacién 5. Para cada i € {0,1,...,k}, d(zy,,ys;) < 01.

Para probar esta afirmacién, tomemos i € {0, 1,...,k}. Por la definicién de r;, 5(t;) €
(2, Iitl] o B(t;) € [“=L, ] Sin pérdida de generahdad supongamos que B(t;) € [, T,
Como g es lineal en ese 1ntervalo y d(zr,, T, 41) < J5, tenemos que

Similarmente, puede ser probado que d(f(a(t;)), f(2£)) < %. Como (foa)(t;) = (goB)(t:),

tenemos que

d((yo R)(zr,), (yo R)(ys,)) = d(g(5), F(5))
< d(g(5), 9(B(1:))) + d(f (alts), f(5))
< 574 + 574 = 4.

Por la eleccién de 84, esto implica que d(R(z, ), R(ys,;)) < d3. Usando la desigualdad 65 < %
y la Afirmacién 2, obtenemos

d(r,,Ys:) r )+ d(R(zr,), R(Ys,) + d(R(Ys,), ys,)

( r,, R(z
71 + 71 + 5 =d1.
Esto concluye la prueba de la Afirmacion 5.
Para cada i € {0,1,...,k} y cada j € {0,1,...,n}, definimos
zi = m(zy,, Ts,),
Rk4i = m(mrlc—ﬂR(ISk—i))?
Zakty = m(zj, R(y;)) v

Zok4ntj = M(B(Tn—j), R(Yn—j))-
Afirmacion 6. zy = an, zak12n = ay, paracadai € {0,1,2,...,2k+2n—1}, d(z;, zi+1) <
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Como (2, Ys,) = (an,an), tenemos zp = m(an,an) = an.
Como (R(zg), R(yo)) = (R(an), R(an+1)) = (a,a), obtenemos zax 2, = m(a,a) = a.
Para probar el resto de la afirmacién, primero tomemos ¢ € {0,1,....,k — 1}. Por la
Afirmacion 4, |r; —rip1| < 1, [si — s < 1, |rei —rmp—ica] < 1y [sp—i —sp—i—1| < L.
Entonces,
d(xri7xri+l) < 657

d(x5i7x3i+1) < 557
A(Try sy Try_; ) <05y
d(mskf’i7xsk7i71) < 65'

Usando la desigualdad 05 < d3 < d5 y la eleccién de 3, obtenemos que
D((l’ri,ﬂﬁsi), (xn'+1 ) $5i+1)) < 62 y
D((m”‘kfi’ R(xskﬂ‘))v (x’rk—i—l’R(xSk—i—l))) < 52'
Por la eleccién de d2 y las definiciones de z;, 241, 2k+i ¥ Zk+it+1, tenemos
d(ziv Zi-‘rl) = d(m(xn ) xsi)? m(x7'i+1 ) $Si+1)) <ny
d(zk+i7 ZkJriJrl) = d(m(xrk:—i7R(xSk—i))7 m(‘er—i—1ﬂR($5k—i—1))) <.
Ahora tomemos j € {0,1,...,n — 1}. Tenemos que
d(xj,zj11) < s,
d(yj,yj+1) < 05,
d(mnfjaxnfjfl) < 65 y
A(Yn—jsYn—j—1) < 0s.
Usando la desigualdad d5 < d3 < d5 y la eleccién de 3, obtenemos que
d(R(yJ)a R(y]"rl)) < 627
d(R(l'n_j),R(.’En_j_l)) < 62 y
d(R(Yn—5), R(Yn—j-1)) < d2.

Entonces,
D((zj, R(y;)), (541, R(yj+1))) <02 y

D((R(zn—;), R(yn—;))s (R(2n—j-1), R(Yn—j-1))) < da.

Por la eleccién de 02 y las definiciones de zok+j, 22k4j+1, 22k+n+j Y 22k+n+j+1, LENEMOS

d(22n+4, 226 +j+1) = d(m(zs, R(y;)), m(xj1, R(yj41))) <ny

d(22k4n+j, 22ktntjt1) = AM(B(Tn—j), R(Yn—j)), m(B(zn—j-1), R(Yn—j-1)))
< n.
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Esto finaliza la prueba de la Afirmacién 6.

Afirmacién 7. Para cada i € {0,1,...,2k + 2n}, d(z;,po) <
) < d1. Entonces

Tomemos i € {0,1,2,...,k}. Por la Afirmacién 5, d(z,,, ys,
D((xTz‘7x5i)’ (ySw xsl)) < 41

Como (7,,ys,) €D C m~ Y (po) y m(zs,,vs,) = m(ys,, s, ), tenemos pyg = m(ys,, Ts,). Por
la eleccién de 67 y la definicién de z;, tenemos

d(Zi,po) = d(m(xrmxsi)vm(yswmsi)) < %
Por las afirmaciones 5y 2, d(y,_,,Ys,_;) < 01y d(R(s,_,), Ts,_;) < 1. Entonces
D((x"'k—i’R(xsk—i))’ (ysk—i7x5k—i)) <03

Como (xsk—z‘7y5k—i) €DC m_l(po) y m(xSk—z‘7y3k—i) = m(ySk—i7mSk—i)’ tenemos py =
m(Ys,_;»Ts,_,; ). Por la eleccion de 07 y la definicién de zyy;, tenemos

d(2k+i,p0) = d(m(xrk—mR(‘rSk—q‘,))vm(ySk—w"TSk—i)) < %

Ahora tomemos i € {0,1,...,n}. Tenemos que d(z;, R(z;)) < 61, d(yi, R(y:)) < 01,
d(xp—i, R(xp—y)) <01 Y d(Yn—i, R(Yyn—i)) < 01. Entonces

D((wi, R(y:)), (zi,9i)) <61y

D((R(:I}'n_l), R(yn—z))7 (xn—i; yn—z)) < 51~

Como (4, Y:); (Tn—isYn—i) € D C m~(po), tenemos m(z;,y;) = m(Tn—i,Yn—i) = po. Por la
eleccion de d; y las definiciones de zog1i, 22k+n+i, tenemos

d(22k44i, o) = d(m(xi, R(y:)), m(zs,v:)) < Ty
d(22knti> o) = d(M(R(zn—3), R(Yn—i)), M(Tn—i, Yn—i)) <

Esto finaliza la prueba de la Afirmacién 7.

NI

Recordemos que ya probamos que £ < d(gq, po). Tomemos i € {0, 1, ..., 2k + 2n}. Por la

Afirmacién 7, °
LE < d(q,po) < d(q, 2i) + d(zi,po) < d(gq, z) + 5.
Entonces
< (B -De<dlg,z).
Por otro lado, por la Afirmacién 6 y la eleccién de 7, existe j € {0,1,...,2k + 2n} tal que
d(zj,q) < §, lo cual es una contradiccién. Como todo resulté de suponer que X no es una
dendrita, concluimos que X es una dendrita. m

Finalizamos esta seccién con la pregunta de A. Illanes y L. C. Simén acerca de promedios
mondtonos.

Problema 2.20 [21, Question 2.3, p. 316] Si X es un dendroide que admite un promedio
mondétono, jse sigue que X es una dendrita?

Por el Teorema 2.19, serfa interesante resolver la Pregunta 2.20 cuando X es un abanico.



Capitulo 3

Producto de dos continuos
encadenables que tienen la
propiedad de Kelley

Este capitulo estd dedicado principalmente a probar que:

a) el producto de dos continuos encadenables de Kelley tiene la propiedad fupcon (Teo-
rema 3.5), y

b) el producto de dos continuos encadenables de Kelley también es un continuo de Kelley
(Teorema 3.8).

Para probar estos resultados, usamos y adaptamos la técnica desarrollada por A. Illanes,
J. M. Martinez-Montejano y K. Villarreal en el Teorema 5.4 de [19]. Esta técnica depende
fuertemente del Teorema de los Alpinistas (el cual es la base para probar el Lema 3.4 abajo).
Como la técnica para demostrar los dos teoremas es la misma, las pruebas son muy similares.
Por esta razon, aprovechamos esta seccién para presentar las definiciones y resultados previos
que serdn utilizados en ambas pruebas.

Un continuo X es un continuo de Kelley si para cada ¢ > 0, existe § > 0 tal que si
AeC(X),pe Ay qe B(p,0), entonces existe B € C(X) tal que ¢ € By Hx(A,B) < e.
Una cadena para un continuo X es una cubierta abierta U = {Uy,Us,...,U,} de X tal que
para cualesquiera ¢,j € {1,...,n}, Uy NU; # 0 si y sélo si |i —j| < 1. Un continuo X es
encadenable si para cada € > 0, existe una cadena U para X tal que para cada U € U,
didmetro(U) < e. Una cadena tensa U = {Uy,Us, ...,U,} para un continuo encadenable X
es una cadena tal que Uy ~ J{clx(U;) : i > 2} # 0, Up ~ U{clx(U;) : i <n—1} # 0Dy
para cualesquiera ¢,j € {1,...,n}, clx(U;)Nclx (U;) # 0 si y sélo si |i — j| < 1. Es sabido
que si X es un continuo encadenable, entonces para cada ¢ > 0, existe una cadena tensa
U ={U1,Us,...,U,} para X tal que didmetro(U;) < ¢ para cada i € {1,...,n} [27, Lemma
12.10, p. 235]. Dadas una funcién continua entre continuos f : X — Y y ¢ > 0, f es una
e-funcion si es suprayectiva y didmetro(f~1(y)) < e para cada y € Y. Un continuo X es
tipo arco si para cada € > 0, existe una e-funcién f : X — [0, 1]. Es sabido que un continuo
es encadenable si y solo si es tipo arco [27, Theorem 12.11, p. 235].
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Dado un continuo X, un arco ordenado en C(X) es un arco o en C(X) tal quesi A, B € «
entonces A C B o B C A [20, Definition 14.1, p. 110]. Es sabido que si X es un continuo y
A,B € C(X), con A C B, entonces hay un arco ordenado en C'(X) de A a B [20, Theorem
14.6, p. 112].

Lema 3.1 Si X es un continuo, € > 0 y ¢ : X — [0,1] es una e-funcidn, entonces existe
n >0, n <e, tal que para cada subintervalo J de [0,1] con didgmetro(J) < n, se tiene que
didmetro(p=1(J)) < e.

Demostracién. Por contradiccién, supongamos que para cada n € N, existe un subin-
tervalo J,, de [0,1] con didmetro(J,,) < 1 y didmetro(p~1(J,)) > e. Para cada n € N,
didmetro(J,,) < 1 y didmetro(p~*(J,)) > €, asf que podemos suponer que J,, es cerrado.
Sin pérdida de generalidad supongamos que la sucesién {J, }nen converge a un subcontinuo
J de [0,1]. Como, para cada n € N, didmetro(.J,) < I, entonces didmetro(J) = 0, asf que
existe t € [0,1] tal que J = {t}. Como ¢~1(J,) es compacto para cada n € N, elegimos
Ty Yn € @ 1(Jyn) tales que d(w,,y,) > &. Podemos suponer que las sucesiones {x, }nen ¥
{Yn}nen convergen a z y a y, respectivamente. Por la continuidad de ¢,

Entonces, z,y € ¢~ 1(t). Ya que ¢ es una e-funcién, d(z,y) < €. Entonces ¢ — d(x,y) > 0y
existe N € N tal que d(zy,z) < % y d(yn,y) < Lé“’) Esto implica que

< sfdQ(x,y) +d(z,y)+57d2(x’y)

= &
Esta contradiccién termina la prueba del lema. =

Lema 3.2 Sean X un continuo encadenable y ¢ : X — [0,1] una funcion continua y
suprayectiva. Entonces para cada n > 0 existen r € N, una n-funcién ¢ : X — [0,7] y una
funcion continua lineal por pedazos p : [0,7] — [0,1] tales que |(uo ) (x) — p(x)| < n para
cada z € X.

Demostracién. Sea d una métrica para X. Sea 6 > 0 tal que si z,y € X y d(z,y) < 6,
entonces |p(x) — p(y)| < Z. Sea v > 0 tal que v <min{n,§}. Tomemos una cadena tensa de
subconjuntos abiertos U = {Uq, ..., U, } de X tal que para cada i € {1, ...,r}, didmetro(U;) <
7y U cubre a X.

Fijemos puntos ug € Uy ~ {clx(U;) : i > 2} y u, € U N J{clx(T;) : i <r —1}. Para
cadai € {1,...,r}, tenemos que clx (U;) es normal (porque X es normal y cada subespacio ce-
rrado de un espacio normal es normal). Por el Lema de Uryhson existen funciones continuas
Py :elx (Ur) — [0,1] y ¥, «clx (Uy) — [r—1,7] tales que ¥, (ug) = 0, 11 (clx (U1)Neclx (U2)) =
1, ¥, (u.) = ry ¥ (clx(Ur—1)Nclx (U,)) = r — 1. Para cada i € {2,...,r — 1}, de nue-
vo por el Lema de Uryhson, existe una funcién continua v, :clx(U;) — [i — 1,4] tal que
Y, (clx (Ui—1)Nelx (U;)) = i — 1y ¥;(clx (Ui)Nelx (Uir1)) = 4. Si 4,5 € {1,...,7} son tales
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que clx (U;)Neclx (U;) # 0, entonces |i — j| < 1, y podemos suponer que j = i+ 1. En-
tonces ¢;(x) =i = ;1 (x). Por tanto, la extensiéon comtn ¢ : X — [0,7] de las funciones
Y1, Pq, ..., 1, estd bien definida y es continua. Ademds, como X es conexo, 1 es continua y
0,7 € ¥(X), tenemos que ¢ es suprayectiva.

Seat € [0,7]. Sit € [0,1], entonces 1~ ' (t) Cclx (U1)Uclx (Us), asi que didmetro(yy ! (t)) <
vy <n.Sit€ (i,i+ 1] para algin i € {1,...,7 — 1}, entonces 1~ (t) Cclx (U;)Uclx (Usy 1), ast
que digmetro(¢) () < v < 7. Por tanto, 1 es una 7-funcion.

Para cada ¢ € {1,...,r — 1} fijemos un punto uw; € U; N U;41. Para cada i € {1,...,7},
consideremos la funcién lineal mds simple p definida en el intervalo [i — 1,4] que satisface
w(i —1) = p(ui—1) v p(i) = p(u;). Denotamos por p : [0,7] — [0, 1] a la extensién comiin
de todas estas funciones.

Tomemos z € X. Sea i € {1,...,7} tal que = € U;. Entonces

méx{d(u;,u;i—1),d(z,u;)} < didmetro(U;) < 6.
Por la definicién de ¢, ¥ (z) € [i — 1,i]. Por la definicién de u, tenemos que

(ui—1) = p(i — 1) < p(x)) < p(i) = (u;)

p(ui) = p(i) < p(P(x) < pli —1) = p(ui-1).
Por la eleccién de 0, |¢(ui—1) — ¢(us)| < 5 y |o(x) — p(u;)| < 2. Entonces

(@) — p(a)] <

Lema 3.3 SiJ y L son subcontinuos de R y K es un subcontinuo de J x L, entonces existe
una funcion continua f :[0,1] — J x L tal que: cada coordenada de f es lineal por pedazos,
Im f estd tan cerca como queramos de K y Im f contiene cualesquiera puntos previamente
elegidos en K.

Demostracién. Supondremos que la métrica para R? es la euclidiana y que para cada
xz € JxLycadae >0, B(x,ec) denota a la bola con centro en x y radio € intersectada con
J x L.

Sean € > 0y p1,p2, ..., Pn € K.

Notemos que {B(x,¢) : © € K} es una coleccién de abiertos convexos de J x L que cubre
a K. De la compacidad de K, existen m € Ny z1, 2z, .., 2, € K tales que K C [J{B(x;,¢) :
i € {1,...,m}}. Podemos suponer que {p1,pa,...,pn}t C {Z1,...,Tm} y (por la conexidad de
K) que para cada i € {1,...,m — 1}, B(x;,e) N B(x;y1,€) # 0.

Sea i € {1,...,m — 1}. Elegimos ¢; € B(z;,&) N B(x;11,€). Sea g; : [0,1] — B(z;,e) U
B(ziy1,¢) dada por

() = (1 —2t)x; + 2tqg;, sitelo,
= (2= 20)gi + (2t — Dzgya, site[L1].
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Notemos que ¢;(0) = z;, :(3) = @, ¢i(1) = @41, Img; = Z;q; U i1 C B(wi,e) U

B(x;11,€),y que las funciones 71 0g; y mo0g; son lineales por pedazos. Sea «; : [m_ll7 mi 7] —
[0,1] dada por a;(t) = (m — 1)t — (i — 1). Notemos que «; es una funcién lineal y que es un
homeomorfismo tal que a;(=%) =0y a;(5) = 1.

Definimos f : [0,1] — J x L como f(t) = gz(az(t)) site [m - ]

Veamos que f estd blen definida. Suponga que existen i,j € {1,.. — 1} tales que
t e[ l,mil]ﬂ[fn—ll — ] Entoncesg—z j=it—loj=i+1. Sl]—Z—l entonces
t= 0, ait) = 0, a;(t) = aia () = 1, gi(eu(t) = :(0) = 27 y g;(a;(8) = gi-a(1) = .
Sij=14+1, entonces t = ﬁ, a;(t) =1, a;(t) = aip1(t) =0, gi(e(t)) = g:(1) =z ¥

gj(a;(t)) = gi+1(0) = z;41. Por lo tanto, f estd bien definida.

Notemos que f es la extensiéon comin de las funciones g1 oy, g2 0, ...\ grr—10Q,—1, asi
que para cada k € {1,2}, m o f es la extensién comin de las funciones lineales por pedazos
Mk © gL O 1, Tk O G O A2, ..., T O Grn—1 © Qum_1. PoOr tanto, w1 o f y 7o o f son lineales por
pedazos.

Como para cada ¢ € {1,...,m — 1}, z;,z;41 € Img;, tenemos que {x1,...,z,} C Im f.
Dado que {p1,...,pn} C {21, ...,z }, entonces Im f contiene a los puntos py, ..., p, elegidos
en K desde el inicio.

Veamos que H(K,Im f) < . Como «; es suprayectiva para cada i € {1,...,m — 1},
tenemos que

Im f = J{Img; : ¢ € {1,....,m — 1}}
= Hzqugzia:ie{l,..,m—-1}}
C N({x1,...,Tm},€)
C N(K,e¢).
Por otro lado, como {z1, ...,z } C Im f,
KcN{z1,.yTm},€)
C N(Im f,e).

Esto demuestra que H(K,Im f) < . Con esto terminamos la prueba del lema. m

En la prueba de los principales resultados de este capitulo usaremos el siguiente lema que
aparece en [19]. No incluimos su prueba aquf porque es muy técnica y ya ha sido publicada,

pero es importante mencionar que es un resultado esencial para nosotros y que se basa en
el teorema de los Alpinistas (Mountain Climbing Theorem).

Lema 3.4 [19, Lemma 5.3, p. 178] Suponga que n € N, a, < ap—1 < ... < a3 = b <
< b1 Sbp, e <1 < o< =€ < o< ep1 < ey, fr9:[0,n] = R son

funciones continuas lineales por pedazos y para cada i € {1,...,n}, f(i) = b;, g(i) = ey,

f([i = 1,4]) = [as, bs] y g([i — 1,4]) = [ci,eq] (entonces flo1) ¥ 9ljo,1] son constantes). Sea

A = mdz({mdz{|a; — c;|, |b; —e;|} i € {1,..,n}}U
{mdm{ai,l —a;,b; —b;_1,ci_1 —ci,e; — 6,‘,1} 1 € {2, ,n}})

Entonces existen funciones continuas lineales por pedazos o, : [0,n] — [0,n] tales que
a(0) = 0= 3(0), a(n) =n = B(n), y para cada t € [0,n],

|(foa)t)— (g0 B)(t)] <2
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3.1. Propiedad fupcon

Dada una familia de continuos {X, : a € J}, el producto X = [],.; Xo tiene la
propiedad fupcon (del inglés, “full projections imply connected open neighborhoods”) si
para cada subcontinuo M de X tal que 7,(M) = X, para cada o € J (7, es la a-
ésima proyeccién) y para cada subconjunto abierto U de X que contiene a M, existe un
subconjunto abierto conexo V de X tal que M C V C U. Claramente, cada producto de
continuos localmente conexos tiene la propiedad fupcon.

Por [14, Lemma 1, p. 75], el producto X = [],.; Xo tiene la propiedad fupcon si y
sélo si cada subcontinuo de X que se proyecta sobre cada X, es un subconjunto amplio
de X. Un subcontinuo M de un continuo X es amplio si para cada subconjunto abierto
U de X que contiene a M, existe un subcontinuo L de X tal que M Cintx(L) C L C U.
Los subcontinuos amplios fueron introducidos en [31] para mejorar la comprensién de los
continuos homogéneos y de los continuos de Kelley. Los autores de [31] probaron que si X es
un continuo de Kelley, un subcontinuo M de X es amplio si y sélo si el hiperespacio C'(X)
de subcontinuos de X es conexo en pequeno en M. Asi que, si X es un producto con la
propiedad fupcon, entonces es posible encontrar subcontinuos M de X en los cuales C(X)
es conexo en pequeno. Esto es algo notable, ya que en algunos de los ejemplos considerados
(productos de seudoarcos, solenoides y continuos de Knaster) de productos con la propiedad
fupcon, las propiedades de conexidad local son muy raras.

Algunos resultados acerca de la propiedad fupcon son:

A. cualquier producto de continuos de Knaster tiene la propiedad fupcon [3, Theorem
4.1 and Observation in p. 230],

B. cualquier producto de seudoarcos tiene la propiedad fupcon [3, Theorem 4.4 and
Observation in p. 230],

C. el producto de un solenoide consigo mismo no tiene la propiedad fupcon [3, Corollary
4.3, p. 228],

D. el producto de un seudoarco con cualquier producto de continuos de Knaster tiene la
propiedad fupcon [14, Corollary 9, p. 79],

E. existen continuos encadenables indescomponibles cuyo producto no tiene la propiedad
fupcon [14, Example 11, p. 81],

F. si un producto de dos continuos tiene la propiedad fupcon, entonces cada factor es un
continuo de Kelley [14, Theorem 10, p. 79],

G. hay una caracterizacién completa de los continuos encadenables X para los cuales la
diagonal en X x X tiene vecindades conexas arbitrariamente pequenas [16, Corollary 3.2,
p. 515],

H. todo producto de continuos homogéneos que tienen la propiedad del punto fijo tiene
la propiedad fupcon [19, Theorem 2.1, p. 174],

I. cualquier producto de un solenoide y cualquier continuo de Knaster tiene la propiedad
fupcon [19, Corollary 3.2, p. 176],

J. existe un continuo de Kelley X tal que X x [0,1] no tiene la propiedad fupcon [19,
Example 4.1, p. 176],

K. el producto de un continuo encadenable de Kelley y [0, 1] tiene la propiedad fupcon
[19, Theorem 5.4, p. 179], y

L. si my,ma, ..., m, es una sucesién finita de enteros mayores que 1 co-primos a pares y
si, para cada i € {1,...,r}, X, es el solenoide m;-adico, entonces X, X -+ X Xy, tiene la
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propiedad fupcon [4].

Esta seccién estd dedicada a probar que el producto de dos continuos encadenables de
Kelley tiene la propiedad fupcon, lo cual extiende el resultado K. Nuestro resultado también
cubre otros resultados conocidos, a saber: el producto de dos seudoarcos, el producto de dos
continuos de Knaster, el producto de un seudoarco y un continuo de Knaster y el producto
de un seudoarco o continuo de Knaster con [0,1]. Para probar este resultado, usamos y
adaptamos la técnica desarrollada por A. Illanes, J. M. Martinez-Montejano y K. Villarreal
en el Teorema 5.4 de [19]. Esta técnica depende fuertemente del Teorema de los Alpinistas
(el cual fue la base para probar el Lema 3.4). Un uso similar de esta técnica sirve para
probar el Teorema 3.8 en la siguiente seccién (vea [29]).

Las demostraciones de los teoremas 3.5 y 3.8 son bastante largas y técnicas, en ambas
tenemos que definir y considerar muchos objetos mateméticos tales como: funciones, nimeros
reales, puntos fijos de un espacio, intervalos de nimeros reales, etcétera. Para facilitar la
lectura de estas pruebas, haremos uso de cajas del siguiente estilo . Con ellas resaltaremos
cada objeto matemadtico que hayamos definido en el parrafo previo, para futuras referencias
durante la prueba.

Teorema 3.5 Si X y Y son continuos encadenables de Kelley, entonces X XY tiene la
propiedad fupcon.

Demostracién. Sean d y p métricas para X y Y, respectivamente. Suponemos que la
métrica D para X x Y esta dada por

D((z,y), (p,q)) = max{d(z,p), p(y,q)}

para cualesquiera (z,y), (p,q) € X x Y.
Sea M un subcontinuo de X x Y tal que nx (M) =X y ny (M) =Y.
Sea U un subconjunto abierto de X x Y tal que M C U. Sea ¢ > 0 tal que

N(M,3c) CU.

Por [14, Lemma 1, p. 75], solamente necesitamos mostrar que hay un subcontinuo R de
X xY tal que M C intxxy(R) C R C N(M, 3¢).c.

Pongamos

Sea R la componente de Z que contiene a M.

En el caso en que M C intxxy (R) hemos terminado.

Supongamos que esto no se cumple.

Haremos una serie de construcciones y probaremos un buen nimero de afirmaciones para
obtener una contradiccién.

Podemos elegir un punto

Z = ClXXy(N(M, 28))

(Po,q0) € M \ intx xy (R).
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(poa QO)

Como X y Y son continuos encadenables, por [27, Theorem 12.11, p. 235], existen -
funciones ¢x : X — [0,1] y ¢y : Y — [0, 1].

Por el Lema 3.1, existe n > 0 tal que n < € y para cada subintervalo J de [0,1] con
didmetro(J) < 7, tenemos que

didametro(p ' (J)) < % y didmetro(py' (J)) <

N ™

Por la continuidad uniforme de ¢y vy ¢y, existe ¢ > 0 tal que:

six,y € Xyd(z,y) <(, entonces |px(2) —px(¥)| < <

. 7
siz,yeY yp(x,y) < ¢, entonces |py(x) — ¢y (y)] < -

Como X y Y son continuos de Kelley, existe 0 > 0 tal que 6 <min{5,(} y

i)si A e C(X),pe Ay q € B(p,d), entonces existe B € C(X) tal que ¢ € By
HX(A7B) <G

1) si Ae CY),pe Ay q € B(p,J), entonces existe B € C(Y) tal que ¢ € By
Hy (A, B) < C.

Como (pg, qo) € M \intx xy (R), podemos tomar un punto
(z0,%0) € B((po,q0),6) \ R.

(0, v0)

Sea T la componente de Z que contiene a (g, yo)-

T

mo R # T, por el Teorema del Cable Cortado [20, Theorem 12.9, p. 101], hay dos
subconjuntos compactos ajenos Rg y Ty de Z tales que Z = RgUTy, RC Ry y T C T.

Por [20, Theorem 14.6, p. 112], existe un arco ordenado de {(po,q0)} a M. Entonces,
existe una funcién continua inyectiva o : [0, 1] — C(M) tal que ¢(0) = {(po,q0)}, o(1) = M
y:si 0 <s <t <1, entonces o(s) C o(t).

Por la continuidad uniforme de o, hay un n € N tal que si s,t € [0,1] y [s —¢] < £,
entonces Hx xy (0(s),0(t)) < .

.

Para cada j € {0,1,...,n}, sean t; = L, A; = wx(0(t;)) y Cj = ny(o(t;)). Notemos que
{po} = Ao, {ao} = Co y para cada j € {1,...,n},

Hxxy(o(tj-1),0(t;)) <¢.
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Esto implica que HX(Aj,l,Aj) <(CyHy(Cj—1,C;) < (.

’to,th-n, thAo, Ay, HCO, Cy,..., Oy ‘
Para cada j € {1,...,n}, por la eleccién de 0y (xo0,Yo0), existen subcontinuos K; y L; de
X y Y, respectivamente, tales que zo € K, Hx(K;, Aj) < ¢, yo € Lj y Hy (L;,C;) < (.

]Kl, Ks,..., K, \ ] L1, La,..., Ln\

Sean Ko = {zo} = Bo, Lo = {yo} = Do y paracada j > 1, B; = KUK, U..UKj y
Dj = Lo U Ll U...u LJ Entonces Hx(Ao,BO) = d(po,xo) < C, HY(Co,DQ) = p(qO,yo) < C
y para cada j > 1, B; y D; son subcontinuos de X y de Y, respectivamente, tales que

x (4, B;) <y Hy(Cj, D;) <.
Bi,..., By, HDO, Di,..., Dn\
Sea j € {0,1,...,n}. Como Hx(4,,B;) < ¢y Hy(C;,D;) < (, la eleccién de ¢ implica

que
no_n
Hip,11(0x(45), ox(Bj)) < 18 < 16

Ho,1)(py (C)), oy (D)) < 5 <16

Sea j € {1,...,n}. Como Hx (A;_1,4;) < (yHy(C;_1,Cj) < ¢, la eleccién de ¢ implica
que
Hio,y (o (4j-1): 0 x (47)) < 25 < 15
X X 48 T 16

n
Hip11(py (Cj-1), 9y (C))) < 13 < 16"
Para cada j € {1,...,n},
Hjo 1(px (Bj-1), px(B;)) <

Hyo1)(¢x(Bj-1), px(Aj—1))+
Ho,1)(px (Aj-1), px(A;))+

Ho1)(px(4;), px(Bj)) <

n_n
48+48+48_16'

Similarmente,
n
Hjo1j(¢y (Dj-1), 0y (D;)) < 16

Sea § > 0 tal que § <min{D(u,v) : v € Ry y v € T} y 0 <min{5, 7£}. Como
clxxy (N(M,2¢)) =272 =RyUTy y M C Ry, tenemos N(M,0) C Ry.

Afirmacién 1. Existen rx,ry € N, dos f-funciones ¢y : X — [0,7x], ¥y : Y — [0,7y],
w > 0 (w < 6) y dos funciones continuas lineales por pedazos puyx : [0,rx] — [0,1] y
iy : [0,7y] — [0, 1] que satisfacen:

(D siz,ue Xy |Yx(z) —¢x(u)| <w, entonces d(z,u) < 6;

(2)siv,y €Y y [y (v) — ( )| < w, entonces p(v, y) < 0;

(3) para cada = € X, [(pnx o ¥x)(x) — ox(2)] <0 < 7
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(4) para cada y € Y, |(ny o ¥y ) () — oy ()] < 0 < 3

(5) para cada i € {1,...,n}, Hp1j(kx (¥ x (4i-1)), MX(¢X(Ai))) <1y
H[O,l](/‘Y('@[JY(Ci*l)) NYWY( i) < %,

(6) para cada i € {0, 1,...,n}, Hio1)(tx (¥x (Ai)), ux (¥x(Bi)) < § ¥y
H[o,l](ﬂy(@by(ci))aﬂywy( i) < %»

(7) para cada i € {1,...,n}, Hyp 1j(kx (¥ x (Bi-1)), nx (¥x (Bi)) < 7 ¥

n
4°

/\><

Hio 1) (py (Yy (Di1)), py (¥y (Ds)))
o[ @] [x] [v]
Para probar la Afirmacién 1, aplicamos el Lema 3.2. Primero lo aplicamos usando el
continuo X, la funcién ¢y y el nimero 6. Asi, obtenemos rx € N, una @-funcién ¢y :
X — [0,rx] y una funcién continua lineal por pedazos px : [0,7x] — [0, 1] que satisfacen
(3). Ahora, aplicamos el Lema 3.2 usando el continuo Y, la funcién ¢y y el nimero 6. De
esta manera, obtenemos ry € N, una 6-funcién ¢y : Y — [0,7y] y una funcién lineal por
pedazos iy : [0,7y] — [0,1] que satisfacen (4). Como %y es una #-funcién, por el Lema
3.1, existe wx > 0, con wx < 6, tal que si z,u € X y |[¢x(x) —Yx(u)|] < wx, entonces
d(z,u) < 6. Como 1y es una -funcién, por el Lema 3.1, existe wy > 0, con wy < 6, tal
quesiv,y €Y y |y (v) — ¥y (y)| < wy, entonces p(v,y) < 6. Pongamos w =min{wx,wy }.
Entonces w < 6 y las funciones ¢y y 1y son f-funciones que satisfacen (1), (2), (3) y (4).
Para probar (5), tomemos i € {1,...,n}. Por (3), tenemos que

Hoj(px (¥ x (Ai-1)), nx (¥ x(A))) <
Hio 1y (px (¥x (Aic1)), px(Aic1))+
H[o,l](‘P (A ) (Az))
Hjo,1)(px (4i), XWX(Az)))

I
noen o n o n
6+ 6+ 6 4

Similarmente, por (4),

Hio 1) (1y (¥y (Ciz1)), iy (¥y (Ci))) <

13

Para probar (6), tomemos i € {0, 1,...,n}. Por (3), tenemos que

Hio, 1 (px (¥ x (Ai), ix (¥ x (Bi))) <

Hio1(px (¥ x(4i), px (Ai))+
Ho,1)(px (Ai), px (Bi))+

Hio 1) (¢x (Bi), px (¥x(Bi))) <
no,on..n Q
16776716

Similarmente, por (4),

Hio,1)(1y (¥y (Ci)), iy (¥y (Di)) <

S|
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Para probar (7), tomemos ¢ € {1,...,n}. Por (3), tenemos que
Hjo1)(1x (Vx (Bi-1)), bx (¥ x(Bi))) <

Hio,1)(kx (¥ x (Bi-1)), ox (Bi-1))+
Ho1j(¢x(Bi-1), px (Bi))+

Ho1)(¢x (Bi), ux (¥x(Bi))) <

n n Ui Ui
16+16+16<4

Similarmente, por (4),

Ho,1)(y (¥y (Di-1)), py (¥y (D1))) <

NS

Por tanto, la prueba de la Afirmacién 1 estd terminada.

Para cada i € {0,1,...,n}, sean
[a; 7le] tx (Y¥x (4q)), [Csz LX} = px (¥ x(Bi))s
[‘13/71% | =ny (y (Ci)) ¥ [03/7 ﬂ = py (Yy (Dy)).

la mfﬂ\![ff, ]
[la?, o111 e}
Entonces
[a()va] = {ux(x(po))}s
aé( = b8(7
[ e0] = {nx(¥x(z0))},
& = e
lag b5 ] = {y (Wy (@)},
= .
[5.e0] = {ny @y o))},
cé/ = eé/.

Por (6), para cada i € {0, 1,...,n}, Hio 1y(laX,b¥], [, eX]) < 7., Io cual implica que

méx{|a;* — ¢ |, [ — |} < Z

Por (5), para cada i € {1,...,n}, Hy11([a;" 1,6 1], [a;%, b;°]) < %, lo cual implica que

méx{a;; —a;, b} — b} < g

Por (7), para cada i € {1,...,n}, Hy ([, 65 1],[¢;5, ]) < %, lo cual implica que

méx{cX | —cX, e’ —e; 1}<Z.
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Por tanto,
méx({max{|a; — ¢,

b —ef|}:ie{0,1,..,n}}U
{méx{afil —alX,bZX —bfil,cfil — ciX,elX — efil} cie{l,...,n}t})
n
< —.
4

Similarmente, usando (6), (5) y (7), puede ser mostrado que

méx({méx{|a) — ]|,

by —el|}:i€{0,1,...,n}}U

{méx{azil - fl}/,b}/ - 53:170211 - CzYae}/ - ez}':l} S {17 7n}})
n

< -.
4

Para cada k € {1,2}, sea 7, : R? — R la proyeccién respectiva en la k-ésima coordenada.

Dado ¢ € {0,1,....,n}, como A; = wx(o(t;)) vy C; = my(o(t;)), tenemos m1((¢x %
) (0(t)) = V(A7) € 0,7x] ¥ ma(bx x Gy )(@(t)) = ¥y (C3) © 0,71,

Entonces (¢ X ¢y )(0(t;)) es un subcontinuo del conjunto ¢ x (A4;) X ¥y (C;) v ¥ x (4;) X
¥y (C;) es un arco o una 2-celda. Entonces, por el Lema 3.3, existe una funcién continua
fi i [t,i+1] = ¥x(A;) x 1y (C;) tal que: cada coordenada de f; es lineal por pedazos, Im f;
estd tan cerca como queramos de (y X ¥y )(o(t;)) e Im f; contiene cualesquiera puntos
previamente elegidos en (¢ yx X 1y )(o(t;)).

Elegimos f; de modo que satisfaga las siguientes condiciones.

Como (Y x x 1y )(o(to)) = {(¥x(po), ¥y (qo))}, podemos elegir fo como la funcién cons-
tante que sélo toma el valor (¢ x(po), ¥y (qo))-

Como 1y es una 6-funcién, ¥y es suprayectiva. De modo que existe z* € X tal que
Px(z*) = 0. Recordemos que mx (M) = X, asi que existe y* € Y tal que (z*,y*) € M.
Entonces (¢ x X ¥y )(z*,y*) € (Yx Xy ) (M) = (¥ x X ¢y )(0(tn)). De modo que podemos
pedir que (¢ x Xty )(z*,y*) € Im f,,. Sea t* € [n,n+1] tal que f,,(t*) = (Yx Xy )(z*,y*) =
(Wx(x%),%y (y*)) = (0,9y(y*)). De modo que 0 € Im(7w; o f,). Similarmente, podemos
pedir que rx € Im(m; o f,,). Por tanto, podemos pedir que 71 o f,, : [n,n+ 1] — [0,7x] sea
suprayectiva. Similarmente, podemos pedir que myo0 f,, : [n,n+1] — [0,7y] sea suprayectiva.

Como px X py es uniformemente continua, f; puede ser elegida de manera que

Hio a2 ((x X py )(Im fi), (px X py ) (Y X 9y )(0(8:))) < g, y

Hio rx)xjore] (I fi, (W X y)(0(8))) < w. (8)

Notemos que
m1((x % py )(Im f3)) = px (mi(Im f)) C px (¥x(A;)) = [aéx,bzx]a

m((nx X iy ) (Y x X y)(o(ti)))) =
px(m((Vx x Yy)(0(t:)))) = px (Yx (Ai) = [ai", b077],
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y también
Ta((px X py)(Im i) = py (m2(Im f;)) C py (3 (Ci)) = [a) B} ], ¥

ma((tx X py ) (Vx X Py )(a(t:)))) =

py (ma((Vx X Py )(0(t:)) = py (Yy (Ch)) = [al, b} ].
Elegimos puntos w;, T;, y;, 2; en (¥ x X ¥y )(o(t;)) tales que

px (m1(w)) = ;% px (mi(zi) = b5, py (m2(yi)) = a) y py (m2(zi)) = b} .

bX

1 07

Entonces también podemos suponer que w;, x;, ¥;, z; pertenecen a Im f;. Entonces a:
px (mi(Im f3)) v a), b} € py (m2(Im f;)). Por tanto,

mi((ux x py)(Im f;)) = [, 6] y

m2((ux x py)(Im f3)) = [a}, b ].

De hecho, retrazando una parte de la trayectoria f;, si es necesario, podemos pedir que
fi termine en z;. Ast, f;(i+1) = z; y m1((uyx X py)(fi(i +1))) = bX.

Sii > 1, como o(t;—1) C o(t;), podemos pedir también que Im f; comience en el punto
wi—1. Ast, fi() = w1y m((ux % py)(fi(0))) = b% .

Definimos fx : [0,n + 1] — [0,1] como la extensién comun de las funciones continuas
lineales por pedazos 71 0 (fixy X fiy) © fo, .-, M1 0 (b X fty ) © frn. Consideramos la extension
comin f* : [0,n+ 1] — [0,7x] x [0,7y] de todas las funciones fy,..., f,. Notemos que
fx = mo(ux X puy)o f* = puyom o f*y fx es lineal por pedazos. Como 7 o f, :
[n,n+1] — [0,rx] y m20 fn : [n,n+ 1] — [0,ry] son funciones suprayectivas, tenemos que
T Of [0, n—|— 1] = [0,7x] y maof* : [0,n+1] — [0, ry] también son funciones suprayectivas.

Para cada i € {0,1,...,n}, fijemos un punto p; € ¥y (B;) tal que pux(p}) = eX. En el
caso que i = 0, p; = ¥ x(x0). Sii > 1, como ¢ x(B;) es un subintervalo de [0,rx] y pi_; €
Yy (Bi—1) C ¥ x(B;), existe una funcién continua lineal por pedazos g; : [i,i+ 1] — ¢ x (B;)
tal que g;(i) = pi_y, gi(i + 1) = p} y gi([i,i +1]) = ¥x(B;). Entonces px(gi(i)) = e,
px(gi(i+1) =ely

px (gi([i, i+ 1)) = px (Vx (Bi) = [¢" &7 ].

Consideremos a la funcién constante gq : [0, 1] — {¥ x(z0)}-

Sea g : [0,n + 1] — [0,1] la extensién comun de las funciones continuas lineales por
pedazos [y © go, ..y fix © gn, v sea g* : [0,n + 1] — [0,rx] la extensién comin de las
funciones continuas go, ..., g,. Notemos que g = iy 0 g* y g es lineal por pedazos.

[4][o"]
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Por el Lema 3.4, existen funciones continuas lineales por pedazos ax,S8y : [0,n+ 1] —
[0,n + 1] tales que ax(0) = 0 = Bx(0), ax(n+1) =n+1 = Fx(n+ 1), y para cada
tel0,n+1],

Recordemos que, para cada i € {0,1,...,n}, los puntos y; y z; fueron elegidos en Im f;
de modo que satisfacen py (mo(yi)) = a) v py (m2(2;)) = bY .

|(fx oax)(t) = (goBx)(#)] <

N3

. (9)

Afirmacién 2. Existe una funcién continua lineal por pedazos suprayectiva A : [0,n +
1] — [0,n + 1] tal que A(0) =0 y para cada i € {0,1,...,n}, (f*oaxoN)(i+1)=2zy

m2((ux % py )((f* 0 ax o N)([i,i +1]))) = [a7,0}'].

Para probar la Afirmacién 2, definimos rg = 0y para cada i € {1,...,n+1}, r; = sup{t €
[0,n+1] : ax([0,t]) C [0,¢]}. Notemos que ax(r;) =4, 41 = n+ 1y, para cada ¢ € [ro,m1],
se cumple que ax (t) € [0,1] y f*(ax(t)) = (¥x(po), ¥y (q0))-

Sea i € {1,...,n + 1}. Entonces f*(ax(r;)) = f*(i) = ;-1 y [i — 1,4 C ax([ri—1,74]).
Como el dominio de f;—1 es [i — 1,4 y z;—1 € Imf;_1, existe s; € [r;_1,7;] tal que
fic1(ax(s;)) = zi—1. Pongamos sp = 0. Notemos que sp = rg y $i—1 < 11 < 8; < 7.
Asi, podemos definir A; : [i —1,4] — [s;_1, ;] como la funcién lineal por pedazos mds simple
que satisface \;(i — 1) = s;-1, A(1 — 1 + %) =r;y ANi(i) = s;.

Para cada ¢ € {1,...,n}, \i() = s; = Ai41(@), de modo que la extensién comun A :
[0,n + 1] — [0,n + 1] de todas las funciones Aq, ..., A, 41 estd bien definida. A es continua
porque Ay, ..., Apt1 son continuas. La funcién A es suprayectiva porque A(0) = A1(0) =59 =0
yAn+3) =Xyi(n+3)=rpp1=n+1

Sea ¢ € {0,1,....,n}. Entonces A(i + 1) = i1t + 1) = 8441y (ffoaxoN)(i+1) =
filax(si+1)) = 7. Resta mostrar que

ma((x X py)((f* 0 ax 0 A)([i,i+ 1)) = [a7, b ]-

Primero tomamos ¢ € [i,7 + 1]. Entonces A(t) = Aiy1(t) € [si,riq1] ¥, por la definicién
de 7i41, ax(A(t)) € [0,4 + 1]. Sea j € {0,1,...,4} tal que ax(A(t)) € [j,7 + 1]. Entonces
Fax (A1) = fi(ax(A(1))). Como ma((ux x py)(Im f;)) = [a],b}'] C [a)",b}], tenemos
aue ma((1ux % iy )(fy(ax (AH))) € [a) b))

Ahora, tomamos u € [a), b} ]. Como ma((x X py ) (Im £;)) = [a), b)Y ], existe v € [i,4+1]
tal que 72 ((px X py)(fi(v))) = u. Como [i,5 + 1] C ax([ri,Ti+1]), existe s € [r;, ri41] tal
que ax(s) = v. Como [ri,Tit1] C [$iTit1] ¥ Aix1 : [4,4 + 1] — [s4,741] es suprayectiva,
existe ¢ € [i,7 + 1] tal que A\j11(¢) = s. Entonces, ma((px X iy )((f* o ax o N)(t))) = u.

Por tanto, la prueba de la Afirmacién 2 estd terminada.

Sea fy = ma o (ux X py)o (f*oax o)) : [0,n+ 1] — [0,1]. Notemos que fy =
py oma o (f*oax o)y fy es lineal por pedazos.
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Para cada i € {0,1,...,n}, fijemos un punto ¢} € ¥y (D;) tal que py(q)) = e¥. En el
caso que 7 = 0, g} = ¥y (yo). Si i > 1, como 9y (D;) es un subintervalo de [0,7y] y ¢._; €
Yy (D;—1) C ¥y (D;), hay una funcién continua lineal por pedazos h; : [i,i + 1] — 1y (D;)
que satisface h; (i) = ¢}_;, hi(i+1) = ¢, y hi([i,i+1]) = ¥y (D;). Entonces, uy (hi(i)) = e) 4,

py (hi(i+1)) =€) y

py (hi(liy i+ 1)) = py (Yy (D) = [}, €] ].

Consideremos a la funcién constante hg : [0, 1] — {¢y-(yo)}-

Sea h : [0,n 4 1] — [0, 1] la extensién comin de todas las funciones lineales por pedazos
ty © ho, ooy fly O iy, y sea h* 1 [0,n + 1] — [0, ry] la extensiéon comun de todas las funciones
ho, ..., hyn. Notemos que h = py- o h* y h es lineal por pedazos.

Por el Lema 3.4, existen funciones continuas lineales por pedazos oy, 8y : [0,n + 1] —
[0,n 4 1] tales que ay(0) = 0 = 8y (0), ay(n+1) = n+1 = By(n+ 1), y para cada
teo,n+1],

[(fy oay)(t) = (hoBy)(t)] <

o3

(10)

Por la continuidad uniforme de g* o Sy o Aoy, h* o By, 1o ffoaxoloay, myo f*o
axoloay,gofyoloay y hopfy, existe d > 0 tal quesi s,t € [0,n+ 1]y |s—t] <V
entonces

*

[(g" 0 Bx 0o Aoay)(s) = (g7 0 Bx o Aoay)(t)] <w,
[(h* 0 By)(s) — (" 0 By) ()] < w,
(o ffoaxoXoay)(s) —(
)(s) = (
(

S m o ffoaxoloay)(t)| <w,

(
w0 ffoax oloay)(t)| <w,

(goBx o Xoay)(s) = (g0 Bx 0 hoay)(B)] < § v

|(m2 0 f*oax oAoay)(s

(o By)(s) = (ho By)(B)] < 7. (1)

Como 71 o f,, es suprayectiva y también lo son ax, A y ay, tenemos que w1 o f*oax o
Aoay : [0,n+1] — [0,rx] es una funcién continua y suprayectiva y como g* oSy o Aoay :
[0,n 4+ 1] — [0,7x] es continua, existe 7/ € [0,n + 1] tal que (w1 0 f*oax oAoay)(r) =
(9" 0 Bx 0 Aoay)(T').

/
-
Como 750 f,, es suprayectiva y también lo son ax, A y ay, tenemos que mo 0 f*oax oo
ay :[0,n+1] — [0,7y] es una funcién continua y suprayectiva y como h*o Sy : [0,n+1] —
[0, 7y] es continua, existe x’ € [0,n + 1] tal que (m20 f*oax o Aoay)(X') = (h* o By )(X)-
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Tenemos dos casos para 7'y x’ a saber: 7/ < x’ 0 X’ < 7’. En ambos casos obtendremos
una contradiccién al probar que RgNTy # (0. En el primer caso, presentamos las afirmaciones
3, 4y 5; en el segundo caso presentamos las afirmaciones 6, 7y 8. A pesar de que las afir-
maciones 6, 7y 8 se prueban de manera similar a las afirmaciones 3, 4 y 5, respectivamente,
escribiremos todas sus demostraciones por completez.

Caso A. 7 < Y.
Fijemos una particion 0 = 79 < 71 < ... < 7 < Tgy1 < ... <77 = )’ del intervalo [0, X/
tal que 7, = 7/ y para cada i € {1,...,0}, 7, — i1 < .

Para cada i € {0, 1, ..., k}, elegimos puntos u; € X y v; € Y que satisfacen

Ux(ui) = (g7 0 fx o Aoay)(Ti) y Py (vi) = (k7 o fy)(7:).

Para cada i € {k,k + 1...,1}, elegimos puntos u; € X y v; € Y que satisfacen
Vx(ui) = (mr0 fPoax oXoay)(ri) y ¥y (vi) = (A" o By)(7i).

Notemos que, como (¢g* oSy oloay)(7) = (710 f*oax o Aoay)(7’), no hay problema
en la eleccién de uy y vi. Como (g* o Sy o Aoay)(1o) = ¢*(0) = ¢ x(x0), elegimos ug = xo.
Como (h* o By )(10) = h*(0) = 1y (yo), elegimos vy = yo. Entonces, (ug,vo) = (2o, yo)-

Afirmacién 3. (u;,v;) € Rp.
Como (h* o By)(x') = (m20 f*oax oXoay)(x') vy 71 = X/, tenemos que

(Wx (w),y (vr)) = ((T10 froax o Xoay)(xX), (20 f*oax o Xoay)(X))
elm f*oaxoloay =Im f*.
Por (8), existe (mq,mg) € M tal que
1 x (), ¥y (01)) = (¥ x (ma), Py (m2))|| < w.

Esto implica que
[x () —x(mi)| <wy

[y (v) = Px(ma)| < w.
Usando (1) y (2), d(u;,m1) < 8y p(vi,ma) < 6. Entonces,

(ul,vl) S N(M, 9) C Ry.

Afirmacién 4. Para cada i € {0,1,....k — 1},

D (i, vs), (Wit1,vi41)) < 0,
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y para cada i € {0,1,....,k}, (us,v;) € To.
Para probar la primera parte de la afirmacién, tomemos ¢ € {0,1, ...,k — 1}. Tenemos
que T;4+1 — T; < ¥, entonces por (11),

[V x (ui) =y (uip1)| = [(g" 0 Bx o Aoay)(Ti) — (¢" 0 Bx o Ao ay)(Tiy1)| < w.

Asi que, usando (1), d(u;,u;1+1) < 6. Similarmente, usando (11) y (2), puede ser probado
que p(v;,vi11) < 0. Por tanto, D((u;, v;), (wis1,vig1)) < 0.

Para probar el resto de la afirmacién, tomemos ¢ € {0,1,...,k} y veamos que (u;,v;) €
N(M,3).

Sea j € {0,1,...,n} tal que (ax o Aoy )(7;) € [j,7+1]. Entonces, f*((axodoay)(r;)) =
fi((ax o Ao ay)(r;)). Por (8), existe (mi,mse) € o(t;) C M tal que

(e X py ) (fi((ax 0 Ao ay)(74))) = (px X py ) (0 x X Py ) (ma, ma)|| < g-

Esto implica que

lux (m1(fi((ax o Ao ay)(1i))) = px(Px(m1))] < Ty

s *I3

iy (ma(fi ((ax 0 Ao ay)(74))) = py (Py (m2))] <

Usando que fx = puyom o f*y fy = py om0 f* oax o A, podemos reescribir las tltimas
dos desigualdades como

[Fx((x 0 Xo ay) (1)) = px(x (m) < § ¥

[y (e (7)) = py (y (ma))| < £

Por (3) y (4), [nx (¥x (m1)) — ox(m1)| < ¥ lpy (Py (m2)) =y (ma)| < §. Asf,

[Fx((ax 0 Xe ay)(ri)) = ox(mi) < ¥

[y (v (r2)) = gy (ma)] < 7. (12)

Por la eleccién de ax y B (vea (9)),

[(fx o ax)((Aoay)(ri)) = (g0 Bx)((Aoay)(r:))| <

o3

Por definicion,

px (Yx (i) = px (g% 0 Bx o Ao ay)(ri)) = g((Bx o Ao ay)(Ts)).
Entonces, por (3) y (12),
[px (us) — ox(ma)] <
o (i) = pux (P x (wi))] +
lx (¥x (ui)) = fx((ax o Ao ay) (7)) +
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|fx ((ax o Xoay)(Ti)) — px(m1)] <

mynn_
sT2TuT s
Por la eleccién de 7, d(u;,m1) < 5.
Por la eleccién de ay y By (vea (10)), |(fy o ay)(7i) — (ho By)(7:)| < 4. Por definicién,
2),

ty (Yy (vi)) = py ((h* 0 By )(7i)) = h(By (7;)). Entonces, por (4) y (1
loy (vi) — @y (m2)| <

[y (Vi) — py (Py (vi))] +
ly (Vy (v3)) = fy (ay (13))] +
|y (ay (7:)) — @y (m2)| <

n_Tmm
+ti= 3

7
* 8

A
8 2

Por la eleccién de 7, p(v;, m2) < 5.
Por tanto, (u;,v;) € B((m1,ms2),5) C N(M,5) C Z.
Como (ug,v0) = (zo,y0) € To vy (u1,v1) es un punto en Z tal que

D((uo,vo), (ur,v1)) <0,

la eleccién de 6 implica que (u1,v1) € Tp. Procediendo de esta manera, obtenemos que
(UQ, ’02), ceey (Uk, ’Uk) € To.
Por tanto, la prueba de la Afirmacion 4 estd completa.

En el caso que 7 = X/, tenemos que (uj,v;) = (ug,vgx) € Tp. Sin embargo, por la
Afirmacién 3, tenemos que (u;,v;) € Ry, lo cual contradice que Ty y Ry son disjuntos. Asi,
<X

Afirmacién 5. Para cada i € {k,k+1,...,1 — 1},

D((ui, vi), (wit1,vi41)) <6,

y para cada i € {k,k+1,...,1}, (u;,v;) € Tp.
Para probar la primera parte de la afirmacién, tomamos ¢ € {k,k+1,...,I —1}. Tenemos
que 7,41 — 7; < ¥, entonces por (11)

|1/)X(ul) - wX(U1'+1))| —

|(mioffoaxoXoay)(r;) —(mio ffoaxodoay)(Tit1)| <w.

Ast que, por (1), d(u;, uir1) < 6. Similarmente, usando (11) y (2), puede ser probado que
p(vi,vi41) < 0. Por tanto, D((us, v;), (Wit1,vit1)) < 6.

Para probar el resto de la afirmacién, tomemos i € {k,k+1,...,1}. Veremos que (u;,v;) €
N(M,5).
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Sea j € {0,1,...,n} tal que (ax oXoay )(7;) € [, j+1]. Entonces, f*((axoloay)(;)) =
fi((ax o Xoay)(r;)). Por (8), existe (m1,m2) € o(t;) C M tal que

(e Xy ) (" ((ax 0 Ao ay)(74))) = (x X py ) (0 x X by ) (ma, ma)|| < g-

Esto implica que

Entonces
[Fx((x 0 X ay) (1)) = px(x(m)| < { ¥

[fy (ay (13)) = by (dy (m2))] <

Por (3) y (4.
e (e (1) = px (m)] < 3 v

[y (Vy (m2)) — @y (m2)] < g.

Asi,
)

[Fy (e (1)) = oy (ma)| < 1. (13)

<

>3

y

|/x((ax 0 Ao ay)(7i)) — px(m
<

Por definicién,
px (Vx(ui)) = px((mro ffoax o doay)(ri)) = fx((ax o Aoay)(Ti)).
Entonces, por (3) y (13),
lpx (ui) = px(mi)| <
lox (ui) = px (Vx (u))| +
lx (Vx (1) — fx((ax o Ao ay)(Ti))|+
|fx((ax o Aoay)(T:)) — ¢x(mi)| <

3n

n Ui
LAY g DI
8+ +4 8

Por la eleccién de n, d(u;, m1) < 5.
Por la eleccién de ay y By (vea (10)), |(fy o ay)(7i) — (ho By )(7:)| < 4. Por definicién,
py Py (vi)) = py ((h* 0 By)(7i)) = h(By (7:)). Entonces, por (4) y (13),

Py (Vi) = ¢y (m2)] <

loy (Vi) = py (Py (v:i))] +
[y (Yy (vi) = fy (v (7)) +
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Por la eleccién de 7, p(v;,mz) < §.
Por tanto, (us,v;) € B((m1,m2),5) C N(M,5) C Z.
Como (ug,vk) € To v (Ug+1,Vk+1) €8s un punto en Z tal que

D((ug,v), (Ukt1,V641)) <0,

la eleccién de 0 implica que (ug41,vk+1) € To. Procediendo de esta manera, obtenemos que

(U2, Vk42), -y (wr,01) € Tp.
Por tanto, la prueba de la Afirmacién 5 estd completa.

Por las afirmaciones 3 y 5, tenemos que (u;,v;) € Ry N Tp. Esto es una contradiccion
porque Ry y Ty son disjuntos. Por tanto, el Caso A no es posible.

Caso B. Y/ < 7.

Fijemos una particién 0 = 79 < 71 < ... < T < Tgy1 < ... <77 =7’ del intervalo [0, 7]
tal que 7, = X’ y para cada i € {1,...,1}, 7; — 7;—1 < ¥. Para cada i € {0, 1, ..., k}, elegimos
puntos u; € X y v; € Y que satisfacen

Vx(ui) = (9" 0 fx o Aoay)(ri) y ¢y (vi) = (h" o By)(74).
Para cada i € {k,k + 1...,1}, elegimos puntos u; € X y v; € Y que satisfacen

Vx(ui) = (g% o Bx o Xoay)(r:) y ¥y (vi) = (ma0 f*oax o Xoay)(r;).

Notemos que, como (h* o 8y)(x) = (m2 0 f* o ax o Ao ay)(X’'), no hay problema en la
eleccién de ug y vi. Como (g* o By oXoay ) (o) = ¢*(0) = ¢ x (x0), elegimos ug = z¢. Como

(h* o By )(10) = h*(0) = 9y (yo), elegimos vy = yo. Entonces, (ug, vo) = (o, yo)-

Afirmacién 6. (u;,v;) € Ro.
Como (g* oy oAloay)(r)=(m o f*oaxodoay)(r') y 7, =7/, tenemos que

(W (w), ¥y (v)) = ((m1 0 f*oax o Xoay)(r), (m20 f*oax o Aoay)(r'))
elm ffoaxoloay =Im f*.
Por (8), existe (m1, m2) € M tal que

1@ x (W), dy (vr)) = (Y x (ma), by (m2))|| < w.

Esto implica que
[Vx () —x(mi)| <wy

[Py (v1) = Py (ma)| < w.
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Usando (1) y (2), d(u;,m1) < 0y p(v;, ma) < 6. Entoces,

(ug,v;) € N(M,0) C Ry.

Afirmacién 7. Para cada i € {0,1,....k — 1},

D((wi, i), (Uit1,vi41)) < 6,

y para cada i € {0,1,....,k}, (u;,v;) € Tp.
Para probar la primera parte de la afirmacién, tomemos i € {0,1,...,k — 1}. Tenemos
que T;4+1 — 7; < 9, entonces por (11),

[ (ui) = Px (uipr)| = (g7 0 Bx 0 Ao ay)(ri) = (97 0 Bx 0 Ao ay)(Tit1)| < w.

Asf que, usando (1), d(u;,u;+1) < 6. Similarmente, usando (11) y (2), puede ser probado
que p(v;,vi11) < 0. Por tanto, D((u;, v;), (wit1,vig1)) < 6.

Para probar el resto de la afirmacién, tomemos ¢ € {0,1,...,k} y veamos que (u;,v;) €
N(M,$).

Sea j € {0,1,...,n} tal que (ax oXoay)(7;) € [j,j+1]. Entonces, f*((axoloay)(r;)) =
fi((ax oXoay)(r;)). Por (8), existe (m1,m2) € o(t;) C M tal que

(e X iy ) (fi((ax 0 Ao ay)(74))) = (px X py ) (Yx X Py ) (ma, ma)|| < g-

Esto implica que

lnx (m1(fi((ax o Ao ay)(7i))) — ux(¥x(m1))| < 5y

ol >3

iy (ma(fi ((ax 0 Ao ay)(74))) = py (Py (m2))] <

Usando que fx = py om o f*y fy = py om0 f* oax o A, podemos reescribir las tltimas
dos desigualdades como

[Fx((ax o Ao ay)(m)) = px(bx (m))| < 2 ¥

[y (e (7)) = py (y (m2))| < £

Por (3) y (4), lux (¥ x(m1)) —@ox(m1)| < Ly |y (¥y (m2)) — oy (ma)| < 3. Asi,

[Fx((ax o Ao ay)(m)) — ex(mi)] < 7 ¥

[Fr(av(ri)) = gy (ma)| < 7. (14)

Por la eleccién de ax y Bx (vea (9)),

|(fx oax)((Aoay)(7:)) = (goBx)((Aoay)(m:))] <

o3
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Por definicion,

px (Vx (ui) = px((g" 0 Bx o Aoay)(ri)) = g((Bx o Ao ay)(7:)).
Entonces, por (3) y (14),
lpx (ui) —px(mi)] <
o (us) — px (Y x (ui))| +
lnx (Vx (ui)) = fx((ox o Ao ay)(Ti))| +
|fx((ax 0 Ao ay)(Ti)) — px(mi)] <

7
11

2 4 8

Por la eleccién de 7, d(u;,m1) < 5.
Por la eleccion de ay y By (vea (10)), |(fy o ay)(7i) — (ho By )(74)
ty (Yy (vi)) = py ((R* o By )(7:)) = h(By (7:)). Entonces, por (4) y (14

Py (Vi) =y (m2)] <
Py (vi) = oy (Dy (vi))| +
|y (Yy (01)) = fy (v (3)) | +
[y (ay (1i)) = ¢y (ma)| <

n,om., n_7Mm
8+2+4_ 8"

| < 2. Por definicién,
);

Por la eleccién de 7, p(vi, mz2) < §.
Por tanto, (u;,v;) € B((m1,m2),5) C N(M,5) C Z.
Como (ug,v0) = (zo,y0) € To vy (u1,v1) es un punto en Z tal que

D((uo,vo), (u1,v1)) < 6,

la eleccion de @ implica que (uy,v1) € Tp. Procediendo de esta manera, obtenemos que

(u2,v2), ., (g, vg) € Tp.
Por tanto, la prueba de la Afirmacién 7 estd completa.

Afirmacién 8. Para cada i € {k,k+1,...,1 — 1},

D (i, vi), (Wig1,vi41)) < 0,

y para cada i € {k,k+1,...,1}, (us,v;) € Tp.
Para probar la primera parte de la afirmacién, tomamos ¢ € {k,k+1,...,1 —1}. Tenemos
que 7,41 — 7; < ¥, entonces por (11)

[¥x (ui) — ¥x ()| =

[(g"oBxoXoay)(Ti) — (9" o Bx o XNoay)(Tit1)| < w.

Asf que, por (1), d(u;,u;+1) < 0. Similarmente, usando (11) y (2), puede ser probado que
p(vi,vit1) < 6. Por tanto, D((u;,v;), (Uit1,vi11)) < 6.
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Para probar el resto de la afirmacién, tomemos ¢ € {k,k+1,...,1}. Veremos que (u;,v;) €
N(M,5).

Sea j € {0,1,...,n} tal que (axoAoay)(7;) € [j,7+1]. Entonces, f*((axodoay)(r;)) =
fi((ax o Ao ay)(7;)). Por (8), existe (m1,mq) € o(t;) C M tal que

(e Xy ) (" ((ax 0 Ao ay)(74))) = (x X py ) (9 x X by ) (ma, ma)|| < g-

Esto implica que

Entonces
[Fx((x 0 Noay)(mi)) = px (xc(m)| < £ v
[y (@ (7)) =y (by (ma))] < 1.
Por (3) y (4)
e (o (ma)) = pxc(ma)| < § v
iy (b (m2)) = gy (ma)] < 4.
Asi,
[Fx((ax o Xoay)(m)) —ex(mi)] < 7 v
[y (ay (7)) = py(ma)| < 7. (15)

Por definicién,

px (Yx (ui)) = px (9 0 Bx 0 Ao ay)(1i)) = g((Bx o Ao ay)(7i)).

Por la eleccién de ax y By (vea (9)),

[(fx oax)((Aeay)(r:)) = (g0 Bx)((Aeay)(ri))| <

o3

Entonces, por (3) y (15),
[ox (ui) — px (ma)] <
o (i) = px (P x (wi)) | +
lx (P x (ui)) = fx ((ax o Ao ay) ()| +
[fx((ax o Ao ay)(Ti)) — px(mi)| <

n,on_ n_7Mm
8+2+4_ 8"

Por la eleccién de 7, d(u;, m1) < 5.
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Por definicién,

try (y (vi)) = pry (2 0 f* o ax o Xoay)(7:)) = fy(ay(7:)).

Entonces, por (4) y (15),
loy (vi) — @y (m2)] <

[y (Vi) — py (y (Vi) | +
[y (y (vi) — fy (ay (T3))| +
| fy(ay (7)) — oy (m2)] <

n n_ 3n
Tio+ 2=
8 Ot 8
Por la eleccién de 7, p(vi, m2) < 5.
Por tanto, (u;,v;) € B((m1,m2),5) C N(M,5) C Z.

Por la Afirmacion 7 (ug,vk) € Tp y como (ug41,Vk+1) €s un punto en Z tal que

D((ug,v), (Ukt1,V641)) <0,

la eleccién de 0 implica que (ug41,vk+1) € To. Procediendo de esta manera, obtenemos que
(uk.+2, Uk-_;,_g), ceey (ul, Ul) e T1y.
Por tanto, la prueba de la Afirmacién 8 estd completa.

Por las afirmaciones 6 y 8, (u;,v;) € Ry N Tp. Esto es una contradiccién porque Ry y Tp
son disjuntos. Por tanto, el Caso B no es posible.

Como ambos casos, A y B, no se pueden dar, la prueba del Teorema 3.5 estd terminada.
]

3.2. Propiedad de Kelley

Los continuos de Kelley también son conocidos como continuos con la propiedad de
Kelley, precisamente porque fue J. L. Kelley quien defini6 esta propiedad. El la introdujo
en [23, p. 26], donde la llamé propiedad 3.2 y la usé para estudiar la contractibilidad de los
hiperespacios. Sin embargo, la propiedad de Kelley ha sido considerada interesante por si
misma por su relacién con otras propiedades en los continuos.

Por muchos anos, fue una pregunta abierta si el producto de dos continuos de Kelley
es un continuo de Kelley. Esto fue respondido en 1977, cuando R. W. Wardle presenté un
continuo de Kelley X tal que X x X no es un continuo de Kelley [32, Example 4.7, p. 297].
A pesar de este resultado, parecia natural que el producto de un continuo de Kelley con el
intervalo [0, 1] fuera un continuo de Kelley. Sin embargo, en 2004, J. J. Charatonik y W. J.
Charatonik presentaron un continuo de Kelley X tal que X X [0,1] no es un continuo de
Kelley [8, Theorem 1, p. 3]. Por otro lado, se sabe que si un producto de continuos es un
continuo de Kelley, entonces también lo son los espacios factores [32, Corollary 4.6, p. 297].
En esta direccidn, el siguiente problema parece ser interesante.
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Problema 3.6 Encuentre clases C de continuos con la siguiente propiedad: si X y Y son
continuos de Kelley que pertenecen a C, entonces X x Y es un continuo de Kelley.

Recuerde que un dendroide es un continuo arco conexo X tal que la interseccién de cada
par de sus subcontinuos es conexa. El siguiente caso particular del Problema 3.6 es una
pregunta abierta.

Problema 3.7 ;Es el producto de dos dendroides de Kelley un continuo de Kelley?

Esta seccién estd dedicada a probar que el producto de dos continuos encadenables de
Kelley es también un continuo de Kelley. Para probar este resultado, usamos y adaptamos la
técnica desarrollada por A. Illanes, J. M. Martinez-Montejano y K. Villarreal en el Teorema
5.4 de [19]. Esta técnica depende fuertemente del Teorema de los Alpinistas (el cual fue la
base para demostrar el Lema 3.4).

Aligual que en la prueba del Teorema 3.5, para facilitar la lectura de la demostracién del
Teorema 3.8, haremos uso de cajas del siguiente estilo 1 Con ellas resaltaremos cada ob jeto
matematico que hayamos definido en el péarrafo previo, para futuras referencias durante la
prueba.

Teorema 3.8 Si X y Y son continuos encadenables de Kelley, entonces X XY es también
un continuo de Kelley.

Demostracién. Sean d y p métricas para X y Y, respectivamente. Consideremos la métrica
D para X x Y dada por

D((z,y), (p,q)) = méx{d(z,p), p(y, )}

para cualesquiera (z,y), (p,q) € X x Y.

Sea € > 0.

Como X y Y son continuos encadenables, por [27, Theorem 12.11, p. 235], existen %—
funciones ¢y : X — [0,1] y ¢y : Y — [0,1].

Entonces, por el Lema 3.1, existe n > 0 tal que 1 < € y para cada subintervalo J de [0, 1]
con didgmetro(J) < 7, tenemos que

didametro(py' (J)) < % y didmetro(py ' (J)) <

N ™

Por la continuidad uniforme de ¢y v ¢y, existe ¢ > 0 tal que:

siz,u € X yd(z,u) <, entonces |px(z) — px(u)| < e

siv,y €Y y p(v,y) <, entonces |y (v) — @y (y)| < 5.

Como X y Y son continuos de Kelley, existe § > 0 tal que 0 <min{§,(} y que satisface
que
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i)si Ae C(X),pe Ay q € B(p,0), entonces existe B € C(X) tal que ¢ € By
HX(A?B) <C;

ii) si A e C(Y),pe Ay q € B(p,0), entonces existe B € C(Y) tal que ¢ € By
Hy(A,B) <.

Sean A € C(XxY), (po,qo0) € Ay (z0,y0) € B((po,qo),9). Encontraremos B € C(X xY)
tal que (zo,y0) € By Hxxy (A, B) < ¢.

(][ o0 |[(o.0)

Por [20, Theorem 14.6, p. 112], existe un arco ordenado de {(po,qo)} a A. Entonces,
existe una funcién continua inyectiva o : [0,1] — C(A) tal que o(0) = {(po,q0)}, o(1) = A
y:si 0 < s <t <1, entonces o(s) C o(t).

Lo]

Por la continuidad uniforme de o, hay un n € N tal que si s,t € [0,1] y [s —t] < £,
entonces Hx xy (0(s),0(t)) < .

|

Para cada j € {0,1,...,n}, pongamos t; = £, A; = wx(0(t;)) y C; = wy (o(t;)).

Para cada j € {1,...,n}, por la eleccién de 6 y (xo, yo), existen subcontinuos K; y L; de
X y Y, respectivamente, tales que zo € K;, Hx(K;,A4;) < ¢, yo € Lj y Hy(L;,C;) < ¢.

Sean Ko = {zo} = Bo, Lo = {yo} = Do y paracada j > 1, B; = KUK, U...UKj y
Dj =LoULiU..U Lj. Entonces Hx(Ao,BQ) = d(po,.%‘o) < C, HY(CO,DO) = p(qo,yo) < (:
y para cada j > 1, B; y D; son subcontinuos de X y de Y, respectivamente, tales que
Hx (4, B;) < ¢y Hy(C;,D;) <.

[(07 LO Bj, DJ

Sea j € {0,1,...,n}. Como Hx(A;,B;) < ( y Hy(C},D;) < ¢, la eleccién de ¢ implica

que

Hyo1j(ox (45), 0x(B) < 15 < 36

H[OJ](QOY(CJ)?()OY(DJ)) < @ < Tﬁ

Similarmente, para cada j € {1,...,n},

; , no_n
Ho1)(px(4j-1),¢x(4;)) < 5 <16

n
Hio,1)(¢y (Cj-1), 0y (C)) < TR
Para cada j € {1,...,n}, tenemos
Hjo1(px (Bj-1), px(B;)) <

Hip11(0x(Bj-1), ¢x(Aj-1))+
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Hp 11(ox(Aj-1), ox(A4;))+

Hy, 1](90X(A') @X(B‘)) <
non.on_n
48 + 48 + 48 16
Similarmente,

n
Hjo 1y (y (Dj-1), 0y (D;)) < 16"

El continuo requerido B serd construido como el limite en 2X*Y de una sucesién de
conjuntos finitos {E,,}men. Construiremos, para cada m € N, un nimero k,, € N y un

conjunto finito E,, = {(z{™,y™) :i € {0,1, ... kn}} C X x Y tal que Hx xy (Ep, 4) <
(zo,90) = (z [()m),y(()m)) y para cada i € {0,1, ..., k,, — 1},

m m 1 m m
(@™, x f+1))<%yp(yf L)) <

Sean m € Ny 6 > 0 tal que 6 <min{35, {%, 11

Afirmacién 1. Existen rx,ry € N, dos f-funciones ¢y : X — [0,7x], ¥y : Y — [0,7y],
w > 0 (w < 0) y dos funciones continuas lineales por pedazos py : [0,7x] — [0,1] ¥
wy : [0,7y] — [0,1] que satisfacen

() siz,ue Xy |Yy(z)—yx(u)| <w, entonces d(z,u) < 6;

(2) siv,y €Y y [y (v) — ¥y (y)] < w, entonces p(v, y)<0

(3) para. cada & € X, |(jx 0 x)(2) — px (2)] < 6 <

(1) para cada y € ¥, (. 0 ¥ )(0) — or(0)] < 0 < 2

(5) para cada i € {1,...,n}, Hy1j(ux (¥x (4i-1)), MX(¢X(Ai))) <1y
Ho 1) (py (¥y (Ci-1)), Ny(%by( i) < 1

(6) para cada i € {0,1,...,n}, Hyo 1) (1nx (¥x (4i)), nx (Yx (Bi))) < 7y
H[o,1] (ty (Py (C4)), py (Py (D ))) %

(7) para cada i € {1,...,n}, Hp1j(nx (Vx (Bi-1)), ux (¥x (Bi))) < § ¥
Hjo,1)(1y (¥y (Di-1)), NYW’Y( i) < -

X, Ty || Vx, Yy Hxs Hy

Para probar la Afirmacién 1, aplicamos el Lema 3.2. Primero lo aplicamos usando el
continuo X, la funcién ¢y y el nimero 0. Asi, obtenemos rx € N, una f-funcién ¢y : X —
[0,rx] y una funcién continua lineal por pedazos py : [0,7x] — [0,1] que satisfacen (3).
Ahora, aplicamos el Lema 3.2 usando el continuo Y, la funcién ¢y y el nimero 6. De este
modo, obtenemos ry € N, una 6-funcién ¢y : Y — [0, ry] y una funcién continua lineal por
pedazos py : [0,7y] — [0,1] que satisfacen (4). Como % x es una #-funcién, por el Lema
3.1, existe wx > 0, con wy < 6, tal que si z,u € X y |[¢x(z) —¢¥x(u)| < wx, entonces
d(z,u) < 6. Como 1y es una f-funcién, por el Lema 3.1, existe wy > 0, con wy < 6, tal
que si v,y €Y y |y (v) — ¥y (y)| < wy, entonces p(v,y) < 6. Pongamos w =min{wy,wy }.
Entonces las funciones 9y y 9y son #-funciones que satisfacen (1), (2), (3) y (4).
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Para probar (5), tomemos ¢ € {1,...,n}. Por (3), tenemos

H[O,l](MX('(/}X(Aifl))vMX("/}X(Ai))) <

Hjo1)(x (Vx (Aiz1)), ox (Aim1))+
Hio,1)(px (Ai-1), px (Ai))+
Hyp 11(0x (Ai), ux (Vx (A))) <
no.on . n_n
67167167
Similarmente, por (4),

n
Hio 1) (y (¥y (Cim1)), iy (¥y (Ci))) < 1
Para probar (6), tomemos i € {0, 1,...,n}. Por (3), tenemos

Hjo,q (nx (Vx (Ai)), bx (Px (Bi))) <

Hio 1 (px (¥ x (Ai), px (Ai))+
Hio1)(px (Ai), ox (Bi))+

Hio,1)(¢x (Bi), bx (¥ x(Bi))) <

noonom
6716716 1

Similarmente, por (4),
n
Hyo 1) (1y (¥y (Ci)),s py (dy (D)) < 1
Para probar (7), tomemos i € {1,...,n}. Por (3), tenemos

Hio1j(px (W x (Bi-1)), ix (¥ x (Bi))) <

Hip 1(px (¥ x(Bi-1)), ¢x (Bi—1))+
Hyp 11(0x(Bi—1), ¢x (Bi))+
Ho1)(¢x (Bi), px (VP x(By))) <
n 4 n n n

671616 1

Similarmente, por (4),

Hio 1) (y (¥y (Diz1)), py (¥y (Di))) <

|

Por tanto, la prueba de la Afirmacién 1 estd terminada.
Para cada i € {0,1,...,n}, sean

[ai(r bzX] = Htx (ﬁ’x (A’L))7 [CzX7 er} = #X(%( (Bi))y
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[a; 7b3/] py (Yy (Ci)) ¥ [cf,ef} = py (Py (
0,670, [, 1]
oY 071, () €]
Entonces
a5, b5] = {pxWx(po))},
aé( = bé(7
[0 e] = {uxWx(z0))},
S
[ag b1 = {uy(¥y(20)}
aé/ = b())/’
[0576(})/] = {MY(z/}Y(yo))}v
O
Por (6)7 para cada i € {0717“ n} HO 1]([ i 7bf(]7[cixaezx]) <
méx{|a — ¢ |, [} — e} |} < g
Por (5), para cada i € {1,...,n}, Hp 1)([a;* X650, (e, b)) <
max{aX | —aX, b — b }<Z

Por (7), para cada i € {1, ..

méx{c} | —

Por tanto,

méx({max{|a;\ — ¢

X pX —pX

{méx{azx—l a; ,0;

an Hpy([ef 654 [ ef]) < ¢

C:

X
i—1>Ci—1

X
761’

—ei} < g

Similarmente, usando (6), (5) y (7), puede ser mostrado que

maix({méxﬂa}/ — cﬂ , |b3/ = e}/|} 11 €40,1,...

Y pY —pY

{méx{azy— 1 a; ,9;

Para cada k € {1,2}, sea 7, : R? — R la proyeccion respectiva en la k-ésima coordenada.

Y
i—15Ci—1
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D;)).

7, lo cual implica que

7, lo cual implica que

, lo cual implica que

b =€t} rie{0,1,...,n}}uU
—cfe —eiig}rie{l,...,n}})
n
< 1
;n}yyu
Czyaez'/ - ez)'/—l} S {17 7”}})
n
T
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Dado i € {0,1,...,n}, como A; = 7wx(o(t;)) y Ci = wy(o(t;)), tenemos 71 ((¢x X
Uy )(o(t:) = ¥x(A:) C[0,rx] y ma((¥x X Py)(o(t:)) = ¢y (Ci) C [0,7y].

Entonces (¢ x X ¢y )(0(t;)) es un subcontinuo del conjunto ¢ x (A;) X ¥y (C;) v ¥ x (4;) X
1y (C;) es un arco o una 2-celda. Entonces, por el Lema 3.3, existe una funcién continua
fi i [5,i+ 1] — ¥ x(A4;) Xy (C;) tal que: cada coordenada de f; es lineal por pedazos, Im f;
estd tan cerca como queramos de (¢y X ¥y )(0(t;)) e Im f; contiene cualesquiera puntos
previamente elegidos en (¢ X 1y )(o(t;)).

Elegimos f; de modo que satisfaga las siguientes condiciones.

Como (Y x 1y )(o(to)) = {(¥x(po), ¥y (qo))}, podemos elegir fo como la funcién cons-
tante que sélo toma el valor (¢ x (po), ¥y (qo))-
Como px X py es uniformemente continua, f; puede ser elegida de modo que

Hio,1j2 ((x X py ) (Tm fi), (e X py ) (9 X ¢y )(0(8)))) < g, y

Hio,r)x (0,1 (Im fi, (¥ X ¥y)(0(£)))) < w. (8)

Notemos que
T ((px % py)(Im fi)) = px (mi(Im ;) C px (x (Ai)) = [af, b77],

m((nx X iy ) (Y x X y)(o(ti)))) =
px (m((Wx x Yy) (0 () = px (Yx (Ai) = a7, 077],

y también
mo((x X py)(Im fi)) = py (ma(Im f3)) € py (Y3 (C3)) = a7 ;0] ], ¥

ma((px X py ) (Y x X ¥y)(0(t:)))) =
py (m2((Vx X ¥y )(0(t:))) = py (Yy (Ci)) = lai’, b7 |-

Elegimos puntos w;, ©;, ¥, 2; en (¥ x X ¥y )(o(t;)) tales que

pix (m1(wi)) = a;%, px(mi(z) = b, py (ma(ys)) = a) vy py (ma(z)) = b} .

Entonces también podemos suponer que w;, T, ¥;, z; pertenecen a Im f;. Entonces aX,bX €

px(mi(Im fi)) y aX,bY € py (m2(Im £;)). Por tanto,

m1((px X py)(Im f;)) = [azxabix} y

Y Y
m2((kx X py)(Im f;)) = [a; , b ].

De hecho, retrazando una parte de la trayectoria f;, si es necesario, podemos pedir que
fi termine en z;. Asf que, f;(i +1) = z; y m1((uyx X py)(fi(i +1))) = bX.

Sié>1, como o(t;—1) C o(t;), podemos pedir también que Im f; comience en el punto
zio1. Ast que, f;(1) = zi1 y m((px % py)(fi(i)) = b 4.

Definimos fx : [0,n + 1] — [0,1] como la extensién comun de las funciones lineales
por pedazos 71 0 (py X py) © fo, ., 1 0 (px X iy ) © fr. Consideramos la extensién comun
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f*:0,n+1] — [0,7x] x [0,7y] de las funciones lineales por pedazos fy, ..., f». Notemos
queo px X pry)o f*=pxom o fr.

Para cada i € {0,1,...,n}, fijemos un punto p; € 1y (B;) tal que px(p;) = eX. En el
caso que ¢ = 0, p; = ¥ x (o). Si i > 1, como 9 x(B;) es un subintervalo de [0,7x] y pi_; €
Yy (Bi—1) C ¥ x(B;), existe una funcién continua lineal por pedazos g; : [i,i+ 1] — ¢ (B;)
tal que gi(i) = pi_y, gi(i + 1) = pj y gi([i,i + 1]) = ¥x(B;). Entonces px(gi(i)) = ey,
px(gi(i+1) =€y

px (gi([i, i +1])) = px (Wx (Bi) = [¢" & ].

Consideremos la funcién constante gg : [0,1] — {t¢x(z0)}.

Sea g : [0,n + 1] — [0,1] la extensién comin de las funciones lineales por pedazos
Lx © G0y -y fbx © Gn, ¥y s€a g* : [0,n + 1] — [0,7x] la extensién comin de las funciones
9o, ---, gn. Notemos que g = pix o g*.

Por el Lema 3.4, existen funciones continuas lineales por pedazos ax,fy : [0,n + 1] —
[0,n + 1] tales que ax(0) = 0 = 5x(0), ax(n+1) =n+1 = fx(n+1), y para cada
tel0,n+1],

Recordemos que, para cada i € {0,1,...,n}, los puntos y; y z; fueron elegidos en Im f; y
satisfacen py (12(y;)) = @) y py (m2(2:)) = by .

|(fx oax)(t) = (g0 Bx)(#)] < 9)

1\3\3

Afirmacién 2. Existe una funcién continua suprayectiva y lineal por pedazos A : [0,n +
1] — [0,n + 1] tal que A(0) = 0 y para cada i € {0,1,...,n}, (f*oaxoX)(i+1)=2zy

ma((x % py )((f* 0 ax o A)([i,i +1]))) = [a] b} ).

Para probar la Afirmacién 2, definimos ro = 0y para cada i € {1,...,n+1}, r; = sup{t €
[0,n+1] : ax([0,t]) C [0,]}. Notemos que ax(r;) =4, 141 = n+ 1y, para cadat € [ro,m],
se cumple que ax(t) € [0,1] y f*(ax(t)) = (¥ x(po), ¥y (90))-

Sea i € {1,...,n + 1}. Entonces f*(ax(r;)) = f*(i) = ;-1 y [ — 1,4 C ax([ri—1,74])-
Como el dominio de f;—1 es [¢ — 1,i] y z;—1 € Im f;_q, existe s; € [r;—1,7;] tal que
fi—1(ax(s;)) = zi—1. Pongamos sy = 0. Notemos que sp = 79 ¥ ;-1 < 721 < 8; < 74
Asi, podemos definir A; : [i —1,4] — [s;—1,7;] como la funcién lineal por pedazos mds simple
que satisface \;(i — 1) = s;_1, Ni(i — 1+ 3) =r; y Ai(i) = s;.

Para cada i € {1,...,n}, \;i(1) = s; = Ai11(¢), de modo que la extensién comun A : [0,n+
1] — [0,n+1] de todas las funciones Ay, ..., A, 11 estd bien definida. La funcién A es continua
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porque Ay, ..., Apt1 son continuas. La funcién A es suprayectiva porque A(0) = A1(0) =59 =0
YyAn+3)=Xyi(n+3)=rpp1=n+1

Sea i € {0,1,...,n}. Entonces \(i + 1) = A\j11(i+1) = 8541 5 (ffoaxoA)(i+1) =
filax(si+1)) = z;. Resta demostrar que

ma((ux % py )((f* 0 ax o N)([i,i +1]))) = [a] ,b) ).

Primero tomemos ¢ € [i,i + 1]. Entonces A(t) = A\i11(t) € [$4,7i+1] ¥, por la definicién
de riy1, ax(A(t)) € [0,i+ 1]. Sea j € {0,1,...,4} tal que ax(A(¢)) € [4,7 + 1]. Entonces
Frax (A1) = filax(A(t))). Como ma((ux x poy)(Im f;)) = [a}’,b)] C [a]",b}], tenemos
aue mo((py % py)(fi(ax (M) € la S

Ahora, tomamos u € [a) , b} ]. Como ma((x X py ) (Im £;)) = [a), b)Y ], existe v € [i,4+1]
tal que mo((px X py)(fi(v))) = u. Como [¢,7 + 1] C ax([ri,rit1]), existe s € [r;, rip1] tal
que ax(s) = v. Como [r;,riy1] C [SiyTit1] ¥ Aig1 ¢ [6,9 + 1] — [s4,741] es suprayectiva,
existe ¢ € [i,7 + 1] tal que A;11(t) = s. Entonces, ma((tx X py ) ((f* o ax o A)(¢))) = w.

Por tanto, la prueba de la Afirmacién 2 estd terminada.

Sea fy = ma o (ux X py)o (f*oax o)) : [0,n+ 1] — [0,1]. Notemos que fy =
ty omg o (f*oax o)y fy eslineal por pedazos.

Para cada i € {0,1,...,n}, fijemos un punto ¢} € 1y (D;) tal que py(q;) = e; . En el
caso que ¢ = 0, g} = ¥y (yo). Si ¢ > 1, como 9y (D;) es un subintervalo de [0, Ty] y ql 1 €
Yy (Di—1) C ¥y (D), hay una funcién continua lineal por pedazos h; : [i,i + 1] — ¥y (D;)

que satisface h; (i) = ¢,_y, hi(i+1) = ¢} y hi([i,i+1]) = ¥y (D;). Entonces, py (h;(i)) = eZY_17
py (hi(i+1)) = e}y

py (hi(liy i + 1)) = py (Vy (D) = [c] €] ].

(1]

Consideremos a la funcién constante hg : [0, 1] — {¢y (y0)}-

Sea h: [0,n 4 1] — [0, 1] la extensién comun de todas las funciones lineales por pedazos
Ly © ho, vey by O By y sea B 1 [0,m + 1] — [0, 7y] la extension comun de todas las funciones
ho, o B

Por el Lema 3.4, existen funciones continuas lineales por pedazos ay, 8y : [0,n + 1] —
[0,n + 1] tales que ay(0) = 0 = By (0), ay(n+1) = n+1 = Sy(n+ 1), y para cada
te0,n+1],

|(fy e ay)(t) = (hoBy) ()| <

VB

(10)

Por la continuidad uniforme de g* o By oAoay, h* o8y, gofBx oAoay y ho [y existe
¥ >0 tal que si s,t € [0,n+ 1] y |s — t| < ¥ entonces

[(g" 0 Bx 0o Aoay)(s) = (9" 0 Bx o Aoay)(t)] <w,
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[(h* 0 By)(s) = (h* o By)(t)] <w,

(goBx o Xoay)(s) = (g0 Bx o Aoay)(B] < 1 ¥
[(ho By)(s) = (ho By)(B)] < 7. (1)

Fijemos una particién 0 = 79 < 71 < ... < 7, = n+ 1 del intervalo [0,n + 1] tal que para
cada i € {17 ceey k}, Ti— Ti—1 < U

Para cada i € {0,1,..., k}, elegimos puntos (™

i

)

€ X yy;"” €Y de modo que satisfagan

by (@™) = (g% 0 Bx 0 Aoay)(1:) ¥ by (u™) = (* 0 By ) (T4).

($(77L) ’ yg'm) )

7

Como (g*ofxoloay ) (1) = g*(0) = ¥ x(z0), elegimos $ém) = x9. Como (h*o By )(T9) =
h*(0) = by (yo), elegimos y{™ = yo. Pongamos kn, = k y En = {(@™,y™) : i ¢

{01, .., km}}.

Afirmacién 3. Para cada i € {0,1, ..., k,, — 1},

m m 1

d ) < L,

(m) , (m) 1

p(yz 7yz+1) < ma

Y 3
HXXY(EmzA) < 5

Para probar la primera parte de la afirmacién, tomemos ¢ € {0,1, ..., k,,, — 1}. Tenemos
que 7; — 7;—1 < ¥, la eleccién de ¥ implica que

b (@) =y (@) = (g% 0 Bx 0 roay)(r:) — (9" 0 Bx 0 Ao ay)(Tit1)]
< W.

(m) m(m)) < 6 < 1. De manera similar,

Entonces, la eleccion de w garantiza que d(z; ~,z; |

p(y™,yim) < L

Para probar el resto de la afirmacién, consideremos ¢ € {0,1,....k,} y veamos que
(@™, y™) € N(A,5).

Sea j € {0,1,...,n} tal que (axoAoay)(7;) € [j,7+1]. Entonces, f*((axodoay)(r;)) =
fi((ax o Ao ay)(r;)). Por (8), existe (mq,mq) € o(t;) C A tal que
Ui

I(ix < py ) (fi((ax 0 Ao ay)(7i))) = (ux X ny)(x x $y)(my,me)|l < <.
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Esto implica que

Entonces
|fx((ax o Xoay)(74)) — px (¥x(m1))] <

[y (e (7)) = py oy (ma))| < £

Por (3) y (4),

I W (m) = ox(m)| < Ly ly (y (m2)) =y (mo)] < 1.

Entonces,

>3

y

Ui

Ifx((ax o Aoay)(T:)) — px(m1)| <
|fy (ay (1i)) — ¢y (m2)] < T

Por la eleccién de ax y By,

[(fx cax)(Aeay)(ri) = (g0 Bx)((Aeay)(ri))| <

N3

Por definicion,

px (W (&™) = px (9 0 Bx 0 Ao ay)(ry)) = g((Bx 0 Ao ay)(r)).

Entonces, por (3) y (12),

[ox(@™)

—px(m)| <
[ox(@™) = px (W (@™))| +
rx (x (@{™)) = fx((x 0 Ao ay)(rs))

|fx((ax o Aoay)(T:)) — ¢x(mi)| <
non_Tm

+

Por la eleccién de 7, d(xgm), my) <
Por la eleccién de ay y By,

£
3+

[(fy o ay)(ri) = (hofy)(Ti)] <

VRS

Por definicién,

iy Wy (1)) = iy (h* 0 By ) (7)) = h(By (7))
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Entonces, por (4) y (12),
oy ™) = oy (ma)| <

‘cpy(yz(m)) - uy(wy(y§m)))‘ +

iy Wy (™)) = (v (7)) +

|fy (ay (1)) — oy (m2)] <
n,on_ n_7m
sTat1= %"

Por la eleccién de 7, p(ygm), ma) < 5.

Por tanto, (xgm),ygm)) € B((m1,m2),5) C N(A, 5). Esto prueba que E,, C N(4,5).
Ahora, tomemos (my, ms) € A. Como A = o(t,), por (8), existe ¢ € [n,n + 1] tal que
n

G > py ) (fa(8)) = (i Xy ) (W X Wby ) (ma, m2))|| < ¢

Esto implica que
(T (fa0) = px Wxc(ma))| < {

[y (2 (£ (8)) = oy (y (m2)| < .

Como ax o Aoay : [0,n+ 1] — [0,n + 1] es suprayectiva, existe s € [0,n + 1] tal que
(ax oAoay)(s) =t Yaque fx = puxomo f"y fy = py omeo(f*oax o), las
desigualdades previas pueden ser reescritas como

[(fx 0 ax 0 Xoay)(s) — jux (Ux(m))| < { ¥

[(fy 0 @) (s) = oy (b (ma))] < .

Tomemos i € {0, 1,...., k,, — 1} tal que s € [14, Tit+1]-

(m

Como piy (Yx(2; ")) = (9o BxoXoay)(Ti)y s —7i| < Tix1 — 7 <9, por (11) y (9)
tenemos que

px (Wx (@™)) = iy (9 ()| <
l(goBxoroay)(ri) = (goBxoloay)(s)|+
[(goBxoAoay)(s) = (fxocaxoAoay)(s)|+
|(fx oax oXoay)(s) — ux(¥x(mi))| <
nom n_m

4 2 8 8

Entonces, usando (3) y la desigualdad 6 < 7%,

tenemos que

ox (™) = px(m)] <
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[ox(@™) = px (x| +

x W (@™)) = g (0 (ma))| +
lux (Yx (M) — ox(ma)] <
16+ I (x (@) = e (o (ma))] + 7 <.

Por la eleccién de 1, tenemos que d(acz(-m)

,ml) < %
Como gy (by (™)) = (ho By )(75) ¥ |s — 74| < Ti1 — 74 <9, por (11) y (10), tenemos
que

py (y (™)) = py (Dy (ma))| <
(ho By)(1:) — (hoBy)(s)] +
(hoBy)(s) — (fy o ay)(s)| +

[(fy o ay)(s) =y (Yy (m2))] <

n,.m,n_m
1Tty T s

Entonces, usando (4) y la desigualdad 6 < L

16, tenemos que

)wy(y§m)) - @y(mz)‘ <

‘@Y(yz(m)) - MY("/)Y(yz(m)))‘ +

oy (b (™)) = oy (b (m2)) | +

iy (o (m2)) = oy (ma)] <
T8 | 0y ™)) = iy (o (ma))| + 1 < .

Por la eleccién de 7, tenemos que p(ygm), ma) < 5.

Por tanto, (mq,ms) € B((xgm),ygm)), $) C N(Ep,, 5). Esto prueba que A C N(Ey,, 5).

Hemos mostrado que Hx xy (Em, A) < §, lo cual termina la prueba de la Afirmacién 3.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que {E,,}5°_; converge a algiin elemento
B € 2X%Y Como, para cada m € N, (z9,vo) € En, entonces (g, o) € B. Como, para cada
m €N, Hxxy (Ep, A) < §, tenemos que Hxxy(B,A4) < £ <e.

Afirmacién 4. B es conexo.

Supongamos que existen subconjuntos cerrados ajenos no vacios Ky L de X x Y tales
que B = K U L. Pongamos dist(K, L) =min{D(a,b) : @ € K y b € L}. Como K y L son
compactos ajenos, dist(K, L) > 0. Entonces, existe r > 0 tal que dist(K, L) > 3r.

Podemos suponer que (xg,y9) € K. Como {E,,}>_; converge a B, hay un M € N
tal que ﬁ < ry para cada m > M, Hx«y (B, E,,) < r. Entonces, para cada m > M,
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E,, C N(B,r) = N(K,r)UN(L,r). Sea m > M. Tenemos que (x(()m),yém)) = (zo,90) € K,
asi que

lo =max{l € {0,1,...,ky,} : para cada j € {0, ..., 1}, (mgm),y§m)) € N(K,r)}

estd bien definido y lp > 0. Si ly < k,,, entonces (xl(:j_)p yl(:j_)l) € N(L,r). Asi, existen p € K

y q € L tales que D(p, (acl(;n), yl(:"))) <ry D(, (xl(:j_)p yl(:_?l)) < r. Por tanto,

dist(K, L) < D(p,q) <
D@, (™, ™)) + D((x™ ™), @™yt D)) + D i), @) <
1
r+ —+r<3r.
m

Esto contradice la eleccién de r, asi que ly = k,,. Entonces, E,, C N(K,r). Como esto
ocurre para cada m > M, tenemos que B Cclxxy (N(K,r)) y L = (. Esto contradice que
L # (. Por tanto, concluimos que B es conexo.

Hemos demostrado que B es un subcontinuo de X XY, (zg,y0) € By Hxxy (4, B) < e.
Esto concluye la prueba de que X x Y es un continuo de Kelley. m
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