S0 MO AN 7”7

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FAacuLTAD DE CIENCIAS

PORTAFOLIO DE OPCIONES SOBRE TEMPERATURA
PARA PRODUCTORES DE MAIZ EN LA COSTA DEL
PACIFICO:

UNA APLICACION PARA ESTIMAR IMPACTOS
POTENCIALES EN LA DURACION DE SUS CICLOS DE
CULTIVO.

T E S T S

QUE PARA OPTAR POR EL TITULO EN

Actuaria

PRESENTA:

Juan Pablo Acuna Gonzalez

DIRECTOR:
Dr. Francisco Estrada Porrua

Ciudad Universitaria, CDMX 2020



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



1. Datos Estudiante
Acunia
Gonzélez
Juan Pablo
7228027439/jp_ 6@Qciencias.unam.mx
Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias
Actuaria
409073984

2. Datos Titular 1 (Direccion)
Dr.
Francisco
Estrada
Porrta

3. Datos Titular 2
Dr.
Fernando
Baltazar
Larios

4. Datos Titular 3
M. en I.
Adrian
Girard

Islas

5. Datos Suplente 1
Dra.
Magnolia Miriam
Sosa
Castro

6. Datos Suplente 2
Fis.
Jimmy
Hernandez
Morales

7. Datos del trabajo escrito
Portafolio de Opciones sobre Temperatura para
Productores de Maiz en la Costa del Pacifico
82 p
2020

Cambio climatico; pronoésticos restringidos; binomial; distribucion
de equilibrio ; derivdaos climéticos; contrato de opcién; temperatura;
patrones puntuales multitipo; modelos Poisson multitipo; simulacion;
administracién de riesgos; administracion de riesgos climaticos en agricultura.




Prefiero tener rosas en mi mesa que
diamantes en mi cuello.
EMMA GOLDMAN

Through research and education.
SOCIETY OF ACTUARIES (SOA)

v



Los derivados climdticos son productos financieros en los que se pacta el pago de
cierta cantidad si se supera algin umbral de temperatura, precipitaciéon o cualquier
otra variable climéatica. La primera transacciéon sobre derivados del clima se realiz6é en
los Estados Unidos en 1996 entre las compaifias Enron y Koch. La idea era crear un
mecanismo que les permitiera transferir los riesgos de pérdidas econdémicas de estas
empresas por la ocurrencia de condiciones climaticas inesperadas: inviernos menos frios
de lo normal o veranos menos célidos de lo esperado. La Chicago Mercantile Exchange
(CME) es la bolsa precursora a nivel mundial en el tema de derivados, en septiembre
de 1999 la CME inici6 con la emisién de contratos basados en dias de calentamiento
(“Heating Degree Days”, HDD) y dias de enfriamiento (“Cooling Degree Days”, CDD)
para las principales ciudades de EE.UU. donde se negocian estos derivados.

Actualmente, en la CME se ofrecen derivados del clima en Estados Unidos, Canada y
Europa, Japén y Australia. México es un pais pionero en el desarrollo e instrumentacion
de esquemas de cobertura del tipo catastrofica basados en el concepto de derivados
climaticos. A la fecha, aproximadamente 700,000 hectareas de cultivos estan cubiertas
por este tipo de instrumento para pérdidas catastroficas. Las transacciones en México
son solo de forma extrabursatil (o, en el mostrador, donde los instrumentos se negocian
directamente entre dos partes) por lo que es necesario desarrollar una bolsa de derivados
climéaticos, o bien, comercializar dentro de MexDer (Mercado Mexicano de Derivados).
Para poder gestionar el riesgo, mediante el uso de derivados climaticos, se debe tener
primero un marco para cuantificar la magnitud del riesgo en si mismo. Dado que el riesgo
es casi por definicién incierto, se sigue que los modelos apropiados serén de naturaleza
probabilistica o estocdstica. Un fenémeno estocastico es un fenémeno para el cual un
experimento asociado tiene més de un resultado posible, se utiliza la notaciéon genérica
Pr(-) para expresar probabilidades y funciones que asignan valores numéricos a cada
posible resultado son wvariables aleatorias. La funcidn de distribucion de una variable
aleatoria X, denotada como Fx(x), es la probabilidad de que su valor sea menor o igual
a un numero dado, esto es, Fx(z) = Pr(X < z). Asociar probabilidades a los diversos
resultados nos permite cuantificar las expectativas asi como el riesgo de no cumplirlas.

El objetivo de este trabajo es poder evaluar el riesgo de cambio climéatico para una
cartera climatica establecida en el Pacifico y las interpretaciones e implicaciones para
el sector agricola son dadas: las tasas por alteraciones a la duracién de cultivos de maiz
son del 20 % al 50 % entre varios horizontes y al iniciar la exposicion, la tasa de duracion
se altera en un 200 % para decrecer hasta un 20 % al ir aumentando la exposicion. La
estructura de los capitulos esta organizado como sigue: el primero plantea el problema
climatico que ha surgido dentro del antropoceno, i.e., el cambio debido al significativo
impacto global que las actividades humanas han tenido sobre el sistema climético y
sus componentes; el segundo da una breve introduccién sobre la historia, teorfa y dis-
tribuciones para la cuantificacion del riesgo, se discuten tanto familias continuas como
familias discretas de distribuciones; el siguiente capitulo aplica la metodologia de es-
timaciéon de distribuciones de pérdida y se construye el portafolio; en el capitulo 4 se
lleva a cabo la implementacién espacial del portafolio a nivel local y se estudian patrones
de puntos espaciales para las reclamaciones, la resiliencia y la duracién en los cultivos




de maiz. Finalmente, se reserva un espacio a manera de discusién y ampliacién de los
resultados obtenidos. Los términos probabilisticos son definidos cuando son usados por
primera vez y el apéndice (A) sirve como repaso de otros temas béasicos. Ademas, se
cuenta con una plataforma para la negociacién climética construida en R empleando la
paqueteria Shiny (B)
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El Problema Climatico.

Eventos extremos recientes, tales como ondas de calor, sequias, inundaciones ademas
del creciente niimero de incendios forestales y otros peligros naturales han aumentado la
conciencia publica sobre la influencia del cambio climatico y sus impactos ambientales
y socio-econémicos. Dichos riesgos también tienen un impacto en infraestructuras y en
actividades humanas, cuestan millones de euros y causan bajas humanas. El Protocolo
de Montreal es un protocolo del Convenio de Viena para la proteccion de la capa de
ozono, fue negociado en 1987 y entr6 en vigor el 1 de enero de 1989. El Protocolo de
Kyoto es una enmienda a la Convencién Marco de las Naciones Unidas sobre el Cambio
Climatico. Se abrié a la firma en diciembre de 1997 y entré en vigor el 16 de febrero
de 2005. Los Acuerdos de Paris, entraran en vigor para el aio 2020, cuando finaliza
la vigencia del Protocolo de Kyoto. Estos acuerdos son compromisos asumidos por las
naciones para mantener el aumento de la temperatura global por debajo de los 2 °C
bajo un punto de referencia pre-industrial. Fue ratificado por México en 2016. Las pro-
yecciones del calentamiento global utilizan comtiinmente uno de los cuatro escenarios
numerados para describir los gases de efecto invernadero en la atmosfera futura. Se re-
fiere a estas proyecciones como Trayectorias de Concentracion Representativas (RCP),
cada una de las cuales modela el crecimiento en las emisiones de gases de efecto inver-
nadero y de su concentraciéon en la atmosfera hasta el afio 2100. E1 RCP 2.6, una de las
rutas mas optimistas, asume que las emisiones humanas de gases de efecto invernadero
comenzaran a reducirse de forma rapida y sustantiva en el corto plazo. Este escenario
se mantendra por debajo de los dos grados de calentamiento global. Gobiernos de to-
do el mundo intentan hacer cumplir una reduccién en el uso de combustibles fosiles y
se toman medidas para lidiar con cualquier aumento en desastres naturales. Los argu-
mentos para reducir el efecto invernadero se basan en una combinaciéon de evaluacién
atmosférica, economia y anélisis de series temporales ya que las decisiones tomadas en
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los proximos afos afectaréan al planeta.

La tendencia actual del calentamiento es de particular importancia porque es méas
probable que sea el resultado de la actividad humana a partir de mediados del siglo XX
y que se desarrolla a un ritmo sin precedentes durante décadas a milenios. En [1] se pre-
sentan pruebas so6lidas sobre la atribucion directa del cambio climético a las emisiones de
gases de efecto invernadero antropogénicas. Esto altera la composicion de la atmosfera
global y la respuesta del sistema climatico debido a esta intervencion antropogénica es
comparada con la variabilidad natural del clima y el efecto de forzantes naturales, por
lo tanto, encontrar indicadores sobre la atribuciéon del cambio climéatico puede ser un
trabajo intensivo. El conocimiento de la naturaleza del clima depende de la generacioén,
analisis y modelacion de datos de alta calidad. Como resultado, la cantidad de datos
involucrados esta creciendo aceleradamente. Los experimentos de intercomparaciéon de
modelos climaticos (CMIP) !, la integracion de los datos ambientales con los resultados
del modelo climético y el trabajo de colaboracién del Panel Intergubernamental sobre
el Cambio Climatico (IPCC) requieren una infraestructura mejorada para tratar gran-
des cantidades de informacién. También, los procedimientos metaheuristicos se estan
abriendo camino en la busqueda de soluciones méas robustas y confiables. Las principa-
les limitaciones que enfrenta este tipo de estudio se deben a la falta de financiamiento
o la falta de profesionales. Aunque el ntimero de estudios sobre los costos totales del
cambio climéatico es pequeno, se han explorado estimaciones como la imposicién de im-
puestos al carbono y los derivados. Los seguros indexados podrian complementar estos
esfuerzos y ser particularmente importantes en Ameérica Latina.

1.1. AndAlisis de Datos

Las series de tiempo son analizadas para entender el pasado y predecir el futuro,
permitiendo tomar decisiones informadas. Un analisis de series de tiempo cuantifica las
principales caracteristicas de los datos y la variaciéon aleatoria. Cuando una variable se
mide secuencialmente en el tiempo los datos resultantes forman una serie temporal, estas
series se tratan como realizaciones de secuencias de variables aleatorias. Una secuencia de
variables aleatorias definidas en intervalos fijos a veces se denomina proceso estocdstico
a tiempo discreto 2] [3].

Las caracteristicas principales de muchas series de tiempo son las tendencias y las
variaciones estacionales que se pueden modelar deterministicamente como funciones
matematicas del tiempo. Otra caracteristica importante de la mayoria de las series es
que las observaciones cercanas en el tiempo tienden a correlacionarse.

Una serie temporal se representa mediante un grafico temporal, con el valor de la
serie en el eje de ordenadas y los tiempos en el eje de abscisas. Esta es la forma mas sen-
cilla de comenzar el analisis de una serie temporal y permite detectar las caracteristicas
y componentes més importantes de una serie [2].

En estudios generales sobre cambio climético, la temperaturaglobal de la superficie,

"https://www.wcrp-climate.org/
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expresada como anomalias a partir de las medias mensuales durante el periodo 1961-
1990, juega un papel fundamental .

Serie Mensual

temperatura en °C
00 05 1.0

-05

-1.0

1850 1900 1950 2000

Tiempo

Figura 1.1: Serie de temperaturas globales

Al graficar el efecto estacional de la temperatura en la figura 1.2, se observan tempe-
raturas extremas al final y principio del afio con un ligero incremento durante los meses
de verano. Las diferencias estacionales son mucho mas claras antes de que se tomen
las anomalias con respecto a un periodo de referencia. En [4] se discute la tendencia
ascendente partir de 1970 hasta finales del siglo XX mostrada en la figura 1.3.

Efecto estacional
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05

temperatura en °C
00
I

=05

10
|
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Figura 1.2: Diagrama de caja y brazos para temperaturas globales.

"https://crudata.uea.ac.uk/cru/data/temperature/HadCRUT4-gl .dat
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Incremento en la temperatura global

temperatura en °C

T T
1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000
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Figura 1.3: Tendencia ascendente a partir de mediados de siglo pasado.

Una pregunta de vital importancia es sobre si estos incrementos son consecuencia de
actividades humanas, en particular la quema de combustibles fésiles, o es una tendencia
natural, tal vez parte de un ciclo mas grande, que puede descender en el futuro sin la
necesidad de la reduccién global de combustibles.

La serie también presenta dos periodos de desaceleraciéon o pausas, el primero de
ellos entre 1940 y 1970, y el segundo desde finales de la década de 1990 hasta principios
del siglo XXI. En [5] se apela a que el primero de ellos se explica fuertemente por las
guerras mundiales y los efectos de la gran depresion. El segundo apela a la reduccion
antropogénica de ciertos gases de invernadero y aerosoles. En [6] se presentan fuertes
evidencias para atribuir a hiatos de tipo climatico.

A la hora de realizar un analisis se debe determinar cémo se combinan los compo-
nentes de la serie. Para ello se consideran dos modelos habituales para descomponer los
valores de la serie. El modelo de descomposicién aditiva esta dado por

$t:mt'8t+2t,

donde, a tiempo t, x; es el valor observado, m; es la tendencia, s; es el efecto estacional
y 2z; es un término de error, que generalmente suele ser una secuencia de variables
aleatorias correlacionadas y de media cero. Si el efecto estacional tiende a incrementar
conforme incrementa la tendencia un modelo de descomposicién multiplicativo es méas

atil [2]
Ty = Myt + St * Z¢.

Si la variable es positiva y al modelo multiplicativo se le aplica un logaritmo para
estabilizarlo, entonces un modelo de descomposicion aditiva para log(z;) puede usarse
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Periodo de pausa 1940-1970
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Figura 1.4: Periodos de desaceleracion en temperaturas globales.

log(x¢) = log(my) + log(st) + log(zt).

Una vez que se hayan identificado las tendencias y efectos estacionales, podemos deses-
tacionalizar la serie temporal y eliminar la tendencia

Zt = xt/(mt . St).

La serie climatica presenta una tendencia cada vez mayor con una variacién constante,
lo que sugirié el uso de una descomposiciéon aditiva. Sin embargo la descomposicion
no es totalmente satisfactoria pues la componente aleatoria no parece del todo libre de
patrones o componentes, claramente se observa una variacién mayor al inicio de la serie.

Debido a que el componente aleatorio no es necesariamente bien modelado por va-
riables aleatorias independientes se considera la estructura de correlacién de un modelo
de series de tiempo.

El valor esperado o esperanza, E, de una variable o funcién de una variable aleatoria,
es su valor medio en una poblacion. Entonces E(z) es la media de x, denotada como u.
La funcién media de un modelo de serie temporal es 2]

u(t) = E(zy),

y en general es una funcion de ¢. La esperanza en esta definicién es un promedio tomado
a través del conjunto de todas las series de tiempo posibles que podrian haber sido pro-
ducidas por el modelo. Como se hacen estimaciones de cualquier tendencia aparente y
efectos estacionales en los datos y se eliminan para obtener series temporales del compo-
nente aleatorio, entonces los modelos de series de tiempo con una media constante seran
apropiados. La estimacion muestral de la media poblacional, u, es la media muestral,
Z:
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Componente Aleatoria
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Figura 1.5: Componente aleatoria obtenida de la descomposicion aditiva de la serie de
temperaturas globales.

;E:th/n. (1.1)

El hecho expresado en la ecuacion (1.1) se basa en la suposicion de que una serie
de tiempo suficientemente larga caracteriza al modelo hipotético. Un modelo de serie
temporal que es estacionario en la media es ergddico en la media si el promedio de
tiempo para una realizacién del modelo tiende a la media del modelo a medida que
aumenta la longitud de la serie temporal [2]:

lm 2= — (e, (1.2)

n—oo N

Lo que (1.2) implica, es que el promedio de tiempo es independiente del punto de
partida. E[(z — u(¢))?] es la media de las desviaciones cuadradas respecto a p, mejor
conocida como la varianza (02) de x. La funcién de varianza de un modelo de series de
tiempo que es estacionario en la media es

o (t) = E[(x; — )]

El modelo es estacionario de seqgundo orden sila correlacion entre variables depende solo
del ntmero de pasos de tiempo (desfase) que las separan. Una correlacion de una variable
consigo misma en diferentes momentos se conoce como autocorrelacion o correlacion
serial. Si un modelo de serie temporal es estacionario de segundo orden, podemos definir
una funcién de autocovarianza como una funcion del desfase k:
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e = El(ze — p) (@i4n — )],
y la funcion de autocorrelacion de (acf), px, se define por

_ Ok

o2’
La funcién 4 no depende del tiempo ya que el valor esperado es el mismo en todo
momento t. Debido a la tendencia la correlaciéon entre los datos climaticos presenta un
decaimiento lento. Estos valores son grandes y positivos debido a valores similares en la
serie que ocurren muy juntos en el tiempo.

Pk

Series Temperatura

ACF
0.6 08 1.0

04

0.2

0.0

0.0 05 1.0 15 20 25

Lag
Figura 1.6: Decaimiento lento en la correlaciéon de temperaturas globales.

El ciclo anual aparece en el correlograma como picos estacionales que se superponen
a este patron. Esto da un maximo con un retraso de 1 afio, lo que refleja una relaciéon
lineal positiva entre pares de variables (z, z¢4+12) separadas por periodos de 12 meses.
Por el contrario, debido a que la tendencia estacional es aproximadamente sinusoidal,
los valores separados por un periodo de 6 meses tenderan a tener una relaciéon negativa.
Por ejemplo, los valores mas altos tienden a ocurrir en los meses de verano, seguidos
por valores méas bajos en los meses de invierno. Por lo tanto, se produce una caida en
el correlograma con un retraso de 6 meses.

Después de remover la tendencia y la componente estacional el correlograma sugiere
una forma de coseno amortiguada que es caracteristica de un modelo autorregresivo.
Asi que en general el modelo debe reflejar tendencia, estacionalidad y autocorrelacion
en los residuales.

Al ajustar modelos matemaéticos a datos de series de tiempo, a las discrepancias entre
los valores ajustados, calculados a partir del modelo, y los datos se les conoce como series
de errores residuales. Un error residual es la diferencia entre el valor observado y el valor
predecido del modelo al tiempo ¢. Si el modelo esta definido para la variable y; e 3 es
el valor predicho por el modelo, el error residual x; es [2]
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Series Aleatoria
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Figura 1.7: Correlacion de temperaturas globales al remover tendencia y estionalidad.

Tt =Yt — Ut
Una serie de tiempo {w; : t = 1,2,....,n} es ruido blanco discreto si las variables
w1y, W, ..., wy son independientes e idénticamente distribuidas con una media de ce-
ro. Una serie de ruido blanco generalmente surge como una serie residual después de
ajustar un modelo de serie de tiempo apropiado.
Un modelo fundamental no estacionario basado en ruido blanco discreto es la deno-
minada caminata aleatoria 2] [3]

Ty = Ty—1 + Wi

La diferenciacion de términos adyacentes de una serie puede transformar una serie no
estacionaria en una serie estacionaria. Por ejemplo, si la serie {x;} es una caminata
aleatoria, no es estacionaria. Sin embargo, las diferencias de primer orden de {x;} pro-
ducen la serie estacionaria de ruido blanco {w;} dada por z; — x;—1 = w;. Por lo tanto,
la diferenciacion resulta ser un 1til procedimiento de filtrado en el estudio de series
temporales no estacionarias.

La serie {z;} es un proceso autorregresivo de orden p, abreviado AR(p), si

Ty = Q1T—1 + QT2 + ... + QpT—p + Wy,

donde los s son los prametros del modelo. Los modelos autorregresivos a menudo
proporcionan modelos satisfactorios para la serie de tiempo residual.

Un proceso de media mdovil (MA) de orden q es una combinacion lineal del término
de ruido blanco actual y los ¢ tltimos términos de ruido blanco pasado y se define por

xp = wy + frwg—1 + Bowi—2 + ... + Bywi_g,
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donde los fB!s son los prametros del modelo. Debido a que los procesos MA consisten
de una suma finita de términos estacionarios de ruido blanco, son estacionarios y, por
lo tanto, tienen una media y autocovarianza invariantes en el tiempo.

Se obtiene una clase ttil de modelos cuando los términos AR y MA se suman en
una sola expresion. Una serie temporal {x;} sigue un proceso autorregresivo de promedio
movil (ARMA) de orden (p,q), denotado ARMA(p, q), cuando

T =0T 1+ QT2 + .o+ QT p + Wy + frwi—1 + Bowro + ... + Bywi—g.

Cuando se ajusta un modelo ARMA a menudo sera maés eficiente (es decir, requiere
menos parametros) que un solo modelo MA o AR.

Se puede extender el concepto de caminata aleatoria para incluir términos auto-
rregresivos y de medias moviles. Como la serie diferenciada necesita ser agregada (o
integrada) para recuperar la serie original, el proceso estocéstico subyacente se llama
promedio mdovil integrado autorregresivo, que se abrevia ARIMA. El proceso ARIMA
puede ampliarse para incluir términos estacionales, dando origen a un nuevo proceso
ARIMA estacional (SARIMA) |7]. Los modelos ARIMA estacionales son herramientas
de gran alcance pues son capaces de modelar una amplia gama de series. Gran parte de
la metodologia fue iniciada por Box y Jenkins en la década de 1970 [8].

El operador de desplazamiento hacia atrds B se define mediante

B.Tt = Tt—1-

El operador de desplazamiento hacia atras se denomina a veces operador de retraso. Al
aplicar repetidamente B, se deduce que

n
B Tt = Tt—n-

El operador de diferencia V se define por

VI‘t =Tt — Tg—1-

Entonces, se tiene que que Va; = (1 — B)xy, de modo que V se puede expresar en
términos del operador de desplazamiento hacia atrds B. En general, las diferencias de
orden n se pueden expresar como

V" =(1-B)".

Una serie {x;} esta integrada de orden d, denotada como I(d), si la diferencia d-ésima
de {2} es ruido blanco {wy}; i.e., V%x; = w;. Una serie temporal {z;} sigue un proceso
ARIMA(p, d, q) si las d-ésimas diferencias de la serie {x;} son un proceso ARMA(p, q).
Un modelo ARIMA estacional utiliza diferencias en un desfase igual al nimero de tem-
poradas para eliminar los efectos estacionales aditivos. El modelo estacional ARIMA
(p,d,q)(P, D, Q) puede expresarse utilizando el operador de desplazamiento hacia atras
como
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©p(B*)0,(B)(1 — B*)P (1 — B)%ay = 0o (B*)¢q(B)w,

donde Op, 6, ®q y ¢, son polinomios de orden P, p, D y d respectivamente. La
ecuacion 0,(B) = 0, donde B se trata formalmente como un ntimero (real o complejo), se
denomina ecuacion caracteristica. Las raices de la ecuacién caracteristica deben exceder
la unidad en valor absoluto para que el proceso sea estacionario.

Los modelos ARIMA estacionales pueden potencialmente tener un gran ntmero
de pardmetros y combinaciones de términos. Por lo tanto, es apropiado probar una
gran cantidad de modelos cuando se ajustan datos y escoger el mejor ajuste usando
algtn criterio apropiado. El AIC (Criterio de Informacion Akaike) es una medida de la
calidad relativa de un modelo estadistico que proporciona un medio para la seleccién
de un modelo entre un conjunto de modelos. El AIC [9] maneja un equilibrio entre el
ajuste del modelo y la complejidad del modelo, para ello tiene en cuenta lo bien que el
modelo se ajusta a los datos penalizando la complejidad del modelo que puede llevar a
un sobreentrenamiento (es decir, un modelo mas complejo puede ajustarse mejor a los
datos, pero esto puede hacer que el modelo sea peor para datos futuros). Un valor més
pequeno del AIC representa un mejor ajuste. Una vez que el modelo que mejor ajusta
ha sido encontrado, el correlograma de los residuales debe verificarse como ruido blanco.

1.2. Desarrollo de Modelos

En las tablas 1.1 y 1.2 se muestran varios modelos ajustados a la serie de tempera-
turas globales. Al ajustar modelos a este conjunto de datos, los modelos tipo ARIMA
estacionales reportan un mejor AIC.

Modelo AIC
x; = —10.27867 + 0.00526¢ + 2 -800.482
x; = —10.35007 + 0.0053 + 321 + w; -2313.194

— 21811 + .25914¢ + .13353t2 — .02519 cos(27t)

+ .00306sin(67t) + .01137 cos(87t) 4 .00499 sin(8xt) + .00225 cos(107t)
-+ .00508sin(107t) — .00147 cos(12nt) + 2

- .00821sin(2mt) 4 .01296 cos(4mt) 4 .00847 sin(47t) + .00686 cos(6t) ~1507.382

—.21772 4 .26022t + .13287t% — .02557 cos(2mt)
- .00762sin(27t) 4 .01306 cos(4nt) + .01194 sin(4nt) + .00705 cos(67t)

+ .00507sin(107t) — .00418 cos(127t) + z¢

+ .00330sin(67t) + .01143 cos(8nt) 4 .00515 sin(87t) + .00241 cos(107t) -2428.414

—0.21770 + 0.26022¢ + 0.13285¢t% — 0.02558 cos(27t)

+ 0.01307cos(4nt) 4+ 0.01127 sin(4xt) + 0.00707 cos(67t)0.01144 cos(87t) + 2 | -2443.794

Tabla 1.1: Modelos ajustados a la serie de temperaturas globales
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1.2 Desarrollo de Modelos

Modelo

AIC

Tt =

0.0053t-10.34895+2;
0.0053t-10.35736+2;
0.0053t-10.39406-+2;
0.0053t-10.35776+2¢
0.0053t-10.36766-+2;
0.0053t-10.33790+2;
0.0053t-10.31755+24
0.0053t-10.31379+2;
0.0053t-10.33566+z;
0.0053t-10.34685+2;
0.0053t-10.38339+z;
| 0.0053t-10.39035+-z;

t—1,13,...
t=2,14,...
t=3,15,...
t=4,16....
t=5,17,...
t=6,18, ...
t=7,19,...
8,20, ...
t=9,21,...
t—10,22,...
t=11,23,...
t=12,24, ...

-2290.153

Tt =

0.0052t-10.27457+2;
0.0052t-10.28290+-z;
0.0052t-10.31953+2z;
0.0052t-10.28315+-z;
0.0052t-10.29502+-7¢
0.0052t-10.26476+-z;
0.0052t-10.24399+-7¢
0.0052t-10.31528+z;
0.0052t-10.23989+-z;
0.0052t-10.26144+2z;
0.0052t-10.27235+-74
0.0052t-10.30860+z;

t=1,13,...
t=2,14,...
t=3,15....
t—4,16,...
t=5,17,...
t=6,18, ...
t=7.19....
t=8,20, ...
t=9,21,...
t=10,22,...
t=11,23,...
t=12,24,...

-827.8629

Tabla 1.2: Modelos con componente estacional ajustados a las temepraturas globales.
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Se puede verificar una gama de modelos mediante un enfoque de prueba y error que
implica simplemente evaluar un modelo en cada prueba para ver si ocurre una mejora
en el AIC. Alternativamente se pueden adaptar un gran rango de modelos ARIMA y
seleccione el modelo que mejor se ajuste [2].

Implementando esta metodologia se encuentra que el modelo que mejor ajusta los
datos es un modelo SARIMA(2,1,1)(1,0,1). Para la serie actualizada a abril del 2020

se obtiene el siguiente modelo,

SARIMA (2,1,1)(1,0,1)
arl ar2 mal sarl smal
Coefs. 0.4554 0.1984 -0.9698 0.9915 -0.9654
error est. | 0.0242 0.0240 0.0095 0.0053 0.0116

Tabla 1.3: Modelo ARIMA estacional ajustado a las temperaturas globales.

El modelo de la tabla 1.3 reporta un AIC de —2830.434 y su correlograma para los
residuales muestra un comportamiento de ruido blanco.

Series residuales

ACF
04 08 1.0

0.2

00

00 05 10 15 20 25

Lag

Figura 1.8: Correlograma para los residuales de un SARIMA(2,1,1)(1,0,1) ajustado a
temperaturas globales.

En el analisis de residuales debe verificarse el supuesto de que los errores del modelo
son un proceso puramente aleatorio (media cero, varianza constante y no correlacion
serial), es decir, no tienen estructura de dependencia (los residuales no deben estar
correlacionados, deben ser independientes los unos de los otros) y siguen un proceso de
ruido blanco.
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1.2 Desarrollo de Modelos

Para verificar un supuesto se comienza con dos hipdétesis, una llamada nula, Hy y
la otra alternativa, Hq. La decisién se hace calculando un estadistico de prueba, que es
una funcién de las observaciones y se le da un tratamiento de variable aleatoria. La
especificaciéon de la prueba se completa construyendo una regidn de rechazo que es un
subconjunto de los posibles valores del estadistico de prueba. Si el valor del estadistico
para la muestra observada se encuentra en la regién de rechazo, entonces la hipotesis
nula es rechazada y la alternativa es reportada como el resultado soportado por los
datos. En otro caso, la hipo6tesis nula no es rechazada. El p-value esta definido como
infp,.ter, Pr(T € To|H = 0), el infimo de la probabilidad de que se rechaze Hy dado
que es verdadera!. T',, denota la region critica (los valores de T; para los cuales se rechaza
Hj) a un nivel de significancia « (un resultado tiene significancia estadistica cuando es
muy poco probable que haya ocurrido dada la hipoteis nula). Los estadisticos Ljung—Box
[10] tienen como hipotesis nula que los residuos son independientes (es decir, no estan
correlacionados). Luego si el p-value obtenido es pequeno indica que no son aleatorios,
en cambio, cuanto mayor es su p-value mas evidencia hay de que los residuos son ruido
blanco. El nivel minimo es 0.05, es decir, debe suceder que el p-valor sea mayor que
0.05. Aplicando la prueba se obtiene

x° \ p-value

0.0786 | 0.7792

Tabla 1.4: Resultados de la prueba Ljung-Box.

entonces hay independencia.

Los estadisticos Jarque Bera, Shapiro-Wilk, Kolmogorov-Smirnov, D’Agostino, Li-
lliefors o Anderson-Darling [11] pesentan como hipodtesis nula que los errores se en-
cuentran distribuidos normalmente, luego un p-value menor que 0.05, denotara que la
hipotesis se puede rechazar, y los residuos no siguen una distribuciéon normal. Para
nuestro conjunto, no se cumple la normalidad.

A-D p-value
9.5121 < 2.2e-16

Tabla 1.5: Resultados de la prueba Anderson Darling.

La falta de normalidad en el modelo impactaréd directamente en las predicciones, ya
que las bandas de confianza no se estaran estimando correctamente y las conclusiones

"https://en.wikipedia.org/wiki/Q-value_(statistics)
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1. EL PROBLEMA CLIMATICO.

que se extraigan del fendmeno no representaran correctamente la incertidumbre. Otra
alternativa es simular el proceso generador.

El proceso de simulacion consiste en construir un modelo para la distribucién de
una serie de tiempo que depende de variables aleatorias (ruido blanco, medias moviles).
Por la naturaleza estocéstica de estas variables al reproducir el modelo se obtendran
realizaciones distintas del fenémeno, estas realizaciones representan escenarios posibles
alternativos. Tomando el modelo SARIMA(2,1,1)(1,0,1) ajustado en la tabla 1.3, se
simularon 10 escenarios para evaluar el impacto en el incremento de temperaturas pa-
ra los proximos 10 anos, ya que este modelo se basa en el supuesto de una tendencia
estocastica en la componente autorregresiva de parametro 2 y de media mévil de paré-
metro 1. S6lo dos de estos presentan un comportamiento por debajo de la media de los
prondésticos extrapolados y otros tres reflejan una tendencia decreciente, sin embargo,
lo hacen por encima de la media. Los peores escenarios muestran picos a principios y
mediados de la siguiente década y en general se observa un aumento en la aceleracion
de la tendencia de la serie.

Simulaciéon

1.0

05

Temperatura en °C

00

-05
I

T T T
1960 1980 2000 2020

Tiempo

Figura 1.9: Simulacion del proceso SARIMA (2,1,1)(1,0,1). Cada realizacion indicada con
un color distinto presenta un escenario posible de temperatura.

No se puede atribuir el incremento de las temperaturas globales al incremento del uso
de combustibles fosiles sin apelar a una explicacion fisica. Sin embargo, como el consenso
general entre el reforzamiento de las hipotesis es que la tendencia en las temperaturas
globales esta relacionada al incremento global de emisién de gases de invernadero, pa-
rece razonable asumir una relacién causal y esperar que la temperatura global contintie
aumentando si las emisiones de gases de efecto invernadero no se reducen. Adicional-
mente, existe una gran cantidad de estudios, basados tanto en modelos y principios
fisicos como modelos y analisis empiricos, que apuntan en esta direccion. !

"https://www.ipcc.ch/
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1.2 Desarrollo de Modelos

1.2.1. Modelos Multivariados

Los modelos multivariados son adecuados cuando las mediciones se han realizado en
mas de una variable de serie de tiempo.

Un enfoque para el analisis de datos que contiene multiples cambios estructurales
[12] es considerar el modelo estindar de regresion lineal [13]

Yi = szBZ +u2 ) 1= 1,2,...,”,

donde a tiempo ¢ y; es la observaciéon de la variable dependiente, x; es un vector de
orden k de regresores que explican a y;, y 5; es el vector de los coeficientes de regresion.
La configuracion estructural se refiere a probar la hipotesis de que los coeficientes de
regresion permanecen constantes

H0:5i260 > i:1727"'ana

contra la alternativa de que al menos un coeficiente varia con el tiempo.

La serie estudiada presenta un cambio estructural en la pendiente de su funcién
de tendencia. Investigaciones recientes hacen notar un incremento de la absorcién de
calor en los océanos contemplando una fuerte ifluencia antropogénica. La desaceleracién
observada se puede explicar por este factor, aunado a vibraciones propias del clima.

Un forzamiento radiativo en clima significa cualquier cambio en el balance de energia
del planeta. La serie del forzamiento de gases de invernadero también presenta cambios
estrucutrales, con un impacto notable alrededor de la década de los 70.

Este comportamiento ha caracterizado al fenémeno del cambio climatico como un
proceso con cambio de media y varianza constante.

Cambios estructurales

00 05 1.0
1

Temperatura en °C

-05

-1.0

T
1850 1900 1950 2000

Tiempo

Figura 1.10: Cambios estructurales en las temperaturas globales.
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Gases de invernadero

25
I
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I

Potencia del forzamiento (W/m2)
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Figura 1.11: Cambios estructurales de los gases de invernadero.

Ademas del factor humano, existen forzamientos y oscilaciones naturales del siste-
ma del clima. La Oscilacion Multidecadal del Atlantico (AMO) es un proceso oceano-
atmosférico que puede exagerar la tendencia del calentamiento cuando se encuentra en

su fase positiva y la enmascara en su fase negativa. Esta relacion se observa al comparar
con la serie sin tendencia [14].

Se puede filtrar este efecto tomando los residuales de la serie sin tendencia explicados
por AMO. Las temperaturas filtradas no muestran la correlacion anterior y parecen solo
estar afectadas por frecuencias muy altas [14].

" L
TR

T T
1900 1950 2000

04

— residuales
_— AMO

Temperatura en °C
0.1 0.1 02 03

02
I

Tiempo

Figura 1.12: Oscilacion Multidecadal del Atlantico (AMO) comparada contra los resi-
duales de las series globales de temperatura.
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AMO vs filtrados
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Figura 1.13: Residuales de la serie sin tendencia explicados por AMO.

La existencia de una tendencia secular comiin entre las temperaturas y las variables
de forzamiento radiativo permite investigar las razones detrids de periodos de calen-
tamiento rapido, ralentizaciones y pausas. Para representar las fuentes naturales mas
importantes de la variabilidad climética mundial y hemisférica interanual, se toman
los siguientes indices: el AMO; el Indice de Oscilacién del Sur (SOI), la Oscilacion del
Atlantico Norte (NAO) y la Oscilacion Multidecadal del Pacifico (PDO) [15]. Estas se-
ries se usan para filtrar los efectos de las oscilaciones de variabilidad natural en las series
de temperaturas globales. Los gases de efecto invernadero bien mezclados WMGHG(
dioxido de carbono (CO2), metano (NH4), éxido nitroso (N20) y chlorofluorocarbonos
(CFQ)); el forzamiento radiativo total (TRF) ( que incluye WMGHG més ozono (03),
vapor de agua estratosférico (H20), irradiancia solar, cambio en el uso del suelo, albei-
do de nieve, carbén negro, aerosoles troposféricos reflectivos y el efecto indirecto de los
aerosoles) y el forzamiento radiativo de aerosoles estratosféricos (STRAT) representan
las fuentes antropogénicas mas importantes [15]. El siguiente analisis esta basado en lo
propuesto por Estrada y Perron (2017).

El andlisis de componentes principales (PCA) es un enfoque para derivar un conjunto
de caracteristicas de baja dimensién a partir de un gran conjunto de variables. PCA es
una técnica para reducir la dimensiéon de una matriz de datos X de dimensiones n X p.
El primer componente principal (PC1) de un conjunto Xy, X, ..., X, donde Xj es la
i-ésima serie climética, es la combinacién lineal normalizada

Z1 = o011 X1 + 01 Xo + ... + dp1 Xp,

que tiene la mayor varianza. Por normalizado, se quiere decir que Z?:l qﬁ?l =1 A
los elementos ¢11, ..., ¢p1 se les llama los factores de carga del PC1. El segundo com-
ponente principal es la combinacion lineal de X1, ..., X}, que tiene varianza maxima de
todas las combinaciones lineales que no estan correlacionadas con Z1. Luego el tercer
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componente principal es la combinacién lineal no correlacionada con Z; ni Zs y asi su-
cesivamente para los demas componentes. Para el conjunto de las series de temperatura

y forzamientos se obtienen los siguientes factores de carga

Componentes principales

PC1 PC2 PC3 PC4 PCh
ntemp 0.43736942 -0.03349828 0.08657986 -0.12265738 0.0628175614
gtemp 0.44842044 0.01303425 0.02702908 -0.07384054 0.0630820103
stemp 0.43755612 0.06776152 -0.04556219 -0.01292760 0.0592456307
amo 0.16168720 -0.17407788 0.52514471 -0.68674975 -0.2751129495
nao -0.14865819 0.24073388 -0.40029456 -0.58815508 0.5792973077
pdo 0.01143316 0.57827762 0.39273963 0.26031797 -0.0220410697
soi -0.05463439 -0.62896354 -0.26542720 0.05372677 -0.2034395661
wmghg 0.42576076 0.02325399 -0.25265640 0.12827971 -0.0099872070
trf 0.42447718 0.03860262 -0.26281757 0.11041874 -0.0002667394
strat 0.05797418 -0.41692852 0.44280966 0.24996801 0.7316548246
Tabla 1.6: Analisis de los componentes principales de las series de forzamientos naturales

y antropogénicos.

Componentes principales

PC6

PC7

PC8

PC9

PC10

ntemp

-0.075017442

0.270234047

0.70366770

-0.069124000

-4.500205e-01

gtemp

0.002500156

0.358264317

0.07947128

-0.004413690

8.086360e-01

stemp

0.094549762

0.443540918

-0.66728388

0.060789382

-3.789045e-01

amo

-0.089057932

-0.292122778

-0.16390123

0.018278545

2.493039e-0

nao

-0.277549773

-0.007930990

-0.02555949

0.021221895

3.768494e-05

pdo

-0.663215339

0.009697666

-0.05420381

0.009049796

-1.680060e-04

soi

-0.669810365

0.179674244

-0.07584950

0.003495838

2.366361e-05

ghg

-0.071421685

-0.477631322

0.03427537

0.709491770

-3.199467e-03

trf

-0.079739273

-0.483198127

-0.09984564

-0.698029589

3.206023e-03

strat

-0.022391152

-0.150013622

-0.07691723

0.002138038

-3.772075e-04

Tabla 1.7: (cont.) Analisis de los componentes principales de las series de forzamientos

naturales y antropogénicos.

La tablas 1.6 y 1.7 muestran que PC1 esta relacionado con NTEMP (temperatura
de la superficie del hemisferio norte), GTEMP (temperaturas globales), STEMP (tem-
peratura de la superficie del hemisferio sur), WMGHG, y TRF. Otros ejemplos incluyen
a STRAT relacionado a PC5 y AMO a PCA4.
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Al separar los componentes principales para la tendencia de calentamiento de otros
modos de variabilidad presentes en los datos, se puede obtener una estimacién de la
tendencia climética que sea menos ruidosa que las temperaturas y libre de las principales
fuentes de variaciones naturales, donde PC1 es el modo de tendencia del conjunto de
datos.

A |
‘f\///\/ }\ [ f/IL \ "“ ’\,
PrSvE VT

H
\rijl"{ ’x‘r\“ H’ '\ ”

Tabla 1.8: Gréficas de los componentes principales de las series climéaticas.

El primer componente principal define la direcciéon que estd lo mas cerca posible
de los datos. Es la dimensiéon a lo largo de la cual los datos varian mas, y también
define la linea mas cercana a todas las observaciones. La varianza explicada por los
primeros cuatro componentes principales es del 82.81 %, por lo que se puede mantener
la variabilidad de datos originales con so6lo estas cuatro dimensiones.
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PCA1 PCA2 PCA3 PCA4
0.4255227986 | 0.1666351882 | 0.1414386376 | 0.0945289910

Tabla 1.9: Proporcién de varianza explicada por los cuatro primeros componentes princi-
pales.

Dos series {wz ¢} y {wy,} son ruido blanco bivariado si son estacionarias y su cova-
rianza cruzada Vi, (k) = E(wg 1wy 41) satisface

Yez (k) = Yyy(k) = Yay(k) =0 para k # 0.

En la ecuacion anterior, v;4(0) = 74y (0) = 1 ¥ 72y(0) puede ser cero o distinto de cero.
Por lo tanto, las series bivariadas de ruido blanco {wy.} y {wy:} pueden verse como
ruido blanco cuando se consideran individualmente, pero cuando se consideran como
un par pueden correlacionarse en el desfase k& = (0. Entonces las series estacionarias
{wit}, {was}, ..., {wn} son ruido blanco multivariado si cada serie individual es ruido
blanco y, para cada par de series (i # j), v;j(k) = 0 para todo k # 0 donde ~;;(k) =
E(w;wjqr) es la correlacion cruzada entre las series {w;;} y {w;:} (i = 1,...,n,
j=1,...,m).

Un conjunto de m series de tiempo {x¢, ¥, ..., 2} siguen un proceso vector autorre-
gresivo de orden 1 (VAR(1)) si

Zt = @Zt—l + Wy,

donde
Tt 011 b2 - Oip Wyt
Yt Oor O -+ Oy Wy ¢
Z; = O = ' Wi = ,
Q Hnl 0712 <o Onm Wa.t

empleando el operador de retraso hacia atras esto se puede escribir como

donde € es un polinomio matricial de orden 1 e I es la matriz identidad. Un modelo
VAR (p) para m series temporales también se define mediante la ecuacion (1.3), en la
que I es la matriz de identidad m x m, 6 es un polinomio de m X m de parametros, Z;
es una matriz m x 1 de variables de series de tiempo, y w; es ruido blanco multivariado.
Para un modelo VAR, la ecuacién caracteristica viene dada por un determinante de una
matriz. De forma anéloga a los modelos AR, un modelo VAR(p) es estacionario si las
raices del determinante |f(x)| exceden la unidad en valor absoluto.

Se supondra que existe una representaciéon de tipo VAR para las variables en estu-
dio para aplicar la metodologia de prondsticos restringidos [16]| [17] [18], una regla de
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Altamente urbanizado
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Figura 1.14: Pronésticos restringidos para tres subregiones de la Ciudad de México.

combinacién 6ptima que se puede emplear cuando dos fuentes bésicas de informacién
estan disponibles: (1) un modelo estadistico que produce los prondsticos sin restriccion
Zt de Z¢, y (2) alguna informacion externa al modelo Y; = CZ; dada en forma de
restricciones lineales impuestas a Z;.

La idea es contar con un estimador que no sélo es correcto en promedio, si no que
se acerca mucho la mayor parte del tiempo y, en particular, se acerca méas que los
estimadores rivales. Esto conlleva a considerar el error absoluto promedio, sin embargo,
trabajar con valores absolutos a menudo presenta complejidades analiticas por lo que
se ha motivado el concepto de errores cuadraticos promedio.

A escala local el problema climético también se presenta [16| [19] [20]. En general,
la creciente urbanizaciéon y la actividad industrial, y en particular los efectos de EL
Nino/Indice de Oscilacion del Sur (ENSO) logran afectar la sefial de temperatura. Es-
cenarios que tienen como objetivo reproducir el clima del siglo XX para el 2001-2100
junto a la temperatura de tres subregiones de la Ciudad de México producen pronosticos
restringidos y capturan tanto caracteristicas globales como regionales.

Estas proyecciones pueden ser interpretados como escenarios sin intervenciéon en
los que politicas con respecto a ca,bios en el uso del suelo asi como el control de la
contaminaciéon atmosférica persistan como en el pasado. El aumento en temperatura
se explica principalmente por el efecto de la creciente urbanizacion, mientras que el
decaimiento en la zona industrial es fuertemente explicado por la emisiéon de aerosoles
congelantes [16] [17] [19].

El uso principal del estudio de series geofisicas es en la valuacion de derivados cli-
maticos. Estas primas también pueden interpretarse como una estimacion de los costos
potenciales del cambio climético.
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1.3. Observaciones

La sostenibilidad social, econémica y medioambiental puede mejorarse con enfo-
ques destinados a la gestion de riesgos de desastre y a la adaptaciéon. Los sectores méas
afectados son: agricola, pesquero, energético, servicios publicos, construccion, ventas al
menudeo, turismo y transporte. Se estima que una tercera parte de las empresas son
afectadas por el estado del tiempo.

Es imprescindible contar con informacién meteorologica y climatolégica de la mejor
calidad para la toma de decisiones, y en especial para las estrategias de adaptacion
frente al cambio climatico. Sin una buena infraestructura fisica y humana en el area
de ciencias hidroatmosféricas, no es posible evolucionar en las coberturas contra danos
meteorologicos ni ingresar a los mercados financieros existentes en dichos instrumentos.

Las evaluaciones de amenazas, vulnerabilidades y riesgos deben ser realizadas por
profesionales capaces y de diferentes disciplinas, ya que el tema de los desastres requiere
de conocimientos que rebasan el campo de una sola especialidad; se necesita tener
experiencia y conocimientos en campos tan diversos como la geologia, la geotecnia, la
hidrologia, la economia, la planificacion, y las humanidades (a la cabeza de todas estas),
entre otros, para poder obtener una visién integral de la problemética de una zona bajo
estudio.

El clima no es un riesgo nuevo para la actividad humana. Sin embargo, antes de
poder establecer coberturas de derivados para las empresas, hacia falta elaborar bases
de datos con series de variables meteoroldgicas historicas lo suficientemente largas.

Maés alla de la concienciacion y el diagnoéstico, tener en cuenta el riesgo meteorolégico
y su cobertura es algo que requiere nuevas practicas de gestion. En las empresas pioneras,
esto es ya una realidad.

Existiendo un mercado sélido y eficiente, aquellas empresas con exposiciones a las
alteraciones climéaticas deberian considerar muy seriamente la cobertura de tales altera-
ciones ante posibles pérdidas econémicas en el caso de no cubrir ese riesgo. Mediante ese
paso se obtendrian numerosos beneficios adicionales. Aquellas entidades que busquen
soluciones a sus riesgos climéaticos aparecerian como altamente innovadoras y prudentes,
obteniendo ventajas competitivas y apareciendo como mas atractivas ante los inversores.
Puede, por tanto, facilitar el acceso al capital y el crédito, especialmente en circunstan-
cias financieras complicadas.

Dentro de una perspectiva méas global, un aspecto imprescindible de los procesos
econdémicos a gran escala es el desarrollo sostenible pues un medio ambiente de calidad
favorece al ejercicio de economias més sanas y permite evaluar la calidad de vida de los
pueblos del mundo sin utilizar recursos mas alla de las capacidades propias del planeta.

El desarrollo macroeconémico que fundamenta el problema ambiental debe proveer
informacién con referencia al mecanismo de los precios para tomar decisiones y que
permita la redistribucién del costo entre el mercado. Surge entonces una nocién de
ponderar los limites y alcances del desarrollo sostenible al aplicar politica y gestion
dentro de materia ambiental.

A grandes rasgos se busca disminuir el impacto de actividades humanas a través
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de medidas de regulacién econémica, por lo que la macroeconomia debe verse como un
subsistema de la ecologia del planeta. Mientras que en la primera no existe un limite
observable al crecimiento, en la segunda, el crecimiento debe alcanzar su escala 6ptima
dentro del sistema global.

Debido a que se prefiere la dimension fisica sobre la monetaria, la medida de éxito
se obtiene a través de la sostenibilidad del nuevo sistema, condicionada a la capacidad
de carga del ecosistema planetario. Al partir de este supuesto en el que se extiende a la
macroeconomia, que es parte del algo y no un todo como tal, entonces el crecimiento se
vuelve en si mismo un problema sustancial, de ello emana la nocién de sostenibilidad
y si no se atiende al crecimiento de manera ordenada se posibilita la existencia de
desequilibrios que pondrian eventualmente en peligro la permanencia misma del sistema
total [21].

El subsistema macroeconémico debe pues, adquirir un tamano 6ptimo relativo que
asegure esto. Dicho tamano 6ptimo seré el sostenible. Esta dinamica fisico-econémica
debe permitir a las culturas humanas poder desarrollarse pero con los efectos de sus
actividades retenidos dentro de ciertos limites.

Mas concretamente, la creacion de mercados especificos que logren captar dinamicas
del plano natural haran tangibles los conceptos fiscales y monetarios bajo esta vertiente.
Incorporando una nueva curva de equilibrio ecoldgico se enfatiza que el medio ambiente
natural tiene una capacidad de carga agregada, incorporando una restriccién al maximo
nivel posible de actividad econémica. En ella se refleja la degradacion ecoldgica, la inten-
sidad ambiental agregada de la economia y la capacidad del ambiente para regenerarse.
Conforme esta intensidad sea mayor a la regeneracion el medio ambiente se degradaré
paulatinamente y el equilibrio se logra cuando estas se igualan, es decir, se respeta la
capacidad de carga y el medio no se degrada. Esta curva combina la tasa de interés
del mercado especifico con su nivel de producto para el mantenimiento del equilibrio
ecolodgico. Al ubicar puntos sobre esta curva se deben encontrar combinaciones interés-
producto en donde no se utilicen bienes y servicios ambientales a una tasa superior a
la que el medio natural puede proveerlos. La degradaciéon cero es entonces el equilibrio,
si la intensidad supera a la capacidad regeneradora la degradacién es positiva y si es
inferior se tendré degradacién negativa y restauracion.

Como los instrumentos miden alteraciones climaticas por medio de relaciones con-
tractuales se pueden construir escenarios que comparen los valores proyectados de, tem-
peratura por ejemplo, contra un escenario base al dia de hoy. La diferencia en el caso de
escenario de cambio climatico utilizado contra el caso de referencia sin cambio climético
provee informacién de los costos de este fenémeno.

Esto se puede correlacionar fuertemente a la saturaciéon de ciertos gases de inverna-
dero en la atmosfera, y existe la posibilidad estar en presencia de un momento en el que
el dafio a la atmosfera ya no sea reversible.

Bajo una visién macroeconémica se pueden mostrar a grandes rasgos las implica-
ciones de politica a tomar en cuenta dentro de la sostenibilidad, ademés resulta muy
explicita la dependencia que la economia, al agregarse, guarda en relacién con los recur-
sos naturales. Asi como en general se estd buscando crecer la produccion para disminuir
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1. EL PROBLEMA CLIMATICO.

desempleo mientras se mantenga la inflacién para no alterar decisiones financieras es-
tables, también se deben tomar en cuenta las medidas de compromiso ambiental. Al
promover un crecimiento econdmico, este podré ser sustentable conforme sus politicas
ambientales logren anular los efectos daninos sobre el medio ambiente.

El crecimiento tan desmedido de la produccién se aleja frecuentemente de las me-
tas de sostenibilidad, sin embargo al contar con politicas ambientales suficientemente
desarrolladas se pueden mantener niveles altos de actividad econdémica que sean am-
bientalmente sostenibles. La sociedad pierde tanto por déficit de producto como por
déficit de objetivo ambiental con lo que se busca apegarse al principio conocido como
“el que contamina paga’. El poder asignarle un valor monetario a nuestros impactos
ambientales nos deja determinar niveles de contaminacion, sin embargo, el nivel 6ptimo
puede no ser alcanzable mas que a costos muy altos o inalcanzables.
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Teoria del Riesgo.

2.1. Antecedentes y Origen.

En esta seccién se presenta un pequeno recuento de los acontecimientos que impul-
saron el nacimiento de la teorfa del riesgo como la conocemos hoy en dia. La forma en
que se presenta esta recapitulacion histérica es a través de los trabajos de Bachelier,
Lundberg y Crameér.

2.1.1. Bachelier y la Especulacion.

Es posible que la primera manifestacién de un tratado conciso sobre el riesgo sea
el atribuido al trabajo de Louis Bachelier a finales del siglo XX. Su discusion seminal
sobre el movimiento de las acciones en un mercado financiero no sélo marcaron por
vez primera el uso de matematicas avanzadas en el estudio de la economia, sino que su
Theory of Speculation |22] se considera como el primer articulo en modelar un proceso
estocéstico.

Aunque Bachelier fue un pionero en el modelo y el anéalisis de los mercados finan-
cieros, en la actualidad se sabe que su modelo era incorrecto en lo que se refiere a la
prediccién de que los precios cambian siguiendo una distribucién normal. Durante va-
rios anos, Bachelier desarroll6 la teoria de los procesos de difusién que fue publicada
en revistas de prestigio. Profundizo sus estudios sobre los fenémenos estocasticos y las
consecuencias de la Segunda ley de la termodinamica.

En 1909 se convirtié en profesor libre de la Sorbona. En 1914 publicé el libro Le
Jeu, la Chance, et le Hasard del que vendi6 unas 6,000 copias. Gracias al apoyo de la
Universidad de Paris, Bachelier obtuvo un puesto permanente de profesor en la Sorbona,
pero al iniciarse la Primera Guerra Mundial Bachelier se uni6 al ejército. Después de la
guerra encontré trabajo en Besangon cubriendo una vacante. En 1922 reemplazé a otro
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2. TEORIA DEL RIESGO.

Figura 2.1: Louis Bachelier

profesor en Dijon. Se trasladé a Rennes en 1925 y finalmente consiguié un puesto fijo
de profesor en Besancon en el que estuvo durante 10 anos.

2.1.2. Las Companias Aseguradoras en Suecia.

El problema central del riesgo fue tratado de manera més rigurosa hasta 1903 cuando
Ernst Filip Oskar Lundberg defendié su tesis sobre probabilidad y riesgo colectivo. Esto
lo consiguié durante su desarrollo profesional dentro de una recién formada compania
aseguradora, en contraste con la forma tradicional en que los matematicos obtienen esta
posicién a través de la academia. Muy pronto logré posicionarse en una nueva compania
aseguradora y a la edad de 28 anos, se convirti6 su director general.

Figura 2.2: Filip Lundberg

El modelo a grandes rasgos consiste en describir a una compania que experimenta
el efecto de dos flujos de efectivo: la captaciéon de primas y el pago de reclamacio-
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2.1 Antecedentes y Origen.

nes. Las primas se reciben a una tasa constante ¢ > 0 por parte de los tenedores de
polizas y las reclamaciones ocurren siguiendo un proceso de Poisson con intensidad A
bajo el supuesto de ser variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con distribucion F' y media p (esto es lo que conforma el llamado Proceso de Poisson
compuesto). Entonces para un asegurador con un capital inicial x,

Ny
Xi=z+ct— Zﬁi para t>0.
i=1
X()
A

v X (1)

Figura 2.3: Trayectoria proceso Poisson compuesto.

La tesis doctoral de Lundberg, Approzimations of the Probability Function/Reinsu-
rance of Collective Risks |23], es tnica ya que maneja conceptos y métodos que tuvieron
que esperar tres décadas para poder ser puestos en una base rigurosa, pero en palabras
de Cramér, es imposible de descifrar. Fue s6lo gracias a la labor de Harald Cramér
a través de sus alumnos en la Universidad de Estocolmo que el trabajo de Lundberg
tomo forma, volviendose accesible a las futuras generaciones. Poco después de la Segun-
da Guerra Mundial Cramér publicé su muy influencial libro, Mathematical Methods of
Statistics [24] en 1946.

El libro representa una contribucién novedosa a la literatura estadistica. Las ideas
se desarrollan con elegancia y una aparente facilidad caracterizado por un tratamiento
poco convencional de la materia que refleja la personalidad cientifica del autor.

La primera parte es una introduccién a la teoria de la integraciéon y medida supo-
niendo que no hay mas que un conocimiento practico de célculo. Una medida es en
esencia una forma de asignar un tamano o peso a los conjuntos en un espacio determi-
nado; la integral de una funcién, una media ponderada de sus valores, los pesos siendo
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dada por la medida. No todos los espacios son medibles, ni son todos los conjuntos
dentro de un espacio medible, ni son todas las funciones integrables. La principal labor
técnica es hacer la mayor cantidad medible, y asi integrable, como sea posible. Esta
es una de las mejores exposiciones introductorias de teoria de la medida.(El énfasis es
en la integracion de Lebesgue en R™, pero Cramér también discute integrales algo mas
generales, y espacios mucho méas generales.)

El texto continta definiendo un espacio de probabilidad como un espacio medible
en el que la medida cumple con ciertos requisitos, los axiomas de la teoria de la proba-
bilidad.

La ultima parte del libro trata la inferencia estadistica , métodos de identificar y
clasificar las distribuciones a partir de datos parciales. Cramér comienza con distribucio-
nes muestrales, es decir, la distribucion de partes (muestras) de las grandes poblaciones
asumiendo la distribucion de la poblacion a ser conocida. A partir de ahi se va a pruebas
de hipétesis, las consideraciones de cudndo rechazar una idea como demasiado impro-
bable en vista de los datos. Todas las partes de la discusiéon de la inferencia estadistica
se complementan con ejemplos del mundo real, apoyandose en los datos proporcionados
por el censo sueco. Este libro es un clésico, no menos por su combinaciéon de lucidez y
rigor.

Figura 2.4: Harald Cramér

2.2. Medidas de Riesgo

La evaluacién de riesgos implica conocer la distribucion de posibles resultados, con
un enfoque en lo peor que podria pasar , por ejemplo, evaluar la probabilidad de eventos
climaticos y sus posibles pérdidas. El Valor en Riesgo (VaR, V@QR) es una forma de
realizar la evaluaciéon de riesgos para dichos eventos. La idea es estimar las pérdidas

28



2.2 Medidas de Riesgo

que ocurren con una probabilidad dada. Con una estimacién de la distribucion de los
resultados, se puede preguntar acerca de la probabilidad de que las pérdidas excedan
un umbral dado. En la practica es mejor saber la magnitud esperada de las pérdidas
si es que llegasen a ocurrir, una medida relacionada y, a menudo preferible es el TVaR
(Tail Value at Risk), que es la pérdida esperada si el nivel VaR se excedi6. Mientras
que el VaR especifica el nivel, que seré excedido con cierta probabilidad, el TVaR mide
la gravedad promedio del exceso. Es posible interpretar el TVaR como un promedio de
VaR’s con diferentes niveles de confianza. Los reguladores pueden usar estas medidas
para calcular requerimentos de capital.

Propiedades especificas deseables de las medidas de riesgo han sido propuestas como
axiomas. Artzner et al. [25] introdujeron el concepto de coherencia, y su trabajo se
considera pionero en la medicion del riesgo. Sean X, Y variables aleatorias no negativas,
una medida de riesgo, p(-), es una funcién que asocia las pérdidas a un nimero. Es
subaditiva si

p(X +Y) < p(X) +p(Y). (2.1)

La propiedad en (2.1) significa que el capital requerido para cubrir riesgos combiados
no seré mayor que para los riesgos considerados por separado. Esta propiedad refleja el
beneficio de la diversificacion del riesgo. La propiedad de monotonicidad dice que

si X <Y entonces p(X) < p(Y). (2.2)

La ecuacion (2.2) significa que si un riesgo genera mayores pérdidas que otro riesgo
bajo las mismas circunstancias, entonces el capital requerido para cubrirlo siempre se-
r4 mayor. La homogeneidad positiva dada por (2.3), refleja que no hay beneficios de
diversificacion cuando tenemos miltiplos de la misma cartera, es decir,

p(aX) = ap(X). (2.3)

Por ultimo, la invarianza de traslacion (2.4) dice que anadir una cantidad constante a
un riesgo incrementa la medida de riesgo en esa misma cantidad, esto es,

p(X 4+ a)=p(X)+a. (2.4)

Esto implica que la medida de riesgo para una pérdida no aleatoria, con valor conocido
«, es simplemente la cuantia de la pérdida «. Se dice que una medida de riesgo que
satisface las cuatro condiciones anteriores es coherente.

Se entiende por el soporte de una pérdida como el conjunto de ntimeros que son
posibles valores para esta variable aleatoria. Una pérdida se llama discreta si el soporte
contiene a lo mas un conjunto numerable de valores. Se llama continua si su funciéon de
distribucién es una funcién continua y totalmente diferenciable excepto en un conjunto
numerable de puntos. El material en el resto de este capitulo esta fuertemente basado
en [26]| para la parte continua y en [27| para la discreta.
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2.2.1. Medidas de Riesgo para Familias Continuas

Sea S la variable aleatoria no negativa que mide las pérdidas totales. La funcién de
supervivencia o cola de la distribucion es la probabilidad de que la pérdida sea mayor
a un ntmero dado, Fs(z) = Pr(S > z) = 1 — Fg(x). La funcién de densidad, fs(z), es
la derivada de la funcién de distribucién y su integral sobre todo el espacio es igual a
1. El k-ésimo momento de una variable aleatoria es el valor esperado (promedio) de la
k-ésima potencia de la variable, donde el primer momento es la esperanza de la variable.
La férmula para el k-ésimo momento de variables continuas es

e = E(S*) = /00 2* fs(x)dx. (2.5)

—00
Cuando es de interés estudiar una pérdida condicionada a la ocurrencia de otro evento se

hace uso de la densidad condicional fs‘y($|y), que a su vez permite definir la esperanza
condicional como

E(S|Y) = / " 2fsy(aly)da. (2.6)

—0o
Las cantidades distribucionales (2.5) y (2.6) son ttiles para la determinacion del Valor

en riesgo de S, o VaR,(S), definido por
VaR,(S) = 12%{3:\155(33) <1-p}Oo<p<l
x>

Por lo que Fs[VaR,(S)] <1 — p, donde la igualdad se cumple si Fg(z) no tiene saltos
discretos en VaR,(S). Como medida de riesgo, esto se conoce histéricamente como el
principio percentil y no es una medida de riesgo coherente.

Sin embargo, el TVaR,(S), usualmente definido como

J, VaRy(S)dg

TVaRy(S) = E[S|S > VaR,(S)] 1—p

Y
es una medida de riesgo coherente.

También, la variable aleatoria stop-loss, con un nivel x de detener la pérdida, definida
como (S —z)y = max(S —x,0), y sumedia es la prima stop-loss dada para x > 0 como

B(S - o)) = [ "y — 2)dFs(y) = / " Fs(y)dy.

Claramente,
[ ydFs(y)
E(S|S > x) = +—=———"-,
(S| ) Fo()
por lo que
E[(S — z)4]

E(SIS > 2) =@+ =L g,
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lo que implica una estrecha relacion entre el TVaR,(S) y la prima stop-loss (con un
nivel de VaR,(S) = m, de detener la pérdida). Otra cantidad de interés es la vida media
residual definida por

[y —x)dFs(y) [ Fs(y)dy

m(z) =E(S —a|S > z) = Fs(x) - Fs(@)

Se sigue que

E[(S = z)+] = m(z)Fs(x),

y entonces
E(S|S > z) = z + m(z).

La evaluacion de TV aR,(S) es directa usando la vida media residual con x reemplazado
por VaR,(S). La variable de pérdida limitada es ttil para definir coberturas hasta cierto
limite. Se define como,

S, sis<u.
S/\m:{ Hesd (2.7)
r, S1Ss>x.

El primer momento de la variable (2.7) es E(S A z) = [ Fs(y)dy se le conoce como
valor esperado limitado. Entonces,

m(x) = o Fs)dy _ [5° Fs(y)dy — [y Fs(y)dy _ E(S) — E(S Az)
Fy(z) Fs(z) Fs(z)

ya que

E(S) = /0 " yfs(y)dy = —yFs(y)dylF + /0 " Fs(y)dy = /0 " Fs(y)dy.

Cuando Fs(0) = 1, m(0) = E(S) = [§* Fs(y)dy y por lo que f. = Jg(g))

densidad. Si la variable aleatoria S, tiene este tipo de densidad se denomina distribucion
de equilibrio.

Para ciertas distribuciones se tienen resultados asintéticos que pueden dar muy
buenas estimaciones para cantidades asociadas con la cola derecha de la distribucion de
pérdidas totales.

Se usa la notacion A(z) ~ B(x),x — oo, para denotar que

lim A@)
T—00 B(x)

define una

=1.

Una funcion C(z) se dice que varia lentamente en el infinito si C(tz) ~ C(z),z — oo
para todo t > 0.
Sea Fg(x) una funcion de distribucion tal que

1 —Fg(z) ~c(x)xVe ™ x — oo,
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y ¢(x) varia lentamente al infinito.
Entonces

/ [1— Fs(y)ldy ~ @x“’e*m, x — 00.
- K

Por lo que

[0 Fstly 1

1— Fg(z) K

Con lo que se obtiene la aproximacion

E(S|S > z) %a:—i—%, (2.8)

y por lo tanto la vida media residual en = es constante. El comportamiento en (2.8) es
comun en distribuciones de cola ligera e indica que la pérdida esperada toma sus valores
extremos con menos frecuencia. Las colas ligeras bésicamente implican una pequena
variacion.

La clase de distribuciones subexponenciales que admite la definicién,

1 — F*2(z) ~ 2[1 — F(z)], 2 — oo,

es una propiedad muy fuerte con muchas implicaciones. Una subclase notable de la clase
de distribuciones subexponenciales es la clase de distribuciones con colas que varian
reqularmente, que satisfacen

Fs(z) ~277C(x),x — oo,
donde C(x) varia lentamente en el infinito y 0 < v < co. Entonces, si v > 1

oo ml—'y
/ Fs(y)dy ~ C(ﬂ?),y T oo

Por lo que,

lo que implica que

E(S|S E(S|S — > Fs(y)d 1

o BOIS>2) g BOIS>)—e o L By 1y
T—00 €T T—00 T T—00 xFS(;U) v—1 v—1
Equivalentemente,

E(S|S > x) ~ 7 78T = 00, (2.9)
r}/ —

y E(S|S > x) es linealmente asintotico en . El comportamiento en (2.9) es mas comin

en distribuciones de cola pesada. Una distribucion de cola pesada tiende a tener valores

muy grandes con muchos valores atipicos. Cuanto més pesada es la cola, mayor es la

probabilidad de que se obtengan uno o méas valores muy grandes en una muestra.
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2.2.2. Medidas de Riesgo para Familias Discretas

El analisis de la cola de la distribucion y de las propiedades de las distribuciones
discretas son componentes importantes de la gestion financiera del riesgo, ya que una
fuente de experiencia adversa es una gran cantidad de pérdidas.

Sea N una variable de conteo discreta. La funcion de masa de probabilidad, p, =
Pr(N =n) paran =0, 1,2,..., describe la probabilidad en distintos puntos cuando este
no es cero. La funcion generadora de probabilidad (fgp), P(z) = E[zN] = Yo% ( pp2",
permite generar la probabilidad de experimentar n pérdidas y su utilidad principal es
la relacién uno a uno que tiene con la funcioén de distribucion de N. La féormula para el
k-ésimo momento discreto es

E(N*) = Zn?pnj'
J
La cola de su distribucion es

o0
P,=Pr(N >n)= Z pE, n=0,1,2,...,
k=n+1

Estas probabilidades de cola también son una cantidad técnica importante asociada
con la evaluaciéon del total acumulado de VaR, TVaR y las primas de stop-loss para
familias continuas. Pero su interés es en la conexién que tiene con la medida de riesgo
TVaR discreta, la cual usa la cantidad E(N|N > k).

Sea

Dp = (a—i— )pn_l, n=m+1,m+2, .., (2.10)

n-+c

donde a, b y ¢ son constantes y m es un entero no negativo. La clase (a,b,1) da como
resultado el caso especial con ¢ =0y m = 1. Se sigue que paran=m+ 1,m+ 2, ...,

(n+c)pp =la(n—1)+alc+ 1) + blpp_1, (2.11)
y sumando (2.11) sobre n desde k + 1 hasta infinito (donde k& > m)

Z (n+c)pn =a Z (n = D)pp_1+ [a(c+ 1) + 1] Z Pr—1- (2.12)
n=k+1 n=k+1 n=k+1

Reescrbiendo (2.12),

(1—a) Z npp + cPy = akpy, + [(a + b) + ac](Py + pr),
n=k+1
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2. TEORIA DEL RIESGO.

(1—a) Y npp=[(a+b)+alctk)ps+[(a+b) —c(l - )P
n=k+1

Es decir, para k =m,m+1,..., si a # 1,

S o1 MPn <a+b _C) L (@t b) +alc+k) py

F% - l1—a 1—a f%'
En general, es facil expresar E(N|N > k) en términos de probabilidades de cola. Su-
mando por partes,

E(N|N > k) =

Ziim(n — k)pn .
P P,

La funcién generadora asociada a (2.13) es

E(NIN > k) =k + (2.13)

ZP Z__l 1, (2.14)

y se puede notar que

z

> P(z) —
> pni1z" = Pz —po (2.15)
n=0

Las expresiones en (2.14) y (2.15) son casos especiales de la funciéon generadora

[P(z) = P(1)]/(z = 1), (2.16)

correspondiente a los casos especiales t = 1 y t = 0 respectivamente. El anélisis de
la funcién generadora (2.16) permite el analisis de las colas cuando ¢t = 1 y permite el
analisis de la distribucién de N—(k+1)|N > k, o equivalentemente N —(k+1)|N > k+1,
para k = 0,1,2,... Claramente, N — (k + 1)|N > k + 1 da informacion sobre N|N > k
(porque N|N > k tiene la misma distribucion que (k+ 1) + [N — (k+ 1)|N > k + 1))
y, por lo tanto, sobre medidas de riesgo como VaR y TVaR.

Suponiendo que P(z) tiene radio de convergencia zg > 1, y ¢t es un parametro que
satisface 0 <t < zg y P(t) < co. Entonces,

=

y una expansion en serie geométrica de (2.17) resulta en

P(z < L
z—t Zp]tj 12( ) = ijZz”t]*k”, (2.18)
j=1 n=0

e intercambiando el orden de los sumandos en (2.18) se obtiene
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2.2 Medidas de Riesgo

P -PW) S

Eeeanb DB IDDE LA IR (2.19)
n=0 \j=n+1

Los casos en (2.14) y (2.15) son un caso particular y se obtienen de la féormula general

(2.19). Una representacion integral util se sigue del teorema fundamental del célculo,

/
z—t /Pt+92—t)}dc9
Dos clases muy importantes de distribuciones discretas son la clase mizta de Poisson,
que proporciona un mecanismo natural para la incorporacién de la heterogeneidad en
el analisis de riesgo y la clase (a,b,1), que incluye las distribuciones de conteo mas
comunes. Estas clases se pueden combinar convenientemente y unificar en una clase,
definida a través de su fgp de la siguiente manera. Si ¢(s) es una funciéon que posee

derivadas de todos los érdenes con ¢(0) =1y P(z) esta dada por

_\ ot (1= o BB 2)] — 6(8)
z,B) = ;gn,a(ﬁ) =a+(1 ) 1— 6(8) ) (2.20)
entonces, derivando (2.20)
S Galz,8) = (1~ ) [5(1 — 2))/[6(8) ~ 1), 2:21)

lo que produce la representaciéon integral

Ga(27ﬁ) - Ga(t7

z—1

6(1 — « 1
B _ ¢§ o ) | otsn-t—oe—npa. @)
y un cambio en la variable de integracion en (2.22) de § a x = 63 da
Ga(za B) — Ga(ta 5) —_
z—1
Simplificando (2.23) cuando t = 1

Gal2,8) =1 1fa
z—1 a /¢ 1_2

1*0‘ /¢ (1—1t) + 2(t — 2)]dz. (2.23)

y al sustituir 8 por z en la derivada de la generadora en (2.20), se obtiene

. 3) — B o) —
Como [Ga(z.8) — 1]/(z — 1) = 32524 Cua()2" ¥ Cra(B) = S,41 g5(B), entonces

al igualar coeficientes de 2" en (2.24) resulta que

n+1
1— (B

_ B1_
Gn,a(ﬁ): )/0 ! j(z)gn+17a(x)d1‘, n=20,1,2,..., . (2.25)
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2. TEORIA DEL RIESGO.

La formula integral (2.25) da las probabilidades de cola para miembros de la clase
unificada.

Retomando la funcion generadora (2.19), es conveniente normalizarla para poder
obtener un resultado en relacién a la clase unificada. Para 0 <t < z,

& n_1-tP(R)—PFt)  P(z) =P
t) —an,l(t = ¥t 1_P(t) o (zzozgpntn)(z_t)’

es una fgp y Pi(z,20) es una fgp si Y o0 P2l < oco. A Pi(z,t) se le conoce como la
fop generalizada basada en colas asociada con P(z2).
Cuando t =1, Y 2, P, = E(N). Es decir,

_OO P, n_ Plz)-1
1)_1;]E(N)Z BN -1

y Pi(z,1) también se denomina distribucion discreta de equilibrio.
Cuando t =0

o0

Prt1 _n _ P(2) —po
1(z,0) n:ol_poz 0 —py)’ (2.26)

entonces (2.26) es la fgp de N — 1|N > 1.
Definiendo para k =0,1,2, ..., la fgp

Pri1(2,1) an k1(t)2", (2.27)

se observa que las probabilidades de cola para (2.27) son

Pyt Z pjk+1(t (2.28)
j=n+1

y de manera recursiva para (2.27) se llega a que

Pk(z,t)—Pk(t,t) . l—th(z,t) —Pk(t,t)
(z =)0l Pak()t] 2=t 1—=P(tt)
donde el valor inicial para (2.29) es po(z,t) = P(2).

Cuando t =0, Py+1(2,0) eslafgpde N — (k+1)|N > k+ 1.

Similarmente, cuando t = 1, Py11(z,1) es de utilidad en conexion con la evaluacion
de momentos stop-loss. También, una formula simple para E(N|N > K) esta disponible
al emplear P,(z,1). Notando que p,,1(1) = P,/E(N) y considerando la fgp (2.20) de la
clase unificada cuando t =1,

_ Z;inﬂpj,l(l) _ Z;')in—i-l Pj/E(N) _ Zgo'in—i-l‘f)j
mal) =S T mOEN By 2

Pk:-i-l (Zv t) =

(2.29)
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2.2 Medidas de Riesgo

Por lo que empleando (2.30) el TVaR puede ser expresado como

E[(3)]pe2(1)

E(NIN > k) = (k+1) + 25 220

(2.31)

Ademas, para k =0,1,2,..., en (2.31) se tiene

0 —n—1 —m—
Zj:n+k+1 (J k )pjtj !
>k (R) Pt
donde la segunda expresion en (2.32) es la funciéon de masa de probabilidad de N — (k +

1IN > k+1.

Una revisién més completa de distribuciones de érdenes superiores o generalizadas
la presenta |28|

, Prge1(0) = p”}’;“, n=0,12 . (232

Ps1(t) =

2.2.3. Nota sobre Simulacion

Si la distribucién de interés es demasiado compleja para admitir alguna forma de
tractabilidad analitica, estimacion del VaR y TVaR es directa a través del modelado
estocastico. Suponiendo que y; < yo < ... <y, es una muestra simulada ordenada de la
variable aleatoria de interés. Si el percentil que se usa es p, entonces los dos estimadores
son

. . 1 n
VaR,(X)=yp y TVaR,(X) = Py > ;.
j=k
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Descripcion del Portafolio.

Esta cartera se compone de tres regiones: Dos en Norte América (EUA y Méxi-
co) y una en América del Sur. La porcion correspondiente a México contiene tres es-
tados: Sonora, Sinaloa y Guerrero. Ademas de considerar su nivel en la produccion
de maiz, el riesgo de cambio de clima también se tuvo en cuenta [29]. La seleccion
de Sonora se debié a una serie de inundaciones recientes, ya que estudios posterio-
res sobre la percepcion de este tipo de riesgo serian interesantes [30]. Las bases de
datos tomadas para prondsticos restringidos se pueden encontrar en el sistema CLI-
CLOM, http://clicom-mex.cicese.mx/. Para los datos locales se utilizaron las si-
guientes estaciones meteorologicas; “LosMochis” (Sinaloa), “Quiriego” (Sonora) y “La
Unién” (Guerrero). Para EUA, los contratos se estructuran en Las Vegas y Sacra-
mento, ya que se ofrecen opciones de temperatura a través del Grupo CME en es-
tas ciudades, y los datos se obtuvieron de la Administracion Nacional Oceénica y
Atmosférica, https://www.ncdc.noaa.gov, “Southwest Climate Region” (Las Vegas)
y “West Climate Region” (Sacramento). La region de América del Sur se basa en
los datos del Grupo del Banco Mundial ,http://sdwebx.worldbank.org, y abarca
Colombia. Los modelos globales de clima son tomados del KNMI Explorer, https:
//climexp.knmi.nl/start.cgi, que correspondenden al proyecto de Intercomparacion
de Modelos Acoplados Fase 5 (CMIP5).

3.1. Analisis Continuo de Distribuciones.

Para formular lor prondsticos restringidos se ajustaron modelos de tipo VAR a los
histéricos de cada region.
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3. DESCRIPCION DEL PORTAFOLIO.

VAR EUA
Las Vegas Sacramento

Las Vegas Sacramento Las Vegas Sacramento
A1 | 0.218629378 | 0.053913326 | 0.0504328121 | 0.221170084
A2 | 0.028850863 | -0.010256086 | 0.0452486775 | 0.045125548
03 | 0.079125247 | 0.048185922 | -0.0980241517 | -0.060962080
04 | -0.002788957 | 0.013808921 | 0.0120803867 | 0.002498693
05 | -0.024281631 | -0.025307784 | 0.0043629506 | 0.031131700
Os | -0.103115128 | -0.096456713 | 0.1086632896 | 0.109853437
67 | -0.051908323 | -0.107695253 | 0.0336845693 | 0.072096776
0s | 0.040159047 | -0.034710186 | -0.0226427580 | -0.005921298
By | -0.014698021 | 0.017972276 | -0.0396051621 | -0.073873890
010 | 0.078231113 | 0.070120800 | -0.0735425488 | -0.054430665
011 | 0.087884625 | 0.073436326 | 0.0557359404 | 0.054074598
012 | 0.181044929 | 0.130328471 | -0.0101758062 | 0.047453094
f13 | 0.045168086 | 0.062515756 | -0.0357021590 | -0.012166393
014 | -0.020404490 | -0.013125465 | -0.0008805269 | 0.003966617
015 | -0.048870633 | -0.091382388 | -0.0086755285 | -0.005498960
f16 | 0.037010662 | -0.002215625 | -0.0640935238 | 0.007573107
017 | -0.045117753 | -0.030831949 | 0.0032538954 | 0.032946745
f15 | -0.070585627 | -0.058145052 | 0.0506849007 | 0.076480341
019 | -0.084019305 | -0.060648094 | 0.0616828582 | 0.047475329
O | -0.042843975 | -0.002230992 | 0.0393989560 | -0.018296604
f21 | 0.040872131 | 0.030041965 | -0.0607396377 | -0.055753686
B2 | 0.029337569 | 0.006743048 | 0.0027560072 | 0.026265288
f23 | 0.052871147 | 0.120495741 | 0.0986100811 | -0.007349803
024 | 0.051942402 | 0.026548902 | 0.0654249916 | 0.083230258
A5 | 0.003608620 | 0.015178276 | 0.0743057151 | 0.077411478
f26 | 0.010704809 | -0.053579862 | -0.0251396242 | -0.017044679

Tabla 3.1: Modelo VAR ajustado a los historicos de la region de EUA
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3.1 Analisis Continuo de Distribuciones.

VAR México.
Sinaloa Sonora Guerrero
Sinaloa | Sonora | Guerrero | Sinaloa | Sonora | Guerrero | Sinaloa | Sonora | Guerrero
0.226 0.074 -0.008 -0.122 | -0.092 0.362 -0.122 | -0.092 0.362
0.050 -0.228 -0.005 0.148 0.087 0.056 0.148 0.087 0.056
-0.028 | -0.069 0.086 0.001 0.012 -0.011 0.001 0.0128 -0.011
-0.027 | -0.116 0.055 0.051 0.028 0.050 0.051 0.028 0.050
0.008 -0.039 -0.148 -0.015 | -0.002 -0.025 -0.015 | -0.002 -0.025
-0.044 | -0.215 -0.066 -0.040 0.008 0.110 -0.040 0.008 0.110
-0.014 | -0.111 0.037 -0.066 | -0.255 0.055 -0.066 | -0.255 0.055
0.064 0.147 0.105 0.054 0.000 -0.118 0.054 0.000 -0.118
0.017 -0.022 0.036 0.090 | 0.0317 0.048 0.090 0.031 0.048

Tabla 3.2: Modelo VAR ajustado a los historicos de México

Tabla 3.3: Modelo SARIMA ajustado a las serie de Colombia.

SARIMA(1,1,1)(1,0,1) Colombia.
arl mal sarl smal
Coefs. 0.3598 | -0.7475 1 -0.9844
error est. | 0.0487 | 0.0359 0 0.0081

Al ajustar el modelo a cada regién, una distribuciéon normal mostré un buen ajuste
para el ruido blanco multivariado. La densidad normal o gaussiana viene dada por la

formula
I _e-w? (3.1)
e 2%, .
V2mo?
donde y es la media y o2 es la varianza de la distribucién (3.1). Ademaés,
(I)_l
TVaR,(X) =p+ O'M. (3.2)

1—p

La funcion en (3.2) es constante respecto a X y establece la presencia de una cola

ligera (¢(X) y ®(X) son la densidad y distribucién de una normal con media 0 y
varianza 1).

Combinando la informacién histérica con los modelos globales se producen pro-
nosticos restringidos. Se tomaron las coordenadas de cada ubicaciéon para obtener los
modelos globales del KMNI Explorer. En general, se espera un calentamiento con una
estabilizacién para el horizonte 2100.

Con estos escenarios, se construye un indice para reflejar un clima anormalmente
calido o frio. Efectivamente, un derivado recibe este nombre ya que deriva su precio

41



3. DESCRIPCION DEL PORTAFOLIO.
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3.1 Analisis Continuo de Distribuciones.

Sinaloa ACF
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Figura 3.4: Correlogramas series México.
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Figura 3.5: Correlogramas series EUA.
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Figura 3.6: Correlogramas series Colombia.

mediante la determinacion del valor de cualquier otra cosa. Un derivado de clima tipi-
camente tiene un indice que agrega la variable de clima durante el periodo de contrato.
Los contratos de temperatura usan los dias de grado (DD) en su mayoria. El ntumero
de DD es directamente proporcional a la pérdida o la capacidad para sostener tales
pérdidas. Esta capacidad suele ser un requisito de capital o, en algunos casos, puede ser
un producto bésico como el agua [31].
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3. DESCRIPCION DEL PORTAFOLIO.

Modelos Globales.
Ubicacién Coordenadas
Las Vegas 36.2277°N 115.264 36°0
Sacramento 38.5816°N 121.4944°0
Sinaloa 24.7903°N 107.3878°0O
Sonora, 31.3086°N 110.9422°0
Guerrero 23.634501°N 102.552784°0O
Colombia 4.570868°N 74.297333°0

Tabla 3.4: Coordenadas en el KNMI Explorer.

Los DD son indices cuantitativos que reflejan la cantidad de energia demandada
por comercios y hogares, ya sea para calentarlos o enfriarlos. El niimero de DD es
directamente proporcional a la cantidad de energia necesaria para calentar (“Heating
Degree Days”, HDD) o enfriar (“Cooling Degree Days”, CDD) un espacio para que este
sea confortable. Tradicionalmente los DD miden la demanda de energia, por lo que
la capacidad para calentar un espacio viene dado por los HDD’s y la capacidad para
enfriarlo por los CDD’s. En el contexto agropecuario los DD son proporcionales a las
pérdidas producidas en las cosechas debido a temperaturas extremas.

Si Ty es el umbral y T; es un valor diario para medir los excesos entonces se crea
una nueva serie z; que medira los grados por abajo o por arriba en el dia ¢ y asi,

HDD s 6=1
> z=) max(§(T, - T3),0) = {CDD Gs_ 1 (3.3)

El indice (3.3) permite la evaluacion de una funcion de pago que requiere un nivel de
agregacion (valor de ejercicio o strike) y de un cantidad que sera pagada por cada unidad
en exceso de este nivel (tick). Existen tres opciones basicas que ayudan a la agricultura
para “encadenarse” a cierta cantidad de temperatura o a una época particular del ano
en la que se requiere una temperatura especifica. Estas son, o bien las llamadas call
o put largas, o una combinaciéon de ambas, el straddle. Cualquier contrato derivado se
compone de una parte que acepta comprar y una que acepta vender; el término larga
es usado para describir al comprador y corta es usado para describir al vendedor. Para
contratos call, put y straddle se cuenta con las siguientes funciones de pago:

0, siz <K

P(@)eat = { D(x — K), siK<xz<L (3.4)
Ls, siz> L
Lg, siz <L

pP(@)put = D(K —x), siL<z<K (3.5)
0, siz> K
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3.1 Analisis Continuo de Distribuciones.

L$, SiZL‘SLl
DK —xz), silij<z<K
D(z—K), siK<uz<1Ly
Lg, sixz > Lo

Donde z en (3.4), (3.5) y (3.6) representa ya sea HDD o CDD, D es el tick, K es el
strike y L representa los limites que se imponen a las ganancias/pérdidas del contrato.

Se estructuré una call CDD para cubrirse en contra de un verano excesivamente
calido con horizontes 2020, 2050 y 2100 con un tick arbitrario de $7,000.00 pesos mexi-
canos y valor de ejercicio el promedio de CDD’s. Esta opcién también es recomendable
para periodos en los que se cuenta con mayor amenaza de un aumento de temperatu-
ra, dependiendo de la experiencia del agricultor. También, el VaR y el TVaR de cada
estrategia indican el nivel y la pérdida esperada para los peores escenarios en caso de
no contar con la cobertura. El conocer estos niveles permitira a los proveedores agregar
valor a sus producciones de maiz canalizando el riesgo climéatico lejos de los consumi-
dores. Empleando una comercializaciéon correcta el producto maizalero se vuelve més
atractivo al consumidor y el proveedor puede aumentar el precio de venta para el mismo
nivel de demanda o permitir que la demanda aumente manteniendo el precio de venta.
Esto produce mayores ganancias pues el riesgo que enfrenta el productor es respaldado
por el derivado y a su vez las pérdidas por primas son recuperadas al incrementar las
ventas.

p(x)straddle = (36)

Por otro lado, los productores que adopten estas medidas se consolidaran con perfiles
de clientes e inventarios més consistentes e indirectamente se estard promoviendo un
consumo mas responsable.

Valor de una opciéon Call sobre CDD
Horizonte | 2020 2050 2100
Sinaloa 237225.5| 175988 | 108469.2
Sonora 221669.7| 169194.7| 109280.8
Guerrero 254226.1| 183993.7| 108827.3
Las Vegas | 119571 | 103091.5| 62185
Sacramento| 120783.5| 100193.9| 62413.7
Colombia | 132629.8| 108521.3| 96262

Tabla 3.5: Primas para una Call CDD para cubrirse a distintos horizontes.

Los mayores beneficios se obtienen al negociar los contratos norteamericanos con
un horizonte de 100 afios. Esto se debe a que los precios de cierre méas bajos producen
mayores ingresos con la opcién de compra. La estrategia en este caso requiere mantener
posiciones en Las Vegas hasta que el indice CDD alcance un valor de 520.18 y luego
cambiar las posiciones a Sacramento.
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3. DESCRIPCION DEL PORTAFOLIO.

Valor en riesgo de la opcion al 99 %
Horizonte | 2020 2050 2100
Sinaloa 1508188 | 1504798 | 1084457
Sonora, 1399535 | 1394052 | 1117621
Guerrero 1547312 | 1552265 | 1109231
Las Vegas | 759193.7| 853309.2| 631556.9
Sacramento| 806150.6| 866405.2| 636817.1
Colombia | 803744.3| 859766.2| 963719.5

Tabla 3.6: Cuantiles al 99 % para primas de una Call CDD a distintos horizontes.

TVaR de la opcion al 99 %
Horizonte | 2020 2050 2100
Sinaloa 1724912 | 1742391 | 1232816
Sonora 1620762 | 1619980 | 1270597
Guerrero 1767101 | 1803291 | 1279396
Las Vegas | 877732.5| 971534.2| 732560.2
Sacramento| 925969.8| 991877.2| 751431.2
Colombia | 914360.7| 982608.2| 1096328

Tabla 3.7: Valor esperado de las primas en exceso del umbral al 99 %.

Al ir largo en una estrategia put se cubre contra una disminucién en la temperatura.
Esta es la situacién opuesta al call; si menor temperatura que la establecida se presenta
durante el periodo del contrato entonces se ejerce la opcién. Si la produccién necesita
una cantidad especifica de temperatura en un periodo en particular, el straddle es la
mejor solucion pues se obtiene la cobertura total en la posiciéon. Como antes, el promedio
de CDD’s sirve como nivel de ejercicio pero ahora con un tick arbitrario de $5,000.00
pesos mexicanos.

Straddle para posicién en Sacramento
Horizonte | 2020 2050 2100

Put 120672.3| 144908.1| 707511.2
VaR 781096.5| 1117621 | 1985588
TVaR 907176.9| 138953.0| 2112242

Straddle 241455.8| 245102.1] 769925

Tabla 3.8: Estrategias put y straddle sobre CDD’s a distintos horizontes.

La estrategia con el straddle permite participar en el aumento o disminucién del
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3.2 Analisis Discreto de Distribuciones

valor del indice CDD pero no garantiza los mejores beneficios. Las opciones de put y
call establecen el mayor beneficio en el caso de disminucién o aumento de la temperatura,
sin embargo el costo de cada estrategia en la opcién de compra no permite participar en
el cambio del indice. La estrategia con el straddle es la més cara, pero esti disponible
para protegerse contra una alta volatilidad en el movimiento de la temperatura.

Cambio porcentual con respecto al afio 2018
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Figura 3.7: Evolucion de dias de grado (DD)

Al analizar la evolucién de DD, es decir la suma de HDD y CDD, se puede dar
un indice de pérdidas anuales debido a temperaturas extremas de calor o frio. Este
indice agrega el DD de todas las estaciones de datos. Un impacto total debido a las
condiciones calidas es del 10 % en condiciones normales, alcanzando el 15% y el 30 %
en tiempos dificiles. Estos cambios porcentuales son un buen indicador del nivel en que
los rendimientos estaran afectados.

Para obtener un estimado de los costos potenciales de cambio climatico causados
por la pérdida de cultivos el valor presente de las opciones es calculado y comparado
con el valor asumiendo los costos de cobertura fijos al dia de hoy. El valor presente es
la cantidad que al ser colocada a cierta tasa de interés durante cierto plazo produce un
monto determinado (en estudios de cambio climéatico se asume una tasa libre de riesgo
del 10 %). Se estima que los costos de cobertura bajo el cambio climatico son 156.4055 %
més altos que el promedio. Los costos acumulados hasta 2100 de las estrategias de
cobertura alcanzarian un valor presente total de $ 408,075, 240.00 en el caso del escenario
de cambio climatico utilizado y $ 159,152, 269.00 en el caso del escenario de referencia
sin cambio climético.

3.2. Analisis Discreto de Distribuciones

La distribucién de reclamaciones en cada porcion de contrato del portafolio es util
para saber el nimero de pérdidas esperadas bajo diferentes escenarios y en distintos
horizontes. A pesar de que las cantidades producidas y vendidas se encuentra a mer-
ced de las condiciones del tiempo, un estudio discreto de las pérdidas proveera a los
agricultores de una vision muy correlacionada a estas cantidades de comercializacién

47



3. DESCRIPCION DEL PORTAFOLIO.

pues los niveles de producciéon dependen directamente del riesgo en las fluctuaciones de
temperatura.

Distribucién del niimero de reclamos para 10000 realizaciones.
Horizonte | 0 1 2 3 4 5 6
2020 0 345 1591 3234 3050 1492 288
2050 0 323 1663 3158 3038 1512 306
2100 0 323 1625 3134 3069 1516 333

Tabla 3.9: Simulacion del nimero de reclamaciones en exceso del umbral promedio de
CDD’s.

Esta situacion describe el comportamiento de distribuciones truncadas con zeros [32]
caracterizadas por tener cero ocurrencias o menos de las esperadas en cero. En particular
se ajustaron distribuciones de la clase truncada para el corto y largo plazo. En todos
los casos el AIC resulta més convincente para las distribuciones de tipo binomial con
funcién de densidad

pe=Pr(N =k) = (7:>q’f(1 —™ ™ k=0,1,...,m. (3.7)

En la distribucion (3.7), el parametro m presenta 6 riesgos sujetos a reclamacion (2
estaciones para Norte Ameérica, 3 para México y una de Colombia) y ¢ es la probabilidad
de ocurrencia.

3.2.1. Impactos Potenciales en la Duraciéon de Ciclos de Cultivo.

La temperatura afecta el dessarrollo de los cultivos y de otros organismos relevantes
en la agricultura e informacion pertinente sobre la duracion de estos ciclos de desarrollo
es crucial para un control efectivo. Para este caso por ejemplo, entender el ntimero de
reclamaciones puede alertar en que medida estan siendo perturbados los rendimientos de
maiz. Al alcanzar los cuantiles del VaR discreto se deberan tomar decisiones al aplicar
practicas de gestiéon como la cantidad de agua que se requerird en cierta temporada
o para la calendarizacién de mano de obra y maquinaria. En particular los impactos
estaran relacionados con aumentos de temperatura debido a la naturaleza del call sobre
CDD.

El niimero de reclamaciones esperadas en exceso al umbral representan una distri-
bucién del riesgo al que se encuentra expuesta la cartera, pero al tratarse de variables
aleatorias discretas la fluctuacién en la distribucién permite conocer el cambio en el
nimero de cultivos que no alcanzan un desarrollo completo para lograr los rendimientos
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3.2 Analisis Discreto de Distribuciones

Ajuste de la distribucién del ntumero de reclamos
Horizonte | parametros AIC
ZT Binomial
2020 0.5734567 -81629.06
2050 0.5764843 -81598.88
2100 0.5771388 -81502.34
Z'T Poisson
2020 3.3388917 17419.788
2100 3.0426702 17548.092
2100 3.362495 17930.454
Z'T Binomial Negativa
2020 38208.8439,.0000905994 | 394474.2
2050 38304.4942,.0000905142| 282393.8
2100 38475.2322,.0000905232| 456077.4

Tabla 3.10: Selecciéon de modelos para el nimero de reclamaciones en exceso del umbral

promedio de CDD’s.

esperados. Conforme mas se acelera el nimero de reclamaciones menos cultivos alcanzan
este nivel 6ptimo en su duracion.

Tomando las formulas correspondientes a la familia (a,b, m) se obtiene que,

TVaR

Horizonte/Umbral | 1

2 3

4

5

2020
2050
2100

0.219732473
0.213208858
0.212739831

0.675054506
0.673786311
0.661956063

1.249916211
1.239481529
1.237464203

1.700212729
1.700159188
1.693843574

2.041081379
2.041227579
2.041436433

Tabla 3.11: Nimero de reclamaciones esperadas en exceso del umbral promedio de CDD’s.

Al incrementar el umbral se incrementa el exceso bajo todos los horizontes, ya que
conforme va creciendo el valor en riesgo también va creciendo el capital requerido por
cada reclamacién. Este incremento se representa como un 20 % a 30 % en la alteracion
de la duracién en los cultivos de maiz cuando la exposicién es baja y el valor de esta
tasa de alteracion llega a estar cerca del 50 % conforme aumenta la exposicion.

Al comparar este incremento se tiene una alteracion cerca del 200 % al considerar
el desfase de la duracion al estar expuesto de 1 a 2 reclamaciones, pero presenta una
desaceleraciéon pues decrece a un cambio de s6lo el 20% de 4 a 5 reclamaciones. Esto
implica que la cartera se debe inciar con coberturas altas, y conforme se aumenta la
exposiciéon, se abarataran los costos conforme se vaya diversificando el portafolio. El
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3. DESCRIPCION DEL PORTAFOLIO.

impacto por esta alteracion en la duracién del ciclo se resentird més al inicio de la expo-
sicién en cultivos que requieran de una segunda especie para mejorar el intercambio de
nutrientes o cualqueir otro proceso que pueda optimizar la produccién. Al ir sofisticando
el portafolio esta desventaja desaparece e incluso se revierte su efecto produciendo un
abaratamiento general de costos.

La proporcién creciente del exceso respecto al umbral caracteriza que el aumento
en la diversificacion del riesgo permita ofrecer una mayor cobertura para los riesgos en
exceso ya que al comercializar la cartera la decision de ir largo en cierta posicién, y en que
proporcidn, sera condicional al nimero de reclamaciones que se hayan experimentado.
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Implementacion Espacial y Repercusiones
Locales.

Se toman en cuenta ahora 181 observaciones distribuidas en la costa noroeste de
la Reptublica Mexicana. Cada observacion reporta las coordenadas geogréaficas de una
estacion meteorolégica distinta.

Asumiendo que el portafolio describe la situacién fisica en que cada riesgo es inde-
pendiente pero con la misma probabilidad de reclamacion, entonces la probabilidad de
reclamaciéon para cada estacién sigue una distribuciéon Bernoulli, caracterizada por la

fgp

P(z)=144q(z—1), (4.1)

pues si hay m eventos independientes generados por (4.1) la fgp del total de reclama-
ciones es el producto

P(z) = [1+q(z — )™ (4.2)

La funciéon generadora (4.2) es del tipo binomial considerado anteriormente.

Dadas las condiciones se pueden generar patrones de puntos espaciales tomando
ahora como escenario base sin cambio climéatico, ya sea, un escenario afno a fecha actual
0 un escenario sin riesgo donde todavia no se ha superado ningtn nimero de pérdidas.

Un conjunto de datos de patrones de puntos proporciona las ubicaciones de los
objetos o eventos que ocurren en una regién de estudio. El patréon de puntos observado
X se tratard como una realizacién de un proceso puntual X en un espacio bidimensional.
Un proceso puntual es simplemente un conjunto aleatorio de puntos; el ntimero de
puntos es aleatorio, al igual que las ubicaciones de los puntos. El objetivo de tener
esta aleatoriedad es la de poder analizar los patrones sin estar condicionados a sélo
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4. IMPLEMENTACION ESPACIAL Y REPERCUSIONES LOCALES.
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Figura 4.1: Estaciones region noroeste.

las ubicaciones muestreadas (i.e, las estaciones), si no que se pueda comprender el
comportamiento dentro de toda la regién de estudio. Una forma més precisa de decirlo
es que no se toma sélamente el tiempo como indicador en un proceso estocastico, sino
que el indice puede ser cualquier otra cosa.

El modelo asume que el proceso se extiende en un espacio bidimensional pero es ob-
servado s6lo dentro de una region W, la ventana muestral. Para reflejar las repercusiones
locales, se toma como ventana la extensién territorial del pafs.

El tipo de patrones generados son llamados patrones puntuales replicados [33] ya
que son conjuntos de datos que consisten de patrones puntuales que pueden ser genera-
dos como repeticiones independientes del mismo experimento. La distribucién bernoulli
asociada a cada estaciéon es el experimento que se genera para ir obteniendo las realiza-
ciones.

4.1. Reclamaciones.

Este es el patréon méas béasico, simplemente se realiza una simulacién bernoulli y se
asocia el valor simulado con cada coordenada geografica de las estaciones. Cuando se
simula el valor de 1 se esta generando una reclamacién por pérdidas climaticas y cuando
se simula el valor 0 la estaciéon no presenta escenarios desfavorables por lo que no se
genera reclamaciéon del contrato de derivados.

Para el 2020, el patron refleja la cola ligera del portafolio, ya que ninguna relizaciéon

92



4.2 Resiliencia.

muestra escenarios catastroficos y la distribucion de reclamaciones se mantiene en un
porcentaje del 60 % generalmente, comportamiento esperado por la probabilidad ¢ =
0.5734567 de reclamaciéon para 2020.

Asi mismo, las diferentes realizaciones muestran concentraciones de puntos, o en
forma cluster en la regién de Baja California Sur y al sur de Sonora. Sin embargo,
este comportamiento puede ser simplemente una consecuencia de la presencia de ma-
yores muestras en esta zonas. Del mismo modo, la zona norte de Sonora muestra cierta
dependencia pues generalmente los patrones de puntos se concentran o como estacio-
nes siniestradas o como estaciones no siniestradas, efecto que puede deberse al menor
ntmero de estaciones en esta region.

Reclamaciones 2020

Sin Reclamaciones Reclamaciones

Figura 4.2: Distribucién de la siniestralidad para 2020

Una produccién sostenible dentro del sector agricola permite la cobertura y espe-
culacién ante pérdidas ocasionadas a los cultivos por eventos imprevistos. Con esta
estabilizacion al ingreso agricola se garantiza la continuidad a la agricultura. Al adop-
tar practicas innovadoras se permite un flujo crediticio dentro de la agricultura y se
contribuye a la seguridad alimentaria, ademés de proveer protecciéon al riesgo de pro-
duccioén.

4.2. Resiliencia.

Este patron utiliza el afio 2020 como base de escenario sin cambio climético. Se
simulan las reclamaciones del ano base y la resiliencia es la diferencia entre los valores
simulados con el afio analizado. Con este patrén se puede obtener la distribucién espacial
de las estaciones que permanecen siniestradas a lo largo del tiempo, las estaciones que
no presentan impacto durante el mismo plazo y aquellas que presentan un cambio con
respecto al tiempo. Cuando una estacion presenta una reclamacion en el afio base pero

93
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Reclamaciones 2050

Sin Reclamaciones Reclamaciones

Figura 4.3: Distribucién de la siniestralidad para 2050

Reclamaciones 2100

Sin Reclamaciones Reclamaciones

Figura 4.4: Distribucién de la siniestralidad para 2100

se recupera y no se siniestra en el ano de anélisis, se presenta una resiliencia positiva.
Sin embargo, las estaciones que habian permanecido sin pérdidas en el ano base pero
con condiciones adversas para el ano de analisis, presentan una resiliencia negativa.

Para el afio 2050 se espera un nivel sostenido en las estaciones que permanecen
siniestradas.

Para el afio 2100 aumenta la resiliencia negativa y el nivel de reclamaciones contintia
sosteniéndose.

Localmente existen sistemas de cultivo tradicionales que incluyen una relacién com-
pleja a largo plazo entre el cultivo de maiz y un ambiente més amplio. La globalizacién
en el modelo de agronegocios ha ejercido una intensa presiéon sobre estos productores,
con lo que se ha ocasionado una pérdida de soberania alimentaria.

Se ha adoptado este enfoque conceptual de los sistemas alimentarios, ya que estos
reflejan una interfaz entre los ecosistemas y las economias.

La resiliencia econémica dentro de estos sistemas incluyen el acceso a la tierra asf
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4.3 Duracion.

como el potencial de subsistir con la produccién local. La capacidad de recuperaciéon
econdémica permite a los sistemas resistir el choque climatico, la escasez o las perturba-
ciones a largo plazo.

El desarrollo de sistemas alimentarios a nivel local requiere interacciones que no se
limiten a las innovaciones de los agricultores, sino que incluyan redes de agricultor a
agricultor, organizaciones rurales fuertes y politicas publicas redistributivas.

Resiliencia 2050

(-) Resiliencia Reclamaciones

Sin Reclamaciones (+) Resiliencia

Figura 4.5: Distribucién de la resiliencia para 2050.

4.3. Duracion.

Para estudiar este patrén, primero se consideran las condiciones esperadas de un
escenario sin cambio climatico. Como la esperanza para una binomial se define como
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Resiliencia 2100

(-) Resiliencia Reclamaciones

Sin Reclamaciones (-) Resiliencia

Figura 4.6: Distribucion de la resiliencia para 2100

E[N] = mgq,

entonces se espera un total de reclamaciones muy cercano a esta media. Asi mismo
se toman en cuenta escenarios catastroficos al 95% y al 99 %.

El multitipo del patron presenta una proporcion del 56 % en reclamaciones, 36 % de
truncamiento en cero y 8 % entre pérdidas que superan los umbrales de pérdida.

Esta visualizacion del portafolio muestra las condiciones normales, los escenarios
malos y los escenarios catastroficos. Se toman como escenarios sin cambio climatico las
condiciones normales esperadas, su fluctuacion con respecto al nivel del riesgo discreto
de los escenarios malos y catastroéficos representan estas tasas de alteracion a la duraciéon
6ptima en ciclos de cultivo.
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4.3 Duracion.

Duracion 2020

Sin Reclamaciones Reclamaciones

Malos tiempos Escenarios CAT

Figura 4.7: Distribuciéon de la duracién para 2020

4.3.1. Intensidad.

El analogo del valor medio o esperado de una variable aleatoria es la intensidad en un
proceso puntual.La Intensidad es la densidad promedio de puntos (ntmero esperado de
puntos por unidad de area). La intensidad puede ser constante (uniforme u homogéneoa)
o puede variar de un lugar a otro (No homogénea).

A través de la intensidad conjunta de los puntos se vuelve a observar el cluster de
muestras en el sur de la peninsula y en las costas de Sinaloa y Sonora. La costa se acentta
menos pues se cuenta con una regién mas grande de la ventana en esta parte. En las
densidades marginales también se refleja la clusterizacién para las condiciones normales.
Las observaciones en exceso ademaés se concentran a lo largo de Sonora, mientras que
al norte de la peninsula no se presentan condiciones extremas.

En general, se presenta un densidad de 1.045488 puntos por unidad de area, tomando
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en cuenta que la superficie de la venta es de 173.125 unidades cuadradas y la fraccion
del area ocupada es 0.313.

Intensidad Conjunta

Figura 4.8: Intensidad de la duracién para 2020

Intensidades marginales

L -+
4

[

!
u’_! —
o

o
! [
= o

™
- o
o

-

o
o o

Figura 4.9: Intensidad marginal de la duracién para 2020
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4.3 Duracion.

4.3.2. Modelos.

El modelo basico de referencia de un patréon de puntos aleatorios es el proceso
puntual Poisson uniforme en el plano con intensidad A, a veces llamado aleatoriedad
espacial completa (CSR, por sus siglas en inglés). Sus propiedades bésicas son:

= Kl nimero de puntos que caen en cualquier region A tiene una distribucién Poisson
con media, A x area(A).

= Dado que hay n puntos dentro de la region A, las ubicaciones de estos puntos son
independientes e idénticamente distribuidos de manera uniforme dentro de A.

= Los contenidos de dos regiones disjuntas A y B son independientes.

Una funcién de distribucion sigue una densidad poisson si esta es de la forma

e MNE
k!
En (4.3) el parametro A representa la media de la distribucion. Cada punto en un patron
espacial puede llevar informacién adicional llamada marca. En el ejemplo estas marcas
pueden verse como una coordenada adicional al proceso de reclamaciones. Un proceso
de puntos marcados en un espacio S con marcas que pertenecen a un conjunto M es
definido como un proceso puntual en el producto cartesiano S x M. Un patrén de puntos

marcados es un conjunto

P = . k=0,1,2... (4.3)

y={(x1,m1),...,(xn,mp)} , z, € W, m; € M. (4.4)

De (4.4) tomamos z; como las ubicaciones y m; como las alteraciones a la duraciéon
respecto a distintos niveles de riesgo.

La funcion I de Mordn [34] ofrece una medida de la autocorrelacion espacial, es decir,
la correlaciéon entre los valores de una variable basada en las ubicaciones en donde se
realizaron las mediciones. Para el patréon de puntos de la duracion, la tabla 4.1 muestra
que no se cuenta con informacién suficiente como para rechazar la hipotesis nula de que
hay cero autocorrelacion espacial a una alpha del 0.05.

Observados Esperados Desv. est. p-value
-0.04181768 | -0.005555556 | 0.04570473 | 0.4275449

Tabla 4.1: Resultado del indice de Moran.

Para investigar si el modelo adecuado corresponde efectivamente a CSR, se pueden
considerar algunos ejemplos. A los modelos Poisson uniformes en R? con marcas en M
suele llaméarseles Poisson multitipos. La funcién de densidad de un proceso multitipo
es una funcion f(y) definida para todos los puntos marcados. El proceso con densidad
de probabilidad f(y) = 1 es el proceso uniforme de puntos con intensidad 1 para cada
marca. Es decir, para este modelo, el subproceso de puntos con marca m; = m es un
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proceso Poisson uniforme con intensidad 1. No es recomendable suponer CSR donde las
intensidades (,, son equivalentes a, 3,, = « digamos, para todas las marcas posibles
yva que ese modelo solo es apropiado si creemos que todos los valores de marca son
igualmente probables.

Una alternativa es considerar el proceso Poisson No Homogéneo con funciéon de
intensidad A(u) , u € R2, que no es mas que una modificacién a CSR pero considerando

» El nimero N(X N B) de puntos que caen en una region B tiene valor esperado

E[N(XNB)| = /B)\(u)du.

» Dado que N(X N B) = n, los n puntos son independientes e idénticamente distri-
buidos, con densidad de probabilidad comin f(u) = A(u)/I, donde I = [5 A\(u)du.

Al ajustar un modelo poisson no homogéneo se considera su funcion de log-verosimilitud
ya que es una funcién bien comportada, por lo que distintas propuestas deben especifi-
car su tendencia a través de la forma del logaritmo de su funcién de intensidad. En el
proceso Poisson Homogéneo la tendencia depende solo de las marcas, y no de la ubi-
cacién espacial; Como las marcas son un factor, la tendencia tiene un valor constante
separado para cada nivel de marcas.

Para el Poisson homogéneo se obtiene un AIC de 66.3915 y los estimados de los
parametros Bm son

Bo b1 B2 B3
0.37582916 0.58976268 0.04047391 0.04047391

Tabla 4.2: Ajuste de un modelo Poisson homogéneO a los datos en la region local.

Este comportamiento es esperado ya que sélo se estd extendiendo la proporcion de
observaciones a toda la ventana, como se muestra en la simulacién de la figura 4.10.

Bajo este modelo ahora el valor esperado se desfasa a 95 reclamaciones y a 72 sin
reclamaciones bajo condiciones normales. Ademés, este escenario alcanza el cuantil al
95 % a las 103 reclamaciones, por lo que sus impactos a la duracion son del 12.8 %. El
escenario catastrofico al 99.5% se alcanza en 109 reclamaciones dando unas tasas de
alteracion en la duracion del 45.16 %.

En cambio, si se considera un Poisson no homogéneo cuya funciéon de intensidad
A(z,y,m) en la ubicacion (z,y) y de marca m es

logA(x, y, m) = am + Bz,

se tiene que la intensidad es log-lineal en la coordenada cartesiana de x con un intercepto
diferente para cada marca, pero con la misma pendiente.

60



4.3 Duracion.

Poisson Homogéeneo

0 o
A
2 +
3 X

Figura 4.10: Realizacion proceso de Poisson homogéneo.

Este modelo, aunque un poco méas complejo resulta atractivo ya que su AIC dismi-
nuye a 51.84166 y tiene como parametros

~

B Qg an G as

-0.2466424 -27.3733438 -26.92276 -29.15124 -31.37971

Tabla 4.3: Ajuste de un modelo Poisson no homogéneo.

Este modelo adquiere una mejor interpretacion ya que funciona con una tendencia
espacial comun y diferente intensidad para cada tipo.

Los valores esperados bajo condiciones normales se encuentra en 105 para reclama-
ciones y en 66 sin reclamaciones. El cuantil al 95 % se mueve hasta 111 reclamaciones,
por lo que sus impactos a la duracion son del 23.74 %. El cuantil al 99.5 % se desplaza
hasta 123 dando impactos totales del 121.66 %.
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4. IMPLEMENTACION ESPACIAL Y REPERCUSIONES LOCALES.

Poisson No Homogéeneo

0 o
1 &
2 +
3

Figura 4.11: Realizaciéon proceso Poisson no homogéneo
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Conclusiones.

La restricciéon producida por CMIP5 junto a un periodo més largo de descuento
genera un portafolio con una disminucién en general de los costos a largo plazo pero
con riesgos y primas mas caros en el corto plazo.

Para la simulaciéon del modelo VAR un ruido gaussiano mostré un buen ajuste
por lo que los riesgos poseen una cola ligera, se consideran no catastroficos y pueden
permear fuertemente en la cultura del inversionista pues se cuenta con instrumentos de
diversificacion que no conllevan grandes riesgos.

Los resultados no sblo son aplicables en la agricultura. Existe un gran potencial
para su aplicacion en diversos sectores como salud y energia [16] Los derivados del
clima proporcionan una opcién simple y razonable para la cuantificacién econémica de
estos impactos, al comparar estrategias de cobertura hipotéticas en un escenario base
sin cambio climético y bajo condiciones de cambio climético.

Para la parte discreta se puede observar que el incremento de la temperatura se vera
més marcado a final de siglo, no que sugiere que la tendencia de cambio climéatico no se
vera disminuida.

Las tasas por alteraciones a la duracion de cultivos de maiz son del 20 % a cerca del
50 % entre varios horizontes, que es lo que se ofrece de cobertura con cada contrato de
la cartera. El riesgo por cambio climéatico es muy severo al iniciar la exposicién, ya que
la tasa de duracion se altera en un 200 %.

La cartera se incia con coberturas altas y conforme aumenta la exposicion, los costos
se abarataran.

En su mayor parte hasta este punto se ha tratado con el desarrollo de modelos
estocasticos. Sin embargo, en la practica existen modelos que integran [35] tanto la fisica
del clima como sus aspectos econdémicos y las observaciones no precisamente forman una
muestra aleatoria. Por su naturaleza, estos modelos tienen un corte mas deterministico y
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5. CONCLUSIONES.

numérico. Modelar la incertidumbre no es tan dificil. Inicialmente, un modelo integrado
tiene un estado del mundo. Se supone que las variables y los parametros se conocen
perfectamente y, por lo tanto, podrian representarse con un solo ntumero. Al introducir
nuevos estados del mundo para los parametros significa que se necesita dividir cada
variable que depende de los nuevos escenarios. Debido a que estos modelos se construyen
al integrar muchas partes en las que todo depende de todo, todo el modelo debe dividirse.
Al aumentar el nimero de estados o el nimero de parametros esta representacion se
vuelve algo prohibitiva.

Aplicando estas ideas a la cartera, puede resultar que la informacién agregada para
Colombia no sea suficiente e informacion regional (a una distinta resoluciéon) sea re-
querida. Como antes, se cuenta con la informacién de 4 estaciones: Bogoté, Bolivar,
Cordoba y Amagzonas. Entonces, en vez de replicar las valuaciones para cada caso, se
puede tomar en cuenta en que direccion varia mas el conjunto de datos. Al analizar los
componentes principales se tiene que los vectores de carga son

-1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
| | | | |

1.0

(]
O
o

PC1

PCA
Bogota 0.55410431 | -0.35654126 | 0.3891293 | 0.64375860
Bolivar -0.09609141 | -0.92252460 | -0.1266313 | -0.35168072
Cordoba 0.57651870 | 0.04386836 | -0.8156329 | 0.02108871
Amazonas | 0.59275715 | 0.14107536 | 0.4090060 | -0.67930171

Los primeros componenetes estan relacionados con Bogoté y Bolivar, pero Bolivar
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lleva la tendencia de los datos. Al volver a desarrollar el portafolio pero sélo considerando
esta direccién se vuelve a generar una distribuciéon del niimero de reclamaciones. Esta
distribucién vuelve a ser del tipo binomial, con truncamiento a corto y largo plazo, y
modificacién en cero en el mediano plazo.

Ajuste de la distribucién del ntmero de reclamos
Horizonte | q AIC

2020 0.4248566 | 40829.42

2050 0.4893116 | 41418.6

2100 0.5809462 | 40683.3

Los resultados son similares a los obtenidos con el portafolio original, por lo que los
resultados con una resolucién agregada pueden ser generados con la informacién de la
tendencia del conjunto de datos que se encuentra a una resolucién distinta. Empleando
este enfoque se pueden evitar las dificultades computacionales de evaluar todo un modelo
para cada estado del mundo.

En el anélisis espacial, el patron de resiliencia también detecta este comportamiento,
sin embargo el impacto se acentiia pues no solamente disminuye la resiliencia positiva,
sino que también aumenta la resiliencia negativa.

Se defini6 la alteracion a la duraciéon de los cultivos de maiz como la sensibilidad
al cambio del nivel de riesgo entre escenarios sin cambio climético y escenarios con
distintos umbrales de pérdida.

Inicialmente se planteé un modelo poisson homogéneo, el cual genera un valor cons-
tante para cada nivel de marcas. Las tasas de duracion se alteran en un 12.8 % dadas
situaciones malas y lo hacen en un 45.16 % dadas situaciones catastroficas (superar el
cuantil 95 % y 99.5 % respectivamente).

Posteriormente se encontré que un modelo poisson no homogéneo arroja un me-
jor ajuste, ya que funciona con una tendencia espacial y diferentes intensidades para
cada patron. Este modelo logra capturar un mayor impacto puesto que los impactos
incrementan a un 23.74 % en cuanto a escenarios malos, y a un 121.66 % en cuanto a
escenarios catastroficos.
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Apéndice.

A.1. Funciones

Conjunto y funcién son de los términos mas basicos en mateméticas. Una funcidn es
un conexién entre cantidades dada por relaciones mateméticas u operaciones. Siempre
que los valores de ciertas cantidades y1, yo, ... estén determinados por los de ciertas otras
r1,Z2, ..., se dice que y1,y2, ... dependen de x1,xs,..., 0 bien que estdn en funcién de
1,2, ... Estas leyes mateméticas asignan valores tnicos de las variables dependientes
a valores dados de las variables independientes. Las correspondientes relaciones entre
Z1,x2,... y los valores asociados y1, ya2, ... se escribe en la forma (y1, y2, ...) = f(z1, 22, ...),
donde dependiendo el contexto se puede sustituir la notaciéon f por cualquier otra letra.
Un conjunto es una colecciéon de objetos bien definidos de tal manera que para cualquier
objeto dado se puede afirmar que el objeto estd en el conjunto o no, pero no ambos.
Los conjuntos generalmente se representan con letras maytsculas. Cuando un objeto x
pertenece a un conjunto A, se escribe x € A, de lo contrario, se usa la notaciéon z & A.
Una froma de representar un conjunto es hacer una lista sin repeticién de sus elementos.
El conjunto de los nimeros enteros positivos se puede expresar como N = {1,2,3,---}.
Otra forma de representar conjuntos es describiendo una propiedad que caracterice a
sus elementos; N = {x|z es un entero positivo}, R = {z|r es un namero real}. Dos
conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos, lo que suele escribirse como
A = B. Se define el conjunto vacio, denotado por @), como el conjunto sin elementos. La
cantidad de elementos en un conjunto es llamado cardinalidad. Se escribe #(A) para
denotar la cardinalidad del conjunto A. Si A tiene una cardinalidad finita decimos que
A es un conjunto finito. De otra manera, se llama infinito. Una funcién es inyectiva si
f(m) = f(n) implica m = n, con m,n € A. Una funciéon es sobreyectiva si para cada
b€ B, hay un a € A tal que b = f(a). Si Ay B son dos conjuntos (finitos o infinitos)
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y hay una biyeccion de A a B (es decir, una funcion inyectiva y sobreyectiva) luego se
dice que los dos conjuntos tienen la misma cardinalidad. Si #(A) es finito o tiene la
misma cardinalidad que N, entonces A se llama numerable. El dominio de una funciéon
es la totalidad de valores A para los cuales la funcion estéa definida. El contradominio de
la funcion, B, es el conjunto donde toma valores la funcién. Para especificar el dominio
y contradominio de una funcién se utiliza la notacion f: A — B. Una pareja ordenada
es una pareja (a,b) tal que el primer elemento a € A y el segundo b € B. El producto
cartesiano, A X B, es el conjunto de parejas ordenadas A x B = {(a,b)la € A , b € B}.
En el caso en que B = A se denota A x B = A? e inductivamente si B = A"~ ! entonces
Ax B=A".

Una funcién sencilla de n € N es la expresion factorial de n, el producto de los
primeros n enteros:

nl=1-2-3---n.

Otra funcion de n es el coeficiente binomial (Z) definido por:

n\ nn-1)n-2)---(n-k+1) n!
k k!  Kl(n—k)!

En muchas aplicaciones se consideran conjuntos dotados exclusivamente de una dis-
tancia. Sea X un conjunto. Una métrica (o distancia) en X es una funcion dy : X x X —

R que tiene las siguientes tres propiedades:

1. dx(z,y) =0siysoélosiz=y.
2. dx(z,y) = dx(y,z) para todos z,y € X.
3. dx(z,2) <dx(z,y) + dx(y, z) para todos z,y,z € X.

Un espacio métrico, (X, dx) es un conjunto X con una métrica dada dyx.

Las métricas mas interesantes son en espacios vectoriales que son las inducidas
por una norma. Sea V un espacio vectorial sobre R. Una norma en V es una funcién
||| : V" — R que tiene las siguientes propiedades:

1. ||v|]| =0 siy solo si v = 0.
2. ||Av]| = |Al||v]| para cualesquiera v € V', A € R.
3. Jv+w| < ||v|| + ||w|| para cualesquiera v, w € V.

Un espacio normado, (V,||-]|) es un espacio vectorial V' provisto de una norma ||-||.Todo
espacio normado (V,||-||) es un espacio métrico con la métrica dada por d(v,w) :=
[v —w].

De los espacios métricos mejor conocidos se encuentran los espacios euclidianos,
R", con la distancia usual da = \/(z1 —y1)2 + (22 — y2)2 + ... + (2, — yn)? donde z =
(1,22, .y Tn), ¥ = (Y1,Y2, .-y yn) € R™ El caso n = 1 se reduce al conjunto de los
nameros reales, R, con distancia d = |z — y|.
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Para un espacio métrico (X, dx) se define la bola abierta de radio r y centro xo,
Bx (zg, 1), como el conjunto de puntos x tales que d(x,zp) < r. Un punto x € A C X
se llama un punto interior de A si existe € > 0 tal que Bx(x,e) C A. El conjunto de
todos los puntos interiores de A se llama el interior de A en X y se denota intx(A). Se
dice que A es abierto en X si A = intx(A). Un punto x € A C X se llama un punto
de contacto de A si Bx(z,e) N A # () para toda € > 0. El conjunto de todos los puntos
de contacto de A se llama la cerradura de A en X y se denota A. Se dice que que A
es cerrado en X si A = Ay que es acotado si existe un nimero real M y p € X tal
que dx(q,p) < M para todo ¢ € X. Cuando un conjunto es cerrado y acotado se llama
compacto.

En la naturaleza aparecen numerosos fenémenos que tienen un comportamiento
continuo. Se puede pensar que un proceso continuo tiene lugar gradualmente, sin in-
terrupciones ni cambios abruptos. Lo anterior conduce a la siguiente definicién mas
precisa, una funcion f : X — Y es continua en el punto xg € X si, dado un nimero
positivo € existe un ntmero positivo § (que depende de z¢ y de ) tal que

dy (f(x), f(zg)) < e si dx(x,x9) <.

Intuitivamente, la continuidad significa que un pequeno cambio en las variables in-
dependientes x € X implican s6lo un pequeno cambio en las variables dependientes
y €Y = f(X) y excluye saltos en los valores de f.

El soporte de una funciéon continua f : R™ — R es la cerradura en R™ del conjunto
{z|f(x) # 0}. Se denota

sop(f) = {z € R"[f(z) # 0}.

Ademas

Co(R™) := {f € C°'(R")|sop f es compacto},

donde CO(R™) es el conjunto de todas las funciones continuas f : R® — R.

Cuando una cantidad a depende de un entero positivo n, la funcion a : N — X
se denomina sucesidn, el k-ésimo término de la sucesion se denota por ay := a(k) y la
sucesion por a = (ay). A menudo un nimero a se describe por medio de una sucesion
infinita a, de aproximaciones. Esta situacién se expresa diciendo que si n crece la
sucesion (a,) tienden a un limite. Se dice que (ay) converge a un punto x € X si, dada
e > 0 existe ng € N tal que dx(an,x) < € para todo n > ng. El punto = se llama el
limite de la sucesion (ay,). Se usa la notacion

anp - x € X obien lim a, = .
n—oo

para decir que a,, converge a x € X.
La serie geométrica

l+qg+¢P+..+¢71 =5,
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donde g € R se denomina razén comin de la serie puede expresarse de la forma

n

1—gq

S, = )
1—q

La sucesiéon de sumas S, tiene un limite definido S si ¢ esta situado entre —1 y 1,
excluyendo estos valores extremos, y
, 1
S=lim S, = ——.

n—o00 1—gq

Una serie

a1 +ag + ...

requiere que los términos sean sumados en el orden en el cual aparecen. Es costumbre
utilizar para ai + as + ... + a, el simbolo

n
>
k=1

Los ntimeros reales son usualmente representados en forma grafica mediante puntos
en una linea recta L, el eje numérico (o recta numérica). Un conjunto en L con puntos
extremos a, b con a < b se denomina intervalo. Sea la funcién f : R — R continua en el
intervalo cerrado a < x < b. Al dividir este conjunto por (n — 1) puntos z1,x2, ..., Tn—1,
con las longitudes x; — ;1 = Az;, (i = 1,2,...,n) donde, ademas, o9 = a, x, = b
entonces en cada subintervalo cerrado [z;_1, z;] se elige cualquier punto &; y se considera
el limite

nh_)ngo F, = Z;f(ﬁi)ﬁxz’,

si este limite existe se le denomina la integral de f(x) sobre el intervalo a < x <b

/a ’ f(z)da.

El paso al limite a partir de una subdivisién finita en porciones Azx; es indicado
mediante el uso de la letra d en lugar de A. La integral es una medida del efecto total
de un proceso de cambio continuo.

Sia; < b; para i = 1,...,k, el conjunto de todos los puntos z = (z1,...,z) € RF
cuyas coordenadas satisfacen las desigualdades a; < z; < b;, i = 1,..., k, es llamado k-
celda (los intervalos son 1-celdas). Sea f : R™ — R continua en una k-celda que contiene
al soporte de f y se divide cada a; < x; < b; por (n; — 1) puntos z;1, Z;2, .., Tin;—1 CON
longitudes x;j;, — xij,—1 = Az, (Ji = 1,2,...,n;) donde, ademas, xi0 = a;, Tin, = b;
entonces en cada subconjunto cerrado [z1j,—1,%1j,] X [Z2jo—1, T2j5] X ... X [Thj,—1, Tk, ]
se elige cualquier punto £ = (£, &2, ..., &) v se considera el limite
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ngk

na N1
lim Z e Z Z f(gl,fg, -'-agk)A$1j1A$2j2 e Al“k;jk

n1,M2,...,Np—>00 4 4 N
' Jr=1 Jje=171=1

= lim Z e Z ( Z f(&1, &, --~7fk>A$1j1>A372j2 s Axgg,

n1,M2,...,—>00 4 : :
Jr=1 Jj2=1 \ji=1

= lim Z s Z Ax2j2 T Awk]k < Z f(§17§27 7€k>A‘r1]1>

n1,M2,...,M—>00 4 : :
Jr=1 Jo=1 Jj1=1

k

n n2 b1
= lim Z Z Axljl / f(xlag%'“v&k)dxl
n2,N3...,Nk—>00 at

Jk=1 Jo=1

Haciendo

b1
F(§27£37 7£k) = f(xlag%“wgk)dxl

al

y sustituyendo en la tltima expresién se obtiene

ng no
o (£2,8&3, -, Ek) Amoj, - - - Axyj,
Je=1  ja=1

ba

ng ns
D Z'“ZA%J‘M‘MM/ Flas, &3, ..., &) ds

n3,Ng...,Nk—>00 * .
Y =1 =1 a2

n3,M4...,Mp—>0Q0

nk ns bo b1
= lim Z ce Z A:L‘ng ce A:L’kjk / f(l’l,l'g, ...,gk)dl‘ldl'g
=1 az ai

Js=1

Continuando de este modo se encuentra que la integral

by, b2 b1
/ / f(x1, e, ...,xp)dx1des - - - dxy,
ar as Jap

puede expresarse como una integral iterada.
La expresiéon

flz+h) - f(x)
h

donde h € RT y f : R — R se denomina cociente incremental. Al limite de la forma

. fla+h) = flx)
}113% h _AliIEOE

_ Ay
- &
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se le conoce como derivada. Su notacion varia dependiendo el contexto pero suele
escribirse como

dy_df(l')_/
dr  dr = f(z)

Sea f: U C R" — R, U un conjunto abierto. Entonces las derivadas parciales de f
respecto de la primera, segunda,..., n-ésima variable, denotadas como 9f /1, ...,0f/0xy,
se definen como

of

, f(x1,$2,...,$j+h,...7$n)_f(ljl,...,.xn)
ey Tp) =1 .
By "1 o) = 0 h

La derivada de una funcién f : R — R™ es la funcién lineal que mejor se aproxima
a f. Esto se puede expresar como
@+ h) = flx) = f@)h] _

1
P 1]

0

donde f’(x) en esta caso es la matriz de m x n con elementos df;/0x;. Las funciones
que admiten tal aproximacion se llaman diferenciables.

El hecho fundamental del céalculo establece que las operaciones de integraciéon y
derivacion (o diferenciacion) son procesos inversos.
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A.2. Matrices

Un punto P en el espacio se representa como una coordenada cartesiana (ai, ..., ay).
Una entidad que acttie sobre un punto e involucre una direcciéon y una magnitud se llama
vector. Los vectores suelen denotarse con las letras x 6 y ya que en el caso unidimensional
de un espacio euclidiano! se reducen a los nimeros reales. Los vectores se representan
por flechas en las que la longitud define la magnitud del vector y la direccion también
representa la direccion del vector. Los vectores tienen muchas motivaciones fisicas, por
lo que en lugar de observar el fenémeno directamente se puede aprender de él mediante
los vectores que lo describen. Esto implica que si dos vectores tienen la misma magnitud
y el mismo setido entonces son iguales. Cuando dos vectores actiian simultaneamente
sobre un punto la magnitud resultante es la del vector z +y = (a1 + by, ..., an + by),
que en el paralelogramo que tiene a = y y como lados adyacentes, se representa por la
diagonal que parte de P. Cuando la longitud del vector es amplificada o reducida sin
cambiar de direccién resulta el vector tx = (taq, ..., tay,), donde a t € R se le denomina
escalar.

Un campo F es un conjunto en el cual se definen dos operaciones +, - de modo que
para cualquier par de elementos a,b en F' existen elementos tinicos a + by a - b (que
suele denotarse como ab) tales que cumplen las siguientes propiedades para todo a, b en

F
l.a+b=b+aya-b=b-a.
2. (a+b)+c=a+(b+c)y(a-b)-c=a-(b-c).
3. Existen elementos distintos O y 1 en F' talesque 0+a=ay 1l -a=a.

4. Para cada elemento a € F'y cada elemento no nulo b € F' existen elementos ¢y d
en Ftalesquea+c=0yb-d=1

5.a-(b+c)=a-b+a-c

Un espacio vectorial (o espacio lineal) V sobre un campo F' consiste de un conjunto
en el que estan definidas dos operaciones tal que para cualquier par de elementos z, y en
V exista un elemento tnico = + y en V', y para cada elemento a en F' y cada elemento
z en V exista un elemento tinico ax en V, de manera que se cumplan las siguientes
propiedades:

1. Paratoda z,yen V,z+y =y +z.
2. Paratoda z,y,zen V, (x +y)+ 2z =2+ (y + 2).
3. Existe un elemento en V' denotado 0 tal que z + 0 = x para toda z en V.

4. Para cada elemento x en V', existe un elemento y en V' tal que x +y = 0.

'En los postulados de Euclides se describe el comportamiento y la relacién entre ciertos elementos
basicos de la geometria como son punto, distancia, etc.
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5. Para cada elemento x en V, 1x = x.

6. Para cada par a,b de elementos en F'y cada elemento = en V, (ab)x = a(bx).

7. Para cada elemento a en F'y cada par de elementos z,y en V, a(z+y) = ax + ay.
8. Para cada par de elementos a,b en F'y cada elemento z en V', (a+b)x = ax + bzx.

Los escalares son los elementos del campo y los vectores los elementos del espacio
vectorial. Los elementos de F™ también se expresan como vectores columna

a

an

Una matriz de dimnesiones m X n con valores de un campo F' es un arreglo rectan-
gular de la forma

aii ai2 s Qln
a1 Gz - Qo
aml Am2 " Gmn

donde cada elemento a;; (1 <i<m, 1 <j <mn) pertenece a F.

Si m = n la matriz se dice que es cuadrada. Una matriz cuadrada se llama diagonal
si a;; = 0 para i # j. Si una matriz diagonal de n x n tiene unidades como elementos
(ai; = 1) se llama identidad y se denota como I,,, donde el subindice se suele omitir si
las dimensiones se sobreentienden.

La transpuesta, AT, de una matriz A de dimensiones m xn se obtiene de intercambiar
sus renglones por las columnas. El transpuesto de un vector columna x es el vector
renglén xT.

Si dos matrices A y B son de las mismas dimensiones su suma es la matriz C =
A+B. El producto de un escalar o por una matriz A es la matriz A con elementos aa;;.
El producto de una matriz A de dimensiones m X p por una matriz B de pxn es la matriz
C = AB de m x n cuyos elementos estan dados por c;; = ZZ:l a;iby;. Para una matrz
cuadrada A de n x n el determinante esta dado por det(A) = [A[3°7, aij(—1)" M;;
donde M;; es el menor de la matriz formado al eliminar el renglén 7 y la columna j.

Sea S un conjunto no vacio de V. Se dice que un vector z de V' es una combinacion
lineal de elementos de S si existe un ntmero finito de elementos y1,y2...,y, en Sy
escalares aq, a9, ...,a, en F tales que x = a1y; + ... + apy,. También se puede descri-
bir esta situacién diciendo que los elementos de S son linealmente dependientes. Si el
subconjunto no es linealmente de pendiente se dice que es linealmente independiente.
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El rango de una matriz es el ntimero maximo de columnas (filas respectivamente) que
son linealmente independientes. El rango fila y el rango columna siempre son iguales
por lo que este nimero es llamado simplemente rango de A. Un polinomio matricial es
un polinomio cuyos coeficientes son matrices. El polinomio matricial de orden n-ésimo
en la variable ¢ esta dado por A(t) = Ag + Ait + Ast? + ... + A,t" donde A} son
matrices cuadradas de dimensiones p x p. Se dice que A de n X n es positiva definida si
las siguientes condiciones se cumple:

» A = AT (Es simétrica)
» yTAy >0 Vy € R", y # 0 (Es definida positiva)

» yTAy >0 Vy € R™, y # 0 (Es semidefinida positiva)

75






Plataforma en Shiny.

= Valuaciéon de Opciones.

https://juan-pablo-acua-gnzalez.shinyapps.io/bolivar2/

= Repercusiones Locales.

https://juan-pablo-acua-gnzalez.shinyapps.io/hoja/
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