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Introducción

En este trabajo buscamos una caracterización espinorial de las inmersiones de
superficies pseudo-riemannianas en espacios homogéneos lorentzianos simple-
mente conexos de dimensión 3, que complete la caracterización que ya existe
en el caso riemanniano (ver [13, 26, 31]) y en algunos espacios lorentzianos.

De manera precisa, queremos encontrar la solución a la pregunta: dados una
superficie pseudo-riemanniana M , un espacio homogéneo lorentziano completo
y simplemente conexo M de dimensión 3, cuándo es posible caracterizar por
medio de un campo de espinores que sea solución de una ecuación tipo Killing
la inmersión isométrica de M en M .

En los trabajos que mencionamos al inicio, Friedrich en [13], Morel en [26] y
Roth en [31], se completó dicha tarea en el caso de los espacios homogéneos
riemannianos simplemente conexos de dimensión 3. En general, los resultados
se obtuvieron v́ıa un teorema fundamental, por ejemplo, en [13] y en [26]
los autores encontraron que exist́ıa un campo de espinores solución de una
ecuación de Killing y que dicha ecuación englobaba las condiciones de inte-
grabilidad para las ecuaciones de Gauss y Codazzi, de manera que el teorema
de inmersión era consecuencia del teorema fundamental de superficies para
espacios de forma. Por otro lado, el resultado en [31] se obtiene a través del
teorema de inmersión en espacios homogéneos riemannianos que Daniel probó
en [11]. En [4] generalizamos los resultados anteriores, salvo la inmersión en
el producto R × S2; obtuvimos las inmersiones de variedades de cualquier
dimensión y codimensión en grupos de Lie riemannianos, encontrando una
representación expĺıcita de la inmersión lo que hace innecesario pasar por un
teorema fundamental y más bien se obtiene uno como consecuencia.

En cuanto a los espacios lorentzianos tenemos los siguientes resultados: en [16]
caracterizan las inmersiones de superficies en R1,2, en [17] las inmersiones en
los espacios de forma pseudo-riemannianos y para los productos lorentzianos
del tipo M2(k)× R− tenemos [30]. En tales art́ıculos también se utiliza que
existe un teorema fundamental para caracterizar las inmersiones y que la
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ecuación de tipo Killing que se obtiene en cada caso implica dicho teorema.

En cambio, nosotros encontramos en los distintos espacios homogéneos una
fórmula expĺıcita para la inmersión que depende de un campo de espinores.

Para conseguir nuestro objetivo hemos usado el Teorema 1.1.1 de [9] que nos
permite obtener una clasificación de los espacios homogéneos lorentzianos
completos simplemente conexos de dimensión 3. Dicho teorema afirma que
el espacio es simétrico o un grupo con métrica de Lorentz invariante por
la izquierda. Los trabajos en [29], [10], [7] y [6] nos ayudan a describir los
grupos y los espacios simétricos de manera precisa. Siguiendo estos trabajos,
tenemos que los espacios homogéneos lorentzianos completos simplemente
conexos de dimensión 3 seŕıan o un grupo de Lie cuya descripción se obtiene a
través de su álgebra de Lie, o un espacio simétrico en la lista de los productos

lorentzianos R− × S2, R− × H2, R ×
∼
S2

1, R ×
∼
H2

1, el espacio de Sitter S3
1, el

cubriente universal del espacio anti de Sitter
∼
H3

1 y, finalmente, el espacio de
Cahen-Wallach Mc.

El escrito se encuentra organizado como sigue: en el primer caṕıtulo damos una
vista panóramica sobre los espacios homogéneos y su clasificación, incluyendo
la descripción que ya se adelantaba ĺıneas atrás.

El segundo caṕıtulo es un breve resumen sobre los conceptos elementales de
geometŕıa espinorial que nos ayudarán a construir un haz de espinores sobre
las variedades e introducir la fórmula de Gauss (2.6) que es fundamental para
escribir los distintos teoremas de inmersión.

Ya en el tercer caṕıtulo adaptamos los conceptos y definiciones de la geometŕıa
esṕın a un grupo de Lie lorentziano con el fin de probar el Teorema 3.3.1
que caracteriza las inmersiones en grupos de Lie. Este resultado se obtiene a
través de la integral de Darboux de una 1-forma valuada en el algebra de Lie
del grupo y ella depende de un campo de espinores solución de una ecuación
tipo Killing, para más detalles al respecto ver la Sección 3.3. Las técnicas y
los resultados que usamos en tal caṕıtulo son similares a los que utilizamos
en [4]. Además de obtener dicho teorema, encontramos como consecuencia
los Teoremas 3.4.8 y 3.4.14 que son versiones intŕınsecas del mismo.

Siguiendo el orden de la clasificación para espacios homogéneos, obtenemos
los siguientes teoremas de inmersión, los Teoremas 4.0.1, 4.0.2 y 4.0.3 en
el caṕıtulo 4 para caracterizar inmersiones en productos lorentzianos con
estructuras de grupos de Lie, el Teorema 5.0.2 para inmersiones en S3

1, el
Teorema 6.0.1 que caracteriza las inmersiones en H3

1 visto como cuádrica. El
Teorema 7.0.2 nos da la representación en el espacio R−×S2 y adicionalmente,



el Teorema 8.0.1 del caṕıtulo 8 caracteriza las representaciones de los espacios
homogéneos lorentzianos L(κ, τ) que se describen en el mismo caṕıtulo y
como una aplicación de dicho teorema obtenemos en 8.0.4 un resultado para
representar las inmersiones en el espacio anti de Sitter visto como grupo.

Para terminar, en el noveno caṕıtulo incluimos algunas aplicaciones de los
resultados que se obtuvieron a lo largo de la tesis. En la Sección 9.1 probamos
la equivalencia entre ciertas ecuaciones de Killing y sus ecuaciones de Dirac
asociadas. En tanto que en la Sección 9.2 damos una prueba espinorial
de la correspondencia entre superficies mı́nimas en R3 y máximas en R1,2,
obteniendo una prueba distinta, pero que implica la que obtienen en [19]
para el mismo resultado. Por otro lado, en la Sección 9.3 encontramos una
correspondencia entre superficies CMC en R1,2 y ciertas superficies CMC en
H3

1.



Caṕıtulo 1

Espacios homogéneos
lorentzianos 3-dimensionales

1.1 Definición y clasificación

Un espacio homogéneo pseudo-riemanniano es una variedad con una métrica
pseudo-riemanniana (M, g) tal que para cada p, q ∈M existe una isometŕıa
S : M −→ M que manda p en q, en otras palabras, (M, g) es un espacio
homogéneo si hay un grupo de isometŕıas que actúa de manera transitiva en
M .

A continuación damos una breve descripción de cuáles son los espacios ho-
mogéneos lorentzianos 3-dimensionales según los art́ıculos [9, 29, 10, 7]. Par-
timos del siguiente resultado.

Teorema 1.1.1. (G. Calvaruso [9]) Sea (M, g) una variedad 3-dimensional
lorentziana homogénea completa, conexa y simplemente conexa. Si (M, g) no
es simétrica, entonces M es un grupo de Lie 3-dimensional con g una métrica
invariante por la izquierda.

Consideramos que el teorema que acabamos de mencionar se complementa
con los resultados obtenidos por Rahmani en [29] y Cordero en [10] quienes
clasifican los grupos de Lie unimodulares y no unimodulares, respectivamente.
En tanto que Cahen y Wallach caracterizan los espacios simétricos lorentzianos
en [7] (ver también [6]).
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1.2. GRUPOS DE LIE

1.2 Grupos de Lie

Recordemos que un grupo de Lie G es una variedad diferenciable con una
estructura de grupo donde las operaciones multiplicación · y obtener el
inverso satisfacen que la aplicación G×G −→ G dada por (h, k) 7−→ h · k−1

es diferenciable.

Además, decimos que el grupo de Lie tiene una métrica invariante por la
izquierda si tiene una métrica pseudo-riemanniana 〈, 〉 tal que si e ∈ G es el
elemento neutro del grupo, entonces para toda v, w ∈ TeG y h ∈ G se cumple
que

〈v, w〉e = 〈dLhe
(v), dLhe

(w)〉h,
donde Lh : G −→ G es el difeomorfismo que manda a k ∈ G en h · k ∈ G y
se conoce como la multiplicación por la izquierda por h.

Observación 1.2.1. Si G es un grupo con una métrica invariante por la
izquierda, entonces dados h, k ∈ G la multiplicación Lhk−1 : G −→ G es por
definición una isometŕıa que manda k en h, por lo tanto todo grupo de Lie
con una métrica invariante es un espacio homogéneo.

Sean (G, 〈, 〉) un grupo de Lie 3-dimensional lorentziano y g = TeG el álgebra
de Lie del grupo. Una base ortonormal de g es una base (e1, e2, e3) que
satisface que 〈ei, ej〉 = 0 para i 6= j y 〈e1, e1〉 = 〈e2, e2〉 = 1 = −〈e3, e3〉.

Definición 1.2.2. Para X, Y ∈ g definimos el producto vectorial de X con
Y como el único elemento X × Y ∈ g que está determinado por

〈X × Y, Z〉 = det
(e1,e2,e3)

(X Y Z) ,

para todo Z ∈ g. Donde det es el determinante respecto de la base (e1, e2, e3).

Observación 1.2.3. Si (β1, β2, β3) es una base ortonormal de g, entonces
β1 × β2 = −β3, β2 × β3 = β1 y finalmente β3 × β1 = β2.

Con el fin de introducir la noción de grupo unimodular vamos a recordar a
continuación la definición de representación adjunta.

Sean G un grupo de Lie, e ∈ G el elemento neutro y g su álgebra de Lie.
Si γh : G −→ G es la conjugación k 7−→ hkh−1, entonces las siguientes
aplicaciones son las representaciones adjuntas de G y g, respectivamente.

Ad :
G −→ Aut(g)
g 7−→ d(γg)e

, ad :
g −→ End(g)
X 7−→ dAde(X).

2



1.2. GRUPOS DE LIE

Definición 1.2.4. Un grupo de Lie G es unimodular si la traza tr(ad(v)) = 0
para toda v ∈ g y no unimodular en caso contrario.

Sabemos que si [ , ] es el corchete de Lie de g, entonces existe una relación
entre él y la representación ad de g, de hecho, para toda v, w ∈ g es cierto
que ad(v)(w) = [v, w].

En el siguiente lema, G es un grupo de Lie 3-dimensional con una métrica de
Lorentz invariante por la izquierda. El enunciado de dicho lema aśı como su
demostración se encuentran en [29].

Lema 1.2.5. La estructura de álgebra de Lie de G está ligada al producto
vectorial por la fórmula

L(u× v) = [u, v],

para todo u, v ∈ g, donde L es un endomorfismo de g definido de manera
única. El grupo de Lie G es unimodular si y sólo si la transformación L es
autoadjunta.

El lema anterior nos da un resultado que también es verdadero para grupos
de Lie riemannianos 3-dimensionales. En tal caso, dado que la métrica es
definida positiva al ser L autoadjunto es diagonalizable y se obtiene que las
propiedades algebráicas y métricas del grupo quedan determinadas por los
signos de los valores propios de dicho operador, ver [24] y [23].

En el caso de un grupo lorentziano unimodular tenemos que L aunque es
autoadjunto no siempre es diagonalizable, en cambio, tiene cuatro posibles
formas normales conocidas como formas tipo Segre (ver [27, Pág. 262]). De
acuerdo al Lema 1.2.5 dichas formas también determinan el álgebra de Lie de
G y su estructura de grupo con métrica invariante por la izquierda, a lo largo
de la tesis denotamos por gi, 1 ≤ i ≤ 4 a cada una de estas álgebras de Lie.

Ahora, exponemos a manera de resumen las posibilidades para las álgebras
de Lie y los respectivos grupos unimodulares lorentzianos asociados que
encuentra Rahmani en [29].

En lo que sigue E(2) es el grupo de isometŕıas afines de R2, E(1, 1) es el
grupo de isometŕıas afines del plano de Minkowski que preservan orientación
y H3 denota al grupo de Heisenberg 3-dimensional.

El corchete de Lie de cada álgebra está escrito en términos de una base

3



1.2. GRUPOS DE LIE

ortonormal (e1, e2, e3) de gi y α, β, γ ∈ R:

g1 :
[e1, e2] = αe1 − βe3

[e1, e3] = −αe1 − βe2

[e2, e3] = βe1 + αe2 + αe3, α 6= 0,

G es O(1, 2) o SL(2,R) si β 6= 0 y E(1, 1) si β = 0.

g2 :
[e1, e2] = −γe2 − βe3

[e1, e3] = −βe2 + γe3, γ 6= 0,
[e2, e3] = αe1

G es O(1, 2) o SL(2,R) si α 6= 0 y E(1, 1) si α = 0.

g3 :
[e1, e2] = −γe3

[e1, e3] = −βe2

[e2, e3] = αe1,

la siguiente tabla agrupa las distintas alternativas de grupos lorentzianos con
álgebras de Lie de tipo g3.

G α β γ
O(1, 2) o SL(2,R) + + +
O(1, 2) o SL(2,R) + − −
SO(3) o SU(2) + + −

E(2) + + 0
E(2) + 0 −
E(1, 1) + − 0
E(1, 1) + 0 +
H3 + 0 0
H3 0 0 −

R⊕ R⊕ R 0 0 0

En tanto que para

g4 :
[e1, e2] = −e2 + (2ε− β)e3, ε = ±1
[e1, e3] = −βe2 + e3

[e2, e3] = αe1,

la tabla que sigue contiene las diferentes opciones de grupos lorentzianos con
álgebras de Lie de dicho tipo.
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1.3. ESPACIOS SIMÉTRICOS

G α β
O(1, 2) o SL(2,R) 6= 0 6= ε

E(1, 1) 0 6= ε
E(1, 1) < 0 ε
E(2) > 0 ε
H3 0 ε

Por su parte, en [10] Cordero encuentra las siguientes álgebras de Lie para
los grupos no unimodulares:

g5 :
[e1, e2] = 0
[e1, e3] = αe1 + βe2

[e2, e3] = γe1 + δe2, α + δ 6= 0, αγ + βδ = 0,

g6 :
[e1, e2] = αe2 + βe3

[e1, e3] = γe2 + δe3, α + δ 6= 0, αγ − βδ = 0
[e2, e3] = 0,

g7 :
[e1, e2] = −αe1 − βe2 − βe3

[e1, e3] = −αe1 + βe2 + βe3

[e2, e3] = γe1 + δe2 + δe3, α + δ 6= 0 αγ = 0.

1.3 Espacios simétricos

La definición con la que iniciamos esta sección es al parecer la más usada para
espacios simétricos. Pero gracias a que las variedades que nos interesan son
simplemente conexas podemos utilizar la noción equivalente que nos aporta
la Proposición 1.3.2

Definición 1.3.1. Una variedad pseudo-riemanniana homogénea (M, g) es
simétrica si existe p ∈ M y Sp : M → M isometŕıa tal que Sp(p) = p y
d(Sp)p = −Id

TpM
.

El siguiente resultado nos otorga una definición de espacio simétrico equiva-
lente a la anterior en caso de que la variedad sea simplemente conexa, podemos
consultar la prueba en [27].

Proposición 1.3.2. Una variedad pseudo-riemanniana simplemente conexa
completa (M, g) es simétrica si y sólo si ∇R = 0, para R el tensor de curvatura
de la variedad.
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1.3. ESPACIOS SIMÉTRICOS

Corolario 1.3.3. Toda variedad pseudo-riemanniana simplemente conexa de
curvatura seccional constante es simétrica.

Los espacios de Sitter Sn1 (k) y anti de Sitter Hn
1 (k) están dados por las

cuádricas

Sn1 (k) = {x ∈ R1,n : 〈x, x〉1,n = −x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n+1 = k2}

y

Hn
1 (k) = {x ∈ R2,n−1 : 〈x, x〉2,n−1 = −x2

1 − x2
2 + x2

3 + . . .+ x2
n+1 = −k2}.

Las curvaturas seccionales de dichas hipersuperficies son 1
k2

y − 1
k2

, respectiva-
mente y de acuerdo al Corolario 1.3.3 el espacio S3

1(k) y el cubriente universal
de Hn

1 (k) son espacios simétricos.

Lo que sigue es una vista panorámica del trabajo de Cahen, Parker y Wallach
sobre la clasificación de espacios simétricos lorentzianos que se encuentra en
[6] y [7].

Una variedad pseudo-riemanniana conexa (M, g) es indescomponible, si para
x ∈ M no existe un subespacio no degenerado de TxM invariante bajo la
acción del grupo de holonomı́a Holx(g) (see [14]).

El teorema de descomposición de de Rham-Wu [36, 35] afirma que todo espacio
pseudo-riemanniano simétrico simplemente conexo completo es isométrico a
un producto M0× . . .×Mr donde para toda i 6= 0, Mi es una espacio pseudo-
riemanniano simétrico simplemente conexo, indescomponible de dimensión
mayor que uno y M0 es semi-euclideano (i.e. con métrica no degenerada y
con grupo de holonomı́a trivial).

En el caso de un espacio simétrico lorentziano (M, g) de dimensión 3 tenemos
que éste es isométrico a alguno de los siguientes productos:

• M0 ×M1 

M0 ≡ (R,−dx2) M1 ≡
{

S2(k)
H2(k),

M0 ≡ (R, dx2) M1 ≡


∼
S2

1(k)
∼
H2

1(k).

Finalmente, de acuerdo a [7] y [6] los espacios simétricos lorentzianos simple-
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1.3. ESPACIOS SIMÉTRICOS

mente conexos indescomponibles de dimensión 3 son los siguientes :
el espacio de Sitter S3

1(k) ⊂ R1,3,
el cubriente universal del espacio anti de Sitter H3

1(k) y
el espacio de Cahen-Wallach Mc := (R3, gc), gc (s,t,x) := 2dsdt+ cx2ds2 + dx2,

c = ±1.

En esta sección y en la anterior obetenemos según el Teorema 1.1.1 una lista
completa de los espacios homogéneos Lorentzianos completos 3-dimensionales
simplemente conexos.

Hay diversos resultados que nos dan condiciones para determinar si ciertas
variedades son grupos de Lie o no, por ejemplo, en el listado de variedades
simétricas podemos observar que los espacios S3

1 y R−×S2 no se pueden dotar
de estructuras de grupos de Lie ya que según [33, Pág. 116-118], todo grupo
de Lie conexo tiene segundo grupo fundamental trivial y por [27, Lema 25],
S3

1 tiene la misma topoloǵıa que el producto R− × S2.

Adicionalmente, tenemos la siguiente proposición cuya demostración se en-
cuentra en [8] y que nos ayuda a determinar cuáles son los grupos de Lie cuya
métrica lorentziana ya establecida los hace espacios simétricos.

Proposición 1.3.4. Sea (G, 〈, 〉) un grupo de Lie lorentziano 3 dimensional,
simplemente conexo con álgebra de Lie g. (G, 〈〉) es simétrico si y sólo si uno
de los siguientes casos ocurre:

(a) (G, 〈〉) es un grupo Lorentziano de curvatura seccional constante.

(b) g = g5 y también α = β = γ = 0 6= δ, o β = γ = δ = 0 6= α. En ambos
casos, G es isométrico a R× S2

1.

(c) g = g6 y también α = β = γ = 0 6= δ, o β = γ = δ = 0 6= α. En estos
casos, G es isométrico a R×H2

1 y H2 × R− , respectivamente.

(d) g = g7 y γ = δ = 0 6= α.
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Caṕıtulo 2

Geometŕıa espinorial de
variedades
pseudo-riemannianas

El fin de este caṕıtulo es introducir las nociones elementales de la geometŕıa
esṕın al igual que presentar la notación que usaremos en lo subsecuente.
Revisar [12, 18, 20] para una exposición más detallada.

2.1 Álgebra de Clifford y grupo Spin

Definición 2.1.1. Dado un espacio vectorial V con una forma bilineal
simétrica g, su álgebra de Clifford Cl(V ) es el cociente

T (V )

I(V, g)
,

donde T (V ) = R⊕ V ⊕ (V ⊗ V )⊕ . . . es el álgebra tensorial de V en tanto
que I(V, g) es el ideal generado por {v ⊗ v + g(v, v)1 : v ∈ V }.

Observación 2.1.2. 1. Si e1, . . . , en es una base ortogonal de V respecto
a g, entonces {1} ∪ {ei1 · · · eik : 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n, 1 ≤ k ≤ n} es
una base de Cl(V ) y en consecuencia la dimensión de Cl(V ) es 2n.

2. Otra manera de ver al álgebra de Clifford Cl(V ) es como el álgebra
generada multiplicativamente por V con la relación v · v = −g(v, v).
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2.1. ÁLGEBRA DE CLIFFORD Y GRUPO SPIN

En la definición anterior usamos V para simplificar la notación, sin embargo,
en lo que sigue vamos a trabajar con el espacio Rr,s que es Rr+s con la
métrica g = −

∑r
i=1 dx

2
i +
∑r+s

j=r+1 dx
2
j y para denotar a su álgebra de Clifford

usaremos Clr,s .

Definición 2.1.3. La aplicación transpuesta es el anti-automorfismo involu-
tivo τ : Clr,s −→ Clr,s dado por x1 · . . . · xk 7−→ xk · . . . · x1.

Denotamos por SO(r, s) al grupo de isometŕıas en Rr,s que preservan la
orientación. Si r 6= 0, entonces SO(r, s) tiene 2 componentes conexas y la
componente conexa de la identidad es

SO0(r, s) =

{(
Ar B
C As

)
∈ SO(r, s) : Aj ∈Mj(R), det(Ar), det(As) > 0

}
.

Para definir al grupo Spin(r, s) consideramos el siguiente subconjunto de Clrs

P =
{
x1 · ... · x2k

: x
i
∈ Rr+s, |g(x

i
, x

i
)| = 1

}
.

Proposición 2.1.4. La siguiente función define un cubriente de grupos dos
a uno

Ad : P −→ SO(r, s)
x 7−→ Ad(x) : Rr+s −→ Rr+s

y 7−→ x · y · x−1.

Definición 2.1.5. El grupo Spin(r, s) ⊂ P es la imagen inversa de la com-
ponente conexa SO(r, s)0 por la función Ad.

A diferencia del caso riemanniano, Spin(r, s) no siempre es el cubriente univer-
sal de SO0(r, s), pero se tienen algunas propiedades topológicas interesantes.

• Si r + s ≥ 2, entonces Spin(r, s) es conexo con excepción de

Spin(1, 1) = {x+ ye1e2 : x2 − y2 = 1}.

• El grupo Spin(n − 1, 1) (isomorfo a Spin(1, n − 1)) con n ≥ 4 es
simplemente conexo.

• El grupo Spin(3, 3) no es simplemente conexo.

Para más ejemplos y propiedades sobre el grupo spin se puede consultar [20,
Pág. 220].
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2.2. HAZ DE ESPINORES Y FÓRMULA DE GAUSS

2.2 Haz de espinores y fórmula de Gauss

En esta sección se define de manera general lo que es una estructura es-
pinorial para a partir de ella construir los haces de espinores de Clifford.
Incluimos la definición de la derivada sobre dichos haces con el fin de hacer
un breve resumen al final de la sección explicando cómo se obtiene la fórmula
de Gauss espinorial, es decir, la ecuación que relaciona la derivada de una
sección en un haz de espinores sobre una variedad con la derivada de la misma
sección sobre los haces de espinores de sus subvariedades pseudo-riemannianas.

Definición 2.2.1. Sean M una variedad pseudo-riemanniana y E −→ M
un haz vectorial orientado sobre M con una métrica de signatura r, s en cada
fibra. Una estructura esṕın (o espinorial) sobre E es una pareja (Q̃

E
,Λ),

donde Q̃
E

es un haz Spin(r, s)-principal y Λ : Q̃
E
→ Q

E
es un cubriente doble

del haz de marcos de E con grupo de estructura SO0(r, s) de manera que el
siguiente diagrama conmuta:

Q
E
× SO0(r, s) Q

E

Q̃
E
× Spin(r, s) Q̃

E

-

-

?? ?

HHHj

��
�*

Λ Ad Λ M,

aqúı los renglones son las acciones de los grupos Spin(r, s) y SO0(r, s) sobre

Q̃
E

y Q
E

, respectivamente.

Definición 2.2.2. Una variedad (pseudo-riemanniana) orientada M es es-
pinorial si su haz tangente TM admite una estructura esṕın.

Ahora podemos definir los haces de espinores de Clifford. Supongamos que
M y E −→M son como en la Definición 2.2.1 con E esinorial y estructura
esṕın Q̃

E
.

Usamos ρ para denotar la representación de Spin(r, s) en el álgebra de Clifford
Clr,s dada por la multiplicación por la izquierda

ρ : Spin(r, s) −→ Aut(Clr,s)
x 7−→ ρ(x) : Clr,s −→ Clr,s

y 7−→ x · y.
(2.1)

Cabe mencionar que dicha representación no es irreducible; de hecho es suma
de representaciones irreducibles equivalentes a la representación espinorial
usual (ver [20, pág. 226]).
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2.2. HAZ DE ESPINORES Y FÓRMULA DE GAUSS

Definición 2.2.3. El haz de espinores sobre E es el haz vectorial asociado
al haz principal Q̃

E

ΣE := Q̃
E
×ρ Clr,s.

Con haz asociado queremos decir que ΣE es el conjunto de clases de equiva-
lencia en Q̃

E
× Clr,s donde (p, v) es equivalente a (p′, v′) si y sólo si existe

g ∈ Spin(r, s) tal que (p′, v′) = (p · g, ρ(g−1)v).

Definición 2.2.4. Sea (E, π,M) un haz vectorial. Una derivada covariante
es una función lineal

∇ : Γ(E) −→ Γ(T ∗M ⊗ E)

que satisface la regla de Leibniz

∇(fψ) = df ⊗ ψ + f∇ψ,

para todo ψ ∈ Γ(E) y f : M −→ R función diferenciable.

Buscamos dotar de una derivada covariante al haz en la Definición 2.2.3, para
ello usamos que existe una manera estándar de definir derivadas covariantes
sobre haces asociados (ver por ejemplo [32]).

Sean M una variedad diferenciable, G un grupo de Lie y π : P −→M un haz
principal con grupo de estructura G actuando por la derecha. Si ω : TP −→ g
es una forma de conexión sobre P y E = P ×ρ Σ es un haz asociado a P con
ρ : G −→ Aut(Σ) una representación, entonces podemos definir la siguiente
derivada covariante en E:

Considere ψ una sección de E, que localmente es ψ = [s, σ], donde s : U ⊂
M −→ P es una sección y σ : U −→ Σ es una función diferenciable. Aśı que
si s∗ : TU −→ TP y ρ∗ : g −→ End(Σ) denotan las diferenciales de s y ρ,
respectivamente, entonces la siguiente composición tiene sentido

TU
s∗−→ TP

ω−→ g
ρ∗−→ End(Σ).

Por tanto una derivada covariante en E se puede definir como

∇
X
ψ = [s,X.σ + ρ∗((ω ◦ s∗)(X))σ], (2.2)

para toda X ∈ TM .

Antes de hablar sobre la geometŕıa esṕın de subvariedades es necesario recordar
las siguientes nociones algebraicas.
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2.2. HAZ DE ESPINORES Y FÓRMULA DE GAUSS

Si X es una variedad diferenciable y G1, G2 son grupos de Lie, el producto
fibrado entre haces principales sobre X se define de la siguiente manera: sean
π1 : P −→ X un haz G1-principal y π2 : Q −→ X un haz G2-principal,
su producto fibrado π : P ×X Q −→ X es el haz G1 × G2-principal, donde
P ×X Q = {(p, q) : π1(p) = π2(q)} (con la topoloǵıa de subespacio de P ×Q),
la acción está dada por (p, q) · (g1, g2) = (pg1, qg2) para (p, q) ∈ P ×X Q y
(g1, g2) ∈ G1 ×G2 y finalmente la proyección del haz es

π : P ×X Q −→ X
(p, q) 7−→ π1(p) = π2(q).

Sean E1 y E2 haces vectoriales sobre M , ambos esṕın y con estructuras

espinoriales
∼
QE1

y
∼
QE2

. La suma E = E1⊕E2 tiene una estructura espinorial

natural
∼
QE de manera que existe una función f que hace conmutar el siguiente

diagrama (ver [25])

QE1 ×QE2 QE

∼
QE1
×
∼
QE2

∼
QE

-

-

?? ?

H
HHj

��
�*

Λ1 Λ2 Λ M ,

f

i
(2.3)

i es la yuxtaposición de un elemento de QE1 y uno de QE2 ; además, f es
compatible con las acciones v́ıa el homomorfismo

λ : Spin(n)× Spin(m) −→ Spin(n+m)
(x, y) 7−→ x · y, (2.4)

en otras palabras f((p, q)(g1, g2)) = f((p, q))λ((g1, g2)) para todo (p, q) ∈
∼
QE1
×
∼
QE2

y (g1, g2) ∈ G1 ×G2.

De hecho, tenemos el resultado más fuerte siguiente ([25]): estructuras es-
pinoriales sobre dos de los haces E1, E2 o E determinan una única estructura
espinorial sobre el tercer haz de tal manera que (2.3) conmuta para alguna
aplicación f .

Hay una acción natural de TM sobre el haz de espinores de Clifford ΣM
(en analoǵıa con la acción que hay en el haz de espinores usual (ver [15]))
la cual llamamos multiplicación de Clifford y denotamos por X · ψ. Para
definir tal producto usamos que TM , al igual que ΣM , es isomorfo a un haz

asociado a
∼
QM , de hecho TM '

∼
QM ×Ad Rr,s y por lo tanto podemos definir
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2.2. HAZ DE ESPINORES Y FÓRMULA DE GAUSS

la multiplicación de Clifford de la siguiente manera

TM ⊗ ΣM −→ ΣM
[s, ϕ]⊗[s, σ] −→ [s, ϕ · σ],

donde s : U ⊂ M −→
∼
QM es una sección en

∼
QM , ϕ : U ⊂ M −→ Rr,s y

σ : U ⊂ M −→ Clr,s son funciones diferenciables, finalmente, ϕ · σ es el
producto en Clr,s.

Veamos que nuestra acción no depende de los representantes: sean [s, ϕ] ∈ TM
y [s, ψ] ∈ ΣM como en el párrafo anterior, si [s′, ϕ′] y [s′, ψ′] son tales que
s′ = sg, ϕ′ = Ad(g−1)ϕ y ψ′ = ρ(g−1)ψ, entonces

[s′, ϕ′]·[s′, σ′] = [s′, ϕ′ · σ′]
= [s′, Ad(g−1)ϕ · ρ(g−1)σ]
= [s′, g−1ϕg · g−1σ]
= [s′, g−1ϕ · σ]
= [s, ϕ · σ]=[s, ϕ]·[s, σ],

lo que prueba que la acción está bien definida.

Geometŕıa espinorial de subvariedades

Sean (M, g) una variedad pseudo-riemanniana de dimensión n + m y de
signatura (r, s) y M una subvariedad pseudo-riemanniana de dimensión n,
supongamos que ambas son variedades espinoriales con respectivas estructuras
esṕın Q̃

M
y Q̃

M
. Sabemos que al restringir el haz tangente de la variedad

ambiente obtenemos la descomposición TM |M = TM ⊕NM , donde NM es
el haz normal y como ya mencionamos antes tiene una estructura espinorial
Q̃

N
de manera que existe una función f : Q̃

M
× Q̃

N
→ Q̃

M
que hace conmutar

el siguiente diagrama:

Q
M
×Q

N
Q

M

Q̃
M
× Q̃

N
Q̃

M

-

-

?? ?

HH
Hj

��
�*

Λ1 Λ2 Λ M

f

i

(2.5)

donde i es la yuxtaposición de un marco en Q
M

y uno en Q
N

.

La función f nos permite definir el isomorfismo de haces

Q̃M ×M Q̃N ×ρ◦λ Clr,s −→ Q̃M ×ρ Clr,s = ΣM |M
[p, x] 7−→ [f(p), x].
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2.2. HAZ DE ESPINORES Y FÓRMULA DE GAUSS

Por otro lado, el haz ΣM ⊗ΣN es también isomorfo a Q̃M ×M Q̃N ×ρ◦λ Clr,s.
Estos isomorfimos nos permiten utilizar la derivada covariante en ΣM ⊗ ΣN

∇ΣM⊗ΣN := ∇ΣM ⊗ Id+ Id⊗∇ΣN ,

para probar que si ϕ es una sección en el haz de espinores ΣM |M ' ΣM⊗ΣN
y B : TM × TM −→ NM es la segunda forma fundamental de la inmersión
M −→M , entonces la fórmula de Gauss es

∇ΣM
X ϕ−∇ΣM⊗ΣN

X ϕ = −1

2

n∑
j=1

εjej ·B(X, ej) · ϕ, εi = g(ei, ei) = ±1(2.6)

para toda X ∈ TM y (e1, . . . , en) marco ortonormal de TM . Más detalles
sobre la fórmula de Gauss en un contexto un poco diferente se pueden consultar
en [1].
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Caṕıtulo 3

Inmersiones en grupos
lorentzianos 3-dimensionales

El resultado principal en este caṕıtulo es la caracterización espinorial de una
superficie en un grupo de Lie lorentziano simplemente conexo de dimensión
3, tal hecho se enuncia de manera precisa en el Teorema 3.3.1. Traducimos
luego dicho teorema en términos de la geometŕıa espinorial intŕınseca de las
superficies, en el caso riemanniano en 3.4.8 y en el caso lorentziano en 3.4.14.

3.1 Haz de espinores sobre un grupo de Lie

Sea G un grupo de Lie lorentziano 3-dimensional simplemente conexo con
métrica invariante por la izquierda 〈 , 〉, denotamos por g a su álgebra de Lie.

La siguiente 1-forma g-valuada es la forma de Maurer Cartan del grupo y nos
permitirá trivializar su haz tangente:

ωg(v) = dL
g−1 (v), v ∈ TgG. (3.1)

La trivialización de TG es

TG −→ G× g (3.2)

X 7−→ (g, ωg(X)). (3.3)

Usando lo anterior podemos decir que una sección X : G −→ g de TG es
invariante por la izquierda si es una función constante.

A través de la conexión de Levi-Civita del grupo definimos Γ : g −→ Λ2g como
la aplicación que asocia a cada campo invariante X ∈ Γ(TG) la transformación
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3.1. HAZ DE ESPINORES SOBRE UN GRUPO DE LIE

lineal antisimétrica Γ(X) que satisface

∇Y = Γ(X)(Y ), (3.4)

para ∇ la conexión de Levi-Civita de G y Y ∈ Γ(TG) campo invariante.

Dado que ∇G es libre de torsión, se tiene que, para todo X, Y ∈ g,

Γ(X)(Y )− Γ(Y )(X) = [X, Y ]. (3.5)

Como G es paralelizable es espinorial y en lo que sigue vamos a construir un
haz de espinores sobre él, aśı como la derivada covariante de una sección en
dicho haz.

En este caso, una estructura esṕın es un cubriente doble del haz de marcos
ortonormales de G, QG. Debido a que el haz tangente de G es trivial tenemos
también que QG = G × SO(g) y por lo tanto Q̃G = G × Spin(g) es una
estructura esṕın del grupo.

Ya hemos mencionado en el segundo caṕıtulo que el grupo esṕın está repre-
sentado en el álgebra de Clifford a través de la multiplicación por la izquierda

ρ : Spin(g) −→ Gl(Cl(g)) (3.6)

x 7−→ ρ(x) : Cl(g) −→ Cl(g)
v 7−→ x · v.

El haz de espinores sobre G es el siguiente haz asociado a Q̃G:

ΣG := Q̃G ×ρ Cl(g). (3.7)

Lema 3.1.1. Existe un isomorfismo entre el haz de espinores ΣG y el haz
trivial G× Cl(g).

Demostración. Dado que ρ(xy)ρ(y−1)(σ) = ρ(x)(σ) para todo x, y ∈ Spin(g)
y σ ∈ Cl(g) tenemos que la aplicación

{G× Spin(g)} ×ρ Cl(g) −→ G× Cl(g)
[((g, x), σ)] 7−→ (g, ρ(x)σ)

es un morfismo de haces vectoriales y su inversa es

G× Cl(g) −→ {G× Spin(g)} ×ρ Cl(g)

(g, σ) 7−→
[
((g, 1

Cl(g)
), σ)

]
.
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3.1. HAZ DE ESPINORES SOBRE UN GRUPO DE LIE

De acuerdo a la ecuación (2.2) del caṕıtulo anterior, en ΣG hay una derivada
covariante. En un contexto un poco diferente, esta derivada está definida
en [5, Teo. 2.7] como sigue: si ϕ es una sección de ΣG, X ∈ TG y ∂ es la
derivada usual en la trivilalización del lema anterior entonces

∇G
Xϕ = ∂Xϕ+

1

2

∑
1≤k<l≤3

εkεl〈∇Xek, el〉ek · el · ϕ, (3.8)

donde (e1, . . . , en) es una base ortonormal de G, εj = 〈ej, ej〉 = ±1 y ∇ es la
conexión de Levi-Civita en G.

Diremos que un campo de espinores ϕ ∈ Γ(ΣG) es invariante por la izquierda
si visto como una función de G en Cl(g) es constante. Por lo tanto usando
la fórmula anterior tenemos que la derivada covariante para un campo de
espinores invariante por la izquierda en ΣG es

∇G
Xϕ =

1

2
Γ(X) · ϕ, (3.9)

donde Γ(X) ∈ Λ2g ⊂ Cl(g) y · es el producto en el álgebra de Clifford.

Geometŕıa de una superficie en G.

Sean (M, g) una superficie riemanniana (o lorentziana) y G un grupo de Lie
3-dimensional con una métrica lorentziana invariante por la izquierda.

Si M está isométricamente inmersa en G usando la ecuación (2.6) obtenemos
la fórmula de Gauss para la inmersión

∇Xϕ = −1

2

2∑
j=1

εjej ·B(X, ej) · ϕ+∇G
Xϕ, εj = g(ej, ej) = ±1 (3.10)

donde ∇ denota la derivada covariante en ΣM ⊗ ΣE para ΣE el haz de
espinores sobre el haz normal de la inmersión, B es la segunda forma funda-
mental de la inmersión, ϕ es una sección en ΣG|M y X ∈ TM .

Se sigue de (3.9) que si ϕ ∈ Γ(ΣM) es una sección invariante por la izquierda,
entonces (3.10) es equivalente a

∇Xϕ = −1

2

2∑
j=1

εjej ·B(X, ej) · ϕ+
1

2
Γ(X) · ϕ, εj = g(ej, ej), (3.11)

para toda X ∈ TM .
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3.2. HAZ DE ESPINORES SOBRE UNA SUPERFICIE

3.2 Haz de espinores sobre una superficie

En esta sección definimos diferentes haces de espinores sobre una superficie
pseudo-riemanniana sin suponer que tal superficie se encuentre inmersa en
alguna otra variedad.

3.2.1 Superficie riemanniana

Sean (M, g) una superficie riemanniana simplemente conexa y E = M × R
el haz trivial sobre M con métrica −dν2 en cada fibra. Denotamos las
respectivas estructuras espinoriales sobre M y E por Q̃M y Q̃E. Dado que
QE = M × {1} tenemos que Q̃E −→ M es el cubriente doble con fibra
{1,−1}. A continuación definiremos algunos haces que nos permitirán escribir
la fórmula de Gauss en el caso en que M esté isometricamente inmersa en G.
Considere las siguientes representaciones

ρ1 : Spin(0, 2) −→ Gl(Cl0,2) (3.12)

x 7−→ ρ1(x) : Cl0,2 −→ Cl0,2
v 7−→ x · v,

ρ2 : Spin(1, 0) −→ Gl(Cl1,0) (3.13)

x 7−→ ρ2(x) : Cl1,0 −→ Cl1,0
v 7−→ x · v.

Definimos los haces de espinores sobre M y sobre E como sigue:

ΣM :=
∼
QM ×ρ1 Cl0,2 y ΣE :=

∼
QE ×ρ2 Cl1,0. (3.14)

También nos interesa el siguiente haz vectorial que es isomorfo a ΣM ⊗
ΣE debido a que existe un isomorfimso de álgebras entre Cl0,2 ⊗ Cl1,0 y
Cl1,2. Además, como ya mencionamos en el primer caṕıtulo, cuando M está
isométricamente inmersa en G dicho haz es isomorfo a la restricción ΣG|M ,

Σ :=
∼
QM ×M

∼
QE ×ρ Cl1,2, (3.15)

donde

ρ : Spin(0, 2)× Spin(1, 0) −→ Gl(Cl1,2)

(g1, g2) 7−→ ρ(x) : Cl1,2 −→ Cl1,2
v 7−→ g1g2 · v.

Llamamos haz de espinores unitarios al siguiente haz

UΣ :=
∼
QM ×M

∼
QE ×ρ Spin(1, 2) ⊂ Σ. (3.16)
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3.2. HAZ DE ESPINORES SOBRE UNA SUPERFICIE

3.2.2 Superficie lorentziana

Vamos a definir los haces de espinores sobre una superficie lorentziana de
manera análoga a como lo hicimos en la subsección anterior con una superficie
riemanniana. Mantendremos la misma notación.

Sean (M, g) una superficie lorentziana simplemente conexa y E −→ M un
haz vectorial orientable de rango 1, es decir, un haz trivial. Digamos que
cada fibra de E tiene métrica dν2.

Supongamos además que M es orientable y que M y E son espinoriales con

estructuras esṕın
∼
QM y

∼
QE, respectivamente.

La definición de los siguientes haces tiene el mismo objetivo que cuando
la superficie es riemanniana, es decir, escribir una fórmula en términos de
espinores que nos permita caracterizar la inmersión de M en G.

Consideremos las siguientes representaciones

ρ1 : Spin(1, 1) −→ Gl(Cl1,1) (3.17)

x 7−→ ρ1(x) : Cl1,1 −→ Cl1,1
v 7−→ x · v,

ρ2 : Spin(0, 1) −→ Gl(Cl0,1) (3.18)

x 7−→ ρ2(x) : Cl0,1 −→ Cl0,1
v 7−→ x · v.

Los haces de espinores sobre M y sobre E los denotamos por ΣM y ΣE,
respectivamente y los definimos como sigue:

ΣM :=
∼
QM ×ρ1 Cl1,1 ΣE :=

∼
QE ×ρ2 Cl0,1. (3.19)

También consideramos el haz

Σ =
∼
QM ×M

∼
QE ×ρ Cl1,2, (3.20)

donde

ρ : Spin(1, 1)× Spin(0, 1) −→ Gl(Cl1,2)

(g1, g2) 7−→ ρ(x) : Cl1,2 −→ Cl1,2
v 7−→ g1g2 · v.
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3.2. HAZ DE ESPINORES SOBRE UNA SUPERFICIE

Al siguiente haz también lo llamamos haz de espinores unitarios o haz unitario

UΣ =
∼
QM ×M

∼
QE ×ρ Spin(1, 2) ⊂ Σ. (3.21)

Extensión de la aplicación transpuesta. Usamos la transformación
τ : Cl(g) −→ Cl(g) de la Definición 2.1.3 para obtener la aplicación

〈〈 , 〉〉 : Cl(g)× Cl(g) −→ Cl(g)

(σ1, σ2) 7−→ τ(σ2)σ1.

Observación 3.2.1. Si g ∈ Spin(g), entonces para toda v, w ∈ Cl(g) ten-
emos que 〈〈g · v, g · w〉〉 = 〈〈v, w〉〉.

Demostración. Sean g ∈ Spin(g) y v, w ∈ Cl(g), por definición

〈〈g · v, g · w〉〉 = τ(g · w) · g · v
= τ(w) · τ(g) · g · v
= τ(w) · v = 〈〈v, w〉〉.

Gracias a la observación anterior tenemos que la siguiente extensión de 〈〈 , 〉〉
a Σ está bien definida

〈〈 , 〉〉 : Σ× Σ −→ Cl(g) (3.22)

(ϕ, ψ) 7−→ τ([ψ])[ϕ],

los corchetes [ψ] y [ϕ] son las coordenadas de ϕ y ψ en un marco espinorial.

Los siguientes dos lemas acerca de propiedades de 〈〈 , 〉〉 aśı como sus
demostraciones se encuentran en [4], sin embargo las incluiremos aqúı.

Lema 3.2.2. Si 〈〈 , 〉〉 : Σ × Σ −→ Cl(g) es como en (3.22), entonces se
satisfacen las siguientes propiedades: para todo ϕ, ψ ∈ Γ(Σ) y X ∈ Γ(TM⊕E)

〈〈ϕ, ψ〉〉 = τ〈〈ψ, ϕ〉〉 (3.23)

y

〈〈X · ϕ, ψ〉〉 = 〈〈ϕ,X · ψ〉〉. (3.24)
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Demostración. La propiedad (3.23) es consecuencia de que τ sea un anti-
automorfismo involutivo:

〈〈ϕ, ψ〉〉 = τ([ψ])τ(τ([ϕ]))

= τ(τ([ϕ])[ψ])

= τ〈〈ψ, ϕ〉〉,

mientras que para probar (3.24) usamos además que τ([X]) = [X]:

〈〈X · ϕ, ψ〉〉 = τ([ψ])τ([X])[ϕ]

= τ([X][ψ])[ϕ]

= 〈〈ϕ,X · ψ〉〉.

Lema 3.2.3. La conexión ∇ es compatible con el producto 〈〈 , 〉〉, es decir,

∂X〈〈ϕ, ψ〉〉 = 〈〈∇Xϕ, ψ〉〉+ 〈〈ϕ,∇Xψ〉〉

para toda ϕ, ψ ∈ Γ(Σ) y X ∈ TM .

Demostración. Digamos que ϕ = [
∼
s, σ1] y ψ = [

∼
s, σ2] son dos secciones en Σ,

de acuerdo a la Definición 2.2

∇Xϕ = [
∼
s, ∂X [ϕ] + dρ(

∼
s
∗
(ωM ⊕ ωE)(X))([ϕ])]

y

∇Xψ = [
∼
s, ∂X [ψ] + dρ(

∼
s
∗
(ωM ⊕ ωE)(X))([ψ])],

donde ωM y ωE son las respectivas formas de conexión de M y E.

De lo anterior tenemos que los sumandos del lado derecho en la ecuación que
queremos verificar se ven como sigue:

〈〈∇Xϕ, ψ〉〉 = τ [ψ]∂X [ϕ] + τ [ψ][dρ(
∼
s
∗
(ωM ⊕ ωE)(X))([ϕ])] (3.25)

y por el Lema 3.2.2

〈〈ϕ,∇Xψ〉〉 = τ〈〈∇Xψ, ϕ〉〉
= τ{τ [ϕ]∂X [ψ] + τ [ϕ][dρ(

∼
s
∗
(ωM ⊕ ωE)(X))([ψ])]}

= τ(∂X [ψ])[ϕ] + τ([dρ(
∼
s
∗
(ωM ⊕ ωE)(X))([ψ])])[ϕ].
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El elemento [dρ(
∼
s
∗
(ωM ⊕ωE)(X))] pertenece al álgebra de Lie de Spin(g) que

está contenida en Λ2g y por lo tanto su transpuesta es −[dρ(
∼
s
∗
(ωM⊕ωE)(X))],

aśı que

τ([dρ(
∼
s
∗
(ωM ⊕ ωE)(X))([ψ])]) = τ [ψ]τ([dρ(

∼
s
∗
(ωM ⊕ ωE)(X))])

= −τ [ψ][dρ(
∼
s
∗
(ωM ⊕ ωE)(X))],

por lo que

〈〈ϕ,∇Xψ〉〉 = τ(∂X [ψ])[ϕ]− τ [ψ][dρ(
∼
s
∗
(ωM ⊕ ωE)(X))([ϕ])]. (3.26)

Finalmente, sumando (3.25) y (3.26) se obtiene

〈〈∇Xϕ, ψ〉〉+ 〈〈ϕ,∇Xψ〉〉 = τ [ψ]∂X [ϕ] + τ(∂X [ψ])[ϕ]

= ∂X〈〈ϕ, ψ〉〉.

3.3 Teorema de inmersión en grupos

Nuestro fin en esta sección es probar el Teorema 3.3.1 que caracteriza espino-
rialmente la inmersión de una superficie pseudo-riemanniana en un grupo de
Lie lorentziano de dimensión 3.

Sean G un grupo de Lie 3-dimensional lorentziano con una métrica invariante
por la izquierda y (M, g) una superficie riemanniana o lorentziana. Considere
el haz trivial E = M ×R −→M con métrica −dν2 o dν2 en cada fibra según
M sea riemanniana o lorentziana.

Finalmente, consideramos una forma bilineal simétrica B : TM × TM −→ E.

Las siguientes son hipótesis sobre M , G y B que nos permitirán enunciar
el teorema de inmersión en grupos, al referirnos a ellas lo haremos como
condiciones de compatibilidad.

1. Existe un isomorfismo de haces

f : TM ⊕ E −→M × g (3.27)

que preserva las métricas; a partir de dicho isomorfismo podemos definir

Γ : TM ⊕ E −→ Λ2(TM ⊕ E) (3.28)
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de manera que, para todo X, Y ∈ Γ(TM ⊕ E),

f(Γ(X)(Y )) = Γ(f(X))(f(Y )), (3.29)

donde en el lado derecho de la ecuación Γ es como en (3.4). Además,
diremos que una sección Z ∈ Γ(TM ⊕E) es invariante por la izquierda
si f(Z) : M −→ g es una función constante.

2. En lo que sigue ∇ denota la derivada covariante sobre TM ⊕ E dada
por la suma de las conexión de Levi-Civita en M y la conexión trivial
en E. En tanto que la derivada covariante de una sección invariante
por la izquierda Z ∈ Γ(TM ⊕ E) es

∇XZ = Γ(X)(Z)−B(X,ZT ) +B∗(X,ZN), (3.30)

para toda X ∈ TM , donde Z = ZT +ZN ∈ TM⊕E y B∗ : TM×E −→
TM es el operador bilineal que satisface

〈B(X, Y ), N〉 = 〈Y,B∗(X,N)〉, (3.31)

para toda X, Y ∈ Γ(TM) y N ∈ Γ(E).

Digamos que M es una superficie pseudo-riemanniana cuya métrica tiene
signatura (r1, s1), que en nuestro caso puede ser (0, 2) si M es riemanniana
o (1, 1) si es lorentziana. Denotamos por (r2, s2) la signatura de la métrica
en E que puede ser (1, 0) para M riemanniana o (0, 1) para M lorentziana y
finalmente, equipamos a E con la conexión trivial.

Supongamos además que E y M son espinoriales y tienen estructuras esṕın
dadas Q̃E y Q̃M , respectivamente.

Teorema 3.3.1. Suponga que r1+r2 = 1, s1+s2 = 2 y que M es simplemente
conexa. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existe una sección ϕ ∈ Γ(UΣ) tal que

∇Xϕ = −1

2

2∑
j=1

εjej ·B(X, ej) · ϕ+
1

2
Γ(X) · ϕ, εj = g(ej, ej)(3.32)

para toda X ∈ TM .

2. Existe una inmersión isométrica F : M → G con haz normal E y
segunda forma fundamental B.
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De manera precisa, si ϕ es solución de la ecuación (3.32), reemplazando ϕ
por ϕ · a para algún a ∈ Spin(g) si es necesario, y considerando la 1-forma
g-valuda dada por

ξ(X) = 〈〈X · ϕ, ϕ〉〉 (3.33)

para toda X ∈ TM , la fórmula F =
∫
ξ define una inmersión isométrica

F : M −→ G con haz normal E y segunda forma fundamental B. Aqúı
∫

denota la integral de Darboux (ver [22, Pág. 165]), i.e., F =
∫
ξ : M −→ G es

tal que F ∗ωG = ξ para ωG ∈ Ω1(G : g) la forma de Maurer-Cartan definida en
(3.1). Rećıprocamente, una inmersión isométrica M −→ G con haz normal
E y segunda forma fundamental B puede escribirse de esa manera.

La fórmula de representación expĺıcita de la inmersión en terminos del campo
de espinores del teorema anterior, F =

∫
ξ puede considerarse como una

fórmula de Weierstrass generalizada para variedades en grupos de Lie.

Antes de probar el Teorema 3.3.1 escribiremos las condiciones de compatibili-
dad en un marco local.

Sea N una sección del haz trivial E que satisface 〈N,N〉 = ε, donde ε es −1 si
M es riemanniana y +1 si la variedad es lorentziana. Consideramos una base
ortonormal de g, en otras palabras, una base (eo1, e

o
2, e

o
3) tal que 〈eoi , eoj〉 = 0 si

i 6= j y 〈eo1, eo1〉 = 〈eo2, eo2〉 = 1 = −〈eo3, eo3〉.

Expresamos por Γkij ∈ R con 1 ≤ i, j ≤ 3 a las constantes que satisfacen

Γ(eoi )(e
o
j) =

3∑
k=1

εkΓ
k
ije

o
k, εk = 〈eok, eok〉 = ±1.

Observación 3.3.2. Si Γkij ∈ R son como se expresa arriba, entonces

Γkij = 〈∇eiej, ek〉

y por lo tanto Γkij = −Γjik.

Para cada i ∈ {1, 2, 3} elegimos ei ∈ Γ(TM ⊕ E) tal que f(ei) = eoi y
νi ∈ C∞(M), Ti ∈ Γ(TM) que satisfacen la igualdad ei = Ti + νiN ; dado que
f es una isometŕıa también (e1, e2, e3) es un marco ortonormal de TM ⊕ E y
además

〈Ti, Tj〉+ ενiνj = εiδij, (3.34)

para toda i, j ∈ {1, 2, 3}.

24



3.3. TEOREMA DE INMERSIÓN EN GRUPOS

Proposición 3.3.3. Con la notación que acabamos de introducir, la ecuación
(3.30) es equivalente a

∇XTj =
∑

1≤i,k≤3

εiεkΓ
k
ij〈X,Ti〉Tk + νjS(X) (3.35)

dνj(X) =
∑

1≤i,k≤3

εiεkΓ
k
ij〈X,Ti〉νk − h(X,Tj), 1 ≤ j ≤ 3, (3.36)

donde S(X) = B∗(X,N) y h(X,Tj) = 〈B(X,Tj), N〉.

Demostración. Como ∇ es la conexión sobre TM ⊕ E dada por la suma de
la conexión de Levi-Civita en M y la conexión trivial en E tenemos que

∇
X
ej = ∇

X
Tj + dνj(X)N. (3.37)

De acuerdo a la condición (3.30)

∇
X
ej = Γ(X)(ej)−B(X, eTj ) +B∗(X, e⊥j )

= Γ(X)(ej)−B(X,Tj) + νjB
∗(X,N). (3.38)

Usando (3.29) encontramos que

Γ(X)(ej) =
3∑
i=1

εi〈X,Ti〉Γ(ei)(ej)

=
∑

1≤i,k≤3

εiεk〈X,Ti〉Γkijeok

=
∑

1≤i,k≤3

εiεk〈X,Ti〉ΓkijTk +
∑

1≤i,k≤3

εiεk〈X,Ti〉ΓkijνkN.

Sustituyendo la expresión para Γ(X)(ej) en (3.38) e igualando las componentes
tangente y normal de las ecuaciones (3.37) y (3.38) obtenemos el resultado.

Rećıprocamente, si para cada i ∈ {1, 2, 3} existen campos Ti ∈ Γ(TM) y
funciones νi ∈ C∞(M) tales que (3.34), (3.35) y (3.36) se satisfacen, entonces
f : TM ⊕ E −→ M × g dado por f(ei) = eoi para ei = Ti + νiN es un
isomorfismo de haces que preserva las métricas y tal que (3.30) se cumple.

La demostración del Teorema 3.3.1 es consecuencia de las siguientes dos
proposiciones.
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Proposición 3.3.4. Sean ϕ ∈ Γ(UΣ) solución de la ecuación (3.32) y ξ
como en (3.33). Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. la imagen de ξ está contenida en g ⊂ Cl(g),

2. existe T ∈ SO(g) tal que ξ = T ◦ f ,

3. reemplazando ϕ por ϕ · a donde a ∈ Spin(g) satisface Ad(a) = T , se
cumple ξ = f , además ξ satisface la ecuación de estructura

dξ + [ξ, ξ] = 0. (3.39)

Demostración. 1. De la definición de ξ se sigue que para X ∈ TM

ξ(X) = τ [ϕ][X][ϕ],

y para un marco
∼
s tenemos que [X] ∈ g y [ϕ] ∈ Spin(g) por lo que

ξ(X) = Ad([ϕ]−1)[X], esto concluye la prueba pues Ad([ϕ]−1) ∈ SO(g).

2. Primero vamos a probar que si Z : M −→ TM ⊕ E es una sección
invariante por la izquierda de TM ⊕E, entonces ξ(Z) : M −→ g es una
función constante.

Sea X ∈ TM , por el Lema 3.2.3 tenemos que

∂Xξ(Z) = 〈〈∇XZ · ϕ, ϕ〉〉+ 〈〈Z · ∇Xϕ, ϕ〉〉+ 〈〈Z · ϕ,∇Xϕ〉〉,

mientras que del Lema 3.2.2 se sigue que

〈〈Z · ∇Xϕ, ϕ〉〉+ 〈〈Z · ϕ,∇Xϕ〉〉 = (id+ τ)〈〈Z · ∇Xϕ, ϕ〉〉.

Luego, como ϕ satisface la Ecuación (3.11), entonces

τ [∇Xϕ] = τ

[
−1

2

2∑
j=1

εjej ·B(X, ej) · ϕ+
1

2
Γ(X) · ϕ

]

= τ [ϕ] ·

[
1

2

2∑
j=1

εjej ·B(X, ej)−
1

2
Γ(X)

]
,

donde la última igualdad es consecuencia de las propiedades de τ y del
hecho de que [−1

2

∑2
j=1 εjej ·B(X, ej) + 1

2
Γ(X)] es un bivector.

De lo anterior y usando que τ [Z] = [Z] se sigue que

τ〈〈Z · ∇Xϕ, ϕ〉〉 = τ(τ [ϕ] · [Z] · [∇Xϕ])

= τ [∇Xϕ] · [Z] · [ϕ]

= τ [ϕ] ·

[
1

2

2∑
j=1

εjej ·B(X, ej)−
1

2
Γ(X)

]
· [Z] · [ϕ].
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Ahora, consecuencia de los Lemas B.0.1 y B.0.2 tenemos lo siguiente que
nos permite concluir que si Z es invariante por la izquierda y X ∈ TM
entonces ∂Xξ(Z) = 0 y por lo tanto ξ(Z) también es constante,

(id+ τ)〈〈Z · ∇Xϕ, ϕ〉〉 = τ [ϕ] · [
2∑
j=1

εjej ·B(X, ej)− Γ(X), Z] · [ϕ]

= τ [ϕ] · [−Γ(X)(Z) +B(X,ZT )−B∗(X,ZN)] · [ϕ]

= −〈〈∇XZ · ϕ, ϕ〉〉.

Probemos ahora la existencia de T . Sea (eo1, e
o
2, e

o
3) una base ortonormal

de g, consideremos el marco de campos invariantes (e1, e2, e3) en TM⊕E
que satisfacen f(ei) = eoi para toda i ∈ {1, 2, 3}. De lo anterior tenemos
que cada sección Z ∈ Γ(TM ⊕ E) se ve como Z =

∑3
j=1 Zjej y

ξ(Z) =
3∑
j=1

Zjξ(ej),

donde (ξ(e1), ξ(e2), ξ(e3)) es una base ortonormal constante de g. Por lo
tanto, si definimos T : g −→ g como la extensión lineal de eoi 7−→ ξ(ei),
entonces T ∈ SO(g) y para toda Z ∈ Γ(TM ⊕ E)

(T ◦ f)(Z) =
3∑
j=1

ZjT (f(ej))

=
3∑
j=1

ZjT (eoj)

=
3∑
j=1

Zjξ(ej) = ξ(Z).

3. Gracias al punto (2) de esta proposición podemos tomar a ∈ Spin(g)
tal que Ad(a) = T y por lo tanto

〈〈X · ϕ · a, ϕ · a〉〉 = τ([ϕ · a]) · [X · ϕ · a]

= τ(a) · τ [ϕ] · [X] · [ϕ] · a
= Ad(a−1)(ξ(X))

= Ad(a−1)(T ◦ f(X)) = f(X).
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Probemos ahora la segunda parte, si X, Y ∈ Γ(TM) son tales que
∇X = 0 = ∇Y en un punto, entonces

∂Xξ(Y ) = ∂X〈〈Y · ϕ, ϕ〉〉
= 〈〈Y · ∇Xϕ, ϕ〉〉+ 〈〈Y · ϕ,∇Xϕ〉〉
= (id+ τ)〈〈Y · ∇Xϕ, ϕ〉〉

= −1

2
(id+ τ)〈〈Y ·

2∑
j=1

εjej ·B(X, ej) · ϕ, ϕ〉〉+

+
1

2
(id+ τ)〈〈Y · Γ(X) · ϕ, ϕ〉〉.

Para desarrollar los términos de la igualdad anterior digamos que X =∑2
i=1 xiei y Y =

∑2
k=1 ykek, por lo tanto

Y ·
2∑
j=1

εjej ·B(X, ej) =
2∑

k=1

2∑
j=1

ykεjek · ej ·B(X, ej)

= −
∑
j

ε2
jyjB(X, ej) +

∑
k 6=j

ykek · εjej ·B(X, ej)

= −B(X, Y ) +
∑
k 6=j

ykεjek · ej ·B(X, ej),

se sigue que

〈〈Y ·
2∑
j=1

εjej ·B(X, ej) · ϕ, ϕ〉〉 = 〈〈−B(X, Y ) · ϕ, ϕ〉〉

+
∑
k 6=j

〈〈ykek · εjej ·B(X, ej) · ϕ, ϕ〉〉

y

τ〈〈Y ·
2∑
j=1

εjej ·B(X, ej) · ϕ, ϕ〉〉 = 〈〈−B(X, Y ) · ϕ, ϕ〉〉

−
∑
k 6=j

〈〈ykek · εjej ·B(X, ej) · ϕ, ϕ〉〉,

de donde concluimos que

− 1

2
(id+ τ)〈〈Y ·

2∑
j=1

εjej ·B(X, ej) ·ϕ, ϕ〉〉 = 〈〈B(X, Y ) ·ϕ, ϕ〉〉. (3.40)

28



3.3. TEOREMA DE INMERSIÓN EN GRUPOS

Dado que τ〈〈Y · Γ(X) · ϕ, ϕ〉〉 = −〈〈Γ(X) · Y · ϕ, ϕ〉〉 tenemos por el
Lema B.0.1 del Apéndice B que

1

2
(id+ τ)〈〈Y · Γ(X) · ϕ, ϕ〉〉 =

1

2
τ [ϕ] · ([Y ] · [Γ(X)]− [Γ(X)] · [Y ]) · [ϕ]

= −τ [ϕ]([Γ(X)(Y )])[ϕ]

= −〈〈Γ(X)(Y ) · ϕ, ϕ〉〉. (3.41)

Sustituyendo (3.40) y (3.41) en ∂Xξ(Y ) tenemos

∂Xξ(Y ) = 〈〈B(X, Y ) · ϕ, ϕ〉〉 − 〈〈Γ(X)(Y ) · ϕ, ϕ〉〉

e intercambiando los papeles de X y Y se obtiene que

∂Y ξ(X) = 〈〈B(X, Y ) · ϕ, ϕ〉〉 − 〈〈Γ(Y )(X) · ϕ, ϕ〉〉.

Finalmente, usando la propiedad de simetŕıa (3.5) de Γ

dξ(X, Y ) = ∂Xξ(Y )− ∂Y ξ(X)

= 〈〈Γ(Y )(X)− Γ(X)(Y ) · ϕ, ϕ〉〉
= −〈〈[X, Y ] · ϕ, ϕ〉〉
= −ξ([X, Y ])

= −[ξ(X), ξ(Y )].

Mantenemos las hipótesis de la proposición anterior y suponemos que M
es simplemente conexa. Consideramos además la integral de Darboux de
ξ (donde ϕ se elige de manera que ξ satisface la ecuación de estructura
dξ + [ξ, ξ] = 0), es decir, una aplicación diferenciable F : M −→ G que
satisface que F ∗ωG = ξ para ωG la forma de Maurer Cartan descrita en (3.1),
tal aplicación existe como consecuencia de la afirmación 3 en la Proposición
3.3.4.

Proposición 3.3.5. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. F : M −→ G es una isometŕıa.

2. Si también para X ∈ E definimos ξ(X) = 〈〈X · ϕ, ϕ〉〉, entonces la
aplicación

ΦE : E −→ F (M)× g

X ∈ Em 7−→ (F (m), ξ(X))
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es un isomorfismo entre E y el haz normal de la inmersión F que
preserva la métrica y que identifica a B con la segunda forma funda-
mental de F . En otras palabras, si BF es la segunda forma fundamental
de la inmersión, entonces

BF (dF (X), dF (Y )) = 〈〈B(X, Y ) · ϕ, ϕ〉〉,

para toda X, Y ∈ TM .

Demostración. De la definición del producto en el álgebra de Clifford tenemos
que para toda X, Y ∈ TM ⊕ E

〈ξ(X), ξ(Y )〉 = −1

2
(ξ(X)ξ(Y ) + ξ(Y )ξ(X))

= −1

2
(τ [ϕ][X][ϕ]τ [ϕ][Y ][ϕ] + τ [ϕ][Y ][ϕ]τ [ϕ][X][ϕ])

= −1

2
τ [ϕ]([X][Y ] + [Y ][X])[ϕ]

= τ [ϕ]〈X, Y 〉[ϕ]

= 〈X, Y 〉,

lo que prueba que F es una isometŕıa pues por hipótesis dF (X) = ξ(X) y a
la vez prueba también que ΦE es una isometŕıa de haces.

Veamos ahora que B es efectivamete la segunda forma fundamental de la
inmersión, es decir, si NM denota el haz normal y BF : TM × TM −→ NM
la segunda forma fundamental de la inmersión, entonces

BF (dF (X), dF (Y )) = ξ(B(X, Y )),

para todo X, Y ∈ TM .

Por definición, si el exponente N representa la proyección sobre el haz normal,
entonces

BF (dF (X), dF (Y )) = (∂Xξ(Y ) + Γ(ξ(X))(ξ(Y )))N ,

para todo X, Y ∈ TM .

En la prueba de la Proposición 3.3.4 encontramos la fórmula

∂Xξ(Y ) = 〈〈B(X, Y ) · ϕ, ϕ〉〉 − 〈〈Γ(X)(Y ) · ϕ, ϕ〉〉,

de donde se sigue que

BF (dF (X), dF (Y )) = (∂Xξ(Y ) + Γ(ξ(X))(ξ(Y )))N

= 〈〈B(X, Y ) · ϕ, ϕ〉〉N − 〈〈Γ(X)(Y ) · ϕ, ϕ〉〉N

+Γ(ξ(X))(ξ(Y ))N .
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Consecuencia de la Proposición 3.3.4 y de la ecuación (3.28) tenemos que
〈〈Γ(X)(Y ) · ϕ, ϕ〉〉 = Γ(ξ(X))(ξ(Y )) y por lo tanto

BF (dF (X), dF (Y )) = 〈〈B(X, Y ) · ϕ, ϕ〉〉N ,

además, como 〈〈B(X, Y ) · ϕ, ϕ〉〉 no tiene componente tangente la prueba
concluye.

Demostración del Teorema 3.3.1. La implicación 1 =⇒ 2 es consecuencia
directa de las Proposiciones 3.3.4 y 3.3.5. Para demostrar el regreso, supong-
amos que M está inmersa en G y consideremos la sección ϕ ∈ ΣG|M dada

por ϕ = [
∼
s, 1Clg ], dicha sección satisface la fórmula de Gauss

∇Xϕ = −1

2

2∑
j=1

εjej ·B(X, ej) · ϕ+
1

2
Γ(X) · ϕ, εj = g(ej, ej).

Además, como [ϕ] = 1Clg

F ∗ωG(X) = ωG(dF (X)) (3.42)

= ωG(τ [ϕ][X][ϕ]) (3.43)

= ωG([X]), (3.44)

por lo tanto dF (X) = [X] = τ [ϕ][X][ϕ] = ξ(X).

Observación 3.3.6. Si ϕ es una solución de (3.32) y a pertenece a Spin(g),
entonces ϕ · a es también solución de (3.32). Más aún, las 1-formas asociadas
ξϕ y ξϕ·a están relacionadas por

ξϕ·a = τ(a)ξϕa = Ad(a−1) ◦ ξϕ.

Recordemos que una 1-forma ξ ∈ Ω(M,G) es Darboux integrable si y sólo
si ella satisface la ecuación de estructura dξ + [ξ, ξ] = 0 (M es simplemente
conexa). El teorema dice por lo tanto que si ϕ es solución de (3.32), es posible
encontrar a ∈ Spin(g) de manera que ϕ · a es solución de dicha ecuación y tal
que ξϕ·a es Darboux integrable, hecho que hemos usado para probar 1 =⇒ 2.

3.4 Versión intŕınseca del teorema de inmersión

en G

El Teorema 3.3.1 nos permite caracterizar la inmersión de una superficie
riemanniana (o lorentziana) en función de un campo de espinores ϕ en el
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haz Σ, en esta sección vamos a ver que dicho teorema se puede reescribir de
manera intŕınseca, es decir, en términos de un campo de espinores ψ en el haz
de espinores de M que sólo depende de la métrica en M y de un operador
simétrico que está definido sobre TM .

La versión intŕınseca del teorema se obtiene identificando el haz de espinores
de la superficie con un subhaz de Σ, para ello necesitaremos modelos de las
álgebras de Clifford de los espacios involucrados.

Llamamos cuaternios complejificados al conjunto

HC = {z0 + z1I + z2J + z3K : zi ∈ C},

con el producto que se obtiene de extender la operación de los cuaternios reales.
Dicha álgebra tiene cómo forma cuadrática asociada a 〈q, q〉 = z2

0 +z2
1 +z2

2 +z2
3 ,

donde q = z0 + z1I + z2J + z3K.

Lema 3.4.1. El álgebra de Clifford del espacio R1,2 es isomorfa a HC.

Demostración. Sea (e0, e1, e2) la base canónica de R1,2, es decir, 〈ei, ej〉 = 0 si
i 6= j y 〈e0, e0〉 = −1 = −〈e1, e1〉 = −〈e2, e2〉. Denotamos por u : R1,2 −→ HC

a la aplicación que se obtiene por linealidad de

e0 7−→ iI

e1 7−→ J

e2 7−→ JI = −K.

Observe que si i 6= j, entonces u(ei)u(ej) + u(ej)u(ei) = 0, además u(e0)2 =
1 = −u(e1)2 = −u(e2)2, por lo tanto u es una aplicación de Clifford y existe
un homomorfismo inyectivo de álgebras que la extiende

u : Cl1,2 −→ HC;

como Cl1,2 y HC tienen la misma dimensión u es un isomorfismo.

Definición 3.4.2. Denotamos por Cl
◦
r,s a la subálgebra de Clr,s que consta

de los elementos en Clr,s que quedan fijos bajo la siguiente aplicación

Clr,s −→ Clr,s

ei1 · . . . · eik 7−→ (−1)kei1 · . . . · eik .
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Observación 3.4.3. El grupo Spin(r, s) está contenido en Cl
◦
r,s y además

actúa en dicha álgebra por multiplicación.

Observación 3.4.4. Identificando a R1,2 con el espacio generado por el
conjunto {iI, J,K} se puede probar que álgebra de elementos pares de Cl1,2
es isomorfa a

{q0 + Iq1 + Jq2i+ Jq3i : qi ∈ R}.

En el siguiente lema usaremos que Cl0,2 es isomorfa al álgebra de los cuater-
niones reales H = {σ0 + σ1I + J(σ2 − Iσ3)} y que por lo tanto Spin(0, 2) =
{σ0 + σ1I : σ2

0 + σ2
1 = 1}.

Para Spin(0, 2) consideramos las representaciones

ρ1 : Spin(0, 2) −→ Gl(Cl0,2) y ρ2 : Spin(0, 2) ⊂ Spin(1, 2) −→ Gl(Cl
◦

1,2),

ambas dadas por la multiplicación a la izquierda. El lema siguiente establece
que ρ1 y ρ2 son equivalentes, en otras palabras, que los espacios Cl0,2 y Cl

◦
1,2

son espacios de representación de Spin(0, 2) isomorfos.

Lema 3.4.5. El isomorfismo de espacios vectoriales

f : Cl0,2 −→ Cl
◦

1,2

σ0 + σ1I + J(σ2 − Iσ3) 7−→ σ0 + σ1I + iJ(σ2 − Iσ3)

induce un isomorfismo entre las representaciones ρ1 y ρ2 del grupo Spin(0, 2).

Demostración. Vamos a probar que f respeta la acción de Spin(0, 2), es
decir, si g ∈ Spin(0, 2) y σ ∈ Cl0,2, entonces f(gσ) = gf(σ). Digamos que
g = g0 + Ig1 y σ = σ0 + Iσ1 + J(σ2 − Iσ3), entonces

gσ = (g0 + Ig1)(σ0 + Iσ1) + J(g0 − Ig1)(σ2 − Iσ3)

y por tanto

f(gσ) = (g0 + Ig1)(σ0 + Iσ1) + iJ(g0 − Ig1)(σ2 − Iσ3) = gf(σ).

Usando lo anterior tenemos que la función γf : Gl(Cl0,2) −→ Gl(Cl
◦
1,2),

T 7−→ fTf−1 hace conmutar el siguiente diagrama

Spin(0, 2) Spin(0, 2),

Gl(Cl0,2) Gl(Cl
◦
1,2)

-

-

6 6
ρ1 ρ2

γf

Id
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y concluimos que γf es el isomorfismo de representaciones deseado.

Observación 3.4.6. Si en los espacios vectoriales Cl0,2 y Cl◦1,2 consideramos
las estructuras complejas dadas por la respectiva multiplicación por I por la
derecha, entonces el isomorfismo f : Cl0,2 −→ Cl◦1,2 del lema anterior es
C-lineal.

El siguiente lema nos permitirá probar la Proposición 3.4.9 de la sección que
sigue.

Lema 3.4.7. Si x ∈ R2 y σ ∈ Cl0,2, entonces f(x · σ) = ie0 · x · f(σ), donde
i es la estructura compleja de Cl◦1,2 dada por la multiplicación por I por la
derecha.

Demostración. Tomemos x = J(x1−Ix2) ∈ R2 y σ = σ0+Iσ1+J(σ2−Iσ3) ∈
Cl0,2, aśı que

x · σ = J(x1 − Ix2)(σ0 + Iσ1)− (x1 + Ix2)(σ2 − Iσ3),

y por lo tanto

f(x · σ) = iJ(x1 − Ix2)(σ0 + Iσ1)− (x1 + Ix2)(σ2 − Iσ3).

Por otro lado, f(σ) = σ0 + Iσ1 + iJ(σ2 − Iσ3) y aśı

x · f(σ) = J(x1 − Ix2)(σ0 + Iσ1)− i(x1 + Ix2)(σ2 − Iσ3).

Recordando que la estructura compleja de Cl0,2 es multiplicar por I a la
derecha y que e0 se identifica con iI se obtiene la siguiente expresión

ie0 · x · f(σ) = iIx · f(σ)I

= iI(J(x1 − Ix2)(σ0 + Iσ1)− i(x1 + Ix2)(σ2 − Iσ3))I

= (−iJ(x1 − Ix2)(σ0 + Iσ1) + (x1 + Ix2)(σ2 − Iσ3))I2

= iJ(x1 − Ix2)(σ0 + Iσ1)− (x1 + Ix2)(σ2 − Iσ3)

= f(x · σ).

3.4.1 Inmersión de una superficie riemanniana

Sean M una superficie riemanniana simplemente conexa, E −→ M el haz
vectorial trivial M×R con métrica −dν2 en cada fibra. Consideramos además
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una forma bilineal simétrica B : TM × TM −→ E y N ∈ Γ(E) una sección
unitaria de E, 〈N,N〉 = −1.

Definimos a S : TM −→ TM como el operador simétrico asociado a B
que está determinado por la relación 〈B(X, Y ), N〉 = 〈S(X), Y 〉, para todo
X, Y ∈ TM , de hecho,

S(X) =
∑
j

ej〈B(X, ej), N〉,

para todo X ∈ TM .

Denotamos por Q̃
M

y Q̃
E

a las respectivas estructuras espinoriales en M y E,
en este caso vale la pena mencionar que dado que E es trivial, entonces su haz
de marcos ortonormales es QE = M × {1} y por lo tanto Q̃E = M × {±1} es
también trivial.

Más adelante en (3.54) y (3.55) definiremos de manera precisa los siguientes
términos que por ahora nos permiten enunciar el teorema principal de esta
sección,

Γ1(X) =
∑
i

εi〈X,Ti〉
∑
j<k

εjεkΓ
k
ij

1

2
(Tj · Tk − Tk · Tj)

y

Γ2(X) =
∑
i

εi〈X,Ti〉
∑
j<k

εjεkΓ
k
ij(νjTk − νkTj),

donde X ∈ TM .

Teorema 3.4.8. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existe una inmersión isométrica de M en G con operador de forma S.

2. Existe ψ ∈ Γ(ΣM) tal que |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 y que satisface

∇
X
ψ =

i

2
S(X) · ψ +

1

2
Γ1(X) · ψ +

i

2
Γ2(X) · ψ. (3.45)

Recordemos los haces que se definieron en la sección anterior, ΣM = Q̃
M
×ρ1

Cl0,2 en (3.14) y Σ = Q̃
M
×M Q̃

E
×ρ Cl1,2 en (3.15).

Los siguientes resultados nos ayudan a probar el teorema que acabamos de
enunciar.

En lo que sigue vamos a probar que ΣM es isomorfo a un subhaz de Σ cuando
en este último haz consideramos que ρ es la restricción

ρ : Spin(0, 2) ⊂ Spin(0, 2)× Spin(1, 0) −→ Cl1,2.

35
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Proposición 3.4.9. Existe un isomorfismo de haces vectoriales C-lineal entre
ΣM y un subhaz de Q̃

M
×

M
Q̃

E
×ρ Cl1,2

Q̃
M
×ρ1 Cl0,2 −→ Q̃

M
×

M
Q̃

E
×ρ Clo1,2 (3.46)

ψ 7−→ ψ∗,

que satisface

(∇
X
ψ)∗ = ∇

X
ψ∗, (3.47)

(X ·M ψ)∗ = iN ·X · ψ∗, (3.48)

|ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 (3.49)

donde N es una sección unitaria de E, es decir, 〈N,N〉 = −1.

Demostración. Como mencionamos al principio de esta sección, el haz de
marcos QE es trivial y se identifica con M , aśı que podemos considerar la
sección global sE = N y

∼
sE como un levantamiento de la misma, digamos

∼
sE : M −→ {±1} dada por m 7−→ +1. Ahora, gracias al isomorfismo f del
Lema 3.4.7 obtenemos la identificación que deseamos entre los haces,

∼
Q

M
×ρ Σ2 −→

∼
Q

M
×

M

∼
Q

E
×ρ Cl

◦

1,2 (3.50)

ψ :=
[∼
s

M
, σ
]
7−→

[
(
∼
s

M
,
∼
s

E
), f(σ)

]
=: ψ∗.

Probemos primero que el isomorfismo satisface (3.47), localmente ψ =
[
∼
s

M
, σ
]
,

para
∼
s

M
: U ⊂ M −→

∼
Q

M
sección local de

∼
Q

M
y σ : U ⊂ M −→ Σ2 una

función diferenciable.

Sabemos que

∇
X
ψ =

[
∼
s

M
, dσ(X) + dρ((

∼
ω

M
◦ d∼s

M
)(X))σ

]
,

y por definición

(∇
X
ψ)∗ =

[
(
∼
s

M
,
∼
s

E
), f(dσ(X) + dρ((

∼
ω

M
◦ d∼s

M
)(X))σ)

]
.

Por otro lado,

∇
X
ψ∗ =

[
(
∼
s

M
,
∼
s

E
), d(f ◦ σ)(X) + dρ((

∼
ω

M
⊕ ∼ω

E
) ◦ d(

∼
s

M
+
∼
s

E
))(X)f(σ)

]
,

y de la definición de
∼
sE tenemos que d

∼
sE = 0 y por lo tanto
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∇
X
ψ∗ =

[
(
∼
s

M
,
∼
s

E
), d(f ◦ σ)(X) + dρ(

∼
ω

M
◦ d∼s

M
(X))f(σ)

]
.

Para concluir, observe que
∼
ω

M
(d
∼
s

M
(X)) ∈ Spin(0, 2) el álgebra de Lie de

Spin(0, 2) que está contenida en Cl
◦
0,2 y además dρ(

∼
ω

M
(d
∼
s

M
(X)))(σ) =

∼
ω

M
(d
∼
s

M
(X)) ·σ. Aśı como se prueba en el Lema 3.4.5 podemos probar que ya

que
∼
ω

M
(d
∼
s

M
(X)) ∈ Cl◦0,2, entonces f(ρ(

∼
ω

M
(d
∼
s

M
(X)))σ) = ρ(

∼
ω

M
(d
∼
s

M
(X)))f(σ)

y por lo tanto

∇
X
ψ∗ =

[
(
∼
s

M
,
∼
s

E
), f(dσ(X)) + f(dρ(

∼
ω

M
◦ d∼s

M
(X))σ)

]
= (∇

X
ψ)∗.

Respecto al comportamiento del isomorfismo ψ −→ ψ∗ con la multiplicación
de Clifford tenemos que por definición

X · ψ =
[
∼
sM , [X] · σ

]
y como consecuencia del Lema 3.4.7

(X · ψ)∗ =
[
(
∼
sM ,

∼
sE), f([X] · σ)

]
=

[
(
∼
sM ,

∼
sE), ie0 · [X] · f(σ)

]
= iN ·X ·

[
(
∼
sM ,

∼
sE), f(σ)

]
= iN ·X · ψ∗,

donde se define N = [(
∼
sM ,

∼
sE), e0].

Recordemos la notación de la Sección 3.3 donde (e1, e2, e3) es una base
ortonormal de TM ⊕ E compuesta de campos invariantes para los cuales
existen campos Tk ∈ TM , funciones νk ∈ C∞(M) y una sección unitaria N
de E de manera que para toda k ∈ {1, 2, 3} se cumple que ek = Tk + νkN .

Lema 3.4.10. Para todo X ∈ TM,

Γ(X) =
∑
i

εi〈X,Ti〉
∑
j<k

εjεkΓ
k
ij

(
1

2
(Tj · Tk − Tk · Tj) + (νkTj − νjTk) ·N

)
,

(3.51)
donde εi = 〈ei, ei〉 = ±1.
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Demostración. De acuerdo a la Proposición B.0.1 tenemos que Γ está repre-
sentado por el siguiente bivector

Γ(X) =
1

2

3∑
j=1

εjΓ(X)(ej), εj = 〈ej, ej〉 = ±1.

Usando la expresión X =
∑3

i=1 εi〈X, ei〉ei y recordando que Γ(ei)(ej) =∑3
k=1 εkΓ

k
ijek podemos escribir a Γ(X) como

Γ(X) =
1

2

3∑
i=1

εi〈X, ei〉
3∑
j=1

3∑
k=1

εjεkΓ
k
ijej · ek.

La sección N satisface que 〈N,N〉 = ε, donde ε es −1 si M es riemanniana y
1 si M es lorentziana.

Luego, X es tangente a M y por lo tanto 〈X, ei〉 = 〈X,Ti〉. Además, se
cumple que ej · ek = −ek · ej para j 6= k y gracias a la Observación 3.3.2

tenemos que Γkij = −Γjik, aśı que

Γ(X) =
3∑
i=1

εi〈X,Ti〉
∑
j<k

εjεkΓ
k
ijej · ek. (3.52)

Vamos a encontrar otra expresión para ej · ek, primero

ej · ek = Tj · Tk − ενjνk + (νkTj − νjTk) ·N,

además, 〈Tj, Tk〉 = −ενjνk y de la definición de álgebra de Clifford −1
2
(Tj ·

Tk + Tk · Tj) = 〈Tj, Tk〉, aśı que Tj · Tk − ενjνk = 1
2
(Tj · Tk − Tk · Tj) y

ej · ek =
1

2
(Tj · Tk − Tk · Tj) + (νkTj − νjTk) ·N, (3.53)

sustituyendo (3.53) en (3.52) se obtiene el resultado.

Lema 3.4.11. Para Tj, Tk ∈ Γ(TM), νj, νk ∈ C∞(M), ν sección unitaria de
E y ψ campo de espinores de ΣM tenemos las siguientes igualdades:

1.
(Tj · Tk − Tk · Tj) · ψ∗ = ((Tj · Tk − Tk · Tj) · ψ)∗,

2.
(νkTj − νjTk) · ν · ψ∗ = (i(νkTj − νjTk) · ψ)∗,
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3.

−1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ψ∗ =

(
i

2
S(X) · ψ

)∗
.

Demostración. Sabemos que N ·N = −〈N,N〉 = 1. Gracias a la Proposición
3.4.9 tenemos lo siguiente

1.

(Tj · Tk − Tk · Tj) · ψ∗ = (iν · Tj · iν · Tk − iν · Tk · iν · Tj) · ψ∗

= (iν · Tj · (Tk · ψ)∗ − iν · Tk · (Tj · ψ)∗)

= ((Tj · Tk · ψ)∗ − (Tk · Tj · ψ)∗)

= ((Tj · Tk − Tk · Tj) · ψ)∗.

Para demostrar las otras igualdades usaremos además que i conmuta
con el isomorfismo que denotamos con ∗ y por lo tanto

2.

(νkTj − νjTk) ·N · ψ∗ = i(iN · (νkTj − νjTk) · ψ∗)
= i((νkTj − νjTk) · ψ)∗

= (i(νkTj − νjTk) · ψ)∗.

3. Finalmente,

−1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ψ∗ =
1

2

2∑
j=1

ej · 〈B(X, ej), N〉N · ψ∗

=
i

2

2∑
j=1

i〈B(X, ej), N〉N · ej · ψ∗

=

(
i

2

2∑
j=1

〈B(X, ej), N〉ej · ψ

)∗

=

(
i

2
S(X) · ψ

)∗
.

Ahora ya podemos definir los términos Γ1(X) y Γ2(X) que aparecen en el
Teorema 3.4.8

Γ1(X) =
∑
i

εi〈X,Ti〉
∑
j<k

εjεkΓ
k
ij

1

2
(Tj · Tk − Tk · Tj) (3.54)
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y

Γ2(X) =
∑
i

εi〈X,Ti〉
∑
j<k

εjεkΓ
k
ij(νjTk − νkTj), (3.55)

donde X ∈ TM .

Demostración del Teorema 3.4.8. Vamos a probar que la existencia de un
campo de espinores ψ ∈ ΣM que satisface (3.45) es equivalente a la existencia
de un campo de espinores ϕ ∈ UΣ que satisface la ecuación (3.11) y como
consecuencia del Teorema 3.3.1 obtendremos que 1 y 2 son equivalentes.

Sea ψ ∈ ΣM que satisface (3.45), si aplicamos el isomorfismo del Lema 3.46
a ambos lados de dicha ecuación se obtiene de los Lemas 3.4.10 y 3.4.11 que

(∇
X
ψ)∗ = (

i

2
S(X) · ψ)∗ + (

1

2
Γ1(X) · ψ +

i

2
Γ2(X) · ψ)∗ (3.56)

es equivalente a

∇
X
ψ∗ = −1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ψ∗ +
1

2
Γ(X) · ψ∗, (3.57)

lo que concluye la prueba si definimos ϕ como ψ∗.

El siguiente corolario nos da una prueba independiente de la que obtuvieron en
[37] para caracterizar las inmersiones de superficies en R1,2, ver también [17]
donde las inmersiones en tal espacio se obtienen v́ıa dos campos de espinores.

Corolario 3.4.12. Para M una superficie riemanniana simplemente conexa,
S : TM −→ TM un operador simétrico y G = R1,2, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. Existe una inmersión isométrica de M en R1,2 con operador de forma
S.

2. Existe ψ ∈ Γ(ΣM) tal que |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 y que satisface

∇
X
ψ =

i

2
S(X) · ψ (3.58)

Demostración. En este caso todos los Γkij son cero y por lo tanto Γ(X) = 0
para todo X ∈ TM .

40
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Proposición 3.4.13. Si ψ y ψ∗ son como en el Teorema 3.4.8, entonces la
1-forma del Teorema 3.3.1 ξ(X) tiene la siguiente representación expĺıcita en
términos de los componentes de ψ

ξ(X) = 2iI=m〈X · ψ−, ψ+〉+ J(〈X · ψ+, α(ψ+)〉 − 〈X · ψ−, α(ψ−)〉),

donde α : ΣM −→ ΣM es una estructura cuaterniónica natural, definida en
el Apéndice A.

Demostración. Usando la descomposición ΣM = ΣM+ ⊕ ΣM− que aparece
en el Apéndice A, tenemos que si ψ = ψ+ + ψ−, entonces ψ∗ = ψ+ + iψ− y
por lo tanto τ([ψ∗]) = [ψ+]− i[ψ−]. Aśı que ξ(X) se escribe como

ξ(X) = τ([ψ∗]) · [X] · [ψ∗]
= [ψ+] [X]

[
ψ+
]

+ [ψ−] [X]
[
ψ−
]︸ ︷︷ ︸

A

+ i([ψ+] [X]
[
ψ−
]
− [ψ−] [X]

[
ψ+
]
)︸ ︷︷ ︸

B

.

Cabe mencionar que en los siguientes cálculos usamos que si ψ = ψ+ + ψ−,
entonces sus componentes son [ψ+] = σ0 + σ1I y [ψ−] = J(σ2 + σ3I) para
σ0, σ1, σ2, σ3 ∈ R y J, I en los cuaternios. Además, el producto hermitiano en
ΣM es

ΣM × ΣM −→ C
([
∼
s, σ], [

∼
s, φ]) 7−→ 〈σ, φ〉,

donde 〈σ, φ〉 = 〈σ+, φ+〉 + 〈σ−, φ−〉 para σ, φ ∈ H y 〈σ+, φ+〉 = σ+φ+,
〈σ−, φ−〉 = −σ−φ−, ver Apéndice A.

De las definiciones de producto hermitiano en Σ+ y Σ− tenemos que [ψ+] [X] [ψ−] =
〈X · ψ−, ψ+〉 y −[ψ−] [X] [ψ+] = 〈X · ψ+, ψ−〉, aśı que

B = 〈X · ψ−, ψ+〉+ 〈X · ψ+, ψ−〉
= 〈X · ψ−, ψ+〉 − 〈X · ψ−, ψ+〉
= 2I=m〈X · ψ−, ψ+〉.

De la definición de α se sigue que [ψ−] = −J [ψ−]J = −J [α(ψ−)] y por lo
tanto [

ψ−
]

[X]
[
ψ−
]

= −J [α(ψ−)] [X]
[
ψ−
]

= −J〈X · ψ−, α(ψ−)〉,
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en tanto que

[ψ+] [X]
[
ψ+
]

= −J [ψ+]J [X]
[
ψ+
]

= −J [α(ψ+)] [X]
[
ψ+
]

= J〈X · ψ+, α(ψ+)〉,

sumando los resultados de los últimos cálculos obtenemos que

A = J(〈X · ψ+, α(ψ+)〉 − 〈X · ψ−, α(ψ−)〉).

3.4.2 Inmersión de una superficie lorentziana

Sean M una superficie lorentziana orientable y E −→ M el haz vectorial
trivial M × R con métrica dν2 en cada fibra. Denotamos por Q̃M y Q̃E las
estructuras espinoriales en M y E, respectivamente. Como ya dijimos en
la sección anterior, el haz de marcos QE se identifica con M y por lo tanto
Q̃E = M × {±1}.

En este caso el espacio tangente de M en cada punto es un plano lorentziano
que es R2 con la métrica −dx2 + dy2 y es por ello que el haz de espinores de
M se define como ΣM = Q̃M ×ρ1 Cl1,1 , para ρ1 : Spin(1, 1) −→ Gl(Cl1,1) la
representación que se obtiene por multiplicación a la izquierda.

Dada una forma bilineal simétrica B : TM × TM −→ E definimos

S(X) =
2∑
j=1

εj〈B(X, ej), N〉ej,

para todo X ∈ TM , N sección unitaria de E y εj = 〈ej, ej〉 = ±1.

Adelantamos que para ciertos Ti ∈ TM , νi ∈ C∞(M) con 1 ≤ i ≤ 3 definimos
en (3.64) lo siguiente

∼
Γ(X) =

∑
i

εi〈X,Ti〉
∑
j<k

εjεkΓ
k
ij

(
1

2
(Tj · Tk − Tk · Tj) + (νkTj−, νjTk)

)
,

para todo X ∈ TM . Tal definición nos permite enunciar el resultado principal
de esta sección.

Teorema 3.4.14. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. Existe una inmersión isométrica de M en G con operador de forma S.

2. Existe ψ ∈ ΣM tal que |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 y que satisface

∇
X
ψ = −1

2
S(X) · ψ +

1

2

∼
Γ(X) · ψ. (3.59)

Sean (e0, e1, e2) base ortonormal de R1,2 con −〈e0, e0〉 = 1 = 〈e1, e1〉 = 〈e2, e2〉
y Cl◦

1,2
como en la Observacion 3.4.4.

Proposición 3.4.15. Existe un isomorfismo de álgebras de Clifford

h : Cl1,1 −→ Cl◦1,2,

que además satisface que para todo g ∈ Spin(1, 1) y x ∈ Cl1,1 se cumple
h(g · x) = g · h(x) .

Demostración. Identificamos a R1,1 con el subespacio de R1,2 generado por
{e0, e1}. Consideramos h : R1,1 −→ Cl◦12 dada por x 7−→ x · e2. Observe que
h(x)2 = −〈x, x〉 y por lo tanto h es una aplicación de Clifford que se extiende
a un morfismo inyectivo de álgebras de Clifford h : Cl1,1 −→ Cl◦1,2, dado que
ambas álgebras tienen la misma dimensión tenemos que h es un isomorfismo.

Para la segunda parte tenemos como consecuencia de lo que acabamos de
probar que h(g ·x) = h(g) ·h(x) para todo g ∈ Spin(1, 1) y x ∈ Cl1,1. Además,
como Spin(1, 1) ⊂ Cl◦1,1 tenemos que h(g) = g lo que concluye la prueba.

En está sección usamos el haz
∼
Q

M
×

M

∼
Q

E
×ρ Cl1,2 como se definió en (3.20).

Proposición 3.4.16. Sean
∼
s

M
: M −→

∼
Q

M
una sección de

∼
Q

M
y
∼
s

E
: M −→

∼
Q

E
una sección unitaria del haz

∼
Q

E
. Si h es como en la Proposición 3.4.15,

entonces
∼
Q

M
×ρ1 Cl11 −→

∼
Q

M
×

M

∼
Q

E
×ρ Cl◦1,2 (3.60)

ψ :=
[∼
s

M
, σ
]
7−→

[
(
∼
s

M
,
∼
s

E
), h(σ)

]
=: ψ∗,

es un isomorfismo de haces que satisface las siguientes propiedades

(∇
X
ψ)∗ = ∇

X
ψ∗, (3.61)

(X ·M ψ)∗ = X ·N · ψ∗, (3.62)

|ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 (3.63)

para todo X ∈ Γ(TM) y N = sE.
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Demostración. La segunda parte de la Proposición 3.4.15 implica que la
aplicación ψ 7−→ ψ∗ de la proposición está bien definida.

Por definición tenemos que

∇Xψ
∗ = [(

∼
s

M
,
∼
s

E
), d(h(σ))(X) + ρ∗((ωM

⊕ ω
E

)(
∼
s

M ∗ +
∼
s

E ∗)(X))(h(σ))],

como h es lineal d(h(σ))(X) = h(dσ(X)), además
∼
s

E ∗ = 0 y por lo tanto

∇Xψ
∗ = [(

∼
s

M
,
∼
s

E
), h(dσ(X)) + ρ∗(ωM

(
∼
s

M ∗)(X))(h(σ))],

para concluir usamos que ρ∗(ωM
(
∼
s

M ∗)(X)) ⊂ Cl◦1,1 y de acuerdo a la Proposición

3.4.15 se tiene que ρ∗(ωM
(
∼
s

M ∗)(X))(h(σ)) = h(ρ∗(ωM
(
∼
s

M ∗)(X))σ).

Para probar (3.62) tenemos que si ψ = [
∼
s

M
, σ], entonces

(X ·M ψ)∗ = [(
∼
s

M
,
∼
sE), h([X] · σ)]

= [(
∼
sM ,

∼
s

E
), [X] · e2 · h(σ)]

= X ·N · [(∼s
M
,
∼
s

E
), h(σ)]

= X ·N · ψ∗.

Usando la notación de la sección anterior definimos
∼
Γ(X) del Teorema 3.4.14,

∼
Γ(X) =

∑
i

εi〈X,Ti〉
∑
j<k

εjεkΓ
k
ij

(
1

2
(Tj · Tk − Tk · Tj) + (νkTj−, νjTk)

)
,

(3.64)
para todo X ∈ TM .

Demostración del Teorema 3.4.14. Probaremos que la existencia de ψ que
satisface la ecuación (3.59) es equivalente a la existencia de un campo de
espinores que satisface (3.32) con lo que el Teorema 3.3.1 nos daŕıa el resultado.

Sea ψ ∈ ΣM con |ψ+|2−|ψ−|2 = 1 y solución de la ecuación (3.59), aplicando
el isomorfismo de la Proposición 3.4.16 a dicha ecuación tenemos

(∇
X
ψ)∗ = (−1

2
S(X) · ψ)∗ + (

1

2

∼
Γ(X) · ψ)∗, (3.65)
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3.4. VERSIÓN INTRÍNSECA DEL TEOREMA DE INMERSIÓN EN G

donde las propiedades del isomorfismo en 3.4.16 nos dan que (∇
X
ψ)∗ = ∇Xψ

∗

y para el primer sumando del lado derecho

(−1

2
S(X) · ψ)∗ = (−1

2

2∑
j=1

εj〈B(X, ej), N〉ej · ψ)∗

= −1

2

2∑
j=1

εj〈B(X, ej), N〉ej ·N · ψ∗

= −1

2

2∑
j=1

εjej ·B(X, ej) · ψ∗,

mientras que para el segundo sumando tenemos que(
1

2

∼
Γ(X) · ψ

)∗
=

1

2
Γ(X) · ψ∗,

donde Γ(X) es como en el Lema 3.4.10.

De lo anterior se sigue que la ecuación (3.65) es

∇
X
ψ∗ = −1

2

2∑
j=1

εjej ·B(X, ej) · ψ∗ +
1

2
Γ(X) · ψ∗,

por lo que ϕ = ψ∗ es solución de la ecuación (3.32).

El siguiente corolario nos da una prueba independiente a la que se encuentra
en [28] para el mismo resultado, ver también [17] para una prueba en la que
usan dos espinores para la representación.

Corolario 3.4.17. Para M una superficie lorentziana simplemente conexa,
S : TM −→ TM un operador simétrico y G = R1,3 las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Existe una inmersión isométrica de M en R1,2 con operador de forma
S.

2. Existe ψ ∈ Γ(ΣM) tal que |ψ+|2− |ψ−|2 = 1 y que satisface la ecuación

∇
X
ψ = −1

2
S(X) · ψ (3.66)

Demostración. En este caso todos los Γkij son cero y por lo tanto
∼
Γ(X)

también.
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Caṕıtulo 4

Inmersiones en productos
lorentzianos

En este caṕıtulo vamos a caracterizar las inmersiones de superficies en pro-
ductos lorentzianos simétricos que de acuerdo a [8] son localmente isométricos
a grupos de Lie con las siguientes álgebras de Lie.

a :
[e1, e2] = αe2, α 6= 0,
[e1, e3] = 0
[e2, e3] = 0

b :
[e1, e2] = 0
[e1, e3] = αe1, α 6= 0,
[e2, e3] = 0

c :
[e1, e2] = 0
[e1, e3] = δe3, δ 6= 0,
[e2, e3] = 0,

donde 〈e1, e1〉 = 〈e2, e2〉 = 1 = −〈e3, e3〉 y 〈ei, ej〉 = 0 para i 6= j.

De hecho, se sigue de la Proposición 1.3.4 que el grupo con álgebra de Lie a
es isométrico a H2 × R−, b es isométrico a R× S2

1 y finalmente, el grupo que
corresponde a c es isométrico a R×H2

1. Cabe mencionar que a y c son casos
particulares del álgebra de Lie g6 en tanto que b es un caso particular de g5.

Usando la formula de Koszul podemos calcular las componentes de la derivada
covariante de los grupos. Denotamos por ∇ a la conexión de Levi-Civita de
cada grupo y en la siguiente tabla agrupamos las únicas componentes no cero
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en cada caso

a : ∇e2e1 = −αe2 ∇e2e2 = αe1, (4.1)

b : ∇e1e1 = αe3 ∇e1e3 = αe1, (4.2)

c : ∇e3e1 = −δe3 ∇e3e3 = −δe1. (4.3)

En el resto de la tesis (M, g) es una superficie riemanniana orientable con
estructura espinorial dada y haz de espinores ΣM .

Además, en los enunciados de los siguientes teoremas usamos la misma
notación que introdujimos en la Sección 3.3 para escribir las condiciones de
compatibilidad que recordamos a continuación. Existen campos tangentes
Ti ∈ TM , funciones νi ∈ C∞(M) que satisfacen

〈Ti, Tj〉 − νiνj = εiδij,

∇XTj =
∑

1≤i,k≤3

εiεkΓ
k
ij〈X,Ti〉Tk + νjS(X)

dνj(X) =
∑

1≤i,k≤3

εiεkΓ
k
ij〈X,Ti〉νk − h(X,Tj), 1 ≤ j ≤ 3,

donde S(X) = B∗(X,N), h(X,Tj) = 〈B(X,Tj), N〉 y εj = ±1, para toda
i, j, k ∈ {1, 2, 3}.

Teorema 4.0.1. Si M es simplemente conexa, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Existe ψ ∈ Γ(ΣM) tal que |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 y

∇
X
ψ =

i

2
S(X) · ψ − α

2
〈X,T2〉(iT3 + ν3) · ω · ψ, (4.4)

para toda X ∈ TM y ω = ε1 · ε2, donde (ε1, ε2) es una base ortonormal
positivamente orientada de TM .

2. Existe una inmersión isométrica de M en H2 × R− con operador de
forma S.

Demostración. Nuestro objetivo es probar que la existencia de una solución
para la ecuación (4.4) es equivalente a la existencia de una solución para la
ecuación (3.32) y de esa manera usar el Teorema 3.3.1 para concluir.
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Sabemos por el Lema B.0.1 que el bivector que representa a Γ(X) es

Γ(X) =
1

2
(e1 · Γ(X)(e1) + e2 · Γ(X)(e2)− e3 · Γ(X)(e3)),

para (e1, e2, e3) base ortonormal de g7.

Por (4.1) tenemos que

Γ(X)(e1) = −α〈X, e2〉e2, Γ(X)(e2) = α〈X, e2〉e1 y Γ(X)(e3) = 0,

y por lo tanto
Γ(X) = −α〈X, e2〉e1 · e2.

Recordemos que ek = Tk + νkN para Tk ∈ TM y N ∈ Γ(E) con 〈N,N〉 = −1,
además e1 · e2 · e3 = ω ·N . Aśı que,

Γ(X) = −α〈X, e2〉e1 · e2

= −α〈X, e2〉e1 · e2 · e3 · e3

= −α〈X,T2〉ω ·N · (T3 + ν3N)

= −α〈X,T2〉(−N · T3 + ν3) · ω.

Aplicamos a la ecuación (4.4) el isomorfismo de la Proposición 3.4.9 y del
Lema 3.4.11, tenemos que

−1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ψ∗ =

(
i

2
S(X) · ψ

)∗
y

1

2
Γ(X) · ψ∗ =

(
−1

2
α〈X,T2〉(iT3 + ν3) · ω · ψ

)∗
.

Por lo tanto, si ϕ := ψ∗, la ecuación

∇
X
ϕ = −1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ+
1

2
Γ(X) · ϕ

es equivalente a

∇
X
ψ =

i

2
S(X) · ψ − 1

2
α〈X,T2〉(iT3 + ν3) · ω · ψ.

48



Al ser las demostraciones de los Teoremas 4.0.2 y 4.0.3 análogas a la del
Teorema 4.0.1 omitiremos algunos detalles.

Teorema 4.0.2. Si M es simplemente conexa, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Existe ψ ∈ Γ(ΣM) tal que |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 y

∇
X
ψ =

i

2
S(X) · ψ +

α

2
〈X,T1〉(iT2 + ν2) · ω · ψ, (4.5)

para toda X ∈ TM y ω = ε1 · ε2, donde (ε1, ε2) es una base ortonormal
positivamente orientada de TM .

2. Existe una inmersión isométrica de M en R×S2
1 con operador de forma

S.

Demostración. Usando la expresión para Γ(X) y los términos en (4.2) tenemos
que para R× S2

1

Γ(X)(e1) = α〈X, e1〉e3, Γ(X)(e2) = 0 y Γ(X)(e3) = α〈X, e1〉e1,

y por lo tanto
Γ(X) = α〈X, e1〉e1 · e3.

Tomando ek = Tk + νkN y ω como en la prueba del teorema anterior

Γ(X) = α〈X, e1〉e1 · e3

= −α〈X, e1〉e1 · e2 · e2 · e3

= α〈X,T1〉ω ·N · (T2 + ν2N)

= α〈X,T1〉N · (−T2 + ν2N) · ω
= α〈X,T1〉(−N · T2 + ν2) · ω.

Y aplicando el isomorfismo de la Proposición 3.4.9 a la ecuación (4.5) tenemos
por un lado que

−1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ψ∗ =

(
i

2
S(X) · ψ

)∗
y por otro

1

2
Γ(X) · ψ∗ =

(
1

2
α〈X,T1〉(iT2 + ν2) · ω · ψ

)∗
.
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Por lo tanto, si ϕ := ψ∗, entonces la ecuación

∇
X
ϕ = −1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ+
1

2
Γ(X) · ϕ

es equivalente a la ecuación

∇
X
ψ =

i

2
S(X) · ψ +

1

2
α〈X,T1〉(iT2 + ν2) · ω · ψ.

Teorema 4.0.3. Si M es simplemente conexa, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Existe ψ ∈ Γ(ΣM) tal que |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 y

∇
X
ψ =

i

2
S(X) · ψ +

α

2
〈X,T3〉(iT2 + ν2)) · ω · ψ, (4.6)

para toda X ∈ TM y ω = ε1 · ε2, donde (ε1, ε2) es una base ortonormal
positivamente orientada de TM ..

2. Existe una inmersión isométrica de M en R×H2
1 con operador de forma

S.

Demostración. Usando la expresión para Γ(X) y los términos en (4.3) tenemos
que para R×H2

1

Γ(X)(e1) = δ〈X, e3〉e3, Γ(X)(e2) = 0 y Γ(X)(e3) = δ〈X, e3〉e1,

y por lo tanto
Γ(X) = δ〈X, e3〉e1 · e3.

Tomando ek = Tk + νkN y ω como en los teoremas anteriores encontramos
que en R×H2

1

Γ(X) = −α〈X,T3〉(−N · T2 + ν2) · ω.

Además, aplicando el isomorfismo ∗ a la ecuación (4.6) se obtiene que

−1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ψ∗ =

(
i

2
S(X) · ψ

)∗
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y

1

2
Γ(X) · ψ∗ =

(
1

2
α〈X,T3〉(iT2 + ν2) · ω · ψ

)∗
.

Por lo tanto, si ϕ := ψ∗ tenemos que la ecuación

∇
X
ϕ = −1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ+
1

2
Γ(X) · ϕ

es equivalente a la ecuación

∇
X
ψ =

i

2
S(X) · ψ +

α

2
〈X,T3〉(iT2 + ν2)) · ω · ψ.
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Caṕıtulo 5

Teorema de inmersión en el
espacio de Sitter S3

1

El espacio de Sitter de dimensión 3 es una hipersuperficie lorentziana de R1,3

con curvatura seccional constante 1 que está determinada por una cuádrica:

S3
1 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R1,3 : −x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 = 1}. (5.1)

Observemos que para cada p ∈ S3
1 el espacio tangente en dicho punto es

perpendicular a p, de aqúı se sigue que la aplicación de Gauss de la inmersión
de S3

1 en R1,3 es la identidad y por lo tanto el operador de forma está dado
por Sp(h) = −h, para toda h ∈ TpS3

1.

La idea para caracterizar las inmersiones de superficies en S3
1 es considerar

a esta última inmersa en R1,3 y tomar un campo de espinores paralelo no
nulo en el haz de espinores de R1,3 cuya derivada respecto de la conexión del
haz de espinores del espacio de Sitter tendrá una expresión sencilla. En otras
palabras, si ϕ ∈ ΣR1,3 es un campo de espinores no nulo tal que ∇R1,3

X ϕ = 0,
entonces su restricción a S3

1 satisface que

∇ΣS31
X ϕ = −1

2

3∑
j=1

εjej ·B(X, ej) · ϕ, εj = g(ej, ej) = ±1, (5.2)

donde B denota la segunda forma fundamental de la inmersión del espacio
de Sitter en Minkowski.

Ahora, si η es el campo normal a S3
1 en R1,3 tenemos la siguiente expresión

para (5.2)
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∇ΣS31
X ϕ = −1

2

3∑
j=1

εjej · 〈B(X, ej), η〉η · ϕ

= −1

2

3∑
j=1

εjej · 〈S(X), ej〉η · ϕ

= −1

2
S(X) · η · ϕ

=
1

2
X · η · ϕ. (5.3)

De la ecuación (5.3) y de la ecuación de Gauss espinorial (2.6) podemos
concluir que, si M está isométricamente inmersa en el espacio de Sitter,
entonces existe una sección no nula ϕ ∈ Γ(ΣS3

1) tal que

∇Xϕ = −1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ+
1

2
X · η · ϕ, (5.4)

para todo X ∈ TM y B la segunda forma fundamental de la inmersión de M
en S3

1.

Sean M una superficie riemanniana orientada y E −→ M el haz vectorial

trivial M × R con métrica −dν2 en cada fibra. Denotamos por
∼
QM y

∼
QE las

respectivas estructuras espinoriales de M y E.

Identificamos al espacio de Minkowski 4-dimensional R1,3 con el espacio
R1,2 ⊕ Re4, donde e4 es el último vector de la base ortonormal estándar de
R1,3.

Usando la aplicación Spin(0, 2)×Spin(1, 0) −→ Spin(1, 2) ⊂ Spin(1, 3) dada
por (g1, g2) 7−→ g1g2 definimos ρ como sigue

ρ : Spin(0, 2)× Spin(1, 0) −→ Gl(Cl1,3)

(g1, g2) 7−→ ρ(g1, g2) : Cl1,3 −→ Cl1,3
v 7−→ g1g2 · v.

Y para
∼
Q =

∼
QM ×M

∼
QE definimos el siguiente haz vectorial sobre M

Σ :=
∼
Q×ρ Cl1,3. (5.5)

53



Definimos el haz de espinores unitarios

UΣ :=
∼
Q×ρ Spin(1, 3), (5.6)

que está contenido en Σ.

Denotamos por ν al elemento en ClΣ :=
∼
Q ×Ad Cl1,3 que satisface que sus

coordenadas en cualquier marco
∼
s de

∼
Q son e4, es decir, ν = [

∼
s, e4].

Observación 5.0.1. Si ∇ es la derivada covariante en el haz
∼
Q×Ad Cl1,3 y

ν es como arriba, entonces ∇ν = 0.

De hecho, localmente se tiene que ν = [
∼
s, e4], para

∼
s : U ⊂M −→

∼
Q sección

de
∼
Q. De la definición en (2.2) se sigue que para α la forma de conexión de

∼
Q y X ∈ TM

∇Xν = [
∼
s, de4(X) + Ad∗(α(

∼
s∗(X))(e4)] = 0,

pues e4 es constante y α(
∼
s∗(X)) ∈ Λ2R1,2 ⊂ Cl1,2, de donde se sigue que

Ad∗(α(
∼
s∗(X))(e4) = 0.

Teorema 5.0.2. Supongamos adicionalmente que M es simplemente conexa,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existe ϕ ∈ UΣ que satisface

∇Xϕ = −1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ+
1

2
X · ν · ϕ, (5.7)

para toda X ∈ TM .

2. Existe una inmersión isométrica de M en S3
1 con haz normal E y

segunda forma fundamental B.

Más aún, F : M −→ S3
1 está dada por

F = 〈〈ν · ϕ, ϕ〉〉. (5.8)

Demostración. Supongamos que existe ϕ ∈ Γ(UΣ) que satisface la ecuación
(5.7), primero vamos a probar que F como se define en (5.8) está contenida en
el espacio de Sitter. Por definición, F = τ [ϕ][ν][ϕ] y dado que [ϕ] ∈ Spin(1, 3)
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y [ν] ∈ R1,3 tenemos que F = Ad([ϕ]−1)([ν]). Como Ad([ϕ]−1) ∈ SO(1, 3) y
[ν] es unitario podemos concluir que Ad([ϕ]−1)([ν]) ∈ S3

1.

Para probar 1 =⇒ 2 usaremos los dos lemas siguientes.

Lema 5.0.3. Si ϕ ∈ UΣ satisface la ecuación (5.7) y F : M −→ S3
1 es como

en (5.8), entonces

dF (X) = 〈〈X · ϕ, ϕ〉〉,

para toda X ∈ TM .

Demostración. De la Observación 5.0.1 se tiene que ∇Xν = 0 y de la com-
patibilidad de 〈〈 , 〉〉 con la conexión se sigue que

dF (X) = 〈〈ν · ∇Xϕ, ϕ〉〉+ 〈〈ν · ϕ,∇Xϕ〉〉
= (id+ τ)〈〈ν · ∇Xϕ, ϕ〉〉

= −1

2
(id+ τ)〈〈ν ·

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ, ϕ〉〉+
1

2
(id+ τ)〈〈ν ·X · ν · ϕ, ϕ〉〉.

Por un lado

〈〈ν ·
2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ, ϕ〉〉 =
2∑
j=1

τ [ϕ][ν][ej][B(X, ej)][ϕ]

y por lo tanto

τ〈〈ν ·
2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ, ϕ〉〉 = −
2∑
j=1

τ [ϕ][ν][ej][B(X, ej)][ϕ],

de donde se concluye que el primer sumando en la expresión para dF (X) es
cero.

Por otra parte, como ν ·X · ν = X

1

2
(id+ τ)〈〈ν ·X · ν · ϕ, ϕ〉〉 =

1

2
(id+ τ)〈〈X · ϕ, ϕ〉〉

= 〈〈X · ϕ, ϕ〉〉,

lo cual termina la demostración.

Proposición 5.0.4. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:
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1. F : M −→ S3
1 es una isometŕıa.

2. La aplicación

ΦE : E −→ TS3
1

X ∈ Em 7−→ (F (m), 〈〈X · ϕ, ϕ〉〉)

es un isomorfismo entre E y el haz normal de la inmersión F que
preserva la métrica y que identifica a B con la segunda forma funda-
mental de F .

Demostración. Omitiremos las pruebas de que F es una isometŕıa y que ΦE

es un isomorfismo entre E y el haz normal de la inmersión F que preserva la
métrica, pues estas son similares a la demostración de la Proposición 3.3.5.

Veamos ahora que B es efectivamente la segunda forma fundamental de la
inmersión, es decir, si NM denota al haz normal y BF : TM × TM −→ NM
a la segunda forma fundamental de la inmersión, entonces

BF (dF (X), dF (Y )) = 〈〈B(X, Y ) · ϕ, ϕ〉〉.

Sean X, Y ∈ Γ(TM) de manera que ∇X = 0 = ∇Y en un punto, por
definición

BF (dF (X), dF (Y )) = (∂X〈〈Y · ϕ, ϕ〉〉)N . (5.9)

Usando que ϕ ∈ UΣ es solución de (5.7) tenemos que

∂X〈〈Y · ϕ, ϕ〉〉 = 〈〈Y · ∇Xϕ, ϕ〉〉+ 〈〈Y · ϕ,∇Xϕ〉〉
= (id+ τ)〈〈Y · ∇Xϕ, ϕ〉〉

= −1

2
(id+ τ)〈〈Y ·

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ, ϕ〉〉

+
1

2
(id+ τ)〈〈Y ·X · ν · ϕ, ϕ〉〉.

Además, en la prueba de la Proposición 3.3.4 en (3.40) encontramos que

−1

2
(id+ τ)〈〈Y ·

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ, ϕ〉〉 = 〈〈B(X, Y ) · ϕ, ϕ〉〉.

Para terminar la prueba es suficiente verificar que 1
2
(id+ τ)〈〈Y ·X · ν ·ϕ, ϕ〉〉

no tiene parte normal. Si X =
∑

k xkek y Y =
∑

i yiei, entonces

〈〈Y ·X · ν · ϕ, ϕ〉〉 =
∑
i 6=k

yixkτ [ϕ][ei] · [ek] · [ν] · [ϕ]−
∑
i=k

ykxkτ [ϕ] · [ν][ϕ]
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y por lo tanto

τ〈〈Y ·X · ν · ϕ, ϕ〉〉 = −
∑
i 6=k

yixkτ [ϕ][ei] · [ek] · [ν] · [ϕ]−
∑
i=k

ykxkτ [ϕ] · [ν][ϕ],

de donde se sigue que

1

2
(id+ τ)〈〈Y ·X · ν · ϕ, ϕ)〉〉 = −

∑
i=k

ykxkτ [ϕ] · [ν] · [ϕ],

que no tiene componentes en E pues si N es una sección de E, se puede probar
como se hace en la demostración de la Proposición 3.3.5 que 〈〈〈N ·ϕ, ϕ〉〉, 〈〈ν ·
ϕ, ϕ〉〉〉 = 〈[N ], [ν]〉 y concluir usando que [N ] y [ν] = e4 son ortogonales.

Ahora, supongamos que M está inmersa isométricamente en S3
1 ⊂ R1,3 y

consideremos la sección ϕ ∈ ΣR1,3|M dada por ϕ = [
∼
s, 1Cl

R1,3
], dicha sección

está en UΣ y de acuerdo a lo expuesto al inicio del caṕıtulo satisface la
ecuación

∇Xϕ = −1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ+
1

2
X · ν · ϕ,

para ν sección de ClΣ con [ν] = e4.
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Caṕıtulo 6

Teorema de inmersión en el
espacio anti de Sitter H3

1

Aqúı vamos a considerar que el espacio anti de Sitter de dimensión 3 es la
hipersuperficie en R2,2 que tiene curvatura seccional constante −1 y está
determinada por la cuádrica

H3
1 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R2,2 : −x2

1 − x2
2 + x2

3 + x2
4 = −1}.

Observemos que para cada p ∈ H3
1 el espacio tangente en dicho punto es

perpendicular a p, de aqúı se sigue que la aplicación de Gauss de la inmersión
de H3

1 en R2,2 es la identidad y por lo tanto el operador de forma es Sp(h) = −h
para toda h ∈ TpH3

1.

Dado que H3
1 está inmersa en R2,2 podemos tomar un campo de espinores

paralelo no nulo en el haz de espinores de R2,2 y usar la ecuación de Gauss
espinorial (2.6) para obtener una expresión sencilla de la derivada de dicho
campo respecto de la conexión del haz de espinores del espacio anti de Sitter,
en otras palabras, si ϕ ∈ ΣR2,2 es un campo de espinores no nulo tal que
∇ΣR2,2

X ϕ = 0, entonces su restricción a H3
1 satisface

∇ΣH3
1

X ϕ = −1

2

3∑
j=1

εjej ·B(X, ej) · ϕ, (6.1)

donde B denota la segunda forma fundamental de la inmersión del espacio
anti de Sitter en R2,2.
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Si η es el campo normal a H3
1 en R2,2, entonces la ecuación (6.1) se ve como

∇ΣH3
1

X ϕ = −1

2

3∑
j=1

εjej · (−〈B(X, ej), η〉η) · ϕ

=
1

2

3∑
j=1

εjej · 〈S(X), ej〉η · ϕ

=
1

2
S(X) · η · ϕ

= −1

2
X · η · ϕ. (6.2)

Se concluye de la ecuación (6.2) y de la ecuación de Gauss espinorial (2.6)
que si M está isométricamente inmersa en el espacio anti de Sitter entonces
existe ϕ ∈ ΣH3

1|M no nulo y que satisface la ecuación

∇Xϕ = −1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ−
1

2
X · η · ϕ, (6.3)

para todo X ∈ TM , donde B es la segunda forma fundamenta de la inmersión
de M en H3

1.

Sean M una superficie riemanniana orientada y E −→ M el haz vectorial

tirvial M × R con métrica −dν2 en cada fibra. Denotamos por
∼
QM y

∼
QE a

las respectivas estructuras espinoriales de M y E.

Identificamos al espacio R2,2 con Re1 ⊕ R1,2, donde e1 es el primer vector de
la base ortonormal estándar de R2,2, es decir 〈e1, e1〉 = −1 y R1,2 se identifica
con el espacio generado por el resto de la base (e2, e3, e4).Usando la aplicación
Spin(0, 2)×Spin(1, 0) −→ Spin(1, 2) ⊂ Spin(2, 2) dada por (g1, g2) 7−→ g1g2

definimos ρ como sigue

ρ : Spin(0, 2)× Spin(1, 0) −→ Gl(Cl2,2)

(g1, g2) 7−→ ρ(g1, g2) : Cl2,2 −→ Cl2,2
v 7−→ g1g2 · v.

Para
∼
Q =

∼
QM ×M

∼
QE definimos el siguiente haz vectorial sobre M

Σ :=
∼
Q×ρ Cl2,2. (6.4)

Luego, definimos el haz de espinores unitarios

UΣ :=
∼
Q×ρ Spin(2, 2), (6.5)
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está contenido en Σ.

Denotamos por ν al elemento en
∼
Q×AdCl2,2 que satisface que sus coordenadas

en cualquier marco
∼
s de

∼
Q son e1, es decir, ν = [

∼
s, e1].

La prueba del siguiente teorema es análoga a la demostración del Teorema
5.0.2 y es por ello que la omitiremos.

Teorema 6.0.1. Supongamos adicionalmente que M es simplemente conexa,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existe ϕ ∈ UΣ que satisface

∇Xϕ = −1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ−
1

2
X · ν · ϕ, (6.6)

para toda X ∈ TM .

2. Existe una inmersión isométrica de M en H3
1 con haz normal E y

segunda forma fundamental B.

Más aún, F : M −→ H3
1 está dada por

F = 〈〈ν · ϕ, ϕ〉〉.

En el teorema anterior se caracterizan las inmersiones de superficies en el
espacio anti de Sitter visto como cuádrica en R2,2, mientras que al final del
caṕıtulo 8 en el Teorema 8.0.4 las caracterizamos usando el modelo como
grupo de dicho espacio.
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Caṕıtulo 7

Inmersiones en R− × S2

Sabemos desde el primer caṕıtulo que el espacio producto R− × S2 no es un
grupo de Lie y es por ello que para caracterizar las inmersiones en tal espacio
no podemos aplicar el Teorema 3.3.1. En cambio, R− × S2 está inmerso en
una variedad lorentziana más sencilla lo cual nos permitirá caracterizar sus
inmersiones.

En efecto, R−× S2 está inmersa de la siguiente manera en R1,3 con la métrica
inducida

R− × S2 = {(t, x1, x2, x3) : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1} ⊂ R1,3.

Veremos más adelante que considerar dicha inmersión es útil porque nos
permitirá tratar a R−× S2 de manera similar a como hicimos con los espacios
de Sitter y anti de Sitter.

Usando la ecuación global de esta variedad podemos probar que su aplicación
de Gauss es N : R− × S2 −→ S2, (t, p) 7−→ p y por lo tanto el operador de
forma es S(t,p)(h) = −π2(h), donde h ∈ TtR− ⊕ TpS2 y π2 es la proyección de
T(t,p)R− × S2 sobre TpS2.

Para caracterizar las inmersiones de superficies en R− × S2 usaremos que
dicha variedad está inmersa R1,3 de manera que podemos tomar un campo
de espinores paralelo no nulo en el haz de espinores de R1,3 y aśı obtener
una expresión sencilla para su derivada respecto de la conexión del haz de
espinores en R− × S2, de manera concreta, el campo de espinores ϕ = 1Cl1,3
es paralelo respecto de ∇ΣR1,3

y gracias a (2.6) satisface la ecuación

∇ΣR−×S2
X ϕ = −1

2

3∑
j=1

εjej ·B(X, ej) · ϕ, (7.1)
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para toda X ∈ TtR− ⊕ TpS2, donde B denota la segunda forma fundamental
de la inmersión de la variedad producto en el espacio de Minkowski.

Si N es el campo normal a R− × S2 en R1,3 entonces (7.1) tiene la siguiente
expresión

∇ΣR−×S2
X ϕ = −1

2

3∑
j=1

εjej · 〈B(X, ej), N〉N · ϕ

= −1

2

3∑
j=1

εjej · 〈S(X), ej〉N · ϕ

= −1

2
S(X) ·Nϕ

=
1

2
X0 ·Nϕ, (7.2)

para toda X ∈ TR− × S2 y X0 la proyección de X en TS2.

De las ecuaciones (2.6) y (7.2) concluimos que para una superficie isométricamente
inmersa en el espacio de Sitter y ϕ ∈ ΣR1,3|M con las caracteŕısticas que
mencionamos antes se tiene que

∇Xϕ = −1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ+
1

2
X0 ·N · ϕ, (7.3)

para todo X ∈ TM , donde B es la segunda forma fundamental de la inmersión
de M en R− × S2.

Sean M una superficie riemanniana orientada y E −→ M el haz vectorial

trivial M ×R con métrica −dν2 en cada fibra. Digamos que
∼
QM y

∼
QE son las

estructuras espinoriales de M y E, respectivamente. Sea B : TM×TM −→ E
una forma bilineal simétrica.

Usando la aplicación Spin(0, 2)×Spin(1, 0) −→ Spin(1, 2) ⊂ Spin(1, 3) dada
por (g1, g2) 7−→ g1g2 definimos ρ como sigue

ρ : Spin(0, 2)× Spin(1, 0) −→ Gl(Cl1,3)

(g1, g2) 7−→ ρ(g1, g2) :
Cl1,3 −→ Cl1,3
v 7−→ g1g2v.

Para
∼
Q =

∼
QM ×M

∼
QE el haz principal de grupo Spin(0, 2) × Spin(1, 0)

consideramos el siguiente haz vectorial sobre M

Σ :=
∼
Q×ρ Cl1,3. (7.4)
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Identificamos al espacio de Minkowski 4-dimensional R1,3 con R1,2 ⊕ Re4,
donde e4 es el último vector de la base ortonormal estándar de R1,3.

Luego, el haz de espinores unitarios

UΣ :=
∼
Q×ρ Spin(1, 3), (7.5)

está contenido en Σ.

Denotamos por ν al elemento en
∼
Q×AdCl1,3 que satisface que sus coordenadas

en cualquier marco
∼
s de

∼
Q son e4, es decir, ν = [

∼
s, e4].

Definimos el operador lineal simétrico S : TM −→ TM como el único que
satisface 〈S(X), Y 〉 = 〈B(X, Y ), N〉 para toda X, Y ∈ TM y N sección
unitaria de E. Supongamos además que existen T ∈ Γ(TM) y f ∈ C∞(M)
que satisfacen

||T ||2 − f 2 = −1 (7.6)

∇XT = fS(X) (7.7)

df(X) = 〈S(X), T 〉. (7.8)

Tomamos e0 = T + fN que de acuerdo a (7.6) tiene norma −1.

Lema 7.0.1. Si M es simplemente conexa y T ∈ Γ(TM) satisface las ecua-
ciones anteriores, entonces existe η : M −→ R tal que dη(X) = −〈X,T 〉.

Demostración. Como M es simplemente conexa es suficiente probar que la
1-forma β(X) = 〈X,T 〉 es cerrada. En efecto, para todo X, Y ∈ Γ(TM)
tenemos que

dβ(X, Y ) = X.β(Y )− Y.β(X)− β([X, Y ])

= 〈∇XY, T 〉+ 〈Y,∇XT 〉 − 〈∇YX,T 〉 − 〈X,∇Y T 〉 − 〈[X, Y ], T 〉
= 〈Y, fS(X)〉 − 〈X, fS(Y )〉
= 0.

Teorema 7.0.2. Si M es simplemente conexa y η : M −→ R es la función
diferenciable del Lema 7.0.1, entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
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1. Existe ϕ ∈ UΣ tal que

∇Xϕ = −1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ+
1

2
X0 · ν · ϕ, (7.9)

para toda X ∈ TM y X0 = X + 〈X, e0〉e0.

2. Existe una inmersión isométrica F de M en R− × S2 con haz normal
E y segunda forma fundamental B.

Más aún, F : M −→ R− × S2 está dada por

F = η〈〈e0 · ϕ, ϕ〉〉+ 〈〈ν · ϕ, ϕ〉〉. (7.10)

Lema 7.0.3. Si F : M −→ R− × S2 se define como en (7.10), entonces
dF (X) = 〈〈X · ϕ, ϕ〉〉, para toda X ∈ TM .

Demostración. De la definición de F y de las propiedades de 〈〈 , 〉〉 se sigue
que

dF (X) = dη(X)〈〈e0 · ϕ, ϕ〉〉+ (id+ τ)〈〈ν · ∇Xϕ, ϕ〉〉
+ η(〈〈∇Xe0 · ϕ, ϕ〉〉+ (id+ τ)〈〈e0 · ∇Xϕ, ϕ〉〉).

Por hipótesis dη(X) = −〈X,T 〉 = −〈X, e0〉 y usando un argumento similar
al de la demostración del Lema 5.0.3 tenemos que

(id+ τ)〈〈ν · ∇Xϕ, ϕ〉〉 = 〈〈X0 · ϕ, ϕ〉〉.

De lo anterior se sigue que

dF (X) = −〈X, e0〉〈〈e0 · ϕ, ϕ〉〉+ 〈〈X0 · ϕ, ϕ〉〉+

+ η(〈〈∇Xe0 · ϕ, ϕ〉〉+ (id+ τ)〈〈e0 · ∇Xϕ, ϕ〉〉),

como
−〈X, e0〉〈〈e0 · ϕ, ϕ〉〉+ 〈〈X0 · ϕ, ϕ〉〉 = 〈〈X · ϕ, ϕ〉〉,

resta probar que

η(〈〈∇Xe0 · ϕ, ϕ〉〉+ (id+ τ)〈〈e0 · ∇Xϕ, ϕ〉〉) = 0. (7.11)
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Usando la expresión que obtuvimos en (3.40) y en analoǵıa con la demostración
del Lema 5.0.3 encontramos que

(id+ τ)〈〈e0 · ∇Xϕ, ϕ〉〉 = (id+ τ)〈〈T · ∇Xϕ, ϕ〉〉+ (id+ τ)〈〈fN · ∇Xϕ, ϕ〉
= 〈〈B(X,T ) · ϕ, ϕ〉+ (id+ τ)〈〈fN · ∇Xϕ, ϕ〉,(7.12)

luego, dado que ϕ satisface la ecuación (7.9) tenemos que

(id+ τ)〈〈fN · ∇Xϕ, ϕ〉〉 =
1

2
(id+ τ)〈〈fN · (−

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ+X0 · ν · ϕ), ϕ〉〉.

En la expresión anterior tenemos por un lado que

−f
2

2∑
j=1

N · ej ·B(X, ej) · ϕ = −f
2

2∑
j=1

N · ej · (−〈B(X, ej), N〉N) · ϕ

= −f
2

2∑
j=1

〈B(X, ej), N〉ej · ϕ

= −f
2
S(X) · ϕ,

por lo tanto

〈〈−f
2
N · (

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ), ϕ〉〉 = −f
2
〈〈S(X) · ϕ, ϕ〉〉

y

τ〈〈f
2
N · (−

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ), ϕ〉〉 = −f
2
〈〈S(X) · ϕ, ϕ〉〉

de manera que

1

2
(id+ τ)〈〈fN · (−

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ϕ), ϕ〉〉 = −f〈〈S(X) · ϕ, ϕ〉〉 (7.13)

En tanto que

τ〈〈fN ·X0 · ν · ϕ, ϕ〉〉 = −〈〈fN ·X0 · ν · ϕ, ϕ〉〉
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y consecuentemente

1

2
(id+ τ)〈〈fN ·X0 · ν · ϕ, ϕ〉〉 = 0. (7.14)

Gracias a (7.12), (7.13) y (7.14)

(id+ τ)〈〈e0 · ∇Xϕ, ϕ〉〉 = 〈〈B(X,T ) · ϕ, ϕ〉 − f〈〈S(X) · ϕ, ϕ〉〉.

Finalmente, las ecuaciones (7.7) y (7.8) implican que

∇Xe0 = fS(X) + 〈S(X), T 〉N
= fS(X)−B(X,T ),

con lo que se puede concluir que

〈〈∇Xe0 · ϕ, ϕ〉〉+ (id+ τ)〈〈e0 · ∇Xϕ, ϕ〉〉 = 0,

es decir, la igualdad (7.11) es verdadera y esto concluye la prueba.

Demostración del Teorema 7.0.2. Supongamos que existe ϕ ∈ Γ(UΣ) que
satisface (7.9). Gracias a (7.11) tenemos que ∂X〈〈e0 · ϕ, ϕ〉〉 = 0 para todo
X ∈ TM y por lo tanto 〈〈e0 ·ϕ, ϕ〉〉 es constante y se puede identificar después
de aplicar una transformación ŕıgida con e1 que es el primer elemento de la
base canónica de R1,3.

Probemos que 〈〈ν · ϕ, ϕ〉〉 ∈ S2: por definición 〈〈ν · ϕ, ϕ〉〉 = Ad([ϕ]−1)([ν])
y [ϕ]−1 ∈ Spin(1, 3) aśı que 〈〈ν · ϕ, ϕ〉〉 tiene norma 1, además 〈〈ν · ϕ, ϕ〉〉 y
〈〈e0 · ϕ, ϕ〉〉 = e1 son ortogonales lo que implica que 〈〈ν · ϕ, ϕ〉〉 ∈ S2. De lo
anterior concluimos que F (M) ⊂ R− × S2.

Luego, consecuencia del Lema 7.0.3 tenemos que dF (X) = 〈〈X · ϕ, ϕ〉〉 y
podemos replicar los argumentos en la demostración de la Proposición 5.0.4
para obtener que F : M −→ R− × S2 es una isometŕıa y más aún que

ΦE : E −→ T (R− × S2)

X ∈ Em 7−→ (F (m), 〈〈X · ϕ, ϕ〉〉)

identifica al haz E con el haz normal de F (M) en R− × S2 y que B es la
segunda forma fundamental de F o en otras palabras que

BF (dF (X), dF (Y )) = 〈〈B(X, Y ) · ϕ, ϕ〉〉,

para BF la segunda forma fundamental de la inmersión.

La parte (2 =⇒ 1) de la demostración es consecuencia de lo que se explica
en el caṕıtulo hasta la ecuación (7.3).
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Caṕıtulo 8

Inmersiones en espacios L(κ, τ )

En analoǵıa con los espacios riemannianos homogéneos E(κ, τ) (ver [11] y
[21]) tenemos los espacios homogéneos lorentzianos 3-dimensionales L(κ, τ)
que son fibraciones pseudo-riemannianas L(κ, τ)→M2(κ) donde M2(κ) es
una superficie riemanniana de curvatura seccional constante κ, las fibras
de la proyección son las curvas integrales de un campo de Killing unitario
(completo) de tipo tiempo ξ sobre el espacio total y τ conocida como la
curvatura del haz, se define como el único real que satisface

∇Xξ = −τX × ξ, (8.1)

para todo X tangente a L(κ, τ), donde × denota el producto vectorial en
L(κ, τ).

Una descripción más precisa para dichos espacios es la siguiente. Para κ ∈ R
consideramos

V :=
{

(x, y, z) ∈ R3 : 1 +
κ

4
(x2 + y2) > 0

}
y λ :=

1

1 + κ
4
(x2 + y2)

.

El espacio L(κ, τ) es la variedad lorentziana

L(κ, τ) =
(
V, λ2(dx2 + dy2)− (τλ(ydx− xdy) + dz)2

)
.

Con tal representación de L(κ, τ) podemos ver que si σ = κ
2τ

, entonces

E1 = λ−1(cos(σz)∂x + sen(σz)∂y) + τ(xsen(σz)− ycos(σz))∂z

E2 = λ−1(−sen(σz)∂x + cos(σz)∂y) + τ(xcos(σz)− ysen(σz))∂z

E3 = ∂z
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es un marco ortonormal, de hecho 〈E1, E1〉 = 〈E2, E2〉 = 1 = −〈E3, E3〉 y
〈Ei, Ej〉 = 0 si i 6= j, además E1×E2 = −E3, E2×E3 = E1, E1×E3 = −E2.

Luego, si definimos Γkij = 〈∇
Ei
Ej, Ek〉, entonces

Γ3
21 = Γ2

13 = τ = −Γ3
12 = −Γ1

23 (8.2)

Γ2
31 = σ + τ = −Γ1

32.

De lo anterior se sigue que

[E1, E2] = 2τE3, [E2, E3] = σE1, [E3, E1] = σE2. (8.3)

La siguiente tabla contiene a los espacios L(κ, τ) que se obtienen para los
distintos valores de κ y τ .

κ < 0 κ = 0 κ > 0
τ = 0 H2(κ)× R− L3 S2(κ)× R−
τ 6= 0 S̃L1

2 Nil13 S3,1
Berger

Cabe mencionar que si κ+4τ 2 = 0 entonces L(κ, τ) es el espacio de Minkowski

L3 (con κ = τ = 0) o el espacio anti de Sitter H3
1(κ) (que en la tabla es S̃L1

2).
Es importante decir también que el espacio de Sitter S3

1 no admite un campo
de Killing unitario por lo que no puede ser un espacio L(κ, τ).

En lo que sigue vamos a caracterizar la inmersión de una superficie riemanniana
en un espacio homogéneo lorentziano dado L(κ, τ) con τ 6= 0 y L(κ, τ) con
estructura de grupo, como se hizo en [4] para los espacios E(κ, τ).

El álgrebra de Lie de L(κ, τ) es g = R3 con el corchete descrito en la base
canónica como

[eo1, e
o
2] = 2τeo3, [eo2, e

o
3] = σeo1, [eo3, e

o
1] = σeo2, (8.4)

y σ = κ
2τ

. La métrica en g es la métrica invariante para la cual (eo1, e
o
2, e

o
3) es

ortogonal y 〈eo1, eo1〉 = 〈eo2, eo2〉 = 1 = −〈eo3, eo3〉.

Para todo X, Y ∈ g la conexión de Levi-Civita es

Γ(X)Y = (−τX − 〈X, eo3〉(σ + 2τ)eo3)× Y. (8.5)

Sean M una superficie Riemanniana y S : TM → TM un operador simétrico.
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Supongamos que existen T ∈ Γ(TM) y ν ∈ C∞(M,R) tales que

|T |2 − ν2 = −1, (8.6)

∇
X
T = ν(S(X) + τJ(X)), (8.7)

dν(X) = 〈S(X) + τJ(X), T 〉, (8.8)

para todo X ∈ TM , con J : TM → TM que denota la rotación de ángulo π
2

en los planos tangentes.

Teorema 8.0.1. Si M es simplemente conexa, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Existe ψ ∈ Γ(ΣM) tal que |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 y

∇
X
ψ =

i

2
S(X) · ψ − 1

2
(iτX + 〈X,T 〉(σ + 2τ)(iT + ν)) · ω · ψ, (8.9)

para toda X ∈ TM , donde ω = ε1 · ε2 y (ε1, ε2) es una base ortonormal
positivamente orientada de M .

2. Existe una inmersión isométrica de M en L(κ, τ) con operador de forma
S.

Demostración. Consideremos el haz trivial E = NR , donde N es una sección
que satisface 〈N,N〉 = −1 . El haz TM ⊕ E es entonces de rango 3 y se
asume que está orientado por la orientación que inducen TM y E. Tomamos
la métrica producto en el haz. Además usaremos × para denotar el producto
vectorial en las fibras.

Sea e3 = T + νN que satisface que f(e3) = eo3. Gracias a que f es una
isometŕıa que preserva orientación tenemos que f(X × Y ) = f(X) × f(Y )
para todo X, Y ∈ TM ⊕ E y además 〈f(X), eo3〉 = 〈X, e3〉, por lo tanto se
sigue de (8.5) y de la condición (3.29) que para todo X, Y ∈ TM ⊕ E se
cumple que

Γ(X)(Y ) = (−τX − 〈X, e3〉(σ + 2τ)e3)× Y. (8.10)

Definiendo B : TM × TM −→ E y su adjunta B∗ : TM × E −→ TM por

B(X, Y ) = −〈S(X), Y 〉N y B∗(X,N) = S(X) (8.11)

para toda X, Y ∈ TM , las ecuaciones (8.7) y (8.8) son equivalentes a

∇
X
e3 = Γ(X)(e3)−B(X, eT3 ) +B∗(X, eN3 ), (8.12)
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para toda X ∈ TM , donde ∇ es la suma de la conexión de Levi-Civita sobre
TM y de la conexión trivial sobre E, en otras palabras, es la ecuación (3.30)
para Z = e3.

La demostración del teorema será consecuencia de los siguientes lemas.

Lema 8.0.2. Para todo X ∈ TM , la función lineal Γ(X) : TM ⊕ E →
TM ⊕ E que se define en (3.28) se representa por el siguiente bivector

Γ(X) = − (τX ·N + (σ + 2τ)〈X,T 〉(T ·N + ν)) · ω.

Demostración. Si e1, e2 ∈ Γ(TM ⊕ E) son tales que (e1, e2, e3) es una base
ortonormal de TM ⊕ E se sigue entonces del Apéndice B que la aplicación
antisimétrica Γ(X) está representada por el bivector

Γ(X) =
1

2
(e1 · Γ(X)(e1) + e2 · Γ(X)(e2)− e3 · Γ(X)(e3)).

Usando los valores para Γhij en (8.2) se obtiene

Γ(X)(e1) = −τ〈X, e2〉e3 − (σ + τ)〈X, e3〉e2,

Γ(X)(e2) = τ〈X, e1〉e3 + (σ + τ)〈X, e3〉e1,

Γ(X)(e3) = −τX × e3

y por lo tanto

Γ(X) =
1

2
(τe3 · (〈X, e2〉e1 − 〈X, e1〉e2)− 2(σ + τ)〈X, e3〉e1 · e2 + τe3 ·X × e3) ;

usando que 〈X, e2〉e1 − 〈X, e1〉e2 = X × e3 podemos reducir la expresión
anterior para obtener

Γ(X) = τe3 ·X × e3 − 〈X, e3〉(σ + τ)e1 · e2. (8.13)

Recordemos que e3 = T + νN y que ν = −〈e3, N〉, por lo tanto

〈X, e3〉(σ + τ)e1 · e2 = 〈X, e3〉(σ + τ)e1 · e2 · e3 · e3

= 〈X,T 〉(σ + τ)ω ·N · (T + νN)

= 〈X,T 〉(σ + τ)N · (−T + νN) · ω
= 〈X,T 〉(σ + τ)(T ·N + ν) · ω,

donde ω = ε1 · ε2 para (ε1, ε2) base ortonormal positivamente orientada de
TM .
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El otro término de la ecuación es

e3 ·X × e3 = 〈X, e1〉e2 · e3 − 〈X, e2〉e1 · e3

= −(〈X, e1〉e1 + 〈X, e2〉e2)e1 · e2 · e3

= −(X + 〈X, e3〉e3)e1 · e2 · e3

= −(X + 〈X,T 〉(T + νN)) · ω ·N
= −(X ·N + 〈X,T 〉(T ·N + ν)) · ω.

Sustituyendo estas expresiones en (8.13) obtenemos lo que queŕıamos.

Lema 8.0.3. Un campo de espinores ϕ ∈ Γ(UΣ) solución de (3.11) es
equivalente a un campo de espinores ψ ∈ ΣM solución de (8.9).

Demostración. Recordemos la identificación ψ ∈ Γ(ΣM) −→ ψ∗ ∈ Γ(Σ) de
la Proposición 3.4.9 que satisface lo siguiente

(∇
X
ψ)∗ = ∇

X
ψ∗

(X ·
M
ψ)∗ = iN ·X · ψ∗,

para toda X ∈ TM .

Sea ψ ∈ Γ(ΣM) que satisface la ecuación

∇Xψ =
i

2
S(X) · ψ − 1

2
(iτX + 〈X,T 〉(σ + 2τ)(iT + ν)) · ω · ψ,

aplicando el isomorfismo (3.46) a ambos lados de la ecuación anterior tenemos
como ya vimos en el Lema 3.4.11 que(

i

2
S(X)ψ

)∗
= −1

2

2∑
j=1

ej ·B(X, ej) · ψ∗.

En tanto que

(iτX · ω · ψ)∗ = iτ(X · ω · ψ)∗

= iτ iN ·X · (ω · ψ)∗

= −τN ·X · ω · ψ∗,

y

((σ + 2τ)〈X,T 〉(iT + ν) · ω · ψ)∗ = (σ + 2τ)〈X,T 〉(i2N · T + ν) · (ω · ψ)∗

= (σ + 2τ)〈X,T 〉(T ·N + ν) · (ω · ψ)∗

= (σ + 2τ)〈X,T 〉(T ·N + ν) · ω · ψ∗.
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Por lo tanto la nueva ecuación es

∇Xψ
∗ = −1

2

2∑
j=1

ej·B(X, ej)·ψ∗−
1

2
(τX ·N + (σ + 2τ)〈X,T 〉(T ·N + ν))·ω·ψ∗.

(8.14)
Finalmente, usando el Lema 8.0.2 y poniendo ϕ := ψ∗ tenemos que las
ecuaciones (8.14) y (3.11) son equivalentes.

Aplicando el teorema anterior vamos a caracterizar las inmersiones en el
espacio anti de Sitter con la siguiente estructura de grupo lorentziano.

El modelo del espacio anti de Sitter como grupo es el conjunto

SU1
2 =

{(
z ω
ω z

)
∈M2(C) : |z|2 − |ω|2 = −1

}
que con el producto de matrices tiene estructura de grupo de Lie con métrica
lorentziana invariante por la izquierda.

El álgebra de Lie de SU1
2 es

SU1
2 =

{(
iλ a
a −iλ

)
: a ∈ C, λ ∈ R

}
,

y se puede verificar que para la base

E1 =

(
0 1
1 0

)
, E2 =

(
0 −i
i 0

)
, E3 =

(
i 0
0 −i

)
,

el corchete de Lie es

[E1, E2] = 2E3, [E2, E3] = −2E1, [E3, E1] = −2E2,

y la métrica con la cual dotaremos al grupo es la que satisface 〈Ei, Ej〉 = 0 si
i 6= j y 〈E1, E1〉 = 〈E2, E2〉 = 1 = −〈E3, E3〉.

De acuerdo a [21], el espacio L(κ, τ) con κ+ 4τ 2 = 0 coincide con el espacio
anti de Sitter y por lo tanto podemos obtener del Teorema 8.0.1 un resultado
para representar superficies en SU1

2 .
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Sean M una superficie riemanniana orientada y S : TM → TM un operador
simétrico. Supongamos que existen T ∈ Γ(TM) y ν ∈ C∞(M) tales que

|T |2 − |ν|2 = −1, (8.15)

∇XT = ν(S(X) + J(X)), (8.16)

(8.17)

dν(X) = 〈S(X) + τJ(X), T 〉, (8.18)

para todo X ∈ TM , con J : TM → TM que denota la rotación de ángulo π
2

en los planos tangentes.

Teorema 8.0.4. Si M es simplemente conexa, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Existe ψ ∈ Γ(ΣM) tal que |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 y

∇
X
ψ =

i

2
S(X) · ψ − 1

2
iX · ω · ψ, (8.19)

para toda X ∈ TM .

2. Existe una inmersión isométrica de M en SU1
2 con operador de forma

S.

Demostración. Como el espacio anti de Sitter es un espacio L(κ, τ) con
κ+ 4τ 2 = 0, el resultado es consecuencia directa del Teorema 8.0.1 poniendo
κ = −4 y τ = 1.
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Caṕıtulo 9

Aplicaciones

9.1 Equivalencia entre ecuaciones de Killing

y de Dirac

Sean (M, g) una superficie riemanniana orientada y ΣM su haz de espinores.

En esta sección usaremos 〈 , 〉 para denotar la parte real del producto
hermitiano en ΣM y a continuación enunciamos algunas de sus propiedades
(ver [15]):

Para toda X ∈ TM y ψ1, ψ2 secciones de ΣM se cumple

1. 〈X · ψ1, X · ψ2〉 = 〈ψ1, ψ2〉 si |X| = 1,

2. 〈X · ψ1, ψ2〉 = −〈ψ1, X · ψ2〉 .

Usando la notación que se introduce en el Apéndice A tenemos que 〈ψ, ψ〉 =
|ψ+|2 + |ψ−|2.

Por otro lado, si definimos ψ = ψ+ − ψ−, entonces ψ y ψ se relacionan como
ie1 · e2 ·ψ = ψ para (e1, e2) marco ortonormal de TM . De lo anterior se sigue
que

〈ψ, ie1 · e2 · ψ〉 = 〈ψ, ψ〉 = |ψ+|2 − |ψ−|2. (9.1)

En esta sección vamos a probar que la ecuación de tipo Killing que caracteriza
las inmersiones de M en los espacios L(κ, τ) con κ+ 4τ 2 = 0 (ver Teorema
8.0.1) es equivalente a su ecuación de Dirac asociada, de manera que las
inmersiones también están caracterizadas por ecuaciones de Dirac.

En lo que sigue H : M −→ R es una función diferenciable y τ ∈ R.
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9.1. EQUIVALENCIA ENTRE ECUACIONES DE KILLING Y DE DIRAC

Teorema 9.1.1. Existe una correspondencia entre los siguientes datos:

1. Una solución ψ ∈ Γ(ΣM) con |ψ+|2−|ψ−|2 = 1 de la ecuación de Dirac

Dψ = −iHψ + iτω · ψ. (9.2)

2. Un par (ψ, S), donde S es un operador simétrico tal que H = 1
2
trS y ψ

es un campo de espinores en ΣM con |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 que satisface la
ecuación

∇Xψ =
i

2
S(X) · ψ − i

2
τX · ω · ψ, X ∈ TM. (9.3)

Usaremos el siguiente lema para probar el teorema que acabamos de enunciar.

Lema 9.1.2. Si ψ es un campo de espinores en ΣM con |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1
que además satisface la ecuación

Dψ = −iHψ + iτω · ψ,

entonces el operador S : TM −→ TM definido por

〈S(Y ), X〉 =
2

|ψ|2
(
〈iX · ∇Y ψ, ψ〉 −

τ

2
g(X, JY )|ψ|2

)
X, Y ∈ TM, (9.4)

es simétrico y su traza es H = 1
2
trS, J denota la rotación por el ángulo π

2
en

los planos tangentes a M .

Demostración. Sea (e1, e2) una marco ortonormal de TM , veamos que S es
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9.1. EQUIVALENCIA ENTRE ECUACIONES DE KILLING Y DE DIRAC

simétrico:

〈S(e1), e2〉 =
2

|ψ|2
(
〈ie2 · ∇e1ψ, ψ〉 −

τ

2
g(e2, J(e1))|ψ|2

)
=

2

|ψ|2
(
−〈ie2 · e1 · ∇e1ψ, e1 · ψ〉 −

τ

2
|ψ|2

)
=

2

|ψ|2
(
−〈ie2 · (Dψ − e2 · ∇e2ψ), e1 · ψ〉 −

τ

2
|ψ|2

)
=

2

|ψ|2
(
−〈ie2 · (−iHψ + iτω · ψ − e2 · ∇e2ψ), e1 · ψ〉 −

τ

2
|ψ|2

)
=

2

|ψ|2
(
−〈−τe1 · ψ + i∇e2ψ, e1 · ψ〉 −

τ

2
|ψ|2

)
=

2

|ψ|2
(
τ |ψ|2 − 〈i∇e2ψ, e1 · ψ〉 −

τ

2
|ψ|2

)
=

2

|ψ|2
(
〈ie1 · ∇e2ψ, ψ〉 −

τ

2
g(e1, J(e2))|ψ|2

)
= 〈S(e2), e1〉.

Por otro lado, como g(X, JX) = 0 para toda X ∈ TM tenemos que la traza
de S es

trS =
2∑
j=1

〈S(ej), ej〉

=
2∑
j=1

2

|ψ|2
〈iej · ∇ejψ, ψ〉

=
2

|ψ|2
〈iDψ, ψ〉

=
2

|ψ|2
〈i(−iHψ + iτωψ), ψ〉 = 2H,

la última igualdad es consecuencia de la segunda propiedad de 〈 , 〉 que se
menciona al inicio de la sección, pues implica que ψ y ωψ son ortogonales.

Demostración del Teorema 9.1.1. Sean (e1, e2) un marco ortonormal de TM
de manera que ∇e1 = 0 = ∇e2 en un punto y ψ una solución de (9.3),
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9.1. EQUIVALENCIA ENTRE ECUACIONES DE KILLING Y DE DIRAC

entonces

Dψ =
2∑
j=1

ej · ∇ejψ

=
i

2

2∑
j=1

ej · (S(ej)− τej · ω) · ψ

=
i

2

2∑
j=1

ej · (〈S(ej), e1〉e1 + 〈S(ej), e2〉e2 − τej · ω) · ψ

= − i
2

2∑
j=1

〈S(ej), ej〉ψ + iτω · ψ

= −iHψ + iτω · ψ.

Ahora, si ψ es una sección de ΣM con |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 y que satisface la
ecuación (9.2), entonces es consecuencia de las propiedades que mencionamos
al inicio de la sección que ( i

|ψ|ψ,
i
|ψ|e1 · ψ, i

|ψ|e2 · ψ, i
|ψ|e1 · e2 · ψ) es una base

ortonormal de ΣM respecto a 〈 , 〉, por lo que

∇e1ψ =
1

|ψ|2
〈∇e1ψ, iψ〉iψ +

1

|ψ|2
〈∇e1ψ, ie1 · ψ〉ie1 · ψ (9.5)

+
1

|ψ|2
〈∇e1ψ, ie2 · ψ〉ie2 · ψ +

1

|ψ|2
〈∇e1ψ, ie1 · e2 · ψ〉ie1 · e2 · ψ.

Vamos a probar que para toda 1 ≤ k ≤ 2 se tiene que

〈∇ekψ, ie1 · e2 · ψ〉 = 0 y 〈∇e1ψ, iψ〉 = −〈∇e2ψ, ie1 · e2 · ψ〉.

La primera igualdad es consecuencia de la ecuación (9.1) pues 〈ψ, ie1 · e2 ·
ψ〉 = |ψ+| − |ψ−| = 1 y por lo tanto ek〈ψ, ie1 · e2 · ψ〉 = 0, de esta manera
〈∇ekψ, ie1 ·e2 ·ψ〉 = −〈ψ, ie1 ·e2 ·∇ekψ〉 mientras que gracias a las propiedades
de 〈 , 〉 tenemos que 〈ψ, ie1 · e2 · ∇ekψ〉 = 〈∇ekψ, ie1 · e2 · ψ〉.

Para probar la segunda igualdad usamos que ψ satisface (9.2) y por tanto

〈∇e1ψ, iψ〉 = 〈iHψ +−iτe1 · ω · ψ + e1 · ∇e1ψ, ie1 · ψ〉
= −〈Dψ − e1 · ∇e1ψ, ie1 · ψ〉
= −〈e2 · ∇e2ψ, ie1 · ψ〉
= 〈∇e2ψ, ie2 · e1 · ψ〉
= −〈∇e2ψ, ie1 · e2 · ψ〉.
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9.1. EQUIVALENCIA ENTRE ECUACIONES DE KILLING Y DE DIRAC

De lo anterior tenemos que la expresión para ∇e1ψ que se da en (9.5) se
reduce a

∇e1ψ =
1

|ψ|2
(〈∇e1ψ, ie1 · ψ〉ie1 · ψ + 〈∇e1ψ, ie2 · ψ〉ie2 · ψ)

y de las propiedades del producto hermitiano y del Lema 9.1.2 obtenemos que

∇e1ψ =
i

|ψ|2
(〈ie1 · ∇e1ψ, ψ〉e1 + 〈ie2 · ∇e1ψ, ψ〉e2) · ψ

=
i

2
(〈S(e1), e1〉e1 + (〈S(e1), e2〉+ τg(e2, J(e1)))e2) · ψ

=
i

2
S(e1) · ψ − i

2
τe1 · e1 · e2 · ψ

=
i

2
S(e1) · ψ − i

2
τe1 · ω · ψ.

De manera similar se prueba que ∇e2ψ = i
2
S(e2) · ψ − i

2
τe2 · ω · ψ.

Proposición 9.1.3. Si (M, g) es una superficie simplemente conexa, entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existe ψ ∈ Γ(ΣM) con |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 solución de la ecuación

Dψ = −iHψ + iτω · ψ.

2. Existe una inmersión isométrica de M en el espacio homogéneo L(κ, τ),
donde κ+ 4τ 2 = 0 y con curvatura media H.

Demostración. Se sigue de los Teoremas 8.0.1 y 9.1.1.

Tomando τ = 0 = κ primero y después τ = −4, κ = 1, obtenemos los
siguientes corolarios.

Corolario 9.1.4. Sean (M, g) una superficie riemannianna orientada y H :
M −→ R una función diferenciable. Entonces existe una correspondencia
entre los siguientes datos:

1. Una solución ψ con |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 de la ecuación de Dirac

Dψ = −iHψ. (9.6)
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9.2. CORRESPONDENCIA ENTRE SUPERFICIES MÍNIMAS EN R3 Y
SUPERFICIES MÁXIMAS EN R1,2

2. Un par (ψ, S), donde S es un operador simétrico tal que H = 1
2
trS y ψ

un campo de espinores en ΣM con |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 que satisface la
ecuación

∇Xψ =
i

2
S(X) · ψ, X ∈ TM. (9.7)

3. Una inmersión isométrica de M en el espacio de Minkowski R1,2 con
curvatura media H.

Corolario 9.1.5. Sean (M, g) una superficie riemannianna orientada y H :
M −→ R una función diferenciable. Entonces existe una correspondencia
entre los siguientes datos:

1. Una solución ψ con |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 de la ecuación de Dirac

Dψ = −iHψ + iω · ψ. (9.8)

2. Un par (ψ, S), donde S es un operador simétrico tal que H = 1
2
trS y ψ

un campo de espinores en ΣM con |ψ+|2 − |ψ−|2 = 1 que satisface la
ecuación

∇Xψ =
i

2
S(X) · ψ − i

2
X · ω · ψ, X ∈ TM. (9.9)

3. Una inmersión isométrica de M en el espacio anti de Sitter H3
1 con

curvatura media H.

9.2 Correspondencia entre superficies mı́nimas

en R3 y superficies máximas en R1,2

Gracias a [13] sabemos que la inmersión de una superficie riemanniana en
el espacio euclideano R3 con curvatura media cero está caracterizada por la
existencia de un campo de espinores ψ1 que satisface lo siguiente

|ψ+
1 |2 + |ψ−1 |2 = 1 y Dψ1 = 0. (9.10)

Por otro lado, de acuerdo al Corolario 9.1.4 la representación de la superficie
en R1,2 con curvatura media cero es equivalente a la existencia de un campo
de espinores ψ2 que cumple que

|ψ+
2 |2 − |ψ−2 |2 = 1 y Dψ2 = 0. (9.11)
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9.2. CORRESPONDENCIA ENTRE SUPERFICIES MÍNIMAS EN R3 Y
SUPERFICIES MÁXIMAS EN R1,2

Proposición 9.2.1. Sean (M, g) una superficie riemanniana, ΣM su haz de
espinores y ΣM el haz de espinores de M con cierta métrica que es conforme
a g. La existencia de un campo de espinores ψ1 en ΣM que satisface (9.10)
es equivalente a que exista un campo de espinores ψ2 en ΣM que satisface
(9.11).

Demostración. Sea ψ1 un campo de espinores en ΣM que satisface las ecua-
ciones |ψ+

1 |2 + |ψ−1 |2 = 1 y Dψ1 = 0.

En lo que sigue vamos a utilizar la relación que hay entre haces de espinores
con métricas conformes y su respectivo operador de Dirac, propiedades que
pueden consultarse en [5].

Denotamos por
∼
Q

Mg
a la estructura espinorial de (M, g) y por

∼
Q

Mg
a la

estructura espinorial que se induce en (M, g) usando la métrica conforme
g = e2ug, donde e2u = (|ψ+

1 |2 − |ψ−1 |2)2.

Para denotar al campo de espinores que corresponde a ψ1 en
∼
Q

Mg
usamos ψ1

y D para denotar al respectivo operador de Dirac.

Se sabe que

D(e−
1
2
uψ1) = e

−3
2
uDψ1,

y por hipótesis Dψ1 = 0, aśı que

D(e−
1
2
uψ1) = 0.

Gracias a la definición de e2u tenemos que la ecuación de arriba es equivalente
a

D

(
1√

|ψ+
1 |2 − |ψ−1 |2

ψ1

)
= 0.

Y por lo tanto ψ2 := 1√
|ψ+

1 |2−|ψ
−
1 |2
ψ1 es un campo de espinores en ΣM que

satisface |ψ+
2 |2 − |ψ−2 |2 = 1 y Dψ2 = 0 que es lo que buscábamos.

Consecuencia del Lema anterior y de las ecuaciones (9.10) y (9.11) tenemos
el siguiente corolario.

Corolario 9.2.2. Existe una correspondencia conforme entre superficies
mı́nimas en R3 y máximas en R1,2.
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9.2. CORRESPONDENCIA ENTRE SUPERFICIES MÍNIMAS EN R3 Y
SUPERFICIES MÁXIMAS EN R1,2

Ambas representaciones, de (M, g) en R3 y de (M, g) en R1,2 con curvatura
media cero tienen formulas tipo Weierstrass; si (Φ1,Φ2,Φ3) son los datos tipo
Weierstrass para la inmersión de (M, g) en R3, entonces (iΦ1, iΦ2,Φ3) son los
datos tipo Weierstrass para la inmersión de (M, g) en R1,2. A continuación,
veremos que dicha correspondencia que se expone en [19] coincide con la que
se obtiene del Corolario 9.2.2.

Digamos que z = x+ iy son coordenadas isotérmicas de M y
∼
f1 = (Φ1,Φ2,Φ3)

es tal que

F1 = <e
∫
∼
f1dz

es la representación con curvatura media H = 0 de (M, g) en R3.

En el Lema 7.2 de [3] se prueba que si ψ1 es el campo de espinores en ΣM que
caracteriza la inmersión de (M, g) en R3 con curvatura media H = 0 y µ es una

función que satisface que g = µ2(dx2 + dy2), entonces
∼
f1 se puede recuperar

en terminos de los componentes de ψ1 en el marco espinorial
(

1
µ
∂x,

1
µ
∂y

)
.

De hecho, si z1 y z2 en C son tales componentes se obtiene que

∼
f1 = µ

(
i(z2

1 − z2
2), z2

1 + z2
2,−2iz1z2

)
.

En analoǵıa con lo que se hace en [3] para R3, en el espacio de Minkowski
también podemos usar que en la Proposición 3.4.13 se obtiene una fórmula
de representación expĺıcita para encontrar que si F2 : M −→ R1,2 es una
inmersión con curvatura media cero, ψ2 es un campo de espinores que la
representa y λ es una función que satisface que g = λ2(dx2 + dy2), entonces

F2 = <e(
∫ ∼
f2dz) con z = x+ iy y

∼
f2 = λ{τ [ψ2]eo1[ψ2]− iτ [ψ2]eo2[ψ2]}, (9.12)

en tal ecuación [ψ2] representa al campo de espinores ψ2 en el marco espinorial(
1
λ
∂x,

1
λ
∂y
)
, además , eo1, e

o
2 son los últimos vectores de la base canónica de

R1,2 ⊂ Cl1,2.

Lema 9.2.3. Sean ψ1 y ψ2 campos de espinores como en la Proposición 9.2.1

y
∼
f2 como en (9.12), entonces su expresión en términos de los componentes

de ψ1 es
∼
f2 = µ

(
(z1

2 − z2
2),−i(z1

2 + z2
2),−2iz1z2

)
.
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9.2. CORRESPONDENCIA ENTRE SUPERFICIES MÍNIMAS EN R3 Y
SUPERFICIES MÁXIMAS EN R1,2

Demostración. Como antes (M, g) es una superficie riemanniana orientada
y g una métrica conforme a g, que en este caso está dada por g = e2ug con
e2u = (|ψ+

1 |2 − |ψ−1 |2)2.

Usando la notación de los párrafos anteriores tenemos que µ y λ son funciones
que satisfacen que g = µ2|dz|2 y g = λ2|dz|2.

Ahora, vamos a encontrar el valor de e2u en términos de λ y de µ, por un lado
tenemos que g = µ2|dz|2 y por otro g = e2ug, aśı que g = λ2|dz|2 = e2uµ2|dz|2

de donde se sigue que e2u =
(
λ
µ

)2

y

ψ2 =
1√

|ψ+
1 |2 − |ψ−1 |2

ψ1 =
(µ
λ

) 1
2
ψ1.

De la definición de ΣM se sigue que [ψ1] = [ψ1]. Luego, usando el Lema 3.4.5 y
la Proposición 3.4.9 tenemos que en el marco ( e

−u

µ
∂x,

e−u

µ
∂y) que satisface que

[ e
−u

µ
∂x] = eo1 y [ e

−u

µ
∂y] = eo2 las coordenadas de ψ2 son [ψ2] =

(
µ
λ

) 1
2 (z1 + iJz2)

y τ [ψ2] =
(
µ
λ

) 1
2 (z1 − iJz2).

Identificando eo1 con J y eo2 con JI como lo hicimos en la Sección 3.4 y de
acuerdo a la ecuación (9.12)

∼
f2 = λ(τ [ψ2] eo1 [ψ2]− iτ [ψ2] eo2 [ψ2])

= λ
{(µ

λ

)
(z1 − iJz2)J(z1 + iJz2)− i

(µ
λ

)
(z1 − iJz2)JI(z1 + iJz2)

}
= µ {(z1 − iJz2)J(z1 + iJz2)− i(z1 − iJz2)JI(z1 + iJz2)}
= µ {(Jz1 + iz2)(z1 + iJz2) + iI(Jz1 − iz2)(z1 + iJz2)}
= µ{J(z2

1 − z2
2) + 2iI=m(z1z2)− iJI(z2

1 + z2
2) + 2I<e(z1z2)}

para concluir, escribimos z2
i = <e(z2

i ) + I=m(z2
i ) 1 ≤ i ≤ 2 y agrupamos los

términos.

Tales expresiones para
∼
f1 y

∼
f2 nos permiten ver que nuestra correspondencia

espinorial dada en la Proposición 9.2.1 implica la correspondencia descrita en
términos de representaciones de Weierstrass en [19] que consiste en mandar
los datos (Φ1,Φ2,Φ3) de la representación de Weierstrass en R3 en los datos
(iΦ1, iΦ2,Φ3) de la representación en R1,2.
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9.3. CORRESPONDENCIA ENTRE SUPERFICIES CMC EN R1,2 Y H3
1

9.3 Correspondencia entre superficies CMC

en R1,2 y H3
1

En la sección anterior obtuvimos una correspondecia conforme entre superficies
máximas del espacio de Minkowski y mı́nimas de R3, nuestro objetivo en lo
que sigue es probar que a una superficie de curvatura media constante de R1,2

le corresponde una superficie inmersa en H3
1 también con curvatura media

constante, si consideramos que R1,2 = L(0, 0) y H3
1 = L(−4, 1) (ver Caṕıtulo

8), entonces dicha correspondencia es análoga a la que Daniel obtiene en [11]
para los espacios E(κ, τ).

Proposición 9.3.1. Dadas una superficie riemanniana (M, g) y H1 ∈ (−∞,−1]∪
[1,∞) existe una correspondencia entre los campos de espinores ψ1 de ΣM
con |ψ+

1 |2 − |ψ−1 |2 = 1 que son solución de la ecuación

Dψ1 = −iH1ψ1

y los campos ψ2 con |ψ+
2 |2 − |ψ−2 |2 = 1 que son solución de

Dψ2 = −iH2ψ2 + iω · ψ2,

para alguna H2 ∈ R. El elemento de volumen es ω = ε1 · ε2, donde (ε1, ε2) es
una base positivamente orientada de M .

Demostración. Sea ψ1 ∈ Γ(ΣM) con |ψ+
1 |2 − |ψ−1 |2 = 1 una solución de la

ecuación Dψ1 = −iH1ψ1.

Para a = cosθ+senθe1·e2 tomamos ψ2 = a·ψ1, observe que∇Xa·ψ1 = a·∇Xψ1

y por lo tanto

Dψ2 = a−1Dψ1

= a−1 · (−iH1ψ1)

= a−1 · (−iH1a
−1aψ1)

= −ia−2H1aψ1

= −iH1(cos2θ − sen2θe1 · e2) · ψ2

= −iH1cos2θ · ψ2 + iH1sen2θe1 · e2 · ψ2.

Finalmente, elegimos θ ∈ R tal que sen2θ = 1
H1

, de manera que al sustituir
en la ecuación de arriba tenemos que

Dψ2 = −i(±
√
H2

1 − 1)ψ2 + iω · ψ2.
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9.3. CORRESPONDENCIA ENTRE SUPERFICIES CMC EN R1,2 Y H3
1

Como consecuencia de la proposición anterior y de los Corolarios 9.1.4 y 9.1.5
tenemos el siguiente resultado.

Corolario 9.3.2. Para H1 ∈ (−∞,−1] ∪ [1,∞) existe una correspondecia
entre las inmersiones de curvatura media H1 de M en R1,2 y las inmersiones
de curvatura media ±

√
H2

1 − 1 de M en el espacio H3
1.
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Apéndice A

Haz de espinores y
descomposición

A.1 Espacio de representación de Spin(2)

Hay diferentes referencias, por ejemplo [12], en las que se describe el espacio
de representación de Spin(2), al cual denotaremos por Σ2. Sabemos que un
modelo para dicho espacio es C2 y con ello

Spin(2) =

{(
eiθ 0
0 e−iθ

)
: θ ∈ R

}
y

ρ1 : Spin(2) −→ Aut(Σ2)

g =

(
eiθ 0
0 e−iθ

)
7−→ ρ1(g) : Σ2 −→ Σ2

(z, w) 7−→ (eiθz, e−iθw).

Por otro lado, Cl2 (que es isomorfa a Cl0,2) se identifica con el álgebra real de
los cuaternios H = {σ0 + Iσ1 + Jσ2 +Kσ3 : σi ∈ R} y Spin(2) = {σ0 + σ1I :
σ0, σ1 ∈ R, σ2

0 + σ2
1 = 1} ⊂ Cl2, con lo que otra representación de Spin(2) es

ρ2 : Spin(2) ⊂ H −→ Aut(H)

g 7−→ ρ2(g) : H −→ H
x 7−→ g · x.

En lo que sigue probaremos que H y Σ2 son espacios de representación
isomorfos de Spin(2).
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A.1. ESPACIO DE REPRESENTACIÓN DE SPIN(2)

Definimos

λ : Spin(2) ⊂ H −→ Spin(2) ⊂ Aut(Σ2)

σ0 + Iσ1 7−→
(
σ0 + iσ1 0

0 σ0 − iσ1

)
.

Lema A.1.1. La siguiente aplicación es un isomorfismo de espacios vectori-
ales que es λ-equivariante

f : H −→ C2

q0 + q1I + q2J + q3K 7−→ (q0 + iq1, i(q2 − q3i)).

Demostración. Veamos que f es λ-equivariante: sean g = σ0 + Iσ1 ∈
Spin(2) ⊂ H y q = q0 + q1I + q2J + q3K ∈ H; por un lado

f(ρ2(g)(q)) = (σ0q0 − σ1q1 + i(σ0q0 + σ1q1), i((σ0q2 − σ1q3)− i(σ0q3 + iσ1q2))),

por otro lado f(q) = (q0 + iq1, i(q2 − q3i)) y

ρ1(λ(g))f(q) = ((σ0 + iσ1)(q0 + iq1), (σ0 − iσ1)i(q2 − q3i)),

de donde podemos concluir que

f(ρ2(g)(q)) = ρ1(λ(g))f(q).

Corolario A.1.2. Usando f : H −→ Σ2 como en el lema anterior tenemos
que γf : Aut(H) −→ Aut(Σ2), T 7−→ fTf−1 es un isomorfismo de espacios de
representación, en otras palabras, γf : Aut(H) −→ Aut(Σ2) es un isomorfismo
de espacios vectoriales que hace conmutar el siguiente diagrama

Spin(2) Spin(2).

Aut(H) Aut(Σ2)

-

-

6 6
ρ2 ρ1

γf

λ
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A.2. ESTRUCTURAS COMPLEJA Y CUATERNIÓNICA EN ΣM

A.2 Estructuras compleja y cuaterniónica en

ΣM

Sea (M, g) una superficie riemanniana orientable con estructura espinorial
∼
QM . Tomamos ρ2 : Spin(2) −→ H como en la sección anterior y el haz de
espinores sobre M respecto de tal representación

ΣM =
∼
QM ×ρ2 H,

donde gracias al Corolario A.1.2 podemos usar Σ2 = H.

En el espacio Σ2 tenemos la estructura compleja

i : Σ2 −→ Σ2 (A.1)

σ 7−→ σ · I.

Dicha aplicación induce una estructura compleja en el haz de espinores de M
de la siguiente manera:

i : ΣM −→ ΣM (A.2)

ψ =
[
∼
s

M
, σ
]
7−→

[
∼
s

M
, i(σ)

]
=: iψ,

donde
∼
s

M
: U ⊂ M −→

∼
QM es una sección local del haz principal

∼
QM y

σ : U ⊂M −→ Σ2 es una función diferenciable.

Descomposición de ΣM . El espacio de representación Σ2 tiene una des-
omposición que se obtiene a partir de la estructura compleja

Σ+
2 = {σ ∈ Σ2 : ie1 · e2 · σ = σ}, (A.3)

Σ−2 = {σ ∈ Σ2 : ie1 · e2 · σ = −σ},

donde e1 = J y e2 = −K y Σ2 = Σ+
2 + Σ−2 .

Ambos subespacios Σ+
2 y Σ−2 son invariantes por la acción de Spin(2), de

manera que tenemos dos representaciones para tal grupo

ρ+ : Spin(2) ⊂ H −→ Aut(Σ+
2 ) y ρ− : Spin(2) ⊂ H −→ Aut(Σ−2 ).

Dichas representaciones nos dan una descomposición de ΣM en dos subhaces

ΣM+ =
∼
Q

M
×ρ+ Σ+

2 y ΣM− =
∼
Q

M
×ρ− Σ−2 .

87



A.2. ESTRUCTURAS COMPLEJA Y CUATERNIÓNICA EN ΣM

Producto hermitiano. Dado que e1 · e2 = −I tenemos las siguientes

caracterizaciones del los subespacios Σ+
2 y Σ−2 :

Σ+
2 = {σ ∈ Σ2 : −IσI = σ} = {σ0 + Iσ1 : σ0, σ1 ∈ R} = C

y
Σ−2 = {σ ∈ Σ2 : IσI = {J(σ2 − Iσ3) : σ2, σ3 ∈ R} = σ} = JC.

Sobre ellos definimos los siguientes productos hermitianos

Σ+
2 × Σ+

2 −→ C (A.4)

(σ+, φ+) 7−→ 〈σ+, φ+〉 = σ+φ+,

donde φ+ es el complejo conjugado a φ+ y

Σ−2 × Σ−2 −→ C (A.5)

(σ−, φ−) 7−→ 〈σ−, φ−〉 = −σ−φ−.

Tales productos inducen un producto hermitiano en cada uno de los haces
ΣM+ y ΣM−, y por lo tanto ΣM también tiene un producto hermitiano
natural

ΣM × ΣM −→ C (A.6)

([
∼
s, σ], [

∼
s, φ]) 7−→ 〈σ, φ〉,

donde 〈σ, φ〉 = 〈σ+, φ+〉+ 〈σ−, φ−〉 para σ, φ ∈ Σ2.

Estructura cuaterniónica. La multiplicación por J por la derecha define
una estructura cuaterniónica en Σ2 respecto de la estructuta compleja i, dicha
estructura pasa a ΣM como

α : ΣM −→ ΣM

ψ =
[
∼
s

M
, σ
]
7−→

[
∼
s

M
, σJ

]
=: α(ψ).
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Apéndice B

Bivectores y operadores lineales

Usamos Rr,s para denotar al espacio vectorial Rr+s con el producto interior
−dx2

1− . . .−dx2
r +dx2

r+1 + . . .+dx2
r+s. Veremos que un operador antisimétrico

u : Rr,s −→ Rr,s se identifica con un bivector u ∈ Λ2(Rr,s).

En el álgebra de Clifford Clr,s con producto · definimos el corchete

[a, b] =
1

2
(a · b− b · a), (B.1)

para todo a, b ∈ Clr,s.

Lema B.0.1. Sea u : Rr,s −→ Rr,s un operador anti-simétrico. Entonces el
bivector que representa a u es

u =
1

2

r+s∑
j=1

εjej · u(ej), εj = 〈ej, ej〉 = ±1, (B.2)

de manera que para todo ξ ∈ Rr,s se cumple

[u, ξ] = u(ξ). (B.3)

Demostración. Para i < j consideremos la aplicación lineal u : Rr,s −→ Rr,s

dada por ei 7−→ εjej, ej 7−→ −εiei y ek 7−→ 0 si k 6= i, j que corresponde a
εiei ∧ εjej . Tal función es antisimétrica y u = εiεjei · ej = 1

2
εiεj(ei · ej − ej · ei)

es tal que

[u, ek] =
1

2
εiεj(ei · ej · ek − ek · ej · ei),
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por lo que si k = i

[u, ei] =
1

2
εiεj(ei · ej · ei − ei · ei · ej)

=
1

2
εiεj(εiej + εiej)

= εjej = u(ei),

de manera análoga se prueba que [u, ej ] = u(ej) y que [u, ek] = 0 para k 6= i, j,
y finalmente, la igualdad en (B.3) se sigue por linealidad.

En lo que sigue usaremos la descomposición Rr,s = Rr1,s1 ⊕ Rr2,s2

Lema B.0.2. Sean u : Rr1,s1 −→ Rr2,s2 un operador lineal y u∗ : Rr2,s2 −→
Rr1,s1 su adjunta, el bivector

u =

r1+s1∑
j=1

εjej · u(ej) ∈ Λ2(Rr1,s1) ⊂ Clr1,s1 , εj = 〈ej, ej〉 = ±1

representa al operador(
0 −u∗
u 0

)
: Rr,s −→ Rr,s, r = r1 + r2, s = s1 + s2.

Además,

u =
1

2

(
r1+s1∑
j=1

εjej · u(ej) +
r+s∑

j=r1+s1+1

εjej · (−u∗(ej))

)
(B.4)

y para todo ξ = ξ1 + ξ2 ∈ Rr,s donde ξ1 ∈ Rr1,s1 y ξ2 ∈ Rr2,s2 se tiene que

[u, ξ] = u(ξ1)− u∗(ξ2).

Demostración. De acuerdo al Lema B.0.1 el bivector u representa al operador
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ξ 7−→ [u, ξ]. Para ξ ∈ Rr1,s1 tenemos que

[u, ξ] =
1

2

(
r1+s1∑
j=1

εjej · u(ej) · ξ − ξ ·
r1+s1∑
j=1

εjej · u(ej)

)

=
1

2

(
−

r1+s1∑
j=1

εjej · ξ · u(ej)− ξ ·
r1+s1∑
j=1

εjej · u(ej)

)

= −1

2

r1+s1∑
j=1

εj(ej · ξ + ξ · ej) · u(ej)

= −1

2

r1+s1∑
j=1

εj(−2〈ej, ξ〉) · u(ej) = u(ξ),

en tanto que, si ξ ∈ Rr2,s2 , entonces

[u, ξ] =
1

2

(
r1+s1∑
j=1

εjej · u(ej) · ξ − ξ ·
r1+s1∑
j=1

εjej · u(ej)

)

=
1

2

(
r1+s1∑
j=1

εjej · u(ej) · ξ +

r1+s1∑
j=1

εjej · ξ · u(ej)

)

=
1

2

r1+s1∑
j=1

εjej · (u(ej) · ξ + ξ · u(ej))

=
1

2

r1+s1∑
j=1

εjej(−2〈u(ej), ξ〉)

= −
r1+s1∑
j=1

εjej〈ej, u∗(ξ)〉 = −u∗(ξ).

Terminamos la demostración del lema probando (B.4): sabemos que

u =

r1+s1∑
j=1

εjej · u(ej) =
1

2

(
r1+s1∑
j=1

εjej · u(ej) +

r1+s1∑
j=1

εj(−u(ej)) · ej

)
,
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luego

r1+s1∑
j=1

εj(−u(ej)) · ej =

r1+s1∑
j=1

εj

r+s∑
k=r1+s1+1

(−εk〈u(ej), ek〉ek) · ej

=

r1+s1∑
j=1

εj

r+s∑
k=r1+s1+1

(−εk〈ej, u∗(ek)〉ek) · ej

=
r+s∑

k=r1+s1+1

εk

(
r1+s1∑
j=1

εj(−〈ej, u∗(ek)〉ek) · ej

)

=
r+s∑

k=r1+s1+1

εku
∗(ek) · ek =

r+s∑
k=r1+s1+1

εkek · (−u∗(ek)),

lo cual concluye la prueba.

Agradecimientos: la autora recibió apoyo del proyecto PAPIIT IA106218
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