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Introduccion

En este trabajo buscamos una caracterizacion espinorial de las inmersiones de
superficies pseudo-riemannianas en espacios homogéneos lorentzianos simple-
mente conexos de dimension 3, que complete la caracterizacion que ya existe
en el caso riemanniano (ver [13, 26, 31]) y en algunos espacios lorentzianos.

De manera precisa, queremos encontrar la solucion a la pregunta: dados una
superficie pseudo-riemanniana M, un espacio homogéneo lorentziano completo
y simplemente conexo M de dimensién 3, cudndo es posible caracterizar por
medio de un campo de espinores que sea solucién de una ecuacion tipo Killing
la inmersién isométrica de M en M.

En los trabajos que mencionamos al inicio, Friedrich en [13], Morel en [26] y
Roth en [31], se completé dicha tarea en el caso de los espacios homogéneos
riemannianos simplemente conexos de dimension 3. En general, los resultados
se obtuvieron via un teorema fundamental, por ejemplo, en [13] y en [26]
los autores encontraron que existia un campo de espinores soluciéon de una
ecuacion de Killing y que dicha ecuacion englobaba las condiciones de inte-
grabilidad para las ecuaciones de Gauss y Codazzi, de manera que el teorema
de inmersién era consecuencia del teorema fundamental de superficies para
espacios de forma. Por otro lado, el resultado en [31] se obtiene a través del
teorema de inmersién en espacios homogéneos riemannianos que Daniel probo
en [11]. En [4] generalizamos los resultados anteriores, salvo la inmersiéon en
el producto R x S?; obtuvimos las inmersiones de variedades de cualquier
dimensién y codimensién en grupos de Lie riemannianos, encontrando una
representacion explicita de la inmersién lo que hace innecesario pasar por un
teorema fundamental y mas bien se obtiene uno como consecuencia.

En cuanto a los espacios lorentzianos tenemos los siguientes resultados: en [16]
caracterizan las inmersiones de superficies en R, en [17] las inmersiones en
los espacios de forma pseudo-riemannianos y para los productos lorentzianos
del tipo M?(k) x R_ tenemos [30]. En tales articulos también se utiliza que
existe un teorema fundamental para caracterizar las inmersiones y que la
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ecuacion de tipo Killing que se obtiene en cada caso implica dicho teorema.

En cambio, nosotros encontramos en los distintos espacios homogéneos una
férmula explicita para la inmersién que depende de un campo de espinores.

Para conseguir nuestro objetivo hemos usado el Teorema 1.1.1 de [9] que nos
permite obtener una clasificacion de los espacios homogéneos lorentzianos
completos simplemente conexos de dimensién 3. Dicho teorema afirma que
el espacio es simétrico o un grupo con métrica de Lorentz invariante por
la izquierda. Los trabajos en [29], [10], [7] y [6] nos ayudan a describir los
grupos y los espacios simétricos de manera precisa. Siguiendo estos trabajos,
tenemos que los espacios homogéneos lorentzianos completos simplemente
conexos de dimension 3 serian o un grupo de Lie cuya descripcion se obtiene a
través de su algebra de Lie, o un espacio simétrico en la lista de los productos

lorentzianos R_ x S?, R_ x H? R x §?, R x H2, el espacio de Sitter S3, el

cubriente universal del espacio anti de Sitter H? y, finalmente, el espacio de
Cahen-Wallach M..

El escrito se encuentra organizado como sigue: en el primer capitulo damos una
vista pandéramica sobre los espacios homogéneos y su clasificacion, incluyendo
la descripcién que ya se adelantaba lineas atras.

El segundo capitulo es un breve resumen sobre los conceptos elementales de
geometria espinorial que nos ayudaran a construir un haz de espinores sobre
las variedades e introducir la férmula de Gauss (2.6) que es fundamental para
escribir los distintos teoremas de inmersién.

Ya en el tercer capitulo adaptamos los conceptos y definiciones de la geometria
espin a un grupo de Lie lorentziano con el fin de probar el Teorema 3.3.1
que caracteriza las inmersiones en grupos de Lie. Este resultado se obtiene a
través de la integral de Darboux de una 1-forma valuada en el algebra de Lie
del grupo y ella depende de un campo de espinores solucién de una ecuacion
tipo Killing, para més detalles al respecto ver la Seccion 3.3. Las técnicas y
los resultados que usamos en tal capitulo son similares a los que utilizamos
en [4]. Ademé&s de obtener dicho teorema, encontramos como consecuencia
los Teoremas 3.4.8 y 3.4.14 que son versiones intrinsecas del mismo.

Siguiendo el orden de la clasificacion para espacios homogéneos, obtenemos
los siguientes teoremas de inmersion, los Teoremas 4.0.1, 4.0.2 y 4.0.3 en
el capitulo 4 para caracterizar inmersiones en productos lorentzianos con
estructuras de grupos de Lie, el Teorema 5.0.2 para inmersiones en S}, el
Teorema 6.0.1 que caracteriza las inmersiones en H} visto como cuédrica. El
Teorema 7.0.2 nos da la representacién en el espacio R_ x S? y adicionalmente,



el Teorema 8.0.1 del capitulo 8 caracteriza las representaciones de los espacios
homogéneos lorentzianos LL(k,7) que se describen en el mismo capitulo y
como una aplicacion de dicho teorema obtenemos en 8.0.4 un resultado para
representar las inmersiones en el espacio anti de Sitter visto como grupo.

Para terminar, en el noveno capitulo incluimos algunas aplicaciones de los
resultados que se obtuvieron a lo largo de la tesis. En la Seccién 9.1 probamos
la equivalencia entre ciertas ecuaciones de Killing y sus ecuaciones de Dirac
asociadas. En tanto que en la Seccion 9.2 damos una prueba espinorial
de la correspondencia entre superficies minimas en R3 y maximas en R'2,
obteniendo una prueba distinta, pero que implica la que obtienen en [19]
para el mismo resultado. Por otro lado, en la Seccién 9.3 encontramos una

correspondencia entre superficies CMC en R!? y ciertas superficies CMC en



Capitulo 1

Espacios homogéneos
lorentzianos 3-dimensionales

1.1 Definicién y clasificacion

Un espacio homogéneo pseudo-riemanniano es una variedad con una métrica
pseudo-riemanniana (M, g) tal que para cada p,q € M existe una isometria
S : M — M que manda p en ¢, en otras palabras, (M, g) es un espacio
homogéneo si hay un grupo de isometrias que actiia de manera transitiva en

M.

A continuacién damos una breve descripciéon de cudles son los espacios ho-
mogéneos lorentzianos 3-dimensionales segun los articulos [9, 29, 10, 7]. Par-
timos del siguiente resultado.

Teorema 1.1.1. (G. Calvaruso [9]) Sea (M, g) una variedad 3-dimensional
lorentziana homogénea completa, conexa y simplemente conexa. Si (M, g) no
es simétrica, entonces M es un grupo de Lie 3-dimensional con g una métrica
mvariante por la izquierda.

Consideramos que el teorema que acabamos de mencionar se complementa
con los resultados obtenidos por Rahmani en [29] y Cordero en [10] quienes
clasifican los grupos de Lie unimodulares y no unimodulares, respectivamente.
En tanto que Cahen y Wallach caracterizan los espacios simétricos lorentzianos
en [7] (ver también [6]).



1.2. GRUPOS DE LIE

1.2 Grupos de Lie

Recordemos que un grupo de Lie G es una variedad diferenciable con una
estructura de grupo donde las operaciones multiplicaciéon - y obtener el
inverso satisfacen que la aplicaciéon G x G — G dada por (h, k) — h- k™!
es diferenciable.

Ademas, decimos que el grupo de Lie tiene una métrica invariante por la
izquierda si tiene una métrica pseudo-riemanniana (,) tal que si e € G es el
elemento neutro del grupo, entonces para toda v,w € T,G y h € GG se cumple
que

(v, w)e = (dLn,(v), dLn, (w))n,
donde Lj, : G — G es el difeomorfismo que mandaa k€ Gen h-ke Gy
se conoce como la multiplicacion por la izquierda por h.

Observacion 1.2.1. Si G es un grupo con una métrica invariante por la
1zquierda, entonces dados h,k € G la multiplicacion Ly,—1 : G — G es por
definicion una isometria que manda k en h, por lo tanto todo grupo de Lie
con una métrica invariante es un espacio homogéneo.

Sean (G, (,)) un grupo de Lie 3-dimensional lorentziano y g = T.G el dlgebra
de Lie del grupo. Una base ortonormal de g es una base (eq,es,e3) que
satisface que (e;,e;) = 0 para i # jy (e1,e1) = (e2,€2) =1 = —(es, e3).

Definicién 1.2.2. Para X,Y € g definimos el producto vectorial de X con
Y como el inico elemento X XY € g que estd determinado por

(X XY, Z)y=det,_ (XY Z),

e1,e9,e3)

para todo Z € g. Donde det es el determinante respecto de la base (eq, ez, e3).

Observacion 1.2.3. Si (f1, B2, 53) es una base ortonormal de g, entonces

Bi X Ba = =3, B2 X B3 = B1 y finalmente B3 x Bi = Ps.

Con el fin de introducir la nociéon de grupo unimodular vamos a recordar a
continuacion la definicién de representacion adjunta.

Sean GG un grupo de Lie, e € G el elemento neutro y g su algebra de Lie.
Si v, @ G — G es la conjugacién k — hkh™!, entonces las siguientes
aplicaciones son las representaciones adjuntas de G' y g, respectivamente.

G — Aut(g)
g L — d(’yg)e

g — FEnd(g)

Ad: X — dAd.(X).

, ad :
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Definicién 1.2.4. Un grupo de Lie G es unimodular si la traza tr(ad(v)) = 0
para toda v € g y no unimodular en caso contrario.

Sabemos que si |, | es el corchete de Lie de g, entonces existe una relacién
entre él y la representacion ad de g, de hecho, para toda v, w € g es cierto
que ad(v)(w) = [v,w].

En el siguiente lema, G es un grupo de Lie 3-dimensional con una métrica de
Lorentz invariante por la izquierda. El enunciado de dicho lema asi como su
demostracién se encuentran en [29].

Lema 1.2.5. La estructura de dalgebra de Lie de G estd ligada al producto
vectorial por la formula
L(uxv) = [u, v],

para todo u,v € g, donde L es un endomorfismo de g definido de manera
unica. El grupo de Lie G es unimodular si y sélo si la transformacion L es
autoadjunta.

El lema anterior nos da un resultado que también es verdadero para grupos
de Lie riemannianos 3-dimensionales. En tal caso, dado que la métrica es
definida positiva al ser L autoadjunto es diagonalizable y se obtiene que las
propiedades algebréicas y métricas del grupo quedan determinadas por los
signos de los valores propios de dicho operador, ver [24] y [23].

En el caso de un grupo lorentziano unimodular tenemos que L aunque es
autoadjunto no siempre es diagonalizable, en cambio, tiene cuatro posibles
formas normales conocidas como formas tipo Segre (ver [27, Pdg. 262]). De
acuerdo al Lema 1.2.5 dichas formas también determinan el algebra de Lie de
G y su estructura de grupo con métrica invariante por la izquierda, a lo largo
de la tesis denotamos por g;, 1 < ¢ < 4 a cada una de estas algebras de Lie.

Ahora, exponemos a manera de resumen las posibilidades para las dlgebras
de Lie y los respectivos grupos unimodulares lorentzianos asociados que
encuentra Rahmani en [29].

En lo que sigue E(2) es el grupo de isometrias afines de R?, F(1,1) es el
grupo de isometrias afines del plano de Minkowski que preservan orientacion
y Hj denota al grupo de Heisenberg 3-dimensional.

El corchete de Lie de cada algebra estd escrito en términos de una base
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ortonormal (e, ez, e3) de g; vy o, 3,7 € R:

GesO(1,2) 0 SL(2,R)sia# 0y E(1,1) si a = 0.

[61; 62] = ey — Pes
[61, 63] = —Qe; — 562
[62, 63] = fe; + aey + aes,

a# 0,

[61, 62] = —7e2 — Bes
[61, 63] = _662 + ves, 7y 7& 07
lea, €3] = aey

le1, €3]
[e1, €3]
[ea, €3]

g3

—7€s

—pBes

aeq,

la siguiente tabla agrupa las distintas alternativas de grupos lorentzianos con
algebras de Lie de tipo gs.

En tanto que para

G a| B |y
O(1,2) 0 SLZ,R) | + | + | +
O(1,2) o SL(2,R) | + -
SOB)o SU12) |+ |+ | —
E(2) +|+10
E(2) +10|—
E(1,1) +1—-10
E(1,1) Flo [+
H; +101]0
H; 00—
RERPR 01010
le1,€2] = —eg+ (26 — fBes, e ==+1
le1,e3] = —fex+es
[ea, €3] = aeq,

la tabla que sigue contiene las diferentes opciones de grupos lorentzianos con
algebras de Lie de dicho tipo.
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G Q 16
O(1,2) o SL(2,R) | #£0 | #¢
E(1,1) 0 | #e¢
E(1,1) <0]| €

E(2) >0 ¢

H3 0 9

Por su parte, en [10] Cordero encuentra las siguientes algebras de Lie para
los grupos no unimodulares:

[61,62] =0
g5 ler,es] = aer + Pey
[62763] = 761"'_5627 a+57é07 04’7—1—65:07
le1,e2] = aeg + Pes
g6 : le1,e3) = yea+des, a+d#0, ay—p0=0
[627 63] = 07
[617 62] = —«e — 562 - ﬁ€3
gr: lei,e3s] = —aei + Pes+ Pes
lea, €3] = ver + dey + des, a+d6#0 ay=0.

1.3 Espacios simétricos

La definicién con la que iniciamos esta seccion es al parecer la mas usada para
espacios simétricos. Pero gracias a que las variedades que nos interesan son
simplemente conexas podemos utilizar la nocién equivalente que nos aporta
la Proposicion 1.3.2

Definicién 1.3.1. Una variedad pseudo-riemanniana homogénea (M, g) es
simétrica si eviste p € M y S, : M — M isometria tal que Sy(p) = p y
d(5p>p = _IdTpM‘

El siguiente resultado nos otorga una definiciéon de espacio simétrico equiva-
lente a la anterior en caso de que la variedad sea simplemente conexa, podemos
consultar la prueba en [27].

Proposicién 1.3.2. Una variedad pseudo-riemanniana simplemente conexa

completa (M, g) es simétrica si y sdlo si VR = 0, para R el tensor de curvatura
de la variedad.
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Corolario 1.3.3. Toda variedad pseudo-riemanniana simplemente conexa de
curvatura seccional constante es simétrica.

Los espacios de Sitter S7(k) y anti de Sitter H} (k) estdn dados por las
cudadricas

ST(k) ={z € RL™ (T, )1 = —x% + x% + ..+ xiﬂ = k2}

HY(k) ={z e R*" ' (x,2)91 = —a] — a5+ 25+ ...+ 22, = —k*}.
Las curvaturas seccionales de dichas hipersuperficies son # y —k%, respectiva-
mente y de acuerdo al Corolario 1.3.3 el espacio S}(k) y el cubriente universal
de HY (k) son espacios simétricos.

Lo que sigue es una vista panoramica del trabajo de Cahen, Parker y Wallach
sobre la clasificacién de espacios simétricos lorentzianos que se encuentra en

[6] y [7].

Una variedad pseudo-riemanniana conexa (M, g) es indescomponible, si para
xr € M no existe un subespacio no degenerado de T, M invariante bajo la
accién del grupo de holonomia Hol,(g) (see [14]).

El teorema de descomposicién de de Rham-Wu [36, 35] afirma que todo espacio
pseudo-riemanniano simétrico simplemente conexo completo es isométrico a
un producto My X ... x M, donde para toda i # 0, M; es una espacio pseudo-
riemanniano simétrico simplemente conexo, indescomponible de dimensién
mayor que uno y My es semi-euclideano (i.e. con métrica no degenerada y
con grupo de holonomia trivial).

En el caso de un espacio simétrico lorentziano (M, ¢g) de dimensién 3 tenemos
que éste es isométrico a alguno de los siguientes productos:

.M()XMl

( My = (R, —dz?) M, = { S*(k)

MO = (R, d.TQ) M1

\

Finalmente, de acuerdo a [7] y [6] los espacios simétricos lorentzianos simple-
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mente conexos indescomponibles de dimensién 3 son los siguientes :

el espacio de Sitter S?(k) C R,

el cubriente universal del espacio anti de Sitter H: (k) y

el espacio de Cahen-Wallach M, := (R®,g,), 9. (o, = 2dsdt + ca®ds® + dz?,
c= =*l.

En esta seccion y en la anterior obetenemos segin el Teorema 1.1.1 una lista
completa de los espacios homogéneos Lorentzianos completos 3-dimensionales
simplemente conexos.

Hay diversos resultados que nos dan condiciones para determinar si ciertas
variedades son grupos de Lie o no, por ejemplo, en el listado de variedades
simétricas podemos observar que los espacios S§ y R_ x S? no se pueden dotar
de estructuras de grupos de Lie ya que segun [33, Pag. 116-118], todo grupo
de Lie conexo tiene segundo grupo fundamental trivial y por [27, Lema 25],
S? tiene la misma topologia que el producto R_ x S%.

Adicionalmente, tenemos la siguiente proposicién cuya demostracién se en-
cuentra en [8] y que nos ayuda a determinar cudles son los grupos de Lie cuya
métrica lorentziana ya establecida los hace espacios simétricos.

Proposicién 1.3.4. Sea (G, (,)) un grupo de Lie lorentziano 3 dimensional,
simplemente conexo con dlgebra de Lie g. (G, ()) es simétrico si y sélo si uno
de los siguientes casos ocurre:

(a) (G,()) es un grupo Lorentziano de curvatura seccional constante.

(b) g=g5 ytambiena=0=~7=0#05, 0 =~v=0=0%# a. En ambos

casos, G es isoméltrico a R x S}.

(c) g=g¢ ytambiéna=0=~v=0#9, 0 =~v=0=0%# a. En estos
casos, G es isométrico a R x H? y H? x R_ , respectivamente.

(d) g=gry7=0=0#a.



Capitulo 2

Geometria espinorial de
variedades
pseudo-riemannianas

El fin de este capitulo es introducir las nociones elementales de la geometria
espin al igual que presentar la notaciéon que usaremos en lo subsecuente.
Revisar [12, 18, 20] para una exposicién mas detallada.

2.1 Algebra de Clifford y grupo Spin

Definicién 2.1.1. Dado un espacio vectorial V con una forma bilineal
simétrica g, su dlgebra de Clifford C1(V') es el cociente

donde T(V)=Ra V& (VRV)d... es el dlgebra tensorial de V en tanto
que 1(V, g) es el ideal generado por {v @ v+ g(v,v)1 :v € V}.

Observacién 2.1.2. 1. Sieq,... e, es una base ortogonal de V respecto
a g, entonces {1} U{e;, --e; 11 <ip <...<ix<m, 1 <k<mn}es
una base de C1(V') y en consecuencia la dimension de Cl(V') es 2™.

2. Otra manera de ver al dlgebra de Clifford CI(V') es como el dlgebra
generada multiplicativamente por V' con la relacion v -v = —g(v,v).
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En la definicién anterior usamos V' para simplificar la notacién, sin embargo,
en lo que sigue vamos a trabajar con el espacio R™* que es R™"* con la

Lpoe o T 2 r+s 2 ’ .
métrica g = — >, dzi+> ;1 dzj y para denotar a su dlgebra de Clifford
usaremos Cl, .

Definiciéon 2.1.3. La aplicacion transpuesta es el anti-automorfismo involu-
tivo 7 : Cl, s — Cl, 5 dado por xy - ... & —> T - ... - T1.

Denotamos por SO(r,s) al grupo de isometrias en R™ que preservan la
orientacién. Sir # 0, entonces SO(r, s) tiene 2 componentes conexas y la
componente conexa de la identidad es

SOy (r,s) = {( & /i ) € SO(r,s) : A; € My(R), det(A,), det(A,) > o}.

Para definir al grupo Spin(r, s) consideramos el siguiente subconjunto de Cl,.

=1}.

: 'rz e RT+S7 ’g(a;‘z? xz)

2k

P:{xl'..nx

Proposicion 2.1.4. La siguiente funcion define un cubriente de grupos dos
a uno
Ad: P — SO(r,s)
xr +— Ad(z): R — R'**
y — xz-y-z b

Definicién 2.1.5. El grupo Spin(r,s) C P es la imagen inversa de la com-
ponente conexa SO(r,s)y por la funcion Ad.

A diferencia del caso riemanniano, Spin(r, s) no siempre es el cubriente univer-
sal de SOq(r, s), pero se tienen algunas propiedades topolégicas interesantes.

e Sir+ s> 2, entonces Spin(r,s) es conexo con excepcién de
Spin(1,1) = {x + yeres : x* — y? = 1}.

e El grupo Spin(n — 1,1) (isomorfo a Spin(l,n — 1)) con n > 4 es
simplemente conexo.

e El grupo Spin(3,3) no es simplemente conexo.

Para mds ejemplos y propiedades sobre el grupo spin se puede consultar [20),
Pag. 220).



2.2. HAZ DE ESPINORES Y FORMULA DE GAUSS

2.2 Haz de espinores y féormula de Gauss

En esta seccion se define de manera general lo que es una estructura es-
pinorial para a partir de ella construir los haces de espinores de Clifford.
Incluimos la definicién de la derivada sobre dichos haces con el fin de hacer
un breve resumen al final de la seccién explicando como se obtiene la férmula
de Gauss espinorial, es decir, la ecuacion que relaciona la derivada de una
seccion en un haz de espinores sobre una variedad con la derivada de la misma
seccion sobre los haces de espinores de sus subvariedades pseudo-riemannianas.

Definicién 2.2.1. Sean M una variedad pseudo-riemanniana y E — M
un haz vectorial orientado sobre M con una métrica de signatura r,s en cada
fibra. Una estructura espin (o espinorial) sobre E es una pareja (Q,, ),
donde @E es un haz Spin(r, s)-principal y A : @E — @), es un cubriente doble
del haz de marcos de E con grupo de estructura SOy(r, s) de manera que el
siguiente diagrama conmuta:

@E x Spin(r, s}—— @E
Vo B
QE X SOO(rv 3)—> QE/

aqui los renglones son las acciones de los grupos Spin(r,s) y SOq(r, s) sobre
Q, v Q,, respectivamente.

Definicién 2.2.2. Una variedad (pseudo-riemanniana) orientada M es es-
pinorial si su haz tangente T'M admite una estructura espin.

Ahora podemos definir los haces de espinores de Clifford. Supongamos que
My E — M son como en la Definicion 2.2.1 con F esinorial y estructura

espin Q).
Usamos p para denotar la representacion de Spin(r, s) en el dlgebra de Clifford
Cl, s dada por la multiplicacién por la izquierda

p: Spin(r,s) — Aut(Cl, )
x — p(x) : Cl,s — Cl.g (2.1)
y o Ty,

Cabe mencionar que dicha representacion no es irreducible; de hecho es suma
de representaciones irreducibles equivalentes a la representacién espinorial
usual (ver [20, pdg. 226]).

10



2.2. HAZ DE ESPINORES Y FORMULA DE GAUSS

Definicion 2.2.3. El haz de espinores sobre E es el haz vectorial asociado
al haz principal ),

SE = Q, x,Cl,..

Con haz asociado queremos decir que X E es el conjunto de clases de equiva-
lencia en @, x Cl, s donde (p,v) es equivalente a (p',v") si y sélo si existe

g € Spin(r,s) tal que (p/,v") = (p- g, p(g~")v).

Definicién 2.2.4. Sea (E, 7, M) un haz vectorial. Una derivada covariante
es una funcion lineal

V:IE) —-T(T"M&®FE)
que satisface la regla de Leibniz

V(f) =df @ Y+ [V,
para todo v € T(E) y f: M — R funcion diferenciable.

Buscamos dotar de una derivada covariante al haz en la Definicién 2.2.3, para
ello usamos que existe una manera estandar de definir derivadas covariantes
sobre haces asociados (ver por ejemplo [32]).

Sean M una variedad diferenciable, G un grupo de Lie y 7 : P — M un haz
principal con grupo de estructura G actuando por la derecha. Siw : TP — g
es una forma de conexién sobre Py ' = P X, es un haz asociado a P con
p: G — Aut(X) una representacion, entonces podemos definir la siguiente
derivada covariante en E:

Considere 1 una secciéon de F, que localmente es ¢ = [s, 0], donde s : U C
M — P es una seccién y o : U — ¥ es una funcion diferenciable. Asi que
sis, :TU — TPy p.:g— End(X) denotan las diferenciales de s y p,
respectivamente, entonces la siguiente composicion tiene sentido

TU 25 TP 5 g 2% End(%).
Por tanto una derivada covariante en E se puede definir como
Vot = [5, X0+ pu((w0 5.) (X))o, (2:2)

para toda X € TM.

Antes de hablar sobre la geometria espin de subvariedades es necesario recordar
las siguientes nociones algebraicas.

11



2.2. HAZ DE ESPINORES Y FORMULA DE GAUSS

Si X es una variedad diferenciable y G;, (G5 son grupos de Lie, el producto
fibrado entre haces principales sobre X se define de la siguiente manera: sean
m : P — X un haz Gi-principal y m : Q — X un haz Gs-principal,
su producto fibrado 7w : P xx Q —> X es el haz (G; x Ga-principal, donde
PxxQ={(p,q): m(p) = m(q)} (con la topologia de subespacio de P X @),

la accién estd dada por (p,q) - (g91,92) = (pg1,492) para (p,q) € P xx Qy
(91, 92) € G1 X G4 y finalmente la proyeccién del haz es

T:Pxx@Q — X
(p,q) — m(p) = ma(q).

Sean F; y E, haces vectoriales sobre M, ambos espin y con estructuras

espinoriales Qp, v Qp,. Lasuma F = E; ® E» tiene una estructura espinorial

natural ) de manera que existe una funcion f que hace conmutar el siguiente
diagrama (ver [25])

@, ¥ QE24i’ QE/ (2.3)

1 es la yuxtaposiciéon de un elemento de g, v uno de (Qg,; ademas, f es
compatible con las acciones via el homomorfismo

A Spin(n) x Spin(m) — Spin(n+m) (2.4)
(x> y) — LY, '

en otraNs palabras f((p,q)(g1,92)) = f((p,q))A((g1,92)) para todo (p,q) €
QE1 X QEQ y (91792) S G1 X GQ,

De hecho, tenemos el resultado més fuerte siguiente ([25]): estructuras es-
pinoriales sobre dos de los haces E;, F5 o E determinan una tnica estructura
espinorial sobre el tercer haz de tal manera que (2.3) conmuta para alguna
aplicacion f.

Hay una accién natural de T'M sobre el haz de espinores de Clifford XM
(en analogfa con la accién que hay en el haz de espinores usual (ver [15]))
la cual llamamos multiplicacién de Clifford y denotamos por X - . Para
definir tal producto usamos que T'M, al igual que XM, es isomorfo a un haz

asociado a ), de hecho TM ~ @Q;; x4 R™® y por lo tanto podemos definir

12



2.2. HAZ DE ESPINORES Y FORMULA DE GAUSS

la multiplicacién de Clifford de la siguiente manera

TM®XM — M
[s, Pl®[s, 0] —> [s,¢-0],

donde s : U C M — @, es una seccion en Q,;, ¢ : U C M — R™ y
o:U C M — Cl,, son funciones diferenciables, finalmente, ¢ - o es el
producto en C1, ..

Veamos que nuestra acciéon no depende de los representantes: sean [s, p| € TM
y [s,¥] € ¥M como en el parrafo anterior, si [s',¢'] y [¢',7] son tales que

S = sg, ¢' = Ad(g~ )¢ y ' = p(g~1)u), entonces

', ¢]-[s", 0] = [,¢" -]
= [¢, Ad(g~ )¢ - p(g~")0]
= [¢,97pg-g 0]
= F’,gl - 0]

lo que prueba que la accién esta bien definida.
Geometria espinorial de subvariedades

Sean (M,g) una variedad pseudo-riemanniana de dimensién n + m y de
signatura (r,s) y M una subvariedad pseudo-riemanniana de dimensién n,
supongamos que ambas son variedades espinoriales con respectivas estructuras
espin Q_ y @,,. Sabemos que al restringir el haz tangente de la variedad
ambiente obtenemos la descomposicién TM| v =TM® NM, donde NM es
el haz normal y como ya mencionamos antes tiene una estructura espinorial
Q de manera que existe una funcion f : Q X Q — Q que hace conmutar
el siguiente diagrama:

f -
3, %0, 3.
\
S
0, x 0, — Qﬁ/

donde 7 es la yuxtaposicién de un marco en (),, y uno en @) .

La funcién f nos permite definir el isomorfismo de haces

éM XMQVN Xpo,\Clns — QvﬁxpClm:EM\M
[p, ] — [/ (p), z].

13



2.2. HAZ DE ESPINORES Y FORMULA DE GAUSS

Por otro lado, el haz XM ® XN es también isomorfo a @M X M @N X pox Clys.
Estos isomorfimos nos permiten utilizar la derivada covariante en XM ® XN

VZM@ZN — vEM®[d+Id®VEN’

para probar que si ¢ es una seccién en el haz de espinores M|y, ~ XM @ XN
y B:TM xTM — NM es la segunda forma fundamental de la inmersion
M — M, entonces la férmula de Gauss es

_ 1 &
Vit — VMOEN, = —3 E gjej- B(X,e) -, g =g(e;,e;) =+£1(2.6)
=1

para toda X € TM y (ey,...,e,) marco ortonormal de T'M. Més detalles

sobre la férmula de Gauss en un contexto un poco diferente se pueden consultar
en [1].
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Capitulo 3

Inmersiones en grupos
lorentzianos 3-dimensionales

El resultado principal en este capitulo es la caracterizacion espinorial de una
superficie en un grupo de Lie lorentziano simplemente conexo de dimension
3, tal hecho se enuncia de manera precisa en el Teorema 3.3.1. Traducimos
luego dicho teorema en términos de la geometria espinorial intrinseca de las
superficies, en el caso riemanniano en 3.4.8 y en el caso lorentziano en 3.4.14.

3.1 Haz de espinores sobre un grupo de Lie

Sea G un grupo de Lie lorentziano 3-dimensional simplemente conexo con
métrica invariante por la izquierda ( , ), denotamos por g a su algebra de Lie.

La siguiente 1-forma g-valuada es la forma de Maurer Cartan del grupo y nos
permitira trivializar su haz tangente:

wy(v) =dL _, (v), veT,G. (3.1)
La trivializaciéon de T'G es

TG — Gxg (3.2)
X = (9,wy(X)). (3.3)

Usando lo anterior podemos decir que una secciéon X : G — g de T'G es
invariante por la izquierda si es una funcién constante.

A través de la conexién de Levi-Civita del grupo definimos I' : g — A%g como
la aplicacién que asocia a cada campo invariante X € I'(T'G) la transformacién
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3.1. HAZ DE ESPINORES SOBRE UN GRUPO DE LIE

lineal antisimétrica I'(X') que satisface
VY =T(X)(Y), (3.4)

para V la conexién de Levi-Civita de G y Y € I'(TG) campo invariante.

Dado que V¢ es libre de torsién, se tiene que, para todo X,Y € g,
FX)Y) -TY)(X) =[X,Y]. (3.5)

Como G es paralelizable es espinorial y en lo que sigue vamos a construir un
haz de espinores sobre él, asi como la derivada covariante de una seccién en
dicho haz.

En este caso, una estructura espin es un cubriente doble del haz de marcos
ortonormales de G, (¢. Debido a que el haz tangente de G' es trivial tenemos
también que Q¢ = G x SO(g) y por lo tanto Qg = G X Spin(g) es una
estructura espin del grupo.

Ya hemos mencionado en el segundo capitulo que el grupo espin esta repre-
sentado en el algebra de Clifford a través de la multiplicacién por la izquierda

p:Spin(g) — GI(Cl(g)) (3.6)

p(z) : Cl(g Cl(g)

—
T o—
v > T-0.

El haz de espinores sobre GG es el siguiente haz asociado a @0:

56 = Qg %, Cl(g). (3.7)

Lema 3.1.1. Existe un isomorfismo entre el haz de espinores G y el haz
trivial G x Cl(g).

Demostracién. Dado que p(zy)p(y~') (o) = p(z)(o) para todo x,y € Spin(g)
y o € Cl(g) tenemos que la aplicacién

{G x Spin(g)} x,Cl(g) — G x Cl(g)
[((g,2),0)] — (g, p(x)0)

es un morfismo de haces vectoriales y su inversa es

G x Cl(g) — {G x Spin(g)} x, Cl(g)
(9.0 [0 10y)0)].
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3.1. HAZ DE ESPINORES SOBRE UN GRUPO DE LIE

De acuerdo a la ecuacion (2.2) del capitulo anterior, en ¥G hay una derivada
covariante. En un contexto un poco diferente, esta derivada esta definida
en [5, Teo. 2.7] como sigue: si ¢ es una seccién de XG, X € TG y 0 es la
derivada usual en la trivilalizaciéon del lema anterior entonces

1 —
vg;(@ = Oxp + 9 Z exel{Vxer, eer - e - o, (3.8)
1<k<I<3
donde (e, ..., e,) es una base ortonormal de G, g; = (ej,e;) = £1y V es la

conexion de Levi-Civita en G.

Diremos que un campo de espinores ¢ € I'(XG) es invariante por la izquierda
si visto como una funcién de G en Cl(g) es constante. Por lo tanto usando
la férmula anterior tenemos que la derivada covariante para un campo de
espinores invariante por la izquierda en XG es

1
Vip = ST(X) ¢, (39)

donde I'(X) € A%2g C Cl(g) y - es el producto en el dlgebra de Clifford.
Geometria de una superficie en G.

Sean (M, g) una superficie riemanniana (o lorentziana) y G un grupo de Lie
3-dimensional con una métrica lorentziana invariante por la izquierda.

Si M estd isométricamente inmersa en G usando la ecuacién (2.6) obtenemos
la formula de Gauss para la inmersién

2
1
Vxp=—3 > ejei-B(X,e;) -0+ VS, g =gleje;) =+1  (3.10)
=1

donde V denota la derivada covariante en XM ® X E para X F el haz de
espinores sobre el haz normal de la inmersion, B es la segunda forma funda-
mental de la inmersién, ¢ es una seccion en XG|y v X € TM.

Se sigue de (3.9) que si ¢ € I'(X M) es una seccién invariante por la izquierda,
entonces (3.10) es equivalente a

2
1 1
VXQO = —Qquj . B()(7 6]') . §0+ §F(X> -, €j = g(ej,ej), (311)
j=1

para toda X € T'M.
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3.2. HAZ DE ESPINORES SOBRE UNA SUPERFICIE

3.2 Haz de espinores sobre una superficie

En esta seccion definimos diferentes haces de espinores sobre una superficie
pseudo-riemanniana sin suponer que tal superficie se encuentre inmersa en
alguna otra variedad.

3.2.1 Superficie riemanniana

Sean (M, g) una superficie riemanniana simplemente conexay £ = M x R
el haz trivial sobre M con métrica —dv? en cada fibra. Denotamos las
respectivas estructuras espinoriales sobre M y F por Qy y Qg. Dado que
Qp = M x {1} tenemos que Qg — M es el cubriente doble con fibra
{1,—1}. A continuacién definiremos algunos haces que nos permitiran escribir
la férmula de Gauss en el caso en que M esté isometricamente inmersa en G.
Considere las siguientes representaciones

p1:Spin(0,2) — GI(Cly2) (3.12)
pl(Q?) : Cl072 — Clo}g

r +——
Vo T,
r — pg(l‘) : OZI,O — Oll,O

VvV —— T -.

Definimos los haces de espinores sobre M y sobre E como sigue:

M = QM Xpl CZQQ y YE = QE Xp2 Cll,[)- (314)

También nos interesa el siguiente haz vectorial que es isomorfo a XM ®
Y E debido a que existe un isomorfimso de algebras entre Clys ® Clyg y
Cli 2. Ademas, como ya mencionamos en el primer capitulo, cuando M esta
isométricamente inmersa en G dicho haz es isomorfo a la restriccion 2G|y,

Y= QM XM QE Xp 011,2, (315)
donde
p: Spin(0,2) x Spin(1,0) — GI(Cly2)

plx): Clia —  Clig

(91,92) +— v o= gi1g2 V.

Llamamos haz de espinores unitarios al siguiente haz

US = Qy % Qp %, Spin(1,2) C % (3.16)
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3.2. HAZ DE ESPINORES SOBRE UNA SUPERFICIE

3.2.2 Superficie lorentziana

Vamos a definir los haces de espinores sobre una superficie lorentziana de
manera analoga a como lo hicimos en la subseccion anterior con una superficie
riemanniana. Mantendremos la misma notacion.

Sean (M, g) una superficie lorentziana simplemente conexa y £ — M un
haz vectorial orientable de rango 1, es decir, un haz trivial. Digamos que
cada fibra de E tiene métrica dv?.

Supongamos ademas que M es orientable y que M y E son espinoriales con

estructuras espin @), y ()5, respectivamente.

La definicién de los siguientes haces tiene el mismo objetivo que cuando
la superficie es riemanniana, es decir, escribir una formula en términos de
espinores que nos permita caracterizar la inmersion de M en G.

Consideremos las siguientes representaciones

p1:Spin(l,1) — GI(Cly,) (3.17)
pl(.]?) : Cll,l — Cll 1

r +— ’
v o—> X,
. pg(ﬂf) : Cl071 — 01071

v —— T-0.

Los haces de espinores sobre M y sobre E los denotamos por XM y X F,
respectivamente y los definimos como sigue:

MM o= QM X py Cl171 YE = QE X pa Cl071. (319)

También consideramos el haz
donde

p: Spin(1,1) x Spin(0,1) — GI(Cly2)
p(.f) . 01172 — CZLQ

(91,92) — v o= gi1G2 " V.
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3.2. HAZ DE ESPINORES SOBRE UNA SUPERFICIE

Al siguiente haz también lo llamamos haz de espinores unitarios o haz unitario

Extensién de la aplicaciéon transpuesta. Usamos la transformacion
7 : Cl(g) — Cl(g) de la Definicién 2.1.3 para obtener la aplicacién

((»)):Cl(g) xCllg) — Cl(g)
(01,09) > T(02)07.

Observacién 3.2.1. Si g € Spin(g), entonces para toda v,w € Cl(g) ten-
emos que ({g - v,g - w)) = (v, w)).

Demostracion. Sean g € Spin(g) y v,w € Cl(g), por definicién

(g v,g-w)) = 7(g-w)-g-

]

Gracias a la observacion anterior tenemos que la siguiente extension de (( , ))
a X estd bien definida

(N :2xD — Cl(g) (3.22)
(p,v) — 7(W])e],

los corchetes [1)] v [¢] son las coordenadas de ¢ y 1 en un marco espinorial.

Los siguientes dos lemas acerca de propiedades de ({ , )) asi como sus
demostraciones se encuentran en [4], sin embargo las incluiremos aqui.

Lema 3.2.2. Si ((, )) : ¥ x X — Cl(g) es como en (3.22), entonces se
satisfacen las siguientes propiedades: para todo p,p € I'(X) y X e TI(TM G E)

(o, 1)) = (¥, ¥)) (3.23)

(X0, 0)) = (@, X - 4)). (3.24)
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Demostracion. La propiedad (3.23) es consecuencia de que 7 sea un anti-
automorfismo involutivo:

(e, 9)) = 7([W)7((l¢]))
= (7l ¥])
= 7({¥, 9)),

(X)) = 7

]

Lema 3.2.3. La conexion V es compatible con el producto (( , )), es decir,

Ox{{p,¥)) = ((Vxe,¥)) + {{p, Vx1))
para toda p,p € T'(X) y X € TM.

Demostracién. Digamos que ¢ = [s,01] y 1 = [, 03] son dos secciones en ¥,
de acuerdo a la Definicién 2.2

Vxp = [5,0xle] +dp(5 (wnr @ we)(X))([])
y
Vit = [5,0x[¢] +dp(3" (war © wi) (X)) ([])]
donde wy; y wg son las respectivas formas de conexion de M y E.

De lo anterior tenemos que los sumandos del lado derecho en la ecuacién que
queremos verificar se ven como sigue:

(Vxp,9)) = T[)0x @] + T[¥)[dp(5 (war @ wr)(X))([¢])]  (3.25)

y por el Lema 3.2.2

(e, Vx¥)) = 7({(Vx¥,9))
= 7{rlpldx[¥] + TP)ldp(5 (war © we) (X)) (W)}
= 1(Ox[)lp] + 7([dp(5 (war ® we) (X)) ([W))e]-
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3.3. TEOREMA DE INMERSION EN GRUPOS

El elemento [dp(:;*(wM @ wg)(X))] pertenece al dlgebra de Lie de Spin(g) que

estd contenida en A%g y por lo tanto su transpuesta es —[dp(g*(wM Gwg)(X))],
asi que

~*

7([dp(3 (@ @ wp) X))([WD]) = T[] ([dp(5 (war & wi) (X))

~*

_ _T[w][dp(s (LUM@WE)(X))L

por lo que

(0, Vxt)) = m(Ox ][] — 7[W)ldp(3 (W D wi)(X))([e])].  (3.26)

Finalmente, sumando (3.25) y (3.26) se obtiene

(Vxe, o)) + (o, Vxv)) = 7[¢]ox[e] + 7(0x[¥])]¢]

3.3 Teorema de inmersién en grupos

Nuestro fin en esta seccion es probar el Teorema 3.3.1 que caracteriza espino-
rialmente la inmersion de una superficie pseudo-riemanniana en un grupo de
Lie lorentziano de dimension 3.

Sean GG un grupo de Lie 3-dimensional lorentziano con una métrica invariante
por la izquierda y (M, g) una superficie riemanniana o lorentziana. Considere
el haz trivial E = M x R — M con métrica —dv? o dv? en cada fibra segin
M sea riemanniana o lorentziana.

Finalmente, consideramos una forma bilineal simétrica B : TM x TM — E.

Las siguientes son hipdtesis sobre M, G y B que nos permitirdn enunciar
el teorema de inmersién en grupos, al referirnos a ellas lo haremos como
condiciones de compatibilidad.

1. Existe un isomorfismo de haces
f:TM&FE— Mxg (3.27)
que preserva las métricas; a partir de dicho isomorfismo podemos definir

I''TM®FE — AN(TM & E) (3.28)
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3.3. TEOREMA DE INMERSION EN GRUPOS

de manera que, para todo X, Y € I'(TM @ E),

JIX)(Y)) =T(FX)FY)), (3.29)

donde en el lado derecho de la ecuacién I' es como en (3.4). Ademas,
diremos que una seccién Z € I'(T'M @ E) es invariante por la izquierda
si f(Z) : M — g es una funcién constante.

2. En lo que sigue V denota la derivada covariante sobre T'M ¢ E dada
por la suma de las conexiéon de Levi-Civita en M y la conexién trivial

en E. En tanto que la derivada covariante de una seccién invariante
por la izquierda Z € I'(TM & E) es

VxZ =T(X)(Z) - B(X,Z") + B*(X, Z"), (3.30)

paratoda X € TM,donde Z = ZT+7ZN e TM®Ey B* : TMxE —
T'M es el operador bilineal que satisface

(B(X,Y),N) = (¥, B'(X,N)), (3.31)

para toda X,Y e I'(TM) y N € I'(E).

Digamos que M es una superficie pseudo-riemanniana cuya métrica tiene
signatura (ry, s1), que en nuestro caso puede ser (0,2) si M es riemanniana
o (1,1) si es lorentziana. Denotamos por (ry, s9) la signatura de la métrica
en E que puede ser (1,0) para M riemanniana o (0, 1) para M lorentziana y
finalmente, equipamos a F con la conexion trivial.

Supongamos ademds que E y M son espinoriales y tienen estructuras espin
dadas Qg v @y, respectivamente.

Teorema 3.3.1. Suponga que r1+719 =1, s1+59 = 2 y que M es simplemente
coneza. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Eziste una seccion ¢ € I'(UX) tal que

2
1 1
Vxyp=—3 > eje;- B(X,e) -0+ SP(X) ¢, g5 = glej,€;)3-32)
j=1

para toda X € T'M.

2. Eziste una inmersion isométrica F': M — G con haz normal E y
sequnda forma fundamental B.
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3.3. TEOREMA DE INMERSION EN GRUPOS

De manera precisa, si ¢ es solucion de la ecuacion (3.32), reemplazando ¢
por - a para algin a € Spin(g) si es necesario, y considerando la 1-forma
g-valuda dada por

§(X) = (X -9,9)) (3.33)

para toda X € TM, la férmula F = [ & define una inmersidn isométrica
F: M — G con haz normal E y sequnda forma fundamental B. Aqui [
denota la integral de Darbouz (ver [22, Pdg. 165]), i.e., F = [&: M — G es
tal que F*wg = £ para wg € QG : g) la forma de Maurer-Cartan definida en
(3.1). Reciprocamente, una inmersion isométrica M — G con haz normal
E y sequnda forma fundamental B puede escribirse de esa manera.

La férmula de representacion explicita de la inmersion en terminos del campo
de espinores del teorema anterior, F' = [ ¢ puede considerarse como una
formula de Weierstrass generalizada para variedades en grupos de Lie.

Antes de probar el Teorema 3.3.1 escribiremos las condiciones de compatibili-
dad en un marco local.

Sea N una seccién del haz trivial E que satisface (N, N) = ¢, donde € es —1 si
M es riemanniana y +1 si la variedad es lorentziana. Consideramos una base
ortonormal de g, en otras palabras, una base (ef, €3, €3) tal que (7, e5) = 0 si
i £y <6?765> = (e%,e%) =1= —<€§,6§).

Expresamos por Ffj € R con 1 <i,5 <3 a las constantes que satisfacen
3
F(ef)(e?) = ZakFZez, e = (e, eq) = £1.
k=1

Observacién 3.3.2. Si Ffj € R son como se expresa arriba, entonces
k _
Fij = (Ve,ej, ex)

y por lo tanto Ffj = —ng.

Para cada i € {1,2,3} elegimos ¢; € I'(TM & E) tal que f(e;) = €l y
v, € C®(M), T; € T'(TM) que satisfacen la igualdad e; = T; + v;N; dado que
f es una isometria también (e,, ey, €3) es un marco ortonormal de TM @© E'y
ademds

<T%, T;> + EViV; = 61'51‘]‘, (334)
para toda 7,75 € {1,2,3}.
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Proposicién 3.3.3. Con la notacion que acabamos de introducir, la ecuacion
(3.30) es equivalente a

VT = > el (X, T)T) + v;5(X) (3.35)
1<i,k<3

dvj(X) = Y ell(X, Thu — h(X,T)), 1<5<3, (3.36)
1<4,k<3

donde S(X) = B*(X,N) y h(X,T}) = (B(X,T}), N).

Demostracion. Como V es la conexiéon sobre TM & E dada por la suma de
la conexién de Levi-Civita en M y la conexién trivial en E tenemos que

Ve, = VT +dvi(X)N. (3.37)

De acuerdo a la condicién (3.30)

Ve, = D(X)(g) - B(X,¢f) + B*(X,¢))
= I(X)(e,) — B(X,T}) + v;B*(X,N). (3.38)

Usando (3.29) encontramos que

N(X)(e;) = Z ei(X, T;)T(e;)(e;)

= Y aaX, T)Te

1<i,k<3
= Y e X TOTETe+ Y een(X, THTHueN.
1<4,k<3 1<4,k<3

Sustituyendo la expresién para I'(X)(e.) en (3.38) e igualando las componentes

tangente y normal de las ecuaciones_(3.37) y (3.38) obtenemos el resultado.
Reciprocamente, si para cada i € {1,2,3} existen campos T; € I'(TM) y
funciones v; € C*(M) tales que (3.34), (3.35) y (3.36) se satisfacen, entonces
f:TM ®E — M x g dado por f(e;) = e? para ¢; = T; + ;N es un
isomorfismo de haces que preserva las métricas y tal que (3.30) se cumple. [

La demostracién del Teorema 3.3.1 es consecuencia de las siguientes dos
proposiciones.

25



3.3. TEOREMA DE INMERSION EN GRUPOS

Proposicién 3.3.4. Sean ¢ € I'(UX) solucion de la ecuacion (3.32) y &
como en (3.33). Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. la imagen de & estd contenida en g C Cl(g),
2. existe T € SO(g) tal que { =T o f,

3. reemplazando ¢ por ¢ - a donde a € Spin(g) satisface Ad(a) =T, se
cumple & = f, ademas & satisface la ecuacion de estructura

de +[€,€) = 0. (3.39)

Demostracion. 1. De la definicién de & se sigue que para X € TM

§(X) = 7lellX]le],

y para un marco s tenemos que [X] € gy [p] € Spin(g) por lo que
£(X) = Ad([e]1)[X], esto concluye la prueba pues Ad([¢]™!) € SO(g).

2. Primero vamos a probar que si Z : M — TM & E es una seccion
invariante por la izquierda de TM @ E, entonces £(Z) : M — g es una
funcién constante.

Sea X € T'M, por el Lema 3.2.3 tenemos que
OxE(Z) = ((VxZ - p,0)) + ({Z - Vxp,0)) + {(Z - »,Vxi)),

mientras que del Lema 3.2.2 se sigue que
(Z-Vxp,0)) + {Z ¢, Vxyp)) = (id+7){Z - Vxp,9))

Luego, como ¢ satisface la Ecuacién (3.11), entonces

T[Vxy] = [——25]6] (X, ) - o+ %F(X) : 90]

= [ Zgjej (X, e)) %F(X)] ,

donde la tltima igualdad es consecuencia de las propiedades de 7 y del
hecho de que [—3 22._ eje; - B(X, ej) + 3T(X)] es un bivector.

De lo anterior y usando que 7[Z] = [Z] se sigue que
I

T((Z-Vxp,0) = 7(7le]-[2] - [Vx¢l)

2
1 1
= [5 E gjej - B(X, e;)) 2F(X)

Jj=1
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Ahora, consecuencia de los Lemas B.0.1 y B.0.2 tenemos lo siguiente que
nos permite concluir que si Z es invariante por la izquierda y X € T'M
entonces 0x&(Z) = 0y por lo tanto £(Z) también es constante,

(id +7)((Z - Vxp,9)) Z%eg (X, ¢;) = T(X), Z] - [«]

= 7] - [—F(X)(Z) +B(X, Z") = B'(X, ZY)] - [¢]
~((VxZ - p,0)).

Probemos ahora la existencia de T'. Sea (€9, €3, €5) una base ortonormal
de g, consideremos el marco de campos invariantes (e;, ey, €5) en TM G FE
que satisfacen f(e;) = e? para toda ¢ € {1,2,3}. De lo anterior tenemos
que cada seccion Z € I'(TM @ E) se ve como Z = Z?Zl Zje; y

Z) = szf(ﬁj)a

donde (£(e;),&(es),&(e5)) es una base ortonormal constante de g. Por lo
tanto, si definimos T : g — g como la extensién lineal de e? — £(g;),
entonces T € SO(g) y para toda Z € I'(TM & F)

(Tof)Z) = 3 ZT(f(e))
= ZZjT(ej)
= D _Zitle) = £(2).

3. Gracias al punto (2) de esta proposicién podemos tomar a € Spin(g)
tal que Ad(a) =T y por lo tanto

(X-p-ap-a) = 7(l¢-a) [X-¢-a]
= 7(a) 7ol [X] [¢] - a
= Ad(a™")(£(X))
= Ad(a ) (T o f(X)) = f(X)
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3.3. TEOREMA DE INMERSION EN GRUPOS

Probemos ahora la segunda parte, si X,Y € I'(T'M) son tales que
VX = 0= VY en un punto, entonces

OxE(Y) = ox{{Y - ¢, 9))
= (Y- Vxe,0) +{{Y - ¢, Vxe))
= (d+7)(Y - Vxp,¢))

_ —%(z’d S-S ey BX ) - 0,0)) +

j=1

(i 4TIV T -, 0))

Para desarrollar los términos de la igualdad anterior digamos que X =
Zle rie; y Y = ZZ:l Yrek, por lo tanto

2 2
ZZykajek -ej - B(X,€e))

Y - Zajej (X, ej

k=1 j=1
= —Zs y; B Xe] +Zyk€k €5€5 Xvej)
k#j
= —B(X,Y +) urejen e B(X,e)),

ki

se sigue que

Y 2836] Xe] 90790» = <<_B(X’Y)'90’90>>

+> ((ywer - ¢ - B(X, ¢5) - 9,))
k#j

(v Zé;ey (X,e)-9,90)) = ((=B(X,Y)-¢,0))
- ;«ykek rejej - B(X, ;) - ¢, 0)),
de donde concluimos que ]
—%(id+r><<y-gejej-8<x, &), 0)) = ((BX,Y)-,0). (340)
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3.3. TEOREMA DE INMERSION EN GRUPOS

Dado que 7((Y - T(X) - p,¢)) = —((T'(X) - Y - ¢, p)) tenemos por el
Lema B.0.1 del Apéndice B que

%(idﬂLT)((Y'F(X) P, 0)) = [<P] (Y] M) = P(XO] - YD) - []
=7l (M) Y ))Ie]
—(TX)Y) -9, 0)). (3.41)
Sustituyendo (3.40) y (3.41) en 0x&(Y') tenemos

xE(Y) = ((B(X,Y)-9,9) = (TX)(Y) - 0,9))

e intercambiando los papeles de X y Y se obtiene que
KE(X) = (BX,)Y)-9,9) = (TYV)(X)-9,0)).

Finalmente, usando la propiedad de simetria (3.5) de I'

d{(X,)Y) = 0x{(Y) — OvE(X)
= (TV)(X) =TX)(Y) - ¢,9))
= —([X,Y]-9,9))
—S(X,Y])
= —[6(X), (V)]

]

Mantenemos las hipétesis de la proposicién anterior y suponemos que M
es simplemente conexa. Consideramos ademas la integral de Darboux de
¢ (donde ¢ se elige de manera que ¢ satisface la ecuacion de estructura
d¢ + [£,&] = 0), es decir, una aplicacién diferenciable F' : M — G que
satisface que F*wg = £ para wg la forma de Maurer Cartan descrita en (3.1),
tal aplicacién existe como consecuencia de la afirmacién 3 en la Proposicion

3.3.4.

Proposicion 3.3.5. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:
1. F: M — G es una isometria.
2. Si también para X € E definimos {(X) = ((X - ¢, p)), entonces la
aplicacion

dp: E — F(M)xg
X €E, — (F(m),{X))
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es un isomorfismo entre E y el haz normal de la inmersion F que
preserva la métrica y que identifica a B con la sequnda forma funda-
mental de F'. En otras palabras, si BY es la sequnda forma fundamental
de la inmersion, entonces

BY(dF(X),dF(Y)) = (B(X.Y) - ¢,)),
para toda X, Y € TM.

Demostracion. De la definicion del producto en el algebra de Clifford tenemos
que para toda X, Y €¢ TM & F

1

(€(X).€Y)) = —5EX)EY) +EY)E(X))
= — % (Tl [ X[l [ Y] + Tl Y[l [0 [X][s0])
_ _%Twm Y]+ [Y][X])[e]
= T[e(X, Y)[¢]
— (X,Y),

lo que prueba que F' es una isometria pues por hipétesis dF'(X) = &(X) y a
la vez prueba también que ®g es una isometria de haces.

Veamos ahora que B es efectivamete la segunda forma fundamental de la
inmersion, es decir, si NM denota el haz normal y B : TM x TM — NM
la segunda forma fundamental de la inmersion, entonces

B"(dF(X),dF(Y)) = §(B(X,Y)),
para todo X,Y € T'M.

Por definicion, si el exponente N representa la proyecciéon sobre el haz normal,
entonces

BF(dF(X),dF(Y)) = (9x&(Y) + T(E(X)) (W)Y,
para todo X,Y € T'M.
En la prueba de la Proposicion 3.3.4 encontramos la férmula
IxE(Y) = ((B(X,Y) ¢, 0)) = {(T(X)(Y) - 0, 9)),
de donde se sigue que

BY(dF(X),dF(Y)) = (9x&(Y)+T(E(X) (€)™
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Consecuencia de la Proposicién 3.3.4 y de la ecuacion (3.28) tenemos que

(TX)(Y) -, 0)) = T(E(X))(E(Y)) v por lo tanto
BY(dF(X),dF(Y)) = ((B(X,Y) - ¢, 0))",

ademads, como ((B(X,Y) - ¢, ¢)) no tiene componente tangente la prueba
concluye. O]

Demostracion del Teorema 3.5.1. La implicaciéon 1 = 2 es consecuencia
directa de las Proposiciones 3.3.4 y 3.3.5. Para demostrar el regreso, supong-
amos que M estd inmersa en GG y consideremos la seccion ¢ € XG|y dada
por ¢ = [s, ey, ), dicha seccién satisface la férmula de Gauss

2
1 1
j=1

Ademids, como [¢] = 1¢y,

Frwg(X) = wg(dF (X)) (3.42)

= wo(TlPl[X]le]) (3.43)

= we([X]), (3.44)

por lo tanto dF(X) = [X] = 7[¢][X][¢] = £(X). O

Observaciéon 3.3.6. Si ¢ es una solucion de (3.32) y a pertenece a Spin(g),
entonces ¢ - a es también solucion de (3.32). Mds ain, las 1-formas asociadas
§o Y Epa eStdn relacionadas por

§pa = T(a)ésoa = Ad(ail) o,

Recordemos que una 1-forma § € Q(M,G) es Darboux integrable si y sdlo
si ella satisface la ecuacion de estructura d§ + [£,€] =0 (M es simplemente
conezxa). El teorema dice por lo tanto que si p es solucion de (3.32), es posible
encontrar a € Spin(g) de manera que ¢ - a es solucion de dicha ecuacion y tal
que &u.q es Darboux integrable, hecho que hemos usado para probar 1 = 2.

3.4 Version intrinseca del teorema de inmersion

en (G

El Teorema 3.3.1 nos permite caracterizar la inmersiéon de una superficie
riemanniana (o lorentziana) en funcién de un campo de espinores ¢ en el
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haz ¥, en esta seccién vamos a ver que dicho teorema se puede reescribir de
manera intrinseca, es decir, en términos de un campo de espinores 1) en el haz
de espinores de M que sélo depende de la métrica en M y de un operador
simétrico que esta definido sobre T'M.

La version intrinseca del teorema se obtiene identificando el haz de espinores
de la superficie con un subhaz de 3, para ello necesitaremos modelos de las
algebras de Clifford de los espacios involucrados.

Llamamos cuaternios complejificados al conjunto
HC = {ZO +21]—|—22J—|—23K 1z € C},

con el producto que se obtiene de extender la operacién de los cuaternios reales.
Dicha algebra tiene cémo forma cuadrdtica asociada a {(q, q) = 22+ 27+ 22+ 22,
donde ¢ = zg + 211 + 20J + z3K.

Lema 3.4.1. El dlgebra de Clifford del espacio RY? es isomorfa a HE.

Demostracion. Sea (eq, e1,€2) la base candnica de RV, es decir, (e;, ;) = 0 si
i# 5y (€0, e0) = —1 = —{e,e1) = —(es, e2). Denotamos por u : RY? — HC
a la aplicacién que se obtiene por linealidad de

eg — il
e1 —— J
ey +— JI=-—-K.

Observe que si i # j, entonces u(e;)u(e;) + u(e;)u(e;) = 0, ademés u(eg)? =

1 = —u(e;)? = —u(ez)?, por lo tanto u es una aplicacién de Clifford y existe
un homomorfismo inyectivo de algebras que la extiende

u : ClLQ — H(C,

como Cly oy HC tienen la misma dimensién u es un isomorfismo. O

o

Definicion 3.4.2. Denotamos por Cl, ; a la subdlgebra de Cl, s que consta
de los elementos en Cl, s que quedan fijos bajo la siguiente aplicacion

Cl,, — Cl,,

€jp "€y (—1>k€i1 RN AT
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Observacién 3.4.3. El grupo Spin(r,s) estd contenido en C’l;s y ademds
actua en dicha dlgebra por multiplicacion.

Observacién 3.4.4. Identificando a RY? con el espacio generado por el
conjunto {il, J, K} se puede probar que dlgebra de elementos pares de Cly o
es isomorfa a

{q0+ Iq1 + Jaoi + Jgsi : qi € R},

En el siguiente lema usaremos que Cly o es isomorfa al algebra de los cuater-
niones reales H = {o¢ + 011 + J(02 — Io3)} y que por lo tanto Spin(0,2) =
{oo+01l:02+0}=1}.

Para Spin(0,2) consideramos las representaciones
p1:Spin(0,2) — GU(Clys) y p2: Spin(0,2) C Spin(1,2) — Gl(CliQ),

ambas dadas por la multiplicacion a la izquierda. El lema siguiente establece
que p; ¥ p2 son equivalentes, en otras palabras, que los espacios Clys y C’li2
son espacios de representacién de Spin(0,2) isomorfos.

Lema 3.4.5. El isomorfismo de espacios vectoriales
fi Clyy — Cly,
oo+ o1l + J(O’g — 10'3) > 0y +01]+iJ(02 — 10'3)
induce un isomorfismo entre las representaciones py y ps del grupo Spin(0,2).
Demostracion. Vamos a probar que f respeta la accién de Spin(0,2), es

decir, si g € Spin(0,2) y 0 € Cly,, entonces f(go) = gf(o). Digamos que
g=g90o+1g1yo=o09+ Loy + J(os — [03), entonces

go = (90 + 1g1) (o0 + Iov) + J(go — 1g1) (02 — L03)
y por tanto
flgo) = (g0 + Ig1)(o0+ Lo1) +iJ(go — Ig1)(o9 — Lo3) = gf(0).

Usando lo anterior tenemos que la funcién v, : GI(Cloz) — GI(CIY,),
T — fTf~! hace conmutar el siguiente diagrama

Vr

GI(Cly) GI(CT )
P1 P2
Spin(0, 2) L Spin(0,2),

33



3.4. VERSION INTRINSECA DEL TEOREMA DE INMERSION EN @

y concluimos que ¢ es el isomorfismo de representaciones deseado. O

Observacion 3.4.6. i en los espacios vectoriales Cly o y CIS 5 consideramos
las estructuras complejas dadas por la respectiva multiplicacion por I por la

derecha, entonces el isomorfismo f : Clys — Cli 4 del lema anterior es
C-lineal.

El siguiente lema nos permitird probar la Proposicion 3.4.9 de la secciéon que
sigue.

Lema 3.4.7. Sixz € R? y 0 € Clyo, entonces f(x-0) =ieq-x - f(0o), donde
i es la estructura compleja de C13 5 dada por la multiplicacion por I por la
derecha.

Demostracién. Tomemos v = J(x1—Ix9) € R?y 0 = o9+ Io1+J(0s—103) €
Cloz2, ast que

x-0=J(x)— Ix9)(o0+ [o1) — (21 + [x3) (09 — [03),
y por lo tanto
flx-o)=1iJ(x1 — Lx3)(00 + L01) — (21 + [22) (092 — L03).
Por otro lado, f(0) = 09+ Loy +iJ(02 — Io3) y asi
x- flo) = J(xy — Lxg) (00 + [o1) — i(x1 + [29)(09 — L03).

Recordando que la estructura compleja de Cly, es multiplicar por I a la
derecha y que eq se identifica con il se obtiene la siguiente expresién

ieg-x- f(o) = iz f(o)l
= iI(J(xy — Lxg)(o0 + [o1) — i(x1 + [29) (09 — L03))]
= (—iJ(zy — Izy) (o0 + Ioy) + (21 + [33) (03 — 03))I?
= iJ(xy — [x2)(0g + [o1) — (21 + [23) (09 — L03)
= flz-o0).

3.4.1 Inmersion de una superficie riemanniana

Sean M una superficie riemanniana simplemente conexa, £ — M el haz
vectorial trivial M x R con métrica —dr? en cada fibra. Consideramos ademés
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una forma bilineal simétrica B : TM x TM — E y N € I'(E) una seccién
unitaria de E, (N, N) = —1.

Definimos a S : TM — T'M como el operador simétrico asociado a B
que estd determinado por la relacién (B(X,Y), N) = (S(X),Y), para todo
X, Y € TM, de hecho,

Zej (X,e;),N),

para todo X € T'M.

Denotamos por @ vy @ » alas respectivas estructuras espinoriales en M y E,
en este caso vale la pena mencionar que dado que E es trivial, entonces su haz
de marcos ortonormales es Qg = M x {1} y por lo tanto Qg = M x {£1} es
también trivial.

Mas adelante en (3.54) y (3.55) definiremos de manera precisa los siguientes
términos que por ahora nos permiten enunciar el teorema principal de esta
seccion,

Iy ( Z@XT ZEJEIJ‘U;(T Ty — Ty - T5)
i<k
y
Ty Z&?Z (X, T0) Y gDl (v T — i Th),
i<k
donde X € TM.

Teorema 3.4.8. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Eziste una inmersion isométrica de M en G con operador de forma S.
2. Emiste 1 € T'(XM) tal que |9 |*> — || = 1 y que satisface
7 1 1
waz§S(X)’w+§F1(X)'¢+§F2(X)-¢- (3.45)

Recordemos los haces que se definieron en la seccion anterior, XM = @ v X
Clo’g en (314) y Y= QM XM QE Xp CZLQ en (315)

Los siguientes resultados nos ayudan a probar el teorema que acabamos de
enunciar.

En lo que sigue vamos a probar que XM es isomorfo a un subhaz de ¥ cuando
en este ultimo haz consideramos que p es la restriccion

p: Spin(0,2) C Spin(0,2) x Spin(1,0) — Cly ».
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Proposicion 3.4.9. Existe un isomorfismo de haces vectoriales C-lineal entre

XM y un subhaz de Q,, X,, @, X, Cli

@NI Xp1 01072 — @A{ X m éE Xp Cl(l),Q (346)
Y o— Y
que satisface
(V) = V., 9%, (3.47)
(X ) = iN-X -9, (3.48)
WP =P =1 (3.49)
donde N es una seccion unitaria de E, es decir, (N, N) = —1.

Demostracion. Como mencionamos al principio de esta seccion, el haz de
marcos Qg es trivial y se identifica con M, asi que podemos considerar la
seccién global sz = N y sp como un levantamiento de la misma, digamos
sp: M — {£1} dada por m — +1. Ahora, gracias al isomorfismo f del
Lema 3.4.7 obtenemos la identificacion que deseamos entre los haces,

Q, %52 — @, %, Q. x,Cly, (3.50)

V= [s,,0] +— [(5,,5,), f(o)] = v

Probemos primero que el isomorfismo satisface (3.47), localmente 1) = [E o cr] ,

para EM U CM— Q,, secciéon local de @, y 0 : U C M — ¥, una
funcion diferenciable.

Sabemos que
Vit =[5, do(X) + dp((G, 0 d5,,) (X))o
y por definicion
(V)" = | (s 5,), F(do(X) + dp((&, 0 d5,,)(X))o)]
Por otro lado,
Vet = (50, d(f 0 0)(X) + dp((@,, ©E,) 0 d(5,, + 5,)(X) ()]
y de la definicién de s tenemos que dsg = 0 y por lo tanto
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~

quvz)* = (]M7 E) (fOO’)( )—I—dp(:)ﬂfodgAI(X))f(a) :

Para concluir, observe que w,,(ds,, (X)) € Spin(o,2) el dlgebra de Lie de
Spin(0,2) que estd contenida en Cly, y ademéds dp(w,,(ds,, (X)) (o) =
w,,(ds,,(X))-o. Asf como se prueba en el Lema 3.4.5 podemos probar que ya
que w,, (ds, (X)) € Clg 5, entonces f(p(w,, (ds,, (X)))o) = p(w,, (ds,, (X)) f(0)
y por lo tanto
Vo' = [, 5,0, f(d0(X) + f(dp(G,, 0 d5,,(X))o)]
= (Vy¥)

Respecto al comportamiento del isomorfismo ¢ — ¢* con la multiplicacion
de Clifford tenemos que por definicién

X = [, [X] -]
y como consecuencia del Lema 3.4.7

(X0 = [Ga5p), F(X] o)
= |Gur,3p)sies - [X] - £(0)
= N -X- |:SM,SE 0)]
= iN- X -y~

donde se define N = [(s57, 55), €ol. O

Recordemos la notacién de la Seccién 3.3 donde (eq,€,,€5) €s una base
ortonormal de T'M & E compuesta de campos invariantes para los cuales
existen campos Ty, € T'M, funciones v, € C*°(M) y una seccién unitaria N
de E' de manera que para toda k € {1,2,3} se cumple que ¢, = T} + v N.

Lema 3.4.10. Para todo X € T M,

Zez (X,T;) Zajakrm( (T; - Ty — Ty - Tj) + (uij—ijk)-N),
i<k
(3.51)
donde ¢; = (e;,¢;) = £1.

79 =1
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Demostracion. De acuerdo a la Proposicion B.0.1 tenemos que I' esta repre-
sentado por el siguiente bivector

P(X) = 5 S eT(X)(ey). & = {eje;) = 1

Usando la expresion X = 320 £,(X,¢)e; y recordando que [e;)(e;) =
S, exI};e, podemos escribir a I'(X) como

La seccién N satisface que (N, N) = ¢, donde € es —1 si M es riemanniana y
1 si M es lorentziana.

Luego, X es tangente a M y por lo tanto (X,e,) = (X, T;). Ademds, se
cumple que ¢; - ¢, = —¢; - ¢; para j # k y gracias a la Observacién 3.3.2
tenemos que Ffj = —I",, asi que

ZEZ (X,T;) Zejekl“”e] €. (3.52)
i<k
Vamos a encontrar otra expresion para e; - ¢;, primero
e; e, =1 T, — evjv + (T — viTi) - N,
ademés, (T}, T},) = —ev;vy y de la definicién de dlgebra de Clifford —35(7 -
Tk —|—Tk : 7}) = <T’j,Tk>, asi que Tyj Tk — EVjV = %(Tﬂ : Tk - Tk : T'J) y

1
& e = 5T To = T - T3) + (T — v Tie) - N, (3.53)
sustituyendo (3.53) en (3.52) se obtiene el resultado. O

Lema 3.4.11. Para T;,T), € I'(TM), v;,v, € C®°(M), v seccion unitaria de
E y 1 campo de espinores de XM tenemos las siguientes iqualdades:

1.
(T - Tp =T - T5) - " = ((T5 - T = T - T3) - 0)7,

(T — viTy) - v - " = (i( T — viTy) - )7,
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3. g i )
2;% B(X,e;) - = (55()() -qp) .
Demostracion. Sabemos que N - N = —(N, N) = 1. Gracias a la Proposicién
3.4.9 tenemos lo siguiente
1.

(- T, — T - 1) - " = (zu T;-iv-Tp —iv - Ty -iv-Tj) - *
= (- T;- (Th - ) —iv- Ty - (Tj - 4)7)
= (75~ Tk V) = (T - Ty - )7)
= (T3 - Th =Ty - T3) - )"
Para demostrar las otras igualdades usaremos ademas que ¢ conmuta
con el isomorfismo que denotamos con * y por lo tanto

(T —viTy) - N -y* = i(iN - (T — vTy) - ")
= (1) —viTy) - ¥)
= (iwT; —viTe) - ¥)".

3. Finalmente,

N | —
]

<
Il
—

1 2
_§Z€j.B(X’€j).¢* =

j=1

e; - (B(X,ej), N)N - ¢*

I
P e N | .
N | . .
)
-
gy
>
h(T)
=
k}m
<
N——
*

(B(X,ej), N)N - e; 9"

<
Il
—

Ahora ya podemos definir los términos I'; (X) y I'2(X) que aparecen en el
Teorema 3.4.8

1
Iy ( Z@XT ZfﬁkrzaQ(T T — Ty - T)) (3.54)

i<k
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To(X) = X, T)) Y el (T — wiTy), (3.55)
% i<k

donde X € TM.

Demostracion del Teorema 3.4.8. Vamos a probar que la existencia de un
campo de espinores ¢ € XM que satisface (3.45) es equivalente a la existencia
de un campo de espinores ¢ € U que satisface la ecuacién (3.11) y como
consecuencia del Teorema 3.3.1 obtendremos que 1 y 2 son equivalentes.

Sea 1) € XM que satisface (3.45), si aplicamos el isomorfismo del Lema 3.46
a ambos lados de dicha ecuacion se obtiene de los Lemas 3.4.10 y 3.4.11 que

(Vo) = (5500 0) + GTI(X) v+ 2To(X) 9) (356)
es equivalente a
1 1
Vet =—3 ; ¢ B(X,¢;) 9"+ ST(X) ", (3.57)
lo que concluye la prueba si definimos ¢ como ™. O

El siguiente corolario nos da una prueba independiente de la que obtuvieron en
[37] para caracterizar las inmersiones de superficies en R™?, ver también [17]
donde las inmersiones en tal espacio se obtienen via dos campos de espinores.

Corolario 3.4.12. Para M wuna superficie riemanniana simplemente coneza,
S :TM — TM un operador simétrico y G = RY2, las siquientes afirma-
ctones son equivalentes:

1. Existe una inmersion isométrica de M en RY? con operador de forma

S.
2. Eziste ¢ € T(XM) tal que | T)*> — 7|2 =1 y que satisface

V0= L5(X) 0 (3.59)

Demostracion. En este caso todos los Ffj son cero y por lo tanto I'(X) =0
para todo X € T'M. O
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Proposicién 3.4.13. Si ¢ y * son como en el Teorema 3.4.8, entonces la
L-forma del Teorema 3.3.1 £(X) tiene la siguiente representacion explicita en
términos de los componentes de 1)

§(X) = 2Idm(X -y~ ") + J((X - 97, a(¥h)) = (X -4, a(¥7))),

donde o : XM — XM es una estructura cuaternionica natural, definida en
el Apéndice A.

Demostracion. Usando la descomposicién XM = XM™T @& XM~ que aparece
en el Apéndice A, tenemos que si ) = " + 1~ entonces * = YT +iy” y

por lo tanto 7([10*]) =[] —i[yp~]. Asi que £(X) se escribe como

§X) = ()X ]

HX] [0F] + [ 1X] [0 ] + it [X] [v7] =[] [X] [97]).

/ N

‘—

A B

Cabe mencionar que en los siguientes calculos usamos que si ¢ = ¢+ + ¢,
entonces sus componentes son (Y] = og + 011 y [¢7] = J(og + 03]) para
09,01,09,03 € Ry J, I en los cuaternios. Ademas, el producto hermitiano en
M es

YM x XM — C
([5,0),[5,0]) —> {o,9),

donde (0,6) = (o, &%) + (0=,67) para 0,6 € H y (o%,6%) = o*3F,
(07,¢7) = —0" ¢, ver Apéndice A.

De las definiciones de producto hermitiano en ¥ 1 y ¥~ tenemos que [¢+] [X] [¢7] =

(X -y~ ) y =[] [X][Y*] = (X - ¥F,¢7), asf que
B = (X-¢7,¢") + (X -yF )
= (X -y 0" — (X -, 9t)

= 2ISm(X -, ).

De la definicién de « se sigue que [¢p~] = —=J[¢~|J = —J[a(¢7)] y por lo
tanto

X [v] = —JlalX][¢]
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en tanto que
WX [v*] = —JW] [X] [4*]
= —Jla@Wh][X] [¢7]
= J{X- w* a(yh)),

sumando los resultados de los tltimos calculos obtenemos que

A=J{(X T a@h)) — (X -9, a(®))).

3.4.2 Inmersion de una superficie lorentziana

Sean M una superficie lorentziana orientable y £ — M el haz vectorial
trivial M x R con métrica dv? en cada fibra. Denotamos por Q MY Q g las
estructuras espinoriales en M y E| respectivamente. Como ya dijimos en
la seccién anterior, el haz de marcos Qg se identifica con M y por lo tanto
Qrp =M x {£1}.

En este caso el espacio tangente de M en cada punto es un plano lorentziano
que es R? con la métrica —daz? + dy® y es por ello que el haz de espinores de
M se define como XM = Qu x,, Cl, ,, para p; : Spin(1,1) — GI(Cly ;) la
representacién que se obtiene por multiplicacion a la izquierda.

Dada una forma bilineal simétrica B : TM x TM — E definimos
2
S(X) =) ei(B(X,¢;), N)ej,
j=1

para todo X € TM, N seccién unitaria de E'y ¢; = (e;, e;) = £1.

Adelantamos que para ciertos T; € TM, v; € C*(M) con 1 < i < 3 definimos
en (3.64) lo siguiente

251 (X, T5) foﬁkru( (T5 - Ty — Tk'@)ﬂL(Vij—’Vka))?

i<k

para todo X € T'M. Tal definicién nos permite enunciar el resultado principal
de esta seccién.

Teorema 3.4.14. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. Existe una inmersion isométrica de M en G con operador de forma S.

2. Eziste v € XM tal que [7* — |~ |> = 1 y que satisface

V1= —%S(X) o+ %f(X) ) (3.59)

Sean (eg, €1, €3) base ortonormal de RV con —(eg, eg) =1 = (€1, e1) = (ea, €2)
y CI7, como en la Observacion 3.4.4.

Proposicién 3.4.15. Eziste un isomorfismo de dlgebras de Clifford
h: Cll,l — Clig,

que ademds satisface que para todo g € Spin(1,1) y x € Cly; se cumple
hg-x)=g-h(z) .

Demostracién. Identificamos a RY con el subespacio de R'? generado por
{eo, €1}. Consideramos h : RM' — (15, dada por # — z - e5. Observe que
h(x)* = —(x,z) y por lo tanto h es una aplicacién de Clifford que se extiende
a un morfismo inyectivo de dlgebras de Clifford h : Cly; — CI5 5, dado que
ambas algebras tienen la misma dimension tenemos que h es un isomorfismo.

Para la segunda parte tenemos como consecuencia de lo que acabamos de
probar que h(g-z) = h(g)-h(z) para todo g € Spin(1,1)y x € Cly ;. Ademds,
como Spin(1,1) C CI7; tenemos que h(g) = g lo que concluye la prueba. [

En estd seccién usamos el haz Q= x,, Q_ x,Cl; 3 como se defini6 en (3.20).

Proposicién 3.4.16. Sean's,, : M — Q,, una seccion de Q ys,: M —

Q,, una seccion unitaria del haz Q. Si h es como en la Proposicion 5.4.15,
entonces

Q, Xpm Clu — Q, %, Q, %x,Cl7, (3.60)

Y= [EAI7U] — [(SMa;E)’h(U)} = W,

es un isomorfismo de haces que satisface las siguientes propiedades

(V)" = V0, (3.61)
(X 0 0)" = X - N -9, (3.62)
P = = 1 (3.63)

para todo X € I'(T'M) y N = sg.

43



3.4. VERSION INTRINSECA DEL TEOREMA DE INMERSION EN @

Demostracion. La segunda parte de la Proposicion 3.4.15 implica que la
aplicacion ¢ — 9* de la proposicion esta bien definida.

Por definicién tenemos que

~

V" =[(5,,5,), d(h(0)(X) + pu((wy, ® wy)(5,,, + 5,,) (X)) (h(0)],

como h es lineal d(h(c))(X) = h(do(X)), ademéds s,, = 0 y por lo tanto

~

V" = [(5,,5,), Mdo(X)) + pulw,, (5,,.,) (X)) (A(o))],

para concluir usamos que p,(w,, (s,,,)(X)) C CI7 , y de acuerdo a la Proposicién
3.4.15 se tiene que pu(w,, (5,,,) (X)) (h(0)) = h(p.(w,, (5,,,)(X))0).

Para probar (3.62) tenemos que si ¢ = [s,,, 0], entonces

(X ‘M 1/1)* = [(gMagE)7h([X] J)]
[(;M’ EE)’ [X] €2 - h<0>]
= X -N- [(gnfagE)vh(U)]
XN -y

]

Usando la notacién de la seccién anterior definimos T (X) del Teorema 3.4.14,

~ 1
F(X) = > _=i(X,Th) Z;sjekri; (§<Tj T = T T)) + (0T, ujm) :
g J
(3.64)
para todo X € TM.

Demostracion del Teorema 3.4.14. Probaremos que la existencia de @ que
satisface la ecuacién (3.59) es equivalente a la existencia de un campo de
espinores que satisface (3.32) con lo que el Teorema 3.3.1 nos darfa el resultado.

Sea 1) € XM con |12 —|¢p7|? = 1 y solucién de la ecuacién (3.59), aplicando
el isomorfismo de la Proposicién 3.4.16 a dicha ecuaciéon tenemos

1N

(V)" = (5 8(X) - 0)" + (5T -0, (3.65)
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donde las propiedades del isomorfismo en 3.4.16 nos dan que (V, ¢)* = V x*
y para el primer sumando del lado derecho

2

(5500 9) = (=3 2B e5), ey -0
= Y eBX ), Ny Ny

2

1 *

= —3 > ejej- B(X,e5) -4,
j=1

mientras que para el segundo sumando tenemos que

2 2
donde T'(X) es como en el Lema 3.4.10.

(5000 0) = 5rex) v

De lo anterior se sigue que la ecuacion (3.65) es

2
1 1
VX¢* = _5 § :5j€j ’ B(Xaej) w* + §F(X) '¢*a
J=1

por lo que ¢ = 1* es solucién de la ecuacién (3.32). O

El siguiente corolario nos da una prueba independiente a la que se encuentra
en [28] para el mismo resultado, ver también [17] para una prueba en la que
usan dos espinores para la representacién.

Corolario 3.4.17. Para M una superficie lorentziana simplemente coneza,
S :TM — TM un operador simétrico y G = RY3 las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Eziste una inmersion isométrica de M en RY? con operador de forma

S.
2. Eriste ¢ € T(XM) tal que | 7)? —|¢7|* = 1 y que satisface la ecuacion

Voo = —5S(X) - (3.66)

Demostracion. En este caso todos los Ffj son cero y por lo tanto I'(X)
también. O
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Capitulo 4

Inmersiones en productos
lorentzianos

En este capitulo vamos a caracterizar las inmersiones de superficies en pro-
ductos lorentzianos simétricos que de acuerdo a [8] son localmente isométricos
a grupos de Lie con las siguientes dlgebras de Lie.

le1,ea] = ey, a#0,
a: [61, 63] = 0
[62, 63] =0
[61, 62] =0
b [617 63] = ae, & 7é 07
[eg,e3] = 0
[61, 62] =0
c: ler,es] = dez, § #0,
[627 63] = 07

donde (eq,e1) = (eg,€3) =1 = —(e3,e3) y (e;,€e;) = 0 para i # j.

De hecho, se sigue de la Proposicion 1.3.4 que el grupo con algebra de Lie a
es isométrico a H? x R_, b es isométrico a R x S? y finalmente, el grupo que
corresponde a ¢ es isométrico a R x H2. Cabe mencionar que a y ¢ son casos
particulares del dlgebra de Lie gg en tanto que b es un caso particular de gs.

Usando la formula de Koszul podemos calcular las componentes de la derivada
covariante de los grupos. Denotamos por V a la conexion de Levi-Civita de
cada grupo y en la siguiente tabla agrupamos las inicas componentes no cero
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en cada caso

: = —aey Ve,ep = aey, (4.1)
b: v

v6261
Velel
¢: Ve =—des V.es = —de.

=aes Ve =aey, (4.2)

En el resto de la tesis (M, g) es una superficie riemanniana orientable con
estructura espinorial dada y haz de espinores X M.

Ademas, en los enunciados de los siguientes teoremas usamos la misma
notacion que introdujimos en la Seccion 3.3 para escribir las condiciones de
compatibilidad que recordamos a continuacién. Existen campos tangentes
T, € TM, funciones v; € C*°(M) que satisfacen

<Ti, Tj> — Vi = 51'51']'7

VT = > ael (X, TYTy + v;S(X)
1<i,k<3

dvj(X) = Y el (X, Tyu — (X, Ty), 1<j<3,
1<4,k<3

donde S(X) = B*(X,N), (X, T;) = (B(X,T;),N) y ¢; = £1, para toda
i,7,k € {1,2,3}.

Teorema 4.0.1. Si M es simplemente conexa, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Eziste v € T(XM) tal que [ F]? — [P =1y
V.= %S(X) - ST ) w0 b, (44)

para toda X € TM yw = € - €2, donde (€1, €2) es una base ortonormal
positivamente orientada de T M.

2. Eriste una inmersion isométrica de M en H? x R_ con operador de
forma S.

Demostracion. Nuestro objetivo es probar que la existencia de una solucion
para la ecuacién (4.4) es equivalente a la existencia de una solucién para la
ecuacién (3.32) y de esa manera usar el Teorema 3.3.1 para concluir.
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Sabemos por el Lema B.0.1 que el bivector que representa a I'(X) es

D(X) = 3 ler P(X)(er) + e T(X)(ea) — 5 T(X)(e),

para (e, s, €3) base ortonormal de g7.
Por (4.1) tenemos que
[(X)(e1) = —a(X, e)ey, T(X)(en) = (X, en)e; vy T'(X)(e3) =0,

y por lo tanto
I(X) = —a(X, ey)e; - €.

Recordemos que ¢, = Ty, + ;N para T, € TM y N € I'(E) con (N, N) = —1,
ademas e, - e, - €3 = w - N. Asi que,

[(X) = —alX e)e; -6
= —afX,ey)€; €5 €3 €3
= —a(X,Th)w- N - (T3 + v3N)
= —a(X,To)(—=N - T3+ v3) - w.

Aplicamos a la ecuacién (4.4) el isomorfismo de la Proposicion 3.4.9 y del
Lema 3.4.11, tenemos que

%F(X) St = (—%a(X, To)(iTs +v3) - w - 1/1)*-

Por lo tanto, si ¢ := ¢*, la ecuacion

es equivalente a
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Al ser las demostraciones de los Teoremas 4.0.2 y 4.0.3 analogas a la del
Teorema 4.0.1 omitiremos algunos detalles.

Teorema 4.0.2. Si M es simplemente conexa, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Eziste v € T(XM) tal que |[Y+|? — [~ |* =
i .

Vi =55X) ¥+ 5 <X 1) (T +1a) - w9, (4.5)
para toda X € TM y w = € - €3, donde (€1, €2) es una base ortonormal
positivamente orientada de T M .

2. Eriste una inmersion isométrica de M en R x S? con operador de forma

S.

Demostracion. Usando la expresién para I'(X) y los términos en (4.2) tenemos
que para R x S?

I(X)(e)) = a(X,e)es, T(X)(e) =0 y D(X)(e3) = (X, e)ey,
y por lo tanto
['(X) = a(X, e1)e; - €5
Tomando e, = T, + v N y w como en la prueba del teorema anterior
[(X) = a{X,e)e; e
= —a(X,ep)e; ey
= Oé<X T1>(JJ N - (TQ—I—I/QN)

= Oé<X T1> (—T2+V2N)'
= (X, T1)(—N -Tr+ 1) - w

Y aplicando el isomorfismo de la Proposicién 3.4.9 a la ecuacion (4.5) tenemos
por un lado que

—%iej- B(X,e) - 0" —(; <X>-w)*

y por otro

*

~I'(X) -y = (%a(X, ) (T +1vs) - w - ¢)
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Por lo tanto, si ¢ := 1*, entonces la ecuacion

= ——Zeg (X,ej) o+ -I(X) ¢
es equivalente a la ecuacién

vxl/) == %S(X) . ’QD -+ %Q/(X,TO(ZTQ + VQ) W @Z)

O

Teorema 4.0.3. Si M es simplemente conexa, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Eziste ¢ € T(XM) tal que [ F|? — [~ ]2 =1y

Vit = SS(X) U+ ST+ m) w0 b, (46)

para toda X € TM y w = € - €3, donde (€1, €2) es una base ortonormal
positivamente orientada de T M ..

2. Eriste una inmersidn isométrica de M en R x H? con operador de forma

S.

Demostracion. Usando la expresién para I'(X) y los términos en (4.3) tenemos
que para R x H?

D(X)(e;) = 6(X,e3)es, T(X)(ey) =0 vy T'(X)(e3) = (X, e3)ey,

y por lo tanto
['(X) = 6(X, e5)e; - €3.

Tomando ¢, = T, + /N y w como en los teoremas anteriores encontramos
que en R x H?

['(X) = —a(X,T3) (=N - Ty + 15) - w

Ademds, aplicando el isomorfismo * a la ecuacién (4.6) se obtiene que

%Z B(X, e5) - 4" = (%S(X)-w)*
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%F(X) St = (%a(X, T3)(iTy + v) - w - ¢) :

Por lo tanto, si ¢ := ¢* tenemos que la ecuacion

2
1 1
Vg =-3 E lej'B(X>€j)'90+§F(X)'90
J:

es equivalente a la ecuacion

Vil = 500 0+ S T+ ) w0 v
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Capitulo 5

Teorema de inmersion en el
espacio de Sitter S?

El espacio de Sitter de dimensién 3 es una hipersuperficie lorentziana de R'3
con curvatura seccional constante 1 que estd determinada por una cuadrica:

S = {(21, 72, v3, 74) € RY? 1 —2] + 25 + 75 + 25 = 1}. (5.1)

Observemos que para cada p € S} el espacio tangente en dicho punto es
perpendicular a p, de aqui se sigue que la aplicacién de Gauss de la inmersién
de S? en R1? es la identidad y por lo tanto el operador de forma estd dado
por S,(h) = —h, para toda h € T,S3.

La idea para caracterizar las inmersiones de superficies en S? es considerar
a esta tltima inmersa en RY® y tomar un campo de espinores paralelo no
nulo en el haz de espinores de R3 cuya derivada respecto de la conexién del
haz de espinores del espacio de Sitter tendra una expresiéon sencilla. En otras
palabras, si ¢ € XRY3 es un campo de espinores no nulo tal que VE‘}?’?’@ =0,
entonces su restriccién a S satisface que

3
wsd 1
vX Soz_izgjej'B(Xaej)'gp7 €j:g<€j,€j)::|:1, (52)
j=1
donde B denota la segunda forma fundamental de la inmersién del espacio

de Sitter en Minkowski.

Ahora, si 7 es el campo normal a S} en RY3 tenemos la siguiente expresion
para (5.2)
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ns3

3
1
Vx'e = _§Z€j€j‘<B(X,€j>ﬂ7>'fi'90
=1

3
1
= —525-:]-@]- (S(X),e))n - ¢
j=1

1
= —55X) e
1

= §X 1. (5.3)

De la ecuacién (5.3) y de la ecuaciéon de Gauss espinorial (2.6) podemos
concluir que, si M estd isométricamente inmersa en el espacio de Sitter,
entonces existe una seccién no nula ¢ € I'(XS?) tal que

2

1 1
Vxp=—5> ¢ BX,e) o+ X (5.4)

j=1
para todo X € T'M y B la segunda forma fundamental de la inmersién de M
en S

Sean M una superficie riemanniana orientada y £ — M el haz vectorial

trivial M x R con métrica —dv? en cada fibra. Denotamos por Q,,; vy Qg las
respectivas estructuras espinoriales de M y F.

Identificamos al espacio de Minkowski 4-dimensional R%® con el espacio

RY2 @ Rey, donde ey es el tltimo vector de la base ortonormal estdndar de
R13,

Usando la aplicacién Spin(0,2) x Spin(1,0) — Spin(1,2) C Spin(1,3) dada
por (g1, g2) — g192 definimos p como sigue

p: Spin(0,2) x Spin(1,0) — GI(Cly3)

0(91792)1011,3 —  Clis

(91,02) — v g1g2 - 0,

Y para QQ = Q,; X @ definimos el siguiente haz vectorial sobre M

Y= 52 Xp Cll’g. (55)
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Definimos el haz de espinores unitarios

US = Q x, Spin(1,3), (5.6)
que esta contenido en X.

Denotamos por v al elemento en Cly := Q) X 44 Cly 3 que satisface que sus

coordenadas en cualquier marco s de @) son ey, es decir, v = [s, e4].

Observacién 5.0.1. Si V es la derivada covariante en el haz Q@ X 49 Cliz y
v es como arriba, entonces Vv = 0.

De hecho, localmente se tiene que v = [g, e4], para s:U C M — Q seccién
de @. De la definicién en (2.2) se sigue que para « la forma de conexién de
QyXeTM

Vxv =[s,des(X) + Ad,(a(5,(X))(es)] = 0,

pues e, es constante y a(s,(X)) € A2RY? C Cly,, de donde se sigue que
Ad,(a(5.(X))(es) = 0.

Teorema 5.0.2. Supongamos adicionalmente que M es simplemente coneza,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Eziste p € UY que satisface
1 g 1
VX(,D:—§Z€j'B(X,€j)'§O+§X'V'Q0, (57)

j=1
para toda X € TM.

2. Eziste una inmersion isométrica de M en S} con haz normal E y
sequnda forma fundamental B.

Mids aiin, F: M — S} estd dada por
F={lv-p.0) 5.9

Demostracion. Supongamos que existe ¢ € I'(UX) que satisface la ecuacién
(5.7), primero vamos a probar que F' como se define en (5.8) estd contenida en
el espacio de Sitter. Por definicién, F' = 7[¢][v][¢] y dado que [p] € Spin(1,3)
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y [v] € RY3 tenemos que F = Ad([p]1)([v]). Como Ad([p]™!) € SO(1,3) y
[v] es unitario podemos concluir que Ad([p]~!)([v]) € S3.

Para probar 1 = 2 usaremos los dos lemas siguientes.

Lema 5.0.3. Si ¢ € UY satisface la ecuacion (5.7) y F: M — S? es como
n (5.8), entonces

dF(X) = (X - ¢, 90)),

para toda X € TM.

Demostracion. De la Observacion 5.0.1 se tiene que Vxv = 0 y de la com-
patibilidad de ((, )) con la conexidn se sigue que

dF(X) = ({(v-Vxp,0)) + (V- ¢, Vxp))
= (id + 7)({v - szo ©))

s Ze]- (X.e5) .00+ glid + (- X v 0,0)).

Por un lado

Z B(X,¢;) Z Tle B(X, e))lly]

y por lo tanto
2
v e BXoe) = > rlellles)[BX el
: ]:1

de donde se concluye que el primer sumando en la expresién para dF(X) es
cero.

Por otra parte, comov- X -v =X

Sd T X voggl) = Lid+r)((X - p.0)
= (X p,0)),

lo cual termina la demostracion. O

Proposicién 5.0.4. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:
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1. F: M — S} es una isometria.

2. La aplicacion
bp: E — TS}
X eEn — (F(m), (X9 ¢))
es un isomorfismo entre E y el haz normal de la inmersion F que

preserva la métrica y que identifica a B con la sequnda forma funda-
mental de F'.

Demostracion. Omitiremos las pruebas de que F' es una isometria y que &5
es un isomorfismo entre E y el haz normal de la inmersién F' que preserva la
métrica, pues estas son similares a la demostracion de la Proposicion 3.3.5.

Veamos ahora que B es efectivamente la segunda forma fundamental de la
inmersién, es decir, si NM denota al haz normal y BY : TM x TM —s NM
a la segunda forma fundamental de la inmersion, entonces

Sean XY € I'(T'M) de manera que VX = 0 = VY en un punto, por

definicion
B (dF(X),dF(Y)) = (9x{(Y - @,0))". (5.9)

Usando que ¢ € UY es solucién de (5.7) tenemos que
Ox((Y-0,0)) = (Y Vxp,0) + (Y -9, Vxp))
= (d+7)((Y - Vxp,9)

- _%(¢d+7)<(Y : Zej -B(X,¢5) - ¢,9))
+%<¢d+ Y X v ,0)).

Ademas, en la prueba de la Proposicién 3.3.4 en (3.40) encontramos que

2

ST Y6 B(Xe) o0 = {BIXY)0.0)

=1

Para terminar la prueba es suficiente verificar que 1 (id +7)((Y - X -v - ¢, ¢))
no tiene parte normal. Si X =", xxep vy Y =) . y;e;, entonces

(Y- X-v-p,0) = Zyiwﬂ[sa][ei]-[ek]-[V]~[¢]—Zykwk7[¢]-[V][w]

itk
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y por lo tanto

Y- X vep) = = yapr(ellel] - e - V][] = > weanrle] - V][],
ik i=k

de donde se sigue que
S+ DY X v = =Y panrlel - ¢l

que no tiene componentes en F pues si IV es una seccion de F, se puede probar
como se hace en la demostracion de la Proposicién 3.3.5 que (((N -, ¢)), ((v-
©,9))) = ([N],[v]) y concluir usando que [N] y [v] = e4 son ortogonales. [

Ahora, supongamos que M estd inmersa isométricamente en S? C R!3 y

consideremos la seccién ¢ € XRY3|,, dada por ¢ = [s,1¢; , 4], dicha seccién
ol

estda en UX y de acuerdo a lo expuesto al inicio del capitulo satisface la

ecuacién ,

1 1
Vxp=—5D ¢ BX.e)) o+ 5X v g

Jj=1

para v seccién de Clyx, con [v] = ey. O
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Capitulo 6

Teorema de inmersion en el
espacio anti de Sitter H%

Aqui vamos a considerar que el espacio anti de Sitter de dimensién 3 es la
hipersuperficie en R?? que tiene curvatura seccional constante —1 y esté
determinada por la cuddrica

H:I) = {(x1,$2,$3,$4) € RQ’Q : —:L‘% — ng _|_l»§ +xi — _1}

Observemos que para cada p € H el espacio tangente en dicho punto es
perpendicular a p, de aqui se sigue que la aplicacion de Gauss de la inmersion
de H3 en R?? es la identidad y por lo tanto el operador de forma es S,(h) = —h
para toda h € T,H;.

Dado que H? estd inmersa en R*? podemos tomar un campo de espinores
paralelo no nulo en el haz de espinores de R*? y usar la ecuacién de Gauss
espinorial (2.6) para obtener una expresion sencilla de la derivada de dicho
campo respecto de la conexion del haz de espinores del espacio anti de Sitter,
en otras palabras, si ¢ € YR?? es un campo de espinores no nulo tal que
V¥ = 0, entonces su restriccién a H? satisface

3
SH3 1
VX @Z—gZSjej-B(X,ej)-gp, (61)
j=1

donde B denota la segunda forma fundamental de la inmersién del espacio
anti de Sitter en R*2.
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Si 7 es el campo normal a H en R*?, entonces la ecuacién (6.1) se ve como

SH3

3
1
Vite = =33 e (H(B(X.e)mm) ¢
j=1

1 3
= 3 D i (S(X),em -
j=1

1
= 55 (X)-m-e
1
= —§X -n . (6.2)
Se concluye de la ecuacién (6.2) y de la ecuacién de Gauss espinorial (2.6)
que si M estd isométricamente inmersa en el espacio anti de Sitter entonces
existe ¢ € XH3|y no nulo y que satisface la ecuacién

1 2

1
szOZ—§Z€j'B(X7€j)'90—§X‘77'% (6.3)

j=1
para todo X € T'M, donde B es la segunda forma fundamenta de la inmersién
de M en M.
Sean M una superficie riemanniana orientada y £ — M el haz vectorial

tirvial M x R con métrica —dv? en cada fibra. Denotamos por Q,; v Qp a
las respectivas estructuras espinoriales de M y E.

Identificamos al espacio R?>? con Re; @ R'2, donde e; es el primer vector de
la base ortonormal estandar de R*?, es decir (e1,e;) = —1 y RY? se identifica
con el espacio generado por el resto de la base (es, e3, e4).Usando la aplicacién
Spin(0,2) x Spin(1,0) — Spin(1,2) C Spin(2,2) dada por (g1, g2) — 9162
definimos p como sigue

p:Spin(0,2) x Spin(1,0) — GI(Clsyp)

0(91792) : Cl2,2 — C12,2

(91,02) — v g1g2 - 0,

Para é = g) M XM 62 p definimos el siguiente haz vectorial sobre M
Y= 62 Xp Cl272. (64)

Luego, definimos el haz de espinores unitarios

US = Q x, Spin(2,2), (6.5)
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estd contenido en X.

Denotamos por v al elemento en () X 44Cly 2 que satisface que sus coordenadas

en cualquier marco s de @ son ey, es decir, v = [s, e1].

La prueba del siguiente teorema es analoga a la demostracién del Teorema
5.0.2 y es por ello que la omitiremos.

Teorema 6.0.1. Supongamos adicionalmente que M es simplemente coneza,
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Eziste p € UY que satisface

ngOZ—

2

1
Do BX.e)) o - 5X v, (6.6)
j=1

para toda X € TM.

2. Eziste una inmersién isométrica de M en H} con haz normal E y
sequnda forma fundamental B.

Mids aiin, F: M — H3 estd dada por
F={v-¢9)

En el teorema anterior se caracterizan las inmersiones de superficies en el
espacio anti de Sitter visto como cuddrica en R%2, mientras que al final del
capitulo 8 en el Teorema 8.0.4 las caracterizamos usando el modelo como
grupo de dicho espacio.
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Capitulo 7

Inmersiones en R_ x S?

Sabemos desde el primer capitulo que el espacio producto R_ x S? no es un
grupo de Lie y es por ello que para caracterizar las inmersiones en tal espacio
no podemos aplicar el Teorema 3.3.1. En cambio, R_ x S? est4 inmerso en
una variedad lorentziana mas sencilla lo cual nos permitird caracterizar sus
inmersiones.

En efecto, R_ x S? estd inmersa de la siguiente manera en R%? con la métrica
inducida

R_ x S§* = {(t, 21,29, 23) : ]+ 25 +15 =1} CR"Y.

Veremos mas adelante que considerar dicha inmersién es 1til porque nos
permitird tratar a R_ x S? de manera similar a como hicimos con los espacios
de Sitter y anti de Sitter.

Usando la ecuacién global de esta variedad podemos probar que su aplicacion
de Gauss es N : R_ x §* — S?, (t,p) — p y por lo tanto el operador de
forma es S ) (h) = —m2(h), donde h € T;R_ @ T,S* y 73 es la proyeccién de
TupR_ x S* sobre T,S%.

Para caracterizar las inmersiones de superficies en R_ x S? usaremos que
dicha variedad est4 inmersa R'® de manera que podemos tomar un campo
de espinores paralelo no nulo en el haz de espinores de R'? y asf obtener
una expresion sencilla para su derivada respecto de la conexion del haz de
espinores en R_ x S?, de manera concreta, el campo de espinores ¢ = Lo,

es paralelo respecto de V*®"’ y gracias a (2.6) satisface la ecuacién

3
2 1
ViR’XS o= —§Z€jej-B(X,ej)-cp, (7.1)
j=1
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para toda X € T;R_ & T,S? donde B denota la segunda forma fundamental
de la inmersién de la variedad producto en el espacio de Minkowski.

Si N es el campo normal a R_ x S* en R>? entonces (7.1) tiene la siguiente
expresion

1
j=1

1 3
= —3 D i (S(X),e)N -
j=1

1
= —55(X)-No
1
= 5% Ne, (7.2)
para toda X € TR_ x S? y X, la proyeccién de X en T'S?.
De las ecuaciones (2.6) y (7.2) concluimos que para una superficie isométricamente

inmersa en el espacio de Sitter y ¢ € XR'|;; con las caracteristicas que
mencionamos antes se tiene que

1
VX@_——Ze] (X.e) ¢+ X0 Nog, (7.3)

para todo X € T'M, donde B es la segunda forma fundamental de la inmersion
de M en R_ x S%
Sean M una superficie riemanniana orientada y £ — M el haz vectorial

trivial M x R con métrica —dv? en cada fibra. Digamos que Q My Q p son las
estructuras espinoriales de M y E, respectivamente. Sea B : TM xTM — E
una forma bilineal simétrica.

Usando la aplicacién Spin(0,2) x Spin(1,0) — Spin(1,2) C Spin(1, 3) dada
por (g1, g2) — g192 definimos p como sigue

p:Spin(0,2) x Spin(1,0) — GI(Cly3)
Cl173 — Cl173

(91, 92) — plong) s T

Para C} = C}M X v EQE el haz principal de grupo Spin(0,2) x Spin(1,0)
consideramos el siguiente haz vectorial sobre M

Y= CNQ Xp Cll,g. (74)
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Identificamos al espacio de Minkowski 4-dimensional R'3 con RY? & Rey,
donde e, es el tltimo vector de la base ortonormal estandar de R'3.

Luego, el haz de espinores unitarios

Uy = CNQ X, Spin(1,3), (7.5)
estd contenido en Y.

Denotamos por v al elemento en @) X 44C1; 3 que satisface que sus coordenadas
en cualquier marco s de @ son ey, es decir, v = [g, eq].

Definimos el operador lineal simétrico S : TM — T'M como el inico que
satisface (S(X),Y) = (B(X,Y),N) para toda X,Y € TM y N seccién
unitaria de E. Supongamos ademads que existen T' € I'(TM) y f € C>*(M)
que satisfacen

ITI? = f>= -1 (7.6)
VT = £S(X) (7.7)
df (X) = (S(X),T). (7.8)

Tomamos eg =T + fN que de acuerdo a (7.6) tiene norma —1.

Lema 7.0.1. Si M es simplemente conexa y T € I'(T'M) satisface las ecua-
ciones anteriores, entonces existe n: M — R tal que dn(X) = —(X,T).

Demostracion. Como M es simplemente conexa es suficiente probar que la
1-forma B(X) = (X,T) es cerrada. En efecto, para todo X,Y € I'(T'M)
tenemos que

dﬁ(X>Y> = X'ﬂ(Y)_Y-ﬁ<X)_B([X7Y])
= (VxV,T) + (Y, VxT) = (Vy X,T) — (X, VyT) = (X, Y], T)
= (Y, fS(X)) = (X, fS(Y))
= 0.

]

Teorema 7.0.2. Si M es simplemente conexa yn: M — R es la funcion
diferenciable del Lema 7.0.1, entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
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1. Existe o € UX tal que

2
1 1
VX(,O:—§Zlej'B(X,€j)'<,0+§X0'l/'g0, (79)
J:

para toda X € TM y Xo = X + (X, eg)ep.

2. Existe una inmersion isométrica F de M en R_ x S? con haz normal
E y sequnda forma fundamental B.

Mds aiin, F': M — R_ x S? estd dada por

F=n{{eo- ¢, 0)) + (V- 0,9)). (7.10)

Lema 7.0.3. Si F' : M — R_ x S? se define como en (7.10), entonces
dF(X) = ((X - p,)), para toda X € TM.

Demostracion. De la definicién de F'y de las propiedades de ({ , )) se sigue
que

dF(X) = dn(X){(eo -, ¢)) + (id +T){(V- Vxp,0))
+n(((Vxeo - @, 0)) + (id+7){(e0 - Vxp, 9))).

Por hipétesis dn(X) = —(X,T) = —(X, eg) y usando un argumento similar
al de la demostracion del Lema 5.0.3 tenemos que

(id +7)((v - Vxp,9)) = ({(Xo - ¢, 0)).

De lo anterior se sigue que

dF(X) = —(X,eq)({eo- @, ) + ({(Xo- @, ) +
+ n(((Vxeo - ¢, 9)) + (id + 7)({eo - Vxip,9))),

— (X, e0) ({0 - @, ) + ({(Xo -, 0)) = ({(X -9, 9)),

resta probar que

n(((Vxeo - ¢, 9)) + (id +7)({eo - Vxp, 9))) = 0. (7.11)
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Usando la expresion que obtuvimos en (3.40) y en analogia con la demostracién
del Lema 5.0.3 encontramos que

(id+7)({eo - Vxip,0)) = (id+7)((T - Vxp,0))+ (id+1)(fN-Vxp,p)
= (BX,T)-9,0) + (id+7){((fN - Vxp, p)(7.12)

luego, dado que ¢ satisface la ecuacién (7.9) tenemos que

(id + TN -V, @) = Slid + N - (= D6 BX ) -0+ Ko v+ ),0)).

Jj=1

En la expresion anterior tenemos por un lado que

SN B e = ~LSN g (B NN
= LB ) N
= Ism e
por lo tanto
IV (T B e o) = ~Lust0 g0
y
In. S | _
HEN (e B e) o)) = ~L(S00 -0

de manera que

%(id+7)<(fN-(—Zej - B(X,¢5) - ¢),9)) = = f{(S(X) - p,9))  (7.13)

En tanto que

TN - Xo-v-p,0)) =N -Xo-v-9,9))
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y consecuentemente

S+ TN - Xo- v p,6)) =0 (7.14)

Gracias a (7.12), (7.13) y (7.14)
(id +7){{eo - Vxp,0)) = ((BIX,T)-9,0) = F{{S(X) -9, 9)).

Finalmente, las ecuaciones (7.7) y (7.8) implican que
Vxeo = fS(X)+(5(X),T)N
= fS(X) - BX,T),
con lo que se puede concluir que

((Vxeo -, ) + (id + 7)({eo - Vxp,¢)) =0,

es decir, la igualdad (7.11) es verdadera y esto concluye la prueba. O

Demostracion del Teorema 7.0.2. Supongamos que existe ¢ € I'(UX) que
satisface (7.9). Gracias a (7.11) tenemos que dx((eg - ¢, )) = 0 para todo
X € TM y por lo tanto ({eg- ¢, ¢)) es constante y se puede identificar después
de aplicar una transformacion rigida con e; que es el primer elemento de la
base canénica de R,

Probemos que ((v - ¢, p)) € S%: por definicién ((v - ¢, p)) = Ad([e]™1)([v])
v [o]™! € Spin(1,3) asi que ((v - ¢, p)) tiene norma 1, ademas ((v - ¢, p)) ¥
{{eg -, @) = e1 son ortogonales lo que implica que ((v - ¢, ¢)) € S% De lo
anterior concluimos que F(M) C R_ x S%

Luego, consecuencia del Lema 7.0.3 tenemos que dF(X) = ((X - ¢,¢)) y
podemos replicar los argumentos en la demostracién de la Proposicién 5.0.4
para obtener que F : M — R_ x S? es una isometria y més ain que

dp:F — T(R_ xS?)
XeE, — (F(m),(X -9 ¢)))

identifica al haz E con el haz normal de F(M) en R_ x S? y que B es la
segunda forma fundamental de F' o en otras palabras que

Bp(dF(X),dF(Y)) = (B(X,Y) - ¢.¢)),
para Bp la segunda forma fundamental de la inmersion.

La parte (2 = 1) de la demostracién es consecuencia de lo que se explica
en el capitulo hasta la ecuacién (7.3). O
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Capitulo 8

Inmersiones en espacios L(/{, 7')

En analogia con los espacios riemannianos homogéneos E(x, 7) (ver [11] y
[21]) tenemos los espacios homogéneos lorentzianos 3-dimensionales L(k, 7)
que son fibraciones pseudo-riemannianas L(x,7) — M?(x) donde M?(k) es
una superficie riemanniana de curvatura seccional constante k, las fibras
de la proyeccion son las curvas integrales de un campo de Killing unitario
(completo) de tipo tiempo & sobre el espacio total y 7 conocida como la
curvatura del haz, se define como el tnico real que satisface

Vxé=—-7X x¢&, (8.1)
para todo X tangente a L(k,7), donde x denota el producto vectorial en
L(k, 7).

Una descripciéon mas precisa para dichos espacios es la siguiente. Para k € R
consideramos

1
L+ 5@ +¢%)

V::{(x,y,z)E]R3:1+§(x2—|—y2)>0} y A=

El espacio L(k, ) es la variedad lorentziana

L(k,7) = (V, N(d2® + dy®) — (tMydz — zdy) + dz)?).

K

- entonces

Con tal representacién de L(k, ) podemos ver que si o =

E; = X Ycos(02)0, + sen(c2)d,) + T(zsen(oz) — ycos(c2))0,
Ey, = M '(—sen(02)0, + cos(02)d,) + T(zcos(0z) — ysen(c2))0,
E3 - 82
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es un marco ortonormal, de hecho (Ey, E1) = (Fy, Fy) = 1 = —(FE3, E3) y
<Ei, E]> =0sit 7é j, ademas E1 X E2 = —Eg, Eg X E3 = El, El X E3 = —EQ.
Luego, si definimos I'}; = <in E;, E}), entonces

I3 =Th=7=-T}=-Ty (82)

2, =c+7=-T,.

De lo anterior se sigue que

[El, EQ] = 27'E3, [EQ, Eg] = O'El, [E3, El] = O'EQ. (83)

La siguiente tabla contiene a los espacios L(k,T) que se obtienen para los
distintos valores de Kk y 7.

Kk <0 k=0 k>0
T=0|H(r) xR_| L* |S*k)xR_
T#0 SL} Nily | Sherger

Cabe mencionar que si k+472 = 0 entonces L(k, 7) es el espacio de Minkowski

L? (con k =7 = 0) o el espacio anti de Sitter H?(k) (que en la tabla es é\L/%)
Es importante decir también que el espacio de Sitter S? no admite un campo
de Killing unitario por lo que no puede ser un espacio L(k, 7).

En lo que sigue vamos a caracterizar la inmersion de una superficie riemanniana
en un espacio homogéneo lorentziano dado L(k,7) con 7 # 0 y L(k, T) con
estructura de grupo, como se hizo en [4] para los espacios E(k, 7).

El dlgrebra de Lie de L(k,7) es g = R3 con el corchete descrito en la base
candnica como

[e7, €3] = 27es, [e5, e8] = o€l [eg, ef] = o, (8.4)

K o L4 : . o ,0 L0

y 0 = 5=. La métrica en g es la métrica invariante para la cual (ef, €3, 3) es
] o\ __ o o\ __ — o o

ortogonal y (ef, e7) = (€3, €5) =1 = —(e§, €5).

Para todo X, Y € g la conexién de Levi-Civita es

DX)Y =(—7X — (X, e3) (0 + 27)e3) X Y. (8.5)

Sean M una superficie Riemanniana y S : T'M — T'M un operador simétrico.
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Supongamos que existen 7' € ['(TM) y v € C*(M,R) tales que

TP —v*=—1, (8.6)
V. T = v(S(X)+7J(X)), (8.7)
dv(X) = (S(X) + 7J(X),T), (8.8)

para todo X € TM, con J : TM — T'M que denota la rotacion de angulo 7
en los planos tangentes.

Teorema 8.0.1. Si M es simplemente conexa, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Erziste ¢y € T(SM) tal que [T — [~ ]2P=1y
Vo= £8(X) - — (X + (X, T)(0 + 2T +v) -, (89)

para toda X € TM, donde w = €1 - €3 y (€1, €2) es una base ortonormal
positivamente orientada de M.

2. Ezxiste una inmersion isométrica de M en IL(k,T) con operador de forma

S.

Demostracion. Consideremos el haz trivial £ = NR | donde N es una seccién
que satisface (N, N) = —1 . El haz TM @ E es entonces de rango 3 y se
asume que estd orientado por la orientacién que inducen T'M y E. Tomamos
la métrica producto en el haz. Ademds usaremos X para denotar el producto
vectorial en las fibras.

Sea e; = T+ vN que satisface que f(e;) = ef. Gracias a que f es una
isometria que preserva orientacién tenemos que f(X xY) = f(X) x f(Y)
para todo X, Y € TM & E y ademés (f(X),e3) = (X, e5), por lo tanto se
sigue de (8.5) y de la condicién (3.29) que para todo X,Y € TM @& E se
cumple que

FX)Y) = (—7X — (X,e5)(0 +27)e;) X Y. (8.10)
Definiendo B : TM x TM — E y su adjunta B* : TM x E — T'M por

BX,Y) = —~(S(X),YIN vy B(X,N)=8(X)  (8.11)
para toda X,Y € T'M, las ecuaciones (8.7) y (8.8) son equivalentes a

Vies =T(X)(es) — B(X, e5) + B' (X, ¢3), (8.12)
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para toda X € T'M, donde V es la suma de la conexién de Levi-Civita sobre
TM y de la conexién trivial sobre F, en otras palabras, es la ecuacién (3.30)
para Z = es.

La demostracion del teorema seré consecuencia de los siguientes lemas.

Lema 8.0.2. Para todo X € TM, la funcién lineal T'(X) : TM & E —
TM & E que se define en (3.28) se representa por el siguiente bivector

NX)=—(X -N+(c+27)(X,T)(T-N+v)) w.
Demostracion. Si ey, e, € I'(T'M @ E) son tales que (e, €5, €3) es una base

ortonormal de T'M @ E se sigue entonces del Apéndice B que la aplicacion
antisimétrica I'(X) estd representada por el bivector

D(X) = ey T(X)(er) + e T(X)(es) 5 - T(X)(es))

Usando los valores para I'; en (8.2) se obtiene

M(X)(e) = ~7(Xe)es — (047X, es)es
P(X)(e) = 7(X,e)ey + (0 +7)(X g)en,
['(X)(e5) = —7X xeg

y por lo tanto

LX) = 5 (reg - (X ex)ey — (X, er)en) — 20+ THX,eg)er e + 7y X %)

usando que (X, ey)e; — (X, e;)e, = X X e; podemos reducir la expresion
anterior para obtener

I(X)=7e;- X xeg— (X, e3) (04 7)ey - e, (8.13)
Recordemos que e; =T + vN y que v = —(es, N, por lo tanto

(X,e3)(0+T)e; - e y€3) (0 +T)e ey €3 €5
Yo+ T)w-N-(T+vN)
Yo+ T)N- (=T +vN) w
)( )

o+7)(T-N+v)- w,

donde w = ¢; - &5 para (g1, £2) base ortonormal positivamente orientada de
TM.
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El otro término de la ecuacién es

e X xey = (X,e)eye3— (X ep)e; - ey
= —((X,ep)er + (X e)er)e; - €5 €5

—(X + (X, §3>§3)§1 "€y E3
— (X +(X.T)T+vN))-w-N
(X N+ (X,T)T-N +1)) - w.

Sustituyendo estas expresiones en (8.13) obtenemos lo que queriamos. ]

Lema 8.0.3. Un campo de espinores ¢ € I'(UX) solucion de (3.11) es
equivalente a un campo de espinores ) € XM solucion de (8.9).

Demostracion. Recordemos la identificacion ¢ € I'(XM) — ¢* € I'(X) de
la Proposicién 3.4.9 que satisface lo siguiente

(Vi) =V, ¢
(X ‘M ¢)* =iN- X -¢7,

para toda X € TM.

Sea 1) € T'(XM) que satisface la ecuacion

Vyth = %S(X) - %@TX (X, TY (o + 20) T + 1)) - w - 0,

aplicando el isomorfismo (3.46) a ambos lados de la ecuacién anterior tenemos
como ya vimos en el Lema 3.4.11 que

En tanto que

Yy
(0 + 20X, TV(T +v) - w- ) = (0+20)(X, TY@EN -T+v) - (w- )’



Por lo tanto la nueva ecuacion es

2

1 1
Vi =— > e B(X, €)Y =5 (TX - N+ (0 +20) (X, T)T - N +v))wy".
j=1
(8.14)
Finalmente, usando el Lema 8.0.2 y poniendo ¢ := 1* tenemos que las
ecuaciones (8.14) y (3.11) son equivalentes. O
O

Aplicando el teorema anterior vamos a caracterizar las inmersiones en el
espacio anti de Sitter con la siguiente estructura de grupo lorentziano.

El modelo del espacio anti de Sitter como grupo es el conjunto

sut={( 29 ) em© s -l = -1}

que con el producto de matrices tiene estructura de grupo de Lie con métrica
lorentziana invariante por la izquierda.

El dlgebra de Lie de SU; es

GLl;:{(Z:\ “ ):ae(C,)\eR},
a —i\

y se puede verificar que para la base

0 1 0 —i 1 0
E1_<10)7E2_<Z O)7E3_(0_Z)a

el corchete de Lie es
[ElaEZ] = 2E37 [E27E3] = _2E17 [E37E1} = _2E27

y la métrica con la cual dotaremos al grupo es la que satisface (E;, E;) = 0 si
i #jy (Ei, Ey) = (Ey, Ey) =1 =—(F3,E3).

De acuerdo a [21], el espacio L(k, T) con k + 472 = 0 coincide con el espacio
anti de Sitter y por lo tanto podemos obtener del Teorema 8.0.1 un resultado
para representar superficies en SU;.
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Sean M una superficie riemanniana orientada y .S : M — T'M un operador
simétrico. Supongamos que existen T' € I'(T'M) y v € C*°(M) tales que

T)? = v]* = -1, (8.15)
VT = v(S(X) + J(X)), (8.16)
(8.17)

dv(X) = (S(X)+7J(X),T), (8.18)

para todo X € TM, con J : TM — T M que denota la rotacién de angulo
en los planos tangentes.

Teorema 8.0.4. Si M es simplemente conexa, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Existe 1 € T(SM) tal que |02 — [0~ 2=1y

; 1
V. = %S(X) Y= FiX we, (8.19)
para toda X € TM.

2. Eziste una inmersion isométrica de M en SU} con operador de forma

S.

Demostracion. Como el espacio anti de Sitter es un espacio L(k,7) con
k +47% = 0, el resultado es consecuencia directa del Teorema 8.0.1 poniendo
k=—-4yT1=1. [
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Capitulo 9

Aplicaciones

9.1 Equivalencia entre ecuaciones de Killing
y de Dirac

Sean (M, g) una superficie riemanniana orientada y XM su haz de espinores.

En esta seccién usaremos ( , ) para denotar la parte real del producto
hermitiano en XM y a continuacién enunciamos algunas de sus propiedades
(ver [15]):

Para toda X € T'M y 11,19 secciones de XM se cumple
LoA(X b1, X o) = (4, ¢2) si [ X[ =1,
2. (X -1, b)) = = (U1, X ¢y .
Usando la notacién que se introduce en el Apéndice A tenemos que (¢, 1)) =
[WF P+ [y
Por otro lado, si definimos ¢y = ¢* — 1), entonces 1 y 1 se relacionan como

1e1-e9- Y = E para (eq, e5) marco ortonormal de T'M. De lo anterior se sigue
que

(¥ der- ez v) = (W, 9) = [T — [~ (9-1)

En esta seccién vamos a probar que la ecuaciéon de tipo Killing que caracteriza
las inmersiones de M en los espacios L(k,7) con k + 472 = 0 (ver Teorema
8.0.1) es equivalente a su ecuacién de Dirac asociada, de manera que las
inmersiones también estan caracterizadas por ecuaciones de Dirac.

En lo que sigue H : M — R es una funcién diferenciable y 7 € R.
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9.1. EQUIVALENCIA ENTRE ECUACIONES DE KILLING Y DE DIRAC

Teorema 9.1.1. Euxiste una correspondencia entre los siguientes datos:

1. Una solucidn ¢ € T(XM) con |¢T|> —|v~|? =1 de la ecuacidn de Dirac

Dy = —iH + itw - . (9.2)

2. Un par (¢, S), donde S es un operador simétrico tal que H = %trS y P
es un campo de espinores en XM con |7 |* — |2 = 1 que satisface la
ecuacion

Vit = SS(X) % - TX wov, X €TM 9.3)

Usaremos el siguiente lema para probar el teorema que acabamos de enunciar.

Lema 9.1.2. Si ) es un campo de espinores en XM con [T|> — |~ |2 =1
que ademds satisface la ecuacion

Dy = —iHyY +itw - 1,
entonces el operador S : TM — T M definido por

(S(Y), X) = ﬁ (6 - Fy,0) = ZoCC IV OP) XY €TM, (9.4)

es simétrico y su traza es H = %trs, J denota la rotacion por el dngulo 3 en
los planos tangentes a M.

Demostracion. Sea (eq,e2) una marco ortonormal de T'M, veamos que S es
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9.1. EQUIVALENCIA ENTRE ECUACIONES DE KILLING Y DE DIRAC

simétrico:

(S(e1), e2)

‘ o

ie2 - Vb, ) = Zlea, J(ea)) o)

<

‘[\3_
[N}

ieg €1+ Ve, b, € - )-ZWZ)

<

‘[\3_
[N}

2 (DY = €2+ Vo), 1 ) = [

<

[\

e
e

‘ o

2 (—iHY im0 = e Vo), 4 0) = [0 )

<=

‘[\3_
[\

—rer ¥+ iVet,en ¥) - )

<

‘[\D_
no

ol — Vet 1 0) — Z|uf?)

<

[\

(6
(-
(-
(-
(-
(
(6

‘ o

ier- Verth, ¥) = Zgler, J(e2)|UI?)
2), 1)

% E

o~
—
D

Por otro lado, como ¢g(X, JX) = 0 para toda X € T'M tenemos que la traza

de S es

2

trS = > (S(e;),¢;)

J:l ,
= Zw@j'veﬂ,w
j=1
2
= WP@D%D ;1)

_ &@(_m +irw), ) = 2H,

la ultima igualdad es consecuencia de la segunda propiedad de (, ) que se
menciona al inicio de la seccién, pues implica que ¢ y w son ortogonales. [

Demostracion del Teorema 9.1.1. Sean (eq, e5) un marco ortonormal de 7'M
de manera que Ve; = 0 = Ve, en un punto y ¢ una solucién de (9.3),
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9.1. EQUIVALENCIA ENTRE ECUACIONES DE KILLING Y DE DIRAC

entonces

D = > e;-Vei)

2 4
7j=1
7: 2
= 3 ej - ((S(ej),er)er + (S(ej), ea)ea — 7ej - w) -
j=1
.2
= —%Z<5(€j),€j>¢+i7w'¢
j=1
= —iHy+iTw -,

Ahora, si ¥ es una seccién de XM con [¢pT |2 — |¢~|> = 1 y que satisface la
ecuacion (9.2), entonces es consecuencia de las propiedades que mencionamos
al inicio de la seccién que (ﬁ@b, ﬁﬁ -, ﬁ@g -, ﬁ& - ey - 1)) es una base
ortonormal de ¥ M respecto a ( >, por lo que

Ve = (Ve i)iy + —— (Velw,lel Yyiey -1 (9-5)

!W IW

——(Ve, 0 i€ - )ieg - ) + —=(Ve b ieq - eg - )ieg - eg - 1.

|¢|2 |1/1|2

Vamos a probar que para toda 1 < k£ < 2 se tiene que

<vekw7iel c €2 1/}> =0 y <V61w7iw> = —<Ve2¢,i€1 c €2 ¢>

La primera igualdad es consecuencia de la ecuacion (9.1) pues (1, ie; - ey -
) = [T = [~ =1y por lo tanto e (1), ie; - eg - ) = 0, de esta manera
(Ve 0, ieq-e9-1) = —(1),ieq - e+ V, 1) mientras que gracias a las propiedades
de (, ) tenemos que (1, ieq - €s - Ve, 1) = (Ve 1, i€y - e - ).

Para probar la segunda igualdad usamos que 1 satisface (9.2) y por tanto

(Ve,o,ih) = (iHY + —itey - w - + ey - Ve ibyier - )
= —(DY—ey -V, ie - )
= —(e2- Ve, ier - )
= (Ve ies - e1 - 1)
= —(Ve,1b,ieq - eg - 1).
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9.1. EQUIVALENCIA ENTRE ECUACIONES DE KILLING Y DE DIRAC

De lo anterior tenemos que la expresion para V.1 que se da en (9.5) se
reduce a

1 . . . .
Vell/} = W«Vmwa ey - ¢>Z€1 ' 1/} + <ve1¢)7 €9 - ¢>Z€2 ' ¢)
y de las propiedades del producto hermitiano y del Lema 9.1.2 obtenemos que
Veﬂ/J = W (<Z€1 : Ve1¢7¢>el + <262 : ve1,¢)>¢>e2) ' w

= % ((S(e1), er)er + ({S(e1), e2) + Tg(ez, J(e1)))ez) -

= %S(el)wﬁ——Tel-el-eg-@/)

2
' S(er) ¥~ e ¥
= =S(e1) - — =7ey w1
27 2"
De manera similar se prueba que Vi) = £S(e2) - ¥ — t7es - w - 1. O

Proposicién 9.1.3. Si (M, g) es una superficie simplemente coneza, entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Eziste v € T(XM) con |[¢T)? — [~|? =1 solucion de la ecuacion

Dy = —iH + itw - .

2. Eziste una inmersion isométrica de M en el espacio homogéneo L(k, T),
donde k + 412 = 0 y con curvatura media H.

Demostracion. Se sigue de los Teoremas 8.0.1 y 9.1.1. [

Tomando 7 = 0 = k primero y después 7 = —4, k = 1, obtenemos los
siguientes corolarios.

Corolario 9.1.4. Sean (M, g) una superficie riemannianna orientada y H :
M — R una funcion diferenciable. Entonces existe una correspondencia
entre los siquientes datos:

1. Una solucién ¢ con [ ¥|? — [~ =1 de la ecuacién de Dirac

Dip = —iHip. (9.6)
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9.2. CORRESPONDENCIA ENTRE SUPERFICIES MfNIMAS EN R3 Y
SUPERFICIES MAXIMAS EN R!?2

2. Un par (v, S), donde S es un operador simétrico tal que H = %trS y P
un campo de espinores en S M con [T — ¢ |* = 1 que satisface la
ecuacion

V) = %S(X) 0, X eTM. (9.7)

3. Una inmersién isométrica de M en el espacio de Minkowski R%? con
curvatura media H.

Corolario 9.1.5. Sean (M, g) una superficie riemannianna orientada y H :
M — R una funcion diferenciable. Entonces existe una correspondencia
entre los siquientes datos:

1. Una solucion ¢ con [ *|? — [~ =1 de la ecuaciéon de Dirac

Dy = —iHy + iw - 1. (9.8)

2. Un par (¢, S), donde S es un operador simétrico tal que H = %trS y P
un campo de espinores en XM con [ T|* — ¢~ | = 1 que satisface la
ecuacion

Vit = %S(X) - %X cwe, X €TM. (9.9)

3. Una inmersién isométrica de M en el espacio anti de Sitter H3 con
curvatura media H.

9.2 Correspondencia entre superficies minimas
en R? y superficies maximas en R'?

Gracias a [13] sabemos que la inmersién de una superficie riemanniana en
el espacio euclideano R? con curvatura media cero estd caracterizada por la
existencia de un campo de espinores 1; que satisface lo siguiente

WP+ i P=1 y Dy =0. (9.10)

Por otro lado, de acuerdo al Corolario 9.1.4 la representacién de la superficie
en RY? con curvatura media cero es equivalente a la existencia de un campo
de espinores 15 que cumple que

WP =1 P =1 y Diyp=0. (9.11)
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9.2. CORRESPONDENCIA ENTRE SUPERFICIES MfNIMAS EN R3 Y
SUPERFICIES MAXIMAS EN R!?2

Proposicién 9.2.1. Sean (M, g) una superficie riemanniana, XM su haz de
espinores y XM el haz de espinores de M con cierta métrica que es conforme
a g. La ezistencia de un campo de espinores 1 en XM que satisface (9.10)
es equivalente a que exista un campo de espinores Uy en LM que satisface

(9.11).

Demostracion. Sea 1, un campo de espinores en XM que satisface las ecua-
ciones [ [* + ¢ [* = 1y Dy = 0.

En lo que sigue vamos a utilizar la relaciéon que hay entre haces de espinores
con métricas conformes y su respectivo operador de Dirac, propiedades que
pueden consultarse en [5].

~

Denotamos por QMq a la estructura espinorial de (M,g) y por Q,, a la
. g

estructura espinorial que se induce en (M,g) usando la métrica conforme
7 = ¢, donde ¢ = (|uf [ — 7 22

Para denotar al campo de espinores que corresponde a 1; en (),, usamos
g

y D para denotar al respectivo operador de Dirac.

Se sabe que

D(e 2“dy) = e 2 “Dijy,
y por hipdtesis Dy = 0, asi que

D(e ;) = 0.

Gracias a la definicién de e?* tenemos que la ecuacién de arriba es equivalente
a

_ 1 _
D il =0
<\/|¢1+|2 “ iR )

Y por lo tanto ¢y := 11 es un campo de espinores en XM que

1
5 2=y |2

satisface |15 |2 — |15 | = 1y Dy = 0 que es lo que buscabamos. O

Consecuencia del Lema anterior y de las ecuaciones (9.10) y (9.11) tenemos
el siguiente corolario.

Corolario 9.2.2. FExiste una correspondencia conforme entre superficies
minimas en R® y mdrimas en RY2.
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9.2. CORRESPONDENCIA ENTRE SUPERFICIES MfNIMAS EN R3 Y
SUPERFICIES MAXIMAS EN R!?2

Ambas representaciones, de (M, g) en R? y de (M,g) en RY? con curvatura
media cero tienen formulas tipo Weierstrass; si (®1, @2, ®3) son los datos tipo
Weierstrass para la inmersién de (M, g) en R3, entonces (i®1, i®,, ®3) son los
datos tipo Weierstrass para la inmersién de (M,g) en RY2. A continuacion,
veremos que dicha correspondencia que se expone en [19] coincide con la que
se obtiene del Corolario 9.2.2.

Digamos que z = z + iy son coordenadas isotérmicas de M y f; = ($1, Dy, P3)
es tal que

I = Re / frdz
es la representacién con curvatura media H = 0 de (M, g) en R3.
En el Lema 7.2 de [3] se prueba que si ¢ es el campo de espinores en XM que
caracteriza la inmersién de (M, g) en R? con curvatura media H = 0y p es una

funcién que satisface que g = p?(dz? + dy?), entonces f; se puede recuperar

en terminos de los componentes de 1, en el marco espinorial (i@x, ﬁf)y).

De hecho, si 21 y 25 en C son tales componentes se obtiene que

~

fi=u (@(zf — Eg), zf —|—2§, —22’2122) )

En analogfa con lo que se hace en [3] para R3, en el espacio de Minkowski
también podemos usar que en la Proposicién 3.4.13 se obtiene una férmula
de representacién explicita para encontrar que si Fy : M — RY2 es una
inmersién con curvatura media cero, 1, es un campo de espinores que la
representa y A es una funcién que satisface que g = \?(dx? + dy?), entonces

ngﬁ%e(f};dz) con z=x+1yy

Fo = MrltaleS[tha] — iribalegfi]}, (9.12)

en tal ecuacion [1)s] representa al campo de espinores 1)y en el marco espinorial

(10,,10,), ademds , €9, €3 son los tltimos vectores de la base canénica de

R1’2 C CZLQ.

Lema 9.2.3. Sean 11 y 19 campos de espinores como en la Proposicion 9.2.1

y fa como en (9.12), entonces su expresion en términos de los componentes
de 1 es

f2 = U (<212 — 222), —i(212 + 522), —27/212_2) .
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9.2. CORRESPONDENCIA ENTRE SUPERFICIES MfNIMAS EN R3 Y
SUPERFICIES MAXIMAS EN R!?2

Demostracion. Como antes (M, g) es una superficie riemanniana orientada

y § una métrica conforme a g, que en este caso estad dada por g = e*g con
2 _ (1,2 —12)2

e = (|97 ]* — [vr )%

Usando la notacion de los parrafos anteriores tenemos que p y A son funciones

que satisfacen que g = p?ldz|* y g = N\?|dz|*.

Ahora, vamos a encontrar el valor de e?* en términos de A y de y, por un lado
tenemos que g = p?|dz|?* y por otro g = e*'g, asf que g = \?|dz|* = e*u?|dz|?
2

de donde se sigue que e** = (ﬁ) y
1 i
1/}2 = — ¢1 = \¥ 1/11.
[0 [P = ey |2 ()‘>

De la definicién de M se sigue que [¢;] = [¢]. Luego, usando el Lema 3.4.5 y
la Proposicién 3.4.9 tenemos que en el marco (%&E, %@/) que satisface que

[%ax] =ely [%é{y] = €5 las coordenadas de 1 son [ihy] = (’f)% (71 +1J20)

y T[] = (£)7 (71 — i z).

Identificando ef con J y e§ con JI como lo hicimos en la Seccién 3.4 y de
acuerdo a la ecuacion (9.12)

~

fo = AT o] €] [a] —iT [tha] €5 [¥2])
— { (g) (F7 — idz)J (21 + iJzs) — i (%) (71 — i 2) JI (21 + iJzz)}
= pu{(E—iJz)J(z +iJz) —i(Z1 —iJ2)JI(z1 + iJ20)}

u{(Jz1 +i2) (21 +iJ2a) +il(Jz1 — iZ3) (21 +iJ22)}

= p{J(2} — 22) + 2iIQm(21Z) — iJI(2} + 23) + 2IRe(21%2)}

para concluir, escribimos z7 = Re(z7) + ISm(z7) 1 <1 < 2y agrupamos los

términos. O

Tales expresiones para f; y fo nos permiten ver que nuestra correspondencia
espinorial dada en la Proposicion 9.2.1 implica la correspondencia descrita en
términos de representaciones de Weierstrass en [19] que consiste en mandar
los datos (1, o, @3) de la representacion de Weierstrass en R? en los datos
(i®y, 1Py, P3) de la representacién en RH2,
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9.3. CORRESPONDENCIA ENTRE SUPERFICIES CMC EN R'? Y H?3

9.3 Correspondencia entre superficies CMC
en R y H

En la seccién anterior obtuvimos una correspondecia conforme entre superficies
méximas del espacio de Minkowski y minimas de R3, nuestro objetivo en lo
que sigue es probar que a una superficie de curvatura media constante de R!2
le corresponde una superficie inmersa en H3 también con curvatura media
constante, si consideramos que R =1.(0,0) y Hf = LL(—4,1) (ver Capitulo
8), entonces dicha correspondencia es andloga a la que Daniel obtiene en [11]
para los espacios E(k, 7).

Proposicién 9.3.1. Dadas una superficie riemanniana (M, g) y H; € (—oo, —1]U
[1,00) existe una correspondencia entre los campos de espinores 1y de M
con | )? — Wi |2 =1 que son solucion de la ecuacion

Dy = —tHyyn

y los campos 1y con [1hS |2 — |y | = 1 que son solucién de

Dipy = —itHotpy + 1w - g,

para alguna Hy € R. El elemento de volumen es w = €1 - €5, donde (€1,£2) es
una base positivamente orientada de M.

Demostracién. Sea 1 € T(XM) con |[¢f |*> — |11 ] = 1 una solucién de la
ecuacion Dy = —iHq,.

Para a = cosf+senfle;-es tomamos 1, = a-1), observe que Vxa-y; = a-V x
y por lo tanto
Dy = a 'Diy

= a ' (—iHy)

= a ' (—iHa ayy)

= —iCLiQHlCLwl

= —iH (cos20 — sen20e; - e3) - s

= —iHco0s20 - 1)y + iHysen20eq - es - 5.

Finalmente, elegimos 6 € R tal que sen26 = H%, de manera que al sustituir
en la ecuacién de arriba tenemos que

Dy = —i(i\/ H? — 1)1hg +iw - s

83



9.3. CORRESPONDENCIA ENTRE SUPERFICIES CMC EN R'? Y H?3

Como consecuencia de la proposicién anterior y de los Corolarios 9.1.4 y 9.1.5
tenemos el siguiente resultado.

Corolario 9.3.2. Para H, € (—oo,—1] U [1,00) existe una correspondecia
entre las inmersiones de curvatura media Hy de M en RY? y las inmersiones

de curvatura media £/ H? —1 de M en el espacio HS.
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Apéndice A

Haz de espinores y
descomposicion

A.1 Espacio de representacién de Spin(2)

Hay diferentes referencias, por ejemplo [12], en las que se describe el espacio
de representacién de Spin(2), al cual denotaremos por ;. Sabemos que un
modelo para dicho espacio es C? y con ello

Spin(2) = {( 6;9 639 ) 10 € R}

p1: Spin(2) —  Aut(E9)

e? 0 pi(g): Yo — 2
g—< 0 e — (z,w) — (92,7

w).

Por otro lado, Cly (que es isomorfa a Cly5) se identifica con el dlgebra real de
los cuaternios H = {0y + [0y + Jog + Kos : 0; € R} y Spin(2) = {og + 011 :
00,01 € R, 02 + 0} =1} C Cl,, con lo que otra representacién de Spin(2) es

p2:Spin(2) CH — Aut(H)

g Plo) H o— H
T — g-T.

En lo que sigue probaremos que H y >, son espacios de representacion
isomorfos de Spin(2).
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A.1. ESPACIO DE REPRESENTACION DE SPIN(2)

Definimos

A:Spin(2) CH — Spin(2) C Aut(Xs)

U[)‘i‘iO'l 0 )

oo+ Ioy — ( 0 .

Lema A.1.1. La siguiente aplicacion es un isomorfismo de espacios vectori-
ales que es A-equivariante

f-H — C?
g+ @l + @+ K — (g +iq,i(q — gsi)).

Demostracion. Veamos que f es A-equivariante: sean g = o9 + [op €
Spin(2) CHy q=qo+ ¢l + ¢J + g3K € H; por un lado

f(p2(9)(q)) = (0090 — 01¢1 + i(00q0 + 0141),i((00q2 — 01q3) — i(00g3 +i0142))),
por otro lado f(q) = (qo + iq1,i(q2 — qs1)) ¥

p1(A(9))f(q) = ((o0 +io1) (a0 + iq1), (o0 — i01)i(g2 — g31)),
de donde podemos concluir que

f(p2(9)(q)) = p1(M9g)) f(@)-
0

Corolario A.1.2. Usando f :H — ¥y como en el lema anterior tenemos
que vy » Aut(H) — Aut(32), T — fTf~! es un isomorfismo de espacios de
representacion, en otras palabras, vy : Aut(H) — Aut(Xy) es un isomorfismo
de espacios vectoriales que hace conmutar el siguiente diagrama

Aut(H) — T Aut (%)

P2 P1
Spin(2) Spin(2).
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A.2. ESTRUCTURAS COMPLEJA Y CUATERNIONICA EN SM

A.2 Estructuras compleja y cuaternionica en
SM

Sea (M, g) una superficie riemanniana orientable con estructura espinorial

Q- Tomamos py : Spin(2) — H como en la seccién anterior y el haz de
espinores sobre M respecto de tal representacién

SM = Qy %, H,
donde gracias al Corolario A.1.2 podemos usar >y = H.

En el espacio Y tenemos la estructura compleja

iZZQ — 22 (Al)
o — o-1.

Dicha aplicacién induce una estructura compleja en el haz de espinores de M
de la siguiente manera:

i:SM — M (A.2)

Y= |:8M,CT:| — |:§M,i(0)] =: 1,

donde EM : U C M — @, es una seccion local del haz principal Q,, v
o:U C M — ¥y es una funcion diferenciable.

Descomposiciéon de X M. El espacio de representacién Y, tiene una des-

omposicion que se obtiene a partir de la estructura compleja

Yy ={o€eXy:ie;-eq-0=0}, (A.3)

Yo ={0€Xy:ie;-e9-0=—0},
dondeelszeQ:—KyEgzz;—FE;.

Ambos subespacios Y3 y Y, son invariantes por la accién de Spin(2), de
manera que tenemos dos representaciones para tal grupo

pt:Spin(2) CH — Aut(Xy) y p :Spin(2) CH — Aut(%).
Dichas representaciones nos dan una descomposicién de ¥ M en dos subhaces
SMT=Q, %+ 25 y EM™=Q,, X,- X3.
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A.2. ESTRUCTURAS COMPLEJA Y CUATERNIONICA EN SM

Producto hermitiano. Dado que e; - ea = —I tenemos las siguientes

caracterizaciones del los subespacios X3 y 25 :

Yy ={c€Xy:—Iol=c}={og+ oy :00,00 R} =C

Yo ={o€Xy:lol ={J(og— Io3) : 09,03 € R} =0} = JC.
Sobre ellos definimos los siguientes productos hermitianos

YIx¥ — C (A.4)
(0,07 = (07.¢7) =0ToT,
donde ¢ es el complejo conjugado a ¢t y
¥, x¥, — C (A.5)
(07,¢7) — (07,07)=—0¢".
Tales productos inducen un producto hermitiano en cada uno de los haces

YM* y XM~ y por lo tanto XM también tiene un producto hermitiano
natural

SMxEM —s C (A.6)
([s,0],[5,0]) +— (0,9),
donde (0, ¢) = (67, ¢") + (07, ¢7) para g, ¢ € L.

Estructura cuaternionica. La multiplicacién por J por la derecha define
una estructura cuaternionica en ¥ respecto de la estructuta compleja 4, dicha
estructura pasa a XM como
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Apéndice B
Bivectores y operadores lineales

Usamos R"™* para denotar al espacio vectorial R"** con el producto interior
—daf —. .. —dax?+dz?  +...+dz? . Veremos que un operador antisimétrico
u : R — R™® se identifica con un bivector u € A%(R"™*).

En el algebra de Clifford C', s con producto - definimos el corchete

a,b] = %(a-b—b-a), (B.1)

para todo a,b € Cl, ;.

Lema B.0.1. Sea u : R™® — R™® un operador anti-simétrico. Entonces el
bivector que representa a u es

T

+

ejej - ule;), g = (e ;) = £1, (B.2)
1

Q:

N | —

J

de manera que para todo & € R™® se cumple
[u, &] = u(§). (B.3)

Demostracion. Para i < j consideremos la aplicacién lineal u : R™ — R™*
dada por e; — €e;, ej — —eie; ¥ e, — 0 si k # ¢, j que corresponde a
1y c e . o 1
€i€; N Ej€j. Tal funcién es antisimétrica Yu=¢ggze-€; = 552'5]'(61' €5 — €5 67;)

es tal que

1
w,ex] = §5i5j(ez‘ “ej el — ke e,
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por lo que si k =1

1
[g, ez’] = —€i€j(€i . ej cC; — €€ €j)
2

= 551'5]' (57;6]' + 57;6]')

= gje; = u(e;),

de manera andloga se prueba que [u, e;] = u(e;) y que [u, ;] = 0 para k # i, j,
y finalmente, la igualdad en (B.3) se sigue por linealidad. O

En lo que sigue usaremos la descomposicion R™* = R™*t ¢ R"252

Lema B.0.2. Sean u : R™* — R"°2 un operador lineal y u* : R™%2 —
R™5 sy adjunta, el bivector

r1+s1

u= Z gje; - u(e;) € N(R™™) C Cl,, 4, g5 = (ej,¢;) = £1
=1

representa al operador

(2 _g >:R’”’5—>R’”’s, r=ry+7ry =5+ So.

Ademas,

1 r1+S81 r+s
u=3 <Z e ule) + Y gjes (—U*(ej))> (B.4)

j=ri+s1+1

y para todo & = & + & € R™® donde & € R™% y & € R™%2 se tiene que
[u, &] = u(&) — u' (&)

Demostracion. De acuerdo al Lema B.0.1 el bivector u representa al operador
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£ —> [u,&]. Para & € R™* tenemos que

T1+81 r1+s1
w,&] = <Z gjej - u(e;) € —&- Z €65 * U(Gj)>
j=1
1 r1+81 r1+s1
T2 <_ Z gjej - & ule) =&+ ; €€ - U(%’))

r1+81

= ——Zé‘]e] §+&-¢5) - ule)
7‘1+81

= __ Z gj e], . <€j) = U(f)a

en tanto que, si & € R™%2 entonces

T1+s1 r1+s1

(Z gjej-ule;) - £—¢- Z £j€j - u(q))
r1+s1 r1+s1

(Z ejej-uleg)-E+ > gje '§'U(€j))
— P

7“1 +s1

= —Zejej )€+ & uley))

7"1+81
= 5 Z gjej(— ej);§))

r1+s1

- Z gjejle u'(§)) = —u(§).

[, &] =

N | —

N —

Terminamos la demostracién del lema probando (B.4): sabemos que

r1+s1 r1+s1 r1+s1
u= ) eje;-ule;) (Z eiejuleg) + ) e(—uley)) - ej)
j=1 J=1
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luego

r1+s1 ri+si1 r+s
Y oei(—ule)) e = Yo Y (—erlule)), exder) - ¢
Jj=1 7j=1 k=ri1+s1+1

r1+s1 r+s

= Zgj Z (—exej, u”(ex))er) - €

Jj=1 k=ri+s1+1

= D (Z gj(—(ej, u(ex))er) '€j>

k=ri+s1+1 Jj=1
r+s r+s
* *
= E ErlU (ek) € = E Eker. - (—u (ek)),
k=r1+s1+1 k=r1+s1+1
lo cual concluye la prueba. O]

Agradecimientos: la autora recibié apoyo del proyecto PAPIIT IA106218
“Caracterizacion espinorial de inmersiones en espacios homogéneos 117.
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