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Resumen.

Los agujeros negros son de los objetos mas impresionantes del universo, debido a que su campo
gravitatorio es tan fuerte que nada puede escapar de él, ni siquiera la luz [1]. De acuerdo a la teorfa
de la relatividad general de Einstein, los agujeros negros son objetos que estan caracterizados por
su masa, su momento angular y su carga eléctrica [2]. La primer evidencia de la existencia de los
agujeros negros es a partir de las observaciones opticas y en rayos X del sistema binario Cygnus
X-1 [3]. Este sistema esta compuesto por una estrella visible ligada gravitacionalmente con un ob-
jeto compacto oscuro [4]. En la Galaxia se han encontrado diversos sistemas binarios en los cuales
uno de los objetos tiene masa mayor a 3 Mg, por lo que es considerado como candidato de agujero
negro [5]. Este tipo de agujeros negros se les conoce como agujeros negros de masa estelar. Por otro
lado, los estudios de la regién central de las galaxias con nicleos activos nos indican que existen
agujeros negros con un rango de masas de 10¢ — 10'° M, llamados agujeros negros supermasivos
[6]. En la actualidad, sabemos que la mayoria de las galaxias contienen este tipo de objetos y que
su evolucién de ambos esta vinculada [7].

La importancia del estudio de lo agujeros negros nos ayuda a comprender muchos de los procesos
fundamentales que ocurren en el Universo. Por ejemplo, el andlisis de la formacién de los aguje-
ros negros de masa estelar, nos permite comprender las etapas finales de la evolucién estelar [8],
ademsds la conexién entre los agujeros negros supermasivos y las galaxias en las que se encuentran,
la relacién entre la masa del objeto central con la masa del bulbo de la galaxia y su velocidad de
dispersién, es un tema relevante en los estudios extragalactico [9].

El andlisis de los agujeros negros ha llevado a considerarlos como una especie de aspiradora césmica
que devora todo a su paso, dejando una estela de vacio. Sin embargo, en realidad la materia que
rodea a este tipo de objetos, no es facilmente absorbida gravitacionalmente. Al hacer un analisis,
a partir de la mecdnica newtoniana, de la dindmica de las particulas bajo la accién de una masa
puntual, observamos que el potencial efectivo contiene una barrera de potencial infinita al conside-
rar particulas con momento angular, esto evita que la materia caiga hacia la masa central, debido
a que una particula con momento angular alcanza un radio minimo, considerado como punto de
retorno, y por lo tanto se aleja de la masa central [10]. Por otra parte, si consideramos la caida
de materia bajo un andlisis de relatividad general, el potencial efectivo deja de tener una barrera
infinita y posee un valor maximo de energia [11]. Entonces, las particulas con energia mayor a este
maximo caen hacia el centro del potencial, pero no todas las particulas tienen la energia suficiente
para alcanzar ese valor maximo y la gran mayoria llegan al punto de retorno y logran alejarse
del objeto central. Por lo tanto, la tasa de acrecién desde este andlisis es muy pequenia. Ademas,
existen otros fenémenos que se oponen a la absorcién de materia; como la generacién de radiacién
por el aumento de presién o por el rozamiento de las particulas asi como la radiaciéon que ellas
emiten [12].
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El objetivo del presente trabajo es estudiar los procesos de formacion de los agujeros negros super-
masivos y realizar un modelo que describa el crecimiento de un agujero negro, a partir de agregar
un término efectivo, a nivel de la lagrangiana, que evite la conservaciéon del momento angular y
que permita romper la barrera de potencial centrifugo. Dicho modelo es meramente matematico,
debido a que queremos obtener una tasa de acrecién lo suficientemente grande para que un agujero
negro logre crecer hasta convertirse en un agujero negro supermasivo, sin embargo el mecanismo
fisico se dejard pendiente para futuros trabajos.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera, cada capitulo cuenta con una parte introducto-
ria de la parte matematica y fisica utilizada en los resultados y datos relevantes obtenidos en cada
uno de ellos. Para empezar en el Capitulo 1 se realizé una breve resena histérica del estudio de
los agujeros negros y el andlisis de algunos de los mecanismos de formacién de los agujeros negros
supermasivos, la conclusion obtenida en este capitulo es la masa inicial que consideraremos para
el modelo de crecimiento. En el segundo capitulo, se describe el movimiento de las particulas a
partir del analisis del potencial efectivo desde el punto de vista de la mecdnica newtoniana, de
las geodésicas en relatividad general y el movimiento geodésico en Kerr. Para este iltimo caso
describimos una manera simple y directa para encontrar la constante de Carter, necesaria para
describir el movimiento de las particulas en este tipo de agujeros negros, esta descripcion es util
para el desarrollo del modelo propuesto en este trabajo. La descripcién unificada de los tres casos,
nos permite determinar cualitativamente la distancia que debemos considerar para nuestro mode-
los, dado que las diferencias del movimiento de las particulas ocurren principalmente en regiones
muy cercanas al agujero negro y a distancias mayores las tres descripciones son relativamente las
mismas. En el capitulo 3 consideramos que una semilla de agujero negro formada a épocas tem-
pranas del Universo interactua mayormente con un halo de materia oscura. El enfoque utilizado
es tomando en cuenta la dindmica de la materia visible en presencia del potencial gravitacional
creado por la semilla de agujero negro y el halo, esto nos permite obtener una tasa de acrecién
que compararemos con el caso de acrecién radial descrito por Bondi y por Mitchel. En el siguiente
capitulo describimos el modelo propuesto en este trabajo donde introducimos una funcién efectiva
en la lagrangiana en términos de una de las coordenadas angulares, de tal forma que rompa con la
conservacion angular. De igual forma describiremos el método numérico utilizado para la obtencién
de los resultados. En el capitulo 5, el modelo propuesto nos permite recrear dos casos importantes
en la fisica; el movimiento kepleriano y las érbitas de 5 planetas del sistema solar. Los resultados
obtenidos en este capitulo nos permite verificar que al romper la barrera de potencial por medio
de la una funcién efectiva permite la caida de las particulas hacia una masa puntual, y es posible
considerar un tiempo de caida menor comparado con la caida radial. Finalmente, daremos las con-
clusiones del trabajo y se analizaran posibles mecanismos fisicos que logren evitar la conservacién
de momento angular, dejando abierto el problema para futuros trabajos.



Capitulo 1

Introduccion.

La prediccién tedrica de los agujeros negros, puede ser estudiada a partir de la Ley de Gravi-
tacion Universal; al considerar un objeto lo suficientemente masivo tal que, la velocidad necesaria
para escapar de la atraccién gravitacional, sea la velocidad de la luz ¢, fue con esa idea, que John
Michell y Pierre Simon Laplace, de manera independiente, llegaron a la conclusién de que, si estos
objetos existieran, serfan invisibles y para una masa M con simetria esférica en el marco de la
mecanica newtoniana, el radio gravitacional esta dado por

_2GM

R, TR (1.1)

C

Estos objetos hipotético fueron llamados estrellas oscuras. Debido a que, en ese entonces, no existia
evidencia observacional, este tipo de estrellas se volvieron tnicamente curiosidades matemaéticas
[13]. Un afio después de que la teoria de la Relatividad General fuera postulada, Karl Schwarzschild
encontré una solucién a las ecuaciones de Einstein que describian un campo gravitacional generado
por un objeto esféricamente simétrico y sin carga eléctrica. A partir de la solucién de Schwarzschild
es posible deducir una expresién matematica de la frontera de una regiéon en donde la luz queda
atrapada y no sale nunca, conocida como el Horizonte de Eventos.

_2GM

R, = ==

g (1.2)
A pesar de que esta expresion es idéntica a la obtenida por la teoria newtoniana, su significado
fisico es diferente; por una parte tenemos el concepto de una estrella oscura que por m&as com-
primida que esté, nada impide que tenga una superficie material, mientras que, de acuerdo a la
relatividad general, nada puede viajar mas rapido que la luz, entonces si la luz se queda atrapada
en el radio gravitacional la materia no solo no puede salir, sino que tiene que moverse hacia el
centro del objeto, esto implica que este no puede tener una superficie material. Por otra parte,
Hans Reissner resolvié las ecuaciones de Einstein para una masa puntual cargada en 1916 [14] y
dos afios més tarde Gunnar Nordstrom [15] consideré una masa esféricamente simétrica y cargada
eléctricamente. Estas soluciones contienen singularidades en el horizonte de eventos pero las impli-
caciones no estaban completamente entendidas. Hasta que en 1958, David Finkelstein [16] estudio
la naturaleza de dicha superficie y describié al horizonte de eventos como una membrana unidi-
reccional, de tal forma que cualquier cosa que cruce ya no puede influir en la regién exterior. Otra
solucién a las ecuaciones de Einstein, describe el espacio-tiempo de un objeto sin carga eléctrica



CAPITULO 1. INTRODUCCION. 4

pero rotante y fue Roy Kerr quien la encontré en 1963 [17]. Este estudio fue un muy importante
para las aplicaciones astrofisicas, debido a que los objetos astronémicos tienen momento angular. Y
la solucién completa que describe un objeto rotante y cargado fue desarrollada por Ezra Newman
y sus colaboradores y es conocida como la solucidn Kerr-Newman [18].

A finales de los anos 60’s, el término de Agujero Negro fue utilizado por primera vez por John
A. Wheeler y a partir de ese entonces se increment6 la atencién hacia este tipo de objetos tedricos,
principalmente por aquellos que trabajaban en Relatividad General [19]. Los agujeros negros eran
considerados objetos simples, en el sentido de que podian ser descritos por un ntimero pequeno de
pardmetros: su masa M, su momento angular J y su carga eléctrica Q [13]. Pero a pesar de todas las
teorias que iban surgiendo con el paso del tiempo, los objetos astrofisicos con estas caracteristicas
no habian sido encontrados.

Desde los anos 20’s era conocido que una estrella al terminar su combustible nuclear, se compacta
para encontrar nuevamente una configuraciéon de equilibrio hasta que la presion de los electrones
detiene el colapso y la estrellas se convierte en una enana blanca. Subrahmanyan Chandrasekhar
[20] demostrd que existe una masa critica que al superarla la presién de los electrones no puede
detener el colapso lo que llevaria a la enana blanca a convertirse en una estrella de neutrones.
Por otra parte, Robert Oppenheimer y George Volkoff descubrieron que incluso una estrella de
neutrones tiene una masa maxima lo que indica que al sobrepasar ese valor la estrella de neutrones
seguirfa colapsando [21]. Afios més tarde, el descubrimiento de poderosas fuentes de energfa, como
los cudsares, requirié de nuevas teorias de radiacién acorde con las observaciones. Entonces en
1964, Yakov Zel’dovich y Edwin Salpeter propusieron, de manera independiente y simultanea, que
los cudsares fueran impulsados por la acrecién del material que érbitaba alrededor de los objetos
masivos como los agujeros negros [22]. Pero fue hasta el descubrimiento de Cygnus X-1 y el estudio
de su companera que fue posible considerar el primer candidato a agujero negro de masa estelar.
Desde entonces se han obtenido un gran nimero de datos astronémicos que senalan la existencia
de los agujeros negros de masa estelar (3 — 100 Mg ) en algunos sistemas binarios de rayos X [23]
y agujeros negros supermasivos (106 — 10'° M) en el centro de muchas galaxias [24].

En 1971, los astrofisicos britanicos, Donald Lynden-Bell y Martin Rees sugirieron que en el centro
de nuestra Galaxia existia un Agujero Negro Masivo, tres afios mas tarde una fuente compacta de
radio fue detectada en la direccién del centro galdctico [13], estas observaciones fueron confirmadas
al afio siguiente y en 1982, Bruce Balick y Robert Brown, llamaron a esta fuente Sagitario A* [25].
Durante varios anos se ha observado la regién central de la Via Lactea para poder medir los movi-
mientos propios de las estrellas cercanas al centro galdctico. En particular, para la estrella llamada
S2, se ha podido trazar dos tercios de su orbita, la cual tiene una alta elipticidad, ademas se ha
podido determinar que la mayor aproximacién a Sagitario A* es de 5.9 x 10~ pc, su semieje mayor
es de 1.9 x 10~*pc (5.5 horas luz) y su periodo orbital es de 15 afios [26]. Hoy en dia sabemos que
Sagitario A* tiene una masa aproximada de (4.1 £ 0.2) x 106 Mg dentro de un radio R < 0.01pc,
y se encuentra a una distancia de (8.0 & 0.6) x 10%pc de la Tierra [27].

Mas recientemente, se han utilizado a los agujeros negros astrofisicos para probar fenémenos que
describe la teoria de la relatividad general [28]. Gracias al desarrollo tecnoldgico el experimento
LIGO (Laser Interferometer Gravitional-Wave Observatory) midié las ondas gravitacionales ge-
neradas por la fusién de dos agujeros negros [29]. Ademds, la colaboracién EHT (Event Horizon
Telescope), mostré por primera vez una imagen de un agujero negro en el afio 2019 [30].
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Actualmente sabemos que los agujeros negros supermasivos se formaron a solo mil millones de
afios después del Big-Bang (z 2 6) [31] pero su formacién es aun un misterio. De acuerdo con la
teoria cosmologia ACDM, la formacién de estructuras es jerarquica, considerando que los objetos
de menor tamano se generaron en épocas tempranas del Universo y estos evolucionan a unos cada
vez mas masivos por acrecion o fusiones entre varios objetos. Debido a esto se piensa que los aguje-
ros negros supermasivos se formaron a partir de semillas mucho més pequenas, pero el mecanismo
de como alcanzan masas tan grandes en tan corto tiempo sigue siendo una pregunta abierta. Se
han propuestos diferentes modelos de semillas de agujero negro en diversos escenarios [32]. Uno de
ellos es considerar el colapso de pesadas nubes primordiales y cuyo resultado seria agujeros negros
de masas mayores a las del tipo estelar. Pueden haberse formado a partir de la fusién de objetos
dentro de un cimulo denso de estrellas [33]. Algunos modelos consideran un periodo de crecimiento
rapido al experimentar el proceso de acrecién [34].

En el presente trabajo consideraremos tres teorias de formacién de semillas de agujero negro:

1. El colapso de estrellas de poblacion III caracterizadas por masas de 100 a 300 Mg formadas
en z ~ 20 [35].

2. El colapso directo de halos de materia de 108 M que de alguna forma no tuvieron formacién
estelar y generaron semillas de entre 10* — 10° Mg a z ~ 15 [36].

3. Agujeros negros primordiales

En las siguientes secciones realizaremos una revision de estos mecanismos de formacién, la cudl nos
proporcionara la informacién necesaria para comenzar a marcar los parametros iniciales en nuestro
modelo de crecimiento de los agujeros negros.

1.1. Agujeros negros estelares.

Antes de empezar con los agujeros negros supermasivos, estudiaremos la formacion de agujeros
negros estelares dado que conocemos mejor el proceso, este tipo de objetos son el producto de la
dltima etapa de evolucién de una estrella de gran tamano, su mecanismo de formacién es claro y
suponemos que se encuentran por todos lados. Para conocer el destino final de la estrella debemos
considerar principalmente su masa inicial y los procesos que la llevaron a ese fin.

Todas las estrellas comienzan en una nube de gas, la cual comienza a colapsarse bajo los efectos
de la gravedad. Durante este colapso aproximadamente un 50 % de la energia gravitacional se
transforma en energia térmica lo que calienta la gas y el resto se emite en forma de radiacién. Si
la masa del cuerpo colapsado alcanza el valor de 0.08 M, su energia gravitacional es suficiente
para que las temperaturas centrales lleguen al valor critico necesario para iniciar las reacciones
nucleares, la presién generada por ellas eventualmente alcanzara un estado de equilibrio con la
fuerza gravitacional y se detendra el colapso [37]. La mayor parte de la vida de una estrella se
mantiene en este estado de equilibrio, a esta etapa se le conoce como Secuencia Principal, que
inicia cuando la fusién nuclear comienza y la temperatura es de 107 K. Para estrellas masivas el
tiempo en que alcanzan esta etapa es menor a las estrellas de poca masa; por ejemplo, una estrella
de 15 Mg tarda alrededor de 60,000 anos en llegar a la secuencia principal, en cambio una estrella
de 0.1 Mg, tarda alrededor de 10® afios [38].

La principal diferencia entre estrellas masivas y de poca masa, es que en las primeras, el nicleo
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es convectivo lo que genera una gran cantidad de energia mientras que las menos masivas su
ntcleo es radiativo y tiene una menor temperatura [38]. En cualquiera de los dos casos cuando la
transformacién de hidrégeno en helio sea minima, la estrella abandonara la secuencia principal e
iniciard una serie de etapas hasta que las reacciones nucleares disminuyan y la gravedad comience a
dominar. Cuando el material de la estrella se consuma sus capas exteriores colapsaran esto genera
un aumento en la presién lo que evita que se colapse completamente. Para estrellas de poca masa,
el proceso de colapso se detiene y forma una enana blanco [12]. Si la masa del nicleo de la estrella
es mayor a 3Mg no hay un mecanismo capaz de detener el colapso y se pasa por un proceso
violento, conocida como explosién de supernova, en donde expulsa la mayor parte de su material,
el objeto remanente puede ser una estrella de neutrones o si la masa lo permite puede convertirse
en un agujero negro. La masa minima de un agujero negro de masa estelar formado por el colapso
de una estrella es de 2 — 3 Mg [39] mientras que la masa méxima para este tipo de objetos esta
alrededor de 100M® [40].

A partir de los estudios de evolucion estelar, se espera que exista una poblacién aproximada de
109 agujeros negros estelares en la Via Lactea [41]. La bisqueda de agujeros negros se ha centrado
principalmente en la identificacion de objetos compactos en sistemas binarios de rayos X con masas
mayores a las estrellas de neutrones [42]. El mayor agujero negro estelar més masivo conocido hasta
la fecha, es de alrededor de 23.1 — 32.7 M), (su estrella progenitora probablemente tendria mds
de 60 Mg), y se encuentra en la galaxia IC 10, es una galaxia perteneciente al Grupo local y se
encuentra en la constelacién de Casiopea. [43].

1.2. Estrellas de poblacion III.

Una posible forma de explicar la formacién de los progenitores de agujeros negros se basa en
el estudio de la primera generacién de estrellas, conocida como estrellas de poblacién IIT [35]. De
acuerdo al modelo estandar de la materia oscura fria, los primeros objetos cosmoldgicos se for-
maron en halos con masas de aproximadamente 10° M a altos redshifts (z > 20) cuando el gas
primordial se condensa debido al enfriamiento del hidrégeno molecular [44]. Las primeras estrellas
juegan un papel importante en la evolucién del Universo, emitiendo radiacién intensa y al ser fuen-
tes de elementos pesados que enriquecen el medio interestelar [45]. Su formacién ha sido estudiada
a detalle y es indispensable para comprender la historia de la formacién estelar del Universo y la
evolucién quimica galdctica [46].

Los estudios de la formacion de estrellas de poblaciéon III a través de la condensacion de gas por
enfriamiento de hidrégeno molecular sugieren que sus masas tipicas son mayores a 100 Mg, [47]. Si
la masa de la estrella es mayor a 100 M), la temperatura y la densidad crean abundantemente, en
el centro de la estrella, pares de electrén - positron después de que el helio se agota. Este proceso
consume parte de la energia termina, lo que genera una inestabilidad que induce el colapso gravi-
tacional. Para una estrella de masa menor a 260 Mg, la combustiéon nuclear es muy rapida y libera
suficiente energia para romper por completo la estrella por medio de una explosién de supernova
de inestabilidad de pares [48]. Por otro lado, para estrellas con mayor masa la inestabilidad de
pares, estan tan fuertemente unidas que la fusion de oxigeno no puede revertir la caida y se cree
que estas estrellas colapsan a agujeros negros [49].El tamano tipico de estos agujeros negros es de
45 — 100 Mg [50].

Una propiedad importante de las observaciones astronémicas de los agujeros negros que debemos
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considerar, es la limite de Eddington, que ocurre cuando el material circundante esté siendo ab-
sorbido gravitacionalmente por un objeto esféricamente simétrico. Cuando la presién de radiacién
se encuentra en equilibrio con la fuerza gravitacional [42], la luminosidad es méxima. Entonces,
suponiendo que el material es un gas ionizado, el limite de Eddington es

M
Legq = 1.26 x 1039m (1.3)

Si una de estas semillas de agujero negro de 100 M, acreta en el limite de Eddington con un 10 %
de eficiencia, comenzando en z > 20, alcanzard una masa final de 10° Mg en 2z = 6.4 [35]. La
acrecién es considerado un proceso de crecimiento de los agujeros negros con base a los calculos
anteriores podemos deducir que las estrellas de poblacién III crean semillas de agujeros negros y
en el caso de estar acretando continuamente al limite de Eddington, eventualmente se convertiran
en agujeros negros supermasivos.

Sin embargo, la historia de formacion estelar de las estrellas Pop III es también una pregunta
abierta. Observacionalmente, no se cuenta con mucha evidencia debido a que son objetos muy
cercanos al inicio del Universo, aun cuando hay evidencias indirectas, actualmente no contamos
con la capacidad tecnoldgica para conseguir datos suficientes y demostrar su existencia [51]. Por
otra parte, el hecho de que la semilla de agujero negro acrete a una tasa del limite de Eddington
genera un conflicto, pues las simulaciones numéricas has demostrado que al explotar una supernova
de inestabilidad de pares de las estrellas de poblacion III, la materia remanente es expulsada lejos
del remanente lo que provoca que el agujero negro no tenga el material suficiente para crecer y
convertirse en agujero negro supermasivo [52].

1.3. Colapso directo.

Otro de los mecanismos que se han estudiado para la formacién de los agujeros negros super-
masivos se basa en el colapso directo a partir de una nube de gas densa. El principal problema
de estos modelos es la eliminacion del momento angular [53]. Entonces, es necesario encontrar un
mecanismo de transporte que sea eficiente para que el gas forme un objeto central masivo, que pue-
de colapsar como resultado de una inestabilidad gravitacional. Algunos mecanismos de transporte
de momento angular que se han utilizado son: la viscosidad impulsada por campos magneticos o
turbulencias [54], inestabilidades autogravitacionales [55], ondas de Rossby [56], incluso el arrastre
de radiacion del las microndas cosmicas de fondo [57].

Para que un agujero negro se forme por colapso directo en una nube de gas primordial es necesario
considerar una nube con masa mayor a 10°> M, y su temperatura no puede ser menor a ~ x10*K,
la masa debe estar en el centro de un halo de materia oscura con una temperatura comparable
con la temperatura virial [58]. Estas condiciones pueden producir el colapso del gas para formar
un objeto masivo que probablemente acumulard la cantidad sufiente de gas para continuar con
el colapso y asi formar un agujero negro. Un mecanismo de inestabilidades dinamico se deriva de
nubes de gas autogravitantes, estas nubes se vuelven inestables cuando el soporte gravitacional
sobrepasa cierto valor. Una barra transporta momento angular hacia el exterior en una escala de
tiempo dinamica, a traves de torcas gravitacionales e hidrodinamicas, para contraer el radio lo que
conduce a una estabilidad mayor. Este tipo de mecanismo produce una “cuasi-estrella” con una
entropia especifica muy baja dentro del centro del halo [55]. En este modelo es necesario evitar el
enfriamiento del hidrogeno molecular, lo que provoca que el gas sea menos denso que la materia
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oscura y asi evitar el colapso generalizado y la fragmentacién de la nube. Bajo estas caracteris-
ticas es posible que la formacién de semillas de agujeros negros en halos masivos en una época
anterior de formacién de estrellas [59]. Para que exista la inestabilidad tambien se debe considerar
las caracteristicas de las distribuciones de densidad, presion y momento angular, asi como tambien
detalles que dependen del potencial gravitacional.

Para que la “cuasi-estrella” pueda colapsar y formar un agujero negro, el parametro fundamental
que debemos considerar es el momento angular inicial. Si tomamos un momento angular relativa-
mente pequeno, el nicleo deberia colapsar a una temperatura apoximadamente constante. Debido
al enfriamiento la estropia especifica disminuye y la presion del gas comienza a exceder la presién
de radiaciéon. La materia alrededor de la “cuasi-estrella” al caer llevaria rapidamente la masa al
limite de Chandrasekhar. Y como resultado final se formaria un agujero negro de varias masa sola-
res. Por el contrario el momento angular del nicleo y el material circundante es demasiado grande
evitaria el colapso directo, entonces el enfriamiento conduciria a un disco rotante. A medida que la
materia se une al disco, la autogravedad generara nuevamente una inestabilidad, mejorara el en-
friamiento y facilitaria el colapso al eliminar el momento angular. Como mencionamos, la cantidad
de materia acretada por el agujero negro recien formado depende de la distribucién del momento
angular: El objeto compacto se tragara toda la materia circundante con un momento especifico de
J < GMpg/c. En este caso el agujero negro no crecera mds alld de su masa inicial. En el caso
contrario, la distribuciéon del momento angular puede llevar a la materia a rotar como un cuerpo
solido, entonces, el agujero negro absorbe rapidamente una fraccién ~ (G M,/ 7“62)1/ 2 del material
circundante. Sin embargo, es poco probable que la masa del agujero negro exceda varias decenas de
masa solare, lo que implica que existe una fase de acrecién. Pero es posible describir otro escenario
en donde la tasa de acrecién del agujero negro se incluso mayor que el limite de Eddington [55].

Si consideramos que el valor del transporte del momento angular es del orden de 10~% cuando
m, ~ 10°, la barrera centrifuga forma una pared dentro de la “cuasi-estrella”. Con el tiempo las
perdidas de neutrinos son importantes dentro del radio de influencia del agujero negro y las inesta-
bilidades autogravitacionales transportan el momento angular de una manera efectiva y entonces
el agujero negro crece a tal velocidad que la masa esta dada por,

2
_ t
Mpg =9 x 10*T; 2 <107yr> , (1.4)

con Ty. Por lo tanto la masa de los agujeros negro alcanza un valor de entre 10* — 10 M, [55]

1.4. Agujeros negros primordiales.

Los agujeros negros primordiales son objetos que se formaron en el Universo temprano, incluso
antes que las primeras estrellas [60]. La masa de este tipo de objetos podemos definirla al compara
la densidad asociada al agujero negro con la densidad cosmologica a un tiempo t despues del
Big-Bang,

3
c’t t
Mgy = ~ 101 , 1.5
BH 10-235 ) & (15)
de acuerdo con esta relacion los agujeros negros primordiales pueden abarcar un enorme rango de
masa, dependiendo principalmente del tiempo, es decir, si consideramos el tiempo de Planck entre
10—43s, la masa del agujero negro serfa de comparable con la masa de planck de 10° g. Mientras que
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Figura 1.1: Diagrama que muestra las regiones que abarca cada una de las teorias que tratan de
explicar la formacién de agujeros negros supermasivos [66]

aquellos formado en un tiempo de 1s tendrian una masa de 10° Mg, [61]. Existen diversos estudios
donde se describen los posibles mecanismos de formacién de los agujeros negros primordiales. Por
ejemplo, el colapso de regiones densas derivadas de inhomogeneidades de densidad, tambien es
posible considerar una epoca de aja presiéon o una fase de transiciones cosmologicas y mecanismos
que involucran defectos topologicos [62]. Diversos estudios han sugerido que los agujeros negros
supermasivos pueden ser de rigen primordial [63]. Sin embargo, la probablidad de que los agujeros
negros primordiales se formen despues de 1s nos marca un valor maximo para la masa de estos
objetos, aunque pueden ser considerados como semillas con un valor inicias de 10° My, y luego
aumentar de tamafio por medio de acrecién [64]. Por otra parte, estudios reciente de la acrecién
de un campo escalar para un agujero negro primordial aislado indica que es poco probable que la
masa aumente lo suficiente para considerarlo como un agujero negro supermasivo [65].

En la figura (1.1) se muestra un diagrama de los diferentes modelos de semilla de formacién de
agujeros negros supermasivos. En ella observamos que la edad del Universo en el eje horizontal y
el tamafio de la semilla en masas solares en el eje vertical. Ademads en la parte superior tenemos la
edad del Universo en redshift. El circulo negro representa las observaciones de cudsares a z ~ 7'y
la linea punteado el tiempo que le tomaria a cada semilla llegar al valor de conocido de los agujeros
negros supermasivos. El recuadro rosa representa el modelo de estrellas de poblaciéon 111, el de color
verde se refiere al modelo de cumulo denso de estrellas, el cual no se considero en este trabajo y
por ultimo el recuadro morado representa el colapso directo. Para el modelo de agujeros negros
primordiales esta fuera de la escala de este diagrama.



Capitulo 2

Movimiento de las particulas.

El objetivo principal de este capitulo es realizar un andlisis de las ecuaciones que describen el
movimiento de las particulas sometidas a una fuerza gravitacional generada por una masa pun-
tual. A partir de los conceptos bésicos de la mecénica newtoniana es posible definir un potencial
efectivo que permite caracterizar las trayectorias de las particulas por medio de su energia. Uno
de los resultados importantes del estudio del potencial efectivo es la caracterizaciéon de las 6rbi-
tas keplerianas las cuales mencionaremos mas adelante. Cuando analizamos el potencial efectivo
newtoniano considerando particulas con momento angular, notamos la presencia de una barrera de
potencial que evita la caida de las particulas hacia el centro del potencial. En el caso del potencial
efectivo relativista esta barrera desaparece y presenta un maximo de energia. Entonces aquellas
particulas con mayor energia que este valor maximo de potencial pueden ser absorbidas por la
masa central. Sin embargo, el potencial efectivo relativista depende de la métrica que utilicemos
para encontrar las ecuaciones de movimiento, por lo tanto, analizaremos dos casos importantes en
este trabajo, la métrica de Schwarzschild y la métrica de Kerr. En este ultimo caso proponemos
una derivacién de la constante de Carter, que nos permitird separar desacoplar las ecuaciones de
movimiento.

Para entender mejor el comportamiento de la particula en los tres casos; Newtoniano, Schwarzs-
child y Kerr, realizaremos una comparacién de los tres potenciales efectivos. Es bien conocido que
a distancias lejanas del objeto central el potencial efectivo Newtoniano y el relativista son practica-
mente iguales, pero la diferencia es considerable en regiones cercanas. A partir de dicha diferencia
definiremos la regién que ocuparemos para nuestro modelo.

2.1. Potencial gravitacional.

Una particula que estd ligada gravitacionalmente a un agujero negro es sometida a una fuerza
central, este tipo de fuerzas se definen como aquellas cuya linea de accién pasan a través de un
punto fijo y sus magnitudes dependen unicamente de la distancia a dicho punto [67]. Debido a
esto, las fuerzas centrales no dependen explicitamente del tiempo, ademas el trabajo realizado no
depende de la trayectoria que sigue una particula al moverse de un punto a otro. Todo esto nos
permite afirmar que una fuerza central es conservativa [68] y se le puede asociar un potencial
central,

—

F=-Vo, (2.1)

10
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donde ® = ®(r) es una funcién escalar, que describe el campo gravitatorio. Para encontrar una ex-

Mm
2

presién de esta funcién, consideraremos la ley de gravitacién universal descrita como F' = —G 7

[69]. Dado el gradiente V en coordenadas esféricas tomamos en cuenta unicamente la coordenada
radial, de tal forma que al integrar obtenemos,

@(r)z/ GMm g, — _gMm | oMm (2.2)

r2 r 70

al considerar una particula que parte desde el infinito ry — 00, podemos considerar que la funcién

escalar ®(rg) — 0, por lo tanto,
GM
D(r) = ==, (2.3)

esta funcién ®(r) es el potencial gravitatorio generado por una particula puntual M y es equivalente
a considerar el trabajo que realizan las fuerzas al desplazar una particula m desde el infinito
hasta un punto situado a distancia r. El signo corresponde a la oposicién del campo a dicho
desplazamiento, lo que implica que las fuerzas son atractivas [70]. En mecdnica newtoniana, el
campo se propaga instantdneamente, es decir, conforme el tiempo transcurre y las masas que
generan el campo se mueven, este tltimo se mantendra en un estado de equilibrio instantaneo.

2.2. Ecuaciones de movimiento.

Para determinar la trayectoria de un objeto sometido a un campo gravitatorio, podemos utilizar
un desarrollo lagrangiano, que nos permite simplificar considerablemente muchos problemas fisicos,
es por ello que haremos uso de esta descripciéon para encontrar las constantes de movimiento y las
ecuaciones dindmicas que describen el comportamiento de las particulas.

La mecéanica lagrangiana consiste en determinar de forma directa las ecuaciones de movimiento
que satisfacen las coordenadas generalizadas ¢; que describen un sistema de N particulas [71]. Si
al sistema le corresponde una funcién potencial ®(g;, ¢;,t), la trayectoria de un objeto es obtenida
encontrando el camino que minimiza la accién [72].

Definimos a la funcién lagrangiana £, como una funcién escalar a partir de la cudl se puede
obtener la evolucién temporal, las leyes de conservacién y otras propiedades importantes de un
sistema dindmico. La funcién lagranciana estd dada como la diferencia entre la energia cinética K
y la energia potencial ®(r). En coordenadas esféricas es posible escribirla como,

L= %m (7’“2 +r20% + r2sen20gi>2) —d(r), (2.4)
de manera inmediata observamos que la funcién £ no depende explicitamente del tiempo y el
potencial es independiente de las velocidades, lo que implica que la energia mecanica total E es
una cantidad conservada. Esto se debe a que las coordenadas generalizadas ¢; que no aparecen
explicitamente en la lagrangiano su momento candnico p; asociado a dicha coordenada, es una
cantidad conservada, este tipo de coordenadas son llamadas ciclicas [73]. Otra coordenada de
este tipo es el dngulo azimutal ¢, que nos proporciona otra cantidad conservada. Al utilizar las
ecuaciones de Euler-Lagrange, definidas como:

doL oL

aog  og (255)
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vemos claramente como el segundo termino se anula, debido a que la lagrangiana no depende de ¢
y al derivarla con respecto a ¢ obtenemos,

d .
o (m r? sen?0 (;5) =0 (2.6)
mrsen®0d = pg, (2.7)

momento angular azimutal ps corresponde a la simetria axial del sistema. Ademas podemos encon-
trar las ecuaciones de movimiento, utilizando nuevamente las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.5)
para las dos coordenadas restantes,

2
. ; p 0% (r)
rf? - 2 - 2.
e mr3sen2 or 0, (28)
2
o . p; cost B

Una solucién trivial de la ecuacién (2.9) es 6 = 7/2, esta solucién restringe el movimiento al plano
ecuatorial y la fuerza ejercida sobre la particula en simetria esférica depende unicamente de la
direccién radial. Por lo tanto, el problema se reduce a resolver las ecuaciones (2.7) y (2.8). A partir
de esta ultima ecuaciéon podemos reescribirla como,

P, 0d(r)

w_ =0, 2.10
mr mr3+ I ( )

Por otra parte, el momento angular L=7x p es una cantidad conservada y su magnitud esta dada
por L =mr? ¢ = p, [70].

La otra cantidad conservada, como mencionamos anteriormente, es la energia total dada por la

ecuacion )
1 L

E = —mi?
2mr + 2mr?

de esta expresién podemos despejar la velocidad radial, de tal forma que

+®(r), (2.11)

L2

)
m27“2

f:j:\/jl [E — ®(r)] — (2.12)

dado que 7 = % podemos integrar la expresion anterior y despejar de tal manera que obtenemos

(2.13)

m2r2

" dr
t= )
) VEE—e0)] -5

no obstante, es preferible tener una expresién para r en funcién de ¢,para obtener la ecuacién de la
trayectoria, ya que al considerar el potencial gravitacional la expresién anterior se simplifica y puede
ser integrada fdcilmente obteniendo resultados interesantes que analizaremos méas adelante. Para
obtener una funcién r(¢) utilizamos la regla de la cadena, descrita como % = %% e integramos
para obtener la siguiente expresién

dr, (2.14)

r L
9(r) = o = / 2\ 2m(E - o) - &
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Figura 2.1: Diagrama de las trayectorias de una particula sometida a un potencial gravitacional,
de acuerdo al valor de la excentricidad.

al resolver la integral del término de la derecha, podemos invertir la ecuacién y obtener una
expresién que estamos buscando. Para el caso de un potencial gravitacional (2.3) utilizamos un
cambio de variable u = —GMmr~1, por lo que al integrar la solucién de la ecuacién (2.14) es,

oo ! (2.15)
- GMm?2 \14+¢ccosg )’ '

donde € es la excentricidad de una seccién cénica y esta dada por

2L%FE

Un andlisis detallado de esta ecuacién puede ser estudiado en las referencias [70] y [73]. A partir
de la ecuacién (2.15), podemos describir las érbita de las particulas, las cuales dependen de la
magnitud de la excentricidad e, figura (2.1). Las caracteristicas de cada drbita se enuncian a
continuacion,

= Sie >0 entonces > 0, la o6rbita describe una trayectoria hiperbdlica,
= si e =1 entonces E = 0, la érbita representa una trayectoria parabdlica,
= si e < 1 entonces E < 0, entonces la particula seguird una trayectoria eliptica y

» sie =0 entonces E = —m?G? M?/2 L?, la particula se movera en una trayectoria circular.
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Figura 2.2: El movimiento de una particula sometida aun potencial ®(r) estd restringida a las
zonas donde E > V/(r). Donde V(r) corresponde al potencial efectivo (verde), definido como la
suma del potencial gravitatorio y un término centrifugo.

Cuando la excentricidad € < 1, la distancia méaxima de la particula en una érbita eliptica recibe
el nombre de afelio y corresponde al eje mayor de la elipse, esto ocurre cuando ¢ = w. Mientras
que la distancia minima, conocida como perihelio, esta definida cuando ¢ = 0 y corresponde al eje
menor de la elipse. Entonces, podemos reescribir la ecuacién (2.15) como,

o = (L 6=0 (2.17)
T GMm2 \1+¢€)’ o '
L? 1
(2.19)

Sin embrago, como se mencioné anteriormente, la ecuacién (2.12) no es ficil de resolver analitica-
mente, pero utilizamos a las expresiones de las cantidades conservadas para caracterizar las érbitas
de las particulas a través de su energfa [74].

2.3. Potencial efectivo newtoniano.

Como vimos en la seccién anterior, el problema de la trayectoria de una particula sometida a
un campo gravitacional puede ser reducida a un problema unidimensional, considerando las dos
cantidades conservadas. A partir de la ecuacién de la energfa total (2.11) expresada como,

1, I?

+ ®(r) (2.20)
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Ep=0

Veff

Figura 2.3: Dependiendo de la energia de las particulas existen regiones en donde las érbitas son
acotadas o abiertas. Aquellas con energia F;, corresponden a Orbitas hiperbdlicas, en cambio las
particulas con energia Es tienen érbitas elipsoidales, mientras que en el caso de tener energia Fs3,
su 6rbita sera circular

reescribimos la ecuaciéon como,

1
5 Mm%+ Varlr) = (2:21)

donde definimos al potencial efectivo Vg como la funcién en términos de cantidades conservadas
que permite analizar un problema de dos dimensiones como uno dimensional,

2

2mr?

Verr (1) = +®(r), (2.22)

el primer término de la ecuacién anterior se le conoce como el término centrifugo [73]. El segundo
término representa la influencia de ¢ en el movimiento en la direccién r. En el caso particular del
potencial gravitacional (2.3), podemos reescribir al potencial efectivo como,

L? GMm
Ve (r) = Y R (2.23)

el comportamiento general de esta ecuacién se ve facilmente en la Figura (2.2). Observamos que
cuando 7 — o0, el termino centrifugo L?/2mr?, es despreciable comparado con el termino gravi-
tatorio —GMm/r y el potencial efectivo es negativo y tiende al valor de E. Por otro lado, cuando
r — 0 el termino centrifugo domina sobre el gravitatorio y en consecuencia el potencial efectivo es
positivo.
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Dependiendo de las condiciones iniciales, la particula puede seguir diferentes trayectorias. Dada la
energia total E, el termino %va siempre es mayor o igual a cero, por lo tanto, el movimiento se
encuentra confinado a aquellas regiones que cumplen E > V(r). Entonces, si consideramos el caso
en donde F > 0, una particula con esta energia puede moverse por encima de la curva hasta llegar
a un radio minimo cuando E = V(r) y en donde existe una barrera de potencial. Esto significa que
una particula que se acerque al origen del campo gravitatorio, alcanzara un radio r,,;, entonces su
velocidad tiende a cero, entonces se movera hacia el exterior y al no haber otros puntos con estas
caracteristicas, la particula se escapa hacia el infinito y por lo tanto tendra una érbita abierta. Si
por el contrario la particula cuenta con una energia E < 0, esta puede encontrarse atrapada entre
dos valores de r, suponiendo que la particula se mueve hacia el exterior del campo alcanzando una
distancia maxima r,,., €n donde su velocidad total tiende a cero e invierte el signo, entonces cam-
biara de direccién hacia el interior hasta alcanzar una distancia minima r,,;, donde el signo de la
velocidad se invierte nuevamente, esto forma una orbita acotada. Finalmente, cuando la particula
tiene una energia igual al valor minimo del potencial efectivo ¥ = V,,,;,,, los dos puntos de retorno
del caso anterior son iguales, lo que implica que la particula queda atrapada en un radio fijo y por
lo tanto forma una drbita circular [75]. Este anédlisis puede ser esquematizado en la figura (2.3)
Esta clasificacion de 6rbitas nos permite relacionarlas con la ecuacion de las secciones cénicas como
vimos en la secciéon anterior.

El analisis del potencial efectivo nos permite describir cualitativamente las érbitas de las particulas
sometidas a un campo gravitacional. Un método que utilizaremos, a lo largo de las siguientes sec-
ciones, para facilitar el andlisis fisico y realizar comparaciones entre los modelos que se estudiaron
en este trabajo, sera el de adimensionalizar las ecuaciones por medio de cantidades patrén.

En el caso del potencial efectivo, definimos las cantidades patron My, Ry, qo para la masa, la dis-
tancia y la velocidad respectivamente, entonces consideramos M = n My, donde M es un multiplo
de la masa patréon My y por practicidad utilizamos n = 1. En el caso de la distancia ¥ = Ry 7 como
miltiplo de la distancia patrén y 7 como una cantidad adimensional, para la energia tenemos que
E = mg}eé y la magnitud del momento angular L = m Ry qol con ¢ = GRAgO, donde é y I son

cantidades adimencionales. Esto nos permite reescribir la ecuacién (2.23) como,

. 1 2
Ve = —= +

=t 5 (2.24)
definiendo el potencial efectivo adimensional como V(1) = m ¢* Veg. En la figura (2.4) vemos el
potencial efectivo con diferentes valores del momento angular [. Cuando [ # 0 existe una barrera de
potencial que evita que las particulas lleguen hasta el centro del campo gravitacional y de acuerdo
al valor de la energia de la particula puede tener una Orbita abierta o acotada, de acuerdo con el
andlisis presentado anteriormente. Sin embargo, cuando | = 0, el potencial efectivo corresponde
a la energia gravitatoria y las particulas con energia mayor a Vo pueden acercarse sin ninguna
restriccién al centro del campo.

Por otro lado, esta barrera de potencial que presenta el potencial efectivo newtoniano, no esta
presente cuando consideramos la teoria de la relatividad general, pues dicho potencial presenta
un maximo de energia y todas aquellas particulas con energia mayor pueden ser absorbidas por
un agujero negro aun cuando tenga momento angular, pero antes de mostrarlo estudiaremos el
movimiento de las particulas desde el punto de vista relativista.
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Figura 2.4: Potencial efectivo adimensional (2.24) para diferentes valores del momento angular de la
particulas. Vemos que, cuando 1 aumenta la barrera de potencial generada por el termino centrifugo
domina sobre el gravitacional, esto evita que las particulas sean absorbidas por el agujero negro.

2.4. Movimiento geodésico.

La teorfa de la relatividad general, postulada por Albert Einstein a finales de 1915, nos des-
cribe mejor la interdependencia entre la curvatura del espacio-tiempo y la distribucién de materia
presente en él [76]. En esta teorfa se muestra que la gravedad es una manifestacién de la curvatura
del espacio-tiempo generado por un cuerpo masivo y el movimiento de las particulas, sometidas
a la accién de la gravedad, estan descritas por las curvas geodésicas, que son las trayectorias con
minima distancia, en un espacio caracterizado por el tensor métrico g,, [77]. Para obtener una
ecuacién capaz de representar el movimiento de las particulas podemos utilizar el calculo variacio-
nal, al definir a la diferencial del elemento de linea al cuadrado como, la longitud de la curva entre

dos puntos,
ds® = gapdr®da” (2.25)

considerando que la métrica debe ser simétrica y los indices que utilizamos son mudos, es decir,
que podemos nombrarlos a conveniencia, podemos demostrar que la ecuacién de las geodésicas en
términos del tiempo propio adopta la forma,

d%x° dx® dxt

o =0 2.26
dr? ** dr dr ’ ( )

donde I'y, = %g"” (Gva,u + Gvp,a — Gua,w) son los llamados simbolos de Christoffel y pueden ser
calculados a partir de la métrica [77]. De manera inmediata, en la ecuacién anterior, identificamos
las componentes de la cuadrivelocidad, definidas como u* = %. Ahora, al utilizar la definiciéon
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de derivada covariante reescribimos la ecuacién de las geodésicas como,
uut,, =0, (2.27)

esta expresion es valida para cualquier sistema de referencia. Una curva geodésica es la generali-
zacién en el espacio-tiempo curvo de una linea recta en el espacio Euclidiano.

Cuando trabajamos con campos escalares, podemos utilizar la funcién lagrangiana, pues queremos
una accién invariante. Entonces podemos identificar el tiempo ¢ como z®, las coordenadas genera-
lizadas ¢* para el caso del campo gravitacional ¢* = g,v y las velocidades generalizadas ¢* = g2
[77]. Por lo tanto, definimos la funcién lagrangiana de una particula libre en relatividad como

L= % m gu, u'u” . (2.28)
Un hecho importante que se debe considerar es que la norma de la cuadrivelocidad es una constante,
por un lado si tomamos particulas masivas moviéndose con velocidades menores a la luz, es decir,
describen una trayectoria dentro del cono de luz, la norma de la cuadrivelocidad es —c?. Pero por
otro lado los eventos que ocurren sobre el cono de luz, son senales viajando a la velocidad de la luz
y por lo tanto la norma de la cuadrivelocidad es cero. Considerar ambos casos nos permite escribir
a la funcién lagrangiana como,

1
L= §m(glw utu” + kc?), (2.29)

donde k£ = 1 para particulas masivas y k£ = 0 para particulas que se mueven a la velocidad de la luz.
A partir de la lagrangiana, podemos encontrar las ecuaciones de movimiento con las ecuaciones de
Euler-Lagrange correspondientes a cada coordenada generalizada. [78].

d (az) oL _, 2.30)

dr \our ) Oxv ’

Para demostrar que estas ecuaciones corresponden a las ecuaciones de las geodésicas, utilizamos
la ecuacién (2.29), la sustituimos en la expresién anterior y desarrollamos las derivadas corres-
pondientes [79]. Entonces, considerando que p, v, k y o son indices mudos, podemos escribir la

ecuacién U

v 1 v
rug— T G WU — S g cufu” =0, (2.31)

multiplicamos la expresién anterior por ¢"7, y sustituimos g.,,, = %(g,@uﬂ, + Grv,p) ya que utu” es
simétrico bajo el intercambio de pu y v, asi su coeficiente puede ser remplazado como,

du® 1 u

dr + ng(gnu,u + Yoo — Guv)utu” =0, (2.32)

Por la definicién de los simbolos de Christoffel obtenemos,

du® o v

W + F;,wu' u = O7 (233)
la cual es equivalente a la expresion (2.26). Entonces, a partir de la lagrangiana podemos realizar un
andlisis similar al realizado en mecénica newtoniana para encontrar las ecuaciones de movimiento,
pero primero necesitamos una métrica que describa la geometria del problema.
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2.5. Agujero Negro de Schwarzschild.

Como ya hemos dicho, existe una fuerte relacién entre la curvatura del espacio-tiempo y la
distribucién de materia. Dicha relacién esta descrita por las ecuaciones de Einstein,

G/J,l/ = _%Tpﬂ/; (234)

o2
donde T}, es el tensor de energia-momento asociado a la distribucién de materia. En el caso de un
conjunto de particulas que no interactian entre si, esta dado por

™ = poutu” (2.35)

con la densidad de las particulas pg. Por otro lado, el tensor G,,, corresponde a la parte geométrica
de la ecuacién y describe la curvatura del espacio-tiempo definido como

Gu = Ry — %gwR, (2.36)
este tensor estd en funcién de la métrica g, y sus derivadas, por medio del tensor de Ricci R,
y el escalar de curvatura R [80]. Las ecuaciones de Einstein son un conjunto de 10 ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden, no lineales y acopladas, lo que hacen que sean muy difici-
les de resolver analiticamente, aunque es posible encontrar algunas soluciones en casos de mucha
simetria. Es importante notar que las ecuaciones en relatividad general bajo ciertas condiciones de-
ben recuperar las ecuaciones de fisica newtoniana. El limite no relativista ocurre cuando el campo
gravitatorio es débil y cuasi-estatico, es decir, cuando la curvatura del espacio-tiempo es préctica-
mente cero y todas las particulas tienen velocidades mucho méas bajas que la velocidad de la luz
[81].

Karl Schwarzschild encontré la primera solucién a las ecuaciones de Einstein a los pocos me-
ses de que fueran publicadas [79]. La solucién de Schwarzschild considera un campo gravitatorio
simétricamente esférico estacionario, esto implica que las componentes del tensor métrico g,,,, son
independientes de la coordenada temporal. Ademas, se considera una solucién de las ecuaciones
del vacio, es decir, el tensor de energia-momento es cero T}, = 0 y las ecuaciones de Einstein (2.34)
se reducen a

R, =0, (2.37)

con estas propiedades, la solucién de Schwarzschild viene dada por la expresion,

ds? = — (1 - 2GM> Adt? +

5 dr® +r? (d9? + sen®0d¢?) , (2.38)
c2r

1
2GM
(1 - er )
En espacios con poca curvatura y estaticos podemos encontrar que la componente gog del tensor
29 (r)
C2

métrico es proporcional al potencial gravitatorio ggo = — (1 — ), si comparamos con la com-

ponente gog de la métrica de Schwarzschild, podemos observar que bajo estas condiciones es el
potencial gravitatorio newtoniano (2.23) por unidad de masa m [82]. Una propiedad importante
de esta solucién, ocurre cuando consideramos grandes distancias del objeto central, la expresién
(2.38) se reduce a la métrica de un espacio plano, conocido como métrica de Minkowski,

ds® = —c*dt* + dr* + r* (d6* + sen®0d¢?) (2.39)
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Las soluciones que tiene esta propiedad se llaman asintéticamente planas y los objetos que generan
el campo pueden considerarse como objetos aislados.

Cuando analizamos la ecuacién (2.38), vemos que existen dos singularidades en el espacio-tiempo
cuando r = 0y r = 2G M/c?, en esta ultima singularidad reconocemos el horizonte de eventos
(1.2), mejor conocido como radio de Schwarzschild. Esta singularidad es fisica y representa la
frontera de una regién donde el campo gravitacional es tan fuerte que nada puede escapar [81]. Por
otro lado, podemos interpretar a la primera singularidad r = 0, como el punto donde la materia
estd concentrada y que se encuentra fuera del espacio-tiempo pero que causé la curvatura del
espacio-tiempo [77]. En astrofisica conocemos un objeto que cumple con estas caracteristicas y que
es parte fundamental de este trabajo, es el Agujero Negro de Schwarzschild.

El radio de Schwarzschild también es considerada como una singular geométrica, debido a que
al realizar un cambio de coordenadas la expresién (1.2) desaparece. Un de las coordenadas que
podemos considerar para evitar la singular en r,, son las coordenadas de Eddington-Finkelstein.
A partir de la siguiente transformacién

1
Cdtl =dt+ <126”W> d?"/, (240)

c2r

podemos sustituirlas en la ecuacién (2.38) y simplificar para obtener el elemento de linea escrito
como (quitamos las primas, sin que genere confusion),

ds® = — (1 — 2(§M> ¢ dt + 46;Mcdtdr + <1 + 2%M> dr® + 7% (d0? + sen®0d¢?) ,  (2.41)
c?r c?r c?r

si tomamos el signo positivo del segundo termino, las coordenadas se conocen como entrantes y

en caso de considerar el signo negativo se les llama coordenadas salientes. Estas coordenadas son

perfectamente regulares en el horizonte y en el resto del espacio-tiempo, por ello se les conoce como

coordenadas penetrantes. Para un agujero negro y la dindmica de los objetos en las vecindades

cercanas es Util considerar las entrantes [77].

Con la ecuacién (2.41) podemos encontrar las ecuaciones de movimiento de las particulas alrededor
de un agujero negro de Schwarzschild (es decir, un agujero negro esféricamente simétrico no rotan-
te), as{ mismo es posible describir sus trayectorias a partir de su energfa con ayuda del potencial
efectivo.

2.6. Potencial efectivo de Schwarzschild.

Una vez que definimos la métrica del espacio-tiempo podemos encontrar las constantes de
movimiento y las ecuaciones geodésicas, estas tultimas son ecuaciones de segundo orden y cuyas
primeras integrales son precisamente las ecuaciones de movimiento. A partir de la ecuacién de la
funcién lagrangiana (2.29) y utilizando las coordenadas penetrantes, obtenemos

1 2GM 4GM 2GM
L=-m|—|1- u0? +—ulu" 1+ u'? +r? (u02 + sen29u¢2> — k2,
2 c2r c3r c3r
(2.42)

de acuerdo a la expresion anterior, observamos que la lagrangiana no depende explicitamente del
tiempo, ni de la coordenada ¢, esto implica que para ambas coordenadas su momento candnico es
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una cantidad conservada al igual que en el caso newtoniano. Para encontrar las expresiones de los
momentos canodnicos, utilizamos la ecuacion

oL

g 2.43
Di a4; s ( )
entonces para cada una de las coordenadas generalizadas z?, obtenemos los momentos:

2GM 2GM

Po = —m <1 - = ) " T (2.44)
c’r c’r

Po = mrQ ’u,(9 (245)

py = mr?sen” fu? (2.46)

a partir de la expresion (2.44) obtenemos la componente temporal de la cuadrivelocidad en términos

de pg

2GM u" — Po

w0 = C21T_ 2GMm , (247)

c2r

ademds de la ecuacién (2.46) tenemos la componente ¢ en términos de py.

b _ Pe
U sen?d (2.48)

sustituimos estas dos componentes de la cuadrivelocidad en la lagrangiana (2.42), para obtener la
expresion en términos de cantidades conservadas,

1 r2 Do 2GM 2. 02 pi 2
ﬁ—zml“ mz T T ez R | (249)

En coordenadas esféricas, la norma del momento angular total es L? = (mr2sen 6 py)? + (mr? pg)?,
dada las ecuaciones (2.45) y (2.46), de tal manera que podemos escribir la cantidad

P
L? =pp + —% 2.50
Po + sen29 ’ ( )
esta expresién nos permite reescribir la lagrangiana, de tal forma que
1 o DR 2GM L? 9
inm |:’I,L _W—i_ 1-— C2’r' W—kc 5 (251)
reagrupando términos podemos escribirla como,
2
1 .o 24mk® GMm L? GML?
L=—-mu~ -2 — k — 2.52
M 2 r * 2mr?  mcir3 (2:52)
ﬁ—&-mkcz

hacemos un cambio de variable considerando F = = . Dado que £ = 0 cuando consideramos
particulas fisicas, de la ecuacién (2.21) podemos definir el potencial efectivo de Schwarzschild como,

GMm L? GMIL?
= — - , 2.
Ve r + 2mr2  mc?r3 (2.53)
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Figura 2.5: Potencial efectivo de Schwarzschild. Aquellas particulas que tengan energia mayor a
Vimax pueden ser acretadas hacia el agujero negro, por otro lado aquellas que tienen energia Fs su
trayectoria serd abierta y pueden escapar hacia el infinito, mientras aquellas que se encuentren la
region cerca a Fs3, tendran orbitas acotadas.

a diferencia del potencial efectivo newtoniano, esta expresién presenta un termino extra =3 el cual
se conoce como correccion relativista, esto nos permite tener un maximo y un minimo de energia
y evitar la barrera infinita vista en el caso newtoniano. Considerando L = 0, los potenciales
newtoniano y de Schwarzschild corresponden tnicamente al potencial dado por la masa central.
Por otro lado, cuando las particulas tienen momento angular, es importante notar que a distancias
suficientemente grandes el término de r~3 es despreciable y a velocidades pequeiias comparadas con
la luz la derivada con respecto al tiempo propio 7 puede ser remplazada por el tiempo coordenado
t, por lo tanto, bajo estas condiciones recuperamos la ecuacién (2.23). El valor maximo y minimo
del potencial efectivo de Schwarzschild, se obtiene derivando la expresién (2.53) con respecto a r
e igualando a cero, obtenemos una ecuaciéon de segundo grado, que al resolverla obtenemos, los
radios donde se encuentran el maximo y el minimo del potencial efectivo

L? GMm)\>
&_%Mm1i%—u(d> : (2.54)

En la figura (2.5) se muestra el potencial efectivo de Schwarzschild, el anélisis del movimiento de
las particulas es similar al de mecdnica newtoniana, pues de acuerdo a su energia sus trayectorias
seran acotadas o abiertas, sin embargo no estan limitadas a la forma de las conicas que estudiamos
en la seccién anterior. Entonces, si consideramos particulas que tienen energia mayor al maximo
del potencial E1, al no existir la barrera de potencial, las particulas pueden ser acretadas por un
agujero negro. En el caso de que la energia de las particulas sea E = V,g la trayectoria puede
comenzar o acabar en el infinito y genera una érbita abierta, que corresponde a regiones de energia
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Figura 2.6: Potencial efectivo de Schwarzschild adimensional a diferentes valores del momento
angular de la particulas, donde n=1. Cuando el momento angular aumenta, el maximo del potencial
efectivo también aumenta, lo que ocasiona que se forme una barrera de potencial cada vez mas
grande.

E5. Otro caso ocurre cuando existen dos puntos de retorno E3, en donde la érbita oscila entre las
valores r+ y por lo tanto estd acotada aunque no necesariamente cerrada.

Para poder describir cualitativamente la dindamica de las particulas sometidas a este potencial,
utilizamos nuevamente las cantidades patrén definidas en la seccién anterior, de tal forma que

obtenemos,

~ 1 12 12

%H:_;—Fﬁ_ﬁ’ (255)
El potencial efectivo se muestra en la figura (2.6) con diferentes valores de momento angular.
Observamos que entre mayor sea esta cantidad ! el maximo de energia aumenta. La comparacién
entre el potencial efectivo newtoniano y de Schwarzschild la realizaremos mas adelante debido a

que antes consideraremos un caso ain mas general.

2.7. Componentes de la cuadrivelocidad en una métrica de
Kerr.

La solucién de Kerr para las ecuaciones de Einstein considera un espacio-tiempo estacionario
y axisimétrico generado por uno objeto masivo M con momento angular J. Este tipo de objetos
presentan un horizonte de eventos determinado tanto por la masa como por su rotacion. En esta
seccién derivaremos el potencial efectivo de Kerr mediante un analisis similar al utilizado para el
potencial efectivo de Schwarzschild, a partir de la funcién lagrangiana y obteniendo los momentos
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canoénicos del sistema.

La métrica de Kerr escrita en coordenadas penetrantes podemos definirla a partir del elemento de
linea (2.25) y su derivacién se encuentra en la referencia [83]. Entonces,

2GMr 4GMr 4r JGsen?d
ds*=—|1- —— dt* + ————dtdr — ————dtd¢ (2.56
< 2 (7,2 4 J?2 cos 9)) c? (T2 4 J?2 cos 0) 3 (7,2 4 J2 cos 9) ¢ ( )

c2M? c2M?2 cZM?

2GMr 2Jsen?d 2G'Mr
+1+ ‘ 2_ — drde
(1 e P ) - (1 e e

J? cos? 0 J? 2rG.J?sen?0
+ (7"2 + COS) d6? + <r2 + + r sen > sen?6 do?

2112 2112 4 (.2 J2 cos2 6
M cAM MC(T+C2M2)

Utilizando la definicién de la funcién lagrangiana (2.29), podemos escribirla en términos de la
ecuacién anterior como,
1 2GM 2 AGM 4.JGsen?0
r— “ml—(1— 0 0, r _ 0,6
2" [ < r02A0> “ rczAgu " re3A e

2GM 5 2Jsen?f 2GM 2
1 - rTa 1 r, ¢ QA 6
+ < * TCQA()> " cM ( * r02A0> W Sou

J? 2GJ?% sen?6
+ <r2 + EIVE + rc4]\;(zl ) sen?u?” — ch} , (2.57)
0

donde Ag = 1 + (%3\340)2. De manera inmediata vemos nuevamente que las coordenadas t y ¢
son ciclicas, por lo tanto los momentos canénicos son constantes de movimiento. Al considerar los
momentos generalizados p; dados en la ecuacién (2.43), es posible asociar los momentos pg y py a
las componentes del momento angular correspondientes. Entonces, al aplicar la ecuacién (2.43) a

la expresioén (2.57) obtenemos,

2GM 2GM 2JG sen?0
_ (1= 0 r_ ¢ 2.
Po =1 { ( r02A0> v r Ao rShg } ’ (2:58)

2 2¢0n2
Py = msen?6 [ 2JG u® J (1 + 2GM) u” + (7‘2 + d + 267 sen 9) u(ﬂ . (2.59)

N rc2A\g c2M? re2MAg

po = mr?Agu’ (2.60)

como mencionamos, utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.30) podemos demostrar que
tanto la energia y el momento angular en la coordenada pg son constantes de movimiento, de la
misma forma que demostramos en la seccién pasada. Entonces, de las ecuaciones (2.58), (2.59) y
(2.60), podemos despejar u’, u® y u? respectivamente,

po _ 2GM u’ 4 2JGsen20u¢

0_ m rc2Ag rc3Ag
u = "1y 2GM ) (2.61)
rc2Ag
P 2JGsen®0, 0 | Jsen?d 2GM T
® m sen26 + re3Ag u”+ cM (1 + rc2Ao> u
u® = - T , (2.62)
2 sen
(T + c2M? + rc2MAg )
Do
u’ = (2.63)

mr2 Ay’
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Sin embargo, observamos que las dos primeras ecuaciones estdn acopladas pero es necesario escri-
birlas en términos de las cantidades conservadas que hasta el momento tenemos. Si resolvemos el
sistema de ecuaciones sustituyendo u® en u°, agrupamos y despejamos para obtener,

200 Ay 4 20 14 ()" (14 2880 + (1 - 298) cos?0) + (757)" cos? 6] — 2528

0 rc reM rc? rc mr3c3

1= 20 () (14 (1— 280 cos20) + (57) " cos?0

rc? reM rc?

)

(2.64)
una vez que tenemos a u® en términos de u” y cantidades conservadas podemos sustituirla en u®
de tal forma que nos queda,

JAg u" + 2GJ pg + Po (1 _ 2GM + (ﬁ)z 0052 0)

mr3c3 mr?2 sen?6 rc?

0

wb = M - , 4 , (2.65)
1= 2030+ () (U+ (1= 255 cos?0) + (557) cos?0

estas dos ultimas ecuaciones nos permite reescribir la funcién lagrangiana (2.57) como,

_ [Ao + (chM)2 (Ao 4 QGMsenZO):| 2+ 4GJIpops | (1 _2GM | (Jmc:?&e)Q) (L )2

r— rc? r3c3 rc? r senf
B ZonA
2
m AO r2 p¢ 2
— | — ———— — k 2.66
+ 2 ( Al + m2r2Ag ¢ ( )
donde utilizamos el cambio de variable A =1 — ng + (CT‘S\/[)2 para simplificar la expresién. Como

hicimos en la seccién anterior, para obtener la ecuacién dindmica utilizamos el hecho de que £ = 0,
lo que nos permite despejar a u” y obtener la ecuacién de movimiento. Entonces,

2 2 2
s () (s 220 it
reM

2
u" =

re2 m2AZ  m2r3cd A3
1 2GM+ J cosf\> Do 2 Do 2+k02
rc? reM mr senf mrlg Ag
Un resultado importante ocurre cuando consideramos un agujero negro de Schwarzschild, es decir,

el caso esféricamente simétrico no rotante J = 0, es posible reducir las constantes Ag = 1 y
A =1—2CM Entonces, la ecuacién anterior se reduce a la siguiente expresion,

rc2
o DR 2GM 1
w? =20 _ (1
m?2 rc? m2r2

considerando la norma del momento angular L? descrita por la ecuacién (2.50) es posible reescribir

la ecuacién (2.68) como,
2 2
- D 2GM L
u? =20 (1 - = > <m27“2 + k), (2.69)

A, (2.67)

2
P
P+ 2

+ kc2> , (2.68)

sen?0

rc

al acomodar la ecuacién anterior podemos reescribirla como,

2
1 s B_mkc®? GMm L? GML?

r m _ k _ =0, 2.70

2 r +2mr2 mec2rs3 ( )
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2
20 _mkc?

P
definimos £ = “——— y considerando que %mu’"2 + Veg podemos escribir la ecuacién anterior
como

GMm L2 GMI?2
2mr2  mce2r3’

Vg = —€ — (2.71)

que corresponde al potencial efectivo de Schwarzschild. Sin embargo, en el caso de un agujero negro
de Kerr la expresién (2.67) no es posible agruparla de este modo, debido a la dependencia que tiene
la ecuacién con pg. Para describir las trayectorias de las particulas en un espacio-tiempo de Kerr,
necesitamos las ecuaciones de movimiento escritas en términos de las cantidades conservadas. Como
mencionamos, estas cantidades son faciles de identificar al considerar las coordenadas ciclicas, que
en el caso de la ecuacién (2.56), son t y ¢, por lo tanto, los momentos candnicos asociados a
estas coordenadas son constantes de movimiento. Sin embargo, a comparacion de la métrica de
Schwarzschild en el caso de Kerr el momento angular total no es una cantidad conservada, por lo
que necesitamos encontrar un valor que nos permita separar la parte radial de la parte angular de
las ecuaciones de movimiento, esta cantidad es la constante de Carter.

2.8. Derivacion de la constante de Carter.

Para demostrar que el momento angular total en el caso de Kerr no se conserva, consideramos
la definicién de la norma de esta cantidad, descrita por la ecuacién (2.50). Al derivarla con respecto
al tiempo propio obtenemos,

dL? dpe pi cosf ,
L7 _ o p, R0 _ Lo €7 2.72
dr <p9 dr send0 © ) ( )

utilizando la ecuacién de Euler-Lagrange para la coordenada 6 dada por la expresion (%9 = %,

sustituimos la ecuacién (2.57) para encontrar la derivada del momento angular candnico asociado a
la coordenada 6. Es importante notar que este procedimiento debe realizarse a partir de la ecuacién
original de la lagrangiana, antes de sustituir las cantidades conservadas, ya que al utilizar (2.66) la
derivacién se complica y no es facil identificar el como separar las ecuaciones. Entonces, obtenemos
las ecuacion,

oc 9 J?sen?0 \ 2GJ%sen?d  J%sen?  2G.J%sen?d 2
00 m senf cos KT * <1 * r202M2A0> re2MAg * c2M? * retM Ao > "
2G J? 0 m2 J? 2 4GJ J%sen?0\ | ®
T RANA? (@) = S~ raa, ( c2M2AO> wu

2 2
2.J < 2GM  2GJ*sen 9> uru(ﬂ (2.73)

M rc2Ag + rct MAZ

considerando que la energia es una cantidad conservada asociada al momento candnico (2.58),
tomamos py = F y utilizando las ecuaciones, (2.59) y (2.60), reducimos la expresién anterior tal
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que,
0L _ 2B°GJ’send cost) ([ J? p}, cosd 2GM
90 mMr3ctAAg 2 M?r? mr2sen30AA3 c2r
piJ%OSZ@ 2GM 4GM  J?cos?0 9
2 2 2- ——+ 5o | o8 0
mM?r4c?sen3ANG | c2r Ar Ar2M
_mJQSenﬁ cos@uﬂ _ p3J%send cos 0 - 4psG.J? Esend cos 0 (2.74)
M?2c2r2A mM?2rtc2 A2 M?2c5r5AA3 ’ '

la expresién anterior estd escrita en términos de las cantidades conservadas y de la coordenada 6
del momento angular. Asi mismo, observamos que la expresién contiene la componente 2, la cual
podemos sustituir con la ecuacién (2.67), por lo tanto, escribimos la ecuacion,

dpe J2senf cos@ [ E? ) cos@pé
Y~ =~ maan |\ Tk — 2.75
dr M?2r2c2g \'m - hme mr2sen®0Ag’ (2.75)
al sustituir esta expresion en la ecuacién (2.72) y utilizando py = mr2A¢u?, encontramos,
dL? 2J%senf cosf , 2 9\ 0
- Ve GRS (276)

esta ecuacion corresponde la perdida de momento angular en el caso de un agujero negro de Kerr.

Sin embargo, si consideramos que —2senf cos fu? = %, podemos reescribir la ecuacién anterior
como,
dL? J? 9 5 o\ dcos?0
WZW(E + km?*c?) pal (2.77)
debido a que el termino MJT; (E? 4 km?c?) es constante, podemos escribir
d 2 J? 2 2 2 2
. L ~ e (E® + km*c?) cos* ) =0, (2.78)

y por lo tanto, L% — MJTZCQ (E2 + kmzcz) cos?8 es una cantidad conservada. Entonces, podemos
definir

sen?6 Mce

esta cantidad es constante y por lo tanto es una cantidad conservada en el espacio de Kerr, en
donde el momento angular L? no es una constante de movimiento. La expresién (2.79) es conocida
como la constante de Carter pues fue derivada originalmente por Brandon Carter en 1968 usando
el formalismo de Hamilton Jacobi [84]. Esta constante ¢C junto con la energia F, el momento
angular ps y la masa de reposo m de particulas proporcionan las cuatro cantidades conservadas
necesarias para determinar de forma tnica todas las 6rbitas en Kerr. Entonces si consideramos un
agujero negro de Kerr, el momento angular de las particulas no se conserva, pero aun asi, es posible
definir otra cantidad que pueda ser de importancia para estudiar las trayectorias de las particulas.
Ahora podemos encontrar la ecuacién de movimiento u” en términos de las cantidades conservadas
y asi poder definir un potencial efectivo. Utilizamos la funcién lagrangiana escrita como,

J? 2G.J? 9GM\ P5  2psGJE
— (1 _ | E? 1-— 2 L
( + c2M2y2 + Mc4r5> + ( c2r ) 72 + c3r3

2 2
J
cC? = p2 + Py () (E? + km?c?) cos? 0, (2.79)

1
L= 2mAN,

A cC?

2
+m2AJu"? + =
,

— km202A2} , (2.80)



CAPITULO 2. MOVIMIENTO DE LAS PARTICULAS. 28

nuevamente usamos el hecho de que £ = 0 para despejar el valor de u'"?,

LGP () 2GMN\ P 2pGIE
c2M?2r2  McAr3 c2r

r2

 2mA? 72 c3r3
cC? A
)

+kmc2A] , (2.81)
;

entonces, como vimos anteriormente, % mu"? + Vg = 0, acomodando la ecuacién (2.81) encontar-

mos el potencial efectivo para la métrica de Kerr,

1 2GM J? 4GJEp
Ve = — 1 1- 222 ) 2 ) E? 4+ km?A - ¢
ff 2mig [( + ( c3r > c2r? MQ) thmte c3r3
2GM 54+cC  J2eC?
(11— Pe +=° : (2.82)
c2r r2 M?2c2r4
observamos que la dependencia de 6 en el potencial efectivo se encuentra en Ag = 1 + (‘] N‘}‘fce)2,

cuando r — oo el angulo 6 es despreciable y solo es importante cuando estamos a radios cercanos
al origen.

Un resultado importante al considerar la métrica de Kerr es el andlisis de las singularidades que
estdn presentes en la métrica. Sin embargo como se mencioné anteriormente, las coordenadas
penetrantes evitan la presencia del horizonte de eventos. Para encontrar una expresién que defina
estas singularidades necesitamos utilizar la coordenadas Boyer-Lindquist [85]. La derivacién de este
pardmetro puede encontrarse en la referencia [13], para fines pricticos utilizamos la expresién

GM Je \?
=g (1% 1—(GM2> : (2.83)

de esta expresiéon podemos ver que Kerr posee dos horizontes de eventos. Ambos tienen forma

elipsoidal y podemos llamarlos horizonte exterior (R4 ) y horizonte interior (R_). Al analizar la
J

© (@

valor maximo para el momento angular J = Jy,ax J, con j, donde consideramos J como un multiplo

del momento angular méximo, j es una cantidad adimensional. Entonces,

.2 . . . 2 . .
expresion anterior de manera inmediata vemos que ( ) < 1, lo que me permite considerar un

2
Jinax = GJCW , (2.84)

Por lo que el horizonte queda descrito por
GM / -

2.9. Comparacion de los potenciales efectivos.

Para poder caracterizar las érbitas de las particulas alrededor del agujero negro de Kerr y poder
compararlo con los casos de las secciones anteriores, utilizamos las cantidades patréon, usadas ante-
riormente y considerando Jyax = ¢M o%rg, donde definimos 02 = G My /c?. La forma que tomamos
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Figura 2.7: Comparacién de los potenciales efectivos, Newtoniano, Schwarzschild y de Kerr. Demos-
tramos que a grandes distancias los tres potenciales se comportan igual, mientras que en regiones

cercanas la diferencia es notable. En el caso de Schwarzschild y Kerr desaparece la barrera de
potencial.

a J como un multiplo de Jy.x, es decir, J = Jmaxj'. Y para adimensionalizar la constante de Car-
ter, consideramos la expresién cC' = m? RZ ¢? [*Para k = 1 el potencial efectivo adimensionalizado
toma la siguiente forma, notablemente simple

py2 0% LA (202 | PPPe0’+1) (1 20%) | 4VETHIotlyj ot P2
A €+ 7 72 72 P + 72 + 7 3 XS
Vet = s 7
ag COS
2 (1 + 37)

(2.86)
y tomando k = 0, es decir a la luz, obtenemos la siguiente expresion

2,42 A\ 2 A o 2
R 6 — lc;;l¢ (1 _ %) + (UFJ) (1 + %) & — 40‘;]3\/51(1) _ (0272]210)
Vi = — ~ (2.87)

De igual manera que los capitulos anteriores podemos hacer un anélisis detallado del potencial
efectivo. Uno de los resultados importantes se obtiene cuando j = 0, entonces tenemos que el
potencial efectivo se reduce a la expresion,

12 12

1
;—Fﬁ_ﬁ’ (2.88)

Ver = —€ —
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donde identificamos que [? = [2 + 12, esta expresién corresponde al potencial efectivo de Schwarzs-
child adimensional. Por otra parte, si consideramos ¢ = 0, tenemos

~ 1 12

‘/eH:_é_;_Fﬁv

(2.89)
que es simplemente el potencial efectivo newtoniano. Por lo tanto, esto nos permite verificar que
el potencial efectivo de Kerr se reduce al caso de Schwarzschild (2.88) y al caso newtoniano (2.89).
Entonces, gracias a las coordenadas patrén podemos realizar una comparacién cualitativa entre
los tres casos presentados en este capitulo. En la figura (2.7) observamos que la diferencia en los
potenciales ocurre a distancias muy cercanas al agujero negro, en el caso newtoniano tenemos la
barrera de potencial descrita en la seccién 2.3 y como se menciond, las particulas con momento
angular no pueden ser absorbidas. Para el caso relativista, para Kerr el potencial presenta un com-
portamiento similar que el de Schwarzschild, con la diferencia en el maximo de energia que deben
tener las particulas para que sean absorbidas. Para Schwarzschild este maximo es menor que para
Kerr.

Para ejemplificar esta descripcién cualitativa vamos a utilizar un ejemplo simple en donde consi-
deraremos la masa del Sol como nuestra cantidad patrén My = 1.988 x 1033g [86] y la distancia
caracterfstica Rg = 6.963 x 10%m [87] corresponde al radio Solar. A partir de estos valores carac-
teristicos podemos calcular la energia inicial de las particulas de acuerdo a la definicién de energia
que consideramos en los diferentes casos,

ENew = —0.0045970795024337479719 , (2.90)
€Sch = —0.00459707950349151647002 , (2.91)
EKerr = —0.0045970795034905464352 , (2.92)

observamos que la diferencia entre la energia en el potencial newtoniano y los otros dos potenciales
ocurre hasta la 12va cifra, lo que indica que el potencial de Schwarzschild y el de Kerr para las
particulas que tienen esta energia son practicamente una barrera infinita al igual que el caso new-
toniano. Esto nos permite situarnos a una distancia en el limite en donde la mecanica newtoniana
siga siendo una buena descripciéon pero que nos encontremos lo més cerca posible al agujero negro
sin considerar efectos relativistas.

En un agujero negro la ultima érbita estable se encuentra en 3r, y a partir de esta distancia las
particulas son absorbidas practicamente en caida radial. Sin embargo, como veremos mas adelante,
aun cuando este mecanismo nos genera una tasa de acrecién alta, no es suficiente para que una
semilla de agujero negro de 100 M en un tiempo menor a la edad del Universo. La acrecién radial
o de Bondi se analizara en el siguiente capitulo con mayor detalle. En los modelos presentados en
este trabajo ocuparemos una distancia de 10 Ry considerando como nuestro radio patrén al radio
del horizonte r,, esto nos permite realizar mantenernos en el régimen newtoniano y para futu-
ros trabajos nos centraremos en distancias cercanas al horizonte y poder desarrollar un analisis
relativista para el caso de Schwarzschild y de Kerr.



Capitulo 3

Materia alrededor de un agujero
negro.

Al estudiar la distribucién de una galaxia y la densidad de las estrellas y el gas en el disco,
se esperaba que las curvas de rotacién mostraran un crecimiento en la velocidad de rotacién de
las estrellas a distancias cercanas al centro hasta alcanzar un maximo y después una disminucién
a grandes radio [88]. Sin embargo, las observaciones mostraron que distancias lejanas al centro
galdctico, el comportamiento de la curva de rotacion era constante. Una manera de explicar este
aplanamiento fue considerar que las galaxias tenfan m&as masa de la que podia ser vista, lo que
gener6 la idea de la existencia de materia oscura como la masa faltante en las galaxias [38].

El objetivo de este capitulo es considerar una masa puntual rodeado por una distribucién esférica-
mente simétrica de materia caracterizada por una funcién de densidad p(r) y estudiar la influencia
que tiene el potencial gravitatorio del objeto comparado con diferentes potenciales, en este trabajo,
consideramos los potenciales que describen el halo de materia oscura en la galaxia dado que los
potenciales presentan una divergencia para valores cercanos a cero (Potencial isotermo y Navarro-
Frenk-White) y lo compararemos con un potencial que se aplana para las regiones cercanas al
origen (Isotermo-Truncado). También analizaremos la tasa de acrecién correspondiente para cada
caso y la compararemos con el caso mas conocido que es la acrecién de Bondi.

Como introduccién a este capitulo, en la seccién 3.1 derivamos la ecuacion de Poisson a partir de
la ley de gravitacién, dado que esta ecuacion representa la relacion que existe entre la distribucién
de materia y el potencial generado por la masa puntual, asi mismo, definiremos la ecuacién para la
masa a partir de la funcién de densidad, los cuales son cantidades importantes para las secciones
subsecuentes.

3.1. Ecuaciéon de Poisson

Como mencionamos, Podemos deducir de una manera sencilla la ecuacién de Poisson, tomando
en cuenta la ley de gravitacién universal. Entonces, tomando la expresién

. Mm

31
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definimos F' = mg una aceleraciéon debido al campo gravitatorio, al considerar un flujo de campo
)
que atraviesa una superﬁcie S7 podemos escribir

Lg- dS = —47G M . (3.2)

dado que la diferencial de superficie en coordenadas esféricas esta dado por la expresién dS =
r?senf df d¢. Ademds por definicién, la densidad p(r) estd relacionada con la masa M, de tal
forma que podemos utilizar la expresién

M:/Vp(r)dV7 (3.3)

para obtener,

/S G-dS = —4nG / p(r)dv . (3.4)

1%

Al aplicar el teorema de la divergencia en el termino de la izquierda de la expresién anterior y
utilizando la ecuacién (2.1), obtenemos

/§-d§ :/ﬁ-gdv,
S Vv

—/ V2edV (3.5)
14

podemos igualar las ecuaciones (3.4) y (3.5). Por lo tanto, llegamos a la expresion,
V2@ = 4nGp(r). (3.6)

Esta expresién recibe el nombre de ecuaciéon de Poisson y representa el potencial gravitatorio @,
en la regién dentro de una distribucién de materia materia [89]. De este modo, dado el potencial
gravitatorio, es directo determinar la distribuciéon de densidad pero el problema inverso, es decir,
dada la distribucién de densidad determinar el potencial gravitatorio, no es trivial pues en muchos
casos la densidad de materia p(r) puede ser una funcién complicada.

El caso mas simple, ocurre cuando estamos en regiones libres de materia p = 0, entonces el problema
se reduce a resolver la ecuacion de Laplace,

V2% =0, (3.7)

para resolver cualquier problema, es necesario considerar la regién dentro de la distribucion de
materia y la regién exterior, tomando en cuenta que las soluciones de ambas deben de coincidir en
la frontera, con el fin de que exista continuidad del potencial gravitatorio en todo el espacio [90].

3.2. Acrecién de Bondi.

Consideramos un objeto compacto de masa M y radio R que estd absorbiendo gravitacional-
mente una nube de materia de masa m la cantidad de energia liberada por este proceso esta dada

por la ecuacién,

GMm R, 9
== =5 (3-8)

E
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donde 74 es el radio de Schwarzschild de la masa M. Pero a pesar de ser un mecanismo eficiente,
existe un limite para la cantidad de materia que puede absorber y en consecuencia la energia que
libera. Al suponer que el material absorbido en una nube de gas de hidrégeno ionizado, la lumi-
nosidad L del objeto compacto genera una fuerza de radiacién sobre los electrones libres mediante
la dispersion de Thomson. Esta fuerza es radial y estd dirigida hacia afuera de la distribucién,
entonces podemos considerar la ecuacion,

poorl (3.9)

dmr3e

donde o7 = 6.7 x 10~2°cm? es la seccién transversal de Thomson. Dado que el electrén se mueve
hacia afuera, puede arrastrar un protén para conservar una carga neutra. Por otro lado, la fuerza
gravitatorio sobre el par electrén-protén esta dada por

~ GMm,,

F,= "= (3.10)

r

y estd dirigida hacia el objeto compacto. El limite de luminosidad ocurre cuando estas dos fuerzas
se encuentran en equilibrio, por lo tanto,

417G M mpc
ar

M
Lpid = =3.4x 10" L <M> , (3.11)

©

esta cantidad recibe el nombre de luminosidad de Eddington, la cual habiamos mencionado ante-
riormente. A partir de esta ecuacién podemos considerar que existe una tasa de acrecién maxima
a la que el objeto compacto absorbe materia. Suponiendo que la energia E se convierte completa-
mente en radiacién, entonces la tasa de acrecién maxima es

- R
Mggq =1 x 10 3Mgyr—* (R@) , (3.12)

sin embargo, en un escenario real, la conversién de energia no es 100 % eficiente. observaciones de
los rayos X de los nicleos activos de galaxias, sugieren que el objeto central debe ser un agujero
negro generando una luminosidad cercanas a la de Eddington. Sin embargo, como mencionamos en
capitulos anteriores, para que una semilla de agujero negro pueda crecer hasta formar un agujero
negro supermasivo debié estar acretando desde su nacimiento con una tasa de acreciéon de Edding-
ton, lo que es muy poco probable.

Otra situacién muy estudiada es la acreciéon de Bondi, que se refiere a la caida radial y esférica-
mente simétrica de un gas hacia un objeto compacto [91]. Consideramos una nube de gas con una
densidad ps y presién P,, uniforme a distancias lejanas del objeto compacto. Si consideramos
un gas con condiciones dindmicas tipicas del medio interestelar o el intercambio de materia que
existe entre un sistema binario, se espera que el flujo de acrecién hacia el objeto compacto pueda
describirse con las ecuaciones de la hidrodindmica [92]. Suponemos que el gas es politrépico y su
flujo es adiabdtico, utilizamos la ecuacién de estado

P=kp", (3.13)

donde k y I son constantes. Si definimos a la velocidad del sonido en un medio con la ecuacién:

dp\/?
vy = (dp> . (3.14)
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para distancias lejanas al objeto central la velocidad del sonido esté dada por v2, = kPs/poo. Es
posible caracterizar el flujo del gas a grandes distancias del objeto compacto utilizando la mecanica
newtoniana. Mientras que la acrecién a distancias cercanas al horizonte r, = 25;21\/[ pueden ser
evaluadas usando mecanica relativista, sin embargo deben existir condiciones de regularidad entre
estos valores. Estas condiciones de regularidad nos ayudan a determinar la tasa de acrecién M. A
partir de la ecuacién (3.13) podemos deducir que el sistema puede ser descrito por las ecuacién de

continuidad:

1d, 5
V-puzﬁg(r pu) =0, (3.15)
y por la ecuacién de Euler,

duv 1dP GM
= - X7 3.16
Yar p dr r2 7 (3.16)
con u definida como la velocidad radial del gas. Las ecuaciones (3.15) y (3.16) pueden expresarse
de esa forma cuando el flujo alcanza un estado estable. Sustituyendo la expresion de la velocidad

del sonido (3.14) en la ecuacién anterior, obtenemos,

J oy vsdp  GM_ (3.17)

2dp_ 2 law (3.18)

al sustituir esta ecuacién en la expresién (3.17), encontramos

1 02\ du? GM 202y
- 1-22|—=—-——(1-== .1
2 < u2) dr 2 ( GM> ’ (3:19)

esta ecuacién representa la acrecién en un estado estable, esféricamente simétrica de un gas no
autogravitante. Considerando el término entre paréntesis del lado derecho de la ecuacién, podemos
observar que Cuando r — oo la velocidad del sonido se aproxima a v, y como consecuencia
tenemos que 1 — 2v2r/GM es negativo. Por otro lado, cuando r — 0 el término 1 — 2v2r/GM se
incrementa. Entonces, podemos definir un radio critico cuando 1 —2v2r/GM = 0, esto implica que

_aM

> -
2v;

(3.20)

T's

Existen seis familias de soluciones a la ecuaciéon de Bondi, su comportamiento se caracteriza por
su velocidad evaluada en el radio critico y los limites r — oo y r — 0. Considerando que la
velocidad del gas tiende a cero u? — 0, tenemos u(r4)? = vs(rs)? y lo que implica dos posibles
soluciones conocidas como transénica. Los puntos de la distribucién en donde se satisfacen estas
condiciones; con 1 — co y r — 0. En estas soluciones el radio es conocido como punto sénico.
Cuando % rs = 0, considerando la velocidad radial del gas menor a la velocidad del sonido
(u? < v?), tenemos el caso subsénico y representa una caida suave que gradualmente alcanza el
equilibrio hidrostatico en radios pequenos. Cuando consideramos la velocidad del gas mayor a la
del sonido u? > v2 se le conoce como solucién supersénica. Por iltimo, tenemos dos soluciones
matemdticamente posibles pero fisicamente imposibles cuando u(rs)? = vs(rs)? con r > rs y
r < rs. En estos casos, tendriamos dos valores diferentes de la velocidad u a un solo valor de r y
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por lo tanto no tienen relevancia en el proceso de acrecién [93]. En la figura (3.1) se muestran las
soluciones fisicas descritas anteriormente.

Vamos a enfocarnos en la solucién transénica cuando r — oo debido a que podemos determinar la
tasa de acrecién en términos de la masa M y de la densidad y la velocidad de la luz en el infinito, que
son cantidades que podemos conocer. Integrando la ecuacién de momento y utilizando la ecuacién
de estado de un gas politrépico, encontramos la ecuacién de Bernoulli [94], escrita como:

u? v? GM v2

— i — === 3.21
2+F—1 T r-1’ ( )

evaluando el punto sénico en esta ecuacién obtenemos,

, 53l (GM) 7 (3.22)

2
4 vZ

al utilizar la razon entre la densidad del medio a un cierto radio y la densidad en el infinito,

obtenemos la expresién:
w. \/T-1
P = Poo ( . ) , (3.23)

Uoo

como el objetivo es encontrar una expresion para la tasa de acrecién utilizamos la definicién de
masa en una distribuciéon esférica

4
M= gwr3p(r), (3.24)
al derivar con respecto a r y utilizando la regla de la cadena en el término de la izquierda, obtenemos
dM dr
— =dnr?p(r)— 3.25
= plr) (325)
y por lo tanto _
M = 4nriup(r), (3.26)
sustituimos (3.23) en esta ecuacién la tasa de acrecién estd dada como:
: GM\?
UOO

donde A es una constante en términos del indice adiabatico y que depende del tipo de gas que
consideremos. Para tener una idea de los valores fisicos reales, podemos utilizar valores carac-
teristicos del medio como la densidad ps, = 10724 gem ™ la velocidad del sonido en el infinito
Voo = 10kms™1! el fndice adiabatico I' = 5/3 y por lo tanto A = 0.25 [92], nos permiten redefinir
la tasa de acrecién
. M\
M =338x10"" () Mgyrt, (3.28)
Mg

al considerar una semilla de agujero negro de masa inicial de =~ 100M, la tasa de acrecion es de
M =3.38 x 10~°Mg /yr. Considerando que la caida es radial y que el material que esta acretando
es infinito, le tomarfa aproximadamente 121.3Gyr en alcanzar una masa de 4.1 x 105Mg,. Pero a
pesar de considerar condiciones idealizadas, este tiempo es mucho mayor a la edad del Universo.
Entonces, si tomamos una semilla de masa inicial de 10*M, debida al colapso directo de una nube
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Figura 3.1: Soluciones de la ecuacién de Bondi [92]. Dos de estas soluciones son conocidas como
solucién transénica, una de ellas es subsonicas y otra es ssupersonica.

densa, con esta tasa de acrecién tardaria 0.012Gyr en alcanzar la masa de Sagitario A*, pero como
mencionamos este escenario se encuentra idealizado y al momento de considerar los otros factores
que evitan la acrecion, el tiempo de crecimiento se reduciria.

En la siguiente seccién estudiaremos los potenciales de la esfera isoterma, la esfera isoterma-
truncada y el modelo de Navarro-Frenk-White (NFW) [95] para verificar como afecta la forma
del potencial al radio de influencia de la masa puntual y definir una tasa de acrecién.

3.3. Distribucién esférica alrededor de una masa puntual.

El modelo del halo isotermo presenta una simplicidad matematica y un perfil de velocidad de
rotacién constante, que reproduce las regiones externas de la curva de rotacién de las galaxias [96].
El perfil de densidad estd descrito por la ecuacion,

o2

Piso = ﬁ y (329)

donde oy es una velocidad caracteristica que utilizaremos para los diferentes perfiles. Por otra

parte, al utilizar la definicién de masa (3.3) obtenemos,
208

M= —"tyr. 3.30

o (3:30)

por lo tanto la masa contenida dentro de la esfera isoterma es directamente proporcional al radio,
lo que provoca el aplanamiento en la curva de rotacién [97].
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Ahora, podemos encontrar el potencial correspondiente a esta densidad, para ello usamos la ecua-
cién de Poisson, tomando la parte radial del laplaciano en coordenadas esféricas, podemos escribir
(3.6) como,

r2 or or
sustituyendo (3.29) e integrando con respecto a r, tenemos

1 3 <r26¢i50> — 47TGpiso, (331)

2
a(I)iso _ QUOiSU
or r

al integrar nuevamente, en un intervalo de ro hasta r, llegamos a que el potencial esta dado por la
expresion,

(3.32)

@mzzﬁmm(:>. (3.33)
0

Por otra parte, un modelo que estd disenado para producir una curva de rotacién que evite la
divergencia de la densidad cuando r = 0, es el modelo de esfera isoterma-truncada que tiene un
comportamiento similar al caso anterior pero con un ntucleo plano. El perfil de densidad esta dado

por
2

90
run — Lrun 5 3.34
Pe 2rG(r? 4+ 1r3) (3:34)

de manera analoga al caso isotermo, podemos encontrar el potencial correspondiente. Entonces
utilizando nuevamente la ecuacién (3.6) e integrando llegamos a la expresién,

a(ptrun 20(2) run r
B = r; r — rg arctan IR (3.35)
por lo tanto, el potencial isotermo-truncado es,
2 2
Dirun = O’(Q)t {ln (1 + 742) + 270 arctan (r)} ) (3.36)
run r2 r o

El ultimo caso que analizaremos es el perfil Navarro-Frenk-White, el cual es uno de los modelos
mas utilizados en simulaciones numéricas [98], la ecuacién para la densidad esta dada por

PNFW = —Powew__ 3 (3.37)
T (1 + L)
T0 0

el perfil de Navarro-Frenk-White se le conoce como “universal” porque trabaja para una gran
variedad de masas de halo que abarcan cuatro 6rdenes de magnitud, desde galaxias individuales
hasta halos de cumulos de galaxias. Este perfil tiene un potencial gravitatorio finito aunque la masa
total todavia diverge [99]. Este potencial esta descrito por la expresién

(1) 9

r )
7o

dnpw = —4nGporg

Con el fin de comparar las caracteristicas de los perfiles de densidad y de los potenciales de cada
uno de los modelos de los halos, utilizamos las cantidades patréon definidas en la seccién anterior y
agregando a la velocidad caracteristica oy como

GM}  AnGpoR3

o8 = o 3 (3.39)
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Figura 3.2: Perfiles de densidad adimensionales, elegimos 7y = 3 para poder escalar los valores de
los tres casos considerados en este trabajo, este punto es donde los tres perfiles son iguales.

donde M}, = 4% poR3 representa la masa patrén para el halo de materia. De acuerdo a la referencia
[96] podemos relacionar las densidades caracteristicas de cada uno de los modelos, exigiendo que la
densidad tenga el mismo valor cuando 7y = 3 considerando ry = Rg7y = 3 Ry, donde recordemos
que Ry es una cantidad patréon. Por lo tanto, podemos reescribir los perfiles de densidad en términos
de pg, de tal forma que

12
Piso = 7272 3 (340)
10po
run — ~ 5 3.41
P = 911 1 42) (3.41)
16p9

=— 3.42

PNEW = 50 (1 4 7)2 (3.42)

cada uno de estos perfiles se muestran en la figura (3.2) donde observamos que los modelos iso-
termo y Navarro-Frenk-White presentan una divergencia cuando r — 0 mientras que la esfera
isoterma-truncada tiene un nicleo plano, como se mencioné anteriormente. Entonces, a partir de
las ecuaciones (3.40) - (3.42) estas ecuaciones podemos definir los potenciales adimensionales para
los halos, considerando que ®; = m o3 V;, donde V; es una cantidad adimensional,

Vieo = 3ln(7) (3.43)
5 . 2arctan(7)
Virun = 3 In (1+7%) + ——, (3.44)
In(1+47
VNFw = —16u ) (3.45)

r
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Figura 3.3: Potenciales efectivos adimensionales de diferentes modelos de halos. Esfera isoterma
(Azul), Esfera isoterma-truncada (Naranja) y NFW (Verde).

al agregar el termino centrifugo % obtenemos el potencial efectivo, los cuales se muestran en la
figura (3.3).

3.4. Radio de influencia.

La idea principal de esta seccion es encontrar la zona en que el potencial de la masa puntual ¢4
domina sobre el potencial del halo ®f. Considerando el punto en donde el potencial gravitatorio
y el potencial del halo debe ser igual para que pueda existir continuidad, es decir, cuando,

g = by, (3.46)

podemos obtener un radio de equilibrio entre ambos potenciales. Dado que queremos compara
los potenciales a una misma escala, utilizamos nuevamente las cantidades patron y las ecuaciones
adimensionales para los potenciales, obtenidas en la seccién anterior. En el caso del potencial
gravitatorio, consideramos ®¢ = m ¢¢ Vi, con g definida en el capitulo anterior. Entonces, tenemos

% Ve =03Vi, (3.47)
por otro lado podemos considerar el potencial gravitatorio adimensional como utilizando la expre-
sién (3.43) y considerando el potencial gravitatorio adimensional como Vi = —1/7, obtenemos

o2
Vo =3V, (3.48)
o
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Figura 3.4: Radios de equilibrio para el halo isotermo y el potencial gravitatorio. Considerando
v =1, observamos dos valores para el radio de equilibrio r., = 0.538 Ry y 7., = 0.222 Ry.

2
si consideramos que o es miltiplo de la velocidad caracteristica g3. Definimos v = Z—S como una
0

constante adimensional.

1
~ +3~In(f) =0, (3.49)
T

1 2arctan (7

L I (14 72) 4 2200 fm(r) =0, (3.50)
r 3 7

1 In(1 + 7

2 - T G (3.51)

Al resolver la ecuacién (3.49), obtenemos dos soluciones para el radio de equilibrio del halo isotermo
cuyo valor depende principalmente de la constante adimencional v que representa la relaciéon que
existe entre las masas del objeto central y del halo de materia que lo rodea. Para demostrar este
vinculo consideramos la razén of/q3. Por otro lado, tomamos la definicién de ¢3 del capitulo
anterior g3 = G My/Ry, donde My es la masa patrén del objeto central, si consideramos que la
masa del halo es un multiplo de la masa del objeto central, es decir, M), = vMy, obtenemos

b
2
dp

=M} /My =1, (3.52)

En la figura (3.4), observamos las dos soluciones de la ecuacién (3.49) cuando v = 1, que representa
que las masas del objeto central y del halo son iguales. Al tomar el valor absoluto de los potenciales,
vemos que existe una regién en donde el potencial gravitatorio domina hasta alcanzar r., y una vez
que pasamos ese punto la dindmica de la materia esta dominada completamente por el halo hasta
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Figura 3.5: Radio de equilibrio, representado por el punto en donde se interceptan los potenciales
de una masa puntual y una esfera isoterma. Tomando el valor de v = 100, los radios de influencia
son 1, = 0.00043 Ry (Arriba) y 7, = 0.99661 Ry (Abajo).
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Te,. Sin embargo, conforme aumentamos el valor de 7, es decir, considerando la masa del halo mayor
comparada con el objeto central, los radios de equilibrio van cambiando. Para el caso del radio r,
disminuye y se acerca cada vez més a 0 mientras que el valor r., aumenta y tiende a 1. Utilizando
v = 100 los radios de equilibrio correspondientes son 7., = 2.5 x 1075 Ry y r., = 0.9966 Ry. En
la figura (3.5) se muestra los radios de influencias en dos gréficas separadas debido a la diferencia
que existe en cada una de ellas. Para el analisis que estamos realizando ocuparemos unicamente e
radio 7., debido que esta dentro del sistema que definimos.

Para dimensionar los valores obtenidos podemos considerar el tamano del halo de materia oscura
en la Via Léctea. De acuerdo con en el articulo [100], la masa del halo de materia oscura en la
Galaxia es de My = 1.37 x 10'' M, a un radio de 20 Kpc. En este trabajo ocupamos estos valores
como referencia para obtener un radio de equilibrio y poder compararlos con los diferentes casos
que estamos considerando. Ademds, como masa patrén consideramos la masa de Sagitario A* [101],
esto implica que v = 2.9 x 10%. Por lo tanto, los radios de equilibrio son r,, = 1.8 x 1078 Ry y
re, = 0.999 Ry en unidades fisicas obtenemos para el primer radio r., = 1.4 x 10~ %pc.

Por otra parte, podemos considerar el radio de influencia del agujero negro en términos de la
dispersién de la velocidad de las estrellas o el gas a su alrededor [102], descrito como

Iy — o\ (3.53)
"B\ 106 My, ) \ 100km/s ) PO '

para una velocidad de ¢ = —14km/s [100] a una distancia de 20Kpe, obtenemos que el radio de
influencia es 2.04 x 10~3pc, es decir, un orden de magnitud menor al obtenido con la influencia del
halo isotermo.

Para el caso del potencial descrito por Navarro-Frenk-White, resolvemos la ecuacién (3.51) y cal-
culamos el radio de influencia de la masa puntual, de igual forma que hicimos en el caso anterior.
En la figura (3.6) se muestra el radio de equilibrio considerando v = 100, en este caso, al to-
mar valor absoluto del potencial, tenemos que la masa puntual domina hasta una distancia de
re =6.25 x 1074 Ry.

Nuevamente consideramos las cantidades patrén para obtener un radio de equilibrio en unidades
fisicas, por lo tanto, utilizando v = 2.9 x 10* el radio de equilibrio obtenido es r, = 1.87 x 107° Ry,
que corresponde a un valor fisico de r. = 3.74 x 1072pc. Vemos que en este caso la diferencia
entre el radio de influencia obtenido por la ecuacién (3.53) es menor. Comparado con el radio
obtenido en el caso de la esfera isoterma, tenemos una mejor aproximacién con el potencial de
Navarro-Frenk-White. Como mencionamos anteriormente, este perfil densidad tiene un mayor uso
y una mejor aproximacion a los valores observables en las galaxias.

Por 1ltimo, estudiaremos el caso del halo isotermo-truncado, dado que este potencial tiene un apla-
namiento en regiones cercanas al origen y es la diferencia que tiene a comparacién del potencial
de la esfera isoterma y del potencial de Navarro-Frenk-White. En la figura (3.7), mostramos que
no existe un punto en donde se intersecten los potenciales. Sin embargo, si consideramos el valor
absoluto de los potenciales, antes de resolver la ecuacién (3.50), podemos encontrar un valor del
radio de equilibrio que corresponde a r. = 0.00999 Ry, el cuél se observa en la segunda figura (3.7).
Al considerar las cantidades fisicas, de manera ansloga a los casos anteriores, obtenemos que el
radio de influencia para un agujero negro es de r. = 2.9 x 107° Ry = 0.598 pc. Al comparar el radio
de equilibrio de los tres casos observamos que la distancia en la que el objeto central domina es
menor a 1pc.
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Figura 3.6: Comparacion de los potenciales de una masa puntual y de un halo descrito por Navarro-
Frenk-White. Considerando a v = 100 el radio de equilibrio es de . = 6.25x10~% Ry, valor obtenido
al resolver la ecuacién (3.51).

3.5. Tasas de Acrecion.

Para obtener una expresion de la tasa de acrecién en términos de los perfiles de densidad que
estudiamos anteriormente, tomamos la ecuacién (3.26), M nos describe la materia absorbida en
un tiempo determinado. Al considerar una distribucién de materia esféricamente simétrica que cae
radialmente, escribimos la velocidad como

. \/@ (3.54)

entonces, reescribimos la tasa de acrecién (3.26) de la siguiente manera,

M = 47vV2G M r3/% p(r), (3.55)

debido a que queremos comparar las tasas de acrecién en los diferentes casos que presentamos en
las secciones anteriores, necesitamos adimensionar la expresién anterior ocupando las cantidades
patrén. Para ello definimos p = pop y M = M{M. con M una cantidad adimencional. Entonces,
reescribimos la tasa de acrecién adimensional como,

M =3V2M3/?p, (3.56)

utilizando las expresiones de p a partir de las expresiones para el halo isotermo (3.40), el halo
isotermo-tuncado (3.41) y el halo de Navarro-Frenk-White (3.42), obtenemos las siguentes ecua-
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Figura 3.7: Potencial gravitatorio de una masa puntual comparado con el potencial de una esfera
isoterma-truncada con v = 100. Observamos que el potencial del halo isotermo-truncado se aplana
a distancias cercanas al origen a diferencia del potencial de masa puntual que diverge cuando

r — 0.



CAPITULO 3. MATERIA ALREDEDOR DE UN AGUJERO NEGRO. 45

ciones para la tasa de acrecion,
Miso =3 ——ro, (3.57)

. 10 2M 72
MTrun - 5 ( 7 PO) (1 +7§2) 3 (358)

Myxrw = 16 (\/ 2':/[,00> A2 (3.59)

de manera inmediata identificamos el término entre parentesis de las ds ultimas ecuaciones como

27{\/‘ po = % entonces, podemos reescribir las ecuaciones en terminos de la tasa de acrecion del

>

halo isotermo,

. 10 72 .
MTrun — jm Miso 9 (360)

- 16 7 .
= 5 71 . Ao isoy » .61
Mnrw 3 (1+TA)2M o (3.61)

Utilizando el radio de equilibrio calculado en la seccién anterior del halo isotermo r. = 1.8 X
1078 Ry = 1.4 x 1072 pc, para una masa de M = 4.15Mg, la taza de acrecién es de Miy, =
3.32 x 10* M yr~1. Y para los diferentes modelos de halo tenemos,

Mrpn = 6.5Mg yr—t, (3.62)
Mypw = 452.31 Mg yr— !, (3.63)



Capitulo 4

Modelo de movimiento de una
particula

El modelo que presentamos en este trabajo se basa en una particula que esta sometida a la
influencia de un potencial central, la cual pierde momento angular a partir de modificar el potencial
gravitacional agregando una funcién dependiente de la coordenada 6. El objetivo principal de esta
seccion es derivar las ecuaciones de movimiento de la particula que pierde momento angular y
resolverlas a través de un método numérico que nos permita asegurar la conservacion de la energia
total del sistema a lo largo de largos periodos de tiempo. Estos método se les conoce como métodos
simplécticos y utilizaremos especificamente el método de Leapfrog, el cudl se estudiara a detalle
en las siguientes secciones.

4.1. Momento angular No conservativo.

Como vimos en las secciones anteriores el momento angular total es una cantidad conservada
para el movimiento bajo una fuerza central, si consideramos la ecuacién de la lagrangiana en tres
dimensiones, definida por la ecuacién (2.4). El caso de Kerr muestra un claro ejemplo de un sis-
tema en donde el momento angular no es una cantidad conservada pero que es posible encontrar
una cantidad que se conserve y pueda describir, junto con las otras constantes de movimiento, las
trayectorias de las particulas.

En este capitulo describiremos un modelo que evitemos la barrera de potencial generado por el
potencial efectivo y para ello modificaremos el potencial ®, de tal forma que rompamos la conser-
vacion del momento angular y asi vencer la barrera de potencial generada por el potencial efectivo
(2.23). Entonces, tomamos la superposicién del potencial gravitacional (2.3) con un potencial que
genere un cambio en una de las coordenadas angulares, dado que queremos conservar la simetria
axial, consideramos una funcion efectiva que dependa explicitamente del angulo 6. Por otro lado,
queremos que la contribucion de este termino en el potencial sea significativo a distancias cercanas
al objeto central y disminuya conforme la distancia aumente. Entonces proponemos un potencial

de la forma,
M k
a() = - M K pg) (11)

r r2

46
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donde k es una constante y debe tener unidades de momento angular al cuadrado por unidad de
masa, para que las unidades del segundo término sean correctas consideramos que la funcién f(6).
Uno de los objetivos de este trabajo es demostrar que el agregar una funcién f(6) pueda contribuir
a que el momento angular no se conserve y que la caida de particulas hacia el objeto central sea
posible y que el momento angular no sea una restriccién, sin embargo el andlisis es meramente
matematico y dejaremos para estudios futuros el encontrar una funcién que corresponda a un
proceso fisico. Para empezar el andlisis de f(#) nos concentraremos en el caso newtoniano de masa
puntual. Con la expresién (4.1) escribimos a la funcién lagrangiana como una lagrangiana efectiva
con la forma,

1 . . GMm k
L=3m <7-«2 4262 4+ r2sen20¢2) + 22 2 ), (4.2)

r r
Como hemos visto en las secciones anteriores, la ecuacién (4.2) no depende explicitamente del
tiempo, entonces la energia es una cantidad conservada. Utilizando la expresién (2.43) encontramos

los siguientes momentos candnicos para las coordenadas angulares,
_ 2,20
Py = mr-sen-0¢, (4.3)
po =mr20,
dado que ¢ es una coordenada ciclica tenemos que py es constante. Por otra parte, considerando

la norma del momento angular definida en la ecuacién (2.50), al derivarla con respecto al tiempo
obtenemos

2 cos 0p?
ddit - ZpQ% B sen3p€¢ % ’ (4.5)
recordemos que dste = % y de la ecuacién (4.4) obtenemos que ¢ = —5¢ . Entonces,
dpg _ cos 0 p3, _ k 9f(0) (4.6)
dt  mr2sen3d r2 90
sustituyendo en la ecuacién (4.5), podemos obtener la siguiente expresién,
dd—lf = —kaag—(:)é, (4.7)

esta ecuacién implica que existe una pérdida de momento angular debida a la funcién f(0) y por lo
tanto no es una cantidad conservada. Sin embargo, observamos que el término de la derecha puede
escribirse como una derivada con respecto al tiempo, de tal forma que

d
p (L +2mkf(0)) =0, (4.8)
por lo tanto, la expresién L? + 2mkf() es una nueva constante de movimiento, para cualquier
funcién f(0) lo que nos permite definir una variable Ly

2

_ 20)2 Py
Ly = (mr<0)° + p—y7 +2mkf(6), (4.9)

al igual que en el caso de la constante de Carter, Ly es una constante de movimiento. Esta constante
es de suma importancia para los resultados presentados en este trabajo, debido a que, atin cuando
el momento angular no sea conservativo, el movimiento de las particulas estd descrito a través de
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un potencial efectivo que permite caracterizar el movimiento a partir de su energia. Para encontrar
una expresién equivalente a (2.23), necesitamos calcular las ecuaciones de movimiento en términos
de esta nueva cantidad conservada. De manera inmediata, podemos encontrar la expresién para qb
dada por la expresién (2.48) considerando ¢ = u®. Por otra parte 6 = u’

0= mr2sen26 (4.10)

por otro lado, a partir de la ecuacién (4.9) obtenemos

C 1 P
0=—=1\/L —2mkf(6 4.11
mr?2 N sen20 mkf(0), (4.11)

con ambas ecuaciones, podemos calcular la energia total del sistema. Utilizando coordenadas esféri-
cas tenemos la expresion,

1 . . M
E=-m (7’"2 + 720 + r2sen29¢2) — GJ
2 T

+ %f(é)), (4.12)

sustituyendo las expresiones (4.10) y (4.11), la energia se puede escribir como

1 Ly GMm
E = —my? - 4.13
2mr + 2mr? ro ( )
con la ecuacién (2.21), podemos escribir al potencial efectivo para este caso
Voer=—F — , 4.14
if * 2mr? r (4-14)

La mayor diferencia notable en el caso del momento angular conservativo, es el valor de Ly que
al ser una constante arbitraria puede adoptar valores positivos y negativos. Con la ecuacién (4.13)
obtenemos una expresion para 7, de tal manera que

2 Ly GMm
=4 /— | E— 4.1
" \/m < 2mr2 + r ) ’ (4.15)

por lo tanto se debe cumplir que F — zﬁgz + Gﬂfm

que Ly < 0y de manera general se debe cumplir que Ly < 2mr? (E + GMT’")

> 0, una solucién a esta desigualdad es considerar

Una vez que tenemos las primeras derivadas de cada una de las componentes de la posicion de
la particula, podemos derivarlas con respecto del tiempo para poder obtener las ecuaciones que
describen su movimiento, de tal manera que obtenemos

o 2, 1 [ costpl  kOf(6)

2, 1 _k 41
o+ r o ré <mZSen30 m 00 |’ (4.16)
. 2py [ cosf T

_ 41
¢ m (r2sen390 * r3sen39> ’ (4.17)

para la ultima ecuacién consideramos la lagrangiana descrita en (4.2), y utilizando las ecuaciones
de Euler-Lagrange (2.30) y ocupando (4.11) y (4.10), para obtener,
LN GMm

= (4.18)
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Figura 4.1: Potencial efectivo para distintos valores de L, observamos que al aumentar el valor de
la constante conservada el potencial adquiere una barrera de potencial (amarillo) pero al adoptar
valores negativos existe un pozo de potencial a pesar de que las particulas cuenten con un momento
angular (azul), este pozo aumenta conforme L,, disminuye (verde) .

y como era de esperarse, observamos que la tnica ecuacion de movimiento que depende de esta
funcién efectiva es la expresién (4.16) para g. Para obtener las 6rbitas que siguen las particulas
es necesario resolver el sistema de ecuaciones obtenidas en esta seccién. Sin embargo, como he-
mos estado manejando a lo largo de todos los capitulos, la descripcién cualitativa y el tiempo de
computo que requiere el andlisis, se simplifica si utilizamos cantidades patréon y ecuaciones adi-
mensionalizadas, es por ello que utilizaremos nuevamente este método para obtener el potencial
efectivo (4.14), la mayoria de las cantidades patrén que utilizaremos ya han sido definidas en los
capitulos anteriores, por lo tanto, de manera inmediata obtenemos,

¥ ln
eff = — ~o
Vet ee + 572

(4.19)

< =

y por lo tanto, la ecuacién (4.15) se convierte en,

: ln 1
7= \/2 <ee ~ 52 + f‘) , (4.20)

La figura (4.1) representa el potencial de la ecuacién (4.19). Cuando I, = 0, de igual forma que
el potencial newtoniano, cualquier particula con energia mayor a Vo cae de manera radial y por
lo tanto las particulas no cuentan con momento angular. Por otro lado, [, > 0 genera nuevamente
una barrera de potencial infinita lo que implica que ninguna particula puede ser absorbida por el
objeto central. Y por ultimo, el caso I,, < 0 permite que las particulas aun cuando tienen momento
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angular, pueden ser acretadas debido a que se crea un pozo de potencial sin barrera centrifuga,
que es nuestro objetivo principal.

La caida de potencial es méas pronunciada que para la caida radial libre, por lo que esperamos
poder tener tasas de acreciéon ain mayores a las de caida radial.

El programa que desarrollamos para este trabajo, utiliza el método de Leapfrog para resolver las
ecuaciones de movimiento en coordenadas cartesianas, si observamos las ecuaciones (4.16), (4.17)
y (4.18), vemos que forman un sistema de ecuaciones acoplado por medio de las componentes 7 y
0, ademds de ser un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden. Computacionalmente,
resolverlas tiene una mayor complicaciéon pues necesitamos realizar una sustitucién de variables
para poder obtener ecuaciones de primer orden. Sin embargo, esta complicacion podemos evitarla
considerando un cambio en las coordenadas esféricas a un coordenadas cartesianas, las ecuaciones
que se analizar, atin cuando son de segundo orden, estdn relacionadas unicamente a sus compo-
nentes espaciales , y y z. Para resolverlas utilizamos el método leapfrog, el cual presentaremos en
la siguiente seccién. Por ultimo realizaremos una descripcién detallada del cédigo creado especifi-
camente para este trabajo.

4.2. Descripciéon del codigo.

Los algoritmos simplécticos, son métodos importantes para resolver sistemas Hamiltonianos
que cubren casi todos los procesos fisicos reales con disipacién de energia despreciable, tales como
el movimiento de cuerpos celestes y satélites artificiales o la dindmica molecular. Una propiedad
fundamental de los sistemas Hamiltonianos es que su flujo en el espacio fase preserva la estructura
geométrica. Sin embargo, los métodos numéricos convencionales descuidan esta especial carac-
teristica y conllevan un aumento o disipacién artificial de la energia mecédnica total. Una ventaja
importante de los algoritmos simplécticos es que son adecuados para el seguimiento durante largos
periodos de tiempo y para simulaciones cualitativas.

Como en toda ley fisica, las relaciones establecidas provienen de aproximaciones a los casos del
mundo natural, necesarias para la formulacién de los problemas y la construccién de modelos que
reproducen, con cierto grado de veracidad, las observables en tales experiencias. En este trabajo
utilizamos la teoria de la gravitacién universal de la mecéanica clasica.

Cémo ya mencionamos, este modelo proporciona una descripcién adecuada (dentro de condiciones
preestablecidas) de la interaccién gravitacional entre cuerpos masivos. Entonces, nos ocuparemos
de trasladar este modelo fisico, a un modelo en el dominio del calculo de diferencias finitas, por
medio de los métodos numéricos y computacionales.

Hablamos de aproximar, debido a que las operaciones que realizaremos no estaran exentas de error,
es mas, estaremos estableciendo un error como punto de partida en la formulacién del problema y
un error inherente en las operaciones realizadas en el procesador de cédlculo. Este error, podemos
controlarlo dentro de cierto rango y veremos que estd presente cada vez que implementemos ope-
raciones aritméticas en el computador, mientras que el error al que nos referimos en un principio,
serd establecido una unica vez al plantear nuestro problema. Podemos referirnos al error como el
truncamiento en nuestra aproximacion al modelo fisico y lo definimos como la precisiéon en nuestras
operaciones en el procesador de calculo, o errores de redondeo.
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Dado que deseamos reproducir las ecuaciones del mencionado modelo, tenemos que poder repre-
sentar el concepto de derivada de cierto sentido en el marco de variables de dominio discreto. Asi
debemos pasar a modelar un problema en el dominio continuo a uno discreto, sin alejarnos de los
resultados conocidos. Todo modelo presenta, dada la naturaleza de las leyes de Newton, de relacio-
nes entre los observables a través de ecuaciones diferenciales, aqui de la importancia del concepto
de derivada, que tenemos que aproximar en nuestro nuevo dominio. Asi, comencemos por plantear
la definicién de la derivada de una funcién de una sola variable como,

flz+h) - f(z)

f(;v) = limh%o h 5 (421)
Dada entonces, una ecuacién diferencial de un cierto campo escalar unidimensional x(t)
dz
— = 4.22
= ), (1.2

debemos expresarla en nuestro nuevo dominio finito, es decir se tendran los términos como ¢t —
t; =iAt coni=0,1,2,.., la o las variables z(t) — z; = z(¢;) con f(z) = f(x;). A su vez, pasamos
a crear la equiparticion del dominio espacial x;41 — x; = Ax. Esto nos permite poder definir al
menos tres criterios para representar el concepto de derivada en este dominio finito, que surge de
la equiparticién de cierto intervalo,

CL!E Ti41 — X4 /

7 = — =2pr, (4.23)
dxr Ty — Tj—1

dr  Tiy1 — T

@ = h ~rer (425)

Definimos @’ o Forward Time, 2’31 o Backward Time y x.; o Center Time tres criterios para
definir el concepto de derivada como diferencias finitas. Tales criterios aparecen de considerar un
desarrollo de Taylor de x(t) hasta el primer orden, z(t) =~ x(t;) + (¢t — t;)(dx/dt)s, + ..., de esta
manera, estamos considerando las anteriores definiciones a primer orden, dado que cada termino
en estas incluirdn un error O(h) de primer orden en nuestra aproximacién. Nos referiremos a este
error O(h) como error de truncamiento. A mejor aproximacién, menor sera este error, o mayor
su orden en la aproximacion empleada. De los diversos métodos presentes en la literatura, nos
centraremos en dos métodos similares para resolver el problema, el método de Verlet y el método
Leapfrog.

Para problemas de segundo orden en los que f depende sélo de x, el esquema de integracién de
Leapfrog de segundo orden se usa ampliamente. Su simplicidad lo convierte en una alternativa
atractiva. Sin embargo, nos obliga a modificar la forma de cémo y cuiando se definen nuestros
datos. Generalmente todos los datos son sincrénicos, es decir, todos los componentes del vector se
definen al mismo tiempo. Sin embargo, al menos en los sistemas de segundo orden, a menudo es
ventajoso definir las velocidades en los puntos medios de los intervalos; se dice que las velocidades
son escalonadas con respecto a las posiciones x, figura (4.2).

Considerando un solo grado de libertad, las ecuaciones de movimiento cumplen con las siguientes
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Figura 4.2: Representacion de la estructura del método leapfrog.

relaciones
dx
- = 4.2
= =v, (4:26)
dv dU
at = f(x) = <_d:c) ) (4.27)

donde f(x) representa la fuerza que actia sobre una particula, la cual suponemos es conservativa
los que nos permite especificar el potencial U(z). Podemos aproximar la ecuacién considerando el
punto medio de un intervalo de tiempo dt, de acuerdo a la expresién

Ty = To + vy /20t, (4.28)

sin embargo, no conocemos vy /o, si inferimos la aproximacién en la ecuacién de la velocidad en
(4.27) por el método del punto medio, es decir,

v3/9 = V12 + f(21)dt, (4.29)

dado que conocemos el valor de x1. Por lo tanto, podemos obtener el valor para x5 de acuerdo
con la relacién xy = w1 4 v3,90t y avanzar en la posicién, para obtener el valor de f(x2) y de esta
manera obtener un nuevo para la velocidad v/, = v3/o + f(x2)0t. Entonces, de manera general,
con esta definiciéon podemos expresar el método Leapfrog a partir de las ecuaciones

Tip1 = T + Viq1/20t,
’UH_3/2 = Ui—1/2 + f(aci+1)6t, (430)

coni=0,1,2, ... En la figura (4.2) la simetria entre las formas en que x y v avanzan en el tiempo.
Este esquema de hecho da una precisién de segundo orden en x. Por supuesto, las condiciones
iniciales rara vez se especifican en los tiempos escalonados requeridos por el esquema de salto. Por
lo general, debemos usar el llamado esquema de “arranque automdtico” (como Euler, Mid-point o
Runge-Kutta-4) para dar el primer paso y establecer el valor de v, /5. El interés en este método
yace en la simplicidad del cédigo y la conservacion de cantidades fisicas de interés en los sistemas,
como son la energia y el momento angular, ademéas de ser més eficiente al compararse con otros
métodos mas sofisticado. La preservacién de la energia o del momento angular, podemos observarla
a través de la oscilacion de estos valores entorno al valor real proveniente de la solucién analitica
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acotados por un error global de orden 2. Este método presenta una herramienta 1til para obtener
una descripcién cualitativa de un sistema con una estabilidad asegurada. Debemos tener en cuenta
que al momento del cémputo de cantidades como energia. o0 momento angular, se precisa evaluar
las posiciones y velocidades en un mismo instante, por lo tanto es necesario correr los valores de
posicién o velocidad para que estén evaluados en un mismo tiempo. Podemos considerar dos formas
de obtener posiciones y velocidades evaluadas en los mismos pasos de tiempo:

» Dado un paso n y una velocidad en v, /9, retrasar la velocidad con los datos conocidos de
aceleracién y posicién en el paso n, como v, = vn41 — f(x,)dt/2

= Considerar una variacién del método conocido como Velocidad Verlet. En el cual la velocidad
y posiciones pueden ser conocidas a iguales intervalos de tiempo segun,

1
Unt1/2 = Un + if(x”)&’ (4.31)
Tn+1 = T + ’Un+1/2(5t y (432)
1
Un+1 = Un41/2 + §f(xn+1)6t (433)

En el presente trabajo, utilizaremos esta ultima opcién. Otra ventaja del método de Leapfrog es
la reversibilidad en el tiempo debido a la simetria en que se define, que nos permite conservar la
energia, el momento angular y cualquier otra cantidad conservada en cada uno de los pasos de
tiempo de tal forma que no tenemos pérdida de estas cantidades debida al cédigo y nos permite
realizar el andlisis fisico de estas cantidades con un error minimo.

El c6digo numérico desarrollado para este trabajo consta de dos partes: la primera estd pro-
gramada en fortran la cual es la base de todos los resultados obtenidos, debido a que dadas las
posiciones y las velocidades iniciales, resuelve las ecuaciones de movimiento a través del método
Leapfrog descrito anteriormente, los archivos de salida generados por el sistema son:

» init_pos.dat: valores z, y, z de las posiciones iniciales de las particulas sobre una esfera
determinada por un radio rq.
Para generar cada una de los valores iniciales de la posicién, definimos un vector unitario
totalmente aleatorio a través de la funcion random_number de fortran, esta nos dara un
valor dentro del intervalos [0, 1] y ya que queremos que las particulas se encuentren rodeando
a objeto central, el cual definiremos en el origen, necesitamos generar puntos en el intervalo
[—1,1]. Por lo tanto, definiremos:

do i = 1, n_particles
call random_number (ran)
x0 = 2.%(ran(1)-0.5)
yO = 2.*(ran(2)-0.5)

z0 = 2.*(ran(3)-0.5)

x(1,1) = r0*x0/sqrt(x0%*2 + yO**2 + z0**2)
x(2,1) = rOxy0/sqrt(x0**2 + yO**2 + z0*x2)
x(3,1) = r0*z0/sqrt(x0**2 + yO**2 + z0*x2)

end do
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Figura 4.3: Ejemplo de la distribucién inicial de particulas considerando N=1000, a cada una de
ellas se le asigna una velocidad descrita por una funcién gaussiana
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ya que queremos que las particulas se encuentren inicialmente en un radio, multiplicamos
el vector unitario creado por la funcién Random por rg, esto crea una esfera alrededor del
origen, figura (4.3).

= init_vel.dat: componentes iniciales de velocidad.
Vamos a considerar diversos casos en los cuales la velocidad inicial corresponda a una dis-
tribucién gaussiana, asi como también una velocidad constante y para probar el cédigo en
una situacién fisica, consideraremos las velocidades de los 5 planetas del sistema solar. En el
cédigo, la subrutina en donde definimos cada uno de los casos es init_velocity(v0,v).

= energia.dat: genera la energia total en cada paso de tiempo para cada una de las particulas,
a partir de la ecuacion:

1 GMm n k £ )
- — T z
2 Vit argrta P

2

(4.34)

donde v es la norma de la velocidad definida como v? = v2 + vg + 2, con E una cantidad
conservada. Esta expresion estd implementada en la subrutina energy(total_energy), la
cuél requiere de la posicién x(3,N) y la velocidad v(3,N).

= momento.dat: genera el momento angular en cada paso de tiempo para todas las particulas.
Por definicién tomamos la ecuacién L = 7 x p, de la cudl podemos obtener las componentes
del vector y por lo tanto la norma del momento angular, considerando la expresién,

L? = (yv. —Zvy)2—|—(zvx—xvz)Q—l—(xvy—va)Q (4.35)

La subrutina momento(total_momentum) requiere de la posicién x(3,N) y de la velocidad
v(3,N).

= orbita.dat: genera las trayectorias de las particulas en un tiempo dado. En la subrutina que
crea este archivo, se resuelven las ecuaciones de movimiento, una vez que se define el valor
para la funcién f(z,y, z) en coordenadas cartesianas y utilizando los valores de la posicién
y la velocidad generadas por el método Leapfrog, en el siguiente capitulo analizaremos con
mayor detalle dicha solucién.

» distancia.dat: se refiere a la distancia a la que se encuentra la particula con respecto al
objeto central.

El método de Leapfrog esta descrito en tres subrutinas: integrator_leapfrog_partl para obtener
las posiciones en cada paso de tiempo; integrator_leapfrog_partl para las velocidades y por
ultimo, gravity_calculate_acceleration la correccién de velocidad Velvet para obtener las posi-
ciones y velocidades en un mismo tiempo.

La segunda parte del programa consiste en una rutina en lenguaje Python, la cual se utilizara para
el andlisis de datos y para la generacién de las graficas correspondientes a los valores obtenidos,
los cuales se presentan en el siguiente capitulo.



Capitulo 5

Resultados.

Como vimos en el capitulo anterior, el programa desarrollado en este trabajo resuelve las ecua-
ciones de movimiento de las particulas alrededor de una masa central. Dichas particulas cuentan
con momento angular por lo que es necesario proponer un mecanismo que permita romper la
barrera de potencial generada por el potencial efectivo cuando el momento angular se conserva.
El modelo que desarrollamos agrega un término efectivo al potencial gravitacional, por medio de
una funcién dependiente de la coordenada angular 6. La funciéon propuesta en este capitulo esta
considerada a partir de la ecuacién (4.11) por lo cual proponemos la siguiente expresién

1 pi —q(sen?6—))?

sen26

donde ¢ es una constante arbitraria, cuyo significado explicaremos mas adelante. Utilizamos una
funcién exponencial por que queremos que la funcién f(6) este localizada alrededor de un dngulo
determinado, el cual estd representado a través del término sen?d y proporcional a una forma tipo
gaussiana, ademds de tener una transformacién simple a coordenadas cartesianas requerida para
el cédigo. Entonces, cuando sustituimos en la expresion (4.11) y (4.16), obtenemos las ecuaciones

é . 1 I p?ﬁ 1 — k e—a(sen?0—X)2 5.2
- omr2 N sen?6 (1= ke ) 52
. 9. cos Op3, —g(sen®0—2)?
I 0= e (1 ) o

es en estas expresiones en donde el valor de g juega un papel importante, ya que si elegimos ¢ = 0
podemos facilmente eliminar la funcién exponencial y asi poder determinar ciertas caracteristicas
de la funcién. Ademads, cuando consideramos el caso en donde k = 1, ambas ecuaciones se anulan,
es decir, 8 = 0 y 6 =0, esto implica que la 6rbita de la particula mantiene un angulo fijo alrededor
del objeto central. Dado que el angulo 6 puede ser arbitrario, al imponer que las particulas tengan
una velocidad (5.23), las 6rbitas generadas se mantienen en un plano 6 como vemos en la figura
(5.1). Debido al valor de k, las particulas pierden momento angular y por lo tanto se acercan al
origen, por lo que se genera una trayectoria en espiral donde las particulas caen al centro. De
manera general cuando ¢ # 0 el plano cambiard, aumentando o disminuyendo alrededor del valor
de 0. Dado que necesitamos que la particula caiga hacia el centro, buscaremos el valor de ¢ para

56
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que esto ocurra. Como hemos manejado hasta el momento las ecuaciones adimensionales ésto nos
permite realizar un mejor analisis cualitativo de resultados importantes que pueden ser observados
de manera inmediata, es por ello que, con ayuda de las cantidades patrén definidas anteriormente,
reescribimos las ecuaciones (4.17), (4.18) y (5.3), de la siguiente manera,

.. cosf . i

=-2p 0 4
¢ Po <f2 sen30 + 73 Sen39> ’ (5-4)
A 1
. 94 . cos 91335 o (sen20- )2

donde 7 y @ estdn dados por las expresiones, también adimensionales,

* ln 1
r:\/2(ee—27§2+72>, (5.7)

o=~ (1, - Py (1 — ke—alsen0-2)2) (5.8)
72 " sen2d ’

Una vez definida la funcién f(6), es necesario expresar las ecuaciones de movimiento en términos
de ella, ya que el cdédigo numeérico se encuentra definido en coordenada cartesianas. Utilizando la
transformacién usual de coordenadas esféricas a coordenadas cartesianas,

/72 1 02
r=\a?+y?+ 22 6 = arctan (W) ¢ = arctan (Q) , (5.9)
z x

encontramos el valor para senf = % De igual forma que en los capitulos anteriores, ocupa-
remos cantidades patrén lo que nos permite adimensionar nuestras ecuaciones y reducir el tiempo
y la memoria utilizada en el computo. Entonces, a partir de este momento se sobre entiende que =z,
y, v z son adimensionales. Por lo tanto, aplicando estos cambios en la ecuacién de la lagrangiana

obtenemos,
1 k

V2 2yt R

1 x2+y2+22 R 2
con f(fE,y7Z) = 5 |fn - (M D=z

1
L=_(+9*+2)+

5 f(z,y,2), (5.10)

_q[ 22442 _)\]2
e ‘la?+y?E?

(5.11)

utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.5), encontramos de manera inmediata las ecuaciones
que describen el movimiento, entonces,

A’z 1 k df(x,y,z) 2xk
— - 5.12
iE - @rRr A Big 2 A @rgrap s (612

donde,

A et ()
1e2) ot |t (e TR (5 )]

dx (m2+y2)2 (x2+y2+22)2
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Figura 5.1: Trayectoria de 3 particulas alrededor de un objeto central, considerando ¢ =0y k =1,
observamos que el movimiento permanece en el plano definido por 6 constante.
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para simplificar la expresién utilizamos un cambio de notacién, pero seguimos en cartesianas, dado
por 7 = 2 +14% + 22, demés utilizamos 5§ = 2 +y? entonces podemos reescribir la ecuacién anterior
como

df(x,y,z) — .%2267(1[%7)\]2
dx

P2 29— %53) (5 - A)] 7 (5.14)

Co_ o ke TR 20 (b - 52) (B
de2 73/2 7 §2 72
22k [1 ; .
+5 {2 (ln - ;2> e—q[f—w} : (5.15)

simplificando y acomodando los términos podemos reescribir la ecuaciéon como,

d*z ¢ zke alF A 22p? (In — £92) (% (F-2+ 1)
@R 2 7 .

w3

de manera similar podemos obtener la ecuacién de movimiento para la coordenada y, por lo tanto,

il

d?y Y yke_q[‘ - 22p? (ln — £52) (% (-2 + 1)

a2~ 732 7 2 7

(5.17)

pero para la ecuacién de z, la derivada de la funcién f(z,y,z) con respecto a esta coordenada,
cambia en comparacién con las dos anteriores, entonces,

df(2,9.2) _ | alz-a] {PQ | 25 <zn - ’}s?) (s - Aﬂ (5.18)
dz s r Ch T ’

entonces, usando nuevamente la ecuacién (5.12), pero para la coordenada z y reducimos términos,
obtenemos la tercera ecuacién de movimiento de la particula,

P o kel [ G-B)(EG-N-1) 519
w et |F - (5.19)

por lo tanto las ecuaciones (5.16), (5.17) y (5.19), describen la trayectoria de una particula, que
sufre un cambio de momento angular. La solucién a estas ecuaciones, no es analitica, por lo que
necesitamos utilizar un método numérico que sea adecuado para resolverlo. Sin embargo, bajo
ciertas condiciones estas ecuaciones se reducen a los casos usuales, en donde las particulas no
cuentan con momento angular y el caso en donde el momento angular se conserva, para ello
iniciaremos el andalisis de estas situaciones para demostrar la validez de los cdlculos matematicos y
del programa desarrollado en este trabajo que en nuestro caso es k = 0.
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5.1. Orbitas Circulares y elipticas.

Uno de los casos més sencillos que podemos considerar y el cudl podemos comparar con los
resultados de la literatura, es aquel en donde k = 0 lo que nos reduce las ecuaciones al movimiento
de una particula bajo la influencia de una fuerza central en donde el momento angular se conser-
va. Entonces, las ecuaciones de movimiento en coordenadas cartesianas, descritas anteriormente,
pueden escribirse como,

0%z T

5 ——m=m (5.20)
Py oy

o2 R

Pz

otz 2

Como vimos en el primer capitulo las trayectorias que siguen las particulas en esta situacién estan
determinadas por la ecuacién de las cénicas (2.15), las cuales dependen de la velocidad y por lo
tanto la energia de cada una de ellas. Tomando el potencial efectivo, definido en la seccién (2.3),
y escrita por la ecuacién,

A e
Vepr = —ee — 7 + 972 (5.21)

Al analizar las trayectorias de las particulas considerando el punto en donde el potencial efectivo
es minimo, es decir, cuando r = {2, vimos en el capitulo 2 que en dicho punto las érbitas seran
circulares alrededor de la masa central. Bajo éstas condiciones podemos definir los pardmetros
iniciales que usaremos en el codigo.

Consideramos una distribucién esférica de 100 particulas alrededor del origen del sistema de re-
ferencia, figura (4.3). Como vimos en la seccién 2.7, el potencial efectivo newtoniano y relativista
son iguales a cierta distancia, por lo que podemos elegir una distancia limite en donde el potencial
newtoniano sea vélido y que estemos lo suficientemente cerca de la masa puntual, en términos
del radio del horizonte 7, tomamos rg = 107y. Para que las trayectorias de las particulas sean
circulares, se utiliza la tercera ley de Kepler, que considera a la fuerza gravitacional Fy; = G%’”
en equilibrio con la fuerza centrifuga Fc = mw?r, donde w es la velocidad angular definida en

términos del periodo, como w = %’T Entonces,

T? = 747r2 r3

i (5.22)

Por otro lado podemos considerar la norma de la velocidad como v? = v2 + v%, donde v, = 7

es la componente radial y vy es la componente tangencial de la velocidad definida como v2 =

r2(92 + sen?0 (;52) en coordenadas esféricas. Sabemos que la velocidad tangencial esta dada por la

expresién vr = wr = 2Xr, utilizando la ecuacién (5.22) obtenemos,
GM
vp =1 —, (5.23)
r

dado que el cédigo. se encuentra en coordenadas cartesianas, utilizamos la transformacién de
coordenadas (5.9), para r para obtener una expresién para la velocidad. Entonces, derivando la
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Figura 5.2: Trayectoria de 100 particulas a una distancia de # = 107, y con una velocidad inicial
de 97 = 0.3162. Cada una de las particulas tiene una energia de ee = —0.099 £ y un momento
angular [ = 3.1622 L
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Figura 5.3: Trayectorias circulares de 100 particulas alrededor de una masa central ubicada en el
origen del sistema de referencia, las distancias x, y, z son cantidades adimensionales las cuales son
miltiplos del radio del horizonte.

expresién 2 = 22 + 32 + 22 con respecto al tiempo
1
vT:;(xvm-i-yvy-szz) ) (5.24)

Para mantener una o6rbita circular, la velocidad radial es nula y solo depende de la velocidad
tangencial. Entonces,
TV +Yvy +2v, =0, (5.25)

ademés utilizando la norma de la velocidad en coordenadas cartesianas v* = v2 +v; +v2 = v7.. Por
practicidad consideramos la componente z de la velocidad como v, = 0, y resolvemos el sistema
formado por estas dos ultimas ecuaciones, de tal forma que obtenemos,

yvr

vp = — L (5.26)
/:L.Q + y2
vy = ——L (5.27)

Nuevamente utilizamos las cantidades patrén para poder obtener los resultados de manera cua-
litativa de las trayectorias de las particular y verificar que la energia y el momento angular se
conserva. Para ello tomamos a la velocidad tangencial como, vy = qor donde g0? = Gé\g" por lo
tanto reescribimos la ecuacién (5.23) como,

by = (5.28)
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Figura 5.4: Variacién de la energia para las orbitas cirulares. Considerando las condiciones iniciales
para la energia E = —0.05é.

Ya que las particulas inicialmente se encuentran a una distancia 7 = 107y, la velocidad que deben
tener para mantenerse en una érbita circular es de aproximadamente 07 = 0.3162. Por otro lado
consideramos que el tiempo que tarda en dar una vuelta completa alrededor de la masa puntual
(5.22) en cantidades patrén es,

t=2mp3/2 (5.29)

que corresponde a un valor de £ = 198.6917 7. Las trayectorias obtenidas en este caso se muestran
en la figura (5.3).

Sin embargo, para una mejor visualizacion podemos restringir el movimiento en el plano ecuatorial
6 = 7/2 que en coordenadas cartesianas corresponde a z = 0. Donde vemos que las 100 particulas
giran alrededor de la masa puntual, bajo las condiciones iniciales usadas, el cédigo calcula la
energia y el momento angular en cada paso del tiempo de tal forma que obtenemos en promedio,
una energia de ee = —0.05 F y un momento angular de [ = 3.1622 L ya que, recordemos que
E = mgqgiee y L = mqyRol. De acuerdo a las figuras (5.4) y (5.5), observamos que tanto la
energia como el momento angular son cantidades conservadas, el cambio de dichas cantidades a
cada paso de tiempo es del orden de 1075.

Podemos demostrar que la érbita es circular cuando la excentricidad es cero, por lo que utilizamos
la ecuacién (2.16), la cudl de manera adimensional se escribe como,

e=+V1+ [2ee, (5.30)

al utilizar los datos obtenidos por el cédigo. comprobamos que € = 2.7 x 1076, que podemos
interpretar como € =~ 0. Concluimos que las ecuaciones derivadas en la seccién anterior, con la
condicién de k = 0 reproducen el problema de una particula sometida a una fuerza central, en el
caso de las érbitas circulares.
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Figura 5.5: Cambio del momento angular. Tomando una particula que érbita alrededor de una
masa puntual considerando un momento inicial de L = 3.141

El programa también reproduce érbitas elipticas, basta con modificar la velocidad inicial de
cada una de las particulas. Para ello, consideramos una distribucién gaussiana descrita por la

ecuacion,
—(vg — 1)2
f(v) =woexp (( 57 ) ) 7 (5.31)

donde o es la dispersion de la distribuciéon. Tomamos el valor maximo de la velocidad inicial vg
como la velocidad tangencial (5.23), implementando esta condicién en el cédigo y manteniendo
el movimiento en el plano ecuatorial, podemos apreciar que las particulas que tienen velocidades
cercanas al valor maximo de la distribucion vy = 0.31622 siguen érbitas circulares. Mientras que
aquellas con velocidad menor recorren una érbita eliptica, como vemos en la figura (5.6).

Debido a que el momento angular depende de la velocidad de acuerdo a la siguiente expresion,
considerando v, =0y z =0,
l=zvy —yug, (5.32)

para cada una de las particulas [ es diferente. La figura (5.7), muestra el potencial efectivo (5.21)
para cada particula observamos que el valor de minima energia corresponde a un valor diferente de
la posicién de acuerdo a # = [2, en la figura el punto minimo estd representado por la interseccién de
las lineas punteadas. Como las tres particulas se encuentran inicialmente a una distancia # = 10 Ry,
sélo una de ellas se encuentra en el punto que corresponde a orbitas circulares, mientras que las
otras dos este punto se encuentra a una distancia menor, sin embargo se encuentran en la regién en
donde las orbitas estan acotadas, lo que corresponden a trayectorias elipticas con la excentriciada
€1 = 0.846 y €2 = 0.527.

Gracias a este andlisis, el modelo presentado en este trabajo reproduce de manera adecuada el
movimiento de una particula alrededor de una masa puntual. Con el fin de analizar este caso
cuantitativamente en la siguiente seccién utilizaremos, a modo de ejemplo, valores caracteristicos
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Figura 5.6: Trayectorias de 3 particulas con diferentes velocidades dadas por una distribucién
gaussiana. La oOrbita circular corresponde a una velocidad inicial de vy = 0.3162, y las érbitas
elipticas tienen una velocidad menor a la velocidad tangencial.

del sistema solar y reproduciremos el periodo, el afelio y el perihelio de los primeros cinco planetas.

5.1.1. Ejemplo: Sistema Solar.

El objetivo de esta seccién es analizar un problema fisico real, verificar el cédigo numérico y
dar un ejemplo del uso de las cantidades patréon que hemos utilizado durante todo el trabajo, esto
nos permite tener una idea de cémo calcular los resultados fisicos para el modelo que estamos
proponiendo.

A partir de las ecuaciones (5.20) podemos calcular las trayectorias de los planetas del Sistema Solar,
para ello consideraremos que el Sol se encuentra en el origen de nuestro sistema de referencia. De
la referencia [103] tomamos las distancias y la velocidad inicial de cada uno de los planetas del
Sistema Solar, estas cantidades se encuentran en términos de los pardmetros terrestres,

M, = 1.9 x 103 kg,
Ro=  149.60 x 10°m,
to=  365.256dias,
vo=  29.78 x 10 % :

considerando M, como la masa del Sol y Ry, 1o, vg son la distancia del Sol a la Tierra, el periodo
orbital y la velocidad orbital de la Tierra respectivamente.

Durante todo el trabajo hemos definido las cantidades patrén que nos ayudan a adimensionar las
ecuaciones més importantes que ocupamos, estas cantidades permiten describir cualitativamente
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Figura 5.7: Potencial efectivo de tres particulas. La interseccién de las lineas punteadas marca el
punto minimo de energia que deben tener las particulas para seguir érbitas circulares. Las particulas
1 y 2 se encuanetran en la region correspondiente a érbitas acotadas, mientras que la particula 3
esta en el punto minimo de energia.

el movimiento de las particulas a una sola escala, cuando definimos los valores fisicos que requiere
el problema obtenemos la escala adecuada al problema que queremos analizar. Por lo tanto, antes
que nada recordemos que las cantidades patrén estan definidas como:

Masa M = nM, n=1

Distancia r = Ror

Velocidad v = qo0 @ = GR—AQIO

Periodo T=2Bo — 21 oop ¢, = fo
i q0 5 to q0

Energia E=mgqgj;ee

Momento Angular L = mqgRol

Para definir el tiempo de integracién que ocuparemos, utilizamos la ecuacién (5.29) utilizando
r = a como el semieje mayor al adimensionarlo definimos @ = #, por conveniencia definimos cada
paso de tiempo como t =6.2831 lo que corresponde a un t = lano terrestre, e integraremos durante
100 anos. Las érbitas obtenidas se muestran en la figura (5.8) el cédigo resuelve las ecuaciones de
movimiento y nos da la evoluciéon de la posicion y la velocidad en cada uno de los pasos de tiempo,
por lo que a partir de los datos obtenidos encontramos el semieje mayor y la velocidad orbital para
calcular el periodo y la excentricidad de cada uno de los planetas, ademads del perihelio y el afelio
dados por las siguientes expresiones,

afelio =a(l +¢),
perihelio = a(1 — €) (5.33)

donde € se define en la ecuacién (2.16), los cuales compararemos con los valores de la literatura.
Los valores obtenidos se muestran en las siguientes tablas, la primera columna para cada planeta
corresponde a las cantidades de la literatura, mientras que la segunda columna son los valores
obtenidos del cédigo.
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Figura 5.8: Orbitas de los primeros cinco planetas del sistema solar.

Mercurio A Venus A
Real Calculado Real Calculado
Semieje Mayor 109m 57.91 57.83 0.0013 108.21 108.50 0.0026
Velocidad Orbital  10%m/s 47.36 47.40 0.0008 35.02 34.911 0.0031
Periodo dias 87.96 87.78 0.0020 || 224.701 225.61 0.0040
Excentricidad 0.205 0.0267 0.3024 || 0.0067 0.0063 0.0597
Perihelio (109m) 46.00 56.28 0.2234 107.48 107.84 0.0033
Afelio (10°m) 69.82 59.37 0.1496 108.94 109.22 0.0025
Tierra A Marte A
Real | Calculado Real | Calculado
Semieje Mayor 109m 149.6 149.78 0.0012 || 227.92 226.92 0.0048
Velocidad Orbital 10%m/s 29.78 29.743 0.0012 24.07 24.175 0.0043
Periodo dias 365.25 365.94 0.0018 || 686.98 682.40 0.0060
Excentricidad 0.0167 0.0159 0.0479 || 0.0935 0.0993 0.0620
Perihelio (109m) 147.09 147.39 0.0020 || 206.62 204.412 0.0106
Afelio (10°m) 152.10 152.18 0.0005 || 249.23 249.488 0.0010
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Jupiter A
Real Calculado
Semieje Mayor 109m 778.57 780.78 2.21
Velocidad Orbital 10%m/s 13.06 13.01 0.05
Periodo dias 4332.589 4355.08 2.49
Excentricidad 0.0489 0.047 0.004
Perihelio (109m) 740.52 743.867 3.34
Afelio (109m) 816.62 817.773 1.15

Al comparar los resultados obtenidos por el cédigo y los valores caracteristicos de cada uno de los
planetas observamos que la diferencia entre ambas cantidades en la mayoria de los casos es del
orden de 107! -10~2 lo que implica que el cédigo puede reproducir valores fisicos reales hasta con
un 1% de error en los valores. Por lo tanto el cédigo reproduce hasta con un 90 % de precisién y
alcanza hasta un 99 %.

En el caso de la energia y del momento angular, los cuales son valores dados por el cédigo, to-
mamos como ejemplo los valores de la Tierra, pues las caracteristicas cualitativas son similares
en todos los planetas. Considerando la Figura (5.9) observamos que la energia se mantiene cons-
tante a lo largo del tiempo de integracién y de igual forma el momento angular es una cantidad
conservada. De acuerdo al valor obtenido ee = —0.999 y las cantidades patrén, corresponde a
una energia de £ = —2.623 x 1033 [J], por otra parte el momento angular [ = 1.0, corresponde a

L =2.7x10% [kngT, el error en ambos casos son del orden de 1076,

Hasta el momento se ha considerado problemas ya conocidos y con el cédigo desarrollado en el
presente trabajo hemos reproducido de manera eficaz las caracteristicas cualitativas y cuantitati-
vas del movimiento de las particulas desde el punto de vista newtoniano, en la siguiente seccién
analizaremos el caso en donde I, # 0, y resolver las ecuaciones de movimiento (5.16), (5.17) y
(5.19).

5.2. Modelo que rompe la barrera de potencial centrifugo.

En esta secciéon analizaremos el caso en donde las particulas son absorbidas por la masa cen-
tral, considerando las ecuaciones de movimiento en coordenadas cartesianas desarrolladas en este
capitulo, tomando k # 0, lo que implica que usaremos la funcién (5.1). En este caso, impondremos
que cada una de las particulas tenga una velocidad inicial tal que el momento angular total L sea
igual a cero. Cuando tenemos esta condicién en el potencial efectivo newtoniano (2.24),no existe la
barrera de potencial por lo tanto las particulas caen radialmente. En el modelo propuesto en este
trabajo tenemos que el potencial efectivo depende de I,, que es una cantidad contante diferente de
cero.

Para establecer la condicién de que el momento angular sea cero, nos limitamos al plano ecuatorial
dado por 6 = 7/2, esto implica que el valor de z = 0, debido a la transformacién de coordenadas
z = rcos(m/2) = 0, ademds tomamos que la velocidad en la coordenada z es cero v, = 0. Esto es
posible gracias al andlisis realizado anteriormente de las ecuaciones (5.2) y (5.3) cuando k =1y
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Figura 5.9: Variacién de la energia para la 6rbita de la tierra alrededor del sol. Considerando la
energfa inicial de Ey = —2.623 x 1033.J en un tiempo de ¢y = 100 afios
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Figura 5.10: Variacién del momento angular. Considerando la 6rbita de la Tierra alrededor del Sol,
2
con un un momento inicial de Ly = 2.66 x 10401‘@—552& durante 100 anos
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q = 0. Entonces las ecuaciones de movimiento se pueden escribir como,

&Pz T xl,

az ~ P32 g2 (5:34)

d2y Yy ) ln

a2z~ @2 o (5:35)

d*z

— = 0 5.36

— , (5.36)
donde g = 1y considerando la norma del momento angular (2.50) obtenemos p, = 0. Considerando

el sistema de ecuaciones dado por la norma de la velocidad v? = v2 + Ui y la norma del momento
angular,
l=xzv, —yv, =0, (5.37)

podemos encontrar las expresiones correspondientes a las componentes de la velocidad v, y vy,

Vp = ey, (5.38)
Va2 + 2
vy = ——2 (5.39)

donde v podemos considerarla de manera inicial como la velocidad tangencial como hemos hecho
en las secciones anteriores, con estas ecuaciones podemos garantizar que el momento angular inicial
es | = 0, entonces todas las particulas deben ser acretadas.

Como mencionamos anteriormente la variable [,, es una cantidad conservada y podemos conside-
rarla negativa, esto nos permite romper con la barrera de potencial generada cominmente por el
potencial efectivo gravitatorio. Considerando la expresién para el potencial efectivo en términos de
la constante [,

In 1
272 P
La figura (5.11) muestra el potencial efectivo con diferentes valores de In, cuando l,, = 0 el po-
tencial efectivo corresponde al caso newtoniano usual y la particulas caen de manera radial. Por
otra parte, cuando [,, < 0 cualitativamente podemos observar que la caida de potencial tiene una
pendiente mayor a la del caso de caida radial por lo tanto la cantidad de materia que cae hacia el
centro es mayor y el tiempo de crecimiento de la masa central debe ser mas rapida.

‘/eff = —ee + (540)

Cuantitativamente vamos a considerar una distribucion de particulas a una distancia inicial de
79 = 107y, sobre el plano ecuatorial, cada una de las particulas cuenta con la misma velocidad
dada por la ecuacién (5.28) correspondiente a un valor de ¢ = 0.3162. Con estas condiciones ini-
ciales, la energia inicial de la particula es ee = —0.0999 y como hemos demostrado anteriormente
la energia se conserva a lo largo de todo el tiempo.

Para obtener el tiempo de caida, definimos el valor del radio del horizonte en cantidades adimen-
sionales como 7, = 1, entonces todas las particulas que llegan a dicho valor se considera que fueron
absorbidas por la masa puntual. En la siguiente tabla vemos diferentes valores de I,, < 0 y el tiempo
que tardan en alcanzar el radio del horizonte,
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Figura 5.11: Potencial efectivo para valores diferentes de [,, observamos que el pozo de potencial
abarca una regién mayor.

0 176
-1.0 | 169
-2.0 | 164
-3.0 | 159
-4.0 | 155
-5.0 | 151

Observamos que el tiempo que le toma a una particula llegar al radio del horizonte es menor
conforme en el valor de la constante I,, disminuye. Cuando I,, = 0 tenemos que ¢ = 169t,, para los
obtener valores fisicos reales necesitamos dimensionar con las cantidades patréon que depende de la
escala que estamos considerando, en este caso tomamos

My=  41x10°Mg,

Ry = 6.957 x 108 m,
3 m

vo = 100 x 10° —,
S

donde Mj es la masa del objeto central y Ry es el radio del Sol, vy es la velocidad del orden de
la velocidad de dispercién de las estrellas que se encuentran en el bulbo de la Galaxia [27].. Con
estos valores el radio del horizonte se encuentra en 7, = 1.209 x 107km.
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Figura 5.12: Tiempo de caida de las particulascon p, = 0 a diferentes valores de [,, observamos
que entre mayor es l,, el tiempo que tarda en caer es menor

5.3. Orbitas con momento angular azimutal.

En la seccién anterior consideramos las ecuaciones (5.34) e impusimos que la velocidad inicial de
cada particula fuera tal que el momento angular es igual cero y por lo tanto todas las particulas caen
radialmente, pero el tiempo de caida varia dependiendo del valor de [,, que elijamos. Sin embargo,
dado el modelo propuesto en este trabajo, las particulas pueden ser acretadas aiun cuando su
momento angular es diferente de cero, pues la constante de movimiento [,, rompe con la barrera de
potencial. Para tal fin la componente azimutal del momento angular p, es diferente de cero, lo que
ocasiona que el movimiento sea en forma de espiral y tarde menos tiempo comparado con la caida
sin momento angular. Entonces, en las ecuaciones (5.16), (5.17) y (5.19) tomamos k =1y ¢ =0,
nos limitamos al plano ecuatorial seguimos considerando que z = 0, por lo tanto, las ecuaciones
que debemos resolver son,

d’z T T (ln —pg)

@ T mAt T m (541
Py _ oy yla—p)

dt? R P

d?z

i —

a2

Como condiciones iniciales consideramos las componentes de la posicién = y y aleatorias con z = 0
y para las componentes de la velocidad, aquellas descritas por las expresiones (5.26).

Una de las ventajas que tenemos en nuestro andlisis es el potencial efectivo al que le estamos dando
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Figura 5.13: Trayectoria de una muestra de 10 particulas, a pesar de que las particulas cuentan
con momento angular, pueden ser acretadas por el objeto central. Considerando p, =6y [, = —1,
el tiempo de caida es de t = 167t

un papel fundamental en este trabajo, pues gracias a su expresiéon podemos darnos una idea de
las trayectorias de las particulas alrededor de una masa puntual y a pesar de que cuenten con
momento angular el potencial efectivo no depende explicitamente de esté, si observamos la figura
(5.11) las particulas deben ser absorbidas pero al contar con un valor del momento angular estas
particulas deben ir girando hacia el objeto central.

Nuevamente consideramos una distribucion de particulas a una distancia inicial de 79 = 107}, con
una velocidad de 99 = r~1/2, resolvemos las ecuaciones (5.41), las cuales dependen de las constantes
l, v p. para que las particulas caigan en espiral hacia el centro de la distribucién, figura (5.13).
Para calcular y comparar el tiempo que tardan en caer, fijaremos el valor del momento angular
azimutal y variaremos la cantidad de [,, en diferentes compilaciones del c6digo, los resultados se
muestran en la siguiente tabla.
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p,=10 | p, =20 || p. =30
ln t t t
-10.0 326.9 282.9 237.9
-9.0 343.4 294.9 245.9
-8.0 37.29 309.9 253.9
-7.0 | Ninguna 326.9 261.9
-6.0 346.9 271.9
-5.0 372.9 282.9
-4.0 Ninguna 294.9
-3.0 309.9
-2.0 326.9
-1.0 346.9

Con los datos anteriores podemos observar que al aumentar el momento angular y mantener [,, =
—10 el tiempo en que tardan en caer las particulas va disminuyendo. Sin embargo ain es mayor
que el tiempo en cafda radial de la seccién anterior (£ = 176.0). Por otro lado, al fijar el valor de
p. v aumentar el valor de [,, el tiempo que tardan en ser absorbidas se incrementan y en algunos
casos dejan de caer. Considerando este andlisis encontramos un caso en donde las particulas caen
en un tiempo menor al de caida radial, con momento angular p, = 6 y la constante [, = —1.0. Asi
el tiempo de caida es 167.0 y al disminuir la constante [,, tendriamos un tiempo cada vez menor.

Un resultado importante encontrado en el andlisis de las ecuaciones de movimiento es que a pesar
de que el momento angular no sea conservado, el movimiento de las particulas esta descrito a través
de un potencial efectivo (5.21) que caracteriza el movimiento a partir de su energfa. Para resolver
dichas ecuaciones, el desarrollo del codigo numérico nos permite determinar las trayectorias de las
particulas en estos casos asi como su visualizacién, lo que nos lleva a analizar diversos casos de
gran interés. Es importante mencionar que se ha encontrado casos en donde la tasa acrecién tiene
un valor mayor que la tasa asociada a la acrecion radial de Bondi. Se han obtenido resultados
cualitativos importantes, que nos estimula a continuar la investigacion en estd linea de trabajo
buscando la determinacion del mecanismo fisico que describa la funcién efectiva introducida y que
esta relacionada con la pérdida de momento angular de las particulas.
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Conclusiones.

En este trabajo presentamos un andlisis matemético que desaparece la barrera de potencial
centrifuga, presente en el andlisis del potencial efectivo en mecanica clasica, a través de agregar
un término efectivo (5.1) a la funcién lagrangiana. Este modelo permite la acrecién de todas las
particulas, ain cuando poseen momento angular, incluso més rapido que en caida radial, formando
un espiral alrededor de un objeto central (5.13) ademds de conservar la energia y de generar una
pérdida de momento angular que permite la caida de la materia hacia el centro de la distribucién.

Parte del objetivo de este trabajo, fue estudiar las caracteristicas de los mecanismo de formacién de
las semillas de los agujeros negros y los procesos que limitan su crecimiento al absorber la materia a
su alrededor. Los modelos que se presentaron requieren un mecanismo de crecimiento en un tiempo
corto para poder formar agujeros negros supermasivos. Se considero el proceso de acreciéon como
parte fundamental del crecimiento aunque en la realidad existen diversos factores que afectan la
absorciéon de materia. Sin embargo, el trabajo se acoté a la captura de particulas por el campo
gravitatorio de una masa puntual cuyo movimiento puede ser descrito por un potencial efectivo.

Al utilizar un enfoque newtoniano, observamos que la barrera de potencial formada por el mo-
mento angular evita la caida de materia. Cuando se ocupa la descripcién relativista, esta barrera
desaparece. Para este andlisis utilizamos una métrica de Schwarzschild y de Kerr, donde este tlti-
mo caso nos permitié mostrar un ejemplo de un sistema donde el momento angular total L no se
conserva. Pero es posible encontrar una constante que permita la separacién de la parte radial de
la angular. En este trabajo propusimos una derivacién de la constante de Carter desde un desa-
rrollo lagrangiano la cudl no fue encontrada en la literatura. El mecanismo usual es a partir de
los vectores de Killing o el desarrollo Hamilton-Jacobi. Por otra parte, es bien conocido que la
diferencia entre el movimiento de las particulas desde un enfoque newtoniano y relativista ocurre
en regiones cercanas a la masa central. En la seccién correspondiente, se hizo la comparacién de
tres potenciales efectivos, poniendo especial atencion a los datos iniciales y las escalas adecuadas.
Esto nos permitio definir una regién lo suficientemente cercana al centro, tal que la descripcién no
sea afectada por los fenémenos relativistas y quedarnos en la regién de la mecénica newtoniana.

En el capitulo 3, consideramos una masa puntual rodeada por una distribucién esférica de materia
caracterizada por una funcién p. El objetivo de esa seccion fue estudiar la diferencia que presentan
dos tipos de potenciales, aquellos conocidos como “cuspy” y aquellos que son planos cerca del
centro de la distribucién. Utilizamos tres potenciales que comtinmente se utilizan para describir el
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halo de materia oscura en las galaxias ya que cumplen con las caracteristicas que deseamos. Los
resultados obtenidos en este seccién fueron los radios de influencia de la masa puntual y las tasas
de acrecion de los tres casos; esfera isoterma, isoterma-truncado y halo de Navarro-Frenk-White.
Este ultimo parametro lo comparamos con el caso de acrecién de Bondi, que a pesar de ser un
método idealizado, no es suficiente para que una semilla se convierta en agujero negro en un tiempo
considerable. Por otro lado, los valores obtenidos de la tasa de acreciéon debido a los potenciales
considerados, nos arrojan resultados interesantes, para valores caracteristicos de la Via Lactea.
Pero como sabemos, astrofisicamente, el halo de materia oscura en una galaxia no contribuye en
regiones cercanas al agujero negro central. Lo interesante de este andlisis, es la diferencia que
presentan estos valores, de dos o tres ordenes de magnitud, al cambiar la forma matematica del
potencial.

Como se menciond, el modelo estda basado en considerar inicialmente al aspecto matemético del
problema, por medio de la introduccién a nivel de la lagrangiana de un término efectivo que, como
mostramos, logra quitar la barrera de potencial por lo que permite entonces el que se dé la acrecién
de materia de un modo eficiente. En general, todos los modelos de acreciéon propuestos consideran
que se da o que existe un mecanismo de transporte de momento angular. Una de las bondades del
presente trabajo es ofrecer la forma matematica de este tipo de mecanismos. Mas atn, la manera
original en la que logramos la derivacién de la constante de Carter para el espacio-tiempo de Kerr,
nos dio la habilidad de construir un constante de movimiento para cualquier funcién f(0) que
se agregue a la lagrangiana (4.2). As{ el razonamiento fue, las particulas, que en general tienen
momento angular, no caen hacia el cuerpo central pues lo rodean, lo que se representa como una
barrera de potencial centrifugo; ese momento angular se conserva por la simetria del espacio, ergo,
rompiendo la simetria, se deja conservar el momento angular con lo que se quita la barrera de
potencial y se logra la acrecién. Al aplicar este programa, en efecto dejamos de tener una cantidad
conservada, el momento angular, pero fuimos capaces de construir otra, con lo que nos fue posible
integrar al movimiento y seguir pudiendo construir a un potencial efectivo. Consideramos que los
mecanismos de transporte de momento angular comtunmente utilizados pueden estar relacionados
con nuestro modelo. La perdida del momento angular puede deberse procesos turbulentos en el
disco de acrecién, de inestabilidades convectivas en el medio. Aunque también puede deberse a
fenémenos electrodindmicos que genere una perdida de momento angular en las particulas al caer
hacia el centro de la distribucién.

Para nuestro modelo, consideramos que se mantuviera la simetria axial, por lo tanto que dependa
de la coordenada azimutal y que pueda describir un movimiento parecido a un torbellino de tal
forma que las particulas puedan ser absorbidas por el objeto central. Las ecuaciones en coordena-
das esféricas se encuentran acopladas a través de las componentes de la velocidad, a diferencia de
la descripcion cartesiana que depende tinicamente de las coordenadas espaciales, lo que la vuelve
un sistema de ecuaciones mas facil de resolver computacionalmente. Con el desarrollo de un cédigo
numérico encontramos resultados importantes, como la visualizacion de las trayectorias que siguen
las particulas. El cambio en el momento angular que sufren cuando se acercan al centro de la
distribucién. Y la demostracion de la conservacién de la energia en todos los casos, ademdas de
encontrar casos en donde la tasa acrecién tiene un valor mayor que la tasa asociada a la acrecién
radial de Bondi. Estos resultados son cualitativos, que nos estimula a continuar la investigacién
en esta linea de trabajo buscando la determinaciéon del mecanismo fisico que describa la funcién
efectiva introducida y que estd relacionada con la pérdida de momento angular de las particulas.
Finalmente el tratamiento presentado en este trabajo se puede aplicar al caso relativista de Sch-
warzschild y estamos en estudios para llevarlo inclusive al caso de Kerr.
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Los resultados son interesantes: en efecto, se logra tener la acrecién de materia hacia el agujero ne-
gro aun con momento angular, con lo que se resuelve el problema de la barrera infinita de potencial
centrifugo y se estan explorando casos para los que se tenga una tasa de acreciéon mayor inclusive
que la correspondiente tasa en el caso de acrecion radial. Estos resultados cualitativos estan atin
siendo determinados, asi como el mecanismo por el cual se tiene la pérdida de momento angular.
Sin embargo, el modelo presentado tiene valores intrinsecos que permiten seguir considerdandolo
como una posible solucién de la formacion de los agujeros negros supermasivos.
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