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Of all conceptions of the human mind, from unicorns to gargoyles to the hydrogen bomb,
perhaps, the most fantastic is the black hole: a hole in space with a definite edge over
wich anything can fall and nothing can escape; a hole with a gravitational field so strong
that even light is caught and held in its grip; a hole that curves space and warps time.

-Kip Thorne
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Resumen

Desde la primera solucién a las ecuaciones de campo de la Relatividad General que re-
presentaba un agujero negro clasico, estos han despertado gran interés en la comunidad
cientifica, no solo por su caracter misterioso, sino también porque presentan singularida-
des, las cuales se consideran como una ruptura en la teoria debido a que esta es incapaz
de describir la naturaleza de estos puntos divergentes. A pesar de que este punto singu-
lar no representa ningin problema serio cuando se estudia la fisica de sistemas astrofisi-
cos, incluso en dinamicas que se experimentan en regiones muy cercanas al horizonte de
eventos, el estudio de las singularidades ha sido un campo en el que se sigue trabajando
exhaustivamente por ser un problema teérico conceptual. Hasta la fecha se han propuesto
teorias cuanticas de la gravedad que sanan el problema de los puntos singulares que se
presentan en la teoria clasica, sin embargo, estas teorias cuanticas no se han demostrado
experimentalmente, y se cree que pasaran todavia algunos afios antes de que algiin expe-
rimento favorezca a alguna sobre las otras. Por otro lado, se pueden proponer soluciones
a las ecuaciones de campo tales que a partir de acoplar la accion de Einstein-Hilbert a una
forma de materia especifica, la singularidad desaparezca naturalmente. De esta idea nace
la propuesta del estudio de los agujeros negros regulares.

El objetivo de esta tesis es estudiar las propiedades del espacio tiempo, asi como las

caracteristicas cualitativas y cuantitativas de las geodésicas dentro y fuera del plano ecua-
torial, que describen particulas masivas de prueba en un escenario de un agujero negro
regular tipo Hayward con rotacion.
A partir de tres enfoques muy utilizados en mecanica clasica: Hamilton-Jacobi, Hamilton
y Lagrange, se logra caracterizar completamente las geodésicas y estudiar sus propieda-
des. Las trayectorias se comparan con las geodésicas en el espacio tiempo de Kerr, y se
buscan los valores de los parametros de rotacién y de desviacion de cada espacio tiempo
para los cuales las diferencias en las trayectorias de las particulas en ambos agujeros ne-
gros se vuelven notables.

Se muestra que, como en el agujero negro de Kerr, existe una cuarta integral de movimien-



RESUMEN

to que puede ser asociada a una constante de Carter para el espacio tiempo de Hayward con
rotacion, lo que permite la separabilidad de variables en el formalismo de Hamilton-Jacobi
y el uso del método de potenciales efectivos para la coordenada radial y la coordenada an-
gular polar, para obtener las propiedades cualitativas de las trayectorias.

Las ecuaciones geodésicas se integran numéricamente y se muestran graficas de las trayec-
torias para distintos valores del parametro caracteristico del espacio tiempo de Hayward
g, del espin del agujero negro a y del momento angular de las particulas L.

El estudio del movimiento de las particulas en escenarios distintos al modelo del agu-
jero negro de Kerr se vuelve importante si nos cuestionamos acerca de la naturaleza de
los agujeros negros astrofisicos. De esta manera, naturalmente surge la duda de que pro-
bablemente no estén descritos por una métrica de Kerr, sino por métricas con ligeras des-
viaciones, como es el caso del agujero negro de Hayward con rotacién. Y aunque diversas
observaciones estan de acuerdo con que el mejor candidato a estos objetos compactos es
el modelo de Kerr, no estan excluidos otros modelos que también ajustan con las observa-
ciones. Por lo tanto, es de gran importancia un estudio como el que se realizé en esta tesis,
pues permite modelar correctamente la naturaleza de los objetos que logramos observar.

A partir de los resultados de esta tesis se escribi6 un articulo de investigacion el cual

se puede encontrar con la siguiente referencia: arXiv:1908.01886
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Introduccion

1.1 Observaciones historicas

Entre los objetos mas interesantes y misteriosos del Universo se encuentran los agujeros
negros. Estos objetos aparecen naturalmente como una solucion a las ecuaciones de campo
de la relatividad general, la teoria moderna de la gravedad, y al menos hasta hoy, la teoria
mas precisa para la descripcion de la dinamica de cuerpos en el régimen de gravedad fuerte
y para el estudio de la dinamica de los mismos campos gravitacionales.
La teoria de la relatividad general fue presentada por Albert Einstein en cuatro articulos;
el cuarto y ultimo de ellos sale a la luz el 25 de noviembre de 1915, el cual se titula:
Feldgleichungen der Gravitation, en donde presenta las famosas ecuaciones de campo
(G=c=1)

R, — ;Rg,“, = 871, . (1.1

La ecuacion tensorial (1.1) representa un conjunto de diez ecuaciones diferenciales par-
ciales no lineales acopladas para la métrica g,,,. Debido a la complejidad de este sistema
de ecuaciones, el propio Einstein consideraba que iba a pasar un largo tiempo antes de que
se encontrara una solucion exacta que satisfaciera las ecuaciones de campo. Por esta razén
se dedico a encontrar una solucion de manera aproximativa; incluso se limité a decir que
las ecuaciones dan a primer orden la ley de atraccion de Newton y a sequndo orden una

explicacion de la precesion del perihelio de Mercurio. De acuerdo a su criterio, era lo que
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mas se podia decir, en ese momento, acerca de las soluciones.

Unos meses después de haberse publicado el articulo de Einstein, a partir de imponer
simetrias de tal manera que las ecuaciones (1.1) fuesen mas simples de resolver, en febrero
de 1916 Schwarzschild encontr6 la primer solucién exacta, esféricamente simétrica, en el
vacio [1]. La métrica que resulta como solucion, cuenta con dos singularidades, una en el
centro de simetria » = 0 y otra a un radio » = rg = 2M tal que el coeficiente g, de la
métrica diverge en rg. Al poco tiempo se entendié que existia una diferencia entre ellas,
la primera se trata de una singularidad fisica mientras que la segunda es una singularidad
coordenada, con un significado mas profundo las de la primera clase.

Después de haberse presentado la solucion de Schwarzschild, a partir de analizar las
componentes de la métrica en las coordenadas en las que inicialmente se presentd, la co-
munidad not6 que existia una region en la cual parecia ser que el espacio tiempo tenia un
comportamiento singular. Con el trabajo de Flamm en 1916, dio inicio el estudio de la na-
turaleza de las singularidades, al intentar dar una interpretacion de esta region que poseia
el espacio tiempo descrito por la métrica de Schwarzschild. Weyl establece en 1917 que
en la naturaleza, evidentemente, la parte de la solucion que tiene sentido fisico es aquella
que no toca dicha esfera singular, sosteniendo que esta region singular es solo un artilugio
matematico. Hilbert, por su parte, consideraba que esta esfera representaba la ilusion del
concepto de un punto masivo el cual es solo el caso limite de una distribucion de masa es-
féricamente simétrica. Para 1922, Lanczos va mas alla y afirma que las singularidades en
las componentes de la métrica no necesariamente tienen significado fisico pues deberian
desaparecer en un sistema de coordenadas apropiado.

En medio de los trabajos sobre el la naturaleza de las singularidades, Birkhoff en 1923
propone un teorema que eleva la importancia de la soluciéon de Schwarzschild, el cual
lleva su nombre:

Teorema 1.1.1 Teorema de Birkhoff. La tinica solucion en el vacio de un espacio tiempo

esféricamente simétrico es la solucion de Schwarzschild.

Al mismo tiempo continuaba aumentando la relevancia por entender las singularidades y
con ello los trabajos: Eddington en 1924, Lemaitre en 1933, Einstein y Rosen en 1935;
sin embargo, tuvieron que pasar cerca de veinticinco afios, cuando en 1960 con el trabajo
de Kruskal y Szekeres, se encontré un sistema de coordenadas maximalmente extendido
y regular en el que se podia expresar la métrica de Schwarzschild. Dichas coordenadas se
conocen por el nombre de ambos fisicos como las coordenadas de Kruskal-Szekeres.

Se observé que r = rg esta relacionado con la velocidad de escape de una particula sujeta
al campo gravitacional de un cuerpo, tal que si rg es el radio de dicho cuerpo masivo
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esféricamente simétrico, la velocidad de escape es igual a la velocidad de la luz. Por lo
tanto, para valores menores de rg, la atraccion gravitacional entre las particulas de un
cuerpo provoca un colapso gravitacional.

El problema de la singularidad coordenada se habia resuelto a través de un cambio de

coordenadas, sin embargo este procedimiento no resolvia el problema de la singularidad
en el centro de simetria, y por lo tanto su estudio continuaba siendo un problema abier-
to. Se consideraba imposible que en la naturaleza se encontraran objetos con un tamafio
comparable a su radio gravitacional. Sin embargo, varios estudios realizados por Chandra-
sekhar en 1931, Landau en 1932, Baade y Zwicky en 1934, Oppenheimer y Volkoff [2] en
1939, mostraron que en la naturaleza si es posible encontrar objetos compactos de tamafio
apenas mayor a su radio gravitacional, por ejemplo: las estrellas de neutrones. Mas atin,
en ese dltimo afio 1939, se demostr6 por Oppenheimer y Snyder [3] que la formacion de
objetos sumamente compactos, del tamafio de su radio gravitacional, es posible a través
del colapso gravitacional de estrellas masivas. La idea de la existencia de agujeros negros
se encontraba ahora sobre la mesa.
La comunidad de fisicos se referian a estos objetos como objetos completamente colap-
sados gravitacionalmente, y no fue sino hasta 1967 que el fisico John Wheeler usé el
término agujeros negros para estos cuerpos durante una charla en el Instituto para Estu-
dios Espaciales de la NASA (GISS por sus siglas en inglés). Durante esta conferencia un
asistente le sugirio este término al escucharlo decir repetidas veces: objeto completamente
colapsado gravitacionalmente. No obstante, se reportd que el término ya habia sido usa-
do anteriormente en un Simposio de Astrofisica Relativista en Dallas, Texas. Auin mas,
se tiene conocimiento de que ya en 1960 se escuchaba hablar al fisico Robert H. Dicke
acerca de los objetos gravitacionalmente colapsados con la propiedad analoga al Agujero
Negro de Calcuta en donde encerraban una cantidad significante de personas en un cuarto
de dimensiones reducidas, simulando la compresion de la materia en el colapso gravitacio-
nal. De cualquier manera, fue hasta que Wheeler adopté dicho término que la comunidad
cientifica comenz6 a adaptarlo de una manera entusiasta.

Durante el paso de los afios otras soluciones a las ecuaciones de la relatividad gene-
ral que modelan agujeros negros se encontraron, por ejemplo, poco después de la métrica
de Schwarzschild, dos fisicos, Reissner y Nordstrém, en 1916 y 1918 respectivamente,
encontraron un espacio tiempo que representa un agujero negro estatico eléctricamente
cargado, el cual se obtiene a partir de resolver el sistema de ecuaciones Einstein-Maxwell.
Sin embargo, este modelo no es muy relevante en astrofisica debido a que un agujero ne-

gro cargado en el universo seria neutralizado rapidamente.
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Una espacio tiempo de interés para este trabajo es la famosa solucién de Kerr. Pasaron al-
rededor de cincuenta afios desde que se presento la solucion de Schwarzschild y Reissner-
Nordstrom, para que Roy Kerr en 1963 encontrara una métrica mas general que descri-
biera el campo gravitacional de un objeto compacto [4]. Esta solucion en el vacio a las
ecuaciones de campo de la relatividad general describe la geometria de un agujero negro
estacionario con rotacion. La métrica de Kerr es por lo tanto mas complicada. En 1968
B. Carter [5] encontré un nuevo tipo de integrales de movimiento en la métrica de Kerr
relacionadas a las simetrias del espacio tiempo, tal que es posible estudiar la dinamica
de particulas prueba y propagacién de campos gravitacionales en estd métrica de fondo
usando el método de separacién de variables en la teoria de Hamilton-Jacobi.

A finales de los afios 60s, ya se hablaba de teoremas que definen propiedades de los
agujeros negros, como por ejemplo, que los agujeros negros no tienen pelo, lo que se
interpreta en que los agujeros negros estan definidos inicamente por tres parametros: su
masa, su espin y su carga. También que los agujeros negros contienen una singularidad
dentro del horizonte de eventos lo que se conoce como la conjetura de censura cosmica de
Penrose [6], y que se puede interpretar de la siguiente manera: no existe conexion causal
entre los eventos en el interior de un agujero negro con los campos exteriores, y por lo
tanto, lo que ocurre en la region singular no tiene influencia en la region exterior. También
se encontro que el drea de los agujeros negros no puede decrecer; entre otros resultados
que hicieron posible construir una imagen cualitativa de la formacién de un agujero negro,
describir su posible evolucion y su interaccion con la materia y otros campos clasicos [7].
A pesar de que la conjetura de censura cosmica asegura que lo que ocurre dentro del ho-
rizonte de eventos no afecta en ningtin sentido a eventos fuera de este, y por lo tanto el
comportamiento singular de un agujero negro no altera ninguna ley fisica fuera del agujero
negro, el problema de las singularidades -y hasta la fecha- seguia siendo un problema de
gran interés y de gran importancia que los fisicos relativistas estudiaban con gran entu-
siasmo, pues la teoria de la relatividad general, siendo la teoria moderna de la gravedad,
por si sola, seguia siendo incapaz de dar una descripcion completa del espacio tiempo.
Se ha encontrado que las teorias cuanticas de la gravedad pueden corregir este comporta-
miento singular que la relatividad general no puede enfrentar. Por ejemplo, estas teorias
efectivas introducen un término de corte en la longitud, del orden de la longitud de Planck
tal que al reemplazar la region singular con una geometria tipo de Sitter a escalas de cur-
vatura de Planck el espacio tiempo se vuelve libre de singularidades. Sin embargo, hasta
la fecha no contamos con dichas teorias por lo que se tiene que proponer una solucién

clasica. Varias aproximaciones clasicas se han hecho al acoplar la gravedad con un tipo de
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materia modelada a partir de electrodinamica no lineal.

En 1968 [8], en una Conferencia Internacional de Gravitacion y de la Teoria de la
Relatividad que se llevo a cabo en Thilisi, en ese tiempo parte de la URSS, Bardeen fue el
primero en presentar una solucion clasica al problema de las singularidades, obteniendo
una métrica esféricamente simétrica, estatica y asint6ticamente plana libre de singularidad
en el centro de simetria. Desde entonces, se han propuesto muchas mas soluciones tipo
Bardeen [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15]. No obstante, en ese momento no se sabia si estas
métricas representaban una solucién a las ecuaciones de campo pues no se conocia si habia
algun tipo de materia relacionada con estas. Fue en 1999 cuando Ayon-Beato y Garcia [16]
y posteriormente Burinskii y Hilderbrandt [17] que mostraron que las solucion de Bardeen
es una solucion a las ecuaciones de campo con un tensor de energia momento dado por una
electrodinamica no lineal, y el espacio tiempo describe un agujero negro con un monopolo
magnético como fuente.

Uno de los recientes modelos de agujeros negros regulares mas sencillos, se encuentra
el modelo de Hayward [18] presentado en el afio 2006. En este se propone una métrica
para un espacio tiempo no singular esféricamente simétrico, como una generalizacién del
espacio tiempo de Schwarzschild debido a la presencia de un parametro del orden de la
longitud de Planck. Hayward propone su métrica pidiendo que el espacio tiempo en la
singularidad se comporte como un espacio tiempo tipo de Sitter y por lo tanto se vuelva
regular en el centro. Similarmente al caso de Bardeen, no se obtuvo como solucion a las
ecuaciones de Einstein. Pasaron diez afos para que Fan y Wang mostraran en [19, 20]
que este espacio tiempo es solucion a las ecuaciones de campo en presencia de una carga
magnética en un campo electromagnético no lineal como fuente.

Posteriormente, a través del algoritmo de Newman-Janis, mediante en el cual se obtienen
espacios tiempo axisimétricos a partir de soluciones esféricamente simétricas (en [21] se
encuentra la derivacion detalla del algoritmo) la version rotante de la métrica de Hayward
fue presentada por Bambi y Modesto [22], en el afio 2013. Esta solucién conserva la regu-
laridad del espacio tiempo, sin embargo en [23, 24, 25] se mostrd que la materia necesaria
para producir la geometria de Hayward rotante, es solamente una aproximacion rotante de

la fuente magnética del espacio tiempo de Hayward no rotante.

1.2 Motivacion, perspectivas y organizacion

La superficie que separa el interior del agujero negro del exterior se le conoce como el ho-

rizonte de eventos, y por definicion, el interior de agujero negro, es una region escondida.
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Debido a esto, una manera de observar el interior de un agujero negro es estudiando las
propiedades del espacio tiempo cerca del horizonte. Dentro de la gran variedad de propie-
dades que se estudian, el analisis mas basico que se realiza es el de particulas de prueba
moviéndose en la vecindad del horizonte. Bastos estudios de geodésicas en diferentes es-
pacios tiempo se han realizado a lo largo de muchos afios, incluyendo en la vecindad de
diferentes agujeros negros: Schwarzschild, Reissner-Nordstrém y Kerr. En estos trabajos
se han presentado soluciones analiticas del movimiento de las particulas de prueba en tér-
minos de funciones elipticas, por ejemplo en [26, 27] para agujeros negros de Kerr. En
el espacio tiempo de Hayward no rotante, un estudio de las geodésicas en el plano ecua-
torial fue realizado por Abbas y Sabiullah en [28]. Sin embargo, las ecuaciones de las
geodésicas para agujeros negros mas generales, se vuelven mas complicadas de resolver
analiticamente, y por lo tanto soluciones cerradas a las érbitas no se pueden obtener.

No obstante, las simetrias que puedan presentar los espacios tiempo se pueden usar para
simplificar las ecuaciones de las geodésicas, y ademas, proveen de informacion relevante
acerca del movimiento de particulas alrededor del agujero negro.

El estudio de geodésicas es importante y sirve como punto de inicio para distintos

estudios de procesos fisicos que ocurren en agujeros negros. Por ejemplo, si considera-
mos procesos de acrecién. Usualmente, los estudios de acrecién se enfocan inicamente
en particulas que describen todo su movimiento en el plano ecuatorial ya que es el caso
mas sencillo, sin embargo, con un estudio de particulas moviéndose en todo el espacio
los trabajos de acrecion se vuelven mas enriquecedores debido a que se puede considerar
materia acretada en tres dimensiones. Por otro lado, la emision en rayos X de un disco de
acrecion depende de la dinamica de las particulas que lo constituyen y de su interaccion
con los fotones circundantes.
Asimismo, en fenémenos de radiacién gravitacional, el estudio de geodésicas fuera del
plano ecuatorial se vuelve de particular interés. Por ejemplo, en el espacio tiempo de Kerr,
la evolucién de trayectorias esta enteramente determinada por la energia radiada y el mo-
mento angular, y a su vez, las dinamica de las particulas determina el perfil de onda gravi-
tacional que describe el sistema. Un estudio similar se puede llevar a cabo en un espacio
tiempo mas complicado, por decir, en la métrica de Hayward rotante.

En astrofisica se ha encontrado que las estrellas cuentan con rotacion, y debido a esto,
una vez que ocurre el colapso gravitacional de estrellas los suficientemente masivas, se
espera que los agujeros negros astrofisicos resultantes de este proceso cuenten con rota-
cion. Aunque alguna parte del momento angular inicial de la estrella progenitora se pierda

durante el proceso de formacién del agujero negro, este debe conservar el momento an-
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gular restante, por la ley de conservacion del momento angular. De ahi que una de las
soluciones a las ecuaciones de Einstein mas importantes para la descripcion de agujeros
negros astrofisicos sea el espacio tiempo de Kerr [33].

No obstante, el proyecto Event Horizon Telescope ha presentado las recientes observacio-
nes con las que gracias a ellas, por primera vez, se ha obtenido la imagen de la sombra
de un agujero negro supermasivo en el centro de la galaxia M87 [30]. Por ahora esta ima-
gen no solo es consistente con la sombra de un agujero negro de Kerr, sino también, por
ejemplo, con la correspondiente a un objeto compacto llamado superspinar® [34]. Por esta
razon, es importante el estudio de espacios tiempo alternativos a la solucién de Kerr, como
el que se presenta en esta tesis, y el estudio de geodésicas alrededor de agujeros negros
regulares rotantes es una manera conveniente para explorar otras geometrias alternativas
a los agujeros negros clasicos. Adicionalmente, estos estudios contribuiran a un mejor
entendimiento de los datos que se obtengan en el futuro.

Es interesante buscar alternativas a los agujeros negros que presentan una singularidad
en su estructura, y posteriormente probar dichas soluciones para obtener implicaciones fi-
sicas y astrofisicas, de tal manera que se ponga a prueba la viabilidad de estas.

Por ello, para esta tesis se ha considerado regularizar el espacio tiempo en los agujeros
negros basandonos en la idea de sanar la regién singular dejando de lado la suposicion de
una teoria cuantica de la gravedad subyacente para explicar la naturaleza de esta region.
Ya se ha mencionado que esto se logra debido a que la aparente presencia de una singula-
ridad se puede evitar desde un enfoque semi clasico.

El hecho de evitar la idea de una teoria cuantica para la gravedad no es sinénimo de apatia
con la unificacién de ambos mecanismos. Aunque es cierto que aun falta un largo trayecto
para llegar a esta ambiciosa teoria, y que también es probable que sea muy tardado en-
contrarla debido a que ambas interacciones son de distinta naturaleza, es importante no
dejar de lado la necesidad y la curiosidad de los humanos por entender la naturaleza a un
nivel fundamental, y seguir impulsando el desarrollo del conocimiento de frontera gracias
al cual probablemente se logre la tan esperada unificacion de las interacciones gravitacio-
nales en sistemas que involucren fenémenos cudanticos.

El objetivo de esta tesis es investigar las caracteristicas de las trayectorias de particulas
de prueba alrededor de un agujero negro regular tipo Hayward con rotacion.

De todos los modelos regulares con rotacion, el modelo de Hayward rotante es, matema-
ticamente, uno de los mas simples, y por lo tanto, un fuerte candidato para existir en la

naturaleza y modelar agujeros negros astrofisicos. Por esta razon se buscan desviaciones

1Un superspinar es un objeto compacto con grandes valores de momento angular tal que viola el limite
de Kerr |a| < m, donde a = J/m, J es el momento angular y m la masa.
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del modelo singular de Kerr en las trayectorias de particulas alrededor de cada agujero
negro.

Uno de los métodos que se utiliza en este trabajo para obtener informacién y estudiar el
comportamiento de las trayectorias de las particulas de prueba es a través de los potencia-
les efectivos, ademas de resolver numéricamente las ecuaciones de movimiento dentro y
fuera del plano ecuatorial. En esta tesis se estudian las geodésicas de particulas masivas
en la vecindad de un agujero negro de Hayward con rotacion en todo el espacio.

Como se muestra en los resultados, se encontraron diferencias en las geodésicas, y estas,
a su vez, permiten concluir la naturaleza de los agujeros negros que existen en el Universo
a partir de observaciones de astrometria detalladas.

El estudio geodésico se restringié a particulas masivas, y aunque en la literatura se en-
cuentran diversos trabajos del movimiento de fotones, se decidié omitir este andlisis por
el hecho de que para trabajar geodésicas nulas, se tiene que tomar en cuenta la interaccion
de los fotones con la fuente de electromagnetismo no lineal. Debido a esto, realizar dicho
estudio se encuentra fuera de los objetivos de la presente tesis. No obstante, no se descarta
la posibilidad para trabajo a futuro como complemento al que se presenta aqui.

Ademas de realizar el analisis del movimiento geodésico también se estudia la estruc-
tura del agujero negro de Hayward con rotacion. La estructura esta caracterizada por dos
regiones que determinan algunas de las propiedades importantes del espacio tiempo. Es-
tas regiones estan separadas por dos superficies, el horizonte de eventos y la ergosfera.
De igual manera, se realiza la comparacion entre el modelo regular de Hayward rotante y
el modelo singular de Kerr. Estas diferencias en la estructura entre ambos escenarios son
importantes debido a que, a su vez, estas se reflejan en el comportamiento de las particulas
de prueba.

La organizacion de esta tesis es la siguiente. En el Capitulo 2 se presentan aspec-
tos fundamentales de las primeras soluciones de agujeros negros que se obtuvieron como
soluciones a las ecuaciones de campo de la relatividad general. En el Capitulo 3 se pre-
sentan las propiedades del espacio tiempo regular de Hayward para el caso estatico y el
caso rotante. En el Capitulo 4 se presentan las ecuaciones y el analisis del movimiento de
particulas masivas en el espacio tiempo de Hayward con rotacién. Y para finalizar, en el
Capitulo 5 se presentan las discusiones y conclusiones que se obtuvieron a partir de los
resultados de este trabajo.

En las siguientes secciones y a lo largo de la tesis, se encuentran distintas definiciones y
teoremas que son importantes, ya sea porque son necesarias como parte del desarrollo de

la tesis o para complementar el trabajo y asi ayudar al lector para adquirir una mejor apre-
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ciacion de las ideas que se quieren transmitir; sin embargo, es necesario mencionar que en
algunos casos no se ha buscado formalidad debido a no ser necesaria para desarrollar una
idea, y en otros casos se encuentra fuera de los objetivos de la tesis. Si el lector considera
necesario el estudio formal de dichos teoremas y definiciones que aqui se mencionan, pue-
de recurrir al Capitulo 6, en donde se muestra una amplia bibliografia de diversos estudios

que pueden facilitar una mejor comprension por parte del lector.

1.3 Propiedades generales de los agujeros negros

La idea de un agujero negro ya estaba clara desde la teoria newtoniana para la gravedad
aunque no era aceptada. Como se discutio anteriormente, el radio gravitacional resulta ser
el radio de un cuerpo para el cual la velocidad de escape para dicho objeto sea igual a
la velocidad de la luz. La idea de objetos que pudieran tener este radio la present6 John
Michell y a su vez Pierre-Simon Laplace a finales del siglo XVIII. Postularon que en la
naturaleza podrian existir estrellas oscuras, cuya atraccion gravitacional fuese lo suficien-
temente grande tal que la velocidad de escape superara la velocidad de la luz, y por lo
tanto esta no pudiera escapar. Dicha idea fue descartada por la comunidad cientifica y pa-
sO a ser olvidada. No fue sino hasta que naci6 la teoria de la relatividad general, cuando
se recupera este concepto desde un enfoque completamente distinto. Con una idea simple
pero ingeniosa, la teoria moderna de la gravedad propone que toda forma de materia curva
al espacio tiempo y a su vez el espacio tiempo rige el movimiento de la materia. En otras
palabras, la gravedad solo es una manifestacion de la curvatura del espacio tiempo. De
acuerdo con esta idea, dentro de la teoria encontramos objetos en donde la gravedad es tan
intensa que atin la luz no puede continuar su trayectoria natural quedando atrapada por la
curvatura originada por estos objetos. Esta es la definicién de un agujero negro.
Formalmente, un agujero negro esta definido en el espacio tiempo a través de su horizonte
de eventos, regiéon que divide a los puntos que estan conectados con el infinito causal a
través de trayectorias nulas y aquellos que no lo estan.

De acuerdo a la definicion de Roger Penrose, tenemos

Definicion 1.3.1 Horizonte de eventos. El horizonte de eventos en una superficie en el
espacio tiempo formada por geodésicas nulas o generadoras que no tienen puntos finales

en el futuro. Asi, el horizonte de eventos es una superficie nula.

Como se mencion6 anteriormente, todos los eventos que ocurren en esta region estan cau-

salmente desconectados con los eventos que se dan lugar fuera, en el resto del universo.
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A partir de la definicién 1.3.1, podemos definir a un agujero negro de la siguiente manera

Definicion 1.3.2 Agujero negro. Un agujero negro es una region en el espacio tiempo de

todos los puntos tales que no estdn conectados con el infinito a través de geodésicas nulas.

El horizonte de eventos previene a un observador fuera del agujero negro de obtener in-
formacion proveniente dentro de dicha regién, la inica manera de saber qué ocurre dentro
es cruzar el horizonte de eventos y eventualmente caer dentro del agujero negro. Por lo
tanto, la existencia de esta superficie es inevitable a la hora de la formacién de un agujero
negro, y por lo tanto, la estructura causal del espacio tiempo cambia, como veremos en los
ejemplos de espacios tiempos con horizonte de eventos.

Cuando se tienen espacios tiempo que describen agujeros negros con rotacion, resulta
de gran interés una superficie que se genera a partir del momento angular del agujero negro.
Esta superficie se le conoce como ergosfera o ergoregion. La ergoregion esta relacionada
con la otra superficie de gran interés, la superficie de limite estdtico, que se define como

sigue

Definicion 1.3.3 Superficie de limite estatico. La superficie de limite estdtico se define
como la superficie a partir de la cual una curva con coordenadas espaciales constantes
pasa de ser temporaloide a ser espacialoide y viceversa, y para la cual todos los observa-
dores que cruzan esta superficie se mueven en el mismo sentido que la rotacion del agujero

negro.
De esta manera podemos definir la ergosuperficie

Definicion 1.3.4 Ergosuperficie. Si consideramos un observador tipo tiempo con 4 - ve-
locidad v* = (u',0,0,0) se cumple la relacion, g,u'u® < 0. La ergosuperficie se define

como la superficie de limite estdtico tal que se cumple la ecuacion g;; = 0.

La ergosuperficie se encuentra localizada fuera del horizonte de eventos y de acuerdo a
la definicion, un observador que cruza esta superficie comienza a rotar en la misma di-
reccién de rotacion del agujero negro. Esto implica que entre el horizonte de eventos y
la ergosuperficie existe una region donde ningin observador estacionario puede existir, y
esta region recibe el nombre ergoregion.

En esta region se da lugar el mecanismo de Penrose, el cual describe la posible extraccién
energética de una particula a través de la desintegracion de particulas en esta region. Su-
pongamos que tenemos una particula incidente con energia Fj, tal que en la ergoregion
esta se desintegra en dos particulas, tal que una de ellas, la particula 1, cuenta con energia
E; y la particula 2 con energia Es, y las energias son de la forma £; < 0y Fy > 0. La

particula 1 cae al agujero negro mientras que la particula 2 sale de la ergoregién al infinito.
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Se cumple que F, > Ej y por lo tanto se ha extraido energia del agujero negro.
Debido a este proceso el agujero negro pierde momento angular hasta cierto limite.

A continuacion se expondra otra caracteristica de los agujeros negros que es la existen-
cia de regiones singulares como parte de su estructura y las implicaciones de estas dentro
de la teoria.

1.4 Consideraciones sobre las singularidades en los agujeros negros

Relatividad General no ha sido la tnica teoria que presenta divergencias en su estructura
matematica. La presencia de singularidades es un problema que aparece en distintas areas
de la fisica clasica en donde implica una ruptura en la teoria. Es decir, la teoria deja de
describir apropiadamente los fendmenos fisicos cuando nos acercamos al limite en el que
la singularidad esta presente.

Parece improbable que la naturaleza cuente con estas regiones en donde sea imposible
describir el comportamiento en esa region. Debido a esto, mucha gente ha dedicado su
trabajo al desarrollo de técnicas para extender las teorias clasicas tal que estos nuevos
enfoques sean capaces de explicar la naturaleza de estos puntos divergentes.

Una teoria clasica que presenta este tipo de comportamiento es el electromagnetismo, en

donde encontramos, por ejemplo, que el potencial de Coulomb, que va como

¢~ (1.2)
r

resulta tener una singularidad cuando » — 0. Cuando r = 0, pareciera que la electrodina-
mica clasica pierde sentido, y por lo tanto, para entender el comportamiento de la natura-
leza del electromagnetismo, se tiene que estudiar a partir de la electrodinamica cuantica.
Un problema similar se encuentra en la teoria Newtoniana para la gravedad, en donde el
potencial gravitacional tiene la misma forma inversa lineal en r que se encuentra en el
electromagnetismo

o~ 13)

r

y el comportamiento divergente se da, de igual manera, en » = 0. Desde Newton, los
cientificos se han preguntado acerca de la naturaleza de estos puntos divergentes, sobre
cual es su significado y si presenta un riesgo para que la teoria describa adecuadamen-
te los fendmenos naturales; la teoria de la relatividad general no es una teoria libre de
singularidades.

Los agujeros negros son matematicamente permitidos por la teoria y fisicamente acep-



14 INTRODUCCION

tables; adn si estas soluciones presentan una singularidad fisica dentro del horizonte de
eventos 2, se espera su formacién como consecuencia del colapso gravitacional de estre-
llas masivas.

El proceso de colapso gravitacional comienza cuando las estrellas dejan de producir
suficiente combustible nuclear para realizar el proceso de fusién. La gravedad comienza a
ganar la disputa contra la fuerza de repulsion, y por lo tanto, si la estrella no tiene suficiente
masa (alrededor de 5M ) entonces el objeto remanente sera una enana blanca o una estre-
lla de neutrones; sin embargo, si la estrella rebasa este limite, comienza a compactificarse
lo suficiente hasta las escalas de la longitud de Planck, unos 10~3% cm. El material dentro
de esta empieza a interactuar de una manera mecanico cuantica, y estos efectos cuanticos
deberian influir en el espacio tiempo mismo. En ese sentido, relatividad general, por ser
una teoria que describe la dindmica del espacio tiempo, deberia ser capaz de explicar la
naturaleza de estas interacciones gravitacionales. Sin embargo, no es asi.

Que la naturaleza de las regiones singulares no pueda ser descrita por la relatividad gene-
ral habla de dos casos: 1. que la teoria es incompleta, y por lo tanto la descripcion de la
naturaleza de esta singularidad se encuentra fuera de su dominio y habria que extenderla
una teoria cuantica de la gravedad, es decir, para una descripcion apropiada a estas escalas
es preciso tratar con una teoria cuantica de la gravedad, pues la relatividad general es una
teoria completamente clasica; 2. que realmente estas regiones singulares en los agujeros
negros no existan en la naturaleza, es decir, la verdadera descripcion sea a partir de consi-
derar una forma de materia que permita la no singularidad de la regién °.

Considerando el primer punto, diversas teorias candidatas para describir la interaccion en-
tre la gravedad y la mecanica cuantica han sido propuestas al paso del tiempo, por ejemplo:
teoria de cuerdas, gravedad cuantica de lazos, etc. Sin embargo, por ahora, no hay alguna
que sea mas favorable sobre la otra.

El segundo punto habla de una alternativa a estas regiones singulares, y se obtiene a partir
de un enfoque semi clasico, en donde se considera regularizar el espacio tiempo sustitu-
yendo la singularidad por un niicleo de materia exdtica, como podria ser, en principio,
electrodinamica no lineal.

En esta tesis se considera el segundo contexto . Es importante mencionar que a partir de

20Otra solucién que presenta una singularidad en relatividad general es la métrica de Friedman-Robertson-
Walker que modela al universo a gran escala. Esta singularidad es de diferente naturaleza a las que encon-
tramos en agujeros negros.

3Esto no implica que la relatividad general sea la teoria definitiva para describir las interacciones gravi-
tacionales. En este trabajo solo se considera la posible existencia o no existencia de estas regiones singulares
en la estructura de los agujeros negros. La existencia de las singularidades es solo uno de los fenémenos que
se explicaria a partir de una teoria cuantica de la gravedad.
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teorias de gravedad cuantica también es posible evitar la singularidad de tal manera que
el espacio tiempo se vuelva regular, no obstante este enfoque esta fuera de los objetivos

de este trabajo.

1.4.1 Singularidades en relatividad general

La estructura matematica del espacio tiempo esta representada por una variedad pseu-
do riemanniana cuatro dimensional, lo que implica que para cualquier punto del espacio
tiempo es posible encontrar una region lo suficientemente pequefia tal que recuperemos el
espacio tiempo de Minkowski (localmente el espacio tiempo es plano). En otras palabras,
el espacio tiempo que describe nuestro Universo es una region bien comportada en todos
sus puntos.
Se puede entender a una singularidad como un punto divergente en una magnitud fisica
de interés. En el caso de la relatividad general, una singularidad define un punto en donde
los escalares de curvatura del espacio tiempo toman valores infinitos.
Dada esta definicion, es natural pensar instantaneamente que una singularidad no repre-
senta un punto en el espacio tiempo, pues es claro que ahi no se cumple la definicion de
variedad diferencial.
Esta nocién es la mas comun para localizar singularidades en espacios tiempos que descri-
ben agujeros negros. En la siguiente seccion se estudia a detalle como es que esta definicion
es de gran ayuda para encontrar la singularidad en las métricas de interés.
No obstante, esta definicion tiene fallas, por ejemplo, cuando la curvatura de un espa-
cio tiempo diverge en infinito, ya que este no se considera como singular. Debido a esto,
existen otras definiciones para singularidad, como por ejemplo a través de las geodésicas:
Un espacio tiempo se dice ser singular si existe al menos una geodésica inextensible de
longitud finita. Este concepto es el llamado: incompletez geodésica.

El problema de las singularidades retomo relevancia en los afios 70s principalmente
por Roger Penrose y Stephen Hawking. A partir de estos trabajos se obtuvo como resultado
los teoremas de singularidad en Relatividad General. En particular uno de los teoremas que

trabajo Penrose es el siguiente:

Teorema 1.4.1 Segundo Teorema de Singularidad Bajo condiciones de causalidad y den-
sidad de energia positiva, si existe una superficie atrapada, las cuales se forman durante

el colapso gravitacional, dan como resultado singularidades en el espacio tiempo.

Una superficie atrapada tiene la siguiente definicion:
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Definicion 1.4.1 Superficie atrapada. Una superficie atrapada es una variedad compacta,
tipo tiempo, 2-dimensional con la propiedad de que los rayos de luz salientes dirigidos

hacia el futuro convergen.

De acuerdo a este teorema, debido al colapso gravitacional siempre se formara una singu-
laridad, y por lo tanto la misma teoria permite la formacién de la region singular.

No obstante, a pesar de que gracias a los teoremas de singularidad se han saben diferen-
tes propiedades de los agujeros negros y sus singularidades, no dan ninguna informacién
acerca de la naturaleza fisica de estas.

En las siguientes secciones se brinda una descripcion acerca de la materia que produce
la existencia de agujeros negros regulares. Este tipo de materia viola las condiciones de
energia positiva y por lo tanto, es posible violar el teorema de Penrose, tal que se pueden
formar agujeros negros no singulares a partir del colapso gravitacional y por lo tanto ser
buenos candidatos para competir con la solucién de Kerr como modelo que describan a
los agujeros negros astrofisicos.

A lo largo de la tesis se usa el sistema geométrico de unidades G = ¢ = 1.



Aspectos fundamentales de agujeros

negros singulares

En la seccion anterior se ha mencionado que unos meses después de haber presentado la
teoria de la relatividad general, en febrero del afio 1916, Karl Schwarzschild, fisico ale-
man, obtuvo de manera exacta la primer solucién a las ecuaciones de campo [1], mientras
este se encontraba en un hospital por haber sido parte del ejercito aleman durante la Pri-
mera Guerra Mundial.

No obstante, no fue el inico que llegé a la solucion que hoy lleva su nombre. Para mayo de
1916, otro fisico aleman de nombre Droste habia presentado los resultados de su trabajo
a la Academia Alemana de Ciencias. Dicho trabajo se titulaba The field of a single cen-
tre in Einstein’s theory of gravitation, and the motion of a particle in that field, en donde
presenta la métrica que Schwarzschild habia descrito unos meses atras e incluso hablaba
acerca del movimiento de una particula puntual en este espacio tiempo. Sin embargo, la
mayoria de fisicos hablaban tinicamente acerca de la solucién de Schwarzschild sin darle
crédito a Droste.

La importancia de la métrica Schwarzschild se hace evidente gracias al teorema de Birk-
hoff, mencionado en la seccion anterior. EI comportamiento natural asintético al espacio
tiempo de Minkowski, el cual se espera que ocurra en la naturaleza, es parte de la misma
solucion. Aun mas, esta solucion no solo describe la geometria de un agujero negro esfé-

rico, también describe el campo gravitacional fuera de una estrella esférica de radio Ry

17
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densidad constante py. La solucién dentro de una estrella posteriormente fue estudiada a
detalle por R.C. Tolman, J.R. Oppenheimer y G.M. Volkoff.

De la misma manera, es importante estudiar el modelo rotante que generaliza la solucion
de Schwarzschild, el espacio tiempo de Kerr. Los modelos mas prometedores para repre-
sentar agujeros negros astrofisicos son aquellos que cuentan con momento angular, por lo
tanto, la solucion de Kerr presenta mayor importancia en escenarios de astrofisica.

A continuacion estudiaremos las soluciones de agujero negros de Schwarzschild y de Kerr

a las ecuaciones de campo de la relatividad general y sus propiedades.

2.1 El espacio tiempo de Schwarzschild

La solucién de Schwarzschild a las ecuaciones de Einstein describe un espacio tiempo

estatico, en simetria esférica y en el vacio,
R, =0. (2.1)
Se propone una métrica de la forma
ds® = —Fdt* + G(dz* + dy* + d2°) + H(xdx + ydy + 2dz)* (2.2)
en donde las funciones F', Gy H se definen como

F o= F(@®+y*+2%)"?),
G = G((xQ +y2 _1_22)1/2) :
H = H((:z:2 —|—y2 + 22)1/2> .

En coordenadas esféricas tradicionales se obtiene el intervalo

ds® = —Fdt* + (G +r?*H)dr* + Gr*(d¥* + sin® 9dp?) (2.3)
= —fodt? + fidr? + fo(d9 + sin® ¥dp?) . (2.4)

donde fy, f1y f2 son funciones arbitrarias redefinidas en términos de F, Gy H.

Si exigimos que det(g,,) = —1. las ecuaciones de Einstein se escriben como

9L, + T, =0. (2.5)

n
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Por otro lado, para Minkowski en coordenadas esféricas, se tiene det(1),,) = —r*sin® 'y
por lo tanto el elemento de volumen espacial, definido como dV = /=g d3z, con g = 1

es entonces, dV = r?sin ¥ dr di de.

3

Definimos dos nuevas funciones z = =~y ¢ = — cos v, tal que el elemento de volumen
es entonces

dV =dzdpdp = n=-1.
En estas variables el elemento de linea es

)

d82 = —fodt2 ‘l— fldl'Q + fg ?W +

(1—¢?)de?| (2.6)

y a partir de la condicion del determinante se obtiene f, f; fi = 1. El comportamiento

asintotico cuando x — oo es
1 2
Jo— 1, f1—>ﬁy Ja— 1, (2.7)

A partir del calculo de los simbolos de Christoffel, obtenemos para las ecuaciones de
Einstein (2.5)

/ 7\ 2 7\ 2 N\ 2

B =) () (R
1 1 2 0

d (fy\ L,

dx(f) AR AL

N

dr \ fi fifo 07

2 _ A _fi 2 fo_

fohfr=1 = <f1>_f1+f2+fo 0

y resolviendo para fy, f1 y f2, obtenemos

fo = 1—a@Bz+p)~ "2, (2.8)
B (3z + p)~*/3

ho= 1—aBx+p)-1/37 (2.9)

fo = (Bz+p)?*3. (2.10)

En donde o y 5 son constantes de integracion. A partir de la expresion para f; se puede ob-

servar que haciendo o(3z +p)~'/3 = 1 se tiene una singularidad. Ahora, si la singularidad
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ocurre en v = 0 = p = o> y por lo tanto
3r+p=3r+a’=1r*+a’,

y podemos definir R = (r® 4 o)/ tal que f;,, f1 y f» obtienen la forma

o 1 1
fOZl_Ea fl:R‘l[l—o‘]’ fo=R?, (2.11)
R
y el elemento de linea se reescribe como
2 ay 2 a\~h s 20792 | i 2 2
ds :—<1—R>dt+<1—R> dR? + R2(d? + sin® 9 dg?) . (2.12)

La constante « se determina a partir del limite de campo débil, y por lo tanto @ = 2m.
Debido a esto, el punto singular corresponde a r = 0 = R3 = o3, es decir R = 2m.

Usualmente, no se hace la diferencia entre la variable R (radio de area) de la ecuacion (2.12)
y la variable radial r de las coordenadas esféricas usuales debido al isomorfismo entre el
grupo de isometria® del espacio tiempo esféricamente simétrico y el grupo SO(3). R se
define como R = (A/4r)'/? donde A es el rea total de la 2-esfera del espacio tiempo, y
A es un multiplo de la 2-esfera unitaria. Llaméandole r al radio de area, la métrica (2.12)

se escribe como:

1

ds* = —f(r)dt* + f(r)er + 72(d* + sin® 9dp?) | (2.13)
con
fry=1-"" 2.14)

donde m representa la masa del objeto. La métrica (2.13) esta escrita en coordenadas de
Boyer-Lindquist.

Esta es una solucion en el vacio, esféricamente simétrica y estatica, y representa lo que
hoy en dia conocemos como un agujero negro de Schwarzschild.

A partir de la ecuacion (2.13) se observa trivialmente que ocurren dos situaciones
peculiares cuando » = 2M y r = (. Como se ha hecho notar en la seccion anterior, natu-
ralmente nace la pregunta sobre qué es lo que sucede con el espacio tiempo en estos dos
valores de la coordenada r, pues la métrica se vuelve singular en esos puntos.

A pesar de que la comunidad de fisicos notaron que existian estos dos puntos especiales

1Un espacio tiempo es esféricamente simétrico si su grupo de isometria contiene un subgrupo isomoérfico
al grupo SO(3), y las orbitas de este subgrupo son esferas dos dimensionales [36].
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en la métrica de Schwarzschild, nunca consideraron de gran importancia darles una expli-
cacion. Ellos consideraban imposible que un objeto fuese tan denso que se tuvieran que
considerar estos limites de la teoria.

Por lo tanto, encontrar una explicacion a estos puntos singulares llevo varios afios y lo que
se encontrd es que existen dos tipos de singularidades, una relacionada a la descripciéon
coordenada del espacio tiempo y que es facil evadir al hacer un cambio de coordena-
das conveniente, y otra relacionada a la misma naturaleza del espacio tiempo. Entonces,
definimos las singularidades coordenadas como lugares en donde las coordenadas que
estamos utilizando para describir la geometria del espacio tiempo no lo describen correc-
tamente [35]. Mientras que las singularidades fisicas se definen como aquellos lugares en
donde los valores de los escalares de curvatura del espacio tiempo, las densidades de ma-
teria, y otras cantidades fisicas, toman valores infinitos, y estos no dependen de la eleccion
de coordenadas [36]. Se habla de que este ultimo tipo de singularidades demuestran una
ruptura la relatividad general y por lo tanto son las que nos interesan.

En 1933, Lemaitre fue el primero en demostrar que » = 2m representa una singula-

ridad que puede desaparecer haciendo un cambio de coordenadas. Posteriormente Fin-
kelstein, confirm6 que esta singularidad es coordenada escribiendo el elemento de li-
nea de Schwarzschild en las coordenadas que hoy en dia conocemos como Eddington-
Finkelstein.
No obstante, siguiendo esta linea para métricas mas generales, se vuelve bastante com-
plicado encontrar sistemas de coordenadas que nos permitan identificar y distinguir las
singularidades fisicas de las coordenadas. Para ello, es necesario construir un invariante
tal que al evaluarlo en cualquier lugar del espacio tiempo seamos capaces de asegurar la
existencia, o no existencia, de una singularidad fisica en dicho espacio tiempo. Este inva-
riante es el llamado invariante de Kretschmann, el cual se define como la contraccién en
los cuatro indices del tensor de Riemann con él mismo.

Para la métrica de Schwarzschild, se encuentra que la forma del invariante es la siguiente

48m?

e (2.15)
r

Es facil observar que cuando evaluamos » = 2m, el escalar Kretschmann tiene un va-
lor bien definido y es por lo tanto una superficie regular de la variedad. Sin embargo, al
evaluar » = 0, encontramos que el invariante tiende a infinito, por lo que representa una
singularidad fisica, como se ha hecho mencién anteriormente. Tedricamente es importan-
te ser capaces de dar una descripcion detallada en cualquier region del espacio tiempo,

asi como conceptualmente es interesante estudiar la fenomenologia. Por esta razon, como
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parte del estudio del espacio tiempo de Schwarzschild, es conveniente entender qué ocurre
en la region del agujero negro dentro del horizonte de eventos. Para este fin se introduce
una variable 4 tal que la definimos como § = 2m —r con r < r,, y por lo tanto se cumple

que 0 > 0 [35]. En términos de esta nueva variable, el elemento de linea se escribe como

O g2 =0 (2m — 8)*(d¥? + sin® 9dyp?) . (2.16)

2 _
ds” =505 5

Si consideramos una linea tal que ¢, 1 y ¢ sean constantes, obtenemos

2m — 0
)

ds? = —

dé*> < 0, (2.17)

y vemos que J, y por consiguiente 7, es una coordenada tipo tiempo, mientras que la coor-
denada ¢ ahora es tipo espacio. Esto quiere decir que la singularidad r» = 0 es tipo tiempo
y un observador que esté cayendo en el agujero negro, inevitablemente chocara con la

singularidad pues siempre estara avanzando hacia adelante en el tiempo (jno puede viajar

al pasado!).
r=10 +
J+
IT i
=0 i

Figura 2.1: Diagrama de Penrose-Carter para el espacio tiempo de Schwarzschild. Imagen
inspirada en la ref. [39]

Esto se puede ilustrar mediante el diagrama de Penrose para el espacio tiempo de Sch-
warzschild en la Figura 2.1. La region I representa el Universo y la region II la region del
agujero negro, io los infinitos espaciales, i el infinito temporal futuro, i~ el infinito tem-
poral pasado _# * el futuro infinito nulo, mientras que _# ~ representa el pasado infinito
nulo y " el horizonte de eventos. La linea curvada representa la singularidad en » = 0
tipo tiempo, como se habia dicho anteriormente.

Cualquier suceso que ocurra dentro de la region II esta causalmente desconectado de los
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sucesos en la region I e inevitablemente llegara a la singularidad.

2.1.1 Horizonte de eventos

A pesar de los constantes esfuerzos por entender la naturaleza de las regiones en r = 0y en
r = 2m, fue hasta 1958 que se logré dar una interpretacion adecuada de lo que representa
la superficie en » = 2m gracias a Finkelstein. El define al horizonte de eventos como una
superficie en la que se puede cruzar inicamente en una direccion y al pasar a traves de
ella cambia la naturaleza de las curvas con » = cte. Es decir, este espacio tiempo tiene
la propiedad de que el horizonte de eventos coincide con la superficie de limite estatico.
Esto ya no se cumple para modelos mas generales, por ejemplo, para el agujero negro tipo
Kerr.

Al hacer una transformacion de coordenadas de Boyer-Lindquist a las coordenadas
de Kruskal-Szekeres, obtenemos que en la superficie » = 2m cualquier geodésica nula
que comience en un punto sobre la superficie es tangente a todos los puntos de la misma
superficie. Por lo tanto el horizonte de eventos esta definido, en coordenadas de Boyer-

Lindquist a través de las siguiente relacion
rs —2m =0, (2.18)
y por lo tanto r, es la superficie definida por
ro = 2m, (2.19)

como se observa en la Figura 2.2.

2.2 El espacio tiempo de Kerr

Sabemos que la mayoria de los planetas, lunas, y en particular, las estrellas cuentan con
rotacion, por lo que se espera que después de colapsar gravitacionalmente, si un objeto
cuenta con la masa necesaria se convertira en un agujero negro que por conservacion de
momento angular esté dotado con rotacién [33]. Es por eso, entre otras razones, que la
geometria de Schwarzschild es muy poco probable que describa agujeros negros astrofi-
sicos, mientras que la métrica Kerr contintia siendo el modelo mas favorable.

Debido a esto, es importante generalizar la solucién de Schwarszchild a una que describa

un objeto compacto con momento angular, tal que ahora tenemos una direcciéon de movi-



24 ASPECTOS FUNDAMENTALES DE AGUJEROS NEGROS SINGULARES

Time

) 3
2M

Figura 2.2: Diagrama de espacio tiempo en la vecindad del horizonte de eventos para el
espacio tiempo de Schwarzschild. Se observa que los conos de luz estan dirigidos hacia la
singularidad para regiones con r < r el horizonte de eventos. Imagen tomada de [40]

miento privilegiada. La primer aproximacion para encontrar dicho espacio tiempo se dio
en 1932 con Lewis. Sin embargo no fue sino hasta 1963 que el fisico Roy Kerr present6
esta nueva solucion a las ecuaciones de Einstein [4]. Esta solucion representa un espacio
tiempo en el vacio, axialmente simétrico y estatico.

La métrica escrita en coordenadas de Kerr, es

ds® = (r* + a* cos® ¥)(d¥? + sin® 9dyp?) + 2(du + a sin® Idyp)
2mr

.2
X (dr + asin® ddp) — (1_ 72 + a2 cos? V)

) (du + asin?9dp)?, (2.20)
donde a es el parametro de espin relacionado con el momento angular total ./, de acuerdo a
a = J/m. Asimismo, esta métrica tiene la propiedad de que cuando a = 0 recuperamos la
métrica esféricamente simétrica ec (2.13) de Schwarzschild en coordenadas de Eddington-
Finkelstein. La ec (2.20) representa un espacio tiempo estacionario con simetria axial.
Como en el caso del agujero negro de Schwarzschild, la métrica de Kerr también cuen-
ta con una singularidad fisica. Las componentes de la base coordenada no son singulares
y definen una métrica bien comportada siempre excepto cuando r2 + a? cos? ¥ = 0, como
se puede inferir directamente de la métrica (2.20). A partir del escalar de Kretschmann se
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puede ver [41]

48m?(r — a® cos® V) |[(a? cos? ¥)? — 16r2a® cos? V]
(r2 + a? cos? )¢ ’

RR, | — (2.21)

de donde la singularidad fisica se encuentra, como habiamos deducido anteriormente,

cuando 72 4 a? cos® ¥ = 0, es decir, cuando ocurre

r=0 ﬁzg. (2.22)

que ademas resulta ser la tnica singularidad en estas coordenadas.
Kerr, en el mismo articulo [4] presenta el elemento de linea (2.20) escrito en un sistema

de coordenadas asint6ticamente planas a partir de las siguientes transformaciones

r = (rcosy+asing)sing = Vr? + a?sinv cos[p — arctan(a/r)], (2.23)
y = (rsing —acosp)sind = vVr? + a?sin v sinfp — arctan(a/r)] ,
z = rcos?,

t = u—r,

tal que el elemento de linea se escribe como

2mr3 r(xzdr + ydy) N a(ydz — xzdy)

2 _ 2 2 2 2
ds” = —dt" +du” +dy” +d=" + Fm— o5 A+ — 55 a2 + 12

+ 2d2|(2.24)
T

conr =r(z,y, 2).

A partir de las transformaciones (2.23), se pueden obtener las siguientes relaciones

2 +y? = (r*+a?)sin®d,

22 = r?cos’d,

tal que al evaluarlas en la singularidad, encontramos

2?4yt = a?, (2.25)
z = 0, (2.26)

mostrando que la singularidad en el espacio-tiempo de Kerr es un anillo de radio a tipo
espacio, a diferencia de la singularidad en el espacio-tiempo de Schwarzschild que es un

punto en el tiempo.
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Es comun encontrar la métrica del agujero negro rotante escrita en coordenadas de

Boyer-Lindquist, la cual se escribe de la siguiente manera

2mr 4dmar sin® ¥ h)
2 _ [, _emr 2 [ 2marsm-v g9
ds® = (1 > ) dt ( > ) dtdy + —dr

2ma?r sin? ¥
§ S ¢ ( ray mg) in? g | (2.27)
en donde las funciones > y A se definen como
A:=7r?4a* —2mr, Y =1+ a*cos’ V. (2.28)

En estas coordenadas las componentes de la base coordenada se hacen singulares cuando
¥ = 0y A = 0. Sin embargo, hemos visto cuando escribimos el escalar de Kretsch-
mann que la tnica singularidad fisica que tiene este espacio-tiempo es cuando X = 72 +
a? cos? ¥ = 0. Por lo tanto A = 0 es una singularidad coordenada propia de este sistema
de coordenadas.

Figura 2.3: Diagrama de Penrose-Carter para el espacio tiempo de Kerr

En la figura 2.3, se observa el diagrama de Penrose-Carter para el espacio tiempo de Kerr.
La region I representa el Universo y la region II la region del agujero negro entre el ho-
rizonte externo y el horizonte interno, sefialados con r* y r~ respectivamente. La region
[T representa la region interior del agujero negro entre el horizonte interno r~ y la singu-
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laridad tipo anillo en » = 0, representada por la linea vertical punteada tipo espacio. i¢ los
infinitos espaciales, i* el infinito temporal futuro, i~ el infinito temporal pasado ¢ el
futuro infinito nulo, mientras que ¢ ~ representa el pasado infinito nulo.

Debido a la naturaleza tipo anillo de la singularidad en el espacio, existe una geodésica
tal que para un observador que caiga al agujero negro le es posible evadirla y llegar a otro

espacio tiempo asintoticamente plano.
Derivacion de la métrica de Kerr

En 1963 Kerr presenta a la comunidad cientifica una solucion en el vacio a las ecuaciones
de Einstein de un objeto compacto con rotacion. Sin embargo, los calculos para obtener
la métrica son, por no decir menos, muy complicados. Atin mas, hay distintas maneras
de derivar la métrica de Kerr en la ecuacién (2.27) sin entrar en la complejidad de los
calculos de la derivacién original. Para este fin, se sigue la misma derivacion que se puede
encontrar en [42].

Consideremos un espacio tiempo de campo débil de un objeto girando lentamente, a

primer orden en el parametro de espin a como

2 2 4
ds* = — (1 — m) dt* + (1 + m) dr? + r2dy? 4 r? sin® 9dyp?® — 2O in? 9 de dt |
r T r
(2.29)
en donde el dltimo término describe un arrastre de sistemas inerciales. Reescribiendo el

intervalo, se obtiene:

2m 2m
ds? = —dt* + (1 + ) dr? +r2d¥* + r? sin® 9dp* + “— (dt* — asin® 9dp)? , (2.30)
T T
Debido a larotacién se espera que las esferas se achaten en los polos, tal que es conveniente
escoger un sistema de coordenadas en el que este efecto aparezca de una manera sencilla.

Usamos la siguiente transformacion a coordenadas esferoidales oblatas

r = Vr2+a?sindcosyp,
y = Vr2+a’sindsing,

z = rcost,
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tal que la métrica del espacio tiempo plano en estas coordenadas se vuelve

— dt* + da® + dy? + d2* = —dt* + — - Sdr? + Sd0? + (r* + a?) sin® 9dp® (2.31)
T a

donde la funcion X se define como
Y =72+ a’cos?? .

Comparando las expresiones anteriores, se puede proponer un anzats tal que reemplaza-
mos 72 + a? en el primer y segundo término, con unas funciones arbitrarias que dependan

de la coordenada r

r*+a*  Z(r)
— 2.32
e L2, (232)
donde Z(r) = r* + a* + Y (r), mientras que para el segundo término
r?+a® — W(r), (2.33)

tal que el elemento de linea se reescribe como

Y
dr® +3d9* + (r* + a®) sin® 9dp* + Yir) (dt —asin® 9dp)* . (2.34)

ds® = —dt?
S + S

w(r)

De esta métrica, se propone un cambio de variable ¢ = cos @ tal que df? = dq*/[4q(1—q)],
y resolviendo las ecuaciones de Einstein en el vacio, i.e. G, = 0, la componente G,., = 0
tiene un coeficiente de ¢ y un término constante que se eliminan por separado, de tal manera

que se obtienen las siguientes dos ecuaciones:

—r*(r*+a* - 2)+ [ Z+r(r—Z)F =0 (2.35)
(r*—=Z2)r*+a* = Z)+r(Z —r)F=0. (2.36)

tal que resolviendo para /' obtenemos

(r*—=2)(r*+a®> - 2)

F= r(r—2")

(2.37)
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de tal manera que si sustituimos F' en la ecuacion (2.30) obtenemos que

Z' = Zr, (2.38)
Z = 2mr, (2.39)
F = > —2mr+ad*. (2.40)

A partir de estas funciones obtenemos la métrica de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist

2mr 4dmar sin® ¢ b
2 _ (41 _ 2 2
ds® = (1 ~ ) dt (2 ) dtdy + —dr

2ma?r sin? ¢

+ Yd¥? + <r2—|—a2—|— >

> sin? ddyp? , (2.41)

2.2.1 Horizonte de eventos y ergosfera

El agujero negro de Kerr presenta dos horizontes, los cuales se pueden encontrar a traves
de la relacién
A=r*+a*—2mr=0, (2.42)

que cuenta con dos soluciones de la forma
re =m=xvm?—a?, (2.43)

en donde r, representa el horizonte externo u horizonte de eventos y r_ el horzonte interno
y este coincide con el horizonte de Cauchy °. Es facil ver que el agujero negro existe si y
solo si a < M puesto que m? — a® > 0y por lo tanto existe el horizonte de eventos. Si
a > m, se tiene una singularidad desnuda, entonces esta solucion no representa un agujero
negro.

Otra superficie importante de los agujeros negros con rotacién que es importante estudiar
en este agujero negro es el limite estatico, debido a que ahora esta superficie ya no coin-
cide con el horizonte de eventos.

Se define la ergoregion como la region localizada entre el horizonte de eventos y la su-
perficie de limite estatico. En esta region es posible la extraccién de energia del agujero

negro a través del proceso de Penrose [37]. Comtnmente a la ergoregion se le conoce

2E1 horizonte de Cauchy es una superficie nula que marca la division entre la region en donde relatividad
general es capaz de predecir evoluciones y la regién en donde la predictibilidad de las ecuaciones de campo
se pierde [43].
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Figura 2.4: Horizontes y ergosferas del espacio tiempo de Kerr. £, representa la ergosfera
externa, F/_ la ergosfera interna, r, representa el horizonte externo u horizonte de eventos
y r_ el horizonte de interno u horizonte de Cauchy.

como ergosfera, por lo tanto en adelante nos referiremos a esta region a través de esta
denominacién.

La ergosfera se obtiene a partir de la siguiente relacién
g =3 —2mr =r*> +a*cos® ¥ — 2mr =0 (2.44)

tal que esta ecuacion tiene dos raices (llamando r = FE)

Ey =m =+ vVm?2 — a2 cos? 1) (2.45)

en donde F, representa la ergosfera externa y £/ la ergosfera interna. La regién que de
interés fisico esta definida por la solucién £, . La ergosfera interna no tiene ningtin signi-
ficado fisico, sin embargo, se toma en consideracion por completez a la ecuacion (2.45).
En la figura 2.4 se muestran los horizontes y ergosferas para el espacio tiempo de Kerr
con parametro de rotaciéon a = 0.9, en coordenadas esferoidales. Las regiones estan sefia-
ladas por E, que representa la ergosfera externa, £_ la ergosfera interna, r, representa
el horizonte externo y r_ el horizonte de interno. Se observa que la superficie de limite
estatico ahora se encuentra a un radio exterior del horizonte de eventos para valores de

¥ # 0, 7; mientras que para estos valores coincide con el horizonte.



Propiedades del espacio tiempo regular

Dentro de los recientes modelos de agujeros negros regulares se encuentra el agujero ne-
gro tipo Hayward y su version con rotacion. Ambos modelos se pueden considerar como
una generalizacion, caracterizada por un pardmetro de desviacion, del agujero negro ti-
po Schwarzschild y Kerr respectivamente, estudiados en la seccion anterior. Las regiones
singulares a partir del escalar de curvatura de Kretschmann, presentes en estos dltimos
modelos, no aparecen en los modelos regulares, de tal manera que el escalar toma un va-
lor finito al ser evaluado en las regiones que presentaban una singularidad. En este sentido,
el espacio tiempo es regular.
Los espacios tiempo regulares resultan ser modelos prometedores para representar aguje-
ros negros en el universo, por esta razon es importante su estudio y realizar futuras com-
paraciones con los resultados obtenidos a partir de los espacios tiempo con singularidad.
A continuacion nos enfocaremos brevemente en el estudio de las propiedades del es-

pacio tiempo de Hayward y de la version rotante de este.

3.1 El espacio tiempo de Hayward
El primer modelo de un agujero negro regular fue presentado por J. Bardeen en 1968 [8],

y esta basado en dotar al espacio tiempo de un monopolo magnético tal que desaparece la

singularidad en el origen. En el 2006 S. A. Hayward presenta una métrica, estatica y con

31
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simetria esférica para un agujero negro regular [18].

1
ds* = —f(r)dt* + de2 + 72(d¥* + sin® ¥dp?) | (3.1)
T
donde 2M (1) 3
r T
fry=1-—"=0 M)i=mGors (32

y m representa la masa ADM (Arnowitt-Desser-Misner) mientras que / es un parametro de
longitud del espacio tiempo. En el origen la métrica g, ecuacion (3.1), se comporta como
un espacio tiempo tipo de Sitter, tal que el tensor de Einstein tiene la forma G ~ Ag con
constante cosmoldgica efectiva A = 3/1?. Debido a que este comportamiento se puede
justificar a partir de una teoria cuantica de la gravedad, a través de efectos cuanticos, se
encuentra que [ debe acotar la escala para la cual son notables estos efectos, y por lo tanto
se espera que [ esté relacionado con la longitud de Planck.

La funcioén f(r) en la ecuacion (3.2), en el limite en que  — oo, se vuelve

2m 1

) ~1-" 40 <4) , (3.3)
r r

tal que la métrica (3.1) se reduce a la métrica de Schwarzschild. Lo mismo ocurre en el

limite cuando | — 0. A su vez, cuando se cumple que » — 0, la funcién f(r) tiene la

forma )
T

fr)~1—75+ o(r°), (3.4)
la cual describe un nticleo tipo de Sitter en donde se espera que aparezcan los efectos
de gravedad cuéntica. A partir de considerar que la métrica cumpla con estos limites fue
como Hayward introduce la métrica para el agujero negro regular, sin atin conocer si esta
representaba una solucién del espacio tiempo a las ecuaciones de Einstein con materia.
Fue hasta el 2016 cuando Fan y Wang [19, 20] muestran que existe un procedimiento
para obtener la métrica de Hayward como solucion a las ecuaciones de campo de Einstein
acopladas a una electrodindmica no lineal (NED) en presencia de una carga magnética
como fuente.

Por simplicidad llamemos a 2mi? = ¢> tal que g se define como un pardmetro con
unidades de longitud que mide desviaciones de la métrica no singular y por lo tanto lo

llamaremos pardmetro de desviacion. Entonces la funcién de masa M (r) se escribe como

7,3

M(r) = moy g (3.5)
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M (r) se puede interpretar como la masa dentro de la esfera de radio  que se aproxima a
m conforme r tiende a infinito.
Es facil observar que este espacio tiempo es regular en todo el espacio y particular-

mente cuando r = 0, de acuerdo a los invariantes de curvatura:

[12mg>(r3 — 2¢3 2
lm(R) — lim |22 72901 2m (3.6)
r—0 r—0 i (7’3 + 93)3 g3
[72m2g%(5r° — 3r3g® + 2¢5) 144m?
’ uv . 7 —
lLI%(R R#l/) - }“% I (T3+93)6 - 96 ’ (37)
-48 2 12_493 1866_239 212
(R Ryp) = lim m*(r g + g r°g” + 2¢'%)
r—0 r—0 | (7‘3 —+ 93)6
96m>
= o (3.8)

A partir de los invariantes se puede observar que para g # 0 ningtin escalar diverge. El es-
pacio tiempo deja de ser regular cuando g = 0, caso en el que se recupera el espacio tiempo
de Schwarzschild, y por lo tanto se observa la divergencia en las ecuaciones (3.6), (3.7)
y (3.8).

Hasta este punto, se ha mostrado que la métrica de Hayward representa un espacio tiem-
po regular, y dicha regularidad depende tinicamente del parametro de desviacién g. Sin
embargo, la pregunta natural que nos debemos hacer es si este espacio tiempo se puede
obtener a través de resolver las ecuaciones de campo para un tensor de energia momento
que represente materia fisicamente permitida.

La electrodinamica no lineal como fuente de la deformacion del espacio tiempo nos
permite obtener geometrias de interés que no presenten singularidades, principalmente
para obtener métricas que describan agujeros negros regulares.

Si consideramos Relatividad General acoplada a una electrodindmica no lineal, tenemos

que la accion se escribe como
S = Sar+ SneD , (3.9)

donde dos acciones Sgr y Snvep representa la accion Einstein-Hilbert y la accién de mate-
ria que en este caso es electrodinamica no lineal, respectivamente, definidas de la siguiente

manera.

1
Sar = —/d‘lx\/—gR, (3.10)
167

SNED = —1éﬁ/d4x\/—_g£(F) (3.11)
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tal que la accion toma la siguiente forma

S = léﬂ/d%\/—_g(R ~L(F)), (3.12)

donde R es el escalar de Ricci, F' = F'*F),, es la norma del tensor Faraday F), =
0,A, — 0,A, y la densidad Lagrangiana £ depende de F'. En el caso particular cuando
L(F) o F se obtiene la accién para la métrica de Reissner-Nordstrom.

A partir de variar la accién (3.12) con respecto al tensor métrico §£/dg,,,, se obtiene la

siguiente forma para el tensor de energia momento y por lo tanto para su conservacion

1
T,uu =2 <£FELaFaV - 4g,uV£> ) (313)
V. (T™) =0, (3.14)

donde Ly = dL/dF. La densidad de energia esta dada por la componente 7 del tensor

de energia momento
pm =T% = —L(F) . (3.15)

Para cada campo vectorial de Killing' del espacio tiempo se tiene asociada una carga
conservada Q; = [y, &' T, u”\/7 d%, donde u* es un vector tipo tiempo, dirigido hacia el
futuro, ortogonal a la hipersuperficie 3-dimensional 3, y /7 dX es el elemento de volumen
en Y. El espacio tiempo de Hayward es estatico y por lo tanto existe un campo vectorial
de Killing tipo tiempo en todo el espacio, lo que implica que la carga conservada asociada

a este campo de Killing es la masa
M(r) = / Pm T2dr = —/ L(F)ridr . (3.16)
0 0

A p,, se le llama densidad de energia magnética debido a que esta asociada a un tensor de
energia momento que describe una carga magnética, como a continuacion se mostrara.
Se propone como ansatz que la métrica para el espacio tiempo esféricamente simé-

trico tal como se define en las ecuaciones (3.1) y (3.2) y ademas

A = a(r)dt + Q,, cosIdyp , (3.17)

'Un campo vectorial de Killing &, es aquel que satisface la ecuacién V&, + V£, = 0. Esta ecuacion
es la ecuacion de Killing. Un estudio extenso de las propiedades de los campos de Killing se puede encontrar
en [36].
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y la carga magnética ()),,, esta definida en términos de la fuerza

0, = / F. (3.18)

T dr

Para el caso del agujero negro de Hayward, se tiene a(r) = 0 tal que las ecuaciones de
la electrodinamica no lineal se satisfacen para una carga magnética (,,,, y el invariante F
para el campo puramente magnético a partir del elemento de linea definido por (3.1) para

el espacio tiempo esféricamente simétrico, es:

20,
A partir de las ecuaciones de Einstein
Guu = 87TT/u/ (320)
se encuentran las unicas dos ecuaciones independientes:
fiir) fr)=1 1
0 = —L(F 3.21
r + 7‘2 + 2 ( ) ’ ( )
2f 4Q?
0 = f'(r)+ fr(r) + L(F) + T;”Ef(F) , (3.22)

en donde las primas se refieren a las derivadas con respecto a r. A partir de la primer

ecuacion es facil resolver para la densidad Lagrangiana como

1o f21),

r r2

L(F) = -2 ( (3.23)

y usando que la masa es una funcién de la coordenada radial, M () , se puede obtener la

siguiente expresion:

4w

L= (3.24)

7’2
A partir de la forma de M (r) dada en la definicién en (3.2) para la métrica de Hayward, y
sustituyendo en la forma para la densidad Lagrangiana L, se obtiene:

24m?21?

A= G amey

(3.25)

Y usando la magnitud de F’ en términos de la carga magnética (),,,, llegamos a la siguiente
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expresion para la densidad Lagrangiana:

L(F) = 24m?" . (3.26)

(%)3/4 n lez]z

Esta expresion de densidad Lagrangiana esta dada para una electrodinamica no lineal des-
crita por una carga magnética (),,.

Por lo tanto, la materia causante de la deformacion en el espacio tiempo de Hayward es
un monopolo magnético.

Esta carga magnética esta relacionado con la masa ADM m y el parametro [ de acuerdo a

1/3
Qum = (”22[) . (3.27)

la siguiente relacion

2

Cuando [ — 0 se tiene ,,, — 0, y se recupera el espacio tiempo con singularidad.

Podemos reescribir la densidad Lagrangiana (3.26) en términos de una variable g =
2

Qm 1
W’ como sigue

L(F) = 6 (3.28)

- 5\3/4 20
{1 +(£) }
y por lo tanto, en el limite de campo débil para F', expandiendo la densidad Lagrangiana

alrededor de F' = 0, tenemos

G6EF3/2  12F9/4

L(F) = BEE T R +O(F?), (3.29)

se observa que en este limite £(F') # F, lo que significa que para esta densidad Lagran-
giana no se tiene como limite la electrodindmica de Maxwell, y por lo tanto, no debemos
esperar que la métrica de Hayward se reduzca a la métrica de Reissner-Nordstrom en el
limite de campo débil.

Por otra parte, se puede observar a partir de la expresion para la densidad Lagran-
giana (3.23), que para una funcién f(r) en donde M (r) = cte, es decir, para el espacio
tiempo de Schwarzschild, la densidad Lagrangiana es £ = 0, como se espera por ser una

solucion en el vacio.
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3.1.1 Horizontes

Los horizontes del agujero negro de Hayward se pueden encontrar a partir de la siguiente
ecuacion
3 —2mr? 4+ 2ml* =0, (3.30)

que es la funcién f(r) = 0 a partir de la definiciones en la ecuacién (3.2). Para obtener las

soluciones de esta ecuacion, vamos a proceder con el discriminante
D = —41*m?*(271* — 16m?) , (3.31)

tal que si D > 0 entonces la ecuacion tiene tres raices reales distintas, si D = 0 la
ecuacion tiene raices multiples reales y si ocurre que D < 0 se tiene que la ecuacién
tiene una raiz real y dos raices complejas conjugadas. De acuerdo al diagrama de Penrose
para este espacio tiempo, sabemos que el agujero negro cuenta con un horizonte externo
y un horizonte interno, por lo que, se tiene que cumplir

(271> —16m*) < 0, (3.32)

y entonces, es facil obtener la posicion de los horizontes

2 4 1 2712

ry = 3 + 3 coS [3 cos ! (1 — 2)] , (3.33)
2 4 1 2712

r_ = 373 coS L}) cos ! <1 — ; ) + 7;1 , (3.34)

m
y por lo tanto tenemos que [ < ﬁ
En la figura 3.1 observamos el diagrama de Penrose-Carter para el espacio tiempo de
Hayward donde la region I representa el Universo, la region II la regién del agujero negro
entre el horizonte de externo r* y el horizonte interno r~, y la region III representa la
region entre el horizonte interno »~ y la region » = 0 regular. ¢, representa los infinitos
espaciales, i* el infinito temporal futuro, i~ el infinito temporal pasado #* el futuro
infinito nulo, mientras que _# ~ representa el pasado infinito nulo. Se puede observar que
r = (0 es una region regular tipo tiempo. Cualquier suceso que ocurra dentro de la region
IT esta causalmente desconectado de los sucesos en la region 1.

En la figura 3.2 se observan los horizontes externo e interno en el espacio tiempo de

Hayward, representados por r, y r_ respectivamente. En este caso a = 0y [ = 0.33. Se
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Figura 3.1: Diagrama de Penrose-Carter para el espacio tiempo de Hayward
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Figura 3.2: Horizontes del espacio tiempo de Hayward. Aqui r, representa el horizonte
externo u horizonte de eventos y r_ el horizonte interno u horizonte de Cauchy

puede ver que para ese valor de [ se sigue cumpliendo la desigualdad tal que el espacio
tiempo tiene dos horizontes.
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3.2 El espacio tiempo de Hayward con rotacion

A partir de proponer una métrica para un agujero negro regular como alternativa para
evadir la existencia de la singularidad en el espacio tiempo de Schwarzschild, es facil ge-
neralizar dicha solucion al caso rotante. Ya se ha discutido anteriormente que el modelo
mas favorable para la descripcion de agujeros negros astrofisicos es un modelo con mo-
mento angular. La importancia del estudio de la solucion de Hayward con rotacion viene a
partir del campo de la astrofisica. Ademas de presentar una solucién que busca evitar una
singularidad que por el momento no es adecuadamente descriptible, se pretende estudiar
las interacciones de campo fuerte entre el agujero negro de Hayward rotante y particulas
de prueba, considerando a este modelo como una alternativa a la solucién de Kerr para des-
cribir los agujeros negros astrofisicos, de tal manera que futuras observaciones permitan

favorecer algiin modelo.

3.2.1 Derivacion de la métrica del espacio tiempo de Hayward con rotacion

Para obtener una métrica rotante a partir de la métrica de Hayward (3.1), se hace uso
del algoritmo de Newman-Janis [21], el cual nos permite obtener una métrica axialmente
simétrica a partir de una métrica esféricamente simétrica y estatica como sigue

1
f(r)

El primer paso del algoritmo de Newman-Janis, es escribir la métrica (3.35) en coordena-

ds® = —f(r)dt2 + dr? + h(r)(ah?2 + sin? ﬁdcp2) ) (3.35)

das nulas de Eddington-Finkelstein (u, r, 1, ), a partir de la transformacién

du = dt — fcé::) , (3.36)

tal que la métrica en coordenadas nulas se reescribe como

ds® = — f(r)du® — 2dtdr + h(r)(d9® + sin® 9de?) . (3.37)

El segundo paso es encontrar una tétrada nula Z# = (I* n*, m*mH) para expresar la

meétrica inversa ¢g"” en términos de Z* como

g =1"n" + 1"n* — mtm” —m"m* | (3.38)
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donde m* es el complejo conjugado de m*, y la tétrada de vectores satisfacen
"1, = ntn, = m"m, = "m, = n"m, =0, F'n, =—-—mtm, =1. (3.39)

Se encuentra que la tétrada de vectores que cumple con estas relaciones es

f(r) 1 i
wo_ K [TV p . p w) o 4
" =3¢t nt=4" 5 Mom ) 0y + sinﬁés" (3.40)

El tercer paso es realizar una transformacién compleja en el plano » — u dada por
r—1' =r+ia cos?, u—u =u—1ia cos?, (3.41)

junto con la complexificaciéon de las funciones de la métrica f(r) y h(r). Después de la

transformacion compleja (3.41), los nuevos vectores de la tétrada son

F 1 '
' =061 nt=E— (r, 19>(5ff7 mt = ——— lia Sinﬁ(55—5f)+(5§+#55 :
2 2H (r,9) sin v/
(3.42)

donde F'(r,9¥) y H(r,?) son las funciones complexificadas de f(r) y h(r) (funciones
reales que viven en el espacio complejo). Usando la nueva tétrada, escribimos el inverso

de la métrica como
guu — l/,un/zx + l/yn/p, _ m/um/y _ m/umlu 7 (343)
y por lo tanto los coeficientes de la métrica son

Guu = F(r,9), Gur = Gru = 1, gu¢:g@u:asin219(1—F(r,19)),
Gro = Gor = CLSiIl2’l9 ) 9oy = —H(T’, 19) )
Gppo = —sin® I[H (r,9) + a®sin® I (1 — F(r,9))] .

La nueva métrica en coordenadas nulas es

ds* = —Fdu® — 2dudr + 2a sin® 9(F — 1)dudy + 2asin® 9drdyp
+ Hd¥* + sin® 9[H + a*sin® (2 — F)]de® , (3.44)
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El paso final del algoritmo es escribir la métrica nueva en coordenadas de Boyer-Lindquist.

Esto requiere transformaciones de coordenadas de la forma
du = dt' +n(r) dr, do =do" + &(r) dr . (3.45)

Sustituyendo estas transformaciones en la métrica (3.44) y haciendo ¢, y ¢, idéntica-

mente a cero, obtenemos

H(r,9) + a?sin? ¢

nr) = F(r,9)H(r,9) + a®sin?9 ’
a

&) = F(r,9)H(r,9) + a?sin®*9 (347)

(3.46)

Esta transformacion es posible tinicamente cuando 7 y £ dependen solamente de la coor-

denada r. Las componentes de la nueva métrica en coordenadas de Boyer-Lindquist son

_ H{(r, )
Irr = H(r,9)F(r,9) + a®sin? 9’
9oy = _H(Tu 19) ) Jop = — sin219[H(7‘, 19) + a®sin’® ¥ (1 - F(T, 19))] .

Guu = F(1,9),  gup = gor = asin® 9 (1 — F(r,9)) ,

Para obtener la métrica de Hayward rotante, necesitamos partir de la métrica de Hayward.

Es decir, en la ecuacién (3.35) las funciones f(r) y h(r) tienen la forma

rH=1— — hir) = r? 3.48

[ =1-5rs, b=, (3.48)

donde se ha llamado g = 2ml? y se vera después que g es un pardmetro de desviacion entre
el agujero negro de Kerr y de Hayward rotante. Ahora, debemos escoger una complexifi-
cacion. En general, hay muchas maneras de complexificar, pero debido a que conocemos

la forma de la métrica que estamos buscando, se propone la siguiente complexificacion

1 171 1y 1 s
oalerE) =g Poren (5:49)
y las funciones f(r) y h(r), se vuelven
2Mr .

f(r) = f(r,9)=1-— h(r) = h(r) =%, (3.50)

2 Y
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donde en general M = M,, 5(r,4), y la complexificacién esta caracterizada por o y 3, tal

que
T3+o¢2—o¢/2

p¥tay-a/2 4 g3pBy-B/2

M, s(r,9) =m

(3.51)

Cuando hacemos o = = 0 (complexificacion de tipo-I) no se altera el término de la

masa m(r) y obtenemos
= 2M(r)r
f[(T,Q?):l— 2(]) >

1y € dependen tinicamente de la coordenada r y entonces se obtiene el elemento de linea

2M (r)r 4M (r)ar sin® 9 )3
2 [q1_ 2 2
ds® = <1 5 ) dt ( > dtdy + —dr

2M (r)a*r sin? 9
)Y

(3.52)

+ 2d* + (7’2 +a®+ ) sin? 9dyp? , (3.53)

con la funcién M (r) definida de la siguiente manera

3

donde a es el parametro de espin relacionado con el momento angular total ./, de acuerdo

aa = J/m,y las funciones 3, Ay M (r) se definen como:

A = r*+a®—2M(r)r+a?, Y= r’+a?cos’ ¥, M(r) :=m g (3.55)
y las componentes de la métrica inversa son:
1 2M A
t— _ﬂ[(r2 + a?)? — a®*Asin® V], g = _A(;W : g = i(3.56)
ngl 47 = A — a?sin?9
x’ AY sin? ¥
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Esta solucion es regular en todo el espacio para g # 0. Es facil comprobarlo a partir de las

expresiones para los invariantes

24
lim(lim R) ——— (3.57)
r—=0 \ 9—m/2 g3
144m2
1im< lim R“”RW> o (3.58)
r—0 \ 9—n/2 g6
2
1im< lim RW'”"RWPU> 0m” (3.59)
r—0 \ 9—m/2 g8

Este analisis lo hicieron Bambi y Modesto cuando introdujeron una version rotante [22]
de la métrica de Hayward ec. (3.1).

El algoritmo de Newman-Janis no especifica las propiedades de la materia del espacio

tiempo resultante, y por lo tanto, la fuente de curvatura para la nueva métrica hasta este
punto es desconocida. Para obtener la fuente es necesario resolver las ecuaciones de cam-
po.
En el afio 2017 se mostré por Rodrigues [23], y posteriormente por Toshmatov [24, 25],
que la materia que se necesita como fuente de la métrica de Hayward con rotacién, no es
un monopolo magnético rotante, como se esperaria, al ser la versién rotante de un agujero
negro con una carga magnética como fuente.

A partir de la métrica descrita en la ecuacién (3.53), se pueden obtener las componentes

distintas de cero del tensor de Einstein GG

s
G, — 2(r* + a?r? _224 sin? 4 cos? 19]\/[’ B Z;’;’MM, B a2r;i;12 19M,, |
G = 2asin? 9 (r? + a;?i(aQ cos® ) — r?) M 4ar3;?i)n2 ﬁ]\/[M'
o, -
Goy = —m;st’ —rM",
G, = — asin® 9(r? + az)(a;j))— (212 4 a?) cos 209) a 4a2r;sgin4 ﬂMM’

rsin®9(r? 4 a?)? v
32 7
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y la (") corresponde a la derivada con respecto a la coordenada r. Se puede observar que
cuando M (r) = cte, se obtiene la métrica para el modelo de Kerr, y las componentes
del tensor de Einstein se hacen cero debido a que en este caso el espacio tiempo es una
solucion en el vacio.

A partir de resolver las ecuaciones de campo G, = 877}, se puede obtener la materia
con la que el espacio tiempo de Hayward con rotacién (3.53) es compatible. Sin embargo,
es preciso verificar que el tensor de energia momento con el cual la métrica es compatible,
realmente corresponda a una electrodinamica no lineal, y no a otro tipo de materia.

Se propone la misma accion que en la ecuacion (3.12) de tal manera que se siguen
cumpliendo las ecuaciones (3.13) y (3.14) para el tensor de energia momento y la ley de
conservacion, respectivamente. Para el caso de Hayward esféricamente simétrico se im-
pone la norma A, = (), cos Yo7 Para el caso con rotacion, la norma cambia apareciendo

un componente extra Como sigue

_ Qmuacos 195t N Qm(r? + a?) cos 19590 ' (3.61)

A#: b H N M

La forma del invariante F' para el modelo con rotacién, que se obtiene a partir del tensor

de Faraday es la siguiente

Q2% [a*(3 — cos4) + 4(6a*r? 4 2r* + a*(a® — 61?) cos 20)]

F
434 ’

(3.62)

y es fécil observar que cuando a = 0, se recupera F' = 2 /r*. Esta tiltima expresion es
la que se obtuvo para el agujero negro tipo Hayward sin rotacion.

Para encontrar la densidad Lagrangiana para este espacio tiempo rotante, se tienen que re-
solver de las ecuaciones de campo de la relatividad general igualando las componentes del
tensor de Einstein (3.60) con el tensor de energia momento definido en la ecuacién (3.13)
para una electrodindmica no lineal, con respecto a la densidad Lagrangiana £ y su deri-
vada L. Siguiendo el mismo procedimiento que en [24], se obtiene que las expresiones

para Ly L son las siguientes:

r?[(15a* — 8a*r? + 8r* + 4a®(5a® — 2r?) cos 29 + 5a’ cos 49) M’

L= o4
8a?r3 cos® YM”
= , (3.63)
2(r? — a2 cos 9) M’ — rM”
L, - (r® — a® cosv) r ' (3.64)

207,



3.2. EL ESPACIO TIEMPO DE HAYWARD CON ROTACION 45

En el limite en el que el espacio tiempo es tipo Hayward, es decir, cuando a = 0, recu-
peramos la expresion (3.26), £ = 4M’/r? y para su derivada se sigue £; = r?(2M' —
rM")/2Q)?, . Ademds, también se muestra en [24], que en el caso en que la densidad La-
grangiana es £ = F' para la electrodinamica de Maxwell, es posible obtener la métrica de
Kerr-Newmann.

Sin embargo, se demostro en [23] que las expresiones (3.63) y (3.64) no estan relacionadas

mediante la expresion

oL
Ly = I (3.65)
Si se reescribe esta tltima ecuacion como sigue
oL or 0L oV

tal que a partir de las expresiones (3.62), (3.63) y (3.64), para el invariante £, la densidad
Lagrangiana £ y su derivada £ respectivamente, para el espacio tiempo de Hayward

rotante, y realizando las operaciones correspondientes, se obtiene
1

oL (oF\™ oL (oF\™

or \or A 1Q2,

16r1[(6a® — 4r% + 6a? cos 20) M’ + r(a® + 2r? + a® cos 20) M"]
a* + 16a%r? 4 1614 4 2a%(a? — 2r2) cos 20

;=

{2[2(7‘2 —a®cos® 9) M’

—r(r* + a* cos® ) M"] +
— [ —2(a* — 2r* + a® cos 20)?(5a® + 2r* + 5a® cos 20) M’

—;T(GQ +2r% + a® cos 29)((33a* + 8r* + 44a* cos 20
11a* cos 49)M" 4 8a*r cos* ¥(a* + 2r* + a® cos Qﬁ)M”’)]

x[a®(4r* + 2(a® — 47r%) cos 20 + a* cos 419)]1} =0. (3.67)

Sustituyendo la forma de la forma de la funcién de masa para el espacio tiempo de Hay-
ward con rotacién M (r) = mr3/(r® + ¢*), se puede demostrar que no se satisface la
relacion (3.67). Por lo tanto se concluye que la solucion que se obtiene a partir del algorit-
mo de Newman Janis, es inconsistente con la densidad Lagrangiana definida por (3.63).

Sin embargo, en [25] se demostré que la diferencia ALy = L - OL/OF es muy cercana
a cero; la inconsistencia entre ambas expresiones es alrededor de 10~2. Esto quiere decir

que las ecuaciones son aproximadamente consistentes.
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Por otra parte, se muestra que si el agujero negro rota lentamente, es decir, cuando el pa-
rametro de rotacion a — 0, la fuente se puede aproximar a una generalizacion rotante de
la materia correspondiente al espacio tiempo de Hayward sin rotacion, en cuyo caso es un
monopolo magnético.

Para este trabajo vamos a considerar esta discrepancia como insignificante y conside-
raremos que la fuente para el agujero negro es, de una manera aproximativa, una forma de
materia familiar desde la perspectiva de una generalizaciéon del modelo de Hayward sin
rotacion (un monopolo magnético con rotacion). Esto se puede hacer debido a que esta-
mos considerando la dinamica de particulas no cargadas. Sin embargo, si se consideran
particulas de prueba cargadas, se tiene que tomar en cuenta esta inconsistencia, y por lo
tanto, ser cuidadosos. No obstante, los resultados contindan siendo de gran interés para
estudios de astrofisica y desde una perspectiva tedrica.

De la misma manera, el parametro g es del orden de la longitud de Planck, y de la ecua-
cion (3.53) observamos que la métrica es la misma del espacio tiempo de Kerr variando
la masa a través de una funcién que depende de r, que se interpreta como una masa de
apantallamiento. De esta manera, la interpretacion matematica de g es que este parametro
mide la desviacion del espacio tiempo de Kerr.

3.3 Horizonte de eventos y ergosfera.

3.3.1 Horizontes

Para localizar las regiones en las que se encuentran los horizontes en el espacio tiempo de
Hayward rotante, al igual que en el agujero negor de Kerr, se buscan a partir de la ecuacién
cuando A = 0 tal que para esta métrica regular obtenemos:

r? —2M(r)r+a®* = 0,
= P =2mrt+dr’ + g +d% = 0. (3.68)

Esta ecuacion es de quinto orden en r y admite valores reales dependiendo de los valores
de los parametros a y g. El radio al que se encuentra el horizonte externo determina el ho-
rizonte de eventos del agujero negro. En el limite ¢ — 0 existen dos horizontes permitidos
para valores 0 < a < m debido a la ecuacion (2.43). Como se menciond en la seccién
anterior para el agujero negro de Kerr, cuando se tiene el valor extremo a = m los dos

horizontes coinciden y lo mismo ocurre para su analogo regular de Hayward.
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Cuando tomamos el limite  — 0 obtenemos los horizontes correspondientes al agujero
negro de Hayward esféricamente simétrico tal que se recupera la ecuacion para los hori-

zontes 2
2mr

)
r3 + 2me?
Debido al orden de la ecuacion (3.68) se requiere encontrar las raices numéricamente. En

—0. (3.69)
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Figura 3.3: Estructuras posibles del espacio tiempo para un agujero negro rotante depende
de los valore de g y a. Los ceros de la funcién A determina la presencia de dos horizontes,
un horizonte o ningun horizonte.

la figura 3.3 se muestra el comportamiento de A como funcién de 7 para distintos valores

del parametro de rotacion a y del parametro g. Las intersecciones con el eje horizontal en
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A = 0 determinan la posicion de los horizontes en cada caso, y dependiendo del valor
relativo entre a y g el espacio tiempo tiene dos, uno o ningtn horizonte.

La gréfica en el primer renglén de la figura 3.3 muestra el comportamiento de A para
el caso no rotante, es decir cuando a = 0. En este caso, para valores g < 1.058 el espacio
tiempo tiene dos horizontes, para el valor critico ¢ = 1.058 el espacio tiempo cuenta
con un horizonte mientras que para g > 1.058 no cuenta con horizonte. Las siguientes
graficas de la figura 3.3 muestran el comportamiento de A para el espacio tiempo con
distintos valores positivos del parametro de rotacion a y a su vez, variando el parametro
g. Se puede observar que el valor critico de g para el cual el espacio tiempo cuenta con
un solo horizonte cambia de acuerdo al valor de a. En particular, si nos enfocamos en la
grafica derecha del tercer renglon para el espacio tiempo con a = 0.9, el valor critico de g
es g = 0.492. Entonces, se puede ver que este valor critico decrece conforme el valor de

a se aproxima al caso extremo a = 1.

Figura 3.4: Superficie bidimensional de A como una funcién de r y a para ¢ = 0.9. La
interseccién de la superficie con el plano z = 0 para un valor dado de a determina la
posicién de los horizontes.

En la figura 3.4 se muestra la superficie bidimensional de los posibles valores de A
como funcién de a y r para un valor fijo g = 0.9. A partir de la figura se puede observar
que el espacio tiempo cuenta con dos horizontes conforme el valor de a aumenta hasta un
valor critico a. < 1 en el que se tiene un solo agujero negro. A partir de este valor a = a,
hasta ¢ = 1 el espacio tiempo no cuenta con horizontes. La degeneracion del horizonte
ocurre para valores de a menores a uno, caso contrario al agujero negro de Kerr (caso

extremo).
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3.3.2 Ergosfera

La superficie del limite estatico se define por la ecuacion
gu =1*+a*cos® 9 —2M(r)r = 0. (3.70)

Un estudio de las ergosferas para un agujero negro de Hayward rotante fue presentado
en [44], donde los autores concluyen que la ergosfera se agranda conforme el valor del
parametro g se incrementa. En la figura 3.5 se presenta una secuencia de las ergosferas y
los horizontes para para el agujero negro de Hayward con rotacion dejando fijo el valor
del parametro de rotacion a = 0.9 y variando el pardmetro g, a partir de las coordenadas

esferoidales, definidas como sigue

xr = Vr2+a?cospsind, (3.71)
y = Vr2+a’sinpsind (3.72)
z = rcosv. (3.73)

Las etiquetas r, y r_ muestran las regiones para los horizontes externo e interno respec-
tivamente, mientras que £, y E_ representan la ergosfera externa y la ergofera interna.
En las graficas se puede observar la forma y la extension de la ergosfera. Se puede notar
que conforme el valor de g incrementa, los dos horizontes se fusionan en uno.

Para dar una descripcién cuantitativa de la media del efecto de g en las ergosferas y
horizontes, se obtiene el cociente entre la longitud de la geodésica entre el polo norte y el

polo sur, y el circulo en el plano ecuatorial (g; R) := i—’;, donde

L, = /W(R2 + a* cos V) 2dv (3.74)
0
y
o 2a2M 1/2
I, — / <R2 ta?y ‘LR(R)> dp . (3.75)
0

La superficie R toma los valores de v, r_, ', F_ respectivamente.

En la figura 3.6 se observan las graficas de las razones ¢ como funcién de g para
los horizontes r. y las ergosferas E.. Se puede ver que (g;ry) y €(g; E,) decrecen
conforme el valor de g aumenta, mientras que, por el contrario, para (g;7_) y €(g; E_)

incrementan. Para el caso de de Kerr, una grafica de este estilo corresponderia a lineas
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=2 =1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figura 3.5: La ergosfera esta delimitada por la superficie del limite estatico definido en la
ecuacion (3.70). El agujero negro de Kerr corresponde a g = 0. El parametro de rotacién
usado en las gréficas corresponde a a = 0.9. El efecto del parametro g es mas relevante
en el horizonte interno r_ y en la ergosfera interna F_.

horizontales constantes en el valor £(0; R). Se puede inferir que a partir de la figura 3.6

para el radio £(g; R) es que las superficies oblicuas r, y E se extienden en el ecuador
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mientras que las superficies »_ y £_ se hacen mas estrechas y extendidas en los polos de

acuerdo al comportamiento que se observa en la figura 3.5.
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Figura 3.6: El cociente entre la longitud de la geodésica entre el polo norte y sur y el
circulo en el ecuador £(g; R) para el valor a = 0.9 del pardmetro de rotacion. Las graficas
corresponden a las regiones de los horizontes . y las ergosferas . .






Movimiento geodésico de particulas tipo

tiempo

Diversos estudios sobre el movimiento geodésico de particulas alrededor de diferentes
espacio tiempos se han realizado a lo largo de los afios. Estos estudios son de gran im-
portancia para probar si el modelo esta de acuerdo con las observaciones. En el estudio
tedrico consideramos particulas tipo tiempo puntuales en la vecindad del agujero negro
rotante de Hayward, tal que en observaciones astrondmicas, las estrellas alrededor de un
cuerpo muy masivo, representan las particulas de prueba; esto es valido debido a que la
masa de las estrellas es muy pequefia comparada con la masa de estos cuerpos muy den-
sos, con lo que, para fines practicos, esta bien justificado considerar a las estrellas como
cuerpos puntuales.

Bajo estas consideraciones, se espera que en unos afios seamos capaces de encontrar varia-
ciones en el movimiento estelar que nos permitan obtener conclusiones sobre la naturaleza

de los agujeros negros.

4.1 Formalismo de Hamilton Jacobi

A partir del formalismo de Hamilton Jacobi es posible encontrar una cuarta integral de
movimiento relacionada con la constante de Carter para la métrica de Hayward rotante,

similarmente al caso del espacio tiempo de Kerr. Esto nos brinda ciertas ventajas para

53
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analizar el movimiento de la particula de prueba en todo el espacio.
Consideremos el movimiento de una particula de prueba que se mueve a lo largo de una

geodésica en la métrica (3.53) de fondo. La ecuaciéon de Hamilton Jacobi de la particula

L 08\ a8s

es de la forma

donde H es el Hamiltoniano de la particula y S'la funcion principal de Jacobi y las coor-
denadas z* = z“(7) estdn parametrizadas con el tiempo propio de la particula 7. El Ha-

miltoniano de la particula se escribe como

1 1 oS 08
H = g% WPs = — af — 4.2
59" Pals = 59" 5 25 5 (4.2)
usando que
oS
o = ) 4.3
Pa= 53 (4.3)
Entonces la ecuacion de Hamilton Jacobi se escribe como
1 os 95 0S8
e Ry ) 4.4
29 Ozxe OxP + dr (4.4)

De la norma del cuadrimomento (suponiendo que la masa de la particula de prueba es 1),

Ppa=—1 = H=—

se obtiene una tercer integral de movimiento asociada al tiempo propio 7.
La métrica no depende explicitamente de la de las coordenadas ¢ y ¢, lo cual implica
que podemos introducir dos integrales de movimiento a lo largo de las trayectorias, los

momentos candnicos conjugados a esas variables,

oS

= =2 = _E 45
oS

= — =171 4.6

donde hemos llamado £ a la energia y L, al momento angular axial.
La funcion Principal de Hamilton .S, se puede escribir utilizando las cantidades conserva-
das como

S = ;r — Et+ Lo+ 5 (r,9), 4.7)
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donde la S’ representa una funcién que depende de r y 1J. Si suponemos ademas separa-

bilidad en las coordenadas r y ¢ de tal manera que
S'(r,9) = S.(r) + Sy() (4.8)
la funcion S toma la siguiente forma
S = ;T — Et+ L.+ S.(r) + Sy(?) . (4.9)

Sustituyendo las componentes de la métrica inversa (3.57) en la ecuaciéon de Hamilton

Jacobi (4.4), la forma (4.9) y el momento correspondiente, se obtiene

AM (r)ar

2 2\2
- lMA“) — a?sin? 19] E* 4 EL, (4.10)
A — a?sin? ¥ ds,\’ dSy 2
L2+ A 2 R IS S 4.11
T Asmto T (dr>+<dﬁ>+ 0 (4-11)

tal que reescribiéndola obtenemos

2
L) P e R

2 2 22
A(d&) (P +a) E2+4M(r)a

dr A A A
dsy\’ :
(df:> + a’sin® VE? + sweo t a’cos® 9, (4.12)
A dST 2_1[(r2+a2)E—aL ]2+7"2:
dr A ’
dsy\* L
(;9’9) +a’sin® VB + ——— +a’ cos” ) + 2aEL. , (4.13)
S1n

en donde se ha utilizando la definicién de A. La ecuacion (4.13) representa, por el método

de separacion de variables una ecuacién diferencial para W y otra para IV}, tal que

ds,\* 1., 2 .2
A(dr) —K[(T +a*)E —aL,)*+1r° =k, (4.14)

ds 2 L2
<dz;> +a*sin’ OB + 5 +a’ cos” I + 2aEL. =k, (4.15)

Sin
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donde hemos introducido una constante de separacion k, que representa una constante
de movimiento adicional, a través de la cual se define la constante de Carter () como
Q =k — (aE — L.)*y definiendo dos funciones R(r)y ©(¢) como

R(r) =[(r* + a®>)E —aL.)* = Alr* + Q + (aE — L.)%] , (4.16)
W) =Q — [Sij}ﬁ +a*(1 — E2)] cos® 1, (4.17)

tal que las ecuaciones (4.14) y (4.15) se pueden escribir de la siguiente manera

ds,\*  R(r) dSs\*
S(B) (1) e, o

La solucioén a la ecuacion de Hamilton Jacobi es la funcién principal de Jacobi S que es
la forma

1 r\/ R(r! &
S=gT—FEt+Lp+ / \/Tdr’ - / O()dvy" . (4.19)
0 0

Las expresiones finales para el momento radial y el momento angular en 1} son

dS R(r)

Pr = E = A ) (4-20)
oS

Py =55 = o(v) . (4.21)

Gracias a la existencia de la constante de Carter, es posible separar el movimiento en todo
el espacio en su parte radial y en la parte angular en 1, en términos de la constante. Esto
nos ayudara mas adelante para separar el analisis y hacer un estudio mas detallado del
movimiento de acuerdo a las propiedades del espacio tiempo que dependen de la variable

de desviacidn g y su contraparte con el espacio tiempo de Kerr.

4.2 Formulacion Lagrangiana

Una forma de caracterizar el movimiento de las particulas sin tener que integrar las ecua-
ciones de movimiento es a través del método de potenciales efectivos.

Este método consiste en encontrar una funcion potencial definida por el espacio tiempo a
partir de la energia de la particula. Esto nos ayuda a caracterizar el movimiento cualitativa-
mente. Para encontrar las funciones, a partir de la aproximacién Lagrangiana se obtienen

las ecuaciones de movimiento y posteriormente las funciones potenciales.
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En la aproximacion Lagrangiana tenemos que la funcién Lagrangiana en términos de

las componentes de la métrica se define como:

L= —gui'i (4.22)

2

donde se a escogido la notacion: i# = dz* /dr. Los momentos se definen a partir de:

oL

Pu = 5on (4.23)

-V
= gt .

De acuerdo a la ecuacién (4.23), y sustituyendo las componentes de la métrica (3.53),

obtenemos:
oL 2M(r)r\ . 2M(r)arsin®d
oL by
= ===y 4.2
Pr 5 — AT (4.25)
oL .
— =y 4.26
Dy a’ﬂ ; ( )
) 2 : 2
b = gﬁ _ 2M(7‘)c§’ sin ﬁi n ((7”2 +a?) + 2M(T)azr SIn 19) sin? 9 (4.27)
2

Las ecuaciones de movimiento para las geodésicas son:

L,

dt a 2 2
v — (aE — Sinw) + Z(E(r +a*) —al;), (4.28)
Eﬂ R(r), (4.29)
dr
Eﬁ = /o), (4.30)
dr
2, 2
2;&0 = —a(aEsin?9 — L,) + ! Za [E(r* +a*) —al,] . (4.31)
.

Las ecuaciones (4.29) y (4.30) presentan términos en raices cuadradas, lo que causa difi-
cultad a la hora de resolverlas numéricamente debido a los cambios de signo en los puntos
de retorno [45]. Debido a esto, se tienen que reformular las ecuaciones de movimiento
usando otro formalismo.
A su vez, las ecuaciones (4.29) y (4.30), permiten separar las orbitas de las particulas y
tratarlas a partir en movimiento radial en » y movimiento orbital en v} separadamente.

En la siguiente seccion se hace uso de esta ventaja separando el movimiento en su parte

radial y orbital, definiendo dos funciones potencial para cada caso a partir de las ecuaciones
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de movimiento. Gracias a este método se pueden inferir las propiedades del movimiento
simplemente analizando el comportamiento de las funciones potenciales. Posteriormente
se recurre al método de Hamilton para encontrar las ecuaciones geodésicas e integrarlas

numéricamente.

4.2.1 Propiedades del movimiento radial

Numerosos estudios se han realizado para el movimiento de particulas masivas en el plano
ecuatorial en distintos espacio tiempos de gran interés. En particular estudios detallados
en el espacio-tiempo de Hayward sin rotacion se han presentado en [46, 47, 48]. A con-
tinuacion se presenta un estudio para las geodésicas de particulas masivas usando como
método el potencial efectivo en el espacio-tiempo de Hayward rotante. En este trabajo se
resumen algunos resultados obtenidos en [44].

Tomando el cuadrado de la ecuacion (4.29) y haciendo Q = 0, el lado de derecho
de la ecuacion se vuelve un polinomio de segundo orden para la energia /. Entonces, la

ecuacion de movimiento para r se escribe como

d 2
(dj) — (B V) (E- V), (432)

donde los potenciales V.. se escriben en términos de los coeficientes de la métrica como

te to 2 o 1 1/2
g g g g

Sustituyendo los coeficientes de la métrica inversa (3.57) obtenemos

Vi

2aM (r)L. <A[(r2 +a?)? — a?A + 212 ) 2 (434

T P+ a?2M(r) +7) [+ a?(2M (r) + r)]2

Esta expresion se reduce la funcion potencial radial de Kerr en el limite cuando M =
cte. [49, 50].
A partir de la expresion (4.34), se puede hacer un anélisis cuantitativo acerca de las propie-
dades generales del movimiento de particulas masivas. Las orbitas fisicamente aceptables
son aquellas que corresponden a particulas con energia &/ > V., de esta manera, a par-
tir de graficas para esta funcién, podemos predecir el tipo de 6rbita que va a describir la
particula.

En la figura 4.1 se muestran tres funciones potencial V. para espacio tiempos caracte-
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0.90

I

Figura 4.1: Funcion potencial V,, para diferentes valores del parametro g y valores de
a = 0.9y L, = 2.5. Para el potencial con g = 0.7 el espacio tiempo no cuenta con algtin
horizonte de eventos y conforme el valor de g decrece, el horizonte externo tiende al valor

dado por el limite de Kerr r . = M + /M? — a?.

rizados con espin @ = 0.9, momento angular L, = 3.0 y con distinto valor del parametro
g,con g = 0.7,0.49 y 0.2 que representan espacio-tiempos sin horizonte, con un horizonte
y con dos horizontes, respectivamente. Las lineas verticales punteadas indican la posicion
r = 1.13 del horizonte para ¢ = 0.49 y » = 1.42 la posicion del horizonte externo para
g=0.2.

Se puede notar que para un valor fijo de a, la posicion del horizonte externo se desplaza
hacia valores menores de  conforme el parametro g aumenta, llegando al punto critico
cuando r, = r_ en el que el espacio-tiempo cuenta con un solo horizonte. Para a = 0 se
recupera el espacio tiempo de Hayward estatico [18].

Las funciones potenciales para los espacios tiempo con g = 0.49 y g = 0.7 son un poco
distintos que para el caso con g = 0.2. Para los dos primeros, tenemos que una particula
con F; alcanzara un radio minimo para después escapar a infinito, mientras que cuando
la particula, con la misma energia F; se encuentra en el potencial del agujero negro con
g = 0.2, caera a este.

Por otro lado, para una particula con energia F> no puede atravesar la barrera de potencial
para los agujeros negros con g = 0.49y g = 0.7 y se quedara atrapada en un movimiento
entre dos radios, mientras que para el agujero negro con g = 0.2 la particula seguira una
orbita circular inestable, debido al maximo relativo en el potencial para este caso. El hecho
de ser un punto inestable, permite a la particula después de un tiempo, seguir una trayec-
toria acotada entre dos radios (puntos de retorno) como en los casos cuando g = 0.49 y
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g = 0.7, o por el contrario, caer al agujero negro. La diferencia de comportamiento en la

dindmica de las particulas se puede usar para restringir valores del parametro g.

r

Figura 4.2: Funcién potencial V, para diferentes valores del momento angular L,. Los
parametros del espacio tiempo son g = 0.2 y a = 0.9. Las lineas verticales muestran la
posicion del horizonte externo en cada caso.

En la figura 4.2 se muestran tres funciones potencial para diferentes valores del momento
angular L., dejando fijos los parametros a = 0.9 y g = 0.2. Para este caso, el espacio-
tiempo cuenta con dos horizontes y los valores del momento angular son representativos
para mostrar el comportamiento del potencial cerca del horizonte. Como en el caso ante-
rior, la linea vertical punteada indica la posicion del horizonte externo, en los tres casos.
Se observa que la posicion de este no cambia conforme aumenta el valor del momento
angular, sin embargo, el potencial desarrolla un maximo local y un minimo local, permi-
tiendo orbitas circulares inestables y estables, respectivamente. Las particulas con energia
entre el maximo local y minimo local de V. describen orbitas acotadas entre dos puntos
de retorno. En el caso cuando L, = 0 la particula describe un movimiento radial y el po-
tencial V., ecuacién (4.34) se vuelve mon6tono sin maximos o minimos.
De la derivada, la ecuacion V] = 0 no tiene soluciones reales para algin valor de los
parametros, entonces cuando L, = 0 las particulas siempre van a caer al agujero negro.
En la figura 4.3 se muestra el comportamiento del potencial para distintos valores
del parametro de rotaciéon a. Como en el caso de Kerr, el efecto de la rotacion solo es
notable para valores chicos de . Ademas de que el efecto de g es también relevante para
valores chicos de r. Una caracteristica destacada de la funcion potencial V. es que para
alL, < 0, toma valores negativos conforme nos acercamos al horizonte. En la region donde

el potencial es negativo, la energia de las particulas £ es también negativa y por lo tanto
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0 2 4 6 8 10 12
r

Figura 4.3: Funcion potencial V. para diferentes valores del parametro de rotacién a y
= 0.2. E] momento angular de la particula es L, = 2.5.

es posible la extraccién de energia del agujero negros a través del proceso de Penrose [38].

En la figura 4.4 se grafica la funcién V. para un valor negativo del momento angular
L, = —2.5con g = 0.2y para tres valores diferentes del parametro de rotacion, a = 0.6,
a = 0.9 y el caso limite cuando a = 0. Las lineas verticales punteadas muestran las
posiciones de los horizontes de eventos. En el limite cuando a = 0, el caso no rotante,
la funcién potencial siempre es positiva mientras que para a = 0.6 y a = 0.9 existe una
region cercana al horizonte donde el movimiento de particulas con energia negativa esta

permitido.

1.0 — T T

0.5

-0.5

-1.0

Figura 4.4: Funcion potencial, V; paraa =cong =02y Lz = —2.5
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4.2.2 Propiedades del movimiento polar

Explicitamente, la raiz cuadrada del lado derecho de la ecuacion (4.30) se escribe como

dv L?
— = — z 2(u? — B2 29. 4.35
7 \IQ LmQﬁ +a?(p )] coS (4.35)
Haciendo el cambio de variable u = cos 1, a ecuacion (4.35) se reescribe como

2
z

Y2 [du\’® L 5 o o | o
sin219<d7'> - Q_[sin%?—i_a('u - B

2
= »? <;l1;> = (1 — cos? 19) {Q - lsiﬁgﬁ + a*(p? — EQ)] u2}

= Q+ [— Q- L. —a*(E*~ /f)] u’ —a* <E2 - u2>(,4.36)

de tal manera que en términos de u, la (ec. (4.35) se convierte en un polinomio de cuarto

orden )
2 (j‘;) = f(u) = Q + Au® + Bu*, (4.37)
donde
A=—(Q+L:—a*(E*-1), B:=-d(E*-1). (4.38)

De la ecuacion (4.37) se puede concluir que el movimiento solo es posible si f(u) > 0.

Ademas, al evaluar f(u) y sus derivadas f'(u)y f”(u), en los valores extremos

f0)=@,  f)=-L, [f(0)=0,
fQ)=22B+4),  [(0)=24,

se puede ver que la particula alcanza al eje u?> = 1 (¢ = 0 0 ¥ = ) si y solo si se cumple
que L, = 0.

A partir de la constante de Carter () y como sucede en el analisis para el agujero negro
de Kerr [5], los tipos de movimiento en la coordenada 1) se pueden clasificar de acuerdo
al signo de () como sigue.

» Si@ < Osetiene f(0) <0y f(1) <0, entonces el caso interesante ocurre cuando

(1) = (Q+ L? — a®*(E? — 1))* + 4a*(FE? — 1)Q < 0. En general, se tiene un
movimiento que oscila entre 0 < u; < u < uy donde u; y uy son los dos ceros de

f(w). La particula nunca cruza el plano ecuatorial.
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» Si Q = 0 se tiene una solucién trivial para (E? — 1) = 0 = L.. Entonces Z—ﬁ =0,y
1) toma cualquier valor constante. En particular, existe una solucién en la que ¥} es
constante en el plano ecuatorial u = 0, (¢ = 7/2) si L, < a*(E? — 1).

= Si () > 0 la particula oscila cruzando el plano ecuatorial con angulo ¥ entre 9, <
Y < 7 — 1y donde cos ¥y = g y ug es el unico cero de f(u) enelrango 0 < u < 1.
Ademés, si se cumple que L, = 0y Q — a*(E? — 1) > 0, el movimiento de la

particula sera siempre en el eje ¥ = 0.

4 Q:>d‘q“*-._ ]

3] 5 Us

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
u

Figura 4.5: Para () > 0 los valores que « puede tomar estan entre © = 0y u = ug. Para
? = 0 el movimiento de la particula es en el plano ecuatorial v = 0. Para Q < 0 el
movimiento de la particula estd acotado entre u = wu; y u = us, y por lo tanto nunca
cruza el plano ecuatorial. E]l movimiento de la particula esta permitido en la regiéon donde

f(u) >0.

En la Figura 4.5 se muestra una grafica de f(u) con valores de Q: Q = —5.0,Q =0y
¢ = 2.0. Podemos identificar las trayectorias permitidas en el espacio de parametros de

acuerdo al comportamiento de f(u). El movimiento se restringe a la region no sombreada.

4.3 Formulacion Hamiltoniana

Utilizando el formalismo de Hamilton, es posible encontrar las ecuaciones para el movi-
miento de las particulas. Como vimos en el capitulo anterior, de teoria Lagrangiana no es
posible integrar numéricamente las ecuaciones, sin embargo, veremos que de los momen-

tos conjugados, es facil obtener las soluciones numéricas.
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El Hamiltoniano se escribe como

1
H = ig“”p“p,, , (4.39)
y las ecuaciones de Hamilton
OH OH
o = —— P = — . 4.40
p 90 = (4.40)

La ecuacion para p, es

_ oH 1 .
o= =y (0PE oDl 9 gl 20 en)  (44D)
1
= - (g% E? + gTp} + g0'pf + 947 L2 — 2g¥EL.) | (4.42)
donde en la ultima linea se han usado las constantes de movimiento p, = —E'y p, = L,

para la energia y la proyeccion del momento angular en direccion del eje z, respectiva-
mente.

Usando la normalizacién del cuatro-momento para particulas con masa unitaria

Py = 9" pup, = -1, (4.43)
obtenemos
9"P} + 29" pip, + 970} + 97 D5 + 97p5 = 1, (4.44)

y podemos resolver para p3
1
ph =5 (L 6" + 4702+ g7 L2 — 267 EL.) (4.45)

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (4.42) obtenemos

s 1 97“7979_ t) g2 g" 90 rr 2 ﬂw_ ve | 134.46
p?“ - 2 gﬁﬁg,r g,r _'_ gﬁﬁgvr g,r pr + gnggg,r g,r i( . )

to s
97 w9 ¢ 9r
- 2<gwgm _g;p> ELZ—i_gM] :

)

Esta ecuacién contiene inicamente derivadas radiales de los coeficientes métricos y cons-
tantes de movimiento. Ahora, la ecuacion para py es
oH 1

Po= 55 = 540" + 20 EL. + g0} + 9% + 957 L2) | (4.47)
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Finalmente, para cerrar el sistema, las ecuaciones para cada una de las coordenadas se
obtienen en términos de las constantes de movimiento y los momentos p, y py

t = gt“"Lz—gttE, (4.48)

= 9"pr, (4.49)
¥ = ¢"pg, (4.50)
o = ¢*L,— ¢'“F. (4.51)

4.3.1 Movimiento en el plano ecuatorial

Los primeros resultados son los siguientes dentro del plano ecuatorial de movimiento ra-
dial de particulas moviéndose bajo la influencia del potencial descrito en la figura 4.1.
Las ecuaciones de movimiento se resuelven de manera numérica imponiendo condiciones
iniciales tal que las particulas tengan las energias F; y F> que corresponden a las lineas
horizontales en la figura 4.1.

En la figura 4.6, se muestra la trayectoria de una particula con la energia £, = 1.05. La
zona con color amarillo sefiala la regién del horizonte externo del agujero negro. A partir
del potencial se puede inferir que la trayectoria no esta acotada para el espacio tiempo con
g = 0.49 y para el espacio tiempo con g = 0.7. Las particulas con energia £/ > FE; en
estos espacio tiempos alcanzaran un radio minimo y escaparan al infinito. Para el espacio
tiempo con parametro g = (.2 una particula con la misma energia £, caera dentro del

agujero negro.

g=0.49 0 e=07
5 e e =
2\ ) , o
z € )) z ()
N / i Neo i
SR
B \
45 ‘
7 \
-10 A
5 5 10 5 0 5 10
X X

Figura 4.6: Movimiento de una particula con energia £; = 1.04 para un espacio tiempo
con g = 0.49y g = 0.7. En el panel de la izquierda el espacio tiempo cuenta con un
horizonte mientras que en el panel de la derecha no hay horizonte.
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En la figura 4.7, se muestran las trayectorias de particulas de prueba con energia
E> = 0.961, que corresponde a la linea horizontal E> en el potencial de la figura 4.1.
Las particulas se mueven en un espacio tiempo de Hayward con rotacion con tres valores
distintos del parametro g = 0.2,0.49 y 0.7, momento angular L, = 2.5 y parametro de
rotacion 0.9, ambos valores para los tres casos. En el panel izquierdo de la figura 4.7, para
un espacio tiempo con g = (.2, la particula se mueve en una orbita circular inestable con
radio = 1.98, tal que, al ser inestable, cualquier perturbacion hara que la particula salga
de la orbita original, ocasionando que esta caiga al agujero negro o hacia una region den-
tro del potencial efectivo en donde la nueva orbita se encuentre acotada entre dos radios.
La region de color amarillo sefiala el horizonte externo para este agujero negro. Cuando
tenemos espacio tiempos con g = 0.49y g = 0.7 las particulas con la misma energia F,
y momento angular se mueven en orbitas acotadas entre dos radios, definidos por la inter-

seccion de la grafica de la energia F, el potencial respectivo. Para estas orbitas la direccién

5/ 8=0.2 201 ¢=0.49 20{ g=0.7
e i B B
g L <
\ P
1 4 o \\ 10 o 10 . G \.\
/ \ T = /
[ \ /( = ™ /N \]
| \ /
yof | Loy @) N v {r C) /
1 \\“/ — /
/ N, S
\ / \ ) \\v_/ e
1 \ i -0 B, / -10
\\ / \\i__// ~
ol ~
-20 e
-2 -1 0 1 2 -20 -10 0 10 20 -20 -10 10 20

Figura 4.7: Orbitas para el potencial radial con diferentes valores del parametro g. El panel
izquierdo corresponde a un espacio tiempo con un solo horizonte, y la particula sigue
una orbita circular inestable. El panel central corresponde a un espacio tiempo con dos
horizontes y la trayectoria de la particula esta acotada. El panel de la derecha muestra la
orbita de una particula moviéndose en un espacio tiempo sin horizontes.

de precesion se da en la direccion de las manecillas del reloj y la rapidez de precesiéon es
mas grande que en el caso del agujero negro de Kerr. La region en amarillo para el espacio
tiempo con g = (.49 sefala la localizacion del horizonte del agujero negro. Para el caso
con g = (.7, no existen horizonte, como se puede observar de acuerdo a la grafica 3.3. A
partir de la figura 4.7 se puede observar el efecto del parametro g en las trayectorias de las
particulas. Para valores pequefios de g una particula caera al agujero negro, mientras que
esa particula, con las mismas condiciones iniciales, para valores grandes de g, escapara a
infinito después de chocar con la barrera del potencial.

En la figura 4.8 se grafican las trayectorias de particulas para distintos espacio tiempos
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Figura 4.8: Orbitas para particulas con diferentes valores del momento angular Lz. Los
parametros del espacio tiempo sona = 0.9y g = 0.2 y por lo tanto la métrica corresponde
a un agujero negro con dos horizontes.

de Hayward con rotacién descritos por los potenciales en la figura 4.2. El parametro de
rotacion a = 0.9y g = 0.2 se mantienen para los tres casos, mientras que cada particula
cuenta un distinto valor del momento angular L., = 2.5, 1,5, 0.5. Como en el caso del
agujero negro de Kerr, conforme el momento angular de las particulas decrece, la barrera
de potencial desaparece, tal que las particulas eventualmente caeran al agujero negro.
Las trayectorias corresponden a particulas con energia constante representada por las li-
neas punteadas horizontales en la figura 4.2, para cada valor de L. Los puntos de inter-
seccion de la funcion potencial y la energia en la figura 4.2 sefialan la posicién inicial de
las particulas » = 2.5 para los tres casos. La trayectoria de la particula con L, = 2.5 es la
unica orbita acotada entre los dos radios » = 2.5y r = 10.2, mientras que para las parti-
culascon L, = 1.5y L, = 0.5 las trayectorias no estan acotadas y de acuerdo al potencial
en 4.2 caen al agujero negro, como se observa en las trayectorias de la figura 4.8.

En la figura 4.9 se presentan las orbitas de las particulas alrededor de agujeros negros

de Hayward con rotacion con distinto parametro de rotacion a de acuerdo a los potenciales
de la figura 4.3. Las particulas cuentan con momento angular L, = 2.5, y la posicién ini-
cial de los tres casos es ry = 2.5. Los valores de la energia de cada particula corresponden
a las lineas punteadas horizontales en la figura 4.3, respectivamente. L.os parametros de
los espacio tiempos son g = 0.2 para los tres casos y a = 0.9, 0.6, 0.
Como se observa en la figura 4.3, para el valor de L, = 2.5 la barrera de potencial desapa-
rece conforme « tiende a cero y el maximo local y el minimo del potencial se fusionan de
tal manera que eventualmente desaparecen para ¢ = (. Durante este proceso, las orbitas
acotadas desaparecen dejando las trayectorias de particulas que caen al agujero negro.
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Figura 4.9: Geodésicas de particulas orbitando un agujero negro con diferentes valores de
a. En cada caso, el agujero negro cuenta con dos horizontes. Paraa = 0y a = 0.6 la
particula cae al agujero negro mientras que para a = (0.9 la trayectoria esta acotada entre
dos radios.

Esto se observa para a = 0.6 y a = 0 donde las particulas caen al agujero negro mientras
que para a = 0.9 la particula orbita alrededor del agujero negro entre dos radios » = 2.5
yr=10.2.

En la figura 4.10 se muestran tres graficas para las trayectorias de particulas acotadas
alrededor de agujeros negros con parametro de rotacion a = 0.4 para los tres y parametros
g =0,0.6 y g = 0.96, tal que este tltimo corresponde al valor limite en el que el espacio
tiempo tiene un solo horizonte. La posicion inicial para los tres casos se encuentra en ry =
7.0, mientras que la magnitud de la velocidad inicial es vy = 0.45 u el momento angular
de las particulas es L, = 3.5, para los tres casos, y el tiempo de simulaciéon 7 = 2780,
también para todos los casos. Los puntos en la figura 4.10 corresponden a las posiciones
iniciales ry. Para esta figura, los valores de a y L, se escogieron de tal manera que se
mostraran notablemente los cambios en las trayectorias de acuerdo a la variacién de g.
Conforme ¢ incrementa su valor, la diferencia en las trayectorias se hace mas notoria.
Para estos casos, el cambio en las orbitas, con respecto al caso del agujero negro de Kerr,
son relevantes en el estudio de emisiéon de ondas gravitacionales [51, 52]. En principio,
en un sistema binario, donde se asume que los objetos consisten en un agujero negro de
Kerr y una estrella compacta pequefia, que en principio se puede considerar, con respecto
al agujero negro, como una particula puntual.

Las diferencias en las trayectorias de particulas masivas en el plano ecuatorial, alrede-
dor del agujero negro de Kerr y el agujero negro de Hayward con rotacion, son los cambios
en los dngulos de precesiéon. Conforme g incrementa su valor, la precesién incrementa. Es-
ta diferencia se hace mas notable para valores pequefios del parametro a, mientras que para

valores cercanos al caso de agujeros extremos (a ~ 1) las diferencias son despreciables.
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Este comportamiento con respecto a a, esta estrictamente relacionado con los valores de
g que el espacio tiempo puede tomar a partir de dejar fijo el parametro de rotacién, pues
para valores pequefios de a existen mas posibles valores de g que siguen describiendo un
agujero negro, como se puede ver en la figura 3.3, mientras que para valores grandes de a,
los posibles valores de g son menores. A su vez, g juega un rol importante en la dinamica
de las particulas masivas, para un valor especifico de a y del momento angular L., una
particula puede orbitar el agujero negro o caer a él dependiendo exclusivamente del para-
metro g. E.g. si una particula cae a un agujero negro de Kerr, podemos escoger un valor
de g en el agujero negro de Hayward rotante, tal que para ese valor, la particula bajo las

mismas condiciones, no caiga al agujero negro.

Figura 4.10: Orbitas de particulas moviéndose en el plano ecuatorial de tres agujeros ne-
gros con distinto valor del parametro g y espin a = 0.4. Las particulas tienen momento
angular L, = 3.5. El movimiento en el plano ecuatorial corresponde a una constante de
Carter con valor () = 0.

4.3.2 Movimiento fuera del plano ecuatorial

Como se ha mencionado en las secciones anteriores, algunos estudios se han realizado pa-
ra el movimiento de particulas en espacio tiempo regulares restringidas al plano ecuatorial
por ejemplo en [28]. Sin embargo, no hay estudios para el movimiento de particulas fuera
del plano ecuatorial. Debido a esto y la importancia de dicho estudio, es necesario hacer
un estudio completo de las orbitas en todo el espacio, de tal manera que seamos capaces
de hacer comparaciones precisas con el agujero negro de Kerr y con los datos recolecta-
dos de observaciones astrondmicas asi como de futuras observaciones. Las trayectorias
fuera del plano ecuatorial para el agujero negro rotante de Hayward también se calcularon

numéricamente.
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Como se menciono en la seccion 4.2.2, las orbitas fuera del plano ecuatorial se pueden

clasificar de acuerdo a la constante de Carter ().
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Figura 4.11: Distintas vistas de las trayectorias de particulas moviéndose en alrededor de
un agujero negro con diferente valor del parametro g. El espin de los agujeros negros es
a = 0.9 y las particulas satisfacen la condicién ) < 0. Las figuras de la columna derecha
corresponde a un espacio tiempo con un solo horizonte de eventos.

En la figura 4.11 se muestran las trayectorias para tres particulas de prueba con constante
de Carter negativa () = —(0.2 para tres situaciones distintas de agujeros negros rotantes de
Hayward variando el parametro g. Las dos graficas del panel izquierdo corresponden al
espacio tiempo de Kerr con g = 0, mientras que las otras graficas de izquierda a derecha
corresponden a agujeros negros de Hayward con rotacion con parametro g = 0.2y g =
0.49 tal que representan un agujero negro con dos horizontes y un agujero negro con un
solo horizonte, respectivamente. La region en amarillo sefiala la localizacion del horizonte
externo. En los tres casos, el agujero negro tiene espin a = 0.9, y la velocidad inicial es
0.96 mientras que las posiciones iniciales se encuentran en ry = 5.0, representadas en las
graficas con un punto. El tiempo de evolucién en unidades de M fue 7 = 160, para los
tres casos. El primer renglon corresponde a la proyeccién de la orbita en el plano = — .

El eje del espin del agujero negro es paralelo al eje z y rota de acuerdo a las manecillas
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del reloj. La segunda fila corresponde a una proyeccion en el plano z — x. El movimiento
de la particula ocurre entre los angulos v, y v)5, que estan relacionados con wu; y us de la
funcion potencial f(u) en la subseccién 4.2.2. Estos dangulos cambian de acuerdo al valor
de g, si g se incrementa, la diferencia entre los dos angulos se vuelve ligeramente pequefia.
Para g = 0 el valor de 1} se encuentra entre ¥, = 0.3167 y vy = 0.2337.

£=0.83

-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
X X X

Figura 4.12: Diferentes vistas de las trayectorias de particulas de prueba orbitando tres
agujeros negros rotantes con distinto valor del parametro g y valor de espin a = 0.6. El
espacio tiempo con g = (0.836 corresponde a un agujero negro con un solo horizonte. Los
valores iniciales de las particulas se escogieron tal que se cumpla () > 0 para la constante
de Carter.

En la figura 4.12, la particula inicialmente satisface la condicién ) > 0, es decir, el mo-
vimiento se encuentra entre vy < 19 < )y y por lo tanto cruza el plano ecuatorial. La
velocidad inicial es vy = 0.52 y la posicion inicial es 7y = 6. Para el agujero negro con
g = 0, la particula se mueve entre los dngulos ¥; = 0.2807 y ¥ = 0.7197. Para los
casos ilustrados, g = 0 representa un agujero negro de Kerr y ¢ = 0.6, ¢ = 0.8 repre-
sentan agujeros negros negros rotantes de Hayward con dos horizontes y uno horizonte,

respectivamente.
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Las regiones en amarillo sefialan el horizonte externo para los dos primeros casos y el
unico horizonte para g = (.8. Para agujeros negros rotando rapidamente, el efecto de g en
las trayectorias es despreciable mientras que para agujeros negros rotando lentamente, se
observan cambios en las trayectorias de acuerdo al valor de g. Si ¢ aumenta el efecto es

mas notable.



Conclusiones

Debido a la importancia de obtener resultados que difieran de las soluciones clasicas de
agujeros negros, esta tesis tiene como objetivo comparar las trayectorias de particulas
masivas en el espacio tiempo de Kerr con en el espacio tiempo de Hayward con rotacion.
La desviacion entre ambos agujeros negros esta dada en términos del parametro g, cuando
g = 0 se recupera el espacio tiempo de Kerr. Este valor esta relacionado con el parametro
de espin a. Para cada valor que tomae « ,se tienen ciertos valores posibles del parametro
g de tal manera que en la estructura del espacio tiempo exista un horizonte de eventos y
por lo tanto describa un agujero negro.

Se sabia, gracias al trabajo de Brandon Carter [5], que en la métrica de Kerr es posible
usar el método de separacion de variables en la teoria de Hamilton-Jacobi, tal que obtuvo
una cuarta constante de movimiento (), la cual lleva su nombre. En trabajos anteriores, en
el agujero negro de Hayward con rotacién, no se especifica la existencia de esta constante,
aun mas, no existe un estudio sistematico de las geodésicas fuera de plano ecuatorial. En
este trabajo, al estudiar las propiedades de las geodésicas a partir de la teoria de Hamilton-
Jacobi, se ha encontrado que como en el espacio tiempo de Kerr, también el de Hayward
con rotacion tiene una simetria escondida relacionada con las integrales de movimiento
para las coordenadas r y ¥/, de tal manera que se puede hacer uso del método de separacién
de variables, dando como resultado la existencia de una cuarta constante de movimiento
tipo constante de Carter.

Gracias a la existencia de esta constante, para estudiar el movimiento de las particulas,

73
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se obtuvieron potenciales efectivos para el movimiento en las coordenadas r y 1}, dando
como resultado que las geodésicas fuera del plano ecuatorial se pueden caracterizar com-
pletamente en términos de los valores que tome la constante ().

Posteriormente se realiz6 un estudio de las propiedades del movimiento en el plano ecua-
torial, dando como resultados interesantes que estas caracteristicas no solo dependen de
los valores del parametro de espin a y del momento angular L., también dependen es-
trictamente del valor de g que mide las desviaciones entre Kerr y Hayward con rotacion,
y por lo tanto, las caracteristicas del movimiento de las particulas pueden ser inferidas a
partir de la forma que tenga el potencial, y viceversa a través de las geodésicas es posible
deducir el potencial efectivo del espacio tiempo al cual estan sujetas las particulas. De esta
manera somos capaces de obtener las propiedades del espacio tiempo a partir de observar
el movimiento de las particulas. Se mostrd, que debido a la existencia de ergosferas es
posible la extraccion de energia mediante el proceso de Penrose.

Para la parte angular se logré escribir un potencial efectivo para ¢} permitiéndonos ca-
racterizar las geodésicas fuera del plano ecuatorial. Se demostr6 que el tipo de moviento
angular de las particulas depende tinicamente del valor que adquiera la constante de Car-
ter, sea idénticamente a cero, positivo o negativo.

Se integraron numéricamente las ecuaciones de movimiento, dentro del plano ecuatorial y
fuera del plano ecuatorial, para el caso de Kerr y para Hayward con rotacion, dando como
resultado que existen diferencias notables entre ambos espacio tiempos cuando los agu-
jeros negros rotan lentamente para los dos tipos de movimiento. Estas diferencias estan
ligadas a valores altos del parametro g. Por ello para agujeros negros cercanos al valor
extremo, los valores permitidos de g son muy chicos, y las diferencias en el movimiento

de las particulas son practicamente insignificantes.

En general, se cree que los agujeros negros astrofisicos son del tipo Kerr y por lo
tanto, la importancia astrofisica de estudios de agujeros negros regulares es limitada. Sin
embargo, el estudio de drbitas alrededor de agujeros negros rotantes, es importante desde
el punto de vista conceptual y tedrico, pues nos permite identificar diferencias entre dis-
tintos modelos de agujeros negros, especificamente en las regiones cercanas al horizonte
de eventos, en donde los parametros tienen relevancia en la dinamica de las particulas.
Ademas, pocos son los trabajos sobre orbitas de objetos compactos diferentes al agujero
negro de Kerr. Si estos representan objetos compactos astrofisicos, los estudios realizados
sobre sus propiedades y en particular, los resultados obtenidos en esta tesis, se volveran

importantes para su identificacién.
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