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Resumen

Dentro de la légica matematica clasica, una teoria formal se constituye
a partir de una lista de axiomas, de algunas reglas de inferencia y de todas
las deducciones que puedan hacerse a partir de los axiomas al usar las re-
glas de inferencia. Segtin los axiomas que aceptemos en una teoria vamos a
poder probar diferentes teoremas; sin embargo, si los teoremas que la teoria
pruebe resultan ser contradictorios entre si, esta teoria sera poco ttil para
los matematicos pues demostrara cualquier enunciado. Al estar interesados
en las teorias que no contradigan nuestros sentidos de la verdad distingui-
mos aquellas que demuestran contradicciones de las que no; a estas ultimas
las bautizamos como consistentes. Generalmente, para saber si una teoria es
consistente basta ver si existe un conjunto que satisfaga los axiomas, a dicho

conjunto se le conoce como modelo de la teoria.

La matematica clasica estd sustentada en la teoria de conjuntos, que re-
sulta ser una teoria formal dentro de la légica. Por esto, conviene que la
teoria de conjuntos abreviada con las letras ZFC sea consistente. Es con-
secuencia del teorema de incompletitud de Godel que su consistencia no se

pueda demostrar. Asi, es comin suponer su consistencia.

El objetivo de esta tesis es usar algunas herramientas de teoria de con-
juntos para obtener resultados del conjunto de los nimeros reales (R) o una

de sus variantes (“2) en ciertos modelos de ZFC.
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Para este fin resulta importante que el lector esté familiarizado con temas
de teoria de conjuntos bésica, verbigracia, los niimeros cardinales y ordinales,
principio de induccion transfinita y operaciones de conjuntos. También es re-
comendable que el lector tenga conocimientos de calculo, como sucesiones de
Cauchy y series convergentes. Por ultimo, seria deseable, mas no indispen-
sable, tener conocimientos de topologia y teoria de la medida, sin embargo,
aqui exponemos lo necesario para entender este trabajo, aunque omitiendo

algunas pruebas.

En el primer capitulo, titulado preliminares, como es de esperarse hare-
mos un resumen de resultados en topologia, fijaremos notacién de teoria de
conjuntos y hablaremos de ideales, o-dlgebras y algebras booleanas, temas

de alta importancia para el desarrollo de los capitulos consecuentes.

Para el segundo capitulo trabajaremos con el teorema de la categoria de
Baire y analizaremos un poco mas de topologia enfocandonos en R. Ademas,
con el ideal de los conjuntos magros construiremos un algebra de Boole a la

cual llamamos el dlgebra de categoria.

Similarmente, en el tercer capitulo nos familiarizaremos con la medida de
Lebesgue para los niimeros reales y abstraeremos brevemente el concepto de
una medida para crear una medida para “2. Fijandonos en el ideal de conjun-
tos nulos con dicha medida, construiremos otra algebra booleana conocida

como el dlgebra de medida.

Finalmente, en el ultimo capitulo nos concentraremos en dos tareas. La
primera es dar una introduccién y explicar el método de forcing, el cual nos
permite producir extensiones de un modelo de la teoria de conjuntos, en
particular veremos una extensién que se genera al forzar con el dlgebra de
medida y otra al hacerlo con el algebra de categoria. La segunda tarea es

mostrar una fuerte relacion de dualidad entre el algebra de categoria y la



v

de medida, lo que dard como resultados estrella los siguientes: al forzar con
el algebra de categoria los reales del modelo base resultan ser nulos segin
Lebesgue en la extension genérica. Por otro lado, al forzar con el algebra de
medida probamos en la extensién genérica que los reales del modelo base
forman un conjunto magro. Tales conexiones por demds interesantes, entre
estas dos dlgebras involucran pruebas técnicas. En el presente trabajo se
presenta con detalle la primera. No obstante, dejamos a la disposicion del

lector bibliografia para poder abordar la segunda.
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Capitulo 1

Preliminares

Con el fin de avanzar de manera fluida en los demas capitulos de la te-
sis aqui reunimos varios conceptos basicos y resultados cuyo propdsito se

mostrard mas adelante.

1.1. Teoria de conjuntos

Como la bibliografia tiene dividida su notacion, encontramos conveniente

hacer aclaraciones respecto a ésta.

Definicion 1.1. Sea A un conjunto y < una relacion binaria, es decir un
subconjunto de Ax A, donde (x,y) € < se denotard por x < y. De este modo,

la relacion leq es:
1. reflexiva si para todo x € A se tiene que x < x;

2. transitiva si para cualesquiera x,y,z € A, siempre que y < x y z <y,

ocurre que z < x;

3. simétrica si cada vez que x,y € A son tales que x <y, entonces y < x;
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4. antisimétrica si para cualesquiera x,y € A, siy <z yx <y, entonces
r=y.
Por otro lado, diremos que leq tiene mdzimo si hay z € A tal que para todo

r €A, x < z.En el caso en el que < sea antisimétrica, z es unico y se le

llama el mazimo de A

A la pareja (A, <) se le conoce como un conjunto preordenado o un preor-
den siempre que < satisfaga a los incisos 1 y 2. Ademads, un preorden que

satisfaga :

» ¢l tercer inciso de la definicién anterior se le conoce como relacién de

equivalencia en A;

= el tercer inciso de la definicién anterior se le conoce como conjunto

parcialmente ordenado u orden parcial;

= que tiene maximo se denomina nocién de forcing. A dicho méximo lo

denotaremos como 14.

Es verdad que la potencia de cualquier conjunto ordenado con la conten-

cién es un orden parcial.

Definicién 1.2. Dado un conjunto X eJ C p(X) diremos que I es un ideal

en X si se cumple lo siguiente:
1. 0 €7, pero X ¢ 7;
2. st EeJyF CFE, entonces F € J;
3. cada que B, F € J, ocurre que EU F € J.
E; €7, entonces J

Si ademds I cumple que, para todo {E; :i € w} C 7, |

€W

serd llamado o-ideal.
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Ejemplo 1.3. Si X es un conjunto infinito, la coleccion H(X) = {A C X :
A es finito} es un ideal en X.

Convencerse de que este ultimo ejemplo en verdad es un ideal resulta ser
tarea facil, pues el vacio es un conjunto finito mientras que por hipétesis X no
lo es; las uniones finitas de conjuntos finitos también son tales y desde luego
los subconjuntos de conjuntos finitos comparten dicha cualidad. No obstante,
con estas hipdtesis H(X) no es un o-ideal, aunque, si suponemos que X es un
conjunto no numerable, por ejemplo R, y cambiamos la condicién ser finito
por ser numerable, con el axioma de eleccién podemos demostrar que lo que

se obtiene es un o-ideal en X.
Definiciéon 1.4. Sea k un cardinal y A un conjunto. Denotamos por:

1. kT al cardinal sucesor de k.
2. [A]® a la coleccion de subconjuntos de A con cardinalidad k.

3. [A]<" ala coleccion de subconjuntos de A con cardinalidad estrictamen-

te menor a K.
4. [A]=F a la unidén de [A]" y [A]<".

Definicién 1.5. Dados dos conjuntos A, B, definimos 4B como la coleccion

de todas las funciones con dominio A y codominio B.

Como caso particular de esto tenemos al conjunto “2, que son todas las

sucesiones de ceros ¥y unos.

Definicién 1.6. Si tenemos que k es un cardinal y B un conjunto, denota-

remos por <*B a la unién de la familia {°B : B < k}.

Asi, tiene sentido hablar de <“2 como las funciones que van de algin

natural en 2.
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Definicién 1.7. Sea  un ordinal y {X, : a < } una coleccion de conjuntos.
Definimos al producto cartesiano de los conjuntos X, como el conjunto de
funciones x : B — | J{Xa : @ < B} tales que para cada oo < B se tiene que
z(a) € X,.

Definicién 1.8. Sea X un conjunto. 8 C p(X) es una o-dlgebra si cumple

las siguientes condiciones:
1.0y X es§;
2. para todo S € [8]=¥, ocurre que |JS € §;

3. si E €8, entonces X \ £ € 8.

Desde luego, si X es un conjunto, p(X) y {0, X} son ejemplos de o-
algebras. Estos son muy simples, en cambio el siguiente es un poco mas

interesante.

Ejemplo 1.9. Si X es un conjunto no numerable, entonces el conjunto
{ACX:|A|IKwo | X\A|<w}

es una o-dlgebra.

1.2. Temas de topologia

Lo primero que necesitamos para hablar de topologia son, obviamente,
espacios topolégicos. Recordemos que (X, 7) es un espacio topoldgico siempre
que X sea un conjunto no vacio y 7 un subconjunto del conjunto potencia de
X, tal que cumpla las siguientes condiciones: (), X € 7; siempre que Y C T,
se tiene que JY € 7; y si tal Y es finito, entonces (1Y € 7. A 7 se le llama

una topologia de X. A los elementos de la topologia les llamaremos abiertos
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y a sus complementos cerrados. Abreviaremos comunmente a la pareja (X, 7)
con X, no sin mencionar que X es un espacio topoldgico.

Fijaremos la siguiente notacién para un espacio topoldgico (X, 7).

1. 7x denotara a la topologia de X con la que se esté considerando al

espacio. Si no hay lugar a confusion, se suprimira el subindice.

2. int(F) se define como el interior de E en X, es decir,
int(E)={xe E:JU et(xr €U CE)}.

Si estamos considerando mas de un espacio topoldgico al interior de F

en X lo denotaremos con intx (F).

3. E representaré la cerradura de E en X, y esto lo entendemos de la

siguiente manera:

E=(FCX:ECFAIUeT(F=X\U)}

Del mismo modo, si consideramos més de un espacio topoldgico, la cerradura
de FE en X se denotard por clx(F).

Notemos que pedir que X € 7 nos garantiza que la cerradura de £ en X
sea un conjunto bien definido.

Una observacion pertinente es que tanto el interior como la cerradura de
un conjunto son operaciones mondtonas; todavia mas, un ejercicio rutinario
comprueba que el interior se distribuye sobre la interseccion y la cerradura
lo hace sobre la unién, es decir, si E, F' C X, entonces int(ENF) = int(E)N
int(F)y EUF = EUF.

Definicién 1.10. Para un espacio topolégico (X, T), un conjunto B C 7 que
cumple que para todo U € 7, existe B C B de tal modo que U = | B recibird
el nombre de base para 7. Cuando la topologia sea clara por el contexto,

simplemente diremos que B es base.
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De aqui, una observaciéon inmediata es que en un espacio topoldgico
(X,7),si B C 7 unabasey U es un abierto de X, entonces existe un B € B

de manera que B C U.

Proposicién 1.11. Sea X un conjunto no vacio y B C o(X). Hay una topo-
logia de X para la cual B es base siempre que B cumpla las dos condiciones

siquientes:

By para toda x € X, existe V € B tal que x € V;

By para cualesquiera Vi, Vo € B y para toda x € Vi NVa, hay V3 € B tal
quex € V3 y V3 C Vi NVa.

Mads aun, dicha topologia es la unica con esa propiedad.

Demostracion. Definamos a 7 ={|JV : V € p(B)}, veamos que cumple con

la definicién de topologia.

1. D e 7, pues @ € p(B) y YO = 0. Por otro lado, para cada x € X, hay
V, € B con x € V,. Por la propiedad By, la coleccion de las V, tales

que x € X es un subconjunto de B cuya unién da X. Por tanto X € 7.

2. Dado {U; : i € I} C 7, para cada U;, hay U; C B de tal manera que
UUW; = U, asi la coleccion {|JUWU; : ¢ € I} = {U; : i € I} esta contenida
en B, entonces J{UW; : ¢ € I}) = J{U; : i € I}. En conclusion,
Uer Ui € 7.

3. Dados U;W € 7, hay UyW C B tales que U = Uy W = JW.
Denotaremos a los elementos de Wy W como V; y Vjconie Iy je J,
respectivamente.

Ast, UnW = UUWNUW) =UHVi xV;:(i,4) € I x J}. Por By,

dado (i, jo) € I x J, para cualquier x € V;, NV}, existe V,, € B tal

0

quex € Vp y Vo, C Vi NV,
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Por lo tanto, J{V; x V; : (4,5) € I x J} = {V, : Fi € IFj € J(z €
(V;nV;))}. Asi, concluimos que U NW € 7.

Ya hemos demostrado que 7, en efecto, es una topologia para la cual B
es base. Verifiquemos la unicidad, ya que si 7/ fuese una topologia con base
B, al tomar U € 7/, tendriamos que hay U C B C 7 tal que U = U, de
aqui inferimos que U € 7. De la misma manera, si U € 7, podemos deducir

que U € 7/; probando que 7 = 7'. [ |

Es probable que el lector haya oido hablar de espacios métricos, a conti-

nuacion recordaremos la definicién.

Definicién 1.12. Se dird que la pareja (X, d) es un espacio métrico si X es
un conjunto no vacio y d una funcion de X en RT U {0} tal que para todo

x,y,z € X:
w d(z,y) =0 siy sdlo si x=y;
» d(z,y) = d(y, x);
v d(z,y) +d(y,z) > d(z, 2).

A d se le llama una métrica para X .

Una métrica d sobre un conjunto X siempre induce una topologia, pues

dado un punto x € X y un real positivo r, podemos definir
BT(‘/E) - {y € X : d(l‘7y) < T}u
y considerar la coleccion

{Uep(X):(FreR)(Ire X)(U=B,.(v))}
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como una base. A la topologia generada por dicha base se le conoce como
topologia inducida por d. En efecto, esta coleccion cumple las propiedades
By y B, de la proposicién [1.11]

A partir de esto, diremos que un espacio topoldgico es metrizable si exis-
te una métrica para dicho espacio cuya topologia inducida coincida con la
original.

Para ejemplificar esto consideremos a la colecciéon de intervalos abiertos
de R, {(a,b) : a < bAa,be R}, y mostremos que cumple las condiciones B;
v By de la proposicién [1.11}

Para todo x € R, z € (z — 1,2 + 1), cumpliendo asi con lo requerido
por Bj. Si hay dos intervalos (a,b), (¢, d) que tengan a = en su interseccion,

consideramos los siguientes casos:

» Sic<ayb<d entonces (a,b) N (c,d) = (a,b), en este caso hace-
mos V3 = (a,b). De manera similar se resuelve el caso en el que las

desigualdades a < cy d < b se dan.

s Sic<ayd<b, con estas condiciones, se tiene que a < d, pues de no
ser asf, (a,b) N (¢,d) = (), pero x estd en esta dltima interseccién. En

este caso el intervalo V3 = (a, d) es el que sirve a nuestro propésito.

= Sia < cyb < d, un razonamiento analogo al del caso anterior nos
muestra que ¢ < b. Ahora proponiendo a (¢, b) como V3, obtenemos lo

deseado.

Notemos que la funcién valor absoluto resulta ser una métrica y la base
inducida por ésta es equivalente a la que consideramos anteriormente.

En vista de esto tltimo tenemos que {(a,b) : a < b A a,b € R} es base
para alguna topologia de R y sera la tinica con la que trabajaremos en esta

tesis.
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Ademas, con una métrica podemos hablar de sucesiones. Recordemos que
en un espacio métrico (X,d), una sucesiéon {z, : n € w} es de Cauchy si

satisface la férmula
(Ve e RY)(IN € w)(Vn,m € w)(n,m > N — d(x,, x,) < €).

Luego, diremos que un espacio métrico es completo si y sélo si toda sucesion
de Cauchy contenida en el espacio converge a un punto del mismo.
De nuevo, R vuelve a ser nuestro mejor ejemplo, pues el valor absoluto es

una métrica que vuelve al espacio completo.

Proposicién 1.13. Si (X, d) es un espacio métrico y C' un subconjunto de

X, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. C es cerrado en X.

2. Toda sucesion convergente contenida en C' tiene a su punto limite en

C.

Demostracion. Para ver que la afirmacién 1 implica la afirmacion 2, supon-
dremos que existe {z,, : n € w} C C, una sucesién convergente cuyo punto
limite es x y éste pertenece a X \ C. Como C' es cerrado, X \ C es abierto, asi
que existe un r € R* tal que B,.(z) C X'\ C. Como la sucesién es convergente,
hay un nimero natural n de suerte tal que d(x,x,) < r o equivalentemente
z, € B,(x), lo cual contradice que la sucesion esté contenida en C.

En cuanto a la implicacion reciproca, procederemos igualmente por con-
tradiccién. Siz € X \ C, afirmamos que existe una distancia r de modo que
B,(x) C C. De no ser asi, para cadan € w\ 1, sea x, € C'N B% (x); luego
resulta que {z,, : n € w} es una sucesién contenida en C'y convergente a .
Por hipdtesis llegamos al absurdo de que x € C. Esto prueba que X \ C es

abierto, pues z fue arbitrario. [ |
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Definicién 1.14. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Diremos que

1. el espacio X es de Hausdorff, si para todo par x,y € X, st x # vy,

entonces hay dos abiertos ajenos, U,V tales que x €¢ U yy € V;
2. un conjunto W de abiertos de X es una cubierta abierta, si | JU = X;

3. el espacio X es compacto, si toda cubierta abierta contiene un subcon-
junto finito que siga siendo cubierta; a dicha cubierta le llamaremos

subcubierta finita;

4. el espacio X es localmente compacto, si para todo x € X hay un abierto
que lo contiene cuya cerradura es compacta, es decir, hay U € T tal que

x € U y toda cubierta abierta de U tiene una subcubierta finita.

Ejemplo 1.15. Pensemos en R como espacio topolégico:
e R es de Hausdorff, esto debido a que dados dos numeros reales, a y b,
los abiertos BaT-Q—b<a) Y BaT-Q—b(b) muestran que la definicion se cumple.

e Los reales no son un espacio compacto, pues la cubierta abierta
{(=n,n) :n € w}

no tiene ninguna subcubierta finita. Sin embargo, se verifica que es localmente

compacto.

Una implicacion clara es que todo espacio X compacto es localmente
compacto, pues para cada elemento de X, el mismo X es un abierto que
contiene a dicho elemento y es compacto. La implicacién contraria no siempre
es cierta segiin nuestro ejemplo anterior.

Otros resultados basicos en el estudio de espacios de Hausdorff, compactos
y localmente compactos estan en la siguiente proposicion, que se quedara sin

prueba por simplicidad de los argumentos y para poder proseguir velozmente.
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Proposicion 1.16. Los siguientes enunciados son verdaderos para cualquier

espacio (X, T):

1. Si X es de Hausdorff y localmente compacto, entonces para todo abierto

U vy todo x € U, hay un abierto V tal que x €V yV C U.
2. Cualquier subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.

3. Supongamos que X es de Hausdorff y localmente compacto. Sean K,U C
X de suerte tal que K es compacto en X, U es abierto y K C U. En-
tonces hay un abierto V tal que V es compacto y K CV yV C U.

4. X es compacto si y sélo si toda familia de conjuntos cerrados ¥ que
tenga la propiedad de la interseccion finita, tiene interseccion no vacia.
FEs decir, si cumple que para todo F € [F|<“\{0}, se tiene que (| F # 0,
entonces (| F # 0.

5. Si B es una base para X, entonces satisface By y By de la proposicion

.11

Definicién 1.17. Sea o un ordinal y {(X;, 7x,) : i € a} una familia de es-
pacios topologicos, definimos al producto topologico 11;c, X; como el producto

cartesiano de conjuntos dotado de la topologia generada por la siguiente base:

{JJU:ix ] Xi:F €la]™ A (Vi< F)(Us € 7x,) An € w}.
i€F i€a\F
En principio no es claro que ese conjunto es una base ni que podemos
hablar de un tnico producto topoldgico, pero lo asumiremos sin probarlo con
el fin de no desviar nuestra atencién del objetivo principal de la tesis. Estas
pruebas pueden revisarse en [§] al igual que la demostracién del siguiente

resultado que ademas es equivalente al axioma de eleccién.



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.18 (Tyconoff). Dada {(X;,7x,) : i € a}, una familia de espacios
topoldgicos, si cada uno de estos es compacto, entonces su producto topoldogico

es compacto.

1.3. Algebras booleanas

Naturalmente, si queremos hablar de algebras booleanas debemos primero

entender qué son y explorar su comportamiento.

Definicién 1.19. Dado (A, <) un orden parcial, se le denominard reticula
si para cualesquiera a,b € A, existen en A el infimo y el supremo de {a,b},

denotaremos a a Vb como el supremo de a y b, y a Ab como el infimo.

Observe que a < b es equivalente que a = a A b.
Mas aun, siendo A una reticula, si la siguiente igualdad es satisfecha para

cualesquiera a, b, c € A, se dird que es distributiva:
aN(bVe)=(anb)V(aAc).

Proposicién 1.20. Para toda reticula distributiva A y cualesquiera a,b, c €

A, aV (bAe)=(aVb)A(aVec).

Demostracion. Notemos el siguiente truco: Si A es una reticula distributiva
y a,b,c € A, entonces a = aV (aANc)y a= (aVb)Aa. A este truco se le

conoce como absorcién. Asi, se cumple que
aV (bAc)=[aV (aAc)]V(bA c)(absorcién)
=a V [(aAc)V (bA c)](asociatividad)
=a V [c A (a V b)](distributividad)
=[la A (aVb)]V[cA (aVb)](absorcién)

=(a Vb) A (aV c)(distributividad aplicada a a V b)
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A una reticula se le denominara acotada si tiene elemento méaximo y
minimo. Al maximo se le denota como 1, al minimo como 0. Si A es una

reticula acotada, b € A es un complemento dea € AsiaAb=0yaVb=1.

Una observacion pertinente es que si A es una reticula acotada y distribu-
tiva, sus elementos tienen a lo mas un complemento; ya que si a € A tuviera

dos complementos b, ¢ € A, tendriamos:

b=bAl=bA(aVec)=(0bANa)V(bAc)=0V(bAc)=bAc<c (1)

c=cANl=cA(aVb)=(cNa)V(cAb)=0V(cAb)=cAb<b (1)

De (I) obtenemos que b < ¢y la otra desigualdad de (II).

Definicién 1.21. Un dlgebra booleana o dlgebra de Boole es una reticula dis-
tributiva con maximo y minimo, donde todo elemento tiene un complemento.

Si A es un dlgebra booleana, denotaremos por A* a A\ {0}.

Ejemplo 1.22. Dado un conjunto X, (p(X), C) es un conjunto parcialmente

ordenado, mds aun, es un dlgebra booleana.

Sea A un algebra booleana y a,b € A. —a representara al complemento
de a. De la misma manera, definimos la diferencia de a,b denotada por a — b

como a A (—b) y la diferencia simétrica aAb = (a —b) V (b — a).

Afirmacion 1.23. Sea A un dlgebra booleana y < el orden de ésta. Si a,b €

A, la desiguladad a < b equivale a a — b = 0.
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Demostracion. Sean a,b € A, entonces

a<bsiysolosiaAb=a
entonces (a Ab) A—b=aA-b
siy s6losiaA (bA—b)=aA-b
siysélosiaAO=aA-b
siysélosi0=aA—b

siysolosi0=a—b.

Para finalizar la prueba es suficiente ver que (a Ab) A —b = a A —b implica

aAb=a.

(a Ab) A —=b=a A —bimplica [(a Ab) A =b] Vb= (aN-b)VDb
entonces [(a A b) Vb A (=bVb) = (aVb)A(=bVb)

entonces [(a Ab) Vb A1l = (aVb)AlL

Como a A b < b, tenemos que b = a V b. Equivalentemente a < b, lo que

implica que a A b = a. [ ]

Cuando estemos trabajando con mas de un algebra de Boole, haremos las

siguientes distinciones:

Al orden en A se denotard con <j4.

A los infimos y supremos calculados en A los representaremos con A x4

y V4 respectivamente.

Al elemento maximo y minimo de A lo distinguiremos con 14 y 04

respectivamente.

Al complemento de un elemento a € A, lo escribiremos como (—a) 4.
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Definicion 1.24. Sean A y B dlgebras booleanas tales que A C B. Diremos

que A es una subdlgebra de B si se cumple que:
1. para cualesquiera a,b € A, aNVgb=aVabyaAgb=aAsb;
2. 14=15y04 =0p;
3. para todo a € A, el complemento de a en B estd en A.

Definicién 1.25. Sea k un cardinal. Si A es un dlgebra booleana, diremos que
A es k-completa si cualquier B € [A]F tiene supremo; de existir este ultimo
se denotard por \/ B. Si el dlgebra es | A |*-completa, diremos solamente que

es completa.

Ademas, es importante notar que si A es k- completa, todo subconjunto
de cardinalidad menor que & tiene infimo. En efecto, si S € [A]<*, el conjunto
{—a : a € S} también tiene menos de x elementos, por lo que tiene un supre-
mo y de manera relativamente sencilla podemos mostrar que ese supremo es
la minima cota inferior de S.

Si (X, <) es un conjunto preordenado y a,b € X, diremos que a y b son
compatibles; en simbolos a | b, si hay ¢ € X tal que ¢ < a 'y ¢ < b, en caso
contrario los llamaremos incompatibles y lo denotaremos por a L b. De esta
manera, dado S C X, decimos que S es una anticadena en X si cualquier

par de elementos distintos son incompatibles.

Afirmacion 1.26. C' es una anticadena en X si y solo si todo subconjunto

finito de C' es una anticadena en X

Demostracion. Supongamos que C' es una anticadena en X y sea D € [C]<“.
Si a,b € D son distintos, como C' es una anticadena, tenemos que a L by,

por tanto, D es una anticadena. Por el contrario, si todo D € [C]<“ es una
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anticadena, dados a,b € C tenemos que a L b, pues {a, b} es una anticadena

por hipotesis. [ ]

Desde luego una anticadena S es maximal si y sélo si no hay otra antica-

dena que contenga propiamente a S.

Proposicién 1.27. Sea (X, <) un conjunto preordenado y sea Y C X. Para

toda anticadena S CY, son equivalentes los siquientes incisos.
1. S es mazimal en Y.
2. Para todoy €Y, hay s € S tal que y | s.

Demostracion. Probemos a partir de (1) el inciso (2). Fijemos y € Y, si
ocurriera que para todo s € S, y L s, entonces S U {y} seria una antica-
dena y como y no podria estar en S, S U {y} contendria propiamente a S,
contradiciendo la maximalidad de S.

Probemos la otra implicacién, procediendo por contrapuesta. Suponga-
mos que S no es una anticadena maximal. Entonces existe una anticadena
T, tal que S C T. De este modo, existe y € T'\ S que es incompatible con

todo elemento de S, pues T' es una anticadena. [ |

Hemos hablado de anticadenas maximales sin haber nunca argumentado
por qué existen. Sin embargo, usando el lema de Zorn se puede probar el

siguiente resultado.

Proposicién 1.28. Sea (X, <) un conjunto preordenado y sean S, Y tales
que S CY C X. 51 S es una anticadena en'Y , entonces S se puede extender

a una anticadena mazximal en Y .

En particular, si A es un dlgebra booleana y a,b € AT, notamos que: a, b

son compatibles en A" siy sélo si a A b > 0 y, por tanto, son incompatibles



1.3. ALGEBRAS BOOLEANAS 17

en AT si y sélosi a Ab = 0. Asi, B C A" es una anticadena en A" siy
Unicamente si para cualesquiera z,y € B distintos x Ay = 0.
Finalmente, notemos que siempre hay anticadenas en un preorden, pues

el vacio siempre es una anticadena por vacuidad.

Definicién 1.29. Sea (X, <) un conjunto preordenado.Llamaremos celula-
ridad de X al supremo de las cardinalidades de las anticadenas en X y serd
denotado por ¢(X). En particular, si ¢(X) < w, diremos que X tiene la ccc

(condicion de la cadena contable).

Para la siguiente prueba serd importante recordar una de las versiones

mas dificiles de pronunciar del Axioma de Eleccién:

Lema 1.30 (Tukey-Teichmiiller). Sea F' un conjunto no vacio, si para cada
conjunto A se tiene que A € F si y solo si todo subconjunto finito de A

pertenece a F', entonces en el orden parcial (F,C) hay un elemento mazimal.

Si un conjunto F' cumple el antecedente del lema de Tukey-Teichmiiller,

se dice que F tiene caracter finito.

Proposicién 1.31. Si A es un dlgebra booleana c¢(A)*-completa, entonces

es completa.

Demostracion. Sea B C Ay consideremos el conjunto
Bt={acA:Tbec Bla<h)};

sea C la coleccién de anticadenas en A contenidas en B¥.
Por la afirmacién tenemos que € es de cardcter finito. Ademds {0} €
C, por lo que la familia es no vacia. Aplicando el lema de Tukey-Teichmiiller,

encontramos M € € elemento maximal con respecto a la contencion.
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En virtud de que M € C, la cardinalidad de M es menor o igual que la
celularidad de A. Como A es ¢(A)T-completa hay m € A que es supremo de
M. Afirmamos que m es supremo de B.

Si m no fuera cota superior de B, existiria b € B tal que b £ m. Por la
afirmacion [1.23] Tenemos que 0 < b—m < b, asi b —m € B*\ {0}, por la
maximalidad de M y la proposicién tenemos que hay z € M tal que

(b—m) | z, o equivalentemente (b —m) A z > 0. As:
0<zA(b—m)=2zA(bA(—m)) = (2AbD)A(—-m) < zA(—=m) =2—m = 0.

La tltima igualdad se da porque m = \/ M, lo cual implica que z < m,
ergo z —m = 0, de nuevo, por la afirmacion |[1.23]

Con esta contradiccién colegimos que para toda b € B se tiene que b < m,
en otras palabras m, es cota superior de B. Veamos que es la minima de éstas,
o equivalentemente, que si para algin ¢ € A, m £ ¢, entonces ¢ no es cota
superior de B.

Sea ¢ € A tal que m £ ¢, en busca de una contradiccién supongamos que
¢ es cota superior para B. Como m es supremo de M, ¢ no es cota superior
de M. Luego hay z € M tal que £ c. En vista de que M C B*, hay
y € B tal que x < y. Al ser ¢ cota superior de B, ocurre que = < y < c.
Asi, la transitividad del orden nos da la contradicciéon buscada, permitiendo
de esta manera concluir que ¢ no es cota superior de B y por ende m es su

supremo. |

Ahora trabajaremos con espacios topoldgicos, o-algebras y o-ideales con
un enfoque booleano.

Sea X un espacio topolégico. Definamos a ¥ como la siguiente coleccién:

{AC p(X): Aeso-dlgebray 7x C A}.
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Esta es no vacia pues ©(X) es un elemento de dicho conjunto. Asi que llama-
remos Algebra de Borel a la interseccion de dicha coleccién y la denotaremos
por B(X).

Es sencillo verificar que B(X) es, en efecto, una o-algebra en X. Por
definicién de ¥, (X = B(X). Si E € B(X), entonces para toda A € X,
tenemos que F € A, al ser A o-algebra, el complemento de E estd en A, por
lo tanto, X \ £ € (¥ = B(X). Con un argumento similar, probamos las

otras dos condiciones de la definicién de o-algebra para B(X).

Teorema 1.32. Dado un conjunto X, si A es una o-dlgebra en X, entonces
A es una subdlgebra del dlgebra booleana o(X). Todavia mds, A es cerrada

bajo uniones numerables, lo que implica que es wi-completa.

Demostracion. Tomemos X y A como en las hipétesis. Notemos que el maxi-
mo y el minimo en A y p(X) coinciden, pues al ser A una o-dlgebra, ), X € A.

El complemento booleano de a en p(X) es X \ a, y si a € A, entonces
X \ a también esta en A.

Sia,b € A, tenemos que a Ub € A, més aun, de la misma manera que
se muestra que a U b es la minima cota superior en (X)), se prueba que
también es la minima cota superior en A. Ahora, como A es una o-algebra,
tenemos que X \a € Ay X\ b€ A, de aqui, (X \a)U (X \b) € A, al sacar
complemento de nuevo, concluimos que

anNb=X\(X\a)Nn X\ (X\0)=X\((X\a)U(X\b) €A

Un argumento rutinario muestra que la interseccién de dos elementos de
A es la méxima cota inferior, probando asi que A es una subalgebra de p(X).

Con un argumento similar nos podemos convencer de que si {a, : n €
a,, ésto gracias a que A

w} C A, su supremo serd | J . a, y su infimo [

new new

es cerrada bajo uniones numerables. |
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A pesar de que definimos a los ideales en la potencia de un conjunto, pode-
mos llevarnos la misma idea a algebras booleanas, cambiando en la definicion

() por 0, X por 1, C por <, U por V y N por A.

Proposiciéon 1.33. Sea X un conjunto no vacio y sea B una subdlgebra
de p(X). Si B es cerrada bajo uniones numerables e J es un o-ideal en X,

entonces BN J es un o-ideal en el dlgebra B.

Demostracion. Hagamos J = J N B. Al ser J un ideal, ocurre que X ¢ J.
Como B es una subdlgebra, () € B, ergo () € J, pues () € J.

Supongamos que E € J. Trivialmente £ € J. Si F' € B tal que F C F,
tenemos que F' € J, asi, F' € . Por lo tanto, J es cerrado bajo subconjuntos
en B.

Ahora, si S € [J]=¥, dado que J es un o-ideal y B es cerrada bajo uniones
numerables, concluimos que | J S € J.

Asi, queda demostrado que J es un o-ideal en B. [ ]

Definicién 1.34. Para cualquier dlgebra booleana A y un ideal I en ella,
definimos la relacion =; en A de la siguiente manera:

Para todo a,b € A, a =; b si y sdlo si a\b € I.

Como todo ideal tiene a () como elemento, se tiene que la relacién es
reflexiva; la simetria de la diferencia simétrica nos garantiza que dados a,b €
A, es equivalente a =; b a b =; a; al ser los ideales cerrados bajo uniones
finitas y subconjuntos, =; es una relacion transitiva. Asi, acabamos de definir
una relaciéon de equivalencia.

Apoyéndonos en el tltimo parrafo, consideramos el espacio cociente A/I,
que no es mas que la coleccion de las clases de equivalencia generadas por
=;. Ademas, definimos la proyeccién natural 7; : A — A/I como la funcién

que a cada a € A le asocia su clase de equivalencia:
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mi(a) ={r € A:a=;x}

Luego, para todo a, b en el dlgebra A que consideramos, podemos deducir
las siguientes propiedades a partir del teorema los siguientes elementos
en A/I:

1. mr(a) Amp(b) == mr(a Ab);
2. wr(a) Vrr(b) :==mr(aVb);
3. —mr(a) := 7r(—a).

Es importante mencionar que las operaciones definidas no dependen del
representante, lo cual también garantiza que si ordenamos al conjunto A/I

con la férmula

mr(a) < mp(b) siysélosia—bel,
el orden esta bien definido.
Teorema 1.35. A/I es un dlgebra de Boole.

Demostracion. Debemos verificar las siguientes propiedades: la ultima re-
lacién es un orden parcial para A/I, A/I es una reticula, tiene maximo y
minimo elemento, es distributiva y finalmente, todo elemento de A/I tiene
un complemento.

Sean a,b,c € A.

1. Tenemos que a —a = a A (—a) = 0 € I, pues I es un ideal, por esto
7r(a) < mr(a). Las condiciones my(a) < m;(b) y m;(b) < m7(a) implican
que a —b,b—a € I; entonces, al ser I cerrado bajo supremos, tenemos

que aAb € I. De este modo, a =; b, por lo tanto, 7;(a) = 77 (b).
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Si mr(a) < (b)) y m(b) < mr(c), ocurre que a — b,b — ¢ € I. Entonces
(a—b)V (b—rc) €I, pero

(@a=b)V(b—c)=(an(=b)V(bA(=c))
= (@A (=b)) Vb) A ((a A (D)) V (=c)
=[(aVb)A(bV-b)]|AllaV—c)A(=bV )
=(aVb)A(aV-c)A(=bV —c)
=(aVb) A ((aN=b)V -c)
=[(aVvDbd)V (aN-b)]A((aVb)V-c)
> ((@V b))V (aA—b)) A—c

>al\—c=a—c.

Por esto a — ¢ € I, o equivalentemente, 7;(a) < 7/(c), demostrando asi

la transitividad.

. Ahora veamos que 77(a A b) es la maxima cota inferior del conjunto
{m1(a), m1(b)}.

Tenemos que a A b < a. Entonces (a Ab) —a =0,y 0 € I. De igual
manera llegamos a que (a Ab) —b € [ y por tanto, m;(a A b) es cota

inferior del conjunto deseado.

Si ¢ € A es tal que m/(c) es una cota inferior para el mismo conjunto,
debemos probar que ¢ — (a A b) € I. Para esto notemos que como

c—a€lyc—bel, entonces (¢c—a)V (c—b) e I. Luego,
(cAN=a)V(cA=b)=cA(-aV-b)=cA=(aNb)=c—(aNb).

Por lo tanto, m;(c) < mr(a Ab).
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Un argumento similar nos permite probar que m;(a V b) es la minima

cota superior del conjunto {7;(a),7;(b)}, y por ende, su supremo.

3. De manera esperada, comprobaremos que 7;(0) y 77(1) son el minimo y
el maximo respectivamente en el cociente. Tenemos que para cualquier
acA0<a<l,deaqui0—a=0ya—1=0,ergo n(0) <m(a) <
7r(1).

4. La distributividad de la reticula se sigue de la de A.

5. Sélo nos falta verificar que todo elemento de A/I tiene complemento.

En efecto, se cumple que 7;(0) < 77(a) Am(—a) = wr(a A —a) = m;(0).

De la misma forma, (1) = 7;(a)Vm(—a). Con esto, finaliza la prueba.
|

Para abordar el tema central de la tesis en indispensable pasar por las
algebras de medida y categoria, lo que obviamente nos obliga a hablar de es-

tos dos conceptos.



24

CAPITULO 1. PRELIMINARES



Capitulo 2

El Algebra de categoria

En este capitulo empezaremos hablando de lo que es el concepto de ca-
tegoria. Una vez hecho esto obtendremos un o-ideal en los subconjuntos de
numeros reales. Con dicho o-ideal, empleando algunos teoremas del capitulo
previo, obtendremos un algebra booleana completa a la cual la conoceremos

como el algebra de categoria.

2.1. Categoria
Para empezar a hablar de categoria debemos dar la siguiente definicién.

Definicién 2.1. Dado un espacio topolégico (X, T):

» D C X se llamard denso si se tiene que D = X.

= En contra parte, D C X se dird que es denso en minguna parte si

int(D) = ().

» M es un conjunto magro si hay {D, : n € w}, una coleccion de con-

Juntos densos en ninguna parte, de forma que M = J{D, : n € w}.

25
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» (X, 7) es de Baire si el complemento de todo conjunto magro en X es

denso en X.

A partir de ahora, el conjunto formado por todos los conjuntos magros
de R los denotaremos con M. A su vez, si X es un espacio topolégico, deno-
taremos a la coleccién de magros en X con M(X).

Asi, en un espacio topoldgico, llamaremos conjuntos de la primera cate-
goria a los conjuntos magros del espacio, todos los deméds perteneceran a la
segunda categoria.

Familiaricémonos con estos conceptos a través de la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, los siguientes enunciados

son verdaderos:

1. X siempre tiene conjuntos magros: el vacio es magro.
2. Todo subconjunto de un conjunto magro es magro.
3. La union finita de magros es un conjunto magro.

4. Si el espacio es de Baire, todo abierto no vacio no es magro.

Demostracion. 1. Sabemos que ) = |, 0, ademas ) = int(0)) = int(0),

1EW

por lo que deducimos que ) es un conjunto magro.

2. Si E C X esmagroy F C E, entonces, hay una familia {F; : i € w} de
densos en ninguna parte tales que (J{F; : i € w} = E. Intersectando
con F' a sendos lados tenemos que F'= FNE = ((J{E;:iew})NF =
U{E; N F : i € w}. Por la monotonia de la cerradura y del interior,
tenemos que para todo i € w, F; N F es denso en ninguna parte, asi

demostramos 2.
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3. Ahora, dados E'y F', conjuntos magros, sean {E; : i € w} y {F; :i € w}
las colecciones de conjuntos densos en ninguna parte respectivas que
hacen cumplir la definicién. Asi, para cada natural par i, definimos
H, = E%; si 7, es impar, hacemos H; = F% Cada H; es denso en
ninguna parte, méas atn | J,., ; = E U F. De manera inductiva se

prueba para un nimero finito de magros.

4. Finalmente, sea U € 7. Si U es magro, dado que el espacio es de Baire,
tenemos que X \ U es un cerrado denso, asf, X C X \ U = X \ U, por

lo tanto, U = 0.
[ |

Teorema 2.3. El conjunto M(X) es un o-ideal en X siempre que X sea un

espacio de Baire.

Demostracion. Los primeros cuatro incisos de la proposicién anterior prue-
ban que en un espacio de Baire los magros forman un ideal. Verifiquemos que
es un o-ideal. En efecto, si {F; : i € w} es una familia de conjuntos magros
de X, para cada ¢, hay una familia {£;, : j € w} de densos en ninguna parte
tales que (J{£;, : j € w} = E;. Entonces {E;, : i,j € w} es una familia

numerable de densos en ninguna parte que tiene por unién a (J,.,, Ei. |

Lema 2.4. En un espacio topoldogico X, los siguientes enunciados son equi-

valentes.
1. X es de Baire.
2. La interseccion numerable de densos abiertos es densa en X.

3. Ningun abierto no vacio es magro en X.
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Demostracion. Para ver que (1) implica (2), sea {A,, : n € w} una
sucesion de densos abiertos. Por la hipdtesis nos basta con ver que
X\ NMhew An = U (X '\ Ay) es un conjunto magro, y para esto, sélo
debemos verificar que para cada n, nimero natural, X \ A, es denso

en ninguna parte.

Sean € w. Como A, es abierto, X'\ 4,, es cerrado. Ademés, int(X \ A,)
es abierto y también vacio, ya que de lo contrario, al ser A, denso
ocurrirfa que int(X \ A,) N A, # 0, lo cual es absurdo. Por lo tanto,

X \ A,, es denso en ninguna parte.

Para demostrar que (2) implica (3), procederemos por contradiccion:
Sea A un abierto no vacio y conjunto magro de X. Por definiciéon hay
una sucesién {A, : n € w} de conjuntos densos en ninguna parte tales

que A = {J,,c,, An- Observemos que para cada n, A, es denso en ninguna

parte, esto se debe a que int(A,) = int(A,); asi A C |J . A,. De esta

new

forma, si fijamos a n, X \ A, es un abierto que ademds es denso, pues

para todo abierto U, U € A,.

mew(X \ 4,,) es denso. Al ser A abierto
no vacio, AN(,c.(X \ 4n) # 0, lo cual contradice que A C |J,,., Am

Por la hip6tesis tenemos que ()

mew
y finaliza la prueba.

Finalmente, para ver que (3) implica (1), sea M € M(X) conjunto
magro y sea A un abierto no vacio de X. Por hipdtesis A no es magro.
Entonces A € M, por lo que (X \ M) N A # . Asi, todo abierto no
vacio intersecta a X \ M, por lo que X \ M es denso en X.

[

Teorema 2.5 (Categoria de Baire). Sea X un espacio topoldgico. X es un

espacio de Baire st cumple con alguna de las dos condiciones siguientes:
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1. X es un espacio métrico y completo, o bien,

2. X es un espacio localmente compacto y de Hausdorff.

Demostracion. Empezaremos por considerar {U; : i € w}, una sucesién de

conjuntos abiertos y densos en X. Ademds, sea D = (... U;. Supongamos

€W
que A es un abierto de X. Probemos que suponiendo cualquiera de los incisos,
D N A no es vacio.

Supongamos el inciso primero. Vamos a denominar con d a la métrica del
espacio y con esto en mente, construiremos dos sucesiones, {z,, :n € w} C X
y {rn:n € w} C(0,1), de manera recursiva.

Como Uy es denso y A es abierto, existe xqg € Uy N A. Luego, como
esa interseccién es un abierto en X, existe un ry € (0,1) de manera que

BT’O (Io) g UO N A.

Supongamos construidos a z, y r,. Como U, es un denso y B,, (x,)

1

’n_Jrl) tal que

es un abierto, existe x,41 € U,y1 N B, (X,,) y existe 1,41 € (0
Brn+1 (xn-i-l) CUni1i N Brn+1 (mn-&-l)’

Observemos que para cada par de naturales n,m con n < m, ocurre
que x,, € B, (z,), lo que implica que d(z,,, z,) < %, y Como limy_,ooTp =
0, podemos inferir que la sucesion es de Cauchy, y por hipdtesis converge.
Llamemos z al punto de convergencia.

De este modo, la sucesién {z, : n € w} queda contenida en A y cada ele-
mento de la sucesién de cerrados decrecientes {B,,, ,, (,11) : n € w} también.
Por la proposicién m, para cada n € w, T € m y por ende = € A.
Ademaés, como m C U, tenemos que x € (¢, Uk, 1o que demuestra
que esa interseccion es densa.

Ahora, supongamos el segundo inciso. De nuevo vamos a construir por

recursion una sucesion, pero ahora de conjuntos compactos. Una vez mas,

como Uy es un denso y A es un abierto, hay xqg € Uy N A. Por el inciso 3
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de la proposicién [1.16} al considerar al compacto {zy} hay un abierto V; de
manera que Vj es compacto y zo € Vo C Vy C Uy N A.

Si suponemos que para n € w existen V,, y x,, como U, es denso y V,,
es abierto, hay x,,1 € V,, N U,41. Con el mismo argumento que en el paso
base, existe un abierto V.1 de suerte que m es compacto y x,11 € V41 C
Vo1 C U1 N V.

Notemos ahora que la familia .# = {V; : i € w} tiene la propiedad de
la interseccién finita, es decir, para todo W € [Z#]<% \ {0} ocurre que W
es no vacio. Esto se debe a que si W es de tal forma, existe n € w tal que
para todo V; € W, i < n, y por construccién de la sucesién {z, : n € w},
T, € W

Por tiltimo, como V; es compacto, y .# esta contenida en o(1}), se deduce,
gracias al cuarto inciso de la proposicién , que (F # 0.
vicn

Ahora como V,, C U, se tiene que N U; y finalmente

1Ew €W

0£(\V:CDnA
€W

Por lo tanto, D es denso. |

Con este teorema tenemos que R es un espacio de Baire. Por esto, el

teorema [2.3) nos asegura que M es un o-ideal en R.

2.2. Algebra de categoria

Para la construccion de la mentada algebra de categoria nos basaremos
en otra manera de ver a los reales. Esta expresion de los reales estara dotada
con una topologia diferente y aprovecharemos de manera contundente que su
cardinalidad es 2%°. Nuestro interés se centrard en el conjunto “2, al que le

asignaremos la topologia producto, utilizando que se puede definir “2 como
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producto cartesiano del ordinal 2 consigo mismo una cantidad numerable de
veces. Desde luego consideramos la topologia discreta para 2, es decir, todo
subconjunto de 2 es un abierto en 2.

Segtin la definicién [1.34] si (X, 7) un espacio topoldgico y E,F C X,
tenemos que E =pyx) [, si la diferencia simétrica EAF es un conjunto

magro en X.

Definicién 2.6. Se dird que un subconjunto E de X tiene la propiedad de
Baire si hay un abierto U en X tal que E =y(x) U. La coleccién de los

conjuntos que tienen la propiedad de Baire en X se denotard por BP(X).

Lema 2.7. Siempre que X sea un espacio topologico, los siguientes enuncia-

dos se cumplen.

1. =x(x) es una relacion de equivalencia.

2. x € BP(X).

3. Si F' es un cerrado en X, entonces F' =yx) int(F).
4. Si G € 7x, entonces G =y(x) G.

5. Si G C X, entonces int(G) =nx) G.

Demostracion. Para demostrar el inciso uno primero notemos que si £, F, G C
X, se tiene que EAFE = (), que es magro; también sabemos que EAF =
FAE. Finalmente, si EAF y FAG son conjuntos magros en X y le llama-
mos A y B a cada uno respectivamente, en virtud de que 0AG = G y que

FAF = (), tenemos que:

EAG = EA((FAF)AG) = (EAF)A(FAG) = ANB.
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Ademas, como se tiene que AAB C AU B. Al ser M un ideal, hemos
acabado el primer inciso.

El inciso 2 se tiene por la reflexividad de =y(x).

Si calculamos FA(int(F)), llegamos a que es igual a F'\ (int(F')), que es
un conjunto magro si y sélo si tiene interior vacio. Sea W = int(F'\ int(F)).
Por la monotonia del interior, llegamos a que W C int(F'). Por otro lado,
W C F\int(F) C X \ int(F), lo cual obliga a W a no tener elementos,
demostrando que FA(int(F')) es magro.

De igual manera, tenemos que GAG = G \ G,. Luego

int(G\G) = int(GN(X\G)) = int(G)N (int(X\G)) = int(G)N(X\G) = 0.

Por lo tanto, G \ G € M(X).

Por 1ltimo, si G' es un abierto en X, entonces, por el inciso 3, G =y(x)

int(Q). [

Proposicién 2.8. Para cualquier espacio topoldgico X, BP(X) es una o-

algebra en X.

Demostracién. Como 0, X C 7y C BP(X), sélo nos falta verificar que
BP(X) es cerrado bajo complementos y uniones numerables.

Si E € BP(X), tenemos por definicién que existe U € 7y de tal manera
que B =, U. Como EAU = (X\E)A(X\U), tenemos que X\ E =y x) X\U.
Luego, por el inciso 3 del lema anterior, al ser X \ U un cerrado en X,
X\ U =px) int(X \ U) y, por la transitividad de =yix), llegamos a que
int(X \ U) =nx) X \ E. Asi, hemos encontrado un abierto equivalente a
X\ E, por lo que X \ F' € BP(X).

Ahora, sea {E; : i € w} € BP(X)y fijemos {U; : i € w} C 7x de tal modo
que para cada i € w, E;AU; sea magro en X. Luego hagamos E = | J,., £
y U = U,e,, Ui- Notemos que U es un abierto en X.
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Como M(X) es un o-ideal, se obtiene que | J,.,(£;AU;) es magro en X.
Sea M = ... (E;AU;). Paracadai € w, U; C U y por tanto, E;\U C E;\U,.

iEw(

De esta manera,
E\U = U, (Bi\U) C Ui (E: \ U;) € M.

De manera analoga, podemos probar que U\ E C M. Usando que UAFE =
(U\ E)U (E\U), tenemos que EAU es un magro en X y en consecuencia
E € BP(X). [ |

Asi, una consecuencia de la proposicion anterior es el siguiente lema.
Lema 2.9. Para cualquier espacio topologico X, B(X) C BP(X).

En virtud del teorema [1.32] B(X) es un dlgebra wi-completa. Si X es de
Baire, ya vimos que M(X) es un o-ideal en X. Empleando la proposicién
[1.33] tenemos que M(X) N B(X) es un o-ideal en B(X), y como instancia
del teorema [1.35] B(X)/(M(X) N B(X)) es un dlgebra booleana.

En particular, el espacio “2 es compacto, usando el teorema [1.18| pues 2 es
finito. Entonces es localmente compacto. Ademas, si f, g € “2 son funciones
diferentes, sin pérdida de la generalidad, hay n € w tal que f(n) = 0y
g(n) = 1. Entonces

U=]J2x{0}x J[ 2vv=]]zx{tx [] 2
S i€w\(n+1) i€n i€w\(n+1)

son dos abiertos que prueban que el espacio es de Hausdorff.
Luego, por el teorema de categoria de Baire, M(“2) N B(¥2) es un ideal

al que denotaremos por M* y definiremos

C = B(“2)/M".
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Final y esperadamente, el algebra booleana C recibe el nombre de dlgebra
de categoria.

Ahora establezcamos algo de notacién. Para todo elemento E € B(“2),
[Elye- = mves (B).

Al igual que los espacios topolégicos ganan muchas propiedades por el
simple hecho de ser compactos, las dlgebras booleanas obtienen mayor re-
levancia cuando son completas. Si se quiere ahondar en el tema, se puede
revisar [10].

Asi, nos gustaria mostrar que C es un algebra de Boole completa. Para
conseguir esta conclusion, nos apoyaremos en otra algebra booleana.

Si (X, 7) es un espacio topoldgico, U C X serd llamado abierto regular

en X si U = int(U); a la coleccion de éstos se le denotara por RO(X).

Proposicién 2.10. Para todo espacio topoldgico (X, 1), (RO(X),C) es un
dlgebra de Boole donde, siempre que U,V € RO(X) se tiene que:

UANV=UNV, UVV =int(UUV) y -U=X\U.

Su mdzimo y minimo son X y () respectivamente y si, para cada subcon-

gunto no vacio S de RO(X), se define
A(S) = int(N ) y V(8) = int(US9),
entonces es ademds un dalgebra completa.

Demostracion. Hagamos algunas observaciones:

1. Si U es un abierto de X, U C int(U).

Esto gracias a que U C U y U = int(U) C int(U).
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2. Si U y V son abiertos regulares, su interseccién también lo es.

Por (1), UNV C int(UNV). La otra contencién se obtiene a partir
de que int(UNV) C int(U) = U y int(UNV) C int(V) = V, asi
int(UNV)Ccunv.

3. Si A C X, int(A) siempre es un abierto regular.

Tenemos que int(A) C Ay por esto, int(A) C A; asi

int (mt(A)) C int(A).
Por otro lado, por (1) tenemos la otra contencion.

4. Si U es un abierto en X, int(U) es el menor abierto regular que contiene
aU.
De (1) y (3) se tiene que U C int(U) y int(U) € RO(X). Sea V €
RO(X) tal que U C V. Entonces int(U) C int(V).

5. Para todo A C X y U abierto de X, U Nint(A) C int(U N A).

Tenemos que UNA C U N Ay entonces int(UNA) C int(U N A). Como

U = int(U) y el interior abre intersecciones, obtenemos lo deseado.

6. Si U y V son abiertos de X tales que U NV = (), entonces int(U) N

int(V) = 0.
Como U C X\V,UCX\V=X\V,yasiint(U)NV = (. Ahora
apliquemos el razonamiento previo a los abiertos ajenos V' y int(U)

para obtener la consecuencia deseada.

Armados con estas observaciones probaremos el teorema. Podemos notar
que (RO(X),C) es un orden parcial. Probaremos que (RO(X),C) es un

algebra de Boole y, posteriormente, que es completa.
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Por la observacién 2, tenemos que nuestros candidatos a infimo y supremo
son abiertos regulares. Naturalmente, U NV es el infimo de U y V', y por la
observacién 4, que en efecto int(U U V) es el supremo de dichos conjuntos.
Ademds, X y () siempre son abiertos regulares.

Supongamos que U, V,W € RO(X). Para probar la distributividad, te-
nemos que U A (V VW) = U Nint(VUW). Por el inciso 5, el conjunto del

lado derecho de la igualdad esta contenido en

it N (VOW)) =int(UNV)U (UNW)).

Por la definicién de supremo en RO(X) dada en la proposiciéon que
estamos probando, la tltima expresién es igual a (UNV)V (UNW) =
(UAV)V(UAW).

Notemos que, la otra desigualdad se tiene en todas las reticulas, pues
U>UANV yU>UANW, implica que U > (UA V)V (UAW). También
ocurre que V>UANV yW >UAW, asique VVW > (UAV)V(UAW).
De todo esto se obtiene que UA (VVW) > (UAV)V (UAW).

En virtud de la observacion 1, para ver que (RO(X) C), es un algebra de

Boole, sélo debemos probar que int <X \U) C X\ U, ya que es necesario
probar que ~U € RO(X).

Para simplificar la prueba, hagamos A = int (X—\U) yB=X\U,yen
la biisqueda de una contradiccién supongamos que A N U # (). Observemos
que ANU = A\ B.

En general, si A es un abierto que intersecta a la cerradura de un conjunto
C, A intersecta a C. En efecto, si A y la frontera de C' se intersectan en un
punto, digamos z, al estar en la frontera de C', todo abierto que contenga a

x va a cortar al interior de C'y int(C) C C, en particular sucede para A.
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Dado que ANU # (), aplicando el parrafo anterior, tenemos que ANU # (.
Ademids, AC By ANU # 0, por lo que BNU # (. Empleando de nuevo el
parrafo anterior, obtenemos que B N U es no vacio, pero eso es un absurdo
por cémo se definié B.

Ahora veamos que es un dlgebra completa: Sea S un subconjunto no vacio
de RO(X). Como [J S es un abierto, por la observacion 4, se tiene que \/ S
es la minima cota superior de S en RO(X).

Notemos que, por la observacién 3, AS € RO(X), y si W € RO(X) es
una cota inferior de S, entonces W C [N S, por la monotonia de la cerradura

y el interior, int(W) C A S. Por lo tanto, A S es la méaxima cota inferior de

S en RO(X). [ |

En vista de que las siguientes demostraciones se vuelven un poco turbias,
pero son necesarias para demostrar que el algebra de categoria C, es completa,
analizaremos un poco este objeto.

Los elementos en C son clases de equivalencia de conjuntos borelianos de
“2. Partiendo de esto, pensemos en una funcion f:w — 2. Esta puede estar
en un conjunto boreliano B. Ahora, la clase de equivalencia de B con respecto
a M* son todos los conjuntos borelianos que al hacer diferencia simétrica con
B dan un conjunto de funciones que es magro y es boreliano. De este modo,

tenemos que
fE€BE[Bly ={CeB(¥2): CAB € B(~*2)nM(“2)} € C.

Lema 2.11. Si (X, 7) es un espacio topoldgico de Baire, entonces el cociente

B(X)/(B(X)NM(X)) es isomorfo a RO(X).

Demostracion. Primero convengamos en una notacién que aligere la redac-
ci6n de la prueba: a B(X) lo abreviaremos con B, a B(X) N M(X) lo deno-
taremos con M' y al cociente B(X)/B(X)NM(X) con BT. De igual manera,
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para cualquier E € B, por [E]; denotaremos al conjunto myi(E) = {F € B :
FAEeM'} ={F € B:F =yx) E}.
Definimos h : RO(X) — BT, nuestro candidato a isomorfismo, de manera
que h(U) = [U];. Osérvese que h esta bien definida ya que RO(X) C 7 C B.
Luego, tenemos que h(()) = [0]; es el minimo de BT. Andlogamente h(X) =
[ X4 es el méximo. Ademas, segin las definiciones de infimos y supremos que

se usaron para el dlgebra cociente, para todo par de abiertos regulares U, V'

WUAV)=hUNV)=[UNV]=[UlA[V]i =h(U)ARV).

Ahora, para deducir h(UV V') = h(U)V h(V), recordemos el lema por
el inciso 4, UUV =y x) int(U U V); ademas, como int(U U V') es un abierto
regular en X, entonces [int(U U V)]; = [U U V], asi

h(U V V) = h(mt(U U V)) = [mt(U U V)]T = [U V V]T = [U]T vV [V]T =
WUV B(V).

Si U € RO(X) y h(U) = [0]+, entonces U = UAD es magro en X; como
el espacio es de Baire, U = ().

Demostremos que h es inyectiva. En efecto, si h(U) = h(V'), entonces
h(U)—h(V) = [D];; por como se define h, h(U —V') = [0];. Dado que el tnico
conjunto que va a dar al [@]; es el vacio, U — V = (), por la afirmacién m
U < V. Anéalogamente podemos deducir que U > V.

Unicamente nos falta corroborar la suprayectividad de la funcién. Sea a €
Bl y sea E € a. De aqui, £ € B. Como todo boreliano tiene la propiedad de
Baire, tal como vimos en el lema , existe U € 7 de manera que U =y(x) E.
Una vez més, por los incisos 1, 4 y 5 del lema , y en virtud de que int(U)

es un abierto regular, E' =y x) int(U). Por lo tanto, h(int(U)) = a. |
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De este iltimo lema obtenemos de inmediato el siguiente resultado.
Teorema 2.12. C es un dlgebra booleana completa.

Vamos a estudiar un poco mas de C.
Primero para cada t €<¥ 2, definimos (t) = {z €¥ 2 : ¢ C 2} y denomi-
namos como ¢ al conjunto {(t) : t € <“2} U{0}.

Lema 2.13. La coleccion {(t) : t € <“2} es una base para una topologia de

w2.

Demostracién. En virtud de la proposicién [1.11] basta ver las propiedades
By y By de la misma.

Si f € “2, entonces definimos t como la funcién {(0, f(0))}, es claro que
t € <¥2. Ademds, f € (t) pues, (0, f(0)) € f. Asi, By es satisfecha.

Ahora, dadas s,t € <2, demostremos que para toda f € (s) N (t) hay
una funcién r € <“2 de manera tal que f € (r) y (r) C (s) N (t). En efecto,
f € (s)N(t) implica que s y ¢ son funciones compatibles, pues de lo contrario
f no serfa una funcién; tomemos r como la unién de s y t, se sigue que r es
funcién y también que r C f, por lo que f € (r).

Aparte, sig € (r), sUt =r C g, asi g € (s) y g € (t) simultdneamente.

Demostrando asi que la familia {(t) : t € “2} cumple con la propiedad B;. W

Sin embargo, la topologia generada por la base 7 no es cualquiera, re-
sulta que coincide con la topologia producto de 2. La prueba de dicha afir-
macién es la proposicion 4.1 de [9].

Ahora bien, al ser .7 una base y como “2 es de Baire, para toda funcion

t €<% 2 | tenemos que [(t)]y € CT.

Proposicién 2.14. La funcion e < 2 — C* dada por e(t) = [{t)]m=,

satisface que:
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1. Para cada s,t €<¥ 2, t D s siy sélo sie(t) < e(s).
2. Sia € C*, entonces hay una t €<¥ 2 tal que e(t) < a.

Demostracion. Primero verifiquemos que si s,t €< 2, entonces (t) \ (s) es
un abierto en “2. Sea x € (t) \ (s) y consideremos a (x | (dom(t) Udom(s))).
Obviamente x es un elemento de ese conjunto, mas ain, mostremos que si y
también lo es, y € (t)\ (s). En efecto, si a € dom(t), tenemos que y(a) = x(a),
donde z(a) = t(a). Ademds, sabemos que hay b € dom(s) tal que z(b) # s(b)
y de nuevo, como y(b) = x(b), se tiene que s Z y.

Del pérrafo anterior tenemos que para todo = € (t) \ (s),
x € (x| (dom(t) Udom(s))) C (t) \ (s);

por lo tanto, U{(z [ (dom(t) Udom(s))) : x € (t) \ (s)} = (t) \ (s) ¥ () \ (s)
es un abierto en “2.
Tomemos s,t €¥ 2. Si tenemos la suerte de que t O s, entonces se sigue
que (t) C (s). Asi, (s) \ (t) = 0. Como 0 € M*, tenemos que e(t) < e(s).
Por el contrario, si ¢t 2 s, tenemos dos posibilidades, |s| < |¢|, o bien,

|t| < |s|. En el primer caso, hay i < |s| tal que s(i) # (i) y entonces

z=tU((w\[t]) x{t()})

es un elemento de “2 que estd en (t) \ (s). Ahora, cuando |t| < |s|, entonces

|[t| € dom(s), asi, definimos

y=1tU (@ \[t) x {1 = s([t)});

de nuevo y € (t) \ (s).
En ambos casos, se tiene que (t) \ (s) es no vacio y como el espacio

es de Baire, ocurre que (t) \ (s) ¢ M*, lo que veremos que implica que,

e(t) = [{B)]we £ [(8)]e = e(s):
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Podemos notar que el uniendo de la izquierda es vacio, ademads, si distri-
buimos la interseccién en la diferencia del uniendo de la derecha obtenemos

que:

= DU OA(s)U 2\ ({t) U (s))) € M*
= () (s) € M*.

En cuanto al segundo inciso, sea a € CT y E € a. En virtud de que
todo conjunto del algebra de Borel tiene la propiedad de Baire tenemos que
E € BP(X). Por definicién, existe un abierto U en “2 tal que U =y« E y
entonces [Uly+ = a. Al no ser a el 0, tenemos que U es no vacio. Sabemos que
existe t €<“ 2 con la caracteristica de que (t) C U. Dado que (t)\ E C U\ E,
U\E CUAE yUAE € M*, deducimos que e(t) = [{(t)]y < [Elyr =a. B

Este es el dltimo resultado del capitulo, tendra utilidad en la parte final
de la tesis, sin embargo, cesaremos el estudio del dlgebra de categoria para

empezar con la de medida.
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Capitulo 3

El algebra de medida

Ahora nos corresponde hablar de medida. Primero exploramos la medi-
da de Lebesgue para los niimeros reales. Serd una buena introduccion para
tener conceptos suficientes para dotar de una medida a “2 y de aqui ob-
tendremos otro o-ideal que nos producira el algebra booleana completa que

denominaremos como el dlgebra de medida.

3.1. Medida

Consideremos al conjunto de niimeros reales R con su topologia habitual,
es decir, la topologia definida en el primer capitulo de la tesis.

La longitud de un intervalo acotado no vacio I de R, representada por
¢(I), se definird como la diferencia entre sus extremos, es decir, la resta entre
el supremo de I menos el infimo de 1. De manera esperada, si el intervalo no
estd acotado, se definird como infinito.

Para la siguiente definiciéon debemos tomar supremos e infimos, sin em-
bargo, no sélo de niimeros reales. Al conjunto RU{oo} le llamamos los reales

extendidos y lo denotamos por R*. El supremo de un subconjunto de reales

43
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extendidos es 0o, si éste pertenece a dicho conjunto o no esta acotado en R;

de otra manera se calcula como es habitual. El infimo de {oo} es oo.

Definicién 3.1. En los reales definimos la medida exterior de un conjunto
con la funcion p* : p(R) — R* de la siguiente manera, si E C R, entonces

definimos p*(E) como el infimo de todas las cantidades de la forma

> ),

donde {I; : k < w} es una sucesion de intervalos abiertos no vacios y acota-
dos que satisfacen E C | J{I} : k < w}.

Si EC R y para todo A C R se tiene que p*(A) = p*(ANE)+pu*(A\ E),
a E se le llamard Lebesgue medible o simplemente medible.

Denotemos por L a la coleccion de conjuntos Lebesque medibles. Llama-
mos medida de Lebesque a la funcion p* restringida a £ y en esta restriccion

la denotaremos simplemente con .

Una pequena observacién pertinente es que la medida exterior es monéto-
na, es decir, si A C B, entonces u*(A) < p*(B), ya que los intervalos que
cubran a B también cubriran a A. Ademé&s veremos a continuacién que es

numerablemente subaditiva.

Lema 3.2. La funcion u* es numerablemente subaditiva, es decir, si {D;}ic., C
p(R), entonces p1* (U, Di) < D e 5 (D5).

Mads ain, si n es un nimero natural, {E; : i < n} es una coleccion
ajena por pares de conjuntos medibles y A un subconjunto de nimeros reales

cualquiera, entonces

wAn(JE) =Y w(AnE)

<n <n
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Demostracion. Si hay algin m € w tal que u*(D,,) = 0o, ambos lados de la
desigualdad son infinitos. Por ende supongamos que para todo 7, p*(D;) < oc.
Sea € > 0. Desde luego, para cada m € w, u*(Dy,) < p*(Dp,) + grgr. Por
definicién de medida exterior, hay una familia {I : n € w} de intervalos tal
que Dy © Upey, I Y 2 onew (17" < 17 (D) + g
Dado m € w, es un hecho que {I’" : n € w} es numerable, entonces la
coleccién {1 : n,m € w} es una familia numerable de intervalos abiertos y

acotados que cumple

Uico Di € UL - n,m € w}.

Si reenumeramos a dicha familia de esta manera, {J; : i € w}, tenemos que
Yoicw UJi) = D hew 2onew L), pues, como todos los términos de las series
son positivos, el reordenamiento no altera la suma. Por lo tanto, p*({ ..., D;) <
icw U(Ji)-

Luego, 3 2ic, €(Ji) < 3 e (W (Dm)tgaer) = 2mew ' (Dm) T2 ey zarr =
D mew W (Dm) + €.

Concluimos que p*(U,;c,, Di) < D e 47 (D;) 4+ €. Como € fue arbitraria-

tEw T

=)

mente pequena, Obtenemos la primera parte del lema.

Para verificar la segunda empecemos por fijar A, procederemos por induc-
cién. Cuando n = 1 se cumple claramente la igualdad. Supongamos que para
cualquier familia de conjuntos medibles ajena por pares con cardinalidad n
se satisface la igualdad.

Sea {E; : i < n+ 1} una coleccién ajena por pares de conjuntos medibles.

Entonces

ANE,=AN( U E)NE,,
i<n+1
y al mismo tiempo,

ANR\E)N(|J E)=An(JE).

<n+1 <n
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Ahora, empleando la hipétesis de induccién junto con el hecho de que FE,

es medible obtenemos lo siguiente.

WA E)) =w(AnE,) + (AN (| E)

<n+1 <n
= (ANE,) + Y p(ANE)
<n
= Z p(ANE;).
1<n+1

Una aplicaciéon inmediata del iltimo resultado es: para todo £ C R, se
cumple que si A es un subconjunto cualquiera de ntimeros reales, p*(A) =
w((ANE)U(A\E)) y por lo tanto p*(A) < u*(ANE)+p*(A\ E). Asi, para
probar que un conjunto es medible basta verificar la desigualdad contraria.

A los conjuntos cuya medida de Lebesgue sea 0 les llamaremos nulos
y a la coleccién de éstos la denotaremos con N. Una forma de demostrar
que E C R tiene medida exterior 0 es corroborar que para toda ¢ > 0 hay
{Ii} kew, sucesion de intervalos abiertos y acotados tal que E C (J, ., Ir ¥
Do L) <.

Desde luego, si un conjunto F tiene medida exterior 0, es medible, pues
A C R implica que p*(ANE) < pu*(E) =0,y p*(A) > pu*(A\ E), por tanto,
E es medible.

Lema 3.3. £ es cerrada bajo complementos y uniones finitas.

Demostracion. Sean F, E € Ly A C R. Inmediatamente se tiene R\ £ € £

puesto que

pAN RN E)) + p (AN (RN E)) = p*(A\ E) + p(AN E) = p*(A).
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Para la segunda parte, basta probar que F U E € L.

Sea A C R, arbitrario. Tenemos que p*(A) = p*(ANE) + p*(A\ E). Por
otro lado, u*(A\ E) = u*((A\ E)NF) + u*((A\ E) \ F), puesto que F' es
medible.

Notemos que:

= (A\E)\F=A\(EUF).

« AN(EUF)=ANEU[(A\ E)NF].

s F(AN(EUFR)) <p*(ANE)+ u* ((A\E)NF).

Asi, 1*(A) = (AN B) + p*(A\ E) N F) + p*(A\ B) \ F) por lo que,
WH(A) > (AN (BUF)) + ur(A\ (EUF)). n

Lema 3.4. Dada {E, : n € w} C L siempre eziste una familia {F, : n €

w} C L, ajena por pares tal que, | J,c, En = U, eo, Fn-

La demostracién del lema se basa simplemente en definir cada F),, como
la unién de los primeros E; (con ¢ < n) y a eso restar la unién de los E; con

1 < n.

Definicién 3.5. Supongamos que 8 es una o-dlgebra, diremos que v : p(X) —
R* es una medida en 8 siempre que v(0) =0 y si {E;}ic C 8 es una familia

ajena dos a dos, entonces v(J;e, Ei) = Do V(Es).
Teorema 3.6. £ es una o-dlgebra.

Demostracion. Veamos que () es de medida 0, lo que implica que es medible:
Dada ¢ > 0 para cada i € w, definimos I; = (5=, 577). Naturalmente 0 C
Uieo i v de esto tenemos que €(I;) = 5. Entonces p*(0) < Y7 (1) < e.

Por lo tanto, u(0) =0y 0 € L.
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Para verificar que R es medible observe que para todo A contenido en R,
A\R=0yA=ANR.

Por lo anterior y el lema |3.3] sélo nos falta probar que £ es cerrado bajo
uniones numerables.

Para cada i € w, sea F; un conjunto medible. Corroboremos que | J

L. Hagamos E = |

i€w L e
ico Bi Por el lema [3.4] encontramos {F, : n € w} C £,
ajena por pares, tal que {J,., Fn = E. Sea A C R. Para cada natural
n, definimos H,, = J{Fr : k¥ < n} y por el lema cada H, es medi-
ble, asi p*(A) = p*(AN H,) + p*(A\ Hy,). Ademds, H, C E, por lo que
P (A\E) < p*(A\ Hy,) y por el lema 3.2, p*(ANH,) => ;1 (ANE,).

Entonces:

n

WA 2 (AN H,) + 7 (A\E) =Y (AN F,) + p'(A\ E).
k=0

Notemos que en la expresion de arriba n fue arbitrario. Por lo que pode-

mos asegurar que

pA) =D p(ANF) + p(A\ B).

i<w
Como p* es numerablemente subaditiva, tenemos que p*(A) > p*(AN

E)+ p*(A\ E), tal como buscdbamos. |

Teorema 3.7. La medida exterior de cualquier intervalo coincide con su

longitud y ademds, todo intervalo es medible.

Demostracién. Probemos primero que si a es un real, el intervalo (a,c0) es
medible. Sea A C R. Sin pérdida de la generalidad, podemos suponer que

a ¢ A. Entonces podemos separar a A de la siguiente forma:
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Ay =AN(—00,a) y Ay = AN (a, o).

Asi, basta con probar que p*(A;) + p*(Az) < p*(A). Por definicién, sélo
debemos verificar que para toda familia {I : k € w} de intervalos abiertos y

acotados que cubren a A,

wH(Ar) + 1 (Ag) <> U(T).
k=0

Luego, para todo k € w, dividimos a I de la siguiente manera:

I =I;N(—o00,a) y I} = I N (a,00).

Desde luego, tanto I;, como I}/ son intervalos, y ademés, ¢(I}) = ¢(1}) +
oIy).

Tenemos que {I}, : k € w} y {I} : k € w} son dos familias de intervalos
acotados que cubren a A; y A, respectivamente. Por la definicién de medida

exterior,

' (Ar) Si UL y p(Az) Si ().
k=0 k=0

Por lo tanto, p*(Ay) + p*(Ag) <D oo o €(1y).

De la misma manera que probamos que (a,c0) es medible, podemos pro-
bar que (—o0,a) lo es. Ahora, para verificar que (a,b) también lo es sélo de-
bemos recordar que (a,b] = (a,00) \ (b, 00). Por ser £ una o-algebra, (a,b] es
medible, y es facil probar que {b} también lo es, dado que (a,b) = (a, b\ {b}.
Asi, cualquier intervalo es medible.

Con esto, podemos verificar que {(a,b)} es la minima familia de intervalos
que cubre a (a,b), por lo tanto u((a,b)) = £((a,b)).

|
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Ademads, p es una medida en £. La prueba de esto se encuentra en [3]

proposicién 7, sec. 2.3].
Teorema 3.8. FEl conjunto N es un o-ideal en R.

Demostracion. Veamos primero 1, 2 y 3 de la definiciéon de ideal y luego

veamos que en efecto es o-ideal:

1. Ya vimos que # € N. Ademds, p*(R) = oo, puesto que la medida
exterior es mondtona y para todo n € w, (—n,n) C R, por lo que R no

estd en N.

2. Por la monotonia de la medida exterior, se cumple el inciso 2 de la

definicion para N.

3. Basta observar el lema |3.3| para colegir que N cumple el inciso 3.

Hasta el momento N es un ideal en R.
Dada {E; : i € w} C N, se tiene que p*(U,;c, Bi) < D e W (E;) =
Y ico 0 =0y por lo tanto, N es un o-ideal.

3.2. Algebra de medida

Al igual que en la construccion del algebra de categoria trabajaremos con
“2, asignandole la topologia producto.

Un corolario inmediato del teorema es que B(¥2) es un algebra de
Boole wy-completa.

Hasta el momento, en nuestro estudio de B(“2), hemos obtenido que es
tanto un algebra booleana como una o-algebra, sin embargo, atin no es sufi-
ciente para el objetivo de la tesis. Los parrafos siguientes motivaran nuestro

objetivo, el cual es dotar de una medida a “2.
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Tomemos la funcién p : p(2) — [0, 1] como sigue: p(0) = 0, p({0}) =
2 = p({1}) v p(2) = 1. De esta manera p es una medida para 2, més atn,
aunque no es el enfoque que buscamos en esta tesis, podemos pensar en los
elementos del 2 como posibles resultados de lanzar un “volado limpio” y p
indica la probabilidad de que el evento ocurra.

Por otro lado, si t € <“2, recordemos que habfamos definido (t) = {z €
“2:t C x}. Denotamos por S al conjunto {(t) : t € <“2} U {0}, probamos
que 7 era una base y mencionamos que producia la misma topologia que el
producto topoldgico.

Ahora, definimos la funcién Ay : 2 — [0, 1] dada por A\o((t)) = 27 y
Ao(0) = 0, para cualquier t € <“2. La interpretacién probabilista en este caso
es el lanzamiento de |t| volados independientes con una moneda justa.

Para proseguir con nuestro objetivo tenemos que generalizar algunas ideas
expuestas anteriormente cuando se habl6 de la medida de Lebesgue.

Sean X un conjunto, S C p(X) y v: S — R* una funcién.

= Diremos que v es numerablemente mondtona siempre que, dado E € S,

y{Ei:i€w} CSsi ECU{E; i€ w}, entonces v(E) <>, v(E;).

= También, diremos que v es finitamente aditiva si cualquier familia finita
y ajena por pares { £y : k € n} C S cuya unién pertenezca a S, satisface

que

V(Uk<n Ek‘) = Zk<n V(Ek)

» Definimos a v* : p(X) — R* como una medida exterior si v*(0) =0y

es numerablemente mondtona.

= Denominamos a v una premedida si es numerablemente monétona, fi-

nitamente aditiva y ademads, si ) € S, v(0) = 0.
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Ademas, generalicemos la definicién de medida que se dio para una o-
algebra. Esto es una funcién p que va de una o-algebra A al intervalo [0, o0]

tal que u(0) =0y si {E;:i <w} C A es una familia disjunta, entonces

ZM(Ez) = M(U E;).

<w <w
Si una funcién f cumple la dltima condicién, se dice que f es numerablemente

aditiva.

Ejemplo 3.9. La funcion que en la seccion anterior se le dio nombre de
medida exterior, en efecto cumple con la definicion previa. Del mismo modo,

la medida de Lebesque es una medida sequn nuestra definicion.

Proposiciéon 3.10. La funcion Ay definida hace unos parrafos es una pre-

medida.

Demostracion. Veamos que es finitamente aditiva. Para esto usaremos una
familia de dos elementos y con un argumento inductivo habremos obtenido
esta propiedad.

Notemos que si {t,s} C<“ 2y (t) U (s) € S, habria hay una funcién
r €<¥ 2 tal que (t) U (s) = (r), y entonces, t Us C 7, pero como r es
funcion, s y t tendrian que ser compatibles. Sin embargo, para probar que
Ao es finitamente aditiva, tendriamos que considerar que (t) N (s) = ), pero
entonces s y t no serian funciones compatibles. Asi, por vacuidad, \g es
finitamente aditiva.

Demostremos que Ay es numerablemente mondtona:

Sea {t; : 1 € wjU{t} C<¥ 2 de manera que (t) C |J,_,(t;). Queremos que
Mo((1) < 32 ew Mo((tn)). Supongamos que ng es un natural tal que A\o([t]) =

27" y procedamos por contradiccion.
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Si)ew Aol{tn)) <27, entonces hay una sucesion {m; : i € w} C w tal
que Ao((t;)) = 27™. Notemos que para toda i € w, 27™ < 2" por lo tanto
dom(t) < dom(t;).

Ahora, hay dos caso que considerar. El primero es que para cualesquiera
i,j < w, m; # m;. En este caso podemos asegurar que existe f € () que

contiene al siguiente conjunto:

J{0ms = 1,1 = ti(m; — 1))}
€W
Inmediatamente tenemos que para toda i, f & (t;).
El segundo caso es que hay 7,/ < w tales que m; = my. En este caso
construiremos una sucesion como sigue:
Sea m; el minimo valor que se repite en la sucesién {m; : j < w}. Sea

k = m; — ng. Observemos que a lo mas hay 2*~! elementos de la sucesién

{m,, : n € w} iguales a m;, pues de lo contrario

Z )\0(<tj>) > Z 27 = 2k(2—m1) = Qkfmi — 9Mi—NO—M; _ 9No

Jjew j<2k

Es facil comprobar que sélo hay 2* funciones en ™2 que pueden extender
a t. Por lo tanto, hay so €™ 2\ (U, t5)-

Ya obtuvimos a nuestro primer elemento de la sucesion, ahora supondre-
mos que tenemos a s, definido, vamos a definir a s, ; dependiendo de lo
siguiente:

Si para toda {m; : 7 < w}\(] s» | +1) es un conjunto libre de repeticiones,
entonces hacemos s, 41 = s,,. Si por el contrario {m; : j <w}\ (] s, | +1) no
esta libre de repeticiones, tomamos al minimo m; que se repite y obtenemos

una funcién s, +1 €™ 2\ (U, t;) que extiende a s, del mismo modo que

se obtuvo a sg.



54 CAPITULO 3. EL ALGEBRA DE MEDIDA

Sea s = |

una funcién. Si s es finita, entonces hay f € (s) tal que para toda i, f ¢ (t;).

new Sn- Como s, extiende a s, podemos asegurar que s es
Por otro lado, si s es infinita, entonces para toda i, s & (t;).

En cualquier caso, llegamos a la conclusién de que hay una funciéon que
extiende a t pero para cualquier i no extiende a t;. En otras palabras lo que

obtuvimos es que (t) € J,,(t), lo cual es la contradiccién buscada. [

Para el siguiente teorema adoptaremos la definicion que se presenta en
[3] de un semianillo en un conjunto X: S recibe tal denominacion si es una
coleccion de subconjuntos de X donde para todo A, B € S se tiene que
AN B € Sy para algin n € w, hay {Cy : k£ € n} familia de elementos S

ajenos por pares de tal suerte que
A\ B =U{C : k € n}.

Para aterrizar este concepto, podemos pensar en algunos ejemplos trivia-
les: {0}, p(X) y [X]<“ son semianillos para X.

Un ejemplo menos trivial es:

Proposicién 3.11. El conjunto F, previamente definido es un semianillo
en “2

Demostracion. Dados (t), (s) € J, queremos asegurar que (t) N (s) € 2,
es decir, queremos encontrar una funcién r €<“ 2 de modo que (r) = {f €*

2:tC fAsC f},obien, ver que (t) N (s) = (. Para esto consideremos dos

Casos.

1. sy t son funciones incompatibles: De ser asi no hay funcién alguna que

cumpla lo que r debe, por lo tanto, (t) N (s) = 0.

2. s y t son funciones compatibles: Basta hacer r =t U s y observar que

se cumple con lo requerido.
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Ahora, con los mismos (t), (s) € J, () \ (s) ={f € 2:tC fAs L f}.
Necesitamos {r; : i <n} C<“ 2, para algiin n € w, tal que {J;,(r;) coincida

con la diferencia (t) \ (s). Para esto consideramos el siguiente conjunto,
R = dom(s) \ dom(t).

Este resulta ser finito, digamos de cardinalidad n, y enumeremos a los ele-
mentos de R como {m; : ¢ <n}. Definimos r; = t U {(m;, 1 — s(m;))}, donde

(m;, 1 — s(m;)) es la pareja ordenada. Notemos que r; €¥ 2, pues
dom(r) = dom(t) U{m; : i < n} = dom(s) € w.

Luego, se tiene de inmediato que | J,,,(ri) C (t)\(s). Para verificar la otra
contencién basta notar que si f € (t)\ (s), hay m; € R tal que f(m;) # s(m;),

por lo tanto, f € (r;). Comprobando asi que J# es un semianillo. [ |

Antes de usar estos ejemplos para nuestro objetivo, estudiamos un poco
mas las propiedades de medidas y premedidas.

En general, dado un conjunto X, v* : p(X) — R* es una medida exterior
si es mondtona, numerablemente subaditiva y v*(()) = 0.

De la misma manera que definimos a los conjuntos Lesbegue medibles,

un conjunto E € p(X) es medible respecto a una medida exterior v*, si para

todo A € p(X),
vV'(A) =v"(ANE)+ v (A\E).

Sea X un conjunto. Siempre que S C p(X) no sea vacio y tengamos una

funcién v : S — R*, si definimos v*(0)) = 0 y para todo E € p(X) \ {0},

v{(E) =inf) .., v(E;),
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donde el infimo es tomado sobre todas las familias {F; : i € w} C S que
cubren a F, se tiene que v* : p(X) — R* es una medida exterior, conocida
como la medida exterior inducida por v.

Todavia mas, si N es la coleccion de los conjuntos medibles respecto a
v*, N es una o-algebra, 7 = v* | N es una medida en N y a v se le llama la

medida de Carathéodory inducida por v.

Lema 3.12. Sea X un conjunto. Si S C o(X) es cerrado bajo diferencias
yv: S — [1,00] es una premedida, entonces la medida de Carathéodory

7: N — [0,00] es una extension de v; en particular, S C N.

Demostracion. Sea A € S. Para ver que A es medible respecto a v es sufi-
ciente ver que para cualquier £ C X de medida exterior finita y cualquier

€ > 0 se cumple que
V' (E)+e>v(ANE)+ v (EN(X\A) (1)

Por definicién de medida exterior, hay una familia {E) : k € w} C S que

cubre a F y

VI(E)+e>> v(E). (11)

Para cada k € w, tanto E; \ A como Ej \ (Ey \ A) pertenecen a S. Luego,
en vista de que By N A = Ei \ (Ex \ A) y que la premedida es finitamente

aditiva, tenemos que

Entonces al sumar todas las igualdades tenemos que

oo

> u(E) =) v(ENA) + ) v(E N (X\A). (111)
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Nétese que {ExNA: k€ why {ExN(X\A) : k € w} son dos subconjuntos
numerables de S que cubren a ENAy EN (X \ A) respectivamente. Por la

definicién de medida exterior, tenemos que

S uENA) 2 (ENA) Y Y v(EN(X\A) > (EN(X\A4). (1v)

k=0 k=0
Asi, obtenemos (I) de (II), (III) y (IV). Ahora, si E € S, claramente
tenemos que v(E) = v*(E), pues v es numerablemente monétona. Por lo

tanto, S C N y para todo E € S, v(F) =7(F). [ |

Lema 3.13. Sea S un semianillo en X. Definimos S’ como la coleccion de
uniones de familias finitas y disjuntas de S. Entonces S’ es cerrado bajo
diferencias. Mds aun, toda premedida sobre S tiene una extension a una

premedida con dominio S’.

Demostracion. Desde luego, por ser S un semianillo S’, es cerrado bajo unio-
nes e intersecciones finitas, es decir, para todo T' € [S]<¥, tanto UT" como NT'
estdn en S. Sin,m € wy {A; : i <n}, {B; : i < m} son dos subconjuntos
de S, entonces:

(J A\ (U B) =) 4\ By)).

i<n i<m i<n j<m

Tenemos que A; \ B; pertenece a S’ ya que podemos ver dicha diferencia
como una union finita y disjunta de elementos de S. Con esto concluimos
que S’ es cerrado bajo diferencias.

Ahora sea v una premedida sobre S. Definimos a v/ : S” — [0, 00] de la
siguiente manera: si £ € S’y {A; : i <n} es una familia ajena por pares tal
que £ = J{A; : i < n}, entonces V'(E) = Y., v(A;). Primero probemos
que esta bien definida.

Si{B;:i<m} C S esdisjunta y tiene por unién a F, debemos probar

que Y ., v(4;) = >, ¥(B;). Sin embargo, como v es finitamente aditiva,
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tenemos que para cada j < m y para cada k < n,

v(B;) =Y v(ANB))yv(A)=> v(ANBy);

<n <m
entonces,
S uB) =Y vAnB) =Y > vAnB) =Y v(A).
j<m j<m k<n k<n j<m k<n

Con esto, solo falta probar que v/ es, en efecto, una premedida. Primero,
como v es finitamente aditiva y por la definicién ¢/, v/ es finitamente adi-
tiva. Para probar que también es numerablemente mondétona, consideremos
a{F}U{E; : k € w} C 5 de manera que |J{E\ : k € w} cubre a E. Sin
perder la generalidad, podemos suponer que {Ej : k € w} es disjunta en
S. Fijemos n € w tal que para cada ¢ < n hay un A; € S de forma que
E=J{A4;:i<n}y{A :i<n} es una familia ajena dos a dos. Para cada
i < m ocurre que A; es cubierto por | J{A; N Ey : k € w}, que es una familia

numerable de conjuntos en S. Por la monotonia de v, tenemos que

v(A;) < V(AN Ey).

k<w

De nuevo, la por monotonia,

V(E) = v(A) <)Y w(Ain Ey)

i<n <n k<w

=> Y v(AinE)

k<w i<n

=> v(ENE)

k<w

<> V(B

k<w

Por lo tanto, v/ es numerablemente mondétona. |
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Teorema 3.14 (Carathéodory-Hahn). Sean X un conjunto, S un semianillo
en X yv:S —[0,00] una premedida. Entonces la medida de Carathéodory,

v, extiende a v.

Demostracion. Por el lema [3.13, S se extiende a un conjunto cerrado bajo
diferencias S’ y v a una premedida v/ sobre S’. Aplicando el lema [3.12]
tenemos que la medida de Carathéodory 7, inducida por v/, es una medida

que extiende a v. |

Como instancia de este ultimo teorema aplicado al semianillo 77 y a la
premedida Ay, tenemos que hay una o-édlgebra o/ C ©(“2) y una funcién

Ao/ — [0,1] que es una medida en &7 y que ademds es una extensién de

Ao-

Proposicion 3.15. Los siguientes enunciados son ciertos.
1. B(¥2) C «.
2. A({x}) = 0 siempre que x € “2.
3. A¥2) =1.

Demostracion. 1. Para esto basta ver que & contiene a la topologia, o
todavia menos, a ¢, ya que ésta es una base numerable. Sin embargo,

es tarea facil, pues \ extiende a .

2. Dado = € “2, para cada n € w definimos z, = x [ n. Luego, tenemos

que Vn € w(z € (z,)).

Para probar que {x} es nulo, es suficiente con tomar e > 0 y verificar

que A({z}) < e Sean € w tal que 5 < e. Asf, {zx :n <k < w} es

una familia numerable donde para cada k, {z} C (x;). Por lo tanto,

A({r}) < Zzozn Xo((zk)) = 2% < €.
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3. Como “2 = (0), A(“2) = \((0)) = 1.
[

En general, si X es una o-algebra y v una medida en X al conjunto de
nulos se le denotara por N(X).

Como A es una medida en “2, consideramos su colecciéon de conjuntos

nulos, N(¥2) = {E C“2: \(E) = 0}.
Teorema 3.16. N(“2) es un o-ideal en “2.

Demostracién. Como A es una medida en “2, sabemos que A(()) = 0 y, por
la proposicién anterior, A\(“2) = 1.

Las medidas son mondtonas (pues es un caso particular de ser nume-
rablemente monétona), por lo que, si £ es nulo en “2 y F C FE, entonces
AF) =0.

Finalmente, tomemos {E; : i € w} C N(¥2), usando la monotonia nume-

rable, tenemos que A((J,., £i) <>, 0= 0. |

icw i

Ahora estamos listos para la construccién del algebra de medida, y como
es de esperarse nos basaremos en “2.

Recordemos que B(“2) es una subalgebra w;-completa de p(“2), tal como
se vio en la construccion del algebra de categoria. Por la proposicién y
el teorema anterior, tenemos que N(“2) N B(“2) es un o-ideal en B(“2), el
cual denotaremos por N*.

Por el teorema [1.35, al hacer
M = B(¥2)/N*

obtenemos un algebra booleana. Desde luego, ésta es el algebra de medida.
Al igual que hicimos con el dlgebra de categoria, establecemos la siguien-
te notacion: si E estd en B(“2), usaremos [E]y+ para expresar al conjunto

- (E).
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Las mismas consideraciones hechas para los elementos de C se pueden
recrear para M con la sustitucion de un algebra por la otra, es decir: Si

f €Y 2y B es un boreliano de “2 puede ocurrir que
fe€Be[Blx={CeB(*2): CAB € B(“2)NN(¥2)} € M,

en otras palabras, los elementos de M son clases de equivalencia de conjuntos

borelianos de funciones.
Lema 3.17. M tiene la ccc.

Demostracion. Procederemos por contradiccién: supongamos que M tiene
una anticadena de cardinalidad wy, llamémosla W y fijemos {a¢ : ¢ € wy},
una enumeracion libre de repeticiones de sus elementos. Asi, a¢ A a,; = [0]n+,
siempre que 77 < ( < wy. Si para cada ¢ < w; fijamos x¢ € a¢, obtenemos un
conjunto completo de representantes para .

Notemos que para todo ¢ < wy, A(z¢) > 0, pues de lo contrario z¢ € [0]x-,
y sin embargo, W C M. De este razonamiento concluimos que ¢ < w;
implica z, ¢ N*.

Si para cada natural i, definimos S; = {¢ € w; : AM(z¢) > 27"}, tenemos
que, |J,e,, Sn = wi. Luego, dado que w; es un cardinal regular, garantizamos
que hay ¢ € w tal que |S;| = w;. En particular, fijamos f : w — Sy, una
funcién inyectiva.

Notemos que, dados k < n < w, tenemos que f(n)y f(k) son diferentes

ordinales de wq, por lo que

[DIn+ = agy A army = [Tramlne A2 pmylne = [Ty N 2 pm)]n-

Ast, z ¢y N xpmy € N*. Luego, para cada n € w, si definimos

Yn = Tim) \ Upen Tr) = Tim) \ Upan (@) N2 p(my),
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resulta que, para todo par j,k € w, k < j implica que y, Ny; = 0. Probemos
ahora que \(y;) > 27

Como A es finitamente aditiva (pues por ser medida es numerablemente
aditiva) v @ ¢y = Y U (U< (T5m) N Ty)) tenemos que

M sr) = Ayw) + M @) N 2p0)))-
n<k

Como N* es un o-ideal, |J,, (7 fm) N Tfr)) tiene medida 0. Asi, A(yx) =
Mz ) > 275

Ahora definimos p = 2¢*!, obteniendo que

AU ye b <pb) =3, un) 220,27 =p- 27" =2.

Con este procedimiento obtenemos la contradiccion buscada, ya que A

esta acotada por 1. [ ]

Lema 3.18. Sea A un dlgebra booleana wy-completa. Si I es un o-ideal en

A, entonces el cociente A/I es wi-completo.

Demostracion. Primero fijemos § C A/I tal que |J| = w. Entonces hay
S € [A]“ de tal manera que {m;(z) : © € S} = J y hacemos z = \/ S el
supremo de S calculado en A. Por definicién, para toda x € S ocurre que
z > x, entonces, si definimos a = 7/(z), tenemos que a es cota superior para
d.

Afirmamos que a es la minima cota superior de J en A/I:

Supongamos que b € A/I satisface que m;(x) < b, siempre que = € J.
Fijemos un w € b, entonces tenemos que {z —w :x € S} C I.

Por dltimo, z —w = (\/S) —w = \/{z —w : x € S} € I, en conclusién,

a=m(z) <m(w)=b. |

Por consiguiente, tenemos el siguiente teorema, el cual se sigue de los dos

lemas anteriores y la proposicién [1.31].



3.2. ALGEBRA DE MEDIDA 63
Teorema 3.19. M es un dlgebra booleana completa.

Con todos los resultados que hemos recopilado en el tercer capitulo con-
tamos con herramientas suficientes para abordar el tema central de la tesis

en el ultimo capitulo de la misma.
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Capitulo 4

Extensiones genéricas

El método de forcing fue creado en 1963 por el matematico Paul Cohen
para probar la independencia de la Hipotesis del Continuo, de la cual ha-
blaremos mas tarde. En resumen, si suponemos que ZFC es consistente, con
este método es posible encontrar un modelo de ZFC donde la Hipdtesis del
Continuo es verdadera- y otro donde es falsa. Esto implica que ni la Hipote-
sis del Continuo ni su negacién se puede probar desde ZFC, suponiendo la

consistencia de ZFC.

Para el resto de la tesis supondremos que M es un modelo transitivo y
numerable de la teoria de conjuntos, al cual llamaremos modelo base. Esto es
“casi” posible, pues, de acuerdo con el Segundo Teorema de Incompletud de
Godel, no podemos producir dentro de ZFC un modelo de todos y cada uno de
los axiomas de ZFC. Por esto, nos vemos obligados a trabajar fuera de ZFC,
donde supondremos todos los axiomas de la teoria de conjuntos sumando
la suposicién que ZFC es consistente, e incluso asumiendo un poco mas:
que ZFC tiene un modelo transitivo y numerable. De nuevo, por causa del
teorema de Godel esta nueva teoria no puede probar su propia consistencia,

pero al igual que la de conjuntos, supondremos que si es consistente para que

65
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tenga sentido el resto de la tesis.

Sin embargo, no es necesario hacer tantas suposiciones. Tal como se mues-
tra en el Capitulo IV, seccién 7 de [6], dentro de ZFC es posible obtener un
modelo transitivo y numerable de una cantidad finita de axiomas de ZFC;
en vista de que las pruebas son sucesiones finitas de férmulas, no requerimos
mas que una cantidad finita de axiomas. Dicho esto, si M satisface todos los
axiomas requeridos, no nos sera perceptible si M no modela toda la teoria
de conjuntos.

Cabe mencionar que los argumentos y teoremas empleados en dicho libro
son avanzados y su correcta exposicion tomaria mucho espacio en esta tesis,
por tal motivo se decidié trabajar con la teoria en la que ZFC tiene un modelo
transitivo y numerable citada arriba.

Por tltimo, vamos a asumir que el lector tiene conocimientos de la logica
de predicados, en particular, de la formacion de férmulas de primer orden.
Una vez aclarado todo esto, podemos empezar el tltimo capitulo de esta
tesis.

Los resultados de la primera seccién del capitulo que no mostramos con

detalle se pueden consultar en [0].

4.1. El método de forcing

Si ¢ y 1 son dos férmulas y z,y variables, definimos la relativizacion de

una férmula a M de la siguiente manera:

1. (z = y)M se define como z = y;
2. (z € y)M se define como x € y;

3. (¢ Ap)M como ¢pM A M



4.1. EL METODO DE FORCING 67
4. (=)™ como —(¢)M;
5. (Jzg(x)) como Jx(x € M A ™).

Una formula ¢ es verdadera en M si ¢ es verdadera o equivalentemente

M E 6.

Definicion 4.1. A una formula ¢ la llamamos absoluta para M si la formula

oM < ¢ es verdadera.

Asi, podemos decir que un conjunto es absoluto en M si la formula que
lo describe es absoluta, de igual manera, una relacién o funcion es absoluta
si la formula que hace o no pertenecer un elemento a dicha relaciéon o funcion
es absoluta.

Una observacién importante es que para todos los modelos de ZFC, w es
un conjunto absoluto y ademas es un elemento de M, por lo que no aporta
nada hacer la diferencia cuando hablamos del conjunto relativizado.

Ahora recordemos un par de definiciones que se dieron en la seccion 1.1.
En un conjunto preordenado P dos elementos p, ¢ de dicho orden son com-
patibles, simbolizado por p | g, si existe r € P de manera que r < py r < g,
de lo contrario son incompatibles y esto se escribe como p L gq.

A partir de este momento utilizaremos frecuentemente nociones de for-
cing, por lo que se le recomienda al lector revisar este concepto en la primera

definicién de la tesis.

Definicién 4.2. Dada una nocion de forcing P y un subconjunto D de ésta,
diremos que D es un conjunto denso en P si para cualquier p € P existe un

q € D tal que p > q

A partir de ahora, si P es una nocién de forcing y p y ¢ son dos elementos

de P, diremos que p es una extension de g siempre que p < q.
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Definicién 4.3. Si P es una nocion de forcing, entonces G C P es un filtro

en P si:

s (G no es vacio;
» para todop € G yq €P, st p<gq, entonces q € G;

= para cualesquiera p,q € G, entonces hay r € G tal quer < p yr <q.

Si, ademas, P,G,€ M y para todo D € M, subconjunto denso de P, ocurre
que GN D # 0, entonces G es un filtro (M, P)-genérico.

Proposicién 4.4. SeanP € M y G CP. Que G sea un filtro (M, P)-genérico
es equivalente a que G no sea vacio y para cualesquiera elementos a,b € P

se cumplan los siguientes incisos:

1. sip,q € G, entonces hayr € P tal que r <p yr < gq;
2. sip€e G yp<yq, entonces q € G; y

3. dado cualquier D CP, si D € M y D es denso en P, entonces G N D

es no vacio.

Demostracion. Como se puede observar, la definicién de filtro genérico impli-
ca inmediatamente los incisos 2 y 3, y para ver el primer inciso basta observar
que si alguien es elemento de (G, también es elemento de IP. Asi, sélo hay que
ver la implicacion reciproca.

Supongamos que G' C P es un conjunto no vacio que satisface los incisos
de la proposicion,. Asi tenemos los dos primeros puntos de la definiciéon de
filtro satisfechos por G. Por esta razén sélo nos queda verificar que si p, q € G,
hay re Gtalquer <pyr <gq.

Empecemos por fijar a p y ¢ en G. Entonces definimos

D={reP:rLlpvVvrlqVv(r<pArr<g}
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Como D es un conjunto absoluto para M, pues p,q € P € M y M es
transitivo, por el tercer inciso de la proposicién: si D es un conjunto denso en
P, existe un r € G N D. Observe que si r L p, se contradice el primer inciso
de esta proposicion; de igual manera si r L ¢g. Asi, debe ocurrir que r < py
r < ¢, tal como deseamos.

Con esto, es suficiente probar que D es denso para acabar la prueba. Sea
s € P. Si ocurriera que para cualquier » < s, r es incompatible con p o ¢,
de inmediato tenemos que r € D. En caso contrario, si toda extensiéon de s
es compatible con p y ¢, en particular s lo es, de esto deducimos que hay
t € P tal que t < s,p. Como t es una extension de s, t es compatible con g,
por lo que existe r € P tal que r < t,q; en consecuencia, r € D. Con esto

concluimos que D es denso. [ |

Con el fin de evitar repetir en cada definicion, lema o proposicién que
P es una nocién de forcing, convendremos que P siempre es una nocion de

forcing arbitraria.

Lema 4.5. Si P € M, entonces para cualquier p € P ha de existir un filtro
(M, P)-genérico G tal que p € G.

Demostracion. Comencemos por juntar a todos los subconjuntos densos de
P que pertenecen a M, sea {D,, : n € w} una lista libre de repeticiones de

aquellos conjuntos. Definimos la sucesién {g, : n € w} de la siguiente manera:
= Primero, qg = p.
» Dado ¢, g,+1 serd un elemento de D, tal que g¢,+1 < qp.

Gracias a la densidad de cada D, tenemos que nuestra sucesién decreciente
estd bien definida. Ahora definimos G = {¢ € P: In € w (¢, < ¢)} y veremos

que en efecto G es un filtro (M, P)-genérico.
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Desde luego, G es no vacio. Si ¢ € Gy ¢ < r, inmediatamente tenemos
que r € G. Si q,r € G entonces hay n,m € w tal que ¢, < qy ¢, <r, en
particular gmazmmn} < @7 Y Gmaz{mn} € G. De este parrafo tenemos que G
es un filtro.

Sea D un subconjunto denso de P. Entonces hay n € w de modo que
D,, = D y se tiene por definiciéon de G' que ¢,+1 € D, N G. Por lo tanto, G
es un filtro (M, P)-genérico. |

He aqui una importante razén para pedir que nuestro modelo de ZFC sea
numerable: es importante notar que en la ultima prueba se usé fuertemente
la numerabilidad de M, pues de otro modo no es posible asegurar que w

indice a todos los densos en P.

Proposicién 4.6. Si P € M y E es un subconjunto de P tal que E € M,
entonces para todo filtro (M, P)-genérico G, GNE # 0 o bien hay q € G tal

que para todor € E, r L q.

Demostracién. Dado E C P definimos BV = {p e P:3g € E (p < q)} ¥
E+t={peP:Vqge FE (p L q)} Afirmamos que si hacemos D = E¥ U E+,
obtenemos un conjunto denso en P.

Sea p € P\ D. En particular p ¢ E+. Entonces hay un r € E tal que
p | r, luego, existe ¢ € P tal que ¢ < ry q < p, asi ¢ € E* y es una extension
de p. Por lo tanto, D es denso. Més aun, como F € M, D € M.

Luego, al ser G un filtro (M, P)-genérico, hay ¢ € G N D y ahora ocurre
una de dos, ¢ € EY 0 ¢ € E*+. De ocurrir lo primero hay p € F tal que ¢ < p;
como g € Gy G es filtro, p € G N E. Si ocurre que ¢ € E+, entonces para

todo r € E se tiene que r L p. [ |

Lema 4.7. Sean P € M, G y H un par de filtros (M, P)-genéricos. SiG C H,

entonces H = G.
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Demostracion. Tenemos que probar que H C (. Procedamos por contra-
diccién: supongamos que hay p € H tal que p ¢ G. Entonces ocurre que
G N {p} = 0. Por la proposicién [1.6| hay un ¢ € G tal que ¢ L p. Sin em-
bargo, como G C H, resulta ser que H tiene dos elementos incompatibles, a

saber ¢ y p, lo cual no es posible debido a que H es filtro. [ |

Una extensién genérica de un modelo transitivo y numerable de ZFC no
es mas que un supraconjunto del modelo base, que también es un modelo
transitivo y numerable de ZFC. Como el nombre lo delata, una extension
genérica de M esta dada a partir de un filtro (M, P)-genérico (para alguna
P € M), sin embargo para conseguir un conjunto que cumpla todo lo que
pedimos, serd necesario “codificar” la informacion del modelo base y del filtro

a tratar. Para este fin usaremos las siguientes definiciones.

Definicién 4.8. Dada una nocion de forcing P, diremos que un conjunto &
es un P-nombre si es una relacion binaria cuyo dominio es una coleccion de

P-nombres y su codominio es un subconjunto de IP.

En otras palabras, un conjunto & es llamado P-nombre si
Y(9,p) €  (y es un P — nombre y p € P).

Es natural pensar que la definicién es incoherente, pues se usa el mismo
objeto que se define, sin embargo, gracias a una generalizaciéon del teorema

de recursién (6, Teorema 5.6, p. 103]) se valida nuestra definicién.

Ejemplo 4.9. e Por vacuidad, ) es un P-nombre.

e Sip €P yhacemos & = {(0,p)}, & es un P-nombre.

A la coleccién de P-nombres en M la denotaremos por MY. Notemos

que las nociones usadas para definir P-nombres son absolutas, asi la formula
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queda inerte al relativizarla. Sin embargo, no todos los P-nombres estan en
MPF, pues M es numerable y podemos definir toda una clase propia de P-

nombres.

Definicién 4.10. Si G es un filtro en P, para cada P-nombre &, definimos

la valuacion de © en G, denotada por Tg, como

{9e : 3p € G((9,p) € ©)}-

Para todo filtro G, 0¢ = {y¢ : 3p € G((y,p) € 0)} = 0.
Pero las valuaciones dependen del filtro G. Pensemos en el ejemplo [4.9]

si p ¢ G, la valuacién de & es el vacio y por el contrario, si p € G, &g =
{0,p)}c = {0c} = {0}

Definicién 4.11. Si x es un conjunto, el P-nombre candnico de x es

& ={(y,1p) 1y € 2},
donde naturalmente 1p es el elemento mdzimo de P.

Como es de esperarse, todos los P-nombres candnicos, o simplemente nom-

bres canoénicos, son P-nombres. Mas aun, si G es un filtro, entonces i = .

Definicién 4.12. Si G es un filtro (M, P)-genérico, definimos M[G] = {i¢ :
@ € MP}. A este nuevo conjunto le llamaremos la extension genérica de M

respecto a G.

Resulta que, al ser M un modelo de ZFC, M[G] también lo es, y a pesar de
no ser un hecho trivial, hacer la prueba de esto nos desviaria del tema central.
Ademds, la transitividad de M se hereda a M[G] y M[G] es numerable.

Una forma de interpretar a M[G] es la siguiente: = pertenece a M[G] siy
sélo si x es definible en M [G] a partir de G y una cantidad finita de elementos

de M y por tanto, le corresponde un nombre.
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Gracias a la definicién de los nombres candnicos y a que todo filtro G
tiene al maximo de P, tenemos que M C M[G]. Méas atun, M[G] es la minima

extension que contiene a M.

Lema 4.13. S5i N es un modelo transitivo de ZFC, G € N y M C N,
entonces M[G] C N.

Demostracion. Sea v € M|G]. Por definicién hay # € MF tal que x = ig.
Entonces © € N, y como G € N, tenemos que Z¢ es un conjunto absoluto en

N. Por lo tanto, z € N. [ |
Ya podemos sumergirnos al método de forcing.

Definicién 4.14. Sean P € M y ¢(vy,...,v,) una férmula con todas sus
variables libres exhibidas. Ademds sean %1, ..., &, € M* y p un elemento de la
nocion de forcing en cuestion. Diremos que p fuerza a la formula ¢(vy, ..., v,),
en simbolos p I+ ¢(&1, ..., &,), si para todo filtro (M,IP)-genérico G tal que
p € G, se tiene que M[G] = ¢((%1)c, -y (Tn)c)-

Proposicién 4.15. Sean P € M y ¢(z1, ..., x,) una formula con todas sus
variables exhibidas. Si %1, ..., 4, € M¥ y p,q € P, se tiene la siquiente impli-

cacion
Si[(qg < p) A plk @d(iy, ..., 2,)], entonces q I ¢(iq, ..., Tp).

Demostracion. Sea GG un filtro genérico que tiene a ¢. segun la definicién
anterior, hay que ver que M[G] = ¢((¢1)g, ..., (Zn)c). Como ¢ < p, se tiene
que p € G. De la hipétesis obtenemos que p IF ¢(&1, ..., 1,) y asi, M[G] E
o((21) gy - (Tn)a)- [ |

En general, un filtro genérico sobre la nocién de forcing P no esta obli-

gado a pertenecer al modelo base M, de hecho, nos interesan tinicamente las
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nociones de forcing cuyos filtros genéricos no se encuentran en M, por lo cual
no tiene sentido pensar en una relativizacion de IF a M, pues en principio
estd definido ese simbolo con parametros fuera del modelo.

Con esto en mente, se puede definir el simbolo I*, el cual podréa ser
relativizado a M y tal como lo muestra [0, Teorema 3.6, p. 200]. Dicha re-
lativizacién sera légicamente equivalente a la nocién de forzar dada arriba.
Gracias a esto, nos es posible hablar de manera formal de forzar dentro del
modelo base M.

Ademas de la importante equivalencia légica entre I+ y IF*, el Teorema

3.6 citado en el parrafo anterior también establece el siguiente resultado.

Teorema 4.16. Para cualquier filtro (M, P)-genérico G y para cualesquiera

Ty, .., Tn € MY, M[G] & ¢(216, ..., Tne) siy sélo sidp € G(p Ik ¢(24, ..., 7).
También se deriva el siguiente lema:

Lema 4.17. Sip € Py p Ik 3u(z € X A@(x, 01, ..., 4n)), para alguna férmula

¢, entonces Ir < pAi € dom(X)(r Ik ¢(&, &1, ..., Zn)).

Demostracion. Fijemos a un filtro genérico G que tenga a p. De la definicién
de I se sigue que hay z € X¢ de modo que M[G] = ¢(&, x1, ..., ¥,)), pero x €
X siy s6lo si para algin & € dom(X ) se tiene que = Z¢. Por la proposicién
[£.16] hay un ¢ € G de manera que g I+ ¢(&, @1, ..., ). Finalmente, como p y
q estan en G, hay r € G tal que r < ¢,p. Por la proposicién [4.15] tenemos
que 7 Ik ¢(z, 24, ..., Tp). [ |

Como mencionamos al principio del capitulo, el método de forcing fue
disenado para probar la independencia de la Hipdtesis del Continuo. Esta
afirma que en los niimeros reales no podemos encontrar conjuntos no nume-

rables que no sean equipotentes con R. La hipdtesis fue planteada en 1878 por
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Georg Cantor, el cual pensaba que era verdadera, sin embargo jamés pudo
dar prueba. Tiempo después, en 1940 Godel prueba su consistencia basdndo-
se en la clase de conjuntos constructibles y finalmente en 1963 se probd su
independencia gracias a Cohen. [0]

Sin embargo, mientras se obtenian estas pruebas, hubo varios intentos de
demostrar la Hipotesis del Continuo pero también de refutarla. Esa tltima
labor parecia un poco maés sencilla que buscar una prueba, pues basta con
proponer un subconjunto de los reales cuya cardinalidad se encuentre entre
la de w y R. Un intento de encontrar dicho conjunto no se buscé en R, sino

en ¥

w.

Sea D C“ w. Decimos que D es una familia dominante si para todo f €“ w
existe g € D tal que {n € w: g(n) < f(n)} es finito; esto se abrevia como
f <* g. Notemos que las familias dominantes existen, pues “w es una. Asi,
la cardinalidad de una familia dominante es a lo mas ¢, pero podemos decir

més. Si D € [“w]=¥, no puede ser una familia dominante, pues si {f; : i € w}

es una enumeracion de D, definiendo a f : w — w de la siguiente manera
f(n) =maz{f;(n):i<n}+1

nos convencemos que D no es dominante. Por esto, las familias numerables

no pueden ser dominantes. Si definimos
0 = min{| D |: D es una familia dominante},

tenemos que w < 0 < c¢. Ahora, una manera de refutar la Hipotesis del
Continuo, seria encontrar una familia dominante con caridnalidad menor que
¢. Sin embargo, dado que la Hipotesis del Continuo es independiente, es claro
ahora que esto no es posible en ZFC.

Como este intento de demostrar que la hipétesis del continuo fue initil,

hubo varios intentos de demostrar que la Hipotesis del Continuo era falsa
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con la misma esencia, encontrar una propiedad y una familia en “w que
cumpla dicha propiedad, luego ver que esas familias no pueden ser numerables
y buscar el cardinal minimo de una familia de éstas. A los cardinales con
esas propiedades se les conoce como caracteristicas del continuo, y se puede
encontrar mas sobre este tema en [1].

Si bien es cierto que el forcing fue creado para demostrar la independen-
cia de enunciados con respecto a ZFC, en los ultimos anos el enfoque de
esta herramienta ha cambiado. A parte de buscar una extension genérica que
cumpla alguna propiedad, actualmente también se estudian las propiedades
de las extensiones genéricas mismas. Veremos algunos resultados que se ob-
tienen en las extensiones genéricas producidas por el algebra de medida y

categoria.

4.2. Consecuencias en las extensiones genéri-

cas

Anteriormente invertimos muchas paginas en la construccion de C y M,
y desde luego lo hicimos con el fin de utilizarlas en este capitulo. Deseamos
generar extensiones genéricas de M a partir de estas dos dlgebras; aunque
formalmente la accion de forzar fue definida en una nociéon de forcing, cuando
decimos que forzamos con un algebra de Boole A, estamos forzando con la
nocién de forcing A*.

Al igual que con los P-nombres, la cardinalidad de M impide que todos
los nimeros reales estén en el modelo, por lo que R no es una definiciéon
absoluta, sin embargo, tal cual se construyen los reales en ZFC, se pueden
construir en M, més aun, la versién en el modelo, R, coincide con R N M.

En ZFC podemos probar que “w y R son equipotentes, entonces inter-
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pretamos a cada nimero real como una funcién. Rescatando la idea de las
familias dominantes de “w, dado un conjunto D C* w, podemos preguntar-
nos si hay algiin real dominante para dicho conjunto, es decir, si existe una
funcion g €¥ w tal que para toda f € D, ocurre que, salvo un nimero finito
de naturales, f < g . Al no tener M a todos los numeros reales, tiene sentido
preguntarnos si una nocion de forcing P € M anade reales dominantes, esto
es, si para cada filtro (M, P)-genérico G, existe una funcién g € M[G] N “w

tal que g es dominante en M N “w.
Teorema 4.18. FEl dlgebra de categoria no anade reales dominantes.

Para poder probar el teorema no trabajaremos directamente con las ex-
tensiones de C, pero si en algo equivalente. Para explicar esto echaremos
mano de las siguientes definiciones y un teorema que no sélo nos ayudard

para este resultado.

Definicién 4.19. Dados dos preordenes P y QQ y una funcion e : P — @,
diremos que la funcion e es un encaje si para todo par de elementos x,y € P

se cumple que
1. la condicion x <y implica que e(x) < e(y) y
2. six Ly, entonces e(z) L e(y).

Ademds, e es un encaje completo si para toda anticadena mazimal A en
P, se tiene que e[A] es anticadena mazximal en Q). Por 4ltimo, e es un encaje

denso si la imagen de e es un conjunto denso en Q).

Observemos que podemos pensar a (<92, D) como nocién de forcing cuyo
elemento méaximo es la funcién vacia. Asi, la funcion e definida en la pro-

posicion [2.14] es un encaje denso. La demostracién de que e es un encaje es
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un corolario inmediato del primer inciso de la proposicién, mientras que la

densidad se sigue del segundo.

Proposicién 4.20. Sean P y ) dos preordenes y ademds e : P — @ un
encaje. Bl encaje e es completo si y solo si para todo q € ), existe p € P tal

que si T < p, entonces e(r) | q.

Demostracion. Para la implicacién directa procederemos por contrapuesta.
Asi, supongamos que existe un ¢ € @), tal que para todo p € P hay algun
r < p de suerte que e(r) L q. Por esto, D = {r € P : e(r) L g}, es un
conjunto denso en P. Ahora, sea A una anticadena maximal en D. Probemos
que A es una anticadena maximal en P. Sip € P, hayund € D tal que d < p,
por la densidad de D. Por la proposicién , hay a € A tal que d | a. Sea t
testigo de dicha compatibilidad, como d < p, tenemos que t < p, a. Asi, hemos
probado que todo elemento de P es compatible con algin elemento de A, lo
que implica que A es maximal en P. Luego, como e preserva incompatibilidad,
e[A] es una anticadena en (). Notemos que ¢ ¢ e[A], pues de lo contrario,
q € e[D] y por tanto ¢ L ¢q. Ademas, para todo r € A, e(r) L g, por lo que
e[A] U {q} es una anticadena que contiene propiamente a e[A]. Asi, e no es
un encaje completo.

Resta probar la implicacién reciproca, y para esto procederemos por con-
tradicciéon. Sea A C P una anticadena maximal cuya imagen bajo e no es
una anticadena maximal en Q). Asi, hay un ¢ € @\ e¢[A] tal que e[A] U {q} es
una anticadena. Por hipdtesis, para este ¢ hay un p € P tal que si r < p, en-
tonces e(r) | ¢. Como A es una anticadena maximal en P, por la proposicién
existe un a € A tal que p | a. Sea r < p,a, entonces e(r) | ¢ y ademés,
e(r) < e(a), pues e preserva el orden. Sea s < e(r), ¢, por lo anterior tenemos

que s < e(a), g, lo que contradice que e[A] U {q} sea una anticadena. |
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Gracias a esta proposicién nos serd facil demostrar el siguiente lema.

Lema 4.21. Sean P,Q € M dos nociones de forcing y e : P — Q. Son

equivalentes:
1. e es un encaje completo.

2. Para todo filtro (M,Q)-genérico H, se tiene que e '[H] es un filtro
(M, P)-genérico y M[e ' [H]] C M[H].

Demostracion. Probemos que (1) implica (2). Sea H un filtro (M, Q)-genéri-
co, definimos G = e![H], por la proposicién basta ver que G satisface
los 3 incisos de la misma.

Sean p, q € G, entonces e(p), e(q) € H. Como H es un filtro, tenemos que
e(p) | e(q) y, como e es un encaje, preserva incompatibilidad, o equivalente-
mente, e(p) | e(¢q) implica p | ¢. De lo dltimo tenemos que hay r € P tal que
r <pyr <q.Por lo tanto, se satisface el primer inciso.

Sea p € Gy q € P tal que p < g. Como e preserva el orden, e(p) < e(q) y
e(p) € H, al ser H un filtro, tenemos que e(q) € H. Asi, ¢ € G y G satisface
el segundo inciso.

Sea D € M un subconjunto denso en P, en busca de una contradiccién
supongamos que DNG = (). Notemos que e[D]NH = (), pues si q € e[D]NH,
hay p € D tal que ¢ = e(p), y entonces p € GND. Asi, HNe[D] =0y H
es un filtro, por la proposicién [4.6, tenemos que existe ¢ € H tal que para
todo r € e[D] ocurre que r L ¢, entonces para todo ' € D, e(r’) L ¢. Luego,
como estamos suponiendo que e es completo, usando la proposicién anterior
para ¢, hay un p € P tal que para cada s < p, pasa que e(s) | ¢. Como D
es denso en P, hay s < p tal que s € D, pero eso implica que e(s) L ¢, por
cémo se eligi6 a ¢, contradiciendo que e(s) | g. Por este absurdo concluimos

que no es posible que D NG = ().



80 CAPITULO 4. EXTENSIONES GENERICAS

Ahora comprobemos la implicacion reciproca, de nuevo, buscando un ab-
surdo. En virtud de la proposicion [4.20] vamos a suponer que existe un g € Q
tal que toda p € P si r < p, entonces e(r) L g. Por el lema sabemos
de la existencia de un filtro (M, Q)-genérico H que contiene a ¢. Definimos
D={peP:e(p) Lq}

Afirmamos que D es denso en P, debido a nuestra suposiciéon. Ademas,
como P e, q € M, concluimos que D € M. A pesar de todo esto, tenemos
que D Ne Y[H] =0, pues si p € D, entonces e(p) L g, al ser ¢ elemento de
H,y ser H un filtro, colegimos que e(p) ¢ H, o en otras palabras p ¢ e ![H].
Por este argumento, H no es (M, P)-genérico, lo cual es el absurdo buscado.

Verifiquemos ahora la contencion entre extensiones genéricas. Como e €
M C M[H] y H € M[H], tenemos que e~'[H] € M[H]. Por el lema [4.13]
tenemos que Me '[H]] C M[H].

|

Teorema 4.22. Todo encaje denso es un encaje completo.

Demostracion. Sean e : P — () un encaje denso y ¢ € (). Por la densidad
de ¢[P], sabemos que hay un p € P tal que e(p) < ¢. Sir < p, e(r) < e(p),
y a su vez, e(r) < q. Asi, e(r) | ¢, campliendo asi la equivalencia dada en la

proposicion 4.20L Por lo tanto, e es un encaje completo. [ |

Si Py @ son dos predrdenes y e : P — () es una funcion, para cada
X C P definimos
é(X)={qe:3pe Xelp) <q}
Teorema 4.23. Sea e : P — Q un encaje denso entre dos mociones de
forcing. Supongamos que e,P,Q € M.

1. Si G es un filtro (M,P)-genérico, entonces é(G) es un filtro (M,Q)-
genérico y G = e 'e(G)]. En este caso, M[G] = M[e(G)].
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2. Si H C Q es un filtro (M,Q)-genérico, entonces e *[H] es un filtro
(M, P)-genérico y H = é(e"'[H]). En este caso M[H] = M[e '[H]].

Demostracion. Para probar el inciso (1), comencemos por ver que é(G) es
un filtro. Sean ¢y, ¢2 € é(G), entonces hay py,ps € G tales que e(p1) < q1 y
e(pa2) < go. Como G es un filtro, hay r € G tal que extiende a p; y ps, y como
e preserva el orden, se tiene que e(r) < g1, q2. Asi, e(r) € é(G).

Si ahora q; € €(G) y q1 < go, por definicién hay p; € G tal que e(p;) < ¢;.
Por ende, e(p1) < g2 ¥ ¢2 € €(G).

Por dltimo, supongamos que D € M es un conjunto denso en Q. Ahora
definimos £ = {p € P : 3¢ € D(e(p) < q)} que resulta ser un conjunto
denso en P. Procedamos a la prueba de esta afirmacion: sea p € P, al ser
D denso en Q, hay ¢ € D tal que ¢ < e(p), luego, al ser e[P] también un
conjunto denso, hay un r € P con la caracteristica de que e(r) < ¢. De esta
manera, e(r) < e(p), en particular e(r) | e(p), de donde obtenemos que p | r
y fijamos a s como un testigo de dicha compatibilidad. Como e preserva el
orden, tenemos que e(s) < e(r) < g € D. Por tanto, s € F'y dado que s < p,
concluimos que E es denso.

Como D,e,P e M, E € M, luego, hay p € EN G, para el cual existe un
g € D tal que e(p) < ¢, pero éstas son las condiciones para que g € é(G).
Por lo tanto, gracias a la proposicién , tenemos que é(G) es un filtro
(M, P)-genérico.

Ahora verifiquemos que G = e ![¢é(G)]. Por el lema como e es un
encaje completo por ser denso, tenemos que e ![é(G)] es un filtro (M, P)-
genérico. Ademds, se sabe que e[G] C é(G), entonces G C e '[¢(G)]. En
resumen, G C e '[é(G)] y e [é(G@)] es un filtro (M, P)-genérico. Gracias al
lema [4.7], obtenemos la igualdad buscada.

Para finalizar el primer inciso, veamos que las extensiones genéricas ob-
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tenidas por los filtros G y é(G) son la misma. Primero invocamos nueva-
mente el lema [1.21] para obtener que M[G] C MI[é(G)]. Después, como
e,P,Q € M C MI[G], podemos definir a é(G) en M[G]. Por el lema [4.13
tenemos que M[eé(G)] = M|G].

Ahora demos la prueba del segundo inciso de este teorema. Nuevamente,
usando el lema tenemos que e '[H| es un filtro (M, P)-genérico.

Por el primer inciso de este teorema, tenemos que é(e~'[H]) es un filtro
(M, Q)-genérico. Afirmamos que é(e [H|) C H: sea q € é(e '[H]), por
definicién, hay un p € e™'[H] tal que e(p) < q, pero e(p) € H por la eleccién
de p, luego, como H es un filtro ocurre que ¢ € H. Usando nuevamente el
lema [4.7 tenemos que é(e~'[H]) = H.

Lo ultimo que nos queda por mostrar es que las extensiones generadas por
H y e '[H] son iguales, y esto lo haremos con la misma técnica que usamos
para el primer inciso. Por el lema [4.21] llegamos a que M[e™![H]] C M[H].
Para ver que H es definible en M[e™![H]], observemos que é(e '[H]) lo es y
luego, por el parrafo anterior, tendremos a H en Me '[H]]. Como e }[H] €
Mle '[H]], e,P,Q € M yM C M[e '[H]], H € M|[e '[H]]. Finalmente, por
el lema[4.13] tenemos que M[e '[H]| = M|[H]. |

La idea con la que nos quedamos a partir de este resultado es que si
una nocién de forcing se encaja de manera densa en otra, para cada exten-
sién genérica en la primera existe una extension equivalente en la segunda y
viceversa.

Ahora si estamos en condiciones éptimas para dar la prueba del teorema

4.18| que afirma que el algebra de categoria no anade reales dominantes.

Demostracion. Gracias al teorema[4.23] toda extensién genérica de C se pue-
de obtener como una generada por <“2; por esto 1ltimo, es suficiente ver que

<w2 1o anade reales dominantes.
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Asi, sea f un <“2-nombre y p €<¥ 2 de tal suerte que p I f W W,
esto es, que p fuerza a f a ser una funcién de w en w.

Denotemos, para cada 7 €<% 2, por r+ a la coleccién {t €<“ 2:¢t Dr}, vy
sea {p; : i € w} una enumeracién sin repeticiones de p*. Asi, para cadan € w,
empleando la proposicion , como p, 2 p, se tiene que p, |- f W — Wy
en particular, p, IF 3z(x € wA f(72) = x). Luego, por el lema m, para cada
n € w, hay ¢, €<“ 2y k, € w de modo que ¢, 2 p, y ¢, IF f(ﬁ) = k.

Ahora trabajemos en M. Definimos ¢ : w — w con la regla que envia
acadan € wak,+ 1. En virtud del Teorema [£.16], basta con ver que
plkg £ f.

Buscando una contradiccion, supondremos que p Iff g £* f . Eso quiere
decir que hay una extensién de p, digamos p; tal que p; IF g <* f , equivalen-
temente, p; IF 3z[z € wAVy € w\ z(§(y) < f(y))]. Una vez més, por el lema
, hay | € wy t €< 2 tales que t D p; y tI-¥n > 1g(n) < f(n).

Notemos ahora que ¢+ es un subconjunto infinito de p*, por lo que hay un
m € w\ [ de manera que p,, 2 t. De aqui, por la eleccién de q,, y k,, tenemos
que ¢m 2ty gm - f(m) = k,. Como hicimos g(m) = k,, + 1, tenemos que
Gm IF f(m) < g(m). Por otro lado, a partir de que ¢,, 2 t y m > [, inferimos

que qm IF (1) < (1), obteniendo asf una contradiccién. [ |
Regresemos brevemente a hablar de 6rdenes y predrdenes.

Definicién 4.24. Si (X, <) es un preorden, decimos que X es no atémico
st para todo x € X, hay a,b € X tales que a < x, b x ya L b,

Ademds, haremos 2+ = {y € X 1y < x}.

Lema 4.25. Sea P un conjunto preordenado no atomico. Si p,q € P son

compatibles, entonces existe A C P tal que:

1. A es una anticadena infinita;
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2. para todo r € P, si v < p, entonces hay a € A tal que a | r;
3. existe ag € A el cual es menor que q; y

4. ACph.

Demostracion. Seat € P testigo de la compatibilidad entre p y ¢q. Afirmamos

que existen {r; € P:i <w}y {s; € P:i <w} que satisfacen lo siguiente.

(a) {r;: i < w} es una sucesion decreciente en P.
(b) Para cada i < w, ocurre que s;11 < 7.

(c) Para cada i < w, tenemos que r; L s;.

Naturalmente vamos a construirlas por recursion: como P es no atémico,
hay ro y so tales que t > 19,80 ¥y 79 L So. Ahora supongamos que para
algin n < w ya tenemos a s, y 7, cumpliendo los incisos. De nuevo, como
P es no atémico, existen r,11 y s,41 con la virtud de que r,, > 7,41, Sni1 ¥
Tnt1 L Spt1.

Comprobemos que estas sucesiones son las buscadas. Por construccion
{r; i € w} satisface (a). Sea i < w, tanto 7,41 como s;41 son extensiones
de r;, en particular s;;1 < 7;, como solicita (b). Por dltimo (c) se cumple
trivialmente por la construccién.

Hagamos B = {s; € P : i € w}, afirmamos que B es una anticadena
infinita: sea n < m y mostremos que s, L s,,. En busca de un absurdo,
supongamos que S, | S, luego, hay un s testigo de dicha compatibilidad.
Por construccién, s, < rp,_1 < r,. Asi, s < s,,r,, pero eso contradice que
rn L 8,. Ademds, como para cada n,m < w, si son diferentes, tenemos que

Sn L 8y, concluimos que en particular s, # s,,. Por lo tanto, B es infinito.
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También tenemos que B C t+ C p*. Gracias a la proposicion [1.28, B se
extiende a una anticadena maximal en p*, llamémosla A y corroboremos que
es la deseada.

Ya tenemos los incisos (1) y (4) de este lema, veamos el inciso (2). Sea
r € P que extiende a p, como A es una anticadena maximal en p* y r € pt,
por la proposicion hemos acabado. Para el inciso (3), basta notar que

sg € B C Ay por, cédmo se construyd, es menor que q. [ |

Para las siguientes dos pruebas vamos a considerar a P como una nocién
de forcing numerable y tomaremos a {p, : n < w} una enumeracién sin

repeticiones de P y pg el maximo de P.

Lema 4.26. Eziste una sucesion {A, : n € w} de anticadenas en P tal que

para cadan € w:

1. A, es una anticadena maximal infinita en P;
2. existe un a € A, tal que a < p,;
3. para todo x € A, |[{y € A1y <z} |=w;y

4. para cada y € A,yq, existe x € A, tal que y < x.

Demostracion. Consideremos a pg, aplicando el lema tomando a p =
po = ¢, hay una anticadena Ay que es maximal en pé = P, como pg es el
maximo de PP se cumple (2).

Supongamos que para algin n € w ya existe {A; : i < n} sucesién que
satisface (1), (2), (3), y (4). Como A, es una anticadena maximal, por la
proposicion para p,y1, hay un a, € A, tal que a, | p,s1; aplicando el
lema con p = a, ¥y ¢ = pn+1, hay una anticadena A,(a,) que satisface
los incisos del lema [4.25]
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También para cada = € A, \ {a,}, podemos aplicar el lema conside-
rando p = x = ¢ y obtener una anticadena A, (x) que cumple las condiciones
del mismo lema. Definimos 4,1 = (J{An(x) : € A,} y probaremos que
satisface los incisos de esta proposicion.

(1): Ya tenemos que A,;; es infinita, veamos que es anticadena. Sean
y,z € A,y tales que z | y, por pertenecer a A, 1 hay x,2' € A, las cuales
cumplen que y € A,(x) y z € A,(z'). Como z | y, hay w € A, tal que
w < y,z. Por la construccién de A, (z) y A,(z') respectivamente, sabemos
quey <zyz <z porendew <z loque quiere decir que = | 2. Al ser
A, una anticadena, ocurre que z = x’. Luego, y,z € A, (x) = A,(z’), como
A, (x) es anticadena, entonces z = y, probando asi que A, también lo es.

Para mostrar que A, 1 es anticadena maximal en P nos apoyaremos en
la proposicién Sea r € P, como A, es anticadena maximal en P, hay
x € Apy tal que 7 | x, sea 1’ testigo de dicha compatibilidad. Como A, (z)
satisface la segunda condicion del lemahaciendo p=uxz,haya € A,(x) C
A, tal que a | 7. Tomemos o’ < a, 7’y recordemos que ' < r, por lo tanto,
alr.

(2): Al A, (a,) satisfacer el tercer inciso del lema [4.25 hay a € A,(a,) C
At tal que a < g = ppya.

(3): Sea x € A,, de nuevo, gracias a que A, (z) fue obtenido segin el
lema [£.25] se tiene en particular que satisface el primer inciso, en esencia
| A (z) |= w. De aqui | {y € Ap1 :y < x} |> w. Ahora, como A, ;1 C P,
| An1 ‘: w.

(4): Por definicién, si y € A,41, hay x € A, tal que y € A,(z) vy, por

c6mo se construyd A, (z), y < z. |

Vamos a considerar {A,, : n € w} la sucesién de anticadenas obtenidas en

el lema anterior para P. Para el siguiente resultado hagamos Q = (*“w, D)
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y Q= (""w,2).
Lema 4.27. Euxiste {e; : i € w} tal que para todo i < w:
1. ¢;: Q; — A;, donde e; es una funcion biyectiva,
2. sip€Quur yr €Q; coni <nyp<r, entonces e,11(p) < e;(r); y

3. sip € Quir yr € Q; coni < n, son tales que p L r, entonces e,11(p) L
ei(r).
Demostracion. Usemos un argumento recursivo para esto: Qg = {0} x w, por
lo tanto | Qg |=| Ao |= w.

Supongamos que hay una n € w de modo que {e¢; : i < n} es una sucesién
que cumple (1), (2) y (3). Para cada p € Q,, definimos Q,(p) = {q € Qu41 :
q < p}.

Hagamos las siguientes observaciones:

(i) Para toda p € Q,, | Q.(p) |= w.

S6lo notemos que Q,(p) = {pU{(n+1,i)}:i < w}.

(ii) Sip,q € Q,y p # ¢, entonces Q,(p) N Qy,(q) = 0.

Sir e Qup) NQu(q), r < p,qy r es funcién, por lo que p | g. Como

ademads tienen el mismo dominio, ocurre que p = q.

(iii) Para cada = € A, definimos A, (x) = {r € A,41 : v < x} (resulta ser
igual al conjunto con mismo nombre usado en la prueba del lema [4.26|).

Por el inciso tercero del mismo lema, resulta que | A,(z) |= w, y por el
cuarto, A,+1 = J{An(z) 1z € A, }.
(iv) Se tiene que A, (z) N A,(y) = (), siempre que x # y.

Siz e A (x)NAy(y), se tiene que = | y vy =,y € A, y, como A, es

anticadena, r = y.
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Ahora, para cada p € Q,, fijemos e? : Q,(p) — A,(e,(p)) una biyeccién.
Notemos que gracias a (iii) y a que e,, es una biyeccién ocurre que {4, (e,(p)) :
p € Q,} es una particién de A,;;. Ademas, trivialmente tenemos que si
p € Q,(r), entonces e (p) € A, (e,(r)).

Definimos a e,1 = |J{e£ : p € Q,}. Verifiquemos que cumple con lo

prometido:

(1) Notemos que e, 41 es una funcién, pues por (ii) dom(e,11) = J{Qn(p) :
p € Q,} es una unién ajena por pares. Ademés, su dominio es Q,, 11, en efec-
to, cada Q,(p) C Q11 con p € Q,, por tanto la unién de todos ellos también
estd contenida en Q,,,1; para la contencion reciproca, si p € Q,1, entonces

p | n+1esuna funcién en Q,, y por eso p € Q,(p [ n+ 1) C dom(e,1).

Veamos que es inyectiva: sean py, p, € Q41 distintos, a partir de aqui hay
dos posibles casos, el mas sencillo es cuando difieren en la 1ltima entrada,
aqui notamos que hay un g € Q, tal que p;, ps € Q,(q), recordando que €4 es
una biyeccién, tenemos que €% (p;) # € (p2). Si en cambio, difieren en una de
las primeras n 4 1 parejas ordenadas, hay qi, g2 € Q,, distintas tales que p; €
Qnl(q1) v p2 € Qu(gz), entonces el (p1) € An(en(qr)) v €f2(p2) € Anlen(qe)),
como e, es inyectiva e,(q1) # e,(qa), luego, por (iv) se sigue que e (p;) no
puede ser igual a €% (ps).

Ahora corroboremos la suprayectividad, sea z € A,.1, como A, =
U{An(en(p)) : p € Q,}, hay p € Q,, tal que z € A,(en(p)), como €? es una
biyeccion, existe ¢ € Q,(p) tal que e,4+1(q) = €X(q) = =.

(2) Sean p € Quy1, i <nyr € Q; con p <r, por hipdtesis e, satisface
el inciso (2). Notemos que p [ n+ 1 € Q,. Si i < n, tenemos que e,(p |
n+1) < e;(r), después observemos que e, (p | n+1) € A, entonces e,,1(p) €
Ap(en(p | m+ 1)), por cémo se definié este ultimo conjunto, obtenemos que

ent1(p) < en(p | n+1), y por tanto, e,41(p) < e;(r).



4.2. CONSECUENCIAS EN LAS EXTENSIONES GENERICAS 89

Si ¢ = n, podemos deducir que p € Q,(r), entonces e,+1(p) € A,(en(r)),
de nuevo, esto nos permite concluir que e,,1(p) < e,(r).

(3) De nuevo, tomemos p, r,7 como en el inciso anterior pero a diferencia
de éste, supongamos que p L r, entonces hay k € w tal que p(k) # r(k).
Notemos que como i <n <n+1, k < i, de aqui colegimos que p [ n+1 L r
y, como e, cumple el inciso (3), e,(p [ n+ 1) L e;(r) siempre que i < n.
Aplicando el inciso (2) a €41, €,+1(p) < e,(p [ n+1), en particular, e,11(p) |
en(p | n+ 1), por lo tanto, e,.1(p) L e;(r).

Cuando 7 = n procedemos del siguiente modo. Tal como vimos en el
inciso (2), epr1(p) < ex(p I n+1). Como p [ n+ 1 L r, en particular
p | n+1%#r como e, es biyeccion, e,(p [ n+ 1) # e,(r), mas aun, e,(p |
n+1) L e,(r), pues A,41 es una anticadena. Finalmente, si e,1(p) | e,(r),
entonces e,(p [ n+ 1) | e,(r), lo cual serfa una contradiccién. Por lo tanto,

ent1(p) L en(r). .
Después de 3 horrorosos lemas:

Teorema 4.28. Si P es una nocion de forcing no atémica, entonces hay un

encage denso entre (““w, D) y P.

Demostracion. Rapidamente podemos comprobar que (<“w, D) es una no-
cién de forcing. Consideremos la sucesion {e; : i < w} que asegura el lema
[4.27] que existe.

Definimos e = (U, €) U {(0,1p)}.

Notemos que dom(e) = U, dom(e;) U {0} = U,e, Qi U {0} =< w.
Ademas img(e) = U, img(e;) U {lp} = U, Ai U{1lp} C P.

Primero veamos que es una funcion, esto pues si m < n, Q, y Q,, son
ajenos, ya que los dominios de las funciones en esos conjuntos son n + 1 y

m + 1 respectivamente.
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Afirmamos que e :<“ w — P es un encaje denso.

Veamos que img(e) es denso en P. Recordemos que teniamos una enu-
meracién para los elementos de P. Fijemos k € w, por el segundo inciso del
lema m para py hay a € Ay C img(e) tal que a < pg.

Ahora probemos que es inyectiva la funciéon en cuestién, lo cual es cosa
facil recordando que {4, : n € w} U {lp} es una particién de la imagen de e
y cada e, es una biyeccion entre Q, v A,.

Continuemos mostrando que e preserva el orden; sean p, ¢ €<“ w con p < ¢
y veamos los casos posibles. Si ¢ = (), entonces e(p) < e(q) = 1p, si p = q,
entonces e(p) = e(q). Por ultimo, si p < ¢ < (), sabemos que hay i < m < w
tales que dom(p) = m+1y dom(q) =i+ 1, haciendo n = m — 1 tenemos las
hipétesis exactas del lema [4.27) (2), por lo cual e(p) = e (p) < €;(q) = e(q).

Por 1ltimo, explicaremos por qué e preserva incompatibilidad. Sean p y ¢
en <“w incompatibles, ni p ni ¢ pueden ser el vacio, pues éste es compatible
con todas las funciones, apelando a esto, hay i,m € w\ 1 tales que p € Q,,, y
q € Q;.Sii=m,e(p),e(q) € Ay, como A, es anticadena, e, una biyeccién y
p # ¢, concluimos que e(p) L e(q). Si no ocurre que i = m, podemos suponer
sin perder la generalidad que 7 < m, con un argumento similar al parrafo

anterior, por el tltimo inciso del lema tenemos que e(p) L e(q). [

Regresemos ahora a las algebras de medida y categoria. Resulta que estos
ordenes parciales estan relacionados en varios sentidos, pero nos enfocare-
mos solamente en la dualidad que se produce al trabajar con las extensiones
generadas a partir de C y M.

Denotemos por % a la coleccion de todos los intervalos abiertos, acotados
y no vacios de R que tienen como extremos ntimeros racionales en M.

La siguiente construccién sera hecha en M, por lo que a pesar de omitir

las relativizaciones en los enunciados, consideraremos todas las restricciones
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que implica trabajar en el modelo base.

Para cada n € w, definimos a IP,, de manera que, p € P, si y solo si hay
un ¥ € (%] talque p = J ¥ y u(p) < 27", recordando que p es la medida
de Lebesgue.

Proposicién 4.29. Para todo n € w, (P,,2,0) es una nocidn de forcing
donde para cualesquiera elementos p,q, si u(pUgq) > 27", entonces p y q son

incompatibles.

Demostracion. Como la contencién siempre induce un orden parcial, tenemos
que P, es una nocién de forcing. Ahora, sea n € w y sean p,q € P,, y
supongamos que son compatibles. Entonces debemos probar que su uniéon
tiene medida menor que 27". Esto es tarea facil pues resulta que para toda
extensién comun de p y ¢, digamos r, se tiene que pU ¢ C 7y p(r) < 27"

Asi, por la monotonia de la medida de Lebesgue, hemos terminado. |

Notemos que como w es una nocién absoluta en cualquier modelo de la
teoria de conjuntos, entonces el conjunto de niimeros racionales, Q, también

es una nocién absoluta.

Lema 4.30. Si H es un filtro (M,P,)-genérico, entonces, en M[H], la me-

dida exterior de RN M es menor o igual que 27".

Demostracion. Los siguientes argumentos seran planteados en M: para cada
t € R, definimos D, = {q € P, : t € ¢} y afirmamos que D; es un conjunto
denso. Asi, sea p € P, \ D;. Por definicién, existe ¥ € [Z]<“ de manera tal
quep =7y p(p) <27 Hagamos § = 1(27" — pu(p)). Como § > 0, existen
a,be Qtalesquet—d <a<t<b<t+d. Sidefinimos # = {(a,b)} U¥
y hacemos ¢ = |J #/, resulta que ¢ € P,, puesto que # € [Z]|<“ y

1(q) < (b—a)+p(p) <26+ p(p) = %(2‘" + u(p)) <27
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Notemos que t € ¢, asi ¢ € Dy, y ¢ < p, por lo que D; es denso.

Asi como podemos considerar en M a %, podemos relativizar el mismo
conjunto en M |[H|, sin embargo, si a,b € Q son tales que a < b, en principio
(a,b)™ v (a,b)MH] no tienen que coincidir como conjuntos.

De este modo, si ¥ € ([Z]~*)™ y p € P, tal que p =], entonces
pME = | oMM U e v}

Por lo que resta de la prueba, p representara a la medida de Lebesgue
relativizada a M y @ a M[H]. Ademas, para cada p € P,, tenemos que

p(p) = m(pMt).

Ahora trabajemos en M[H]|, sea {p; : i € w} una enumeracién de H,

notemos que por construccién, M = |P,| = w. Para cada k € w, definimos

Ep = U{pZM[H] i < k}.

Ocurre que como M = “D, es denso en P,”, hN D; # (), por lo que existe

M

J € w tal que p; € Dy, por esto ultimo t € p; C p; ] C Ej;. De este modo

R N M esté contenido en | .. F;, por lo que para finalizar la prueba basta

icw
con ver que i({J;e, Ei) < 27"

Al ser {E; : i € w} una sucesion creciente, nos serd suficiente comprobar
que 7i(Ey) < 27" para alguna k € w. Con este plan en mente, recordemos
que al ser {p; : i < k} un subconjunto finito de H, hay j € w de suerte tal
que para cada i < k, p; < p;, lo que se traduce en |J,_, pi € pj;, entonces,

Ey € p;". Luego, (Ex) < 7i(p;""™) = p(p;) < 27" n

Teorema 4.31. Sea G un filtro (M, C)-genérico, entonces en M[G] ocurre

que RM tiene medida de Lebesgue 0.

Demostracion. El argumento es el siguiente: vamos a mostrar que para cual-
quier natural n, tanto (<“2, D) como P, son nociones de forcing numerables

y no atémicas.
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Empecemos con (<¥2,2). Sea p €< 2, entonces hay n < w tal que
dom(p) = n, entonces pU{(n,0)} y pU{(n,1)} son extensiones de p incom-
patibles. Con esto corroboramos que <“2 es no atémico y evidentemente es
numerable.

Sean€w, | P, |=| %] |=|%||w]|=|w|, pues Z C M.

Sea p € P,. Si p = (), entonces los intervalos ¢ = (=2~ 0) y r =
(0,2~(+1)) extienden a p y son incompatibles, pues pu(qUr) = u(q) + pu(r) =
27" En el caso p # ), hacemos a = inf(p) y d = sup(p). Por definicién, hay
Ve [ tal que p = |7, entonces hay b, ¢ dos racionales de modo que
(a,b),(c,d) € V.

Como p € Py, u(p) < 27", al definir § = (27" — u(p)) es un nimero
racional positivo. Si hacemos %5 = {(a — §,0)} U ¥ \ {(a,b)}, si ¢ = U %,

q:(a_éva]upy

DN | —

. n Lo, omn —n
pla) = 0+ulp) = 527" —p(p)+p(p) = 5(27"+u(p)) < S7"+27") = 27"

Similarmente, hacemos % = {(¢,d+0)}U? \{(¢,d)} y r = J 1, tenemos
que r = [¢,d+0)Upy, por el mismo argumento que se usé para ¢, concluimos

que p(r) < 27"

Tanto g como r extienden a p, sin embargo

ulqUr) = p((a—0,a] UpUle,d+0)) =26+ p(p) =27

Por lo tanto, ¢ Ur no esta en P, entonces ¢ L r.

Hasta ahora hemos demostrado todo lo que dice el primer parrafo de esta
prueba. Recordemos que segun la proposicion m, (<“2,D) se encaja de
manera densa en C.

Luego, gracias al teorema [4.28] en todas estas nociones se encaja de ma-

nera densa (<“w, D), luego, gracias al teorema todas las nociones de
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forcing mencionadas producen las mismas extensiones genéricas. En particu-
lar, por el lema [4.30, M[G] & p(RM) < 27" debido a la arbitrariedad de n

concluimos lo deseado. |

Para concluir con este trabajo tenemos otro teorema que es bastante

relevante y embellece al anterior.

Teorema 4.32. Si H es un filtro (M, M)-genérico, entonces RM es un con-

Junto magro segqin M[H].

En resumen, resulta que al forzar M con el algebra de categoria nos
permite probar que la medida de Lebesgue de R® = RN M es cero en la
extensién genérica. En contraparte, forzar con el algebra de medida provoca
que, en la extensién genérica, R sea un conjunto magro en si mismo.

No daremos prueba del 1ltimo resultado. Sin embargo, se puede encontrar
en [7] [teorema 3.20 p. 907] y no suficiente con eso, en el mismo libro se
pueden encontrar mas resultados de las extensiones genéricas de las algebras

de medida y categoria.
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