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Resumen

En esta tesis se estudia el rompimiento espontaneo de la simetria de una teoria esca-
lar sujeta a un potencial ¢* generalizado con dos familias continuas de estados base.
Se muestra que dentro de la teorfa ¢* generalizada es posible obtener soluciones de
solitonicas de kink y vértices de Abrikosov-Nielsen-Olesen, en ambos casos se mostrd
que los campos sienten la influencia de los dos minimos del potencial dependiendo del
parametro de acomplamiento del potencial y la diferencia en altura entre los minimos
del potencial. En adiciéon se mostré que cuando los minimos del potencial tienen di-
ferente altura hay una unica solucién de kink mientras que esta solucién se desacopla
en tres kinks individuales cuando los minimos del potencial tienen la misma altura.
Finalmente se estudié el tunelaje entre las dos vacios de la teoria cuando los minimos
del potencial tienen diferente altura obteniendo soluciones numéricas del exponente de
decaimiento, asi como una solucién analitica cuando la diferencia en altura entre los
minimos del potencial es muy pequena.
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Capitulo 1

Introducciéon

1.1. Introduccién

Desde la antigiiedad el concepto de simetria ha tenido gran relevancia en la fisica.Hubo
una época en la cual las teorias aceptadas sobre el movimiento de los astros debian cum-
plir un requisito minimo de simetria que decia que las orbitas de los planetas debian
ser circulares. Hoy gracias a Kepler sabemos que los planetas son indiferentes a nuestra
fijacién con las simetrias puramente circulares. El pasado nos mostré que la naturaleza
no siempre tiene preferencia por circulos o rectangulos pero en 1915 Emmy Noether nos
enseno la belleza que reside detras de las simetrias con un notable teorema que hoy en
dia es ampliamente usado en la fisica moderna. El teorema de Noether establece que a
cada simetria continua de la accién de un sistema le corresponde una carga conservada.
Si por ejemplo la accién de una teoria es invariante ante traslaciones espaciales uno
puede encontrar como carga conservada el momento lineal, mientras que si la invarian-
za es ante rotaciones espaciales la carga conservada sera el momento angular. El poder
del teorema de Noether es de tipo conceptual y pragmatico ya que nos permite encon-
trar las cantidades conservadas correspondientes a la transformacién continua que deja
invariante la accién de un sistema.

Las simetrias nos brindan informacién relevante de los fenémenos fisicos y fre-
cuentemente nos permiten resolver problemas con facilidad. Por ejemplo podemos tirar
una canica en un tazén céncavo y saber en qué lugar se encontrard cuando esté en
reposo pues el centro del tazon es el tinico punto simétrico, es decir, el centro del tazén
es el lugar donde se encuentra el estado de menor energia del sistema. Por otra parte
si ahora imaginamos un tazén con una meseta en el centro como en la figura 1.1 la
simetria del sistema se preserva y sucede algo interesante, el estado base del sistema
ya no se encuentra en el centro de simetria del tazén, mas aun, el estado base se de-
genera pues hay toda una regién circular fuera del centro de simetria donde la canica
puede alcanzar el reposo. Al fendémeno anterior se le llama rompimiento esponténeo de
la simetria pues el estado base no preserva la simetria del sistema fisico, y se le llama
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(a) (b)

Figura 1.1: Taz6n con estado base en el origen, el punto de simetria del sistema (a) y
Tazén con una meseta simétrica, el estado base estd degenerado y no se encuentra en el

punto de simetria (b).

espontaneo ya que no se puede predecir cual de los estados base serd el que adopte el
sistema. (Kibble, 2015, pp. 1)

El rompimiento espontdneo de las simetrias es uno de los conceptos més impor-
tantes en la teoria cudntica de campos, ademas de que ha permeado otros campos de la
fisica como lo son la fisica de estado sélido y de los sistemas dindmicos, entre otros.En
teoria de campos las particulas son grados de libertad asociados a oscilaciones pequenas
de los campos alrededor del minimo del potencial es asi que en el modelo estandar es
mediante el rompimiento de las simetrias que algunas particulas adquieren masa por el
mecanismo de Higgs. Es asi que en la modernidad la naturaleza vuelve a sorprendernos
ya que pareciera los fendmenos fisicos y en particular la vida como la conocemos no es
producto sélo de las simetrias si no de los caprichos asimétricos de los estados base en
la naturaleza.

1.1.1. ;Son las configuraciones de vacio los tinicos “puntos” estacio-
narios de la accién?:Configuraciones de campo no triviales

A mediados de los anos 70s comenzé la curiosidad de varios fisicos por estudiar las
soluciones estéaticas de energia finita de las ecuaciones clasicas de campo pues les inter-
asaba ver si podian ser interpretadas como posibles particulas de la teoria con diferentes
propiedades de las particulas elementales producidas como excitaciones de los campos
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cuantizados. Pronto se dieron cuenta de que las nuevas configuraciones encontradas
eran contribuciones no perturbativas a las integrales de camino.

Una caracteristica importante de las nuevas soluciones es que tienen una estruc-
tura topoldgica que les permite ser estables.Ademas la informacion de la estructura
topolégica por lo regular se puede cuantificar con un numero N llamado carga to-
poldgica cuya conservacion prohibe el decaimiento de la configuracién en una solucién
trivial de vacio. Se dice que las configuraciones son estabilizadas por su topologia. Aqui
no hablaremos més de la topologia de las soluciones de manera formal sino que solo
entenderemos que las configuraciones son estabilizadas por su estructura topolédgica en
el sentido de que estas configuraciones no pueden ser deformadas de manera continua
en una solucién de vacio sin requerir una cantidad infinita de energfa.

A las configuraciones anteriores usualmente se les llama solitones en alusiéon a su
comportamiento de particula en el sentido de que tienen una densidad de energia lo-
calizada en el espacio. El estudio de los solitones en diferentes dimensiones usa como
herramienta la teoria de homotopias. Una discusiéon méas formal al respecto se puede
encontrar en (Manton and Sutcliffe, 2004) y (Weinberg, 2012).

La teorfa de solitones es aplicada a cuando hay un potencial V(¢) que cuenta con
una familia de minimos degenerados que forman un espacio M relacionados por un
grupo de simetria G.Lo anterior es importante porque la teoria que consideraremos en
este trabajo es la de un potencial con dos familias degeneradas de minimos relacionadas
por un grupo de simetria.

En esta tesis se exploran los temas mencionados: rompimiento espontaneo de la
simetria y soluciones extendidas cuando se tiene un potencial con dos familias continuas
de estados base, en particular se estudia una generalizacién de la teorfa ¢?.

En el capitulo 2 se realiza una revision de las generalidades del rompimiento es-
pontaneo de la simetria en teoria de campos ademas de algunos aspectos de las teorias
de norma y su relacién con el rompimiento espontdneo de la simetrias locales y el me-
canismo de Higgs.

En el capitulo 3 se analizan las propiedades de un potencial con dos familias
continuas de estados base y se desarrolla la teoria del rompimiento espontdaneo de la
simetria de una teoria de campo escalar complejo en el potencial antes mencionado.
Para complementar se desarrolla la teoria del rompimiento espontdneo de la simetria
de una teoria de campo escalar complejo acoplada a un campo de norma en la teoria
¢* generalizada.

Posteriormente, en el capitulo 4 se introducen los conceptos bésicos sobre los so-
litones en una teoria de campo escalar en una dimension espacial.Usando el potencial
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3.2 se obtienen las soluciones de soliton y algunas de sus propiedades.

El capitulo 5 nos introduce a un tipo de configuraciones extendidas en (2 + 1)
dimensiones llamadas vortices. Usando el potencial 3.2 se analiza las ecuaciones que
caracterizan los vortices de la teoria. Por ultimo, usando métodos numéricos se resuel-
ven las ecuaciones de vértice y se estudian dichas soluciones.

Finalmente en el capitulo 6 se consideran otro tipo de configuraciones llamadas
“Bounce” cuya estabilidad no se debe a la estructura topoldgica teoria sino a las con-
diciones de frontera fijadas por un proceso de decaimiento entre dos vacios. Usando el
potencial 3.2 se obtienen soluciones numéricas para el bounce y una solucién analitica
aproximada. Ademaés se obtiene un conjunto de relaciones tipo virial que dan lugar a al-
gunas relaciones encontradas anteriormente por Coleman(Coleman, 1977b) y Weinberg
(Weinberg, 2001b).




Capitulo 2

Rompimiento espontaneo de las simetrias

2.1. La teoria de Landau-Ginzburg

Historicamente el concepto de rompimiento espontédneo de las simetrias se originé con
el trabajo de Landau (1937) sobre transiciones de fase y de Landau-Ginzburg (1950)
en superconductividad. A continuacién revisaremos de manera basica algunos aspectos
de la teorfa de fenémenos criticos de L-G.(Landau, 1937)(Landau and Ginzburg, 1950)

Pensemos en un material ferromagnético en equilibrio térmico cuyo Hamiltoniano
estd dado en términos de la interaccién espin-espin. El hamiltoniano tiene simetria
rotacional sin embargo se ha comprobado experimentalmente que debajo de una tem-
peratura critica T, el estado base del sistema no preserva la invarianza rotacional pues
para temperaturas 7, > T la magnetizacién del sistema M (Z) es no nula y apunta
en una direccién, es decir, el sistema sufre una transicién de fase.La magnetizacién M
representa el promedio de los momentos magnéticos de los atomos en escalas grandes
comparadas con las dimensiones atOmicas, pero pequenas con respecto al tamano del
sistema. (Lancaster and J.Blundell, 2014, pp.237-238)

En principio uno deberia calcular la funcién de particién del sistema utilizando
el Hamiltoniano microscépico, sin embargo esto no es posible en muchos casos. Fue el
ingenio de Landau y Ginzburg que les permitié darse cuenta que podian obtener la
energia libre de F' como funcién de M (Z) partiendo de principios generales. El caso
mas sencillo es aquel en el cual la magnetizacién es constante en . Proponiendo una
expansién en potencias de M que sea invariante ante rotaciones y reflexiones M — — M,
los primeros términos dan lugar a

F(&) = aM? + gM* (2.1)

Necesitamos que para una temperatura 7' > T, la simetria se preserve generando una
magnetizacién M nula mientras que en el caso en donde T, > T la simetria debe
romperse generando una magnetizacién no nula de modo que el modelo tenga una
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transiciéon de fase. Veamos que si o« = a(T — T,) entonces para T > T, F tiene un
minimo cuando |M| = 0 mientras que para T, > T el minimo de F se encuentra en
|M| = v/ —a(T — T.)/28 rompiendo asf la simetria rotacional del sistema como se obser-
va en los ferromagnetos. Observamos que para temperaturas menores a la temperatura
critica T, la magnetizacién tiene un comportamiento no analitico M o (T — T.)"/? y
predice un exponente critico 1/2.

Si queremos considerar una magnetizacién que varia en el espacio solo necesitamos
agregar términos del tipo (VM)? que no afectan los minimos de F.

La teoria de Landau-Ginzburg sentd las bases para el estudio de los fenémenos
criticos, fue con los principios de esta teoria que la superconductividad pudo ser estu-
diada sustituyendo la magnetizacion con un parametro de orden ¥ que representa de
manera efectiva la funcién de onda macroscépica de los pares de Cooper.(Aitchison,
1982, pp. 203-205)

Algunas personas que conocieron a Landau cuentan que él tenia una escala lo-
garitmica del 0 al 5 donde clasificaba a los fisicos tedricos. En su escala Newton es-
taba en la cima con 0 puntos,Einstein tenia 0.5, mientras que los fundadores de la
fisica cuantica como Schrédinger,Heisenberg, Dirac y Fermi entre otros tenian 1 pun-
to.(Livanova, 1980) Landau mismo considerd que tenia 2.5 puntos en su escala y se cree
que después de su trabajo sobre los fenémenos criticos se movié en la escala 0.5 puntos.
(Zee, 2010, pp. 267-271)

2.2. Rompimiento espontaneo de la simetria en la teoria
de campos

En esta seccién se desarrollan los aspectos béasicos del rompimiento espontdaneo de
la simetria en la teoria de campos.

2.2.1. Rompimiento espontaneo de simetrias discretas

El ejemplo mas simple de un sistema con rompimiento espontdneo de las simetrias se
presenta cuando el sistema es invariante ante una transformacién discreta. Considere-
mos el caso con un campo escalar real con densidad Lagragiana dada como sigue

A
L= 2(0u0) — g6 — S0 (2:2)

Este Lagrangiano tiene invarianza Zs ante transformaciones ¢ — —¢. El potencial del
Lagrangiano tiene una forma que nos recuerda el ejemplo del ferromagneto de la seccién
anterior
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A
V() = 5i6 + 56" (2.3

el rompimiento de las simetrias sucede cuando p? < 0,en cuyo caso el potencial tiene

un minimo no trivial en |¢| = + 6% = v. Por otra parte si consideramos la densidad

Lagrangiana 2.2 con pu? < 0 se podria pensar que se tiene una particula con cuadrimo-
mento tipo espacio, permitiendo interacciones mas rapidas que la velocidad de la luz.
A las particulas que se comunican més rapido que la velocidad de la luz se les llama
taquiones. Tener taquiones vuelve no causal a la teoria, sin embargo el problema no
es real ya que cuando u? < 0 no podemos considerar al campo ¢ como una excitaciéon
pequenia alrededor del origen sino que para tener una teoria perturbativa de campos es
necesario expandir alrededor del verdadero vacio v.

Haciendo una expansién ¢ = v 4+ ¢ alrededor de uno de los minimos se rompe la
simetria del sistema y obtenemos una densidad Lagrangiana transformada
4
T2, SH

1
L= 500u0)" + 55

En el Lagrangiano 2.4 hay un término cubico en el campo que rompe la simetria Zs
mientras que el término cuadratico en ¢ nos dice que el campo ha adquirido una masa
m = y/—2p2. Es importante notar que elegir uno de los dos vacios de la teoria rompe la
simetria del sistema pero en el Lagrangiano transformado la simetria se presenta de ma-
nera oculta. En el caso de 2.4 la transformacién que preserva la simetria es 5 — —5 —2v.

o N o~ A~
+ pPe? — gvéf’g T ! (2.4)

En la teoria de campo escalar real tenemos dos estados base realizables cuando
u? < 0, es decir, el grupo de simetria que se rompe es discreto, es por eso que se llama
rompimiento espontaneo de simetrias discretas.

2.2.2. Rompimiento espontaneo de simetrias continuas globales

Luego de estudiar que pasa cuando una simetria discreta se rompe es natural pregun-
tarse sobre el rompimiento de las simetrias continuas globales.

Un ejemplo simple de rompimiento espontdneo de simetrias continuas ocurre cuan-
do consideramos el Lagrangiano de un campo escalar cargado.

A
L= (8,0%)(0"9) + ppp* — Z¢2¢*2 (2.5)

en 2.5 se ha cambiado el signo del término cuadratico en phi para poder considerar
p? > 0 por simplicidad, ademés de que requerimos A > 0 para que el Hamiltoniano
de la teoria sea positivo definido. La teoria de un campo escalar complejo tiene una
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simetrfa global U(1) ya que si afiadimos una fase al campo ¢(x) — ¢**¢(x) con « cons-
tante y el Lagrangiano permanece igual.

La teorfa tiene un minimo cuando |¢|?> = 2u%/\ que corresponde a un vacio de-
generado ya que hay un numero infinito de vacios |2y) equivalentes con un valor de

expectacién del campo (Qg| ¢ |Qg) = 4/ %ew.

Cuando el sistema elige uno de los posibles vacios |{2y) la simetria se rompe, por
tanto, para entender lo que le pasa a la teoria tenemos que hacer una eleccion de la fase

del estado base [Q2,). Sin perdida de generalidad podemos elegir (2, ¢ |Q,) = % Es

posible expandir el campo complejo ¢(x) alrededor del minimo como ¢(z) = v + g(a:)
sin embargo resulta mas sencillo parametrizar ¢(x) en términos de dos campos escalares

reales como sigue
2M2 1 iCr(x)

donde C' es una constante de normalizacién introducida por conveniencia. Sustituyendo
2.7 en 2.8 obtenemos

2 2 4
L£=C? (U + Uf};) (0,m)? + (8“20) + % - %04 - \f/wg — p2o? (2.7)
La densidad Lagrangiana transformada tiene términos ctbicos por lo que la simetria
original se ha roto. Podemos observar que emergié un campo sin masa, o bien, un boson
de Goldstone 7(x) mientras que el campo o(z) tiene una masa my = v/2u. La ecuacién
2.6 nos sugiere que podemos interpretar a los campos ¢ como excitaciones radiales
masivas mientras que los campos m son excitaciones en la direccién de simetria en la
cual los desplazamientos no cuestan energia al sistema como se muestra en la figura
2.1. Observemos que las transformaciones de fase globales solo afectan al campo 7 por
lo que la simetria de la densidad Lagrangiana transformada estd oculta y se preserva
mediante una transformacion del campo 7 dejando al campo ¢ invariante.

m(x) — w(z) + g (2.8)
o(z) = o(z) (2.9)

Las transformaciones 2.8 y 2.9 preservan la simetria del Lagrangiano. Al modelo ante-
rior se le conoce como modelo sigma lineal, mientras que al potencial escalar complejo
se le conoce como potencial de fondo de botella o del sombrero por su forma.

La aparicién de particulas sin masa es un resultado general que aparece ante
el rompimiento espontdneo de la simetria de fase global par acampos escalares. Este
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V(®)

?1 b2

Figura 2.1: Potencial V(¢) = —u2¢p¢* + %¢2¢*2 como funcién de ¢ = ¢1 +1i¢s. Las flechas

rojas muestran las excitaciones alrededor de la direccién de simetria del potencial.

hecho se expresa a través del teorema de Goldstone,el cual se puede demostrar de
forma general. Para ello consideremos que ¢ = {¢,,} forma un multiplete de un grupo
de simetria G, tal que el Lagrangiano es invariante ante una transformacién global
infinitesimal del tipo.

$n(r) = (@) =1 Y tumm () (2.10)
donde a@ & 1 y ity €s una matriz real.

El teorema de Noether nos dice que la invarianza del Lagrangiano ante esta si-
metria da lugar a una carga conservada que se obtiene a partir de la siguiente expresién.

Q= /dSSUJo = /d:”xzaa;% (2.11)

En teoria cuantica de campos la carga conservada es un operador. Recordando las
relaciones de conmutacién canénicas de los campos conjugados [¢y, (%), mm (Z)] = i63(F—
)Onm podemos encontrar la siguiente relacién
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= ;% (2.12)

que nos dice que la carga ) genera la transformacion de simetria del campo ¢,. Como
() es una carga conservada debe conmutar con el Hamiltoniano.

(@, H] =0 (2.13)

Cuando el vacio |Q2) de la teorfa es invariante ante la transformacién de simetria uno
tiene la siguiente relacion

910 =10) = Q) =0 (2.14)

Pero si se produce el rompimiento espontaneo de la simetria el vacio de la teoria pierde
la invarianza ante la transformacién de simetria y tendremos lo siguiente

Q), #0 (2.15)

donde [Q2), es el vacio verdadero de la teorfa con energia H |€2), = 0. Ahora conside-
remos el estado @ |§2), y calculemos su energfa como sigue

HQIY), = [H,QlQ), +QH[?), =0 (2.16)

Hemos encontrado que el estado @ |2), tiene la misma energia que el vacio |2) por
lo que es un estado degenerado. Ademés podemos construir estados de momento p a
partir del vacio como sigue

7@ = [ ze ()9, (2.17)

Los estados |mw(p)) tienen energfa E(p). Como |7(0)) = Q|[), el estado debe tener
energia cero de donde se infiere que cuando p' — 0 también E(p) — 0 por lo que los
estados |m) deben satisfacer una relacién de dispersién de una particula sin masa. Este
es precisamente el teorema de Goldstone.

Teorema de Goldstone. El rompimiento espontdneo de una simetria continua global

implica la existencia de particulas sin masa.
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Los estados de particulas sin masa emergentes del rompimiento espontédneo de las si-
metrias son llamados bosones de Nambu-Goldstone. (D.Schwartz, 2016, pp. 562-265)

Finalmente como corolario del teorema de Goldstone podemos notar que por cada
carga conservada Q@ que no deja invariante al vacio podemos construir un estado Q% |€2)
de energia Fy. De manera més formal podemos expresar el corolario como sigue (Zee,
2010, pp. 199)

Corolario del Teorema de Goldstone. Si el Lagrangiano de la teoria es invariante
ante un grupo de simetria G con n(G) generadores, mientras que el estado base es
invariante ante un subgrupo de H de G con n(H) generadores, entonces el nimero de
bosones de Nambu-Goldstone es n(G)-n(H). El subgrupo de simetrias generadoras de

los bosones de Nambu-Goldstone es el coset G/H.

2.3. La invarianza de Norma

Un tipo particular de transformaciones que surgen en la fisica son las transformaciones
de norma o transformaciones continuas locales, estas son de especial relevancia ya que
son la base de la teoria moderna de la interacciones electrodébil, y fuerte. La invarianza
de norma es la base del modelo estdndar y un elemento importante en la formulacién
de teorias més generales .

Antes de profundizar en el estudio de la invarianza de norma es conveniente ha-
blar un poco del desarrollo histérico de las teorias de norma pues asi podremos darnos
cuenta que es una cuestion que se ha abordado no solo desde diferentes puntos de vista
en las teorias cudnticas si no también en las teorias de campos clasicos. Las raices de la
invarianza de norma se remontan a 1820 cuando surgié la primera versién de la electro-
dindmica. En ese entonces J.C.Maxwell se dio cuenta que habia cierta arbitrariedad en
el potencial vector A ya que distintos potenciales daban origen a las mismos campos por
lo que propuso fijar los potenciales mediante la restriccién V - A = 0. Posteriormente
L.V.Lorentz propuso una diferente restriccién al potencial 8, A,, = 0 a mediados de los
1860s. El término invariancia de norma aparecié por primera ocasiéon en 1917 cuando
Weyl intenté encontrar una formulacién unificada de la gravedad y de las interacciones
electromagnéticas, sin embargo, su propuesta se referia a una invariancia de escala, la
cual no es vélida en el electromagnetismo. Posteriormente y después del surgimiento
de la teoria cudntica, el mismo Weyl (1929) asi como Fock (1927) y London (1927)
encontraron una reinterpretacién del principio de invariancia de norma en el cual se
identifica a la transformacién de fase de la funcién de onda como la variable local co-
rrecta en lugar de invariancia escala. En acuerdo a lo anterior, tenemos que seria mas
correcto hablar de invariancia de fase en lugar de norma. Sin embargo, la terminologia

11



2. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE LAS SIMETRIAS

propuesta inicialmente por Weyl es la que histéricamente prevalecio.

Una de las teorias més precisas es la electrodindmica cuantica (QED) la cual es una
teoria de norma Abeliana descrita por el grupo U(1). En 1954 Chen-Ning Yang y Robert
L. Mills muestran que es posible generalizar el formalismo a grupos no-conmutativos
dando lugar a las teorias de norma no Abelianas.Estas ideas fructificaron en los 60’s que
Glashow, Salam y Weinberg propusieron su teoria electrodébil no Abeliana, * la cual
incorpora una descripcion correcta de la interacciones débiles, ademds de unificarlas
con las interacciones electromagnéticas. En 1983 se demostro el poder de prediccion de
la teoria electrodébil cuando en el CERN se encontraron los bosones Wy Z.

Posteriormente en 1970 se postulé una teoria de las interacciones fuertes entre
quarks y gluones, la teoria basada en el grupo no-Abeliano SU(3) recibi6 el nombre de
cromodindmica cudntica (QCD) y junto con la teoria electrodébil es parte fundamental
del Modelo Estandar.(Jackson and Okun, 2001, pp. 2-5)

2.3.1. La invarianza de norma en el Electromagnetismo

Luego de revisar la importancia de las teorias de norma en la fisica actual podemos
estudiar algunas de las bellas consecuencias de la invarianza de norma.

El origen de la invarianza de norma en el electromagnetismo cldsico es apreciable
cuando escribimos el campo eléctrico E y el campo magnético B en términos de un
potencial escalar V' y un potencial vector A.Lo anterior se obtiene al analizar las leyes
de Maxwell que podemos escribir en unidades de Lorentz-Heaviside como sigue

V-E=p Ley de Gauss (2.18)
VxE= —86? Ley de Faraday (2.19)
V-B=0 No monopolos magnéticos (2.20)
VxB= (zf +7 Ley de Ampere (2.21)

2.20 nos permite escribir al campo magnético como el rotacional de un potencial vector,
mientras que 2.19 nos dice que el campo eléctrico tiene que estar escrito en términos
del mismo potencial vector més el gradiente de una funcién escalar del espacio. Con lo
cual tenemos

B=VxA (2.22)

dA
E=-VV-— 2.2
\VA%4 T (2.23)

12
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Notemos que los potenciales A y V' no son tnicos ya que los campo magnético y eléctrico
son invariantes ante las siguientes transformaciones.

A— A+VA (2.24)
OA
- — 2.2
VsV 5 (2.25)

Donde A es una funcién arbitraria del espacio.Lo anterior se demuestra de manera in-
mediata al sustituir estas expresiones en 2.22 y 2.23.

La invarianza de norma nos dice que nuestra descripcién matematica del sistema
fisico es altamente redundante, es decir, para un sistema descrito por un campo electro-
magnético hay una infinidad de potenciales electromagnéticos que describen al mismo
sistema.

Las transformaciones 2.24 y 2.25 pueden ser escritas en forma covariante introdu-
ciendo un cuadrivector

AR = (V, A) (2.26)
AR s Al — GPA (2.27)

Es ilustrativo escribir la teoria electromagnética en el formalismo Lagrangiano como
sigue
1

£ =~ (Fu)? (2:28)

donde F),, es el tensor de Maxwell que puede ser escrito en términos del potencial vector
2.26

F = 0,4, — 0,4, (2.29)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenidas a partir de 1.27 dan lugar a las ecuaciones
de Maxwell expresadas en forma covariante, donde los campos E y B se obtienen a
partir de las componentes del tensor antisimétrico F),,. La invariancia de norma y de
Lorentz del electromagnetismo se sigue del hecho de que 2.28 es invariante ante las
transformaciones de Lorentz y de norma 2.27.El electromagnetismo describe particulas
de espin 1 sin masa, con ecuaciones de movimiento cuyas soluciones de onda plana
tienen dos polarizaciones transversales, es decir, dos grados de libertad.

Si ahora consideramos el Lagrangiano de una particula masiva de espin 1 tenemos

1 2 1 2 42
L= —(Bu) + Sm’4; (2.30)

13
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El primer término de 2.30 es invariante de norma pero el término de masa es cuadratico
en el campo A, con lo cual rompe la invarianza de norma.Las soluciones de onda plana
de esta teoria tienen tres polarizaciones, dos transversales y una longitudinal.

Al comparar las teorias anteriores observamos que la invarianza de norma surge de
manera natural cuando m — 0 lo cual reduce de manera efectiva los grados de libertad,
debido a que las relaciones norma 2.27 dan lugar a grados de libertad redundantes.

2.3.2. La invarianza de norma en la mecanica cuantica

La invarianza de norma también estd presente en sistemas cudnticos, si por ejemplo
escribimos la ecuacién de onda de una particula en un campo electromagnético, obte-
nemos lo siguiente

(;n(—y;v —qA)? + qV) U(z,t) = ia‘l’g’” (2.31)

La justificacion de esta seleccién para la ecuacion de Schrodinger en presencia de cam-
pos electromagnéticos se origina en el formalismo de Hamilton de la mecanica clésica.
En cuyo caso la interaccién electromagnética se incorpora sustituyendo el momento
canodnico p por P — q/_f y el potencial V por g¢. Si ademdas consideramos que el paso
de la mecénica clédsica a la cudntica se puede implementar incorporando operadores a
través de la sustituciéon p por —iAV y E por iho;, tenemos que podemos definir los
operadores Dy y Denlo que se conoce como el principio de acoplamiento minimo

Do = ihdy—eg (2.32)
D = —ihV-qA (2.33)

Con lo cual la Ec. 1.30 se escribe en forma compacta como

1 =
DoV = (%DQ)\IJ (2.34)

La ecuacién 2.31 aparentemente se modifica, sin embargo si en adicién a las transfor-
maciones 2.27 modificamos la funciéon de onda de acuerdo a

U — @Dy (2.35)

se puede comprobar de manera inmediata que 2.31 permanece invariante.En efecto la
invarianza del término cuadrético se sigue de la siguiente observacion

14
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D = (—N - qA') v
= (—iV — gA — qVA) 90w (2.36)
= N (—iV — A)T + ¢(VA)e" T — g(VA)e' " ¥ (2.37)
= NV — qA)T

con una relaciéon andloga para DoV, con lo cual tenemos que

(DY) = ADw (2.38)
(DW) = 9 Dy (2.39)

Utilizando estas relaciones la invarianza de la ecuacién de Schrédinger para una particu-
la en un campo electromagnético se sigue de manera directa.Con esto se llega a una
conclusiéon de fundamental importancia, la invarianza de las ecuaciones de Maxwell se
preserva en la mecanica cuantica siempre y cuando las transformaciones de norma se
definan como el conjunto de relaciones

A=A+ VA (2.40)
dA
I P [ —
V=V (2.41)
U = M@ty (2.42)

las anteriores relaciones son aplicadas simultaneamente.

2.3.3. Una consecuencia, la invarianza de norma determina la inter-
accion

En la seccion anterior analizamos la ecuacién para un particula cudntica en interaccién
con un campo electromagnético y comprobamos que la teoria incluye en su estructura
la invariancia de norma, lo cual se comprueba al identificar apropiadamente la forma
de las transformaciones que deben ser aplicadas.Sin embargo, podemos plantear el ar-
gumento inverso y preguntarnos a partir de una teoria libre, representada por ejemplo
por la ecuacién de Schrodinger.

Si comenzamos con la ecuacién de Schrodinger para una particula libre tenemos

L(—z‘V)Q\II(a;,t) =

2m

OV (z, 1)

— (2.43)

Si es posible que la teoria sea invariante ante transformaciones de fase locales
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U — @0y (2.44)

donde £(z,t) es una funcién arbitraria.Es facil convencerse que esto sélo seré posible
si agregamos campos A y V que interaccionen con ¥ a través acoplamiento minimos
como los que aparecen en la Fc.2.31 y la transformacién de fase en ¥ va acompanada
por la transformacién de norma Ec.2.27.

La transformacién de fase Ec.2.44 nos dice, que si bien la densidad de probabilidad
no se altera localmente, la fase de la funcion de onda puede variar de forma diferenciada
en cada punto del espacio-tiempo. Lo anterior siempre y cuando la particula interacttie
con un campo electromagnético A, el cual se rige por una dindmica bien definida, la
del electromagnetismo de Maxwell. Visto desde esta perspectiva podemos concluir que
el requerimiento de la invarianza local de norma determina las caracteristicas de la
interaccién que experimenta dicha particula.

La invarianza de norma se manifiesta de tal manera que no podemos distinguir
de manera observacional ante un cambio en la convencion de la fase local o el efecto
de un campo en el que la particula se mueve. Experimentalmente si tuviéramos un
experimento de rendijas por el que hacemos pasar un electréon observariamos un patrén
de interferencia, por otra parte si nos dijeran que de alguna manera se ha cambiado la
fase de una de las rendijas nosotros observariamos un patrén de interferencia diferente,
pero no podriamos decir si la fase observada se debe a la inclusiéon de una ldmina en una
de las rendijas o la aplicacién de un campo electromagnético a las rendijas. ("t Hooft,
1980)

2.3.4. Invarianza ante transformaciones de fase locales en teoria de
campos

Hemos visto que en mecéanica cuantica pedirle invarianza ante transformaciones de fa-
se locales a una teoria involucra anadir campos de norma a la misma. Esta receta se
extiende a la teoria de campos de manera natural como veremos a continuacién.

Si consideramos el Lagrangiano de un campo escalar complejo tenemos lo siguiente

£ = (9,0)(0"6") — m*6¢* (2.45)

el término masivo es invariante ante la transformacién 2.35 mientras que el término
cinético no es invariante ya que involucra parciales respecto a la fase local. Sin embargo
las ecuaciones 2.32 y 2.33 se pueden combinar en una definicién covariante del principio
de acoplamiento minimo como sigue

8, — D, = 0y, +icA, (2.46)
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A D, se le denomina derivada covariante y cumple con la siguiente propiedad ante
transformaciones de norma

(Du¢) = (8, + ieA,, — id,a)(pe®)
= ew‘(ﬁuqb + ip0 o + ieAyp — i0,00)
= €', +ieA,)d
=eD,¢ (2.47)

Si sustituimos la derivada parcial por la derivada covariante en 2.45 la teoria se vuelve
invariante ante transformaciones de norma.

£ = (D)(DH6") — m2g" (2.48)

Este Lagrangiano 2.48 es ahora invariante de norma al incorporar la interaccién del
campo escalar con un campo de norma. El Lagrangiano completo incluyendo la contri-
bucién de campo electromagnético estd dado por la siguiente expresion .

£ = = (B + (D) (D'6°) — 60 (2.49)

En esta seccién hemos mostrado que la nocién de invarianza ante transformaciones de
fase locales en nos remite a sustituir las parciales por derivadas covariantes utilizando
el acoplamiento minimo.(D.Schwartz, 2016, pp. 118-121)

A la teorfia descrita por el Lagrangiano 2.49 se le conoce como electrodindamica es-
calar. Un procedimiento andlogo permite incorporar las interacciones electromagnéticas
en la ecuacion de Dirac dando lugar a la electrodindmica cuantica QED.

2.3.5. Invarianza de norma no Abeliana

En esta seccién se discutiran los aspectos mas importantes de las teorias de norma no
Abelianas.

Un ejemplo de una teoria con invarianza no Abeliana es el Lagrangiano de N
espinores de Dirac.

N

L= ";(id — m)y; (2.50)

j=1
Donde los fermiones forman un multiplete con componentes ¥;, j = 1,..., N.Este La-
grangiano es invariante ante transformaciones globales del grupo SU (V).

P — (") (2.51)
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2. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE LAS SIMETRIAS

Donde T son los generadores del grupo SU(N).Si ademds llamamos a las transforma-
ciones locales U = e (@)T* y A, = A} T* podemos construir la derivada covariante y
con ella inferir las reglas de trasformacion de los campos de norma que se introducen
en la teoria.

Usando el hecho de que la derivada covariante debe trasformar como Duz/j —
U - D, tenemos lo siguiente

(O —igA,,) Ut =U- (9, —igAy) -4 (2.52)
2.53)

Por lo tanto se tiene
ouU —igA,U = —igUA,, (2.54)

Asi podemos despejar A;L de la siguiente manera
, _ t _
A, =UAU " - 5(8MU)U ! (2.55)
Haciendo la expansién explicita y usando el hecho de que U~! = UT obtenemos lo
siguiente

d,(aT®
UA U — —(0,0) U = (1 +iaT) A, (1 —ia®T?) + 9ua”T) 14
1% H ©

4
9 9
1
= Au+io(T* Ay = AT + 00T
1
= AT + i AL (T°T" — T°T*) + g Ouo"T
1
= A0TY — oAb fTC 4 5 Ouo'T (2.56)

Donde f®¢ es la constante de estructura del dlgebra de Lie de los generadores T°. De
2.56 podemos ver que las componentes de A,, transforman como sigue

Al (z) — Aj(z) + ;%aa(az) — f“bca“(x)AfL(x) (2.57)

Para construir el tensor de estrés F),, podemos usar el conmutador de las derivadas
covariantes que ya calculamos en A.14 pero en este caso los campos no son conmutativos
por lo que obtenemos lo siguiente

[Dys DJib(2) = (—ig(8uAu — 0, Ap) — ¢*[Ap, A))ib() (2.58)

De modo que el tensor F},,, para el caso no Abeliano se generaliza como sigue
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2.3 La invarianza de Norma

| =

Fuy = 2[Dy, D] = (0, Ay — 0,A,) — iglAp, Ay (2.59)

g
Vale la pena mencionar que los resultados anteriores pueden ser derivados de manera
una manera mas elegante y sencilla a partir de 2.55 usando el lenguaje matematico de
las formas diferenciales como se hace en (Zee, 2010, pp. 228-229). Finalmente con los
resultados anteriores y la prescripcién de sustituir las derivadas parciales por la derivada
covariante podemos escribir un Lagrangiano invariante ante las transformaciones locales

de SU(N).

N
1 .
L= _Z(Fﬁu)Z + Z Vi(i65;@ — Siym + g A T} ) (2.60)
Jri=1
En resumen hemos desarrollado el formalismo que nos permite construir teorias de
norma no Abelianas. (D.Schwartz, 2016, pp. 488-493)

2.3.6. Sobre la invarianza de norma

Para finalizar el breve estudio sobre las teorias de norma me gustaria anadir algunas
palabras sobre la realidad fisica de la invarianza de norma.

En el contexto de la fisica clasica, tanto las ecuaciones de Maxwell como la fuerza
de Lorentz involucran directamente a los campos E yB. El potencial vectorial A,
aparece como una cantidad auxiliar, que no se determina univocamente, al contrario,
la invarianza de norma da lugar a una gran redundancia. Por esta razén A, y la
invarianza de norma se podrian considerar como auxiliares matematicos sin contenido
fisico.
Sin embargo, en el ambito cuantico la interaccion electromagnética de las diversas
particulas involucra necesariamente la incorporacion del potencial A,. No se conoce
método alguno que permita reducir, utilizando cantidades locales, la interaccién a ex-
presiones en las que aparezcan solamente los campos E y B. Resulta légico proponer
que a nivel cudntico los potenciales A, son cantidades fisicas relevantes y la invariancia
de norma un principio fisico fundamental. La realidad fisica de A, tiene fuerte sustento
en el efecto Bohm-Aharonov (1959). Consideremos un campo magnético confinado en
una region del espacio aislada de tal forma que los electrones no puedan penetrar en
dicha regién (ver figura 2.2). Un electrén al propagarse en dicha configuracién mos-
trard un patron de interferencia, debido a la diferencia de fase exp{z'e fr A- dl} de la
funcién de onda al seguir dos trayectorias que rodean a la region 2. Clasicamente no
se esperaria efecto alguno, ya que el electrén se propaga en una regién en la que el
campo magnético es nulo. Ciertamente A, puede cambiar con la eleccién de norma; sin
embargo, la diferencia de fase Delta para dos trayectorias que rodean la regién 2 da
lugar a una integral sobre una trayectoria, con lo cual tenemos
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2. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE LAS SIMETRIAS

2

Figura 2.2: Efecto Aharonov-Bohm: Consideremos la transmisién de un electrén entre los
puntos (a) y (b) mediante dos caminos diferentes que encierran una regién 2 en la cual hay
un campo magnético B # 0. Aunque el electrén no penetra en la region ) cuanticamente
hay una diferencia en fase provocada por el campo magnético, dicha diferencia en fase esta

dada en términos del potencial vector A como se muestra en la Ec.2.61.

Ap = eyfff- dl (2.61)

Pero ¢ A-dl = [ B -ds es precisamente el flujo magnético encerrado por la trayectoria
cerrada que resulta de sustraer las fases de la funcién de onda a lo largo de las dos tra-
yectorias mostradas en la figura 2.2. Esto nos lleva a concluir que en la teoria cuantica
el potencial vectorial ejerce un efecto sobre el electrén, a pesar de que las trayectorias
se realizan completamente en una regién en la que B = 0. El efecto Bohm-Aharonov
se observé experimentalmente por primera vez por Chambers (Chambers, 1960), pero
se corroboré de forma contundente por el grupo de Tonomura (Tonomura et al., 1986),
utilizando un dispositivo superconductor que aseguraba el aislamiento de la region del
campo magnético.

A las consideraciones agregamos: (i) El principio de invarianza de norma deter-
mina en buena medida las caracteristicas de las teorias que describen las interacciones
observadas en la naturaleza y (ii) dan lugar a teorfas renormalizables con fuerte poder
predictivo. Todo esto ha llevado a aceptar la importancia y relevancia fisica del principio
de invarianza norma.(D.Schwartz, 2016, pp. 131-132)(Zee, 2010, pp. 223-224)(Sakurai
and Napolitano, 2011, pp. 141-144)
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2.4 El Mecanismo de Higgs

2.4. El Mecanismo de Higgs

El rompimiento espontaneo de la simetria de fase global en una teoria escalar da lugar
a fendmenos interesantes como la degeneracién del vacio del sistema y el surgimiento de
los bosones de Nambu-Goldstone.Como una extensién natural podemos preguntarnos
qué pasa en una teoria de norma cuando se incorpora el rompimiento espontaneo de
las simetrias. En 1964 Englert y Brout en Bruselas (Englert and Brout, 1964), Higgs en
Edimburgo (Higgs, 1964) y Gurlanik (Guralnik et al., 1964) en Londres publicaron de
manera independiente sus estudios sobre el rompimiento espontaneo de las simetrias en
las teorfas de norma (Kibble, 2015, pp.7-10).A continuacién analizaremos los elementos
mas importantes de este tema.

Consideraremos la electrodinamica cuantica escalar 2.49 incorporando un poten-
cial escalar con términos que dan lugar al rompimiento esponténeo de la simetria (Ec.
1.12), con lo cual tenemos

£ =~ (Fu) + (Do) (D"6)" ~ U(9) (2.62)

Donde el potencial escalar U(¢) = —pu2po* + %(¢¢*)2 rompe las simetria U(1) del
Lagrangiano 2.62 debido al signo negativo del término cuadratico en ¢ por lo que
podemos expandir el campo escalar alrededor del minimo del potencial como

$(x) = pe'™®) (2.63)

Con p = v+%a(:v), donde el minimo del potencial estd dado por v = |¢pg| = % Ha-
ciendo explicita la expresion para la derivada covariante D), tenemos que el Lagrangiano
2.62 puede escribirse como sigue

1 . A . X X
L= = (Fu)’ + (0u0)(0"0") + 120" = J16l" + €*(4,)°|01" + ieAu(60u0" — 6" 0u0)
(2.64)
en la expresion anterior identificamos tres contribuciones al Lagrangiano.
L:LEM—FLd)—}-L[G (265)

El primer término de 2.64 corresponde al Lagrangiano £ gy del electromagnetismo, los
tres siguientes términos forman parte del Lagrangiano £4 del campo escalar, mientras
que Lj¢ incluye la interaccion entre el campo escalar y el campo de norma.

Nos interesa analizar la estructura del Lagrangiano después de incorporar el rom-
pimiento espontaneo de la simetria a través de la expresién del campo escalar en la Ec.
1.74. Al no depender del campo escalar es claro que £ gy no se modifica. Mientras que
L4 toma la siguiente forma
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2. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE LAS SIMETRIAS

0,0)? LD A
Ly = p*(0,m) + ( “20) + 'UJT - Ea4 — \g,ua?’ — po? (2.66)

Finalmente para el Lagrangiano de interaccién encontramos lo siguiente

Lig = erQAi — 2eA,p*0,m (2.67)

Sumando los resultados anteriores obtenemos el Lagrangiano completo expresado como
(0u0) pt N 4 VA

2 o167 2 M
— 2o+ 62p2Ai — 2eAHp28u7T

L= Lpy+p*(0,m)? +

2 4 A A

_ 2 904 _
= Lo+ €p (A 2 A 2 16

Considerando la ecuacion 2.63 encontramos que el segundo término en 2.68 incluye una
contribucién de la forma (ev)?A,, A*, que identificamos como un término de masa. Por
lo que encontramos que el efecto del rompimiento espontaneo de la simetria da lugar
a un campo vectorial A, masivo. Aparentemente incluye también la presencia de un
boson 7(x) de Goldstone. Sin embargo, se puede demostrar que el boson de Goldston
no es un efecto real, ya que se puede eliminar a través de una transformacién de norma,
mientras que la presencia del término de masa para el campo vectorial es invariante
ante dichas transformaciones. Para convencernos de esto, observamos que 7(x) aparece
solamente en la combinacién A, —0d,m(x), lo cual sugiere realizar una transformacién de
norma ¢ = e~ "(®) p(z), A; = A, +0,7(x). Tomando en cuenta la invarianza del tensor
electromagnético F,,, = 0,4, — 0, A, = 6MA;/ — OVA;L, obtenemos que el Lagrangiano
2.68 en términos de los campos transformados toma la siguiente forma.

(Ouo)* | 1t X 4 v

L :LEM—i-erQAE—i-MT—FT— EO’ - 7u03—u202
2 20v ’ 8 2
=Lpm + €2 [vz + % + \%] AM2 + (”20> — 120 + 0(03) (2.69)

Adicionalmente se incluye un campo escalar masivo o con masa my, = v/2u.En la ex-
presion anterior identificamos nuevamente el termino de masa (ev)2A;A/ 1, pero ahora
el boson de Goldstone 7(x) ha desaparecido lo cual se entiende ficilmente ya que la
transformacién de fase para el campo escalar ¢ = e~ (@) ¢(x), cuando ¢(z) estd dado
por la Ec.2.63, cancela exactamente la fase m(x). El resultado en 2.69 se puede identi-
ficar como una seleccién del campo de norma A;L para la cual el bosén de Goldstone
se elimina y se le conoce como la norma unitaria. Existen diversas selecciones de nor-
ma en las cuales se mantienen contribuciones de m(z), si bien pueden simplificar los
calculos a realizar, insistimos que la teoria no incluye un bosén de Goldstone real, ya
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2.4 El Mecanismo de Higgs

que este se puede eliminar a través de una transformacién de norma. Adicionalmente
el Lagrangiano 2.69 incluye un campo escalar sigma con masa mg = v/2u. El resto del
Lagrangiano incluye términos de autointeraccién del campo escalar y de interaccién
entre el campo vectorial y el escalar.

Coloquialmente el rompimiento espontaneo de las simetrias en la teoria de norma
sea interpretado como un proceso en el que el campo de norma no masivo se “come” al
boson de Nambu-Goldstone y como resultado adquiere masa. Veamos que el conteo de
los grados de libertad antes del rompimiento espontaneo de la simetria es consistente
con los grados de libertad finales. En el Lagrangiano original tenemos cuatro grados de
libertad, dos grados de libertad asociados a las dos polarizaciones del campo de norma
sin masa, y dos grados de libertad corresponden al campo complejo. Como resultado
del rompimiento espontdneo de las simetrias tenemos un campo de norma masivo con
tres grados de libertad, dos polarizaciones transversales y una longitudinal, ademds de
un grado de libertad del campo escalar masivo o, es decir, hay una conservacién de
los grados de libertad de la teorfa.(H.Ryder, 2001, pp.294) Al mecanismo por el cual
los campos de norma no masivos adquieren masa a costa de los bosones de Nambu-
Golstone se denomina Mecanismo de Higgs mientras que a los campos escalares masivos
o se les conoce como bosones de Higgs.

En el caso més general consideramos un grupo G con n(G) bosones de norma,
y un subgrupo H que preserva la simetria. Luego del rompimiento espontaneo de las
simetrias, n(G) —n(H) bosones de Goldstone son sustituidos por n(G) — n(H) bosones
de norma que adquieren masa. El resto n(H) de bosones de norma no adquiere masa
lo cual tiene sentido ya que coincide con el numero de generadores n(H) del grupo del
grupo que preserva la simetria.

El mecanismo de Higgs se puede extender al caso de grupos no-Abelianos. De
hecho forma parte sustancial de la teoria de las interacciones electrodébiles formulada
en 1967 por Weinberg y Salam. Esta teoria que unifica las interacciones débiles con las
electromagnéticas estd basada en el grupo de simetria local SU(2) x U(1), que a través
del mecanismo de Higgs genera tres bosones de norma masivos que se identifican con
las particulas intermediarias de las interacciones débiles W+~ y Z9, asf como un bosén
que permanece con masa nula y que se identifica con el fotén.

Salam y Weinberg creian que su teoria era renormalizable sin embargo no podian
probarlo. Fue hasta 1971 cuando Gerard 't Hooft estudiante en aquel tiempo de M.Veltman
logré probar que la teoria electro-débil era renormalizable. La corroboracién de algunas
de las predicciones de la teoria electrodébil le valieron el premio Nobel en 1973 a Salam,
Weinberg y Glashow, mientras que el descubrimiento de las particulas W Y Z en el
CERN le dieron el nobel en 1983 a Carlo Rubbia y Simon Van der Meer. Posteriormente
t’Hooft y M.Veltman obtuvieron el premio Nobel en 1999.
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Encontrar el bosén de Higgs era uno de los objetivos de la creacién del Large Ha-
dron Collider (LHC) en el CERN. Fue asi que en el 2012 se detect6 el bosén de Higgs,
llevando a Higgs y Englert a ganar el premio Nobel en el 2013.

El mecanismo de Higgs genera la masa de los bosones de norma pero también le da
masa a los fermiones del modelo estandar a través de los acoplamientos tipo Yukawa.
Frecuentemente se dice que el bosén de Higgs da masa a todas las particulas del universo
pero esto no es estrictamente cierto ya que la masa de los hadrones, incluyendo protones
y neutrones, se origina como resultado de un efecto dindmico debido al intercambio de
gluones en acuerdo a la teoria de la cromodindmica cuantica QCD.Por otro lado, hay que
recordar que la naturaleza de la materia oscura es desconocida, aunque existen fuertes
evidencias de que constituye cerca del 27 % de la materia que compone el Universo. Esto
simplemente nos hace ver que, aunque se han logrado notables avances, las incégnitas
que plantea el entendimiento de nuestro universo son gigantescas. . (Kibble, 2015, pp.9-
10)
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Capitulo 3
Rompimiento espontaneo de la simetria
en un potencial con dos familias

continuas de estados base

En el capitulo anterior estudiamos el rompimiento espontaneo de la simetria para un
campo escalar asi como el mecanismo de Higgs que aparece cuando se incorpora el
acoplamiento a un campo vectorial de norma.

Dentro de las muchas preguntas que uno se puede plantear acerca del rompimien-
to espontdneo de las simetrias es partinente plantearse lo siguiente ;Qué sucede si la
teoria escalar tiene dos familias continuas de estados base que pueden dar lugar al rom-
pimiento espontdaneo de las simetrias?. El presente trabajo es un esfuerzo por dar una
respuesta a la anterior pregunta.

La posibilidad de tener un potencial escalar con dos minimos aparece, por ejem-
plo, al considerar el potencial efectivo del modelo estdndar cuando se incorporan las
correcciones cudnticas (Sher, 1989). En ese caso surge el interés de estudiar la estabili-
dad del vacié y su decaimiento a través de un proceso de tunelaje cuantico, tema que
analizaremos en el capitulo 6. Adicionalmente nos interesa estudiar las configuracio-
nes de campo extendidas, tipo soliton, que aparecen en dichas teorias. Veremos que el
contar con dos vacios tiene implicaciones interesantes en las caracteristicas de dichas
soluciones, capitulo 4.
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3. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE LA SIMETRIA EN UN POTENCIAL CON
DOS FAMILIAS CONTINUAS DE ESTADOS BASE

3.1. Campo escalar con dos familias continuas de estados
base

Para abordar la pregunta anterior consideremos la teoria de un campo escalar complejo
invariante ante transformaciones de fase globales, su Lagrangiano estd dada como

£ = (9,0")(9"9) = Al(lg] — v1)* + 3][|g] — va]? (3.1)

con el siguiente potencial

V(¢) = Al(l¢] = v1)* + 0]l 6] — va] (3.2)

La propuesta anterior se puede considerar una generalizacién del potencial de Higgs
(teorfa ¢?) que usualmente se utiliza para estudia el rompimiento espontdneo de la
simetria. Para resaltar las diferencias es conveniente expresar el potencial en Ec.3.2 en
potencias de |¢| de la siguiente manera

V($) = ag + a1|¢| + az|d* + az|o|® + aslé|* (3.3)

donde identificamos los coeficientes como

ap = M3 (v +9)

a1 = =2 vg(v1(v1 + v2) +9)
ag = A((v1 + v2)2 + 2v1v9 + 9)
as = —2\(v1 + v2)

as = A\

El potencial de Higgs se recupera si hacemos v; — v,v2 — —v y d = 0; en cuyo ca-
so s6lo aparecen potencias pares de |¢| y el coeficiente ag es negativo, dando lugar al
rompimiento espontaneo de la simetria. En contraste, en el caso a estudiar se incluyen
también las potencias impares de |¢| y el rompimiento de simetria con dos minimos
diferentes aparecerd cuando v1 > 0y vg > 0, con lo que ao es ahora positivo, pero
ahora el rompimiento espontaneo de la simetria surge debido a que el coeficiente ag es
negativo. Adicionalmente la incorporacién del pardmetro delta da lugar a que los dos
minimos de energia no estén degenerados. Usualmente las potencias impares de ¢ se
descartan debido a que el campo se vuelve no-analitico en ¢ = 0 (Tinkham, 2004); esto
impide en general realizar expansiones polinomiales alrededor del origen. A pesar de lo
anterior consideramos que el modelo es sumamente 1til para ejemplificar una serie de
resultados de gran interés.

El potencial 3.2 tiene la forma mostrada en la figura 3.1, donde se puede apreciar
que hay dos familias continuas de minimos del potencial. Podemos encontrar de manera
explicita estos minimos considerando la derivada del potencial 3.2.
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(a) (b)

U(lgl)

Figura 3.1: (a) Potencial U(¢) 3.2 como funcién de ¢ = ¢1 + i¢po con [v1 = 1,09 = 4,6 =
0.5].(b) Curvas de nivel para U(¢).En las graficas se pueden apreciar dos circulos (amarillo

claro) correspondientes a los puntos que minimizan el potencial (b).

av(|¢l)
d|¢|
De la ecuacién 3.4 vemos que hay un minimo en Vo = vo mientras que los otros puntos
extremos se encuentran al resolver la ecuacién cuadratica 2|¢|* —|¢|(3v1 +va) +v1 (v1 +
v9) + 0 = 0 cuya solucién es la siguiente

=2X(|¢| — v2) [(|¢] = v1)? + 6 + (|¢] — v2)(|¢] — v1)] (3.4)

(31)1 + Ug) + (1)1 — 1)2)2 — 80
4

Supondremos en general que vy > v1, con lo cual el otro minimo del potencial V; corres-

ponde a seleccionar el signo negativo en 3.5, mientras que el signo positivo determina

el maximo del potencial V,,,. Si queremos que V; y V;,, sean ntimeros reales necesitamos

pedir la siguiente condicién

va‘/lz

(3.5)

(v — v2)?
8

En adicion consideramos que V,,, y V7 deben ser mayores que cero pues de otra manera

volveriamos al caso de una sola familia de estados base degenerados. Bajo el requeri-

miento anterior es facil ver que § debe cumplir —6 > wvy(v1 + v2). Juntando las dos

condiciones anteriores podemos escribir las cotas para el parametro ¢ como sigue

o< (3.6)

(v1 — v2)?

—U1(7)1+U2)<(5< 3

(3.7)
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DOS FAMILIAS CONTINUAS DE ESTADOS BASE

Para incorporar el rompimiento de la simetria expandimos el Lagrangiano alrededor de
los minimos del campo ¢. Cerca de cada minimo V; el campo se expresa de la siguiente
manera.

1 B
olx) = (m + \/iai(:c)) ehmi(@) (3.8)
donde V;,7 = 1,2 son los valores que minimizan al potencial, y 8 es una constante de
normalizacién.

La masa de los modos de oscilacién alrededor de los minimos V; se determinan a
partir de la expresién mgi = [d*V/d¢?]v;.Toda vez que conocemos las expresiones para
Vi v Vin, tenemos que la primera derivada del potencial 3.2 se puede escribir de manera

compacta como

dv
a0l =2X(l¢] = Vi)([8] — Vin)(|¢] — V2) (3.9)
a partir de esta expresién resulta inmediato obtener los valores de las masas como
my; = V2AVi — Vi) (Vi — Va) = VAR(R + 3(v2 — v1)) (3.10)
my, = 2A(Va — V1) (Va — Vi) = VA((v1 — v2)2 +0) (3.11)

donde definimos R = \/(v2 — v1)? — 8. Es interesante comparar con el caso usual de
la teoria |¢|4, donde la masa m, = Vv Av? de la particula esté determinada directamente
por el valor del valor de expectacién del vacié (VEV) v alrededor del cual oscila. En
cambio, en las dos primeras igualdades de 3.10 y 3.11 observamos que ahora las masas
dependen del producto de las distancias (V; — V) y (V; —V;)] de V; respecto al méximo
y al otro minimo del potencial. En las segundas igualdades se escribié explicitamente la
dependencia de m,, en términos de los pardmetros originales que aparecen la expresién

para V(¢) Ec.3.4.
En el caso en que 6 = 0 tenemos que las masas se reducen al mismo valor
my, = my, = /\(Ug - 1)1)2 (3.12)

El término cinético se del Lagrangiano 3.1 expande como sigue'

'El subindice i en los campos o y 7 son s6lo etiquetas para denotar respecto a qué minimo se hace

la expansién del campo.
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Ki = (997)(8"0)

= [au (V + \}501-(33)> eiﬁ“i@")] [8”( (V + \207(:6)) e—iﬂwff))]

. O; o; 2
— [W + /32 <Vz + \/%) (a#m)(auﬂ'i)] (3'13)

Mientras que para el potencial obtenemos la siguiente expansion

m%/ 0‘4
Considerando la expansién 3.14 de phi alrededor del vacio V; , el valor de la masa my,
se obtiene de la Fc.3.10, mientras que la energia de punto cero asi como la constante
del acoplamiento del vértice o3 estan dados como

2 v 2 v v 4 v 3
] s o]
A=A <A;\}L§R > (3.16)

Por otro lado, cuando consideramos la regién cercana a Vo la masa my; se obtiene de
la Ec.3.11, mientras que los otros términos se obtienen como

V(V2) = (3.17)

Ao = A— (3.18)

El Lagrangiano de la teoria se obtiene como £; = K; — V;.Donde la parte cinética K;
se obtiene de (3.13) y la potencial V; de (3.14). Es mportante resaltar que obtuvimos

dos Lagrangianos independientes £;; i = 1, 2; relacionados con la dindmica de las osci-
laciones alrededor de cada uno de los minimos del potencial.

Ademads si nos quedamos con los términos de orden cuadrédtico o menor en los
campos obtenemos

Ny 2 9
L; = W + B2V2(8,m:) (9P ;) — %

.El Lagrangiano 3.19 nos dice que los campos o; tienen soluciones de onda plana que se
propagan con masa my;. De manera explicita las ecuaciones de movimiento de o; son

(3.19)

(8,0" +mi,)o =0 (3.20)
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3. ROMPIMIENTO ESPONTANEO DE LA SIMETRIA EN UN POTENCIAL CON
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identificamos 3.20 esta como la ecuacion de Klein-Gordon cuyas soluciones de onda
plana para el campo o se escriben como sigue

[ape™ PP 4 g et P (3.21)

oi(x) = 7d3p
! N v/ 2wy

donde w,, obedece la relacién de dispersion w?

2 2
p—mVi—l—p.

Por otra lado de 3.19 vemos que el campo 7 cumple con la ecuacion de Klein-
Gordon sin masa tal y cémo esperabamos del boson de Goldstone de la teoria.

Regresando al Lagrangiano completo £;, tenemos que aparte de los términos de
auto-interaccion del campos sigma contenidos en 3.Y1 , el término cinético 3.8 contiene
interacciones entre sigma y el bosén de Goldstone, que se identifican en la siguiente

expresion
2

£77 = —BViv 20, m) (0 m) — B (0,m) (0", (3.22)

A continuacién se muestran los vértices y la respectivas reglas de Feynman.

—6i\ (3.23)
| o 61X (3.24)
(—2iB%)(£ip,) (ip,) (3.25)
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3.1 Campo escalar con dos familias continuas de estados base

\
P —~ —2i(B*Viv'2)(+ip,) (£ip,)
// Z
s T
/
/
(3.26)
i
_______________ - 3.27
U p? +ie (3:27)
o
— p—— (3.28)

En 3.23 y 3.24 tenemos la auto-interacciéon del campo o; dada por los términos 0’? y
af en 3.14.Mientras que en 3.25 y 3.26 tenemos la interacciéon del campo o con 7 de
acuerdo a la Ec.3.22.

Podemos observar que el acoplamiento entre los campos o; y 7; involucra las deri-
vadas 0,7 por lo que el vértice correspondiente tendrd un factor +ip, por cada ;. Lo
anterior se debe a que en el espacio de momento la parcial J,, es proporcional a p,,.

Con las reglas de Feynman de la teoria es posible realizar calculos de los posibles
procesos de dispersién.Como ejemplo consideremos la dispersion m; + m; — m; + 75, a
primer orden en teoria de perturbacién, el diagrama de Feynman correspondiente es el
siguiente

\ /
\ /
\ /
VIV /T
7 \ , K3
—

/ . \

/ Oi \

/ \
/T T\

/ \

/ \ (3.29)
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i

Recordando que el propagador de un campo masivo estd dado por W

tenemos que la amplitud de dispersién toma la siguiente forma
i

. 3\/. 4
3.30
e LU D

iM = (iBVivV/2)(—ipL) (—ip?)

3.2. Electrodinamica escalar para un campo con dos fa-
milias de vacios.

Luego de desarrollar la teoria del rompimiento espontaneo de las simetrias con el po-
tencial 3.2 podemos acoplar el sistema a un campo de norma. Consideremos la teoria
de la electrodindmica cuantica escalar con el potencial 3.2 obteniendo el siguiente La-
grangiano.

£ = 1(Fu) + (Du0)(D*) A6l — ) +alllé] — vl (331)
Para incorporar el rompimiento espontaneo de la simetria, el procedimiento a seguir
es analogo al estudiado en la seccién 2.4 Sin embargo, se debe aplicar la expansién
alrededor de cada minimo V; por separado; adicionalmente podemos tomar ventaja de
la posibilidad de utilizar la invarianza de norma que nos permite seleccionar la norma
unitaria para eliminar la fase del campo escalar. En este caso usaremos la siguiente
expansién para el campo cerca de V;

di(x) = <Vi + \207(95)) (3.32)

Consideremos primero el término en 3.31 que incluye las derivadas covariantes, utili-
zando (3.32) toma la siguiente forma

(Do) (D#61)" = 5(0,00) (Du0) + V2 + VEVig + So?] A Al (3.33)

La expresion anterior incluye un término cinético para el campo o;, asi como la inter-
accion de o; con el campo de norma. Adicionalmente, identificamos que el campo A, u
adquiere masa, con dos posibles valores, determinadas por las siguientes expresiones

_ _ 2 _
Ma, = V2eVi = v2e (3”1 R 5102 o) 85) (3.34)

My, = V2eVa = V2evy (3.35)
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3.2 Electrodindmica escalar para un campo con dos familias de vacios.

Tomando en cuenta lo anterior y los resultados de la seccién anterior, se sigue de manera
directa la forma de Lagrangiano £; que resulta de substituir la expansion del campo ¢
cerca de V; (Ec. 4.2) en el Lagrangiano Ec. (4.1). El resultado se expresa como la suma
de tres contribuciones

Li=La, + Lo, + Ling, 1=1,2 (3.36)
donde £ 4,es el Lagrangiano de Proca

1 1
Ly, = _1(1:;”)2 + 5J\ﬁiAmAg (3.37)
que incluye la dindmica de un campo A’ con masa My, (Ec. 4.4). Es importante senalar
que la masa se genera a través del rompimiento espontaneo de la simetria; por lo cual,

aunque oculta, se mantiene la invarianza de norma de la teoria.

El Lagrangiano £, del campo de Higgs esta dado por la siguiente expresion

1
Lo, = 5000 = Vilo) (3.38)
donde el potencial V;(o;), dado por la Ec. (3Y1), incluye los términos de auto interaccién
del campo o;, asi como el termino de masa, con dos posibles valores, Ec(3.10 y 3.11),

que repetimos aqui para facil referencia

my, = V2A(Vi — Vi) (Vi — Va) (3.39)

my, = V2A(Va = Vi) (Va — Vin) (3.40)

Finalmente, tenemos el Lagrangiano de interaccién £;,s, que se extrae directamente de
la Ec. (4.3)

1

el cual incluye la interaccién entre el campo escalar o; con el campo de norma A"
A partir del Lagrangiano £; se pueden obtener las reglas de Feynman de la teoria, las
cuales se muestran a continuacién

—6Xi (3.42)
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0

g;

o

)

0;

61

(—2ie?)

—2i(e2V;V/2)

i _g/uz + kaH
k2 — M3 +ie
7

i

pz—M‘%i—kie

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

Nos damos cuenta de que la fisica del rompimiento espontaneo de las simetrias alrede-
dor de cada minimo del potencial con dos familias de vacios es la misma que la de una

teorfa ¢?.
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3.3 Grados de libertad y algunas consideraciones respecto a los dos vacios de la teoria

Finalmente notemos que una vez que el sistema elige una familia de vacios y un
vacio dentro de esa familia el campo adquiere el valor que minimiza el potencial en todo
el espacio, por lo tanto para las dos familias de estados base tenemos el mismo tipo de
interacciones pero con diferentes factores para los vértices.

3.3. Grados de libertad y algunas consideraciones respec-
to a los dos vacios de la teoria

En la seccién anterior vimos que al acoplar la teoria escalar con el campo vectorial se
eliminan los bosones de Goldstone. Como resultado del mecanismo de Higgs, se generan
campos A, de norma masivos, ademds del campo de Higgs sigma. El efecto novedoso
del potencial 3.2 es que, el tener dos minimos continuos diferentes da lugar a dos La-
grangianos £;, dependiendo del minimo del potencial V;, respecto al cual se consideren
las perturbaciones de los campos ¢ y A,,.

Cada Lagrangiano £; (Ec.3.36 ) se caracteriza por valores diferentes para su masas
escalares y vectorial asi como de los acoplamientos de las interacciones. En la grafica
3.2 presentamos la variacién de las masas de las particulas vectoriales (Ecs.3.34 y 3.35
) y escalares (Ecs.3.10 y 3.11 ) como funcién del pardmetro delta, tomando en cuen-
ta las restricciones senaladas en la Ec.3.7. Claramente se muestra que las particulas
tendran una dindmica diferente, dependiendo del vacio V; al cual se asocian. En par-
ticular notamos que en el limite § = 0 en el que los vacios V1 y V5 estan degenerados
(U(V1) = U(Va)), las masas escalares coinciden my; = my,, mientras que las masas
My, y My, mantienen valores diferentes. Otro limite interesante es considerar que v
se hace tender a cero (V2 = 0), el campo de norma A,» no adquiere masa My, = 0,
sin embargo My, # 0 y los campos escalares se mantienen masivos con my; # my;,.

El tener dos Lagrangianos £; diferentes podria sugerir que el nimero de grados
de libertad se ha duplicado. Sin embargo, la interpretacién que consideramos adecuada
es que el sistema elige una configuracion dada, por ejemplo, la correspondiente a un
minimo homogéneo absoluto, la cual es estable y no tendrian conexién con los grados
de libertad de las particulas asociadas al otro minimo. En este sentido una vez que
se elige un sistema gobernado por el Lagrangiano £;, y debido a que consideramos
fluctuaciones pequenas de los campos, nos podemos olvidar de los grados de libertad
relacionados con £;, j # ¢. La pregunta que surge de manera natural es si existen
configuraciones del campo que conecten la dinamica entre los dos vacios de la teoria.
Esta cuestién serd el tema de estudio de los siguientes capitulos. Analizaremos dos
tipos de configuraciones que representan soluciones no-lineales de las ecuaciones de
movimiento: (i) En el primer caso estudiaremos soluciones de energfa finita tipo solitén
y tipo vértice. (ii) El segundo caso se refiere a soluciones que nos permiten entender el
fenémeno de tunelaje, que sucede cuando el sistema se encuentra en un vacio inestable
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Figura 3.2: Variacién de las masas de las particulas vectoriales (Ecs.3.34 y 3.35 ) y
escalares (Ecs.3.10 y 3.11 ) como funcién del pardmetro delta, tomando en cuenta las
restricciones senaladas en la Ec.3.7. Claramente se muestra que las particulas tendran una
dindmica diferente, dependiendo del vacio V; al cual se asocian. En el limite 6 = 0 en el
que los vacios Vi y Va2 estan degenerados (U(Vy) = U(Va)), las masas escalares coinciden

my, = my,, mientras que las masas M4, y M4, mantienen valores diferentes

que decae al vacio de menor energia.
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Capitulo 4

Solitones en la teorfa ¢* generalizada.

4.1. Soluciones solitonicas para un campo escalar

En la teoria de campos, las soluciones de onda plana representan particulas con un
momento definido y no tienen una localizacién espacial acotada. Al cuantizar la teoria,
los modos de libertad o cuantos se interpretan como particulas elementales. A partir de
las soluciones de onda plana se pueden construir paquetes de onda localizados espacial-
mente, sin embargo, dichos paquetes son dispersivos, por lo que pierden su coherencia
al transcurrir el tiempo, debido al desfasamiento entre sus diferentes componentes de
Fourier.

En contraste con lo anterior, algunas teorias de campo no lineales tienen soluciones
localizadas en el espacio, con un espectro de energia bien definida y que no se disipan
al transcurrir el tiempo. Dichas soluciones, incluyen los llamados solitones o defectos
topoldgicos. En algunos casos dichas soluciones se pueden interpretar como particulas
con localizacion y tamano definido, o en otras como configuraciones extendidas en el
espacio.

Cabe senalar que el concepto de solitén aparece en diversas disciplinas de la fisi-
ca. Sus origenes se remontan a la observacién de J. Scott Russell en 1834, reportada
en 1842-1843 en la “Brtitish Association for the Advanced of Science (Russell, 1845).
Russell describe un fenémeno al que denomina una “onda solitaria” que se produjo en
el agua de un canal estrecho, cuando un bote se frend bruscamente. Montado en un
caballo Russell pudo seguir a dicha protuberancia en el agua por cerca de dos millas
antes de que disipara completamente. La interpretacién, matematica de dicho fenémeno
encontré su primer sustento cuando Korteweg de Vries formulo en 1895 una ecuacién
(Korteweg and de Vries, 1895) que ahora lleva su nombre, y que incorpora términos
no-lineales y efectos dispersivos para describir la propagaciéon de ondas en condiciones
similares a las que se presentaban en el caso mencionado.
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4. SOLITONES EN LA TEORIA ¢* GENERALIZADA.

Regresando al caso de la teoria de campos, tenemos ejemplos en los cuales los soli-
tones se clasifican en configuraciones que podrian representar particulas. Tal es el caso
de los llamados Skyrmiones . El Skyrmién surgié en un modelo en el cual los nucleones
(protones o neutrones), se pueden entender como soliténes en una teoria efectiva no
lineal, en la cual los grados de libertad perturbativos representan a piones. Otro ejem-
plo son los monopolos magnéticos que aparecen como defectos topolégicos en algunas
teorias de gran unificacion. Por otro lado, existen también ejemplos de soluciones, tales
como vortices o paredes de dominio que representan configuraciones extendidas, las
cuales se ha especulado, podrian ocupar amplias regiones de nuestro universo contribu-
yendo con ello a la evolucién y formacién de estructuras en el universo mismo (Ref). Por
otro lado, cabe senalar que los vértices y paredes de dominio son estructuras presentes
en varios fenémenos de materia condensada, en particular en la superconductividad

(Ref).

Una caracteristica de los solitones topoldgicos es que la estructura de minimos del
potencial es tal que permite encontrar configuraciones estables, que difieren del vacio.
El cardcter topoldgico de la teoris estd codificado en una cantidad conservada, a la que
se le denomina carga topoldgica.

En este capitulo, analizaremos las soluciones de solitén (kinks) que aparecen en

una teoria escalar unidimensional, para el potencial de la teoria phi-4 generalizada que
se discutié en el capitulo 3.

4.2. Teorema de Derrick
En este capitulo consideramos el estudio de solitones que aparecen en una teoria de
campo escalar al restringirnos a una sola dimensién espacial D=1.Esta restricciéon se

justifica en la existencia del teorema de Derrick, que se discute a continuacién

Teorema de Derrick. Supongamos que tenemos una densidad Lagrangiana dada por:

c— % ,6(2)0"d(z) — U ()

con U(¢) >0 y U(V;) = 0 para el vacio. Entonces la teoria solo puede tener soluciones
estacionarias de energia finita D = 1. Con D el numero de dimensiones espaciales a

parte del tiempo.
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4.3 Soluciones de solitén y carga conservada

Demostracion. Consideremos la funcional de energia del sistema es

B(ol = [ dPs (30000000 + U0 )

—K+V

Si ahora reescalamos los campos como ¢(z/a), la funcional de energia debe ser inva-
riante ante esta transformacién. Calculando la funcional de energia reescalada tenemos

lo siguiente

E) = [ Vs (“226m<x>a“¢<x> + aDU<¢>)

=aP2K + 4"V

Por lo tanto la variacién de la energia respecto al reescalamiento debe cumplir la si-

guiente relacion

O0E(9/a) _\(p_9)P=3k 4 DaP1V

Dado que K y V son positivos la ultima ecuacion sélo puede tener soluciones para

D =1, por lo que hemos demostrado el teorema de Derrick. O

4.3. Soluciones de soliton y carga conservada

En lo sucesivo nos restringimos a una dimension espacial, en cuyo caso ¢ se puede
considerar un campo escalar real. Para ello consideremos el Lagrangiano (4.1)

£ = 5(0u8)(0"9) ~ V(9) (11)
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4. SOLITONES EN LA TEORIA ¢* GENERALIZADA.

Donde ¢ es un campo real y u = 0,1. Las ecuaciones de movimiento de esta teoria
estan dadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange

?¢  0%¢ aV_O (4.2)
o2 0x2 09 ’
Como buscamos soluciones estaticas, el campo ¢ no depende del tiempo, por lo que la
ecuacién anterior se reduce a lo siguiente
d? dv
¢ _dv _ 0 (4.3)
dz?  d¢
Notemos que 4.3 andloga a la ecuacién de movimiento cldsica de una particula con
masa “m = 1 "que se mueve en un potencial “—V(¢)” conforme transcurre el “tiempo”
x. Ademds observamos que 4.3 se obtiene al minimizar (Coleman, 1977a)

1 /do\?

Ew»—/MJ2<M) FV(9)
Lo cual es consistente con que 4.4 es el Lagrangiano en la analogia mecanica.Las solu-
ciones de solitén requieren satisfacer la ecuacién de movimiento 4.3 y dar lugar a un
valor finito de la energia (4.4). La ultima condicién implica, necesariamente que ¢ tien-
da a un minimo del potencial V; conforme & — 400; y que necesariamente el potencial
se debe cancelar en dicho minimo U(V;) = 0. Un caso trivial es la configuracién de
vacio, en la cual el campo es constante en todo el espacio: ¢(z) = V; y que obviamente
tiene energia nula F = 0. Los llamados kinks (en espanol pliegue) se obtienen para con-
figuraciones que interpolan entre dos minimos del potencial diferentes en los extremos
r — ooy x — —oo. El nombre de kink se relaciona con el hecho de que dicha solucién
se puede considerar como un pliegue que aparece al conectar dos vacios diferentes. El
caso conocido del kink en la teorfa ¢* (referencia) aparece debido a que el potencial
tiene dos minimos diferentes v y —v. Como veremos a continuacién, el considerar el
potencial (3.2) que tiene minimos en ¢ = £V; y ¢ = £V5, da lugar a un mayor niimero
de soluciones tipo kink.

(4.4)

Si multiplicamos ambos lados de 4.3 por d¢/dx obtenemos la siguiente condicién

1 (do\?
== =V
L(m) (0)
La constante K estd determinada por el valor asintético del potencial V en z — t+oc.

Tomando en cuenta la condicién de que la energia del solitén Ec.(4.4) sea finita implica
que K = 0. A partir de la observacién anterior obtenemos la siguiente ecuacién

% = +/2V(¢) (4.6)

—K (4.5)
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4.3 Soluciones de solitén y carga conservada

De manera adicional al integrar 4.5 obtenemos la identidad del Virial

[ [; (izw)] = [ ave (4.7

Integrando la ecuacién 4.6 obtenemos lo siguiente

oo [0
V2V(9)

Esta ecuacién nos permite explicitamente la configuracién del solitén ¢(z) cuando 4.8
es integrable e invertible. Ademas podemos usara la Ec.4.6 para simplificar la energia
del solitén 4.9 dando como resultado

Blol = [~ e [(jﬁ)] ~ [ asievien

-/ " a6 [VIV@] (4.9)

1

(4.8)

Es ilustrativo notar que en analogia clasica 4.6 es la condicién que cumpliria una particu-
la que se mueve entre los extremos de un potencial —V cuando la energia total E es
cero.Por lo tanto, el movimiento estd restringido a una region localizada entre dos mini-
mos contiguos del potencial.

La estabilidad del kink se relaciona con la existencia de una carga conserva-
da.Notemos que en una dimensién podemos definir una corriente conservada J,, como
sigue

TP = 0,4 (4.10)

esta corriente se conserva debido a la antisimetria del tensor ¢*” por lo que se obtiene
de manera directa que

O J" =0 (4.11)

La carga topoldgica asociada a la corriente se puede definir como sigue

Q= /_OO dzJ® = ¢(c0) — ¢(—00) (4.12)

La corriente J,, y la carga QQ se conservan, pero no estan asociados a una simetria a través
del teorema de de Noether. Deben su existencia a una propiedad topoldgica, que en este
caso se refiere al hecho de que el campo interpola entre dos vacios diferentes de la teoria
al pasar de z = —00 a & = 00. Por lo que una vez que el campo ¢(z)esta ‘amarrado”
a dos puntos diferentes en los extremos, tenemos que no existe una transformacién
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4. SOLITONES EN LA TEORIA ¢* GENERALIZADA.

continua que lleve la configuracién ¢(z) a una solucién constante ¢(z) = V; para todos
los puntos . Por lo tanto, a J,, y @ se les denomina como corriente y carga topolégica
respectivamente.

4.4. Kinks de una teoria ¢* generalizada

4.4.1. Caso d =0

Consideremos primero el potencial Eq.3.2 cuando § = 0. En este caso los minimos del
potencial se localizan en £v; y v y estdn degenerados ya que el potencial se cancela
en estos puntos V(+wv1) = V(£wvy) = 0, por lo que podemos esperar que existan 3 kinks
y sus respectivos anti-kinks. Para entenderlo, consideremos la analogia mecanica en la
cual la particula con “posiciéon” ¢ se mueve como funcién del “tiempo” x en un potencial
invertido —U(¢), el cual se muestra en la figura 4.1. Los kinks se obtienen como configu-
raciones que interpolan entre vacios contiguos. Supongamos, por ejemplo, que al tiempo
inicial z — —o0, la particula se encuentra en ¢ = —vy con velocidad nula (d¢/dx = 0)
y se empuja levemente hacia la derecha. Conforme el “tiempo” x se incrementa se mo-
vera hacia el vacio —v1, al cual por conservacién de energia llegara con velocidad nula,
es decir, para * — oo tendremos ¢ — —wv;. Por lo tanto, podemos esperar soluciones
de solitén que interpolan entre los siguientes pares de vacios: (—vg, —v1),(—v1,v1) ¥
(v1,v2), ademds de los correspondientes antisolitones que invierten la direccién en la
que conectan los minimos del potencial. A continuacién, presentamos las soluciones
explicitas que confirman lo mencionado. Consideremos entonces el potencial

V(9) = A(|¢] = v1)][lg] — va]? (4.13)

Podemos ahora usar el procedimiento desarrollado en la seccién 4.3, considerando pri-
mero el kink ¢4 que interpola entre v y vs. Sustituyendo la Ec.4.13 en 4.8 obtenemos

1 [° do
V2 Jgo (@ —v1)(v2 — @)

:|:(l’ — Xo) =

1 1 1 1
T V2hv2 — vy / (v2—¢) (p—w1) (4.14)

S Tl G (e )] IR

La anterior expresion resulta de integrar separando en fracciones parciales el valor ab-
soluto de ¢ no aparece porque ¢ es positivo en toda la regién (vi,v2).Los dos signos
en 4.15 se obtienen al sacar la raiz cuadrada en la Ec.4.5 y da lugar a las soluciones
de soliton y antisolitén respectivamente. X representa la localizacién o centro de ma-
sa del kink; debido a la invarianza traslacional se puede localizar en cualquier punto
del espacio, por simplicidad elegimos Xy = 0, pero se puede restablecer en cualquier
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Figura 4.1: (a) Potencial escalar 4.13.(b) Potencial efectivo —V para el problema clésico

equivalente 4.2.

momento con la sustitucion x — x — Xg. El campo ¢g corresponde al valor de ¢ en
x = Xp. Como ¢ interpola entre ¢(—oc0) = v1 y ¢(00) = v2, tenemos que por simetria
¢o debe coincidir con el punto medio entre los dos vacios, es decir, ¢g = (v1 + v2)/2.

Resolviendo la Ec.4.15 para obtenemos la siguiente expresion para ¢ 4.

Ule—\/2)\(fug—v1)x + vy

1+ efx/ﬁ(vgfvl)x

pa(z) =

me*ﬂmm + v
_ (4.16)
1+ e—V2ma

donde la masa del campo escalar 3.10 esta dada por m = v A(vy — v1).

El correspondiente antisolitén ¢4 se obtiene con las substitucién @ — —z. La
densidad de energia dE(z)/dx = (d¢/dx)? se obtiene de forma directa utilizando la
solucién en la Ec.4.16 dando como resultado la siguiente expresién

4 2\/§mz
dE(z) _ 2m’e (4.17)
dz A(1 4 eV2ma)

En la figura 4.2 se muestra claramente que el kink ¢ 4(z) interpola entre los dos vacios
v1 ¥ v2, la regién de transiciéon entre los vacios se concentra alrededor del centro de
masa del solitén Xy, que en este caso se seleccioné como Xy = 0. En la figura 4.3 se
muestra que la densidad de energia estd concentrada alrededor de X, con una anchura,
que de acuerdo a la Ec. (4.17) estd dada por una longitud tipica &,,, que se identifica
como el inverso de la masa del campo escalar &, = 1/m; entre mayor sea la masa del
campo escalar tendremos que la energia del soliton se concentrara en una region mas
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2~ (’01,1)2)

Figura 4.2: Solucién para el kink ¢4(x) 4.16 con pardmetros v; = 1,vy = 4.
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Figura 4.3: Densidad de energia del kink ¢4(z) 4.17 centrada alrededor de Xy = 0 con

pardmetros v, = 1,v9 = 4.
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4.4 Kinks de una teorfa ¢* generalizada

pequena. Otro pardametro relevante es la masa M4 del kink. Debido a que tenemos una
configuracién estatica, la masa se identifica como la energia total Ec.4.9, que obviamente
coincide con la integral sobre todo el espacio de la densidad de energia en la Ec.4.17,
el resultado es

m3

Ma —
A7 320

El kink ¢4 (x) se caracteriza también por una carga topoldgica, con acuerdo a la Ec.4.12
se calcula de forma directa, con el resultado.

(4.18)

Qa=v2—11 (4.19)

El analisis del kink ¢c que interpola entre los vacios —vy y —wv; es completamente
andlogo al caso anterior. Como el campo es negativo en toda la region, hay que tomar
en cuenta los valores absolutos que aparecen en la expresién para el potencial Ec.4.13,

y notar que ¢g = —(v1 + v2), el resultado para la configuracién de campo ¢¢ es
_Ule\/ﬁ(m*vl)r — vy

pco(z) = (4.20)

1+ e\/ﬁ(vz—vl)x

Mientras que las expresiones para la densidad de energia, la masa y la carga del kink
son idénticas a las del solitén ¢ 4: Ec(4.15),(4.18) y (4.19).

Para el kink ¢p en el intervalo (—vy,v1) podemos separar la integral para obtener
una solucién definida por partes. Para la regién que comprende el intervalo (0,v;)
tenemos lo siguiente

V2 { } —¢+ vy
—ex 2Mvg —v)x p = —— 4.21
oy PV (v2 — v1) ot (4.21)
donde se selecciond el valor de ¢g = 0, que corresponde al punto intermedio del intervalo
(—v1,v1). Mientras que para la regién que comprende el intervalo (—wvq,0) usando 4.14
y considerando adecuadamente los valores absolutos tenemos lo siguiente

V1 { } 9+ u
—ex 2A(vg —v1)x p = 4.22
vsz(Q 1) 5 0 (4.22)
si ahora invertimos las ecuaciones 4.22 y 4.21 obtenemos la siguiente expresién
1 — eV2mlel
v1

Donde 6(x) es la funcién escalon. El kink ¢p 4.23 no es suave en el punto xy donde
estd centrada como se puede observar en 4.5

La densidad de energia se calcula de forma directa con el siguiente resultado
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Figura 4.4: Solucién para el kink ¢p(z) V con pardmetros vy = 1, vy = 4.
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Figura 4.5: Densidad de energia para el kink ¢p. Los valores de los pardmetros son los

mismos que en la grafica 4.2
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4.4 Kinks de una teorfa ¢* generalizada

dE(z) 4 (v109)2me2V2me

= 4.24
dzx (Ul _ v26\/§m1)4 ( )

con x > 0. Notemos que la densidad 4.24 se escribe de manera simple ya que el campo
¢p es impar alrededor del origen mientras que la densidad (d¢/dx)? es par por lo que
basta con encontrar la densidad de energia para ¢ > 0 y multiplicarla por 2.La carga
topolégica esta dada por @Qp = 2v1, mientras que para la masa del kink ¢ obtenemos

MB:2/ \/2)\ (—¢ + v1)%2(—d + v2)2dop

_ V2o,
3

1(3v2 —v1) (4.25)

En las figuras 4.5 y 4.4 se presentan la solucién para el campo del kink B y su correspon-
diente densidad de energia, respectivamente. En este caso observamos que nuevamente
la densidad de energia se concentra alrededor del centro de masa del solitéon Xy = 0,
con un decaimiento exponencial determinado por el inverso de la masa m del campo
escalar. Sin embargo, observamos que si bien las funciones ¢p(z) y dE/dx son conti-
nuas en el origen, sus pendientes son discontinuas; los cual se relaciona con el hecho de
que el potencial V(¢) en Ec. (4.13) es no-analitico en ¢ = 0.

Masa(M) Carga(Q)
My 33;\ Qa  E(va —v1)
Mp Y22 (31}2 —u) Qp +2(w)
MC m QC’ i(vg — 1)1).

Tabla 4.1: Carga topologica () y masa M de los kinks ¢4, ¢ v ¢

En la tabla 4.1 se muestra la carga y masa de los solitones (signo positivo) y la carga
de los antisolitones (signo negativo) para los tres intervalos con soluciones de soliton
del potencial considerado.El hecho de que las masas y cargas de los kinks A y C sean
idénticas, sugiere que existe una simetria que las relaciona. En efecto comprobamos
que debido a que la configuracién de kink A cumple la condicién 0 < ¢p4(x) < v1 + vo;
tenemos una simetria ante la transformacién ¢a(z) — ¢ (z) = da(z) — (v1 + v2), la
cual deja invariante al lagrangiano escalar con el potencial en Eq(5.14). Ademés de que
transforma el kink ¢4 en el kink C ya que ¢¢(z) = ¢ (z).
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o | Qa=v2— pa (a)

5 0+ QB — 2'Ul ¢B (b)
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Figura 4.6: Solucidnes solitonicas para el potencial escalar V Eq.4.13 con pardametros
v1 = 1,v3 = 4.(a) Kink ¢4 localizado en el intervalo (v, vs) con carga Q4 = vo — v1.(b)
Kink ¢ localizado en el intervalo (—wv1, v1) con carga @Qp = 2v1.(c) Kink ¢¢ en el intervalo

(—vq, —v1) con carga Q¢ = vy — V1.

4.4.2. Caso 6 #0

Consideremos ahora el caso general en el cual § # 0. Como vimos en el capitulo 3, el
parametro delta da lugar a que los minimos del potencial dejen de estar degenerados y
a que el campo escalar adquiera dos masas diferentes: my; (Eq.3.10) y my, (Eq.3.39).
Consideremos que delta es positivo, por lo que el problema mecénico andlogo es el de
una particula que se mueve en el “potencial” —V'(¢), ilustrado en la figura 5.8, donde
V(¢) estd dado por la Eq.4.26

V(¢) = Al(|9] = v1)? + 8[| — va]? (4.26)

En la figura 4.7 podemos notar que solo esperamos tener una solucién de soliton estable
con energia finita en la que el campo estd localizado en el intervalo (—wvg,vy). Para
obtener la solucién podemos partir la integracion de la ecuacién 4.8 en los dos intervalos
(0,v2),(—v2,0).En el intervalo (0,v2) obtenemos la siguiente ecuacién para z

48



4.4 Kinks de una teorfa ¢* generalizada

v_dp
o \/ 2V(¢)
log < (N Zmy, 4 /(v1¢)2+5+(¢>v1)Av+5>

va—¢
= o - 90 (4.27)
2

donde f y go tienen los siguientes valores

€r =

my, = VAv2 446 (4.28)
log < (A)f%m\@ w/v%+§v1Av+§>

v2
g0 =
\/imvg

Invirtiendo la ecuacién 4.27 obtenemos la forma del soliton valida en z > 0 como sigue

(4.29)

2(_1)% + V9vy — 5)6\@711\/2 (z49g0) + U2€2\/§mv2 (z+g0) _ )

o) = (4.30)

2 ApeV2mva (FH90) | (2V2mv, (w+90) _ 6

realizando el procedimiento analogo para ¢ en el intervalo (—wvg, 0) se obtiene la siguiente
solucion solitonica para x < 0. El resultado completo se puede escribir como sigue

bs()

dlz| (2(—1)% + vgvy — 8)eV2mva(lzlteo) 44y e2V2mvy (alto0) _ v2(5> (4.31)
 dx '

2 AveV2mv, (l2l+90) | ¢2vV2myy (|zl+g0) _ §

La ecuacién' 4.31 es vélida para todo valor de z. En la figura 4.8 se presenta la solucién
del kink ¢5(x) para dos valores de 6. De manera similar a los casos anteriores, se observa
que si bien el campo escalar es continuo, las derivadas de ¢ muestran discontinuidades
en el origen, donde ¢(z = 0) = 0 . Este hecho se hace méas evidente en el pico que
muestran las graficas de la densidad de energia en x = 0, Figura 4.9. Es de destacar
que el perfil del kink ¢s(z) muestra tres pliegues, correspondientes a las regiones de
transicién donde se concentra el cambio del campo al pasar del minimo —ws al otro
minimo vy. Este efecto es mds claro para valores pequenos de delta (Fig. 4.9-b). La
localizacion de los puntos z., en los que se da este cambio, corresponden a méaximos del
potencial V(¢), los cuales estén localizados en ¢ = V,,, Ec.(3.5) y ¢ = 0. Lo cual tiene
sentido ya qué en el problema mecanico andlogo, corresponden a minimos de =V (¢). Y
la particula analoga tiene energia cinética maxima en estas regiones. Y es precisamente
en estas zonas que se concentra la energia del solitén, tal y como muestra la Figura
4.9, en la que observamos paquetes en los cuales se concentra la energia. Es interesante
resaltar que ¢s(x) es una solucién extendida en la cual se tiene tres concentraciones o

. s S d
'Notemos que en la ecuacién 4.31 se ha usado la representacién de la funcién signo sgn(z) = %
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Figura 4.7: Potencial —V que sentirfa una particula de masa m = 1, con V dado por 4.26,

con parametros v1 = 1,v9 = 4,6 = 0.5.

paquetes de energia, a diferencia de las soluciones de la seccién anterior, que al igual que
los casos usuales de solitones contienen una sola regién de concentracién de la energia.

Al comparar los resultados y graficas con las de la seccién anterior nos lleva a con-
cluir que el kink ¢s(z) se puede considerar como la fusién de los tres solitones: ¢4(x),
op(x) y ¢c(z). Esto serd mas claro en cuanto delta sea mds pequeno, y se muestra
en la figura 4.10 en la que se compara de densidad de energia del kink ¢s(z), con la
suma de la energia de los otros tres solitones. En el limite 4 — 0, tendremos que la
“particula” que inicie su movimiento en ¢ = —vs, no podra rebasar el valor de ¢ = —wv;
y por lo tanto el kink ¢s(x) se fisionard en los solitones ¢ 4(z), dp(x) vy doc(z).

La carga del soliton ¢5(z) se calcula de manera sencilla evaluando el campo en
infinito, obteniendo la siguiente carga

Qs = +(2v2) (4.32)

La masa Mj también se puede calcular de manera directa con el siguiente resultado
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Figura 4.8: A la izquierda se observa la solucion solitonica del potencial V en el intervalo
(—vq,v2) con pardmetros v; = l,v9 = 4,0 = 0.5.A la derecha se observa la solucién

solitonica del potencial V en el intervalo (—vs,v2) con pardmetros v1 = 1,v3 = 4,5 = 0.001.

M= [ N9l = o) + 8] — v)de

—v9

9 /0 BT o) T (18] — va)de (4.33)

- ‘/?‘ [ (v1 = @)% +((v1 — ¢)(v1 — Bva + 2¢) — 20)

v2

+ 39 (ve — vl)log< (v —@)2+d—v + ¢)

V2X

0

(Av)2 + 6((Av)? — 28) — y/v? + 6[(v1) (v1 — Bv) — 20]

3

V(Av)2+ 6+ A

+ 35(Av) log (Av) 40+ Av
\/v% +d6—1

La igualdad 4.33 se sigue del hecho de que el integrando es una funcién par, por lo

que en un intervalo simétrico la integral contribuye lo mismo en ambos lados del eje de
simetria.

(4.34)

Como mencionamos anteriormente, se espera que para § pequena el kink ¢5 se
pueda considera como la unién de los tres solitones obtenidos cuando delta =0, es decir
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dFE /dx dE /dx
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Figura 4.9: Densidad de energia del soliton
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Figura 4.10: En azul se muestra la densidad de energia del soliton cuando § # 0, mientras
que la linea punteada negra muestra la densidad de energia de la solucién de soliton en el
intervalo (—v1,v1) cuando § = 0. La linea punteada roja muestra la densidad de energia

de la solucién de soliton en los intervalos (—vg, —v1) y (v1, v2).
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da(z), dp(z) y ¢c().

Si evaluamos la masa M;z con los pardmetros v; = 1,vo = 4y § = 10~* obtenemos
4.35

Mj ~ 17.915 (4.35)

Mientras que evaluando la suma de las masas 4.18 y 4.25 que conforman el soliton
mostrado en la figura 4.10 obtenemos lo siguiente

My = 2M 4 + My ~ 17.913 (4.36)

Resulta evidente también que Qs = Qa4 + @p + Q¢. Los resultados anteriores nos
permiten corroborar la interpretacién de que ¢s se conforma por la unién de los tres
solitones obtenidos cuando § << 1.

Una de las caracteristicas distintivas de los solitones es que son no dispersivos. Ya
que representan paquetes de energia localizados que se mueven con velocidad constante
manteniendo su estructura inicial. Esto en contraste con los paquetes de onda que se
forman al superponer soluciones con diferentes longitudes de ondas, que por lo tanto se
desfasan conforme transcurre el tiempo, dando lugar a un ensanchamiento progresivo
del paquete de energia inicial.

Hasta ahora hemos considerado soluciones estaticas, pero podemos aplicar un
boost a las soluciones escalares obtenidas al definir 1)g(§) donde ¥g(&) es cualquiera de
las soluciones de kink obtenidas en esta seccién y donde £ estd dado por

1

Sustituyendo ¥g(§) en la ecuacién 4.2, resulta inmediato comprobar que se tiene una
solucién de la ecuacién de movimiento dependiente del tiempo y que en efecto 1g(§) es
no dispersivo, y por lo tanto un solitén.

E=v(x = Vi) (4.37)
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Capitulo 5
Vortices en un modelo de
electrodinamica escalar con un potencia

gb4 generalizado

En este capitulo analizaremos soluciones tipo vortice en una teoria de electrodinamica
escalar con el potencial ¢* generalizado.

Los vértices son solitones que aparecen en teorias de campo escalar complejo aco-
plados a un campo de norma. Son soluciones con simetria cilindrica en las que los
campos dependen de dos dimensiones espaciales. La existencia de estos objetos fue
postulada por primera vez en el &mbito de la superconductividad por Abrikosov (Abri-
kosov, 1957) utilizando la teoria de Landau-Ginzburg. Abrikosov demostré que cuando
se aplica un campo magnético por encima de un valor critico en superconductores ti-
po II aparecen estados mixtos con soluciones de vértices (fluxones). Posteriormente
Nielsen y Olesen (Nielsen and Olesen, 1973) demostraron que las soluciones de vértice
aparecen también en una teoria de electrodindmica escalar con rompimiento espontaneo
de la simetria, lo cual es de esperarse debido a la similitud de dicha teoria con la de
Landau-Ginzburg.

5.1. Vortices en la electrodinamica escalar con un poten-
cial ¢* generalizado

Consideremos el Lagrangiano 5.1 de la electrodinamica escalar.
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5. VORTICES EN UN MODELO DE ELECTRODINAMICA ESCALAR CON UN
POTENCIA ¢* GENERALIZADO

L = =5 (Fu)? + (Dud)(D"9)" = V(9) (1)

donde el potencial ¢* generalizado est4 dado por la Ec.(3.2). Por completez recordamos
que F),, y la derivada covariante D, estdn dados por las siguientes expresiones

F = 0,4, — 0,4, (5.2)
D, = 0, +ieA, (5.3)

Aplicando la variacién del Lagrangiano anterior respecto a los campos independientes
¢, ¢* y Ay, obtenemos las siguiente expresion

0L = F,0"6A* — g‘;dqﬁ - g(;/* 56" + (=0, 0" ¢ — 2ie A, 0" ¢ — iepd" A,)dp*
+ [+ 2% A, 00" S AF — (0,01 " — 2ieA, 0 —ieg 0" AL)5¢p  (5.4)
Ju = ie(¢0u9" — ¢"0ud) (5.5)

Finalmente integrando el primer término en 5.4 por partes y usando el hecho de que
las derivadas totales no contribuyen a la accién tenemos que el principio de Hamilton
S = 0 da lugar a las siguientes ecuaciones de movimiento

" Fy = J, + 262 A, 00" (5.6)
(O +ieA,) (0" +ieAt)p = —g‘; (5.7)

Por otro lado la funcional de energia esta dada por la siguiente expresién

Blg) = [ dol- 1 Fu P + (Dig)(D'6)" + V(o) (53)

Como se menciond, nos interesa estudiar configuraciones estaticas con simetria cilindri-
ca. Podemos entonces suponer que campos dependen de las coordenadas (z,y) =
(21, x2), mientras que las inicas componentes no nulas de F,, corresponden al campo
magnético Fi13 = —F5; = B; por lo cual podemos elegir una norma en la que el campo
vectorial apunte en la direccién del vector unitario 0. De manera similar al caso de los
kinks, la condicién de energia finita implica que las contribuciones al integrado de 5.8
se deben anular por separado en la frontera de integracién, esto da lugar a las siguientes
condiciones cuando r — oo

B=0 (5.9)
|p| = va (5.10)
Di¢p=0 (5.11)
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5.1 Vértices en la electrodindmica escalar con un potencial ¢* generalizado

Las dos primeras condiciones determinan que asintéticamente el campo magnético se
cancela y el valor absoluto del campo escalar tiende a un minimo del potencial. Sin
embargo el campo escalar escalar ¢ puede tener una fase dependiente de las coordena-
das espaciales ¢ = |¢| exp{ix(7)}. Consideremos coordenadas polares (r,#), la tltima
ecuacioén 5.11 implica dos condiciones, en la direccion radial D,¢ = 0 se cumple de
manera trivial si elegimos un potencial vectorial que apunta en la direccion angular €y.
Por otro lado si x s6lo depende de 6 tenemos que la componente angular Dg¢ se cancele
asintoticamente si las siguientes condiciones se cumplen

1im ¢(r,0) = voeX?) (5.12)
) 1
Jim Ag(r,0) = —0px(6) (5.13)

Las Ecs. (5.12-5.13) muestran que, asintéticamente, el campo de norma es proporcional
a la derivada de la fase del campo ¢ en un circulo en infinito. Debido a que el campo
¢ debe estar univaluado la fase cumple con x(27) — x(0) = 27n donde n es un entero.
Podemos entonces escribir la fase como sigue x(#) = nf por lo tanto la ecuacién 5.13
se reduce a

n
lim A = — 14
s v o(r,0) er (5.14)
Esta condicién nos permite calcular el flujo del campo magnético del sistema como
sigue

S%
27

= (5.15)

La ecuacién 5.15 nos dice que el flujo magnético esta cuantizado de manera similar a lo
que sucede con los superconductores tipo 11, con la diferencia de que la carga del flujo
en dicho caso es la de los pares de Cooper, mientras que en este caso e representa la
carga del campo de norma. En general hemos considerado unidades naturales en las que
h = ¢ = 1. Sin embargo, reestableciendo unidades la ecuacién anterior toma la siguiente
forma ® = n®q, donde el cuanto de flujo estd dado por ®y = h/e ~ 10~7 Gauss-cm?.
Tenemos entonces que un vértice estd formando por n cuantos de flujo. En el caso de
la superconductividad, en la que la carga efectiva es e* = 2e, la cuantizacién del flujo
® = ndg ha sido corroborada experimentalmente (Deaver and Fairbank, 1961), (Doll
and Nébauer, 1961)

Tomando en cuenta comportamiento asintotico de los campos en todo el espacio
resulta natural proponer el siguiente ansatz para los campos como sigue (Marciano and
Pagels, 1978)

o7



5. VORTICES EN UN MODELO DE ELECTRODINAMICA ESCALAR CON UN
POTENCIA ¢* GENERALIZADO

o(r,0) = va f(r)e™ (5.16)
A() = ga(r)é (5.17)

De lo discutido tenemos que las condiciones de frontera en r — oo son: a — 1y f — 1.
Mientras que en r = (0 son las siguientes

a(0) =0 £(0) =0 (5.18)

de tal manera que los campos no sean singulares en el origen.

Sustituyendo el ansatz (5.16- 5.17) en 5.6 y obtenemos las ecuaciones

d’f  1d 2 : ’

L e MR- - - T =0 (519)
d*a 1d
2 (- a) = 0 (5.20)

En 5.19 y 5.20 hemos sustituido el potencial 3.2 para obtener la forma explicita de las
ecuaciones'. Se usa la notacién V; para los minimos adimensionalizados con V5.

Tomando en cuenta las condiciones de frontera de los campos en infinito podemos
obtener el comportamiento asintético de los campos de las ecuaciones anteriores.

Sustituyendo fo, = 1 en la ecuacién de 5.20 tenemos

2
deia - T% — 2¢%037r%6a = 0 (5.21)

con da = 1 — a, la ecuacion diferencial anterior tiene solucién exacta en términos de
funciones de Bessel (Arfken and Weber, 2012).

1 —a(r) =cirJi(ima,r) + corYi(—ima,r)
= crKi(ma,r)

2

™M A,

rze Mg (5.22)

~cC

Donde m gy, = V2eVs es la masa vectorial que encontramos en 3.40. Notemos que el
acercamiento exponencial del campo vectorial a su valor asintético, esta determinado

'En este capitulo se ha usado la convencién A — % para
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5.1 Vértices en la electrodindmica escalar con un potencial ¢* generalizado

por la masa vectorial m4,, adquirida con el rompimiento espontdneo de la simetria.
Las constantes ¢; y co estan relacionadas debido a que en infinito la soluciéon debe anu-
larse. Si ahora consideramos el comportamiento asintético de la ecuacién expandiendo
la funcién f en infinito como f(r) = 1 — 6 f(r) y manteniendo términos dominantes
podemos encontrar la siguiente ecuacion

6" + %(5f)' — AMv_Av 6f =0
6+ %(5 ) —mief =0 (5.23)

donde Avy = Vi — vy y Av_ = V,,, — vy e identificamos la masa escalar como my, =

V3l —v)? + 6]

La solucién a la ecuacion 5.23 es la siguiente

(5f(7") = leo(imVQT) + deb(—z’mVQr)
= dKo(mv2T>

~d _ e M2l (5.24)
2mmy,T

Con lo cual tenemos que el acercamiento exponencial del campo escalar al vacio vs,
estd determinado por la masa del campo escalar my,.

Ahora que conocemos la forma de los campos en infinito podemos darnos cuenta
que existen dos escalas caracteristicas relacionadas con las longitudes de Compton de
los campos masivos A, y ¢, dadas por las siguientes expresiones (Blasone et al., 2011)

1
- 5.25
e = o (5.25)
1
G = p—

En los superconductores a estas escalas se les conoce como longitud de correlacién (¢),
y la longitud de penetracién de London (7)), mientras que al pardmetro adimensional
K= g es llamado parametro de Landau-Ginzburg. Los valores de k sirven para clasifi-
car a los superconductores en el tipo I y el tipo II, kK < 1 y k > 1 respectivamente.

Hacemos notar, que debido a que el potencial tiene dos minimos que producen dos
masas diferentes para los campos A, y ¢, podemos definir otra longitud de correlacién
n, y de penetracién ¢, utilizando las masas my, (Eq.3.10) y ma, (Eq.3.34). En el
analisis numérico haremos referencia a los dos conjuntos de longitudes caracteristicas,
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A=0.250=0.1,Kk = Ky =0.13
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Figura 5.1: Gréfica de los perfiles f(u) y a(u) para los pardmetros e = 1,01 = 1,uy = 2.

Cerca del origen los perfiles se desplazan a la derecha conforme crece el valor de n.

discutiendo en que casos se manifiestan en las soluciones.

Es interesante notar que el comportamiento asintético de los perfiles a(r) y f(r) de-
termina la naturaleza de la interaccién entre vortices con separaciones L entre si. La
fuerza de interaccion entre los vértices tienen dos contribuciones, una fuerza “electro-
magnética” mediada por el boson de norma A y una fuerza escalar mediada por el boson
escalar, por otra parte la fuerza asociada al boson de norma es repulsiva para fuentes
con misma “carga”mientras que la fuerza asociada al boson escalar es atractiva, una
demostracién muy elegante de este hecho se puede encontrar en (Zee, 2010).

Consideremos ahora el comportamiento de los campos cerca del origen r << 1,
tomando en cuenta los valores determinados en la Ec.5.18. Usualmente se busca un
desarrollo en series de potencia de r. Por ejemplo en el caso de los vortices de Nielsen y
Olesen una expansién en serie de potencias de r se puede llevar a cabo explicitamente
y se muestra que el término dominante de la serie para el caso escalar toma la forma
f(r) = for™ + O(r™*2), donde f, se determina numéricamente.

En nuestro caso el desarrollo en serie no siempre esta bien definido, lo cual se
relaciona con el hecho de que el potencial no es analitico en ¢ = 0. Sin embargo, en
el apéndice B se muestra que el comportamiento dominante de las campos escalar y
vectorial cerca del origen se puede determinar y para el campo escalar estd dado por
la siguiente expresion
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5.2 Soluciones numéricas.

Flr) = bp1 fur + £V (5.26)

con el coeficiente del termino cuadratico dado por las siguientes expresiones

£ = (f_(% n=1,3,4,.... (5.27)
fg(n) _ (—G(0) + 2c(4aaN? — G'(0))) h—o (5.28)

16

en las ecuaciones anteriores fi y ¢ son constantes a determinar, as es el coeficiente que
aparece en el término dominante de a(r), ver ecuacién X, mientras que G(0) y G'(0)? se
relacionan con las derivadas del potencial escalar adimensional evaluadas en el origen

S W
G'(0) = 1tm Y — (VW 4+ Vi 4 TR) (5.30)
—fg% df2 o2 1Vm m 1 .

De acuerdo a la Ec.(5.26), para n = 1, f(r) debe iniciar con un comportamiento lineal y
a segundo orden tiene una contribucién cuadratica donde el correspondiente coeficiente
es negativo. Para todos los demds voértices, n > 1, f(r) debe mostrar inicialmente un
comportamiento cuadratico creciente.

En el caso del potencial vectorial, la funcién a(r) cerca del origen se determina
como sigue

6 1,
a(r) ~ agr® — 2L 2t - —(fM)2,6, (5.31)

4 12
Hacemos notar que as determina el valor del campo magnético en el origen By =
2a0en. En las expresiones anteriores fi1, ¢ y as son constantes que se determinan auto-
consistentemente al resolver numéricamente las ecuaciones diferenciales

Por dltimo podemos observar que para n = 1 f es una funcién convexa (f” < 0)

en el origen con término dominante lineal. Mientras que cuando n > 1 la funcién es
céncava (f” > 0) con término dominante cuadratico.

5.2. Soluciones numéricas.

Las ecuaciones diferenciales 5.19 y 5.20 no tienen solucién analitica por lo que tienen
que ser resueltas con métodos numéricos de modo que es conveniente reescribirlas en
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términos de variables adimensionales. Considerando u = evyr las ecuaciones diferencia-
les adquieren la siguiente forma

d2f 1df 2 b\ ~ ~

AT %(1 —a)’f = S(f=D(f = Vi)(f = Vi) =0 (5.32)
d’a  1da 2 _
@ udy TAmO=0 (533

Por otra parte, si sustituimos 5.16 en la funcional de energia estatica obtenemos lo
siguiente

B— / e [532 + (D) (D) + V(9)

n? da df
:27T/dT7” 2627‘2<d7’) + v3 <d >
n2
7

2
= 2wv§/duu {2712 (a’)2 + (f/) +

—a)? 2+ [(vzf—m) +5][vzf—v2]2]

(1= 7+ 5l = 2+ a1l - ]ﬂ
(5.34)

La ecuacién 5.34 representa la energia estdtica del vértice en términos de variables
adimensionales. Donde se tomé en cuenta que B = :—TZ—‘TI,.

Para obtener las soluciones numéricas de las ecuaciones 5.32 se usé el lenguaje de
programacién Julia, en particular se utilizé el método de Runge-Kutta implicito dada
la inestabilidad del sistema.

En la figura 5.1 presentamos las graficas de f(u) y a(u) como funcién de la distan-
cia u al centro del vértice, para diferentes valores de la vorticidad o cuanto de flujo n.
Los valores pequenos de los pardmetros de LG seleccionados k1 ~ k3 = 0.13, implican
que las longitudes de coherencia ({3 = 9.1,{2 = 5.39) son grandes respecto a las longi-
tudes de penetracién (n; = 1.25,12 = 0.71). Por lo tanto el campo escalar f(u) alcanza
desde cero su valor en el vacio vy (en la normalizacién adoptada vy = 1) en una distan-
cia del orden (1, que es aproximadamente un factor 1/k; =~ 7.3 mayor que la distancia
requerida para que el campo vectorial a(u) llegue a su valor asintético 1. En la figura
5.2 se muestra que el campo magnético se concentra alrededor del centro del vortice
en una regién caracterizada, en el caso n = 1, por la longitud de coherencia n; = 1.25.
Conforme n crece el radio promedio del vértice aumenta, de tal manera que la integral
bajo la curva satisface la relaciéon de cuantizacién del flujo magnético Eq.5.15. En la
figura 5.1 notamos que al aumentar n las funciones f(u) y a(u) muestran un corrimiento
a la derecha, este efecto es causado por el tercer término en la funcional de interaccién
Eq. 5.34, que se puede considera un potencial “centrifugo” que se agrega al potencial
V(¢), dando lugar a un potencial efectivo V. ¢(¢) = V(¢)+ (n/u)?(1 —a)? f2. Se observa
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5.2 Soluciones numéricas.

A=0.250=0.1K = Ky =0.13
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Figura 5.2: Gréfica del campo magnético B(u) para diferentes valores del cuanto de flujo

n y parametros e = 1,01 = 1,v9 = 2.

también que cerca del origen f(u) muestra un comportamiento lineal en el cason =1y
cuadratico para n > 2 con un coeficiente decreciente conforme n crece, lo cual es consis-
tente con las expresiones en las Ec.(5.26 y 5.31). En la figura 5.3 se muestra la densidad
de energia dFE/du como funcién de u. Llama la atencién que para n = 1 se presenta
una discontinuidad en la derivada de la grafica, lo cual probablemente se relaciona con
el mencionado comportamiento no-analitico del potencial cerca del origen. Se presenta
también la energia total F, de cada vértice, al evaluar numéricamente las superficies
limitadas por las diferentes curvas. Al comparar las graficas 5.2 y 5.3 observamos que
la variacién de B como funcién de u es similar a la densidad de energia dE/du , lo que
nos lleva a concluir, que la distribuciéon de energia coincide espacialmente con la del
campo magnético de cada vértice.

Consideremos ahora un caso en que las dos constantes de LG son mayores que el
valor critico k. = 1. La figura 5.4 muestra los perfiles de f(u) y a(u) para k1 = 3.94,
ko = 1.44 y diferentes valores de n. En este caso que las longitudes de coherencia ((; =
0.60, 2 = 0.49) son menores que las longitudes de penetracién (n = 2.37,m2 = 0.71).
El campo escalar f(u) muestra dos regiones de transicién entre los valores 0 — Viy
Vi — 1, determinadas por el acercamiento de f(u) al primer y segundo minimo del po-
tencial respectivamente. La segunda transicion f(u) — 1 estd descrita por la Eq.5.26,
que muestra una dependencia exponencial que determina una regién de transicién con
un ancho del orden (2 = 1/my. Por otro lado, de manera notable observamos una mese-
ta intermedia bien definida, en la cual f permanece practicamente constante alrededor
del primer minimo del potencial, f =~ Vi, para un rango amplio de valores de u. Este
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A=0.250=0.1,K; ~ Ky =0.13
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Figura 5.3: Gréfica de la densidad energética e(u) y a(r) para los pardmetros e = 1,u; =

].7’02 =2.
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Figura 5.4: Gréfica de los perfiles f(u) y a(u) para los pardmetros e = 1,01 = 1,ug = 4.
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A=14.0,0 =0.5,k1 = 3.94, ke = 1.44

6 —
S 4
A B,n=1
B,n=2
2 - B,n=3
B,n=4
0L i I i .
0.0 25 5.0 75 10.0
u

Figura 5.5: Gréfica de los perfiles B(u) para diferentes valores del cuanto de flujo n y

pardmetros e = 1,7 = 1,v5 = 4.

A =14.0,6 = 0.5, 5, = 3.94, ky = 1.44
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Figura 5.6: Grafica de la densidad e(u) para los pardmetros e = 1,01 = 1,5 = 4.
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comportamiento difiere del caso conocido de Nielsen y Olesen, donde ¢ muestra un
crecimiento mondtono hasta alcanzar el minimo del potencial. La meseta que encon-
tramos puede explicarse observando la funcional de energia 5.34, notemos que tenemos
ma; < my; por lo que el perfil f(u) llega a su valor Vi mucho antes de que a(u) llegue
a 1. Como el término centrifugo de la energfa es proporcional a (1 —a)?f? este término
se minimiza cuando f es pequeno, en particular es favorable energéticamente que el
valor de f sea Vi porque es un minimo del potencial. f se mantiene cerca de Vi hasta
que a ~ 1 de modo que la contribucién 1 — a es pequena y ahora es més favorable para
la energia que f tienda al minimo absoluto f — 1.

Para entender la meseta que surge cerca de V; también podemos examinar las
Ecs.5.32 y 5.33. Si consideramos primero la ecuacién para el campo a(u) y tomamos en
cuenta que f ~ V; obtenemos lo siguiente

d’a 1da ~

—— = —— +2VZ(1—a)=0 5.35
du?  udu +2Vi(1 = a) ( )
La ecuacion 5.35 es andloga a la ecuacién que se obtiene para a cuando u — oo por lo
que la solucion es la siguiente

a(u) =1 — V2V K (V2Viu) (5.36)

Hemos elegido la constante de integracién de tal manera que a(0) = 0. Por otra parte
aunque a(u) crece més lentamente que f(u) su valor no es despreciable en general.
Expandiendo f como f(u) = Vi — h(u) alrededor de V; con h(u) << Vi obtenemos la
siguiente ecuacién a partir de 5.32

d*h 1dh ~ 2 ~ ~ ~
W + ;@ + 2’!22‘/1 (Kl(\/§V1U))2(V1 - h) - 2m%/1h =0 (5'37)

Cerca de V; los dos primeros términos de 5.37 son despreciables, ya que el campo h es
casi constante cerca de la meseta. De modo que podemos escribir

n*VEKE(V2Viu) — n?VEKE(V2Viu)h(u) — i h(u) = 0 (5.38)

resolviendo para h obtenemos la siguiente funcién

h(u) _ 7”L2‘~/13 (Kl(u))2

= R () 4 ) (5.39)

Usando la Ec.5.39 podemos escribir el perfil f(u) como sigue
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(nk, (V2T )
(nKl(\/if/lu))Q + K2
14 (nKl(\@Vw))Q

K1

flu)y=n |1+

i

Q

(5.40)

En la segunda linea de Ec.5.40 se ha considerado que k1 3> 1. Usando los la ecua-
cion 5.40 uno puede encontrar que las derivadas que omitimos al resolver para h son
despreciables aproximadamente cuando 4 < n% lo cual se cumple para las graficas
que tenemos en la figura 5.4. Es importante notar que las condiciones anteriores son
condiciones suficientes pero no necesarias.

En la figura 5.5 observamos la dependencia del campo magnético como funcién
de u. Nuevamente el campo se concentra alrededor origen dentro de voértice un radio
determinado por la longitud de coherencia (1, y aumenta con n tal, de tal manera que
se garantice la cuantizacion del flujo magnético Ec.5.15.

Es interesante notar en la figura 5.6 la grafica de la densidad de energia como
funcién de u, la cual ahora se concentra en dos regiones, a diferencia de lo observado
en el ejemplo anterior. La primera regién coincide con el tubo de flujo, por lo cual
se identifica principalmente con energia magnética. La segunda coincide con la meseta
descrita anteriormente y corresponde a la energia de campo del vacio U(V7); recordando
que en U(V) el potencial tiene un valor no nulo U(V7) > 0 que contribuye a la energfa
del vértice.

En la figura en la figura 5.7 se muestra que también es posible que se formen
mesetas cuando & &~ (v — v2)%/8 y A >> 1. Un andlisis andlogo al que se hizo en la
ecuacion 5.37 nos dice que en este caso la funcién h estd dada por

on? (Kl(ﬁvlu))Q

2
2(1-#)

Usando 5.41 se puede mostrar que la condicién aproximada para que se obtenga la
meseta es 8/(1 — vy/V7)? << A/e?. Para los pardmetros usados en la grafica 5.7, la
condicién es explicita es 3.85 << A/e? lo cual es consistente con el comportamiento que
se observa en la figura 5.7.

h(u) ~ (5.41)

Otra caracteristica interesante de esta teoria es que tanto para el régimen de los
perfiles de la figura 5.1 (k1 < k) como para los perfiles de la figura 5.4 (k1 < K.)
se cumple Fy < 2F; lo que sugiere que los vortices dos vortices sienten una fuerza
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Figura 5.7: Gréfica de los perfiles f(u) y a(u) para los pardmetros e = 1,v1 = 1,uy = 4.

atractiva entre si. Lo anterior difiere del comportamiento de los vértices de Nielsen-
Olesen en donde para k < k. los vértices se atraen mientras que para K. < k los
vortices se repelen.
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Capitulo 6

Un falso vacio en la teoria

Luego del éxito del modelo estandar para describir muchos fenémenos de la fisica de
particulas los cientificos comenzaron a preguntarse cuales eran los horizontes de la
fisica del boson de Higgs. Pronto se dieron cuenta que el modelo estandar no podia
explicar algunos fenémenos cosmoldgicos como la bariogénesis, en particular se observo
que para explicar la asimetria barionica se necesitaba que en la etapa primordial del
universo cuanto este estaba muy caliente este pasara de su fase simétrica a su fase
asimétrica al enfriarse mediante una transicién de fase de primer orden sin embargo
esto no es lo que se observa pues se cree que la transicién de fase fue de segundo orden.
Si bien la bariogénesis no es explicada con tunelaje cuantico esta abrié las puertas para
preguntarse si estamos en un vacio estable. Se cree que el vacio electrodébil puede estar
asentado en un vacio falso (metaestable) de modo que puede haber tunelaje cudntico
del vacio falso al vacio verdadero. En este capitulo se desarrolla la teoria para considerar
el tunelaje cudntico en una teoria de campos que cuenta con un vacio falso y un vacio
verdadero tal el que estudiamos en los capitulos 3 y 4. En particular haremos notar que
el formalismo de tiempo imaginario tiene analogias interesantes con las soluciones de
soliton consideradas anteriormente.(Rajantie, 2018)

6.1. Tunelaje en varias dimensiones

Antes de considerar el tunelaje en teoria de campos vale la pena estudiar el
fenémeno en teoria cudntica de una dimensién. En una dimensién podemos calcular
la probabilidad de tunelaje de una particula a través un potencial V(q) con dos mini-
mos en una regién donde E < V(q). Nos interesa mostrar que la expresién conocida
para la probabilidad de tunelaje, en la aproximacion WKB, se puede obtener en el for-
malismo de “tiempo Euclideano”, en el cual se considera la evolucién del sistema como
funcién del tiempo imaginario 7 = it. La ventaja es que este formalismo se adapta
facilmente al andlisis del tunelaje de mecanica cuantica en n-dimensiones, asi como al
de la teoria de campos. Consideremos, la transmision de una particula en el esquema
de la figura 6.1, conviene por simplicidad desplazar el eje de energia, Vy(q) = V(q)-F,
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Figura 6.1: El potencial V(¢) tiene dos vacios en el ¢ > 0. V(¢r) es el vacio metaestable
(falso), mientras que V(¢ ) es el vacio estable (verdadero). Como el tunelaje no ocurre
simultaneamente en todo el espacio el proceso ocurre mediante la nucleacién de burbujas
de vacio verdadero que se expanden convirtiendo el fonde de vacio falso. En esta figura ¢,
es la configuracién de escape del sistema, es decir, la configuracién dentro de la burbuja al

momento de la nucleacién.

de tal manera que el potencial se cancele en los puntos de retorno: V;(q,) = Va(qy) = 0.
La ecuacion de Scrodinger expresada en un tiempo Euclideano 7 = it esta dada por

B R _,
*ﬁg@(qﬁ) =5V (g, 7) + Valq)®(q,7) (6.1)

Para implementar el limite semiclasico se escribe la funcién de onda como sigue

O(q, ) = A 8(@) (6.2)

Operando en la funcién de onda obtenemos las siguientes igualdades

" ! \2
v2o(g,7) = (5 + BB aeioe

h h?2
;T‘I’ _ —%SIEe’%SE (6.3)
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6.1 Tunelaje en varias dimensiones

Hacemos notar que no se tomard en cuenta la variacién de A, ya que a primer orden en
h no afecta la dinamica de S. Sustituyendo en la ecuacion de Schrodinger en el limite
semicldsico i — 0 tenemos la siguiente relacion

oS 1 [0Sg\>
ksl _ — A4
or 2m < dq > Va(q) =0 (6.4)

La ecuacion 6.4 es la ecuacion de Hamilton-Jacobi para una particula en un potencial
invertido —Vy(g), por lo tanto podemos identificar el hamiltoniano euclidiano como
sigue

Hp(q,p;7) = 2% — Va(q) (6.5)

donde hemos identificado el momento p = %, y Se(q; P;7) es la accién euclidiana o
funcién principal de Hamilton, de acuerdo al formalismo de transformaciones candnicas
(Goldstein et al., 2002). Notemos que Sg depende de g, 7 y P que es una constante
de movimiento. Asi la dependencia dinamica de la accién euclidiana se escribe como
Sg(q,t). Con lo anterior podemos obtener la siguiente relacién

dSg  0Sg . OSEg
a dq ¢+ or
=pq— Hg
. (6.6)

Ahora podemos ver que la accién euclidiana es tan solo la integral temporal del La-
grangiano euclidiano

Donde el Lagrangiano euclidiano estd dado por la siguiente expresién
m..
Lp = E(f + Va(q) (6.8)

La ecuacion de movimiento que determina la dindmica en la regién del tunelaje se
obtiene usando las ecuaciones de Hamilton, o de Euler-Lagrange obteniendo lo siguiente

d%q Z

dr?2  0q
6.9 es la ecuacién de una particula que se mueve a través de un potencial invertido.
Multiplicando la expresién anterior por ¢ en ambos lados es facil derivar la siguiente
expresion para la conservacion de la energia tomando en cuenta que las condiciones en
los puntos de retorno toman la forma mgq?/2 — Vy(q) = 0

(6.9)
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C (Vi) = 0 (6.10)

Usando las ecuaciones anteriores podemos escribir la accién euclidiana como sigue

Sp = /Tb 2Vi(q))dr

_[" V2(Va(9)v/2(Va(q))dr
_/qb (2/m)(Va(q))dq

N O GAOEL (6.11)

En la ecuacién anterior se reescribié el potencial tomando en cuenta que Vy(q) = V(q) —
E. El resultado anterior coincide con la aproximacién usual WKB y el hecho de que
la hayamos obtenido en el limite 7 — 0 significa que su validez corresponde con el
régimen semiclasico. Puesto de manera mas precisa para que la ecuacion 6.4 sea vélida
se necesita cumplir la siguiente condicién

02Sg ap
h| 20" %q
95g )2 2
@z b
«1 (6.12)
donde nuevamente hemos usado que p; = %, si también usamos la relacién de De-

Broglie A = h/p obtenemos la siguiente condicién equivalente.

d(2a)
|(2”) «<1 (6.13)

dq

La condicién 6.13 nos dice que la longitud de onda de DeBroglie de la particula debe va-
riar muy poco en distancias del orden de la misma longitud. (Landau and Lifshitz, 1981)

Finalmente utilizando la soluciéon para la ecuaciéon de onda y las condiciones de
continuidad con las ondas incidente y trasmitida en los puntos de retorno ¢, y ¢ se
obtiene

[=Ae B (6.14)

Donde el exponente de decaimiento B = 2Sg estd dado como sigue

72



6.1 Tunelaje en varias dimensiones

B=2 / * 4o/ IV (g) — B] (6.15)

a

Donde ¢, y qp son el punto de incidencia y escape de la particula cuando realiza el
tunelaje.

La generalizacion para el caso multidimensional de 6.15 para una particula de masa
m = 1 en un potencial V en varias dimensiones estd dada por la siguiente ecuacién

(Sher, 1989)

B_Q/G@MMW@—E] (6.16)

q0

con (ds)? = dq-dq, y & un punto en una superficie de ceros del potencial V(7). El
tunelaje tendra lugar por el camino con mayor probabilidad de decaimiento, lo cual es
equivalente a la trayectoria que minimiza la funcional B. Lo anterior nos dice que el
tunelaje se determina por la solucién del siguiente problema variacional.

4] q& ds\/2[V(q) —E]=0 (6.17)

40

Ademaés, de manera similar a la demostracién del caso unidimensional, tenemos que
la expresién 6.17 es equivalente a encontrar la variacién de la accion euclidiana en el
espacio n-dimensional

5/Ume:o (6.18)

0

La variacién de la accién nos dice que el camino que extremiza la accién es el dado por
la solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange

2

Ova _ dg; (6.19)
aqj‘ dr?

La expresion 6.19 es la ecuacién de movimiento de una particula en un potencial — V.
Es importante notar que como ¢;qg; = 2(Vg(q), ¢ solo puede alcanzar el valor gy de
manera asintética, por lo que el tiepo inicial se elige como 7 — —o0.El punto de
retorno & se alcanza en un tiempo 7 arbitrario por lo que podemos elegirlo como 7 = 0,
ademads observemos que luego de llegar al punto de retorno la dindmica de la particula
es simétrica con lo que al tiempo si cambiamos el sentido del pardmetro 7 — oo la
particula retornard a gy esto fija los limites de integracién de la funcional B como sigue

B > 1 dqj de _
B = /Oo <2d7d7- +V(q) V(QO)) dr
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Finalmente veamos que el problema inicial se ha reducido a resolver la ecuacién 6.19
con las siguientes condiciones de frontera

lim §= g6 (6.20)
. dg
lim ——~ =0 (6.21)

Observemos que el coeficiente de tunelaje se obtiene a partir de una trayectoria que
inicia en el punto qg, retornando al mismo luego de rebotar en el punto de retorno.
Debido a lo anterior en la literatura a solucién se le conoce como Bounce, es decir
Rebote. Luego de obtener la solucién a las ecuaciones anteriores podemos sustituir el
resultado en la funcional B 6.20 y evaluar la integral para obtener la probabilidad de
tunelaje.(Coleman, 1977h)

6.2. Tunelaje en teoria de campos

La dindamica del universo depende de forma esencial de las configuraciones esta-
cionarias de posibles campos escalares que lo permean. Asi, por ejemplo, el campo de
Higgs del modelo estdndar se encuentra en una configuracién que se supone espacial-
mente uniforme y ocupando un minimo del potencial, cuyo valor de expectacién no
nulo determina las masas de los campos vectoriales y fermionicos. Dicha configuracién
se supone estable. Sin embargo, si el campo escalar tiene dos minimos de potencial, y
en un momento dado ocupa el estado de energia superior, el estado resulta ser meta-
estable, dicho estado se denomina como un falso vacio y se espera que decaiga al vacio
verdadero, es decir al vacio estable con menor energia. Es importante tomar en cuen-
ta que el sistema en cuestién ocupa un espacio de grandes dimensiones (posiblemente
infinito), por lo que no se espera que la transicién se dé simultdneamente en las di-
ferentes regiones del espacio. En su lugar el proceso debe ser similar a la nucleacién
de burbujas que se crean en un fluido sobrecalentado. En dicho fluido aparecen cons-
tantemente burbujas de gas, dentro de las cuales la densidad de energia es menor que
en el fluido, y en los casos en que domina sobre el efecto de la tensién superficial da
lugar a la expansion de las burbujas. Un fenémeno similar se presenta en el caso de
campos escalares con dos minimos no degenerados (Coleman, 1977a). A continuacién
revisaremos los elementos esenciales del formalismo correspondiente y presentaremos
un andlisis basado en el potencial estudiado en el capitulo 2.

La generalizacién de los resultados obtenidos en la secciéon anterior es bastante
directa. Tenemos que el coeficiente B para un campo escalar se obtiene a partir de la
integral de la Lagrangiana Euclideana, dada por la siguiente expresién
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10¢ 0¢ \
oo 207 07 - 22
/_oo (2 or ot +35 (V¢) V(9) V(¢F)> drd’x (6.22)
La condicién de que la variacién de B se anule da lugar a las siguientes ecuaciones
0% o, dVa
a2 TV =g (6.23)

Donde V;(q) = V(q) — V(q0).6.23 es la ecuacién de movimiento para un campo esca-
lar en un potencial —V; en un espacio euclidiano de 4 dimensiones. Mientras que las
condiciones de frontera son las siguientes

TEI:? o(1,2) = op (6.24)
| \hnil o(1,x) = ¢p (6.25)
. do

¢r es el valor del campo en el falso vacio (es una configuracién meta-estable ya que
no es el minimo absoluto), mientras que llamaremos ¢y al valor del campo en el vacio
verdadero (la configuracién que corresponde al estado de menor energia del sistema).
Notemos que en las ecuaciones anteriores hemos hecho el requerimiento de que el campo
adquiera el valor ¢ en la frontera espacial para que la funcional 6.20 tenga un valor
finito, por otra parte veamos que este es un requerimiento fisico razonable ya que lejos
de la burbuja de vacio verdadero el sistema permanece en el falso vacio.

En teoria de campos la energia potencial de un campo escalar real estara dada por 6.27
1
U= / > <Vd(¢) + 2(v¢)2> (6.27)

vemos que hay una diferencia sutil entre el caso de muchas dimensiones y el caso de
una teoria de campo escalar, ya que uno debe tomar en cuenta que hay mas de una
solucién estacionaria de B debemos sumar sobre un continuo de configuraciones que
contribuyen con factores V y T en una caja de espacial de volumen V. Por lo tanto la
cantidad que estudiamos es la tasa de decaimiento por unidad de volumen I'/V'.

Dado que las ecuaciones de movimiento son invariantes ante el grupo de rotaciones
O(4) podemos hacer un ansatz para las soluciones ¢ y pedir que el campo sea O(4)
invariante pensando que da lugar a un valor menor de la accién comparado con un
Bounce no invariante. Afortunadamente Coleman demostré en (Coleman et al., 1978)
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Figura 6.2: Potencial 3.2con pardametros v; = 1,v3 = 4,6 = 0.5 para ¢ > 0. El potencial

tiene un vacio falso ¢ y un vacio verdadero ¢y .

que en en efecto la configuracién que minimiza la accién es O(4) invariante.

Dada la simetria del problema podemos definir un radio 4-dimensional con la
relacién p? = 72 + \:1:|2 Dado que p es el radio de una 3-esfera podemos definir las
siguientes coordenadas hiperesféricas

T = pcosa (6.28)

x = pcossinfsin (6.29)

y = psin sin O sin « (6.30)

z = pcosfsina (6.31)

Con las coordenadas anteriores podemos encontrar el Laplaciano del campo ¢ como
sigue

1 9 ( 300(p)
V2(p) = == | p°——= 6.32
o) =5 (775 (6.32)

Asi podemos escribir 6.23 de las siguiente manera

Lo, 3do _ Ve

°xr _ e 6.33
i pdp T 9 (6.33)
ademas tenemos la siguientes condicién de frontera
lim $(p) = 65 (6.34)
pP—>00
lim ¢(p) = ¢ (6.35)
p—0
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Donde ¢, se determina de manera autoconsistente al resolver la ecuacion diferencial
6.33. Adicionalmente tenemos la siguiente condicién

dg

=0 6.36
ap (6.36)

0

para que la configuraciéon ¢ no sea singular en el origen. Finalmente la funcional 6.22
se escribe como sigue (Coleman, 1977b)

B = 2r? /OOO (; @i)z + Vd(¢)> p*dp (6.37)

En una analogia mecanica clésica 6.33 es equivalente a la ecuaciéon de una particula
con posicién ¢ que evoluciona en un tiempo p en presencia de un potencial —V con un
término de friccion adicional cuyo coeficiente de friccién es inversamente proporcional
al parametro p.

Es natural esperar que el signo de B sea positivo de modo que sus valores estdn en
un intervalo entre 0 y oo y la probabilidad de decaimiento entonces tenga valores entre
0 y 1. Para ver cual es el signo de B podemos usar el argumento de Derrick sobre la
invarianza de la accién euclidiana ante reescalamientos de las coordenadas tal como se
muestra en (Weinberg, 2001b). Sin embargo tomaremos otra ruta derivaremos una serie
de relaciones tipo virial, de las cuales un caso particular incluye la expresion encontrada
por Weinberg. La forma de 6.37 nos sugiere que podemos definir un Lagrangiano efectivo
dependiente de p como sigue

2
Lp=ﬁ<;(§D +ww0 (6.39)

La variacién del Lagrangiano 6.38 da lugar a la ecuacién de movimiento 6.33.El hamil-
toniano correspondiente se obtiene usando la transformacién de Legendre como sigue

=fqﬁr—ww> (6.39)

En la expresién anterior hemos usado p = %. Si ahora obtenemos la derivada total
del Lagrangiano L, se tiene lo siguiente
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dL, 9L,d¢ 9L, d <d¢> L 0Ly
dp 0p dp  9¢ dp \dp dp
(Ot 0Ly (do) oL,

dp\ 9p ) dp " 9 dp \dp) = p
d . oL,
= - 6.40
dp (p¢> + op ( )
En la ecuacién anterior hemos definido qﬁ = Z—ﬁ. Usando 6.39 y 6.40 obtenemos la
siguiente relacion
dH, _ 0L,
dp  Op
= —3p°Lp
_ 3 (6.41)
p '

Es interesante notar que de acuerdo a la analogia mecanica, L, depende explicitamente
del “tiempo”p, lo cual explica que H, no sea una cantidad conservada.

Consideremos la siguiente indentidad

* d(p°H,) -
N B0) gy — 1p0H
/0 dp [ P] 0

= (6.42)

Por otra parte desarrollando la integral 6.42 y utilizando 6.41 obtenemos las siguientes
relaciones

0 B 2
o (“ = (fjﬁ) - <a+3>vd<¢>>dp (6.43)

Con Vy(¢) = V(¢) — V(¢r). Es ttil definir las siguientes integrales
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1% = at2 (22 ¢ 6.44

b4 /O p ( dp) p (6.44)

1= [ aodp (6.45)
0

Finalmente obtenemos las siguientes relaciones

Fo = <; <Zf)2 - de)) i

0
= —(a+3)IVi+ (‘153)1;{’ (6.46)

Las anteriores son un conjunto de relaciones de tipo Virial ya que relacionan promedios
del término cinético ¢ con promedios de V;(¢) ponderados con potencias de p.

El valor de F,, depende de las condiciones de frontera.Para llevara a cabo el anélisis
asintético consideramos el potencial 6.63. Sabemos que en p — o0, el potencial tiende
al falso vacio por lo tanto tenemos V;(¢r) = 0.Por otra parte cerca de infinito podemos
hacer una expansién del campo ¢ = ¢p + d¢, luego de sustituir en la ecuaciéon 6.33
y quedarnos a primer orden en la perturbacién d¢ obtenemos el comportamiento del
campo en infinito

Y

¢(p) ~ dr + VN (6.47)

Donde la masa my;, se obtiene de 3.39.Utilizando la ecuacién 6.47 encontramos que el
término cinético se cancela por lo que no hay contribucién de F|, en infinito.

Cerca de p = 0 podemos expandir el campo en una serie de potencias ¢ = c;p;.
El comportamiento de los dos primeros términos es facil de deducir de las condiciones
de frontera, necesitamos que el término constante sea ¢y = va(1 — A) donde A es un
parametro de desviacién del punto de retorno respecto al vacio verdadero. Como en
p = 0 tenemos ¢ = 0 podemos concluir que ¢; = 0 y asi expresamos el campo cerca del
origen como sigue

0(p) = va(l = A) + cap® + - -- (6.48)

La primera contribucion a ¢ es de orden lineal en p. Finalmente el potencial cerca del
origen se escribe aproximadamente de la siguiente manera

V() = Va(va(1 — A)) (6.49)

Considerando estos resultados concluimos que la ecuacién 6.46 es validad para —3 < «
ya que para a < —3 las integrales son divergentes. El valor de F|, esta determinado por
la siguiente ecuacion
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+3 (C2P)2
Fo = p® Ty + Va(va(1 — A)) (6.50)
0
Con lo que concluimos que Fj, se anula excepto cuando o = —3. Ahora podemos

analizar la relacién 6.46 para distintos valores de «, en particular veamos que para
a =1 tenemos F; = 0 y se cumple la siguiente igualdad

Fy = —4L)" — 17
=0 (6.51)

que explicitamente da lugar a la siguiente relacién

* oa(doN [,
/0 0 (d,)> dp= 1 /0 PVa(9)dp (6.52)

Es facil ver que al sustituir 6.52 en el exponente de decaimiento obtenemos

72 (% (do)\?
B=— — | p*d .
2/0 <dp>p p>0 (6.53)

con lo que corroboramos que el signo de B es positivo, tal como corresponde a un co-
eficiente de decaimiento. Las ecuaciones 6.52 y 6.53 fueron obtenidas previamente por
Weinberg utilizando el criterio de Derrick basado en la invarianza de la acciéon ante un
reescalamiento.

En el caso a = —3 tenemos que F_3 = Vy(v2(1 — A)) por lo que de 6.46 se sigue

la siguiente ecuacién
/OO 3<d¢>2d,0 Va(va[1 — A])
I ekt = Vy(va[l —
o P \dp

<0 (6.54)

La ecuacién es interesante porque nos dice algo que intuitivamente ya sabiamos, el
término derecho corresponde a la disminucién de la energia cuando el campo cae del
falso vacio a un valor cercano al vacio verdadero.La disminucion de la energia coincide
exactamente con la “perdida de energia’debido a la friccion en la ecuacion 6.33.

La forma diferencial del resultado anterior puede obtenerse multiplicando la ecua-
cién 6.33 por un factor ¢ en ambos lados, para asi obtener la siguiente ecuacién

jp (; @ﬁ) _ vd<¢>> = —i @f)

<0 (6.55)
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6.3. La aproximacion de la Burbuja

En esta y en la préxima seccién analizaremos las soluciones a la ecuacién 6.33 que satis-
facen las condiciones de frontera 6.34 y 6.35. En acuerdo con el argumento presentado
por (Coleman, 1977b) dichas soluciones deben existir si el potencial es continuo y tiene
dos minimos no degenerados. Consideremos la analogia mecanica mencionada anterior-
mente y el potencial invertido mostrado en la figura 6.3. Para una solucién dada, el
movimiento de la “particula” equivalente cumplird la condicién inicial ¢(0) = ¢;, donde
oF < ¢; < ¢y y el valor de ¢; se determina autoconsistentemente. Supongamos dos
casos para la condicién inicial: (a) un valor de ¢; muy cercano al vacio verdadero ¢y . Al
ser este un punto cercano al minimo de potencial se tendra que la particula permane-
cerd estacionaria por un largo “tiempo” p, de tal manera que empezara a moverse para
un valor grande de p, lo cual da lugar a un coeficiente de friccién despreciable. Pero al
despreciar la fricciéon como la particula parte de un punto donde el valor del potencial
es mayor que el del falso vacio, tendremos que es imposible que se cumpla la condicién
de frontera 6.34 que requiere que la particula se detenga al llegar al falso vacio y por
lo tanto pasard de largo. (b) Por otro lado si la particula inicia su movimiento a la
izquierda de ¢, es claro que es imposible que alcance el punto de falso vacio ¢r y no
se podra satisfacer la condicién de frontera 6.34. Por continuidad concluimos que debe
existir un punto intermedio ¢,, para el cual las condiciones 6.34 y 6.35 se satisfacen
simultdaneamente y por lo tanto la solucién a la ecuacién 6.33 debe existir.

En general no es posible obtener soluciones analiticas de la ecuacién diferencial
6.33 sin embargo existen una aproximacién que permite obtener soluciones analiticas
para el coeficiente de decamiento B.

Esto sucede cuando el campo ¢(p) permanece casi constante y cercano al vacio
verdadero dentro de una regién 0 < p < R, la cual corresponde al interior de la
burbuja. Posteriormente el campo decae al falso vacio dentro de la pared de la burbuja
de ancho Aw ~ f/my,, donde my, es la masa del campo escalar y f es un factor
numérico a estimar. Finalmente en el exterior de la burbuja el campo permanece en la
configuracién de falso vacio.

De acuerdo a la descripcién anterior, en la aproximacion de la Burbuja la accion
Euclidiana Sg (Que hemos demostrado es equivalente al exponente B de decaimiento)
puede descomponerse como la suma de tres contribuciones como sigue

SE = Sp<R + Sp>R + Sp%R (6'56)

Dentro de la burbuja el campo permanece constante y cercano al punto inicial ¢, por
lo que en el intervalo p < R podemos despreciar las derivadas del campo y considerar
el potencial constante, con lo que podemos escribir la acciéon como sigue
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Figura 6.3: Analogia clasica del tunelaje en teoria de campos.Una particula sometida a un
potencial —V (¢) y una friccién proporcional a p~1.Si la particula parte de ¢,, esta comienza
a moverse perdiendo energia por la friccion y no alcanzara la cima en ¢p.Si la particula
parte de un punto ¢, muy cerca del vacio verdadero esta permanece mucho tiempo cerca
de ¢y y cuando comienza a moverse la friccién es despreciable por lo que la energia se
conserva casi por completo provocando que se exceda y no alcance el reposo en ¢ si no
que continua su camino. Existe un punto entre ¢, y ¢, tal que la particula no se excede

ni se queda corta por lo que alcanza el reposo en la cima del potencial en ¢
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R (1 do 2
_ 2 3
Sp<r =27 /0 <2 (dp) + Vd(</5)> p’dp
R
~ 27 V, 3d
. /0 (Va(év))oPdp

71_2
= —AV?R“ (6.57)

Donde AV = —V;(¢v).En la ecuacién anterior supusimos que el punto inicial ¢; se en-
cuentra cerca del vacio verdadero ¢y, siendo éste un minimo del potencial se justifica
que la configuracion del campo permanezca constante. El resultado anterior representa
el decremento de la energia de volumen de la burbuja (4-esfera), debido a que en su
interior encierra una regiéon de vacio verdadero.

Considerando ahora la regiéon de la pared en donde hay una transicién del vacio
verdadero al vacio falso. Si suponemos que el radio R de la Burbuja es muy grande
comparado con el ancho Aw de la pared p puede considerarse constante y con valor R.
Entonces tenemos lo siguiente

R+E (1 (de 2
923 1(do
Sy 2R [ <2<dp) V@) ) dp

= 2m’R30 (6.58)

En la ecuacion anterior el ancho de la pared es proporcional a £ la longitud carac-
teristica de decaimiento de la configuracion.La longitud caracteristica depende del po-
tencial V(¢) y es inversamente proporcional a la masa del campo escalar £ m‘_/;
con my, = y/A(Av)? + §.La accién en esta regién es proporcional a la superficie de la
burbuja con el término o representando una tensién superficial.

En la regién p > R el campo permanece en el falso vacio por lo que no contribuye
la accidn. Asi encontramos la siguiente expresiéon para la accién

2
Sp = 2m2R30 — e%}# (6.59)

Finalmente podemos obtener el radio R variando la accién respecto de R y pidiendo
que sea un punto estacionario de la misma.

ds
R 6m°R%0 — 2AV TR} =0 (6.60)
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Resolviendo para R se obtiene el siguiente valor del radio y de la accién (Coleman,
1977b).

30

27m2 04

la ecuacién 6.61 y la condicién de validez de la aproximacién de la burbuja R >> Aw
implica que la diferencia entre los vacios AV es pequena de acuerdo a la condicién
my, > AV.

Para determinar R y Sg requerimos evaluar explicitamente la tensién superficial
sigma y la diferencia delta V del potencial entre el interior y el exterior de la burbuja.
Consideremos el caso especifico del potencial 3.2 estudiado en la seccion 2.

V(¢) = Al(l¢] — v1)* + 0]l 6] — va] (6.63)

Suponiendo que A > 0, identificamos el vacio verdadero ¢y = V3 y el falso vacio ¢op = V4

De acuerdo a 6.57 AV = —Vy(¢;) = V(¢;) — V(éF), lo cual requiere conocer ¢;,
que se obtiene autoconsistentemente al resolver numéricamente la Ec.6.33. Sin embargo
cuando la diferencia entre los dos vacios es pequena, podemos identificar ¢; con el vacio
verdadero ¢y y tendremos que AV queda explicitamente determinado como

AV = =Va(ov) = V(ov) = V(ér) (6.64)

Para referencia posterior, consideremos en detalle las expresiones para delta pequeno,
§ <« (Av)?, donde delta Av = vy — v1. La expresién para el falso vacié se aproxima
como

¢oF = i [3’01 +ve — V/(Av)? — 85}

5
~ot 4 (6.65)

sustituyendo obtenemos el siguiente valor para AV

AV =X [6(Av)? — 6% 4+ 0(8°)] (6.66)
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6.3 La aproximacién de la Burbuja

Para evaluar la tensién superficial o Eq.6.58 utilizaremos las soluciones de kink obte-
nidas en el capitulo 4.

Si el radio R es suficientemente grande el término de friccién en la ecuacion 6.33
serd, despreciable cuando p ~ R y 6.33 se reducird a una ecuacién unidimensional
idéntica la estudiada en el capitulo 4. Por lo cual podemos utilizar la solucién 4.30,
desplazando el origen al centro de la pared R, para proponer el siguiente ansats Al
para el campo en la region de la pared

2(—v? + vovy — 5)6A(_‘/§(p_R)+I) + 09e2AV2(p=R)+D) _ 405

—R)= Al
ol ) 2AveA(—V2(p—R)+I) 1 2A(=V2(p—R)+I) _ § (A1)
donde hemos definido las siguientes constantes
A=VI\/(Av)2 40 (6.67)
lOg ( (Ay/ (v1—v2)2+d+v2+d—v1v2+Avvs) >
vo—V1

1= .

1 (6.68)

La expresién Al es valida cerca del radio de la burbuja, en un intervalo aproximado
(R— Aw/2, R+ Aw/2).

Cuando el término p_l‘é—(ﬁ es despreciable la energia superficial estd dada como

sigue

ov
o= | Vo) (6.69)

Como vimos en el caso del kink, esta expresiéon se puede evaluar explicitamente Ec.
(4.40).Tomando en cuenta que en el caso del bounce el potencial cambia de ¢p a ¢y al
cruzar la pared, tenemos que sigma esta dado por

g

= 3\1/5 [ (v1 — V)2 4+ 6(26 — (v1 — Va)(v1 — vz + 213))

+ 30(Av) tanh ™! ( o Vo

(v1 — V2)2 +6

— 36Avtanh ™! ;M }
(Av)2+4§

Con 6.70 podemos calcular el radio R 6.61 y el valor del exponente de decaimiento B
6.62.

) + ((Av)? = 26) /(Av)2 + 6 (6.70)
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6. UN FALSO VACIO EN LA TEORIA

Una segunda aproximacién (A2), con expresiones sencillas se obtiene si considera-
mos el limite § <« 1. En este caso la diferencia de potencial entre el falso y verdadero
vacio AV se reduce a (Ec. 6.66) AV = §\(Av)2. En cuanto a la configuracién del
campo ¢, recordemos que en el limite § = 0, existen soluciones de kink (Ec. 4.19), que
interpolan entre los minimos del potencial v1 y v9. Mientras que en el caso del bounce
cerca de la pared tenemos una configuracién unidimensional que interpola entre vy y
V1; lo cual sugiere adaptar la expresion en (4.19) al caso actual, localizando el centro
del kink en la posicion de la pared p = R y reemplazando v; por Vi, con lo cual propo-
nemos el ansatz

Vi + v e~ V2my, (r—R)
da(p) = ——

L+ o Vamn o) (A2)

finalmente para obtener el valor de R debemos calcular o por lo que es conveniente
calcular la derivada del campo.

<d¢> 2 2Vi + vp)Pmi, e 22 (1= R)

) T (11 eVt Ry (6.71)

La expresion anterior incorpora una dependencia en delta a través del valor del fal-
so vacio Vo Ec.6.65 y del radio de la burbuja R. Utilizando (6.71) podemos calcular
explicitamente la tensién superficial

_ Vi —v)my, ;’j;mVZ (6.72)

Dado que o =~ % la Ec.6.72 nos permite obtener un estimado del ancho de la

pared como sigue

8

mv2

Aw

(6.73)

A partir de (6.72), obtenemos expresiones explicitas para el radio de la burbuja y el
coeficiente de tunelaje B en el limite § <« 1

. (Vl — v2)2mV2
R = W (6.74)

2 (Vy — 1)2)8771“1,2

b= 24\353(Av)6

(6.75)
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6.4 Soluciones numéricas

Las Ecs.6.74 y 6.75 muestran que conforme delta disminuye el radio de la burbuja y B
se incrementan, disminuyendo con ello probabilidad de tunelaje del campo.

6.4. Soluciones numéricas

Para obtener soluciones a la ecuacién diferencial 6.33 se utilizé el programa AnyBubble
(Masoumi et al., 2017) en mathematica. En adicién se consideré el tunelaje entre los
minimos del potencial que se encuentran en ¢ > 0 pues por simetria el tunelaje en el
otro eje es andlogo.

La soluciones numéricas de la ecuacién 6.33 se muestran en la figura 6.4 para di-
ferentes valores de 4. Conforme el pardmetro § se hace mas pequeno la diferencia entre
el vacio real y el vacio falso se hace muy pequena y observamos que crece el radio de
la burbuja, por otra parte conforme J se hace grande la diferencia entre el vacio real y
el falso crece haciendo que el radio de la burbuja sea més pequeiio y el valor del vacio
en el interior de la misma se aleja del valor del vacio verdadero. Lo anterior concuerda
con el comportamiento asintético esperado de las soluciones.

40 -
s § = 1.0, B = 34.62

35 — §=0.9, B =113.04
— §=0.7, B = 243.84
e § = 0.5, B = 1077.37

30 -

ASS

25

20 -

15 ~ A

\ ~—
0 1 2 3 4 5

Figura 6.4: Soluciones de Bounce del potencial 6.63 para vy = 1.0,u3 = 4.0 y diferentes
valores de §. El radio de la burbuja aumenta cuando el ¢ disminuye.Una disminucién en §

corresponde a una disminucién en la diferencia entre los dos vacios e.

La figura 6.5 nos muestra la solucién numérica para § = 0.1 y la solucién analitica
de pared delgada Al. Cerca del la pared de la burbuja en la zona de decaimiento del
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6. UN FALSO VACIO EN LA TEORIA

4 —
3 —
2 —
——— Aproximacion de Pared Delgada
———— Aproximacion Propuesta
Solucién numérica
1 —

Figura 6.5: Comparacién entre la solucién numérica, la solucién de pared delgada y la

configuracion propuesta ¢4 usando los pardmetros 6 = 0.1, v; = 1,v9 = 4.

bounce se puede apreciar que las dos soluciones tienen un comportamiento de decai-
miento exponencial. El desplazamiento de la gréafica se puede explicar como una sobre
estimacién del radio de la burbuja ya que se hizo una segunda aproximacién V(¢4) ~ 0
para obtener la solucién analitica.

El error en el radio de la pared numérica puede reducirse si no se hace la aproxi-
macién analitica, en la figura 6.6 se comparan las predicciones del radio de la burbuja
para la solucién numérica (Rg) y la aproximacién de pared delgada (Rp). El ajuste
lineal nos da la siguiente relacién de dispersién R = —0.563791 4+ 0.980729Rp, sin em-
bargo este ajuste no puede puede usarse para valores arbitrarios del parametro ¢ pues
la figura 6.7 nos muestra que el error relativo en la estimacién del radio de la burbuja
aumenta conforme el valor de § crece lo cual es de esperarse ya que el crecimiento de
0 aumenta la diferencia entre el vacio verdadero y el falso alejandonos del régimen de
validez de la aproximacién de pared delgada.

La dependencia del exponente de decaimiento como funcién de d se muestra en la
figura 6.8, conforme aumenta la diferencia entre los vacios falso verdadero disminuye
el valor del exponente de decaimiento. Lo anterior quiere decir que la probabilidad de
decaimiento del sistema es mayor cuando aumenta la diferencia entre los vacios.

La solucién de Bounce determina el exponenete de decaimiento del vacio, y no
solo eso, sino que determina el camino que minimiza el exponente de decaimiento del
tunelaje y la configuracién de nucleamiento méas probable, es decir, el punto de tunelaje.
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6.4 Soluciones numéricas

10 20 30 40 50 60 70
Ry

Figura 6.6: Comparacién entre los valores de los radios de la burbuja que predice la
aproximacion de pared delgada y los radios de la solucién numérica exacta. Rp es el radio

de la aproximacion de pared delgada mientras que Ry es el radio numérico.

01 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 6.7: Error relativo de la prediccion de la aproximacién de pared delgada del radio

y el radio numérico como funcién del pardmetro §
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6. UN FALSO VACIO EN LA TEORIA
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Figura 6.8: Logaritmo del Exponente de decaimiento By como funcién del pardmetro 4.
El orden de magnitud de By disminuye conforme aumenta el valor de §. En esta grafica

By es el exponente de decaimiento numérico.

6.5. La evolucion de la burbuja

Otra caracteristica del Bounce ¢(p) es que no solo nos da informacién de la burburja
cuando esta emerge adquiriendo la configuracion més probable del campo al tiempo
7 =t = 0 en el espacio euclidiano,sino que determina la evoluciéon de la burbuja en
el espacio de Minkowski, lo anterior se debe a que una vez que la burbuja emerge la
evolucién del campo estd dada por la ecuacién de campo clasica 6.76, si comparamos
las ecuaciones 6.76 y 6.23 notamos que haciendo la sustitucién it = 7 las soluciones
¢(p) nos dicen como evoluciona la burbuja en el espacio de Minkowski.

_ 0
o2

v

-0 (6.76)

+ V29

De manera més formal lo anterior significa que 6.76 es la continuacién analitica de 6.23
por lo que tenemos podemos hacer la siguiente identificacion.

$(T.t) = d(p) = ¢(|7* — %) (6.77)
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6.5 La evolucion de la burbuja

Ahora que sabemos que ¢(p) nos proporciona informacién de la evolucién de la burbuja
podemos usar la aproximacién de pared delgada para estudiar algunas caracteristicas
de la evolucion de la burbuja. Recordando que pared de la burbuja se encuentra en
p ~ R podemos calcular la evolucion del radio de la burbuja como sigue

=V R?+ 2 (6.78)

donde R esté determinado por la forma del potencial de acuerdo a 6.61. Es inmediato
calcular la velocidad con la que se expande la burbuja como sigue

dr

T dt
t

r

— \/1_ R (6.79)

v

La ecuacién 6.79 nos dice que una vez que la burbuja comienza a crecer su velocidad
de expansién se aproxima a la velocidad de la luz. Por otra parte sabemos que la pared
en reposo aporta una energia £, = 47?0 por lo que podemos calcular la energia de la
pared en movimiento como sigue

E, = 4rr?No

= —BAV (6.80)

La ecuacion 6.80 es consecuencia de usar 6.61 y 6.79.Fisicamente nos dice que la energia
liberada al convertir el vacio falso en verdadero en el volumen de la burbuja es usada
por el sistema para acelerar el crecimiento de la pared de la burbuja. Como conse-
cuencia tenemos que la burbuja convierte el vacio falso en verdadero sin dejar energia
disponible en su interior para excitar el campo dentro del volumen y crear particulas.
(Weinberg, 2012)
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6. UN FALSO VACIO EN LA TEORIA

Por 1ltimo podemos senalar que una vez trasladado el Bounce del espacio Eu-
clidiano al espacio de Minkowski, la invarianza O(4) ante rotaciones en el espacio de
cuatro dimensiones de la solucién se convierte en una invarianza O(3,1) ante transfor-
maciones de Lorentz, por lo tanto el crecimiento de la burbuja se ve igual para todos
los observadores inerciales. (Coleman, 1977a)
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Capitulo 7

Conclusiones

Usando el potencial con dos familias continuas de estados base 3.2 se demostré que al
ocurrir el rompimiento espontdneo de las simetrias del sistema en el caso de campo es-
calar invariante ante transformaciones de fase globales se obtiene bosones de Goldstone
y una particula masiva cuya masa depende de la familia de estados base del potencial
en que se rompe la simetria del sistema. También se mostré que a primer orden las
ecuaciones de movimiento del los campos tienen como solucién ondas planas.

Se encontré que si se promueve la teoria con invarianza de fase global a una teoria
de norma con invarianza ante transformaciones de fase locales, luego del rompimiento
espontaneo de las simetria de norma se produce una particula escalar masiva y el cam-
po de norma adquiere masa, ademas las masas nuevamente dependen de la familia de
estados base del potencial en donde se rompe la simetria.

Se encontraron soluciones estaticas de energia finita de las ecuaciones clasicas de
movimiento para el potencial 3.2 en una dimensién con un campo escalar real. En el
caso en el que 0 = 0, es decir, cuando los minimos del potencial tienen la misma altura
se mostré que hay seis soluciones solitonicas. Las soluciones solitonicas encontradas
vienen en pares soliton-antisoliton definidos en los intervalos £(v1,v2) y (—vi,v1). En
adicién se encontré que la masa de los solitones en intervalos £(v1,v2) esta dada por
4.18 mientras que en el intervalo (—wvq,v1) se tiene una masa dada por 4.25. Se calculd
la carga topolégica de los solitones y se encontré que en encontrando que en los in-
tervalos +(v1,v2) se tiene una carga +(ve — v1) mientras que en el intervalo (—wvq,v1)
se tiene una carga +2v;. Finalmente se considero el caso § # 0, es decir, cuando los
minimos del potencial tienen diferente altura. Se encontraron dos soluciones soliténi-
cas en el interavalo (—wg,v2), se obtuvo la carga topoldgica de los solitones asi como
una expresién analitica para la masa de los mismos. Se mostré que cuando § es muy
pequeno la solucién solitonica adquiere la forma de los tres solitones encontrados en el
caso § = 0 y ademads de que la carga total del soliton cuando § # 0 es igual a la suma
de las cargas de los tres solitones del caso § = 0 mientras que la masa total del soliton
con § # 0 es aproximadamente la masa de los tres solitones individuales del caso § = 0
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7. CONCLUSIONES

como se muestra en 4.36.

Se obtuvieron soluciones estaticas de energia finita para una teoria de norma como
5.1 en dos dimensiones con el potencial 3.2, usando un ansatz con simetria polar con-
sistente con la condiciéon de que el campo en infinito tiene sus valores en un circulo de
radio v se mostrd que las soluciones buscadas estan dadas por dos ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden acopladas no lineales.Dada la complejidad de las ecuaciones las
soluciones se obtuvieron de forma numérica. Las soluciones encontradas tienen el mis-
mo comportamiento que los vortices de Abrikosov-Nielsen-Olesen cuando el pardmetro
de acoplamiento A es pequeno, mientras que cuando la constante de acoplamiento no
es pequena la parte radial de la solucién f(r) muestra el efecto de los dos minimos del
potencial tal como se observa en 5.7, este efecto es observable de igual manera en la
densidad de energia del vértice como se muestra en 5.3. También se observo el com-
portamiento esperado del campo magnético dada la cuantizacion del flujo magnético
como se muestra en 5.2. Adicionalmente se mostrd que el pardmetro é no es tan deter-
minante en la forma de los perfiles radiales f(r) como se observa en ?7. Finalmente la
expansion del perfil f(r) cerca del origen parece presentar una divergencia para n = 2
sin embargo esto no es observado al obtener las soluciones numéricas, esta discrepancia
puede entenderse como una manifestacién de la forma del potencial 3.2 en el origen
donde la derivada del potencial no esta bien definida.

Por ultimo se desarrolld la teoria del exponenete de decaimiento B del tunelaje
entre los dos minimos del potencial 3.2 que tienen diferente altura. Se mostré que la
teoria de tunelaje cuantico clasica con algunas consideraciones se puede usar para cal-
cular el tunelaje en teoria de campos cuando se usa el espacio euclidiano en cuatro
dimensiones.En teoria de campos el problema de encontrar el exponente de decaimien-
to se traslada a encontrar la configuracién méas probable por la que el campo realiza
el tunelaje ademéas de la configuracién de escape resolviendo la ecuacion diferencial
6.23 con las condiciones de frontera 6.24. Usando el resultado de Coleman en (Coleman
et al., 1978) se propuso un ansatz O(4) invariante que permitié reescribir las ecuaciones
de movimiento de la configuracion como 6.33, la forma de la ecuacion es en analogia
clasica la de una particula sometida a un potencial —V y una friccién cuya influencia es
inversamente proporcional al tiempo. Se obtuvieron soluciones numéricas del exponente
de decaimiento y las configuraciones en donde se observé que conforme la diferencia en
altura entre los minimos del potencial crece el vacio formado dentro de las burbujas se
aleja del vacio verdadero y el radio de la burbuja decrece, mientras que para valores
muy pequenos de la diferencia entre los minimos del potencial el radio de la burbuja
crece y el vacio dentro de la misma tiende al vacio verdadero. Se mostré que la aproxi-
macioén de pared delgada es buena cuando la diferencia en altura entre los dos minimos
del potencial es suficientemente pequena. Finalmente se mostré que la solucién O(4)
invariante nos da informacién sobre el desarrollo de la burbuja luego de su materializa-
cién, ademas de que la energia liberada por el sistema luego de transformar vacio falso
en verdadero se gasta en acelerar el crecimiento de la burbuja.
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Apéndice A

La geometria de la derivada covariante

En la secciéon anterior vimos que la derivada covariante sirve para introducir inter-
acciones en una teoria, pero también surge de manera natural cuando tratamos de
construir una teorfa invariante ante transformaciones locales. En esta seccién tomare-
mos el segundo punto de vista y asumiremos que tenemos una teoria invariante ante
transformaciones de fase locales, y veremos que esto nos permite darle una muy intere-
sante interpretacién geométrica a la derivada covariante.

Como la fase de ¢ es inobservable podemos elegir distintas fases en diferentes
regiones del espacio sin ninguna consecuencia. Es asi que cantidades como ¢(z) — ¢(y)
pueden no estar bien definidas. En una teoria local debemos ser capaces de hacer
comparaciones entre campos en diferentes regiones del espacio ya que las derivadas
0,¢ involucran precisamente comparaciones entre campos separados por una distancia
infinitesimal. Veamos que si comparamos dos campos en dos puntos z* y y* tenemos
lo siguiente

o) — d(z) = e Wo(y) — Vg (x) (A1)
Para poder comparar los campos podemos definir un nuevo campo W (z, y) que dependa
de los puntos x* y y* y que transforme como

W(z,y) — eia(m)W(x, y)e_ia(y) (A.2)

Si multiplicamos al campo ¢(y) por W (z,y) cuando realicemos la transformacion de
fase local, la fase final dependera sélo del punto x* y podremos realizar comparaciones
entre campos como sigue

W (z,9)é(y) — d(z) = e@W(z,y)e W eWg(y) — e *@g(z)  (A.3)

= W (z,9)p(y) — ¢(x)] (A4)
La diferencia W (x,y)é(y) — ¢(x) esta bien definida ya que solo depende en la conven-
cién de fase adoptada en un punto del espacio.
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A. LA GEOMETRIA DE LA DERIVADA COVARIANTE

También es posible definir una derivada tomando y* = a* + dz*de la siguiente
manera

W (x,zt 4 daxt)p(zt + dat) — ¢(z)

D) = i, Sar (45)
La derivada A.5 cumple con la propiedad 2.47, es decir
D¢ =D, (A.6)

Una propiedad del campo W que buscamos es que W (z,z) = 1 por lo tanto para dz#
debemos poder expandir como sigue

W(z,x+68) =1 —iedz" Ay, (z) + O(62?) (A.7)

Sustituyendo A.7 en la transformacién A.2 obtenemos lo siguiente

W (z,x + 62") = e*@W (2, z + dat)e " (@+02")
_ eia(m)[l _ ie(squu(x)]efia(eréx“)
_ 6ia(x)[1 o ie&x,uAM(x)]e—ia(m)e—i&r“aua
= @[] — ie&az“A“(m)]e_m(@[l — i6xt0,a]
=1—iedx" (A“(a:) + i(?,pz) + 0(62?) (A.8)
La ecuacion A.8 nos dice que el campo de norma transforma como

1
Ay = A+ —0ua (A.9)

con « una funcién arbitraria de z* y e una constante real arbitraria. La transforma-
cién de los campos de norma surgié de manera natural cuando tratamos de comparar
campos en una teoria con invarianza de fase local.

Usando la ecuacién A.8 en la definicién de la derivada A.5 obtenemos D, ¢ =
Ou¢ — ieA, ¢, esta es precisamente la derivada covariante. En este sentido los campos
de norma se introducen como una conexiéon que nos permite comparar valores del cam-
po en diferentes puntos, tal como las conexiones de la relatividad general permiten
comparar campos en diferentes sistemas de coordenadas locales.

Es posible escribir W (z,y) de forma cerrada como sigue

Welz,y) = exp{ie / ’ Aﬂ(z)dz“} (A.10)

la funcional de A, A.10 es llamada Linea de Wilson. La linea de Wilson es una inte-
gral de linea a lo largo de un camino C entre los puntos z* y y*, esto quiere decir que
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zH(A) es un camino parametrizado por A con 0 < A < 1 tal que z#(0) = a* y z#(1) = y*.

Un caso importante de las lineas de Wilson es cuando tomamos x* = y* pues la
integral de linea A.10 se convierte en una integral de contorno a la que comunmente se
le llama Lazo de Wilson.

Wy (z,y) = exp{ie}éAMdaz“} (A.11)

Los lazos de Wilson tienen la caracteristica de ser invariantes de norma, lo cual puede
ser visto a partir de la regla de transformacién que siguen las funcionales W (x, z) ante
una trasformaciéon de norma. Si aplicamos el teorema de Stokes (Nakahara, 2003, pp.
217-218) a la integral de contorno podemos escribir el lazo de Wilson como sigue

Wi(z,y) = exp{w/ (OuAy — 0y AL)dxt A dm”} (A.12)
b

- exp{ZQ / (F)da A dg;V} (A.13)
b

Y es la superficie delimitada por el contorno C', podemos darnos cuenta que el lazo de
Wilson depende tinicamente del tensor invariante de norma F,,.

Si aplicamos el conmutador de la derivada covariante a un campo cualquiera ob-
tenemos la siguiente relacion interesante

[Dys DL)¢() = (84, 8, — i€[0, Av] + e[, Al — €*[Ap, Av)) ()
= ([04, 0y] — ie[Oy, A)] + ie[0,, AL])p(x) (Conmutatividad de A,)
= —ieF,,¢(x) (A.14)
Asi podemos definir al tensor de norma de la siguiente manera
Fu = 11D, D) (A.15)

El tensor A.15 puede interpretarse como la diferencia que obtienes entre comparar
campos en la direccién p y luego en la direcciéon v, o comparar campos en la direccién
v v luego en la direccién p.
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Apéndice B
Vortices: Forma de los campos f (7“) y

a(r) cerca del origen

Consideremos las ecuaciones de vortice encontradas en el capitulo 5 en su forma adi-
mensional

2 n? ~ -
%llué+%%—¥(1—a)2f—e%(f—l)(f—vl)(f—Vm)=0 (B.1)
2
A AR R

B.0.1. Expansién de f(u)

Notemos que el campo magnético estd dado por B = nevs %j—z. Lo anterior implica

que si hacemos la expansién a(u) = an,u™ es necesario tener n > 2. Sustituyendo
la expansién de a(r) en B.1 y queddndonos con términos dominantes obtenemos la
siguiente ecuacién

Tyt o= o f = G(0) + (20n® — G'(0))f = 0 (B.3)

Donde hemos definido G(f) = & (f —1)(f = V1)(f — Vin). También se ha usado el hecho

de que (1 — a,u™)? ~ 1 — 2asu? cerca del origen.

Proponemos el siguiente ansatz para f(u)

f(u) = fiu + u?h(u) (B.4)
Sustituyendo el ansatz B.4 en la eq.B.3 obtenemos la siguiente ecuacion
u?h” + 5ub’ + (4 — n?)h + %(1 —n?) +ufiN? —G(0) =0 (B.5)
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B. VORTICES: FORMA DE LOS CAMPOS F(R) Y A(R) CERCA DEL ORIGEN

Con N2 = 2a3n? — G'(0) y b/ = dh/du. Primero buscaremos soluciones con h constante
por lo que la eq.B.5 se reduce a la siguiente expresion.
(4—n2)h+ﬁ(1 —n?) +ufiN? —G(0) =0 (B.6)
u

Cuando n = 1 el coeficiente f; es arbitrario y se obtiene h = G(0)/3. Para n > 1 se
requiere que f; = 0 para poder satisfacer la ecuacién B.6, es facil verificar que en este
caso se tiene h = G(0) /4—n? por lo que la ecuacién B.6 no puede satisfacerse para n = 2.

Para n = 2 es necesario considerar h como una funcién de u obteniendo la siguiente
ecuacién diferencial para h(u).

uw?h” + 5ub’ + ufiN* — G(0) =0 (B.7)

La eq.B.7 tiene una solucién analitica como sigue

cng(Nu) 4 ﬂG(O)

h(u) = .2 AN <4Y2(Nu) — 4Jo(Nu)Ya(Nu) — 2NuJy (Nu)Ya(Nu)

Nu 11 _3p20
+ NQUQJQ(NU)Ggl (7, 5 71’71,/17773/2) (B8)
Donde J y Y son las funciones de Bessel especiales, mientras que G es la funcion de
Meijer Generalizada. Sin embargo lo importante es que cuando v — 0 h tiene un valor
finito dado por h(0) = (—G(0) + 2¢1 N?)/16.

Expandiendo el campo f como f(u) = 6,1 f1u + fQ(n)u2 + O(u?) cerca del origen
u < 1 los resultados anteriores pueden resumirse de la siguente manera

f2(1) = GéO) n=1 (B.9)
2 v
[ 2an 16G (0) n—=2 (B.10)
o G
£ = 4_(732 n>2 (B.11)

Las constantes c¢; y as son determinadas de manera auto consistente al resolver las
ecuaciones de vértice numéricamente.

B.0.2. Expansion de a(u)

Con los resultados anteriores podemos obtener la forma de la expansién del campo a(u)
sustituyendo la forma de f cerca del origen en la ecuacion B.2 obtenemos lo siguiente

amm(m — 2)u™ 2 + 2(£)2(1 — agu?) = 0 (B.12)
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Donde f(g") es el término dominante de f cerca del origen para una vorticidad n. Una
inspeccion de la ecuacién B.12 nos permite obtener los siguientes resultados

_ s e

a4 = — = n=1m=4 (B.13)
_( (n))2

aGZ# n>1,m=6 (B.14)

Los coeficientes B.13 mostrados en la ecuacién anterior corresponden al término domi-
nante en la serie a,,u™ del campo a(u) = agu? + a,,u™ cerca del origen.
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Apéndice C
Tunelaje en el formalismo de la integral

de camino Euclidiana

C.1. Parte I: La integral de camino Euclidiana

En 1942 Feynman presentd su tesis “Una nueva formulacién de la mecanica cudntica”
en donde exponia su método de las integrales de camino motivado por encontrar una
analogia entre el principio de minima accién de la mecanica clasica y el mismo principio
en mecanica cudntica. La nueva formulacién de Feynman resulté ser 1til en diversos
problemas en donde el formalismo usual no permitia obtener soluciones. En esta seccién
se revisa la formulacién de la integral de camino Euclidiana.

Consideremos el problema de encontrar la amplitud de transicién entre dos esta-
dos |¢) v |q¢) que son eigenestados de un conjunto de variables canénicas hermitianas
Q., ademas supongamos que tenemos otro conjunto de variables canénicas P, de mo-
do que P, y @, cumplen las relaciones de conmutaciéon candnicas y las relaciones de
completitud usuales. Lo anterior puede escribirse matematicamente como sigue

(¢'| exp{-HT}|q) = F(g,¢;T) (C.1)

Donde T es una constante positiva. Nuestro objetivo es encontrar el valor de F(q,¢’; T),
veamos que si |n) es un conjunto de eigenestados del operador Hamiltoniano podemos
reescribir la parte izquierda de C.1 como sigue

n

(¢|exp{—HT}|q) = > _(¢'| exp{—HT} [n) (n|q) (C2)

Veamos que cuando T — oo la amplitud es dominada por el valor del eigenvalor del
hamiltoniano de menor energia, esto es Ey, por lo que podemos escribir la ecuacién C.2
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de la siguiente manera
(d'| exp{—HT} |q) = exp{—EoT} (¢'|0) (0lq) (C.3)

De C.3 vemos que el valor de la energia del estado base del sistema estd dado por
la siguiente expresién

, log F(q,q¢;T)
FEo=—1 _— 4
0 Tinoo( T (C4)

Para continuar podemos partir el intervalo 7' en N intervalos tal que en —7'/2 estemos
en ¢’ y en T'/2 estemos en g,al igual que discretizaremos el espacio por lo que la notacién
con el subindice en los operadores (), nos es conveniente, pero antes es muy util definir
los siguientes operadores y estados dependientes del tiempo.

Los operadores O evolucionaran de acuerdo a la siguiente transformacion

O(t) = efltOeH? (C.5)

mientras que los estados |a) evolucionaran de acuerdo a las siguiente transformacién

la, t) = et |a) (o, t| = (o] e H? (C.6)

Es facil ver que con estas transformaciones los operadores @, (t) aplicados a un estado
|g,t) tienen como eigenvalor q,, de igual manera los estados |p,t) son eigenestados del
operador P,(t) con eigenvalor p,. Con estas definiciones podemos escribir la amplitud
de transicién como sigue

(¢',T/2|q,T/2) = F(q,¢;T) (C.7)

Antes de partir el intervalo T' es conveniente calcular el valor de la amplitud en un
intervalo arbitrario entre —7'/2 y T'/2

(¢, t+dt

q,t> = <q’,t| exp{—Hdt} |q,t) (C.8)

Escribiendo los estados |g,t) en términos de un conjunto completo de eigenestados del
operador P,(t) tendremos lo siguiente

g, t) = / (H C;]::) eXp{i > ipaldy — qa) — Hdt} (C.9)

a

(¢, t+dt

Partiendo el intervalo T" en N+1 subintervalos con espaciado igual a dt = NLH podemos
escribir C.7 como un producto de integrales sobre las amplitudes de los subintervalos
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C.1 Parte I: La integral de camino Euclidiana

usando la relacién de completitud de los estados |gq,t), asi obtenemos la siguiente ex-
presion

N
<q/7T/2‘q7 _T/2> = / H (qu’) <q/7T/2{Q7tN> <q;V7tN|QN—1,tN—1> o <qi>t1}q7 _T/2>
k=1

(C.10)

En la ecuacién anterior hemos usado la notacién g, que en realidad es gi,a = q(tx)q
indicando la discretizacién en el tiempo y el espacio, notemos también que la expansién
tiene un significado fisico transparente, nos dice que si tomamos un camino entre los
puntos ¢’ y ¢ y luego dividimos este camino en segmentos, la amplitud de ir de ¢’ a ¢ es
el producto de las amplitudes de transmisién entre cada segmento, ahora si no sabemos
que camino tomo el sistema entonces por superposicion debemos sumar sobre todos
los caminos posibles entre los puntos ¢’ y ¢ que puede tomar el sistema y esa serd la
amplitud total de transmisién.

Es hora de que usemos el resultado C.9 y lo sustituyamos en C.10 para obtener el
siguiente resultado

<q/,T/2

¢, -T/2) =/ [ﬂHko,a] [ﬁHdpk,a]

k=1 a k=0 a

N+1
X exp{i Z (Z(Qk,a — Qk—1,a)Pk—1la — H(Qk,pk—l)dt)> } (C.11)

k=1 a

El término dentro de la exponencial se puede simplificar si hacemos una expansién
de las funciones q(tx—1) v p(tx—1) quedandonos a primer orden en dt recordando que
tp_1 =t — dt, asi obtenemos la siguiente expresion

N+1
> (Z(Qk,a — Qk—1,0)Pk—1,0 — H(Qk,Pkl)Dt>

k=1 a
N+1

=> (Z Ga(tr)pa(t)dt — H(Q(tkz)ap(tk))dt> (C.12)
k=1 a

Usando el resultado anterior podemos escribir la forma general de la funcién
F(q,q;T), ademds tomamos el limite cuando N — oo es decir cuando dt es muy
pequeno para obtener lo siguiente
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(¢, T/2|g,~T/2) = / lgdqaw] [E[dpa(w]

T/2
xexp{ / (izqa@)pa(wdt—H<q<t>,p<t>>> dt} (C.13)

—T/2

La integral de camino C.13 es sobre todos los caminos tal que ¢(T/2) = ¢ y q(=T/2) =
q. En el caso en que H(q, p) es una funcién cuadratica en p podemos evaluar la integral
en p. Lo anterior sugiere restringirnos al caso en el que H se escribe de la siguiente
manera

H(g.p) = 5 3 Kaplapaps + 3 Bal)pa + C(0) (C.14)
a,b a

Sabemos que las integrales Gaussianas pueden ser evaluadas cuando la variable de
integracion es como un punto en donde el argumento de la exponencial en C.13 es esta-
cionario. La demostracién del hecho anterior se puede encontrar en (W einberg, 2001a).
Asi sustituyendo C.14 tendremos la siguiente expresién

(¢, T/2|q,~T/2) = / [qua(t)] [det{2inK (q)}] /> (C.15)

T/2
xexp{ / (izqaa)zaa(t)dt—H<q<t>,za<t>>> dt} (C.16)

—T/2

donde p(t) es un punto estacionario del argumento de la exponencial C.15, por lo que
cumple con la siguiente ecuacién diferencial

o0H
5o = 1qa (C.17)
Palp=p
o de manera explicita
> (Kabs) + Balg) = ida (C.18)

b

Por lo tanto una solucién a la ecuacion es la siguiente

Da = Z ([K Map(idy — By)) (C.19)
b

Finalmente veamos que en el caso en que By(q) = 0 obtenemos el siguiente resultado
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< /

~T/2) = / [qua(t)] [det{2ir K (¢q)}] /2 (C.20)

x exp{—S[ql} (C.21)

donde S[q| es la accién euclidiana que escribimos como sigue

T/2
Slq] = / ( Zkab qaq'b+0(q>> dt (C.22)

T/2

C.2. Tunelaje con la integral de camino

Ahora que sabemos que la amplitud de transicién estd dada por la integral de camino
C.20 podemos usarla para calcular la primera correcién a la energia Fy. En este caso
restauraremos la h para usar el limite semicldsico o — oo por lo que la integral C.20
estard dominada por el valor estacionario de la accién. De modo que podemos expandir
alrededor del punto estacionario haciendo ¢ = ¢+ >, ¢p¢, donde ¢,, es un conjunto
completo de eigenestados ortonormales que por conveniencia elegimos como eigenesta-
dos del la segunda variacion de la accion. Ademads usaremos la siguiente medida

Da = (2rh)~ Hdcn (C.23)

Sustituyendo en la integral C.20 tenemos lo siguiente

,~T/2) = /[H dc”]exp{—S[é]/ﬁ+;Zk:>\kci+m} (C.24)

Con A, un eigenvalor del las eigenfunciones ¢,,. Evaluando la integral

< /

~T/2) e—sla/n H
e~ Sla/n det{—az + V")) (C.25)
Debemos tomar en cuenta que hay muchas configuraciones que son puntos estaciona-

rios de la accién y sumar todas las contribuciones. Cada una de estas configuraciones
tiene un punto de retorno diferente (7;,x;) al que llamamos centro, como el sistema es
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invariante ante traslaciones al integrar sobre estas coordenadas obtendremos un factor
T y V en un intervalo de tiempo 7' y una caja espacial de volumen V. Por lo tanto
tenemos lo siguiente

(¢, T/2|q,~T/2) ~ TVe S/ (C.26)

Si ahora consideramos que para 1"y V grandes podemos obtener soluciones adiciona-
les superponiendo m configuraciones estacionarias de la acciéon obtenemos el siguiente
resultado

[e.9]

<q,7 T/2‘Q> _T/2> ~ Z[

m

Vme

m:

— VTe sam (C.27)

si ahora sustituimos en C.4 obtendremos la energia del estado base

L log F'(q,q";T)
Eo=— lim <T

log eVTe*S[‘ﬂ/ﬁ
~— lim | ———
T—roc0 T

— yeSlil/h (C.28)

Asi obtenemos el valor de la tasa de decaimiento por unidad de Volumen I" como sigue

% — |AJe-Sta/n (C.29)

donde A es un factor de proporcionalidad que incluimos de modo que se cumpla la
igualdad.

Hemos obtenido el resultado de la aproximacién WKB 6.14, ademéas con este
formalismo la evaluacion del factor A nos proporcionaria la informacién del prefactor
que no tomamos en cuenta en la aproximacion WKB, una discusién completa de como
evaluarlo puede encontrarse en (Callan and Coleman, 1977).
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Apéndice D

Relaciones tipo virial generalizadas.

En el capitulo 6 se encontré una ecuaciéon que da lugar a un conjunto de relaciones
entre el término cinético y el potencial V(|¢|) del Lagrangiano 6.38.

Aqui se mostrara que la ecuacién 6.46 puede obtenerse como un caso particular de
una relacion mas general. Consideremos una teoria de campo escalar cuyas con campos
que tienen simetria O(N), el Lagrangiano de la teoria esta dado como sigue

N

N 2
L= N(TV)‘/,ONl (; <fl(§) + V(¢)> dp (D.1)
V).

La ecuacion D.1 sugiere definir nuevamente una densidad Lagrangiana dependiente
de p de la siguiente manera

2
L= (; (jﬁ) +v<¢>>) (D.2)

La variacién del Lagrangiano D.2 da lugar a la ecuacién de movimiento 6.33.El hamil-
toniano correspondiente se obtiene usando la transformacién de Legendre como sigue

o ([ - e

En la expresién anterior hemos usado p = %. Si ahora obtenemos la derivada total
del Lagrangiano L, se tiene lo siguiente
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dL, OL,d$ 0L, d <d¢> N oL,
dp 0p dp  9¢ dp \dp dp
— d <aLP)d¢+aLPd <d¢>+8LP

dp\ 9p ) dp ' 8¢ dp\dp) " dp
d o\ 0L,
=dp (p¢> + o (D.4)

En la ecuacién anterior hemos definido ¢ = %. Usando D.3 y D.4 obtenemos la siguiente
relacién

an, _ oL,
dp  Op
N -1

SR — D.5

PG (D.5)

Consideremos la siguiente identidad

d(p“Hp)
——Fdp = [p*H

= Fy (D.6)

Donde hemos usado 0D para denotar la frontera de un intervalo cualquiera tal que
p € D Vp.Por otra parte desarrollando la integral D.6 y utilizando D.5 obtenemos las
siguientes relaciones

dp

_ a+N—2 a_(N_l) @ 2_a _
[ o ( (%) ~laew 1>v<¢>>dp (D.7)

d(p*H
oD

Es 1til definir las siguientes integrales

arn_a (Ao
tiv= [0 () o ()

By = [ oY) (D)
0D

asi obtenemos las siguientes relaciones
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1 /dp\?
Ffy = p*th-1 <2 <c;pb> - Vd(¢)> o

(¢ =N +1)
2

=—(a+N—-DIYy+ 2y (D.10)
Notemos que 6.46 se sigue de manera inmediata de D.10 cuando se tiene una teoria con
campos con simetria O(4) y se considera un intervalo D = [0, 00).

Finalmente observemos que D.10 es una relacién aplicable a teorias con campos
¢ con simetria O(N), sin embargo, el valor explicito de D.10 depende de los valores
asintdticos de los campos en la frontera 9D.
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Apéndice E

Codigo del método numeérico

En este apéndice se muestra el c6digo usado para obtener numéricamente las so-
luciones a las ecuaciones 5.32.

Luego de adimensionalizar las ecuaciones de los vortices se usé Julia 1.1.1 para
resolver las ecuaciones de los perfiles. Para poder resolver el sistema de ecuaciones pri-
mero se hizo un cambio de variables para convertir el sistema de dos ecuaciones de
segundo orden acopladas a un sistema de primer orden de cuatro ecuaciones acopladas
reduciendo la complejidad del problema. Dado que el problema es un sistema de ecua-
ciones diferenciales acopladas de segundo orden no lineales con condiciones de frontera
se utilizé el método de Runge-Kutta implicito que esta implementado en la paqueteria
de Julia para problemas de valores en la frontera. La razén por la que se usé este
método sobre el shooting method es que este 1ltimo es muy sensible a la trayectoria
inicial elegida como ansatz sobre todo en sistemas de ecuaciones con singularidades
que hacen que al método numérico inestable. Dicho lo anterior en primera instancia
se tratd de usar el shooting method permitiendo obtener soluciones para valores del
parametro de acoplamiento muy pequenos, sin embargo para radios méas grandes y
valores del parametro de acomplamiento el método resulté inestable siendo la utilidad
de las soluciones obtenidas asi obtener un mejor ansatz para el método de Runge-kutta.

En las siguientes lineas se muestra el codigo implementado en Julia.

HHARHAHBHARRHS R BB RARBHARHHSBHA R RS AR AR B RS AR HE R AR AR AR B RSB R RSB HS R B SRS

#Paqueteria necesaria para obtener las graficas y las soluciones de
vortice, en particular es necesario usar BoundaryValueDiffEq ya que
proporciona el m todo de Shooting y el Runge-Kutta implicito
aplicado a problemas de valores en la frontera.

HHAHAHHAHAHBAHAH RS H AR AR BB AHBR B AR RHH AR AR BRBAH RS R AR AR B R AR BH B AR RS RS HH
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9

10

18

19

20

21

28

29

30

E. CODIGO DEL METODO NUMERICO

using Plots.

using LaTeXStrings

using BoundaryValueDiffEq
using DifferentialEquations
using OrdinaryDiffEq

gr ()

HARBHAHFAARBHRARA AR R BHAR AR AR HAR AR BB HAR AR BB A AR AR R BB H AR AR AR R AR AR R R H

#Aqui estamos definiendo una funcion general que depende de 1los
parametros del potencial y la vorticidad de tal manera que al llamar
la funcion VORTICE obtengamos la informacion necesaria del vortice#

HHHAHHHARBHBAAHBAASHBRAHHBAFHBRAH B R AR H B AR AR BAA R B AR H BB RS R B AR R B R RS HBRHHS

; function VORTICE (delta,lambda ,m,ul,u2)

tf=12.0 #Radio de integracion#

vi=ul #Valor del parametro v_1 del potencial con dos familias de estados
base#

v2=u2 #Valor del parametro v_2#

L=lambda/2 #Valor del parametro de acoplamiento#

k=delta #Valor del parametro delta del potencial#

n=m. #Valor de la vorticidad n#

e=1.0 #Valor del parametro e#

ti=le-5 #Radio inicial de integracion#

tspan = (ti,tf) #intervalo de integracion#

5 ym=((3*v1+v2)-sqrt (-8*k+(v2-v1)~2))/4 #minimo no trivial del potencial#

vM=((3*v1i+v2)+sqrt (-8*k+(v2-v1l) "2)) /4 #maximo local del potencial#
masaA= sqrt (2)*e*v2 #masa del campo de norma#
masaH=sqrt ((L) *(k+(v2-v1) ~2)) #masa del boson de Higgs#

kappa=masaH/masald #valor del parametro kappa#

HURBHHHFAHHBHAHB AR R BRHH R R AR HH AR AR BB B AR AR BB R AR AR AR R R AR R B R AR SRR H
#Aqui se define el sistema de ecuaciones diferenciales#

HAHBAHAHHAHAHBH BB RS BB AHRA B AR AR BB ABRBBAH AR BA B RSB BA B RS RA R AR BB RS RS

function vorticetesis!(dx,x,p,t)

dx[1] = x[2]
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60

61

62

63

64

66

dx[2] = -x[2]/t+x[1]1*(1-x[3]) "2%(n"2/t"2)+(2*xL/e"2) *(x[1]-1)*(x[1]-(
vM/v2))*(x[1]1-(vm/v2))

x [4]

x[41/t-(2.0%xx[1]1°2) *(1-x[3])

dx [3]

dx [4]

end

HAHHAHAH AR R HAFASHBH AR B A SRR R AR RSB RHHH RS R B R B R RS R BB H AR SRR R B R AR SRR S
#Aqui se define la funcion residuo que nos permite establecer las
condiciones de frontera a satisfacer#

HHHAHHHARHHARBHBAAHBRAHHBAAHBRAHHHAR SR BRA R B AR R B RA SRR RS R B RS H R AR S H

function bcl!(residual, u, p, t)

residual [1] ul1][1] - 0.0

residual [2] ulend] [1] - (1-(1/sqrt(tf))*exp(-sqrt(2)*(masalA/masal)

*xtf))

residual [3] ul1][3] - 0.0

residual [4] ulend] [3] - (1-sqrt(tf)*exp(-sqrt(2)*tf))

end

HAHHAHASRAA AR AR BHS R AR AR BB HARHH AR AR A SRR AR BHS R B SRR AR R AR RS SR AR RS H S
#Aqui se implementa el m todo numero usando la paqueteria de Julia,
primero definiendo el problema, es decir, el sistema de ecuaciones,el
residuo, un ansatz y un intervalo de integracion#

HHAAHHHAR BB AAAHBABHBAAHHRAHH B AR R B R AR H B AR B R B RBHBARSH B R RS H B AR H B AR HHEH S

bvpl = BVProblem(vorticetesis!, bcil!, [0.01,1.0,0.0,0.005], tspan)
st = solve(bvpl, GeneralMIRK4 (), dt=0.1)

HABHAHAH AR R AR B HARBR AR B AR R BHAH R R BB HA R AR B R B H R RS R B R H AR RHH AR SRR B
#Aqui se definen los arreglos donde se guardara la informacion de los
perfiles, f,A, el campo magnetico B y la energia E luego de las

iteraciones . #

HHAHAHBAHAHBABABRBHAH AR BB RSB BA B AR B R AR BHBAB RS RA R AR AR B A HBHBR B RS RA RS

solltn1=[]
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67 s0l2tni=[]
68 s0l1l3tni=[]
690 E=[]

71 for i in 1:length(st.u)

72 push!(soliltnl,st.ulil [1])

73 push!(sol2tnl,st.uli] [3])

74 push!(sol3tnl,(n/e)*st.ulil[4]/st.t[i])

75 energy=(v272) *((n"2/(2*st.t[i]172))*(st.ulil [4]) "2+st.ulil [2]"2+(n"2/
st.t[i]172)*x((1-st.ulil[3]) "2)*st.ulil[1]1°2+(L/e"2)*((st.ulil[1]1-1)"2)
*(delta+(st.ulil[1]-(v1/v2))~2))

76 push! (E, energy)

77 end

79 return [st.t,solltnl,sol2tnl,sol3tnl,E,kappal

80 end

Por otra parte para obtener los valores numéricos de la integral 6.69 se usé el método
de integracién del trapecio cuya implementacion también se realizé en Julia.

Finalmente cabe mencionar que para obtener las soluciones numéricas se utilizé
el programa AnyBubble en Mathematica, este programa es un método de Shooting
optimizado por lo que permite a las soluciones converger mas rapidamente ademas
de que sirve para resolver ecuaciones mas generales como se discute en el articulo.
(Masoumi et al., 2017).
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