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Abstract

Los defectos generados en cristales líquidos (CL) pueden modi�car las
propiedades macroscópicas del mismo y con ello se pueden desarrollar nove-
dosas aplicaciones. Por ejemplo, el diseño de sensores CL, autoensamblado de
partículas y dispositivos electro-ópticos rápidos. Como ya se ha estudiado, la
formación de estos defectos topológicos puede ser inducida por la interacción
entre el CL y una super�cie.

El presente trabajo es un estudio, mediante simulaciones, de sistemas de
cristal líquido y los defectos que se pueden generar en ellos. Existen diferentes
tipos de modelado, dependiendo de la escala del sistema y de las propiedades
que se quieran analizar. Para el presente trabajo se utilizaran dos tipos difer-
entes de métodos de simulación. El primero de ellos, "Multi-particle colision

dynamics" MPCD es un método estocástico a escalas mesoscópicas. El segundo
método está basado en "Modelo Continuo", a diferencia del anterior este tipo
de simulaciones permite alcanzar escalas macroscópicas.

MPCD es un novedoso método basado en partículas que incorpora efec-
tos de �ujo, el cual se ha utilizado para simular líquidos isotrópicos y líquidos
nemáticos. En el presente, se ha realizado una implementación del método para
el estudio de nanocoloides en solventes nemáticos. Se analizaron los sistemas
coloidales nemáticos típicos como: defectos alrededor de una partícula coloidal
esférica y la dependencia de la intensidad de anclaje en su super�cie, y defectos
generados por la interacción de dos coloides esféricos. Una ventaja importante
de este método es el estudio de defectos topológicos usando técnicas dinámi-
cas. Los resultados obtenidos concuerdan en gran medida con otros métodos
de simulación, como son: dinámica molecular y modelo continuo; además de
resultados experimentales.

Posteriormente, bajo simulaciones de modelo continuo se estudio un sistema
con partículas huésped de tamaño coloidal y con geometría cilíndrica. Los
coloides están decorados de manera tal que las moléculas del nemático cerca
de su super�cie se alinean tangencialmente y con un ángulo de�nido respecto al
eje principal de la partícula. Este tipo de simulaciones consisten en minimizar
el funcional de energía de Ginzburg-Landau, que depende de un parámetro de
orden tensorial.

Usualmente se utiliza un esquema de Diferencias Finitas (FD) en una dis-
tribución Cúbica Simple (SC) para dicha minimización. En este trabajo, se
plantea utilizar un mallado Cúbico Centrado en las Caras (FCC) para el es-
quema FD. Este nuevo mallado permitirá una mejor aproximación de las su-
per�cies, debido a la distribución de los puntos. Como consecuencia, se espera
una mejor estimación de las derivadas.
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1 Objetivos

El objetivo general de este proyecto es estudiar los defectos generados al sumergir
partículas de tamaño colioidal en un medio nemático. Los defectos formados depen-
derán de diversos factores, entre ellos, el tamaño, la forma y el tipo de anclaje en la
super�cie de las mismas. Esto se llevará a cabo utilizando dos métodos diferentes
de simulación, MPCD (de naturaleza coarse-grained) y modelo continuo (teoría de
campo medio).

Los objetivos a desarrollar durante la realización de este trabajo de investigación
son los siguientes:

� Realizar una implementación con el método MPCD para el estudio de nano-
coloides en solventes nemáticos. Concretamente, para sistemas con una y dos
partículas, los cuales están ampliamente reportados en la bibliografía y fungirán
como comparación para evaluar este nuevo algoritmo.

� Estudiar los defectos que surgen al agregar partículas con forma cilídrica a un
medio nemático. El anclaje propuesto genera un propiedad de quiralidad en
los cilindros. Se analizarán sistemas con una y dos partículas dispersas. Las
simulaciones en esta parte están basadas en modelo continuo.

� Con el �n de hacer una mejor aproximación de las super�cies curvas y un mejor
cálculo de las derivadas. Se propone utilizar un mallado tipo cúbico centrado
en las caras (FCC), en lugar del cúbico simple (SC), para la aproximación con
diferencias �nitas.
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2 Introducción

En el año de 1988, el botánico austriaco Friedrich Reinitzer, encontró que ciertos
compuestos orgánicos derivados del colesterol presentaban �dos puntos de fusión�.
Este fue el descubrimiento de los cristales líquidos. Fue en 1889 cuando el cristaló-
grafo Otto Lehmann encontró que esta fase presentaba comportamientos entre un
sólido y un líquido. Es por ello que le dio el nombre de cristal líquido [1].

Un cristal líquido (LC, por sus siglas en inglés), es un estado de la materia que
tiene propiedades entre un líquido y un cristal. Es decir, puede �uir, formar gotas,
etc., características de un líquido. Además presenta orientación de sus moléculas,
anisotropía óptica y otras características típicas de un cristal. Los LCs pueden formar
diferentes fases, entre ellas la fase nemática, la esméctica, la colestérica y las fases
azules. La transición de fase a LC puede ser inducida por la temperatura (cristal
líquido termotrópico) o por la concentración (cristal líquido liotrópico) [2, 3].

En la fase nemática las partículas no cuentan con un orden posicional, sin em-
bargo, esta se caracteriza por tener un orden orientacional de largo alcance en una
dirección. Suponiendo que las moléculas tiene forma tipo elipsoidal, los ejes largos
moleculares se encuentran alineados en una dirección preferencial. Esta dirección
preferencial está de�nida por un vector n̂(~r), denominado vector director nemático
y se considera de magnitud uno, Fig. 2.1. Debido a la simetría de las moléculas y
la fase, las direcciones n̂ y −n̂ son indistinguibles. En el caso de moléculas polares,
la proporción de dipolos apuntando hacia arriba es prácticamente la misma que de
dipolos apuntando hacia abajo. Y en el caso de que se fuerce al sistema a que los
dipolos se alineen en una sola dirección, se genera de manera natural una estructura
tipo splay [4].

Figure 2.1: Cristal líquido en fase nemática. Partículas con forma elipsoidal orien-
tadas en una dirección preferecial, (vector nemático n̂).

Esta fase puede estar formada por moléculas calamíticas (tipo cilindro o vara)
o por moléculas discóticas. Algunos compuestos típicos que pueden formar fase
nemática son: el 5CB (4-pentil-4-cianobifenilo) a temperaturas entre 24°C y 35°C, el
PPA (p-azoxianisol) a temperaturas entre 116°C y 135°C y a temperatura ambiente
el MBBA (N-(petoxibencilideno)-p-butilanilana) [1, 2].

La fase colestérica,también llamada fase nemática quiral, al igual que la fase
nemática tiene un orden orientacional de largo alcance y un orden posicional de
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corto alcance de los centros de masa. La diferencia con la fase nemática es una
rotación del director a lo largo de un eje. En cualquier plano perpendicular a ese eje
de rotación, las moléculas de CL se alinean a lo largo de una dirección preferencial
en ese plano. La distancia medida a lo largo del eje de rotación en la cual el vector
director da un giro completo de 2π se denota pitch.

La fase esméctica, se distingue de la nemática por una estrati�cación. Las molécu-
las se ordenan en capas y exhiben tanto orden posicional (en dirección normal a las
capas) como orden orientacional. Usualmente esta fase se encuentra a temperaturas
más bajas que la nemática. Existen diferentes tipos de fases esmécticas [2, 5], dentro
de las más comunes se encuentran: la fase esméctica A, en la cual las moléculas
están alineadas en la dirección de estrati�cación de las capas. La fase esméctica C,
en la cual las moléculas forman un ángulo distinto de 90° respecto de las capas. La
fase esméctica B, en está fase existe un orden hexagonal de corto alcance entre las
moléculas de las capas.

Estas tres fases mencionadas han sido de las más estudiadas desde el descubrim-
iento de los cristales líquidos. Sin embargo, desde hace algunos años nuevas fases
han llamado la atención de las personas en el medio. Una de estas es la denomi-
nada fase azul, BP. Las estructuras tipo BP se obtienen al enfriar un cristal líquido
nemático quiral y en ellas se aprecia un alto grado de twist [6, 7]. Las fases azules se
pueden dividir en tres categorías (BPI, BPII y BPIII) dependiendo de la quiralidad
del cristal líquido. Las fases BPI y BPII están construidas a partir de cilindros de
doble twist, los cuales están ordenados de manera perpendicular y empaquetados en
celdas cúbicas. La fase BPIII tiene una estructura similar a la fase isotrópica.

Los defectos generados en medios de CL pueden modi�car las propiedades macroscópi-
cas del mismo y con ello se pueden desarrollar novedosas aplicaciones. Por ejemplo,
el diseño de sensores LC [8], autoensamblado de partículas y dispositivos electro-
ópticos rápidos. Como ya se ha estudiado, la formación de estos defectos topológicos
puede ser inducida por la interacción entre el cristal líquido y una super�cie.

Dentro de los sistemas que más se han estudiado se encuentra una partícula
esférica inmersa en un cristal líquido. Por ejemplo, un dispersión coloidal de gotas
de surfactante en cristal líquido genera defectos [9, 10]. La generación de defectos
en el sistema aumenta la energía del mismo, por lo que para disminuirla las gotas
tienen a ensamblarse, como se muestra en la Fig. 2.2.
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Figure 2.2: Dispersión coloidal de gotas de surfactante en un cristal líquido [9].

El estudio de cristales líquidos mediante modelado numérico puede llevarse a
cabo a diferentes escalas dependiendo de las propiedades o características que se
quieran analizar. Por ejemplo, para vibración de enlaces moleculares y movimiento
intermolecular las escalas necesarias van de 1 a 10 fs, Modelado Atomístico. El
orden orientacional y alineamiento de un director nemático para unos cientos de
moléculas podría requerir arriba de 10ns (este tiempo puede extenderse consider-
ablemente para sistemas mucho más grandes), modelado Coarse-Grained. A escalas
de tiempo mayores y también escalas de longitud grandes lo recomendable es utilizar
el Modelo Continuo. Cada método tiene su ventajas y desventajas, por ejemplo,
modelos Coarse-Grained son adecuados para sistemas microscópicos pero escalar a
orden mesoscópico es muy costoso computacionalmete. El modelado continuo per-
mite analizar sistemas muy grandes, sin embargo, debido a que están basados en
teoría de campo medio, es difícil incorporar �uctuaciones para el estudio de los mis-
mos. Hacer un brinco entre la microescala y la escala macroscópica ha sido todo un
reto para el estudio de sistemas de CL.

En el presente trabajo, se analizaron sistemas de cristal líquido con partículas in-
mersas en él. Se utilizaron dos tipos diferentes de métodos de simulación. El primero
de ellos, "Multi-particle colision dynamics" (MPCD) es un método estocástico a es-
calas mesoscópicas, el cual permite incluir de una manera natural la dinámica en
el sitema. El segundo método está basado en "Modelo Continuo", a diferencia del
anterior este tipo de simulaciones permite alcanzar escalas macroscópicas.
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Part I

Marco teórico y antecedentes
En el este capítulo, se presentan las bases teóricas para poder modelar un CL
nemático. Para caracterizar una fase nemática se necesita de�nir el parámetro de
orden, el cual contiene la información del grado de alineación de las moléculas con
respecto a una dirección preferencial. La energía libre, que nos describe las contribu-
ciones energéticas que intervienen en nuestro sistema. Y la generación de defectos
en un cristal líquido.

Posteriormente se describen las bases necesarias para el modelado numérico de
CL en el esquema de Modelo Continuo. Desde la minimización de la energía libre
(Teoría Ginzburng-Landau [11]) hasta la implementación de diferencias �nitas para
la realización de la simulación. Finalmente se detallan los algoritmos utilizados para
el método MPCD.

3 Conceptos básicos

3.1 Parámetro de orden nemático

La termodinámica de las transiciones de fase en cristales líquidos requieren la in-
troducción de un parámetro de orden estructural que caracterice el grado de alin-
eación de las moléculas [2, 3, 12]. Para es necesario suponer que se tiene un sis-
tema de partículas tipo barra, cuyo eje molecular está en la dirección de un vec-
tor unitario û. Por conveniencia se considerará û en coordenadas esféricas, û =
(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ). El estado de alineamiento de las moléculas se puede de-
scribir por una función de distribución f(θ, φ)dΩ, la cual considera la probabilidad
de encontrar un partícula en un elemento de ángulo sólido dΩ = sin θdθdφ alrededor
de una dirección (θ, φ) .

Si se considera que nuestro sistema tiene una dirección preferencial de alineación
n̂, el cual será el vector director nemático y además que esta dirección coincide con
el eje Z del laboratorio. La función de distribución será independiente del ángulo φ,
debido a que tanto la fase nemática como las partículas presentan simetría cilíndrica.
Hay que notar también, que f(θ) es grande para los valores θ = 0 y θ = π, ya que
las moléculas están orientadas paralelas al eje óptico de la fase. Por otro lado, f(θ)
presenta un valor mínimo para θ = π/2. Finalmente, debido a que las direcciones n̂
y −n̂ son equivalentes: f(θ) = f(π − θ).

Pero lo que queremos es relacionar el grado de orden con un número. Para
ello utilizaremos el segundo polinomio de Legendre, P2(cos θ) = 1

2
(3 cos2 θ − 1), y

de�niremos un parámetro de orden escalar S.

S =
3

2

〈
cos2 θ − 1

3

〉
=

ˆ
f(θ)P2(cos θ)dΩ. (3.1)

Así, si f(θ) tiene picos muy pronunciados cerca de θ = 0 y θ = π (alineamiento
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paralelo al eje óptico), cos θ = ±1 y S = 1. Si por el otro lado, f(θ) tiene picos
en θ = π (alineamiento perpendicular al eje óptico) se debería obtener S = −1/2.
Finalmente si la con�guración fuese completamente aleatoria (f(θ) independiente de
θ) se tendría 〈cos2 θ〉 = 1/3 y S = 0. Entonces S es una medida del alineamiento
de las moléculas. Para un nemático convencional, como el 5CB, los valores para S a
temperatura ambiente oscilan entre 0.5 y 0.6.

Este parámetro de orden escalar es microscópico, ya que toma en cuenta la
descripción molecular del sistema. Se puede introducir un parámetro de orden
macroscópico Q (tensorial), el cual es independiente de las características de las
moléculas del sistema. Este parámetro tensorial no sólo contiene la información de
director nemático (como en el caso del escalar), también posee información en otras
dos direcciones. En conjunto estas tres direcciones son perpendiculares entre sí. Por
lo que el parámetro de orden tensorial permite el estudio de variaciones del vector
director y además el comportamiento biaxial de la fase.

Se puede extraer el parámetro de orden S a partir de tensores construidos con los
vectores que caracterizan a las moléculas del cristal líquido y a partir de ahí construir
Q [13]. S también se puede puede obtener a partir de la función de distribución
mencionada anteriormente, f(θ) [2, 3].

Se puede pensar a f(θ) como un desarrollo en términos de los polinomios de
Legendre:

f(θ) =
∑
n

fnPn(cos θ) (3.2)

con los coe�cientes dados por

fn =
2n+ 1

2

ˆ 1

−1

f(θ)Pn(cos θ)d(cos θ) =
2n+ 1

2
〈Pn(cos θ)〉 . (3.3)

Debido a que f(θ) = f(π−θ), sólo los coe�cientes pares sobreviven. Desarrollando
f(θ) hasta n = 2, obtenemos

f(θ) =
1

2
+

5

2
〈P2(cos θ)〉P2(cos θ),

utilizando la Ec. 3.1, correspondiente al parámetro de orden escalar S, tenemos

f(θ) = 1
2

+ 5
2
SP2(cos θ)

= 1
2

+ 5
2
S (3 cos2 θ − 1)

= 1
2

+ 5
2
S
(
3 (û · n̂)2 − 1

)
= 1

2
+ 5

2
S (3ninj − δi,j)uiuj

= 1
2

+ 5Qû
ijuiuj.

De modo que, se puede de�nir el parámetro de orden tensorial, para un nemático
uniaxial, de la siguiente manera

Q =
1

2
S [3n̂n̂− I] , (3.4)
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donde n̂ es el vector nemático, I es la matriz identidad y S el parámetro de orden
escalar. Los valores y vectores propios de este parámetro, describen el nivel y las
direcciones de alineación. Las propiedades que presenta este parámetro son[3]:

1. Q es un tensor simétrico
Qij = Qji, (3.5)

ya que ninj = njni y δij = δij.

2. Su traza es cero. Considerando que el vector û es unitario, entonces

TrQ = 3
(
(nx)

2 + (ny)
2 + (nz)

2
)
− 3 = 0. (3.6)

3. Debido a las propiedades (1) y (2), el número de componentes independientes
se reduce a cinco

Q =

 q1 q2 q3

q2 q4 q5

q3 q5 (−q1 − q4)

 . (3.7)

4. En la fase isotrópica
Qiso = 0. (3.8)

Un nemático biaxial presenta dos ejes de orientación preferencial en lugar de uno.
El parámetro de orden tensorial para un nemático biaxial está de�nido por:

Q = S

[
n̂n̂− 1

3
I

]
+ η

[
n̂′n̂′ −

(
n̂× n̂′

)(
n̂× n̂′

)]
, (3.9)

donde η es la biaxialidad; n̂ y n̂′ son perpendiculares, representan los vectores nemáti-
cos y además de�nen una base ortonormal

{
n̂, n̂′,

(
n̂× n̂′

)}
para la orientación del

cristal líquido [14, 15]. Las moléculas que caracterizan este tipo de fases son de tipo
banana o V [16].

En un sistema apropiado de coordenadas, se puede diagonalizar Q en términos
de los valores propios del mismo:

Q =

 2S
3

0 0
0 −S

3
+ η 0

0 0 −S
3
− η

 . (3.10)

Si todos los valores propios de Q son distintos, entonces se tiene un nemático
biaxial. Si hay dos valores iguales, entonces se tiene un nemático uniaxial.

3.2 Funcional de energía libre

Para hacer una descripción termodinámica del sistema, es conveniente de�nir un
funcional de energía libre F (Q), que depende del parámetro de orden Q. Este
funcional cuenta con las contribuciones de corto alcance, las elásticas (que incluyen

7



deformaciones) y la contribución asociada a la interacción entre el cristal líquido y
una super�cie.

Consideremos un cristal líquido con�nado en un espacio Ω, cuya frontera está
de�nida por ∂Ω. La energía libre será un funcional del parámetro de orden tensorial
Q, en el cual se considera la suma de las siguientes contribuciones:

� Energía libre de Landau - de Gennes, contribuciones de corto alcance. Para
describir la transición nemático-isotrópico (NI).

� Energía elástica (distorsiones, disclinaciones y deformaciones) contribución de
largo alcance.

� Energía super�cial, contribución debida a la interacción del cristal líquido con
las super�cies.

Por lo que, la suma de todas los contribuciones está dada por

F (Q) =

ˆ
Ω

[fLdG(Q) + fE(Q)] dV +

˛
∂Ω

fs(Q)dS (3.11)

Para la descripción de la energía libre de Landau - de Gennes se hace un desarrollo
en serie de potencias, en términos de los invariantes del parámetro de orden tensorial
Q [2, 12]. Se puede entonces realizar una expansión cuya base es la traza de potencias
de Q: tr (Qn), para n = 1, 2, 3.... Por lo que:

fLdG = f0+
A

2
trQ2−B

3
trQ3+

C

4

(
trQ2

)2
+
D

5

(
trQ2

) (
trQ3

)
+
E

6

(
trQ2

)3
+..., (3.12)

donde A = α(T − T ∗) y T ∗es la temperatura de transición NI.
Truncando al cuarto término y reajustando a sólo dos parámetros, representación

de Doi [17], la expresión para la energía libre de Landau - de Gennes toma la siguiente
forma:

fLdG =
A

2

(
1− U

3

)
tr(Q2)− AU

3
trQ3 +

AU

4

(
trQ2

)2
. (3.13)

En esta representación, A y U son coe�cientes fenomenológicos que en general
dependen de la temperatura (o concentración) y la presión. A representa un factor
de escala de la densidad de energía para el modelo. U determina la transición NI y
la magnitud del promedio del parámetro de orden escalar.

La energía libre elástica es de largo alcance y asume que las distorsiones del
director no son fuertes. Para cristales líquidos nemáticos la energía libre se puede
expresar como:

fE =
1

2
k11 (∇ · n̂)2 +

1

2
k22 (n̂ · ∇ × n̂)2 +

1

2
k33 (n̂×∇× n̂)2

−1

2
(k22 + k24)∇ · [n̂ (∇ · n̂) + n̂×∇× n̂]

+q0k22 (n̂ · ∇ × n̂) . (3.14)
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El término con coe�ciente k11 representa las deformaciones tipo splay, Fig. 3.1
(a). Para el término con k22 las deformaciones corresponden a un twist, Fig. 3.1
(b). Las deformaciones tipo bend corresponden al término con k33, Fig. 3.1 (c). El
término con el coe�ciente k24, también llamado saddle-splay, se hace relevante cuando
se tienen estructuras con curvatura, como es el caso de cristales líquidos con�nados
en gotas o cilindros. El último término representa la quiralidad del sistema, si q0 = 0
entonces el sistema es no quiral.

Figure 3.1: Deformaciones principales en un cristal líquido: (a) splay, (b) twist y (c)
bend.

La Ec. 3.14 se encuentra en términos del vector director n̂, pero se necesita
una representación de la energía elástica en términos del tensor Q. A diferencia
de la descripción vectorial, que brinda información en sólo una dirección (aquella
correspondiente al director nemático n̂), la descripción tensorial posee información
en otras dos direcciones perpendiculares a n̂. Así, se puede expresar la energía libre
elástica como

fE =
1

2
L1
∂Qij

∂xk

∂Qij

∂xk
+

1

2
L2
∂Qjk

∂xk

∂Qjl

∂xl
+

1

2
L3Qij

∂Qkl

∂xi

∂Qkl

∂xj
+

+
1

2
L4
∂Qjk

∂xl

∂Qjl

∂xk
+

1

2
L5εiklQij

∂Qlj

∂xk
. (3.15)

La equivalencia entre la Ec. 3.14 y la Ec. 3.15 se lleva a cabo mediante una trans-
formación lineal entre los componentes de la representación de Frank-Oseen y los
términos de la representación tensorial [18]. Las constantes kα,β, con α, β = 1, 2, 3,
están relacionadas con las constantes Lγ, con γ = 1, 2, .., 5, de la siguiente manera:

L1 =
1

6S2
(k33 − k11 + 3k22) ,

L2 =
1

S2
(k11 − k22 − 3k24) ,

L3 =
1

2S2
(k33 − k11) ,

L4 =
1

S2
k24,

L5 =
1

S2
2q0k22. (3.16)
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El término L5 corresponde a un sistema con quiralidad, donde el parámetro que
caracteriza a la hélice (pch) está relacionado con q0, pch = 2π/q0.

Cabe mencionar que se puede hacer una primera aproximación para modelar el
cristal líquido, considerando que las constantes k11, k22 y k33 son iguales y además
haciendo el término k24 = 0 (aproximación conocida como: energía libre elástica a
una constante). Por lo que los únicos términos que sobreviven son los correspondi-
entes a las constantes L1 y L5. Basta con estos dos términos para modelar un cristal
líquido con quiralidad bajo condiciones de frontera periódicas [19, 20].

La energía libre super�cial se debe a la interacción del cristal líquido con las
fronteras e interfaces, Fig. 3.2. Para super�cies binarias, el anclaje puede ser uni-
direccional, en este caso las moléculas de cristal líquido se alinean en una dirección
en especí�co. El caso particular de una dirección perpendicular a la super�cie se
denomina anclaje homeotrópico. El anclaje también puede ser planar degenerado,
en donde las moléculas del cristal líquido pueden orientarse en alguna dirección ar-
bitraria, pero contenida en el plano super�cial.

Figure 3.2: Cuando las moleculas de cristal líquido interaccionan con una super�cie,
se pueden generar diferentes tipos de anclaje. Entre los más estudiados se encuentra
el anclaje homeotrópico (homeotropic anchoring) y el anclaje planar (planar anchor-
ing).

Un anclaje unidireccional está descrito por la densidad de energía de Rapini-
Papoular :

fS,RP [Q] =
1

2
W (Q−Q0)2 , (3.17)

donde W es la intensidad del anclaje y Q0 = S
[
ν̂0ν̂0 − 1

3
I
]
, con ν̂0(~x) el vector

correspondiente a la dirección preferencial de orientación del cristal líquido en la
super�cie, en el punto ~x. Por ejemplo, cuando el cristal líquido se encuentra en
contacto con moléculas de un surfactante, el anclaje que se presenta es homeotrópico
y puede ser descrito por la Ec. 3.17 .

El anclaje planar degenerado está descrito por un término de 4° orden, energía
de Fourier-Galatola:
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fS,FG [Q] =
1

2
W1

(
Q−Q⊥

)2
+

1

4
W2

(
Q : Q⊥ − S2

)2
, (3.18)

donde Q = Q + SI/3, Q⊥ = P ·Q · P es el tensor de proyección en la super�cie y
P = I− ν̂ν̂. Un ejemplo de orientación planar se da cuando el cristal líquido está en
contacto con agua.

Existen dos longitudes características de los cristales líquidos. La primera de ellas
el la longitud de correlación nemática ξN , la cual nos describe la longitud mínima
donde un grupo de moléculas de LC presenta comportamiento de nemático. La
segunda corresponde a la longitud de extrapolación super�cial ξS, la longitud a la
cual la deformación debida a la interacción super�cial se puede extrapolar de manera
lineal.

ξN =
√
L1/A, ξS = L1/W.

Los parámetros utilizados para las simulaciones realizadas en este proyecto se
reescalarán por estas cantidades. Así el funcional de energía libre adimensionalizado
tiene la forma:

F̂ (Q) =
F (Q)

Aξ3
N

. (3.19)

3.3 Defectos topológicos

Los defectos topológicos juegan un papel importante en las propiedades de los mate-
riales como por ejemplo, la respuesta mecánica de los metales. En dos dimensiones
son fundamentales para la transición de fases a bajas temperaturas, las cuales están
caracterizadas por un rompimiento de simetría.

Un defecto topológico está caracterizado por una región especí�ca (un punto
o una línea, por ejemplo) donde el orden es destruido y existe un cambio en las
variables elásticas del sistema. Lo que además se considera un rompimiento de
simetría del sistema. Dicho de una manera más formal, un defecto se caracteriza por
una singularidad en el parámetro de orden. En el caso de cristales líquidos nemáticos,
a los defectos topológicos que se producen se les denominan disclinaciones [21, 22].

Comenzaremos diciendo que un medio ordenado es una región del espacio de-
scrita por una función (s(~r)) que asigna a cada punto del espacio un valor (valor
del parámetro de orden). En el caso de un medio uniforme s(~r) es constante, es
decir, el parámetro de orden tiene el mismo valor en cualquier parte del medio. Si el
medio es no uniforme, entonces el parámetro de orden varía continuamente a través
del espacio, excepto en algunas regiones: puntos aislados, lineas o super�cies, a los
cuales denominaremos defectos .

Supongamos ahora que tenemos un sistema de espines en 2D, sistema XY. El
parámetro de orden es un vector (en este caso unitario), cuya dirección es arbitraria.
Es decir, puede tomar cualquier dirección en el plano XY. Entonces el parámetro
de orden tendría la forma s(~r) = cos (ϕ (~r)) û + sin (ϕ (~r)) v̂, donde û y v̂ son dos
vectores ortonormales en el plano.
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Para caracterizar los defectos formados en el sistema XY, observemos las imágenes
en la Fig. 3.3. La función s(~r) es continua en todas partes, excepto en el punto
~r = ~r0, es decir, hay una singularidad en ~r0. Y además el parámetro de orden está
bien de�nido para puntos lejos de ~r0. Consideremos cualquier círculo centrado en ~r0,
el campo s (~r) es bien conocido en el contorno completo. Mientras s (~r) es continuo
en el círculo, el ángulo total del vector que representa a s (~r), sumado a través de
todas las con�guraciones en el contorno, debe ser un múltiplo entero de 2π. Este
entero, al cual denominaremos k es conocido como índice. k toma un valor positivo
si el sentido del giro del parámetro de orden es al contrario de las manecillas del reloj
y es positivo si es en sentido de las manecillas del reloj.

(a) (b) (c)

Figure 3.3: Defectos puntuales para un sistema de espines XY correspondientes a
(a) k = 1, (b) k = −1 y (c) k = 2 [22].

Así, para la Fig. 3.3(a) el vector gira 2π al regresar al punto inicial, en sentido
contrario de las manecillas del reloj, por lo que k = 1. Para la Fig. 3.3(b) el vector
gira 2π pero ahora en sentido de las manecillas del reloj, entonces k = −1. Y para
la Fig. 3.3(c), el vector gira en total un ángulo de 4π = 2(2π), por lo que k = 2.
Entonces es este entero k el que caracteriza que tipos de defectos se pueden encontrar
en un sistema de espines XY. En el punto ~r0 no es posible de�nir el índice, por lo
que en ~r0 se localiza el defecto.

¾Qué pasa ahora en el caso de un LC nemático? Pensemos primero en medio
nemático en dos dimensiones. Debido a que las direcciones positiva y negativa del
vector director son equivalentes (n̂ −→ −n̂), entonces los puntos identi�cados con
θ = 0 y θ = π también lo son (puntos diametralmente opuestos). Los defectos en
LC nemáticos están caracterizados entonces por el índice k = 0,±1/2,±1,±3/2, ...,
retomando que en un contorno cerrado se debe de cumplir que el ángulo total de s (~r)
debe ser 2kπ. En la Fig. 3.4 se muestran las líneas tangentes para las disclinaciones
con k = ±1/2.

En tres dimensiones, la caracterización es ligeramente diferente. Primero hare-
mos hincapié en que no existen defectos lineales topológicamente estables para un
parámetro de orden vectorial en tres dimensiones, ya que es posible desenrollar
cualquier curva cerrada, es decir, cualquier camino que comienza e inicia en el mismo
punto (k's enteros), en la super�cie de la esfera[21, 22]. Esta super�cie representa el
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(a) (b)

Figure 3.4: Disclinaciones en un nemático en dos dimensiones. (a) k = 1/2 y (b)
k = −1/2 [22].

espacio del parámetro de orden, en el cual se encuentran todos los valores posibles
de s (~r), para un cristal líquido nemático en tres dimensiones. En donde, además los
puntos diametralmente opuestos corresponden a la misma con�guración, Fig. 3.5(a).

Por lo que, se espera que para un nemático en tres dimensiones el índice sea
fraccionario y no entero k = ±1/2,±3/2, .... Todos los caminos proporcionados
por k fraccionario, comienzan en un polo y después de rodear la esfera un cierto
número de veces, terminan en su antipodal. Sin embargo, cualquier camino puede
ser deformado en uno con un índice 1/2, comenzado y terminando es sus puntos
antipodales, Fig. 3.5(b). Entonces existe uno y sólo uno defecto lineal estable en un
cristal líquido nemático.

Figure 3.5: (a) Espacio del parámetro de orden, super�cie de una esfera con sus pun-
tos antipodales identi�cados, para un nemático en tres dimensiones. (b) Distorsión
de un camino con k = 3/2 a uno con k = 1/2 [22].

Experimentalmente se han observado disclinaciones con índices k = 1 y k = 1/2
en cristales líquidos nemáticos bajo luz polarizada. El defecto k = 1 existe sólo en la
super�cie, mientras que el defecto k = 1/2 se encuentra en el bulto. Esto con�rma
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el análisis realizado anteriormente.

3.3.1 Fases Azules

Existe un tipo de fase de LC llamada �fase azul�, BP por sus siglas en inglés. Las
cuales están formadas por un arreglo de defectos en tres dimensiones. Las estructuras
tipo BP se obtienen al enfriar un cristal líquido nemático quiral y en ellas se aprecia
un alto grado de twist [6, 7]. Las fases azules se pueden dividir en tres categorías
(BPI, BPII y BPIII) dependiendo de la quiralidad del cristal líquido. Las fases BPI y
BPII están construidas a partir de cilindros de doble twist, los cuales están ordenados
de manera perpendicular y empaquetados en celdas cúbicas, Fig. 3.6 (a). La fase
BPIII tiene una estructura similar a la fase isotrópica.

Un característica importante de las fases azules es la selectiva re�exión a la luz
incidente. La primera observación de estas fases fue la que le dio el nombre, debido a
que exhibía un color azul al ser observada bajo un microscopio óptico polarizado. Sin
embargo, la coloración que presentan estas fases varía dependiendo del parámetro
pitch del cristal líquido quiral. En la Fig. 3.6 (b), se muestra la imagen de microsco-
pio óptico polarizado de una fase azul, en donde se observa una variedad de colores
para estas fases y no sólo el color azul.

Figure 3.6: (a) Arreglo esquemático de cilindros de doble twist que forman la BPI y
BPII. (b) Imagen de microscopio óptico polarizado de un cristal líquido en fase azul
[23].

Debido a sus propiedades han surgido una gran número de aplicaciones, dentro
de las que se encuentran los termómetros de cristal líquido, diseño de sensores [24, 8],
dispositivos ópticos [25, 26, 27, 28]. Una de las aplicaciones más relevantes ha sido
el uso de LC en dispositivos electrónicos, tecnología de dispositivos de cristal líquido
(LCD) [29]. Generalmente este tipo de tecnología utiliza un cristal líquido con fase
nemática.

Investigaciones recientes se han incrementado en el área de dispositivos con fases
azules (BPLCDs)[30, 28], debido a que presentan respuestas en tiempos muy bajos,
de sub-milisegundos e isotropía óptica. Estas fases pueden tener una gran aplicación
en moduladores de luz rápidos o cristales fotónicos sintonizables. Sin embargo, dado
que el rango de temperaturas en el cual las fases azules son estables, es corto (entre
0.5°C y 1°C), se hacen imprácticas las aplicaciones.
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Es por ello que se han buscado maneras de estabilizar las BP en rangos de tem-
peratura mayor [7, 31, 32]. Dentro de las estrategias más utilizadas están la adición
de polímeros o nanopartículas al BPLC [31, 20]. Con ellas se ha logrado estabilizar
BPLC en un rango de hasta 60°C [33].

4 Dispersiones coloidales de cristales líquidos

Las dispersiones coloidales, son sistemas en los cuales se dispersan partículas de
tamaño coloidal en un �uido. Las dimensiones de un coloide pueden ir desde unos
cuantos nanómetros hasta el orden de decenas de micras. Las dispersiones coloidales
se caracterizan por tener un área de interfase muy grande, lo que permite modi�car
las propiedades del medio de dispersión, como por ejemplo la viscosidad. La sangre,
la mayonesa, la pintura son algunos ejemplos de dispersiones coloidales que nos
encontramos cada día.

La interacción de partículas coloidales en un medio de cristal líquido nemático
posee la notable propiedad de tener una contribución atractiva y repulsiva. La parte
atractiva proveniente de las interacciones estéricas entre los coloides, mientras que la
parte repulsiva surge de los defectos topológicos inducidos por partículas dispersas y
la distorsión elástica del campo director nemático [10, 34]. Un equilibrio inteligente
de estas dos contribuciones proporciona la línea de estudio para la estabilización
coloidal y la construcción de estructuras fascinantes para aplicaciones especí�cas. Por
ejemplo, estructuras de auto-ensamblaje como en las interfaces [35, 36], estructuras
periódicas de dos y tres dimensiones [37] que también tienen aplicaciones potenciales
para cristales fotónicos [37, 38, 39].

4.1 Partícula esférica en un medio de cristal líquido

El caso más sencillo que se nos puede ocurrir es el de una sola partícula esférica
inmersa en el cristal líquido nemático, la cual induce un anclaje homeotrópico. Es
decir, las moléculas de cristal líquido que se encuentran cerca de la super�cie del
coloide se orientan en dirección perpendicular a la misma. Este sistema ha sido
estudiado desde el punto de vista teórico [40, 41], de simulaciones [37]y experimental
[42]. En general se han observado tres con�guraciones de defectos: un defecto tipo
anillo de Saturno (Saturn ring), un defecto tipo erizo (dipole) y una con�guración
anillo super�cial (surface ring), los cuales se pueden observar en la Fig. 4.1.

Obtener una con�guración u otra depende del tamaño de la partícula y de la
intensidad del anclaje. Se induce un defecto tipo anillo de Saturno (Saturn ring)
cuando se tiene una partícula pequeña, del orden de cientos de nanómetros, y con
un anclaje fuerte en la super�cie de la misma. Este defecto es un disclinación alrede-
dor de la partícula en la zona de ecuador y tiene un índice −1/2. Si se incrementa
el tamaño de la partícula, esta disclinación se transforma en un defecto tipo erizo
(dipole). Se puede observar que es posible una transformación continua de la con-
�guración anillo de Saturno a la con�guración dipolo. Finalmente, si la intensidad
del anclaje es pequeña, independiente del tamaño de la partícula, se observa una
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Figure 4.1: Partícula esférica en un medio de cristal líquido. La super�cie posee
condiciones de anclaje homeotrópico. Dependiendo de la intensidad del anclaje y
del tamaño de la partícula se pueden observar tres estructuras diferentes: la con�gu-
ración de dipolo, también conocida como defecto tipo erizo (dipole); la con�guración
de anillo de Saturno (Saturn ring), donde la partícula está rodeada de una discli-
nación con un índice −1/2; y �nalmente la con�guración de anillo super�cial (surface
ring)[10].

con�guración anillo super�cial (surface ring), en donde la disclinación se adhiere a
la super�cie de la partícula [10]. Para casos donde la intensidad del anclaje es muy
pequeña, se ha observado que las moléculas de cristal líquido tienden a orientarse
tangencialmente a la super�cie del coloide [43].

4.2 Dos o más partículas esféricas

Con el �n de entender el comportamiento de las dispersiones coloidales en cristal
líquido, es necesario estudiar en primer lugar las interacciones entre dos coloides.
Para cuanti�car esta interacción se calcula un potencial de interacción que depende
de las distancias entre ellos. Analicemos primero el caso en el cual se tiene una
con�guración de anillo de Saturno y posteriormente el defecto tipo dipolo.

Tasinkevich et al [44] realizaron estudios de simulaciones tipo Landau-de Gennes
para un sistema de dos partículas esféricas en un medio de LC nemático. En la Fig.
4.2 se observa el potencial efectivo como función de la distancia entre las partículas
para distintos ángulos relativos entre ellas, ángulo θ = 0, π/4 y π/2 entre el eje
Z y la línea que une los centros de las partículas. Cuando las partículas están
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alineadas un ángulo θ = π/2, se presentan tres con�guraciones diferentes. Las cuales
están representadas en los recuadros de la Fig. 4.2, y en donde los anillos azules
corresponden a las iso-super�cies del valor del parámetro de orden S.

A distancias grandes las distorciones en el campo del director nemático, generadas
por cada una de las partículas, no interaccionan entre sí y por lo tanto el potencial
efectivo tiende a cero. Al ir acercando las partículas, estas deformaciones en el
campo empiezan a interactuar por consiguiente los defectos se ven modi�cados. A
distancias relativamente cortas los anillos se tuercen, caso (3). A distancias más
cortas la con�guración pasa de dos defectos a uno sólo, el cual se conoce como defecto
tipo 8, caso (2). Finalmente cuando las partículas están muy cerca esta última se
transforma en un defecto tipo tres anillos, caso (1), dos de los cuales rodean a las
partículas y un tercero que se genera entre ellas, el cual es además perpendicular a
los otros dos.

En la Fig. 4.2, también se puede observar que para θ = π/2 y π/4 el potencial
efectivo adquiere valores negativos para distancias muy cortas (líneas azul y roja).
Esto indica, que en un sistema donde estás partículas interaccionan las con�gura-
ciones a distancias cortas serán más favorables energeticamente, por lo que estas
con�guraciones surgirán de manera espontánea. Mientras que para el caso de θ = 0,
a distancias cortas el potencial efectivo se incrementa (línea negra). En este caso,
para llevar al sistema a distancias cortas será necesario añadir energía.

Figure 4.2: Potencial de interacción efectivo entre dos partículas esféricas como
función de la distancia d. Las super�cies de las mismas presentan una intensidad de
anclaje fuerte. Tres diferentes con�guraciones de defectos se presentan en la �gura,
donde los anillos azules representan las iso-super�cies del valor del parámetro de
orden S. En este caso el radio de las partículas es R/ξN = 5, en una sistema de
tamaño Lx × Ly × Lz = 30R× 30R× 30R [44]
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Para un con�guración tipo dipolo, el comportamiento es bastante similar. Muse-
vick et al [45] presentan un estudio para dos partículas con defecto tipo dipolo en dos
casos distintos, Fig. 4.3. Primero, cuando los dipolos se encuentran orientados en
la misma dirección Fig. 4.3 (a) y segundo, cuando se encuentran orientados frente a
frente Fig. 4.3 (b). En ambos casos las partículas tienden a atraerse para disminuir
la distorsiones del campo del director nemático y así disminuir la energía total del
sistema, en la Fig. 4.3 (c) se presenta el potencial de interacción entre los coloides.
Al igual que en el caso anterior, a grandes distancias este potencial tiende a cero.

Figure 4.3: (a) Dos partículas con defecto tipo dipolo que tiene la misma orientación,
tienden a atraerse y agregarse en forma colineal. (b) Si las partículas se localizan con
los dipolos frente a frente, primero habrá una repulsión entre ellas y posteriormente
tenderán a agregarse lado a lado. (c) Potencial de interacción para la atracción
colineal en (a) cuadros y para la atracción lado a lado en (b) círculos [45].

Finalmente, se presentan estructuras de más de dos partículas. En una dimensión
las partículas forman cadenas enlazadas por defectos topológicos [46]. En las �guras
4.4 (a), (b) y (c) se observan resultados experimentales de este tipo de ensamblado,
tanto de defectos tipo 8 (a) y (b) como de defectos tipo hiperbólico (c). Dichos resul-
tados experimentales han sido observados también mediante el uso de simulaciones,
�guras 4.4 (d) y (e). Así también se han obtenido estructuras en dos [47, 37] y tres
dimensiones [20].

4.3 Partículas elongadas en un medio de cristal líquido

Si bien la geometría esférica ha sido de las más estudiadas, se puede explorar otras
que también son sencillas como la cilíndrica. Dentro de los primeros estudios que
se realizaron con este tipo de partículas se encuentran los trabajos de Burylov y
Raikher, Ref. [48], en donde analizan la con�guración de equilibrio para una partícula
elongada inmersa en un cristal líquido nemático, desde el punto de vista teórico. El-
los consideraron un partícula muy larga con condiciones de anclaje homeotrópico y
planar-circular. Observaron que dependiendo de la intensidad del anclaje, la ori-
entación de la partícula respecto a la dirección de alineación del nemático cambia.
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Figure 4.4: Estructuras unidimensionales de partículas coloidales inmersas en cristal
líquido. Ensamblado de partículas con defectos tipo 8 (a) esferas de vidrio de 19µm
y (b) para micro-esferas de tamaño 4.7µm. (c) Ensamblado de partículas con defecto
tipo hiperbólico. (d) y (e) Estructuras obtenidas mediante simulaciones Landau-de
Gennes para defectos tipo ocho e tipo hiperbólico respectivamente [46].

Para un anclaje débil el eje de la partícula es perpendicular a la dirección del direc-
tor nemático en bulto, mientras que para un anclaje fuerte el eje paralelo al director
nemático.

Posteriormente Andrineko et al [49] realizaron un estudio utilizando simulaciones
de dinámica molecular y Monte Carlo, enfocándose solamente en partículas con an-
claje homeotrópico. Ellos encontraron que la con�guración con dos disclinaciones
con índice −1/2 resulta ser energeticamente más favorable que una sola disclinación
con índice −1, resultados que coinciden con Burylov y Raikher. En la Fig. 4.5(a)
se presenta un corte transversal a la partícula, en donde la escala de grises indica el
valor del parámetro de orden S. Se observan las dos disclinaciones diametralmente
opuestas y el comportamiento de las líneas de campo del director nemático. En la
Fig. 4.5(b) la escala de grises representa la densidad del bulto, se observan zonas de
baja densidad en los alrededores del cilindro.

Se han realizado otros estudios usando partículas elongadas pero de tamaño �nito
y modi�cando ligeramente la geometría, de cilíndrica a elipsoide [50]. Estos estudios
demuestran la gran in�uencia que tiene la geometría de la partículas, así como las
condiciones de anclaje en sus super�cie, en el comportamiento del cristal líquido y
por lo tanto los defectos que se generan en el sistema.

Las interacciones entre partículas coloidales elongadas también han sido estudi-
adas. Primero analizaremos la geometría cilíndrica. Andrienko et al [51] realizaron
simulaciones de dinámica molecular para cuanti�car la interacción entre dos partícu-
las de tamaño coloidal y de geometría cilíndrica, las cuales están decoradas con un
anclaje homeotrópico. Las partículas tienen un radio R = 3σ0, donde σ0 es una
unidad de longitud característica del sistema, y están separadas una distancia d me-
dida desde su eje principal de simetría. El tamaño de sistema es 10σ0× 50σ0× 50σ0.

En la Fig. 4.6 se muestra la sección transversal del sistema, plano yz, para
diferentes propiedades del sistema. En la Fig. 4.6 a) se mapea la densidad del bulto
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(a) (b)

Figure 4.5: Corte transversal al cilindro. (a) Resultado con simulaciones de Monte
Carlo. La escala de grises representa el valor del parámetro de orden S. Se observa
que se forman dos disclinaciones diametralmente opuestas, las cuales están alineadas
con el eje principal de la partícula. (b) Resultado con simulaciones de dinámica
molecular. En este caso la escala de grises representa la densidad de bulto del
sistema, nuevamente se observan dos disclinaciones diametralmete opuestas [49].

a una separación de d/σ0 = 16, al igual que en los estudios anteriones se observan
zonas de baja densidad cerca del cilindro. En b) se mapea el parámetro de orden S a
una separación de d/σ0 = 13, se observan cuatro zonas donde el valor del parámetro
de orden tiende a cero, lo que nos indica la presencia de defectos. En c) se muestra
el mapa de color de la biaxialidad a una separación de d/σ0 = 13, nuevamente
se observan cuatro zonas de alta biaxialidad que corresponden a los defectos del
sistema. Finalmente en d) el mapa de color de la componente ny del director a una
separación de d/σ0 = 6. Las partículas están decoradas con anclaje homeotrópico en
su super�cie.

Figure 4.6: Mapas de color de la sección transversal yz del sistema. a) Densidad del
bulto a una separación de d/σ0 = 16, b) parámetro de orden S a una separación de
d/σ0 = 13, c) biaxialidad a una separación de d/σ0 = 13 y d) componente ny del
director a una separación de d/σ0 = 6. Las partículas están decoradas con anclaje
homeotrópico en su super�cie [51].
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Si ahora las partículas tienen una arquitectura tipo elipsoide, los defectos en el
sistema varían ligeramente. Tasinkevych et al [50] analizaron la interacción entre dos
partículas con esta estructura mediante experimentos y simulaciones en el continuo,
el anclaje en la super�cie de las misma es homeotrópico y está controlado por la
intensidad w. La orientación relativa entre las partículas está cuanti�cada por el
parámetro α, ver el el recuadro de la Fig. 4.7 d). En la Fig. 4.7 se muestran las
con�guraciones obtenidas para tres diferentes valores de α: a) α = 0°, b) α = 180°
y c) α = 50°. Las iso-super�cies del parámetro de orden se muestran en azul y las
líneas negras representan el director nemático. En ellas se observa como se deforman
los anillos que rodean a las partículas cuando α decrece. La intensidad del anclaje
es débil, w = 1.9, y la distancia super�cie-super�cie entre las partículas es d = 0.1B
con B = 10ξ ' 10µm el radio (corto) de las partículas.

En la Fig. 4.7 d) se muestra el potencial efectivo de interacción por pares como
función de α para diferentes valores de w. se observa que a ángulos pequeños, las
disclinaciones en las regiones cercanas se deforman (Fig. 4.7 c)), esto con el �n de
minimizar las distorsiones en el campo del director nemático. Por otro lado, para
anclajes débiles, la energía del sistema es dominada por el término super�cial, que se
minimiza a un α = 180°, (Fig. 4.7 b)). Además se puede apreciar una dependencia
entre el ensamble de coloides y la intensidad del anclaje.

Figure 4.7: Con�guraciones obtenidas para tres diferentes valores de α: a) α = 0°, b)
α = 180° y c) α = 50°. Las isosuper�cies del parámetro de orden se muestran en azul.
El anclaje es homeotrópico y con intensidad débil, w = 1.9. d) Potencial efectivo
de interacción por pares como función de α. La distancia super�cie-super�cie entre
las partículas es �ja, d = 0.1B, y se realizó el estudio para diferentes valores de w.
B = 10ξ ' 10µm es el radio (corto) de las partículas [50].

Como se pudo apreciar, todos los trabajos mencionados anteriormente presentan
estudios con anclaje homeotrópico o planar degenerado. Sin embargo, no se ha
explorado un anclaje planar unidireccional en partículas de forma elongada. Bajo
esos fundamentos es que se desarrolla este proyecto.
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5 Modelado numérico

Las simulaciones de cristales líquidos pueden llevarse a cabo a diferentes escalas
dependiendo de las propiedades o características que se quieran estudiar, Fig. 5.1.
Por ejemplo, para vibración de enlaces moleculares y movimiento intermolecular las
escalas necesarias van de 1 a 10 fs, Modelado Atomístico. El orden orientacional y
alineamiento de un director nemático para unos cientos de moléculas podría requerir
arriba de 10ns (este tiempo puede extenderse considerablemente para sistemas mucho
más grandes), Modelado Coarse-Grained. A escalas de tiempo mayores y también
escalas de longitud grandes lo recomendable es utilizar el Modelo Continuo.

Figure 5.1: Ilustración de las diferentes escalas de tiempo y longitud utilizadas en
simulaciones [52]. Las partes rotas de la escalera representan aquellos sistemas que
en tamaño di�cultan el uso de alguno de los tipos de simulaciones.

A pesar de los diversos métodos de simulación existentes para el estudio de sis-
temas de cristal líquido, algunos procesos operan a diferentes escalas de longitud.
Por ejemplo, la interación de anclaje entre una super�cie y las moléculas de cristal
líquido ocurre a una escala nanométrica, mientras que la implementación de �ujo y la
relajación en las orientaciones se llevan a cabo a escalas mesoscópicas o macroscópi-
cas [?, 64]. La dependencia mutua de estos fenómenos representa un gran reto para
el estudio de estos sistemas utilizando simulaciones. Por ello se están desarrollando
nuevas metodologías donde los detalles moleculares se toman en cuenta en una aprox-
imación tipo coarse grained, y además se pueden incorporar los efectos mesoscópicos
mediante leyes de conservación.

En el presente trabajo utilizaremos dos tipos diferentes de métodos de simulación
para el estudio de sistemas de cristal líquido. El primero de ellos, "Multi-particle
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colision dynamics" MPCD es un método estocástico a escalas mesoscópicas. El
segundo método está basado en "Modelo Continuo", a diferencia del anterior este
tipo de simulaciones permite alcanzar escalas macroscópicas.

5.1 MPCD-MD híbrido para coloides nemáticos

Para suspensiones coloidales en liquidos isotrópicos, MPCD se ha utilizado en los
últimos años como una técnica con�able para la simulación del comportamiento
mesoscópico [?, ?]. Este método se basa en partículas, lo que facilita en gran me-
dida el acoplamiento con los grados de libertad de los coloides. Además, MPCD
opera a través de colisiones estocásticas colectivas que preservan el momento y la
energía. Por lo tanto, MPCD sirve como un baño térmico para los coloides y propor-
ciona fuerzas brownianas, además admite efectos hidrodinámicos [?]. Algunas de las
aplicaciones recientes de MPCD explican el �ujo en la interfaz sedimento-agua [?],
sistemas bioquímicos biestables [?] y plasma bidimensional de un componente [?].
Las extensiones de MPCD se han diseñado para simulaciones de disolventes comple-
jos, por ejemplo, �uidos viscoelásticos [?], mezclas binarias [?], y más recientemente,
cristales líquidos nemáticos [?, 55].

MPCD para solventes nemáticos (N-MPCD) se basa en partículas que llevan aso-
ciado un grado de libertad correspondiente a la orientación. En la primera versión
de N-MPCD, introducida por Lee y Mazza en la Ref. [?], las orientaciones evolu-
cionan a través de la aplicación de una formulación simpli�cada de la teoría de
Ericksen-Leslie para la hidrodinámica de �uidos nemáticos [?, ?, ?]. En un esquema
alternativo propuesto por Shendruk y Yeomans en la Ref. [55], las orientaciones
se modi�can por un operador de rotación que genera la distribución canónica en la
aproximación de campo medio de Maier-Saupe El acoplamiento velocidad-orientación
se logra mediante la aplicación de la teoría de Je�ery para la reorientación de partícu-
las anisotrópicas por �ujo [56]. El back�ow se contabiliza para compensar el momento
angular generado por el intercambio de orientación en el momento angular orbital.
Este método permite simular �uidos nemáticos en dos y tres dimensiones. Shen-
druk y Yeomans reportan una transción de fase isotrópica-nemática y aniquilación
de defectos. Además, el nemático simulado presenta correcta alineación y compor-
tamientos de rotación debido al �ujo, tumbling. El método es consistente con la
hidrodinámica linealizada de LC nemáticos bajo el supuesto de viscosidad y elasti-
cidad isotrópica [?, ?].

En este trabajo, N-MPCD se usa para simular las distorsiones en las orienta-
ciones inducidas en un �uido nemático por la presencia de partículas coloidales de
tamaño nano. Se modi�có el algoritmo N-MPCD propuesto en Ref. [55] integrando
un procedimiento de dinámica molecular (MD) que incorpora la interacción solvente-
coloide en una escala de tiempo corta, mientras que el propio N-MPCD reproduce el
comportamiento nematohidrodinámico del solvente a una escala de tiempo mayor.
Esta modi�cación es, de hecho, una generalización de los métodos MPCD diseñados
para coloides en �uidos simples. El modelo propuesto se complementa con una regla
para controlar el anclaje en las super�cies de las partículas de soluto. En este caso
sólo se analizó el anclaje homeotrópico.

23



5.1.1 Algorítmo

En esta descripción el solvente nemático es modelado como un ensamble de Nslv

partículas puntuales de masa idéntica mslv. El estado de cada partícula está es-
peci�cado por la posisción, la velocidad, y los vectores de orientación: ~ri, ~vi, y ûi,
respectivamente; donde i corre sobre el número de partículas nemáticas y ûi es uni-
tario. Además, se considera la presencia de Nslt partículas coloidales con simetría
esférica. Las masas, posiciones y velocidades de las partículas huésped se denotarán
con Mslt, ~Rj, y ~Vj, respectivamente, para j = 1 . . . , Nslt. El sistema simulado ocupa
una caja con un volúmen V = LxLyLz, donde Lx, Ly, y Lz están en unidades de a.
Así, Lx = nc,xa, Ly = nc,ya, y Lz = nc,za, para nc,x, nc,y, y nc,z, enteros positivos.
La caja de simulación consta de nc,xnc,ync,z celdas cúbicas, denominadas celdas de
colisión.

Las variables evolucionan a través del tiempo, t, el cual está discretizado en pasos
de duración ∆tMD. Este de�ne una escala de tiempo pequeña que será tomada en
cuenta en la interacción solvente-soluto. En este caso, se sigue una aproximación
similar a la usada en simulaciones de MPCD de dispersiones coloidales en �uidos
isotrópicos [53], esto introduciendo una interacción explicita tipo Weeks-Chandler-
Andresen entre las partículas nemáticas y los coloides,

Φslv-slt =

4εslv-slt

[(
σslv-slt
|~ri−~Rj |

)12

−
(
σslv-slt
|~ri−~Rj |

)6

+ 1
4

]
, if |~ri − ~Rj| ≤ 2

1
6σslv-slt

0, otro caso
; (5.1)

donde i = 1, 2, . . . , Nslv, y j = 1, 2, . . . , Nslt.
En la Ec. (5.1), εslv-slt es la intensidad de interacción, y σslv-slt es el diámetro

efectivo de interacción.
Interacciones coloide-coloide también son permitidas y son modeladas a través

del potencial

Φslt-slt =

4εslt-slt

[(
σslt-slt
|~Ri−~Rj |

)48

−
(

σslt-slt
|~Ri−~Rj |

)24

+ 1
4

]
, if |~Ri − ~Rj| ≤ 2

1
24σslt-slt

0, otro caso
;

(5.2)
donde i, j = 1, 2, . . . , Nslt; y εslt-slt y σslt-slt corresponden a la fuerza y el diámetro de
interacción.

Las posiciones y velocidades de todas las partículas se integran sobre ∆tMD usando
el algoritmo de velocity-Verlet [54] y con fuerzas derivadas de los potenciales Φslv-slt

y Φslt-slt. Condiciones de frontera periódicas son utilizadas durante las simulaciones.
La condición de anclaje en las super�cies de los coloides es considerada durante

el paso de integración de MD. En primer lugar, se asume que las partículas del sol-
vente que están localizadas en la región de interacción del coloide, experimentan una
energía de alineación similar al potencial de Rapini-Papoular. El cual es apropiado
para la descripción de energías de anclaje en super�cies [45]. La densidad de energía
Rapini-Papoular puede ser escrita en la forma [45, 43]

fsurf =
1

2
Wsurf (Q−Q0)2 , (5.3)
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donde Wsurf es la intensidad de anclaje super�cial uniforme, Q es el parámetro
de orden tensorial, y Q0 corresponde al parámetro de orden preferido en la fron-
tera. El tensor Q está relacionado con el parámetro de orden escalar, S, y el di-
rector, n̂, como Q = S (3n̂n̂− I) /2, donde I es la matriz identidad. Las condi-
ciones de anclaje pueden ser tomadas en cuenta de�niendo el tensor preferencial
de orientación de una manera análoga, Q0 = S0 (3ν̂0ν̂0 − I) /2, con ν̂0 el eje prin-
cipal de orientación [43] y S0 el parámetro de orden en la super�cie. Usando es-
tas expresiones para Q y Q0 en la Ec. (5.3) se encuentra la siguiente expresión
fsurf = − (9Wsurf/4)S0S

[
(n̂ · ν̂0)2 − 1/3

]
+ f ′surf, donde f

′
surf es independiente de n̂

y ν̂0. Tomando en cuenta el análisis previo, se propone el el siguiente potencial de
anclaje para las partículas del solvente

Ψslv-slt(ûi; ν̂0) =

{
−1

2
UsurfS

c
[
(ûi · ν̂0)2 − 1

3

]
, if |~ri − ~Rj| ≤ 2

1
6σslv-slt

0, otro caso
; (5.4)

donde i = 1, 2, . . . , Nslv; j = 1, 2, . . . , Nslt; Usurf es un coe�ciente de energía de anclaje
efectivo; y Sc es el parámetro de orden en la vecindad del coloide. Este último puede
ser calculado siguiendo el método explicado más adelante, Ec. (5.6). En este trabajo
sólo condiciones de anclaje homeotrópico han sido consideradas. Por lo que, para la
interacción solvente-soluto, el eje fácil se expresa como ν̂0 =

(
~ri − ~Rj

)
/|~ri − ~Rj|.

Debido al potencial Ψslv-slt, las partículas huésped en contacto con el coloide se
distribuyen alrededor de ν̂0. Para |~ri − ~Rj| ≤ 2

1
6σslv-slt, las partículas del solvente se

reorientan para satisfacer la correspondiente distribución canónica. Especí�camente,
las orientaciones en ûi para estas partículas se muestrean de acuerdo a la distribución
de probabilidad

Psurf (ûi; ν̂0) dΩ = Csurf exp [−βΨslv-slt(ûi; ν̂0)] dΩ

= C ′surf exp

[
1

2
βUsurfS

c cos2 θi

]
sin θi dθidφi, (5.5)

donde Csurf y C ′surf son constantes de normalización; β = 1/(kBT ), con kB la constante
de Boltzmann y T la temperatura; y dΩ es la diferencial de ángulo sólido en un
sistema de referencia donde ν̂0 coincide con el eje z. Así, θi y φi son los ángulos
polar y azimutal con respecto a ν̂0. θi es seleccionada por un método simple de
aceptación-rechazo aplicado a la función exp {(1/2)βUSc cos2 θi} sin θi, mientras φi
es muestreada uniformemente en el intervalo [0, 2π).

La reorientación en la super�cie del coloide debería estar acompañada por un
cambio en la velocidad angular de la partícula coloidal. Sin embargo, el momento
de inercia de las partículas huésped se considera grande, por lo que el cambio en
la velocidad angular será despreciable. Para condiciones de anclaje fuerte, es decir,
grandes valores de Usurf, un mecanismo simple de reorientación en la super�ce de
los coloides fue implementado de modo que las partículas del solvente se orientaran
automáticamente a lo largo de ν̂0 una vez que ellas entran en la región |~ri − ~Rj| ≤
21/6σslv-slt.

Para simular la evolución del solvente, se siguió un esquema tipo coarse-grain.
Para escalas de tiempo grandes se introdujo la de�nición del periodo de tiempo
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∆t > ∆tMD, en el cual las partículas participan en colisiones colectivas operadas por
N-MPCD, como se propone en la Ref. [55]. Este método se puede resumir de la
siguiente manera.

Para conservar la invariancia galileana en el sistema, el mallado de las celdas
de colisión es desplazado por un vector aleatorio con componentes en el intervalo
[0, a]. Para llenar las celdas parcialemente vacías se aplican condiciones de frontera
periódicas. Entonces, la posición del centro de masa, ~rccm, la velocidad del centro de
masa, ~vccm, el momento de inercia, Jc, el parámetro de orden escalar, Sc, y el campo
del director, n̂c, se calculan para cada celda de colisión. Mientras ~rccm, ~v

c
cm, y Jc se

obtienen de las ecuaciones usuales de mecánica clásica, Sc y n̂c se calculan a partir
del parámetro de orden tensorial en la celda,

Qc =
1

2N c
slv

∑
j∈c

(3ûjûj − I) , (5.6)

donde la suma se extiende sobre todas las N c
slv partículas de la fase nemática local-

izada dentro de la celda de colisión c. Sc es el máximo eigenvalor de Qc y n̂c el
eigenvector correspondiente.

Las partículas del solvente que se encuentran en la misma celda de colisión inter-
actuán a través de un potencial de fuerza media del tipo Maier-Saupe,

U (ûi; n̂
c) = −3

2
UMSS

c

[
(ûi · n̂c)2 − 1

3

]
, (5.7)

donde UMS es la intensidad de la interacción. Un operador de rotación estocástico
se aplica para asignar las nuevas orientaciones, û′i, a cada partícula en el bulto. Los
vectores û′i se muestrean a partir de la distribución

Pbulk (û′i; n̂
c) dΩ′ = Cbulk exp {−βU (û′i; n̂

c)} dΩ′

= C ′bulk exp

{
3

2
βUMSS

c cos2 θ′i

}
sin θ′i dθ

′
idφ
′
i, (5.8)

donde Cbulk and C ′bulk son las constantes de normalización, y dΩ′ = sin θ′idθ
′
idφ
′
i, con

θ′i y φ
′
i son los ángulos polar y azimutal con respecto a n̂c, respectivamente. Estos

ángulos son muestreados de manera análoga a θi y φi en la Ec. (5.5).
En N-MPCD, las partículas del solvente se pueden visualizar como barras del-

gadas sometidas al �ujo que ellas mismas producen [55]. Entonces, û′i puede ser
reorientada por �ujo dando lugar a nuevas orientaciones, û′′i , obtenidas a partir de
la ecuación de Je�ery [56, 57] integrada sobre el intervalo de tiempo ∆t, es decir,

û′′i = û′i + χHI [Ωc · û′i + λ (Dc · û′i −Dc : û′iû
′
iû
′
i)] ∆t, (5.9)

donde Ωc y Dc son las matrices de vorticidad y deformación en la celda de colisión c.
Correspondientes a las partes anti-simétrica y simétrica, respectivamente, del tensor
de gradiente de la velocidad, ∇~vccm, cuyas componentes son estimadas utilizando
diferencias �nitas en el mallado de las celdas de colisión.
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En la Ec. (5.9), se introdujeron los parámetros χHI y λ. Estos representan, respec-
tivamente, un coe�ciente de control para la reorientación por el mecanismo de �ujo
y el parámetro de tumbling de las partículas del solvente. El primero fue introducido
heurísticamente por Shendruk y Yeomans [55] como un parámetro de simulación que
modula el tiempo de relajación de alineamiento relativo a ∆t. El cual está restringido
al intervalo χHI ∈ [0, 1]. Para χHI = 0, el �ujo no induce reorientación, mientras que
el máximo acoplamiento �ujo-orientación se alcanza para χHI = 1. Del mismo modo,
λ está relacionado con la razón de aspecto de las partículas del nemático [55]. Para
modelos mesoscópicos basados en la energía de campo medio de Maier-Saupe el com-
portamiento dinámico de las partículas bajo �ujo está determinado por el parámetro
de tumbling [58]

λ′ = λ
15S + 48S4 + 42

105S
, (5.10)

donde S y S4 son el segundo y cuarto parámetro de orden escalar de la muestra
nemática [59]. Para λ′ < 1, las partículas del nemático giran o se tambalean contin-
uamente, mientras que para λ′ > 1, estas se estabilizan en un ángulo �jo determinado
por el campo de deformaciones.

El cambio de ûi a û′′i implica que la velocidad angular de la celdas de colisión cam-
bian por ~ωc =

∑
j∈c
(
ûj × û′′j

)
/∆t. Siguiendo el argumento original de N-MPCD [55],

se considera que la reorientación de las partículas del solvente es sobreamortiguada y
se lleva a cabo en un medio con viscosidad rotacional, γR. Entonces, torque efectivo
Γc = −γR~ωc, puede ser considerado para ser aplicado en el solvente, el cual tiene un
cambio de momento angular asociado ∆Λc = Γc∆t.

Después de la reorientación de las partículas del solvente, un operador de colisión
estocástico de multi-partículas se aplica de acuerdo a la regla del termostato de
Andersen [55, 60]

~vi = ~vccm + ~ξi − ~ξc −
[
(Jc)−1 ·∆Lc

]
× (~ri − ~rccm) . (5.11)

En la Ec. (5.11), ~ξi es una muestra aleatoria de la velocidad de una distribución de
Maxwell a una temperatura T . La contribución ~ξc representa el promedio ponderado
de los vectores ~ξi en la celda de colisión. Esta cantidad se introduce para satisfacer la
conservación del momento. El último término en la Ec. (5.11) tiene dos propósitos:
cancelar el momento angular generado por el muestro aleatorio de velocidades y
transformar el momento angular producido por la reorientación de las partículas del
solvente en un momento angular orbital. Concretamente,

∆Lc =
∑
j∈c

(~rj − ~rccm)×
(
~vj − ~ξj

)
+ ∆Λc, (5.12)

donde el primer término garantiza la conservación del momento angular en MPCD
con un termostato de Andersen [60], y el segundo término simula cambios en el
campo de velocidades debido a la reorientación, es decir, back�ow [55].

Sin embargo, cabe señalar que el segundo término en la Ec. (5.12) incluye im-
plicitamente el parámetro γR. Entonces, el back�ow no está resuelto de acuerdo
con las teorías hidrodinámicas de LC nemáticos, por ejemplo, la formulación de
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Ericksen-Leslie. El back�ow ha sido introducido debidamente en N-MPCD en trab-
jaos recientes de Mandal y Mazza, Ref. [61]. En este novedoso modelo de N-MPCD,
las partículas del nemático poseen un parámetro de orden tensorial individual en lu-
gar de un vector de orientación. Mandal y Mazza usan gradientes de orientación
mesoscópicos para producir fuerzas anisotrópicas que modi�can la transmición de
estas partículas en una forma consistente con la teoría Qian-Sheng de nematohidron-
inámica [62]. Al acoplar el modelo N-MPCD en la Ref. [61] con un esquema de MD
para lidear con partículas intrusas se dejará para un trabajo futuro.

El algoritmo híbrido de MD-N-MPCD presentado en este trabajo reproduce las
estructuras de defectos tipo anillo de Saturno en un medio nemático debido a la pres-
encia de partículas huésped, como se verá en la sección 8. La generación de este tipo
de defectos topológicos puede ser explicada en casos para partículas su�cientemente
pequeñas y con condiciones de anclaje fuerte [40]. El primer argumento puede ex-
plorarse en términos de la longitud nemática de coherencia, ξ, el cual representa la
escala para cambios en el parámetro de orden y para N-MPCD ha sido estimada en
el orden del tamaño de una celda de colisión a. Tomando en cuenta que los defectos
anillo de Saturno son estables para las partículas de radio R ≤ 10 ξ [43], se puede
predecir que es posible obtener este tipo de estructuras utilizando simulaciones con
MD-N-MPCD para R ≤ 10a. Esto será discutido a fondo y demostrado en la Sec-
ción 8. Por el momento no se ha analizado el caso para la obtención de defectos
tipo dipolo.

Finalmente, la escala de densidad de energía para el método debe ser también
establecida. Esto puede realizarse comparando los valores de Sc que serán obtenidos
en las siguientes secciones con aquellos reportados en estudios de sistemas similares.
Asumiendo una densidad de volumen de energía libre dependiente sólo de Sc y en
una descripción fenomenológica A, B, y C, es decir, [63]

f =
3

4
A (T − T ∗) (Sc)2 +

1

4
B(Sc)3 +

9

16
C(Sc)4, (5.13)

donde T ∗ es la temperatura de súper-enfriado, se puede demostrar que los valores de
equilibrio de Sc están dados por

Sc =
1

2

− B

3C
+

[(
B

3C

)2

− 8A
T − T ∗

3C

]1/2
 , (5.14)

los cuales son válidos para T < TNI, donde TNI = T ∗ + 2B/(27AC). De acuerdo
con esto, en nuestras simulaciones Sc está en el rango (0.75, 0.9), se puede demostrar
resolviendo la Ec. (5.14) para A(T − T ∗), y usando los valores típicos de B ∼
−106 Jm−3, y C ∼ 106 Jm−3, entonces A(T ∗ − T ) está en el intervalo (4.7 ×
105 Jm−3, 7.7 × 105 Jm−3), el cual es del mismo orden de magnitud que aquellos
usados por métodos numéricos altenativos [64, 65].

5.1.2 Unidades de la simulación

Las unidades a continuación descritas serán las correspondientes a los resultados de
las simulaciones tipo MPCD en este trabajo. Por lo que, las unidades de tiempo,
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masa, energía, y longitud están dadas por ∆t, mslv, kBT , y a = ∆t
√
kBT/m, re-

spectivamente. Las interacciones energéticas solvente-soluto y soluto-soluto estarán
determinadas por el conjunto de valores εslv-slt = εslt-slt = 1 kBT , los cuales son del
mismo orden de magnitud que aquellos en simulaciones MPCD para coloides en �u-
idos isotrópicos. Los diámetros de colisión satisfacen la relación σslv-slt = σslt-slt/2, y
esta cantidad será considerada como el radio efectivo de las partículas coloidales, R.
Los resultados que se presentarán más adelante están restringidos a dos partículas
inmersas Nslt = 1, 2; sin embargo, se realizaron algunos ensayos preliminares con un
número mayor de coloides con el �n de veri�car la consistencia de la implementación.
El número promedio de partículas del solvente por celda, N̄ c

slv, estará �jo en N̄
c
slv = 50,

a menos que sea especi�cado de otra manera. El parámetro de tumbling tendrá un
valor �jo de λ = 2, que produce un comportamiento de alineación bajo �ujo cortante,
y la viscosidad rotacional estára dada por γR = 0.01 kBT∆t, este valor es utilizado
en las simulaciones originales de N-MPCD [55]. La intensidad de la energía de la
descripción de campo medio será UMS ≥ 20 kBT . Lo cual garantiza que el solvente
se encuentra en la fase nemática, muy lejos de la transición nemática-isotrópica, la
cual está reportada para valores cercanos a UMS = 6 kBT [55] en simulaciones tipo
N-MPCD. Las posiciones, velocidades serán inicializadas a partir de un distribución
uniforme de Maxwell, y las orientaciones se tomarán de una distribución canónica
basada en la energía de Maier-Saupe alrededor de un director global orientado a lo
largo del eje z.

5.2 Modelo Continuo. Minimización de la energía libre

Las simulaciones basadas en el Modelo Continuo permiten estudiar sistemas con
escalas del orden de micras. Dentro de los objetivos de este trabajo se encuentra el
de analizar los defectos generados por objetos con forma cilídrica, lo cuales tienen
un diámetro de 300 nm. Debido a la escala y al estudio de los defectos en sí es que
se ha decidido utilizar este tipo de método.

En esta sección se presenta las bases necesarias para el modelado numérico de
cristales líquidos utilizando Modelo Continuo. Este método consiste en minimizar un
potencial de energía libre, que depende del parámetro de orden tensorial Q (Teoría
Ginzburng-Landau [11]). Este potencial contiene toda la información termodinámica
del sistema. A continuación se desarrollan de manera explícita los términos involu-
crados para la minimización de este funcional.

Para encontrar un mínimo al funcional de energía, relajación del sistema por
Ginzburng-Landau[19, 66],se de�ne un operador de proyección ΠQ, de acuerdo con
la construcción natural de Q, simétrico y con traza igual a cero. De la siguiente
manera:

ΠQ(B) =
1

2

(
B + BT

)
− 1

3
tr (B) I. (5.15)

La energía debe satisfacer las ecuaciones de Euler-Lagrange:

ΠQ

(
δF

δQ

)
= 0,
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para el bulto y

ΠQ

(
δF

δ∇Q
· ~ν
)

= 0,

para las condiciones de frontera. Donde las derivadas, son las derivadas de Volterra
y se de�nen por:

δF

δQ
=
∂F

∂Q
− ∂

∂x
· ∂F

∂∇Q
.

La relajación por Ginzburng-Landau es entonces

∂Q

∂t
= −1

γ

[
ΠQ

(
δF

δQ

)]
, (5.16)

con γ el coe�ciente de viscosidad rotacional o de difusión. Con las condiciones de
frontera:

ΠQ

(
δF

δ∇Q
· ~ν
)

= 0. (5.17)

En la relajación GL, el tiempo también es re-escalado en términos de la longitud
nemática de correlación, τ = γξ2

NL1. Las constantes elásticas son escaladas por
la constante L1, por ejemplo, L̂5 = L1/L5. Y de manera similar la intensidad de
anclaje, Ŵ = WξN/L1.

Para ejempli�car el método, a continuación presento el desarrollo de la energía
libre de Landau - de Gennes y de los términos correspondientes a L1 y L5 para la
energía elástica y las condiciones de frontera.

5.2.1 Energía Libre de Landau - de Gennes.

Aplicando el operador de la Ec.5.15 para la proyección de la energía libre de Landau
- de Gennes, FLdG.

ΠQ

(
δFLdG
δQ

)
= ΠQ

(
∂FLdG
∂Q

− ∂

∂x
· ∂FLdG
∂∇Q

)
= ΠQ

(
∂FLdG
∂Q

)
. (5.18)

El segundo término de esta ecuación se va cero, ya que FLdG no depende de ∇Q.
Entonces, hay que calcular sólo la parcial respecto al parámetro de orden:

∂FLdG
∂Q

=
∂

∂Q

(
A

2

(
1− U

3

)
tr(Q2)− AU

3
trQ3 +

AU

4

(
trQ2

)2
)
.

En el proceso utilizaremos notación de índices, en la cual una matriz A se puede
escribir como A = Aij ĝ

iĝj = Aij ĝiĝj. Donde los vectores ĝ, representan la base del
sistema.

Realizando término por término, para el primer término tenemos:

∂

∂Q

(
A

2

(
1− U

3

)
tr(Q2)

)
=

∂

∂Qij

(
A

2

(
1− U

3

)
QnmQmn

)
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=
A

2

(
1− U

3

)
∂

∂Qij

(QnmQmn)

=
A

2

(
1− U

3

)[
Qmn

∂

∂Qij

(Qnm) +Qnm
∂

∂Qij

(Qmn)

]

=
A

2

(
1− U

3

)[
Qmn

∂

∂Qij

(δniδmjQij) +Qnm
∂

∂Qij

(δmiδnjQij)

]

=
A

2

(
1− U

3

)[
Qmnδniδmj

∂Qij

∂Qij

+Qnmδmiδnj
∂Qij

∂Qij

]

=
A

2

(
1− U

3

)
[Qji +Qji] =

A

2

(
1− U

3

)
[2Qji]

= A

(
1− U

3

)
Qij.

Para el segundo término:

∂

∂Q

(
−AU

3
trQ3

)
=

∂

∂Qij

(
−AU

3
QijQjkQki

)

= −AU
3

[
QijQki

∂

∂Qij

(Qjk) +QijQjk
∂

∂Qij

(Qki) +QjkQki
∂

∂Qij

(Qij)

]

= −AU
3

[QijQkiδik +QijQjkδjk +QjkQki]

= −AU
3

[QkjQki +QikQjk +QjkQki]

= −AU
3

[3QjkQki]

= −AU [QikQkj] .

Finalmente:

∂

∂Q

(
AU

4

(
trQ2

)2
)

=
∂

∂Qij

(
AU

4
(QlkQkl)

2

)
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=
AU

4

[
2QlkQkl

∂

∂Qij

(QlkQkl)

]

=
AU

2

[
QlkQklQlk

∂

∂Qij

(Qkl) +QlkQklQkl
∂

∂Qij

(Qlk)

]

=
AU

2
[2QlkQklQlkδliδkj]

= AU [QlkQklQij] .

Sumando las tres contribuciones anteriores, la parcial queda como:

∂FLdG
∂Q

= A

(
1− U

3

)
Qij − AU (QikQkj) + AU (QlkQklQij) . (5.19)

Para calcular las trazas correspondientes, primero recordemos que la traza de un
tensor A se puede calcular como:

trA = I : A.

Donde la matriz identidad se puede escribir como I = ĝkĝ
k.

Entonces tenemos:

tr (Qij) = 0,

tr (QikQkj) = ĝmĝ
m : QikQkj ĝiĝj = QikQkjgjmδim = QmkQkm = QlkQkl

tr (QlkQklQij) = ĝmĝ
m : QlkQklQij ĝiĝj = QlkQklQijgjmδim = QlkQklQmm = 0.

recordando que al tener una base ortonormal gij = δij.
Finalmente el operador de proyección Ec.5.18, para la energía libre de Landau -

de Gennes, queda como:

ΠQ

(
δFLdG
δQ

)
= A

(
1− U

3

)
Qij − AU

(
QikQkj −QlkQkl

(
Qij +

δij
3

))
. (5.20)
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5.2.2 Energía Libre Elástica

A continuación se presenta de desarrolo para los términos que involucran la energía
libre elástica FE. Para ello, se utilizará nuevamente el operador ΠQ, Ec. (5.15). Con
el �n no extender el cálculo, sólo se presenta la descripción correspondiente a los
términos con L1 y L5.

ΠQ

(
δFE
δQ

)
= ΠQ

(
∂FE
∂Q
− ∂

∂x
· ∂FE
∂∇Q

)
, (5.21)

Por notación usaremos que Qij,k = ∂Qij/∂xk.
Para el primer término (con L1), la segunda parte de la Ec. 5.21 se va a cero

pues 1
2
L1

∂Qij

∂xk

∂Qij

∂xk
no depende de Q. Entonces,

− ∂

∂x
· ∂

∂∇Q

[
1

2
L1
∂Qij

∂xk

∂Qij

∂xk

]
= − ∂

∂xk

∂

∂Qij,k

[
1

2
L1
∂Qij

∂xk

∂Qij

∂xk

]

= − ∂

∂xk

∂

∂Qij,k

[
1

2
L1Qij,kQij,k

]

= −1

2
L1

∂

∂xk

[
Qij,k

∂Qij,k

∂Qij,k

+Qij,k
∂Qij,k

∂Qij,k

]
= −1

2
L1

∂

∂xk
[2Qij,k]

= −L1
∂2Qij

∂2xk
.

Este término es simétrico, debido a las propiedades del tensor Q, por lo que 1
2

(
B + BT

)
=

B. Y la traza correspondiente es igual a cero:

tr

(
∂2Qij

∂2xk

)
= ĝmĝ

m :
∂2Qij

∂2xk
ĝiĝj =

∂2Qij

∂2xk
δmiδmj =

∂2Qmm

∂2xk
= 0.

Por lo que para L1tenemos:

ΠQ

(
δFL1

δQ

)
= −L1

∂2Qij

∂2xk
. (5.22)

Para el término con L5, aplicando la derivada de Volterra:

∂

∂Q

[
1

2
L5εiklQij

∂Qlj

∂xk

]
− ∂

∂x
· ∂

∂∇Q

[
1

2
L5εiklQij

∂Qlj

∂xk

]
=

=
∂

∂Qij

[
1

2
L5εiklQijQlj,k

]
− ∂

∂xk

∂

∂Qij,k

[
1

2
L5εiklQijQlj,k

]
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=
1

2
L5εiklQlj,k −

1

2
L5εikl

∂

∂xk

[
Qij

∂δilQij,k

∂Qij,k

]
=

1

2
L5εiklQlj,k −

1

2
L5εlkl

∂

∂xk
[Qij]

=
1

2
L5εiklQlj,k. (5.23)

En este caso, debido a εijk el transpuesto no puede ser igual que el tensor orig-
inal. Por lo que hay que calcular la parte simétrica 1

2

(
B + BT

)
. Para construir el

transpuesto hay que intercambiar los índices libres. De la expresión anterior, Ec.
5.23, los índices libres son: i y j. Entonces

1

2

(
B + BT

)
=

1

2

(
1

2
L5εikl

∂Qlj

∂xk
+

1

2
L5εjkl

∂Qli

∂xk

)
=

1

4
L5

(
εikl

∂Qlj

∂xk
+ εjkl

∂Qli

∂xk

)
.

Calculando la traza

tr

(
εikl

∂Qlj

∂xk

)
= ĝmĝ

m : εikl
∂Qlj

∂xk
ĝiĝj = εikl

∂Qlj

∂xk
δmiδmj = εmkl

∂Qlm

∂xk
= 0.

Debido a que εijk = −εjik y Qij = Qji todos los términos se anulan.
Completando el operador para el término L5:

ΠQ

(
δFL5

δQ

)
=

1

4
L5

(
εikl

∂Qlj

∂xk
+ εjkl

∂Qli

∂xk

)
(5.24)

Finalmente, el operador de proyección para la energía elástica tiene la siguiente
forma:

ΠQ

(
δFE

δQ

)
= −L1

∂2Qij

∂2xk
− (L2 + L4)

[
1
2

(
∂2Qil

∂xj∂xl
+

∂2Qjl

∂xi∂xl

)
− δij

3
∂2Qkl

∂xk∂xl

]
+L3

[
1
2
∂Qkl

∂xi

∂Qkl

∂xj
− δij

6
∂Qkl

∂xn

∂Qkl

∂xn
−Qkl

∂2Qij

∂xk∂xl
− ∂Qkl

∂xk

∂Qij

∂xl

]
+1

2
L5

(
εikl

∂Qlj

∂xk
+ εjkl

∂Qli

∂xk

) (5.25)

5.2.3 Condiciones de frontera

Encontrar el operador para las condiciones de frontera es muy similar a lo realizado
en la sección anterior. Igualmente sólo se presentará el desarrollo para los términos
con L1 y L5.

Para el término con L1 tenemos:

ΠQ

(
δFL1

δ∇Q
· ν
)

= ΠQ

(
δ

δ∇Q

[
1

2
L1
∂Qij

∂xk

∂Qij

∂xk

]
· ν
)
,
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calculando las parciales

δF

δ∇Q
=

∂

∂∇Q

(
1

2
L1
∂Qij

∂xk

∂Qij

∂xk

)
− ∂

∂x
· ∂

∂∇2Q

(
1

2
L1
∂Qij

∂xk

∂Qij

∂xk

)
,

el segundo término de la ecuación anterior se hace cero, pues no depende del lapla-
ciano de Q, entonces

δFL1

δ∇Q
=

∂

∂∇Q

(
1

2
L1
∂Qij

∂xk

∂Qij

∂xk

)

=
∂

∂Qij,k

(
1

2
L1Qij,kQij,k

)

=
1

2
L1

(
2Qij,k

∂Qij,k

∂Qij,k

)
= L1Qij,k.

Realizando el producto punto con ν

δFL1

δ∇Q
· ν = L1

∂Qij

∂xk
νk.

Notamos que la traza de este tensor es igual a cero y que además es simétrico, por
lo que 1

2

(
B + BT

)
= B. Entonces

ΠQ

(
δFL1

δ∇Q
· ν
)

= L1
∂Qij

∂xk
νk (5.26)

Para el término con L5,

ΠQ

(
δFL5

δ∇Q
· ν
)

= ΠQ

(
δ

δ∇Q

[
1

2
L5εiklQij

∂Qlj

∂xk

]
· ν
)
,

calculando las parciales

δF

δ∇Q
=

∂

∂∇Q

(
1

2
L5εiklQij

∂Qlj

∂xk

)
− ∂

∂x
· ∂

∂∇2Q

(
1

2
L5εiklQij

∂Qlj

∂xk

)
,

el segundo término de la ecuación anterior se hace cero, pues no depende del lapla-
ciano de Q, entonces

δFL5

δ∇Q
=

∂

∂∇Q

(
1

2
L5εiklQij

∂Qlj

∂xk

)

=
∂

∂Qij,k

(
1

2
L5εiklQijQlj,k

)

=
1

2
L5

(
εiklQij

∂Qij,kδil
∂Qij,k

)
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=
1

2
L5εiklQlj.

Realizando el producto punto con ν

δFL5

δ∇Q
· ν =

1

2
L5εiklQljνk. (5.27)

Calculando 1
2

(
B + BT

)
y la traza:

1

2

(
B + BT

)
=

1

4
L5 (εiklQljνk + εjklQliνk) =

1

4
L5 (εiklQlj + εjklQli) νk.

tr(
1

2
L5εiklQljνk) =

1

2
L5ĝmĝ

m : εiklQljνkĝiĝj =
1

2
L5εiklQljνkδmiδmj =

1

2
L5εmklQlmνk = 0.

La traza se hace cero ya que Qlm = Qml y εmkl = −εlkm. Entonces para el término
con L5 tenemos:

ΠQ

(
δFL5

δ∇Q
· ν
)

=
1

4
L5 [(εiklQlj + εjklQli) νk] (5.28)

Finalmente el operador de proyección para las condiciones de frontera tiene la
siguiente forma

ΠQ

(
δF

δQij,k
νk

)
= L1

∂Qij

∂xk
νk + L2

[
1
2

(
∂Qil

∂xl
νj +

∂Qjl

∂xl
νi

)
− δij

3
∂Qkn

∂xn
νk

]
+L4

[
1
2

(
∂Qik

∂xk
νk +

∂Qjk

∂xi
νk

)
− δij

3
∂Qkn

∂xn
νk

]
+L3Qkl

∂Qij

∂xl
νk + 1

4
L5 (εiklQlj + εjklQli) vk

+ (1− ξ)W1

[(
Qij −Qij,⊥

)
− δij

3

(
S − PklQkl,⊥

)]
+ (1− ξ)W2

[(
QklQkl − S2

)
Qij −

δij
3

(
QklQkl − S2

)
S
]

+ξW (Qij −Qij,⊥) .

(5.29)

La ecuación anterior, Ec. (5.29), junto con la Ec. (5.16) permitirán encontrar una
con�guración de mínima energía, partiendo de una con�guración dada. Cabe men-
cionar que esta minimización no garantiza encontrar un mínimo global, simplemente
se obtiene un mínimo. Es por ello que este tipo de simulaciones dependen en gran
medida de la con�guración inicial. Para encontrar el mínimo global en el sistema, es
necesario realizar diferentes pruebas con diferentes condiciones iniciales.
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Part II

Diferencias �nitas para una malla
tipo FCC
Como se había mencionado anteriormente, las simulaciones en el Continuo consisten
en minimizar el funcional de energía de Ginzburg-Landau. Numéricamente, esta min-
imización se puede hace utilizando métodos como Elemento Finito [19, 66], que tiene
la ventaja de una buena descripción para super�cies complejas, pero a un alto costo
computacional. Un algoritmo más sencillo, también bastante utilizado, es Diferen-
cias Finitas (FD), el cuál reduce el tiempo de cómputo pero aproximar super�cies
complejas es difícil. Usualmente se utiliza una distribución espacial Cúbica simple
(SC) para dicha minimización con un esquema de FD.

En el presente trabajo se propone cambiar la distribución de los puntos en el
mallado tipo SC a una Centrada en las Caras (FCC). Este nuevo mallado permitirá
una mejor descripción de super�cies con curvatura. Y se espera además, un mejor
cálculo de las derivadas debido al número de puntos tomados en cuenta para el
cálculo de las mismas.

Con el mallado SC el cálculo de las derivadas se lleva a cabo utilizando 7 puntos.
En cambio, para el mallado FCC se permite una aproximación con 13 puntos (12
puntos equidistantes al punto en el cual se quiere evaluar la derivada). Esta nueva
distribución permite, en principio, una mejor aproximación para super�cies curvas
(eludiendo una reducción en la resolución del mallado, SC), y evita métodos como el
Elemento Finito, que son más costosos numericamente. Además, debido al número
de puntos en el cual se evalúan las derivadas, se espera una mejor aproximación en
el cálculo de la energía libre.

6 Cálculo de las primeras y segundas derivadas

Retomando la expresión para la relajación, presentada en el capítulo anterior:

∂Q

∂t
= −1

γ

[
ΠQ

(
δF

δQ

)]
,

se puede realizar una integración �sencilla� utilizando el esquema de Euler para la
variable tiempo. Esta integración considera que para el paso de tiempo t+ 1, sólo es
necesario el paso de tiempo anterior t. De la siguiente manera:

Qt+1 = Qt −
1

γ

[
ΠQ

(
δF

δQ

)]
dt.

En el caso de las variables espaciales se utilizara el método de diferencias �nitas, ver
Apéndice A. A continuación se presenta la descripción en este esquema para una
distribución de puntos tipo FCC. Esto es, como se lleva a cabo el cálculo de las
primeras y segundas derivadas. Posteriomente, se analizarán dos sistemas clásicos
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de cristal líquido: fases azules y una celda híbrida, para hacer una comparación
cualitativa y cuantitava al utilizar los dos tipos de mallado.

6.1 Dos dimensiones

Primero se presentará el método para dos dimensiones y después se generalizará a
tres. En la Fig. 6.1, se representan las dos mallas (cuadrada y hexagonal). En el
caso de la cuadra los puntos que se utilizan para diferencias �nitas son: (-1,0), (1,0),
(0,1) y sus negativos (alrededor del punto (0,0)), tomando como direcciones x̂ y ŷ.
Para el caso de la malla hexagonal, los puntos que se utilizan son: (-1,0), (0,1), (1,-1)
y sus negativos [67, 68].

Figure 6.1: (a) Malla cuadrada, (b) Malla hexagonal [68].

Para este último caso los vectores unitarios en esas tres direcciones, son los sigu-
ientes:

x̂1 =

(
1
0

)
, x̂2 =

(
−1/2√

3/2

)
, x̂3 =

(
−1/2

−
√

3/2

)
. (6.1)

Se puede observar además, en la Fig. 6.1, que la malla hexagonal puede verse
como una malla rectangular con dos espaciamientos de malla relacionados como:
h2
x = 3h2

y y h = 2hx. La densidad de puntos en el arreglo hexagonal es 2/
√

3h2[68].
En el caso del operador laplaciano, cuya expresión es 4 = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
, tomando

los tres vectores unitarios para la red hexagonal se puede expresar de la siguiente
forma:

4 =
2

3

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

)
. (6.2)

El factor 2
3
se puede justi�car al tomar 2 contribuciones de las tres debidas a los

vectores unitarios, ya que para la de�nición del laplaciano en 2 dimensiones se utilizan
sólo las contribuciones debidas a los vectores unitarios x̂ y ŷ.

Utilizar una malla tipo hexagonal, permite una mejor aproximación de super�cies
curvas que utilizar una malla cúbica. En la Fig. 6.2 se observa una mejor distribución
de los puntos en la circunferencia al utilizar puntos en la red hexagonal.
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(a) (b)

Figure 6.2: Aproximación de un círculo mediante (a) mallado cúbico y (b) mallado
hexagonal [69].

Por lo que utilizar un mallado hexagonal (o FCC en tres dimensiones) es una
manera de aproximar super�cies sin utilizar métodos más elaborados, como Ele-
mento Finito, que pueden ser más complicados de programar y aumentan el gasto
computacional.

6.2 Tres dimensiones

Para tres dimensiones, utilizaremos un arreglo FCC, Fig. 6.3, que corresponde a una
celda cúbica que además tiene puntos en el centro de las caras. Al tomar un punto
de referencia, se observan 12 puntos equidistantes a él.

Figure 6.3: Esquema de una red FCC, en la cual se utilizan 12 puntos para operar
en diferencias �nitas [70].

Las aproximaciones tanto para las derivadas parciales como para el laplaciano,
estará dadas en términos de los vectores directores asociados a las direcciones de los
puntos en la malla FCC. El conjunto de vectores directores unitarios para la estruc-
tura FCC es: Ω = {x̂± ŷ, x̂± ẑ, ŷ ± ẑ} /

√
2, al considerar los valores negativos de

los mismos y el punto de referencia se obtiene un conjunto de 13-puntos[68, 70].
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Primero se renombrarán los vectores del conjunto Ω de la siguiente manera

1√
2

(x̂± ŷ) = v̂1, v̂2
1√
2

(x̂± ẑ) = v̂3, v̂4
1√
2

(ŷ ± ẑ) = v̂5, v̂6

, (6.3)

esto será de utilidad al momento de calcular las primeras derivadas. Para
obtener una descripción de las derivadas en las direcciones cartesinas X, Y y Z, es
necesario primero obtener la derivadas direccionales. Sea u una función cualquiera,
entonces las derivadas en las direcciones v̂i, con i = 1, 2, ..., 6 se pueden expresar de
la siguiente manera

uv1 = ∂u
∂v1

= 1√
2
ux + 1√

2
uy,

uv2 = ∂u
∂v2

= 1√
2
ux − 1√

2
uy,

uv3 = ∂u
∂v3

= 1√
2
ux + 1√

2
uz,

uv4 = ∂u
∂v4

= 1√
2
ux − 1√

2
uz,

uv5 = ∂u
∂v5

= 1√
2
uy + 1√

2
uz,

uv6 = ∂u
∂v6

= 1√
2
uy − 1√

2
uz.

(6.4)

Al operar estas expresiones se puede calcular la derivada en X, como sigue:
4√
2
ux = uv1 +uv2 +uv3 +uv4− 1√

2
uy + 1√

2
uy− 1√

2
uz + 1√

2
uz = uv1 +uv2 +uv3 +uv4

De manera análoga se pueden obtener las derivadas en las direcciones Y y Z.
Así,

ux =
√

2
4

(uv1 + uv2 + uv3 + uv4) ,

uy =
√

2
4

(uv1 − uv2 + uv5 + uv6) ,

uz =
√

2
4

(uv3 − uv4 + uv5 − uv6) .

(6.5)

Para las segundas derivadas es necesario primero calcular la segunda derivada
direccional. La segunda derivada de una función u en la dirección w, uww, será igual
a la proyección del gradiente cartesiano de uw en esa misma dirección w, esto es:
uww = ∇(uw) · w. Así, en la dirección uv1v1 se tiene

uv1v1 = ∇(uv1) · v1 =
(
∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

)
(uv1) · v1 =

(
∂uv1
∂x
, ∂uv1
∂y
, ∂uv1
∂z

)
·
(

1√
2
, 1√

2
, 0
)

=(
1√
2

(uxx + uyx) ,
1√
2

(uyy + uxy) ,
1√
2

(uxz + uyz)
)
·
(

1√
2
, 1√

2
, 0
)

= 1
2

(uxx + uyy + uxy + uyx)

(6.6)

Por lo que, para todas las direcciones se tiene:
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uv1v1 = 1
2

(uxx + uyy + uxy + uyx) ,
uv2v2 = 1

2
(uxx + uyy − uxy − uyx) ,

uv3v3 = 1
2

(uxx + uzz + uxz + uzx) ,
uv4v4 = 1

2
(uxx + uzz − uxz − uzx) ,

uv5v5 = 1
2

(uyy + uzz + uzy + uyz) ,
uv6v6 = 1

2
(uyy + uzz − uzy − uyz) .

(6.7)

Sumando sobre todas las direcciones podemos obtener una expresión para el
operador laplaciano:

uv1v1 + uv2v2 + uv3v3 + uv4v4 + uv5v5 + uv6v6 = 2uxx + 2uyy + 2uzz

uxx + uyy + uzz =
1

2
(uv1v1 + uv2v2 + uv3v3 + uv4v4 + uv5v5 + uv6v6) (6.8)

Si para las derivadas direccionales se aplican diferencias �nitas centradas. En-
tonces el laplaciano coincide con el operador de la referencia [70]:

δ∆,Ω,hf̂ =
κ

h2

|Ω|∑
i=1

(
f̂(t, ~x+ v̂ih)− 2f̂(t, ~x) + f̂(t, ~x− v̂ih)

)
, (6.9)

donde v̂i son los vectores en el conjunto Ω y |Ω| representa la cardinalidad del con-
junto. La constante h es el paso espacial. La condición de consistencia está dada
por la constante κ [70]:

κ =
3

|Ω|‖v̂‖2
,

que para este caso κ = 2
3
.

Desarrollando la expresión en la Ec. (6.9) en términos de las direcciones

4 =
(1/2) (fv1 + fv1− + fv2 + fv2− + fv3 + fv3− + fv4 + fv4− + fv5 + fv5− + fv6 + fv6− )− 6f0

h2
, (6.10)

los fvi corresponden a la función en el punto ~x + v̂xih, f(t, ~x + v̂xih). Y los fvi−
corresponden a la función f(t, ~x − v̂xih). f0 corresponde a f(t, ~x) (la función en el
punto de interés).

Para generar la malla de una FCC, basta con tomar traslaciones por números
enteros de tres vectores del conjunto Ω. Generalmente los vectores que se elijen
corresponden a los vectores base de la red FCC:

â1 = 1√
2

(x̂+ ŷ)

â2 = 1√
2

(x̂+ ẑ)

â3 = 1√
2

(ŷ + ẑ)

, (6.11)

de manera que la malla queda de�nida por los puntos

Gm1,m2,m3=(m1â1 +m2â2 +m3â3), (6.12)

con m1, m2 y m3 enteros.
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7 Sistemas de Cristales Líquidos

Con el �n de comparar el algoritmo de FD, con las dos distribuciones: SC y FCC, se
analizaron dos diferentes sistemas de cristal líquido. El primero de ellos es el LC en
fase azul, estos sistemas tienen alta quiralidad y se consideran delicados de simular.
El segundo corresponde a una celda híbrida, LC con�nado en una dirección. En este
caso las condiciones de frontera juegan un papel muy importante.

7.1 Fases azules

Utilizar simulaciones en el continuo para la obtención de las fases azules es com-
plicado ya la con�guración de mínima energía depende mucho de la con�guración
inicial. Si se decide empezar con una con�guración en donde la orientacion del di-
rector es aleatoria en todos los puntos ("con�guración inicial aleatoria") el sistema
puede ser llevado a un estado frustrado y jamás alcanzar la con�guración correspon-
diente a una fase azul. Es por ello que se utilizan con�guraciones iniciales especí�cas
para cada fase con el �n de llevar al sistema a la con�guración deseada.

Se han buscado estructuras con cierta simetría para ser candidatas a formar fases
azules. Las cuatro más comunes son las siguientes: O2 que tiene una simetría de una
cúbica simple, O+,−

8 y O5 que tiene una simetría de cúbica centrada en el cuerpo,
Fig. 7.1. Las dos fases O8 son candidatas para BPI debido a su simetría octaedral,
mientras que la fase O2 ha sido propuesta para un modelo de BPII [71].

Figure 7.1: Estructuras O2 (izquierda arriba), O5 (izquierda abajo), O+
8 (derecha

arriba), O−8 (derecha abajo) [71].

Las con�guraciones iniciales utilizadas en este trabajo son las utilizadas en: [71,
19, 72]. Los componentes correspondientes a a yy, zz, xz y yz son obtenidas mediante
permutación cíclica de las que se presentan a continuación.
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La con�guración inicial para O2 es

Qxx = Am {cos (2rq0z)− cos (2rq0y)} , Qxy = −Am sin (2rq0z) . (7.1)

Para O5

Qxx = Am
{

2 cos
(√

2rq0y
)

cos
(√

2rq0z
)
− cos

(√
2rq0x

)
cos
(√

2rq0z
)

− cos
(√

2rq0x
)

cos
(√

2rq0y
)}
,

Qxy = Am
{√

2 cos
(√

2rq0y
)

sin
(√

2rq0z
)
−
√

2 cos
(√

2rq0x
)

sin
(√

2rq0z
)

− sin
(√

2rq0x
)

sin
(√

2rq0y
)}
.

(7.2)

Para O+,−
8

Qxx = Am
{
−2 cos

(√
2rq0y

)
sin
(√

2rq0z
)

+ sin
(√

2rq0x
)

cos
(√

2rq0z
)

+ cos
(√

2rq0x
)

sin
(√

2rq0y
)}
,

Qxy = Am
{√

2 cos
(√

2rq0y
)

cos
(√

2rq0z
)

+
√

2 sin
(√

2rq0x
)

sin
(√

2rq0z
)

− sin
(√

2rq0x
)

cos
(√

2rq0y
)}
.

(7.3)

Para cada una de las con�guraciones A > 0 es una amplitud arbitraria, excepto
para O−8 donde A < 0. Y como ya se había mencionado anteriormente q0 está
relacionado con el pitch de la hélice, pch = 2π/q0. El factor r < 1 denominado
redshift se utiliza como factor de corrimiento en el argumento de las funciones seno
y coseno [73].

Un cristal líquido quiral se puede modelar con la condición de que la energía libre
elástica tenga las siguiente forma

fE = 1
2
L1

∂Qij

∂xk

∂Qij

∂xk
+ 1

2
L5εiklQij

∂Qlj

∂xk
, (7.4)

es decir, que las constantes k11 = k22 = k33 y k24 = 0. El �n de estás primeras
simulaciones es obtener las con�guraciones reportadas para las fases azules [19, 72].

Las simulaciones realizadas fueron para la BPI y BPI, correspondientes a O−8 y O2

respectivamente. Los parámetros utilizados para ambas fases fueron los siguientes:
ξN=10nm, L1=25pN, A= 1.02× 105J/m3. Para la fase azul I, U = 3.375, p0 = 566nm
y la caja de simulación de 543nm. Para la fase azul II, U = 2.755, p0 = 616nm y
el tamaño de la caja de simulación de 355nm. En la Fig. 7.2 las con�guraciones
�nales obtenidas tanto para el mallado SC, como para el mallado FCC. En ella se
observa que no hay diferencia en las disclinaciones. Es decir, utilizando un mallado
FCC también se obtienen con éxito las fases azules.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 7.2: Con�guraciones �nales obtenidas para las fases azules, utilizando los
mallados SC (arriba) y FCC (abajo). Las iso-super�cies observadas en las imágenes
corresponden al parámetro de orden S con valores de S = 0.3.

Con el �n de analizar la diferencia en las energía, se realizaron las siguientes
simulaciones. Se vario el porcentaje de aleatoreidad en la con�guración inicial corre-
spondiente a cada fase. Es decir, se fue incrementando el porcentaje (de 0% a 100%)
de puntos en el mallado a los que se les asigna una dirección aleatoria (correspon-
diente a una orientación arbitraria del director nemático en un espacio de volumen
dV ).

Se presentan cuatro casos, SC y FCCb tienen aproximadamente el mismo número
de puntos, así también SCb y FCCa. Teniendo además los primeros (SC y FCCb
más puntos que SCb y FCCz). Los resultados se presentan en las Fig. 7.3 y 7.4.

Se puede observar en ellas que a partir de un 40% de con�guración ad hoc en el
caso de BPI y un 20% en el caso de BPII, la con�guración �nal obtenida corresponde
a cada fase azul. Además se observa en el caso de BPII una diferencia de energías
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entre el sistema evaluado con SC y FCC de 13.75kBT , mientras que en el caso de la
BPI, la diferencia es de 227kBT . Siendo en ambos casos la energía correspondiente al
mallado FCC menor. Este resultado apoya la hipótesis de que al evaluar el sistema
en una distribución FCC se puede realizar un mejor cálculo de las derivadas.

Además, para el caso BPI, con 100% de aleatoreidad se obtiene un nemático
colestérico, a excepción del sistema FCCb en el cual hay defectos. Para el caso de
BPII, los cuatro sistemas relajan a un cristal líquido en fase nemática.

Figure 7.3: Energía libre total para la fase BPI al variar del porcentaje de aleatorei-
dad en la con�guración inicial. Donde el cero corresponde a una con�guración inicial
totalmente aleatoria. Para un 40% en adelante de la con�guración inicial ad hoc,
tanto el sistema evaluado en el mallado SC como en el FCC se obtiene la fase azul I.
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Figure 7.4: Energía libre total para la BPII al variar del porcentaje de aleatoreidad
en la con�guración inicial. Donde el cero corresponde a una con�guración inicial
totalmente aleatoria. Para un 20% en adelante de la con�guración inicial Ad Hoc,
tanto el sistema evaluado en el mallado SC como en el FCC se obtiene la fase azul
II.

7.2 Celda híbrida

Este sistema consiste en un cristal líquido con�nado en una dirección, el cual ha
sido estudiado por Xiao Li, et al [35]. En la pared de arriba se induce un anclaje
hometrópico, mientras que en la pared de abajo se tienen dos regiones, una banda
con anclaje planar y el resto anclaje hometrópico, ver Fig. 7.5. El anclaje en la
banda puede ser planar unidireccional o planar degenerado.

Figure 7.5: Cristal líquido con�nado entre dos paredes. Ambas paredes con anclaje
homeotrópico, pero además la pared de abajo cuenta con una banda con anclaje
planar el cual puede ser degenerado o unidireccional.

La celda tiene 100nm de espesor y una banda con anclaje planar unidireccional de
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400nm. Considerando que la banda se encuentra en el plano XY, con la coordenada
Y libre, entonces se de�ne el ángulo de anclaje φ como el ángulo que forma el director
nemático con el eje X. Los parámetros utilizados son ξN=7.15nm, L1=5.162pN, U =
0.5, A= 1.02× 105J/m3 y wplanar = 4× 10−4J/m2.

En la Fig. 7.6 se presenta el potencial de fuerza medio (PMF, por sus siglas en
inglés) para simulaciones con una mallado SC, 7.6(a), y FCC, 7.6 (b) y (c). FCCa
tiene aproximadamente el mismo número de puntos que el mallado SC, FCCb es
un mallados con menos puntos que FCCa. Se observa que los resultados obtenidos
reproducen con éxito los mostrados por Xiao Li, et al 7.6(d).

(a) (b)

(c) (d)

Figure 7.6: Potencial de fuerza medio para las deformaciones elásticas ω2 =
F (φ)−F (φ = 0). (a) Simulaciones utilizando un mallado SC, (b) y (c) simulaciones
utilizando un mallado tipo FCC. FCCa tiene aproximadamente el mismo número de
puntos que el mallado SC, FCCb es un mallados con menos puntos que FCCa. (d)
PMF tomado de [35]. El anclaje utilizado en la banda fue de wplanar = 4× 10−4J/m2.

Mientras que para

En la Fig. 7.7, se muestra la energía total del sistema al variar el ángulo de anclaje
para los diferentes tipos de mallado. Se muestra que los dos tipos de FCC presentan
un valor de la energía menor que las simulaciones con SC, mayor que 200kT, aún
cuando el tipo FCCa tiene menos puntos que el tipo SC. Por lo que consideramos
que el cálculo de las derivadas se realiza mejor con el mallado FCC.
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Figure 7.7: Energía total del sistema al variar el ángulo φ para las simulaciones con
los diferentes tipos de mallado.

Finalmente se presentan los cortes transversales a la celda, nuevamente para los
tipos de mallado SC y FCC. En los cortes se muestran los valores del Splay, Twist
y Bend de la celda. Nuevamente se observan los mismos resultados tanto para las
simulaciones con SC y con FCC.

Figure 7.8: Corte transversal de la celda, en donde se muestran los mapas de color
para las deformaciones Splay, Twist, Bend.
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Part III

Nanocoloides esféricos inmersos en
cristales líquidos. Simulaciones
MPCD
En este capítulo se presentan simulaciones utilizando el método N-MPCD modi�-
cado para estudiar partículas esféricas inmersas en un medio de LC, se analizaron un
sistema de uno y dos coloides. En primer lugar se observaron defectos tipo anillo de
Saturno alrededor de los coloides. Las propiedades de estos defectos se investigaron
en función de la fuerza de anclaje. Posteriormete, se analizaron los defectos forma-
dos alrededor de dos partículas coloidales cercanas. Para ello se utilizaron trampas
armónicas en cada una de las partículas de modo que que la distancia promedio
entre ellas se mantiene �ja. Se observaron tres tipos de estructuras topológicas es-
tables: "tres anillos unidos", "dos anillos separados" y un defecto tipo "�gura de
ocho". Una ventaja importante del método propuesto es su capacidad para in-
corporar acoplamiento entre el �ujo y las orientaciones. Todas estas observaciones
están en buen acuerdo cualitativo con experimentos previos y resultados numéricos
[?, ?, ?, ?, ?, ?]. Por lo tanto, N-MPCD se muestra como una herramienta poten-
cialmente útil para simular las propiedades dinámicas de nanocoloides nemáticos.

8 Defectos producidos por una partícula coloidal

Como ya se había mencionado, el algoritmo propuesto N-MPCD se usa para simular
las distorsiones en las orientaciones inducidas en un �uido nemático por la presencia
de partículas coloidales de tamaño nano. En el presente se estudiarán partículas con
un radio en el rango R = [2.5a, 8.0a]. Modi�cando los parámetros de ánclaje en la
super�cie de las mismas. Además se estudiarán los defectos generados cuando dos
de estos coloides interaccionan. La con�guración inicial en todas las simulaciones es
tal que se considera que el cristal líquido es encuentra en fase nemática, por lo que
se tiene una con�guración uniforme que coindice con el Z del sistema.

8.1 Anclaje fuerte

En esta sección se presentan los resultados para un sistema con una sóla partícula
inmersa con condiciones de anclaje fuerte en su super�cie. Después de cada evento de
colisión, se realizó una medicion de Sc sobre toda la caja de simulación. Los defectos
tipo anillo de Saturno aparecen después de un pocas colisiones de N-MPCD, como
había sido anticipado al �nal de la sección 5.1.1. Para las siguientes simulaciones se
utilizó una partícula de radio R = 5.0a, en una caja de tamaño nc,x = nc,y = nc,z =
50.
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Por un lado, se realizaron simulaciones en donde el sistema no presentan acoplamiento
entre el �ujo y las orientaciones, χHI = 0. Debido al carácter estocástico de N-MPCD
los defectos presentan �uctuaciones. Es decir, las isosuper�cies presentan cierta ru-
gosidad y oscilan ligeramente alrededor del ecuador del coloide. Sin embargo, los
defectos pueden apreciarse claramente. En la primera �la de la Fig. 8.1, se pre-
sentan los cortes transversales de tres sistemas para este caso. Correspondientes a
tres diferentes valores de la fuerza de interacción del nematico en la descripción de
campo medio, UMS = 20, 25, and 30 kBT . En donde se observa que no hay cambios
signi�cativos entre ellos.

Por otro lado, cuando se permite que el campo de velocidades pertube las ori-
entaciones, χHI 6= 0. Las estructuras de anillos se ven claramente afectadas, como
se muestra en la segunda �la de la Fig. 8.1, para χHI = 1. En este caso los anillos
se observan más gruesos que en el caso χHI = 0. Además, el parámetro de orden
global en el sistema se reduce como efecto del acoplamiento de las velocidades y la
orientación. Esto debido a que las �uctiaiones del �ujo generan torques aleatorios
en las partículas del solvente que tienden a disminuir el orden local. Así, N-MPCD
puede ser utilizado para simular este tipo de defectos en presencia de �uctuaciones
térmicas y del director.

χHI = 0

U = 20 kBT U = 25 kBT U = 30 kBT

χHI = 1

0 0.25 0.5 0.75 1

Sc

Figure 8.1: Defectos tipo anillos de Saturno generados alrededor de una partícula
coloidal

Con el propósito de cuanti�car los efectos que producen la intensidad de la inter-
acción y el �ujo en la estructura de los defectos, se calculó la energía elástica total
en el sistema integrando la densidad de energía libre de Frank-Oseen,

felas =
1

2

{
K1 (∇ · n̂)2 +K2 [n̂ · (∇× n̂)]2 +K3 [n̂× (∇× n̂)]2

}
, (8.1)
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sobre todo el sistema. En la Ec. (8.1), para N-MPCD, se puede considerar que
K1 = K2 = K3 = K, mientras que el rango de interacción entre las partículas del
nemático sea mucho mayor que sus longitudes de correlación [55]. Entonces, la
energía

F̄elas =
1

K

ˆ
drfelas '

a3

2

∑
cells

f̄ celas, (8.2)

con la densidad simpli�cada

f̄ celas = (∇ · n̂c)2 + (∇× n̂c)2 , (8.3)

puede servir como una medida efectiva de la deformación en el sistema. En la
Ec. (8.2), dr is la diferencial de volumen y la suma se extiende sobre todas las
celdas de colisión. Las derivadas de n̂c se calcularon con diferencias �nitas bajo la
misma aproximación usada en los elementos de ∇vc

cm. En la Fig. 8.2 se muestran
las mediciones de F̄elas para treinta simulaciones con diferente valor de UMS y χHI.
Los datos mostrados corresponden a un promedio sobre 50 estados y en ellos se
puede obsevar que cuando UMS disminuye y χHI se aumenta, las distorciones en las
orientaciones se vuelven más grandes. Esto implica que hay un incremento en el
tamaño de los defectos topológicos.
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Figure 8.2: Distorsión efectiva causada por introducir partículas coloidales en un �u-
ido N-MPCD como funcion del parámetro de acoplamiento velocidades-orientaciones,
χHI. Se ilustran los diferentes las contribuciones splay, twist, y bend contributions a
la deformacion total, para diferentes valores de la intensidad de interación, UMS.

Es importante remarcar, que los fenómenos observados en cristales líquidos al
introducir partículas intrusas dependen en gran medida del tamaño de estas. Las
transiciones de una con�guración de defecto tipo dipolo a cuadrupolo puede ser
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inducida si el diámetro del coloide se reduce [74], mientras que partículas muy pe-
queñas, del orden de nanometros, son atrapadas en los mismos defectos [65]. Por
ello, es necesario establecer una longitud de escala correspondiente a los sistemas
simulados por N-MPCD. En este caso, la longitud de escala puede ser calculada en
términos del tamaño del radio del core del defecto, rc. Este puede ser estimado de
acuerdo al modelo de core biaxial, en donde se asegura que existe un dominio biaxial
en la zona del defecto [75]. Lejos del core el nemático es uniaxial, pero en el core
se espera que las distociones fuertes relajen de modo que las moleculas de cristal
líquido se alinien a lo largo de la dirección biaxial. Esta direcciónes perpendicular al
director nemático. El parámetro de orden biaxial,

P = 1− 6

(
λ3
− + λ3

0 + λ3
+

)2

(λ2
− + λ2

0 + λ2
+)

3 , (8.4)

cuanti�ca el grado de orientación a lo largo de la dirección biaxial y se utiliza con
frecuencia para caracterizar los defectos en cristales líquidos [76]. En la Ec. (8.4),
λ−, λ0, and λ+ son el mínimo, medio, y máximo eigenvalor, respectivamente.

En la presente implementación MD-N-MPCD, el parámetro biaxial al nivel de la
celda, P c, se estimó utilizando los eigenvalores de Qc. Como se puede observar en
la Fig. 8.3, hay dos regiones de alta biaxialidad las cuales se localizan en la misma
región que los defectos y se pueden asociar con el core del mismo. El análisis se realizó
para partículas dispersas de radio R = 4a, 7a, and 10a y promediando P c sobre 100
con�guraciones. Se encontró que el tamaño de los anillos biaxiales es comparable
con el tamaño de una celda de MPCD. rc ' (1 +

√
2)a/2, considerando un promedio

de la longitud de la región biaxial sobre dos direcciones perpendiculares de máxima
y mínima extensión. Esta estimación es consistente con previos resultados donde
la longitud de coherencia en N-MPCD fue calculada observando el decaimiento del
parámetro de orden desde paredes con anclaje homeotrópico hasta el bulto [55]. En
la Fig. 8.3 también se muestra que el tamaño del core es independiente del radio de
las partículas intrusas.

Haciendo un mapeo entre el radio del core obtenido y el tamaño tipo del core
de los defectos en cristales líquidos nemáticos, rc ∼ 10 nm, se pueden establecer
las longitudes caracteristicas de los sistemas simulados. Por lo que para partícu-
las con diámetros R ∈ [2.5a, 10a], se estima un tamaño del core en el rango R ∈
(18nm, 70nm).

Cabe mencionar que modelos teóricos predicen que el core biaxial presenta una
estructura más detallada en donde existe una región de orden uniaxial justo en el
centro del core. Esto no se puede observar en este caso, ya que los algoritmos de
MPCD no pueden resolver propiedades en escalas menores que la longitud de la
celda.

8.2 Anclaje débil

Los defectos topológicos también se observan cuando la intensidad del anclaje varía
de acuerdo a las reglas establecidas en la Sección 5.1. En la Fig. 8.4 se presentan
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Figure 8.3: Patrones de biaxialidad alrededor de coloides esféricos de diferente radio

algunas estructuras obtenidas utilizando diferentes valores de Usurf correspondiente
a la Ec. (5.4). Estos sitemas son modelados con los parámetros UMS = 30 kBT ,
and χHI = 1. Comparando Fig. 8.1 y 8.4 se puede notar que para valores grandes
de Usurf, es decir, Usurf = 60, y 50 kBT , los defectos presetan una estructura muy
similar que el caso obtenido con anclaje fuerte. Sin embargo, los defectos se ven
modi�cados al disminuir Usurf. Para Usurf = 40 y 30 kBT , los defectos se acercan a
la super�cie del coloide. Para 20 kBT , los anillos se extienden sobre la región ecua-
torial. Eventualmente, los anillos se transforman en una defecto que envulve toda la
partícula intrusa, y en donde las partículas del solvente se orientan tangencialmente
a la super�cie de la misma, caso 10 kBT en la Fig. 8.4.

Este comportamiento es cualitativamente bueno comparado con trabajos teóricos
[41] y con resultados numéricos basados en modelos continuos [43].

Al disminuir aún más la intensidad del anclaje Usurf, se observa que los defectos
desaparecen completamente, es decir, la partícula intrusa se encuentra ahora rodeada
por una distribución de partículas del solvente alineadas en su mayoría a lo largo
de la dirección z. Este comportamiento se muestra en la Fig. 8.5, para energías
de anclaje Usurf = 5 kBT y Usurf = 2 kBT . Para mayor claridad, sólo se muestra el
campo del director alrededor de la partícula huésped.
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Figure 8.4: Defectos tipo anillo de saturno en generados al introducir coloides con
anclaje homeotrópico al variar la intensidad Usurf.
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Figure 8.5: Con�guraciones del campo del director alrededor de partículas con un
anclaje débil, Usurf = 2 and 5 kBT .

9 Defectos producidos por dos partículas

Resultados preliminares obtenidos de pequeños ensamblados de partículas intrusas
en un solvente N-MPCD muestran que este método propuesto puede ser capaz de
simular fenómenos de auto-ensamblado entre coloides, los cuales son mediados por
defectos topológicos. En esta sección, con el objetivo de caracterizar las estructuras
que se pueden obtener con MD-N-MPCD en casos no sólo de una sólo partícula, se
estudirán los defectos generados alrededor de un sistema compuesto por dos partícu-
las coloidales. En este caso, la separación entre coloides se restrinje a una distancia
promedio, lo cual implica que las fuerzas mediadas por defectos topológicos pueden
ser canceladas por fuerzas externas.

Con el propósito de analizar las estructuras resltantes en una manera sistemática
en términos de la distancia entre los coloides, estos se mantuvieron "relativamente"
�jos aplicando una fuerza armónica en cada una de ellas, de la siguiente manera

Ftrap,j = −ktrap (Rj −R0,j) , (9.1)

para j = 1, 2; donde Ftrap,1 y Ftrap,2 se re�eren a fuerzas aplicadas en el primer y
segundo coloide, respectivamente. En la Ec. (9.1), ktrap es la constante elástica
de las trampas armónicas, y R0,1 y R0,2 son las posiciones de equilibrio. Experi-
mentalmente, fuerzas dirigidas por la Ec. (9.1) pueden reproducirse por medio de
pinzas ópticas [45]. Las trampas se localizaron en la misma coordenada y y z pero
separadas a una distancia d a lo largo de la dirección x. Resultados preliminares
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Figure 9.1: Defectos característicos encontrados en simulaciones de MD-N-MPCD
con dos partículas coloidales: �3-ring� (3R); �linked� (L); dos anillos separados (2R);
y ��gura de ocho� (F8).

han muestran que la forma de los defectos cambia como funcipin de la distancia.
Las estructuras características pueden ser identi�cadas variando gradualmente UMS,
ktrap, y χHI. Los resultados presentados a continuación corresponden a los valores
�jos UMS = 35 kBT , y ktrap = 104 kBT a

−2. El parámetro de acoplamiento de las
velocidades y la orientación tomó valores de χHI = 0.0, 0.25, 0.5. Con estos parámet-
ros, se encontraron cuatro tipos de defectos: la con�guración "3-rings" (3R) constiste
en dos anillos de Saturno incompletos conectados a un tercero perpendicular entre
los coloides; la estructura "linked" (L) consta de dos anillos ligeramente doblados
conectados por un punto; una con�guracion de dos anillos doblados y separados
(2R); y un defecto con estructura de ocho "�gure of eight" (F8) que consiste en una
sóla disclinación con un twist que envuleve a los dos coloides. Estas estructuras se
ilustran en la �gure 9.1.

La con�guración de tres anillos fue obtenida por primera vez en Ref. [77] usando
dinámica molecular y teoría de campo dinámica. Para N-MPCD, ellos encontraron
que las eran estructuras estables para separaciones cortas, d/2R . 1.125. Para
distancias ligeramente mayores, 1.15 . d/2R . 1.20, los defectos exhibieron cambios
entre los diferentes tipos de estructuras. Cerca de d/2R = 1.15, las con�guraciones
3R y L se observaron con mayor frecuencia que 2R y F8. A una distancia d/2R = 1.2,
los defectos 2R aparecen con mayor frecuencia que los tipo F8, mientras que los
estados 3R y L casí no se encontraron. Para 1.225 . d/2R . 1.30R, las estructuras
3R y L aparecieron sólo al inicio de la simulación. entonces, estas con�guraciones
iniciales se transformaron en disclinaciones tipo 2R y F8. La selección entre 2R y
F8 es estocástica, es decir, las �uctuaciones térmicas del baño nemático son las que
conducen a una u otra extructura. el mecanismo preciso de seleccion fue explicado
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Figure 9.2: Energía elástica efectivo en un solvente N-MPCD que contiene dos par-
iculas coloidales atrapadas a una distancia relativa entre ellas, d.

por primera vez por Araki y Tanaka [78]. De acuerdo su trabajo, si algún nodo de
la con�gruación inicial 3R se cora en el mismo sitio con respecto al anillo central,
entonces el sistema adopta rápidamente un estado 2R. Por el contrario, si los nodos
se rompen en lados opuestos, entonces la estructura F8 es obtenida. No se observó
tranformación entre los defectos 2R y F8 en el intervalo de simulación (1×104 pasos
de MD-N-MPCD), indicando que estos son estables y además están separados por
un gap de energía tal que las �uctuaciones térmicas no pueden sobrepasar. Para
d/2R > 1.3, la única con�guración estable encontrada fue 2R.

Con el �n de cuanti�car la contribución a la energía elástica debida a las disclina-
ciones presentadas anteriormete se realizaron mediciones de F̄elas. Los resultados se
presentan en la Fig. 9.2, y corresponden a promedios sobre noventa estados distribui-
dos uniformemente después de una termalización de 103 pasos de MD-N-MPCD. Se
puede observar que las estructuras 2R (cuadros en la Fig. 9.2) tienen menor en-
ergía que las F8 (triangulos). Entonces, aunque estos últimos no permanecen debido
al costo energético, son de hecho con�guraciones de mínimos locales a lo largo de
camino cinético que va a los estados de mínima energía [78]. Finalmente, en la
�gura 9.2 se puede notar que el mecanismo de acoplamiento velocidad-orientación
incrementa la distorsión global en el sistema pero no modi�ca el comportamiento
cualitativo de los defectos.

Las estructuras de defectos alrededor de dimeros coloidales han sido estudiadas
tanto experimentalmente como por modelos númericos de minimización de la energía
libre en Ref. [79]. Por lo que, además de las con�guraciones F8 y 2R encontradas
en este trabajo, otras como la �gura de omega y defectos puntuales enredados tam-
bién se forman después de procesos de enfriado en donde el solvente se hace pasar
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rápidamente por la transisción isotrópica - nemática. Estas dos últimas estructuras
no pueden ser identi�casa durante nuestras simulaciones. Más aún, la estructura 3R
no se observa en Ref. [79]. Estas diferencias pueden ser explicadas si se considera el
carácter de coarse-grain de N-MPCD y el método usado para mapear el campo del
director alrededor del par de partículas. En este caso, para aproximar el campo de
variables se realizó un promedio sobre el número de celdas de colisión, ver Ec. (5.6).
Esto con el objeto de visualizar los campos, n̂c y Sc, que promueve el proceso de alin-
eamiento en el nemático. Esta aproximación es similar a la usada en Refs. [64, 65],
donde el promedio sobre los bines pequeños de la fase nemática son utilizados en
el proceso de visualización. Entonces, se puede anticipar que las estructuras pre-
sentadas aquí pueden asemejarse más a aquellas en Refs. [64, 65] que en Ref.[79].
Alternativamente, las regiones de defectos se pueden identi�cas por una descripción
tensorial pesada como en la Ref. [80], donde se reportan las mismas estructuras que
en Ref. [79]. Un análisis detallado va más allá del propósito de este trabajo.
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Part IV

Nanotubos inmersos en cristales
líquidos. Simulaciones en el continuo.
En este capítulo se presenta el estudio de un sistema de cristal líquido interactuado
con un nanotubo, Fig. 9.3. Este nanotubo tiene un anclaje planar que forma un
ángulo α respecto al eje principal del cilindro. La �nalidad de este estudio es car-
acterizar si hay o no defectos en el sistema en dependencia del ángulo de anclaje.
Posteriormente se estudiará el sistema al introducir dos partículas, las cuales están
separadas una distancia d entre ellas. Condiciones de frontera periódicas se aplican
en todos los casos siguientes.

Figure 9.3: Objeto con estructura cilíndrica decorado con un anclaje planar. La
super�cie de la partícula induce una anclaje, tal que las moléculas de LC cerca de la
super�cie se orientan tangencial a ella y con un ángulo α respecto al eje principal del
cilindro. α puede tomar valores desde 0° a 90°. Debido a la estructura del anclaje,
el objeto adquiere la propiedad de quiralidad.

10 Un cilindro inmerso

Para este sistema se construyó una caja de simulación de 1.35µm× 1.35µm de base
y 0.45µm de altura. El cilindro tiene un diámetro de dp = 320nm y el anclaje
para estos casos es fuerte, es decir, la condición en la frontera del coloide es �ja. Se
realizaron tres bloques de simulación, para U=2.8, 3 y 5. Recordando que un sistema
con U=2.8 se encuentra cerca de la transición NI (Nemática-Isotrópica), es decir,
temperaturas altas. Mientras que un sistema U=0.5 tiene una temperatura más
baja, lo que además va aunado a un parámetro de orden S mayor. Los parámetros
utilizados fueron: ξN = 7.15nm, A = 1.02× 105J/m3y L1 = 5.21pN . El parámetro
que controla el anclaje es α. Se exploraron valores de α ∈ [0°, 90°] usando ∆α = 5°,
y se encontraron dos comportamientos diferentes para el sistema.
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Figure 10.1: Partícula coloidal inmersa en un cristal líquido. La super�cie de la
partícula presenta anclaje planar, el cual tiene un ángulo α respecto al eje del cilindro.

Para caracterizar el sistema se calculó el potencial de fuerza media γ(α) de la
energía elástica, la energía de Landau-de Gennes y la energía total, Fig. 10.2. γ(α) =
F (α) − F (0°) ha sido calculado para identi�car el tipo de deformaciones que se
inducen mediante la condición de super�cie cuando el parámetro α cambia. El
sistema presenta dos estados diferentes, para ángulos menores que un cierto α∗ se
presentan lo que denominaremos deformaciones suaves, presencia de twist en los
alrededores de la partícula. Mientras que para α > α∗ se inducen dos disclinaciones
lineales diametralmente opuestas y paralelas al eje principal del cilindro. El valor de
α∗ se incrementa conforme la temperatura del sistema disminuye, es decir, sistemas
con una U mayor presentan una transición entre estos dos estados a un valor de
α∗mayor, debido al que las moléculas en estos sistemas tienen un mayor grado de
orden, relacionado con el valor del parámetro S, el sistema requiere una condición
de anclaje con α grande para inducir los dos defectos lineales. Así, α∗ ' 71°, 75° y
82° para U=2.8, 3 y 5 respectivamente.

Se observa también que las contribuciones elásticas tienden a cero conforme el
ángulo α va disminuyendo. Esto indica que para α = 0° las deformaciones en el
campo del director nemático son casi nulas. Además, para el sistema U=2.8, las
contribuciones elásticas son mayores, ya que nos encontramos cerca de la transición
NI. Es decir, es más fácil deformar el campo del director nemático cuando el sistema
está a una temperatura más alta.

60



90

100

110

120

65 70 75

γ
T

o
ta

l

α

(1,1,0)
(0,0,1)

150

160

170

180

190

200

70 75 80

γ
T

o
ta

l

α

(1,1,0)
(0,0,1)

400

420

440

460

480

500

520

75 80 85

γ
T

o
ta

l

α

(1,1,0)
(0,0,1)

0

50

100

150

γ
(U

=
2
.8

)

Landau
Elastic

Total

0

50

100

150

200

γ
(U

=
3
)

Landau
Elastic

Total

0

100

200

300

400

500

600

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

γ
(U

=
5
)

α

Landau
Elastic

Total

Figure 10.2: Potencial del fuerza media como función del ángulo α para U=2.8, 3 y
5.

En la Fig. 10.3, se presentan el campo del director nemático alrededor del cilin-
dro, a) α = 70° y c) α = 80°, para U = 3. En ambos casos, en la zona cercana a
la partícula, el anclaje induce orientación en las moléculas del cristal líquido. Para
α = 70° las deformaciones son suaves, mientas que para α = 80° se presentan dos
disclinaciones paralelas al eje principal del cilindro. Una vista de la sección transver-
sal al cilindro se muestra en las �guras b) y d), para α = 70° y α = 80° respectiva-
mente. En ellas se puede observar la deformación del campo a detalle en la periferia
del cilindro, el caso con una deformación tipo twist en b) y el caso para las discli-
naciones en d). Cabe mencionar, que el estado de dos defectos lineales también se
encontró para sistemas con α < α∗, sin embargo se consideran que son meta-estables
ya que no corresponden a la con�guración de mínima energía.

61



(a) (b)

(c) (d)

Figure 10.3: Un cilindro inmerso en un cristal líquido nemático. a) y c) Vista lateral
del cilindro con un anclaje α = 70° y 80° respectivamente. b) y d) Sistema visto
desde arriba en donde se muestran las deformaciones, un acercamiento en la periferia
de la partícula muestra la orientación del nemático. La disclinaciones se muestran
evidentes en el caso del sistema con α = 80° en d).

Estos resultados son relevantes, debido a que se puede considerar que tenemos un
sistema en el cual al agregarle energía se puede inducir la generación de defectos y un
cambio en la orientación del director nemático. Se ha estudiado mucho que partículas
intrusas tienden a ser atrapadas por los defectos que se generan en los sistemas de
cristal líquido. Por lo que se podría pasar de un estado donde las partículas están
atrapadas (sistema con defectos) a un estado donde las partículas se encuentran
libres (sistema sin defectos).

11 Dos cilindros inmersos

En este caso se introdujeron dos cilindros en el LC, los cuales se encuentran separados
una distancia d entre ellos, Fig. 11.1. Las partículas nuevamente tienen un radio
150nm, la caja de simulación tiene dimensiones 2.6µm × 2.6µm de base y 0.5µm
de altura. Los parámetros utilizados fueron: ξN = 10nm, A = 1.02 × 105J/m3y
L1 = 10.2pN . Considerando los resultado para el sistema con un cilindro, hemos
decidido utilizar dos ángulos, α = 70° y α = 80° para los siguientes casos, así también
un sistema con U = 3. Por lo que hemos considerado cuatro casos: {70°, 70°},
{70°,−70°}, {80°, 80°} y {80°,−80°}.
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Figure 11.1: Dos partículas cilíndricas inmersas en un cristal líquido separados una
distancia d.

Para el caso {70°, 70°}, Fig. 11.2, a una distancia de d = 40nm, las deformaciones
en la cercanía de los cilindros interaccionan de manera que se producen dos disclina-
ciones entre las partículas, Fig. 11.2 a). El cambio en las direcciones del campo del
director nemático, entre los cilindros, es tan abrupto que para no minimizar la en-
ergía el sistema localiza la deformación en dos disclinaciones. Cuando las partículas
están relativamente lejos, Fig. 11.2 c), este cambio en las direcciones es suave y por
ello no se observan disclinaciones en el sistema. En b) y d) se presentan los cortes
transversales correspondientes a a) y c), donde se puede observar a detalle el campo
del director nemático entre los cilindros. En la Fig. 11.3, se muestran este sistema a
diferentes distancias. Así para distancias grandes no hay presencia de disclinaciones,
mientras que cuando los cilindros están lo su�cientemente cerca estas aparecen.
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Figure 11.2: Dos partículas cilíndricas inmersas en un cristal líquido nematico. Las
partículas tiene la misma condición de anclaje α = 70°. a) Cuando las partícu-
las están su�cientemente cerca, las deformaciones suaves en la periferia de las misma
interaccionan produciendo dos disclinaciones. c) Para distancias grandes, estas defor-
maciones suaves no interactúan y por lo tanto no hay generación de nuevos defectos
en el sistema. b) y d) Corte transversal que muestra el detalle de los sistemas en a)
y c).

(c)(a) (a)(b)

(d) (e) (f)

Figure 11.3: Cilindros con anclaje α = 70°, α = 70° inmersos en un cristal líquido
nemático a diferentes separaciones d. a) 600nm, b) 300nm, c) 180nm, d) 120nm, e)
80nm y f) 40nm. Para distancias cercanas d), e) y f) el sistema presenta disclina-
ciones.

Para el caso {70°, 70°}, Fig. 11.4, el sistema no genera nuevas disclinaciones, a)
y c). Cuando los cilindros están relativamente cerca, a pesar de la corta distancia,
debido a que las orientaciones en el director van en el mismo sentido, entonces no se
generan nuevas singularidades a).
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Figure 11.4: Dos partículas cilíndricas inmersas en un cristal líquido nemático. La
condición de anclaje para las partículas es α = 70° y α = −70°, que se representan
como partículas con diferente intensidad de verde. En este caso, no importa la
distancia a la cual se encuentren los cilindros, no se generan nuevas singularidades,
a) y c). b) y d) Corte transversal que muestra el detalle de los sistemas en a) y c).

Modi�cando el ángulo del anclaje a α = 80°, caso en el cual, el sistema por si
sólo genera dos disclinaciones por partícula intrusa. Observamos, para cilindros con
la misma condición de anclaje α = 80°, Fig. 11.5, que el sistema presenta cuatro
disclinaciones. Sin embargo, estas corresponden a las generadas por cada partícula
en el bulto. Por lo tanto no aparecen nuevas singularidades para distancia cortas a)
d = 40nm como para distancias grandes c) d = 180nm.

El caso {80°,−80°}, Fig. 11.7, es bastante similar al {80°, 80°}. Tenemos dos
disclinaciones por cada partícula en el bulto, y no se generan nuevas de ellas sin
importar que tan cerca estén los cilindros uno de otro, Fig 11.7 a) y c). En b) y d)
se muestra una vista desde arriba donde se puede apreciar con más detalle el campo
del director nemático entre los cilindros.
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Figure 11.5: Dos partículas cilíndricas inmersas en un cristal líquido nematico. Las
partículas tiene la misma condición de anclaje α = 80°. Debido a la condición de
anclaje, los cilindros por sí generan dos disclinaciones cada uno, por lo que para
el sistema de dos se presentan cuatro disclinaciones en total. Independiente de la
distancia relativa entre las partículas no se generan nuevas singularidades a) y c). b)
y d) Corte transversal que muestra el detalle de los sistemas en a) y c).

(a) (b)

(c) (d)

Z
Y

X

Z
Y

X

Figure 11.6: Dos partículas cilíndricas inmersas en un cristal líquido nematico. La
condición de anclaje para las partículas es α = 80° y α = −80°, que se representan
como partículas con diferente intensidad de verde. En este caso, no importa la
distancia a la cual se encuentren los cilindros, no se generan nuevas singularidades,
a) y c). b) y d) Corte transversal que muestra el detalle de los sistemas en a) y c).
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Para cuanti�car esta interacción se calculó el PMF para los cuatro casos ante-
riores, γ(U = 3) = F (d) − F (d = 1µm), Fig. 11.7. El caso {70°, 70°} presenta un
comportamiento peculiar, para d ε (0µm, 0.2µm) γ se incrementa hasta alcanzar un
máximo en aproximadamente d = 0.14µm. En esta región se generan dos disclina-
ciones entre los cilindros. Para d < 0.14µm γ comienza a disminuir hasta alcanzar
valores menores que cero. Por lo que podemos interpretar esta información como un
región de atracción. Para d > 0.2µm, la energía decrece pero con valores positivos de
γ, por lo que esta región es repulsiva. El caso {70°,−70°}, contrario al anterior, γ se
incrementa conforme la distancia entre los cilindros disminuye. Esto nos indica, que
para mantener el sistema en alguno de esos estados será necesario inducirle cierta
energía.

Los casos {80°, 80°} y {80°,−80°} tienen un comportamiento similar. El poten-
cial γ va disminuyendo conforme disminuye la distancia entre los cilindros. Esto nos
indica que no es necesario introducir energía al sistema para que se mantenga en ese
estado, por el contrario, él mismo puede llegar espontáneamente a esas con�gura-
ciones. En estos casos diremos que las partículas se auto-ensamblan para disminuir
la energía generada cuando estás se encuentran a distancias lejanas.

En la Fig. 11.7 b), se muestran los mapas de color de parámetro de orden S
en un corte transversal a los cilindros. Hemos ilustrado tres diferentes distancias:
0.04µm, 0.18µm y 0.60µm, para las cuatro combinaciones de ángulos presentadas.
Los puntos azul intenso representan las singularidades generadas en el sistema. El
caso {70°, 70°}, es interesante, como ya se había mecionado anteriormente. Ya que
grandes distancias d el sistema no presenta ninguna singularidad, mientras que a
distancias cortas aparecen dos disclinaciones entre los cilindros. El caso {70°, 70°} no
presenta disclinaciones a pesar de llevar a las partículas a distancias pequeñas entre
sí. Para los casos {80°, 80°} y {80°,−80°}, el sistema mantiene cuatro disclinanciones
para todas las distancias entre los cilindros.
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Figure 11.7: a) Potencial de fuerza media γ como función de la separación d para
los cuatro casos anteriores. b) Corte transversal a los cilindros para todas las com-
binaciones de anclaje, donde se muestra un mapa de color del parámetro de orden
S, a tres distancias: 0.04µm, 0.18µm y 0.60µm.
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Part V

Conclusiones
En este trabajo hemos realizado un estudio de sistemas de cristal líquido utilizando
dos diferentes tipos de modelado, los cuales nos permiten estudiar diferentes escalas
de longitud y propiedades del sistema. En primer lugar, se hizo una adaptación
del algoritmo MPCD para el estudio de nanocoloides en solventes nemáticos. Y
se decidió estudiar los defectos generados por la inmersión de una y dos partículas
esféricas en un medio de cristal líquido con el �n cotejar la nueva implemetación con
sistemas que ya han sido estudiados por otros métodos así como experimentalmente.

Nuestro método reproduce exitosamente dos defectos tipo anillo que se producen
alrededor de uno y dos coloides en el sistema. Dada la magitud de la longitud de
coherencia nemática estimada para N-MPCD y el tamaño de las partículas intrusas,
los anillos de Saturno son los defectos esperados a aparecer en las simulaciones que se
realizaron. El método resulta bastante exitoso, ya que reproduce el comportamiento
esperado para las estructuras de defectos al variar los diferentes parámetros en el
sistema.

Las ventajas que tiene N-MPCD son su simplicidad y que tiene un caracter basado
en partículas lo cual facilita en gran medida la implementación del acoplamiento �ujo-
orientaciones. Por lo tanto N-MPCD puede ser un potencial método de simulación
para fenómenos que incluyen partículas intrusas en un cristal líquido donde la hidrod-
inámica es importante. Sin embargo, algunas desventajas necesitan ser mencionadas.
En primer lugar, N-MPCD presenta fuertes �uctuaciones en los campos de orienta-
ciones y �ujo, lo cual produce notables deformaciones en las estructuras topológicas.
En sistemas reales de LC, las �uctuaciones térmicas siempre están presentes [81],
sin embargo el efecto en los defectos topológicos no se espera ser tan grande [82]. En
segundo lugar, resulta di�cil comparar los resultados de las simulaciones con resulta-
dos físicos reales. Estas dos desventajas provienen de la naturaleza estocástica y de
coarse-grained del método MPCD en sí. Por lo que para sobrepasar estos obstácu-
los es necesario desarrollar aproximaciones multi-escala más so�sticadas, las cuales
quedan pendientes para trabajos futuros.

Posteriormete se realizaron simulaciones basadas en Modelo Continuo. A diferen-
cia del método anterior este tipo de simulaciones permite alcanzar escalas macroscópi-
cas, sin embargo, debido a la naturaleza del método no es posible introducir �uctua-
ciones en el sistema. En este caso introdujimos partículas de tamaño coloidal con
forma cilíndrica en un medio de LC, estudiamos los casos para uno y dos cilindros. La
partícula cilíndrica se decoró con un anclaje planar unidireccional caracterizado por
un ángulo de inclinación respecto al eje Z (mismo que corresponde con el eje princi-
pal de simetría de las partículas). Se exploraron los valores del ángulo α ∈ [0°, 90°]
en intervalos de ∆α = 5°. Los resultados en el caso de un cilindro mostraron dos
estados distintos, un estado con deformaciones suaves mayoritariamente twist y otro
con disclinaciones. El parámetro que de�ne la transición entre estos dos estados
es α. El cual varía dependiendo del grado de orden orientacional del crital líquido
nemático, determinado por el valor de U . Así se encontró un ángulo crítico, α∗,
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para el cual el sistema pasa de un estado con una deformación suave a un estado
con dos disclinaciones diametralmente opuestas a lo largo del eje del cilindro. Así,
α∗ ' 71°, 75° y 82° para U=2.8, 3 y 5 respectivamente.

Para el caso de dos cilindros, utilizando los resultados del caso anterior decidi-
mos estudia la siguiente combinación de ángulos para el anclaje de las partículas:
{70°, 70°}, {70°,−70°}, {80°, 80°} y {80°,−80°}. El caso {70°, 70°} presenta un com-
portamiento peculiar, para d < 0.14µm el sistema genera dos defectos lineales entre
las partículas. Para d > 0.14µm, sólo se observan deformaciones suaves alrededor
de los cilindros. El caso {70°,−70°}, contrario al anterior, no presenta disclinaciones
al variar la distancia relativa entre las partículas. Estos resultados también se ven
re�ejados en el PMF calculado al variar la distancia entre cilindros, el cual muestra
un incremento del potencial al ir acercando las partículas hasta una distancia crítica
d = 0.14µm donde se presenta un máximo. Por lo que, al disminuir aún más d el
potencial empieza a disminuir también. Los casos {80°, 80°} y {80°,−80°} tienen
un comportamiento similar entre ellos. En primer lugar no se generan nuevas sin-
gularidades al variar la distancia d. Y en segundo lugar se observa que el PMF va
disminuyendo conforme disminuye d. Esto nos indica que no es necesario introducir
energía al sistema para que se mantenga en ese estado, por el contrario, él mismo
puede llegar espontáneamente a esas con�guraciones. En estos casos diremos que
las partículas se auto-ensamblan para disminuir la energía generada cuando estás se
encuentran a distancias lejanas.

Como continuación a este trabajo, estudiaremos el efecto de cambiar el tamaño de
los cilindros y además el caso de 4 partículas inmersas en el cristal líquido nemático.

Finalmente, se realizó un nueva implementación para las simulaciones en el con-
tinuo. Diferencias �nitas es un método numérico generalmete utilizado para la res-
olución de las ecuaciones diferenciales en este tipo de simulaciones. Para el cálculo
de las derivadas se utiliza comúnmente un distribución de la malla tipo simple cúbica
(SC). En este trabajo se propuso cambiar este mallado a un cúbico centrado en las
caras (FCC). Con una distribución SC, el cálculo de las derivadas se realiza utilizando
7 puntos (6 vecinos y el punto en el cual se evalúa la derivada) mientras que con
un FCC este cálculo se puede realizar con 12 vecinos más el puto de referencia, 13
puntos en total. Los objetivos de este cambio en el mallado fueron: en primer lugar,
al tener más puntos se puede disminuir el error asociado al utilizar diferencias �nitas,
lo que lleva a una mejor aproximación de las energías del sistema. En segundo lugar,
debido al número de puntos y además a la distribución de los mismo, se puede hacer
una mejor aproximación de super�cies curvas.

Para cuanti�car la diferencia entre estos dos mallados, estudiamos dos sistemas
de cristal líquido: las fases azules y la celda híbrida. Estos sistemas están muy bien
reportados en al bibliografía, por lo que son una buena referencia para nuestro análi-
sis. En ambos casos obtuvimos una disminución de la energía utilizando un mallado
FCC en comparación con el SC. Dependiendo del sistema encontramos diferencias
entre 15kBT y hasta 150kBT . Pudiendo así asegurar una mayor e�ciencia en el
método de diferencias �nitas utilizando una distribución de puntos tipo FCC.

Como se ha mencianado, en sistemas de cristal líquido algunos procesos operan a
diferentes escalas de longitud. Como es la interación de anclaje entre una super�cie
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y las moléculas de cristal líquido que ocurre a una escala nanométrica, mientras
que la implementación de �ujo y la relajación en las orientaciones se llevan a cabo
a escalas mesoscópicas o macroscópicas. Es por ello que el uso de diferentes tipos
de simulaciones para el estudio de estos sistemas permite complementar entre si
los resultados obtenidos. En este trabajo se presentaron dos tipos diferentes de
modelado. Mientras el método N-MPCD permite incluir �uctuaciones y además
por su construcción reproduce las propiedades hidrodinámicas del medio nemátio, el
método de Modelo Continuo permite estudiar sistemas de escalas de longitud mucho
mayores de hasta del orden de micras.
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A Diferencias �nitas

Diferencias �nitas es un método que aproxima las soluciones de ecuaciones diferen-
ciales [83].

Figure A.1: Esquema de diferencias �nitas: diferencia progresiva, regresiva y cen-
trada.

Sea una función u(x), desarrollemos en serie de Taylor alrededor del punto xi.

u(x) = u(xi) + (x− xi)u′(x)|xi +
(x− xi)2

2!
u′′(x)|xi + ... (A.1)

La aproximación de la primera deriva se puede realizar de diferentes formas. Una
de ellas es diferencias progresivas, en la cual se utilizan dos puntos xi y xi + ∆x.
Se puede utilizar −∆x en lugar de ∆x, diferencias regresivas. Otra aproximación es
diferencias �nitas centradas, en la cual se utilizan tres puntos xi, xi + ∆x y xi−∆x.
Desarrollaremos esta última aproximación.

Tomemos el desarrollo de la Ec. A.1 para x = xi + ∆x y para x = xi −∆x,

u(xi + ∆x) = u(xi) + (∆x)u′(xi) +
(∆x)2

2!
u′′(xi) + ... (A.2)

y

u(xi −∆x) = u(xi) + (−∆x)u′(xi) +
(−∆x)2

2!
u′′(xi) + ... (A.3)

Restando las dos ecuaciones anteriores tenemos

u(xi + ∆x)− u(xi −∆x) = 2∆xu′(xi) +
(∆x)3

3!
(u′′′(xi)) + ...,

los términos pares se anulan. Truncando la expresión y despejando u′(xi), obtenemos

u′(xi) =
u(xi + ∆x)− u(xi −∆x)

2∆x
+O(∆x2),

donde O(∆x2) es el error de truncamiento local.
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Finalmente se puede simpli�car la notación de la siguiente manera

u′(xi) =
ui+1 − ui−1

2∆x
. (A.4)

La aproximación de diferencias �nitas se puede hacer utilizando varios puntos. Sin
embargo, a pesar de tener mayor precisión esto genera un mayor costo computacional.

De manera análoga se puede obtener una aproximación para la segunda deriva,
usando diferencias �nitas centradas

u′′(xi) =
ui−1 − 2ui + ui+1

(∆x)2
.

Si u es una función de u = u(x, y, z), se puede construir el laplaciano, ∆(u) =
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

, de la siguiente manera

∆(u) =
ui−1,j,k + ui+1,j,kui,j−1,k + ui,j−1,k + ui,j,k−1 + ui,j,k+1 − 6ui,j,k

h2
, (A.5)

donde el índice i indica la variación en x, j la variación en y y k la variación en z.
Considerando además que ∆x = ∆y = ∆z = h.
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