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Introducciéon

En una superficie orientable S inmersa en R3, la variacion de su apli-
cacion de Gauss nos da informacion fundamental sobre su disposicion
en el espacio. Si denotamos a la aplicacion de Gauss por N : S — S2,
entonces podemos escribir a la curvatura de Gauss y a la curvatura
media en un punto p € S en términos del endomorfismo dA como

K(p) =det (dN), y H(p)= —%traza (dN),.

La aplicaciéon de Gauss también aporta informacion mas sofisticada.
N satisface la ecuacion

AN = —grad(H) — ||II|]* N,

donde 11 es la segunda forma fundamental de S. En particular, S tiene
curvatura media constante si y solo si Ay su Laplaciano son multiplos
escalares; esta ultima condicion es equivalente a que la aplicacion de
Gauss sea armoénica. Resumimos ésto en un teorema debido a Ruh-

Vilms [20]:

Teorema (Ruh-Vilms). Una superficie en R? tiene curvatura me-
dia constante si y s6lo si su aplicacion de Gauss es armonica.

La aplicacion de Gauss induce una forma diferencial cuadratica que
en el caso de S C R? coincide con la diferencial de Hopf, la complejifica-
cién de la componente de traza cero de la segunda forma fundamental.
Esta diferencial es la herramienta principal que se usa para demostrar
el teorema de Hopf, que caracteriza a las superficies de curvatura media
constante en R3.

Teorema (Hopf). Las tnicas superficies compactas de género cero
inmersas en R3 con curvatura media constante son las esferas.

En la prueba de este teorema, una propiedad especifica de la dife-
rencial de Hopf es especialmente 1til: ésta es holoforma si y soélo si la
superficie en la que esta definida tiene curvatura media constante. En
el articulo [1], Abresch y Rosenberg extendieron el teorema de Hopf
a superficies inmersas en S? x R y H? x R. Para ello, definieron una
forma diferencial cuadratica Q la cual también sélo es holomorfa en
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superficies de curvatura media constante. Si A denota a la diferencial
de Hopf, Q esta definida en una superficie S de S? x R o H? x R por

Q=2HA-T yv Q=2HA+T

respectivamente, donde
T = 2h, dz*

en una parametrizacion
(f,h):UcCC—S;

es decir, f toma valores en S? o en H?, y h estd valuada en los reales.

En esta tesis seguimos el trabajo de Ramos [18| para extender la de-
finicion de la aplicacion de Gauss a hipersuperficies inmersas en espacios
simétricos. Después, usamos nuestra nueva definicién de la aplicacion
de Gauss para extender el teorema de Ruh-Vilms a espacios simétricos.

Introducimos una forma diferencial cuadratica que induce nuestra
nueva aplicacion de Gauss en superficies. Para superficies en S? y H?,
mostramos que esta diferencial cuadrética difiere de la diferencial de
Hopf por un factor escalar. En superficies de S? x R y H? x R, vemos
que la forma inducida coincide con la diferencial de Abresch-Rosenberg.

Estudiaremos a los espacios simétricos como espacios cociente de
grupos de Lie G/H, dotados ademéas de una involucion distinguida.
Para ello, en el capitulo de Conceptos preliminares repasamos he-
chos fundamentales sobre espacios homogéneos. El objetivo principal
de este trabajo es aprovechar la estructura algebraica de los espacios
simétricos para introducir a la aplicacion de Gauss de manera natural;
por ésto, también estudiamos haces principales y sus haces asociados.

En el capitulo de Espacios simétricos desarrollamos resultados
sobre la estructura y geometria de estos espacios; los usaremos para
probar los teoremas principales de este trabajo. Ponemos especial én-
fasis en definir a la conexién canénica de un espacio simétrico y en dar
una descripcion del haz tangente que nos permita definir a la aplicacién
de Gauss de manera directa.

Usaremos hechos del capitulo de Diferencial de Hopf cuando de-
finamos a la forma diferencial cuadratica inducida por la aplicaciéon de
Gauss. Aqui también es donde probamos el teorema de Hopf.

El siguiente capitulo, Mapeos armoénicos entre variedades, se
ocupa puramente de teoria. Naturalmente, damos resultados particula-
res sobre transformaciones armoénicas que toman valores en esferas de
espacios euclidianos.

En el capitulo de Aplicacion de Gauss en espacios simétri-
cos extendemos finalmente la definiciéon de este mapeo. Reservamos los
resultados principales de esta tesis para los tltimos dos capitulos: en
el capitulo de Armonicidad de la aplicaciéon de Gauss establece-
mos un resultado analogo al teorema de Ruh-Vilms en el contexto de
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los espacios simétricos; en el tltimo capitulo, Formas diferenciales
cuadraticas, estudiamos la forma diferencial cuadratica que induce la
aplicacion de Gauss en superficies de espacios simétricos particulares.



Capitulo 1

Conceptos preliminares

1.1. Grupos de Lie

En esta seccion damos un breve repaso de hechos elementales sobre
los grupos de Lie. Describimos a la representacion adjunta de grupos
de Lie lineales y también introducimos a la forma de Maurer-Cartan.

Un grupo de Lie es un grupo G dotado de una estructura de variedad
diferenciable respecto a la cual los mapeos

GxG—=d G—d
(g.h)—gh °  grrg

(1.1)

son suaves.

Para g € G, Ly, : G — G representa la multiplicacion izquierda
por g, L,(h) = gh. Analogamente, escribimos R, : G — G para la
multiplicaciéon derecha por g. Decimos que un campo vectorial X &
['(T'G) es invariante por la izquierda si L, X = X para toda g € G.
Al espacio de los campos invariantes por la izquierda lo denotamos por
I'Y(G). Tenemos que si X,Y € I'Y(G), entonces [X, Y] € I'H(G).

Escribimos al espacio tangente a GG en la identidad como g. La trans-
formacion

v g—THG)
v XY,

donde X"(g) = (L,).v, es un isomorfismo que nos permite inducir una
estructura de algebra de Lie en g.

Esta correspondencia entre I'*(G) y g también nos permite definir
al mapeo exponencial de G. Usamos ¢" para denotar a la curva integral
por la identidad en G del campo vectorial X" ; es decir, " satisface

que
d
E@”:X”o@” y ¢’(0)=e€q.
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Los campos invariantes por la izquierda en G son completos |14, Teore-
ma 7.72]. La transformacion exp : g — G definida por exp(v) = ¢"(1)
es llamada el mapeo exponencial de G.

Para g € G, la conjugacion por g es el mapeo Cy : G — G dado
por Cy(h) = ghg™'. Designamos por Ad, a la aplicacion tangente de
C, en la identidad. Al ser Cj; una transformacion invertible que fija a

la identidad de G, Ad, es un isomorfismo de g. El morfismo de grupos
de Lie

Ad: G — GL(g)
g— Ad,

es llamado la representacion adjunta de G.
Para un grupo de Lie lineal G C GL(n, R), identificamos a g con un
subespacio de gl(n,R). En este caso, las propiedades de la exponencial

de matrices determinan a la representacion adjunta de G; ésto es, para
Ue€glin,R) y Ve GL(n,R),

d
AdyU=—| Voexp(tU)oV!
dt|,_,
= —| exp(tVoUoV H)=VolUoVL
dt|,_,

La version infinitesimal de Ad es llamada la representacion adjunta
de g; ésta es la aplicacion tangente de Ad en la identidad. Denotamos
a esta transformacion por ad, y se cumple que

ad: g — End(g)
v +— ad(v),

donde

ad(v): g—g

w = v, w.

Dado cualquier grupo de Lie G contamos con una g-forma diferencial
distinguida. Para cada g € G, definimos wq(g) : T,G — g por

we(g)(v) == Ly-1,v.

A w¢ se le conoce como la forma de Maurer-Cartan de G. Esta nos
permite construir una trivializacion sencilla del haz tangente de G:

TG —-Gxg
Xg = <g7wG(Xg)>7

con X € I'(T'G).
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1.2. Espacios homogéneos

Todos los espacios simétricos son en particular espacios homogé-
neos. Por ello, a continuaciéon enunciamos resultados elementales sobre
los espacios homogéneos. Nuestra referencia principal es el libro de Ar-
vanitoyeorgos [2].

Dado un grupo de Lie G y un subgrupo cerrado H, denotamos
G/H = {gH; g € G}, y escribimos 7 : G — G/H para el mapeo
7(g) = gH. Entonces existe una tnica estructura diferenciable en G/H
que hace de este conjunto una variedad y de la proyecciéon 7 una submer-
sion |2, Proposicion 4.1]. En este caso decimos que G/H es un espacio
homogéneo.

Una manera estandar de construir espacios cociente de este estilo
usa las acciones de grupos de Lie.

Decimos que una acciéon de un grupo de Lie G en una variedad M
es transitiva si la 6rbita de un punto cualquiera es todo M. Por otra
parte, la accion es libre si para todo v € M y g € G, gx # x si g # e.

Dada una accién transitiva de G en M, si H denota al subgrupo de
isotropia de un punto x € M,

H :={g € G; g =z},

tenemos que H es un subgrupo cerrado de G y por tanto que G/H es
un espacio homogéneo. Mas atin, en este caso el mapeo gH +— gz define
un difeomorfismo de G/H en M |2, Proposicién 4.2].

1.3. Haces principales y asociados

1.3.1. Haces principales

En esta seccién repasamos ideas basicas sobre haces principales.
Entre los conceptos que revisamos resalta el de forma de conexion.

Sea H un grupo de Lie. Dadas variedades diferenciables M y P, un
H-haz principal de espacio total P y espacio base M consta de una
submersion m: P — M y de una accion de H en P que satisfacen que

i) H actua libremente en P por la derecha;

ii) para todop € Py h € H, n(ph) = 7(p);

iii) dado x € M, existe una vecindad U de z y un difeomorfismo
o: 7N U)—-UxH

de la forma ¢(p) = (7(p), ¥ (p)), con

p(ph) = (7(p), ¥(p)h)
para toda h € H.
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La condicion ii) nos permite identificar las fibras sobre puntos en
M con o6rbitas de la accion de H en P; puntualmente, dados x € M y
p € P tal que 7(p) = x, se cumple que 7~ {z} = pH.

En un espacio homogéneo G/H, H actia libremente por multipli-
cacion derecha en G, y por definicion G/H es el cociente de G por la
relacion de equivalencia que define esta accion. Si 7w : G — G/H denota
la proyeccion natural, dado = € G/ H existe una vecindad U de x en la
cual esté definida una secciéon local 7 : U — G de la submersion 7. Al
considerar la trivializacion local

¢: UxH— U}
(u,h) — 7(u)h

que induce la seccion 7, se observa que m : G — G/H es un H-haz
principal asociado al espacio homogéneo G/ H.

En un haz principal el transporte paralelo se define con base en una
conexion de Ehresmann. Para introducir a estas conexiones, definimos
primero a campos vectoriales distinguidos del espacio total.

Consideremos un H-haz principal 7 : P — M. Parav e b :=T,H,
definimos al campo vectorial de P

) d
op) = | plexptv),  pe P
t=0

el campo vectorial generado por el flujo 0(t,p) = p(exptv). Decimos
que ¥ es el campo vectorial fundamental que le corresponde a v € b.
Definimos al espacio de vectores verticales en p € P por V, :=
ker , C T,,P. El subhaz de T'P de vectores verticales es entonces V :=
UpepVp-
Una forma de conexiéon en el haz es una h-forma diferencial w en P
que cumple

i) w(0) = v para todo v € b;
ii) R,"w = Ady-1 ow para todo h € H,

donde Ry : P — P es la transformacion p — ph.

Si w es una forma de conexion, la condicion i) implica que para todo
p € P, el mapeo w(p) : T,P — b es sobreyectivo. Esto nos dice que su
kernel, H, := kerw(p), es un subespacio de 7,,P de la misma dimension
que M.

Decimos que v € T, P es un vector horizontal si v € H,, y llamamos
la distribucién horizontal al subhaz H =: Up,cpH,. Esta distribucion
satisface propiedades andlogas a la forma que la induce:

(i) T,P =H, @V, para todo p € P;
(i) Rp«(H,) = Hpn paratodop € Py h € H.
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Dotados de una forma de conexion, dado p € P, cada vector v € T,P
admite una descomposicién tnica en sus componentes en H, y V,; ésto
nos permite definir a las proyecciones py, : T,P — H, ypy : T,P — V).

Por otro lado, como 7, : ‘H, — T, M es un isomorfismo para cada
p € P, dado un campo vectorial X en M existe un campo vectorial X
en P tal que X¥ es horizontal en cada punto de P y ademas satisface

T X" = X. (1.2)

En este caso decimos que X es el levantamiento horizontal de X.

Nota. La ecuacion (1.2) implica que los campos X y X estan 7-
relacionados. En particular, si Y es otro campo de M, lo anterior sig-
nifica que

X7 Y] = [X,Y]. (1.3)

Para cerrar este apartado, destacamos que en un H-haz G — G/H
contamos con una forma de conexién canodnica, la forma de Maurer-
Cartan en G seguida de la proyeccion en bh:

TG =295 g 2y,

1.3.2. Haces asociados

Dado un H-haz principal, podemos definir haces vectoriales asocia-
dos usando acciones de Lie del grupo H. Més adelante, la lectura del haz
tangente de un espacio simétrico como un haz asociado nos permitira
definir a la aplicacion de Gauss de manera natural.

Sea m : P — M un H-haz principal. Dada una acciéon izquierda
de H en una variedad S, podemos definir a la accién derecha de H en

PxS
((p,5), h) = (ph, h™"s), (1.4)

conp € P, se€ S, yh € H. En lo que resta escribimos [p, s| para
denotar a la clase de equivalencia de (p, s) con respecto de esta accion.
Si denotamos al espacio de orbitas de la accion (1.4) por Px g5, éste
tiene una estructura tunica de variedad diferenciable tal que el mapeo
cociente ¢ : P x S — P Xy S es una submersion.
Mas atn, existe una proyecciéon 7 definida por el diagrama conmu-
tativo

P xS P XHS
or, ‘ﬁ (L.5)
P i M

de manera que 7 : P xyg S — M sea un haz de fibra tipica S |16,
pag. 215|.
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Ahora nos centramos en haces asociados a un H-haz principal 7 :
G — G/H. Notamos que una representacion de G en un espacio vecto-

rial V,
p: G— GL(V),
induce a la acciéon izquierda de G en V' dada por
lg: GxV =V
(g,v) = plg)v.

lg se restringe de manera obvia a una accién izquierda de H en V'

lg(h,v) == p(h)v,

y por lo tanto define a un haz vectorial G Xy V asociado al haz prin-
cipal 7 : G — G/H. El hecho de poder extender la accion [y por la
accion lg nos permite construir una equivalencia de haces vectoriales
que resultara util para interpretar a nuestra nueva aplicacion de Gauss.

Proposicion 1.1. G xg V' es equivalente al haz trivial G/H x V.

Demostracion. Definimos a la transformacion
' GxygV —>G/HXV
9. v] = (9H, p(g)v).
Para ver que el mapeo esta bien definido, basta verificar que no

depende del representante en la clase de equivalencia; ésto se sigue de
las propiedades de la accion p:

L([gh, p(h~1)0]) = (ghH, p(gh)p(h~")v) = (gH, p(g)v) = T([g,v]).

Por otra parte, del diagrama (1.5), vemos que

(1.6)

ﬁ([gﬂﬂ]) = <7T © prl)((.ga w)) = gH7
de donde se sigue que el diagrama

GXHV L G/HXV

\ pry

G/H

es conmutativo. Para terminar, notamos que, restringido a una fibra
7 H{gH}, T es el isomorfismo p(g) en V. O

Nota. La representacion adjunta de G

Ad: G — GL(g)
g — Ad,

induce al haz vectorial asociado 7 : G Xy g — G/H. Por la proposicion
anterior, este haz es equivalente al haz trivial G/H X g.



Capitulo 2

Espacios simétricos

Nuestra lectura del haz tangente de un espacio simétrico viene del
libro de Sharpe [21]. El resto de nuestro desarrollo sigue la presentacion
del libro de Kobayashi y Nomizu [13].

Sea G un grupo de Lie conexo. Dado ¢ : G — G un automorfismo
involutivo en GG, denotamos al subgrupo de los elementos fijados por o
como

K = Fiz(o) = {g € G; o(9) = g},
y a la componente conexa de K que contiene a la identidad de G por
K°. Decimos entonces que la tripleta (G, H, o) es un espacio simétrico
si H es un subgrupo cerrado de G' que satisface
K°CcHCK.
Dada una tripleta simétrica (G, H, o) con frecuencia nos referimos
al espacio homogéneo GG/H como un espacio simétrico.

Nota. Por su lectura de espacio homogéneo, un espacio simétrico (G, H, o)
tiene asociado de manera natural al H-haz principal

T G—G/H
g— gH.

A manera de ejemplos, consideramos los espacios simétricos en don-
de describiremos a mayor detalle la aplicacion de Gauss.

Ejemplo 2.1. El espacio euclidiano R es el espacio homogéneo R"/{0}.
Si consideramos la involuciéon = — —uz, trivialmente se satisface que
K° Cc {0} C K.

FEjemplo 2.2. El grupo de Lie

actia transitivamente en S™ por la accion

O(n+1)xS" =S, (A z)— Az.

10
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Si e, ..., e,41 denota la base canénica de R™™! el subgrupo de
isotropia de e; es el conjunto de todas las matrices de la forma

(ég), B € O(n).

Al recordar la Seccion 1.2, vemos que todo lo anterior significa que

¢: O(n+1)/0(n)—S"
AO(n) — Aey

es un difeomorfismo. Exhibimos la simetria de S™
s1(x) = —x + 2(x, eq)eq,

la reflexion con respecto de la linea Re; en R™™!. La involuciéon de
O(n + 1) definida por
o(A) =35 As !

satisface que K° € O(n) C K.
Ejemplo 2.3. Con respecto del producto escalar de Lorentz en R*+!,

n+1
(T, y) = —z1p1 + Zifiyi,
=2

escribimos al espacio hiperbolico n-dimensional como
H" = {z € R""; (x,2) = —1, 21 > 0}.

Dotado de la métrica (, ), éste es una variedad riemanniana de cur-
vatura seccional constante -1.
El subgrupo matricial ortogonal asociado a (, ),

O(lan) = {A € Mn+1(R)a V$ay € Rn+17 <A$,Ay> = <$,y>},

actiia de manera transitiva en H". El subgrupo de isotropia de e; nue-
vamente se identifica con O(n), y vemos asi al espacio hiperbélico n-
dimensional como el cociente O(1,n)/O(n).

En este caso la reflexion lorentziana en la linea Req,

So(x) = —x + 2(x, e1)eq,

define a la involucién A +— sy As,™ !, la cual muestra que H" es un
espacio simétrico.
Ejemplo 2.4. O(n + 1) x R define a la accion transitiva en el espacio
S™ x R dada por

(A, s) x (x,t) — (Az,t + s),
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para (A,s) € O(n+1) xRy (z,t) € S" x R.
El subgrupo de isotropia de (e1,0) es isomorfo a O(n) x {0}, y la
involucién

(A, s) — (s1 As —$)

satisface que K° C O(n) x {0} € K. Por lo anterior, S* x R es un
espacio simétrico.

Ejemplo 2.5. De manera analoga al caso anterior, la involucién
(A, 5) = (sg Asy™t, —5)

exhibe a H" x R como el espacio simétrico G/H, con G = O(1,n) x R
y H = 0O(n) x {0}.

2.6. El haz tangente de un espacio simétrico

Si G/H es un espacio simétrico de involucién o : G — G, podemos
descomponer al algebra de Lie g en términos de los eigenespacios de
(04)e. Sim denota el eigenespacio que le corresponde al valor propio -1
entonces

g=bh+m

es llamada la descomposicion canoénica de g. Se satisfacen las relaciones

[b? h] C ha [b?m] cm, y [m, m] C b

Es cierto ademas que el espacio m es invariante por la representacion
adjunta de G en elementos de H; ésto es

Adj(m) C m,

para aquellos h € H [13, pag. 226]. Podemos entonces considerar al
haz asociado G Xy m del H-haz principal G' con respecto a la accion
izquierda de H en m dada por (h,w) — Ad, w. Este haz nos ofrece una
caracterizacion especial del haz tangente del espacio G/H.

Proposicion 2.1. El haz tangente del espacio simétrico M := G/H,
p:TM — M, es el haz vectorial m: G xgm — M.

Demostracion. Definimos al mapeo

p: Gxgm—TM
9,0] > (7(9). 7. Lg,0). (21)

En un ligero abuso de notacion, escribimos g : M — M para refe-
rirnos al difeomorfismo ¢’H +— g¢'H. Entonces (mo L,)(¢') = g¢'H =
(g om)(¢’); en particular, ésto significa que se satisface la igualdad

e Ly = g, g € G. (2.2)
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Notamos ahora que para v € b, tenemos Ly v € T,(gH) C kerm,.
Ademas,
¢lgh, Adp-1v] = (7(gh), 7 Lgn Adp-10)
(W(g)7W*Lg*Rh*U>
= (7(9), g«(TRn).v) = ¢[g, 7],

donde usamos tanto la ecuacion (2.2), como el hecho de que mo Ry, = 7
para h € H. Por todo lo anterior, ¢ es un mapeo cociente bien definido.
Para terminar, observamos que

pelg,v] = n(g) = 7pr, (9,v) = 7[g,v],

y que @‘ﬁq{ﬂ(g)} :m — Try)M es el isomorfismo v — m, Ly v.
O

Dado x € M, ¢ sugiere que podemos establecer una correspondencia
estandar entre los vectores en m y T, M. Supongamos que v € M y
g € G son tales que z = 7(g), y consideremos el siguiente diagrama:

WH

Tg(gH) b
7,6 —2¢ . g (2.3)
T PH
©
T, M ! om

En este diagrama denotamos por py a la proyeccion horizontal de
g en m. Las columnas describen secuencias exactas, y los primeros dos
renglones son isomorfismos, por lo que existe un isomorfismo ¢, que
hace que el diagrama conmute.

En general, si escogemos otro punto en G sobre z, digamos gh, en-
tonces obtendremos un isomorfismo distinto, ¢4, : T, M — m. En cierto
sentido, la siguiente proposicién nos permitira subsanar este defecto.

Proposicion 2.2. Para cada punto g € G tal que w(g) = x existe un
isomorfismo pg 1 Ty M — m. Estas transformaciones satisfacen que

©gh = Adp-190,. (2.4)

Demostracion. Ya probamos la existencia de tales isomorfismos, s6lo
nos resta mostrar la validez de la ecuacion (2.4).
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Como mo R, = m para h € H y m es una submersion, si v €
T, M podemos escribir v = 7y u = T gn(Rpeu) para algin v € T,G.
Entonces,

Pgh (V) = Qgh (Tagh Rns 1)
= pH(wG(Rh* U),

en donde la relacion gy, 7, = py wg proviene del diagrama conmutativo
(2.3).

Recordamos ahora que R} wg = Adj,-1we, y que m es Adg-invariante,
para llegar a la igualdad

Pgn(v) = Adp-1py(we(u))
= Adp-19p (g (u)) = Adp-104(v).

]

El isomorfismo de haces ¢ de (2.1) nos permite definir una conexion
distinguida en M. Sea o : TG — b la proyeccion de la forma de Maurer-
Cartan de G en h. Localmente, escribimos a un campo vectorial Z en
M como

Z = [572]7

donde s : M D U — G es una seccion local del haz principal 7 : G —
M,y Z es una funcién definida en U y valuada en m. Con esta notacion,
definimos a la derivada covariante canénica por

ViZ = [s,0xZ + ad(s"a(X))(Z)]. (2.5)

Esta derivada covariante es aquella que induce la forma de conexiéon
a: TG — b en el haz asociado a G Xy m.

2.7. Espacios simétricos riemannianos

La derivada covariante que definimos en la ecuacion (2.5) tam-
bién coincide con la conexion de Levi-Civita de cualquier métrica G-
invariante en M [13, Teorema 3.3]. Es comun producir a tal métrica
como el descenso de una métrica en GG que sea invariante por traslacio-
nes izquierdas.

En este caso, la métrica en M esta definida de manera que la accidon
natural de G en M,

(91,92H) — g192H,

sea una isometria, y que el mapeo

: Hg — Tw(g)M, g € G,

W*‘Hg

sea una isometria lineal.
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En los espacios simétricos G/H que consideraremos, la métrica en
G seré inducida por un mapeo distinguido de g: la forma de Killing.
Para un grupo de Lie G, definimos a la forma de Killing en g por
B: gxg—R
(X,)Y) = tr(ad X ocadY);
ésta es claramente bilineal y simétrica.

Decimos que una transformacion « : g — g es un automorfismo de
Lie en g si es un isomorfismo que ademés satisface

kX, kY] = k[X,Y]

para todo X,Y € g.
Si k es un automorfismo de Lie, entonces

ad (kX)(Y) = [kX,Y] = k[ X, kY] = (koad X o s 1)(Y),
y tenemos
B(kX,rkY)=tr(koad X oadY ox™') = B(X,Y).

Lo anterior significa que B es invariante bajo automorfismos de Lie.
Como en particular, dado g € G, la representacion adjunta Ad, es
un automorfismo de Lie, concluimos que la forma de Killing es Ad-
invariante.

Necesitaremos de una propiedad mas de la forma B. Aunque tedio-
sa, la demostracion de la siguiente proposicion es mecanica. Se puede
consultar una prueba en el libro |2, Proposicion 2.10].

Proposicion 2.3. Sea B la forma de Killing de un dlgebra de Lie g.
Entonces para todo Z € g, adZ es anti-simétrica con respecto de B; es
decir, para X,Y € g,

B(adZ(X),Y)=—-B(X,adZ(Y)).
Nota. Podemos reescribir la ecuaciéon anterior como
B([X,Z],Y) = B(X,[Z,Y)).
Usaremos esta igualdad cuando consideremos la forma diferencial cua-
dratica inducida por la aplicacion de Gauss.
2.8. Curvatura

El isomorfismo 7, : TG — T(G/H) nos permitira escribir al endo-
morfismo de curvatura en G/H en términos del corchete de Lie en g;
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aprovecharemos este hecho cuando estudiemos la diferencial de nuestra
nueva aplicaciéon de Gauss.

En un espacio simétrico G/H, un vector X € g define al campo
vectorial X* determinado por

. d
X(P):E

(e )(9)]

t=0
parap € G/H.
Proposicion 2.4. X* es un campo vectorial de Killing en G/H.

Demostracion. Recordemos que un campo vectorial es de Killing si y
solo si sus grupos uni-paramétricos locales asociados consisten de iso-
metrias. Sabemos que la accion izquierda de G en G/H define una
isometrfa. Esto significa que para todo t fijo, el flujo de X*,

p > (exptX)(p),
preserva la métrica; entonces la proposicion se sigue de inmediato. [

Notemos ahora que si g € G es tal que p = 7(g), entonces

(exptX)(p) = 7(Lexprx (9)) = m(Ry(exptX)),

y por tanto, tenemos
X*(p) =m Ry, X. (2.6)

Es decir, el campo de Killing X* es la imagen por 7, : TG — T(G/H)
del campo invariante por la derecha de G inducido por X.

La siguiente proposiciéon nos ayudara a hacer calculos en el espacio
simétrico G/H. Una demostracion de ésta se encuentra en el libro [13],
en el contexto mas general de los espacios homogéneos. En lo que sigue,
denotaremos py := eH € G/H.

Proposicion 2.5. Sea G/H un espacio simétrico. Con respecto de la
conexion candnica en G/H, se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Para X € m, el transporte paralelo a lo largo de la curva m(exptX)
coincide con la diferencial de la tranformacion

p— (exptX)p, peG/H.

2. Para cada X € m, m(exptX) es una geodésica por el punto py.

Atn necesitamos de otro resultado preliminar para calcular la ex-
presion del endomorfismo de curvatura en los espacios simétricos.

Proposicion 2.6. Sea G/H un espacio simétrico. Entonces se satisfa-
cen las propiedades siguientes:
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1. V,X*(po) = 0 para todo X € m, v € T, (G/H);
2. X*(po) =0 para todo X € b.
Demostracion. Sea X € m, y sea 7 : (—¢€,¢) — M una curva tal que

7' (0) = v, entonces

VX" (p) = V g = (exp £X)(s)

2
9s

Q>|Q>S£|Q;

\Y
Va o-(exptX)n(s) =0,

pues por la Proposicion 2.5, %(exp tX)7y(s) es un campo vectorial pa-
ralelo sobre 7(exptX).

Supongamos ahora que X € b; se sigue que

X*(po) - %

(exp tX )po
t=0

Como el mapeo exponencial en ) es la restriccion de la exponencial en
g, exptX € H, y por tanto

d

X*(po) = —

=0.
dt Do

t=0

]

Llegamos al resultado principal de esta secciéon. Notamos que la
siguiente proposicion solamente describe explicitamente al tensor de
curvatura en G/H para vectores en 1,,(G/H).

Proposicion 2.7. El tensor de curvatura de G/H satisface
RPO(X*7Y*)Z* = _HX*JY*]’Z*](])O)' (27)

Demostracion. Para V' € m, consideremos la geodésica c(t) := w(exp tV').
Tenemos

V*(c(t)) = % . (exp sV)(m(exptV))
% By 7((exp sV)(exptV)) (2.8)
= % Szoﬂ(exp (s+1)V)=c(1).

Si tomamos X € m, X* es un campo de Killing, y por lo tanto es
también un campo de Jacobi a lo largo de c. Por el desarrollo en (2.8),
podemos escribir la ecuacién de Jacobi correspondiente como

V-V X* + R(X* V)V* = 0.
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Para Y, Z € m, si sustituimos V' =Y + Z en la expresion anterior,
llegamos a que

VyVz: X"+ VuVy: X"+ RX" Y Z"+ RX", Z)Y* =0.
Se sigue por la identidad de Bianchi que
Vy:iVz: X"+ VuVy: X"+ 2R(X" Y Z"+ RY", Z5) X" =0. (2.9)
Ahora recordemos la igualdad
R(Y*, Z*)X* = Vy: V2 X" =V Vy X" = Vy 7z X7 (2.10)

como [Y*, Z*| = —[Y, Z]* |8, Proposicion D.16], y [Y, Z] € b, la Propo-
sicion 2.6 implica que [Y™*, Z*](po) = 0. Entonces, si sustituimos (2.10)
en (2.9) deducimos

Vy*VZ*X*<p0) + Rpo(X*, Y*)Z* = 0. (2.11)
Si usamos la ecuacion (2.11), finalmente podemos obtener

Ry (X*,Y*)Z" = R (Y*, Z)X" + R (X", Z°)Y"
=Vz:Vx:Y"(po) — Vz:-Vy-X"(po)
= Vz:[ X", Y"](po)
= Vix=y+Z"(po) — [X*, Y], Z"|(po)
= —[[X", Y], Z"](po),

donde usamos que [X*,Y*|(py) = 0. O

Nota. Dado v € T,/ M, existe X € m tal que v = 7, X. Se sigue que la
geodésica 7(exp tX) cumple

—|  7w(exptX)=m X =w0.
t=0

De lo anterior concluimos que el mapeo exponencial de G/H esta defi-
nido sobre todo 7,,(G/H) y por tanto, como consecuencia del teorema
de Hopf-Rinow, tenemos que G/H es geodésicamente completo.

Aunque la ecuacion (2.7) soélo describe al tensor de curvatura en el
punto pg, en cierto sentido podemos extenderla al resto de los puntos
de G/H. Primero necesitamos producir una expresion que relacione el
corchete de Lie en G/H con el corchete de g:

Proposicion 2.8. Sean X,Y,Z € m. Para eH € G/H, se cumple la
relacion

HX*7Y*]>Z*](€H) = [6, [[X,Y],Z]]. (2'12)
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Demostracion. Antes de empezar, notemos que la ecuaciéon anterior
tiene sentido, pues [X,Y] € m,m] C b, yalavez [[X,Y],Z] € [h,m] C
m.

Ahora observamos que

X*(eH) = % (exptX)eH
t=0

d
st
d
Tt

. (exptX)m(e)

m(exptX) = mLe. X.
=0

Entonces, con nuestra identificacion por el isomorfismo

p: Gxgm—TM
g, v] = (w(g), T Lg,0),

tenemos
X*(eH) = [e, X]. (2.13)
Para terminar, la ecuacion anterior y la relacion [X*, Y*| = —[X, Y]*
nos permiten escribir
(X" Y7, Z7](eH) = =[[X, YT, Z7](eH)

Dado g € G, recordemos que el mapeo

g: G/H—G/H
g Hw— gg'H.

es una isometria. Puntualmente, su expresion en el haz G x g m estéa
determinada por el diagrama conmutativo

s
(m(g'), s Ly v) (m(gg’), m. Lygs v)
o 0 (2.14)
G+
g, V] lg9', V],

donde usamos implicitamente la relaciéon gom = 7o L,.
Ahora estamos en condiciones de extender nuestra expresion para
el tensor de curvatura. Usaremos la notacion

X =9, X], Y =g, Y], Z =g, 2] € TynG/H;
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definimos también
XO = [eal]u YE) = [G,X]a ZO = [eaz] € TeHG/H

Entonces el diagrama (2.14) establece que g, Xy = X, junto con otras
relaciones analogas para Yy y Zj.

Proposicion 2.9. Con respecto de la notacion anterior, se cumple que
Ryu(X,Y)Z =g, -[[X, Y], Z]] (2.15)
para gH € G/H.
Demostracion. Como g : G/H — G/H es una isometria,
Ryn(X,Y)Z = g. Rent(Xo, Yo) Zo.
Pero al tener Xy = [e, X|] = X*(eH), es cierto que

Rer(Xo,Y0)Zo = R (X", Y") 27
= —[[X", Y], Z"](eH)
= [e, —[[X, Y], Z]],

donde usamos la ecuacion (2.12) y la expresion para la curvatura en
po := eH que ya conocemos. Concluimos la prueba con las igualdades

RS]H(X7 Y)Z = G« [67 _[[Xa XLZH = [97 _[[X7 K]aZH



Capitulo 3

Diferencial de Hopf

3.1. Conceptos basicos

Para introducir a la diferencial de Hopf, recordamos la notacion cla-
sica para la primera y segunda forma fundamental de una superficie.
Después de definir a la curvartura de Gauss y a la curvatura media,
terminamos por enunciar un teorema sobre superficies totalmente um-
bilicales.

Sea (N, (,)) una variedad riemanniana tres-dimensional, y sea M
una superficie de N . Si VM y V¥ denotan las conexiones de Levi-
Civita en estas variedades, entonces

VYY = (VEY)T
para X, Y € I'(T'M), donde T representa la proyeccion TN — T M.

En coordenadas locales, escribimos a la métrica de N como (g;;)i j=1.2.3-
Entonces denotamos

E=g1, F=g2 G=gn,

para emplear la notacién clésica de la primera forma fundamental en
M:
I = Eda® 4+ 2F dx dy + G dy?.

Con respecto a un campo vectorial unitario
) i
n: M—TM-,
escribimos al operador de forma en M como

A : TM —T,M
X = —(VinpT"

n -

para x € M. La segunda forma fundamental de M es la forma bilineal
simétrica definida para X,Y € I'(T'M) por

II(X,Y) =—(A,(X),Y).

21
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En una parametrizacion S(z,y), designamos

L= _<S$777$>7 M = _<S:L’;77y>; y N= _<Sy777y>;

asi podemos escribir a la segunda forma fundamental como:
II = Ldz* + 2Mdxdy + Ndy?.

Para relacionar la primera y segunda forma fundamental usamos las
ecuaciones de Codazzi-Mainardi:

Ly —M, = Fi2L + (F%Q - Fh)M - F%1N7
My, — N, = F§2L + (ng - F%l)M - F§1N7

con 1
= §gzl(gjl,k + Gr1j — Gik1),
los simbolos de Christoffel en M.

Como el operador de forma es auto-adjunto con respecto a la métrica
en M, sus dos eigenvalores son reales. Los denotamos por ky y ks, y les
llamamos las curvaturas principales de M. La curvatura de Gauss de
M es

K = klea
y su curvatura media
k
=tk
2

Clasificamos los puntos de una superficie de acuerdo a los valores de
las curvaturas principales. En particular, decimos que un punto x € M
es umbilico si satisface que

kl (QT) = k’g(l’)

En un punto umbilico la segunda forma fundamental es proporcional
a la métrica, y la superficie parece curvearse en todas las direcciones
de la misma manera. Cuando todos los puntos en una superficie son
umbilicos decimos que ésta es una superficie totalmente umbilical.

El siguiente teorema bien conocido determina a las superficies to-
talmente umbilicales en los espacios euclidianos. Una prueba elemental
se encuentra, por ejemplo, en el libro de Montiel y Ros [17].

Teorema 3.1 (Clasificacion de superficies completamente umbilica-
les). Las unicas superficies completas totalmente umbilicales que estdan
inmersas en R® son los planos y las esferas.
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3.2. Superficies de Riemann

Nuestro tratamiento de la diferencial de Hopf y de la forma dife-
rencial cuadratica que induce la aplicacion de Gauss se beneficia del
estudio de superficies parametrizadas en los complejos.

Una estructura compleja en una variedad 2n-dimensional es un atlas
de cartas {U;, z; }jes que satisface:

1. z; : U; — C" es un homeomorfismo en un subconjunto abierto de

Ccm,

2. si U; N Uy # @, entonces la funcién de transicion z,z; 7! : C" —
C"™ es holomorfa.

Llamamos a una 2-variedad con una estructura compleja una su-
perficie de Riemann.

En este caso, escribimos a las coordenadas de una carta (z,U) en
M como z = x + 1y. Definimos ademas a los operadores

o _1(o 9\ o _1(9 0
0z 2\0x dy) 0z 2\0r Oy)’

y a las formas
dz :=dzx +1dy, dzZ:=dx —idy.

3.3. Estructura compleja inducida

El proposito de esta seccion es garantizar la existencia de un atlas
de coordenadas isotérmicas en una superficie de Riemann. En estas
coordenadas, de las ecuaciones de Codazzi podremos inferir informa-
cion significativa sobre la diferencial de Hopf. Nuestro desarrollo de
estructuras casi complejas sigue al libro de Jensen et al. [10].

Dado un espacio vectorial real V' de dimension 2n, decimos que
una transformacion lineal J : V' — V' es una estructura compleja en
V si ésta satisface que J? = —Id. Notamos que podemos definir una
estructura compleja en V' si contamos con un isomorfismo R-lineal

p: V—=0C"
Este isomorfismo define a la estructura compleja J en V' dada por
J() == o ip(v), velV,

donde 7 : C* — C” representa a la multiplicacion por .

Una estructura casi compleja en una superficie M es un (1, 1)-tensor
J de M tal que, para todo p € M, J, : T,M — T,M es una estructura
compleja en T, M.
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De manera analoga al caso de un espacio vectorial, una 1-forma
compleja ¢ definida en un abierto U C M induce una estructura casi
compleja en U si

op: T,M — C

es un isomorfismo R-lineal para todo punto p € U.

Para definir una estructura casi compleja en todo M, necesitamos
de una cubierta {U;, p;}c7 compuesta por 1-formas ¢, definidas en U;
que ademas satisfagan, siempre que U; N Uy # &,

0j = AjkPk (3.1)

para un mapeo a,i : U; N U, — C*.

Como es de esperarse, una estructura compleja en una superficie
induce una estructura casi compleja; en una carta (U, z) alrededor de
p € M, su descripcion local es

g, T,M — T, M,

gyl
Jp =dz," oiodz,.

Las formas dz; satisfacen la condicién de regularidad (3.1), pues
tenemos que

dz; = %dzk,

n 8zk

y el requisito (2) de la definicién de estructura compleja implica que el
mapeo 5
.
8_22 U j NU, — C
es suave e invertible.
Dada M una superficie de Riemann orientable con métrica I, deci-
mos que un comarco ortonormal en U C M, 6 := (6',6?), es orientado

S1

O A O* (X1, X3) >0

para todo marco (X7, Xs) de orientacion positiva en U.
De ser asi, la 1-forma compleja

b =0"+i6°

define para todo p € M al isomorfismo v, : T,M — C, y por lo
tanto induce una estructura casi compleja en U. Si = (9~1, 52) es otro
comarco ortonormal orientado en un abierto U € M, con UNU #+ O,
entonces

0=A-0
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para algiin mapeo A : UN U — SO(2). Escribimos A = (a;;); podemos
asumir que ajz + tag = i(a11 +1ias ). Con esta notacion, la 1-forma que
induce 6 cumple

U= 0" 4062 = (a1, 0" + a126°) + i(az 0" + agy 0%)
= (ay1 +iag1)0" + (arg + iag)6? (3.2)
= (a11 + iag1)1.
Como la funcién
aiy +iagy : UNU — S' ¢ C*

es suave, la ecuacion (3.2) describe exactamente la condicion de regu-
laridad (3.1), y deducimos que una cubierta de M por comarcos orto-
normales orientados define una estructura casi compleja. Se satisface
ademés que
I =,

por lo que se dice que la estructura casi compleja resultante esta indu-
cida por I.

Siempre es posible definir una estructura compleja que en cierto
sentido sea compatible con la métrica. Para una prueba elemental del
siguiente teorema puede consultarse el articulo de Chern [3].

Teorema 3.2 (Korn-Lichtenstein). Si M es una superficie orientable
de métrica I entonces cuenta con una estructura compleja que induce
la misma estructura casi compleja que I. También, en una carta (U, z)
tenemos

I = e*dzdz, (3.3)
conu: U — R una funcion suave.

En una carta de este estilo los pardmetros x, y satisfacen que
I = E(dx* + dy?).

Resumimos esta situacion diciendo que (z,y) son coordenadas locales
isotérmicas en M.
En un sistema de coordenadas isotérmicas se cumple

LN — M?
K =kiky = ———,
E? (3.4)
ki+k L+ N ’
H = = .
2 2K

Ademas, podemos escribir las ecuaciones de Codazzi como

L—N
( . )+My:EHx,

(L_N) + M, = —EH,.
Y

(3.5)

2

Gracias al teorema anterior, siempre podemos introducir un atlas
de parametros isotérmicos en una superficie riemanniana orientable.
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3.4. Teorema de Hopf

En esta seccién restringimos nuestra discusion a superficies en R3.
Sabemos que la esfera es una superficie compacta con genero 0 y de
curvatura media constante; el teorema de Hopf afirma que no podemos
esperar encontrar otra superficie con estas caracteristicas.

Definimos a la funcién compleja

_L-N
2

o(2) : —iM. (3.6)

Entonces la diferencial de Hopf es la forma diferencial cuadratica
A= 2¢dz> (3.7)

La condicién de que la curvatura media de la superficie sea constante
es equivalente a que
H,=H,=0.

En este caso, las ecuaciones de Codazzi (3.5) se convierten en las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann para las partes real e imaginaria de ¢. Re-
sumimos lo anterior en el siguiente resultado:

Corolario 3.3. La curvatura media de una superficie es constante si y
solo st la diferencial de Hopf es holomorfa.

Notemos que las ecuaciones (3.4) implican que

E
6] = 5 k1 — kal, (3.8)

por lo que los puntos en los que se anula 4 son exactamente los puntos
umbilicos de M. Con esta tltima observacion podemos demostrar el
teorema principal de esta seccion.

Teorema 3.4 (Hopf). Sea M una superficie compacta de género 0 y
con curvatura media constante en R®. Entonces M es la esfera estdndar.

Demostracion. La curvatura media constante de M implica que la di-
ferencial de Hopf es holomorfa. Pero al ser M una superficie cerrada
de género 0, la tnica diferencial cuadréatica holomorfa que existe sobre
ella es la trivial |9, Teorema 2.6]. Como A es idénticamente cero, la ob-
servacion (3.8) nos dice que todo punto de M es umbilico. Concluimos
al recordar que las tinicas superficies totalmente umbilicales en R? son
planos o esferas. []



Capitulo 4

Mapeos armoénicos entre
variedades

En esta seccion definimos a las aplicaciones armonicas entre varie-
dades riemannianas de dos maneras: como los puntos criticos de un
funcional lineal, y en términos de una seccion distinguida que llama-
remos el campo de tension. Después de probar la equivalencia entre
ambas definiciones, concluimos al mencionar un criterio para recono-
cer a los mapeos armoénicos valuados en una esfera euclidiana. Nuestra
presentacion es la del libro de Jost [12].

Sean M y N variedades orientables de dimensién m y n respectiva-
mente, con tensores métricos

(%zﬁ)a,ﬁ:l,...,m Yy (gz‘j)i,jzl,...,n-

Para una funcion real valuada ¢ definida en un abierto de la variedad
M, escribimos al operador de Laplace-Beltrami de M como

1 9 (0[0)
Ay = ——— Bg)=— ), 4.1
w0 == (VI %) (a.)
donde
7 = det(yas)-

Dada una aplicacion f : M — N y x € M, aprovechamos el iso-
morfismo Hom (T, M, T N) ~ T, M* @ T, N para escribir a f, como
una seccion del haz T*M & f*T'N sobre M,

ofi , o 0
= axadl' & a—fi,

[

para coordenadas locales (z1,...,2™) en M y (f*, ..., f*) en N.
En el haz T* M consideramos la métrica

(v (2))ap=1,im = (Va5 (%)) 2 1,

27
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y en el haz f*I'N, la métrica (g;;(f(x)))ij=1,. . Entonces la métrica
inducida en TM* ® f*T'N esta dada por

(dz* & aF da’ @ (‘9_fﬂ'> =17 (2)gi; (f ().
Con respecto de esta métrica, definimos la densidad de energia del
mapeo f como
1
() = I
y a su energia por

donde dM es la forma de volumen en M.

Decimos que un mapeo f : M — N es armonico si es un punto
critico del funcional de Dirichlet E; ésto equivale a ser solucion de las
ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas. En coordenadas locales, éstas
son de la forma

o .0
J_—
axaf 0zh

Como consecuencia de la formulacion variacional de la definicion,
vemos que la propiedad de ser un mapeo armoénico no depende de las
coordenadas locales.

Las conexiones de Levi-Civita en M y N inducen naturalmente una
conexion en el haz T*M ® f*I'N. Escribimos a ésta ultima simple-
mente como V. Para llegar a una definicién intrinseca de armonicidad,
mostramos que:

Apf'+ 7 (@)% (f () fF=o. (4.2)

Proposicion 4.1. Las soluciones del sistema de ecuaciones (4.2) de
Fuler-Lagrange de E son aquellas transformaciones que satisfacen

7(f) := trazaV f, = 0. (4.3)
Demostracion. En coordenadas locales, podemos escribir
oft 0 )

Vil =V (axad‘” 2 ar

. a afZ o 8 T M o af’t a
= 97 <axa)dx “opt <Va;"a e ) “ (axa 8f’i)

of . a v 9
+ (&cadx )@ (Vafﬁ F

9 fi ) o )
_ do* @2 e 9 gprg O
0mo08 ™ Cop T B © 5
g 7
IV W

U 9B dxe ofk
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Las componentes de 7(f) son entonces

i L s OF

. Of ofF
~J af1i
0r0xP Tt oxY I

T(f) = R el

El operador de Laplace-Beltrami en M satisface

i i D

_ ~of _ __
Am =7 0xeOxP i By

Esto tltimo nos permite escribir a las componentes de 7(f) como

;0 OfF

() = Auf T o

lo cual implica que las ecuaciones (4.2) son equivalentes a (4.3). O

Llamamos a la seccion 7(f) € T'(f*T'N) el campo de tension de
f. Podemos observar en la demostraciéon anterior que el operador de
Laplace-Beltrami en las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.2) es la con-
tribucion de la conexion VI y como el término con los simbolos de
Christoffel surge de VTV,

Cuando N es una subvariedad de algin espacio euclidiano R™, un
mapeo f: M — N es armonico si y solo si satisface que

Anf(x) L Tyw)N (4.4)

para todo x € M, donde

Auf = ZAM<f, €i)ei.
=1

Una prueba de esta afirmacion en un contexto mas general se encuentra
en el libro de Hélein [7].

Como ejemplo, consideramos mapeos que toman valores en la esfera
unitaria de algtin espacio euclidiano.

Para u : (M, g) — S™, se cumple

0= Alul® = 2{u, Au) + 4e(u), (4.5)

con

1 .. ou Ou
e(u) = 59”@)(@, %>-

Denotamos por P, a la proyeccion ortogonal de R™™ en T,,)S™,
y por Pt a la proyeccién en (Tu(gc)S”)L C R™!. Como el subespacio
ortogonal a S" en u(x) es Ru(z), es cierto que

PH(Au) = (u, Au)u = —2e(u)u,
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donde usamos la igualdad (4.5).
Si u es una transformacion armonica, P,(Au) = 0, y al considerar
el hecho P, + P = Id, tenemos

Au + 2e(u)u = 0. (4.6)

Es cierto el converso de este resultado; probar esta afirmaciéon nos
ofrece una caracterizacion de los mapeos armonicos valuados en esferas
que nos seréd util para extender el teorema de Ruh-Vilms a espacios
simétricos.

Proposicion 4.2. Sea M una variedad riemanniana. Una aplicacion
u: M — S™ es armonica si y solo si

Au = Au (4.7)
para alguna A : M — R.

Demostracion. Ya probamos que los mapeos armoénicos u : M — S"
satisfacen la ecuacion (4.7) para A = —2e(u). Por otra parte, si supo-
nemos que Au = Au, se cumple

P(Au) = P+(\u) = Mu,

por lo que u satisface la condicién de armonicidad que establece (4.4).
O



Capitulo 5

Aplicacién de Gauss en
espaclos simétricos

Ahora definimos la aplicaciéon de Gauss de una hipersuperficie en un
espacio simétrico, y la estudiamos en la familia de espacios simétricos
que nos interesa. También escribimos una férmula para la diferencial
de la aplicacion de Gauss en términos del endomorfismo de curvatura.

Sea (G, H, o) un espacio simétrico, y sea M una hipersuperficie del
espacio G/H. Recordemos que el haz tangente de G/H es equivalente
al haz asociado G' x g m que define la siguiente representaciéon de H en
m:

h +— Adh

Podemos extender a py por la representacion adjunta de G en g.
En términos de la Proposicion 1.1, ésto significa que el haz G x g g es
equivalente al haz trivial G/H x g por el isomorfismo

' Gxygg—G/Hxg
lg,v] = (gH,Ad, v).

Supongamos ahora que M esta orientada por un campo vectorial
normal unitario 7. Definimos entonces a la aplicacion de Gauss de M
como

N: M-y
p— T(n(p)),

para n(p) € T(G/M) = G x g m. Vemos entonces que la aplicacion de
Gauss surge de manera natural al identificar a G X g m con un subhaz
del haz trivial G xy g~ G/H X g.

En lo que resta escribiremos al campo vectorial unitario n de M
como

(5.1)

n= [Sﬂﬂ,

31
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donde s : M D U — G es una seccion local del H-haz principal
m: G — G/Hyn: U — mes una transformacién suave. Con esta
convencién, nuestra definiciéon de la aplicacion de Gauss establece que

N = Adg .

Recordamos que la métrica en g esté definida por la forma de Killing,
B. Como este operador es Ad-invariante,

B(N,N) = B(Ad; n, Ad, Q) = B(ﬂ,ﬂ). (5.2)

La métrica en (G/H, (,)) es el descenso de la métrica que induce B
en (7; al ser n un campo vectorial unitario en M se cumple

B(n,n) = (n,n) =1, (5.3)

y vemos que las ecuaciones (5.2) y (5.3) implican que N/ : M — g toma
valores en la esfera unitaria de g.

Ahora estudiamos como se ve la aplicacion de Gauss que definimos
en nuestros espacios modelo.

Ejemplo 5.1. En el espacio simétrico R", m = g, y la trivializacion
I': TR™ — R™ x R" es la identidad. Con esta observacién tenemos que
nuestra nueva aplicaciéon de Gauss coincide con la aplicacion clésica
definida para hipersuperficies de algiin espacio euclidiano.

Ejemplo 5.2. En S* = O(4)/O(3) la aplicacion de Gauss queda deter-
minada por la representacion adjunta del grupo matricial O(4). Escri-
bimos a un campo unitario de una superficie M en S* como 7 = [s, ﬂ],
con

s: MDU—-0M4) vy n: MDU —0(4)/0(3);

entonces

N (z) = Ady) n(z) = s(x) on(z) o s(z) ™.

Ejemplo 5.3. Si M es una superficie del espacio simétrico S? x R, desa-
rrollamos a los componentes de un campo unitario 7 = [s, 7] como

s=(At) y n=(Br),
donde
(At): MDU —-0O@B)xR y (B,r): MD>U — (0(3)/0(2)) x R.
Entonces, para z € M,

N(z) = (Adaw) B(x), Adyy) r(z)) = (A(z) o B(z) o Az) L r(x).
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Nota. La representacion adjunta de los grupos de Lie lineales O(n)
y O(1,n) coincide en ambos casos con la conjugaciéon de matrices. Se
sigue que la aplicacion de Gauss de superficies en los espacios simétricos
H? v H? x R es analoga a aquella para superficies en S* y S? x R,
respectivamente.

Al identificar a T'(G/H) con un subhaz del haz trivial (G/H) x g, el
operador de forma en una hipersuperficie (ajustado por el endomorfismo
de curvatura en G/H), se corresponde con la diferencial de la aplicacion
de Gauss. En el articulo de Ramos y Ripoll [19] se demuestra una for-

mula analoga a la siguiente, para el caso particular de hipersuperficies
en S* o H3.

Proposicion 5.1. Sea M una hipersuperficie de G/H y N : M — g
su aplicacion de Gauss. Entonces dadosp € M y X € I'(T'M),

dN(X) = T(Vxn — R(X,n)) (5.4)
en el punto p, donde R es el tensor de curvatura en G/H.

Antes de seguir con la prueba de la proposiciéon, aclaramos como
interpretar la ecuacion (5.4). Tomamos a I" como un mapeo valuado en

9
' Gxgg—ag.

Para evaluar a I' en Vx7, consideramos que
VxneT(G/H) =G xym CG xXpyg.

Por otro lado, R(X,n) es un endomorfismo de T'(G/H) que pertenece a
G xgh C Gxpgg. Explicitamente, si escribimos a los campos vectoriales
de M, X y 1, como

X=I[sX] v n=lsnl

entonces

R(X,n) = [s, RX,n)],

donde definimos a R(X,7n) en términos del corchete de Lie en g como

R(X,n) == —[X,n].

Recordemos de la Seccion 2.6 que se satisface [m,m| C h. Como
X,n € m, vemos que efectivamente R(X,n) € G Xy b, y que ademés
define a un endomorfismo de T(G/H) = G Xy m: para un campo
vectorial de G/H, Y = [s, Y], la ecuacion (2.15) establece

R(X,n)(Y) = [s, [R(X, ), Y]].
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Demostracion de la Proposicion 5.1. Sea N la aplicacion de Gauss aso-
ciada al campo unitario = [s, 7] definida en la ecuacion (5.1); podemos
suponer que s es una seccion local del haz principal 7 : G — G /H que
es horizontal en p. Para v : (—¢,€) — N tal que v(0) =py 7/ (0) = X,
denotamos s(t) := s(y(t)) y n(t) := n(y(t)). Asi, de acuerdo a nuestra
definicion de la derivada covariante en la ecuacion (2.5),

Vxn(p) = [s(p), dn(X5)], (5.5)

ya que s es horizontal en p. Entonces desarrollamos

d

AN'(X,) = | N(v(#)
t=0
U (t) (5.6)
- dt o S(t)ﬂ ’
d
= Adugy dn(X,) + - Aduyn(p).
t=0
Ahora, si w : TG — g denota a la forma de Maurer-Cartan de G,
d d
i, Ads@yn(p) = Adsp) — o7 Ads(p —1Ads) n(p)
d
= Adyg) = Ads(p)*ls(w n(p)

= Ady(p) ad( s(p)~Ls S Xp)n(p)
= Ady(p) ad(s"w(Xp))n(p)-

Al sustituir la igualdad anterior de vuelta en la ecuacion (5.6), llegamos
a

dN (X)) = Adypdn(X,) + Ad,pad(s™w(X;))n(p)
= Ads(p) (dQ(Xp> + [S*M(Xp)v ﬂ(p)D :

De (5.5), el primer término en la ecuacion (5.7) es

Ady(p) dn(X (p)) = T(Vxn(p))-

Por otra parte, como s es una seccién paralela en p, s*w(X,) € m. Si
¢ : G xgm— TM denota al isomorfismo de haces de la Proposicion
2.1, tenemos entonces

(5.7)

pls(p), s"w(Xp)] = (7(s(p), meLsp)« w(5:X,)) = (p, Xp),

(7
y por lo tanto s*w(X,) = X,,. Se sigue que el segundo término de (5.7)
es

Ads(p) [s"w(Xp), n(p)] =Ads(p) [Xp, 0]
= _AdS(p) R(Xpa 77p)

= —T(R(X,n)(p)),

y concluimos asi nuestra prueba. O
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Llegamos a un resultado analogo al hecho de que, para una hiper-
superficie de R", la derivada de la aplicacion de Gauss usual coincide
con el operador de forma. El siguiente corolario también fue publicado
originalmente en el articulo [19].

Corolario 5.2. Sea N : M — g la aplicacion de Gauss de una hiper-
superficie M de G/H, y sea X un campo vectorial en M. Dados p € M
y g € G conm(g)=p, se cumple

T (Ry)« AN (Xp) = —A,(X,),
donde A,, es el operador de forma en M inducido por n.

Demostracion. Conservamos la notacion de la prueba anterior. Primero
notemos que, dado w € b, se cumple

(Lg)sw € Ty(gH) C kerm,
para toda g € G. Entonces, de la formula (5.4), tenemos

o (Rg)s AN (Xp) = o (Ry)« Adg(dn(X,) — R(X,1)(p))
= Tu(Lyg)« dﬂ(Xp) — (L)« R(X; n)(p)
= T (Lg)* dﬁ(Xp)
= Vxn(p),

ya que R(X,n)(p) € by T(G/H) se identifica con G xy m via el

isomorfismo de haces

(ol G Xgm— TM
g, v] = (7(9), T Lg,v).



Capitulo 6

Armonicidad de la aplicacion
de Gauss

En este capitulo pretendemos extender el teorema de Ruh-Vilms a
hipersuperficies en espacios simétricos usando nuestra nueva definicién
de la aplicacion de Gauss.

Para un espacio simétrico G/H y un vector X € g, recordemos que
en la Seccion 2.8 definimos al campo de Killing de G/H

. d
X(p):E

[(exth)(p)], peG/H.

t=0

Tengamos presente también que si ¢ € Gy p € G/H cumplen
7(g) = p, entonces
X*(p) =7 Ry, X.

Si denotamos por u = [g,u] a un vector en T,(G/H), la observacion
anterior nos permite escribir

(6.1)

donde (,) representa indistintamente a la métrica en G y en G/H.
El resultado principal de esta seccién precisa de la Proposicion 1 del
articulo de Fornari y Ripoll [6]:

Proposicion 6.1. Sea M una variedad (n+1)-dimensional y sea V un
campo de Killing de M. Sea M wuna hipersuperficie orientada de M Yy
asumamos que n es un campo vectorial unitario a M en M. Entonces,
st denotamos
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para p € M, tenemos
Af = —n(V, grad H) — (Ric(n) + [|I1]|*)f, (6.2)

donde H es la curvatura media de M, I1 es la segunda forma funda-
mental de M en M, y Ric(n) es la curvatura de Ricci de M con respecto
del campo unitario 7.

Al usar esta proposicion podemos obtener una expresion explicita
para el Laplaciano de la aplicacion de Gauss.

Teorema 6.2. Sea M un hipersuperficie n-dimensional de G/H, con
aplicacion de Gauss N : M — g. Entonces

AN = —nI(grad H) — (||I1|* + Ric(n))N, (6.3)
Demostracion. Sea {e;} una base ortonormal de g. Si escribimos
N = /\/’iei,

se cumple

Por otro lado, al considerar (6.1),
AN' = A(T(n), i) = An, €]).

Como ef : G/H — T(G/H) es un campo de Killing en G/H, la Pro-
posicion 6.1 establece que

Ay, ef) = —n(grad H, e;) — (||11]]> + Ric(n))(n, e]).

Si usamos de nuevo la ecuacion (6.1) para revertir términos en la
expresion anterior, tenemos

AN' = —n(D(grad H), e;) — (||11]|* + Ric(n) N,
de donde se sigue el resultado que buscamos. O

Notemos que si M tiene curvatura media constante entonces su
aplicacion de Gauss satisface

AN + (J|II|? + Ric(n))N = 0.

Al recordar la Proposicion 4.2, tenemos que la igualdad anterior es equi-
valente a la armonicidad de la aplicacién de Gauss. Como consecuencia
directa podemos formular el teorema de Ruh-Vilms para superficies en
espacios simétricos. Este resultado proviene originalmente de la tesis

18]
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Teorema 6.3 (Ruh-Vilms en espacios simétricos). Sea N : M — g
la aplicacion de Gauss de una hipersuperficie en G/H orientada con
respecto al campo vectorial unitario n : M — T(G/H). Entonces son
equivalentes

1. M tiene curvatura media constante;
2. la aplicacion de Gauss N es armonica;

3. N satisface la ecuacion

AN + (|II])* + Ric(n))N = 0.



Capitulo 7

Formas diferenciales
cuadraticas

Definimos una diferencial cuadratica inducida de manera natural
por la aplicacion de Gauss de superficies en espacios simétricos tri-
dimensionales. Para superficies en S* o H?, vemos que ésta coincide
con la diferencial de Hopf salvo por un factor escalar. En S? x R o
H? x R, probamos que la diferencial inducida coincide con la diferencial
de Abresch-Rosenberg. Estos resultados fueron publicados originalmen-
te en el articulo [19] de Ramos y Ripoll.

Sea M una superficie en algin espacio simétrico tridimensional
(G/H,{(,)),ysea F: C DU — M una parametrizacion en un atlas de
coordenadas isotérmicas para M.

En este caso, si z = x + iy es un sistema de coordenadas complejo
en U, entonces

(Fy, Fp) = (Fy, Fy) =2 A >0,
<anFz> - <FE7F5> :07
(F,, F5) = \/2,

donde extendemos a (,) por C-linealidad.
Definimos a la forma diferencial cuadratica inducida por la aplica-
cion de Gauss de M, N : M — g, como

Q/\/' = (NZ,./\[Z>d2’2.

Antes de seguir, debemos de escribir al operador de forma de M en
términos de F, y F5.

Proposicién 7.1. Sea ldx? + 2mdxdy + ndy? la expresion local de
la sequnda forma fundamental de M y n un campo vectorial unitario

que orienta a M. Si denotamos por V a la conexion de Levi-Civita en
G/H, entonces
—Ven=HF, + (2a/)\)Fz,

39
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donde H = (I +n)/2X es la curvatura media de la superficie y
a:=—(Ven,F,)
es el coeficiente de la diferencial de Hopf, A = 20dz?.
Demostracion. Escribimos para constantes A, B,C € C
Ven=AF,+ BF;+ Ch.

De primera instancia la ecuacion (n,n) = 1 implica que (V. n,n) =
0, y por ende también que C' = 0. Ahora, por definicion,

<VFZ77’ FZ> = —q,

y entonces B% = —a.
Por otro lado,

(Ven, Fr) = ;1<v§(Fx—iFy)77’ %(Fx +iF,))
~ HA
=5
y se sigue que A% = —HT’\. De aqui tenemos de inmediato nuestra
igualdad. 0

Al usar la proposiciéon anterior podemos mostrar que la diferencial
cuadratica que induce la aplicaciéon de Gauss en una superficie de S? o
de H? coincide con la diferencial de Hopf salvo por el factor escalar de
la curvatura media.

En lo que resta de esta seccién adoptamos la notaciéon

N*(1):=S" y N"(-1):=H"

Entendemos que N™(c) denota a alguno de los espacios anteriores, de-
pendiendo del valor de ¢. En el Capitulo 2, mostramos que N"(c) es el
espacio simétrico G"(¢)/H"(c), donde

S" = G"(1)/H"(1) := O(n + 1)/O(n),
H" = G"(—1)/H"(—1) := O(1,1n)/O(n).

Teorema 7.2. Sea M una superficie en N3(c). Denotamos por N a la
aplicacion de Gauss para M que definimos en el Capitulo 5. Entonces
la diferencial cuadrdtica que induce N satisface

On = HA,

donde H es la curvatura media y A es la diferencial de Hopf de la
superficie.
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Demostracion. Definimos a A/ en términos del campo unitario 1. Con-
servando nuestra notaciéon del Capitulo 5, escribiremos a los campos 7,
y F, como

n=ls,n y F.=|[s ],

donde n y F}, son transformaciones en M valuadas en el algebra de Lie
de G3(c), v s es una seccion local del haz principal 7 : G3(c) — N3(c).
Dependiendo de si N3(c) = S* o N3(c) = H?, B denota a la forma de
Killing en 0(4) o en o(1, 3), respectivamente. Como en ambos casos ésta
es Ad-invariante, de la Proposicion 5.1 se desprende

BN, N:) = BI(Ven — R(F.,)), T(Ven — R(F:,n)))

Recordemos que R(F.,n) = —[F,,n] € b; ya que m Lp b, tenemos
que B(dn(F.), R(F.,n)) =0, y por tanto

B(N:,N:) = B(dn(F.), dn(F.)) + B(R(F%, n), R(F, n)).

Por una parte, de la proposiciéon anterior se sigue que

B(dn(F), dn(F:)) = (Ay(F:), Ay(F2))

— (HF, + 20/ \)Fs, HE, + (20/\) F)
= (4Ha/A)(F, Fz)

=2Ha

donde usamos que la métrica en N3(c) es el descenso por m, de la

métrica que induce B en G*(c). Por otro lado, la anti-simetria de ad F,
con respecto de B [Proposicion 2.3 nos permite desarrollar

B([Fznl, [F2 ) = B([E2 nl, E2] )

_<R(an n)(Fz)v 77>
= _R(Fzﬂ], Fzﬂl),

) (7.1)

donde R en la igualdad final denota al (0,4)-tensor de curvatura en
N3(c). Sin embargo,

R(F.,n, F.,n) = c((F.,n)* — (F., F.)(n,n)) = 0. (7.2)

Entonces

B(Nz,./\/;) - <A77(Fz)’ An(Fz»a

y se sigue la proposicion. ]
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Nota. Si M es una superficie de curvatura media constante, entonces su
diferencial de Hopf es holomorfa [Corolario 3.3]. Junto con esta observa-
cion, el Teorema 7.2 nos permite concluir que la differencial cuadrética
inducida por la aplicaciéon de Gauss en una superficie de curvatura me-
dia constante es holomorfa.

Sea ahora F' : C D U — M una parametrizacion que induce un
sistema de coordenadas isotérmicas en una superficie M de N?(c) x R.
Entonces escribimos

Fz = (fzahz)

para
f:COU—=N*c) vy h:CDOU—=R,

y definimos a la diferencial de Abresch-Rosenberg por
Q:=2HA— (T,
donde T := 2h, dz>.

Teorema 7.3. Sea M una superficie en N*(c) x R. Entonces

Oy — %Q. (7.3)

Demostracion. Escribimos al campo unitario en M que induce a N
como 1 = (V,v). Se sigue entonces que

0={n,F,)=V.f.+vh,,
0= (F.,F.) = f.. [. + hZ, (7.4)
L= {(nn) =V.V+o%

Si ahora R denota al (0,4)-tensor de curvatura en N%(c) x R,
R(F.,n, F.,n) = RN (f., V, [, V) + R*(h., 0,0, h.) (7.5)

para R' y R? los tensores de curvatura en N?(c) y R, respectivamente.
Desarrollando el primer sumando en (7.5),

Rl(fza Vi, fe V) = C[<V fz)2 - (fz fz)(v V)]
= c[(—vh.)? = (=h2) (1 —v*)]
= ch?

donde usamos las igualdades en (7.4). Entonces, de nuestros célculos
en el teorema anterior, tenemos finalmente

BU\/’Z?NZ) = <A77(FZ)> An(FZ>> - R(FZ>777 Fz>77>
=2Ha — chi,

lo cual equivale a la ecuacion (7.3). O
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