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Introduccion

El oro consituye uno de los elementos quimicos més empleados, es clave para la economia
global, ya que al ano genera millones de délares. Asimismo sigue siendo uno de los instrumentos
financieros mas seguros del mundo, proporcionando asi su rentabilidad por lo que es un tema
de estudio de gran importancia.

Como uno de los pilares fundamentales de la economia global requiere un estudio especializado,
por este motivo la importancia de caracterizar las series de tiempo del costo de oro para el
mercado y obtener cotas en tiempos del proceso de prediccion de sus precios, pues en ellos se
contiene la evolucién reciente de dicho ambito, su contexto y el comportamiento futuro proba-
ble.

El objetivo principal de este trabajo es establecer un modelo para calcular los dominios tem-
porales de inestabilidad 6 suceptibilidad en los costos del oro, con el propdsito de dar validez
a modelos que pronostiquen el costo diario del oro para el mercado de Nueva York, usando el
exponente de Lyapunov como cuantificador de inestabilidad, asimismo, se estudia una forma de
pronosticar el costo usando un modelo semideterminista, en donde los resultados, se calculan
en un tiempo relativamente pequeno para obtener un menor margen de error que los resultados
reales, asi mismo, dichos datos obtenidos podrian tener un impacto directo en las finanzas de
empresas mineras, fabricantes y joyeros en el mundo para asi conocer el mejor momento de
inversion, y hacer un estudio de las ganancias o pérdidas de éstas.

En cuanto al desarrollo del trabajo, en el capitulo I se abordan las cuestiones tedricas que
sustentan el planteamiento, se centra en la historia del oro en el mundo, el papel importante
que tiene en Estados Unidos, ya que se analiza el mercado de Nueva York, la exposicién de la
oferta y demanda a lo largo de la historia, los mercados de oro internacionales mas importantes,
sus caracteristicas, y los factores que influyen en el precio del oro que son de suma relevancia
para el ambito socioeconémico.

Asimismo, en el capitulo II se introducen los conceptos que son de relevancia para el desarrollo
del trabajo, como son la serie de tiempo, sus caracteristicas, su relevancia de estudio, el proceso
estécastico, y su relacion en este trabajo con el proceso de Wiener, el enlace de este proceso con
el espectro de Fourier, asi como el andlisis espectral, el exponente de Lyapunov y su relacién
con la volatilidad del costo del oro, su exponente maximo y el tiempo, asi como la importancia
de la estacionariedad y sus caracteristicas y finalmente la teoria de cruces que nos muestra
de forma empirica un comportamiento de la volatilidad en el costo de factores economicos y
financieros.

El capitulo III, se centra en la aplicacién metodoldgica que se llevé a cabo para el analisis de
las series de tiempo, en los cuales se obtuvieron 478,318 datos totales de las 8 horas a las 16
horas en donde se identifican los costos desde enero del 2015 hasta junio del 2019 del costo
del oro en el mercado de Nueva York, otorgandonos diversas series de tiempo para su analisis.
Por consiguiente se estudia la relacion que existe entre el proceso de Wiener con los datos del
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analisis espectral, y se realiza un anélisis estadistico basico para conocer el comportamiento del
costo del oro.

Posteriormente, en el capitulo IV se calcul6 la volatilidad, el espectro de Fourier, el exponente
de Lyapunov en forma diaria, minuto a minuto, por hora, por semana y por ano, se obtuvieron
estadisticos del exponente de Lyapunov y se realizaron graficos para analizar sus caracteristicas
y comportamientos. Se dan pruebas que muestran que el exponente de Lyapunov promedio se
comporta de forma estacional y finalmente se propone un método basado en un enfoque semi-
determinista para pronosticar el costo del oro utilizando algunas propiedades discutidas por la
teoria de cruces para los movimientos brownianos.

Finalmente, en capitulo V concluye la investigacién haciendo al andlisis y la interpretacién
econdmica de los resultados obtenidos a través de esta metodologia.

Se incluyen seis apéndices en donde se agrupan los principales cddigos para los célculos realiza-
dos para simplificar el contenido de los capitulos de la tesis, cada apéndice se compone desde
la obtencion de datos hasta los propios resultados.



Capitulo 1

Antecedentes

En este capitulo se hard inferencia a la historia del oro en el mundo, su importancia en
Estados Unidos, la oferta y demanda en el mercado a nivel global, y finalmente los factores
socioeconémicos que determinan el costo del oro.

1.1. Marco historico

Esta seccién comprende los hechos, condiciones, evolucién y desarollo historico del oro que
son de relevancia para este estudio de forma mundial y enfocada en Estados Unidos, ya qué se
analiza el mercado de Nueva York.

1.1.1. Historia del oro

El oro fue uno de los primeros metales que llamo la atencién del hombre, ya que es uno de
los pocos que se encuentra en la naturaleza en un estado relativamente puro y resiste la accién
del fuego sin experimentar ningin tipo de dano.

En la época del neolitico, se caracteriza por el desarrollo de la economia productiva, la in-
sercién en la agricultura y la ganaderia, el sedentarismo y aparicion de los primeros poblados,
la utilizacion de la piedra pulida y de la ceramica, y al fin de la época comenzo a sustituir a la
piedra por el metal, que de hecho esta época se le llama también .Fdad de los metales”.

El metal amarillo esta fuertemente ligado a las civilizaciones, del hemisferio oriental en
cuanto a los primeros anos de su auge y la historia relata siglo tras siglo cémo las naciones han
escalado las cimas mas altas de poder. Asi cémo Egipto, a fines del paleolitico, comenzé la edad
del oro.

El metal precioso de Egipto, en esa época, provenia de del sur del Sudan, donde los placeres
auriferosE] cubrian extensas areas cuadradas, que eran trabajados hasta una profundidad de dos
metros.

En Egipto se han hallado los documentos mas antiguos sobre dicho metal, y no solo esto, sino
que parece ser que Egipto fue la mayor potencia aurifera de los tiempos antiguos. Los primitivos
instrumentos utilizados en esos comienzos de la mineria de subsuelo fueron martillos de piedra,

1Los placeres corresponden a una concentracién gravitacional de minerales pesados por fluidos en movimiento,
generalmente por agua, aunque también puede ocurrir en sélidos y gases.
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mientras que los primeros trabajos mineros para la extraccion del oro en Nubia, provienen de
los monumentos de la cuarta dinastia, referente a un minero lavando oro.

También se desarrollé la metalirgica y la técnica minera, hasta alcanzar un nivel elevado
durante la dinastfa de los Ptolomeog?] tras la conquista de Alejandro Magno.

En Mesopotamia, el oro era conocido y explotado antes de ser conquistado hacia el ano 2000
a.C. Persia, Armenia y Fenicia fueron productores de este metal mucho antes de nuestra era.
Persia era rica en metales preciosos. Ciro y Darid®] en el Siglo VI a.C, reciben tributo en forma
de oro hasta el punto, que alcanzaron un gran poder tanto en el interior como en el exterior del
pais. Los fenicios obtenian su oro valiéndose de transacciones con los pueblos que visitaban. El
mismo Herodoto quien relata que los cartaginenses navegaban por la costa occidental de Africa
a fin de cambiar sus mercancias por el metal precioso en los pueblos riberenos.

En el siglo IV d.C. aumentd la circulacién del oro particularmente en la forma de moneda, este
incremento surgié en la época de Constantino cuando se insistia en que el pago de los impuestos
y otras deudas al gobierno se efectuaron en oro.

Posteriormente se inicia un auge en gran parte del mundo de este metal precioso, que se utilizo
no sélo como valor monetario, sino incluso como reserva, posteriormente se hablard de esta
parte.

El papel del oro como dinero y el patrén oro

La historia del oro esta relacionado en gran medida con el dinero, en el cual se determinaba
un valor, sin embargo al final de la guerra, se creé el sistema monetario de Bretton Woods, un
régimen de tipos de cambio fijos.

Hay dos periodos clave en la historia: el del Estandar de Oro Clésico y el del sistema de tipo
de cambio fijo de oro de Bretton Woods[I].

Estandar del oro.

Era un sistema bajo el cual casi todos los paises fijaban el valor de sus monedas en términos
de una cantidad especifica de oro. Las monedas nacionales eran libremente convertibles en oro
a un precio fijo y no habia restricciones en la importacién o exportacién de oro. Las monedas
de oro circulaban como moneda nacional junto con monedas de otros metales y billetes, y la
composicion variaba segun el pais. Como cada moneda se fijo en términos de oro, también se
fijaron los tipos de cambio entre las monedas participantes.

El sistema Bretton Woods.

Después de la Segunda Guerra Mundial se necesitaria un nuevo sistema internacional para
reemplazar el estandar de oro, éste sistema perseguia lograr una estabilidad en las transaccio-
nes comerciales internacionales por medio de la creacién de un sistema monetario internacional,
basado en un tipo de cambio sélido y estable, con el délar ejerciendo el papel de divisa interna-
cional, dentro de este sistema se di6 la adopciéon del patréon oro como elemento de estabilizacién

2Esta dinastia goberné en el Antiguo Egipto durante el periodo helenistico desde la muerte de Alejandro
hasta el ano 30 a. C.
3Reyes de Babilonia tras la conquista de la ciudad por los persas.
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de esta divisa internacional.

El rol del oro en Estados Unidos

El metal precioso ha jugado un papel importante en el establecimiento y la economia de los
Estados Unidos. Hubo, descubrimientos indocumentados tempranos de los nativos americanos,
pero los primeros registros se conocen por Sir Francis Drake, famoso pirata inglés, quién informé
que el oro se producia en abundancia cuando aterrizé en la costa de California. La produccién
comercial comenz6 en 1804 en Carolina del Norte y se extendié entre varios estados de los
Apalaches en las décadas de 1820 y 1830 a medida que se descubrian y explotaban depdsitos.
Después de alcanzar su punto maximo en las décadas de 1830 y 1840, la produccién de los
Apalaches comenz6 a disminuir a medida que se trabajaban los depdsitos y los mineros se
movian hacia el oeste en respuesta a las noticias de los descubrimientos en California en 1848. La
produccién de los Apalaches practicamente cesé con la Guerra Civil, mientras que la produccién
de California y estados adyacentes se mantuvieron en varios millones de onzas por ano. A medida
que disminuyd la fiebre del oro de California, los nuevos descubrimientos dieron importancia a
los estados de las Montanas Rocosas, Dakota del Sur y Alaska. La produccién local, estatal y
total respondié al momento del descubrimiento, la extension de los colocadores, la disponibilidad
de mano de obra, la tecnologia, los mandatos gubernamentales y, por supuesto, el precio del
metal. En general en los 80’s se empz6 a incursionar en la mineria hidraulica, y la mineria de
tuneles, asi como el dragado que es la operacion que consiste en la limpieza y el ahondamiento
de un cuerpo de agua, a partir de la remocién de rocas y sedimentos.

Hacia 1900, se produjeron las principales incursiones de oro y se definieron la mayoria de los
principales distritos productores; sin embargo, el precio fijo de éste (desde 1837) proporcioné
un incentivo cada vez mas atractivo para una mayor exploracion y explotacion.

Durante la Gran Depresion, el presidente Franklin D. Roosevelt fue elegido y actué rapidamente
para poner fin a la salida de oro de los bancos. Con una proclamacién, cerré todos los bancos
en los EE. UU. Por una moratoria de tres dias. Esto detuvo a los ciudadanos de quitar y buscar
oro. Luego exigi6é a todos los ciudadanos que tenian oro que lo devolvieran a los bancos bajo
amenaza de encarcelamiento y una multa. Esto estimulé la economia doméstica al alentar a
las personas a gastar su dinero en lugar de mantenerlo en lingotes de oro. Se firm6 la ley de
reserva de oro, que otorgd al gobierno la autoridad para exigir la posesion fisica de oro, evitar
su exportacién, reducir la cantidad de oro fisico en dolares acunados. El aumento del precio
del oro, combinado con menores salarios y costos de materiales que fueron consecuencia de la
depresién, hizo que la mineria de oro volviera a ser atractiva. Las minas viejas reabrieron y
las minas actualmente en operacion se expandieron, la produccién anual de oro de California
supero los 320 millones; La mayor parte del oro provenia de unas 15 grandes minas a cielo
abierto.

En los anos 2000 el precio promedio del oro subi6 en general, en 2008 el oro alcanzé su maximo
histérico, con un precio promedio de $968 y un maximo de $1,011 por onza; el promedio anual
fue de $871 por onza, ya que el gobierno de los Estados Unidos reconocié oficialmente que el
pais estaba en una recesién técnica. La tasa de desempleo aumentd, en 2009 en diciembre, el
oro alcanzé su maximo histérico, con un precio promedio de $1,134 y un méximo de $1,212 por
onza; el promedio anual fue de $972 por onza en 2010 el oro alcanzé un precio maximo histérico
de $1431, en general el precio promedio del oro ha ido en aumento los ultimos anos[2].
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1.2. Impacto socioeconémico del oro en el mundo

La extraccion de oro y sus actividades o usos asociados pueden tener un efecto trascendente
en el ambito socioeconémico de los paises en donde se desarrolla. Cuando se produce en conjunto
con altos estandares sociales, ambientales y de seguridad econémica, el oro ofrece oportunidades
de empleo, la mejora de la infraestructura y los ingresos fiscales y financieros, asi como el
progreso en la tecnologia y también puede impulsar la inversion extranjera directa y generar
divisas.

1.2.1. Oferta y demanda en el mercado del oro

El mercado moderno del metal es una imagen de diversidad y crecimiento, ya que ahora es
comprado por un conjunto mucho mas variado de consumidores e inversores que en cualquier
otra etapa histérica, dichos personajes son motivados por diversas razones, en gran parte por
una variedad de factores socioculturales, condiciones del mercado y factores ecénomicos.

Suministro de oro.

= Producciéon minera.
En la actualidad existen miles de toneladas de oro, las cuales han sido obtenidas mediante
operaciones mineras, es por esto que la hace la primera y mas importante fuente de oferta,
incluso desde los primeros anos del auge del oro. El oro se extrae por 4 métodos diferentes.
Mineria de placer, mineria de roca dura, mineria de subproductos y proceso mineral de
oro.
En la mineria por placer, basicamente el oro se obtiene mediante la deteccion de metales,
usando la gravedad y el agua para separar el oro de los otros materiales que lo rodean,
esta es la categoria de extraccién es mas comun para aficionados.
La extraccion de roca dura es el proceso de utilizar tuneles de extraccién a cielo abierto
o subterraneos para recuperar el oro de la roca.
En la mineria de subproductos, el proceso es similar al anterior sin embargo el objetivo
principal es la recuperacién de cobre, arena, grava u otros productos.
Finalmente el proceso de mineral de oro, es roca o tierra finamente triturada que contiene
pequenas cantidades de oro que se extraen mediante un proceso quimico, el elemento mas
usado en estos casos es el cianuro.

= Reciclaje. El reciclaje es la fuente de suministro de oro que responde mas inmediatamente
al precio del oro y a los choques econémicos, ya que depende de la calidad y estado en el
que se encuentren, al obtener el oro reciclado, éste se derrite por lo general para darle otro
uso, puede provenir de diversas fuentes como empastes dentales, los teléfonos moviles, las
computadoras y otros dispositivos electronicos, incluso la acciéon de reciclaje de oro podria
reducir la demanda minera y ayudar a preservar el medio ambiente[4].

Sectores de Demanda.

La demanda de oro a nivel mundial procede fundamentalmente de:

1. Bancos Centrales.
Los bancos centrales de los mercados emergentes han aumentado sus compras de oro,
mientras que los bancos europeos han dejado de vender, y el sector ahora representa una
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demanda anual importante de oro.

Mantienen grandes reservas de oro, ahora, aunque las reservas pueden en teoria valer
como una ultima garantia de la moneda, la fortaleza econémica de una nacién es més
importante.

Estos mismos pueden vender sus reservas de oro para la obtencién de liquidez. Pero
también conviene mantenerlas por diversas razones como por ejemplo, para distribuir
el riesgo de las inversiones entre distintos activos, dar una seguridad econémica, y ante
alguna contingencia de tipo financiero o natural.

2. Inversiéon particular.
El oro tiene propiedades tinicas como clase de activo, se sabe que las asignaciones modestas
al oro protegen y mejoran el rendimiento de una cartera de inversiones. Aun asi, el papel
del oro en carteras de inversiéon ocupa un porcentaje minimo.
Sin embargo, esto esta cambiando y los inversores de todo tipo estan llegando a aceptar
el oro como una reserva de valor confiable y tangible a largo plazo, asi como proteger la
cartera, reducir la volatilidad y minimizar pérdidas durante periodos de crisis.

3. Joyeria.
Las joyas de oro representan la mayor fuente de demanda anual de oro por sector. Esto ha
disminuido en las ultimas décadas, pero ain representa alrededor del 50 % de la demanda
total.
India y China son, son por mucho, los mercados mas grandes, en términos de volumen, y
en conjunto representan mas del 50 % de la demanda mundial actual de oro.

4. Tecnologia.
El oro ha sido central durante mucho tiempo para las innovaciones en electrénica. Actual-
mente, con las propiedades del oro y la llegada de la nanotecnologia se estan impulsando
nuevos usos en medicina, ingenieria y gestion ambiental[5].

Sectores de Demanda

W Joyeria
B Inversiones Privadas
[ Sector Oficial

[ Otros

Figura 1.1: Porcentaje de ocupacién de sectores de demanda
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1.2.2. Mercados de oro mas grandes en el mundo

En China, el oro a menudo se regala a los miembros més jovenes de la familia para ocasiones
especiales, y existe la tradicion de darlo a los recién nacidos en forma de pequenos collares o
pulseras, éste también tiene un lugar especial en el afio nuevo chino. La mayor parte del oro que
entra a China continental previamente pasa por Hong Kong y uno de los mercados principales
de China es el Shanghai Gold Exchange (SGE).

India es uno de los mercados mas grandes para el oro, y la creciente riqueza estd impulsando
el crecimiento de la demanda, tiene un papel central en la cultura del pais, considerado una
reserva de valor, un simbolo de riqueza y estatus y una parte fundamental de muchos rituales.

El mercado de Londres London Bullion Market Association (LBMA) es el més grande en
el mundo y el centro del mundo para la venta al mayor de intercambio de oro, ya que utiliza
contratos spot (que se liquidan segun los precios del momento), asi como también contratos
swaps y forwards (en donde se promete el envio de metal fisico a cambio de dinero en efectivo),
options (el vendedor tiene el derecho pero no la obligacién de comprar en un futuro una canti-
dad predeterminada a un precio acordado con anterioridad), préstamos y arrendamientos.

El mercado de Estados Unidos de joyas de oro se ha alejado de las ventas de dicho metal
en el mercado masivo y esta disfrutando de un renacimiento en la gama alta con el crecimiento
de las marcas de disenadores de joyas. El mercado mas importante de futuros en el pais sobre
el precio del oro estd en Nueva York y es el New York Commodity Exchange (COMEX).

En Suiza, la dltima mina de oro cerrd definitivamente hace mas de medio siglo, sin embar-
go, pese a la ausencia de este metal precioso en el subsuelo suizo, el pais se convirtié6 en una
auténtica potencia en la compra-venta de oro, la razén de éxito en la comercializacion radica
en factores vinculados a la seguridad y a la eficacia de los servicios financieros y logisticos que
facilitan el comercio de este metal, asimismo cuatro de las principales refinerias internacionales
del metal dorado estan en Suiza y el mercado principal esta en Zurich.

Australia es el sexto mayor exportador mundial de oro, por detras de Suiza, Hong Kong,
Reino Unido y Estados Unidos, fue el segundo mayor productor del metal precioso en 2018 por
detrés de China, con 315 toneladas de metal. Su contribucién a la economia del pais es muy
importante ya que la industria del oro acapara mas de la mitad de las exportaciones anuales
de Australia, y el mercado principal esta en Sidney.

1.2.3. Factores que determinan el costo del oro

A las 11 de la manana del 12 de septiembre de 1919, en las oficinas de NM Rothschild, se

fij6 el precio del oro por primera vez en la historia. Es lo que se conoce como “Gold Fixing”.
El primer Gold Fixing fij6 oficialmente el precio del oro en Londres con $20.67 pesos.
En la actualidad, casi un siglo después, los miembros de la ‘London Gold Fixing Association’
fijan los precios del oro dos veces al dia, via telefénica. A las 10:30 AM y a las 3:00 PM, hora
de Londres. Algunos expertos consideran de mayor importancia esta segunda fijacién, ya que
es cuando se encuentra operativo el mercado de Nueva York. Hay elementos clave que afectan
el precio del oro, entre los principales se encuentran:
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La tasa de interés nacional.

Cuando esta aumenta, el oro tiende a bajar ya que los inversores se mueven hacia los bonos
del gobierno y otros activos cuyo rendimiento esta relacionado con la tasa de interés. La
tasa de interés mas importante es la establecida por la Reserva Federalﬂ

La coyuntura econémica mundial.
Las incertidumbres econdémicas y crisis mundiales llevan a que los inversores vendan ac-
ciones por el bajo rendimiento de los bonos y suba asi el precio del oro.

Las tensiones politicas.
Las situaciones geopoliticas mundiales y las tensiones o guerras comerciales entre paises
lideres mundiales, pueden provocar subidas del metal precioso de manera importante, ya
que los inversores compran el producto para tener un alto grado de seguridad ante un
momento de confusion.

Noticias y hechos puntuales.
Atentados mundiales importantes hacen disparar el precio del oro, asi como hechos que
pueden producir cambios en la economia en la bolsa mundial.

Los niveles de oferta, demanda y produccion.

La cantidad de metal que se extrae en las minas y su produccién pueden hacer entender
que el oro suba o baje. La demanda de oro en sectores como la joyeria y tecnologia
provocan que su valor aumente y que la produccién sea cada vez mas necesaria. Las
grandes producciones de mineria de oro “facil” ya se han extraido. Ahora, extraer este
metal precioso cuesta mas y eso incide en su precio. La mineria tiene mayores riesgos y su
costo es mayor por lo que se incrementa el precio del oro. La extraccion del oro cada vez
serd mas dificil y menor. La escasez hard aumentar el precio del este metal en el futuro.

Acumulacién de oro en Bancos Centrales.

La compra de grandes cantidades de oro de paises como China y Rusia, entre otros, puede
provocar que el precio del oro ascienda o descienda. En ocasiones, la compra de oro se
refiere a momentos puntuales debido a causas meramente culturales. Paises como India
y China, son grandes consumidores de oro y en determinadas épocas del afio segin sus
festividades hacen gran incremento de éste, ya que los ciudadanos de estos paises compran
oro como regalo, lo cual origina un aumento en la demanda del metal.

Situacion de crisis econémica de los Bancos Centrales.

En momentos de recesién econdémica es cuando mas aumenta la demanda del oro y se
dispara su precio. Los Bancos Centrales acumulan reservas de lingotes de oro para poder
obtener mas liquidez y de esta manera poder prestar dinero. Por otro lado se blindan para
combatir una posible inflacién.

El délar estadounidense.

La forma estandar de valorar el oro se realiza midiendo su precio segin el nimero de
dolares que se necesitarian para obtener una onza de oro. El ddlar y el precio del oro tie-
nen una relacion inversa, cuando el délar sube, el oro baja, ya que con un délar ahora se
compra una mayor cantidad de oro que antes. El oro también baja cuando el rendimiento
de los bonos sube, especialmente los bonos del tesoro de Estados Unidos a 10 anos, que

4Banco central de Estados Unidos y drbitro importante de los mercados globales.
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son generalmente considerados como el punto supremo de referencia para el rendimiento
de los bonos.

Al contrario que otras inversiones, el oro no paga interés. En ambientes de baja tasa de
interés, que normalmente coinciden con periodos de incertidumbre econémica, el oro tien-
de a ofrecer un buen comportamiento debido al aumento de inversiones por su uso como
valor refugio. Cuando las tasas de interés y el rendimiento aumentan, el oro generalmente
tiene un peor desempeno, pues los inversores buscan otros activos que les proporcionen
ingresos mas regulares.

Fluctuaciones en divisas.
El precio del oro se vera afectado por las fluctuaciones de divisas como el Yen japonés, el
dolar australiano o libra esterlina.

Riesgo de inflacion.

La inflacion y los tipos de interés estan muy relacionados. Un crecimiento sostenido en los
precios en general lleva a tipos de interés mas altos. El oro suele tener un mejor desempeno
en situaciones de inflacion alta o de deflacién, cuando hay un crecimiento agudo de la
tension financiera. Cuanto mas riesgos de inflacion existan, mayor valor y demanda tendra
este metal. Los inversionistas se centraran en él y obtendra protagonismo porque veran
recompensada su apuesta, ya que no hay mucho riesgo de que su dinero pierda valor.

La produccién industrial.

Cuando la producciéon aumenta, la demanda de oro aumenta y viceversa, sin embargo en
su mayoria, se basan en pequenas explotaciones artesanales donde los mineros trabajan
de una forma muy dura, por muy poco dinero ya sea como asalariados o como trabaja-
dores auténomos, por lo que las minas de producciéon quedan a un costo sumammente
razonable[6].



Capitulo 2

Marco teorico

El uso de observaciones historicas hasta el instante ¢ de una serie de tiempo para pronosticar
su valor en un futuro ¢t + 1, es la base para planeaciones econémicas, de negocios, de produc-
cion, control de inventarios y optimizacion de procesos industriales, entre otros. Para muchos
problemas en los Negocios, Economia, Ingenieria, Fisica y Ciencias Ambientales, los datos de
series de tiempo pueden presentarse como diversas variables de interés.

Para el anélisis de los datos, se requieren conocer conceptos importantes que se usaron a lo
largo del estudio, los cuales se mencionan a continuacion.

2.1. Serie de tiempo

Una serie de tiempo es un conjunto de observaciones X;, cada una de las cuales esta asociada
a un momento en el tiempo ¢. Cuando las observaciones estudiadas provienen de intervalos
fijos de tiempo, entonces se esta trabajando con una serie de tiempo discreta. De la misma
forma, cuando las observaciones se generan y observan de forma continua, la serie de tiempo es
continualg].

2.1.1. Estacionariedad

La importancia de la estacionariedad radica en que los procesos estacionarios son mas faciles

de analizar, modelar e investigar, incluso deberian ser posibles de predecir, ya que la forma en
que cambian es predecible, y dicha caracteristica se presenta a lo largo de la metodologia como
objetivo.
En muchos casos, los modelos simples pueden ser sorprendentemente ttiles, ya sea como bloques
de construccién para construir otros mas elaborados, o como aproximaciones ttiles a fenome-
nos complejos. Debido a estas propiedades, la estacionariedad se ha convertido en un supuesto
comun para muchas practicas y herramientas en el andlisis de series de tiempo, incluyen la
estimacién de tendencias, el prondstico y la inferencia causal, entre otros, ademas la ubicuidad
en el andlisis de series de tiempo hace que la capacidad de comprender, detectar y modelar sea
necesaria para la aplicaciéon de muchas herramientas y procedimientos destacados en el anélisis
de series de tiempo.

La estacionariedad significa que las propiedades estadisticas del proceso no cambian con el
tiempo. Una distincién importante que hacer antes de sumergirse en estas definiciones es que

11
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la estacionariedad, de cualquier tipo, es una propiedad de un proceso estocastico, y no de una
realizacién finita o infinita del mismo (es decir, una serie temporal de valores)[29).

Estacionariedad fuerte

Esta estacionariedad, requiere la invariancia de cambio (en el tiempo) de las distribuciones
de dimensiones finitas de un proceso estocastico. Esto significa que la distribucién de una subse-
cuencia finita de variables aleatorias del proceso estocastico. Formalmente el proceso estocastico
discreto X = {x;;i € Z} es estacionario si

FX($t1+Ta "'7xtn+‘r) = FX(ajtla "‘7xtn>

ParaT' C Z con n € IN y cualquier 7 € Z Para procesos estocasticos continuos, la condicién
es similar, con T'C R, n € N y cualquier 7 € R en su lugar.

Esta es la definicién mas comun de estacionariedad, y comuinmente se conoce simplemente
como estacionariedad. A veces también se conoce como estacionariedad de sentido estricto o
estacionariedad de sentido fuerte.

Estacionariedad débil

La estacionalidad débil solo requiere la invariancia de cambio (en el tiempo) del primer
momento y el momento cruzado (la covarianza automatica). Esto significa que el proceso tiene
la misma media en todos los puntos de tiempo, y que la covarianza entre los valores en dos
puntos de tiempo, t y tk, depende solo de k, la diferencia entre los dos tiempos, y no de la
ubicacién de los puntos a lo largo del eje del tiempo.

Formalmente el proceso {z;;i € Z} es estacionariamente débil si:

1. El primer momento de z; es constante, es decir V¢, E[z;] = p
2. El segundo momento de z; es finito para todo ¢, es decir V¢, E[z?] < co.

3. El momento cruzado, es decir, la autocovarianza depende solo de la diferencia u — v, es
decir Yu, v, a, cov(x,, x,) = cov(Tyia, Tota)-

La tercera condicién implica que cada retraso 7 € N tiene un valor de covarianza constante
asociado con él:

COU(Q?tl,QL’tQ) = Kxx(tl,tg) = KXX(tg — tl,O) = KXX(T)

Esto implica directamente que la varianza del proceso también es constante, ya que obte-
nemos eso para todo t € N

Var(X:) = cov(zy, ) = Kxx(t,t) = Kxx(0) =d

2.1.2. Pruebas de estacionariedad

En la mayoria de modelos y analisis de series temporales, es indispensable que éstas sean
estacionarias, cuando no es el caso, el primer requisito suele ser estacionariedad, lo cual se suele
conseguir aplicando:

» Logaritmos (para corregir heterocedasticidad), en la cual se emplea una transformacién
para que la varianza sea constante.
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» Diferencia regular, la cual se refiere a la transformacién que elimina la tendencia (o lo que
es lo mismo, induce estacionariedad en media) es la diferenciacién, consiste en calcular
la diferencia entre cada dato (por ejemplo, mensual) y el anterior, en donde siempre se
pierde el primer dato de la serie.

» Diferencia estacional (eliminar componente estacional), es decir, calcular la diferencia
entre el valor de la serie en un mes de un ano con respecto al dato de ese mismo mes,
pero del ano anterior|g].

Una prueba de raiz unitaria prueba si una variable de serie temporal no es estacionaria y
posee una raiz unitaria. La hipdtesis nula se define generalmente como la presencia de una raiz
unitaria y la hipétesis alternativa es la de estacionariedad. En un principio, una raiz unitaria,
es una tendencia estocastica en la serie temporal. Por tanto, si la serie tiene una raiz unitaria,
ésta presenta un patrén sistematico que es impredecible.

En general, el enfoque de la prueba de raiz unitaria supone implicitamente que la serie de
tiempo que se probara, puede ser escrita como:

yt:Dt+Zt+€t

donde D es el componente determinista (tendencia, componente estacional), z; es el compo-
nente estocastico y ¢; es el proceso de error estacionario. En resumen, el propésito de la prueba
es determinar si el componente estocastico contiene una raiz unitaria o es estacionario.

Ahora, con el fin de determinar las propiedades de estacionariedad de las series se pueden
utilizar distintos procedimientos:

1. Test de Dickey Fuller Aumentado (ADF)

La prueba ADF prueba la hip6tesis nula de que una serie de tiempo y; es I(1) frente a la
alternativa de que es I(0).

p
Yyi = B'Dy + dyr1 + Z ViAyj+ & (2.1)

Jj=1

donde D, es un vector de términos deterministas (constante, tendencia, etc.), p los térmi-
nos de diferencia rezagada, Ay;_; se utilizan para aproximar la estructura ARMA de los
errores, y el valor de p se establece de modo que el error ¢; sea no correlacionado en serie.
La especificacién de los términos deterministas depende del comportamiento asumido de
y; bajo la hipdtesis alternativa de estacionariedad de tendencia.

Bajo la hipétesis nula, y; es I(1) que implica que ¢ = 1. El estadistico ADF—t y el es-
tadistico de sesgo normalizado se basan en los estimados de minimos cuadrados de y
estan dados por:

h—1

ADF, =ty = gE( p
ADF, = TA<¢_ D _
1— 1y — ... — 1,

Una formulacién alternativa de la regresion de prueba ADF es:

p
Ay, = ' Dy + mwy—1 + Z ViAYy_; + € (2.2)

Jj=1
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donde m = ¢—1. Bajo la hipétesis nula, Ay, es I(0) lo que implica que m = 0. El estadistico
ADF —t es entonces el estadistico ¢ habitual para probar que m = 0 y el estadlstlco de
sesgo normalizado ADF es T#/(1 — ¢y — ... — 1b,). La prueba de regresién [2.2] se usa
a menudo en la practica porque el estad1st1co ADF —t es el estadistico t habltual que
se informa para probar la importancia del coeficiente 1;;. En resumen, es la prueba que
elimina la autocorrelacion e indica si una serie es estacionaria o no.

2. El test de Phillips—Perron (PP)
Este test difiere del anterior principalmente en cémo trata la correlacién serial y la hete-
rocedasticidad en los errores. En particular, donde las pruebas de ADF usan una auto-
rregresion paramétrica para aproximar la estructura ARMA de los errores en la regresion
de prueba, las pruebas PP ignoran cualquier correlacion serial en la regresién de prueba.

Ay = /Dy + my—1 + wy

donde ut es 1(0). Estas pruebas corrigen cualquier correlacion serial y heterocedasticidad
en los errores u; de la prueba de regresién modificando directamente las estadisticas de
prueba t, = 0 y T'7. Estas estadisticas modificadas, denominadas Z; y Z,, estdan dadas

por:
52\ 2 32— 62\ (T.SE(

7= (2) o( ).(w)
A2 2\ N 62

Z, = T — LSE@) (32 -4%)

252

Los términos 62 y A? son estimaciones consistentes de los pardmetros de varianza.

T
o? = ’ZlgI;oT 1 2 E [ut}
T
A= lim 1 E[T'S7]
t=

T

donde Sy = > u;. Bajo la hipdtesis nula de que m = 0, las estadisticas Z; y Z, tie-
t=1

nen las mismas distribuciones asintoticas que la estadistica t de ADF y las estadisticas

de sesgo normalizadas. Una ventaja de éstas pruebas sobre las pruebas ADF es que son
robustas a las formas generales de heterocedasticidad en el término de error u;. En gene-
ral, es una modificacién de test de Dickey-Fuller, en donde corrige la autocorrelacién y
heterocedasticidad en los errores[26].

2.2. Proceso estocastico

Un enfoque comin en el andlisis de datos de series temporales es considerar las series
temporales observadas como parte de la realizacién de un proceso estocastico. Se requieren dos
definiciones superficiales antes de definir procesos estocasticos.

Espacio de probabilidad: un espacio de probabilidad es un triple (€2, F, P), donde:

1. € es un conjunto no vacio, llamado espacio muestral.
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2. F es un o-algebra de subconjuntos de €2, es decir, una familia de subconjuntos cerrados
con respecto a la uniéon contable y complemento con respecto a ).

3. P es una medida de probabilidad definida para todos los miembros de F.

Variable aleatoria: una variable aleatoria real o variable estocéstica real en (Q, F, P) es
una funcién z : Q — R, de modo que la imagen inversa de cualquier intervalo (—oc, a] pertenece
a F'; es decir, una funcién medible .

Ahora podemos definir qué es un proceso estocastico. Un proceso estocastico real es una
familia de variables aleatorias reales X = {z;(w);i € T}, todos definidos en el mismo espacio de
probabilidad (€2, F, P). El conjunto T se denomina conjunto de indices del proceso. Si T' C Z,
entonces el proceso se llama proceso estocastico discreto. Si T" es un intervalo de R, entonces el
proceso se llama proceso estocastico continuo[10].

2.3. Proceso Wiener-movimiento browniano

En un modelo econométrico de tiempo continuo, suponemos que los choques forman un
proceso de Wiener, que también se conoce como un movimiento browniano estandar. Hay
muchas formas de definir un proceso Wiener {w;} EI Utilizamos un enfoque simple que se
centra en el pequeno cambio Aw; = wya; — wy asociado con un pequeno incremento At de
tiempo. Un proceso estocdstico continuo {w,;} es un proceso de Wiener si satisface:

1. Aw; = e/ At, donde € es una variable aleatoria normal estandar.
2. Aw; es independiente de w; para toda j < t.

La segunda condicion es una propiedad de Markov que dice que, cualquier informacion pa-
sada del proceso, w; con j < t, es irrelevante para el futuro w;;¢ con ¢ > 0, dependiendo del
valor presente w;. De esta propiedad, se ve facilmente que para dos intervalos que no tienen
elementos en comun de tiempo Al y A2, los incrementos wyia1 — Wy ¥ Wasa2 — Wiy SON
independientes.

Desde la primera condicién, Aw; se distribuye normalmente con media cero y varianza
At. Es decir, Aw; ~ N(0,At), donde ~ denota la distribucién de probabilidad. Considere a
continuacion el proceso w;. Suponemos que el proceso comienza en t = 0 con valor inicial wy,
que es fijo y a menudo se establece en cero. Entonces w; — wy puede ser tratado como una suma
de muchos pequenos incrementos. Mds especificamente, definimos T = t/At, donde At es un
pequeno incremento positivo. Entonces:

T T
Wy — Wy = Wrar — Wy = g Aw; = E €V AL
i=1 i=1

Donde Aw; = wja; — wii—1)a¢- Como ¢; son independientes tenemos:

E(w; —wp) =0

T
Var(wy — wp) = ZAt =TAt=t

i=1

1Se refiere a (wy, t € [0, 00))
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Por lo tanto, el incremento en w; del tiempo 0 al tiempo ¢ se distribuye normalmente con media
cero y varianza t. Formalmente, para un proceso de Wiener wy, tenemos w; — wy ~ N (0, t)E]
Esto dice que la varianza de un proceso de Wiener aumenta linealmente con el intervalo de
tiempol7].

Observacién: Una definiciéon formal de un movimiento browniano w; en un espacio de pro-
babilidad (€2, F, P) es que es un proceso estocastico continuo de valor real para ¢ > 0 con
incrementos independientes y estacionarios. En otras palabras, w; satisface lo siguiente:

1. Continuidad: El mapeo de t a w; es continuo casi seguramente con respecto a la medida
de probabilidad P.

2. Incrementos independientes: Si s < t, w; —w, es independiente de w, para todos los v < s.

3. Incrementos estacionarios: Si s < t, wy — ws y w;_s — wy tiene la misma distribucién de

probabilidad.

2.4. Proceso de Wiener generalizado

El proceso de Wiener es un proceso estocastico especial con deriva cerd)| y varianza pro-
porcional a la duracién del intervalo de tiempo. Esto significa que la tasa de cambio en la
esperanza es cero y la tasa de cambio en la varianza es 1. En la practica, la media y la varianza
de un proceso estocastico puede evolucionar con el tiempo en un proceso mas complicado. Por
lo tanto, se necesita una mayor generalizacion de un proceso estocastico. Al final, consideramos
el proceso generalizado de Wiener en el que la esperanza tiene tasa de deriva i y la tasa de
cambio de varianza es o2. Entonces el modelo para x; es:

dzr, = pdt + odw, (2.3)

donde w; es un proceso de Wiener. Si consideramos una version discretizada de la ecuacion
entonces
:ct—:cozut—i-aa/l_f

para incrementos de 0 a t. Por consiguiente
E(z; — xg) = ut

Var(z, — ) = o°t

Los resultados dicen que el incremento en z; tiene una tasa de crecimiento de y para la esperanza
y una tasa de crecimiento de o2 para la varianza. En la literatura, u y o de la ecuacién
se conocen como los parametros de derivada y volatilidad del proceso generalizado de Wiener

2.5. Ruido 1/f

Si en nuestro estudio hay fluctuaciones aleatorias o errores de medicion en los datos que no
estan modelados, se puede llamar ruido estocastico; o, cuando el fenémeno que se esta mode-
lando (o aprendiendo) es demasiado complejo, por lo que los datos contienen esta complejidad

2w, — wy se distribuye como una Normal (0, )

3La deriva cero se refiere la velocidad a la que cambia el valor esperado de un proceso
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adicional que no esta modelada.

En pocas palabras el ruido 1/f es un ruido de baja frecuencia para el cual la potencia de
ruido es inversamente proporcional a la frecuencia. Se ha observado el ruido 1/ f en electrénica,
también en musica, biologia, ecologia e incluso economia.

En su definicién més formal, el ruido 1/f, o ruido 1/fY, es un proceso aleatorio evolutivo
en el sentido de que los pardmetros que caracterizan el proceso estocastico (media, varianza,
covarianzas) que lentamente se desplaza con el tiempo.

Existen diversos tipos de ruido 1/f, el ruido “1/f” tal cual, se refiere a el ruido 1/f" para
cada 0 < v < 2, “ruido-casi-rosa 1/f” se refiere a casos en los que 0.5 < v < 1.5 y “ruido-rosa”
se refiere al caso especifico donde v = 1. Todos los ruidos 1/f" estan definidos por la forma de

su espectro de potencia S(w):
1

S(w) o o (2.4)
donde w = 27 f es la frecuencia angular (o frecuencia baja). El espectro no constituye
un espectro valido en el sentido estacionario de procesos aleatorios porque no es integrable, ya
sea como w — 0 para (v > 1) o como w — oo para para (v < 1). La no integrabilidad en los
casos (v > 1) esta asociado con la potencia infinita en eventos de baja frecuencia; esto se llama
la catéstrofe infrarroja. Por el contrario para (v < 1), que contiene potencia infinita a altas
frecuencias, se llama catastrofe ultravioleta.
El ruido rosa (v = 1) no es integrable en ambos extremos del espectro. Las frecuencias superior
e inferior de observacién estan limitadas por la duracién de la serie temporal y la resolucion de
la medida, respectivamente. Como resultado, todos los ruidos 1/ f tienen una serie de sutilezas
asociadas con la interpretacién de su espectro. Los ruidos 1/f comparten con series temporales
ecolégicas una serie de propiedades importantes: caracteristicas en muchas escalas (fractalidad),
crecimiento de varianza y memoria a largo plazo, cabe senalar que este trabajo, se consideran
la estacionariedad e integrabilidad como conceptos distintos.
También cabe detacar que el ruido 1/f es un intermedio entre el ruido blanco , el cual se refiere
a una senal aleatoria que se caracteriza por el hecho de que sus valores de senal en dos tiempos
diferentes no guardan correlacién estadistica (en el tiempo) y como consecuencia de ello, su
densidad espectral de potencia es una constante, es decir, su grafica es plana y el movimiento
browniano sin correlaciéon entre incrementos.

2.5.1. Escala y fractalidad del proceso 1/f

Los ruidos 1/ f son a menudo considerados como procesos estadisticos fractales, una propie-
dad que es mas claramente expresada a través de la relacion de escala para el espectro: para
cualquier constante a,

S(w) = |a|"S(aw) (2.5)

En pocas palabras, el significado de esto es que el espectro puede considerarse una ley de
poder de superposicién de perturbaciones en diferentes escalas de tiempo. Los ruidos 1/ f tienen
vinculos estrechos con el movimiento browniano fraccional (fBm). Un proceso fBm X (¢) obedece
a una escala definido a través de su funcién de densidad de probabilidad f(x,t):

flafz, at) = a" f(x,t) (2.6)

El parametro H se llama el exponente de Holder y también el “exponente de Hurst” de la fBm.
Esto sigue el trabajo de S.E. Hurst[I5] sobre la cuantificacién del crecimiento de la varianza
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como factor de riesgo al considerar el comportamiento a largo plazo de los embalses. Para el
movimiento browniano ordinario H = % El espectro de fBm es aproximadamente 1/f", con
v =2H + 1, por lo que fBm se usa a menudo como modelo del ruido 1/f, para v > 1, fBm
solo es vélido para el rango 0 < H < 1y, por lo tanto, no se puede utilizar para ruidos 1/f con
v < 1. Sin embargo, si fBm se diferencia por primera vez, el resultado es un ruido gaussiano
fraccional (fGn). Esto es un ruido 1/f con exponente espectral v = 2H — 1 y asi se puede usar
para el rango 1 > v > —1. Una versién discreta de fBm (llamada “diferenciacién fraccional”)
fue desarrollado por Hosking[17].

Varianza creciente

La varianza es una medida de la propagacion de valores en un proceso y puede definirse como
V = E{n(t)?}—E{n(t)}* donde E {} denota el valor esperado. los ruidos 1/ f son caracterizado
por una varianza creciente. Por un tiempo de observacién At, la varianza observada de una
muestra de la serie de procesos depende de At de la siguiente manera.

V(At) o< 1 — At Yo <1 (a)

V(At) o In At, v=1 (b)
V(At) oc A", Yo >1 ()

Solo para v < 1 este crecimiento alcanza un limite.

La autocorrelacién y la memoria de los procesos 1/f

Memoria larga.
Quizas el éxito empirico més dramatico de procesos de memoria largos han estado en trabajos
recientes, modelando la volatilidad de los precios de los activos y las transformaciones de poder
de los rendimientos, por lo cual llega a ser un concepto de suma importancia, el cual dice que
dado un proceso discreto de series de tiempo Y; con la funcion de autocorrelacién Pj en el
retraso 7, el proceso posee una larga memoria si la cantidad:

fim, > 1P
Jj=—n

No es finito. De manera equivalente, la densidad espectral f(w) serd ilimitada a frecuencias
bajas[27].
Una caracteristica clave de los ruidos 1/ f es su memoria larga y su funcién de autocorrelacién

R(t) =E{n(t+ m)n(t)}
por lo general, depende de la ley de potencia del retraso 7:

1
R(T) o¢ —— v<l1

=

La series de tiempo se pueden subdividir en categorias diferentes, con el ruido blanco, el
ruido 1/f y el ruido browniano como fronteras entre tales categorias respectivas, el ruido blanco
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es no correlacionado, el ruido 1/f es ni estacionario ni no estacionario y el ruido browniano es
ni persistente ni antipersistente.

La Figf2.1] ofrece un resumen de las principales definiciones y caracteristicas de los ruidos
1/f? en términos de su “color” convencional, el crecimiento de la varianza, la estacionariedad
y el alcance de algunos de los modelos utilizados para generar el proceso, en términos de su
exponente espectral v sobre el rango de exponentes de -1 a +3.

Exponente -1 0 1 2 3
espectral

"colores” | Blanco % TR Brow®  "Negro '
anticorrelacionado : : correlacionado : » :

varianza l ,. : :
A

Vi el R : i i

=10 ¢ vamoary :

Estacionariedad ' ' : '
e . — »>

estacmlnarlo : no-estacionario :

Modelos " : j(;@rz() H20.5 H=)E
fractales : e g ~ :
{Gn ; Bo¥ :

Modelos < H . . .
autorregresivos f : : . ]
i antipersistente o PeRsaSTeTNe i

Figura 2.1: Esquema de los ruidos estocdsticos en términos de su color (imagen de drticulo[12])

2.5.2. Aspecto econémico en el ruido 1/f

El ruido 1/f en los datos econdémicos generalmente se estudia como dependencia de largo
alcance o memoria larga. Se ha demostrado repetidamente que las funciones de autocorrelacién
de series de tiempo econdémicas, como series de precios de acciones durante dias, semanas o
meses, o los PNB de varios paises durante anos, no decaen exponencialmente como lo harian si el
proceso que genera la serie fuera un proceso simple autorregresivo, de aqui recae su importancia
en el &mbito econémico[30].

2.6. Espectro de Fourier

La idea basica de la transformada de Fourier es que transforma un problema complicado
en otro mas facil de resolver y luego se obtiene la solucion del problema original pero ahora
como la transformada de Fourier inversa de la solucién del problema transformado, es decir, .
problema més facil”. La transformada de Fourier es una herramienta bésica en el analisis de
series de tiempo que tienen energia finita. En este sentido, la transformada de Fourier juega el
mismo papel que las series de Fourier para senales periédicas en resumen, es la representacién
del dominio de frecuencia de una senal.
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2.6.1. Definicién y propiedades basicas

Antes de dar la definiciéon rigurosa de transformada de Fourier, vamos a motivar dicha
definicion a partir de las series de Fourier. Sea f : R — C, una funcion dada. Para cada [ > 0
podemos calcular el desarrollo en serie de Fourier de la funcién f el cual, en su forma compleja
y suponiendo suficiente regularidad en la funcién f, viene dado por:

- :
_ = inmx/l
f(z) = 5 E Cnif

n=—oo

con .
%z/f@wmw
—1

Con el cambio &, = “F las expresiones se escriben como:

1 = T ! 4
— E : €nx — —i€ny 9
f(m) 27T Cnle l Y Cnl /_‘l f(y)e dy ( 7)

n=—oo

Si suponemos que f decae muy rapidamente cuando |z| — 00, entonces

oo 7 / Fy)eEvdy

y a medida que [ — oo la primera expresion tiene un aspecto de una suma de Riemann. De
esta forma, haciendo | — oo se tiene que:

1 [~
r)=— et dy
fla) =5 | Fe)

con

for = [ ey

—0oQ

Los coeficientes de Fourier ¢,; pasan a tener la forma ]?(f ) que es lo que enseguida llamaremos
transformada de Fourier de la funcion f. Tenemos pues que la transformada de Fourier es, en
el sentido anterior, lo que equivale a los coeficientes de Fourier de una funcién periddica.
Dada una funcién f : R — C, se define formalmente su transformada de Fourier como la funcién

de variable real descrita como:

[e.9]

foo =5 [ e r@inger 2.8)

2m J_o

La definiciéon anterior es formal en el sentido de que la integral que aparece no tiene porque
existir para una f cualquiera. La convergencia de dicha integral estd garantizada en caso de ser
f absolutamente integrable, es decir, si consideramos el espacio.

Ll(]R):{f:]R—>C|:/

—0o0

o0

@)lds < oo}

entonces la transformada de Fourier de f estd bien definida siempre que f € L'(R). Recordemos
que L'(R), equipado de la norma:

HfM:/fLﬂwum

o0
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es un espacio de Banach. En realidad, la integral que aparece en [2.8 no se entiende en sentido
de Riemann impropio sino en el sentido de Lebesgue. Lo mismo sucede en la definicion del
espacio L'(R). Sin embargo, si f es continua a trozos y si existen los limites y son finitos

0
lim |f(z)|dx

a——00

b
lim / F(2)|dx
b—o0 0

es decir, si |f| es integrable en sentido de Riemann impropio, entonces f € L'(R) y por tanto
existe la transformada de Fourier de f la cual viene dada por A efectos de célculo, en este
capitulo entenderemos que las funciones que consideramos son absolutamente integrables en
sentido de Riemann impropio[9].

2.6.2. Analisis espectral

En pocas palabras, el analisis espectral o densidad espectral es la descomposicién de una
serie temporal en funciones seno y coseno subyacentes de diferentes frecuencias empleando el
analisis de Fourier descrito anteriormente, lo que nos permite determinar aquellas frecuencias
que parecen particularmente fuertes o importantes, o determinar si las potencias siguen una
ley exponencial o de ley de potencias en las frecuencias.

=) .
= | yreos{dpit) | - T -
- 7 sin{4 pit) I-"\‘u vy II'A\'| i Il'(\‘n F ||'(
I||- 1 II \ e II III-. i [ | |
| | | | |
| I| 5| I| I| II h| I|
| | N |
N [ ' [ |
| | | | o | | |
| [ | [ |
| | | || | | |
| | | II | I| | I|
= | | | | |
= o | | | | | R | i |
| | | | | | I |
| | | | | | |
| | P | | |
| | (| | | | |
w | | | | | |
T {4 | | P
(| i -II | | ||
I| t I| | II E I| |
| | SR P b | |
\ \ [ V[ ', |I
a | Y, W/ Y W
T T I I T
-1.0 05 0.0 05 1.0

Figura 2.2: Analisis espectral.

La frecuencia (f) de una funcién seno o coseno se expresa tipicamente en términos del
nimero de ciclos por unidad de tiempo. Por ejemplo, en la figura anterior, la frecuencia de cada
funcién es de 2 ciclos por unidad de tiempo.

El periodo (T") de una funcién seno o coseno se define como el tiempo requerido para un
ciclo completo. Por lo tanto, es el reciproco de la frecuencia (T = %) En la figura anterior T' = %
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Montaje de ondas sinusoidales
Al considerar la serie de tiempo como una variable independiente, es posible identificar el analisis
espectral como un montaje de ondas sinusoidales compuestas por funciones sinusoidales de todas
las posibles frecuencias (discreto).
Supongamos que tenemos una serie temporal x; de longitud n, por conveniencia suponemos
que n es par. Podemos ajustar una serie de tiempo a una regresiéon con x; como respuesta y las
siguientes n — 1 variables predictoras.

(27rt) _ <27rt) (2(% — 1)7rt> ' (2(% - 1)7?75)
cos | — ) ,sin | — | ,...,cos | ——— ] ,sin | ——— | , cos (7t)
n n n n

Si representamos los coeficientes de regresion estimados por: aq, b, ...,az_1,b2_q, a2
respectivamente, se puede escribir z; como:

oy
2kt 2kt
Ty = ag + Z ay, cos <7TT> + by, sin (WT)
k=1

+az cos (wt)Los parametros del coseno, a, y los pardmetros del seno, by, nos dicen el grado en
que las funciones respectivas estan correlacionados con los datos. Este modelo de regresiéon es
una transformada de Fourier finita para una serie temporal discreta.

Se debe tener en cuenta que debido a que el niimero de coeficientes es igual a la longitud de la
serie de tiempo, no hay grados de libertad para el error. El término de intercepcion, ag, es solo
la media, 7, de la serie de tiempo. La frecuencia méas baja posible es un ciclo, o 27 radianes, por
longitud de registro (que es 27 radianes por intervalo de muestreo). Una frecuencia general, en
esta representacion, es k ciclos por longitud de registro (2#% radianes por muestreo intervalo).
La frecuencia mas alta es de 0.5 ciclos por intervalo de muestreo (7 radianes por intervalo de
muestreo). El intervalo de muestreo (o frecuencia de muestreo) restringe la frecuencia més alta
(conocida como frecuencia de Nyquist) que podemos detectar por ejemplo, si tomamos muestras
cada semana, no podemos detectar ciclos de menos de 2 semanas en longitud. Por otro lado, la
longitud de la serie temporal determina la frecuencia més baja que podemos distinguir.

Se debe prestar mucha atencién al intervalo de muestreo y la longitud del registro. Muchas
series de tiempo son de una variable que es continua en el tiempo pero se muestrea para dar
una serie de tiempo en pasos de tiempo discretos[16].

2.7. Exponente de Lyapunov

En los procesos dinamicos, el exponente de Lyapunov es un parametro que nos ayuda a
cuantificar la separacién entre una érbita y otra muy cercana, dicho parametro es empleado en
sistemas dinamicos.

La caracterizacion del exponente de Lyapunov necesita un poco de calculo. Para este fin,
consideramos la iteracién de una transformacién suave f, en ésta iteracién tenemos x,,1; = f(x,)
para n = 0,1,2,.... Primero reescribimos el crecimiento relativo del error después de n pasos
como un producto.

E, E,

EO En—l .

=

-1 B
_2...E0

s
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y tomando valor absoluto y logaritmo natural vemos que
1 n
I3
n
k=1
Por definicion de los términos de error tenemos:

By flog+ Ep1) = f(op1)
By By

1 | E,
p— n —
n EO

y del célculo obtenemos

Asi,

Ikl

Zln

L%;I—I}O E Z n Ek 1 k*

Ahora con n — oo se obtiene el exponente de Lyapunov

AMzg) = lim — Zln|f T_1) (2.9)

n—oo 1,

Presentemos una férmula explicita para el exponente de Lyapunov A(zg) para el caso especial
de que la érbita de xg sea periddica con un periodo m > 0. Por lo tanto,

Xm = fm(%) =T

Debido a esta periodicidad tenemos

1 m
= =3 Il ()
m; k—1

En otras palabras, el promedio de los factores de amplificacién logaritmica, tomado en un ciclo
periédico, es el mismo que el promedio tomado durante dos, tres o méas periodos, y, por lo tanto,
igual al limite en la ecuaciéon Por lo tanto, si zy es un punto fijo, es decir, m = 1, obtenemos

Axo) = In | f'(zg-1)]

Para un segundo ciclo, el exponente de Lyapunov es

A(wo) = A(a1) = %(m [/ (o)l + In [ f*(21)])

En el caso del iterador cuadrético, donde f(z) = ax(1 — ) obtenemos

Az —Jl_}ﬂ;onzm|a—2axk 1]
n—1
=1 lim — ) Injl1-2
na+nin;onkzgn Ty

Dado que z = 0 es un punto fijo del iterador cuadrético, tenemos A\(0) = Ina (y también,
A =lna)[13].
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2.7.1. El exponente maximo y el tiempo del Lyapunov

El tiempo de Lyapunov se conoce como la escala de tiempo caracteristica en la que un
sistema dinamico es cadtico y se define como el inverso del mayor exponente de Lyapunov de
un sistema.

Exponente maximo

Consideramos la separaciéon § = 2’ —  entre dos trayectorias x(t) y «'(t): Suponemos que

'5:(0)4.5:(’0}/___ .
- a(t)
4(0) &

%(0) (1)

Figura 2.3: Representacién de trayectorias para el exponente méximo de Lyapunov.

la distancia pequefia §(f) = |6(t)| cambia suavemente como § — 0 (§ se aproxima a cero
linealmente a medida que § se acerca a cero) y descuida los términos de orden superior en ()
(suponga que §(0) es lo suficientemente pequeno como para que §(t) sea pequeno para todos
los momentos de consideracién):

5(t) = h(t)8(t) = 6(t) = 6(0) exp [/to dt/h(t/)} dx (2.10)

Se define el exponente maximo de Lyapunov \; como el promedio a largo plazo de h:

0

, 1 ’ /
y se considera ¢ grande (¢ tiempo).
1. 16()]
~ At — 17 - N
d(t) ~ exp(M)d(0) = A\ = tliglo . In 500) (2.12)

Aqui 6(0) se hace lo suficientemente pequeno como para que las trayectorias permanezcan cer-
canas en todo momento de interés. A; describe si un sistema es sensible a pequenas desviaciones
en las condiciones iniciales. Dependiendo del signo de A\, una pequena desviacién entre dos tra-
yectorias disminuye (A; < 0) o aumenta (A; > 0) exponencialmente rédpido durante grandes
tiempos[25].

Interpretacion de \;

Un A; positivo implica una dindmica cadtica. La magnitud de ﬁ es el tiempo de Lyapunov:
cuando A; > 0 determina el horizonte temporal para el cual el sistema es predecible[28].
Ejemplos:
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= El movimiento de los planetas en nuestro sistema solar es cadtico, pero no hay ningin
problema en predecir el movimiento del planeta en escalas de tiempo de observacién
(tiempo de Lyapunov ~ 50 millones de afios para nuestro sistema solar).

» Sistema meteoroldgico: tiempo de Lyapunov (dias) del mismo orden que la escala de
tiempo relevante tipica.

» Circuitos eléctricos caéticos (milisegundos)

2.8. Teoria de las cruces

La teoria de las cruces es mencionada por el contador publico Jorge Chavez Contreras a
principios de los anos 70’s cuando laboraba en una compania de refrescos. Esta teoria basada
en la experiencia laboral de mas de 30 anos, menciona que los procesos de ventas pueden subir
o bajar de manera muy cercana en forma semi periédica de modo que si en un periodo las
ventas netas fueron de bajada, en el siguiente periodo las ventas tendran la probabilidad alta
de subir o en forma inversa, si primero se tuvo una subida es probable que despties se tenga una
bajada, si este proceso se grafica en forma transpuesta (ver Fig la imagen correspondiente
sera algo parecido a una cruz, de aqui el nombre de esta teoria.

T T T

Figura 2.4: Ejemplificacién de la teoria de las cruces dado un periodo de tiempo 7, donde la flecha
roja indica pérdidas y la verde son ganancias.

Las pendientes representadas en la Figl2.4] por la flecha roja y verde son aleatorias en
general, sin embargo es posible argumentar bajo esta teoria que dada alguna funciéon de prueba
f, la pendiente de ganancia o pérdida se relaciona de la siguiente manera en algin intervalo de
tiempo i-ésimo:

m; = choice(—f(7), f(7)) (2.13)

donde choice es la funcién eleccion aleatoria de sus argumentos.
Para ejemplificar la relevancia de esta teoria consideremos cuatro niimeros aleatorios entre
0 y 1, tales que dichos niimeros son:

r, = {0.692266, 0.528938, 0.376354, 0.903878 } (2.14)

Considerando que cada nimero aleatorio que corresponde con m;, se puede construir una
serie de tiempo en un intervalo de tiempo definido de n periodos, para este fin cada periodo
estard normalizado a uno de la siguiente manera:
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T = tz — ti—l =1
Ty = 0

donde i € [1,4], en términos de numeros enteros de esta construccién el conjunto de las
posibles series de tiempo origina 2* = 16 posibliblidades como se muestra en Figl2.5

Figura 2.5: Series de tiempo generadas para la cadena de nimeros [2.14] con las reglas dadas por x;.

De las 16 cadenas la probabilidad de obtener 4 pendientes positivas y ninguna negativa es
de p(+ + ++) = 1/16, 3 pendientes positivas y 1 negativa tienen probabilidad de aparecer
p(+++) = p(—) = 4/16, 2 pendientes positivas y 2 negativas tienen una maxima probabilidad
de p(+4) = p(——) = 6/16, y de aqui las posibilidades se repiten en forma inversa para las
pendientes negativas con su correspondiente cardinalidad de positivas.

La mayor probabilidad descrita en las series de tiempo sigue un comportamiento descrito
por la teoria de las cruces por construccién de estas en la ecuacion [2.15) como era de esperarse
de modo que si consideramos la asignatura en estas cadenas de mayor probabilidad se tienen
estas posibles combinaciones:

[+, —, — +]} (2.16)

Los dos primeros casos de son correspondientes a los descrito por la teoria ya que
después de una bajada en un periodo sigue una subida con alta probabilidad y del mismo modo
el caso opuesto, sin embargo los dos pentltimos casos en [2.16| mapean algo similar pero con
un periodo de dos, tal que cada dos periodos hay subida y bajada respectivamente, esto es
consistente con la caracteristica de invarianza de escala para todo proceso browniano, ademas
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como se indica que una subida y una bajada son igualmente probables y sin correlacién entre
futuro y pasado, es decir caracterizadas por efectos de memoria de largo plazo que suceda hoy
impactara en el futuro por siempre y a su vez no, es decir, ni es persistente ni antipersistente.
Finalmente los dos ultimos casos estan separados el ascenso o caida en un periodo de dos
unidades, en forma trasladada un periodo de uno en el comienzo.

A continuacién una cadena de mayor tamano es mostrada para generalizar este analisis.

2.8.1. Generalizacion para una cadena larga

Al considerar una cadena de 1000 elementos como se describe en la Ec. 2.15] una serie de
tiempo puede ser creada (ver Fig. [2.6]) y esta cadena de informacién justo tendrd el comporta-
miento de un movimiento browniano.

m | 1000

40 600 800

-10:
—-15¢
-20-

-25¢

Figura 2.6: Serie de tiempo generada para la cadena con las reglas dadas por x; para 1000 elementos.

Por ende el concepto descrito por la teoria de las cruces es valido como un resultado de
la invarianza de escala presentada por procesos que tengan un comportamiento estocéstico del
tipo browniano.

Para verificar que el comportamiento tiene una invarianza de escala se construye el espectro
de Fourier o también conocido como espectro de potencias. De este es interesante notar que
tiene una tendencia lineal al ser representado en escala logaritmica como se ve en la Fig. [2.7]
y para el ejemplo tomado con 1000 elementos de la serie de tiempo de la Fig. la regresion
lineal da como resultado una pendiente de —1.8 ~ —2.

1000F b

Densidad espectral

1 5 10 50 100 500
Frecuencia

Figura 2.7: Espectro de Fourier (negro) de la serie de tiempo presentada en la F ig y linea de
regresion (rojo) de dicha descomposicién dada por 8.29 — 1.81¢.
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Debido a que la pendiente de la regresion lineal en el espectro de Fourier es cercana a menos
dos, lo cuél como vimos en Fig[2.1] se comprueba que el comportamiento es un movimiento
browniano, como se meciona en la Seccién[2.5]

Es interesante notar que el concepto dado por la teoria de las cruces puede ser abordado en
diversos fenémenos de finanzas, economia, sociologia, biologia etc. Y que en conclusién el efecto
de subida, tarde o temprano tendra una bajada y de manera analoga una bajada involucrara
una subida al transcurrir el tiempo en forma 6ptima desde el punto de vista probabiliistico.
Las implicaciones de esta teoria seran ttiles en esta tesis para el desarrollo de un modelo de
prondstico como se observard en la Seccién [4.5]



Capitulo 3
Metodologia y analisis

En este capitulo se examina como se adquieren los datos a analizar, se presentan series de
tiempo que nos refieren el comportamiento del costo del oro, algunas herramientas estadisticas
a estudiar y analizar, y la relaciéon que tiene todo este estudio con el movimiento browniano y
el analisis espectral.

En este trabajo de tesis se realizé un estudio de los precios diarios minuto a minuto del oro del
mercado de Nueva York, obtenidos del vinculo: https://www.kitco.com/.

Kitco es una de las principales webs mundiales de informacién general sobre el oro y los
metales. Kitco fue creada en 1995 por Bart Kitner, quien estuvo relacionado con los metales
desde los afios setenta cuando empez6 a comprar oro en las joyerias del Este de Canada. Esta
empresa es, sin duda, uno de los grandes nombres mundiales en la comunidad de los “gold
bugs” [1§].

3.1. Adquisicién de datos y procesamiento

En este capitulo se detallan los pasos que se siguieron para la adquisicién de datos y el
proceso que se llevo a cabo.

Los datos se adquirieron de Kitco de enero del 2015 a junio del 2019, minuto a minuto
todos los dias, de las 8:00 am a las 17:00 pm, salvo sabados y domingos, como se muestra en la
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Figura 3.1: Costo de la onza de oro en délares (imagen adquirida de Kitco)

La pégina Kitco nos muestra graficamente el precio del oro por minuto diariamente, cada
imagen fué descargada y se convirtié al formato jpg posteriormente se realizé un cédigo en el
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software Mathematica [23], para adquirir numéricamente la informacion, es decir, los datos de
los costos de los graficos, guardandolos en extension csv para su facil andlisis en el lenguaje
R[24].

La base de datos adquirida en forma propia como se detallé previamente puede ser encon-
trada de forma abierta en el siguiente link: https://github.com/NuclearGeorge/GOLD_TIME_
SERIES_NY/blob/master/gold_data_time_series.zip,éstos datos consisten en 926 archivos
cuyo nombre indica la fecha de forma aa/mm/dd y cada archivo contiene dos columnas tiempo
y costo.

Para mostrar el comportamiento diario del precio en el costo del oro, se han seleccionado seis
fechas tomadas al azar del conjunto de datos obtenidos como se muestra en la Fig. Dichas
gréaficas se obtuvieron del Apéndice. [A]

Estas gréaficas que se presentan a continuacién, nos muestran seis dias al azar para su es-
tudio, en estas series principalmente nos muestran el precio del oro por minuto de la hora de
apertura a la hora de cierre del mercado.

Su importancia radica en la volatilidad del valor del metal en cuanto a hora por dia, y si tam-
bien se comparan los dias, se puede observar que al pasar de los anos ha habido una alza del
precio del oro, en los primeros tres anos, es decir del 2015 al 2017 en realidad el pocentaje de
alza de precio no fue considerable, sin embargo al iniciar el ano 2018 y lo que se analizé del
ano 2019, hay una diferencia de alta significativa, esto se puede otorgar a consecuencia de la
politica econémica que el presidente de los Estados Unidos, Donald Trump, ha impuesto en
cuanto a la desaceleracion del crecimiento mundial y un mercado bursatil en crisis, asimismo
se ve implicado el precio del délar ya que habitualmente, el délar y el oro siguen caminos di-
vergentes: cuando uno sube, el otro baja. Las recientes subidas del oro han seguido este patron
y se han producido después de que el délar haya perdido posiciones.

Entonces, la bajada del délar, la caida de los rendimientos de los bonos del tesoro, la recupera-
cién del yuan chino, esto es debido a que el banco central fija su tipo de cambio frente al doélar
por encima de los siete yuanes por primera vez desde la crisis financiera, lo cual propicia la
implicacion de la guerra comercial entre China y Estados Unidos, lo cual a su vez causo6 caidas
en las bolsas de valores de todo el mundo y que Wall Street sufriera la peor jornada del ano.
Ademsds, dejando el tema de la guerra de divisas, ha habido un incremento el aumento de la
demanda[2]] en el sector joyero y en general propiciardn una subida del precio del oro. A pesar
de que como mencionamos en la Seccién|I.2.3] de que el precio se determina por ‘London Gold
Fixing Association’ la situacion del mercado de Nueva York y todos éstos puntos en cuestion,
son de importancia a la hora de conocer el costo del metal.


https://github.com/NuclearGeorge/GOLD_TIME_SERIES_NY/blob/master/gold_data_time_series.zip
https://github.com/NuclearGeorge/GOLD_TIME_SERIES_NY/blob/master/gold_data_time_series.zip
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Figura 3.2: Comportamiento del costo del oro por fecha

3.2. El oro como movimiento browniano

Como se menciono en la Seccion. los procesos en el sector econémico y financiero gene-
ralmente tienen un comportamiento de un movimiento browniano, para corroborar esta carac-



32

teristica en el costo del oro, se implement6 un coédigo que realiza un analisis de Fourier, éste
c6digo puede verse en el Apéndice[B] los resultados obtenidos del anélisis espectral se muestran
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en la Fig[3.3| para cada una de las seis series de tiempo que se muestran en la Fig. [3.2]

De este estudio se observa claramente un comportamiento en la invarianza de escala de las
series de tiempo que es mostrado por el exponente espectral respectivo para cada serie, como

se ve en los resultados de la Tabla. 3.1]

Densidad espectral Densidad espectral
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Figura 3.3: Densidad espectral del costo del oro
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Fecha
02-03-15 | 12-10-16 | 25-07-17 | 07-05-18 | 03-01-19 | 28-06-19
Exponente espectral | 2.039757 | 2.053973 | 2.09171 | 2.072253 | 1.949278 | 1.999664

Cuadro 3.1: Exponente espectral calculado de seis fechas al azar.

Podemos observar tanto en la Fig. como en la Tabla[3.T]que la pendiente de los dias ana-

lizados es aproximadamente 2, con una diferencia menor de 0.1. De acuerdo a dichos resultados
se puede hacer una comparacién de la Figl2.1y se concluye que el costo del oro se comporta
como un movimiento browniano.
El movimiento browniano describe el movimiento de un pollen en agua, y como viene empuja-
do por las moléculas de agua que son ordenes de magnitud menores, en éste caso el costo del
oro viene empujado por otros factores mucho mas rapidos como el precio del délar, la tasa de
interes, la coyuntura econémica mundial y més factores que se abordan en la Seccién[1.2.3]

3.2.1. Estacionariedad y analisis estadistico en el costo del oro

Como se vid en secciones anteriores, los modelos de series de tiempo analizados hasta ahora
se basan en el supuesto de estacionariedad, esto es, la media y la varianza para una serie de
tiempo son constantes en el tiempo y la covarianza es invariante en el tiempo.
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Figura 3.4: Costo de la onza de oro en délares con tendencia (imagen adquirida de Kitco)

Como se observa en la siguiente figura, se pueden mostrar una tendencia creciente, es decir

que la media crece a lo largo del tiempo, lo cual es una caracteristica de una serie no estaciona-
ria, incluso si se analizan las distintas fechas de la Figf3.2] se observa que en cada una de ellas
hay tendencia ya sea creciente o decreciente.
Para mayor seguridad al concluir si el grafico cumple con estacionariedad , como se menciona en
la Seccién[2.1.1] se realizan dos tests de raices unitarias. En estos tests, la hipdtesis nula es que
la serie tiene raices unitarias, por tanto, no es estacionaria. Por ende, la hipotesis alternativa
es que la serie es estacionaria (alternative=“stationary”) y k, corresponde al orden de retrasos.
Con un p — wvalor inferior a 0.05, la hipdtesis nula se suele rechazar. Por consiguiente, en la
Fig[3.5] se muestran los resultados de las pruebas de raices unitarias.

En ambos tests, se obtuvo un p — valor > 0.05, por tanto, aceptamos la hipdtesis nula y
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. Phillips-Perron Unit Root Test
Augmented Dickey-Fuller Test

data: tsl
data: tsl Dickey-Fuller zZ(alpha) = -7.3273,
Dickey-Fuller = -3.1673, Lag order = 0, Truncation lag parameter = 2, p-value =
p-value = 0.1277 0.6543
alternative hypothesis: stationary alternative hypothesis: stationary
(a) Prueba Dickey-Fuller Aumentada (b) Prueba Phillips-Perron

Figura 3.5: Test de raices unitarias para probar estacionariedad obtenidas de @

podemos decir que la serie no es estacionaria.
De los 478,318 datos de las 926 fechas se andlizaron los estadisticos principales en cada intervalo

de hora de las 8:00 horas hasta las 16:00 horas, con el objetivo de buscar alguna tendencia o
comportamiento particular en esos intervalos de tiempo, en donde se puede observar que en la
apertura del mercado de Nueva York, existe un promedio mayor en el costo comparado con las
horas de cierre. La desviacion estdndar es un indice numérico de la dispersion de un conjunto
de datos, mientras mayor es la desviacién estandar, mayor es la dispersién de los datos, la
desviacion estandar en resumen, mide el grado de dispersiéon o variabilidad. Sabiendo estas
caracteristicas, se observa que la desviacion estandar mayor correponde a la hora de apertura,
la cual indica que tiene una mayor dispersion de datos, y que los valores en el conjunto de datos
estdn mas lejos de la media, mientras que la mas baja es la de las 14 horas, es decir, que los
valores estdan mas cerca de la media. Por lo general, una desviacién estandar mas grande se
traduce en un mayor error estandar de la media y una estimacién menos precisa de la media
de la cual corresponde a la hora de apertura. Esto nos da una idea empirica de cuales son los
tiempos en que es conveniente comprar oro (Ver Fig, la hora de apertura no nos dice que
no convenga, pero si que es mas volatil a la hora de conocer el precio, independientemente
del fin que éste busque, por esto, uno de los objetivos principales de este trabajo, utilizara
esta caracteristica cualitativa como una base que consolidara un modelo semiestocastico que se
detallard en secciones posteriores. Dichos célculos se encuentran en el ApéndicdA]
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(a)Promedio general del costo (b)Desviacion estandar general del costo

Figura 3.6: Analisis estadistico de los 478,318 datos de las 926 fechas por hora.
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Resultados

4.1. Analisis del exponente de Lyapunov

Debido a que en éste trabajo se busca concretar un modelo semiestocédstico para poder
pronosticar el costo del oro, es importante conocer, si el exponente de Lyapunov es globalmente
estacionario, pues como se menciono en la Seccién. se sabe que el tiempo de Lyapunov, es
el tiempo méaximo en que un sistema dinamico puede comportarse en forma determinista, por
tal motivo, en esta seccion se da detallado el calculo del exponente de Lyapunov para los datos
adquiridos usando Ec[2.9 en intervalos de tiempo finito. En el Apéndice [C] se muestra el cddigo
realizado en R, el cual sirve para calcular el exponente de Lyapunov de los datos almacenados
.csv, por dia y por hora tomando en cuenta todas las semanas, cabe senalar que las semanas
se tomaron en cuenta solamente de lunes a viernes, ya que Sabado y Domingo esta cerrado el
mercado de Nueva York.

A continuacién se presentan las gréaficas del exponente de Lyapunov de los cinco dias de la
semana para cada una de las nueve horas del dia, considerando que los tonos azules, representan
las horas del dia de las 9:00 am hasta las 15:00 pm hrs, mientras que el color amarillo y
rojo representa la hora de apertura y de cierre respectivamente, es importante senalar que el
exponente de Lyapunov tiene un valor de tiempo de %

En cuanto al gréfico del dia lunes, se puede observar que hay una irregularidad bastante notoria,
la cual corresponde a la semana 138, dicha semana, de 8 hrs a las 16 hrs los valores de los
exponentes de Lyapunov son mayores a 200 llegando a un méximo de 364.49, todos estos datos
corresponden a los dias del 21 al 25 de agosto del 2017, a su vez, se muestra que hay una
inestabilidad mayor en las primeras horas del dia que al cierre. En el dia martes se observa
que los exponentes de Lyapunov son mayores en la hora de apertura que en la hora del cierre
y también se puede concluir que en la hora de cierre se muestra una estabilidad mayor al
compararla con las deméds horas. En la serie del exponente del dia miércoles, podemos ver
que en la hora de cierre se muestra una estabilidad mayor al compararla con las demas horas,
sin embargo en las ultimas semanas del andlisis, es decir en el mes de junio del 2019 crecio
considerablemente el exponente. El grafico de la serie del dia jueves, podemos concluir que
en la hora de cierre se muestra una estabilidad mayor al compararla con las demés horas, sin
embargo de la semana 60 a la 75 la volatilidad es mayor en comparacion de las otras horas.
Finalmente, se observa la serie del del dia viernes, podemos concluir que la hora menos volatil
es la del cierre, aunque como la serie del jueves, la semana 60 a la 75 la volatilidad es mayor
en comparacion de las otras horas. En conclusién, estos resultados reflejan algo semejante a lo
visto en la Figl3.6] es decir, que los datos son mds volatiles a la hora de apertura, mientras
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que los datos mas estables son a la hora de cierre, con la ventaja de que ésta informacion nos
permitira crear un modelo para pronosticar el costo del oro en una mejor forma cuantitativa.

o
g |
(]
=
8 o
=] (=]
Q_ o™
]
=)
-
o
=
o
T T T T T
0 50 100 150 200
Semana
(a)Lunes
o
(=]
o™
o
w0
=
[a]
= o
a ¢
4
=)
—
(=]
uw
o

0 50 100 150 200

Semana

(¢)Miércoles

Lyapunov
100 150 200
L L L

50
|

0 50 100 150 200
Semana

(e)Viernes

Lyapunov

Lyapunov

200

150

100

50

100 150 200

50

0 50 100 150 200

Semana

(b)Martes

0 50 100 150 200

Semana

(d)Jueves

&:00 am
500 am
10:00 am
11:00 am
12:00 pm
13:00 pm
14:00 pm
15:00 pm
16:00 pm

JIINE] i

(f)Leyenda por dia

Figura 4.1: Exponente de Lyapunov por dia/hora

En la Fig[l.2] se implementa una serie que comparte los cinco dfas de la semana en conjunto,
se puede observar que la dindmica no es distinta en cualquier dia de la semana, a excepcion del
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valor atipico del lunes, todas manejan un comportamiento similar.

Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes

Lyapunov
100 200 300

0

T T T T T T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 [ 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Semana

Figura 4.2: Exponente de Lyapunov por dia (serie en conjunto)

4.2. Estacionariedad respecto al exponente de Lyapunov

En la seccién se comprobo que la serie del costo del oro general, no es estacionaria,
y como se sabe que es un requisito de suma importancia para el analisis de datos y modelaje,
se procedié a tomar en cuenta otros datos, en éste caso se calculd el promedio semanal, ya
que si se tomaban los datos del exponente de Lyapunov tal cual, existen criterios de sesgo y
valores atipicos, los cudles se explican mas a delante, a su vez, se toma en cuenta el criterio de
estacionariedad para el Lyapunov. En primer instancia se muestra el grafico del célculo del
promedio semanal de los exponentes de Lyapunov, cada linea gris vertical representa las 234
semanas totales que se analizaron del ano 2015 al 2019, mientras que el color verde representa
el Lyapunov promedio de todos los datos, cabe destacar, que los valores de la serie tienden a
oscilar alrededor de un valor fijo (media) y la variabilidad con respecto a esa media también
permanece constante en el tiempo, es decir cumple una caracteristica muy importante de la
estacionariedad. Dichos calculos se pueden encontrar en el Apéndice

Promedios semanales: 2015-2019

— = 234 Semanas totales
= |edia

40

1

Lyapunov Promedio

20 40 60 80 100

1 T T 1 T
0 500 1000 1500 2000

Horas totales
Figura 4.3: Lyapunov promedio por hora.

Se procede a realizar los dos tests de raices unitarias.
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Phillips-Perron Unit Root Test

Augmented Dickey-Fuller Test data: tsl
Dickey-Fuller Z(alpha) = -765.46,
data: tsl Truncation lag parameter = 8, p-value =
Dickey-Fuller = -24.674, Lag order = 0, p-value = 0.01 ’
0.01 2 . . .
alternative hypothesis: stationary alternative hypothesis: stationary
(a) Prueba Dickey-Fuller Aumentada (b) Prueba Phillips-Perron

Figura 4.4: Test de raices unitarias para probar estacionariedad obtenidas de @

En ambos tests, se obtuvo un p — valor de 0.01, y es inferior a 0.05, por tanto, rechazamos
la hipdtesis nula y aceptamos la alternativa, y podemos decir que la serie es estacionaria.

Y finalmente se muestra una grafica de cajas de los exponentes de Lyapunov calculadodC|

Resumen de distribucion de datos

Lyapunov
200
1
(=3
Lyapunov
100
1
-
0=
-
m D

;ééiiijii Ik =

8 - ‘ 81 & o + A

- T e T S A
L - S S S ; v . '

° T T T T T T T T T ° T T T T T T T T T
8 9 10 11 12 13 14 15 16 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Figura 4.5: Diagrama de cajas del exponente de Lyapunov de todos los datos analizados.

Este grafico representa el diagrama de caja por hora, en el andlisis grafico del Lyapunov
y con los datos anteriormente proporcionados, podemos ver que a cada hora de las 8:00 hrs a
las 16:00 hrs, la mediana esta relativamente en el centro de la caja, por lo que la distribucién
es simétrica. Podemos observar que el horario con més valores atipicos es la de las 14 hrs,
y de hecho, de las 14 hrs al cierre que son las 16 hrs comparados con las demas horas mas
tempranas, son los que tienen mas valores atipicos, éstos valores atipicos son datos apartados
del cuerpo principal de la informacién, pueden representar efectos de causas extranas, opiniones
extremas o en el caso de la tabulacién manual, errores de medicién o registro, también se caculd
la varianza y desviacién estdndar de éstos datos, como se muestra en la Tablad.1]

Con éstos datos, podemos observar que hay tendencia, y valores atipicos por lo que se
procedié anteriormente a tomar en cuenta el promedio de los exponentes de Lyapunov para
transformar nuestros datos a una serie estacionaria.

Como se mencioné en la Seccién2.7] el exponente de Lyapunov es un coeficiente que da infor-
macion sobre el caracter cadtico de un sistema dindmico y el tiempo de Lyapunov interpreta el
tiempo limite de predictibilidad en dicho sistema deterministicamente.

Los valores del exponente de Lyapunov mostrados en la Figid.5| estan en un intervalo aproxi-
mado de 50 — 100[%], esto implica que en un contexto determinista el tiempo de predictibilidad
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‘ Hora ‘ Desviacién E ‘ Varianza ‘ Media ‘

8 am 23.14151 535.5294 | 107.6041022
9 am 23.19259 537.8962 | 109.6617287
10 am 23.62528 958.1541 | 105.8736376
11 am 22.91661 925.1709 | 93.41196548
12 pm 23.26274 541.1551 | 81.92706801
13 pm 24.94901 622.4533 | 82.62903677
14 pm 28.64527 820.5513 | 76.8897587
15 pm 24.43893 597.2613 | 73.84076471
16 pm 23.16855 536.7818 | 56.0743767

Cuadro 4.1: Varianza y desviacién estandar por hora del exponente de Lyapunov obtenidos de Apéndi-

ce[g

es de 0.6 — 1.2 minutos. Sin embargo como se demostré en la Secciénfd.2] la serie de tiempo
para el valor A, s estacionario, lo que implica la posibilidad de utilizar esta informacién en el
planteamiento de un modelo que determine el valor de A como funciéon del tiempo, como se
detallara en la siguiente seccion.

4.3. Funcién continua para A(t)

En la seccion previa se demostré que el valor para el exponente de Lyapunov resulta tener
una propiedad de estacionariedad, esta propiedad ha permitido crear una funciéon continua que
calcula los valores del A = A(t) con t € [8,16] hrs, con sus incertidumbres respectivas, utilizando
la informacién de la Fig[d.5
El plantamiento de esta funcién se basa en representar en forma polinomial el valor del expo-
nente de Lyapunov de la siguiente manera:

n

At) = ait! (4.1)

1=0

donde cada coeficiente a; seria obtenido utilizando el mejor ajuste en forma cualitativa para
los datos de la Tabla[4.1] de este proceso se encontré que el mejor modelo es para n = 6, los
coeficientes relacionados para Ec[4.1]

n 0 1 2 3 4 5 6
an 20784.0864 | -11295.0220 | 2518.6494 | -293.3060 | 18.8172 | -0.6311 | 0.00865
Desv.Estandar | 43878.9276 | -23731.3930 | 5276.3806 | -615.2766 | 39.6907 | -1.3436 | 0.0186

Cuadro 4.2: Desviacién y pardmetros, datos obtenidos de Mathematica del Apéndice.

4.4. Modelado continuo para A

Los polinomios de orden seis de A y su respectiva incertidumbre se observan en la Tablaf4.2]
La Fig[d.6] muestra la forma del ajuste de funcién continua comparado con los datos obtenidos.
Al tener una forma continua el valor del exponente de Lyapunov: A(t) & o,(t), es facil
obtener el valor mdximo y dicho valor es Ay = 110.11 [1/hr], es importante notar que este
valor ocurre a las 8.98hr ~ 9hr de la manana. Con el valor de Apax = 0.009 [hr] se puede tener
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Figura 4.6: Datos del exponente de Lyapunov promediado cada hora (rojo) del conjunto total
de datos obtenidos, comparados con el modelo polinomial (negro) y el ajuste de las desviacién
estandar en forma continua (zona gris).

el tiempo de Lyapunov minimo ya que t{" = 1/, este valor tendrd mucha utilidad en la
seccion siguiente pues al tener una cota del tiempo de maxima predictibilidad se considerara
este valor en la implementacién de un modelo semiestocastico para pronosticar valores en el
costo de del precio del oro.

4.5. Modelo semiestocastico para obtener costos de oro
a futuro

En esta seccion se construye un modelo semiestocastico que utiliza el tiempo de Lyapunov
1 como un limite temporal determinista de prediccién mezclado con la teoria de las cruces
expuesta en la Seccién 2.8
La idea principal es utilizar la propiedad cadtica de los sistemas dinamicos ya que si a un tiempo
inicial ¢ se hace una observacién del costo del oro C(ty), se espera que exista una divergencia
exponencial de este valor a tiempos cercanos al tiempo de Lyapunov pues después de este
tiempo caracteristico el determinismo quedaria ausente originando aleatoriedad en posibles
predicciones. Por lo tanto la diferencia entre el costo futuro C(t) y el costo medido al tiempo
to serd A(t) tal que,

AC(H) = |C(t) - Clty)] = Clto)e™. (4.2)

Si se considera que el exponente A cambia con el tiempo y si se contemplan intervalos de tiempo
pequenos 6t donde sea valida la ecuacién es posible hacer una prediccion por cada intervalo
de tiempo t;

AC; = AC;_ ) (4.3)
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con AC(ty) = Cy.
Como por definicién AC' > 0 significa que el crecimiento exponencial necesariamente no im-
plica C(t;) > C(t;—1), pues también podria tener un crecimiento exponencial negativo C(t;) <
C(ti—1), es decir C; o< e}t o O oc —e* )% por lo tanto C;.

Si cada intervalo de tiempo es fijo y pequeno talque A(¢;)dt << 1, se puede desarrollar en
serie la exponencial tal que e* = 1 4 x, de esto

y considerando que la separacién es positiva sin importar si se tenia un crecimiento o un
decrecimiento

Para asegurar que A(t;)0t << 1, se puede escoger dt = 9" pues justo va a satisfacer la de-
sigualdad, de este modo en un intervalo de tiempo pequeno la divergencia entre costos puede
desarrollarse a orden lineal con una pendiente positiva o negativa.

Siguiendo la ecuacién {2.13|de la teoria de las cruces y sabiendo que el exponente de Lyapunov
como funcién del tiempo estd modelado como se muestra en la Fig. con su respectiva
desviacién se puede tomar

Oi = ChOiCe[Ci,1(1 -+ )\T(ti)tI/\rlin), Cz;l(l — )\r(t,L)t&mn)], (46)

donde choice es la funcién eleccion aleatoria de sus argumentos y
Ar(t) = rand.norm.dist.(pn = A(t), 0 = ox(t)). (4.7)

Para ejemplificar el uso de este modelo en la préctica se eligio la fecha 19-06-28 y se calculd
el costo del oro en intervalos de media hora comenzando a las 8am hasta las 4pm, la Fig[4.7]
muestra las serie de tiempo obtenida por el modelo y la obtenida por los datos veridicos. La
implementacién del cédigo para este modelo se muestra en el apéndice[E]

1430

1420

1410
|

Doélares-Onza
|

1400

Hora

Figura 4.7: Comparacién entre precios reales (rosa) y precios obtenidos por el modelo (azul) en
intervalos de media hora.
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Hora ‘ Costo-Real ‘ Costo-Pronosticado ‘

8 1412.888889 | 1412.888889
8.5 1413.333333 | 1411.127219
9 1412.277778 | 1411.567782
9.5 1409.666667 | 1410.54568

10 1409.5 1408.004349
10.5 | 1411.083333 | 1407.929376
11 1411.083333 | 1409.613661
11.5 | 1410.083333 | 1409.713077
12 1410.722222 | 1408.798045
12.5 | 1410.638889 | 1409.497498
13 1408.833333 | 1409.450907
13.5 | 1410.138889 | 1407.664079
14 1408.916667 | 1408.977916
14.5 | 1409.527778 | 1407.775491
15 1409.805556 | 1408.435788
15.5 | 1409.805556 | 1408.817214
16 1410.444444 | 1408.997305
16.5 | 1409.583333 | 1409.909317

CAPITULO 4. RESULTADOS

Cuadro 4.3: Costo real vs costo pronosticado del dia 19-06-28

Posteriormente podemos ver las 1000 simulaciones en un histograma de probabilidades en
la Fig{d.§ que representa el mismo dia, ie 19-06-20 pero de un solo tiempo a pronosticar, de
12:00 hrs a 12:30 hrs.

Probailidad de costos

300
|

200

Frecuencla

50 100

|
|

1405 1410 1415

Costo

Figura 4.8: Probabilidades de costo de las 12:00-12:30 hrs

Podemos observar que la mayor probabilidad esta representada por el costo 1410.72 que en
realidad, es similar al costo real a esa hora del oro. Esto nos da la certeza de que entre mas
simulaciones haya, mas exacto es el precio pronosticado de acuerdo a las probabilidades de éste.
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Conclusiones

La presente tesis se ha enfocado en el andlisis del comportamiento de la volatilidad en las
series de tiempo presentadas con el costo del oro del mercado de Nueva York. Se presentaron
resultados generales del analisis del costo del oro, asi como su relaciéon con el movimiento brow-
niano y el indice espectral.

Posteriormente se complementé este analisis con la realizacion del célculo del exponente de
Lyapunov con la finalidad de observar el comportamiento de la volatilidad por hora de los dias
analizados, del 2015 al 2019 del precio del oro. Se presentaron resultados generales del analisis
del costo del oro, asi como su relaciéon con el movimiento browniano y el indice espectral. De
éste andlisis se pudo observar que las horas menos volatiles para el calculo del costo del oro, son
de las 14 a 16 horas, a diferencia de las primeras horas de apertura del mercado, de acuerdo
con el calculo del exponente de Lyapunov.

La estacionariedad tomo importancia en el promedio de exponentes de Lyapunov, ya que son
los exponentes los que se usaron para el modelo de prediccién, asimismo como el costo general
del oro, no fue una serie estacionaria, no se podian realizar andlisis mas profundos a menos que
se realizaran cambios en la serie, entonces del analisis del promedio de los exponentes, se pudo
verificar que las series mostradas del costo del oro son estacionarias lo cual fué clave para poder
realizar un prondstico del precio, ésto se verifico con los resultados de la Prueba Dickey Fuller.
y de Philliphs Perron, la estacionariedad

Finalmente, se obtiene un modelo semiestocastico que pronostica el costo del oro dado un
tiempo de inicio y uno final, cuyos resultados son muy similares a los reales en un intervalo de
confianza como se mostré en el caso analizado.

Este modelo se basé en dos métodos, el subjetivo el cual esta basado en el uso del expo-
nente de Lyapunov, y el histérico, ya que se basa en eventos pasados o de experiencia, de la
cual nos aporto la teoria de cruces. Dicho modelo puede ser 1util en las diversas aplicaciones
de prondstico, ya que se puede predecir el costo de sus productos y servicios, la cantidad de
ingresos y ganancias que puede anticipar, y en general en el mercado financiero representa un
método vital la toma de decisiones.

El oro deberia ser una parte importante de una cartera de inversiones y con la metodologia
planteada aumenta més su significado ya que se puede conocer precios futuros y se tendria una

43
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visién mas aproximada de su valor y el uso del concepto del exponente de Lyapunov llega a
ser muy importante porque como sabemos el precio del oro es volatil a corto plazo, si sabemos
esta caracteristica del costo y se puede pronosticar incluso tomando en cuenta su inestabilidad,
llega a ser un tema que vale la pena considerar.



Apéndice A

Cdédigo en R. Obtencion de datos y
estadisticos

Posteriormente de que se obtienen los datos de la pagina KITCO, todos los datos csv
se encuentran en https://github.com/NuclearGeorge/GOLD_TIME_SERIES_NY se realiza un
cédigo en R para el mejor andlisis del trabajo. Asimismo se realizan los calculos de media y
desviacién estandar

#Importe de datos

datos = read.csv(”7190628.csv”, header = FALSE)
datos$hora <— datos$V1;

datos$costo <— datos$V2;

dt = (datos$hora[2]—datos$Shora[l]);

# Grafica: Costo del oro

plot (datos$costo “datos$hora , lwd=2, type = 717",
col="mediumpurple4” , xlab = ”"Hora”, ylab = "D\ ’olares/Onza” ,
cex=0.5, cex.main=1.75, cex.lab=1.5, cex.axis=1.0)

#x

>k 3K 3k 3k 5k 3k ok 3k ok sk ok ok ok >k ok sk Sk sk sk ok sk sk ok sk okok ok Sk ok ok ok sk sk sk ok ok okok ok ok ok ok ok kok

ESTADISTICOS DEL COSTO GENERAL DEL ORO
sk ok ok ok oK ok ok K koK ok oKk ok K ok ok K koK K K Kk oK K koK K KK K K K K oK K KoK R kK R oK Kk KK
#Para la obtencién de estos datos, se realizd una
aglomeracion de todos los datos en general en Excel.
Promedio={c(1235.38368,1235.101341,1234.897079,1235.054527,
1235.08071,1234.915518,1234.943259,1234.948652,1234.723095)}
Varianza={c(5691.598328 ,5567.815195,5447.373042,5497.005578,
5531.169514,5458.12117,5435.422199,5483.016297,5500.167228)}
DesviacionE={c (75.4426824,74.61779409,73.80632115,74.14179373,
74.3718328,73.87909833,73.72531586,74.04739224,74.16311231)}
diasdelasemanazc(77877 ’77977 ’77 1077 ’77 1177 ,77 1277 ’77 1377 ,77 1477 ’77 1577 ’77 1677)

plot (diasdelasemana , Promedio , type="1" lwd=2,
col="chartreuse”, xlab = "Hora” ,ylab="" cex=1,

45
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cex .main=1, cex.lab=1, cex.axis=1,ylim=c(73,5692))
par (new=TRUE)

plot (diasdelasemana , DesviacionE ,type="1", lwd=2,
col="indianred1”, xlab = "Hora” ,,ylab="", cex=1,
cex.main=1, cex.lab=1, cex.axis=1,ylim=c(73,5692))
legend (" topleft”, c¢(” Promedio”,” Varianza”,
"—Desviaci\’on Est\’andar”), fill=c(” chartreuse”,
"cadetblue3”,” indianred1”),cex=0.6)



Apéndice B
Cdédigo en R. Analisis espectral

Se realiza el cdlculo del exponente espectral del costo del oro, para la prueba del movimiento-
browniano.

#Importe de datos

datos = read.csv(”7190628.csv”, header = FALSE)
datos$hora <— datos$V1;

datos$costo <— datos$V2;

dt = (datos$hora[2]—datos$Shora[l]);

K stk sk sk ok ok ok ok o o o o K KKK K Kk ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok o o o K K K

# ANALISIS ESPECTRAL

H stk ok ok o o o o o o o o KK K K K K K K oK ok ok ok ok ok ok ok ok o o o o K K K K

x <— datos$costo

del <— dt # intervalo de muestreo

X.spec <— spectrum (x,log="no” ,span=3,plot=FALSE)
spx <— x.spec$freq/del

spy <— 2xx.spec$spec

# Ajuste frecuencias bajas

ft = 15;

plot (spy[1l:length (spx[spx<ff])]  spx[spx<ff],
log="xy”, lwd=2, type = 71”7, col="mediumpurpled” ,
xlab = 7 Frecuencia”, ylab = ”"Densidad espectral”,

cex=0.5, cex.main=1.75, cex.lab=1.5, cex.axis=1.0)

reg.lm <— Im(loglO (spy[l:length (spx[spx<ff])])
“logl0 (spx [spx<ff]))

abline (reg.lm,lwd=2, col = "red”)

#reg . Ilm3coefficients

print (" Coeficiente del exponente espectral = ")
reg.lm$coefficients [[2]] #Prueba del mov—Browniano.
sk o ko K Kk ok K Kok R K ok ok R K K ok ok K K ok R K Kok ok K K R R KR ok KK RO K KKk
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Apéndice C

Cdédigo en R. Analisis del exponente de
Lyapunov

Se calcula la ecuacién (2.9) que calcula el exponente de Lyapunov de las 8:00 horas a las
16:00 horas obteniendose nueve exponentes por dia, los cuales se registraron en un documento de
excel para crear la base de datos que posteriormente se utiliza para el andlisis de los exponentes
de forma semanal por dia y por hora. Este cddigo esta escrito en el lenguaje[24] y se detalla a
continuacion.

#Importe de datos

datos = read.csv(”7190628.csv”, header = FALSE)
datos$hora <— datos$V1;

datos$costo <— datos$V2;

dt = (datos$hora[2] —datos$hora[1])

>k 3k 3k sk kR skoskosk sk osk skosk sk sk sk Skosk kR skosk sk sk sk skosk sk ok sk skosk sk ok sk skosk sk ok skosk ok ok ok

# CALCULO DEL EXPONENTE DE LYAPUNOV POR HORA
ly = function(i){(1/(datos$hora[nd[i+1]]
—datos$hora[nd[i]]))

«xsum (log (abs(datos$derivada [nd[i]:nd[i+1]]+1),

base = exp(1)))}

sapply (1:9, FUN=ly)

>k 3k 3k 3k 3k ks sk sk sk sk ok sk ok sk sk sk sk skoskok skosk sk ok sk ok sk sk skosk sk sk ok sk ok sk ok sk ok

sk ok ok ok ok ok koK ok K koK K KK K K oK K oK K K K ok Kk Kk Kk Kk Kk KK KK KK K
Ya obtenidos cada uno de los exponentes,
se procede a realizar el cd6digo en R-Studio
para un mejor analisis.

#Direccién para importar datos de excel.

dir = 7C:/ Users/LANIX/Desktop/Tesis/

Comparacién lyapunov2. xlsx”

library (readxl)

datos = read_xlsx(dir)

semanas=seq (1,2106,9) #seq de 1 a 2106

semanas totales, por 9 que son las hrs de 8 a 16 hrs.
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sem=1:234 #de la semana 1 a la 234 que
es lo que llevamos hasta el d\’ia 28/06/19

#Funcién de la hora 8 a la hora 16.
f8=function (i, j){datos[[i,]j]]}
f9=function (i,j){datos[[i+1,j]]

}
fl10=function (i,j){datos[[14+2,j]]}
fll=function (i,j){datos[[i+3,j]]}
f12=function (i,j){datos[[i+4,j]]}
f13=function (i,j){datos[[i+5,j]]}
fl4=function (i,j){datos[[14+6,j]]}
f15=function (i,j){datos[[i+7,j]]}
fl16=function (i,j){datos[[i+8,j]]}
# 2—Lunes, 3—Martes, 4—Miercoles ,

5—Jueves, 6—Viernes
dia=2
dias=c(” Lunes” ,” Martes” ;" Miércoles” |
7 Jueves” ,” Viernes”)
diaProm=12

# 8 _Prom_Lun, 9_Prom_Mar, 10_Prom_Mie
11_Prom_jue, 12_Prom_Vie
Prom_GenLun=77.5214928
Prom_GenMar=85.09403736
Prom_GenMie=90.89367924
Prom_GenJue=89.45417695
Prom_GenVie=87.89274063

Y

#Funciéon que coloca las horas y

las semanas totales.

h8dia=function (i){f8 (semanas[i], dia)}
Ly8=sapply (sem, h8dia)
Prom8dia=function (i){ {8 (semanas|i],diaProm)}
promly8=sapply (sem, Prom8&8dia)

h9dia=function (i){f9 (semanas[i], dia)}
Ly9=sapply (sem, h9dia)

Prom9dia=function (i){f9 (semanas|i],diaProm)}
promly9=sapply (sem, Prom9dia)

hl10dia=function (i){f10(semanas|[i],dia)}
LylO=sapply (sem, h10dia)

Proml0dia=function (i){f10 (semanas|[i],diaProm)}
promlyl0=sapply (sem, Prom10dia)



hlldia=function (i){fll(semanas|[i],dia)}
Lyll=sapply (sem,hlldia)

Promlldia=function (i){f11 (semanas[i],h diaProm)}
promlyll=sapply (sem, Promlldia)

hl12dia=function (i){fl2(semanas|[i],dia)}
Lyl2=sapply (sem, hl2dia)

Proml12dia=function (i){f12(semanas[i], diaProm)}
promlyl2=sapply (sem, Prom12dia)

h13dia=function (i){fl3(semanas|[i],dia)}
Lyl3=sapply (sem, h13dia)

Proml3dia=function (i){f13 (semanas|[i],diaProm)}
promlyl3=sapply (sem, Prom13dia)

hl4dia=function (i){fl4 (semanas|[i],dia)}
Lyld=sapply (sem, hl4dia)

Proml4dia=function (i){f14 (semanas[i], diaProm)}
promlyl4d=sapply (sem, Proml4dia)

hl5dia=function (i){fl5 (semanas|[i],dia)}
Lylb=sapply (sem, hl5dia)

Proml5dia=function (i){f15 (semanas|[i],diaProm)}
promlyl5=sapply (sem, Prom15dia)

hl6dia=function (i){fl16 (semanas|[i],dia)}
Lyl6=sapply (sem, hl6dia)

Proml6dia=function (i){f16 (semanas|[i],diaProm)}
promlyl6=sapply (sem, Prom16dia)

#**************************
# Grafica: Lyapunov Histérico comparando
8 graficas de las 8 a las 16 horas.

plot (Lyl0 sem,lwd=2, type = 717
col="aquamarine” ,
xlab = ”Semana” ,

ylab = ”Lyapunov”, main=dias [[dia —1]],

cex=0.5, cex.main=1.75, cex.lab=1.5,
cex.axis=1.0,ylim=c(3,367))

lines (Lyl37sem, lwd=2, type = "1",
col="aquamarine3”, xlab = ”Semana” ,
ylab = ”Lyapunov” ;main=dias [[ dia —1]],

cex=0.5, cex.main=1.75, cex.lab=1.5,
cex.axis=1.0)

lines (Ly8 sem, lwd=2, type = 71",

col="gold”, xlab = ”Semana” ,

ol
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ylab = ”Lyapunov” ;main=dias [[dia —1]],cex=0.5,
cex.main=1.75, cex.lab=1.5, cex.axis=1.0)

lines (Lyll sem, lwd=2, type = 71",
col="aquamarine4” ,

xlab = 7Semana”, ylab =

”Lyapunov” ,main=dias [ [ dia —1]],cex=0.5,
cex.main=1.75, cex.lab=1.5, cex.axis=1.0)

lines (Lyl27sem, lwd=2, type = 71",
col="cadetblue”, xlab = ”Semana” ,

ylab = ”Lyapunov” jmain=dias [[ dia —1]],

cex=0.5, cex.main=1.75, cex.lab=1.5, cex.axis=1.0)
lines (Ly9 sem, lwd=2, type = 71",

col="cadetblue2”, xlab =
"Semana” , ylab =

”Lyapunov” jmain=dias [ [ dia —1]],cex=0.5,
cex.main=1.75, cex.lab=1.5, cex.axis=1.0)

lines (Lyl4~sem, lwd=2, type = 71",
col="cadetblued”,
xlab = ”Semana” , ylab =

?Lyapunov” ;main=dias [[dia —1]],cex=0.5,
cex.main=1.75, cex.lab=1.5, cex.axis=1.0)

lines (Lyl57sem, lwd=2, type = 71",
col="cadetbluel”, xlab =
”Semana” , ylab = ”Lyapunov”

main=dias [[dia —1]],cex=0.5,

cex.main=1.75, cex.lab=1.5, cex.axis=1.0)
lines (Lyl6~sem, lwd=2, type = 71",

col="red2”, xlab = ”Semana”, ylab = ”Lyapunov”,
main=dias [[dia —1]],cex=0.5, cex.main=1.75,
cex.lab=1.5, cex.axis=1.0)

#Leyenda del exponente de lyapunov.
legend (" topright”, ¢(”78:00 am”,”9:00 am”,
710:00 am” ,”11:00 am” ,”12:00 pm”,”13:00 pm”,
714:00 pm” ,”15:00 pm” ,”16:00 pm”), fill=

c(”gold”,” cadetblue2” ,” aquamarine” ,” aquamarine4”

"cadetblue” ;" aquamarine3” ,” cadetblue3d”
"cadetbluel” " red2”),cex=0.7)

legend (" topright” ;250 | legend=c(”Linea 17,
"Linea 27,” Linea3” ,”4"),
col =c(”springgreen”, "red2”,” cadetblue3”,” gold”),
lty=1:2, cex=0.4)
abline (h=Prom_GenVie, col="yellow”)
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DATOS ESTADISTICOS Y GRAFICA BOXPLOT DE
LOS EXPONENTES DE LYAPUNOV.
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# 2—Lunes, 3—Martes, 4—Miercoles ,
5—Jueves, 6—Viernes
dial=2
dia2=3
dia3d=4
diad=>5
diab=6

#toda la semana a las 8
h8dial=function (i){ {8 (semanas|[i],6dial)}
Ly8l=sapply (sem, h8dial)

h8dia2=function (i){ {8 (semanas|[i], dia2)}
Ly82=sapply (sem, h8dia2)

h8dia3=function (i){ {8 (semanas|[i],6 dia3)}
Ly83=sapply (sem, h8dia3)

h8dia4=function (i){ {8 (semanas|[i], diad)}
Ly84=sapply (sem, h8dia4)

h8diab=function (i){ {8 (semanas|[i],6diab)}
Ly85=sapply (sem, h8diah)

#toda la semana a las 9
h9dial=function (i){f9 (semanas|[i], dial)}
Ly9l=sapply (sem, h9dial)

h9dia2=function (i){f9 (semanas[i], dia2)}
Ly92=sapply (sem, h9dia2)

h9dia3=function (i){f9 (semanas|[i],6 dia3)}
Ly93=sapply (sem, h9dia3)

h9diad=function (i){f9 (semanas[i], diad)}
Ly94=sapply (sem, h9dia4)

h9diab=function (i){f9 (semanas|[i], diab)}
Ly95=sapply (sem, h9diab)

#toda la semana a las 10
hl0dial=function (i){f10 (semanas|[i],h dial)}
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Lyl0l=sapply (sem, h10dial)

hl10dia2=function (i){f10 (semanas[i],dia2)}
Lyl02=sapply (sem, h10dia2)

hl0dia3=function (i){f10 (semanas|[i],dia3)}
Ly103=sapply (sem,h10dia3)

hl10dia4=function (i){f10 (semanas[i],h dia4)}
Lyl04=sapply (sem, h10dia4)

hl10diab=function (i){f10 (semanas|[i],diab)}
Lyl05=sapply (sem, h10diab)

#toda la semana a las 11
hlldial=function (i){fll(semanas|[i],dial)}
Lylll=sapply (sem,hlldial)

hlldia2=function (i){fl1(semanas|[i],dia2)}
Lyl12=sapply (sem,hl1ldia2)

hlldia3=function (i){fll(semanas|[i],dia3)}
Lyl13=sapply (sem,hl1dia3)

hlldiad=function (i){fl1(semanas|[i],dia4)}
Lyll4=sapply (sem,hlldia4)

hlldiab=function (i){fl1l(semanas|[i],diab)}
Lyll5=sapply (sem,hl1ldiab)

#toda la semana a las 12
hl2dial=function(i){fl2(semanas|[i], dial)}
Lyl21=sapply (sem,hl2dial)

h12dia2=function (i){f12(semanas|[i],dia2)}
Lyl122=sapply (sem, h12dia2)

hl12dia3=function (i){fl12(semanas|[i],dia3)}
Lyl123=sapply (sem,h12dia3)

h12diad=function (i){f12(semanas|[i],dia4)}
Lyl24=sapply (sem, hl12dia4)

hl12diab=function (i){f12(semanas|[i],diab)}
Lyl125=sapply (sem,h12diab)

#toda la semana a las 13



h13dial=function (i){f13 (semanas|[i], dial)}
Lyl31=sapply (sem,h13dial)

h13dia2=function (i){f13 (semanas[i],dia2)}
Ly132=sapply (sem, h13dia2)

h13dia3=function (i){f13 (semanas|[i],dia3)}
Ly133=sapply (sem,h13dia3)

h13dia4=function (i){f13 (semanas[i],h diad)}
Lyl134=sapply (sem, h13dia4)

h13diab=function (i){f13 (semanas|[i],dia5)}
Ly135=sapply (sem,h13diab)

#toda la semana a las 14
hl4dial=function (i){fl4 (semanas|[i], dial)}
Lyl4l=sapply (sem,hl4dial)

hl4dia2=function (i){fl14 (semanas|[i],dia2)}
Lyl42=sapply (sem, hl4dia2)

hl4dia3=function (i){fl4 (semanas|[i],dia3)}
Lyl43=sapply (sem,hl4dia3)

hl4diad=function (i){fl4 (semanas[i],6 diad)}
Lyl44=sapply (sem, hl4dia4d)

hl4diab=function (i){f14 (semanas[i],diab)}
Lyl45=sapply (sem, hl4diab)

#toda la semana a las 15
hl5dial=function (i){f15 (semanas|[i], dial)}
Lyl51=sapply (sem, hl5dial)

h15dia2=function (i){f15 (semanas[i],dia2)}
Lyl52=sapply (sem, hl15dia2)

h15dia3=function (i){fl5(semanas|[i],dia3)}
Lyl153=sapply (sem,h15dia3)

hl5diad=function (i){fl5 (semanas|[i],diad)}
Lyl54=sapply (sem, hl15dia4)

h15diab=function (i){f15 (semanas[i],diab)}
Lyl55=sapply (sem, h15diab)
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#toda la semana a las 16
hl6dial=function (i){f16 (semanas[i], dial)}
Lyl6l=sapply (sem, hl6dial)

hl6dia2=function (i){f16 (semanas|[i], dia2)}
Lyl162=sapply (sem,hl16dia2)

hl16dia3=function (i){f16 (semanas[i],dia3)}
Lyl63=sapply (sem,hl16dia3)

hl6dia4=function (i){f16 (semanas[i],h diad)}
Lyl64=sapply (sem,hl6dia4)

hl16diab=function (i){f16 (semanas[i],diab)}
Lyl65=sapply (sem, hl6diab)

Lysem8={c (Ly81 ,Ly82,Ly83,Ly84,Ly85)}
Lysem9={c (Ly91 ,Ly92,Ly93,Ly94 ,Ly95)}
Lysem10={c(Ly101,Ly102,Ly103,Ly104,Ly105)}
Lysemll={c(Lyl1l,Ly112,Lyl13,Lyl14,Lyl15)}
Lysem12={c(Ly121,Ly122,Ly123,Ly124,Ly125)}
Lysem13={c(Ly131,Ly132,Ly133,Lyl134,Ly135)}
Lyseml4={c(Ly141,Ly142 Ly143, Lyl44 Lyl45)}
Lysem15={c(Ly151,Ly152 ,Ly153 ,Ly154 ,Ly155)}
Lysem16={c (Ly161,Ly162,Ly163,Lyl64,Ly165)}
y=¢();
a=mean ( Lysem8)
b=mean ( Lysem9)
c=mean ( Lysem10)
d=mean (Lysem11)
e=mean (Lysem12)
f=mean (Lysem13)
g=mean (Lysem14)
h=mean (Lysem15)
i=mean (Lysem16)
#IORA 8
d8=(Lysem8—a) 2 #desv al cuadrado
sd28=sum (d8) #suma de desv
n8=length (Lysem8)#num de datos
varianza8=sd28 /(n8—1)#varianza
d.estandar8=sqrt (varianza8)#d
#IORA 9
d9=(Lysem9—b) "2 #desv al cuadrado
sd29=sum (d9) #suma de desv
n9=length (Lysem9)#num de datos



varianza9=sd29 /(n9—1)#varianza
d.estandar9=sqrt (varianza9)#d
#IORA 10

d10=(Lysem10—c) "2 #desv al cuadrado
sd210=sum(d10) #suma de desv
nl0=length (Lysem10)#num de datos
varianzal(0=sd210/(nl0—1)#varianza
d.estandarl0=sqrt (varianzal0)#d
#IORA 11

dl11=(Lyseml11—d)"2 #desv al cuadrado
sd211=sum(d11) #suma de desv
nll=length (Lysem1l)#num de datos
varianzall=sd211/(nll—1)#varianza
d.estandarll=sqrt (varianzall)#d
#IORA 12

d12=(Lysem12—e) "2 #desv al cuadrado
sd212=sum(d12) #suma de desv
nl2=length (Lysem12)#num de datos
varianzal2=sd212 /(nl2—1)#varianza
d.estandarl2=sqrt (varianzal2)#d
#I0RA 13

d13=(Lysem13—f)"2 #desv al cuadrado
sd213=sum(d13) #suma de desv
nl3=length (Lysem13)#num de datos
varianzal3=sd213/(nl3—1)#varianza
d.estandarl3=sqrt (varianzal3)#d
#IORA 14

d14=(Lyseml14—g)"2 #desv al cuadrado
sd214=sum(d14) #suma de desv
nld=length (Lysem14)#num de datos
varianzal4=sd214 /(nl4—1)#varianza
d.estandarld=sqrt (varianzald4)#d
#IORA 15

d15=(Lysem15—h)"2 #desv al cuadrado
sd215=sum(d15) #suma de desv
nlb=length (Lysem15)#num de datos
varianzalb=sd215/(nlb—1)#varianza
d.estandarlb=sqrt (varianzalb)#d
#IORA 16

d16=(Lysem16—i)"2 #desv al cuadrado
sd216=sum(d16) #suma de desv
nl6=length (Lysem16)#num de datos
varianzal6=sd216/(nl6—1)#varianza
d.estandarl6=sqrt (varianzal6)#d

# Grafica: Lyapunov—Boxplot
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diasdelasemana=c(”8”,79” ;7107 ,711"7 7127,
2 1377 777 1477 7771577 ’771677

boxplot (Lysem8 ,Lysem9 , Lysem10, Lyseml11,
Lysem12 , Lysem13,
Lysem14 , Lysem15 , Lysem16, col=c(” lightpink”,
"lightpink1”
"lightpink2” " lightpink3”,” hotpink” ,” hotpink1”
"hotpink2”,
"hotpink3”,” hotpink4” ), ylim=c(—5,400),
names=diasdelasemana ,
xlab = "Hora”, ylab = ”Lyapunov”,
main="Resumen de distribucién de datos”)
sk ok ok sk ok ok ok oK K koK K oK K K oK K K K oK KK K K K K K K K K Kk K



Apéndice D
Cdédigo en R. Estacionariedad

En el siguiente cédigo se realizo un promedio semanal de los exponentes de Lyapunov, los
cuales ayudaran a verificar la serie de tiempo como una serie estacional, a su vez, se realiza
la prueba Dickey Fuller y Phillips Perron los cudles reforzaron la idea de que el promedio
corresponde a una serie fue estacionaria.

o o o KKK K KKK K R R ok oK ok R K KK KKK R R ok ok R R K K K
ESTACIONARIEDAD
s o 3 3 KKK KKK K oK oK oK oK ok KK K KKK K oK oK oK ok o K K KK K
AN\ "ALISIS DEL PROMEDIO SEMANAL
S o 3 KKK KKK K K ok oK oK o KK K KKK K R oK K R o K K K KK K
#Datos semanas
f8sem=function (i){
x=c ();
for(a in 2:6) x=append(x,{8(semanas|[i],a),length(x))
mean (as.numeric(x[1:5]))}
f9sem=function (1i){
x=c ();
for(a in 2:6) x=append(x,f9(semanas|[i],a),length(x))
mean (as.numeric(x[1:5]))}
fl10sem=function (i){
x=c ();
for(a in 2:6) x=append(x,fl0(semanas|[i],a),length(x))
mean (as . numeric(x[1:5]))}
fllsem=function (i){
x=c ();
for(a in 2:6) x=append(x,fll(semanas|[i],a),length(x))
mean (as . numeric (x[1:5]))}
f12sem=function (i){
x=c ();
for(a in 2:6) x=append(x,fl2(semanas|[i],a),length(x))
mean (as.numeric(x[1:5]))}
f13sem=function (i){
x=c ();
for(a in 2:6) x=append(x,fl3(semanas[i],a),length(x))
mean (as.numeric(x[1:5]))}

29
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fl4sem=function (i){
x=c ();
for(a in 2:6) x=append(x,fl4(semanas[i],a),length(x))
mean (as.numeric(x[1:5]))}

f15sem=function (i){
x=c ();
for(a in 2:6) x=append(x,flb(semanas[i],a),length(x))
mean (as . numeric (x[1:5]))}

fl6sem=function (i){
x=c ();
for(a in 2:6) x=append(x,fl6(semanas|[i],a),length(x))
mean (as . numeric(x[1:5]))}

# 2—Lunes, 3—Martes, 4—Miercoles, 5—Jueves, 6—Viernes
dia=2

dias=c(” Lunes” ,” Martes” ;" Miércoles”,” Jueves” ,” Viernes”)
Lysem=function (i){c(f8sem(i),f9sem(i),fl0sem (i),
fllsem (i),fl12sem(i),f13sem (i),
fl4sem (i),fl5sem(i),fl6sem(i))}

y=c ();

for (b in 1:230) y=append(y,Lysem(sem[b]),length(y))
ndat=1:length (y)

)
)

#**>|<>|<>|<>l<>l<>l<>l<>I<>|<>|<*******>|<*******************************
# Grafica: Lyapunov Histérico

plot (y ' ndat, lwd=2, type = 71”7, col="chartreuse3”,
xlab = "Horas totales”, ylab = ”"Lyapunov Promedio”,
main="Promedios semanales: 2005—2019”, cex=0.5,
cex.main=1.75,
cex.lab=1.5, cex.axis=1.0)

abline (v=semanas, col = "gray”)

legend (" topright”, ¢(”234 Semanas totales”),
fill=c(” gray”),cex=1.0)

S o o 3 K KK KK KKK K oK ok ok oK o KKK KK KKK K R R oK oK o o KKK KK KKK K R R oK oK o o K K K
PRUEBA DE ESTACIONARIEDAD PARA EL PROMEDIO

DEL LYAPUNOV

s o 3 3 K KKK KKK K R R oK oK o o KKK KKK K oK oK oK oK ok o K KKK KKK K oK oK oK oK o o K K K
dir = 7C:/ Users /LANIX/Desktop/Tesis/Serie_E . xlsx”
library (readxl)

datos = read_xlsx (dir)



61

x <— as.numeric(datos$Costo)

blockLenght <—2016

tsl<—ts (x, frequency=blockLenght)# Convertir a
serie de tiempo

library (tseries)

adf.test (tsl,alternative="stationary”, k=0)

#Prueba Dickey—Fuller

pp.test (tsl  alternative="stationary”)

#Prueba Phillips Perron

#******************************************************

Para la estacionariedad del precio del oro, se realizé primedo una MACRO en Excel donde se
copiaron todos los datos almacenados en .csv por fecha y posteriormente se realizé el mismo
cddigo en R de los test de raices unitarias.

R R I I TYT”™™
ESTACIONARIEDAD EN EL COSTO DEL ORO
e T
dir = 7C:/ Users/LANIX/Desktop/Tesis/Serie_CostoEG . xlsx”
library (readxl)
datos = read_xlsx(dir)
x <— as.numeric(datos$Costo)
blockLenght <—2016
tsl<—ts (x, frequency=blockLenght)# Convertir a
serie de tiempo
library (tseries)
adf.test (tsl,alternative="stationary”, k=0)
#Prueba Dickey—Fuller
pp.test(tsl ,alternative="stationary”)
#Prueba Phillips Perron

sk sk ok ok sk ok sk sk ok sk sk ok ok sk sk K ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk ok ok sk ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok
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Apéndice E

Cdédigo en R. Prondstico, teoria de
cruces

Finalmente se realiza el calculo del prondstico.

s o o o KK KK KKK K oK ok oK oK oK o K KKK KKK K R oK oK oK ok o K KKK KKK K R R ok
PRONOSTICO DEL COSTO DEL ORO E IMPLEMENTACION

DE TEORIA DE CRUCES

s o o 3 3 K KKK KKK K K ok oK oK oK R S KKK KKK K R R ok oK ok o KK K KKK K R R ok
# Tiempo (Hrs) y costo iniciales (Délares)
t0 = 15 #Hora conocida

cO0 = 1287.4
# Hora de pronéstico
tf = 16

# Lyapunov maximo

Imax = 110.10907044319902

# Tamano de paso minimo

dti = 1/lmax

t = seq(t0,tf,dti)

# Longitud de datos

np = length (t)

# Pardametros obtenidos del polinomio de orden 6

# Lyapunov promedio (Datos Obtenidos de Mathemathica)
a0 = 20784.08646977505

al = —11295.022075749677
a2 = 2518.6494354538336
a3 = —293.3060474166627
ad = 18.81721694243643
adb = —0.6311412290189167

a6 = 0.008654248854167261
# Desviacién Lyapunov
als = 43878.92769246453

als = —23731.39302435406
a2s = 5276.380657698407
ads = —615.2766767272644
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a4s = 39.6907301029192
ads = —1.3436509328727664
abs = 0.0186604821876079

# Lyapunov a tiempo t

ly = function (x){a0+alsx+a2xx"24+a3*x"3+adx
x 44+abxx"5+abxx "6}

ds = function (x){(a0s—al)+(als—al)*x+
(a2s—a2)xx"2+(a3s—a3)*xx "3+ (ads—ad )xx "4+
(abs—ab)xx"b+(abs—ab)xx 6}

# Distribucion Normal Truncada
mysamp <— function(n, m, s, lwr, upr, nnorm) {
samp <— rnorm (nnorm, m, s)
samp <— samp [samp >= lwr & samp <= upr |
if (length (samp) >= n) {
return (sample (samp, n))
}
stop (simpleError (” Not enough values to
sample from. Try increasing nnorm.”))

}

set .seed (42)
#Hmysamp (n=1, m=0, s=25.09, lwr=0, upr=340, nnorm=1000)

# Lyapunov random con distribucidén normal
lyr = function (x){(1/3600)*mysamp(n=1, m=ly (x),
s=ds(x), lwr=ly(x)—ds(x), upr=ly(x)+ds(x), nnorm=1000)}

# Implementacion teoria

de cruces

sep = function(x){sample (c¢(2 — (1 + lyr(x)xdti),
(1 + lyr(x)xdti)),size=1,replace=T,
prob=c(.5,.5))}

#
# Costos de una sola simulacién
c= c()

c[l]=c0

for (i in 1:np){

cli+1] <= c[i]xsep(t0+(i—1)*xdti)
}

print (paste0(” Precio estimado: $ 7, c[np]))
7




#
# 1000 Simulaciones
cs = cf)

for(j in 1:1000){

¢ = ()
c[l] = ¢0
for (i in 1:np){

c[i+1] <— c[i]*sep(t04+(i—1)xdti)
}

cs=append (cs,c[np],length(cs))

}

print (paste0(” Precio minimo: $ 7, min(cs)))
print (paste0 (” Precio maximo: $ 7, max(cs)))
7

# HISTOGRAMA de las 1000 simulaciones

hist (cs,

7

main="Probailidad de costos 7,
xlab="Costo” ,

xlim=c (min(cs) ,max(cs)),

col ="darkmagenta”

#freq=FALSE
)

#
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Apéndice F
Cdédigo en mathematica. Prondstico

Se realizo este codigo en Mathematica que calculan los datos obtenidos del polinomio de
grado 6, y la desviaciéon del exponente de Lyapunov.

SetDirectory [ NotebookDirectory []];
data = Import[”CLy. xlsx " ];

pts = data[[l, 2, 2 ;; —1]|;
dsv = data[[l, 9, 2 ;; 11];
ptss = Table[{7 + i, pts[[i]]}, {i, 1, Length[pts]}];
dsvs = Table[{7 + i, dsv[[i]]}, {i, 1, Length[pts]}];

n= 6;
coef = Table[a[i], {i, 0, n}];
pol = Sum[a[i] x"i, {i, 0, n}];
iml = ListPlot[ptss, PlotStyle —
{Red, PointSize[0.02]},
Joined —> False|;
imla = ListPlot[ptss, PlotStyle —
{Red, PointSize[0.02]},
Joined —> True];
mod = FindFit [ptss, pol, coef, x|
impr = Plot [Evaluate [{pol /. mod}], {x, 8, 16},
PlotStyle — Black];
(¥modt=Table [{x,pol/.mod},{x,8,16,0.01}];
im2=ListPlot [modt, PlotStyle —Blue];*)
impr = Show [imla, iml, impr, PlotRange —> All]

mods = FindFit |

Table[{7 + i, dsv[[i]] + pts[[i]]},
{i, 1, Length[pts]}], pol, coef,
X

]
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