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Introduccion

El estudio de los espacios extremadamente disconexos tiene un papel muy importante en la teoria
de algebras de Boole, ya que existe una dualidad entre los espacios extremadamente disconexos y las
algebras de Boole completas. También son de gran importancia en el estudio de funciones irreducibles
y perfectas, asi como en la teoria de absolutos de espacios topoldgicos.

El objetivo de esta tesis es hacer un estudio exhaustivo sobre los espacios extremadamente disco-
nexos, desde sus propiedades mas bésicas hasta propiedades mas especializadas.

En el primer capitulo introducimos el concepto de espacio extremadamente disconexo y estudiamos
sus propiedades mas fundamentales. Damos varias equivalencias de la definicion y vemos la relacién
que hay entre un espacio extremadamente disconexo y su compactacién de Stone-Cech. Analizamos
a qué tipo de subespacios se hereda esta propiedad, y damos un ejemplo de un espacio extremada-
mente disconexo que tiene un subespacio cerrado que no es extremadamente disconexo. Concluimos el
capitulo probando que la suma topolégica de espacios extremadamente disconexos es extremadamente

disconexa si y sélo si cada sumando lo es (sin importar la cantidad de sumandos).

El capitulo dos esta dedicado a la construccion de ejemplos de espacios extremadamente disconexos.
Para esto es necesario desarrollar la teoria de dlgebras de Boole, la cual se presenta en el Apéndice A.
Con esta teoria, construimos el espacio de Stone de un dlgebra de Boole y estudiamos sus propiedades.
Damos condiciones necesarias y suficientes para que el espacio de Stone sea extremadamente disconexo.
Una vez que tenemos desarrollado el espacio de Stone, pasamos a construir el absoluto de Iliadis. Para
esto estudiamos primero los conceptos de funcién irreducible y funcién ©-continua. Probamos que
el absoluto de Iliadis siempre es extremadamente disconexo y finalmente vemos que es unico salvo
homeomorfismo.

En el capitulo tres analizamos el comportamiento del producto de dos espacios extremadamente
disconexos. En esta parte es importante presentar los conceptos de P-espacio y de cardinal medible.
Suponiendo la existencia de un cardinal medible, construimos un P-espacio extremadamente disconexo
no discreto. Sin embargo, bajo el supuesto de que no existen cardinales medibles, probamos que todo
P-espacio extremadamente disconexo es discreto. Esto nos permite demostrar que la no existencia de
cardinales medibles implica que el producto de dos espacios es extremadamente disconexo si y solo si

un factor es discreto y el otro es extremadamente disconexo.

En el capitulo cuatro, estudiamos el concepto de F-espacio. Vemos cual es la relaciéon entre F-
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espacio, P-espacio y espacio extremadamente disconexo. Damos un ejemplo de un F-espacio conexo
y vemos que el producto de un P-espacio y un espacio extremadamente disconexo no necesariamen-
te es extremadamente disconexo. Concluimos el capitulo dando una caracterizacién de los espacios
extremadamente disconexos metrizables.

Finalmente, en el capitulo cinco, analizamos a los espacios separables Tychonoff extremadamente
disconexos. Probamos que un espacio separable Tychonoff es extremadamente disconexo si y sélo si
es homeomorfo a un subespacio de la compactacién de Stone-Cech de los nimeros naturales.

Para el mejor entendimiento de esta tesis, se recomienda que el lector domine los conceptos bésicos
de topologia, como axiomas de separacién, bases, bases locales, conjuntos nulos y conulos, subespacios
C-encajados y C*-encajados. También es recomendable que el lector esté familiarizado con la compac-
tacién de Stone-Cech de un espacio y sus propiedades. En particular, la compactacién de Stone-Cech

de un espacio discreto vista como espacio de ultrafiltros sera de importancia.



Capitulo 1
Definiciones y resultados preliminares

El objetivo de esta seccién es inicamente el de brindar algunas definiciones y resultados sin prueba,
a fin de que el lector tenga un rapido acceso a los mismos, puesto que los usaremos con frecuencia a
lo largo del trabajo. Hemos decidido no incluir las pruebas de los resultados por considerarlos como

parte de los prerrequisitos para que el lector tenga una 6ptima comprensién del contenido de la tesis.

Resultados de topologia general

Proposicién 1.1. Sea X un espacio topoldgico, U C X abierto, C C X cerrado, y A,B C X.

Entonces:
1. intx(ch(intX(ch(A)))) = intx(ClX(A)) Yy Clx(intx(ClX(intx(A)))) = Clx(intx(A)).
2. Clx<UﬂA) = Clx(Uﬂ Clx(A)>.
3. intX(ch(U N A)) = intX(ch(U)) N intX(ch(A)).

Proposiciéon 1.2. Sea X un espacio topologico y D C X denso en X. Si U C X es abierto, entonces
Clx(U) = Clx(U N D)

Proposicién 1.3. Sea X un espacio topolégico Hausdorff y localmente compacto. Entonces X es
Tychonoff.

Definicion 1.4. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Decimos que A es un conjunto nulo de X si
existe una funcion continua f: X — R tal que A = f~1[{0}]. El conjunto f~[{0}] también se denota
Z(f). El conjunto de todos los conjuntos nulos de X se denota Z[X].

Abiertos y cerrados regulares

Para la construccion del absoluto de Iliadis necesitamos la siguiente definicién.

Definicion 1.5. Sean X espacio topoldgico y U,C C X.

5



6 CAPITULO 1. DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES

1. Decimos que U C X es un abierto reqular si U = intx(clx(U)). Al conjunto de abierto regulares
de X lo denotamos RO(X).

2. Decimos que C C X es un cerrado reqular si C = clx(intx(C)). Al conjunto de cerrados

requlares de X lo denotamos R(X).
Observacion 1.6. 1. Dado U C X abierto siempre se tiene que U C intx(clx(U)).
2. Dado C C X cerrado siempre se tiene que clx(intx(C)) C C.
3. SiU € RO(X), entonces X \ U € R(X).
4. S1C € R(X), entonces X \ C € RO(X).

Proposicién 1.7. Sea X un espacio reqular. Entonces RO(X) es una base para X .

Espacios C-encajados y C*-encajados

También es importante recordar las definiciones de subespacio C-encajado y C*-encajado, asi como

algunos resultados.

Definicién 1.8. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que A C X estd C-encajado en X si para toda

funcion continua f: A — R existe una funcién continua g: X — R tal que gla = f.

Definicion 1.9. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que A C X esta C*-encajado en X si para

toda funcion continua y acotada f: A — R existe una funcion continua y acotada g: X — R tal que

gla=f.

Proposicién 1.10. Si A C Z esta C*-encajado en Z y Z C X estd C*-encajado en X, entonces A

estda C*-encajado en X.

Proposicién 1.11. Sea X un espacio topoldgico. Si B C X es abierto y cerrado, entonces B estd

C*-encajado en X.

Conjuntos completamente separados

Definicion 1.12. Sean X un espacio topoldgico y A, B C X. Los conjuntos A y B estdn completa-
mente separados en X si existe una funcion continua f: X — [0,1] tal que f[A] C {0} y f[B] C {1}.

El siguiente resultado nos da una caracterizacién de los conjuntos completamente separados. Su

prueba se puede consultar en [7].

Proposicién 1.13. Sean X un espacio topoldgico y A, B C X. Los conjuntos A y B estan completa-
mente separados en X si y solo si existen Z1,Z € Z[X| ajenos tales que A C Zy y B C Zs.



Teorema 1.14. (Teorema de extension de Urysohn) Sean X un espacio topoldgico y A C X. El
conjunto A estq C*-encajado en X si y solo si cualesquiera dos conjuntos completamente separados

en A estan completamente separados en X.

La prueba del Teorema 1.14 se puede consultar en [7]. El Teorema de extensién de Urysohn tiene

como consecuencia el siguiente corolario.

Corolario 1.15. Sean X un espacio topolégico y A C X. El conjunto A estd C*-encajado en X si
y sdlo si para cualesquiera Zy,Zy € Z[A] ajenos existen W1, Wy € Z[X] ajenos tales que Z3 C W7 y
Zy C Wa.

Compactacién de Stone-Cech

También necesitamos recordar algunos resultados sobre la compactacién de Stone-Cech de un

espacio X.

Proposicién 1.16. Sea X un espacio topologico Tychonoff. Si A C X es abierto y cerrado en X,

entonces clgx A es abierto y cerrado en fX.
Proposicién 1.17. Sea X un espacio topolégico Tychonoff. Si A € Z[X], entonces
cpgxA=Au{U e X\ X : AclU}.
La prueba de la Proposicién 1.17 se puede encontrar en [7].

Teorema 1.18. (Teorema de Cech) Sean X y Y espacios Tychonoff. Si f: X — Y es continua,

entonces existe g: X — BY continua tal que g|x = f.

La prueba del Teorema 1.18 se puede consultar en [7].
Recordemos que si D es un espacio discreto, entonces podemos ver a SD como un espacio de

ultrafiltros en D.

Definicién 1.19. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Denotamos por G(A) al conjunto de

ultrafiltros que tienen a A, es decir,
G(A) ={U CP(X) : U es ultrafiltro en X y A € U}.
Para un espacio discreto, D, el conjunto {G(A) : A C D} es una base para los abiertos de 5D.

Proposicién 1.20. Sea Y un espacio Hausdorff. St X C Y es localmente compacto y denso en Y,

entonces X es abierto en'Y .

Corolario 1.21. El subespacio N es abierto en SN.
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Familias separadoras

Finalmente, para el ultimo capitulo necesitamos las siguientes definiciones y proposiciones.

Definicién 1.22. Sean X espacio topoldgico y {X, : a € I} familia de espacios topoldgicos. Sea
C=Afa: X > Xq:ae J}.

1. Decimos que C separa puntos si para toda x,y € X, con x # vy, existe « € J tal que

fa(z) # fa(y)-

2. Decimos que C separa puntos de cerrados si para cualquier F' C X cerrado y para toda x ¢ F,

existe a € T tal que fo(z) ¢ clx, folF].

Proposicién 1.23. Sean (X, 7x) espacio topoldgico, {(Xa,Ta) : @ € I} familia de espacios topoldgicos
yC={fa: X = Xo:a €T} familia de funciones continuas. La familia C separa puntos de cerrados

siy solo si S ={ft[V]:V € 1a,a €I} es base para X.

Definicién 1.24. Sean X espacio topolégico, { X, : « € I} familia de espacios topoldgicos y
C={foa: X = X, :a€Z} familia de funciones continuas. Definimos la funcion evaluacion

e: X — [[ Xa como e(x) = (fo(x))acz, es decir, I, 0 e = f, para toda o € T.
a€l

Observacion 1.25. La funcién evaluacion, e, es continua, pues cada fo lo es.

Proposicién 1.26. Sean X espacio topoldgico, {(Xa,Ta) : @ € I} familia de espacios topoldgicos y

C={foa: X = X,:a €I} familia de funciones continuas.
1. Si C separa puntos, entonces la funcion evaluacion, e, es inyectiva.

2. Si C separa puntos de cerrados, entonces la funcion evaluacion, e, es abierta sobre su imagen,

es decir, e: X — e[X] es abierta.

Por tultimo, introducimos la siguiente notacién.
Notacién: Dados X y Y conjuntos, denotamos por F(X,Y") al conjunto de funciones de X en Y,

es decir,

FX,)Y)={f: X =Y : f es funcién}.



Capitulo 2
Espacios extremadamente disconexos

Recordemos que un espacio es disconexo si y solo si existe un subconjunto abierto y cerrado no
trivial (es decir, distinto del vacio y del total). Por lo tanto, los conjuntos abiertos y cerrados nos dan
informacién sobre la conexidad o disconexidad de un espacio. Mientras mas abiertos y cerrados tenga
nuestro espacio, éste serd “mas” disconexo. En este capitulo nos interesa estudiar la definicién de espacio
extremadamente disconexo y las propiedades que tienen estos espacios. Damos varias equivalencias de

la definicién y vemos bajo qué condiciones se preserva la propiedad de ser extremadamente disconexo.

2.1. Propiedades basicas

Definicién 2.1. Sea X wun espacio topoldgico. Denotamos por B(X) al conjunto de subconjuntos

abiertos y cerrados de X, es decir,
B(X)={AC X : A es abierto y cerrado en X}.

Comenzaremos con la definicién de espacio 0-dimensional, para después pasar a la de espacio

extremadamente disconexo.

Definicion 2.2. Un espacio topoldgico X es 0-dimensional si X es Ty y existe una base para X

formada por conjuntos abiertos y cerrados, es decir, existe B C B(X) tal que B es base para X.
Proposiciéon 2.3. Sea X un espacio 0-dimensional. Entonces X es Tychonoff.

Demostracion.

Sea F' C X cerradoy x € X \ F. Como X es 0-dimensional y X \ F' es abierto, existe A C X abierto
y cerrado tal que z € A C X \ F. Consideremos f =X 4, la funcién caracteristica de A. La funcién
f es continua, pues A es abierto y cerrado. Ademds, f[F] C {0} y f(z) = 1. Por lo tanto, X es
Tychonoft. O

Definicion 2.4. Un espacio topoldgico X es extremadamente disconexo si la cerradura de cualquier

subconjunto abierto de X es abierta, es decir, si U C X es abierto, entonces clx(U) es abierto.

9
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Ejemplo 2.5. 1. Todo espacio discreto es extremadamente disconexo.
2. Todo espacio indiscreto es extremadamente disconexo.

3. Si X es un espacio infinito con la topologia cofinita, entonces X es extremadamente disconezxo,

pues la cerradura de cualquier abierto es X.
4. Si X ={0,1} y 7 ={0,{0}, X}, entonces X es extremadamente disconexo.

Notemos que, sorpresivamente, un espacio extremadamente disconexo no necesariamente es disco-
nexo. Esto se puede ver en el Ejemplo 2.5.3, donde X con la topologia cofinita es extremadamente
disconexo, pero es conexo. La razén de este fendnemo recae en la separacion del espacio, pues ésta es
muy débil al sélo ser 77 pero no T5. Sin embargo, cuando nuestro espacio es Hausdorff, ser extrema-

damente disconexo implica la disconexidad del espacio. Esto se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.6. Sea X un espacio Hausdorff, extremadamente disconexo y con |X| > 2. Entonces

X es disconexo.

Demostracion.
Sean a,b € X con a # b. Entonces existen U y V abiertos ajenos tales que a € U y b € V. Por lo tanto,
b ¢ clx(U). Entonces ) C clx(U) € X y clx(U) es abierto y cerrado, pues X es extremadamente

disconexo. Por lo tanto, X es disconexo. ]

La definiciéon de espacio extremadamente disconexo tiene varias equivalencias, como veremos a
continuacién. Algunas de estas equivalencias nos dicen a qué tipo de subespacios se hereda la propiedad

de ser extremadamente disconexo.

Teorema 2.7. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un espacio topoldgico X :
1. X es extremadamente disconezo,
2. todo subconjunto denso de X es extremadamente disconezo,
3. todo subconjunto abierto de X es extremadamente disconexo,
4. siU y 'V son subconjuntos abiertos de X, entonces clx(UNV) =-clx(U) N clx(V),
5. si U yV son subconjuntos abiertos ajenos de X, entonces clx(U) N clx (V) =0,
6. B(X)=R(X)=ROX).

Demostracion.
1)=2)] Sea D un subconjunto denso de X y sea V un subconjunto abierto de D. Entonces
existe W C X abierto de X tal que V=W N D. Como X es extremadamente disconexo, clx (W) es

abierto en X. Pero como D es denso y W abierto en X, por la Proposicién 1.2,
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DNex(W)=Dnecx(WnND)=Dncx(V)=clp(V).

Por lo tanto, ¢lp(V') es abierto en D. Con esto concluimos que D es extremadamente disconexo.
2)=3)] Sea V' un subconjunto abierto de X y W un subconjunto abierto de V. Entonces W
es un subconjunto abierto de X. Por otro lado, cly (W) = clx (W) N V. Como X es denso en X, por
hipétesis, X es extremadamente disconexo. Por lo tanto, c/xW es abierto en X. Por lo tanto, cly (W)
es abierto en V. De este modo, V es extremadamente disconexo.
3)=4)]  Sean U y V subconjuntos abiertos de X . Entonces, por la Proposicién 1.1, clx (UNV) =
cx(UnN cx(V)). Como X es abierto en X, por hipétesis, X es extremadamente disconexo. Por lo

tanto, clx (V') es abierto en X. Aplicando ahora la Proposicién 1.1 a clx(V'), tenemos que
Clx(U N Clx(V)) = ch(chU N Cle) = Clx(U) N Clx(V).

Por lo tanto, clx (UNV) =clx(U) Nclx (V).
4)=5)]  Sean U y V subconjuntos abiertos ajenos de X. Entonces

0= Clx(UﬂV) = Clx(U) ﬂClx(V).

5)=1)] Sea V' un subconjunto abierto de X y sea U = X \ clx (V). El conjunto U es abierto
en X y VNU = (. Por hip6tesis, clx (V) Nelx(U) = 0. Ademads, (clx(V))U (clx(U)) = X. Entonces,
cx(V) =X\ clx(U) que es abierto en X. Por lo tanto, X es extremadamente disconexo.

1)=6)] Sea A € B(X). Entonces intx(A) = Ay clx(intx(A)) = A. Por lo tanto, A € R(X).
Reciprocamente, sea A en R(X). Entonces A = clx(intx(A)). Como intx(A) es abierto y X es
extremadamente disconexo, entonces clx (intx(A)) es abierto. Por lo tanto, A € B(X). Asi, B(X) =
R(X).

Ahora, sea A € RO(X). Entonces A = intx(clx(A)) = clx(A), pues X es extremadamente
disconexo. Por lo tanto, A € B(X). Reciprocamente, sea A € B(X). Entonces intx (clx(A)) = A. Por
lo tanto, A € RO(X). Asi, B(X) = R(X) = RO(X).

6)= 1)] Sea U C X abierto. Queremos probar que clx(U) € B(X). Por hipétesis, basta ver
que clx(U) € R(X). Como U es abierto, entonces U = intx (U). Por lo tanto, por la Proposicién 1.1,

el (U) = clp(intx (U)) = clx(intx (clx (intx(U)))) = clx (intx (clx (U))).

Esto muestra que clx(U) € R(X), y por lo tanto, clx(U) € B(X). Esto implica que X es extremada-
mente disconexo.

O
Ejemplo 2.8. Definamos
kN =NU{U CP(N):U es ultrafiltro y U = 0},
con la siguiente topologia. Todo punto de N es aislado, y una base local para U € kN \ N es

({UYUU U cu).
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Usando que, dado U € KN\ N, U es ultrafiltro y U = 0, es fdcil probar que kN es un espacio
Hausdorff. También es evidente que N es denso en kN. Ahora notemos que dado A C N, se cumple

que
clpn(A) = AU{U € kN\N: A € U}.

Por lo tanto, si A C N es infinito, entonces cl.n(A) \ A es infinito. De manera que dado U € kN \ N
y U €U, se tiene que clyn({U}UV) € {U}UU para todo V € U. Esto es porque dado V € U, como
MU =0, entonces V es infinito. Por lo tanto, cl.n(V)\V es infinito y, por lo tanto, cl,n(V)\V € {U}.
Esto implica que kN no es reqular.

Ademas, dados W1, Wo C kN abiertos, como N es denso en kN, se tiene que

CZKN(Wl ﬂWQ) ZCZKN(WlﬂWQQI\U = (WlﬂWQQN)U{Z/[ S HN\N WinWsNN GZ/[} =
(WiNN)U{U € N\N: W, NN eU}]N[(WanN)U{U € kN\N: Wa NN € U}] =
ClnN(Wl ﬂN) N CZKN(WQ N N) = ClnN(W1> N ClnN(W2)'

Por el Teorema 2.7, concluimos que kN es extremadamente disconexo. Sin embargo, por la Proposicion
2.3, kN no es 0-dimensional, pues ya vimos que kN no es regular. Por lo tanto, encontramos un ejemplo

de un espacio extremadamente disconexo Hausdorff, pero que no es 0-dimensional.

Hemos visto ya que todo espacio extremadamente disconexo Hausdorff es disconexo, sin embargo,
el espacio kN nos muestra que el “nivel de disconexidad”de un espacio extremadamente disconexo
Hausdorff no regular, atin no es tan “extremo” como esperariamos, ya que ni siquiera tiene por qué ser
0-dimensional. Ahora bien, la disconexidad extrema alcanza su mayor potencial cuando la trabajamos
en la clase de los espacios regulares. En particular cuando un espacio extremadamente disconexo es
regular, entonces ahora si es 0-dimensional (como mostraremos a continuacién). En el Capitulo 4
damos un ejemplo de un espacio 0-dimensional no extremadamente disconexo, exhibiendo asi que los

espacios extremadamente disconexos poseen un mayor grado de disconexidad que los O-dimensionales.
Proposiciéon 2.9. Si X es T3 y extremadamente disconexo, entonces X es 0-dimensional.

Demostracion.

Sean U abierto en X y x € U. Nos gustaria probar que existe V C X abierto y cerrado tal que
x €V CU. Como X es T3, existe W abierto de X tal que z € W C clx(W) C U. Como X es
extremadamente disconexo, clx (W) es abierto y cerrado. Por lo tanto, si hacemos V' = clx (W) se

sigue que x € V C U y, por lo tanto, X es 0-dimensional. ]

A continuacién damos una caracterizacion de los espacios extremadamente disconexos que ademéas
son Tychonoff. Dicha caracterizacion nos ofrece adicionalmente una excelente muestra de las impor-
tantes propiedades que poseen los espacios extremadamente disconexos (Tychonoff). El teorema que
probamos estd motivado en el famoso Teorema de extension de Tietze: Un espacio X es normal si

y s6lo si todo cerrado de X estd C*-encajado en X. A partir de este teorema surge una pregunta
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muy natural: ;Qué clase de espacios obtenemos si en el Teorema de extensién de Tietze cambiamos

“cerrado” por “abierto”?

Teorema 2.10. Sea X un espacio topolégico Tychonoff. Entonces las siquientes afirmaciones son

equivalentes:
1. X es extremadamente disconezo,
2. todo subconjunto denso de X estd C*-encajado en X,
3. todo subconjunto abierto de X estda C*-encajado en X,
4. BX es extremadamente disconexo.

Demostracion.

1) =2)] Sea D un subconjunto denso de X, y sean Z, y Zo € Z[D] con Z1 N Zy = ) . Sea
h: D — [0,1] una funcién continua tal que h='{0} = Z; y h"'{1} = Z;. Sean U = h7'[[0,3)] v
V=nht [(%, 1]] Entonces U y V son abiertos ajenos en D. Por lo tanto, existen Uy y Vj abiertos en
X talesque U =UgNDyV =VynND. Como

D=UNnV =UynD)n(VoND)

y D es denso, entonces Uyp N Vy = (). Como X es extremadamente disconexo, por el Teorema 2.7,
clx(Up) Nelx (Vo) = 0. Ademas, clx (Up) es abierto y cerrado. Por lo tanto, f =X () € C(X,[0,1])
y Z1 C f7H{1}] v Z2 € f71[{0}]. Por lo tanto, Z; y Z» estéan completamente separados en X. Por la
Proposicién 1.13, existen Wy, Wa € Z[X] ajenos tales que Z; C Wy y Za C Wj. Por el Corolario 1.15,
D esta C*-encajado en X.

2)=3)] Sea U un subconjunto abierto de X y sea D = U U X \ ¢lx(U). Entonces D es denso
en X y U es abierto y cerrado en D. Por lo tanto, por la Proposicién 1.11, U estd C*-encajado en D,
y por hipdtesis D esta C*-encajado en X. Por la Proposicion 1.10, U estd C*-encajado en X.

3)=4)] Sea U un subconjunto abierto de 8X, y sea

V = (UﬁX)UX\ClﬁX(U).

Entonces V es abierto en X. Por hipétesis, V' estd C*-encajado en X, y ademas X esta C*-encajado
en SX. Por lo tanto, V estd C*-encajado en 5X. Como U N X es abierto y cerrado en V', entonces
Xvnx:V — [0,1] es continua. Por lo tanto, existe f € C*(8X) tal que flyv =Xvnx. Finalmente,
por la continuidad de f y usando que X es denso en 5X y que U es abierto, por la Proposicion 1.2

tenemos que

flelsx (U)] = [flelpx(UNX)] C elr(f[UNX]) € {1}, y
Flelpx (X \ clpx (U)] € clr fIX \ clpx (U)] < {0}.

Por lo tanto, clgx (U) Nelgx (X \ clgx (U)) =0y, como X = clgx (U) Uclgx (X \ clgx (U)), entonces
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cpx(U) = BX \ clpx (X \ clgx (U)).

Por lo tanto, clgx (U) es abierto en SX. De este modo, X es extremadamente disconexo.
4)=1)]  Se sigue del Teorema 2.7, pues X es denso en 5X.
O

Corolario 2.11. Si X es un espacio discreto, entonces 58X es extremadamente disconexo. En parti-

cular BN es extremadamente disconexo.

Demostracion.
Como X es discreto, entonces X es extremadamente disconexo. Por el Teorema 2.10, 5X es extrema-

damente disconexo. O
Corolario 2.12. 5i X es discreto y X CY C X, entonces Y es extremadamente disconexo.

Demostracion.
Como X es discreto, por el Corolario 2.11, X es extremadamente disconexo. Ademas, como X es
denso en X y X C Y, entonces Y es denso en SX. Por el Teorema 2.10, Y es extremadamente

disconexo. 0

De acuerdo al Teorema 2.10, SN es un ejemplo de un espacio que tiene C*-encajados a todos sus
abiertos. Sin embargo, vale la pena notar que N es un subespacio abierto que no estd C-encajado en
BN puesto que SN es pseudocompacto. Esto muestra que no es posible tener una versién “abierta”
del Teorema de extensién de Tietze en todo su potencial. A continuacién enunciamos el Teorema de

extension de Tietze para que el lector pueda apreciar la cercania del teorema y el Teorema 2.10.

Teorema 2.13. (Teorema de extension de Tietze) Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afir-

maciones son equivalentes.
1. X es normal.
2. 51 A C X es cerrado, entonces A estd C-encajado en X.
3. Si A C X es cerrado, entonces A estd C*-encajado en X.

El Teorema 2.7 nos dice que la propiedad de ser extremadamente disconexo se hereda a subcon-
juntos abiertos y a subconjuntos densos. Sin embargo, ain podemos preguntarnos si la disconexidad
extrema es hereditaria a cualquier subespacio. Recordemos por ejemplo que la 0-dimensionalidad si es
hereditaria. ; Ocurrird lo mismo con los espacios extremadamente disconexos? La respuesta es negati-
va. A continuacidon vemos que ser extremadamente disconexo no se hereda necesariamente a cerrados.

Para eso necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.14. Eziste una familia U de abiertos no vacios en SN\N, ajenos dos a dos y tal que |U| = 2%.
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Demostracion.
Pensemos en SN como espacio de ultrafiltros y recordemos la definicién 1.19. Consideremos la funcion
e: N — PN dada por

e(n)=U, ={ACN:nec A}
Dado A C N tenemos que
e[A] = G(A)NelN] y clgn(e[A]) = G(A).

Para ver la ultima igualdad tomemos U € G(A) y G(B) tal que U € G(B). Queremos ver que
G(B)NelA] # 0. Como U € G(A) N G(B), entonces A,B € U. Asi, ANB # 0. Sean € AN B.
Entonces U,, € e[A] N G(B). Por lo tanto, G(B) Ne[A] # 0 y A € clgn(e[A]). La otra contencién se
sigue de que G(A) es cerrado y e[A] C G(A).

Ahora tomemos A C P(N) una familia casi ajena tal que |A| = 2¥. Podemos ver a A como
A={A,:a<2¥}

Dados o, 3 < 2%, con o # 3, tenemos que |A, N Ag| < w y por lo tanto, e[A, N Ag] es finito. De esto

se sigue que
G(Aa N Ag) = clgn(e[Aq N Ag]) = e[Aq N Ag] C €e[N].
Para cada o < 2% sea
Uo = (BN\ e[N]) N G(Aq).
Como G(A,) es abierto en SN, entonces U, es abierto en SN\ e¢[N]. Veamos que la familia
U={U,:a<2¥}

es la buscada.

Como para cada a < 2¥, A, es infinito, entonces e[A,] es infinito, pues la funcién e es inyectiva.
Como AN es compacto, entonces dergy(e[Aq]) # 0. Ademds, e[A,] € G(Aa) vy G(Aq) es cerrado. Por
lo tanto, dergn(e[Aq]) € G(Aq). Pero los puntos de e[N] son aislados, pues dado U, € ¢[N] se tiene
que G({n}) = {Uy}. Esto implica que dergn(e[As]) € BN\ e[N]. Se sigue que

0 # dergn(e[Aq]) C (BN \ e]N]) N G(An) = U,.
Por lo tanto, cada U, es no vacio. Ahora tomemos «, 5 < 2* con a # 3. Entonces
Ua NUg = (BN \ e[N]) N (G(Aa) N G(Ag)) = (BN\ e[N]) N G(Aa N Ag) € (BN\ e[N]) Ne[N] = 0.

Con esto concluimos que U es la familia buscada.
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Recordemos que el Lema de Jones nos da condiciones suficientes para que un espacio no sea normal.
Para dar nuestro ejemplo de un subespacio cerrado de un espacio extremadamente disconexo que no
es extremadamente disconexo, usamos el Lema de Jones. La prueba de este lema se puede consultar
en [5].

Lema 2.15. (Lema de Jones) Sea X un espacio topoldgico. Si existen D, S C X, con D denso y S

cerrado y discreto tal que |S| > 2101 entonces X no es normal.
Proposicién 2.16. El espacio SN\ N no es extremadamente disconexo.

Demostracion.
Supongamos que SN \ N es extremadamente disconexo. Por el Lema 2.14 existe una familia U de

abiertos no vacios en SN\ N, ajenos dos a dos tal que [U| = 2“, digamos
U={U,:a<2¥}.

Para cada a < 2¥ sea z,, € U, y consideremos al conjunto
D ={z,:a<2¥}.

Sea X = NUD. Como NN D = (), entonces D = X \ N. Por lo tanto, D es cerrado en X. Ademas,
dado z, € D, se tiene que U, N D = {z,}. Como U, es abierto en SN\ N, existe V,, C SN abierto tal
que U, =V, N (BN \ N). Entonces

{2a}=UsND=(VonBN\N)ND=V,ND = (VonX)ND,

donde las ultimas dos igualdades se siguen de que D C SN\ Ny D C X. Por lo tanto, D es discreto
en X. Por otro lado, como N es denso en SN, N es denso en X. Ademas, |D| > 2Nl Por el Lema de
Jones, X no es normal. Es decir, existen A, B C X cerrados ajenos de X que no se pueden separar

con abiertos ajenos. Podemos ver a los conjuntos A y B como
A=(ANN)U(AND),
B=(BNN)U(BnND,).

Si existieran U,V C X abiertos ajenos tales que AND C Uy BND CV, entonces (U \ B)U(ANN)
y (V' \ A) U (B NN) serian abiertos ajenos de X que separan a A y B (ya que N es abierto y discreto
en X). Por lo tanto, AN D y BN D no se separan en X. Sean A’ = AND y B’ = BN D. Ahora
consideremos a los conjuntos
Wa= U Uy, W= U U,.
Ta €A za€B

Notemos que W4 y Wps son abiertos ajenos de SN\ N. Como SN\ N es extremadamente disconexo,
por el Teorema 2.7, clgn\n(War) N clgnn(Wpr) = . Sabemos que SN\ N es cerrado en SN, y por lo
tanto es normal. Entonces existen U,V C SN abiertos ajenos de SN tales que A’ C clgmn(War) CU
y B' C clﬁN\N(WB/) C V. De modo que UNX y VN X son abiertos ajenos de X que separan a A" y
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B’, lo cual es una contradiccién. Esta contradiccién vino de suponer que SN\ N es extremadamente
disconexo. Con esto concluimos que SN\ N no es extremadamente disconexo, con SN\ N cerrado (ver
Corolario 1.21). O

La Proposicién 2.16 nos muestra que la propiedad de ser extremadamente disconexo no necesaria-
mente se hereda a cerrados.

Ahora nos gustaria ver qué pasa cuando tenemos un espacio extremadamente disconexo y le apli-
camos una funciéon continua. ;La imagen seguira siendo extremadamente disconexa? Analicemos el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.17. SN es extremadamente disconexo y existe una funcion f: SN — [0,1] continua y
sobre, pues [0,1] es compacto y separable. Ademds, como BN es compacto, f es perfecta. Sin embargo,
[0,1] no es extremadamente disconexo. Por lo tanto, la propiedad de ser extremadamente disconexo
no se preserva bajo funciones continuas, perfectas y sobreyectivas. En consecuencia, no se preserva

bajo cocientes.

Por lo tanto, no basta con que una funcién sea continua para garantizar que la imagen de un

espacio extremadamente disconexo también lo sea. Sin embargo, podemos dar el siguiente resultado.

Proposicién 2.18. Sean X un espacio extremadamente disconexo, Y un espacio topoldgico, y

f: X =Y una funcion continua, abierta y sobre. Entonces Y es extremadamente disconezo.

Demostracion.
Sea U un subconjunto abierto de Y. Entonces f~![U] es abierto en X y, por lo tanto, clx(f~[U]) es
abierto en X. Por otro lado, como f es continua, cly(f~[U]) C f~cly(U)]. Sea x € f~cly (U)].
Queremos probar que z € clx (f71[U]). Sea V C X abierto tal que = € V. Como f es abierta, f[V] es
vecindad abierta de f(z) € cly (U). Por lo tanto, f[V|NU # (. Seay € f[V]NU. Entonces y = f(z) para
algtin z € V. Por lo tanto, z € V N f~1[U], es decir, VN f~1[U] # 0. Se sigue que = € clx(f~1[U]). Por
lo tanto, clx (f~1[U]) = f~cly (U)]. Entonces f[clx(fU])] = f[fcly (U)]] = cly (U) es abierto
en Y, pues f es abierta. Por lo tanto, Y es extremadamente disconexo.

O

Por lo tanto, ser extremadamente disconexo es propiedad topoldgica.

Ya vimos que esta propiedad no se preserva bajo cocientes. Nuestra siguiente pregunta es si se

preserva bajo suma topolégica.

Proposicién 2.19. Sea {X, : o« € J} una familia de espacios topoldgicos. @ X, es extremadamente

acJ
disconexo si y solo si cada X, es extremadamente disconexo.
Demostracion.
=] Supongamos que @ X, es extremadamente disconexo. Como cada X, es abierto en @ X,,

acJ acJ
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entonces por el Teorema 2.10, cada X, es extremadamente disconexo.
<] Supongamos que cada X, es extremadamente disconexo, y sea U un subconjunto abierto de

@ Xa. Entonces cl g x,(U) = U clx,(UN X,). Como cada X, es extremadamente disconexo y
acJ aeJ acJ

UNX, es abierto en X, entonces clx_ (UNX,) es abierto en X, y, por lo tanto, es abierto en @ X,.
acJ

Entonces cl gy x,(U) es abierto en P Xo. Asi, P X, es extremadamente disconexo. O
aeJ acJ acJ

Proposicién 2.20. Si X es discreto y Y es extremadamente disconexo, entonces X XY es extrema-

damente disconexo, ya que X xY = @ ({z} xY), y {z} xY =Y.
zeX

Nos falta ver qué pasa con el producto de espacios extremadamente disconexos. ;Seguird siendo

extremadamente disconexo? Esta pregunta la contestamos en el Capitulo 4.



Capitulo 3
Ejemplos

En el Ejemplo 2.5, presentamos algunos espacios extremadamente disconexos. Probamos que para
espacios Tychonoff, X es extremadamente disconexo si y sélo si BX es extremadamente disconexo.
Esto nos da toda una gama de ejemplos. Sin embargo, podemos preguntarnos si hay mas. En es-
te capitulo, presentamos otros ejemplos de espacios extremadamente disconexos. Dada un algebra de
Boole, construimos su espacio de Stone. Vemos que éste siempre es un espacio compacto 0-dimensional
y damos condiciones necesarias y suficientes para que sea extremadamente disconexo. En la segunda
parte del capitulo, partimos de un espacio topolégico Hausdorff arbitrario, y hacemos la construcciéon
del absoluto de Iliadis. Demostramos que este espacio siempre es extremadamente disconexo, sin im-

portar el espacio del cual partimos, y probamos su unicidad (salvo homeomorfismo).

Como pudimos apreciar en el Ejemplo 2.5, cuando la separacién del espacio es “débil”, la disco-
nexidad extrema puede presentarse alun en espacios conexos, situacion que podemos considerar como
indeseable. Por esta razén, a partir de este momento y por el resto del trabajo, todos los espacios son

considerados al menos Hausdorff y con al menos dos puntos.

3.1. Algebras de Boole

Para hablar del espacio de Stone, primero tenemos que hablar de dlgebras de Boole. Para ver mas

detalles sobre reticulas y dlgebras de Boole, ver Apéndice A.

Recordemos que un algebra de Boole es una reticula distributiva y complementada. Veamos algunos

ejemplos que nos seran de utilidad més adelante.

Ejemplo 3.1. 1. Dado X un espacio topoldgico, (B(X),U,N) es un dlgebra de Boole con A" = X\ A
para A € B(X).

2. Dado X wun espacio topoldgico, (RO(X),V,N) es un dlgebra de Boole completa con U = X \
cx(U) para U € RO(X) y VB = intx(clx(UB)), AB = intx(clx(B)) para ) # B C

19



20 CAPITULO 3. EJEMPLOS

RO(X).

3. Dado X wun espacio topoldgico, (R(X),U,A\) es un dlgebra de Boole completa con A" = X \
intx(A) para A€ R(X) y \V C = clx(intx(JC)), ANC = clx(intx (N C)) para ® # C C R(X).

Definicién 3.2. Decimos que la reticula (L,V,A) tiene una representacion topoldgica si existe un

isomorfismo de reticulas entre (L,V,\) y (B(X),U,N) para algin espacio topolégico X .

En esta seccion vemos que toda algebra de Boole tiene una representacion topoldgica a través del
espacio de Stone. Para construir el espacio de Stone de un algebra de Boole, son indispensables las

definiciones de filtro y ultrafiltro.
Definicién 3.3. Sea (B,V,A,) un dlgebra de Boole.

1. Una familia F C B es una B-base de filtro (o una base de filtro en B) si

a) F#0y
b) sia,b € F, entonces existe ¢ € F tal que 0 # ¢ < a Ab.

2. Una B-base de filtro es un B-filtro si ademds satisface que siempre que a € F y a < b para

b e B, entonces b € F.

3. Un B-filtro F' es un B-ultrafiltro si F' es un filtro maximal (es decir, si G es un B-filtro y F C G,
entonces G = F). F es un B-filtro primo si para a,b € B, aVb € F implica que a € F o b € F.

Observacion 3.4. 1 € F para cualquier B-filtro F' y 0 ¢ F para cualquier B-filtro F'.
Proposicién 3.5. Sea (B,V,A\,") un dlgebra de Boole y F un B-filtro. Entonces:

1. sia,b € F, entoncesaNb e F,

2. F estd contenido en algun B-ultrafiltro,

3. las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) F es un B-ultrafiltro,
b) para a € B, siaAb# 0 para todo b € F, entonces a € F,
c) F es un B-filtro primo, y

d) paraa € B,a€ F oad € F.

Demostracion.

1. Sean a,b € F. Entonces por definicién existe ¢ € F tal que 0 # ¢ < a Ab. Como F' es un B-filtro,

por definicién se sigue que a Ab € F.

2. Sea
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F ={G C B:G esB-iltroy F C G}.

Nos gustaria aplicar el Lema de Zorn a (F,C). Para eso veamos que toda cadena en F tiene
cota superior. Sea () # C C F una cadena. Afirmamos que | JC es cota superior de C. Es claro
que G C |JC para todo G € C. Sélo falta ver que |JC € F. Probemos primero que | JC es un
B-filtro. Como ) # C y G # () para todo G € C, entonces | JC # 0. Ahora sean a,b € |JC.
Entonces existen G1,G2 € C tales que a € G1 y b € G2. Como C es cadena, sin pérdida de
generalidad, G; C Ga. Por lo tanto, a,b € G2. Como G2 es un B-filtro, existe ¢ € Gy C |JC
tal que 0 # ¢ < a A b. Finalmente, sea a € [JC y b € B tal que a < b. Entonces existe G € C
tal que a € G. Como G es un B-filtro, b € G. Por lo tanto, b € |JC. Con esto concluimos que
JC es un B-filtro. Ademas, F' C [JC. Por lo tanto, | JC € F. Entonces, por el Lema de Zorn,
existe Gy € F elemento maximal. Veamos que Gg es un B-ultrafiltro. Sea G un B-filtro tal que
Go C G. Entonces F' C GG. Esto implica que G € F, pero como Gq es elemento maximal de F,
entonces Gy = G. Por lo tanto, Gy es un B-ultrafiltro y F' C Gp.

3. a) = b)] Sea a € B tal que a A b # 0 para todo b € F. Sea
U={ceB:c>aANbparaalginbec F}.

Veamos que U es un B-filtro. Dado b € F se tiene que b > a A by por lo tanto, b € U. Entonces
() £ F C U. Por lo tanto, U # (). Ademés, 1 € F'y a > a A1, lo que implica que a € U. También
tenemos que si ¢ € U entonces ¢ > a A b para algun b € F'y a Ab # 0 por hipétesis. Por lo tanto,
c#0y0¢U. Sean c1,co € U. Entonces ¢; > a Aby y ca > a A by para by, b € F. Entonces

cl/\CQZ(a/\bl)/\(a/\bg):a/\(bl/\bQ)

con by Aby € F. Por lo tanto, ¢y Ace € U. Finalmente, sea c € U y d € B tal que d > c. Entonces
d>c>aANbpara algin b € F. Entonces d > a A b, y por lo tanto d € U. Entonces U es un
B-filtro tal que FF C U. Como F' es maximal, entonces U = F, y como a € U, entonces a € F.
b) = ¢)] Supongamos que a Vb € F y que a ¢ F'y b ¢ F. Entonces por hipStesis existen
c1,c0 € Ftalesque aNcy =0y bAcy =0. Como aVb,cy,co € F, entonces por el punto 1 de
esta proposicion, (a V b) A (c1 A c2) € F. Pero

(aVb)AN(ciANeg) =(aNcrNea)V(BAct Acg) =0V 0=0.

Por lo tanto, 0 € F', lo cual es una contradiccién. La contradiccién vino de suponer que a ¢ F'y
b¢ F. Porlo tanto,a € FobeF.

c) = d)] Sea a € B. Entonces, por la Observacién 3.4, aVa’ =1 € F. Por hipétesis, a € F
oad €F.

d) = a)]  Sea U un B-ultrafiltro tal que F' C U y sea a € U. Por hipétesis, a € F o a’ € F. Si
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a’ € F, entonces a’ € U, y por lo tanto aAa’ = 0 € U, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
a' ¢ F, lo cual implica que a € F. Asi, U C F, y por lo tanto, U = F. Con esto concluimos que
F es un B-ultrafiltro.

O

Ahora si tenemos las herramientas para construir al espacio de Stone de un algebra de Boole, B.
Los elementos de este espacio son los B-ultrafiltros, y para cada elemento en B nos fijamos en todos
los B-ultrafiltros que lo tienen. Vamos a ver que esto nos induce una topologia en el conjunto de

B-ultrafiltros, y vamos a analizar las propiedades de esta topologia.
Definicion 3.6. Sea B un dlgebra de Boole y sea
S(B)={U C B: U es un B-ultrafiltro}.
Para a € B definimos
Ma)={Ue€S(B):acU}.
Si hay mds de un dlgebra de Boole involucrada, escribimos Ap para referirnos a \.
Observacién 3.7. A\ € F(B,P(S(B))).
Veamos algunas propiedades importantes de la funcién A.

Proposiciéon 3.8. Sean B un dlgebra de Boole y a,b € B. Entonces:

Demostracion.

1. Por la Observacién 3.4, si U es un B-ultrafiltro, entonces 0 ¢ U y 1 € U. Por lo tanto, A(0) = ()
y A(1) = S(B).

2. Sea U € A(a Vb). Entonces a Vb € U. Como U es B-ultrafiltro, entonces U es un B-filtro primo
(por la Proposicién 3.5). Entonces a € U 0 b € U, es decir U € A(a) o U € A(b). Por lo tanto,
U € A(a) UA(b). Reciprocamente, si U € A(a) UA(b), entonces a € U o b € U. Por lo tanto, como
a<aVbyb<aVb,sesigue queaVbe U. AsiU € A(aVb). Por lo tanto, A(aVb) = A(a) UA(b).
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3. Sea U € Aa A b). Entonces a Ab € U. Como a Ab < ayaAb<b, entonces a,b € U. Por
lo tanto, U € Aa) y U € A(b). Asi, U € A(a) N A(b). Ahora sea U € A(a) N A(b). Entonces
a,b € U. Por lo tanto, a A b € U (por la Proposicién 3.5). Asi, U € A(a A D). Esto implica que
Aa Ab) = Aa) N A(b).

4. Por los primeros tres puntos de esta proposicién tenemos que A(a) NA(a’) = AaAa') = \(0) =0
y AMa) U (') = AaVd)= A1) =S(B). Por lo tanto, A\(a') = S(B) \ \(a).

O]

Proposicién 3.9. Dada un dlgebra de Boole, B, se tiene que {\(a) : a € B} forma una base para

alguna topologia en S(B).

Demostracion.

Se sigue de los puntos 1 y 3 de la Proposicién 3.8. O
Con la Proposicién 3.9, podemos definir al espacio de Stone como espacio topolégico.
Definicién 3.10. Sea B un dlgebra de Boole. El conjunto S(B) con la topologia para la cual
{A(a) : a € B}
es una base, se llama espacio de Stone de B.

La base {\(a) : a € B} tiene una caracteristica muy importante, como se muestra en la siguiente

observacion.

Observacién 3.11. Como para cada a € B se tiene que A(a) = S(B)\ A(d'), entonces \(a) es abierto
y cerrado en S(B). Por lo tanto, {\(a) :a € B} CB(S(B)) y A € F(B,B(S(B))).
Ademds, {\(a) : a € B} es una base para los cerrados de S(B).

Recordemos que dado un espacio topolédgico X, B(X) es un élgebra de Boole. El siguiente teorema
nos muestra que para cualquier algebra de Boole, B, existe un espacio topolégico X compacto y 0-
dimensional, tal que B es isomorfa al dlgebra de Boole B(X). Es decir, toda algebra de Boole tiene

una representacién topolégica (ver Definicién 3.2).

Teorema 3.12. (Teorema de Representacion de Stone). Sea B un dlgebra de Boole. Entonces:
1. S(B) es un espacio compacto Hausdorff y 0-dimensional,
2. {\a):a€ B}=B(S(B)),
3. X es un isomorfismo de Boole entre B y B(S(B)).

Demostracion.
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1. Primero probaremos que S(B) es Hausdorff. Sean U,V € S(B) con U # V. Entonces en parti-

cular V' ¢ U. Por lo tanto, existe b € V\U. Como b ¢ U y U es un B-ultrafiltro, entonces por la
Proposicién 3.5, b’ € U. Por la Proposicién 3.8 tenemos que ) = A(0) = A(bAY) = A(b) N A(V).
Ademids, U € A(V) y V € A(b). Por lo tanto, S(B) es Hausdorff.

Por la Observacién 3.11 A(a) es abierto y cerrado para cada a € B. Por lo tanto, S(B) es 0-
dimensional.

Ahora veamos que S(B) es compacto. Sea F C P(S(B)) una familia de cerrados en S(B) con
la propiedad de interseccién finita. Queremos probar que (| F # (. Sea

G ={a € B : existe F € F tal que F C \(a)}.

Afirmamos que (| F = [({A(a) : a € G}. Sea U € (F. Entonces U € F para todo F' € F.
Sea a € G. Entonces existe F' € F tal que F C A(a). Por lo tanto, U € A(a). Entonces
U e {\a) : a € G}. Ahora sea U € ({\(a) : a € G}. Entonces U € \(a) para todo a € G.
Sea F' € F. Como F es cerrado y {A(a) : a € B} es base para los cerrados (por la Observacién
3.11), entonces existe {a; € B : i € Z} C B tal que F' = (\{A(a;) : i € I} C A(a;) para todo
j € I. Entonces a; € G para todo j € Z. Por lo tanto, U € A(a;) para todo j € Z, es decir
UeN{\aj):jeI}=F.Asi,U e F.Porlo tanto, (F =[{A(a) : a € G}.

Ahora sean aj, az € G. Entonces existen Fi, F» € F tales que F; C A(a;)(i = 1,2). Como F tiene
la propiedad de interseccién finita, entonces () # Fy N Fy C A(a1) N A(az) = A(a1 A ag). Entonces
a1 Aas € G con 0 # ay A as. Por lo tanto, es facil ver que GG es un filtro en B. Entonces, por la
Proposicién 3.5, G esta contenido en algin B-ultrafiltro U € S(B). Asi, para todo a € G se tiene
que a € U, y por lo tanto, U € A(a) para todo a € G. Por lo tanto, U € ([{A(a) : a € G} = F.
Esto implica que [ F # (). Por lo tanto, S(B) es compacto.

. Por la Observacién 3.11 tenemos que {A(a) : a € B} C B(S(B)). Ahora tomemos C' € B(S(B)).

Como C es abiertoy {\(a) : a € B} es base, entonces existe D C B tal que C' = |J{\(a) : a € D}.
Ademds, como C es cerrado y S(B) es compacto, entonces C' es compacto. Por lo tanto, existe
F C D finito tal que C' = [J{A(a) : a € F'}. Pero por la Proposicién 3.8,

U{N@a):ae F} =AX(V{a:a€ F}).

Sea ¢ = \/{a : a € F}. Entonces C' = A(c¢) € {\(a) : a € B}. Por lo tanto, B(S(B)) C {\(a) :
a € B}. Asi, {\(a) : a € B} = B(S(B)).

. Por la Proposiciéon 3.8, A es un homomorfismo de Boole. Por el punto 2 de este teorema, A

es sobre. Falta ver que A es inyectiva. Sean a,b € B con a # b. Entonces a £ b o b £ a.
Supongamos sin pérdida de generalidad que a % b. Entonces por la Proposicién A.14 a A b # 0.
Sea F = {c € B:c > aAl'}. Es facil ver que F es un B-filtro. Por lo tanto, existe un B-ultrafiltro
U tal que F C U. Entonces, como a Ab € F, se sigue que a Ab € U. Por lo tanto, U € A(a A V).
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Como a >aAb yb >aAnl, entonces a,b’ € U. Entonces U € A(a) y U ¢ A(b). Por lo tanto,
A(a) # A(b). Asi, A es inyectiva. Por lo tanto, A es una biyeccién y por la Proposicién A.17, X es

un isomorfismo de Boole.

El punto 3 del Teorema 3.12 nos permite hacer la siguiente observacion.
Observacién 3.13. Dados a,b € B, X(a) C \(b) si y sdlo sia <b.

Con el teorema de representaciéon de Stone tenemos que un algebra de Boole B tiene una re-
presentacién topolégica como el dlgebra de Boole de abiertos y cerrados de un espacio compacto y
0-dimensional, a saber el espacio de Stone de B, S(B). Ahora nos gustaria ver si el reciproco es cierto.
Es decir, si tenemos un espacio topologico X compacto y 0-dimensional, jexiste un dlgebra de Boole,

B, tal que X es homeomorfo al espacio de Stone de B?

Definicion 3.14. Sean A y B dlgebras de Boole, y f: A — B un homomorfismo de Boole. Definimos
A f) € F(S(B),P(A)) como

A)U) ={ae A: fla) eU}.
Proposicién 3.15. Sean A y B dlgebras de Boole, y f: A — B un homomorfismo de Boole. Entonces:
1. A(f) € F(S(B),S(A)),
2. dado a € A, (A(f))"[Aa(a)] = As(f(a)) y A(f)AB(f(a))] = Aala) NA(S)IS(B)],
3. A(f) es continua y cerrada,
4. [ es inyectiva si y solo si A(f) es sobre (en S(A)),
5. [ es sobre siy sdlo si \(f) es inyectiva,
6. [ es un isomorfismo de Boole si y sdlo si A(f) es un homeomorfismo.
Demostracion.

1. Sea U € S(B). Queremos probar que A(f)(U) € S(A), es decir, que A(f)(U) es un A-ultrafiltro.
Como f es homomorfismo de Boole, entonces por la Observaciéon A.16, f(1) = 1. Como U es
un ultrafiltro, entonces 1 € U. Por lo tanto, 1 € A(f)(U) y asi, A(f)(U) # 0. Por otro lado, si
a € M\(f)(U), entonces f(a) € U. Por lo tanto, f(a) # 0 y por la Observacién A.16, a # 0. Por
lo tanto, 0 ¢ A(f)(U). Sean a,b € A(f)(U). Entonces f(a Ab) = f(a) A f(b) € U. Por lo tanto,
0# anbe Xf)U). Ahora sea a € A(f)(U) y b € A con a < b. Entonces f(a) < f(b) con
f(a) € U. Por lo tanto, f(b) € U, es decir, b € A(f)(U). Con esto tenemos que A(f)(U) es un
A-filtro. Veamos que A\(f)(U) es un A-ultrafiltro. Supongamos que a V b € A(f)(U). Entonces
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flaVvb) = f(a)V f(b) € U. Como U es un B-ultrafiltro, entonces por la Proposicién 3.5, U es
un B-filtro primo. Entonces f(a) € U o f(b) € U. Por lo tanto, a € A(f)(U) o b € A\(f)(U). Asi,
A f)(U) es un A-filtro primo, y por la Proposicién 3.5, A(f)(U) es un A-ultrafiltro. Por lo tanto,
A(S)U) € S(A).

. Seald € Ag(f(a)). Entonces f(a) € U. Por lo tanto, a € A(f)(U), lo que implica que \(f)(U) €

Ma(a) y ast, U € (\(f))"t[Aa(a)]. Con esto tenemos que Ag(f(a)) € (A\(f))"![Aa(a)]. Ahora sea
U e (A(f))"HAala)]. Entonces A\(f)(U) € Xa(a), es decir, a € A(f)(U). De este modo f(a) € U
y por lo tanto, U € Ap(f(a)). Asi, (A(f))"*[Aa(a)] = Ap(f(a)). Aplicando A(f) de ambos lados,
tenemos que A(f)[As(f(a))] C Aa(a) NA(f)[S(B)]. Ahora sea V € Aa(a) NA(f)[S(B)]. Entonces
a€VyV=Mf)U) para algin U € S(B). Entonces a € A(f)(U), es decir f(a) € U. Por
lo tanto, U € Ap(f(a)) y V = Mf)U) € A f)[AB(f(a))]. Asi tenemos que A(f)[Ap(f(a))] =
Aa(@) NACHIS(B)].

. Para ver que A(f) es continua, basta ver que dado C' € B(S(A)) se tiene que (A(f))~}[C] es

abierto en S(B), pues S(A) es 0-dimensional. Pero por el Teorema 3.12 sabemos que
B(S(A)) ={\(a) :a € A}.

Entonces sea a € A y veamos que (A(f))"*[Aa(a)] es abierto en S(B). Por el punto 2 de esta
proposicién (A(f)) " [Aa(a)] = Ag(f(a)) € B(S(B)). Por lo tanto, A\(f) es continua. Ademés,
como S(B) es compacto, dado F' C S(B) cerrado, se tiene que F' es compacto. Entonces como

A(f) es continua, A\(f)[F] es compacto en S(A). Como S(A) es Hausdorff, entonces A(f)[F] es

cerrado en S(A). Por lo tanto, A\(f) es una funcién cerrada.

. =] Supongamos que f es inyectiva y sea U € S(A). Sea

VYV ={be B : existe a € U tal que b > f(a)}.

Si a € U entonces a # 0. Por lo tanto, f(a) # 0, pues f es inyectiva. Entonces 0 ¢ V. Sean
b1,b2 € V. Entonces existen aj,as € U tales que by > f(a1) y ba > f(az2). Por lo tanto,
biAba > f(a1)Af(a2) = f(aiAaz) con aiAag € U, pues U es un A-filtro. Entonces 0 # by Aby € V.
Ahora sea b€ Vyde B tal que d > b. Como b € V existe a € U tal que b > f(a). Entonces
d > f(a) y por lo tanto, d € V. Asi, V es un B-filtro. Por lo tanto, existe un B-ultrafiltro W tal
que ¥V CW. Como {f(a):a € U} C W, entonces dado a € U, se tiene que f(a) € W. Por lo
tanto, a € A(f)(W). Entonces U C A(f)(W). Como U es un A-ultrafiltro, entonces A(f)(W) =U.
Por lo tanto, A(f) es sobre.

<] Supongamos que A(f) es sobre y sean a,b € A con a # b. Como A4 es inyectiva, entonces
Aa(a) # Aa(b). Por lo tanto, Aa(a)\Aa(b) # 0o Aa(b)\Aa(a) # 0. SiU € Aa(a)\Aa(b), entonces
a €U yb¢U. Entonces por la Proposicion 3.5 b/ € U. Como A(f) es sobre, entonces existe
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V € S(B) tal que A(f)(V) = U. Por lo tanto, f(a), f(t') € V. Como V es un B-filtro, entonces
0# fla)ANf(b') = f(a)A(f(D)). Por lo tanto, f(a) # f(b). Andlogamente, si Aa(b) \ Aa(a) # 0,
se tiene que f(a) # f(b). Por lo tanto, f es inyectiva.

5. =] Supongamos que f es sobre y sean U,V € S(B) tales que U # V. Sea b € U \ V. Como
f es sobre, existe a € A tal que f(a) = b. Por lo tanto, a € A(f)(U) y a ¢ A(f)(V). Entonces,
A HU) £ A(f)(V), y por lo tanto, A(f) es inyectiva.
<] Ahora supongamos que A(f) es inyectiva y sea b € B. Por el punto 3 de esta proposicién
A f) € F(S(B),S(A)) es un encaje, pues es inyectiva, continua y cerrada. Es decir, A(f): S(B) —
A(f)[S(B)] es un homeomorfismo. Entonces A\(f)[Ag(b)] = UNA(f)[S(B)] para algin U C S(A)
abierto. Entonces existe C' C A tal que U = [J{Aa(a) : a € C}. Por otro lado,

APBO)] CU =U{rala) :a € CY,

vy A(f)[AB(b)] es cerrado en S(A), y por lo tanto, es compacto. Entonces existe £ C C finito tal

que
A AsB)] € UfAala) sa e FY = Aa(V F) C U.

Sea ag = \/ F. Entonces A(f)[Ap(b)] = Aa(ao) NA(f)[S(B)] (pues recordemos que A\(f)[Ap(b)] =
UNA(f)[S(B)]). Entonces, por el punto 2 de esta proposicion, A(f)[Ag(b)] = A(f)[As(f(ao))]-
Como A(f) es inyectiva, entonces Ag(b) = Ap(f(ag)). Como la funcién A tambien es inyectiva

(por el Teorema 3.12), entonces f(ag) = b. Por lo tanto, f es sobre.

6. =] Supongamos que f es un isomorfismo de Boole. Entonces por los puntos 3, 4 y 5 de esta
proposicién A(f) es un homeomorfismo.
<] Supongamos que A(f) es un homeomorfismo. Entonces por lo puntos 4 y 5 de esta propo-
sicién, f es un homomorfismo de Boole biyectivo. Por la Proposicién A.17, f es un isomorfismo
de Boole.

Definicion 3.16. Sea X un espacio compacto y 0-dimensional y sea x € X. Definimos
ve F(X,P(B(X))) comov(z) ={C € B(X) : x € C}. Si estamos hablando de mds de un espacio,

escribimos vx para referirnos a v.

Proposicién 3.17. Si X es un espacio compacto y 0-dimensional, entonces v € F(X,S(B(X))) yv

es un homeomorfismo.

Demostracion.
Sea x € X. Veamos que v(z) es un B(X)-ultrafiltro. Claramente v(z) # () pues X € v(z). Por otro
lado, dados C, D € v(x), se tiene que ) # C N D € v(x). Ademds, si C € v(x) y D € B(X) es tal que
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C C D, entonces es claro que D € v(zx). Por lo tanto, v(z) es un B(X)-filtro. Ahora, supongamos que
C1UCy € v(z), con C1,Cy € B(X). Entonces € C; o z € Cy. Por lo tanto, C; € v(z) o Cy € v(x).
Entonces v(x) es un B(X)-filtro primo, y por la Proposicién 3.5, v(z) es un B(X)-ultrafiltro. Por lo
tanto, v(z) € S(B(X)).

Ahora veamos que v es continua. Como {A(C) : C € B(X)} es una base para S(B(X)), basta
probar que dado C € B(X), v~[A\(C)] es abierto en X. Pero

vIIMNO))={reX v(x)eXO)}={reX :Cecv(r)}={reX:2e€C}=CcB(X).

Por lo tanto, v~ 1[A(C)] es abierto en X. Asi, v es continua.

Tomemos ahora z,y € X con x # y. Como X es Hausdorff y 0-dimensional, entonces existe
CeB(X)talquexe CyyeC =X\C.Porlo tanto, C € v(x) y C' € v(y), es decir, v(z) € A\(C)
y v(y) € A(C"). Como A(C)NA(C") = X(CNC") = AD) =0, entonces v(z) # v(y). Por lo tanto, v es
inyectiva. Veamos que v es sobre. Sea U € S(B(X)). Entonces U es un B(X)-ultrafiltro. Como X es
compacto, entonces (U # (). Sea z € (\U. Entonces x € C para todo C € U, y por lo tanto, C' € v(zx)
para todo C' € U, es decir, U C v(x). Como U es maximal, entonces v(x) = U. Por lo tanto, v es
sobre. Asi, v(x) es una biyeccién continua. Como X es compacto y S(B(X)) es Hausdorff, entonces v

es cerrada. Por lo tanto, v es un homeomorfismo. O

Si A es un algebra de Boole, entonces por el Teorema 3.12, A4 es un isomorfismo de Boole entre
Ay B(S(A)), y si X es un espacio compacto y 0-dimensional, entonces por la Proposicién 3.17, vy es

un homeomorfismo entre X y S(B(X)).

Ya vimos que el espacio de Stone de un algebra de Boole siempre es compacto y 0-dimensional.
Sin embargo, a nosotros nos interesan los espacios extremadamente disconexos. El siguiente teorema
nos da condiciones necesarias y suficientes para que el espacio de Stone de un &lgebra de Boole sea

extremadamente disconexo.

Teorema 3.18. Sea B un dlgebra de Boole. Las siguientes son equivalentes:
1. B es completa,
2. S(B) es extremadamente disconezo.

Demostracion.

1) = 2)] Supongamos que B es completa y sea U C S(B) abierto. Entonces existe {b; : i € I} C B
tal que U = |J{A(b;) : i € I}. Sea b = \/{b; : i € I} que existe porque B es completa. Queremos probar
que A(b) = clg(p)(U). Como b; < b para todo i € I, entonces por la Observacion 3.13, A\(b;) € A(b) para
todo i € I. Por lo tanto, U = [J{A(b;) : i € I} C A(b). Entonces clg(py(U) € A(b). Ahora supongamos
que A(b)\clg(p)(U) # 0. Entonces existe a € B tal que ) # A(a) C A(b)\clg(p)(U), pues A\(b) \clsp)(U)
es abierto y distinto del vacio. Entonces U C clgp)(U) € A(b) N (S(B) \ A(a)) = A(b A d'). Por lo

tanto, b; < b A a’ < b para todo i € I. (Notemos que no puede pasar que b A @’ = b, pues en ese caso
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tendrfamos que b < a’ y entonces A(a) € A(b) \ clg(p)(U) € A(b) C A(a’) = S(B)\ A(a), lo cual es una
contradiccién.) Entonces bAa’ es una cota superior de {b; : i € I'} menor que b = \/{b; : i € I}, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, A\(b) \ clgpy(U) = 0 y A(b) = clg(p)(U). Por lo tanto, clgp)(U) es
abierto y S(B) es extremadamente disconexo.

2)=1)] Como S(B) es extremadamente disconexo, por el Teorema 2.7, B(S(B)) = R(S(B)). Por
la Proposicién A.8, R(S(B)) es completa, y por el Teorema 3.12 B(S(B)) es isomorfa a B. Por lo

tanto, B es completa. O

Asi como probamos que todo espacio compacto 0-dimensional es homeomorfo al espacio de Stone
de algun algebra de Boole, y toda algebra de Boole es isomorfa al dlgebra de Boole de abiertos y
cerrados de algin espacio topoldgico, con el Teorema 3.18 podemos dar un resultado analogo para

espacios extremadamente disconexos y dlgebras de Boole completas.

Corolario 3.19. 1. Todo espacio compacto extremadamente disconexo es homeomorfo al espacio

de Stone de algun dlgebra de Boole completa.

2. Toda dlgebra de Boole completa es isomorfa al dlgebra de Boole de abiertos y cerrados de algun

espacio topoldgico compacto y extremadamente disconezo.

Demostracion.

1. Sea X un espacio compacto extremadamente disconexo. Entonces por el Teorema 2.7 B(X) =
R(X), y por la Proposiciéon A.8 R(X) es completa. Como X es compacto y Hausdorff, X es
normal y, por lo tanto es O-dimensional, pues es extremadamente disconexo (ver Proposicién

2.9). De la Proposicién 3.17 se sigue que X es homeomorfo a S(B(X)) con B(X) completa.

2. Sea B un algebra de Boole completa. Por el Teorema 3.18 S(B) es extremadamente disconexo.
Por el Teorema 3.12, S(B) es compacto y B es isomorfo a B(S(B)).

3.2. Absolutos de espacios Hausdorff

En la seccién anterior dimos toda una clase de ejemplos de espacios extremadamente disconexos
usando algebras de Boole y el espacio de Stone. Sin embargo, vimos que para que el espacio de
Stone sea extremadamente disconexo, necesitamos que el algebra de Boole sea completa. En esta
seccion construimos el absoluto de Iliadis para un espacio topolégico X, y vemos que éste siempre es
extremadamente disconexo, sin importar como sea X. Ademads, vemos que el absoluto de Iliadis de un
espacio topoldgico X es tnico salvo homeomorfismo. Para hacer esto, necesitamos primero estudiar

dos tipos de funciones: las funciones ©-continuas y las funciones irreducibles.
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3.2.1. Funciones irreducibles y ©-continuas
Definicién 3.20. Sean X y Y espacios topoldgicos, f € F(X,Y) yxg € X.

1. f es ©-continua en xo si para toda vecindad abierta V de f(xo) existe una vecindad abierta U
de zg tal que flclx(U)] C cly (V).

2. f es ©-continua si f es O-continua en todo punto de X.

3. El conjunto de funciones O-continuas de X a'Y se denota ©C(X,Y).

4. f es un ©-homeomorfismo si f es una biyeccion y tanto f como f~ son ©-continuas.
Proposicién 3.21. Sean X, Y y Z espacios topoldgicos, f € F(X,Y) yg € F(Y,Z). Entonces:

1. si f es O-continua en xg € X y g es O-continua en f(xp), entonces go f es O-continua en x,

2. C(X,Y)COC(X,Y),

3. si'Y es regular, entonces C(X,Y) = 0C(X,Y),

4. i AC X y feOC(X,Y), entonces fla € OC(A,Y),

5. st D esdensoenY, f € ©C(X,Y) y f[X] C D, entonces f € ©C(X, D),
Demostracion.

1. Sea W C Z una vecindad abierta de g(f(zp)). Como g es ©-continua en f(x¢), existe VC Y
vecindad abierta de f(zo) tal que glcly (V)] C clz(W). Como f es ©-continua en zg, existe
U C X vecindad abierta de xq tal que flclx(U)] C cly (V). Por lo tanto,

go flelx(U)] € glely (V)] € clz(W).

Asi, go f es ©-continua en xg.

2. Sea f € C(X,Y), z0 € X y V CY vecindad abierta de f(zp). Entonces, como f es continua,
existe U C X vecindad abierta de x¢ tal que f[U] C V. De la continuidad de f también se sigue
que flelx(U)] C cly (f[U]). Entonces f[U] C flelx(U)] C cly (f[U]) C ely (V). Por lo tanto, f

es O©-continua.

3. Por el punto 2 de esta proposicién basta probar que ©C(X,Y) C C(X,Y). Sea f € ©C(X,Y)
y 2o € X. Sea V una vecindad abierta de f(xg). Como Y es regular existe W vecindad abierta
de f(zo) tal que cly (W) C V. Como f es O-continua, existe U vecindad abierta de z¢ tal que
flelx (U)] C cly (W). Entonces f[U] C flelx(U)] C cly (W) C V. Por lo tanto, f es continua en
xo. Asi, fe C(X,Y)y C(X,Y)=0C(X,Y).
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4.

Sea zg € Ay V C Y una vecindad abierta de f(xp). Como f € OC(X,Y), existe U C X
vecindad abierta de z¢ tal que fclx(U)] C cly (V). Pero ANU C A es una vecindad abierta de
zoen Ay cla(UNA) Cclx(U). Entonces flalcla(UNA)] C flelx(U)] C cly (V). Por lo tanto,
fla € ©C(AY).

Sea g € X y V C D una vecindad abierta de f(z¢) en D. Entonces existe W C Y abierto tal
que V=W nND. Como f € ©OC(X,Y)y W es vecindad abierta de f(xo) en Y, existe U C X
vecindad abierta de zg tal que flelx(U)] C cly (V). Ademas, como D es denso en Y y W es
abierto, por la Proposicién 1.2, se tiene que cly (W) = cly (W N D). Entonces

flelx (U)] Cely (W) N fIX] C (cly(WND))ND =clp(V).

Por lo tanto, f € ©C(X, D).

O

Definicion 3.22. Sean X y Y espacios topolégicos y f: X — Y una funcion cerrada y sobre. Se dice

que f es irreducible si para todo A C X cerrado se tiene que f[A] #Y.

Lema 3.23. Sea f: X — Y drreducible. Entonces:

1.

2.

st g: Y — Z es irreducible, entonces go f: X — Z es irreducible,

si T es un espacio topologico, h: X — T es cerrada y sobre, y existe k: T — Y sobre tal que

f =koh, entonces h es irreducible,

si U es un subconjunto abierto no vacio de X, entonces inty (f[U]) # 0,

. 81 S es un subconjunto denso de'Y, entonces f~1[S] es un subconjunto denso de X y f\fq[s} es

una funcion irreducible de f~1[S] a S,

st T es un espacio topoldgico, k: T — X una funcion cerrada, y h: T — Y es una funcion sobre

tal que h = f o k, entonces k es sobre.

Demostracion.

1.

Como f y g son sobres y cerradas, entonces g o f también es sobre y cerrada. Sea A C X
cerrado. Entonces f[A] C Y y f[A] es cerrado. Por lo tanto, g[f[A]] = (go f)[A] # Z. Asi, go f

es irreducible.

. Supongamos que h no es irreducible. Entonces existe A C X cerrado tal que h[A] = T. Entonces

flA] = k[h]A]] = k[T] =Y, lo cual es una contradiccién, pues f es irreducible. Por lo tanto, h

es irreducible.
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3. Como U es abierto y no vacio, entonces X \U es cerradoy X \U C X. Por lo tanto, f[X\U] #Y
y ademds, f[X \ U] es cerrado. Asi, Y\ f[X \ U] es un subconjunto abierto no vacio de Y y tal
que Y\ f[X \ U] C f[U]. Por lo tanto, inty (f[U]) # 0.

4. Como f es sobre, S C flclx f~1[S]], y como f también es cerrada, Y = cly (S) C flclx (f~1[9])].
Entonces clx(f1[S]) = X, pues f es irreducible. Por lo tanto, f~![S] es denso en X. Ahora
sea A C X cerrado. Entonces f[AN f71[S]] = f[A] NS que es cerrado en S. Si f~1[S]\ A # 0
entonces A # X y f[A] #Y. Como S es denso en Y y f[A] es cerrado, entonces S N f[A] # S,
pues si fueran iguales tendriamos que S C f[A] y por lo tanto, Y = cly(S) C f[A] # Y, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, f[AN f71[S]] # 5. Asi, f|s-1g) es irreducible.

5. Como Y = h[T| = f[k[T]] y k[T] es un subconjunto cerrado de X, entonces k[T] = X, pues f es

irreducible. Por lo tanto, k es sobre.

O

Teorema 3.24. Sean X yY espacios topoldgicos y f una funcion perfecta y sobre (no necesariamente
continua). Entonces existe C C X cerrado tal que f[C] =Y y flc es un funcion perfecta irreducible
y sobre de C' en Y.

Demostracion.

Sea
F={FCX:Fescerradoy f[F]=Y}.

Es claro que X € F y, por lo tanto, F # (). Consideremos el orden parcial (F,C), y definamos el

siguiente conjunto,
C={BC F:(B,<Q) es un orden total}.

Entonces (C,C) es un orden parcial no vacio en el que toda cadena tiene cota superior (pues dada
una cadena D en (C,C) se tiene que |JD € Cy B C |JD para todo B € D). Por el lema de Zorn,
existe By € C elemento maximal, es decir, By es una cadena maximal en F. Sea C' = (\{F : F € By}.
Claramente C' C X es cerrado, pues es interseccion de cerrados. Veamos que C' cumple las propiedades
que buscamos.

Sea y € Y. Entonces A = {F N f~H{y} : F € By} es una familia de subconjuntos cerrados del
espacio compacto f~{y} (pues f es perfecta). Ademas, dado A C By finito, podemos ordenar sus
elementos de menor a mayor, pues By es cadena. Entonces podemos ver a A como A = {F; : 1 <1i < n}
donde F; C Fj sii < j. Como f[F;] =Y para todo 1 < i < n, entonces para i = 1 existe zo tal que
f(zo) = y. Entonces z € ﬁ Finf~Yy}, es decir, A tiene la propiedad de interseccién finita. Entonces
como f~{y} es compact(l)jlﬂA # (), es decir, C' N f~'{y} # 0. Como y era arbitrario, se sigue que
fI[C] =Y. Como f es perfecta y C es cerrado en X, entonces f|c es perfecta y sobre de C' a Y.
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Finalmente, sea D C C cerrado. Entonces D es cerrado en X y por la maximalidad de By se tiene

que D ¢ F (pues si D € F entonces By U {D} es cadena en F, contradiciendo la maximalidad de By).
Por lo tanto, f[D] # Y. Asi, f|c es irreducible. O

Teorema 3.25. Sea f: X — Y wuna funcion irreducible y ©-continua. Entonces:

1.

si A y B son subconjuntos cerrados de X tales que intx (ANB) = 0, entonces inty (f[A]Nf[B]) =
0,

si C' es un subconjunto cerrado y denso en ninguna parte de X, entonces f[C] es un subconjunto

cerrado y denso en ninguna parte de 'Y,

el mapeo A — f[A] es un isomorfismo de Boole entre R(X) y R(Y'),

. $tY es extremadamente disconexo, entonces f es inyectiva; si ademds f es continua, entonces

f es un homeomorfismo.

Demostracion.

1.

Supongamos que inty (f[A] N f[B]) # 0. Entonces, como f es ©-continua, existe V' subconjunto
abierto y no vacio de X tal que fclx (V)] C cly (inty (f[A] N f[B])) C f[A] N f[B] (esto tltimo
se sigue de que f es irreducible, y por lo tanto es cerrada). Como intx(ANB) =0y V # 0,
entonces V' ¢ AN B. Por lo tanto,

X#X\V)UANB)=[(X\V)Ud|n[(X\V)UB].
Esto implica que (X \V)UA # X o (X \ V)U B # X. Por otro lado,
Y = FIX\V]UIV] € FIX\V]U fA] = (X \ V) UA]

(la contencién se sigue de que flclx (V)] C f[A]). Como f es irreducible y (X \ V) U A es

cerrado, entonces (X \ V) U A = X. Andlogamente, tenemos que (X \ V)U B = X, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, inty (f[A] N f[B]) = 0.

Se sigue del punto 1 de este teorema, tomando A y B igual a C.

Primero veamos que si A € R(X), entonces f[A] € R(Y). Como f[A] es cerrado en Y, entonces
cly (inty (f[A])) C f[A]. Ahora veamos que f[A]\ cly (inty (f[A])) = 0. Supongamos que existe
a € A tal que f(a) ¢ cly (inty (f[A])). Como f es ©-continua, entonces existe V' C X abierto tal
que a € Vy fledx (V)] C Y \ cly(inty (f[A])). Por lo tanto, f[clx (V)] Ninty (f[4]) = 0, de lo
contrario tendriamos que inty (f[A])NY \cly (inty (f[A]) # 0, lo cual es una contradiccién. Como
AeR(X)yaeVNA,entonces VNintx(A) # (. Por el Lema 3.23, inty (f[V NintxA]) # 0.
Pero () # inty (f[V Nintx A]) C flclxV] Ninty f[A], lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,

fTA] = cly (inty (f[A])) v asf, f[A] € R(Y).
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De esta manera, podemos definir ¢: R(X) — R(Y) como ¢(A) = f[A].

Vamos a probar que ¢ es el isomorfismo de Boole buscado. Para ello bastard probar que ¢ es

una biyeccién entre R(X) y R(Y) que preserva el orden entre estas reticulas.

Comencemos por demostrar que ¢ es sobre. Sea B € R(Y'), B # (). Vamos a probar que
clx f~tinty B € R(X) y flclx f~![inty B]] = B.
Sea p € f~![inty(B)]. Como f es ©-continua, existe Vj, C X abierto tal que p € V,, y
flelx (Vp)] C ely (inty (B)) = B.

Si V, \ elx (finty (B)]) # 0, entonces por el Lema 3.23,

0 # inty (f[Vp \ clx (f~[inty (B)])]) € B,

y ademas,

inty (£[V; \ clx (finty (B)))) N inty (B) € £Vy \ el (f = [inty (B)))]) Ninty (B) = 0.

Es decir, inty (f[V, \ clx (f~[inty (B)])]) es un subconjunto no vacio de Y que esté contenido en
B y que es ajeno a inty B, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, V, C clx (f~inty (B)]).

Sea

V =U{Vp:pe flinty(B)]}.

Vamos a probar que cly f~1[inty(B)] = clxV € R(X). Notemos que V es abierto y, por lo
tanto, V = intx (V). Ademés, clx (V) C clx(f~'[inty(B)]). Ahora sea = € clx(f~[inty(B)]) y
sea U abierto de X tal que x € U. Entonces U N f~1[inty (B)] # 0. Sea z € U N f~L[inty (B)].
Entonces z € V, C V. Por lo tanto, UNV # (). Asi, x € clx (V). Por lo tanto, clx (f ~[inty (B)]) =
clx (intx(V)), y por la Proposicién 1.1 clx (f~![inty (B)]) € R(X).

Ahora veamos que f|[clx(f~!inty(B)])] = B. Como inty(B) C flelx(f[inty(B)])] y f es
cerrada, entonces B = cly (inty (B)) C flclx(f~[inty (B)])]. Ahora sea p € X tal que f(p) ¢ B.
Como f es ©-continua, existe W subconjunto abierto de X tal que pe W'y

flexW] Cely (Y \ B) =Y \inty(B),

(recordando que inty (B) = Y \ cly(Y \ B)). Por lo tanto, W N f~1[inty(B)] = 0, y enton-
ces p & clx(f tinty(B)]). Con esto tenemos que f[clx(f~![inty(B)])] € By, por lo tanto,
flelx (f~inty (B)])] = B. Asi, ¢ es sobre.

Ahora veamos que ¢ es inyectiva. Sean Ay, Ay € R(X) con A # Ay. Supongamos sin pérdida
de generalidad que intx (A1) \ A2 # (). Entonces (X \ intx(A1)) U Ay # X y es cerrado. Como
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f es irreducible, existe p € Y\ f[(X \ intx(A1)) U As]. Como f es sobre, existe a € X tal que
fla) =pyacintx(Ar). Pero p ¢ f[A2], por lo tanto, f[A1] # f[A2]. Asi, ¢ es inyectiva.

Finalmente, sean A, Ay € R(X). Si A; < Ay, entonces Ay = A; U As. Esto implica que
JlA2] = f[A1 U Ag] = f[A1] U f[Ag],

de modo que ¢(Az) = ¢(A1) Up(Az). Por lo tanto, ¢(A1) < ¢(Az). Reciprocamente, si ¢p(A;) <
®(As), entonces ¢(Az) = ¢(A1)Ud(Az). De modo que f[As] = f[A1]U f[A2] = f][A1UAs]. Como
¢ es inyectiva, se tiene que As = A U As, lo que implica que A; < As. Por lo tanto, ¢ es un

isomorfismo de orden. Por la Proposicién A.17, ¢ es un isomorfismo de Boole.

4. Supongamos que Y es extremadamente disconexo y sean x1,x2 € X con x1 # xo. Sea U subcon-
junto abierto de X tal que 1 € U y 29 € X \ clx(U). Notemos que clx(U),clx (X \ clx(U)) €
R(X). Entonces f(z1) € ¢p(clx(U)) y f(z2) € ¢p(clx(X \ elx(U))). Como Y es extremadamente
disconexo, por el Teorema 2.7, B(Y) = R(Y). Entonces

¢(clxU) N(clx (X \ clx (U))) = ¢(clx (U)) A d(elx (X \ clx (U)))-

Por lo tanto, como ¢ es isomorfismo de Boole, tenemos que

O(clxU) N el (X \ elx (U))) = ¢(elx (U) A clx (X \ clx (U))) = 6(0) = 0.

Esto implica que f(x1) # f(x2). Por lo tanto, f es inyectiva y asi, f es una biyeccién cerrada de

X en Y. Si ademés f es continua, entonces f es un homeomorfismo.

Con estos resultados podemos pasar a construir el absoluto de Iliadis.

3.2.2. El absoluto de Iliadis

Recordemos que dado un espacio topolégico X, el conjunto de cerrados regulares, R(X), es un
algebra de Boole. Por lo tanto, a R(X) podemos asociarle su espacio de Stone, S(R(X)). Esto nos

lleva a la siguiente defincion.

Definicién 3.26. Sea X un espacio topoldgico. Definimos el espacio de Gleason de X como el espacio

de Stone del dlgebra booleana R(X), y lo denotamos 0X .

Por lo tanto, los elementos de X son ultrafiltros en R(X), y B(6X) = {\(4) : A € R(X)}, donde
MA)={UebX : AclU}.
Sin embargo, el espacio de Gleason no es el que nos interesa. Queremos estudiar un subespacio

particular de éste.
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Definicion 3.27. Sea X un espacio topoldgico. El espacio
{UebX :NU # D}

con la topologia de subespacio heredada del espacio 60X, se llama el absoluto de Iliadis y se denota
EX. (En algunas ocasiones el término “absoluto de Iliadis”se usard para la pareja (EX, kx) donde

kx es como en la definicion que daremos mds adelante.)

Definicién 3.28. Sea X un espacio topoldgico y sea x € X. Denotamos por F(x) a la familia de

vecindades cerradas requlares de x, es decir,
Fz)={AeR(X):xz cintxA}.
Observacion 3.29. F(x) es un filtro en R(X).

Ahora nos gustaria definir una funcién sobre de £X en X. Para eso necesitaremos el siguiente

lema.
Lema 3.30. Sea X espacio topoldgico.

1. SiU € EX, entonces |(U| = 1.

2. Six e X, entonces existe U € EX tal que (U = {z}.
Demostracion.

1. Sean p,q € X con p # q. Como X es Hausdorff, existe A € R(X) tal que p € intxAy q ¢ A.
Si p € MU, entonces para todo B € U, (intx(A)) N B # (. Sea z € (intx(A)) N B. Como
B € R(X), entonces intx(A) Nintx(B) # 0. Por lo tanto,

0 #* intx(A) ﬂintx(B) = intx(Aﬂ B) - Clx(intx(Aﬂ B)) = ANAB.

Tenemos entonces que A A B # () para todo B € U. Como U es ultrafiltro, por la Proposicién
3.5, A € U. Por lo tanto, ¢ ¢ (U, pues q ¢ A. Asi, |U| = 1.

2. Sea x € X. Como F(x) es filtro, existe U(x) ultrafiltro en R(X) tal que F(x) C U(z). Suponga-
mos que = ¢ (U (x). Entonces existe A € U(z) tal que = ¢ A. Por lo tanto,

xe€ X\ A=intx(cx(X\A)),

pues X \ A € RO(X) (ver Observaciéon 1.6), y entonces clx(X \ A) € F(x). Por lo tanto,
0=ANcx(X\ A) €U(z), lo cual es una contradiccién. Asi, x € (U(z).
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Sild € EX, denotamos por kx (U) al tinico punto de X que pertence a [U. Por el lema anterior

kx es una funcion bien definida y sobre de £ X en X.

A continuacion estudiamos algunas propiedades del espacio EX y de la funcion kx.

Teorema 3.31. Sea X un espacio topoldgico. Entonces:

1. EX es un subespacio denso, extremadamente disconexo y 0-dimensional de 0X, y 0X =px
BEX).

2. SeanU € X yx € X. EntoncesU € EX ykx(U) =z siy sdlo si F(x) CU.

3. Si A€ R(X), entonces kx[EX NA(A)] = A.

4. Sean x € X y B € R(X). Entonces kx'({z}) C N(B) si y sdlo si x € intxB.

5. kx: EX — X es un funcion sobre, perfecta, irreducible y ©-continua.

6. kx es continua st y solo si X es reqular.

7. BEX)=R(EX)={MA)NEX: AecR(X)}.

8. La funcion EX NA(A) = kx[EX N A(A)] es un isomorfismo de Boole entre B(EX) y R(X).
Demostracion.

1. Por los teoremas 3.12 y 3.18 X es un espacio compacto, extremadamente disconexo y 0-

dimensional. Veamos que EX es denso en §X. Para eso basta probar que si ) # A € R(X),
entonces A\(A) N EX # (). Sea x € intx(A). Entonces A € F(x), y por el Lema 3.30 existe
U e EX tal que F(xz) CUy (U = {z}. Por lo tanto, Y € N(A)NEX, y asi EX es denso en 0.X.
Por el Teorema 2.7, EX es extremadamente disconexo. Como 6 X es 0-dimensional, £ X también

lo es. Por el Teorema 2.10, EX estd C*-encajado en X, y por lo tanto, 0X =gx B(EX).

. =] Por contrapuesta, supongamos que F(z) € U. Sea A € F(z) \ U. Como U es ultrafiltro,

entonces por la Proposicién 3.5 A’ € U. Por otro lado, = € intx(A) = X \ A". Entonces x ¢ (U.
Por lo tanto, sid € EX, kx(U) # x.

<] Supongamos que F(x) C U. Sea A € R(X) y supongamos que x ¢ A. Entonces, como
A = clx(intx(A)), existe U C X abierto tal que x € U y U Nintx(A) = 0. Por lo tanto,
reUCX \intx(A) = A" Asi, x € intx(A’). Por lo tanto, A’ € F(x) CU. Entonces A’ € U y,
por lo tanto, A ¢ U. Es decir, acabamos de probar que si A € R(X) es tal que x ¢ A, entonces
A ¢ U. Por lo tanto, x € (U. Asi, U € EX y kx(U) = x.

Sea A€ R(X)yU e EXNAA). Entonces A € U y, por lo tanto, kx(U) € A. Asi,

kEx[EX N A(A)] € A. Reciprocamente, sea x € Ay sea S = F(x) U {A}. Veamos que todo
subconjunto finito y no vacio de S tiene infimo no vacio. Para eso tomemos una subcoleccion
finita de S. Sean F; € F(x) con i € {1,...,n}. Entonces x € intx F; para cada i € {1,...,n}. Por

lo tanto,
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x € (intx(F;) 1€ {l,...n}} =intx(({Fi:i€{l,...n}}) =
intx(clx(intx(({Fi :i € {1,....,n}}))) = intx (A{F; :i € {1,....,n}})

(ver proposiciones 1.1 y A.8). Por lo tanto, z € intx(A\{F; :i € {1,...,n}}), y como z € A =
clx (intx A), entonces intx (A{F;:i € {1,...,n}}) Nintx A # . Por lo tanto,

que es lo que queriamos probar. Por lo tanto,
B={A\F:F CS es finito y no vacio}

es base de filtro. Entonces existe U € 6X tal que S C B C U. Esto implica que F(z) C U,
y por el punto 2 de este teorema, U € EX y kx(U) = x. Ademéds U € \(A) y, por lo tanto,
x € kx[EX NA(A)]. Asi, A C kx[EX N A(A)] y tenemos que kx[EX NA(A)] = A.

. =] Por contrapuesta, supongamos que = ¢ intx(B). Entonces x € X \ intx(B) = B’. Por el

punto 3 de este teorema, z € kx[EXNA(B')]. Por lo tanto, § # ky' [{z}]NA(B') = kx' [{z}]\\(B)
(ver Proposicién 3.8). Asi, k' [{z}] € M(B).

«| Supongamos que = € inty(B) y sea U € ky'[{z}]. Entonces kx(U) = =, y por el punto 2
de este teorema, F(x) C U. Como B € F(x), entonces B € U. Por lo tanto, U € A\(B). Asi,

kx' {2} S A(B).

. Sea z € X. Queremos ver que ky'[{x}] es compacto. Para esto basta probar que ky'[{z}] es

cerrado en §X, pues 0X es compacto. Sea U € 0X \ ky'[{z}]. Entonces = ¢ (U. Por lo tanto,
existe A € U tal que x ¢ A. Entonces = € intx(A’). Por el punto 4 de este teorema, ki [{z}] C
A(A"). Como A(A) N A(A") = B, entonces ky'[{z}] N A(A) = 0. Asi, U € A(A) C 0X \ k' [{z}].
Por lo tanto, X \ ki [{z}] es abierto y ky'[{x}] es cerrado en 6X. Por lo tanto, ky'[{z}] es

compacto.

Ahora veamos que kx es una funcién cerrada. Sea F' C EX cerrado y sea © € X \ kx[F].
Entonces k3! [{z}] N F = . Por lo tanto, dado U € ky'[{z}], U € EX \ F. Como F es cerrado,
entonces existe Ay € R(X) tal que

U e NAy)NEX C EX\ F.
Como k;(l [{x}] es compacto, existen Ui, ..., U, € k;(l[{:v}] tales que
k' {e}] © UM (Ay,) s i € {1,...,n}} = A(A)

con A = (H{Ay, : i € {1,...,n}}. Por el punto 4 de este teorema, =z € intx(A). Ademas,
AMA)NF =0, pues AN(Ay;,) N EX C EX \ F. Entonces FF C EX \ \(A) = EX N A(4’). Por lo
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tanto, kx[F] C kx[EX NA(A")] = A" = X \intx(A). Asi, tenemos que z € intx A C X \ kx[F].
Por lo tanto, kx[F] es cerrado. Con esto concluimos que kx es un funcién perfecta y por el lema
3.30, kx es sobre.

Ahora veamos que kx es irreducible. Sea F' C EX cerrado. Entonces existe A € R(X) tal que
0 # X(A) C EX\F. Porlo tanto, F C EX\A(A) = EXNA(A"). Por el punto 3 de este teorema,
kx[F] C A’. Como A(A) # 0, entonces A # () y, por lo tanto, X \ A" # ). Esto implica que
A" # Xy se sigue que kx[F] # X. Asi, kx es irreducible.

Por dltimo, veamos que kx es O-continua. Sea i € EX y V C X abierto tal que kx(U) € V.
Sea A = clx (V). Entonces kx (U) € intx(A). Por el punto 4 de este teorema, U € A(A)NEX,y
por el punto 3, kx[EX N A(A)] = A = clx(V). Por lo tanto, como EX N A(A) es una vecindad
abierta y cerrada de U, se tiene que kx es ©-continua en Y. Como U fue arbitrario, entonces kx

es O-continua.

6. Por el punto 1 de este teorema, EFX es O-dimensional y por la Proposicién 2.3, FX regular.
Como la imagen continua y perfecta de un espacio regular es regular, entonces si kx es continua,
se tiene que X es regular. Reciprocamente, si X es regular, como kx es ©-continua, por la

Proposicion 3.21, se tiene que kx es continua.

7. Por el Teorema 3.12, B(0X) = {A(A) : A € R(X)}. Por lo tanto, {\(A)NEX : A€ R(X)} C
B(EX). Reciprocamente, si C € B(EX), entonces por el punto 1 de este teorema y por la
Proposicién 1.16, clgx (C) = clgpx)(C) € B(B(EX)) = B(0X). Por lo tanto, existe A € R(X)
tal que clpx (C) = A(A). Entonces C = clpx(C) = EX Nelgx(C) = EX N A(A). Por lo tanto,

Ce{MA)NEX :AcR(X)}.

Con esto concluimos que B(EX) = {A\(A)NEX : A € R(X)}. Ademas, como EX es extrema-

damente disconexo, entonces por el Teorema 2.7, se tiene que B(EX) = R(EX).

8. Por el punto 5 de este teorema, kx: EX — X es una funcién irreducible y ©-continua. Por lo
tanto, por el Teorema 3.25, el mapeo EX NA(A) — kx[EX N A(A)] es un isomorfismo de Boole
entre B(EX) y R(X).

Nos gustaria probar ahora que la pareja (EX, kx) es tnica (salvo homeomorfismo).

Teorema 3.32. Sea X un espacio topoldgico y (Y, f) una pareja que consiste de un espacio Y ex-
tremadamente disconexo 0-dimensional y una funcion f: Y — X perfecta, irreducible, ©-continua y

sobre. Entonces existe un homeomorfismo h de EX enY tal que foh =kx.
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Demostracion.
Como Y es extremadamente disconexo, entonces por el Teorema 2.7 B(Y) = R(Y). Como f es una
funcién irreducible y ©-continua, entonces por el Teorema 3.25, el mapeo B — f[B] es un isomorfimo
de Boole, digamos ¢, entre B(Y) y R(X).

SeanU € EX y

U = ¢ U] = {B e B(Y): fIB] eU}.

Como U es R(X)-ultrafiltro y ¢ es isomorfismo de Boole, entonces U’ es B(Y)-ultrafiltro. Como
B(Y) = R(Y), entonces por el Lema 3.30, (U’ tiene a lo mds un punto. Ahora consideremos al

conjunto
A={Bnf{kxW)}): BecU'}.

Veamos que A tiene la propiedad de interseccién finita. Sean By, ..., B,, € U’. Entonces
N{f[Bi] : 1 <i<n} €U. Por lo tanto,

kxWU) e N{f[Bi]:1<i<n}=AN{é(Bi):1<i<n}
=o(A\{Bi:1<i<n}
= fIN{Bi: 1 <i < nj].

Es decir, f1[{kx@)}] N (N{Bi: 1 <i<n})#0. Por lo tanto, A tiene la propiedad de interseccién
finita.

Como f es perfecta, entonces f~[{kx(U)}] es compacto. Ademds, cada B € U’ es cerrado en
Y. Por lo tanto, A C P(f 1[kx(U)]) es una familia de cerrados con la propiedad de interseccién
finita. Lo anterior implica que (A # (. Asi, U’ # 0. Es decir, acabamos de probar que para cada

U € EX existe un tnico punto en (U’. A este punto lo denotaremos h(i). Esto nos define una funcién
h: EX — Y. Ademés,

{f o)} = N{fIBl: BeB(Y)y fBl e} = NU = {kx(U)}.

De modo que foh(U)=kx(U)y foh=kx.
Veamos que h es sobre. Sean y € Y y

Uly) ={f[B]: BeB(Y)yye B}

Como {B € B(Y) : y € B} es un ultrafiltro en B(Y"), entonces U(y) es un ultrafiltro en R(X). Es claro
que f(y) € U(y), y por el Lema 3.30 {f(y)} = (N U(y). Entonces h(U(y)) = y. De esto se sigue que
h es sobre.

Ahora veamos que h es inyectiva. Sean U, W € EX con U # W. Entonces existe A € U tal que
A ¢ W. Como W es ultrafiltro, entonces A’ € W (por Proposicién 3.5). Como ¢ es un isomorfismo,
entonces existe un tnico B € B(Y)) tal que ¢(B) = A. Entonces ¢(Y \ B) = ¢(B’) = A’. Por lo tanto,
Bel yY\BeW.De este modo, h(U) # h(W). Esto implica que h es inyectiva.
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Probemos ahora que h es cerrada. Sea F' C EX cerrado. Entonces existe una familia
{4; 1 i € I} C R(X) tal que FF = [{M(A4;)) N EX : i € T}. Para cada ¢ € T existe un tnico
B € B(Y) tal que f[B;] = A;. Afirmamos que h[F] = (\{B; : i € Z}. Sea y € h[F]. Entonces existe
U € F tal que h(U) = y. Sea i € T. Queremos ver que y € B;. Como U € F, entonces U € A(4;)
y, por lo tanto, A; = f[B;] € U. De esto se sigue que B; € U’ y asi, por la definicién de la funcién
h, y € B;. Reciprocamente, sea y € (\{B; : ¢ € Z}. Ya probamos que h(U(y)) = y. Veamos que
U(y) € F. Sea i € 7. Como y € B;, entonces f(y) € f[Bi] = A;. De modo que A; € U(y). Por
lo tanto, U(y) € A(A;) N EX. Esto implica que U(y) € F. De esto se sigue que y € h[F|. Asi,
hIF| =(\{B;:i €I}y, por lo tanto, h es una funcién cerrada.

Por ultimo veamos que h es continua. Sean Y € EX y B € B(Y) tal que h(U) € B. Entonces,
como h(U) € C para todo C € U’, se sigue que h(U) € BN C para todo C € U'. Por lo tanto, B € U'.
Por lo tanto, f[B] € U y asi, U € A\(f[B]). Ahora tomemos W € \(f[B]). Entonces f[B] € Wy, por
lo tanto, B € W'. Se sigue que h(W) € B. Es decir, h[\(f[B])] € B. De modo que h es continua en
U, el cual fue tomado arbitrariamente. Por lo tanto, A es continua. Con esto concluimos que A es un

homeomorfismo. O

Corolario 3.33. Sean X y Y espacios topoldgicos y g: Y — X wuna funcidn perfecta, O-continua
y sobre. Supongamos que ¢: S — X es una funcion perfecta, irreducible y ©-continua, donde S es
un espacio extremadamente disconexo. Entonces existe un subespacio C cerrado de Y y una funcion

f+ S — C perfecta, irreducible, ©-continua, y tal que go f = ¢@.

Demostracion.

Por el Teorema 3.24 existe un subespacio C cerrado de Y tal que g|c: C — X es perfecta, irreducible
y sobre. Por la Proposicién 3.21, g|c € ©C(C, X). Se sigue del Teorema 3.31 y de la Proposicién 3.21
que (g|c) o k¢ es una funcién perfecta, irreducible y ©-continua de EC en X. Por el Teorema 3.32
existen hy: EX — Sy he: EX — EC homeomorfismos tales que ¢ o hy = kx v (g|c) o kc o he = kx.
La funcién buscada es f = ko o hg o [hy] 7L O

Dado un espacio topolégico Hausdorff, X, logramos construir un espacio, FX, extremadamente
disconexo y 0-dimensional, y una funcién perfecta, irreducible y ©-continua de EX en X. Esto nos
da una infinidad de ejemplos de espacios extremadamente disconexos, pues a cada espacio Hausdorff

le podemos asociar su absoluto de Ilidadis, el cual siempre serd extremadamente disconexo.
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Capitulo 4

Producto de espacios extremadamente

disconexos

En este capitulo vemos cémo se comporta la propiedad de ser extremadamente disconexo bajo el
producto y analizamos cuando el producto de dos espacios es extremadamente disconexo. Para esto
introducimos los conceptos de P-espacio y cardinal medible. Vamos a ver que bajo la no existencia de
cardinales medibles, el producto de dos espacios es extremadamente disconexo si y sélo si un factor es
discreto y el otro extremadamente disconexo.

En el Capitulo 2 vimos que el producto de un espacio discreto y un espacio extremadamente
disconexo vuelve a ser extremadamente disconexo. Pero, jqué pasa con el producto de dos espacios
extremadamente disconexos? jSeguird siendo extremadamente disconexo? A continuacién vemos un

ejemplo que responderd esta pregunta. Para esto vamos a probar primero un lema técnico.

Lema 4.1. El subespacio N x N no esta C*-encajado en SN x SN.

Demostracion.

n
n+m’

continua, pues N x N es discreto. Veamos que f no se puede extender de manera continua a SN x GN.

Consideremos la funcién f: N x N — R dada por f(n,m) = La funcién f estd acotada y es
Para eso supongamos lo contrario. Entonces existe una funcién ¢g: SN x BN — R continua tal que

glnxy = f. Para cada n € N sea f,: N — R dada por f,(m) = ——. Entonces f, € C*(N) y, por

n+m’

lo tanto, existe g,: SN — R continua tal que g,|n = f,. Ahora sea U € SN\ N. Queremos ver que
gn(U) = 0. Dado F € U se tiene que F es infinito (pues (U = 0). Por lo tanto, existe una sucesién

{my} C F creciente. Entonces

=0.

lim my) = lim

De esto concluimos que 0 € clg(f,[F]) para cualquier F' € U. Entonces 0 € [ clr(fn[F]). Ahora
Felu
sea T € () cr(fn[F]) y supongamos que r # 0. Entonces, como clr(fn[F]) = {0} U fu[F] vy fn es
Feu

43
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inyectiva, se tiene que r € () folF] = ful () F] = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
Feu Feu

) clr(fn]F]) = {0}. Consideremos al conjunto

Feu

V= {fu[F]: F eU}.
El conjunto V es base de filtro y, por la continuidad de gy, se tiene que V — g, (U). Entonces
gn(U) € [ clr(fnlF]) = {0}
Feu

Ast, g, (U) = 0.

Para cada n € Nseald,, = {A C N:n € A}. Veamos que g,(U) = g(Uy,,U). Consideremos la
funcién ¢, : N — R dada por ¢,(F) = g(U,,F). La funcién ¢, es continua, pues g lo es. Ademads,
dado m € N se tiene que g(Un,Up,) = f(n,m) = —— = f,(m). Por lo tanto, ¢,|n = fn. De este

n+m

modo, ¢, = g,. Entonces acabamos de probar que dado U € SN\ N,

0= gn(u) = d’n(u) = g(unau)'

n
n-+m

Si ahora definimos para cada m € N la funcién hy,: N — R como hn,(n) = y seguimos un
razonamiento anélogo al anterior, llegamos a que g(U,U,,) = 1 para todo U € SN\ N.

Sea U € SN\ N fijo y consideremos los siguientes conjuntos,

A={U,Up): m e N},
B = {(Un,U) : n € N}.

Afirmamos que U € (dergnxpn(A)) N (dergnxpn(B)). Sean D, C € U. Como {U, : m € N} es denso
en SN, entonces existe m € N tal que U, € G(C) (ver Definicién 1.19). Por lo tanto,

U, Un) € (G(D) x G(C)) NA)\{{U,U)}.
Andlogamente, existe n € N tal que
(Un,U) € (G(D) x GU)) N B)\ {(U,U)}.

Ast, U € (dergnxpn(A)) N (dergnxpn(B)). Por lo que acabamos de probar, g[A] = {1} y g[B] = {0}.
Como g es continua, g(U,U) € clr(g[A]) = {1} y gU,U) € clr(g[B]) = {0}. Por lo tanto, gUU,U) =1
y gU,U) = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, f no se extiende continuamente a SN x SN.

Con esto concluimos que N x N no estd C*-encajado en SN x GN. O

Ejemplo 4.2. Consideremos a N con la topologia discreta. Sabemos que N x N es denso en BN x SN,
Sin embargo, por el Lema 4.1, N X N no estd C*-encajado en SN x SN. Del Teorema 2.10 se sigue
que BN x BN no es extremadamente disconezxo, aiun cuando BN si lo es. Por lo tanto, el producto
de espacios extremadamente disconexos puede no ser extremadamente disconexo, aun cuando sea un
producto finito. Notese que esto también nos da un ejemplo de un espacio 0-dimensional que no es
extremadamente disconexo, evidenciando asi que en la clase de espacios requlares la disconexidad

extrema alcanza un nivel de disconexidad mds alto que los 0-dimensionales.
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Aunque el producto de dos espacios extremadamente disconexos no necesariamente lo es, si es
necesario que ambos factores sean extremadamente disconexos para que el producto también lo sea.

Esto se ve en la siguiente proposicién.

Proposicién 4.3. Sean X y Y espacios topoldgicos tales que X X Y es extremadamente disconezo.

Entonces X yY son extremadamente disconexos.

Demostracion.
Consideremos las proyecciones IIx: X x Y — X, IIy: X XY — Y. Las funciones Ilx y IIy son

continuas, abiertas y sobreyectivas. Por la Proposicién 2.18, X y Y son extremadamente disconexos.

O]

Para estudiar mas a fondo cudando el producto de dos espacios es extremadamente disconexo,

tenemos que introducir las definiciones de P-espacio y de cardinal medible.

4.1. P-espacios y cardinales medibles

Definicion 4.4. Sean X un espacio topoldgico y x € X. Decimos que x es un P-punto si satisface
que para todo G C X conjunto Gs tal que x € G, se tiene que G es una vecindad de x.
Decimos que X es un P-espacio si todo punto de X es un P-punto, es decir, X es un P-espacio si

y sdlo si todo conjunto Gs de X es abierto.

Dado que estamos estudiando espacios extremadamente disconexos, podriamos preguntarnos si ser
P-espacio implica algun tipo de disconexidad. A continuacién vemos que con cierto nivel de separacién

se puede garantizar que un P-espacio es 0-dimensional.

Proposicién 4.5. Sea X un P-espacio reqular. Entonces X es 0-dimensional.

Demostracion.

Nos gustaria ver que B(X) es una base para los abiertos de X. Sea V' C X abierto y x € V. Como
X es regular, entonces existe V; C X abierto tal que z € V; C clx (V1) C V. Aplicando otra vez la
regularidad de X, podemos encontrar Vo C X abierto tal que x € Vo C clx(V2) C Vi. Procediendo

inductivamente podemos construir una familia de abiertos {V,, : n € N} tal que para toda n € N
x€Vyycx(Vos1) CV,.

Sea B = () V,. Afirmamos que B es el abierto y cerrado que buscamos. Como X es P-espacio, B
neN
es abierto. Por otro lado, B = [ clx(V;). Por lo tanto, B es cerrado. Ademas es claro que x € B C V.
neN
Esto implica que B(X) es base para los abiertos de X y, por lo tanto, X es 0-dimensional. ]
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El resultados obtenido en la Proposicién 4.5 no deberia causar mayor sorpresa, debido a que
los P-espacios guardan una estrecha cercania con los espacios discretos. (De hecho, el nombre de P-
espacio es una abreviacién de “espacio pseudodiscreto”). Esta cercania va a quedar evidenciada cuando
analicemos a los P-espacios extremadamente disconexos.

Es claro que todo espacio discreto es un P-espacio. Ahora veamos un ejemplo de un P-espacio

Tychonoff no discreto.

Ejemplo 4.6. Sea X = wy U{p} con p ¢ wi. Dotemos a X de la siguiente topologia: cada o € wy es

aislado, y
B,={CCX:peCy|X\C|<uw)

es una base de vecindades para p. No es dificil verificar que este espacio es Hausdorff y 0-dimensional.
Por lo tanto, por la Proposicion 2.3, X es Tychonoff. Queremos ver que X con esta topologia, T, es
un P-espacio no discreto. Si x € X \ {p}, entonces x es P-punto, pues es punto aislado. Veamos que

p es P-punto. Sea {U, :n € N} C7 yU = () Uy, conp € U. Entonces p € U,, para toda n € N. Por
neN
lo tanto, para cada n € N eziste C,, € By, tal que C,, C U,. Entoncesp e () Cp y
neN

|)(\ rW C%|::’lJ )(\(jn‘gﬁdf

neN neN

pues es una union numerable de conjuntos numerables. De este modo, () C, € B, y () Cp, C U.
neN neN
Esto implica que U es vecindad de p. Ast, p es P-punto.

Con esto concluimos que X es P-espacio. Ademds, X no es discreto, pues p no es punto aislado,
pues si lo fuera, {p} € By y entonces | X \ {p}| < w, lo cual es una contradiccion, ya que X tiene
cardinalidad no numerable.

Con esto tenemos un ejemplo de un P-espacio Tychonoff que no es discreto.

Vale la pena notar que este espacio no es extremadamente disconexo ya que el conjunto
S={a+1l:a€w}
es abierto en X . Sin embargo, clxS = SU{p} yp & intx (S U{p}).

Proposicién 4.7. Sea X un espacio topolégico Tychonoff. X es un P-espacio si y sdlo si Z(X) =
B(X).

Demostracion.

= Supongamos que X es un P-espacio. Sea A € Z(X). Nos gustaria probar que A € B(X). Ya
sabemos que A es cerrado por ser nulo. Veamos que A es abierto. Sea f: X — R continua tal que
A = f710]. Como {0} = N (=L, 1), entonces

n’'n

neN
A=UNGEEDI = N FIES DI

neN neN
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Pero como f es continua, (_71, %) es abierto y X es P-espacio, entonces A es abierto. Asi, A € B(X).

Reciprocamente, sea A € B(X). Consideremos la funcién caracteristica de A, X 4, que es continua,
pues A es abierto y cerrado. Entonces A =X ;'[{1}]. Por lo tanto, A € Z(X). Asi, Z(X) = B(X).
<] Recordemos que X es Tychonoff si y sélo si las vecindades conulas de cada punto forman una
base de vecindades.

Sea {A, : n € N} C P(X) con A, abierto para toda n € N. Queremos ver que A = (] 4, es
neN
abierto. Sea x € A. Entonces x € A, para toda n € N. Como X es Tychonoff, para cada n € N

existe una vecindad conula de z, digamos V,,, tal que z € V,, C A,,. Como V,, € coZ(X), entonces

X\V, € 2(X) = B(X). Por lo tanto, V;, € B(X) = Z(X). De este modo, [ V,, € Z(X) y, por
neN

lo tanto, (] V,, € B(X). En particular, () V,, es abierto en X y cumple que z € (] V,, C A. Esto
neN neN neN
implica que A es abierto y, por lo tanto, X es P-espacio. ]

En [2] los autores construyen un ejemplo de un espacio infinito, X, regular conexo en el que todas
las funciones continuas y real-valuadas son constantes. Estas condiciones sobre el espacio X implican
que Z(X) = {0, X} = B(X). Sin embargo, X no puede ser un P-espacio pues no es Tychonoff (ver
Proposicién 4.5 y Proposicién 2.3). Esto prueba la importancia de la hipétesis Tychonoff en la Pro-

posicién 4.7.

La Proposicién 2.16 nos muestra que la propiedad de ser extremadamente disconexo no es heredi-

taria. Sin embargo, ser P-espacio si se hereda a subespacios.
Proposiciéon 4.8. Sea X un P-espacio y sea Y C X un subespacio. Entonces Y es un P-espacio.

Demostracion.

Sea {U, : n € N} una familia de abiertos en Y. Queremos ver que U = (] U, es abierto en Y. Cada
neN
U, lo podemos ver como U, =V, NY con V,, abierto en X. Entonces

U=NU,=NWVanY)=YN () Vo).
neN neN neN
Como X es P-espacio, [ V,, es abierto en X. Esto implica que U es abierto en Y. Por lo tanto, Y es
neX
P-espacio. [
Ya vimos que el producto finito de espacios extremadamente disconexos puede no serlo. Veamos

qué pasa con los P-espacios.
Proposicién 4.9. Sean X y Y P-espacios. Entonces X XY es un P-espacio.

Demostracion.

Sea {U, : n € N} una familia de abiertos en X x Y. Queremos ver que U = () U, es abierto en
neN
X x Y. Sea (z,y) € U. Dado n € N, existe W,, abierto de X y V,, abierto de Y tal que

(z,y) € Wn x Vi, C Un.
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Como X y Y son P-espacios, W = (| W, es abiertoen X y V = [ V,, es abierto en Y, y se cumple

neN neN
que
(x,y) eW xV C N U,.
neN
Por lo tanto, U es abierto en X x Y. Con esto concluimos que X X Y es P-espacio. ]
k
Corolario 4.10. Sea {X; : i € {1,...,k}} una familia finita de P-espacios. Entonces [[ X; es un
i=1
P-espacio.
Demostracion.
Se sigue inductivamente de la Proposicién 4.9. O

Ejemplo 4.11. El producto topoldgico X = 2N no es un P-espacio ya que {0} = () IL,}[{0}] y
neN
{0} no es abierto en 2N Por lo tanto, el producto numerable de P-espacios no necesariamente es un

P-espacio.

Regresando a espacios extremadamente disconexos, queremos ver qué pasa cuando el producto de
dos espacios es extremadamente disconexo. ;Coémo tienen que ser los factores para que su producto

tenga esta propiedad?

Proposiciéon 4.12. Sean X y Y espacios Tychonoff. Si X XY es extremadamente disconexo, entonces

X es un P-espacio oY es un P-espacio.

Demostracion.

Supongamos que X no es un P-espacio y Y no es un P-espacio. Entonces por la Proposicién 4.7, existen
Z1€ Z(X)\B(X)y Zy € Z(Y)\ B(Y). Por lo tanto, existe f € C(X), f >0, tal que Z; = Z(f), y
existe g € C(Y), g > 0, tal que Zo = Z(g). Sea h: X x Y — R dada por

h((z,y)) = f(x) — g(y).

La funcién h es continua. Sean U = h~![(—00,0)] y V = h~1[(0, 00)]. Como U y V son abiertos ajenos

en X XY y X xY es extremadamente disconexo, entonces por el Teorema 2.7, clx «y (U)Nelxxy (V) =
(0. Sea

W = ClXXy(U) N Clxxy(V).

Como Z; ¢ B(X), existe x € Z; \intx(Z1). De igual manera, existe y € Zs \ inty (Z2). Afirmamos que
(z,y) € W. Para ver esto, tomemos Wx C X abierto y Wy C Y abierto, tales que (x,y) € Wx x Wy
Queremos ver que (Wx x Wy )NU # 0y (Wx x Wy )NV # 0. Como z ¢ intx Z, entonces Wx € Z;.
Por lo tanto, existe p € Wx \ Z1 y f(p) > 0. Entonces h((p,y)) = f(p) — g(y) = f(p) > 0. De
esto se sigue que (p,y) € (Wx x Wy ) N V. Andlogamente, existe ¢ € Wy \ Z2 y g(q) > 0. Entonces
h((z,q)) = f(x) —g(q) = —g(q) < 0. Por lo tanto, (z,q) € (Wx x Wy)NU. Con esto concluimos
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que (z,y) € W, lo cual es una contradiccién, pues W = (). Por lo tanto, X es un P-espacio o Y es un

P-espacio. [

Hemos visto en la Proposicién 4.3 que si X X Y es extremadamente disconexo, entonces tanto
X como Y deben ser extremadamente disconexos. Con lo obtenido en la Proposicién 4.12, ahora
sabemos que al menos uno de estos factores serd P-espacio y extremadamente disconexo. Esto nos
motiva a analizar como son realmente los P-espacios extremadamente disconexos. En el Ejemplo 4.6
hemos visto un P-espacio 0-dimensional no discreto. Sin embargo, este espacio tampoco resulta ser
extremadamente disconexo. Parece natural preguntarnos si un P-espacio Tychonoff y extremadamente
disconexo es discreto. La respuesta a este problema no es sencilla. Para ello necesitaremos estudiar

brevemente a los cardinales medibles y algunas de sus propiedades.

Definicién 4.13. Sea X un conjunto. Decimos que X es Ulam-medible si existe una funcion p: P(X) —

{0,1} que cumple lo siguiente:

1. dado z € X, p({z}) =0,

2. p(X)=1,
3. dado {Ay, :n € N} C P(X) tal que A,NAp, = 0 paran # m, se tiene que u( |J An) = > u(4y,).
neN neN
Observacion 4.14. 1. Dado un conjunto Ulam-medible, X con medida p, se tiene que p(B) = 0,

pues 1= p(X) = p(X U0) = pu(X) + p(0) =1+ p(0).

2. SiA,BC X, con AC B, entonces u(A) < u(B), pues u(B) = p(AU(B\A)) = pu(A)+u(B\A).
Por lo tanto, u(A) = w(B) — u(B\ A4).

3. En general, si A, B C X, entonces u(B\ A) = u(B) — u(AN B).
Ejemplo 4.15. w no es Ulam-medible, pues si lo fuera existiria p: P(w) — {0,1} tal que

1= pw) =p(U{n}) = > u({n}) =0,

neN neN

lo cual es una contradiccion.

Proposicién 4.16. Sean X y Y conjuntos. Si X es Ulam-medible con medida 1 y existe una funcion

f: X =Y inyectiva, entonces Y es Ulam-medible.

Demostracion.
Consideremos la funcién A: P(Y) — {0,1} dada por A(E) = u(f~'[E]). Veamos que A es una medida
para Y.

1. Seay €Y. Si f1[{y}] =0, entonces A\({y}) = u(f[{y}]) = n(®) = 0 (ver Observacién 4.14).

Si f~'[{y}] # 0, entonces como f es inyectiva, existe un tnico x € X tal que f(z) = y. Por lo

tanto, A({y}) = u(f ' {y}]) = n({=}) =0.
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3. Sea {A, :n € N} C P(Y) tal que A, N A,, = () para n # m. Entonces f~1[A,] N f~A,] = 0 si

n # m. Por lo tanto,

AU An) = p(f7HU An]) = p(U fHAD) = 2 u(f7HAR]) = X A(An).

neN neN neN neN

De este modo, A es medida para Y.

neN

Decimos que un cardinal x es medible si se puede definir una medida de Ulam en x.

Notemos que por la Proposicién 4.16 tenemos que si k y A son cardinales tales que Kk < Ay K es

medible, entonces A es medible.

Veamos qué pasa con los cardinales que no son Ulam-medibles.

Proposicién 4.17. Sea k un cardinal. Si k no es Ulam-medible, entonces 2 no es Ulam-medible.

Demostracion.

La prueba la haremos por contrapuesta. Supongamos que 2% es medible. Sea p: P(2%) — {0,1} una

medida para 2%. Construiremos una medida en . Para cada x € k sea
P,={ACk:z€ A},
y sea
M={zer:uP) =1}
Sea F': k = P(P(k)) dada por

P, sio x ¢ M

P)\ P, si xeM
Llamaremos F, a F(x) y definimos
Gy = Fo\U(F, iy < o).
Finalmente definimos p: P(x) — {0,1} como
p(A) = m(UH{Go sz € A}).

Veamos que p es medida para k.

Afirmacién 1: u(G,) = 0 para toda x € k.

Sea © € k. Si x € M, entonces F, = P(k)\ Py y u(P;) = 1. Por lo tanto, pu(Fy) = 0 (ver
)

Observacién 4.14) y, como G, C F,, entonces u(G,) = 0. Si x ¢ M, entonces F, = P, y u(P,) = 0.
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Por lo tanto, u(Fy) = 0y, como G, C Fy, se sigue que u(G,) = 0. De este modo, u(G,) = 0 para
toda z € k.

Afirmacién 2: ([ J{G, : xz € k} =P(r) \ {M}.

Veamos primero que para cualquier « € k, M ¢ G,. Sea x € k. Si x € M, entonces F,, = P(k)\ Py
y M € P,. Por lo tanto, M ¢ F,. Asi, M ¢ G,. Si x ¢ M, entonces F, = P, = {A C k:z € A}.
Como x ¢ M, se sigue que M ¢ F,. De este modo, M ¢ G. Por lo tanto, M ¢ | J{G, : « € k}. Esto
implica que | J{Gz : x € K} CP(k) \{M}.

Ahora sea A € P(k)\ {M}. Entonces A # M. Supongamos que A\ M # (). Sea x € A\ M. Como
x ¢ M, se tiene que F, = P, = {B C k : z € B}. Ademads, como = € A, entonces A € F,. Por lo
tanto, C = {y € k : A € F,} # (. Sea z = minC. Entonces A € F, \ | {F, : y < z} = G.. Asi,
A € |U{G: : x € k}. Ahora supongamos que M\ A # () y A\ M = (). Sea x = min M \ A. Entonces
x €My F,="P(k)\Py. Como z ¢ A, se sigue que A ¢ P,. Por lo tanto, A € F,. Sea y < z. Entonces
y¢ Moye MNA. Siy¢ M, se tiene que Fy = Py, y como A\ M = (), entonces y ¢ A. Por lo tanto,
A¢F, Siye MnNA,entonces Fy = P(r) \ Py. Como y € A, entonces A € P,y asi, A ¢ F,. Por lo
tanto, A € F \|U{Fy : y < 2} = G;. De este modo, A € | J{G, : = € k}. Con esto concluimos que
P(k)\{M} CU{G : € k} v, por lo tanto, | J{G, : x € K} = P(k) \ {M}.

Finalmente, veamos que p es medida para k.
1. Sea z € k. Queremos ver que p({z}) = 0. Pero p({z}) = u(G;) = 0 por la Afirmacién 1.

2. Veamos que p(k) = 1. Por definicién de p, tenemos que

p(r) = w(U{Gz : € v}) = w(P(r) \ {M}) =1,
por la Afirmacién 2 y porque p es medida para 2°.

3. Sea {4, :n € N} C P(k) tal que A,,NA,, =0 paran # m. Nos gustarfa probar que p( |J 4,) =
neN
> p(Ap). Sean n,m € N con n # m. Veamos que ( J Gz)N( U Gy) = 0. Supongamos que
neN TEA, YyEAm
no y sea B € G, NG, para algin x € A, y algin y € A,,. Podemos suponer sin pérdida de

generalidad que z < y. Entonces B € Gy = Fy, \ |J{F. : z < y}. Esto implica que B ¢ F;, pero
B € G, C Fy, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, ( |J Gz)N( U Gy) = 0. Entonces

TEA, YEAm
p(U An)=p(U (U Go))= 2 n( U Gz) = 3 p(An).
neN neN z€A, neN  z€A, neN
Por lo tanto, p es una medida para k. ]

Observacion 4.18. Por el Ejemplo 4.15 sabemos que w no es medible. Por lo tanto, por la Proposicion

4.17, 2% no es medible. Como wi < 2¥, entonces por la Proposicion 4.16, w1 no es medible.

Supongamos que existe un cardinal medible. Sea k = min{\ : A es cardinal medible }. Como w

no es medible, entonces w < k. Pero por la Proposicién 4.17 2“ no es medible, entonces 2% < k.
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. . .7 w Y . . .
Aplicando la Proposicién 4.17 nuevamente, tenemos que 2?° < k, y asi sucesivamente. Es decir, si
existe un cardinal medible, éste debe ser muy grande.

A continuacién daremos una caracterizaciéon de cardinales medibles en térnimos de ultrafiltros.

Para eso recordemos la siguiente definicién.

Definicién 4.19. Sea X un conjunto. Una familia C C P(X) tiene la propiedad de interseccion

numerable si se cumple que para todo A C C numerable y no vacio, (A # (.

Observacion 4.20. Sea X un conjunto y U C P(X) un ultrafiltro. Entonces U tiene la propiedad de

interseccion numerable si y sélo si dado {A, :n € N} CU se tiene que (| A, €EU.
neN

Teorema 4.21. Sea X un conjunto. X es Ulam-medible si y solo si existe U C P(X) wultrafiltro tal

que
1. (U=0,
2. U tiene la propiedad de interseccion numerable.

Demostracion.

=] Sea p: P(X) — {0,1} una medida de Ulam para X. Consideremos
U={AC X :u(h) =1}

Queremos ver que U es el ultrafiltro buscado.
Notemos que por la Observacién 4.14, § ¢ U y X € U. Por lo tanto, U # (. Ahora sean A, B € U.

Entonces
1=p(AUB) =pu(AU(B\ A)) = p(A) + (B A) = p(A) + w(B) = p(ANB) =1+1—pu(ANB).

Por lo tanto, u(ANB) =1,y asi ANB € U.

Sea A e Uy B C X tal que A C B. Por la Observacién 4.14, 1 = p(A) < p(B). Por lo tanto,
u(B) =1y se sigue que B € U. Hasta ahora tenemos que U es filtro.

Veamos que U es ultrafiltro. Sea A C X. Entonces

1= u(X) = p(AU (X \ A)) = u(A) + p(X \ A).

Esto implica que u(A) =1 o0 u(X \ A) = 1. Por lo tanto, A € Y 0 X \ A € U. De modo que U es
ultrafiltro.

Por dltimo veamos que U cumple 1) y 2). Supongamos que (U # 0 y sea x € [\U. Entonces,
como U es ultrafiltro, {z} € U. Esto implica que 1 = p({z}) = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, (U = 0.

Ahora sea {A, :n € N} C U .nComo U es filtro podemos suponer que A,11 C A, (pues en caso

contrario podemos tomar B, = (| 4, € U y entonces B,11 C B,). Queremos ver que (| A, € U,
i=1 neN
es decir, que pu( () An) = 1 o, equivalentemente, que p( |J X \ A,) = 0. Para cada n € N sea
neN neN



4.1. P-ESPACIOS Y CARDINALES MEDIBLES 53

E, = X\ A,. Entonces E,, C E, ;1. Ahora definimos F; = E1 y F,11 = Eny1 \ E,. Se sigue que

UF.= U E,y F,NF, =0sin#m. Ademds, para todo n € N se tiene que u(F,) = 0 (pues
neN neN
w(A,) =1). Por lo tanto,

(U XN\ Ap) =p(U En) =p(U Fo) = 32 p(Fn) =0.
neN neN neN neN

De esto se sigue que p( () Ap) = 1. Con esto concluimos que (] A, € U y, por la Observacién 4.20,
neN neN
U tiene la propiedad de interseccién numerable.

<] Sea U C P(X) un ultrafiltro que cumple 1) y 2). Definimos p: P(X) — {0,1} como

1 st Ael
uA) =
0 si A¢U
Veamos que 1 es medida de Ulam para X. Dado x € X se tiene que {2} ¢ U ya que (U = (). Por lo
tanto, pu({z}) = 0. Es claro que pu(X) = 1. Ahora tomemos {A, : n € N} C P(X) tal que A,NA,, =0
si n # m. Si existe m € N tal que 4,, € U, entonces |J A, € U y para todo k € N\ {m} se tiene que

neN
Ak ¢ U. Por lo tanto, u( |J An) =1= > u(4,).
neN neN
Si para toda m € N se tiene que A,, ¢ U, entonces como U es ultrafiltro, X \ A,, € U para toda

m € N. Por lo tanto, como U tiene la propiedad de interseccién numerable, (| X \ A, € U, es decir,

neN
X\ U A, el Asi, U An ¢ Uy

neN neN
w(U 4) =0= 3 u(Ay).
neN neN
En consecuencia, p es medida de Ulam para X. U

Recordemos que queremos ver si todo P-espacio extremadamente disconexo es discreto. Veamos el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.22. Sea X un espacio dotado de la topologia discreta y supongamos que | X| es medible.

Entonces por el Teorema 4.21, existe U € BX \ X con la propiedad de interseccion numerable. Sea
Z =XU{Uu} Cpx,

visto como subespacio de 5X.

Como X es discreto, entonces X es extremadamente disconexo y, por el Teorema 2.10, 5X es
extremadamente disconexo. Por otro lado, como X es denso en 5X, entonces Z es denso en BX y, por
el Teorema 2.7, Z es extremadamente disconexo. Queremos ver que Z es un P-espacio extremadamente
disconexo y no discreto.

Primero probemos que Z es un P-espacio. Como todo punto de X es aislado en Z, entonces todo

punto de X es un P-punto en Z. Falta ver que U es un P-punto. Para eso tomemos U C Z conjunto
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Gs tal qued € U. Entonces U = () U, con U, abierto en Z para todan € N. A cada U, lo podemos
neN
ver como U, =V, N Z con V,, abierto en X.

Recordemos que
{G(A) : AelU}

es una base local para U (ver Definicion 1.19). Entonces para cada n € N existe A, € U tal que

G(A,) C V,. Como U tiene la propiedad de interseccion numerable, entonces (| A, € U yU €

neN
G( () An). Ademds,
neN

G(N An) € ) G(4n) € (] Vo

neN neN neN

Por lo tanto, G( (| An)NZ C U. Asi, U es una vecindad de d yU es un P-punto. Por lo tanto, Z es
neN
un P-espacio. Ademds Z es Tychonoff (pues BX lo es) y no es discreto ya que U no es un punto aislado.

En el Ejemplo 4.22 construimos un P-espacio Tychonoff y extremadamente disconexo que no es
discreto. Sin embargo, esto lo hicimos bajo el supuesto de que existen cardinales medibles. Veamos

qué pasa si no existen cardinales medibles.

Lema 4.23. Sea X un espacio Hausdorff extremadamente disconexo y sea p un punto no aislado
de X. Entonces existe una familia S C B(X) tal que U NV = 0 para todo U,V € S con U # V,

X=cdx(US)ypgUS.

Demostracion.
Para cada x € X \ {p}, existen U,,V, C X abiertos ajenos tales que z € U, y p € V. Por lo tanto,
p ¢ clx(Uy), es decir, p € X \clx(U,). Como X es extremadamente disconexo y U, es abierto, entonces

clx(U;) € B(X). Consideremos a la siguiente familia,

I'={clx(U;):x € X\ {p}}.

La familia I" estd formada por conjuntos abiertos y cerrados de X. Ademas, p ¢ |JI'. Veamos que I es
de unién densa en X. Sea z € X y W vecindad abierta de z. Nos gustarfa probar que W N ((JT) # 0.
Si z # p, entonces z € clx(U,) € T'. Por lo tanto, z € W N (YT'). Si z = p, como p no es aislado,
entonces W # {z}. Por lo tanto, existe w € W\ {z}. De esta manera, w € clx(U,) € I'. Esto implica
que w € WN(JT). En ambos casos se llega a que WN(JT') £ 0. Asi, z € clx (UT) y X = clx(UT).

Ahora consideremos el siguiente conjunto,
Iy ={U € B(X) : existe V €T tal que U C V'}.

Notemos que JT'9 = UT. Por lo tanto, clx(JT'o) = X y p ¢ UTp. Sea S C I'y una familia celular
maximal. Afirmamos que S es la familia que buscamos. Claramente, S C B(X) y p ¢ |JS, pues

p ¢ |JTo. Ademsds, los elementos de S son ajenos dos a dos por ser familia celular. Sélo falta ver que
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X =cx(JS). Supongamos que existe ¢ € X tal que ¢ ¢ clx(|JS). Entonces existe V' C X abierto
tal que g € Vy VN (JS) = 0. Por lo tanto, por el Teorema 2.7,

Ax (V)N (US) C elx (V) Nelx(US) = 0.

Entonces W = clx (V) € B(X) es vecindad de ¢ tal que W N (|JS) = 0. Pero como T'y es de unién
densa en X, W N (UTo) # 0. Es decir, existe U € Ty \ S tal que W NU # (. Ademds, notemos que
WnNU eTy\S, pues WNV = paratodo Ve Sy WNU # (). Por lo tanto, S C SU{W NU} CT.
Pero SU{W NU} es familia celular, contradiciendo la maximalidad de S. Asi, X = clx(|JS). Con

esto concluimos que S es la familia buscada. O

Lema 4.24. Sean X y S como en el Lema 4.23 y seald = {F C S :p € clx(JF)}. Entonces U es

un ultrafiltro libre en S.

Demostracion.

Veamos primero que U es filtro en S. Claramente ) ¢ U y U # D) pues S € U. Sean Fy, F» € U. Nos
gustaria probar que p € clx (| J(F1NFy)). Sea V una vecindad abierta de p. Como Fi, F; € U, entonces
p € cx(UF1) Nelx (Y Fs). Pero

cdx(UF)Nex(UFz) =cx(UFNU F),

pues |JFi,J F»> son abiertos y X es extremadamente disconexo (ver Teorema 2.7). Por lo tanto,
VNn(URNUEFE) #0.Sea z € VN (JFi N F,). Entonces existe Uy € F; tal que z € U; y existe
U; € F, tal que 2z € Fy. Por lo tanto, U; N Us # (), pero como los elementos de S son ajenos dos a dos,
entonces U; = Us. De este modo z € Uy € Fi1 N Fy y asi, z € VN (U(F1 N Fy)). Con esto concluimos
que p € cx(J(F1 N Fy)). Por lo tanto, F1 N Fy € U. Por dltimo, sea FF e U y C C S tal que F C C.
Entonces p € clx(JF) C clx(|JC). Por lo tanto, C' € U. De esta manera, U es filtro en S.

Ahora veamos que U es ultrafiltro. Sea C' C S y supongamos que S \ C' ¢ U. Queremos ver
que C' € U, es decir, que p € clx(|JC). Sea V una vecindad abierta de p. Nos gustaria probar que
VN(UC) #0. Como S\ C ¢ U, entonces p ¢ clx(IJ(S\ C)). Por lo tanto, existe W vecindad abierta
de p tal que W N (J(S\C)) = 0. Por otro lado, como VNW es vecindad abiertade py p € clx(UJS),
entonces VNW N (JS) # 0. Por lo tanto, existe U € Sy z € X tal que z € VNIW NU. Supongamos
que U ¢ C. Entonces U € S\ C. Asi, z € (|J(S\ C)) N W, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
UeC,yze (UC)NV.De esto se sigue que p € clx(|JC) y, por lo tanto, C € U. Con esto concluimos
que U es un ultrafiltro.

Por tltimo veamos que (U = 0. Supongamos que existe A € (|U. Entonces {A} € U vy, por lo
tanto, p € clx(A), pero p ¢ A. Entonces p € X \ A. Como A € B(X), entonces X \ A € B(X). Por lo
tanto, X \ A es vecindad abierta de p y de este modo (X \ A) N A # 0, lo cual es una contradiccion.
De este modo, U = 0.

Por lo tanto, U es un ultrafiltro libre en S. ]
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Lema 4.25. Sea X como en el Lema 4.23 y supongamos que | X| no es medible. Sea S como en el
Lema 4.23 y sea U como en el Lema 4.24. Entonces existe {F,, :n € N} CU tal que para cada S € S
eziste ng € N tal que S ¢ F,.

Demostracion.
Como |X| no es medible, entonces por la Proposicién 4.17, 2/X1 no es medible. Como S| < 2l X1,
se sigue que |S| no es medible (ver Proposicién 4.16). Entonces, por el Teorema 4.21, U no tiene la

propiedad de interseccién numerable. Por lo tanto, existe {F,, : n € N} C U tal que (| F, = 0.
neN
Entonces, dado S € S, S ¢ [ Fy. Por lo tanto, existe ng € N tal que S ¢ F,,. O
neN

Lema 4.26. Sea X como en el Lema 4.23, U como en el Lema 4.24 y {F, : n € N} como en el Lema
4.25. Sea G = ({clx(UFyn) : n € N}. Entonces G es Gs, p€ G yp ¢ intxG.

Demostracion.
Como |J F,, es abierto para toda n € N y X es extremadamente disconexo, entonces clx(|J Fy,) es
abierto para toda n € N. Por lo tanto, G es G5. Ademds, como F,, € U para toda n € N, entonces
p € cx(|J Fy) para todan € N. Asi, p € G.

Ahora queremos ver que intx (G) = 0. Sea U = intx (G) y supongamos por el contrario que U # ).
Entonces, como clx(|JS) = X, se sigue que U N (|JS) # 0. Entonces existe S € S tal que

DAUNSCGNS.

Por el Lema 4.25, existe ng € N tal que S ¢ F,,. Pero como GNS # 0y G =({clx(UF,): n € N},

entonces

0#SNelx(UFng) =clx(S)Nelx (U Fng) = clx (SN (UFng)),

donde estamos usando que S € B(X), |JF,, es abierto, y X es extremadamente disconexo (ver

Teorema 2.7). Por lo tanto,

SN (UFns) # 0.

Es decir, existe A € F, tal que SN A # (). Como los elementos de S son ajenos dos a dos, se sigue
que S = A. Por lo tanto, S € F,, lo cual es una contradiccién. De este modo U = (), es decir,
intx(G) = (). Por lo tanto, p ¢ intx(G). O

Corolario 4.27. Sean X y p como en el Lema 4.23. El punto p no es un P-punto de X.

Demostracion.
Por el Lema 4.26, existe G un conjunto G5 tal que p € G, pero p ¢ intx(G), es decir, G no es vecindad
de p. Por lo tanto, p no es p-punto de X. ]

Teorema 4.28. Sea X un espacio Hausdorff extremadamente disconexo de cardinalidad no medible.

Entonces todo P-punto de X es un punto aislado de X.
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Demostracion.
Por contrapuesta, sea p un punto no aislado de X. Entonces siguiendo los Lemas 4.23, 4.24, 4.25 y

4.26, p no es un P-punto. Por lo tanto, todo P-punto de X es aislado. ]

Corolario 4.29. Todo P-espacio Hausdorff extremadamente disconexo de cardinalidad no medible es

discreto.

Demostracion.
Sea X un P-espacio extremadamente disconexo de cardinalidad no medible. Entonces todo punto de

X es un P-punto. Por el Teorema 4.28, todo punto de X es aislado. Por lo tanto, X es discreto. [

Con el Corolario 4.29 a nuestra disposicion, bajo el supuesto de que no existen cardinales medibles,
podemos dar una caracterizacion completa referente al producto de dos espacios extremadamente

disconexos.

Teorema 4.30. Sean X y Y espacios Tychonoff y supongamos que no existen cardinales medibles.
Entonces X XY es extremadamente disconexo si y sdlo si un factor es discreto y el otro es extrema-

damente disconexo.

Demostracion.

Supongamos que X X Y es extremadamente disconexo. Entonces, por la Proposicién 4.3, X y Y
son extremadamente disconexos. Ademas, por la Proposicién 4.12, X es P-espacio o Y es P-espacio.
Entonces X o Y es un P-espacio extremadamente disconexo y de cardinalidad no medible. Por lo
tanto, por el Corolario 4.29, X es discreto o Y es discreto. La implicacién contraria se sigue de la

Proposicion 2.20. O

Corolario 4.31. Sea X un espacio Tychonoff de cardinalidad no medible y tal que X x X es extre-

madamente disconexo. Entonces X es discreto.

Demostracion.
Se sigue del Teorema 4.30. 0

Ya vimos que el producto de dos P-espacios es P-espacio y que el producto de dos espacios ex-
tremadamente disconexos no necesariamente es extremadamente disconexo. Podriamos preguntarnos
ahora qué pasa con el producto de un P-espacio y un espacio extremadamente disconexo. jSerd extre-
madamente disconexo? Para contestar esta pregunta necesitamos introducir el concepto de F-espacio.

Esto se hace en el siguiente capitulo.
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CAPITULO 4. PRODUCTO DE ESPACIOS EXTREMADAMENTE DISCONEXOS



Capitulo 5
F-espacios

En este capitulo introducimos la definicién de F-espacio y vemos que si un espacio Tychonoff es
extremadamente disconexo o es un P-espacio, entonces es un F-espacio, pero no al revés. Damos un
ejemplo de un F-espacio conexo, y vemos qué pasa con el producto de un P-espacio y un espacio
extremadamente disconexo. Finalmente, caracterizamos a los espacios extremadamente disconexos

metrizables.

5.1. F-espacios y espacios extremadamente disconexos

Definiciéon 5.1. Sea X un espacio topoldgico Tychonoff. Decimos que X es un F-espacio si todo

conulo de X estd C*-encajado en X.

Para ver que todo espacio extremadamente disconexo es un F-espacio necesitamos primero la
definicién de espacio basicamente disconexo, la cual es mas débil que la definicién de espacio extre-

madamente disconexo.

Definicion 5.2. Sea X un espacio topoldgico Tychonoff. Decimos que X es bdsicamente disconexo si

la cerradura de cualquier conulo de X es abierta.
Observacion 5.3. Todo espacio Tychonoff extremadamente disconexo es bdsicamente disconexo.

Recordemos que todo espacio regular extremadamente disconexo es 0-dimensional (ver Proposicién
2.9). La siguiente proposicién nos muestra que si nuestro espacio es Tychonoff, basta con que sea

bésicamente disconexo para ser 0-dimensional.

Proposicién 5.4. Sea X un espacio bdsicamente disconexo. Entonces X es 0-dimensional.
Demostracion.

Como X es Tychonoff, coZ(X) forma una base para X. Sea B = {clx(A) : A € coZ(X)}. Como
X es basicamente disconexo, los elementos de B son abiertos y cerrados. Veamos que B es base. Sea

U C X abierto y x € U. Entonces existe A € coZ(X) tal que x € A C U. Como X es regular, existe
B € coZ(X) tal que

99
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t€BCelx(B)CACU,

con clx(B) € B. Por lo tanto, B es base. Con esto concluimos que X es 0-dimensional. O

Por lo tanto, ser basicamente disconexo es mas fuerte que ser 0-dimensional. En la Proposicién 4.5
vimos que un P-espacio regular es O-dimensional. A continuacién probamos que, de heho, un P-espacio

regular es béasicamente disconexo.

Proposicién 5.5. Sea X un espacio regqular. Si X es un P-espacio, entonces X es bdsicamente

disconexo.

Demostracion.
Sea A € coZ(X). Queremos probar que clx(A) es abierto en X. Como X es un P-espacio regular,
entonces es 0-dimensional y, por lo tanto, es Tychonoff. Por la Proposicién 4.7, Z(X) = B(X). Esto
implica que X \ A € B(X). Por lo tanto, A € B(X) y A = clx(A). Por lo tanto, clx(A) es abierto. De
modo que X es basicamente disconexo.

O

Recordemos que nuestro objetivo es probar que si un espacio es extremadamente disconexo o es
un P-espacio, entonces es un F-espacio. Sin embargo, trabajar con la definicién de F-espacio puede
ser un poco complicado, pues hay que ver que toda funcién continua y acotada de un conulo en R se
puede extender de manera continua y acotada a todo el espacio. A veces es mas facil trabajar con las

siguientes equivalencias.

Teorema 5.6. Sea X un espacio Tychonoff. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. X es un F-espacio,
2. conulos ajenos de X estdn completamente separados,

3. para toda f € C(X), pos(f) y neg(f) estdn completamente separados, donde

pos(f) ={zx € X : f(x) >0} yneg(f) ={x € X : f(x) <0}.

Demostracion.
1) = 2)] Supongamos que X es un F-espacio y sean A, B € coZ(X) ajenos. Consideremos la
funcién f: AU B — [0, 1] dada por

1 si z€A
f(x) =

0 si z€B

Como f es una funcién acotada y continua (pues f|4 y f|p son continuas con A y B abiertos), y

AU B € coZ(X), entonces existe g € C*(X) tal que g|aup = f. De este modo, tenemos que
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9lA] = FIA] € {1} y g[B] = f[B] < {0}.

Por lo tanto, A y B estdn completamente separados.

2) = 3)] Sea f € C(X) y consideremos a las funciones ¢ = max{f,0} y h = min{f,0}. Entonces
g {0} = {z € X :méx{f(2),0} =0} = {z € X : f(x) <0}

Por lo tanto, X \ g ![{0}] = {z € X : f(x) > 0} = pos(f). Andlogamente, tenemos que X \ h~1[{0}] =
neg(f). Por lo tanto, pos(f) y neg(f) son conulos ajenos y, por hipdtesis, estan completamente sepa-
rados.

3)=1)] Supongamos que para toda f € C(X) se tiene que pos(f) y neg(f) estdn completamente
separados. Sea W € coZ(X). Entonces W = X \ Z(h) para alguna funcién h € C*(X). Ahora usa-
remos el teorema de extensiéon de Urysohn (Teorema 1.14) para probar que W estd C*-encajado en
X. Para eso tomemos A, B C W completamente separados en W. Nos gustaria ver que A y B estan
completamente separados en X. Como A, B estdn completamente separados en W, entonces existe

g€ C*(W) tal que A C pos(g) y B C neg(g). Consideremos la funcién f: X — R dada por

0 si x ¢ W
fz) =
g(@)|h(z)| si zeW
La funcién f es acotada, pues g y h lo son. Veamos que f es continua en X. Sea zg € X. Hay que
distinguir dos casos.
Caso l: zg € W
Sea U C R vecindad abierta de f(xg). Como g(z)|h(x)| es continua en W, entonces existe V- C W
vecindad abierta en W de z tal que f[V] C U. Pero como W es abierto en X, entonces V' es vecindad
abierta en X de xg. Por lo tanto, f es continua en zg.
Caso 2: zg ¢ W
En este caso tenemos que zg € Z(h). Sear > 0y M > 0 tal que |g(x)] < M para toda z € X.
Como h es continua, existe V' C X vecindad abierta de xg tal que, h[V] C (37, 17 ), es decir, |h(z)| < {7
para toda x € V. Veamos que esta vecindad nos sirve para probar la continuidad de f en xg. Sea

x€V.Six ¢ W, entonces |f(x) — f(xo)| =|0—0] <r. Siz e W, entonces

[f(x) = fzo)| = lg(@)[[h(x)] < Mgz =r.

Por lo tanto, f es continua en xg.

Con esto concluimos que f es continua en todo X. Entonces, por hipétesis, pos(f) y neg(f) estan
completamente separados en X. Ademads, A C pos(f) y B C neg(f). Esto implica que A y B estan
completamente separados en X. Por lo tanto, por el teorema de extensién de Urysohn, W esta C*-

encajado en X. Asi, X es un F-espacio. O

Recordemos que en un espacio extremadamente disconexo, abiertos ajenos tienen cerraduras aje-

nas. En espacios basicamente disconexos tenemos un resultado similar, aunque no tan fuerte. Sin
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embargo, este resultado nos va a ayudar a probar que todo espacio basicamente disconexo es un

F-espacio.

Proposicién 5.7. Sea X un espacio topoldgico basicamente disconexo. Si C € coZ(X) yV C X es
un abierto tal que C NV =10, entonces clx(C)Nelx (V) = 0.

Demostracion.

Sea C € coZ(X) y V C X abierto tal que C NV = (). Supongamos que existe x € clx(C) Nclx (V).
Como X es bésicamente disconexo, clx(C) es abierto. Entonces, como z € clx(V), se sigue que
cdx(C)NV #£10. Sea z € clx(C)NV. Como V es abierto y z € clx(C), entonces C NV # (). Esto es

una contradiccién. Por lo tanto, clx (C) Nelx (V) = 0. O
Lema 5.8. Sea X un espacio Tychonoff. Si X es bdasicamente disconexo, entonces X es un F-espacio.

Demostracion.
Vamos a probar que si A, B € coZ(X)y AN B = (), entonces A y B estdn completamente separados
(ver Teorema 5.6). Como B es abierto en X (por ser conulo) y AN B = (), entonces por la Proposicién
5.7, clx (A)Nelx (B) = 0. Como X es basicamente disconexo, clx(A) € B(X). Sea f: X — [0,1] dada
por

1 si z€cx(A)

flx) =

0 si z¢clx(A)

La funcién f es continua y cumple que f[A] C {1} y f[B] C {0}. Por lo tanto, A y B estdn comple-

tamente separados. Del Teorema 5.6 se sigue que X es un F-espacio. O
Corolario 5.9. Todo P-espacio Tychonoff es un F-espacio.

Demostracion.
Por la Proposicién 5.5, tenemos que todo P-espacio Tychonoff es un espacio basicamente disconexo.

Por lo tanto, por el Lema 5.8, todo P-espacio Tychonoff es un F-espacio. ]
Corolario 5.10. Todo espacio Tychonoff extremadamente disconero es un F-espacio.

Demostracion.
Se sigue del Lema 5.8, pues todo espacio Tychonoff extremadamente disconexo es basicamente disco-

nexo. O

Aunque el reciproco del Corolario 5.10 en general no es cierto, existe una clase de espacio en el

que si lo es. Para ver esto necesitamos recordar las siguientes definiciones.

Definicién 5.11. Sea X un espacio topolégico. X es débilmente Lindeldf si para toda cubierta abierta
U de X existe una subcoleccion numerable ¥V C U tal que X C clx(lJV), es decir, la union de V es

densa en X.
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Definicién 5.12. Sea X un espacio topolégico. La celularidad de X, ¢(X), se define como
co(X) = sup{|F|: F es una familia de abiertos no vacios de X y ajenos dos a dos}.
Si c¢(X) es numerable, decimos que X es c.c.c.

Nos gustaria ver que todo espacio c.c.c. es débilmente Lindelof. Este resultado es un corolario

inmediato de la siguiente proposiciéon.

Proposicién 5.13. Sea X un espacio topoldogico y U una cubierta abierta de X. Entonces existe una

subcoleccion Uy C U, con [Up| < ¢(X), tal que | JUy es denso en X.

Demostracion.

Sea G la coleccién de todos los abiertos de X que son subconjunto de algtiin elemento de U, es decir,
G ={U C X :U es abierto y existe V € U tal que U C V'}.

Por el lema de Zorn, existe una familia celular maximal Gy C G. Entonces |Gp| < ¢(X). Supongamos
que | J Gp no es denso en X. Entonces existe x € X \ clx(|JGo). Como U es cubierta de X, existe U € U
tal que x € U. Ademés, existe un abierto V.C X, con V C U y z € V, tal que VN (JGo) = 0, pues
z ¢ clx(JGo). Esto implica que V € Gy Go U{V} es una familia celular que rompe la maximalidad
de Gp. Por lo tanto, | JGo es denso en X.

Ahora, para cada V € Gy sea Uy € U tal que V C Uy . Consideremos a la familia

Uy = {UV : VEQ()}.

La familia Uy es densa en X, pues X = clx(|JGo) C clx(UUp) y ademas, |[Up| < ¢(X). Por lo tanto,

Up es la familia buscada. ]
Corolario 5.14. Sea X un espacio topoldgico c.c.c. Entonces X es débilmente Lindeldf.

Demostracion.

Se sigue de la Proposicién 5.13 O
Corolario 5.15. Si X es c.c.c., entonces todo subconjunto abierto de X es débilmente Lindeldf.

Demostracion.

Sea U C X abierto. Entonces U es c.c.c. y, por el Corolario 5.14, U es débilmente Lindelof. O

Ahora si tenemos las herramientas necesarias para ver que en un espacio Tychonoff y c.c.c., ser

extremadamente disconexo y ser F-espacio son equivalentes.

Proposiciéon 5.16. Sea X un espacio Tychonoff y c.c.c. Entonces X es un F-espacio si y solo si X

es extremadamente disconexo.
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Demostracion.

=] Supongamos que X es un F-espacio. Sean U,V C X abiertos ajenos. Por el Teorema 2.7 basta
probar que clx(U) Neclx (V) = 0. Como X es Tychonoff, para cada y € U existe U, € coZ(X) tal
que y € Uy C U. Entonces U = {Uy : y € U} es una cubierta abierta de U. Como X es c.c.c., por
el Corolario 5.15, U es débilmente Lindel6f. Por lo tanto, existe una subcoleccion numerable Uy C U
tal que U C clx(|JUp). Analégamente, podemos encontrar una coleccién numerable Vy de conulos tal
que V C clx(|JWo). Entonces |JUy y |J Vo son conulos ajenos y, por lo tanto, estan completamente
separados, pues X es un F-espacio. Entonces, por la Proposicién 1.13, existen Z1, Zy € Z(X) ajenos
tales que Uy C Z1 y U Vo C Zs. Por lo tanto,

Clx(U) ﬂclx(V) - ClX(UZ/{o) ﬂClX(UVo) CZiNZy=0.

Esto implica que clxU NeclxV =) y asi, X es extremadamente disconexo.

<] Se sigue del Corolario 5.10. O

El Corolario 5.10 nos dice que todo espacio extremadamente disconexo Tychonoff es un F-espacio,
y la Proposicion 5.16 nos muestra que en un espacio Tychonoff y c.c.c., es equivalente ser un F-espacio
y ser un espacio extremadamente disconexo. Una pregunta natural es si ser F-espacio implica algin
tipo de disconexidad. Para responder esta pregunta, necesitamos primero una definiciéon y algunos

resultados.

Definicién 5.17. Sea X un espacio topolégico y A C X. Decimos que A es o-compacto si se puede
ver como union numerable de subconjuntos compactos de X, es decir, existe {K,, : n € N} C P(X)

tal que K, es compacto para todan € N y A= |J K,.
neN

Proposicién 5.18. Sea K un espacio topolégico compacto y A € coZ(K). Entonces A es o-compacto.

Demostracion.
Sea A € coZ(K). Entonces A = K \ Z(f) para alguna f € C(K). Como Z(f) es un conjunto Gy,

existe {U, : n € N} C P(K) familia de abiertos, tal que Z(f) = (] U,. Por lo tanto,
neN

neN neN

Como cada U, es abierto en K, entonces K \ U, es cerrado y, por lo tanto, compacto. Asi, A es

o-compacto. ]

Proposicién 5.19. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto y o-compacto. Entonces fX \ X

es un F-espacio.

Demostracion.
La prueba la haremos usando la definicién de F-espacio. Como X es Hausdorff y localmente compacto,

por la Proposicion 1.3, X es Tychonoff. Por lo tanto, si tiene sentido hablar de 5X. Sea
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A€ coZ(BX \ X).

Queremos probar que A estd C*-encajado en SX \ X. Como X es localmente compacto, entonces X
es abierto en 5X. Por lo tanto, X \ X es cerrado, lo cual implica que X \ X es compacto. Por la
Proposicién 5.18, A es o-compacto y, por hipétesis, X también lo es. De esto se sigue que X U A es
o-compacto. Por lo tanto, X U A es Lindel6f y, ademads, es regular. Esto implica que X U A es normal.
Por otro lado, notemos que A es cerrado en X U A, pues X es abiertoen X UAy X N A = (). Por
lo tanto, A estd C*-encajado en X U A. Como X estd C*-encajado en SX y X es denso en X U A,
entonces X U A estd C*-encajado en 5X. Esto implica que A estd C*-encajado en X y, por lo tanto,
en SX \ X. Con esto concluimos que X \ X es un F-espacio. O

Veamos ahora si que ser F-espacio no implica ningin tipo de disconexidad.

Proposicién 5.20. El espacio SR \ Rt es un F-espacio conexo, donde R* denota al espacio eucli-

diano [0, 00).

Demostracion.

Por la proposicién 5.19, BRT \ RT es un F-espacio, pues RT es localmente compacto y o-compacto.
Sélo falta ver que SRT \ R es conexo.

Sea X = BRT \ RT, y supongamos que X no es conexo. Entonces existe ) C A C X tal que X4
es continua. Como A es cerrado en X y X es cerrado en SR™, entonces A es cerrado en BR™. Por
lo tanto, A estd C*-encajado en SR, pues SRT es normal. Entonces existe f € C*(BR™) tal que
fla= X4 Seap e fRTY\R" y U C SRT abierto tal que p € U. Queremos ver que U NR™ no estd
acotado. Por contrapuesta, supongamos que U N RT estd acotado. Entonces K = clp+ (U NRT) es
cerrado y acotado en RT. Como R es cerrado en R, todo subconjunto cerrado y acotado en R es
compacto. Por lo tanto, K es compacto. Nos gustarfa ver que p € clgp+ K. Sea V' C U abierto en BRT

tal que p € V. Entonces, como R es denso en SR,
DAVNART=UNRTNVCKNV.

Por lo tanto, p € clgg+(K). Notemos que K € Z(R*), pues K es compacto en RT. Como p € SR \R*
y K CRT, entonces p ¢ K. Esto implica que K € p (ver Proposicién 1.17). Entonces el conjunto

C={WnK:W ep} CPK)

es una familia con la propiedad de interseccion finita. Por lo tanto, existe & C P(K) ultrafiltro tal
que C CU. Como K es compacto, G (U) # (). Entonces
0#£agU)= () dxgW)C ) dg(WNK)C N (e W)NK = () clp+ (W) =ag+(p),
Weu Wep Wep Wep
donde la pentltima igualdad se sigue de que K € p. Por lo tanto, p ¢ SRT \ RT, lo cual no es posible.
Es decir, acabamos de probar que si p € BRT\ RT y U C BR™ es abierto con p € U, entonces U NR™

no esta acotado.
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Ahora sea p € X \ Ay ¢ > 0. Entonces f(p) = 0y, por la continuidad de f, existe U C SR*
abierto tal que p € U y f[U] C [0,¢). Por lo que acabamos de probar, U N R™ no estd acotado.
Ademss, f[UNRT] C [0,¢). Analdgamente, si p € Ay e > 0, existe V C SR™ abierto tal que p € V' y
fIVNART] C (1 —¢,1], con VNRT no acotado.

Entonces existen A1, 4> C R* no acotados tales que f[41] C [0,3) y f[A2] C (3,1]. Por lo tanto,
existe x1 € A; tal que f(r1) < % y existe y; € Ay tal que f(y2) > % Como R* es conexo y f|p+
es continua, existe z; € RT tal que 21 < 21 < y1 y f(21) = % Como A; y A2 no estan acotados,
existe xg € Ay tal que y3 < x2 y f(z2) < %, y existe yo € A tal que 22 < y2 v f(y2) > % Usando
nuevamente la continuidad de f y la conexidad de R, existe 20 € R tal que wa < 20 < y2y f(22) = %
Inductivamente podemos encontrar una sucesién creciente y no acotada {z,} C R tal que f(z,) = 3
para toda n € N. Notemos que {z,} es infinita, pues no estd acotada. Sea B = {z, : n € N}. De la
compacidad de SRT, se sigue que existe ¢ € dergg+(B). Ademds, ¢ € X = SRT \ R*, pues {z,} no
tiene puntos de acumulacién en R™ por ser una sucesién creciente y no acotada. Como f es continua,
fldergg+(B)] C clr(f[B]) . Pero f[B] = {3}. Por lo tanto, f(p) = 4. Esto es una contradiccién, pues
en X la funcién f sélo toma los valores 0 y 1. Esta contradiccién vino de suponer que X no era conexo.
Con esto concluimos que SR* \ R es conexo.

Por lo tanto, hemos encontrado un F-espacio conexo. ]

La Proposicién 5.20 nos muestra que ser F-espacio no implica ser P-espacio y tampoco implica ser

espacio extremadamente disconexo, aun cuando el espacio sea normal.

Ahora si vamos a contestar la pregunta que nos hicimos al final del Capitulo 4. ; El producto de un
P-espacio y un espacio extremadamente disconexo es extremadamente disconexo? Veamos el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 5.21. Sea D = w; con la topologia discreta y definamos X = DU {p}, con p ¢ D. Dotemos

a X de la siguiente topologia: todo o € D es aislado y una base de vecindades para p es
B(p) ={{p}UD\C:C C D es numerable }.

Notemos que todas las vecindades de p son abiertas y cerradas. Esto implica que X es 0-dimensional
y, por lo tanto, X es Tychonoff. Veamos que X es un P-espacio. Claramente todo punto en D es un
P-punto. Basta ver que p es un P-punto. Sea G un conjunto Gg tal que p € G. Queremos probar que
G es una vecindad de p.

Como G es Gg, lo podemos ver como G = () U, con U, C X abierto para toda n € N. Entonces,
neN
como p € G, para cada n € N existe C, C D numerable tal que

{pyUD\C, C U,.

Se sigue que |J C), es numerable y
neN
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MUD\ U CuC N Un=G.
neN neN

Por lo tanto, G es vecindad de p y asi, p es un P-punto. Con esto concluimos que X es un P-espacio.

Ahora consideremos al espacio SD. Sea
A={BCD:|D\B|<w}.

Veamos que A tiene la propiedad de mterseccio’n finita. Sean By, Bs, ..., B, e A. Entonces |D\ B;| < w
para toda i € {1,...,n}. Se sigue que | U D\ B;| < w. Por lo tanto, |D \ ﬂ Bi| <w. Como D no es

=1 =1

numerable, entonces ﬂ B; # 0. Esto implica que existe un ultrafiltro ¢ € BD tal que A C q. Sea

Y =DU{q},

visto como subespacio de BD.

Veamos primero que ¢ ¢ D. Como F = {AC D :|D\ Al <w} CAyACgq, entonces (g = 0.
Por lo tanto, g € D\ D.

Ahora notemos que por como escogimos a q, toda vecindad de q en BD interseca a D en una
cantidad no numerable de puntos. Ademds, por el Teorema 2.10, BD es extremadamente disconexo, y
Y es denso en BD. Por lo tanto, por el Teorema 2.7, Y es extremadamente disconexo. Queremos ver
que X XY no es un F-espacio.

Como |D| = w1 y (g = 0, entonces por el Teorema 4.21, q no tiene la propiedad de interseccion

numerable. Por lo tanto, existe {A, : n € N} C q tal que () Ap = 0. Para cada n € N consideremos
neN
fn: D — R dada por f, = 1=Xa,. Como D es discreto, f, es continua y, por lo tanto, eziste

gn: BD — R continua tal que gn|p = fn. Entonces Ay, = Z(gn) N D. Sea Z = (| Z(gn). El conjunto
neN
Z es un nulo de BD vy, por lo tanto, existe g: BD — R continua tal que Z = g~ '[{0}]. Entonces

gly € C(Y). Veamos que g(q) = 0. Dada n € N, se tiene que Ay, € g, lo que implica que q € clgp(Ay)

(ver Proposicion 1.17). Como clgp(Arn) C Z(gn), entonces g € (| Z(gn) = Z. Por lo tanto, g(q) = 0.
neN
Ademds,

DNZ(g)=DN (N Z(ga) = N Au=0.

neN neN

Por lo tanto, g(x) # 0 para toda x € D. Ahora definamos h: X XY — R de la siguiente manera:

g(x) si r=y€D
h(z,y) = —g(y) si xr=y+1lconyeD .
0 en otro caso

Queremos probar que h es continua y que pos(h) y neg(h) no estan completamente separados.

Sea (xz,y) € X X Y. Queremos ver que h es continua en (x,y).
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Caso 1: x,y € D

En este caso {x} es abierto en X y {y} es abierto en Y. Por lo tanto, h es continua en (z,y).

Caso 2: x €D yy=q

En este caso h(z,y) = 0. Sea € > 0. Como g(q) = 0 y g es continua, existe U C'Y abierto tal
que g € U y glU] C (—¢,¢). Sea s € U. Si s = x, entonces h(z,s) = g(x) € (—e,¢). Sixz = s+ 1,
entonces h(xz,s) = —g(s) € (—e,e). En cualquier otro caso, h(xz,s) = 0 € (—e,e). Por lo tanto,
hi{z} x U] C (—¢,¢). Asi, h es continua en (z,y).

Caso 8: x=pyy €D

En este caso también tenemos que h(z,y) = 0. Sean ¢ > 0 y A = {p} U (D \ {y,y + 1}). El
conjunto A es una vecindad de p y dado s € A se tiene que h(s,y) = 0 € (—¢,e). Por lo tanto,
hlA x {y}] C (—e€,¢). Esto implica que h es continua en (z,y).

Caso 4:x=p,y=q

En este caso, h(x,y) =0. Sea ¢ > 0. Como g es continua en q y g(q) =0, existe V. CY wvecindad
de q tal que g[V] C (—e,e). Entonces X x V es vecindad de (p,q) y cumple que h[X x V] C (—¢,¢).
Por lo tanto, h es continua en X X Y.

Ahora veamos que h cambia de signo en cualquier vecindad de (p,q). Dado o € D, sea
U={a€eD:a>oc}.

Entonces, dada W una vecindad de (p,q), existe o € D y V wvecindad de q tal que Uy x V. C W. Como
DNV es no numerable, existe « € DNV tal que o > o. Entonces a,a +1 € U,. Esto implica que
(o, ), (a+1,a) € W. Pero h((a, ) y h((a+ 1, ) tienen signos distintos.

Finalmente, veamos que pos(h) y neg(h) no estin completamente separados. Supongamos que si.
Entonces eziste f: X xY — [0,1] tal que f[pos(h)] C {0} y flneg(h)] C {1}. Sea V C [0,1] una
vecindad de f((p,q)) tal que |V N{0,1} < 1. Como f es continua, existe W C X XY wecindad de
(p,q) tal que fIW] C V. Por lo que acabamos de probar, eziste a € D tal que (o, ), (o + 1,c) € W.
Supongamos sin pérdida de generalidad que h((a,a)) > 0. Entonces h(aw + 1,a)) < 0. Por lo tanto,
fl(e,)) =0y f((a+ 1,a)) = 1. Entonces 0,1 € V, lo cual es una contradiccion. Asi, pos(h) y
neg(h) no estan completamente separados. Por el Teorema 5.6, X XY no es un F-espacio, y por el

Corolario 5.10, X XY no es extremadamente disconexo.

Acabamos de probar que el producto de un P-espacio y un espacio extremadamente disconexo
no necesariamente es un espacio extremadamente disconexo. Como todo espacio extremadamente
disconexo es un F-espacio, entonces también encontramos un P-espacio y un F-espacio cuyo producto

no es un F-espacio.

5.2. Espacios extremadamente disconexos metrizables

En esta seccién vemos que todo espacio extremadamente disconexo metrizable es discreto. Para

esto nos apoyamos de los F-espacios. Veamos primero cémo son las sucesiones convergentes en un
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F-espacio.

Lema 5.22. Sea X un F-espacio y {zr} C X una sucesidn convergente. Entonces {1} es eventual-

mente constante.

Demostracion.

Por contradiccién, supongamos que z; — =y que {zx} no es eventualmente constante. Sea
k1 = min{k € N: z} # z}.

Como X es Tychonoff, existen conulos ajenos U, Vi C X tales que g, € Uy y « € V;. Como z, — x,

existe N1 € N, con Ny > k1, tal que zp € V] para toda k > Nj. Sea
ko = min{k > N; : z) # x}.

Como {z;} no es eventualmente constante, k2 estd bien definido. Usando nuevamente que X es Ty-
chonoff, podemos encontrar conulos ajenos U, Vo C V) tales que zy, € Uz y x € V5. Notemos que Uy
y U son ajenos ya que Uy NU; C Uy NVy = (. Ademas, ko > ki. Por lo tanto, siguiendo el proceso de
manera inductiva, conseguimos una subsucesion {xy, } de {z;} y una sucesién {U,} de conulos ajenos
dos a dos, y tales que zy, € U,. Por comodidad, llamemos y,, a zj,. Como z; — x, entonces y, — .

Sea U = |J U,. El conjunto U es conulo por ser unién numerable de conulos. Entonces, como X
neN
es un F-espacio, U estd C*-encajado en X. Consideremos la funcién f: U — [0, 1] dada por

1 s& zeU,, npar
flz) =

0 st zelUp,, nimpar
La funcién f estd bien definida, pues los U, son ajenos dos a dos y, ademas, es continua en U, ya que
es continua en cada U, con U, abierto. Como U estia C*-encajado en X, existe g: X — R continua y
acotada tal que gy = f.

Como y, — x, entonces Y2, — Ty Yon+1 — 2. De la continuidad de g se sigue que g(y2,) — g(x) y

9(y2n+1) = g(x). Pero g(ya2n) = 1y g(yan+1) = 0 para toda n € N. Por lo tanto, g(z) =0y g(z) =1, lo

cual es una contradiccién. Con esto concluimos que la sucesién {zy} es eventualemente constante. [

Con el Lema 5.22 hemos caracterizado a todas las sucesiones convergentes de un F-espacio. Una su-
cesién en un F-espacio es convergente si y sélo si es eventualmente constante. Esto nos da un resultado

importante sobre los F-espacios primero numerables (en particular los F-espacios metrizables).

Proposicién 5.23. Sea X un F-espacio. Si x € X tiene una base local numerable, entonces x es un

punto aislado de X.

Demostracion.
Sea B(z) = {B, : n € N} una base local numerable de x. Podemos pedir que B,,+1 C B,,. Nos gustaria

probar que existe k € N tal que By = {z}. Supongamos que no. Entonces para toda k € N podemos
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tomar z; € By \ {z}. Asi, conseguimos una sucesién {zp} C X que converge a x, pero que no es
eventualemente constante. Pero el Lema 5.22 nos dice que esto es una contradicciéon. Por lo tanto,

existe k € N tal que By = {z}. Esto implica que x es un punto aislado de X. ]

Corolario 5.24. Sea X un espacio topologico metrizable y extremadamente disconexo. Entonces X

es discreto.

Demostracion.
Como X es metrizable, entonces X es Tychonoff y primero numerable. Ademads, como X es extrema-
damente disconexo, por el Corolario 5.10, X es un F-espacio. Asi, por la Proposicién 5.23, todos los

puntos de X son aislados. Por lo tanto, X es discreto. ]



Capitulo 6

Espacios extremadamente disconexos

separables

En este capitulo caracterizamos a los espacios separables Tychonoff extremadamente disconexos.
Vamos a probar que un espacio Tychonoff separable es extremadamente disconexo si y sélo si es
homeomorfo a un subespacio de SN. Para demostrar esto, primero tenemos que ver que todos los

subespacios separables de SN son extremadamente disconexos. Necesitamos algunos resultados previos.

Proposicién 6.1. Sea X un espacio Tychonoff y sean A, B C X numerables. Si ANclx(B) =0y
Bneclx(A) =0, entonces existen U,V € coZ(X) tales que ACU, BCV yUNV =1{.

Demostracion.

Si A o B es vacio no hay nada que hacer. Supongamos A y B distintos del vacio. Como A y B son
numerables, los podemos ver como A = {a,, : n € N} y B = {b, : n € N}. Entonces a; € X \ clx(B).
Usando que X es Tychonoff, existe A; € coZ(X) tal que a; € A1 C clx(A;) € X \ clx(B). Por
otro lado, b1 € X \ (clx(A1) Uclx(A)). Usando nuevamente que X es Tychonoff, podemos encontrar
By € coZ(X)talque by € By C clx(B1) C X\ (clx(A1)Uclx(A)). Inductivamente podemos encontrar
Ay, By, € coZ(X) tales que

tn € An C elx(An) € X\ (clx (B) U nt dx(B;)), y
=

by € By C clx(By) € X\ (clx (A) U ‘[]1 clx(A;)).

Sean U = |J 4,y V = U By. Esclaro que A C U y B C V. Si existiera z € U NV, entonces
neN neN
existirian n,m € N tales que z € A, N By, pero por construccién esto es una contradiccién, pues

n—1 m
A, € X\ (cx(B)U U cx(Bj)) y Bm € X\ (cIx(A) U J Aj). Por lo tanto, U y V son ajenos.
j=1 j=1
Ademas, U,V € coZ(X) pues son unién numerable de conulos. Por lo tanto, U y V son los conulos

buscados. O
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Proposicion 6.2. Sea X un F-espacio y S C X numerable. Entonces S estd C*-encajado en X.

Demostracion.
Sean Z1,Zs € Z(S) tales que Z1 y Z, estan completamente separados en S. Queremos ver que Z; y
Zo estan completamente separados en X. Como Z; es cerrado en S, existe D C X cerrado tal que

Z1=DnNS. Entonces Z1 C D y, por lo tanto, clxZ; C D. Se sigue que
Clx(Zl)ﬂZQ CDNZy=DNZyNS=21N Zs.

Por lo tanto, clx(Z1) N Zy = (). Analégamente, tenemos que Z; Nclx(Z2) = (. Ademds, Z1 y Zy son
numerables, pues S es numerable. Por la Proposicién 6.1, existen U,V € coZ(X) tales que Z; C U,
Zy CVyUNV =0. Como X es F-espacio, por el Teorema 5.6, U y V estan completamente separados
en X. Por lo tanto, Z1 y Z5 estan completamente separados en X. Por la Proposicion 1.13 y el Teorema
1.14, S esta C*-encajado en X. O

Proposicién 6.3. Sea X un F-espacio y S C X numerable. Entonces S es un F-espacio.

Demostracion.

Sean Aj, As € coZ(S) ajenos. Por el Teorema 5.6, basta demostrar que A; y Ay estdn completamente
separados en S. Notemos que A; y As son numerables, pues S es numerable. Como A; y As son
abiertos en S, existen U,V C X abiertos de X tales que A1 =UNSy Ay =V NS. Supongamos que
AiNelxAs #0. Seax € UNSNelxAs. Entonces z € U y x € clx(Asz). Por lo tanto,

DA£UNA=UN(VNS)=UNS)N(VNS)=A1N Ay,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, A; Nelx(A2) = 0. Andlogamente, clx (A1) N Ay = (. Por la
Proposicién 6.1, existen Uy, Us € coZ(X) tales que A1 C Uy, Ao CUs y Uy NU; = 0. Como X es F-

espacio, Uy y Us estdan completamente separados en X. Esto implica que Ay y Ao estdn completamente

separados en X y, por lo tanto, en S. De modo que S es un F-espacio. O
Proposicién 6.4. Sea X un F-espacio y D C X un subespacio separable. Entonces D es un F-espacio.

Demostracion.

Sean A, B € coZ(D) tales que AN B = (). Por el Teorema 5.6, basta probar que A y B estian
completamente separados en D. Sea S C D un denso numerable. Por la Proposicién 6.3, S es F-
espacio. Entonces, como ANS y BN.S son conulos ajenos de S, existe h € C*(S) tal que h[ANS] = {1}
y h[B N S] = {0}. Ademds, por la Proposicién 6.2, S estd C*-encajado en X y, por lo tanto, en D.
Entonces existe H € C*(D) tal que H|g = h. Afirmamos que H[A] = {1}. Sea a € A. Sia € S,
entonces H(a) = h(a) = 1. Supongamos que a € A\ S. Como A es abierto en D y S es denso,
cp(A) = cp(AnNS). Entonces

acACcdp(A)=clp(AnS)=(ANnS)Uderp(AnNS).

Como a ¢ AN S, entonces a € derp(A N S). De la continuidad de H se sigue que
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Hderp(ANS)| Ccp(H[ANS]) ={1}.
Por lo tanto, H(a) = 1. De manera que H[A] = {1}. Andlogamente, H[B] = {0}. Esto implica que A

y B estan completamente separados en D. Asi, D es F-espacio. O

Ahora si tenemos lo que necesitamos para probar que todo subespacio separable de SN es extre-

madamente disconexo.
Proposicién 6.5. Sea D un subespacio separable de BN. Entonces D es extremadamente disconezo.

Demostracion.
Como BN es extremadamente disconexo, entonces por el Corolario 5.10, SN es F-espacio. De la Pro-
posicion 6.4, se sigue que D es F-espacio. Ademés, como D es separable, entonces D es c.c.c. Por la

Proposicion 5.16, D es extremadamente disconexo. O

Por tdltimo nos gustaria caracterizar a los espacios Tychonoff extremadamente disconexos y sepa-

rables en términos de SN. Para eso necesitamos algunas definiciones y unos resultados previos.
Definicién 6.6. Sea X un espacio topoldgico. La densidad de X, denotada d(X), es
d(X)=min{|D|: D C X es denso en X}.
Definicién 6.7. Sea X un espacio topoldgico. El peso de X, denotado w(X) es
w(X) =min{|B| : B es base de X}.

El siguiente lema nos da una relacién entre la cardinalidad de abiertos regulares de un espacio X

y la densidad de X. Su prueba se puede consultar en [5].
Lema 6.8. Sea X un espacio topoldgico. Entonces [RO(X)| < 24X,

Lema 6.9. Sea X un espacio Tychonoff infinito y 0-dimensional. Entonces X estd encajado en el

producto topoldgico 2°X) (donde 2 = {0,1} con la topologia discreta).

Demostracion.
Sea B C B(X) una base de X tal que |B| = w(X). Podemos ver a B como B = {B, : @ < Kk} con
k = w(X). Para cada o < K, sea fo, =XB,: X — {0,1} la funcién caracteristica de B,. Como B, es

abierto y cerrado, entonces f, es continua para cada a < k. Sea
S={f7V]:V C{0,1},a < k}.

Entonces B C S. Por lo tanto, S es base para X. Por la Proposicién 1.23, C = {f, : @ < K} separa
puntos de cerrados. Por lo tanto, por la Proposicién 1.26, la funcién evaluacién e: X — {0, 1}" dada

por e(z) = (fo(Z))a<x €s un encaje. Asi, X estd encajado en 20X, O

El siguiente Teorema nos dara un resultado importante sobre el espacio 22°. Su prueba se puede

consultar en [5].
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Teorema 6.10. Sea X = [[ X; con |Z] < 2% y d(X;) < k para toda i € Z. Entonces d(X) < k. En
i€
particular, el producto de a lo mds 2¥ espacios separables es separable.

Como consecuencia del Teorema 6.10, tenemos el siguiente corolario.
Corolario 6.11. El producto topoldgico 2%° es separable.

Con estos resultados podemos dar una caracterizacion de los espacios extremadamente disconexos

Tychonoff y separables.

Teorema 6.12. Sea X un espacio Tychonoff separable. Entonces X es extremadamente disconexo si

y solo si X es homeomorfo a un subespacio de SN.

Demostracion.

=] Como X es Tychonoff y extremadamente disconexo, entonces X es 0-dimensional. Por el Lema
6.9, X estd encajado en 2°(X). Pero w(X) < |[RO(X)|, pues X es Tychonoff y, por la Proposicién
1.7, RO(X) es una base para X. Por otro lado, por el Lema 6.8, |[RO(X)| < 2¢4X) = 2¢ pues X
es separable. Entonces 2¢(X) < 22“_ Esto implica que existe un encaje ¢: X — 22°. Por el Corolario
6.11, 22° es separable. Sea D C 22 denso numerable. Entonces existe una funcién h: N — 227 tal
que h: N — D es biyectiva. Ademas, h es continua, pues N es discreto. Por el Teorema 1.18, existe

g: fN — 22 continua tal que gy = h. Notemos que g es sobre, pues
22" = clyow (D) = clyow (h[N]) C clyz (9[BN]) = g[BN],

donde la tdltima igualdad se sigue de la compacidad de SN y la continuidad de g.

Ademds, g es perfecta, pues es continua y BN es compacto. Sea A = g~ '[¢[X]]. Entonces g[A] =
o[ X]y gla: A — ¢[X] es perfecta y sobre. Por el Teorema 3.24, existe C C A cerrado en A tal que
glo: C — ¢[X] es una funcién perfecta irreducible y sobre. Como ¢[X] es extremadamente disconexo,
pues X lo es y ¢ es un encaje, entonces por el Teorema 3.25, g|c es un homeomorfismo. Por lo tanto,
X es homeomorfo a C con C subespacio de SN.

<] Se sigue de la Proposiciéon 6.5. O



Apéndice A

Algebras de Boole

Definiciéon A.1. 1. Un orden parcial sobre un conjunto A es una relacion binaria "<”sobre A, es

decir, < es un subconjunto de A X A, que cumple lo siguiente:

a) Reflexiva: Sia € A, entonces a < a.
b) Antisimétrica: Si a,b € A, a < b y b < a, entonces a = b.

c) Transitiva: Si a,b,c € A, a < b yb<c, entonces a < c.
A la pareja (A, <) la llamamos conjunto parcialmente ordenado (COPO).

2. Si (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado y B C A, entonces <p lo usaremos para denotar

<N(Bx B) .
Definicién A.2. Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y B C A.

1. Una cota superior (inferior) de B es un elemento a € A tal que b < a (a <b) para todo b € B.

Esto lo denotaremos como B < a (a < B).

2. Un elemento a € A es una minimia cota superior (mdxima cota inferior) de B si a es cota
superior (cota inferior) de B, y para toda cota superior (inferior), b, de B, se tiene que a < b
(b<a).

Observacion A.3. Si B tiene una minima cota superior (mdzima cota inferior), entonces es unica.

Notacién: Si a es la minima cota superior de B (mdaxima cota inferior), escribiremos a = \/ B =
sup B (a = \ B = inf B).

Definicién A.4. Un conjunto parcialmente ordenado (A,<) es una reticula si para cualesquiera
a,be A, \/{a,b} y N{a,b} existen.

Notacién: \/{a, b} lo escribiremos como a V b, y A{a,b} como a A b. A veces denotaremos a una

reticula como (A, V,A) o (4,<,V,A).
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Proposicién A.5. Sean (A, <) una reticula y a,b,c € A. Entonces se cumple lo siguiente:
1. a<bsiysoloavb="b siysdlosiaNb=a.
2.a=aVa=aAla.
3. aANb=bANayaVb=>bVa.
4. (anb)Ac=aN(bAc)y(avb)Ve=aV (bVc).
5 aN(aVb)=ayaV(aAb) =a.

Definicién A.6. Un conjunto parcialmente ordenado (A, <) es una semirreticula superior (semi-
rreticula inferior) si para cualesquiera a,b € A, a Vb (a ANb) existe. Una semirreticula superior
(inferior) es completa si para todo O # B C A, \| B (\ B) existe. Una reticula es completa si es

completa como semirreticula inferior y superior.

Teorema A.7. Una semirreticula superior (inferior) completa con elemento minimo (mdximo) es

una reticula completa.

Demostracion.

Sea (A, <) una semirreticula superior completay 0 = A A. Sea) # BC Ay C ={ce A:c < B}.
Como 0 € C, entonces C' # (). Por lo tanto, d = \/ C existe. Afirmamos que d = A\ B. Sea b € B.
Entonces C < by, por lo tanto, d = \/ C < b. Como b fue arbitrario, entonces d < B. Por lo tanto, d
es cota inferior de B. Ahora sea e tal que e < B. Entonces e € C'y, por lo tanto, e < \/ C = d. Asi,
tenemos que d = A By, por lo tanto, A es una reticula completa. La prueba para cuando tenemos

(A, <) semirreticula inferior completa con elemento méximo es andloga. O
Proposicién A.8. Dado un esapacio topolégico X, (RO(X),C) y (R(X), C) son reticulas completas.

Demostracion.
Veamos que (RO(X), C) es una reticula completa. Sean U,V € RO(X). Entonces U = intx (clx(U)),
V=intx(clx(V))y

UNV =intx(clx(U)) Nintx(clx(V)) = intx(clx(UNV))

por la Proposicién 1.1. Por lo tanto, UNV € RO(X)yUNV =UAV. Sea () # B C RO(X). Entonces
dado B € B se tiene que B C intx(clx(|JB)). Por lo tanto, intx(clx(|JB)) es cota superior de B.
Sea C' € RO(X) tal que B C C para todo B € B. Entonces intx(clx(|JB)) C intx(clx(C)) = C.
Por lo tanto, intx(clx(IUB)) = V B. Asi, (RO(X), C) es semirreticula superior completa. Ademads,
) € RO(X) y 0 es el elemento minimo de RO(X). Por el Teorema A.7 se sigue que (RO(X),C) es
reticula completa.

La prueba para (R(X), C) es andloga. O
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SiU,V e ROX)y 0D # B C RO(X), entonces UV V = intx(cdx(UUV)), UANV =UNV,

VB =1intx(clx(UB)) y A\ B =intx(clx(B))-
De manera similar, si A,B € R(X) y 0 # C C R(X), entonces AVB = AUB, ANB =

cx(intx(ANDB)), NC =cx(intx((C))y VC =clx(intx(JC)).

Definicién A.9. Sean (L,<,V,A) y (L*, <*,V*,A*) dos reticulas y f € F(L,L*). La funcion f es:
1. un homomorfismo de orden si a < b implica f(a) <* f(b) para cualesquiera a,b € L,
2. un isomorfismo de orden si f es biyectiva y tanto f como f~ son homomorfismos de orden,

3. un homomorfismo de reticulas si f(aVb) = f(a)V* f(b) y f(aNb) = f(a)N* f(b) para cualesquiera
a,be L,

4. un isomorfismo de reticulas si f es biyectiva y tanto f como f~1 son homomorfismos de reticulas.
Definicion A.10. Una reticula L que satisface
aN(bVe)=(aANb)V(aAc)yaV (bAc)=(aVb)A(aVc)
para cualesquiera a,b,c € L, se llama reticula distributiva.

Definicién A.11. Sea (L,V,A) una reticula acotada. Denotemos por 0 y 1 al elemento minimo y
mdazimo de L, respectivamente, y sea a € L. Entonces b € L es un complemento de a si a Vb =1
yaANb=0. Una reticula complementada es una reticula acotada en la cual todo elemento tiene un

complemento.

Proposicién A.12. Si (L,V,A\) es una reticula distributiva y acotada, entonces cada elemento de L

tiene a lo mds un complemento.

Demostracion.

Sea a € L y supongamos que b y ¢ son complementos de a. Entonces
c=cANl=cA(aVb)=(cNa)V(cAb)=0V(cAb)=cAb<hb.
Por lo tanto, ¢ < b. Andlogamente, b < ¢. Por lo tanto, b = c. ]

Notacién: Si (L,V,A) es una reticula complementada en la cual cada elemento a € L tiene un

complemento, entonces denotamos al tinico complemento de a como a’.
Definicion A.13. Una reticula complementada y distributiva se llama dlgebra de Boole.

Notacién: A veces escribiremos (L, V,A,”) para denotar un algebra de Boole.
Notacién: Si (B, V, A, ) es un édlgebra de Boole y a € B, entonces (a')’ lo denotaremos a”. Usaremos

0 para denotar el minimo elemento de B y 1 para el maximo.

Proposicién A.14. Sean (B,V,A,) un dlgebra de Boole y a,b € B. Entonces:
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1. (leyes de De Morgan) (a Ab) =a' VU y (aVb) =d AV,

2.d'"=a,0=1y1=0,

3. aNb=(dVV) yaVvb=(d ANV,

4. a<bsiysdlosibl<a,anb=0siysolosib<d,yaVb=1 siysdlosia <b,

5. aNt =0siysdlosia<b,yaNb =1siysdlosia=1yb=0.

Demostracion.

1. Como B es distributiva, entonces
(aND)A(@VY)=(aANbAd)V(aANDAY)=(aNd AND)V (aANbDAY)=(0AD)V (aNO)=0.
Por otro lado,

(anb)V(d V)= (avVd VI)NDBVIVY)=(aVd V)NV Vd)=(1VV)A(1Vd)=1.
Por lo tanto, (a Ab) = a’ V. Andlogamente, se llega a que (a V) =da AV.

2. Dado que @’ Aa =0y d Va=1, sesigue que a”” = a. Por otro lado, se tiene que 0 A1 =10y
0V 1=1.Por lo tanto, 0/ =1y 1’ = 0.

3. Por los puntos 1 y 2 de esta proposicién, tenemos que

(@ Vb)Y =d" AN =anby (d NV) =d" V' =aVb.
4. Por la Proposicién A.5 sabemos que a < bsiysélosiaAb=asiysélosia =(aNb) =d VvV
siy sélosib <a.
Ahora supongamos que a A b = 0. Entonces
ad=dVv0=dV(anb)=(Va)A(@Vb)=1A (Vb =d Vb
Por lo tanto, b < a’. Reciprocamente, si b < a’, entonces aAb < aAa’ = 0. Por lo tanto, aAb = 0.
Finalmente, aVb=1siysélosi0=1 = (aVb) =d Ab siysdlosia <b"siysblosia <b.
5. Por el punto 4 de esta proposicién, a A b’ = 0 si y solo si a < b” si y solo si a < b.

Ahora supongamos que a = 1 y b = 0. Entonces a Ab’ = 1 A1 = 1. Reciprocamente, si a Ab = 1,

entonces 1 =a Al <ayl=aAl <V.Porlotanto,a=1yb =1. Asi,a=1yb=0.
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Definicién A.15. 1. Sean A y B dlgebras de Boole y f € F(A, B). La funcién f es un homomorfis-

mo de Boole si f es un homomorfismo de reticulas y para todo a € A se tiene que f(a') = (f(a))’.

2. La funcién f es un isomorfismo de Boole si f es biyectiva y tanto f como f~1 son homomorfismos
de Boole.

Observacion A.16. Por la Proposicion A.14, f es un homomorfismo de Boole si y sélo si para
cualesquiera a,b € A se tiene que f(a’') = (f(a)) y f(aVb) = f(a)V f(b) (o fanb) = f(a) A f(b)).
Notemos que si f es homomorfismo de Boole, entonces f(1) = f(0') = f(0)'. Entonces
f(0) = f(ONT) = f(O) A f(1) = f(O) A F(0) = 0.
Por lo tanto, f(0) = 0. Andlogamente, se tiene que f(1) =1.

Proposicién A.17. Sean C y B dlgebras de Boole y f € F(C,B).

1. Si f es un isomorfismo de orden, entonces f es un isomorfismo de Boole.

2. Si f es un homomorfismo de Boole biyectivo, entonces f es un isomorfismo de Boole.
Demostracion.

1. Como f es un isomorfismo de orden, entonces f es un isomorfismo de reticulas. Sélo falta probar
que dado ¢ € C, f() = (f(c))". Como f es isomorfismo de orden, entonces f(0) =0y f(1) = 1.

Entonces

0=/(0) = flend) = fle) A f(c)

L= f(1) = fleVe) = F(&) V F(©).

Por lo tanto, f(c/) es el complemento de f(c), es decir, f(c) = (f(c))'. Asi, f es isomorfismo de

Boole.

2. Veamos que f es un isomorfismo de orden. Como f es homomorfismo de Boole, entonces en
particular es homomorfismo de orden. Probaremos que f~! también lo es. Sean a,b € B con
a < b. Como f es biyectiva, existen ¢,d € C tales que a = f(c¢) y b = f(d). Entonces f(c) <
f(d). Por la Proposicién A.14 f(c) A (f(d))’ = 0. Como f es homomorfismo de Boole, entonces
fle)A(f(d)) = f(end)=0. Por lo tanto, ¢ A d = 0. Nuevamente por la Proposicién A.14, se
sigue que ¢ < d, es decir, f~!(a) < f~1(b). Por lo tanto, f~! es un homomorfismo de orden. Asf,
f es un isomorfismo de orden biyectivo, y por el punto 1 de esta proposicién, f es un isomorfismo
de Boole.

Definicion A.18. Un dlgebra de Boole B es completa si es completa como reticula.
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