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Introduccion

En 1898 Heegaard encontré una forma simple de construir 3-variedades cerradas. Comenzamos
con una 3-bola y le pegamos una asa a su frontera (como la de una taza europea de té),
dependiendo de la forma en la que pegamos dicha asa, orientable o no, el resultado es un toro
solido o una botella de Klein sélida, respectivamente. Al resultado de pegar g asas a una bola
solida se le conoce como un cubo con asas de género g. Supongamos ahora que tenemos dos
cubos con asas del mismo género y con la misma orientacion, H; y Hs, entonces 0H, y 0H,
son superficies homeomorfas. Al identificar ambas fronteras por un homeomorfismo, el cual
puede ser muy complicado, obtenemos una 3-variedad cerrada.

Un hecho importante es que toda 3-variedad cerrada admite una descomposicion en cubos
con asas. La siguiente pregunta que surge es: jqué pasa con las 3-variedades compactas y
con frontera no vacfa? En [2], Casson y Gordon generalizan este resultado para 3-variedades
orientables y compactas con frontera no vacia, usando el concepto de cuerpo de compresion. De
esta forma, una descomposicién de Heegaard de una 3-variedad M es una tripleta (Hy, Ho; S),
con Hy y Hy cuerpos de compresion que se pegan a lo largo de una superficie S, a la cual
llamaremos superficie de Heegaard, para obtener M.

Es evidente que la superficie de Heegaard juega un papel importante en una descomposicion
de Heegaard. En el 2001, Hempel [6] definié una forma de medir la incompresibilidad de S
en cada uno de los cuerpos de compresién, denominada la distancia de una descomposicion
de Heegaard, d(.S). Posteriormente, Hartshorn [5] uso una superficie cerrada propiamente
encajada en M de género g para acotar a d(S).

Teorema (Hartshorn). Si M es una 3-variedad irreducible que contiene una superficie
orientable e incompresible de género g > 1, entonces cualquier descomposicion de Heegaard de
M tiene distancia a lo mas 2g.

Si ahora nos fijamos en una descomposiciéon de Heegaard del exterior de un nudo, partimos
a F(K) en dos cuerpos de compresién, uno de los cuales es un cubo con asas. Estamos
interesados en descomponer a E(K) de tal forma que los cuerpos de compresion se peguen a
lo largo de superficies de Seifert, por lo que necesitamos abstraer nuevamente el concepto de
cuerpo de compresion; haciendo esto llegamos a las descomposiciones de Heegaard circulares
para E(K).

El objetivo principal de esta tesis es el de presentar el concepto de distancia circular (andloga
a la de Hempel) de una descomposicién de Heegaard circular para el exterior de un nudo y
dar una cota (como Hartshorn) para tal distancia. La forma en que esta se define varia un
poco de la definicién dada por Kevin Lamb y Patrick Weed en [12]. Ademés, la cota que se
obtiene difiere en una unidad de la que se encuentra en dicho articulo.
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Teorema 4.9. Si E(K) contiene una superficie cerrada, esencial y orientable G de género g
y (F,S) es una descomposicion de Heegaard circular de E(K), entonces cd(F,S) < 2g + 1.

Si ademas, F' es una superficie incompresible y G una superficie de Seifert, se obtiene el
siguiente resultado.

Teorema 4.16. Sea K un nudo cuyo exterior admite una descomposicion de Heegaard circular
(F,S) con F incompresible. Si G es una superficie de Seifert incompresible para K con género
g, disjunta de F' y no isotopica a F, entonces d(S) < 2g + 1.

El Capitulo 1 esta dedicado uinicamente a nociones basicas de 3-variedades, superficies, nudos
y funciones de Morse; dichas nociones seran aplicadas a lo largo de los otros capitulos.

El Capitulo 2 estaré destinado a descomposiciones de Heegaard, para esto se usan dos puntos
de vista: discreto (con triangulaciones) y suave (con funciones de Morse). Se prueba que
toda 3-variedad compacta tiene una descomposiciéon de Heegaard. Se habla de estabilizacion,
reducibilidad y distancia de una descomposicién de Heegaard y se dan algunos resultados que
relacionan estos conceptos.

Lo primero que se hace en el Capitulo 3 es generalizar la definicién de cuerpo de compresion,
esto para dar una descomposiciéon de Heegaard circular al exterior de un nudo, introducida
por Fabiola Manjarrez en [13]. Se define posicién delgada circular para nudos y se estudia
uno de los resultados obtenidos por Manjarrez. Ademas, se habla del proceso de realizar una
O*-compresion a una superficie en F(K) y se analiza como esto afecta a dicha superficie en
cada uno de los cuerpos de compresion.

Finalmente, se introduce el concepto de distancia circular para el exterior de un nudo en la
primera seccion del Capitulo 4. Aunque la definicion que se presenta varia un poco de la
que se encuentra en [12], la demostracién del resultado principal, encontrar una cota para la
distancia circular, es idéntica a la que se encuentra en dicho articulo. En la 1iltima seccion,
Reducibilidad de una descomposicion de Heegaard circular, se usa distancia circular para
introducir conceptos analogos para descomposiciones reducibles, débilmente reducibles y
fuertemente irreducibles . Se proponen seis preguntas, a una de las cuales se da respuesta.

IEstos conceptos estan definidos en el articulo de Lamb y Weed



1 Preliminares

Una n-variedad topologica o n-variedad M es un espacio topolégico Hausdorff, segundo
numerable tal que cada punto de M tiene una vecindad homeomorfa a R™ o bien a R}, a esta
ultima propiedad se le denomina ser localmente euclidiano.

La frontera de M, denotada por OM, es el conjunto de puntos de M solo tienen una vecindad
homeomorfa a R . El interior de M es intM = M —0M. Si M es compacta y OM = ) decimos
que M es cerrada. La dimensién de una n-variedad es n. Dos variedades son equivalentes si
son homeomorfas. Una subvariedad N estd propiamente encajada en M si N N9M = ON.

Definicién 1.1. Sea M una 3-variedad compacta, conexa y orientable.

s M es reducible si existe una 2-esfera en M que no es frontera de una 3-bola en M,
nos referiremos a tal esfera por esfera reductora. En caso contrario diremos que M es
wrreducible.

» M es O-reducible si existe un disco propiamente encajado en M cuya frontera es esencial
en OM, llamaremos disco O-reductor a tal disco.

Llamaremos superficie a toda 2-variedad compacta. Una 1-variedad compacta y conexa se
llamara curva si no tiene frontera y arco en caso contrario.

Una curva en una superficie S es esencial si no es frontera de un disco en S y no es isotopica
a una componente de 0S. Un arco a propiamente encajado en una superficie S es esencial si
no existe un arco § C 9S tal que o U [ sea frontera de un disco en S.

Sea X un conjunto de curvas simples cerradas disjuntas encajadas en una superficie S. Si
A € X es una curva que es frontera de un disco D C S tal que D N X = A, decimos que X\ es
una curva de mds adentro y D es un disco de mas adentro.

Si ahora X denota un conjunto de arcos disjuntos propiamente encajados en una superficie

S, diremos que a € X es un arco de mas afuera si es un arco separante que corta un disco
D'cStalque DDNX =aydD =aUpf, donde § C 9S.

Definicién 1.2. Una superficie S propiamente encajada en una 3-variedad M es compresible
st se satisface una de las siguientes:

1. S es una 2-esfera y es frontera de una 3-bola en M.

2. S es un disco en OM

3. S es un disco propiamente encajado en M y existe una 3-bola en M cuya frontera estd
contenida en S UOM.

4. S no es una 2-esfera o un disco, y existe un disco D C M tal que DNS = 90D y dD es
una curva esencial en S. El disco D es llamado disco de compresion para S.

Una superficie que no es compresible en M se llama incompresible.
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Definicién 1.3. Una superficie S propiamente encajada en una 3-variedad M, con 9S # 0,
es 0-compresible, si existe un disco D C M tal que 0D = o U [, donde o es un arco esencial
en S yun B un arco en OM y D NS = «a. D se llama disco de 0-compresion. Si S no es
0-compresible, decimos que es O-incompresible.

Sea S C M una superficie orientable encajada en una 3-variedad M, si S es compresible y
D es un disco de compresién, se define el proceso de compresiéon como sigue: Sea n(D) una
vecindad de D en M tal que n(D) N S es vecindad de dD en S. Tomemos S = S \ n(D). La
superficie S tiene dos componentes nuevas en su frontera, las cuales tapamos con dos copias
de D. De forma andloga se define el proceso de d-compresion. Si S’ es la superficie obtenida al
hacer compresién o 0-compresion a S, x(S) < x(5”), asf que en cierta forma estamos haciendo
mas simple la superficie.

Una superficie S propiamente encajada en una 3-variedad M es O-paralela si es isotépica,
fijando 05, a una subsuperficie de M. Esto es equivalente a decir que S corta un producto
S x [0,1] de M con S =S x {0}.

Definicién 1.4. Sea S una superficie propiamente encajada en una 3-variedad M, diremos
que S es esencial si es incompresible, 0-incompresible y no 0-paralela.

1.1. Nudos

En este trabajo nos enfocaremos en los llamados nudos mansos. Asi que en adelante por
nudo nos referiremos a la imagen de un encaje poligonal de S en S3. Sea K C S? un nudo,
una superficie orientable S C S® es una superficie de Seifert para K si 0S = K. Gracias al
algoritmo proporcionado por Seifert sabemos que todo nudo tiene una superficie de Seifert.

El género de un nudo g(K) es el minimo género sobre todas las superficies de Seifert para
K. Una superficie de Seifert S para el nudo K es de género minimo si g(S) = g(K). Toda
superficie de Seifert de género minimo es incompresible.

Sea n(K) C S?® una vecindad regular de un nudo K. Definimos el exterior de K como
E(K) = 83\ int(n(K)). El exterior de un nudo es una 3-variedad compacta e irreducible cuya
frontera es On(K). Si S’ es una superficie de Seifert para K, la interseccion S = S’ N E(K)
también se llamara una superficie de Seifert.

Decimos que una funcién f : A — B es una fibracién con fibra F' si cada punto de y € B tiene
una vecindad U y un homeomorfismo h : f~}(U) — U x F tal que el diagrama conmuta

donde p; es la proyeccién a la primera coordenada. Cada conjunto f~*(b) se llama fibra y es
homeomorfo a F.



1.2 Funciones de Morse

Cuando el exterior de un nudo admite una fibracién sobre S!' con fibra una superficie de
Seifert, decimos que tal nudo es fibrado.

Sea K C S% y S una superficie de Seifert en E(K). Una vecindad H de S en E(K) es
homeomorfa a S x (—1,1) tal que S = S x {0} C H. Definimos H" = S x (0,1), H~ =
Sx(=1,0)yY = E(K)\S. Consideremos las tripletas (H, H*, H™), (Y, H", H™) y formamos
copias de estas (H;, H;", H, ), (Y;, H;", H; ), con i € Z. Identificamos H;” C Y; con H;' C H;

y H_, C Y;_y con HS C H;. En el Capitulo 5 de [17] se prueba que este espacio, al que
denotaremos por E(K), es el cubriente universal de F(K).

Figura 1.1: Cubriente universal ciclico infinito de E(K).

Consideremos la 3-variedad cerrada obtenida de identificar las fronteras de E(K;) y E(K3)
via un homeomorfismo h : OE(K;) — 0E(K>) tal que h(0S;) = 0S5. Esta variedad se
conoce como la suma frontera de E(K,) y E(K3) y se denota por E(K;)#sE(K>). Bajo esta
identificacién Sy y Sy se pegan a lo largo de sus fronteras para obtener una superficie cerrada
en E(K,)#sFE(K>); denotaremos a esta superficie S; Uy Sy v la llamaremos la suma frontera
de las superficies de Seifert Sy y Ss. En [13] se puede encontrar una demostracion del siguiente
resultado.

Lema 1.5. Si Sy y Sy son superficies de Seifert incompresibles en E(K,) y E(K3) respecti-
vamente, entonces F' = S7 Uy Sy es incompresible en M.

1.2. Funciones de Morse

Sea M una n-variedad suave y supongamos que f : M — R es una funcién suave. Sea p un
punto en M y elegimos coordenadas locales tal que p esta en el origen, p es un punto critico
de f si g—i(p) =0, parai=1,...,n.

La matriz Hessiana de f en p es la matriz de segundas derivadas parciales de f. Denotamos
por H;(p) a su determinante. Un punto critico p es no degenerado si Hy(p) # 0.

Definicién 1.6. Una funcion suave f: M — R es una funcion de Morse si todos sus puntos
criticos son no degenerados.
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Lema 1.7. (Morse) Sea p un punto critico no degenerado de f: M — R. Entonces existe
un sistema local de coordenadas (x4, ...,x,) que manda a p al origen y tal que

k n
F=fw) =) i+ Y o
=1

j=k+1

Como consecuencia inmediata del lema de Morse se obtienen los siguientes resultados.

1. Los puntos criticos de una funciéon de Morse son aislados.
2. Si f: M — R es una funcién de Morse y M es una variedad compacta, entonces f tiene
un numero finito de puntos criticos.

El ntimero de signos negativos k en el Lema de Morse es el niimero de entradas diagonales
negativas en la matriz de segundas derivadas parciales después de diagonalizar. Esto implica
que k estd determinado inicamente por f y el punto critico p. De esta forma, llamaremos a k
el indice del punto critico p.

Notar que los puntos criticos de indice 0 deben ser minimos locales de la funcién de Morse y
que puntos criticos de indice n (n = dimM) corresponden a maximos locales.

Definicién 1.8. Sean f y g funciones suaves en M. Para ¢ > 0, decimos que f es una
(C?, €)-aprozimacion de g en M si las siguientes desiqualdades se cumplen para toda p € M :

92 52 ..
8:62‘6);]' (p) - axiang (p)‘ < 57 Z?j - ]-7 "'7In'

Teorema 1.9 ([10], 2.9). Supongamos que g : M — R es una funcion suave sobre una variedad
compacta M. Entonces existe una funcidn de Morse f en M que es una (C?, ¢)-aprozimacion
de g para € > 0 lo suficientemente pequeno.

El teorema anterior nos dice que si M es una variedad compacta, entonces el conjunto de
funciones de Morse es denso en C*°(M).

Sea f : M — R una funcién de Morse. Un conjunto de nmivel de f es un subconjunto
fe = f(x) C M para algiin x € R y un subnivel es todo lo que se encuentra “debajo”’de
un conjunto de nivel, i.e, f = f~!((—o0,x]). Si f, es un nivel regular entonces f, es una
n-subvariedad y si M es cerrada f, = 0f, . En la Figura 1.2 las curvas representan conjuntos
de nivel para distintos valores.

Lema 1.10. Si z es un valor reqular entonces f, es una subvariedad cerrada de M de
dimension n — 1.

Lema 1.11 ([7], seccién 6.2). Sean a,b € R walores regulares tales que a < b. Si no hay
valores criticos en el intervalo [a, b], entonces f~1([a,b]) es homeomorfo a f~(a) x [a,b].
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indice del punto critico

S

N__ .

Figura 1.2: Funcién de Morse en el toro de dimensién 2.

Lema 1.12. Sean a,b € R valores requlares tales que a < b. Si no existen niveles criticos en
el intervalo [a,b] entonces existe una isotopia de M que transforma f, en f, .

Estos tres lemas nos serviran mas adelante cuando queramos partir a una 3-variedad en
pedazos mas simples.






2 Descomposiciones de Heegaard

El objetivo principal de este capitulo es mostrar una forma de partir a cualquier 3-variedad
compacta en pedazos ”simples”; espero que la definicién de una asa, lo que forma dichos
pedazos, baste para constar de su relativa simplicidad.

Una k-asa de dimensién n es una n-bola, parametrizada como D* x D" % ' que se pega a
una n variedad preexistente a lo largo de 9D* x D"~ % Una descomposicién en asas de una
3-variedad M es una sucesion de asas cuya unién es M.

El corazén de una k-asa estd dado por D* x {0} y el co-corazén por {0} x D"*. En la
Figura 2.1 se muestran esquemas de las asas de dimension 3, la region por donde se pegan,
sus corazones y co-corazones se encuentran de color azul, morado y verde, respectivamente.
En el caso de una 0-asa, de cualquier dimension, su region de pegado es el conjunto vacio, por
lo que en ocasiones pensaremos en ella como una n-bola que “aparece”.

O-asa 1-asa 2-asa 3-asa

Figura 2.1: Asas de dimensién 3.

En dimensién 3, llamaremos cubo con asas a la unién de 0 y 1-asas; el género de un cubo con
asas es el género de su frontera. Dada una descomposicién en asas de una 3-variedad cerrada,
en la que las 0 y 1 asas se pegan antes que las 2 y 3 asas, es posible dar una descomposicién
en cubos con asas y viceversa; para lograr esto basta considerar la union de las 2 y 3-asas
como un cubo con asas.

Ejemplo 1: S3.

Sabemos que S® se obtiene al pegar dos 3-bolas a lo largo de su frontera, asi que S® es el
resultado de pegar una 0-asa con una 3-asa. Otra descomposicién es la que se obtiene de
pegar 0, 1 y 2-asas como se muestra en la Figura 2.2, la linea café indica el lugar donde
se pega la 2-asa; el resultado es una bola a la que le pegamos una 3-asas para obtener S3.
Cuando pegamos la 0 y 1-asa obtenemos un cubo con asas de género 1; lo mismo ocurre

Por D* no referimos a la bola de dimensién s, es decir, D* = [—1,1]*.
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cuando pegamos la 2 y 3-asa. De esta forma, hemos obtenido una descomposicién en cubos
con asas de género 1 para S3, lo cual también es posible para cualquier género.

Figura 2.2: Descomposicién en asas de S* de género 1.

Ejemplo 2: T3.

Sabemos que T se puede ver como el cubo [0, 1]* con sus caras opuestas identificadas. Sea By
una vecindad regular en 7% del vértice v y B;, con i = 1,2, 3, vecindades regulares de cada
una de las aristas a; (en la Figura 2.3 se muestra By). Sean Hy = By U By U By U B3 y Hs el
complemento de Hy en T°. Hy esta formado por tres bolas N, con j = 1,2,3, que se pegan a
H, alo largo de anillos en su frontera, y una cuarta bola, N4, que se pega a lo largo de su
frontera a H; U (N; U Ny U N3) (Figura 2.3). Finalmente, T% es la unién de una 0-asa (By),
tres 1-asas (By, Bg, Bs), tres 2-asas (N1, No, N3) y una 3-asa (Ny).

a3

ag Hy

Figura 2.3: Descomposicién en asas de T3,

Por construccion, H; es un cubo con asas de género 3. Para ver que Hs también es un cubo
con asas, basta observar que N, es una 0-asa y las N;, para j = 1,2, 3, son bolas que se pegan
a Ny a lo largo de discos, es decir, cada NV es una 1-asa.

El siguiente resultado se empleard para probar que toda 3-variedad cerrada tiene una descom-
posicién en cubos con asas. En el libro de Moise [15] se pueden consultar las definiciones de
triangulacién, subcomplejo, baricentro, etc.

Teorema 2.1 (Moise). Toda 3-variedad compacta tiene una triangulacion.

10



Construccioén 1: Sea 7" una triangulacién de una 3-variedad cerrada M. Sea I'y el 1-esqueleto
de T', construimos I's como sigue: los vértices de I's son los baricentros de los simplejos de
dimensiéon 2 y 3 y las aristas unen los baricentros de los 3-simplejos con los baricentros de
cada una de sus caras. Como M es cerrada, cada vértice que proviene de un 2-simplejo tiene
valencia dos por lo que podemos amalgamar dichas aristas; de esta forma I's se convierte en
una grafica en la que cada vértice corresponde a un 3-simplejo y cada arista a un 2-simplejo.
Una vecindad regular de una grafica finita en una 3-variedad puede ser vista como un cubo
con asas de género |am’stas‘ — |vértices‘ + 1, ya que una vecindad de un arbol maximal es
claramente una 3-bola (0-asa) y una vecindad de cada arista fuera del drbol contribuye con
una l-asa. Ademas, la region entre vecindades regulares de I'; y I'y es una regiéon producto
(ver Figura 2.4). De esta forma, M puede verse como la unién de dichas vecindades, es decir,
como la unién de dos cubos con asas.

Figura 2.4: Construccién 1

La construccién de descomposiciones en asas de 3-variedades cerradas sugiere una forma de
extender tal descomposicion a variedades con frontera.

Construccién 2: Sea M una 3-variedad con M # (). Escribimos OM como una particién
de dos elementos 0; M v O, M, alguna de las cuales puede ser vacia. Sea T una triangulacién
de M tal que ningun simplejo intersecta a méas de dos componentes de la frontera y sea T la
subdivision baricéntrica de T. Denotamos por N; y Ny a la unién de todos los simplejos de
T’ que inciden en O, M y O, M, respectivamente. N1 U Ny es una vecindad collar de OM, asi
que M' = M \ Ny U N, es una 3-variedad homeomorfa a M. Denotamos por 01 M’y d, M’ a
las respectivas copias de ;M y Os M.

T’ se restringe a una triangulacién T” de M’. Sea Ay el 1—esqueleto de T y A,y su grafica
dual, la cual se define como en la Construccion 1. Definimos I'y = 0 M/ UA; y 'y = oMU A,.
Consideramos vecindades regulares en M de I'; y I's. Nuevamente, M es la uniéon de dichas
vecindades a lo largo de su frontera, la cudl es una superficie cerrada.
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2 Descomposiciones de Heegaard

Lo anterior sugiere una nueva forma de definir los pedazos en los que queremos separar a una
3-variedad compacta con frontera

Definicién 2.2. Sea F' una superficie cerrada y orientable. Consideramos F' x I. Un cuerpo
de compresion H es el resultado de hacer una de las siguientes:

» Pegar 1-asas en F' x {1}. Se definen O-H = F x {0} y 0, H =0H \ 0_-H.
» Pegar 2-asas en F x {0}, si esta variedad tiene componentes esfera en su frontera,
pegamos 3-asas. En este caso, 0, H =F x {1} yO_-H =0H \ 0, H.

Un cuerpo de compresién es un cubo con asas cuando _H = (). Cuando H = F' x I, diremos
que el cuerpo de compresion es trivial. Es importante notar que el primer y segundo inciso
de la definiciéon de cuerpo de compresion son en cierto sentido “duales”. Si extendemos los
corazones de las 2-asas verticalmente a F' x I, obtenemos un sistema de discos A para H tal
que la variedad obtenida de cortar H a lo largo de A es homeomorfa a la unién de 0_H x [ y
un conjunto (posiblemente vacio) de 3-bolas. Para recuperar H es necesario pegar las copias
de los discos de A, lo cual equivale a unirlos con 1-asas. En la Figura 2.5 se construye el
mismo cuerpo de compresion de forma distinta: en la izquierda tenemos H = F' x I, donde F
es una superficie de género 3, después pegamos 2-asas por donde lo indican las lineas azules y
llenamos con 3-asas; por otro lado comenzamos con una superficie de género 1 y pegamos dos
1-asas.

Figura 2.5: Dualidad entre las dos formas de construir un cuerpo de compresién.

Si en las Construcciones 1y 2, H; y Hs son las vecindades regulares de I'y y I'y, respectivamente,
entonces son cuerpos de compresion tales que 0_Hy; = 0,M, 0_Hy = 0oM y 0. Hy = 0, H,.
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2.1 Con funciones de Morse

Definicién 2.3. Una descomposicion de Heegaard para una 3-variedad M es un triplete
(Hy, Hy; S) donde Hy y Hy son cuerpos de compresion, S = 0y Hy = 0, Hsy y son tales que
M:H1UH2, S:HlﬁHQ y@M:(?,HlLJ@,HQ.

De las construcciones 1 y 2 obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.4. Toda 3-variedad compacta tiene una descomposicion de Heegaard.

En la Figura 2.6 se resume la construccion de una descomposicion de Heegaard: primero
dividimos en dos su frontera (por lo que la descomposicién depende de tal particién), comen-
zamos con la superficie 0_ Hy, la “engordamos” y pegamos 1-asas hasta llegar a la superficie
S; en este punto hay dos formas equivalentes de continuar con el trabajo, la primera es hacer
lo mismo con el cuerpo de compresion H, para después pegarlos a lo largo de S; la segunda
consiste en pegar 2-asas a S y de ser necesario agregar 3-asas para llegar a 0_ Hs.

0_H,

Hy

H,

0-H,

Figura 2.6: Esquema de una descomposicién de Heegaard.

2.1. Con funciones de Morse

Sabemos que si M es una variedad suave, entonces existen funciones de Morse sobre M. De
hecho, el conjunto de funciones de Morse es denso en C*°(M).

Una funcién de Morse f : M — R descompone a la variedad M en niveles regulares y
singulares. Si no hay valores criticos entre dos valores regulares, entonces sus conjuntos de
nivel son difeomorfos. Més atn, los valores regulares que se encuentran entre dos valores
criticos consecutivos brindan una estructura producto: el de los correspondientes conjuntos de
nivel. Especificamente, si (a,b) es un intervalo que no contiene valores criticos y ¢ € (a,b),
entonces f~((a,b)) es difeomorfo a f~'(c) X (a,b). Asi que para entender a la variedad,
necesitamos entender como cambian los conjuntos de nivel cuando pasamos por un valor
critico.

Si M es una 3-variedad los conjuntos de nivel regulares son superficies. Asi que los valores
regulares que estan entre dos valores criticos consecutivos corresponden a productos de la
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2 Descomposiciones de Heegaard

forma (superficie)x 1.

Lema 2.5. Sean a,b € R walores tal que a < b. Si existe un unico nivel critico en |a,b] y este
nivel contiene un punto critico de indice k entonces f,  es isotdpico al resultado de pegar una
k-asa a f .

Una demostracion al lema anterior se puede encontrar en el libro de Knudson [10]. Para
fines practicos fijaremos nuestra atencién en variedades de dimensiones bajas. Funciones de
Morse sobre superficies pueden visualizarse como funciones altura (Figura 1.2), en el caso de
3-variedades imaginaremos las funciones al dibujar los conjuntos de nivel dentro de una bola.
Existen cuatro tipos de puntos criticos en una funcién de Morse de una 3-variedad:

= indice 0: z? +y + 22+ f(0)
= indice 1: z* +y — 224 f(0)
» indice 2: 22 —y? — 2 —l—f(O)
» indice 3: —mQ — 22+ £(0)

en la Figura 2.7 las flechas indican la direccién en la que la funciéon aumenta, para puntos
criticos de indice 1y 2 f estd de azul y f;F de verde.

Figura 2.7: Puntos criticos de una funcién de Morse en una 3-variedad

Sea M una 3-variedad compacta, decimos que f : M — R es una funcién de Morse propia si:
es constante en cada componente de dM, es una funcién de Morse en el interior de M y cerca
de OM los conjuntos de nivel de f son superficies paralelas a la frontera.
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2.2 Discos y anillos producto.

Lema 2.6. Sea M una 3-variedad compacta y f : M — R una funcion de Morse propia.
Sean a,b € R, con a < b, valores requlares de f tal que todos los puntos criticos en f~'[a,b]
tienen indice 0 o 1. Entonces H = f~'([a,b]) es un cuerpo de compresién con O, H = f, y

O_H = f,.

Demostracion. Sean py, ..., p, los puntos criticos en el intervalo [a,b] y x1,...,2,-1 valores
regulares tales que p; < x; < p;+1. Por el Lema 1.11 sabemos que cualquier conjunto de nivel
regular que se encuentra entre a y un valor critico anterior es homeomorfo a f~!(a). Del Lema
2.5 obtenemos que f, es el resultado de pegar una 0-asa o una l-asa a f, ;. Pegar una 0-asa
es equivalente a hacer una unién disjunta con una 3-bola, por lo que el resultado es un cuerpo
de compresion. O

Si reemplazamos f por la funcién de Morse — f, los puntos criticos de indice 0 pasan a ser
puntos criticos de indice 3 y viceversa. Lo mismo ocurre con los puntos criticos de indice 1 y
2, de donde se sigue el siguiente corolario.

Corolario 2.7. Sea M una 3-variedad compacta y f : M — R una funcion de Morse propia.
Sean a,b € R, con a < b, valores requlares de f tal que todos los puntos criticos en f~'[a, b]
tienen indice 2 0 3. Entonces H = f~([a,b]) es un cuerpo de compresion con O, H = f, y

O_H = f,.

Combinando los dos resultados anteriores obtenemos lo siguiente:

Teorema 2.8. Sea f: M — R una funcion de Morse propia en una 3-variedad compacta
M. Supongamos que existe un valor reqular a € R tal que todo punto critico bajo el conjunto
de nivel f, tiene indice 0 o 1 y todo punto critico sobre f, tiene indice 2 o 3. Entonces la
superficie f, es una superficie de Heegaard para M.

Esto nos dice que para una clase de funciones de Morse existe una descomposicion de Heegaard
asociada y el Lema siguiente nos indica que esta relacion es reciproca.

Lema 2.9. Sea (Hy, Hy; S) una descomposicion de Heegaard para una 3-variedad compacta
M, entonces existe una funcion de Morse f: M — R tal que al menos una superficie de nivel
de f es isotopica a S.

2.2. Discos y anillos producto.

Un sistema de discos para un cuerpo de compresion H es un conjunto de discos esenciales
disjuntos tal que la variedad obtenida al cortar H a lo largo de los discos es la unién disjunta
de bolas con 0_H x I. Es importante notar que todo disco esencial en H debe tener su frontera
en la frontera positiva puesto que para cualquier cuerpo de compresién, 0_H es incompresible
en H.

Un sistema de discos es minimal si su cardinalidad es minima sobre todos los sistemas de discos
para H. Se sabe que si un sistema de discos es minimal éste corta al cuerpo de compresion en
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2 Descomposiciones de Heegaard

0_H x Isid_H+# () yen una 3-bola si H es un cubo con asas. Ademés, si D es un disco
esencial, existe un sistema de discos que lo contiene.

Un anillo A propiamente encajado en un cuerpo de compresiéon H es llamado un anillo
producto si A es incompresible en H y una componente de su frontera estd en 0_H y la
otra en d, H. El término ”producto”se le asigna debido a que cualquier anillo con dichas
caracteristicas se puede expresar como o X I C _H x I, donde « es una curva esencial en
0_H.

Lema 2.10. Sean H un cuerpo de compresion no trivial y A un anillo producto en H,
entonces existe un disco esencial D en H que no intersecta a A.

Demostracion. Como H es no trivial, existe un disco esencial de H (por ejemplo el corazén
de una 1-asa). Elegimos un disco esencial D de H que intersecte a A transversalmente y tal
que ‘D N A| sea minimal sobre todos los discos esenciales de H. Como A es incompresible,
ANO_H es esencial en 0_H.

Afirmacion 1: No existen curvas simples cerradas en D N A.

Supongamos que la coleccién de componentes de D N A que son lazos no esenciales en A es
no vacia y sea « un lazo de més adentro en A de dicha coleccién. Entonces « es frontera de
un disco D, C A tal que su interior no intersecta a D. Aunque a no es necesariamente un
lazo de mas adentro en D, si es frontera de un disco D, C D. Sea D’ el disco que se obtiene
de cambiar D, por D,. Como « es no esencial en A, D’ es un disco esencial de H; podemos
isotopar a D’ de modo que ‘D’ N A‘ < |D N Al, lo que contradice la eleccién de D.

Por el razonamiento anterior podemos suponer que si una componente de D N A es un lazo,
entonces es esencial en A. Sea § un lazo en D N A que sea de mas adentro en D, entonces es
frontera de un disco Dg en D tal que su interior no intersecta a A. Como [ es esencial en A,
corta a A en dos anillos. Sea A’ el anillo adyacente a 0_H, entonces D” = A"U Dy es un disco
de compresién de 0_H en H, lo cual es una contradiccién pues 0_ H es incompresible en H.
Afirmacion 2: No existen arcos en D N A.

Supongamos lo contrario. Como dD C 0, H, todos los arcos de D N A tienen frontera en la
misma componente frontera de A (la que esta en 04 H), asi que todos los arcos son inesenciales
en A. Sea v un arco de més afuera en A, entonces vy corta un disco D, de A, tal que su
interior no intesecta a D. Por otro lado,  corta a D en dos subdiscos, D"y D". Si D, U D"y
D., U D" son no esenciales en H, entonces D es no esencial, lo cual es falso. Supongamos que
D= D, U D' es esencial en H, podemos isotopar a D de tal forma que no intersecte a A en
v, de esta forma |D N A’ < ‘D N A|, lo cual es una contradiccion.

De las dos afirmaciones se obtiene que D N A = (). m

En el Capitulo 3 se presentara un resultado analogo al siguiente teorema, por lo que se deja
la demostracién para mas tarde.

Teorema 2.11. Las unicas superficies esenciales propiamente encajadas en un cuerpo de
compresion H son discos esenciales y anillos producto.
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2.3 Estabilizacién y descomposiciones irreducibles
2.3. Estabilizacion y descomposiciones irreducibles

Como vimos, las descomposiciones de Heegaard estan relacionadas con triangulaciones y
funciones de Morse. Asi como podemos subdividir una triangulaciéon o perturbar una funcién
de Morse para introducir un par de puntos criticos que se cancelan, también hay una manera
natural de complicar una descomposicién de Heegaard. Supongamos que (Hi, Hy;S) es una
descomposicién de Heegaard de una 3-variedad M y « es un arco propiamente encajado en
H, paralelo a un arco en S; es decir, existe un disco D en H, cuya frontera es la union de
a con un arco en S = 0, Hy. Sea n(a) C Hy una vecindad de «, si pegamos n(a) a H; y la
borramos en Hj, lo que estamos haciendo es agregar una l-asa a H; (cuyo corazén es «) y
también agregamos una l-asa a Hs (con co-corazén D). El resultado es una descomposicién
de Heegaard (H;.H};S’) de M, donde H] = H, Un(a), Hy = Hy \ n(a) y el género de S’ es
una unidad mayor que el de S. A este proceso lo llamaremos estabilizacion de S.

Lema 2.12. Una descomposicion M = (Hy, Hy; S) es estabilizacion de otra descomposicion
st y solo si existen discos D; C H; tal que \apl N aD2} =1.

Demostracion. Supongamos que la descomposicion es estabilizacion de otra. Hacemos Dy C H;
el co-corazén de n(«a) y Dy = D C H,. Entonces ’81)1 N 8D2‘ =1.

Supongamos ahora que tales discos existen. Sea N; una vecindad regular de D; en H; y T;
la superficie obtenida al comprimir S a lo largo de D;. Al hacer compresiéon pegamos N; al
cuerpo de compresiéon H;, con ¢ # j, lo cual es equivalente a pegar una 2-asa. De esta forma
obtenemos dos cuerpos de compresion H;. Como los discos sélo se intersectan en un punto,
Ni y Ny se intersectan en un disco, asi que Ny U Ny es una 3-bola, por lo que 177 y T son
isotépicas. En particular, T} divide a M en los cuerpos de compresién H] y H).

Si « es el corazéon de N1 y D = D,, al estabilizar T} obtenemos la descomposicién original.
Por lo tanto, (Hy, Hs; S) es una estabilizacién. ]

En 1933 Reidemeister [16] y Singer [20] probaron de forma independiente, que cualesquiera
dos descomposiciones de Heegaard de la misma 3-variedad cerrada son isotépicas después
de un numero suficiente de estabilizaciones. Asi que al realizar una estabilizacién estamos
perdiendo informacién sobre la estructura de la descomposicion. Es por esto que nuestra
atenciéon se centrard en descomposiciones de Heegaard que no son estabilizacion de otra.

En 1968 Waldhausen [22] probé que cualquier descomposicién de Heegaard de género positivo
de S? es estabilizada. Asi que la descomposicién en 3-bolas es la tinica descomposicién no
estabilizada de S®, Por tanto la tinica de género g es la obtenida al estabilizar g veces a la de
género cero.

En 1970 R. Engmann [3] demostré que el resultado de unicidad salvo estabilizaciéon no
es cierto en general, pues probd que la suma conexa de ciertos espacios lentes tienen dos
descomposiciones de Heegaard de género dos y, por tanto, no estabilizaciones, las cuales no
son homeomorfas (también se puede consultar [1]).

Otra forma de complicar descomposiciones de Heegaard es considerar la suma conexa de
3-variedades. Sean M’y M"” dos 3-variedades con descomposiciéon de Heegaard (Hj, H}; S")
y (HY, HY; S"), respectivamente. Intuitivamente podemos construir una descomposicién de
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2 Descomposiciones de Heegaard

M'#M". Sean B’ y B"” 3-bolas que intersectan a S’ y S” en discos que tienen por frontera al
ecuador. Pegamos las fronteras de las 3-bolas de forma tal que cada hemisferio H; N 0B’ se
pega con H! N JB". De esta forma, la superficie resultante S'#S” descompone a M'#M" en
cuerpos de compresion.

Por el contrario, sea (Hj, Ho; S) una descomposicién de Heegaard de una 3-variedad M y X
una 2-esfera que intersecta a S en un sélo circulo. Sean M; y Ms los pedazos que se obtienen
al cortar M a lo largo de ; (Hy, Ho; S) induce entonces una descomposicién de Heegard de
cada pedazo. Si X no es frontera de una bola en M, la descomposicion de cada M; es mas
simple, ya que se reduce el género de la superficie de Heegaard. Ademas, como se menciond
en el parrafo anterior, es posible reconstruir la descomposicion original de la descomposicion
obtenida.

Definicién 2.13. Una descomposicion de Heegaard (Hy, Ha;S) es reducible si existe una
2-esfera que intersecta a S en un solo circulo esencial.

Observacion 2.14. Si una descomposicion es reducible, entonces existen discos esenciales
propiamente encajados, D; € H;, tal que 0D; = 0D, en S. Ademas, estos discos son discos
de compresion para S en cada uno de los cuerpos de compresion.

Teorema 2.15 ([18], Corolario 2.4.a). Si M es una variedad reducible, entonces cualquier
descomposicion de Heegaard de M es reducible.

Existe una relacién entre descomposiciones reducibles y estabilizadas.

Proposicién 2.16. Supongamos que (Hy, Hy; S) es estabilizacion de una descomposicion,
entonces es reducible o bien es la descomposicion estdndar de género uno de S3.

Demostracion. Como (Hy, Ho; S) es estabilizacion, por el Lema 2.12, existen discos D; € H;
tales que ‘8D1 N 8D2} = 1. Sea N; una vecindad regular de D; U 3Dy en Hy. Como 0D; y
0D, s6lo se intersectan en un punto, N7 \ S es un disco, lo denotamos como D} C H; (Figura
2.8). Construimos D) C Hy de forma analoga. La frontera de D) coincide con la frontera de
una vecindad regular de 9Dy N JD; en S. Lo mismo ocurre con 9D, asi que 0D] = 0D y
D’ U Dj es frontera de una bola B.

Figura 2.8: Vecindad regular de D1 U 0Dy

Si D} y Dj son esenciales, la descomposicién es reducible. Si alguno de los discos es no esencial,
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digamos D}, 0D} es frontera de un disco en S. N; N S es una vecindad regular de 0Dy U 9D,
en S, por lo que Ny N S es un toro pinchado cuya frontera, D7, es frontera de un disco en S.
Por lo anterior, S debe ser un toro. Como los discos forman una esfera que es frontera de una
3-bola en cada lado, la variedad es S3. O

Recordemos que S? sélo tiene una descomposicién no estabilizada, asi que cualquier des-
composicion de Heegaard estd completamente determinada por su género. Gracias a esto,
podemos probar una especie de reciproco de la Proposicién 2.16.

Proposicién 2.17. Supongamos que M es una 3-variedad irreducible y (Hy, Ha; S) es una
descomposicion de Heegaard reducible de M, entonces (Hy, Hy; S) es estabilizada.

Demostracion. Sea P una esfera que intersecta a S en un sélo circulo esencial y sea D; = PNH,;.
Como M es irreducible, P es frontera de una 3-bola B en M, asi que la variedad obtenida
al reducir M a lo largo de P es la unién disjunta de S® y una 3-variedad homeomorfa a M.
Como D; y D5 son esenciales, la superficie S” = SN B es de género positivo (no es un disco),
asi que la descomposicién de Heegaard de S® inducida por la original es estabilizada. Los
discos de estabilizacion, vistos en (Hy, Ho; .S), muestran que S también es estabilizada. [

De las Proposiciones 2.16 y 2.17 obtenemos que si M es una variedad irreducible distinta de S3,
entonces una descomposicion de M es estabilizada si y sélo si es reducible. Asi que el problema
de encontrar descomposiciones no estabilizadas se traduce a encontrar descomposiciones
irreducibles.

Definicién 2.18. Una descomposicion de Heegaard (Hy, Hs;S) es débilmente reducible si
existen discos esenciales D; C H; tal que 0Dy y 0Dy son disjuntos en S. En caso contrario
diremos que la descomposicion es fuertemente irreducible.

De la Observacion 2.14, es facil ver que toda descomposicion reducible es débilmente reducible;
basta con isotopar las fronteras de D; para hacerlas disjuntas.

Intuitivamente, si una descomposicién es débilmente reducible, indica que una 2-asa (con
corazén D) se pegé de tal forma disjunta a una l-asa (con co-corazén D;) y por tanto
podemos cambiar el orden de pegado.

Al igual que en el caso de descomposiciones reducibles, los discos que hacen débilmente redu-
cible a una descomposicién (Hy, Hy; S) son discos de compresién de S propiamente encajados
en cada uno de los cuerpos de compresion. Como estos discos no interactiian, es posible
comprimir simultdneamente a S hacia ambos lados, por lo que llamaremos a S fuertemente
compresible. En caso contrario diremos que S es débilmente incompresible.

Definicién 2.19. Una descomposicion de Heegaard M = (Hy, Hy; S) es O-reducible si eziste
un disco O-reductor de M que intersecta a S en sélo una curva.

Esto sugiere un resultado analogo al Teorema 2.15.
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Teorema 2.20 ([18], Corolario 2.4.b). Cualquier descomposicion de Heegaard de una 3-
variedad O-reducible es O-reducible.

Proposicién 2.21. Si (Hy, Hy; S) es 0-reducible entonces es débilmente reducible.

Demostracion. Sea D un disco 0-reductor de la descomposicion; sin pérdida de generalidad,
supongamos que 0D C O_H;. Como D intersecta a S solamente en una curva esencial,
A = DN Hy es un anillo esencial en H; y Dy = D N Hy es un disco esencial en Hy. Por el
Lema 2.10 existe un disco esencial Dy C H; disjunto de A por lo que 9Dy N 90D, = ), asi que
la descomposicion es débilmente reducible. O

Teorema 2.22. Sea (Hy, Hy; S) una descomposicion de Heegaard de una 3-variedad M. Si
O0_Hy 0 O_H,y son compresibles en M, entonces la descomposicion es débilmente reducible.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, supongamos que J_ H; es compresible en M; es
decir, existe un disco D C M tal que 0D es una curva esencial en 0_ H1, entonces D es un disco
de O-reductor para M, por lo que M es 0-reducible. Por el Teorema 2.20 la descomposicién
es O-reducible y por la Proposicién 2.21 es débilmente reducible. O]

Teorema 2.23. Si (Hy, Hy; S) es una descomposicion de Heegaard débilmente reducible de
una 3-variedad M, entonces es reducible o M contiene una superficie incompresible.

Demostracion. Como (Hy, Hs; S) es débilmente reducible, S puede comprimirse simultanea-
mente hacia Hy y Hs. Sea A; C H; una coleccion de discos de compresién para S tales que
OA; NOAy = () y las familias A; y Ay son maximales; es decir, si S; es la superficie obtenida
al comprimir S a lo largo de A; y D es un disco de compresion para S;, entonces D intersecta
a las fronteras de A, con ¢ # j.

Sea S la superficie obtenida al comprimir S; (o bien S) a lo largo de Ay (o bien A;). S
separa a M en dos 3-variedades W7 y W5 tales que H; (o bien Hs) puede recuperarse pegando
l-asas a W; (o a W), Si pintamos a H; de rojo y a Hy de azul, la compresién de S a lo largo
de A;, con i = 1,2, pinta lunares rojos y azules en S, un par rojo por cada disco en A; y un
par azul por cada disco en A,.

Veamos que S es incompresible en M. Supongamos que S es compresible hacia W;. Después
de empujar un poco a S hacia Wy, podemos ver a S; como una superficie de Heegaard de W7,
esto es W, = (Hy, W1 N Hy; S1). La compresién de S es una O-reduccién de Wi. Asf que, por
el Teorema, 2.20, existe un disco D J-reductor que intersecta a S; en un sélo circulo; podemos
tomar 9D disjunta de A; y Ay. Pero esto contradice la maximalidad de A;. Por lo tanto S es
incompresible.

Si S no es una coleccién de esferas, hemos encontrado una superficie incompresible en M.
Supongamos que S es una coleccién de esferas, entonces tiene una componente S, que tiene
lunares rojos y azules, al menos uno de cada color. Sea ¢ C Sy un curva cerrada que separa
a los lunares rojos de los azules, asi o separa a Sy en dos discos que contienen lunares de
un color, Dy y Dy. Si Dy contiene a los rojos y Dy a los azules, empujamos Dy a Hy y Dy

a Hy; tenemos que Sy se descompone en dos discos por lo que es una esfera reductora para
(Hy, Hy; S). [
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2.4 Distancia de una descomposiciéon de Heegaard

Al final de la demostracién anterior, S divide a M en dos 3-variedades, no necesariamente
conexas, Wp y Wy, Cada componente de W; hereda una superficie de Heegaard (una compo-
nente de S;) de género menor que S. Esta descomposicién podria ser nuevamente débilmente
reducible por lo que podemos repetir el proceso anterior. A la larga, una descomposicién
de Heegaard reducible se rompe en una serie de descomposiciones fuertemente irreducibles.
Las descomposiciones que consisten de mas de un bloque (no necesariamente fuertemente
irreducibles) se conocen como descomposiciones de Heegaard generalizadas (Figura 2.9).

By,
Sn
Ay
Fn—l
Fy
By
S
Ay
Fy
By
S
Ay

Figura 2.9: Esquema de una descomposicién de Heegaard generalizada

2.4. Distancia de una descomposicion de Heegaard

Sea S una superficie orientable, el complejo de curvas de S, denotado por C(S), se define
como:

= Los vértices son las clases de isotopia de curvas simples cerradas esenciales en S, a las
que denotaremos por [v].

» ), .., [7k] determinan un k-simplejo de C'(.S) si tienen representantes que no se inter-
sectan dos a dos.

Observemos que si S es una esfera o un disco, el conjunto de curvas esenciales es vacio. Si §
es el 2-toro, cualesquiera dos curvas esenciales no isotépicas de S se intersectan. En adelante,
solo consideraremos superficies para las cuales su complejo de curvas es no vacio y no consiste
de puntos aislados.

Para un par de curvas esenciales en la misma componente de S, v; y 72, se define la distancia
dc([nl, [12]) como el minimo nimero de aristas que conectan a [y;] con [ys]; claramente,
si y1 ¥ 72 son isotépicas do([n], [12]) = 0. Si v ¥ 72 estdn en distintas componentes de S,
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2 Descomposiciones de Heegaard

dc(y1,72) = oo. Por tltimo, usaremos la convencién de (7, #) = 0 para cualquier curva esencial
vy CS.

Sea (Hy, Hy; S) una descomposicién de Heegaard de una 3-variedad compacta M. La superficie
S puede ser compresible de varias formas hacia cada uno de los cuerpos de compresién H; y
H,. Si Ty es el conjunto de todos los discos de compresién de S que se encuentran en Hy y I'y
el conjunto de todos los discos de compresién de S en Hy, I'; y OI'y son curvas esenciales en
S. Asi que considerando el complejo de curvas C(S), es posible medir que tan compresible es
S hacia ambos lados. En [6], Hempel definié la distancia de Hempel de una descomposicion
de Heegaard (Hy, Hy; S) como:

d(S) = min{do([9a], [98])| € T1, B € Ty},

Si d(S) = 0, existen discos de compresién de S en ambos lados tales que sus fronteras tienen
distancia 0 en el complejo de curvas; podemos isotopar ambos discos de tal forma que coincidan
sus fronteras, al pegar las fronteras obtenemos una esfera que intersecta a S en una unica
curva esencial, lo cual implica que la descomposicion es reducible. Es evidente que si ahora la
descomposicién es reducible, la distancia de Hempel es 0.

Supongamos que d(S) = 1, con un razonamiento andlogo al caso anterior, obtenemos que
existen discos a cada lado de S cuya frontera es disjunta y no isotépica (de lo contrario
d(S) = 0), lo cual implica que la descomposicién es débilmente reducible. Reciprocamente, si
la descomposicién es débilmente reducible, d(S) < 1.

De las observaciones anteriores obtenemos las siguientes equivalencias:

Teorema 2.24. Sea (Hy, Hy; S) una descomposicion de Heegaard de una 3-variedad compacta
M, entonces se cumple lo siguiente:

a) d(S) =0 siy sdlo si la descomposicion es reducible.
b) d(S) <1 siy sdlo sila descomposicion es débilmente reducible.
c) d(S) > 2 siy solo si la descomposicion es fuertemente irreducible.

En [6], Hempel probé que si una 3-variedad M contiene un toro incompresible, entonces
d(Hy, Hy; S) < 2, para cualquier descomposicién de Heegaard (Hy, He;S) de M. Posterior-

mente, Hartshorn generaliz6 este resultado en [5].

Teorema 2.25 (Hartshorn). Si M es una 3-variedad irreducible que contiene una superficie

ortentable e incompresible de género g > 1, entonces cualquier descomposicion de Heegaard de
M tiene distancia a lo mds 2g.

En el Capitulo 4 definiremos la distancia circular de una descomposicién del exterior de un
nudo y probaremos un resultado analogo para acotar dicha distancia.
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2.4 Distancia de una descomposiciéon de Heegaard

2.4.1. Complejo de arcos y curvas de una superficie

Cuando una superficie S tiene frontera no vacia es posible considerar, ademas de curvas
simples cerradas, arcos simples propiamente encajados en S; es decir, arcos cuyos extremos
estan en 0S. De forma andloga, al complejo de curvas C(S), construimos el complejo de
curvas y arcos de S, denotado por AC(S), como:

= Los vértices son las clases de isotopia de arcos y curvas cerradas simples esenciales en S.
= [Y], ..., [7x] determinan un k-simplejo de AC(S) si tienen representantes que no se
intersectan dos a dos.

De esta forma, es claro que podemos ver a C'(S) como un subcomplejo de AC(SS). Se define la
distancia d4¢ en el complejo AC(S) similarmente a como lo hicimos en el complejo C(.5).

Lema 2.26 ([11], seccién 5). Sea S una superficie orientable, conexa, de género g y con n
componentes en su frontera. Para cualesquiera vy, 2 en C(S) se cumple:

a) Si2g+1>5,
1
§dc(71,72) <dac(m1,72) < dc(y1,72)-

b) Si(g,m)=(1,1),
do(m,72) < dac(y1,72) < de(n, 72) + 2.

c) Si(g,n)=(0,4),
1
5d0(71a72) < dac(71,72) < de(71,72) + 2.

23






3 Exterior de un Nudo

Sabemos que toda 3-variedad compacta tiene una descomposicion de Heegaard, lo cual incluye
a exteriores de nudos. Sin embargo, nos gustaria descomponer a F(K) usando una superficie
de Seifert como superficie de Heegaard; pero hasta el momento hemos usado superficies
cerradas para tal papel. Si abstraemos la definicion de cuerpo de compresion, no es dificil ver
que un cuerpo de compresiéon W es en realidad un cobordismo entre dos superficies cerradas
0_W y 0, W que se obtienen al pegar asas de forma particular.

Definicién 3.1. Un cuerpo de compresion generalizado W es un cobordismo rel O entre dos
superficies 0. W y O_W (posiblemente con frontera no vacia) tal que W = (0, W x I) U2 —
asas U3 — asas (pegadas a lo largo de 0. W x {1}) y O_W no tiene componentes que sean
2-esferas. Si O_W # () y W es conexa, entonces W se obtiene de pegar 1-asas a O-W x I a lo
largo de discos en O_W x 1. La frontera de W se divide en 0. W, O_W vy la frontera vertical
OW =00, W) x I =0(0_-W)xI.

Figura 3.1: Cuerpo de compresién.

Con esta definicién obtenemos un cuerpo de compresién cuando 9(904 W) = (; si, ademads,
O_W =0, lo que obtenemos es un cubo con asas. En adelante, nos ahorraremos la palabra
“generalizado” para referirnos a los cuerpos de compresion generalizados.

Sea M una variedad y f: M — S! una funcién suave. Para un punto z € M elegimos una
vecindad V' de f(x) en S' difeomorfa a un intervalo abierto de R y sea U = f~!(V). La
funcién restringida f|U se identifica entonces con una funcién suave de U a R, De esta forma,
todas las nociones locales de Teoria de Morse con valores reales, en particular las nociones
de punto critico no degenerado e indice de punto critico, se traducen inmediatamente para
funciones con valores circulares.
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3 Exterior de un Nudo

Definicién 3.2. Una funcion suave f : M — S* es de Morse si todos sus puntos criticos son
no degenerados.

Denotaremos por S(f) al conjunto de todos los puntos criticos de f y por Si(f) al conjunto
de puntos criticos de indice k.

Como en el primer capitulo, si M es compacta entonces S(f) es finito; en este caso denotaremos
por m(f) y mi(f) a las cardinalidades de S(f) y Sk(f), respectivamente. Una funcién de
Morse es minima si el nimero my(f) es minimo para toda k, sobre la clase de todas las
funciones de Morse homotopicas a f.

Atun en el caso de funciones de Morse con valores reales no siempre existen funciones de
Morse minimas, el problema es que en general los niimero de Morse my(f) no son minimos
simultaneamente. En la primera secciéon mostraremos que siempre es posible encontrar una
funcién de Morse minima para el exterior de un nudo y que dicha funcién sélo tiene puntos
criticos de indice 1 y 2.

3.1. Descomposicion en asas de E(K)

Sea f : E(K) — S una funcién de Morse, supongamos que 1 € S* es un valor regular
de f. Consideremos al cubriente ciclico infinito E(K) de E(K) y sea F : E(K) — R un
levantamiento de f. W = F~1(]0,1]) es un cobordismo entre dos superficies con frontera
F~1(0) y F~*(1). Los siguientes resultados se pueden encontrar en [21].

Lema 3.3. Eziste una funcion de Morse reqular g : E(K) — S* tal que my(g) < my(f) para
cada k y una de las superficies que corresponde a un nivel reqular de g es conexa.

Demostracién. Supongamos que S = F~1(0) es no conexo. Construyamos una funcién f, tal
que para cada k, my(fo) < my(f) y se cumpla sélo una de las siguientes:

a) m(fo) < m(f) o bien
b) m(fo) = m(f) y fo tiene una superficie de nivel regular Sy tal que el nimero de
componentes conexas de S, es estrictamente menor que el de S.

Aplicando esta construccién sucesivamente probamos el Lema.

Como W es conexa y S no lo es, la funcién inducida por la inclusién Hy(S) — Ho(W) es
no inyectiva y por tanto tiene kernel no trivial. Por un argumento de reordenamiento (ver
[14]), podemos suponer que F' : W — R esta ordenado, es decir, existen valores regulares
0=a; <as <as<ay =1 tal que para cada + =0, 1,2, 3, todos los puntos de indice ¢ de F’
estdn en F~1([ay, a;1]).

Consideramos las siguientes inclusiones:

S =F7Y0) ¢ FH([0,a1]) € F71([0,as]) € W.

F~1([0, a;]) se obtiene al pegar 0-asas a F~1(0) x I y W se obtiene al pegar 2-asas y 3-asas a
F~([0, ag]). asi que la primera y tercera inclusién inducen monomorfismos en Hy, por lo que
la segunda inclusién induce un morfismo no inyectivo. Esto implica que pegamos una 1-asa
que une a dos componentes distintas de F~1([0, a;]). Tenemos dos casos:
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3.1 Descomposicién en asas de E(K)

i) Ambas componentes son componentes de F~(0) x I.
ii) Al menos una de las componentes es una 0-asa.

En el primer caso podemos redefinir la funciéon de Morse F' para que la superficie de nivel
S tenga una componente menos. En el segundo caso podemos eliminar la 0-asa y la 1-asa
involucradas, de esta forma obtenemos una funcion de Morse con menos puntos criticos. [

Si ahora S es conexa, con un argumento de cancelacién como en la demostracion anterior, no
es necesario pegar 0-asas para obtener W. Haciendo lo mismo para la funciéon de Morse —F/,
encontramos que podemos deshacernos de todos los puntos criticos de indice 3.

Lema 3.4. Si f tiene una superficie de nivel reqular conexa S, entonces existe una funcion
de Morse g que no tiene puntos criticos de indice 0 o 3 y tal que S es una superficie de nivel
de g. Mdas ain, m1(g) < mi(f) y ma(g) < mao(f).

De los Lemas 3.3 y 3.4 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Eziste una funcién de Morse minima f : E(K) — S con tnicamente puntos
criticos de indice 1 y 2.

Del Lema 3.4 obtenemos que podemos descomponer al exterior de un nudo como sigue:
EK)=(RxI)UN;UT; U...UN,UT;)/R x {0} ~ R x {1},

donde R es una superficie de nivel regular conexa de f y por tanto una superficie de Seifert
para K; N; es una coleccion de 1-asas correspondientes a puntos criticos de indice 1 y T; es
una coleccién de 2-asas correspondientes a puntos criticos de indice 2.

Llamaremos descomposicion circular en asas para E(K) a la descomposicién anterior. Esta
nocion fue introducida por Fabiola Manjarrez en [13], al igual que ella definimos las superficies

Si=c[0(RxI)UNUTU...UN;) \ (OE(K)UR x 0)]

Fiyp=co(Rx )UN;UTYU...UN; UT;)\ (OE(K)UR x 0)],
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3 Exterior de un Nudo

parai=1,....k. Cuando ¢ = k, Fy,1 = F) = R.

Llamaremos superficie de nivel delgada a F; y superficie de nivel gruesa a S;. Es importante
notar que, aunque F; y S; no necesariamente son conexas, una de sus componentes (la que
contiene a su frontera) es una superficie de Seifert para K.

Si ademas hacemos W; = (collarF;) U N; UT;, S; divide a W; en dos cuerpos de compresién
A; = (collarF;) U N; y B; = (collarS;) UT;. De esta forma obtenemos una descomposicion
de Heegaard de W; en cuerpos de compresion A; v B;, donde 0_A; & R, 0_By, =2 Ry
0(0+A;) = 0(0+B;) = OR. Finalmente, se define la frontera vertical de cada cuerpo de
compresién como 0,(A;) = 0A; NOE(K) y 0,B; = 0B; N OE(K), i.e. la parte de frontera que
estd en la frontera del exterior. De esta forma, la frontera de nuestros cuerpos de compresion
se divide en: 04, 0_ y 0,.

Con las definiciones anteriores podemos escribir

E(K) = (A Ug, B1)| J(42Us, Bo) | - | J(Ax Us, Bi).

Fy F3 Fy,

Denotaremos por (Fy, Si, ..., Fi, Sk) a esta descomposicion.

3.2. Posicidn circular delgada para nudos

Ahora que ya tenemos a E(K) con una estructura de asas, quisiéramos fijarnos en la descom-
posicién mas simple; ese sentido de simplicidad nos lo daran las superficies gruesas. Para una
superficie cerrada y conexa S, definimos su complejidad como ¢(S) =1 — x(5). Si S es una
superficie compacta, conexa y con frontera no vacfa, ¢(S) = 1 — x(S5), donde S denota a S
con sus componentes frontera tapadas por discos. Si S = S% 0 S = D?, ¢(S) = 0. Finalmente,
si S es disconexa ¢(S) = Y ¢(S;), donde S; son las componentes de S.

Observacion 3.6. Si S es una superficie y obtenemos S’ al realizar una compresién no trivial,
entonces ¢(S") < ¢(S).

Sea K C S% un nudo y D una descomposicién circular para F(K), definimos el ancho circular
de D, denotado por cw(E(K), D), como el conjunto de enteros ordenados de manera no
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3.2 Posicién circular delgada para nudos

creciente {c(S;)}. Definimos el ancho circular de E(K), cw(E(K)), cémo el minimo sobre
todos sus posibles anchos, comparandolos con el orden lexicogréfico. Diremos que F(K) estd
en posicion delgada si el ancho de la descomposicién es el ancho circular de E(K). Si el
nudo K es fibrado, definimos cw(FE(K)) = 0. De forma andloga a [19] se satisface el siguiente
resultado.

Teorema 3.7 ([13]). Si E(K) estd en posicion circular delgada, entonces:

1. Cada descomposicion de Heegaard (A;, By; S;) es fuertemente irreducible.
2. Cada F; es una superficie incompresible en E(K).
3. Cada S; es una superficie débilmente incompresible.

Demostracion. 1. Supongamos que (A;, B;; S;) es débilmente reducible para algin i, entonces
existen dos discos compresores de S;, Dy C A; y Dg C B; tales que 0Dy N 0Dg = 0.
Comprimimos S; hacia 4; a lo largo de D, para obtener la superficie S# que divide a A; en
cuerpos de compresién H{' y Hs'. Hacemos lo mismo para B;. Se tiene:

O_H{'=F, 0,H)=0,H})=5" 0_H}=25,,

O_HP=S;, 0,HP =0, HP =SSP, 0_H =F, .

Asi que obtenemos una nueva descomposicién para F(K) cuyo ancho difiere de la original al
cambiar ¢(S;) por ¢(S#) v ¢(SP). Por el Lema 3.6 esta nueva presentacién tiene un ancho
circular menor, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto (A4;, B;; S;) es fuertemente irreducible.
2. Supongamos que F; es compresible para algin ¢ y sea D’ un disco de compresién. Sea
F = J F;, con un argumento de curva de mas adentro, podemos encontrar un disco D tal
que DN F = 0D C Fj; para algin j. Como 0D es una curva de mas adentro de D'N F', D
no intersecta a Fj_; o a Fji1; es decir, D estd contenido en W; o en W;_;. Sin pérdida de
generalidad supongamos que D estd contenido en W;, entonces D es un disco compresor de
0_A; en W;. Por el Teorema 2.22 (A;, B;;S;) es débilmente reducible lo que contradice 1.

3. Se sigue de 1. O

El reciproco del Teorema 3.7 no siempre es cierto. El exterior de un nudo puede tener una
descomposicion en asas circular que cumplen 1, 2 y 3, pero tal descomposicion no tiene que
ser la méas delgada. Llamaremos a una descomposicién localmente delgada si sus superficies
delgadas F; son incompresibles y sus superficies gruesas S; son débilmente incompresibles.

Recordemos que un nudo es fibrado si su exterior admite una fibracién sobre S* con fibra
una superficie de Seifert. Si K es un nudo con una descomposicién delgada circular en la que
las 1-asas se agregan antes que las 2-asas, tal descomposicion consta de sélo dos cuerpos de
compresion.

Definicién 3.8. K es casi-fibrado si tiene una descomposicion circular delgada de la forma

E(K)=((RxI)UN,UT})/Rx0~Rx1
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3 Exterior de un Nudo

En [4] se prueba que los nudos primos no fibrados de hasta 10 cruces son ejemplos de nudos
casi-fibrados; ademads, tal descomposicién circular delgada es realizada por una superficie de
Seifert de género minimo.

El siguiente teorema es uno de los resultados obtenidos por Manjarrez en [13], por completez
de este trabajo, presentaremos su prueba.

Teorema 3.9. Sea K C S® un nudo. Al menos una de las siguientes opciones de cumple:

a) K es fibrado,

b) K es casi-fibrado,

c) K contiene una superficie cerrada esencial en su complemento. Mds ain, esta superficie
estda en el complemento de una superficie de Seifert para el nudo.

d) K tiene al menos dos superficies de Seifert incompresibles no isotdpicas.

En la demostracion de este teorema necesitamos aplicar un resultado de Waldhausen al doble
de E(K), E(K)#sE(K), dicha tarea se desarrolla en los siguientes lemas.

Lema 3.10 ([23], Proposicién 5.4). Sea M una 3-variedad irreducible. Sean F y G superficies
incompresibles en M tales que OF C OF N0G y FFNG consiste de curvas simples cerradas
disjuntas, con interseccion transversal a cualquier curva que no estd en OF. Supongamos que
existe una superficie H y una funcion f: H x I — M tal que f|uxq es una funcion cubriente
sobre F' y f(O(H x I)\ H x0) C G. Entonces eziste una superficie H y un encaje HxI— M
tal que

Hx0=FCF y d@HxI)\Hx0)=GcCG

(es decir, una pequena pieza de I es paralela a una pequena pieza de G ); mds ain, FNG = 0F
y, o bien GNF =0G o F y G son discos.

Lema 3.11. Sea M wuna 3-variedad irreducible. Sean F' y G dos superficies cerradas, in-
compresibles, conexas, disjuntas e isotopicas en M. Entonces F' y G son paralelas, en otras
palabras, son cofrontera de una region producto en M.

Demostracion. Como F y G son isotopicas, existe H : M x I — M tal que hy : M — M,
dada por hy(x) = H(z,t), es un homeomorfismo para todo t € I, hg = idy vy hi(F) = G.
Definimos f = H|pxs : F' x I — M. La restriccién de f a F' x 0 es la identidad sobre F', asi
que es una funcién cubriente sobre F. Mas aun, como F' es una superficie cerrada,

JOF xH\Fx0)=f(Fx1l)=mnF)=G

Aplicando el Lema 3.10 encontramos superficies paralelas F C FyG C G tales que
FNG =98F;, como FNG =0, F =  asi que F y G no pueden ser discos y por tanto
G intersecta a F en dG, esto tltimo implica que dG = 0. Por dltimo, basta notar que las
unicas subsuperficies de F' y G con frontera vacia son ellas mismas, por lo que F'y G son
paralelas. O

Lema 3.12. Sea K C S3 un nudo. Si F' y G son superficies de Seifert disjuntas, incompresibles
e isotopicas en E(K), entonces F' y G son paralelas.
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3.2 Posicién circular delgada para nudos

Demostracion. Sea M el doble de E(K), es decir M = E(K)#9E(K). M es una variedad
irreducible pues se construye al pegar dos copias de F(K) a lo largo de su frontera. Sean F” y
G’ las superficies cerradas en M que se obtienen al pegar las dos copias de F'y las dos copias
de G, respectivamente. Por hipdtesis, F’ y G’ son incompresibles, disjuntas e isotépicas, asi
que por el Lema 3.11 son paralelas.

Por construccion, la interseccién en M de F' y G’ con la imagen de 0E(K) son cofrontera
de un anillo producto A en la imagen de 0F(K), el cual estd acotado por F’ y G'. Podemos
separar M a lo largo de OE(K) para recuperar a la variedad E(K). Las superficies F'y G
heredan el paralelismo de F’ y G’, por lo que F'y G son cofrontera de una regién producto
en F(K). O

Demostracion del Teorema 3.9. Sea K C S un nudo, consideremos una descomposicién
circular delgada

D=(RxI)UN,UT1U..UN;UT},/Rx0~Rx1

donde R es una superficie de Seifert, N; son 1-asas y T; son 2-asas.

Supongamos que K no es fibrado ni casi-fibrado, entonces existe una superficie de nivel
delgada F, diferente de R. Por el Teorema 3.7, Fy es una superficie incompresible en E(K).
Si F, no es conexa, entonces F, contiene una componente cerrada F}, y una componente con
frontera F}/; claramente Fj es una superficie de Seifert para K y Fj es una superficie esencial
(pues es incompresible, 0- incompresible y no es d-paralela) que vive en el complemento de
FY; es decir, se cumple ¢).

Supongamos ahora que F5, es conexa, entonces Fy es una superficie de Seifert incompresible.
Si F; es isotopica a R, entonces R también es incompresible y por el Lema 3.12 son paralelas;
es decir, acotan una region producto. Podemos cambiar la descomposicién

D=(RxI)UNUTIU..UN,UT,/Rx0~Rx1
= (A1 Us, B) | (42 Us, Bo) |-\ J(Ar Us, Br)

Py I3 Fy,
por

D=(RxI'YVUN;UTLU..UN,UT;/Rx0~Rx1
= (A'Us, By) | J(4s Us, Bs) |- [ J(Ax Us, By)

F;3 Fy Fy,

k

F,
S
Fy
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3 Exterior de un Nudo

Se tiene que cw(E(K),D') < cw(E(K),D), lo cual contradice que D estaba en posicién
delgada. Podemos concluir que F' no es isotopica a R por lo que se cumple d). O]

3.3. Superficies en cuerpos de compresion

Sea K C S un nudo cuyo exterior F(K) tiene una descomposicién en asas circular
(F1, S, ..., By, Sk). Supongamos que G C FE(K) es una superficie esencial y orientable de
género g. Consideramos su interseccién con el cuerpo de compresion A;, si en G N A; hay una
componente Gy 0-compresible, entonces existe un disco D propiamente encajado en A; tal
que 0D = a U B, donde « = D NGy y B C 0A; son arcos.

Queremos hacer 0-compresién a G N A; de tal forma que globalmente la nueva superficie
sea isotdpica a G. Si S NIE(K) = 0, podemos hacer d-compresion en A; empujando la
superficie hacia otro cuerpo de compresion (B; o B;_1). Especificamente, supongamos que
BNOE(K) =0y p CS; sean(a) C Gy una vecindad regular de «, empujamos n(«) a lo
largo de D traspasando S;. Esto remueve una l-asa (de dimensién 2) de G y pega una l-asa
en B; a Gy (Figura 3.2). Al hacer esto la superficie resultante es isotépica a G.

Figura 3.2: 0*-compresion.

A la movida anterior la llamaremos una 0*-compresion de G de A; a B;. Si G admite una
O*-compresion de A; a B;, diremos que G es 0*-compresible de A; a B;. De forma andloga se
definen 0*-compresion de A; a B;_1, de B; a A; y de B; a A;;1. La idea de realizar una 0-
compresion que mueva la superficie de un cuerpo de compresién a otro fue dada por Hartshorn
en [5]. Lamb y Weed introdujeron la 9*-compresién para descomposiciones circulares en [12].

En general, si W es un cuerpo de compresion y R es una superficie propiamente encajada en W,
R es 0*-compresible si es d-compresible hacia 0_W o 0, W. Diremos que R es 0*-incompresible
si no es posible realizar una 0*-compresion a R.

Lema 3.13. Supongamos que G’ es el resultado de hacer una 0*-compresion a G de A; a B;.
Entonces x(G'MA;) =x(GNA)+1yx(GNB;) =x(GNB;) —1.
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3.3 Superficies en cuerpos de compresion

Demostracion. Hacer una 0*-compresién es equivalente a remover una l-asa de dimensién
2, la cual es homotépica a una 1-celda con caracteristica de Euler —1, asi que al removerla
aumentemos la caracteristica de Euler por 1; es decir, x(G' N A;) = x(GN A;) + 1.

Como G N A; y GN B; s6lo se intersectan en circulos, los cuales tienen caracteristica cero,
X(GN(A;UBy)) =x(GNA;)+ x(GN B;). Fuera de A; U B;, la superficie permanece igual,
ademéas G’ es isotopica a G, por lo que x(G’) = x(G). Haciendo cuentas, obtenemos que
X(G'NB;)=x(GNB;) — 1. O

Diremos que un anillo es 0*-paralelo si es d-paralelo a S; o a F; en A;. Sea Gy un anillo
O*-paralelo y o un arco, como en la definicion de 9*-compresién, que une a las dos fronteras
de Gy. Al hacer 0*-compresion obtenemos un disco que es d-paralelo a S; o Fj, por lo que
podemos isotopar GGy para eliminar la interseccion. A esta clase de compresién la llamaremos
0*-compresion anular. Cualquier J*- compresién que no sea anular se llamara 0*-compresion
elemental.

Es importante observar que al hacer una 9*-compresion anular y eliminar el disco resultante,
lo que hacemos es eliminar una componente anillo de G N A;, asi que la caracteristica de Euler
no cambia; es decir, x(G' N A;) = x(GNA;) vy x(G'NB;) = x(GN By).

En el Teorema 2.11 mencionamos que las tinicas superficies propiamente encajadas en cuerpos
de compresion que son incompresibles, 0-incompresibles y que no son d-paralelas son discos
esenciales y anillos producto. Quisiéramos dar un resultado analogo para nuestros nuevos
cuerpos de compresién, el problema radica en que la frontera de A; y B; esta dividida en tres
partes: 0, 0_ y O,.

Recordemos que A; = (F; x I) U N;, donde N; es una coleccién de 1-asas pegadas a F; x 1.
Elegimos un arco esencial v propiamente encajado en F; x 1 que es disjunto de los discos por
los que se pega N;; de esta forma, D = v x [ es un disco esencial propiamente encajado en
A; que es disjunto de N;. Llamaremos a D un disco producto y a v un arco generador en Fj.
Similarmente se define un disco producto en B;.

Figura 3.3: Disco producto.

Teorema 3.14. Sea W un cuerpo de compresion con eractamente una componente en su
frontera vertical. Las unicas superficies conexas, incompresibles, 0*-incompresibles y que no
son O-paralelas en W son discos esenciales, anillos producto y discos producto.
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3 Exterior de un Nudo

La demostracion de este teorema se sigue de los siguientes dos lemas.

Lema 3.15. Supongamos que R es una superficie conexa, incompresible y no 0-paralela
propiamente encajada en W, que puede ser isotopada para ser disjunta de O,W. Si R es
0*-incompresible, entonces R es un disco esencial o un anillo producto.

Demostracion. Sea A un sistema de discos minimal de W disjunto de R (usando un argumento
de curva de mas adentro y arco de mas afuera, siempre es posible encontrar dicho sistema
de discos). Cortando a W a lo largo de A obtenemos una 3-variedad V' = 0_W x I, por lo
que R C V. Si 9V NR =10, entonces R es cerrada y, por lo tanto, compresible; se sigue que
OV N R # (). Sin pérdida de generalidad supongamos que RN O_W # ().

Si ocurre que g(R) > 0, m(R,0R N O_W)' tiene un elemento no nulohomotépico. Como
V=20 W xI,m(V,0_W) consiste inicamente del elemento nulohomotdpico. Por lo anterior,
existe un lazo esencial en R que es frontera de un disco en V, lo que implica que R es
compresible, . Por tanto g(R) = 0.

Sabemos que RN O_W ## (), si tal interseccién consta de mds de una componente, elegimos a
dos puntos, x1 v x5, en componentes distintas. Como R es conexa, existe un arco a que une a
X1 con Ty, dicho arco es esencial en R pues su frontera esta en componentes distintas de JR.
Si O_W es no conexa, R estd contenida en 0_W' x I, donde 0_W’ es una componente conexa
de O_W; podemos considerar un arco 5 en 0_W que une a x; con x,. Nuevamente, como la
clase de homotopia de un punto es la unica clase de m(V,0_W), existe un disco D en W
cuya frontera es a U . Hemos llegado a que R es 0*-compresible, lo cual es un contradiccion,
por lo que RN O_W consta de sélo una componente.

Con un razonamiento anédlogo y usando que m(V,0_-W x {1} C 0, W) es el conjunto del
elemento nulohomotopico, obtenemos que ‘R N 8+W| < 1. Concluimos que R es un disco
esencial si no intersecta a 9, W y un anillo producto si lo hace. [

Lema 3.16. Sea W un cuerpo de compresion con exactamente una componente en Su
frontera vertical. Supongamos que R es una superficie conexa propiamente encajada en W,
incompresible y no 0-paralela, que no puede ser isotopada para ser disjunta de 0,W. Si R es
O*-incompresible, entonces R es un disco producto.

Demostracion. Primero isotopamos a R de tal forma que intersecte a 0, en un ntmero
minimo de arcos. Tal intersecction consiste de una colecciéon de al menos dos arcos esenciales
y paralelos en 9,W (de lo contrario podemos isotopar a R para hacerla disjunta de 9,W).
Podemos isotopar a RN d,W para que sea vertical con respecto a la identificaciéon W =
(O-W x I)U N;, es decir, cada arco en RN 9d,W puede considerarse como {x} x I para algin
€ 0(0_W).

1 Sea (X,wg) un espacio punteado y A C X que contiene a x. Para n > 1, el n-ésimo conjunto de
homotopia relativa de (X, A, z¢) se define como:

Wn(XaAva) = [(Dnv‘snilasnfl) — (X,AaxO)},
donde s, = (1,0, ...,0) € S™ es el punto base en comtin de S y D1,

Para n > 2, se puede definir la operacién concatenacién como en 7, (X, z), haciendo a 7, (X, A, xg) un grupo.
Usualmente nos olvidamos del punto zy y abreviamos como m, (X, A).
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3.3 Superficies en cuerpos de compresion

Como en el lema anterior, encontramos un sistema de discos minimal A para W e isotopamos
R para que esté contenida en la 3-variedad que se obtiene al cortar W a lo largo de A,
V=0_WxI.

Si g(R) > 0 entonces 7 (R, RNO_W) tiene un elemento no nulohomotépico. Como 7 (V, 0_W)
consiste del elemento nulohomotdpico, existe un lazo esencial en R que es frontera de un disco
en V', lo cual implica que R es compresible. Se tiene entonces que g(R) = 0.

Como G N 9,W consiste de por lo menos dos arcos esenciales, |R N 0_W‘ , ’R N 8+W| > 1.
Si OR intersecta a 0_W en méas de una componente, elegimos a dos puntos z; y zs en
componentes distintas de JRNI_W \ 9,W. Como R es conexa, existe un arco a en R que
une a x; con Tp. Si O_W es no conexa, R estd contenida en 0_W" x I, donde O_W" es la
componente con frontera de d_W; podemos considerar un arco S en 0_W que une a x; con
z9. Como el tnico elemento de m1(V,0_-W) es la clase nulohomotdpica, existe un disco D
en W cuya frontera es a U (3, pero esto contradice que R es 0*-compresible. Aplicando un
razonamiento analogo para d,W obtenemos que ‘R N 8,W’ =|RN 8+W| =1

Tenemos que OR consiste de exactamente dos arcos en 0,W, un arco en 0, W y un arco en
O0_W; es decir, R es un disco.

Ahora consideremos una coleccién de arcos I' propiamente encajados en 0_W x 1 que son
disjuntos de los discos por los que se pegan las 1-asas de N;. Mas atn, elegimos I' de tal forma
que O_W \ n(T") es un disco, con n(I") una vecindad regular de I". Cada arco o € I" es un arco
generador para un disco producto D en W. Esta colecciéon de discos constituye un sistema de
discos minimal para el cubo con asas V. Con un argumento de disco de méas adentro y arco
de més afuera podemos hacer a R disjunto de este sistema de discos, por lo que R es un disco
producto de W. O

Por el momento, nos enfocaremos en analizar como se comporta una superficie orientable en
E(K) después de hacerle una 0*-compresion:

Lema 3.17. Sea G una superficie orientable propiamente encajada en E(K) tal que G N A;
es incompresible en A; y cada componente de GNS; es esencial en S;. Denotamos por G' al
resultado de hacer una 0*-compresion elemental de A; a B;. Entonces:

1. G’ es incompresible en A;.
2. Las componentes de G' NS; también son esenciales en S;.

Demostracion. Por hipétesis existe un disco D C A; tal que 0D = aU 3, donde o« C G N A;
y 8 C S;. Podemos elegir una vecindad D x [ tal que 0D x [ = (aUpB) x I, axI CGy
p x I C S;. Esta compresién elemental reemplaza a a x I por los discos Dy = D x {0} y
D, =D x {1}.

1. Supongamos que G’ es compresible en A;, entonces existe un disco de compresién D' C A;.
Isotopamos ¢ = 9D’ para ser disjunta de Dy y D;. Deshaciendo la compresién elemental
podemos ver a D’ como un disco de compresién para G, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, G’ es incompresible en A;.

2. Supongamos que existe una componente ¢ C G’ N'S; que es frontera de un disco D’ en S;.
Por hipdtesis, ¢’ debe ser una curva generada por la compresién elemental de GG. Consideramos
el arco § C S; por el que se hace la J*-compresién; tenemos dos opciones, la frontera de 3
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3 Exterior de un Nudo

estd en una o en dos componentes de G N S;.

Si # une puntos de la misma componente ¢ C GG N.S;, al hacer la 0*-compresion, ¢ se divide en
dos componentes, digamos ¢; y ¢z. Supongamos que ¢’ = ¢;, entonces ¢; es frontera del disco
D" en S;. Como ¢y Ney =0, ca C D' o bien ¢o C S; \ D' (Figura 3.4). En el primer caso ¢y
debe ser frontera de un disco D” en D’; al revertir la 9*-compresion, D’ y D" comparten a 3
en su frontera, por lo que D'\ D” es un disco en .S; con frontera ¢, lo cual es una contradiccion.
En el segundo caso descomponemos la frontera de D’ en dos pedazos, 9D’ = U ~, donde
v =c1 \ B; se tiene que D U D’ es un disco con frontera a U~y C G, por lo que constituye un
disco de compresion de G en A; lo cual contradice el inciso anterior.

C

01162
Cc
C

Figura 3.4: 8 une puntos de la misma componente.

Supongamos ahora que [ une puntos de distintas componentes de GN.S;, ¢; y ¢o. Nuevamente,
tenemos dos casos: D’ contiene o no a  (Figura 3.5). Si § estd en D', al deshacer la 0*-
compresion ¢y y ¢o resultan ser no esenciales en S;, lo cual es una contradiccion. Si ahora 3
no estd en D', al revertir la *-compresién obtenemos un anillo A con componentes frontera
¢1 y ¢a. Empujando D’ hacia A; encontramos una compresién para A; por el inciso anterior
A debe ser no esencial y por tanto es 0-paralelo. Lo anterior implica que realizamos una
0*-compresién anular en lugar de una 9*-compresién elemental lo cual nos conduce nuevamente
a una contradiccion. O

El lema anterior se puede aplicar para cualquiera cuerpos de compresién consecutivos, por lo
que obtenemos el siguiente teorema. Denotemos por S = JS; y F = J F;.

Teorema 3.18. Sea G una superficie orientable propiamente encajada en E(K) tal que para
toda i, GNA; y GN B; son incompresibles y cada componente de G N (S U F) es esencial en
S UF. Denotamos por G’ al resultado de hacer una 0*-compresion elemental. Entonces:
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9}

H =

Cc

-C1
Co

Figura 3.5: 8 une componentes distintas.

1. G’ es incompresible en cada cuerpo de compresion.
2. Las componentes de G' N (S U F) también son esenciales en S U F.

En el siguiente teorema probamos que si G es una superficie cerrada e incompresible en E(K),
basta que }G N(FU S)‘ sea minimal para que las condiciones del Teorema 3.18 se cumplan.

Teorema 3.19. Si E(K) contiene una superficie cerrada, orientable e incompresible G tal
que |G N(FU S)| es minimal. Entonces

1. GNA; y GN B; son incompresibles en A; y B;, respectivamente, para toda i =1, ...,k

2. GN(FUS) es una coleccion de curvas simples cerradas esenciales en S U F'.

3. No hay componentes anillos O-paralelos en G N A; ni en G N B;. En particular no hay
anillos O*-paralelos en G N A; 0o GN B;.

Demostracion. 1. Supongamos que para algun ¢, G N A; tiene una componente compresible
en A;. Existe un disco D C A; tal que 0D es esencial en GN A;. Como G es incompresible en
E(K), existe un disco D' C G tal que 0D = 9D’. Como 90D no es frontera de un disco en
G N A;, D' intersecta a F; o S; (posiblemente a ambos) por lo que D' N (F U S) # (. Como
E(K) es irreducible, D U D’ es frontera de una 3-bola y podemos isotopar D’ en D, con lo
que reducimos el nimero de componentes en G N (F U S), lo cual es una contradiccion. La
demostracion para G N B; es analoga.

2. Supongamos que para alguna ¢ existe una curva c en GNF; que es inesencial en F;. Entonces
existe un disco D C F; tal que 9D = ¢. Como G es incompresible en E(K), existe un disco
D' C G tal que 9D" = ¢. Nuevamente, como F(K) es irreducible, D U D’ es frontera de una
3-bola. Isotopando D" en D reducimos el niimero de veces que G intersecta a F'U S, lo cual
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contradice la hipotesis de minimalidad. La prueba es analoga para G N .S;.

3. Supongamos que para alguna i, G N A; tiene una componente Gy que es un anillo 0-
paralelo. Como G es cerrada, G N d,A; = (); con esto, cualquier componente O-paralelo es una
componente 0*-paralelo. Al realizar la 0*-compresion se reduce el nimero de componentes en
G N (SUF), lo que es nuevamente una contradiccién. O

Lema 3.20. Sea G C E(K) una superficie cerrada, conexa, orientable e incompresible. Si
|G N (US)‘ es minimal y x(G N A;) <0 para algin i, existe una 0*-compresion elemental de
GﬂAl de Az GBZ‘ 0 aBi+1-

Demostracion. Como G es cerrada e incompresible, G N d,4; = (. Por el Teorema 3.19
G N A; es incompresible en A;. Si todas los componentes de G N A; fueran discos o anillos,
entonces x(G N 4;) > 0. Esto implica que existe una componente que no es disco ni anillo.
En particular, G N A; tiene una componente que es d*-compresible y tal compresion debe ser
una 0*-compresion elemental. O

En resumen, hemos probado que si G C E(K) es una superficie cerrada e incompresible que
intersecta a S U F' en un nimero minimo de curvas, entonces:

1. GNA; y GN B, son incompresibles en A; y B;, respectivamente, para toda : =1, ..., k.
2. Las curvas de G N (S U F) son esenciales en S U F.

Estas propiedades se preservan al hacer una 0*-compresién, que necesariamente es elemental.
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En este capitulo estudiaremos los resultados obtenidos por Kevin Lamb y Patrick Weed en
[12]. El andlogo a una descomposicién de Heegaard de una descomposicién circular en asas de
E(K) es cuando tal descomposicién sélo tiene un nivel delgado y uno grueso.

Definicién 4.1. Sea K C S un nudo y D una descomposicién circular en asas de E(K).
Decimos que D es admisible si sélo tiene un nivel grueso S y un nivel delgado F'. Para una
descomposicion admisible, llamaremos descomposicion de Heegaard circular de E(K) a la

pareja (F,S).

st O—r

Figura 4.1: Descomposicién admisible.

Es importante notar que como F' es una superficie de Seifert para K y S se obtiene de pegar
l-asas a F' x I, entonces S es conexa, lo que significa que S también es una superficie de
Seifert para K.

Las descomposiciones delgadas de los nudos casi-fibrados son ejemplo de descomposiciones
admisibles. Si K es un nudo fibrado, podemos construir una descomposicién de Heegaard
circular (Fy, F1) de E(K) usando una copia paralela F; de la superficie fibra Fp; en este
sentido, los nudos fibrados también admiten una descomposicion de Heegaard circular ain
cuando la funcién de Morse circular no tiene puntos criticos.

En adelante, supondremos que (F, S) es una descomposicién de Heegaard circular de E(K).

Lema 4.2. Sea G una superficie compacta y orientable propiamente encajada en E(K).
Supongamos que G' es el resultado de hacer una 0*-compresion de A en B, y sean ¢ C
GN(SUF) yd C G'N(SUF) curvas esenciales en la misma componente de SUF. Entonces
deo(c,d) < 1y, por tanto, dac(c, ') < 1.

Demostracion. Sea D el disco de 0*-compresion para G, tal que 9D = a U con a C GN A
y B CSUF.
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Supongamos que ¢ es una componente de GN (SUF') que se ve afectada por la 9*-compresion.
Si tal compresion es anular, ¢ es eliminada de S U F', asi que podemos hacerla disjunta
de cualquier ¢ en G’ N (S U F) y por tanto d(c,¢’) = 1. En adelante supondremos que la
0*-compresion es elemental.

Si ¢ es una componente de G N (S U F) que no se ve afectada por la 0*-compresién o
d € G'N(SUF) no resulta de hacer la 0*-compresién, entonces da(c, ) < 1, pues c~ ¢ o
cNd = 0. Resta calcular la distancia cuando ¢ es una componente de G N (S U F') afectada
por la 0*-compresion elemental y ¢ es resultado de dicha 9*-compresién. Procederemos de
forma andloga al Lema 3.17 dependiendo de las componentes que une el arco 5.

B une dos componentes. Sean ¢y, co C G N (S U F') dichas componentes. Para cada i = 1,2,
sea 1; una vecindad collar en S U F' de ¢; tal que el interior no intersecta a 3 y ¢; la frontera
de n; paralela a ¢; que no intersecta a 5. Si ¢’ es la curva resultante de hacer 0*-compresion;
se tiene que ¢ N ¢ = 0 por lo que de(c;, ¢) = do(é;, ) = 1.

[ une una componente. Sea ¢ la componente de G N (S U F) que contiene a los extremos de
£. Como G es una superficie orientable, podemos considerar una copia de GG hacia su lado
positivo o negativo de tal forma que no intersecte al disco D. Al realizar la 0*-compresién
estamos dividiendo a ¢ en dos componentes, digamos ¢}, ¢, C G' N (S U F), las cuales son
disjuntas de ¢, es decir, para i = 1,2, se tiene d¢(c,c;) = 1. ]

A continuacion definimos el andlogo de la distancia de Hempel para una descomposicion de
Heegaard circular del exterior de un nudo. En este caso, los cuerpos de compresion se pegan a
lo largo de dos superficies de Seifert, por lo que no basta considerar el complejo de curvas de
una de las superficies, en vez de eso consideramos el complejo de arcos y curvas de ambas.

Definicién 4.3. Sea K C S un nudo cuyo exterior E(K) tiene una descomposicion de
Heegaard circular (F,S). Denotemos por T' 4 y T'p al conjunto de todos los discos esenciales,
discos producto y anillos producto de A y B, respectivamente.

Definimos la distancia circular de (F,S) como

cd(F,S) = min{dac(0sa, 0sB) + dac(Ora, Opf)|a € T4, B € I'p}
y la distancia gruesa de S
td(S) = min{dAc(asoé,agﬁNOé ely,pe FB}.

donde dac denota la distancia en el complejo de arcos y curvas de S y F.

Es importante subrayar que los discos esenciales en 'y y I'g deben tener frontera en S, ya
que F', al ser la frontera negativa de los cuerpos de compresion A y B, es una superficie
incompresible hacia A y hacia B. Lo anterior no implica que F' sea incompresible en F(K).

Proposicién 4.4. Sitd(S) < 1, entonces cd(F,S) < 2.

Demostracion. Sean o € 'y y B € I'g que realizan la distancia td(S). Consideraremos varios
casos:
Caso 1: Si a 'y (8 son discos esenciales, como Op,0pf8 = 0, dac(Opa, dpf) = 0, asi que
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Cd(F, S) S dAc(agOé,agﬁ) S 1.

Caso 2: Si «v es un disco esencial y 8 un anillo producto o disco producto, Opa = 0, por lo
que dac(Ora, Opf) = 0, se sigue que cd(F,S) < dac(0sa, ds5) < 1.

Caso 3: Si a'y 3 son anillos producto o discos producto, hacemos uso de la estructura producto
de cada uno de los cuerpo de compresion; es decir, A = (F' x I}) UN; y B = (F X I3) U Ns,
donde I; es el intervalo [0, 1] y V; es un conjunto de 1-asas.

i) Supongamos que d ¢ (9sa, Jsf3) = 1, entonces existen representantes v, € [Jsa|y 2 € [0s0]
disjuntos en S. Por definicién de disco producto y anillo producto, podemos suponer que 7, y
72 no intersectan a N7 y N, respectivamente. Se sigue que o/ = v, X I1 y 5/ = 72 X I son
discos producto o anillos producto en F' x I; y F' x I, respectivamente, tales que al recuperar
los cuerpos de compresion se tiene que dac(0sa’,0s5’) =1y dac(Ora’,0rf') < 1 por lo que
cd(F,S) < 2.

i) Supongamos que dac(0sa, Jg3) = 0, entonces dsa ~ Jg5 en S (ambos son discos producto
o ambos son anillos producto) podemos hacer disjuntos a dsav y dsf3 en S y regresamos al
caso anterior. ]

Si K C 8% es un nudo fibrado, td(S) = 0 para la descomposicién de Heegaard circular (F,S)
de E(K), donde F = S es la fibra de la fibracién de E(K) sobre S'. Basta considerar un
anillo producto A en E(K) \ n(F) el cual es cortado por S en un par de anillos producto
a CAy B C B, conda=00.

De lo anterior, junto con la Proposicion 4.4, se obtiene el siguiente resultado para nudos
fibrados.

Lema 4.5. Si K C S? es un nudo fibrado y (F,S) es la descomposicién de Heegaard circular
de E(K), con F =S la fibra de la fibracién de E(K) sobre S*, entonces cd(F,S) < 2.

En adelante K C S? serd un nudo no fibrado, es decir F' y S no son superficies isotépicas en
E(K), lo que implica que los conjuntos N y T" de 1 y 2-asas, respectivamente, son no vacios.

Si nos olvidamos de los discos producto y anillos producto en I'y y I'g y, en vez de pensar
en la descomposicion de Heegaard circular de E(K), pensamos en (A, B;S) como una
descomposicién de Heegaard de E(K)\n(F'), con n(F') una vecindad regular de F' en F(K), la
distancia gruesa td(S) coincide con la distancia de Hempel d(S). A continuacién presentamos
una relacion més precisa entre las nuevas distancias y la distancia de Hempel.

Proposicién 4.6. Sea K C S® un nudo no fibrado y (F,S) una descomposicion admisible de

su exterior,
0 < td(S) < cd(F,S) < d(S) < 2td(S) + 4.

Demostracion. Las primeras dos desigualdades son evidentes. Por otro lado, si I'; es el
conjunto de todos los discos esenciales en A y I'y el de discos esenciales en B (como en la
definicién de la distancia de Hempel), I'y C 'y y I's C I'p. Las fronteras de I'y y I'; deben

La Proposicién 4.4 es un resultado propio y no se encuentra en [12], en dicho articulo emplean el Teorema
3 de [8] para probar que si K es fibrado y (F,S) es una descomposicién de Heegaard circular de E(K),
cd(F,S) < 4.
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4 Distancia Circular

estar en S. Por lo que, para cualesquiera o € I'y y 5 € 'y, do(Ora, 0pf) = 0. Ademads, como
C(S) es un subcomplejo de AC(S), dac(9sa, sf) < de(0sar, ds ). Finalmente:

cd(F,S) <min{dac(0sa, dsp)|a € T'y, p € T's}
< min{dc(ﬁga,&gﬂﬂa el',p e FQ} = d(S)
La primera desigualdad se cumple gracias a que K es un nudo no fibrado. De lo contrario
I =Iy=0.
Por 1ltimo probaremos que d(S) < 2td(S)+4. Sean a € ['4 y 5 € I'p que realizan td(.S). Por a)
y b) del Lema 2.26 obtenemos que para cualesquiera curvas z y y en S, do(z,y) < 2dac(z,y).

Si a y [ son discos esenciales, como F' es incompresible en ambos cuerpos de compresién,
Oa, 0 C S. Se tiene que

d(S) S dc(asa7agﬁ) S 2dAc<8Sa, (95@ == 2td(S)

Si av es un disco esencial y 5 un anillo producto o disco producto, por el Lema 2.10 (la prueba
es andloga si 3 es un disco producto), existe un disco esencial f° C B disjunto de . Usando
nuevamente los incisos a) y b) del Lema 2.26,

d(S) < dc(9sa, 0s8') < 2dac(9sr, 0s') < 2[dac(Fscr, OsB) + 1] = 2td(S) + 2.

Si a0 y B son anillos producto o discos producto, existen discos esenciales o' y 8’ en Ay B,
respectivamente, disjuntos de v y # y con frontera en S; se cumple

d(S) < dc(0sa,0s0") < 2dac(0sa’, 0sB') < 2[dac(Osav, 0s5) + 2] = 2td(S) + 4

4.1. Mayor acercamiento a la distancia de Hempel.

Podemos aproximarnos més a la distancia de Hempel si en vez de usar el complejo AC(S)
usamos el complejo de curvas C(S), pero para esto es necesario olvidarnos de los discos
productos en los cuerpos de compresion. La definicién que se presenta enseguida es la que se
encuentra en el trabajo de Lamb y Weed [12]. Para evitar confusién usaremos cdc y tdc.

Definicién 4.7. Sea K C S* un nudo cuyo exterior E(K) tiene una descomposicion de
Heegaard circular (F,S). Denotemos por I'y y Iy al conjunto de todos los discos esenciales y
anillos producto de A y B, respectivamente.

Definimos la distancia circular de (F,S) como

Cdc(F, S) = mz’n{dc(aga, 85/8) + dc(apoz, 6F5)|a S F;l,ﬁ S FIB}
y la distancia gruesa de S

tdC(S) = min{dc(&ga, 85ﬁ>|04 S F/A,ﬁ S F/B}
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4.2 Cota para la distancia circular.

Es claro que
cd(F,S) <cdo(F,S) 'y td(S) <tde(S)

pero aunque estas distancias son mayores que las que usan el complejo AC, logran dar una
mejor cota para la distancia de Hempel. La demostracion del siguiente resultado es analoga a
la de la Proposicién 4.6.

Proposicién 4.8. Sea K C S? un nudo no fibrado y (F,S) una descomposicién admisible de

su exterior,

4.2. Cota para la distancia circular.

Finalmente, enunciamos el resultado andlogo al de Hartshorn para la distancia circular de
una descomposicién de Heegaard circular (F,S) de E(K). La demostracién es similar a la
que se encuentra en [5].

Teorema 4.9. Si E(K) contiene una superficie cerrada, esencial y orientable G de género g,
entonces cd(F,S) < 2g + 1.

De la Proposicién 4.4 sabemos que si td(S) < 1, entonces cd(F,S) < 2. Asi que en adelante
supondremos que td(.S) > 2. La idea es realizar una sucesién de 0*-compresiones a la superficie
GG para encontrar discos esenciales o anillos producto en cada uno de los cuerpos de compresién
(como G es cerrada no hay forma de obtener discos producto). Como td(S) > 2, no es posible
encontrar discos esenciales o anillos producto en A y B con frontera disjunta o isotépica en S.
Si G N B tiene un disco esencial o anillo producto g en B y a es la componente de G N A
que comparte frontera en S con [, a no puede ser un disco esencial o anillo producto en A.
Mas atin, ninguna otra componente de G N A puede ser un disco esencial o anillo producto,
pues su frontera en S no intersecta a la frontera de 8. Dicho esto, en los siguientes lemas
supondremos que sélo uno o ninguno de los cuerpos de compresién contienen discos esenciales
o anillos esenciales.

Lema 4.10. Sea G una superficie cerrada, conezxa, esencial y orientable en E(K) tal que
cada componente de GN (S UF) es esencial en S U F. Sitd(S) > 2 y GN B contiene un
disco esencial o un anillo producto, entonces existe una sucesion de isotopias de G,

G~2Gy~2Gy >~ ~2Gp>2Gpyy >~ ~G,

tales que:

1. Cada componente de G; N A es incompresible en A, para cada 0 < i <n.

2. Cada componente de G; N (SUF) es esencial en SU F.

3. Para cualquier eleccion de componentes ¢; C G; N (S UF) que pertenecen a la misma
componente de SUF, dac(ci,civ1) <1, para 0 <i<n—1.

4. Para 0 <1 <k, al menos una componente de G; N B es un disco esencial o un anillo
producto.
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4 Distancia Circular

5. G, N A contiene exactamente un disco esencial o un anillo producto.
6. k<n-—2.

Demostracion. Realizamos 0*-compresiones anulares para eliminar todos los anillos 0*-
paralelos en G N A y llamamos a la superficie obtenida Gy. Como td(S) > 2, ninguna
componente de Gy N A es un disco esencial o anillo producto, por lo que x(Gy N A) < 0.
Ademsds, alguna componente de G debe intersectar a S en una curva esencial. De otra forma,
podriamos isotopar G a lo largo de S para que esté contenida en A o B. Si G C A, G es
compresible y si G C B, GG no es cerrada. Por lo tanto, podemos realizar una 0*-compresién
elemental de GoN A de A a B a través de S. Llamamos a la superficie obtenida G}. Eliminamos
nuevamente todos los anillos 0*-paralelos de G} N A para obtener la superficie Gy .
Realizamos el proceso anterior hasta que aparece un disco esencial o anillo producto en
G, N A. Esto es posible ya que cada vez que realizamos una 9*-compresion elemental aumenta
la caracteristica de G; N A y disminuye la de G; N B. Como td(S) > 2, no es posible que
G; N Ay G;N B tengan un disco esencial o anillo producto al mismo tiempo. Asi que, cuando
encontremos un disco esencial o anillo producto en A, es porque ya no hay en B. Sea k el
ultimo indice donde aparece un disco esencial o anillo producto en GG, N B. Por lo anterior,
k < n.

Los primeros tres incisos se cumplen por los Teoremas 3.18 y 3.19 y el Lema 4.2. De la
definicion de k£ obtenemos el cuarto inciso.

Si G,, N A contiene un disco esencial, tal disco debe ser el tinico; de lo contrario, x(G, N A) >
X(Gn—1 N A) + 2, lo cual contradice el Lema 3.13. Puede pasar que G, N A contenga dos
anillos producto; en este caso los anillos provienen de un par de pantalones en GG,,_1 N A. En
la Figura 4.2 se observa que es posible realizar una 0*-compresion alternativa a través de F’
(usamos el arco rojo en lugar del azul), al cambiar la 0*-compresién, obtenemos sélo un anillo
producto y demostramos el quinto inciso.

Finalmente, si Kk = n — 1 existen componentes ¢, C G, NS y ¢, C G NS que son frontera de
un disco esencial o anillo producto en A y B, respectivamente. Del tercer inciso se sigue que
td(S) < dac(cg,¢,) < 1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, k < n — 2. O

Es importante observar que en el Lema anterior pudimos comenzar con un disco esencial o un
anillo producto en G N A en lugar de G N B y hacer 0*-compresiones de B en A a través de

S.

Lema 4.11. Sea G una superficie cerrada, conezxa, esencial y orientable en E(K) tal que
cada componente de G N (S UF) es esencial en SUF. Sitd(S)>2yniGNAniGNB
contienen un disco esencial o un anillo producto, entonces existe una sucesion de isotopias de
G7

G,~G_,~ - ~G,~G~G ~ - ~G,_1 ~G,

tales que:

1. Cada componente de G; N A es incompresible en A, para cada —m < i <0, y cada
componente de G; N B es incompresible en B, para cada 0 < j < n.
2. Cada componente de G; N (S U F) es esencial.
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4.2 Cota para la distancia circular.

Figura 4.2: Compresion alterna para obtener un tnico anillo producto.

3. Para cualquier eleccion de componentes ¢; C G; N (S UF) que pertenecen a la misma
componente de SUF, dac(ci,civ1) <1 para —m <i<mn—1.

4. FExiste exactamente una componente de G_,, N A y G,, N B que es un disco esencial o
un anillo producto.

5. Para1l—m <i<n—1, ninguna componente de G; A o G; N B es un disco esencial
o un anillo producto.

Demostracion. Como no existen discos esenciales ni anillos producto en GN Ay GN B,
X(GNA) <0y x(GNB) < 0. Se sigue que G N A tiene una J*-compresion elemental de A a
B a través de S. De forma analoga al Lema 4.10, construimos una sucesién de superficies
isotopicas G;, para —m <1 < —1, tal que G_,, N A contenga exactamente un disco esencial
o un anillo producto. Partiendo de G' y cambiando los roles de A y B en el lema anterior,
obtenemos superficies G, con 1 < j < n, de tal forma que G, N B contenga exactamente un
disco esencial o un anillo producto. Todos los incisos se prueban como en el lema anterior. [

Demostracion del Teorema 4.9. Isotopamos la superficie GG de tal forma que intersecte a SUF
en un nimero minimo de curvas. El teorema se cumple si td(S) < 1, asi que supondremos
que td(S) > 2.

Por el Teorema 3.19, GG satisface las condiciones de los Lemas 4.10 y 4.11. Por lo tanto existe
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4 Distancia Circular

una sucesion de superficies Gg >~ --- ~ (G, isotépicas a G, tal que GoNA y GG,,N B contienen un
unico disco esencial o anillo producto, sean « y 3 dichas componentes. Para cualquier eleccion
de curvas ¢; C G; N S se tiene que dac(c;, ¢iy1) < 1, esto implica que dac(dsa, 0s3) < n.
Como G ~ Gy y GoN(SUF) es una coleccién de curvas entonces x(G) = x(GoNA)+x(GoNB).
Cada vez que realizamos una 0*-compresién la caracteristica de Euler difiere en una unidad,
por lo que x(GoN B) = x(G, N B) —n. Debido a que x(Go N A), x(G, N B) <1,

2-29=x(G) =x(GoNA)+x(G,NB)—n<2—n,

es decir, n < 2g.
Si algono de o y S es un disco esencial,

Cd(F, S) S dAc<aSC¥,asﬂ) S 29
Si ambos son anillos esenciales, sea 5/ un disco esencial en B disjunto de (3, se tiene que
Cd(F, S) < dAC<aSOé,aSﬁ/) < dAC(asOé,aSﬁ) +1 <n+ 1 < 29 + 1.

]

Es facil ver que si F''y G no se intersectan, sélo se cumple el primer caso de la demostracion.

Corolario 4.12. Si E(K) contiene una superficie cerrada, esencial y orientable G de género
g, que puede ser isotopada para ser disjunta de F', entonces cd(F,S) < 2g.

4.3. Con superficies de Seifert

Si F, S y G son superficies de Seifert, podemos isotopar GG de tal forma que 0G sea disjunta
de 0S y OF y olvidarnos del caso en que GN Ay G N B tengan discos producto. Estamos
interesados en probar un resultado andlogo al Teorema 4.9 para la distancia de Hempel d(S),
usando una superficie de Seifert para K.

Modificando las demostraciones de los Teoremas 3.18 y 3.19, se prueba lo siguiente.

Lema 4.13. Sea K C S* un nudo tal que E(K) tiene una descomposicién de Heegaard
circular (F,S). Si G es una superficie de Seifert incompresible para K que intersecta en un
numero minimo de curvas a S U F', entonces:

1. GNA y GN B son incompresibles en A y B, respectivamente.
2. GN(SUF) son curvas esenciales en S' U F.

Ademas, esto se preserva al hacer una 0*-compresion.

En el Teorema 2.1 de [9], Kakimizu probé que si F'y F” son superficies de Seifert incompresibles
no isotépicas, entonces existe una sucesion de superficies incompresibles F' = Fy, Fi, ..., F,
tales que:

46



4.3 Con superficies de Seifert

1. F, es isotépica a F’,
2. FFNF =0, parai=0,..,n— 1.

Asi que, si tenemos una superficie incompresible en E(K) no isotépica a F', también tenemos
una superficie incompresible G = F} no isotépica a F, tal que F'N G = (). De esta forma,
ninguna componente de GNA y GN B es un anillo producto. Asi que para probar un resultado
analogo al Teorema 4.9, necesitamos probar los siguientes dos lemas.

Lema 4.14. Sea (F,S) una descomposicion de Heegaard circular para E(K) con F incom-
presible y d(S) > 2. Sea G una superficie de Seifert incompresible para K disjunta de F' y no
isotopica a F, de tal forma que G NS es una coleccion de curvas esenciales en S. St G N A
contiene un disco esencial y cada componente de G N A es incompresible en A, existe una
suceston de isotopias

GZGOZGl’i"'ZGkZGk_H2---2Gn
tales que:

1. Cada componente de G; N A es incompresible en A, para cada 0 < i < n.

Cada componente de G; NS es esencial en S.

Para cualquier eleccion de componentes ¢; C G;N.S, dac(ci,cir1) < 1para0 <i<n-—1.
G,, N B contiene exactamente un disco esencial.

Para 0 <1i <k, al menos una componente de G; N A es un disco esencial.

Para k+1<i<n—1, ninguna componente de G;N A o GN B es un disco esencial.

S G Lo b

Demostracién. Como G no es isotdpica a F, GNS # (. Si G N A contiene algtin anillo
O0*-paralelo, usamos J*-compresiones para removerlos y llamamos a esta superficie Go. Como
d(S)>2y GNF =10, GyN B no contiene discos esenciales ni anillos producto; esto implica
que Gy N B es d*-compresible. Realizamos una 0*-compresion de B a A a lo largo de Sy
eliminamos los anillos 0*-paralelos para obtener la superficie GG;. Al igual que la prueba del
Lema 4.10, construimos las superficies GG; hasta encontrar un m tal que: (i) G,, N B contiene
un disco esencial o (i) x(G,, N B) = 0 y ninguna componente de G, N B es un disco esencial.
Si el primer caso ocurre, hacemos n = m y procedemos como en el Lema 4.10 para ver que
dicho disco es unico.

El segundo caso pasa cuando G, N B es una colecciéon de anillos, ninguno de los cuales es
O*-paralelo ?. Como OG es disjunta de 9S y OF, OG estéa contenida en 9,4 o bien en 9,B.
Supongamos que 0G C 0,B y que G,, N B consiste de un 1inico anillo .A. Denotemos por 0,.4
a la frontera de A en 0,B y por dsA a la frontera de A en S (Figura 4.3).

Usaremos la estructura de cuerpo de compresion de B, es decir, B = F x Iy U N5, con Ny un
conjunto de 1-asas pegadas a F' x {1}. Como A = G,,, N B es incompresible, con un argumento
de curva de mas adentro, podemos hacer a A disjunto de N,. 0s.A es esencial en S, por lo que
no existe un anillo en S entre S y ds.A. El anillo A, con respecto al cuerpo de compresién B,
tiene dos opciones como se muestra en la Figura 4.4. En el primer caso, G,, NS contiene una
curva distinta de ds.A4, lo cual es una contradiccion. En el segundo caso podemos hacer una
0*-compresién para encontrar un disco esencial. Llamamos a la superficie resultante G411 v
hacemos n =m + 1.

2Esta parte de la demostracién no sigue el esquema de la demostracién en [12].
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4 Distancia Circular

Figura 4.4: Anillo A en B.

Supongamos ahora que 0G C 0,A o GG,,, N B consiste de mas de un anillo. En ambos casos,
existe un anillo cuyas fronteras estan en S, entonces dicho anillo es 0*-compresible. Al realizar
la 0*-compresion, obtenemos un disco esencial, pues de lo contrario el anillo era 9*-paralelo.
Llamamos G,,11 a la superficie obtenida y hacemos n = m + 1.

Cada uno de los incisos del enunciado se prueban de forma andloga que el Lema 4.10. [

El siguiente resultado se prueba de forma analoga al Lema 4.11.

Lema 4.15. Sea (F,S) una descomposicion de Heegaard circular para E(K) con F incom-
presible y d(S) > 2. Sea G una superficie de Seifert incompresible para K disjunta de F' y no
1sotopica a F', de tal forma que G NS es una coleccion de curvas esenciales en S. Si GNA y
G N B no contienen discos esenciales y cada una de sus componentes son incompresibles en
A y B, respectivamente, entonces existe una sucesion de isotopias

G.,~G_,~ - ~G1~G~G ~ - ~G,_1 ~G,

tales que:

1. Cada componente de G; N A es incompresible en A, para cada —m < i < 0, y cada
componente de G; N B es incompresible en B, para cada 0 < j < n.
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o

Cada componente de G; NS es esencial en S.

3. Para cualquier eleccion de componentes ¢; C G; NS, dac(ci,civ1) < 1 para —m < i <
n—1.

4. G_,NAvyG,NB tienen exactamente un disco esencial.

5. Para1—m <1i <n — 1, ninguna componente de G; N A o G; N B es un disco esencial.

Teorema 4.16. Sea K un nudo cuyo exterior admite una descomposicion de Heegaard circular
(F,S) con F incompresible. Si G es una superficie de Seifert incompresible para K de género
g, disjunta de F y no isotdpica a F, entonces d(S) < 2g + 1.

Demostracion. El Teorema se cumple si d(S) < 1, asi que en adelante supondremos que
d(S) > 2. Isotopamos G de tal forma que intersecte a S en un nimero minimo de curvas, por
lo que G NS consiste de curvas esenciales en S. Por los Lemas 4.14 y 4.15, existe una sucesion
de superficies Gy, ..., G, isotopicas a G, tales que GoN B y G, N A contienen exactamente un
disco esencial, G; NS es una coleccién de curvas esenciales en S'y x(G;11NB) = x(G;NB)+1.
Sean « y [ los discos esenciales de Gy N B y G, N A, respectivamente. Al igual que en la
demostracién del Teorema 4.9, tenemos que de(9sa, dsf) < n. Como x(G) = x(Gop N A) +
xX(Go N B),
1-29 <14 x(GynB).

Se sigue que
—29 < x(GoNB)=x(G,NB)—n=1-—n.

Finalmente,

d(S) < dc(aga,as,ﬁ) <n<2g+1

4.4. Reducibilidad de una descomposicion de Heegaard
circular.

El Teorema 2.24 da una relacion entre la distancia y los tipos de reducibilidad de una
descomposicién de Heegaard. Para descomposiciones de Heegaard circulares, Lamb y Weed
definen conceptos anélogos en [12].

Definicién 4.17. Sea K un nudo cuyo exterior E(K) tiene una descomposicion de Heegaard
circular (F,S). Decimos que tal descomposicion es:

» reducible si cd(F,S) =0,
» débilmente reducible si cd(F,S) <1,
» fuertemente irreducible si cd(F,S) > 2.

Es natural preuntarse si es posible obtener resultados andlogos a los que se tienen para
descomposiciones de Heegaard; por ejemplo, podemos demostrar el analogo al Teorema
2.22.
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4 Distancia Circular

Proposicion 4.18. Sea K un nudo cuyo exterior admite una descomposicion de Heegaard
circular (F,S). Si F' es compresible, la descomposicion es reducible.

Demostracion. Como F' es compresible en F(K), existe un disco compresor D C E(K) con
FNnD=0D.

Consideremos a la 3-variedad M = E(K) \ n(F'), donde n(F') es una vecindad regular de F;
de esta forma, M es una variedad con una componente frontera, a la cual podemos dividir en
tres pedazos: Fy, = 0_A, F. = 0_B y 0,M. Con esto, la tripleta (A, B;S) constituye una
descomposicion de Heegaard para M.

Como F es orientable, podemos suponer que D C F. Debido a que F es incompresible en
Ay en B, D intersecta a S; es decir, D es un disco 0-compresor de M. Por el Teorema 2.20,
la descomposicién (A, B; S) es 0-reducible por lo que existe un disco d-reductor y por tanto
un disco de compresion de F' que intersecta a S en una sola curva esencial. Sea D" dicho
disco, se tiene que D” N A es un anillo producto en A y D” N B es un disco esencial de B. De
lo anterior obtenemos que cd(F, S) = 0. O

Los esquemas de las Figuras 4.5 y 4.6 resumen cémo deberian verse las descomposiciones
débilmente reducibles®, estdn separadas en dos partes para diferenciar las que son reducibles
de las que no. En la Figura 4.5 b) se puede observar el disco D" de la demostracién anterior.

81800

Figura 4.5: Descomposiciones reducibles.

En la Figura 4.5 ¢) se encuentra un anillo producto en cada uno de los cuerpos de compresion,
de tal forma que sus fronteras son isotépicas en S y F. Isotopando dichos anillos es posible
encontrar un toro 7' en F(K) que intersecta en una tnica curva esencial a cada superficie
de Seifert; ademas, por la forma en que construimos 7', TN A y T'N B son incompresibles,
O-incompresibles y no son O-paralelos en A y B, respectivamente. Con un razonamiento
andlogo para la Figura 4.5 d), encontramos un anillo R propiamente encajado en E(K).
Por el Teorema de Hiperbolizaciéon de Thurston sabemos que los nudos se dividen en tres
clases: toroidales, satélites e hiperbdlicos. Si 7" o R resultaran ser esenciales en E(K), entonces
K es un nudo satélite o un nudo toroidal, respectivamente.

Supongamos ahora que K es un nudo satélite, entonces existe un toro esencial 7' en F(K).

3Los circulos morados representan discos esenciales, mientras que los arcos azules y verdes representan
anillos esenciales y discos producto, respectivamente.
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4.4 Reducibilidad de una descomposicién de Heegaard circular.

Siele
oo

Figura 4.6: Descomposiciones con distancia circular 1.

Por el Teorema 3.19, TN A y T N B son incompresibles en cada cuerpo de compresién, pero
no es posible saber si ademds son 9*-incompresibles.

Con lo anterior, surgen las siguientes preguntas:

P2. ;Existen condiciones bajo las cuales la existencia de una descomposiciéon reducible
implique que el nudo sea no hiperbdlico?
P3. ;Nudos hiperbdlicos tienen descomposiciones reducibles?

Ademads de esto, en la Seccién 2.3 estudiamos el concepto de estabilizacion de una descom-
posicion de Heegaard. Supongamos que (F,S) es una descomposicién de Heegaard circular
para F(K) y « es un arco propiamente encajado en A con frontera en S\ d,A, paralelo a
un arco en S. Sea n(a) C A una vecindad de «, si pegamos n(a) a By la borramos de A, lo
que estamos haciendo es agregar una l-asa a B (cuyo corazén es o) y una l-asa a A (con
co-corazén D). El resultado es una descomposiciéon de Heegaard (F,S") donde el género de S’
es una unidad mayor que el de S. A este proceso lo llamaremos estabilizacion de S.
Haciendo algunas modificaciones a los resultados obtenidos en la seccion 2.3, es posible
demostrar que una descomposicién estabilizada es también reducible.

P4. (Proposiciones 2.16 y 2.17) ;Una descomposicién de Heegaard circular para F(K) es
estabilizada si y solo si es reducible?

Como esto parece algo poco probable, debido al uso de anillos producto y discos producto,
P5. ;Que condiciones garantizan la equivalencia?

Dar respuesta a P2-P5 es trabajo a futuro.
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