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Resumen

En el procesamiento de senales tradicional se da por hecho que los datos a analizar
son de naturaleza deterministica y que en la mayoria de los casos, es posible utilizar
un modelo determinista para su representacién. Sin embargo, cuando se requiere
hacer un analisis mas preciso se opta por caracterizarlos a través de procesos esto-
casticos, que a su vez se clasifican en estacionarios y no estacionarios. El concepto de
no estacionariedad supone que los parametros estadisticos varian con el tiempo. Un
ejemplo claro de senales no estacionarias es el Electroencefalograma (EEG), cuyas
caracteristicas estadisticas y frecuenciales varian en el tiempo. La herramienta por
excelencia para representar una senal temporal en el dominio de la frecuencia es la
Transformada de Fourier Discreta, sin embargo no nos muestra informacion de cuan-
do una frecuencia aparece en el tiempo. En una senal no estacionaria como el EEG
su contenido frecuencial varia con el tiempo, por lo que, para su andlisis se requiere
de técnicas que determinen de manera conjunta su representacion tiempo-frecuencia,
como, la Tranformada de Fourier de tiempo reducido, la Transformada Wavelet y la
Transformada de Hilbert-Huang. Con la finalidad de tener un mejor entendimiento
de estas técnicas, en este trabajo realizamos el estudio, implementacion y evaluacion
de su funcionamiento mediante simulaciones con senales sintéticas y sefiales reales
de EEG. La puesta en marcha, la dificultad de calibrar las técnicas estudiadas para
su buen funcionamiento y los resultados de las simulaciones realizadas, nos permite
concluir que es dificil seleccionar la mejor representacién tiempo-frecuencia, ya que,
su efectividad dependerd de la senal analizada y de la tarea especifica que se vaya a
realizar.
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1. Introduccion

1.1. Contexto historico

Aunque la expansién de una funcién en bases trigonométricas aparecié de forma
general en los anos 1700’s principalmente para el estudio de fenémenos fisicos como
la vibraciéon, no fue si no hasta 1808 cuando Joseph Fourier escribié su tratado
sobre la teoria del calor, en el cual, Fourier estudié de forma detallada las series
trigonométricas y su aplicacién para resolver varios problemas sobre conduccion de
calor.[21]

Fourier demostré que era posible descomponer una funciéon periédica en una suma
infinita de funciones exponenciales complejas periddicas. Anos mas tarde sus ideas
son generalizadas para funciones no periédicas y para tiempo discreto.

En 1909 aparece la primera menciéon de una wavelet en la tesis de Alfred Haar, esta
wavelet cuenta con la ventaja de poseer soporte compacto, lo que la hace facilmente
localizable en el tiempo. Sin embargo, sus aplicaciones son limitadas debido a que
es discontinua y no diferenciable en el tiempo.[22]

Por siglos la transformada de Fourier fue utilizada ampliamente, pero, atin con sus
numerosas ventajas, la cuestion de su nula resolucion en el tiempo siempre habia sido
un problema. Para resolver esto, a finales de los anos 40’s Dennis Gabor desarrollé la
llamada transformada de Fourier de tiempo reducido[23], que bésicamente consiste
en analizar la senal utilizando ventanas que la dividen en segmentos y se aplica la
transformada de Fourier a cada una de ellos, lo cual brinda informacién en el tiempo.
La limitante de esta transformada esta relacionada con el principio de incertidumbre
de Heisenberg, el cual nos impide conocer el tiempo exacto en el que se presenta
cierta frecuencia, por lo que existe un compromiso entre tiempo y frecuencia.[23]

En 1980, un ingeniero francés llamado Jean Morlet tuvo la idea de realizar el ana-
lisis de una senal a través de una funcién que tuviera buena localizaciéon tanto en
tiempo como en frecuencia[23]. Esta funcién a la que denominé 'wavelet’ podia ser
trasladada y escalada con lo cual daba lugar a un conjunto de funciones derivadas
de la funcién original. Esta familia de funciones permitian hacer un anélisis tiempo-
escala el cual entregaba mejor resolucién respecto del andlisis con la Transformada
de Fourier de tiempo reducido.

Stephane Mallat hizo una contribucion clave a la teoria de wavelets en 1985 cuan-
do propuso un algoritmo computacional eficiente para el calculo de los coeficientes
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wavelet, esto a través del descubrimiento de la relacion entre el calculo de los coefi-
cientes y los filtros espejo de cuadratura. Con este descubrimiento Mallat dio lugar
al uso extendido de la técnica de wavelets, ademas de abrir las puertas al analisis
multiresolucion.[22]

Anos después Ingrid Daubechies, basandose en el trabajo de Mallat y el concep-
to de multiresolucion, creb su propia familia de wavelets, un conjunto de wavelets
ortonormales, cuyos valores no estan descritos de manera analitica sino que se en-
cuentran tabulados. La principal ventaja de las wavelets de Daubechies es que su
implementacion por medio de filtros digitales resulta sencilla y ademas eficiente.[23]

Por otro lado, Norden Huang publica un articulo donde propone una transformada
llamada Transformada de Hilbert-Huang, la cual es eficiente para el analisis de sena-
les no estacionarias y a diferencia de los métodos Tiempo-Frecuencia y tiempo-escala
esta es capaz de analizar senales no lineales, lo que supone todo un cambio en areas
donde tradicionalmente se utilizaban los métodos antes mencionados. Esta trans-
formada esta compuesta de dos partes; la primera es el algoritmo Descomposicion
Empirica en Modos, que descompone la senal en funciones de modo intrinseco, y
posteriormente se aplica la transformada de Hilbert a cada una de las componentes
obtenidas.[42]

1.2. Objetivo

El objetivo principal de este trabajo es entender mejor el como funcionan las técnicas,
esto a través de su estudio, implementacion y evaluacion aplicadas a senales sintéticas
y senales reales de EEG. De los resultados obtenidos se pretende concluir de manera
cualitativa, que representacion Tiempo-Frecuencia se adecua mejor al andlisis de
este tipo de senales.

1.3. Justificacion

Como veremos a detalle, la Transformada de Fourier permite obtener de una senal
temporal las frecuencias que la componen. Sin embargo, no nos informa de cuando
es que se presenta una frecuencia especifica. Es por ello que, para el andlisis de
una senal no estacionaria como el EEG donde su contenido frecuencial varia con
el tiempo, se requieren de técnicas que proporcionen informaciéon tanto temporal
como frecuencial. Para este fin se estudian la Tranformada de Fourier de Tiempo
Reducido, la Transformada Wavelet y la Transformada de Hilbert-Huang.
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1.4. Planteamiento del problema

Actualmente existe un gran interés en el andlisis de senales biomédicas, principal-
mente en el area médica, ya que, un correcto analisis de estas sefiales pueden facilitar
de manera considerable el diagnoéstico de cualquier anomalia e incluso auxiliar en la
prevencion.

Sin embargo, este tipo de senales en particular no son faciles de analizar, debido a
distintos factores entre los que destacan:

= Alto contenido de ruido
= Amplitudes bajas
= Comportamiento aleatorio y no lineal

Y la lista continda, la senal del electroencefalograma, que es en la que nos en-
focaremos durante los capitulos subsecuentes, resulta atin mas complicada debido
principalmente a que su amplitud es menor incluso a la del ruido.

Al pasar de los anos se han desarrollado diferentes técnicas que de una manera u
otra tratan de superar estas dificultades y obtener dentro de lo posible, un analisis
més certero.[43]

1.5. Resumen sobre las técnicas empleadas

En este documento se evaluaran tres métodos de anélisis que se utilizan frecuente-
mente para el procesamiento de senales fisiologicas. El primero, llamado Transfor-
mada de Fourier de Tiempo Reducido (TFTR), con el cual es posible obtener una
representacion de la senal en el plano Tiempo-Frecuencia a través de una fragmenta-
cién de la senal por medio de funciones ventana y su posterior analisis frecuencial a
cada fragmento por separado. Esta técnica tiene como principal problema la resolu-
cion ya que debido al principio de incertidumbre de Heisenberg no es posible conocer
la ubicacién temporal exacta de un componente frecuencial. Por lo que se recurre
frecuentemente a variar el ancho de la ventana para obtener mejores resultados ya
sea en la frecuencia o en el tiempo segin sea el caso.[21]

La importancia de la TFTR radica principalmente en que dio pie a la creacion de la
Transformada Wavelet (TW) que a diferencia de la primera cuenta con una resolu-
cién variable dependiendo de si se tratan altas o bajas frecuencias, ademas de poder
variar el nucleo de la transformada, llamada en este caso wavelet madre. El andlisis
Wavelet consiste basicamente en dada una wavelet madre, se generan otras wavelets
con diferente escala y desplazamientos en el tiempo y a su vez estas se proyectan
en la senal analizada para obtener los coeficientes de detalle y aproximacién que la
describen.[23]
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A pesar de las bondades de la TW, aun se encuentra presente la limitante del princi-
pio de incertidumbre, ademas de que los resultados dependen de la correcta eleccion
de la wavelet madre, proceso que muchas veces se realiza de manera empirica.[34]

Por tltimo se tiene la Transformada de Hilbert-Huang (THH), la cual realiza una
descomposicion de la senal en modos oscilantes a través del algoritmo Descompo-
siciéon Empirica en Modos (DEM) y posteriormente se analizan sus caracteristicas
frecuenciales por medio de la Transformada de Hilbert (TH).

Las ventajas de la THH sobre las anteriores técnicas son varias, la principal es
que la THH al realizar la descomposiciéon en el dominio del tiempo no se rige por
el principio de incertidumbre. Otra ventaja es que es una técnica adaptable y se
maneja de acuerdo a la naturaleza de la senal. Por tdltimo, es funcional con senales
no lineales, lo cual resulta fundamental en el andlisis de senales biomédicas.[38]

’ \ Fourier \ Wavelet \ Hilbert ‘
Base A priori A priori Adaptativa
Frecuencia Global Regional Local
Representacion | Energia-frecuencia | Energia-tiempo | Energia-tiempo
-frecuencia -frecuencia
No lineal No No Si
No estacionaria No Si Si
Base tedrica Completa Completa Empirica

Cuadro 1.1.: Cuadro comparativo entre caracteristicas de los métodos de Fourier,
Wavelet y Hilbert-Huang.[44]

En el cuadro 1.1 se muestra un resumen de las caracteristicas de cada una de estas
técnicas

1.6. Metodologia

En esta seccion se utiliza la metodologia de Diseno e implementacion de sistemas
DSP (DISDSP por sus siglas), descrita a detalle en [59]. Esta consta de cuatro fases:

» Planteamiento del problema

= Anadlisis del problema

= Diseno de la solucién y contruccion del prototipo
= Prueba y refinamiento del prototipo

A continuacién se describe de manera concreta cada una de las fases acorde al
proyecto.
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1.6.1. Planteamiento del problema

El problema radica en la dificultad de analizar senales EEG con técnicas clésicas
como la Transformada de Fourier, por lo que se hace uso de técnicas como son la
Tranformada de Fourier de tiempo reducido, la Transformada Wavelet y la Trans-
formada de Hilbert-Huang.

1.6.2. Anadlisis del problema y alternativas de solucién

Se revisan conceptos base sobre senales EEG que son el tipo de senales a analizar
desde su origen, deteccién, clasificacion y aplicaciones. También se revisan temas
necesarios para el entendimiento del documento relacionados a senales y su repre-
sentacion tanto temporal como frecuencial, etc.

Posteriormente se profundiza en la teorfa sobre las técnicas estudiadas (Transfor-
mada de Fourier de Tiempo Reducido, Transformada Wavelet y la Transformada de
Hilbert-Huang) con el fin obtener una vision detallada de su funcionamiento.

1.6.3. Diseio de la solucién y contruccién del prototipo

Con base en la teoria y documentacion revisada, se implement6 cada una de las téc-
nicas, tomando como valores objetivo, los proporcionados por el software MATLAB.

1.6.4. Prueba y refinamiento del prototipo

Las pruebas se realizaron con senales sintéticas que representan la no estacionariedad
de una senial y de acuerdo a los resultados obtenidos, se determiné su desempeno en
comparacioén con los algoritmos de MATLAB.

1.7. Estructura del documento

En el siguiente capitulo se revisaran los conceptos béasicos para dar un panorama al
lector sobre sefiales EEG (por sus siglas en inglés ElectrEncephaloGraph) que son
el tipo de senales que se utilizaran durante el desarrollo de este documento, desde
su origen, deteccion, clasificacion y aplicaciones

En el capitulo tres se hace un amplio recorrido sobre teoria de sistemas y senales,
que van desde el concepto de senal, pasando por su representacion y tratamiento en
diferentes dominios como son temporal y frecuencial, hasta conceptos méas elaborados
como estacionariedad de una senal y su importancia en el analisis de senales.
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En el cuarto capitulo, ya teniendo una base sobre senales, se profundiza en técnicas
de procesamiento disenadas para manejar la no estacionariedad, estas son la Trans-
formada de Fourier de Tiempo Reducido, Transformada Wavelet y la Transformada
de Hilbert-Huang. Los temas a revisar van desde su definicion, representacion grafica
y limitaciones. También se incluye la implementacion de cada una de estas técnicas.

En el capitulo cinco se realiza una evaluacion de los algoritmos implementados sobre
diferentes senales que representan algunas de las caracteristicas claves de las senales
EEG, para luego validar los resultados de cada una de estas en una senal EEG real.



2. La senal EEG

Ya en el siglo XIX habia sido descrita la actividad eléctrica en el cerebro de animales
de forma cualitativa, pero fue el psiquiatra aleman Hans Berger quien analiz6 dicha

actividad de forma sistematica y cuyo registro denominé como electroencefalograma
(EEG).[58]

El electroencefalograma es un registro de la actividad eléctrica existente sobre la
corteza cerebral debido a la variaciéon de voltaje producido por corrientes idnicas
entre las neuronas. Los registros se obtienen colocando electrodos sobre la superficie
del craneo. Los electrodos que se utilizan son llamados "electrodos de potencial de
campo”, dado que su funcién es detectar la generaciéon de campos eléctricos por
parte de grupos de neuronas.[1] Algunas de las ventajas de esta técnica es que es no
invasiva, es accesible y de relativo bajo costo si se compara con otras técnicas como
el MEG (Magnetoencelfalografia) y el PET (Tomografia por emisién de positrones)
por lo que se utiliza frecuentemente en la investigacién y en la practica clinica.|2]

2.1. Actividad eléctrica del cerebro

El campo eléctrico detectado por los electrodos es generado a partir del potencial de
membrana de células excitables, que como resultado de la actividad electroquimica
se produce un potencial de accién (Ver figura 2.1). En el caso de los electrodos de
potencial de campo, las mediciones que se obtienen son del campo eléctrico derivado
de la accion de muchas células, que se localizan dentro del drea que cubre el electrodo.

Los potenciales registrados en el EEG son relativamente importantes y de alrededor
de 100 V. [1]
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Figura 2.1.: Comportamiento del potencial de membrana.[1]

En este caso, el campo eléctrico se propaga a través de las diferentes capas existentes
entre la corteza cerebral y el cuero cabelludo. [15]

2.2. El electroencefalograma (EEG)

El EEG es una herramienta fundamental para el diagnéstico de trastornos médicos
relacionados con el ciclo sueno-vigilia como son el insomnio, la enuresis nocturna, el
sonambulismo, la apnea del sueno y la narcolepsia. Ademéas de diferentes tipos de
epilepsia.

Un EEG se considera normal si los valores medidos estan dentro de un cierto rango.
Sin embargo, estos valores no son absolutos y pueden variar en funciéon de algunos
factores como son la edad del sujeto, la posicion de los electrodos y la presencia de
farmacos y enfermedades.[1]

2.2.1. Sistema Internacional 10-20

La corteza cerebral humana ocupa una superficie de aproximadamente 2500 cm?
y se divide en hemisferios izquierdo y derecho; a su vez, estos pueden subdividirse
en 16bulos (Ver figura 2.2), cuyos nombres son l6bulos frontal, parietal, temporal y
occipital.[1]
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Cisura central

Lébulo parietal

Lébulo frontal
Ldbulo occipital

Gisura lateral

Lobulo temporal  protuberanci Cerebelo

Bulbo

Figura 2.2.: Descripcién de la localizacién de 16bulos en el cerebro.[1]

Como se mencion6 anteriormente, el proceso para obtener un electroencefalograma
consiste en distribuir electrodos de potencial de campo sobre la superficie del craneo
con lo cual se obtienen sefiales cuyas caracteristicas son amplitudes que rondan los
microvolts(uV') y frecuencias de entre 0.5 y 100 Hz.[45]

Figura 2.3.: Sistema Internacional 10-20.[46]



Capitulo 2

La senal EEG

Los nombres y la posicién de los electrodos estan determinados por el sistema in-
ternacional 10-20 (Ver figura 2.3). Dicho sistema fue desarrollado con el objetivo de
estandarizar la reproducibilidad de tal forma que los estudios sobre un sujeto pudie-
ran ser comparados a lo largo del tiempo y con otros sujetos. Cada electrodo tiene
una letra para identificar el 16bulo cerebral: Frontal (F), Temporal (T), Parietal (P)
y Occipital (O), y un nimero para identificar el hemisferio. Los nodos de referencia
usan la letra A. Los electrodos situados en el hemisferio izquierdo tienen niimeros
impares y los situados en el derecho, pares.|3]

2.2.2. Clasificacion de las senales EEG

Las ondulaciones resultantes en los registros de potenciales eléctricos del cerebro
son llamadas ondas EEG y sus caracteristicas dependen del grado de actividad en la
corteza cerebral. Las frecuencias de estas ondas, como se menciond anteriormente,
varfan en el rango de 0.5 a 100 Hz. Para su clasificacién, este rango es divido en 4
bandas cuyas principales propiedades se describen en el cuadro 2.1.[1]

’ Clasificacion \ Frecuencias \

Comentarios

Onda Delta 0.5-4 Hz Este ocurre en etapas de suefio profundo
Onda Theta 4-8 Hz Se presenta en estado de alerta del sujeto
Onda Alpha 8-13 Hz Se presenta en estado de vigilia, relajado y con ojos cerrados
Onda Beta 13-22 Hz | Se presenta en estado de vigilia, relajado y con ojos abiertos

Cuadro 2.1.: Caracteristicas presentes en el EEG.[45]

A continuacion se muestra un grafico con las formas de onda que se pueden encontrar

en un EEG.
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2.2 El electroencefalograma (EEG)

Delta W ] S0 u\

Figura 2.4.: Tipos de ondas EEG.[15]

Como se puede observar en la figura 2.4, los diferentes tipos de onda son totalmente
asincronas y de naturaleza aleatoria por lo que se requiere utilizar técnicas especificas
para su correcto tratamiento.

2.2.3. Potenciales evocados

Los potenciales evocados (PE ) son variaciones presentes en la seial EEG como conse-
cuencia de un estimulo externo y son utilizados de manera frecuente en investigacion
y clinica, para evaluar el correcto funcionamiento de las vias sensoriales.

De acuerdo al tipo de estimulo que los provoca, algunos PE se clasifican en:
» EP visuales: Se presentan en la corteza visual tras una estimulacién luminosa.

= EP auditivos: Se generan en la coclea mediante un estimulo auditivo y se
propagan hasta llegar al cortex cerebral.

» EP somatosensoriales: Se registran estimulando nervios periféricos como el
tibial, normalmente mediante estimulos eléctricos.[3]

11



Capitulo 2 La senal EEG

2.3. Problematica de senales EEG

Ya que la medicion se realiza de forma indirecta, es decir, la senal atraviesa varias
capas antes de ser detectada por el electrodo (figura 2.5), se genera uno de los
principales problemas del EEG, el ruido. Ademas de esto, se tienen otro tipo de
senales conocidas como artefactos, cuyo origen es el mismo sujeto, siendo los més
comunes el ritmo cardiaco y los producidos por musculos faciales. La presencia de los
artefactos representa un problema importante ya que afecta las mediciones obtenidas
de la senal de interés.[3]

Cuero cabelludo D
Periostico [ )
\ [/
'. ~f
Hueso | [ P |
del craneg f
N \ J
A \ ,,54\-;4.2; 4
Dura \\ \
madre N st
N R « Espacio
\ s — ~subdural
Espacio

\-subaracnoideo

\\Cerebro
Figura 2.5.: Capas que atraviesa la biosenal desde el cerebro hasta el electrodo.[29]

Sumado a lo anterior se tiene que, las capas por las que atraviesa la sefial tienen un
efecto de filtrado paso bajas por lo que se requiere tomar en cuenta esta pérdida de
informacion en la senal analizada.

2.4. Aplicaciones

Desde la invencion del EEG a principios del siglo XX de la mano de Hans Berger, se
han encontrado un importante niimero de aplicaciones, sobre todo en el area médica
para diagnéstico y rehabilitacion.

A continuacién se describe de manera breve algunos ejemplos de aplicaciones.
2.4.1. Clasificacion del sueiio
Una de las aplicaciones mas importantes del analisis de sefiales EEG es la del estudio

de diferentes etapas del sueno. Dichas etapas se definen de acuerdo a la duracién y la
variacion de las diferentes bandas frecuenciales que componen el EEG. La primera

12



2.4 Aplicaciones

etapa se conoce como Suenno NREM o sueno de ondas lentas y se caracteriza por
una disminucién en la frecuencia cardiaca y la presién arterial. Ademas de que los
musculos del cuerpo de relajan, esta se divide en cuatro fases que se describen a
continuacion.

Fase 1: Se presentan ondas alfa y ondas teta.

Fase 2: Se muestra actividad de ondas lentas y husos del suenio (rafagas de baja
amplitud y contenido frecuencial entre 12 y 14 Hz), y por complejos K (po-
tenciales grandes y lentos).

Fase 3: Seregistra actividad de ondas delta y husos del sueno de manera infrecuente.
Fase 4: Se caracteriza por la aparicion de ondas delta.

La segunda etapa es conocida como sueno REM, en esta se observa cambios inter-
mitentes en la frecuencia cardiaca, la presion arterial y la respiracion.

En la figura 2.6 se pueden observar algunos ejemplos de registros sobre estas fases.

Somnolencia (8 a 12 cps), ondas alfa

A A A0 A A PO g,

=

=

Fase 1 (3 a 7 cps), ondas teta S
Ondas delta

e is

AMAHAMPAAIAVIN A A Sl v

Fase 2 (12 a 14 cps), husos del suefio y complejos K

Huso del suefio
r'—A—‘l

Complejo K«

Fase 4 (0,5 a 2 cps), ondas delta

Suefio REM

A AW U A AR AN AN AA NN

Figura 2.6.: EEG de las diferentes etapas del sueno en ciclos por segundo (cps).[1]
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Capitulo 2 La senal EEG

La importancia de su estudio es debido a que existen un nimero considerable de
enfermedades y trastornos que afectan esta actividad escencial lo que desenvoca en
desordenes y un desempeno pobre en las actividades diarias de la persona afectada.
Entre los trastornos del ciclo sueno-vigilia se encuentran el insomnio, la enuresis
nocturna, el sonambulismo, la apnea del sueno y la narcolepsia.[1]

2.4.2. Imaginacién motora

Se define como imaginacién motora (IM) a la variacion en el niimero de oscilaciones
de la actividad cerebral debido a la sola intencién de realizar un movimiento. Cuando
dicha variaciéon se caracteriza por un incremento en la actividad oscilatoria, se conoce
como Sincronizacién Relacionada a un Evento (SER). Por el contrario, si existe un
decremento es llamado Desincronizacion Relacionada a un Evento (DRE).

Debido a que el comportamiento de las variaciones DRE y SER es similar a la ac-
tividad cerebral presente durante un movimiento real, esta se utliza frecuentemen-
te como mecanismo de control para la implementacién de sistemas ICC (Interfaz
Cerebro-Computadora).[30]

2.4.3. Deteccion de focos epilépticos

El EEG juega un papel fundamental en el diagndstico de los diferentes tipos de crisis
epilépticas ya que, estas tienden a generar cambios muy particulares en la senal, di
cese componentes de alta frecuencia. En la figura 2.7 se muestran algunos ejemplos
de las formas del EEG durante una crisis.

WMWWW

A

5 [ 50 uv
W
- [100 n

Figura 2.7.: Senal EEG presente en diferentes casos de epilepsia.[1]
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2.5 Conclusiones

Las crisis epilépticas se clasifican en parciales y generalizadas. Un ejemplo de parcial
es la que inicia con contracciones localizadas en los musculos contralaterales y se
propaga a otros musculos.

Las de tipo generalizado se caracterizan principalmente por la pérdida del conoci-
miento del paciente, lo que resulta peligroso una de las causas es recibir un golpe al
caer.[1]

2.5. Conclusiones

Como se observd durante el desarrollo de este capitulo, existen numerosas variables
a considerar al momento de trabajar con senales EEG, ya que desde su obtencién se
encuentra presente la pérdida de informacién y gran cantidad de ruido, por lo que,
al realizar su analisis se deben tener en cuenta estos aspectos y otros mas que se
trataran en los capitulos siguientes.
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3. Fundamentos de senales y
sistemas

Es importante tener presentes los conceptos de sefiales y sistemas independiente-
mente del area en que nos desarrollemos, ya que, de estos se desprenden notables
herramientas cuya aplicacion no se limita a un inico campo de estudio. Esto se pue-
de ver facilmente en disciplinas como la sismologia, telecomunicaciones, acustica,
ingenieria biomédica, entre muchas otras, pues aunque la naturaleza de las senales
y los sistemas que se emplean son diferentes, estos tienen caracteristicas en comun.

Los sistemas son conjuntos de elementos interconectados que dada una senal de
entrada, existe una senal de salida resultado del comportamiento del mismo. Como
veremos en esta seccion existen ciertas caracteristicas de los sistemas que simplifican
en gran medida su anélisis.|7]

Por otra parte, una sefial es una magnitud fisica que contiene informaciéon sobre la
naturaleza o comportamiento de un fenémeno. Dependiendo de la dimensién de la
senal, esta puede variar respecto de una o méas variables independientes. [6]

z(t) —— Sistema y(t)

Figura 3.1.: Diagrama de un sistema con senal de entrada y salida.

Las senales se catalogan seglin sus caracteristicas, por lo que existe mas de un tipo de
clasificacion. Por lo tanto, conocer las caracteristicas de la senal es fundamental ya
que es en base a estas que se eligen las técnicas mas adecuadas para su tratamiento.[6]

3.1. Senal continua y seiial discreta

El mundo real esta compuesto en su mayoria por senales de naturaleza continua,
siendo la temperatura de una habitacion, el voltaje de una bateria y la velocidad
de un automovil, ejemplos de este tipo de senales, por lo que su comprension es
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importante, ya que es por medio de estas que se puede analizar y cuantificar nuestro
entorno. [6]

A continuacion se muestra un ejemplo de senal continua.

z(t) = Acos(wt £6) ; 0<t<l1 (3.1)

donde:

A = amplitud de la senal.

w = frecuencia angular.

t = tiempo continuo.

0 = defase de la senal.

Una senal continua se caracteriza por estar definida en cualquier instante de tiempo

t donde t € R.

Por otro lado, se tiene que una senal discreta es aquella cuyos valores estan definidos
en ciertos instantes de tiempo n, donde n € Z.[7] Un ejemplo de senial discreta o
secuencia (como también se le conoce) se muestra a continuacion.

zln] = Acos(n+¢) ;  0:n:100 (3.2)

donde:

A = amplitud de la senal.
() =frecuencia angular.

n =tiempo discreto.

¢ = defase de la senal.

Usualmente, la distancia entre valores es la misma, de tal forma que la relacion entre
dos muestras sucesivas se pueda expresar como un multiplo entero.

z[n] = z[nT}] (3.3)
A T se le conoce como periodo de muestreo y se define como el intervalo de tiempo

que existe entre la toma de una muestra y otra.[9]

En la figura 3.2 se representa una misma sefial en el dominio continuo y discreto.
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3.2 Senales deterministicas

Senal continua
10 T T T T T T T
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=
1
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Figura 3.2.: Representacién de una sefial continua y discreta.

La importancia de utilizar senales discretas radica en el hecho de que pueden ser
procesadas por sistemas digitales, que a su vez, se traduce en mayor velocidad de
procesamiento y menor costo computacional. Por lo que aplicando una técnica de
conversion llamada muestreo, se puede obtener una senal digital a partir de una
analogica y con esto es posible utilizar computadoras para resolver calculos complejos
y obtener una excelente aproximacion del comportamiento de dicha senal.[9]

3.2. Senales deterministicas

En el mundo real las senales deterministicas no existen ya que, siempre hay rui-
do aditivo o incluso cambios repentinos que dificilmente se pueden predecir. Sin
embargo, de manera frecuente es conveniente aproximar las senales con modelos
deterministicos.

Una senal determinista es aquella que puede ser descrita mediante un modelo ma-
tematico, tabla de datos, o una regla bien definida, con lo cual se asegura que existe
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un conocimiento preciso de los valores de la senal en cualquier instante de tiempo.
[6]

3.2.1. Senales periddicas y no periddicas
Una senal periddica (Ver figura 3.3) se caracteriza por tener una repeticion de valores

cada cierto intervalo de tiempo T',el cual es llamado periodo.

La propiedad de periodicidad esta definida como:

z(t) =x(t+ml) ; —oco<t<oo (3.4)
donde:

m = numero constante donde m € Z

T= periodo de la senal.

El valor minimo de T" para el que se cumple la periodicidad se le conoce como periodo
fundamental y usualmente se representa como Tj.

Sehnal coseno

Amplitud
=
T

a1 , | | , |
il | | | b
06 - |, I '. | '. | i
L Yo 17 S V| 7

i 1 i
02 03 04 a5 a8 a7 LI ] a8 1
Tiempo

a a

Figura 3.3.: La senal periodica mas simple es la senal senoidal cuyo periodo es 27.
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3.2 Senales deterministicas

Las senales no peridédicas como es de suponerse no cumplen con la ecuacion 3.4,
aunque a menudo resulta conveniente considerarlas sefiales “casi periédicas” toman-

do como periodo la duraciéon total de la senal y suponiendo que se repite hasta el
infinito. (Ver figura 3.4)[7]

Safal aperiodica

T I
I
| I |
E R
. v |'4| |l|| 'l |u| U ||J| . . .
% 50 100 150 200 250 300 350
s Sefial periadica {apmmmanﬂn}
I T TR
i M"H " ||'—'|||"'||H|"|||I '
i' |||||||I|| || ||| v|| ||| H” || U”H ||| ||| ||| |
el A | |.| Ly ||| .
0 50 200 250 300 350

Figura 3.4.: Representacién de una senal no periddica (aperiédica) y su aproxima-
cién a senal periddica.

La propiedad de periodicidad se define de manera andloga para la secuencia x[n],
con la notable excepcién de la exponencial compleja /™ que es periddica si y solo
si se cumple la siguiente igualdad.

QoN = 2mm (3.5)

Donde el periodo N multiplicado por la frecuencia fundamental 2y es multiplo de
27, en otras palabras, la frecuencia %, debe ser un nimero racional.

El hecho de que una senal es perlodlca nos brinda ciertas ventajas, una de ellas es su
descomposicion en seniales de menor complejidad como senos y cosenos de diferente
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frecuencia y amplitud. Este proceso se conoce como descomposicién en series de
Fourier. En el caso de senales no periddicas, también es posible su descomposicion a
través de la transformada de Fourier, considerando que el periodo tiende a infinito.[7]

3.3. Senales estocasticas

En la naturaleza abundan senales que aunque es posible utilizar un modelo deter-
minista para su representacion, resulta bastante complicado por lo que a menudo se
prefieren procesos estocasticos o aleatorios. Por ejemplo, fenémenos meteorologicos
y ruido térmico en dispositivos electronicos resulta més sencillo caracterizarlos es-
tadisticamente en términos de promedios que obtener una descripcion basada en un
modelo determinista (Ver figura 3.5).[§]

Senal voz
o4 T T

amplitud

a 500 1000 1500
miuestras

Figura 3.5.: Representacién de una senal que corresponde al sonido de la letra “A”.

Un proceso estocéstico es un conjunto de funciones temporales que describen las
diferentes maneras en que un fenémeno aleatorio puede comportarse. En general
estas funciones temporales estdn compuestas por variables aleatorias, que a su vez,
estan caracterizadas de forma estadistica.[36]
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3.3.1. Seiales estacionarias y no estacionarias

Las seniales estacionarias (figura 3.6) son una clase de sefiales estocasticas cuya par-
ticularidad es que sus propiedades estadisticas no dependen del tiempo. El concepto
de estacionariedad supone que los parametros estadisticos dependen sélo del inter-
valo de observacién y no del instante en el que se observen.[6]

Ruido Blanco
1|:| T T T T T T T T T

amplitud

- a 1040 200 300 400 500 &00 7040 B0O @00 1000
muestras

Figura 3.6.: El ruido blanco es una senal estacionaria.

En el procesamiento digital es comun utilizar procesos estacionarios en sentido am-
plio para definir estas senales, lo que significa que es suficiente con que los parametros
de media y varianza permanezcan constantes en el tiempo.[6] Esto resulta practi-
co pues el que se obtenga la totalidad de los parametros estadisticos constantes es
complejo, sin mencionar el alto costo computacional que esto conlleva.

Por otro lado, en procesos no estacionarios (figura 3.7) las propiedades estadisticas
varian con el tiempo, por lo cual se aplican técnicas para poder representarlas como
cuasi estacionarias o estacionarias por partes.[9]
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Senal voz
03 T T

amplitud

-0.2 f g

-0.3 . .
a 500 1000 1500

miuestras
Figura 3.7.: Ejemplo de una senal no estacionaria (Dialogo “Hola, ;cémo estas?”).

El que la senal sea estacionaria es condicion necesaria para el uso de gran cantidad
de herramientas en el procesamiento digital de senales.

3.4. Generalidades sobre sistemas discretos

3.4.1. Propiedades de los sistemas

Linealidad

Se denomina sistema lineal a aquel que cumple con los principios de homogeneidad
y superposiciéon descritos a continuacion. La propiedad de linealidad en un siste-
ma tiene muchas ventajas, entre las que destacan el poder descomponer un sistema
de mayor complejidad en sistemas sencillos obteniendo el mismo comportamiento.
Ademas de que se tiene un nimero importante de herramientas y métodos para
trabajar con sistemas lineales, mientras que para sistemas no lineales existen herra-
mientas limitadas que resultan no ser del todo triviales y en ocasiones no se llega a
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una solucién satisfactoria. Afortunadamente una cantidad considerable de sistemas
presentes en la naturaleza se pueden aproximar a través de modelos lineales.[7]

= Homogeneidad

Sean x[n] e y[n| senales de entrada y salida respectivamente y una constante «a, se
cumple la propiedad de homogeneidad si y sélo si:

T

ax[n] = y[n] (3.6)
en donde:
y[n] = oT{z[n]} (3.7)

= Superposicién

Sea una senal de entrada compuesta por x1[n] y z3[n|, y una senal de salida y[n] se
cumple con el principio de superposicién si y sélo si[6]:

21[n] + z2[n] 5 y[n] (3.8)
en donde:
y[n] = T{x1[n]} + T{z2[n]} (3.9)

Invariancia en el tiempo

Esta propiedad se refiere basicamente a que cualquier variacion en el tiempo aplicado
en la sefial de entrada tendra como consecuencia una variacion de igual magnitud
en la salida, lo que implica que la relacion entrada-salida no varia con el tiempo,
esto se muestra a continuacion.

Sean las senales x[n] e y[n] y un valor constante k, el sistema es invariante en el
tiempo si y solo si:

zn] 5 y[n) (3.10)

zln — k) 5 y[n — k) (3.11)
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Derivado de estas dos propiedades se define una clase de sistemas llamados sistemas
lineales e invariantes en el tiempo (LTI por su siglas en inglés) para los cuales existe
un numero importante de técnicas para su manejo tanto analitico como practico.

Un ejemplo de ello es que, dado un sistema LTI este es facilmente caracterizable
mediante su respuesta cuando la senal de entrada es un impulso unitario.[7]

Causalidad

Se dice que un sistema es causal si se presenta una salida y[n] a partir de la existencia
de una entrada z[n] en un instante de tiempo determinado, es decir, y[n] = 0 para
x[n] = 0. Frecuentemente también se le conoce como sistema no anticipativo, ya que
no anticipa valores futuros.[7]

Aunque el principio de causalidad parece inherente a la naturaleza, existen aplica-
ciones dentro del area de procesamiento digital en las cuales resulta irrelevante si un
sistema es o no causal. Por ejemplo, el procesamiento de datos almacenados o fuera
de linea y el procesamiento de iméagenes, entre muchos otros.|[7]

3.4.2. Representacion de sistemas LIT en el tiempo y la
frecuencia

Con las caracteristicas mencionadas anteriormente, es posible definir un tipo de
sistemas denominado sistemas lineales e invariantes en el tiempo (LIT). Como su
nombre lo sugiere estos sistemas poseen las caracteristicas de linealidad e invarianza,
y resulta posible caracterizarlos en funcién de su respuesta al impulso, también
llamada secuencia de ponderacion, la cual es una herramienta ttil para representar
una senal en una serie de impulsos unitarios con diferentes magnitudes.|[6]

Respuesta al impulso
La secuencia impulso unitario tiene su equivalente discreto, el impulso discreto y se

define de la siguiente forma:

1 n=20

d[n) = { 0 o (3.12)

Del mismo modo. se puede generalizar para un desplazamiento de k unidades

6[n—k]:{é Z;i (3.13)
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De acuerdo con la ecuacién 3.13, si realizamos el producto del impulso discreto con
una funcién z[n], este solo tendra valor cuando n = k por lo que se puede concluir
lo siguiente:

ool — k] = T n=Fk (3.14)
0 n#k
De la ecuacién 3.14 se deriva la igualdad
x[nlé[n — k| = z[k]d[n — k| (3.15)

Finalmente, si aplicamos la ecuacién anterior a los n elementos de la secuencia
desplazandola k veces, se obtiene la representacion de z[n| en una serie de impulsos
discretos.

x[n] = kix[k:]é[n — K] (3.16)

Utilizando lo anteriormente definido, tenemos que

yln] = T{z[n]} (3.17)

Sustituyendo la expresién 3.16 en la ecuacion 3.17

yln] =T {i z[k]8[n — k:]} (3.18)

k=0

Ya que solo §[n — k| depende de n, la ecuacién 3.18 se puede reescribir como:

yln] = i S[K)T {3l — K]} (3.19)

Realizando un cambio de variable:

hin — k] = T {d[n — K]} (3.20)
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Donde h(n, k) es la respuesta al sistema teniendo como entrada una senial impulso
discreto. Sustituyendo en la expresién 3.19

y[n] = i_o: x[k|h[n — K] (3.21)

La cual es conocida como sumatoria de convolucion y resulta una herramienta 1til
para obtener la respuesta de un sistema a cualquier senal en la entrada.

Transformada Z y funcién de transferencia

Es a partir de la sumatoria de convolucion que podemos caracterizar el comporta-
miento del sistema y dada una sefial de entrada z[n| arbitraria, obtener la respuesta

yln].
Como ejemplo, podemos utilizar z[n] = Z™ donde Z € C, y dada la respuesta al
impulso h[n] del sistema LIT, obtener y[n].

Sustituyendo en la ecuacion 3.21 y aplicando la propiedad de conmutatividad se
tiene:

yln] = 3= 209 ik (322

Aplicando leyes de los exponentes:

yln] = 2" fj Z " h[k] (3.23)

Ya que la sumatoria solo considera a la variable k, podemos mover fuera a Z" y
realizando un cambio de variable se obtiene:

y[n] = Z"H(z) (3.24)
Donde:
H[z] = i Z " hlk] (3.25)
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De la ecuacién 3.24 podemos concluir que la respuesta de un sistema LIT a una
exponencial compleja Z" en la entrada, es la misma exponecial compleja con una
amplitud H(z). Por lo cual la exponencial compleja resulta ttil para representar
mediante una combinacién lineal de la misma, gran cantidad de senales.[7]

Se define H|[z] como la transformada Z de la secuencia de ponderacién h[n] y es lla-
mada funcion de transferencia del sistema LIT. De manera general la transformada Z
es una representacion del dominio temporal discreto al de la frecuencia compleja Z.

Como tal, la representacion de un sistema LIT en el dominio frecuencial tiene como
principal ventaja la siguiente expresion:

Y[z] = H[2] X 7] (3.26)

Y en el tiempo:

y[n] = hin] * x[n] (3.27)

Donde el operador * es equivalente a la operacién de convolucién, las expresiones
3.26 y 3.27 son homologas, pero resulta mucho menos costoso computacionalmente
realizar operaciones de multiplicacién que operaciones de convolucion, por lo que la
transformada Z es comin en el procesamiento digital de sefiales.

Ecuaciones en diferencias

Una forma alternativa de analizar un sistema LIT es mediante su caracterizacion en
ecuaciones en diferencias, la relacién entrada-salida de orden N puede ser definida
de manera general con el siguiente modelo:

y[n] = — ;; agyln — k| + ;; brx[n — k] (3.28)

Donde ay y by son pardmetros constantes que ponderan la contribucién de y[n — k]
y x[n — k] para los diferentes valores de k.

Para solucionar la ecuacién en diferencias, se supone que y[n] esta compuesta por
la suma de yu[n| que representa la respuesta natural del sistema cuando la entrada
z[n] = 0y y,[n] que se presenta con la entrada x[n| # 0.[6]

También es posible aplicar el concepto de funcion de transferencia a la ecuaciéon 3.28
con lo que obtenemos:

N, b Z—k
Hlz] = Zﬁ[} i (3.29)
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Donde la cantidad de raices en el numerador determinan el nimero de términos que
aproximan el valor de H[z] a cero (ceros) y las raices en el denominador los términos
que hacen H|[z] — oo (polos). Este tipo de andlisis resulta muy 1til para determinar
la estabilidad del sistema. Para profundizar en temas de estabilidad de sistemas se
puede consultar [9].

Filtros digitales

Una de las aplicaciones méas importantes de las ecuaciones en diferencias es el diseno
de filtros digitales, los cuales se utilizan para modificar el contenido frecuencial dada
una sefnial digital. Los filtros se implementan mediante dos tipos de sistemas digitales
que se clasifican dependiendo de su respuesta al impulso los cuales son FIR (Filtros
de respuesta al impulso finita) e ITR (Filtros de respuesta al impulso infinita).

(a) (b)
Delay |— — Delay

Input - —= Qutput Input —————&—= Output

Figura 3.8.: Representacién en bloques de los filtros a) FIR e b) IIR.[37]

El primero que revisaremos sera el filtro FIR cuya principal caracteristica es que su
valor es cero fuera de un rango determinado de valores, es decir:

(3.30)

hin] 0€n< M —1
hin] =
0 O>n>M-—-1

Aplicando la definicién de convolucion tenemos que la salida es producto de la suma
de la entrada actual y entradas pasadas ponderadas por el valor de h[k]. (Esto resulta
evidente en la figura 3.8)

ylnl = > hlklzln — k] (3.31)

Para diferenciar la respuesta al impulso asociada a la entrada z[n] se realiza el
cambio de variable by = h[k]

y[n] = Z_ bln — K] (3.32)
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3.5 Representacion de senales en el dominio frecuencial

Respecto de la ecuacién 3.32 podemos concluir que el filtro se comportarda como una
ventana de M muestras, de esto se desprende que los sistemas FIR tienen memoria
finita del mismo nimero de muestras. [6]

Obteniendo la funcion de transferencias:

H[z] = Mf b2k (3.33)

Se dice que en la ecuacién 3.33 todos los polos se encuentran en el origen por lo que,
H{z] siempre serd un valor finito, y por ende se define como un sistema estable.|[7]

En el caso de los sistemas IIR, tomando la figura 3.8 nuevamente como ejemplo, se
puede observar que este tipo de sistemas presenta una retroalimentacién, es decir,
su salida depende de la entrada presente y las salidas anteriores. La representacion
temporal y frecuencial esta dada por las ecuaciones 3.28 y 3.29 respectivamente.

y[n] = g: hlk)z[n — k] (3.34)

De manera general podemos decir que la ventaja del sistema FIR es que es posible
implementarlo por medio de una convolucién, en el caso de los sistemas IIR esto no
es posible, ya que como se observa en la ecuacion 3.34 el intervalo tiende a infinito.
Por ello es que nos valemos de herramientas como las ecuaciones en diferencias, que
a su vez introducen un grado mayor de complejidad en su disefio. Ademas de que al
incluir una realimentacion los sistemas IIR presentan oscilaciones y pueden tender
a la inestabilidad.

Por otra parte, con los sistemas IIR es posible obtener resultados similares e incluso
mejores a los de sistemas FIR pero con considerable menor costo computacional,
por lo que son utilizados regularmente.|[37]

3.5. Representacion de senales en el dominio
frecuencial

Hasta ahora hemos visto las diferentes representaciones de una senal en el dominio
temporal, que de manera general se trata del valor promedio de la senal en rango de
tiempo. Sin embargo, esta no es la tinica forma de representar a la senal, también
es posible obtener su equivalente en el dominio de la frecuencia mediante la Serie
y la Transformada de Fourier (TF). A través de estas técnicas una senal puede ser
descrita como un conjunto de ondas sinusoidales cuya amplitud y fase varia en el
tiempo.[7]
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3.5.1. Series de Fourier

Las llamadas series de Fourier fueron desarrolladas por el matematico francés Joseph
B. Fourier en el siglo XIX y dice que cualquier funcion que cumpla ciertas condi-
ciones puede ser representada por una serie infinita de senos y cosenos de distintas
frecuencias|7]. Estas condiciones se exponen a continuacion.

Dada una funcién f(¢) definida en un intervalo [a, b]
= Sea f(t) continua en [a, b] excepto en un nimero finito de puntos.
= Sea f(t) con una cantidad finita de méximos y minimos en [a, b]

= Sea f(t) absolutamente convergente en [a, b] lo que se comprueba de la siguiente
manera:

/ab |f()]dt < oo (3.35)

Si f(t) cumple con las condiciones anteriores, se puede llegar a la siguiente expresion:

> 2 > 2
f(t) =ao+ Y a,cos <T) + > b, sin (T) (3.36)
n=1 n=1

Donde la expresion 3.36 se conoce como serie trigonométrica de Fourier y ag, a, y
b, como coeficientes de Fourier y estan dados por:

ao = 1{ / o (3.37)
a, = ;/_i f(t) cos (T) dt (3.38)
by = ;/_i F(t) sin (T) dt (3.39)

El valor de los coeficientes de Fourier dependera de la contribucién energética de
cada frecuencia a la senal original. En la figura 3.9 se observa un ejemplo de la
aproximacion por serie trigonométrica de Fourier de la senal diente de sierra.
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Diente de sierra
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Figura 3.9.: Representaciéon de la senial diente de sierra a través de la serie trigo-
nométrica de Fourier .

A pesar de ser una herramienta bastante ttil, limitaciones como que la senal re-
quiere ser periddica propiciaron el desarrollo de herramientas menos restrictivas
como la Transformada de Fourier que bajo ciertos criterios es aplicable a senales
aperiédicas.|7]

3.5.2. Serie compleja

La serie compleja de Fourier es una extension de la transformada trigonométrica
hacia el campo C, esto es posible gracias a la formula de Euler la cual relaciona las
funciones senoidales con la exponencial compleja.|[14]

cos(a) = < —1—26 (3.40)
sin(a) = % (3.41)
]

Sustituyendo las ecuaciones 3.40 y 3.41 en la expresion 3.36 se tiene:

F(£) = ao + gjl % [el(z’%’”) + e—"(Q”T'”)] Ly I;’; {e’(%%”) )| (3.42)

n=1
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Factorizando las exponenciales

F(t) = ag + ni (%) [a” - Zb"] + nf: e () [a" + Zb”] (3.43)

2 2 — 2 2
Aplicando cambios de variable ¢, = % y ag = Co
) =co+ Y ene’CF) 43 ¢ e () (3.44)
n=1 n=1

Reagrupando las sumatorias se llega a la denominada serie compleja de Fourier.[14]

f6) =3 (7 (3.45)

Donde los coeficientes ¢, estan determinados por la ecuacion 3.46.

2nnt

en = ;[i F6)e ) (3.46)

La mayoria de las veces resulta conveniente el trabajar con expresiones complejas
ya que esto disminuye de manera considerable el grado de dificultad de las opera-
ciones. Incluso en el caso de la serie compleja de Fourier se puede definir el espectro
frecuencial a partir del modulo del coeficiente ¢,. Sin embargo, la importancia de la
serie compleja radica principalmente en que es el punto de partida para el desarrollo
de la Transformada de Fourier Discreta.[14]

3.5.3. Transformada de Fourier continua

Como se menciond antes, la serie trigonométrica de Fourier esta limitada a funciones
periddicas, lo que representa un problema ya que un gran nimero de funciones no son
periddicas. Para superar esta dificultad y extrapolando a teoria de senales, Fourier
hizo la consideracion de que las senales aperiodicas tienen un periodo T' — o0,
como consecuencia la frecuencia fundamental fy — 0, con lo cual la distancia entre
componentes frecuenciales disminuye y se forma un continuo (Observar figura 3.10),
por lo que se cambia la sumatoria por una integral.[7]. Para un panorama més amplio
de lo antes descrito se recomienda revisar.[14][6]
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3.5 Representacion de senales en el dominio frecuencial

La Transformada de Fourier Continua(TFC) se define como:

‘X@):PWﬁaﬂ::[Zx@k4mﬁ (3.47)

En este caso el cumplimiento de las condiciones de Dirichlet enunciadas aqui son
suficientes (més no necesarias) para garantizar la existencia de la transformada de
Fourier de una senal:[6]

1. La senal z(¢) tiene un nimero finito de discontinuidades finitas.
2. La senal z(t) tiene un ntimero finito de maximos y minimos

3. La senal z(t) es absolutamente integrable, es decir:

/MMMﬁ<w (3.49)

Pulso cuadrado
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Figura 3.10.: Representacion de la Transformada de Fourier continua.

A partir del desarrollo de la Transformada de Fourier se dejan de lado las limitaciones
abriendo la posibilidad de obtener la representacién de una senal en el dominio de
la frecuencia sin importar si es periddica o no. Ademas, con la ayuda de funciones
singulares y operaciones como la convolucion es posible describir el comportamiento
a los sistemas continuos.[7]
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3.5.4. Transformada de Fourier de tiempo discreto

La Transformada de Fourier de Tiempo Discreto(TFTD) es el equivalente de la
TFC para secuencias discretas no periddicas e igualmente nos permite obtener la
representacion en el dominio frecuencial. Esto es posible ya que muchas secuen-
cias pueden ser representadas a través de la integral de Fourier como se muestra a
continuacion:|7]

x[n] = 217r /%X (ei“) e dw (3.49)
Donde:
X (ei‘”) = :f: z[n]e ™" (3.50)

La ecuacion 3.50 constituye la TFTD cuyas caracteristicas son que toma valores
complejos y su rango abarca de (—m,7), por ende tiene periodo 2w, esto como
consecuencia de las propiedades de la exponencial compleja en el dominio discreto.[6]

Pulso cuadrado
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Figura 3.11.: Representaciéon TFTD.
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La ecuacion 3.49 se define como una integral ya que representa x[n] como una serie
de exponenciales complejas infinitesimalmente cercanas en frecuencia, lo cual nos da
como resultado un continuo en el espacio frecuencial. Esto no es conveniente ya que
imposibilita el uso de la TFTD en sistemas digitales.(Ver figura 3.11)[7]

3.5.5. Transformada Discreta de Fourier

La transformada discreta de Fourier(TDF) es un tipo de transformada que obtiene
una representacion en el dominio discreto de la frecuencia a partir de una secuencia
igualmente discreta pero temporal. Como se mencioné antes, no es posible utilizar
la TFTD para procesamiento digital debido a la naturaleza continua de su espectro
frecuencial, por lo que se suele realizar un proceso de muestreo.

Suponiendo una funcién de longitud N y periodo 27, producto de la TFTD, se toma
el intervalo de 0 < w < 27 para su analisis. Por simplicidad se considera que las
muestras son equidistantes, lo que se logra definiendo el espacio entre ellas como

.09

Por ultimo evaluamos w = % en la TFTD con lo que obtenemos:
2 lf i -2mwkn
X (;\T[) = Zx[n]e‘ZTk (3.51)

Dado que la expresion 3.51 es una representacion frecuencial muestreada de la se-
cuencia x[n] y como tal no la representa de forma fiel, para secuencias de larga
duracion se presenta el efecto de aliasing, por lo que es condicién que la secuencia a
transformar sea de duracion finita, de no ser asi es posible utilizar técnicas de ven-
taneo para cumplir esta condicién[6]. Tomando en cuenta esto se llega a la siguiente
expresion:

—_

XK = Y afn)le 5 (3.52)

=0

S

Donde la ecuacion 3.52 es la definicién de la TDF (Ver figura 3.12). Al contrario que
la TFTD, esta transformada tinicamente evaltia suficientes componentes frecuencia-
les para reconstruir el segmento que se analiza.
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Figura 3.12.: Representacion de un pulso cuadrado mediante la TDF

La TDF es ampliamente usada en procesamiento digital de senales y sistemas de
telecomunicaciones sobre todo por la existencia de algoritmos computacionales efi-
cientes para su calculo cominmente denominados Transformada Rapida de Fourier.

3.5.6. Transformada rapida de Fourier

Existe una variedad de algoritmos computacionales cuyo fin es obtener los valores
de la TDF de manera eficiente, a este conjunto se le conoce como Transformada
rapida de Fourier (FFT por sus siglas en ingles). Aunque existen algoritmos FFT
optimizados para distintas aplicaciones, el més utilizado es el radiz-2 desarrollado
por Cooley & Tukey (1965)[16]. Grosso modo enuncia que la transformada de una
secuencia de longitud N = 2m m € Z", se puede representar como la suma de
dos transformadas de longitud N/2 , donde estas tltimas estan conformadas por los
elementos de indices pares e impares del vector de muestras original.[9]
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3.5 Representacion de senales en el dominio frecuencial

Evaluacion directa de la TDF

La TDF de secuencia finita y longitud N se define como|6]:

N-1
= 3 2n)e R k=0,1,2..N — 1 (3.53)
n=0

Partiendo del supuesto de que todos los elementos de z[n] son complejos y descom-
poniendo la exponencial compleja en senos y cosenos se tiene lo siguiente:

N-1 9 9
= > (Re{z[n]} + Im{z[n]}) (cos < Mm) — isin <7rkn>> Jk=0,1,2..N—1
n=0 N N
(3.54)
Realizando el producto complejo tenemos:
X[k] = =N Re {z[n]} cos (27;\’;’”) iRe {z[n]} sin (%) + ...
(3.55)

~Im {x[n]} cos (Zkn) — iIm {a[n]} sin (Z52) k= 0,1,2..N — 1

Cada producto de complejos dentro de la sumatoria requiere cuatro multiplicaciones
reales y cuatro sumas reales por cada valor de n, lo que conlleva a un total de 4N
multiplicaciones y 4N—1 sumas, ademas dado que esta operacion se debe realizar
para los N valores de k, tenemos como resultado aproximadamente 4/ N? multiplica-
ciones y N(4N —2) sumas.[9] Dicho lo anterior es evidente que la TDF evaluada de
forma directa resulta ineficiente ya que dado el nimero de operaciones a realizar el
coste computacional se eleva exponencialmente conforme N se hace més grande.|[9]

Computo eficiente de la TDF Los algoritmos que calculan la TDF de manera

- . . o Zj2xkn .
rapida aprovechan ciertas propiedades del término e ™"~ también representado co-

mo W y cominmente llamado factor de fase[6], propiedades como la periodicidad
y la simetria son clave para poder reducir el tiempo de procesamiento.

N
Propiedad de simetria: lef;r =W (3.56)

Propiedad de periodicidad: Wi = Wr (3.57)
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El procedimiento se muestra a continuacién de forma general:[6]

N-1
X[k => z(n)W', k=0,1,2..N — 1 (3.58)
n=0

Dada la ecuacién 3.58 es posible descomponerla en 2 secuencias donde se agrupan
por indice par (Ver expresion 3.59) e impar (Ver expresién 3.60).

N/2-1
Xklpar = > x(2n)WR™, k=0,1,2..N/2 — 1 (3.59)
n=0
N/2-1
X [Klimpar = WE 3" 2@n+ D)WYk =0,1,2..N/2 -1 (3.60)

n=0

Por lo que, la ecuacion 3.58 puede reescribirse como:

X[k] = X[klpar + WEX [Klimpar, b =0,1,2..N — 1 (3.61)

Dado que las expresiones 3.59 y 3.60 son periédicas con periodo N/2 y sustituyendo
en la ecuacion 3.56 se obtiene:

X[k 4+ N/2] = X[K]par — WEX [Klimpars & =0,1,2..N/2 — 1 (3.62)

En esta tltima expresion se reduce la complejidad del calculo de la transformada de
2

4N? a NT + N el cual se traduce en un menor costo computacional (del orden de la

mitad).

Si repetimos este procedimiento varias veces se obtienen transformadas de dos puntos
(Ver ecuacion 3.63) cuya complejidad es de aproximadamente (%) log,(N).[6]

X[k = 3" a(n)WEm = z[0] + (—1)* =[1] (3.63)

n=0

Para los casos en que k = 0 y k = 1 se obtienen las expresiones 3.64 y 3.65 respec-
tivamente.

X[0] = 2[0] + 2[1] (3.64)
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X[1] = 2[0] — 2[1] (3.65)

Por simplicidad estas operaciones se representan con un diagrama de flujo llamado
diagrama de mariposa (Ver la figura 3.13) el cual resulta practico por que explota las
caracteristicas del factor de fase y es posible representar de manera clara el proceso

de descomposicion de una transformada.

< X[0)

0] o

o A1)

W) o

Figura 3.13.: Diagrama de mariposa para transformada de 2 puntos.|9]

En el cuadro 3.1 se observa una tabla comparativa sobre la complejidad del calculo

entre TDF y FFT extraida de [6].

Factor de mejora

| Nimero de puntos N | Calculo con DFT N2 | Calculo con FFT % log, N
4 16 4 4.0
8 G4 12 5.3
16 256 32 8.0
32 1,024 80 12.8
G4 4,096 192 21.3
128 16,384 448 36.6
256 65.536 1.024 G4.0
512 262,144 2,304 113.8
1024 1,048,576 5.120 204.8

Cuadro 3.1.: Complejidad de DFT y FFT.

Como se observa en la figura 3.14, los datos de entrada tienen un orden diferente,
esto es consecuencia de que los datos se reagrupan en pares e impares en las distintas

etapas de descomposicion de la transformada original.
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x[0]

x[4]
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x[1]
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x[7] = X[7]
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Figura 3.14.: Diagrama de mariposa para transformada de 8 puntos.|[7]

Para ello existe un algoritmo llamado Bit-reversal el cual consiste en convertir los
indices del vector de muestra a su equivalente binario e invertir el orden de los digitos
que conforman cada indice. Esto se presenta de forma tabular en el cuadro 3.2.

[ Indice original | Equivalente binario ] Inversiom de orden | Indice nuevo ]

0 000 000 0
1 001 100 4
2 010 010 Z
3 011 110 G
4 100 001 1
3 101 101 3
G 110 011 3
7 111 111 7

Cuadro 3.2.: Aplicacién de algoritmo Bit-reversal para N=8.[9]
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3.6. Segmentacion y ventaneo de una seial en el
tiempo

Es frecuente que las caracteristicas estadisticas de una senal presenten variaciones en
el tiempo catalogandose como no estacionarias, por lo que se hace uso de la segmen-
tacion para disminuir estas variaciones y representarla como una senal estacionaria
por partes.[10]

Otro uso comin que se le da a la segmentacion es la de obtener la mayor cantidad
de informacion, tomando solo los intervalos necesarios de la senal (Ver figura 3.15)
y con ello reducir el tiempo de cémputo.[11]

200 200 800 800 7,000

Figura 3.15.: Ejemplo de aplicacién de la segmentacion.[38]

Existen dos variantes de esta técnica, la primera conocida como segmentacion adya-
cente, realiza la divisién de la senial en segmentos de igual tamafio y se cumple que
dentro de estos no existe repeticion de informacién. Por otra lado, la segmentacion
superpuesta se caracteriza por contener informacién redundante en los segmentos,
esto con el fin de aminorar cualquier pérdida causada durante el proceso.[12][47]

En la figura 3.16 se pueden observar ejemplos sobre los tipos de segmentacion des-
critos anteriormente.
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Figura 3.16.: Representacién de: segmentacién adyacente (izquierda) y segmenta-
cién superpuesta (derecha).[38]

Uno de los inconvenientes que surge al segmentar una senal es que se presenta un
efecto de discontinuidad en los extremos del segmento, esto debido al cambio brusco
de magnitud ya que, fuera del segmento la magnitud de la senal se considera cero.
Dichas discontinuidades son mostradas en el dominio frecuencial como componentes
de alta frecuencia que no existen en la senal original, por lo que el espectro obtenido
no pertenece a nuestra senal, sino que se trata de una version distorsionada.[47][48]

Para minimizar el efecto de discontinuidad en el espectro se suele aplicar una ven-
tana (Ver figura 3.17). Este procedimiento consiste en multiplicar el segmento por
una ventana de igual longitud y con una amplitud en los bordes que decae de for-
ma paulatina hasta llegar a cero. Con esto es posible reducir la magnitud de las
discontinuidades al no existir cambios abruptos. [47][48]

w[32[} —-m ‘w[lﬁﬂ(} —-m

SN

0 20 40 60 80 100 120

time in ms (m/fs)

Figura 3.17.: Técnica de ventaneo.[24]
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3.6 Segmentacion y ventaneo de una senal en el tiempo

Tipos de Ventanas

Existen diferentes tipos de ventana cuya eleccion debe ajustarse a la naturaleza
de la senal. El efecto de cada ventana sobre una senal estard dominado por sus
caracteristicas frecuenciales. A continuaciéon se muestran algunos ejemplos de las
ventanas mas utilizadas con su respectivo espectro en frecuencia.[48]

Ventana Rectangular (figura 3.18)

Nivel méas alto de l6bulo lateral: -13 [dB]|
Caida del 16bulo lateral: -6 [dB/OCT]

Ganancia: 1

1 =& —-101,..%
Mm:{ "= g (3.66)

0 cualquier otro caso

Ventana rectangular Espectro

Amplitud
Amplitud (E)

L 1 L 1
Tiempo Frecuencia

Figura 3.18.: Ventana Rectangular

Ventana de Blackman (figura 3.19)

Nivel méas alto de l6bulo lateral: -58 [dB]|
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Caida del l6bulo lateral: -18 [dB/OCT]
Ganancia: 0.42

27 4mn _ _ N o N
wln] = {8.42 — 0.5 cos (W”) + 0.08 cos (T) n=-5,.—101..,5 (3.67)

cualquier otro caso

Ventana Blackman

%. - |I I| é. - ""l Iﬁl | | ||“II |P \
E | '.I < f il " |_! ||' '||f"||
f \ i |'I“II | | ‘ ! IIﬁII| i
I| |I | ! | | |
II|| IIII 1 n]! ’ |
[ \ . \
/ \ L
/ | A .
Tiempo Frecuencia
Figura 3.19.: Ventana de Blackman
Ventana de Bartlett (figura 3.20)
Nivel méas alto de l6bulo lateral: -27 [dB]|
Caida del l6bulo lateral: -12 [dB/OCT]
Ganancia: 0.5
1—me p=-% . —-101.,%
wln] = bey T oo (3.68)
0 cualquier otro caso
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Ventana Bartlett Espectro
I."_\I '.I I|II II|I
i ". |
| |II \I!
[\ ==
I|I I|II Irr\ll | | IIF‘-,I
III'\ & i |I | | ||I II| 0
3 /) reieE EEy i
o | = [ |" { [ | | | L
E { \ g |1| ||‘| i
, 'u LU\ |] i
/ \ Y “ . ’
Ill.' IIIII i
III III
. I"'ll I :
\
J’f . A\
Tiempo Frecuencia

Figura 3.20.: Ventana de Bartlett

Ventana de Hanning (figura 3.21)

Nivel més alto de 16bulo lateral: -32 [dB]

Caida del l6bulo lateral: -18 [dB/OCT]

Ganancia: 0.5

n

7 m=-§,..-101..

cualquier otro caso

N
2

(3.69)
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Fundamentos de senales y sistemas

Amplitud

Ventana Hanning Espectro
T oy T T T \\ T
, 7
#'r \Hu 1 [
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f \ "
| | fil i
i \ = E |
| | g I{ || I
II -g - | I | 1 |-‘I|
". gt N I\
\ = fll | I
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T ' I
I',\I F
\
Tiempo Frecuencia

Figura 3.21.: Ventana de Hanning

Ventana de Hamming (figura 3.22)

Nivel méas alto de l6bulo lateral: -43 [dB]|

Caida del 16bulo lateral: -6 [dB/OCT]

Ganancia: 0.54

cualquier otro caso

27 _ N . N
Mm:{gﬂ+o%w4N@ n=-Y..-101,..,2%
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3.7 Conclusiones

Ventana Hamming Espoctro
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Figura 3.22.: Ventana de Hamming

Como se puede observar en las figuras anteriores, el espectro de una ventana es-
ta conformado por un lébulo principal y 16bulos laterales. El l6bulo principal se
encuentra en la componente frecuencial con mayor energia mientras los l6bulos late-

rales se centran en las componentes con menor energia y cuya magnitud decae hasta
aproximarse a cero.

El Nivel mas alto y la Caida del lobulo lateral resultan ser valores a considerar a
la hora de elegir una ventana, ya que los bajos niveles en lobulos laterales y un

amplio rango en la caida del 16bulo lateral reducen de manera importante la fuga
espectral.[48]

Dicho esto, se realizé una comparacién de las ventanas mostradas y llegamos a la
conclusion de que la Ventana de Hamming cumple con las condiciones descritas

como ideales. Sin embargo, siempre es importante tener en cuenta las caracteristicas
de la senal que vamos a analizar.

3.7. Conclusiones

Como se pudo observar durante el desarrollo de este capitulo, los conceptos expuestos
pueden no ser faciles de digerir. Sin embargo, resultan fundamentales para el enten-
dimiento de temas subsecuentes como son la Transformada de Fourier de Tiempo

Reducido y la Transformada Wavelet. Por ello es que se tuvo especial énfasis en la
revision detallada de cada subtema.
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4. Técnicas de procesamiento de
senales no estacionarias

En los capitulos anteriores se ha recalcado la importancia de la representacion fre-
cuencial de una senal mediante la Transformada de Fourier, hasta el momento solo
se ha tratado con sefales estacionarias. En la naturaleza dificilmente se encuen-
tran senales de este tipo por lo que se desarrollaron técnicas capaces de analizar
caracteristicas no estacionarias.

En este capitulo se revisara de manera detallada tres de las técnicas mas utiliza-
das; la Transformada de Fourier de Tiempo Reducido, Transformada Wavelet y la
Transformada de Hilbert-Huang.

Cabe resaltar que las simulaciones mostradas con TFTR y TW se generarén median-
te librerias incluidas en Matlab. En el caso de la THH se implement6 la simulaciéon
desde su base.

4.1. Transformada de Fourier de Tiempo Reducido
(TFTR)

En general se dice que la Transformada de Fourier tiene una resolucion frecuencial
perfecta, ya que se obtienen todas las frecuencias contenidas en dicha senal. Sin
embargo, también es cierto que la resolucion temporal de dicha transformada es
nula pues no se sabe en que momento se presenta cada frecuencia, por lo que en
1946 Dennis Gabor dié una solucién a este problema aplicando técnicas de ventaneo
a la senal y a su vez, la TF a cada una de éstas, con lo que se llega a la Transformada
de Fourier de Tiempo Reducido (TFTR).[24][49]

4.1.1. TFTR en tiempo continuo

La Transformada de Fourier de Tiempo Reducido se define como:[24]

X(t,w) = /°° 2(T)w(r — t)e 7 dr (4.1)
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Que es en esencia la Transformada de Fourier de la porcion de la senal (7) donde
la ventana w(1 — t) es diferente de cero, y ésta a su vez va recorriendo la senal de
principio a fin.

Como se puede observar en la ecuacion 4.1 la TF depende de dos variables las cuales
son frecuencia y tiempo. Esta variante de la Transformada de Fourier presenta otra
ventaja, ademas de saber el momento en el que aparece una frecuencia especifica de
la senal, también es posible aproximar una sefial no estacionaria a estacionaria, lo
que es requisito para un niamero considerable de algoritmos en procesamiento digital
de senales.

4.1.2. TFTR en tiempo discreto

La versién discreta de la TFTR se presenta a continuacién:[49][24]

X|[n,Q] = i z[n + mjw[m]e ™ (4.2)

m=—00

Esta, al igual que su contraparte continua, segmenta la sefial y aplica la transfor-
mada, aunque en este caso se trata naturalmente de la TFD.

Una de las cuestiones que se toma en cuenta al utilizar el ventaneo en ambos casos
es que existe pérdida de informacién en los extremos de la ventana, ademas de
agregarse componentes frecuenciales ajenas a la senal debido al corte abrupto de la
senal. [47]

Por ello existen algunas recomendaciones. Para el primer caso se utiliza un traslape
entre ventanas donde cada tramo de senal tendra parte del contenido de la ventana
anterior y la siguiente, con lo que se asegura una pérdida minima (Ver figura 4.1).
Como se menciona antes, dependiendo de la ventana se tienen diferentes resultados
en la frecuencia por lo que para solucionar el problema de las componentes producto
de segmentar la senal, es comtn el uso de ventanas como Hanning y Hamming cuyos
16bulos laterales son pequenos.|[47]

w[320 w(1600 — m)

0 20 40 60 80 100 120
time in ms (m/fs)

Figura 4.1.: Ventaneo con traslape aplicado a una senal de voz. [24]
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4.1 Transformada de Fourier de Tiempo Reducido (TFTR)

4.1.3. Espectrograma

El espectrograma de una senal es una representacién visual de la TFTR que nos
auxilia para saber como se distribuye la energia sobre la misma y se obtiene mediante
la siguiente expresién[24][50]:

Espectrograma{z[n|} = 20log,,| X (n, A)| (4.3)

Como se dijo anteriormente, una senal puede ser dividida en varios segmentos para
aplicar el ventaneo y después pasar al dominio de Fourier tantas veces como se
necesite para cubrir la senial completa, reacomodando el resultado de tal forma que
se genere una matriz la cual al ser desplegada como una imagen nos dara la variacion
de frecuencia y amplitud en el intervalo de tiempo analizado (Ver figura 4.2).

| ST T SR g T D " cH : EY s i
e ] prssrnsioiaiididian - o
0 ,hhwl\l Uy larir,]ﬁt-'&v"ih I\w[r, *ﬁmwrrﬁm
=-1E 1 ! I ! 3
5 =

%]

-
-

0 1 00 200 300 400 500 600

Figura 4.2.: Espectrograma de una senal de voz.[24]

El espectrograma es una herramienta muy ttil en el analisis espectral sobre todo
por su facilidad de implementacion respecto de otras técnicas como la transformada
Wavelet, que si bien resuelve el asunto de la resolucion, su aplicacion es més compleja,
como se vera en la seccion 4.2.

4.1.4. Problemas de resolucion

Existen desventajas importantes relacionadas con la resoluciéon. El problema se ba-
sa en el principio de incertidumbre de Heisenberg que nos dice que no es posible
conocer el momento exacto en el que se presenta una frecuencia especifica de la
senial.[50] Aunado a esto, al elegir una ventana, esta no se podria cambiar durante
el andlisis por lo que se dice que la TF'TR es de resoluciéon fija, lo que representa
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Capitulo 4 Técnicas de procesamiento de senales no estacionarias

un inconveniente, pues como se dijo antes, las caracteristicas de la ventana influyen
en los resultados que se obtienen; lo que es mas claro aqui, ya que al utilizar una
ventana amplia se tiene mejor resolucion en frecuencia pero una pobre resolucion en
el tiempo y viceversa una ventana angosta da una buena resoluciéon en el tiempo y
mala resolucion en frecuencia. Estas son llamadas transformadas de banda angosta
y de banda amplia, respectivamente.|24]

freq freq

time time

Figura 4.3.: La figura de la izquierda tiene buena resolucién en el tiempo y la de
derecha buena resolucién en frecuencia.[24]

4.2. Transformada Wavelet (TW)

La transformada Wavelet se desarrollé6 como una alternativa para resolver el proble-
ma de resolucién de la TFTR, ya que a diferencia de esta tltima, la transformada
Wavelet realiza el analisis con una ventana de longitud variable, es decir, para una
ventana de larga duracion se tiene mejor resolucion en frecuencia, mientras que para
ventanas de corta duracion la resolucién es mejor en el tiempo.[21]

Otra de las grandes ventajas del andlisis con wavelet es la posibilidad que nos brinda
de cambiar el nicleo de la transformada, eligiendo asi la que mejor se acople a la
senal analizada.[49]

4.2.1. Transformada Wavelet Continua

En general existen dos funciones cuyo papel es fundamental en el analisis wavelet
pues es a partir de ellas que se puede descomponer y reconstruir una senal. Ya que
de dichas funciones se genera la familia de funciones base para la descomposicion

de una senial a veces también son llamadas "funcién padre” (funcién de escala ¢) y
"funcién madre” (funcién wavelet ). [14][21]

4.2.1.1. Funcién wavelet

Una wavelet 1(t) u ondicula por su traduccién al espanol es una funcién en forma
de onda cuyos valores son diferentes de cero en un intervalo de tiempo corto. Una
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4.2 Transformada Wavelet (TW)

funcion wavelet puede ser cualquier funcién que cumpla con lo siguiente[49]:

» Pertenecer al espacio L?, funciones de cuadrado integrable de variable real, lo
cual se verifica cumpliendo la expresion:

/ ;OO (1) 2dt < o0 (4.4)

Esta condicién como se menciond antes nos asegura que la funcion tiene energia
finita.

s Norma unitaria:

ool = [ @) ey e = 1 (1.5

s Condicién de admisibilidad:

/+OO |\Ij(w)|2dw < 00 (4.6)

—00 |CU|

Donde ¥(w) es la transformada de Fourier de ¥(t) y lo que esta expresion
nos dice basicamente es que la funcion wavelet es de naturaleza oscilatoria, en
otras palabras 1(t) debe ser una onda.[17, 49]

Y

Ya habiendo definido una funcién wavelet 1 (t) esta recibe el nombre de "wavelet
madre” ya que se trata de una funcién prototipo a partir de la cual se generaran
versiones escaladas y desplazadas en el tiempo con el fin de obtener los coeficientes
que representan el grado de similitud entre la senal analizada y la funciéon wavelet.

Se tiene entonces que la transformada wavelet continua dada una funciéon f(t) se
expresa como:

Wirs) = [ J0ws (0 di (47)
donde:
1 t—T1
Vrs(t) = ﬂlﬁ <s> (4.8)

Como se observa en la expresion 4.8, se tiene una dependencia de dos variables que
son 7y s definidas como factores de traslacién y escala, respectivamente. Esencial-
mente se mapea la funcién unidimensional definida en el dominio del tiempo hacia
un espacio bidimensional de tiempo-escala.
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El pardmetro de traslacién en la transformada wavelet (Ver figura 4.4) esté rela-
cionado con la localizacién temporal y su principal funcion es, dada una wavelet
escalada, desplazarla a través de la senal completa.

Figura 4.4.: Wavelet desplazada.[19]

Con relacion al parametro escala (Ver figura 4.5), se tiene que para s > 1 (altas
escalas) la wavelet se dilata y para s < 1 (bajas escalas) se contrae, por lo que es en
funcién de s que se tiene una visién general o detallada de la senal.[57]

Por otro lado existe una relacion entre escala y frecuencia descrita a continuaciéon:

1
Escala = ——— (4.9)

frecuencia

Con lo anterior es posible dar una interpretacién en términos de frecuencia, pues para
altas escalas que corresponde a frecuencias bajas generalmente son componentes de
larga duraciéon y por tal motivo dificiles de localizar en el tiempo, por otra parte
al tomar un nimero mayor de muestras de la sefial se tiene una mejor resolucién
en la frecuencia. Caso contrario las bajas escalas corresponden a frecuencias altas
que suelen aparecer por cortos periodos de tiempo con lo que se encuentran bien
localizadas en el tiempo. Sin embargo, al tomar un nimero menor de muestras la
resolucion en la frecuencia es pobre. [20]
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4.2 Transformada Wavelet (TW)

Figura 4.5.: Wavelet desplazada y escalada.[19]

Cabe destacar que las wavelets generadas a partir de la variaciéon de los parametros
de traslacién y escala conservan la forma original de la wavelet madre.

4.2.2. Transformada Wavelet Discreta y analisis multiresolucion

Debido a la naturaleza discreta de las computadoras, resulta imposible procesar la
transformada wavelet continua como tal, por lo que es necesario obtener una versién
discretizada. Sin embargo, este procedimiento no es algo trivial ya que si se tiene
una alta tasa de muestreo se tiene una mejor aproximacion a la versiéon continua
pero esto también implica mayor redundancia en la informacién.[17]

Como ejemplo se tiene la funcién de escala Haar generalizada para k desplazamientos|21]:

1 k<t<k+1

ot — k) = { (4.10)

0 cualquier otro caso.

Dado que ¢(t — k) cumple con la condicién de ortonormalidad es posible representar
una funcién f(¢) como una combinacién lineal de ¢(t — k) de la siguiente manera:

£ = Y exole — b) (4.11)

Donde la expresién 4.11 define el espacio Vy que contiene a todas las funciones
constantes y continuas a tramos cuyas discontinuidades se localizan en los ntimeros
enteros (Ver figura 4.6) de la siguiente forma:

{0,1,2,3,4,5...} (4.12)
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Figura 4.6.: Representaciéon de un elemento de V;. [19]

Para el andlisis en alta frecuencia es necesario que la funcién de escala sea mas
delgada por lo que se realiza un cambio de escala a 2:

k

B2t — k) = 6(2(t — ) (413

Derivado de lo anterior obtenemos|21]:

k k+1
2 5st<

0 cualquier otro caso.

G2t — k) = { (4.14)

Con lo que definimos un espacio V; que contiene todas las funciones de la forma:

o0

F6) =Y a2t —k (4.15)

k=0

En este caso las discontinuidades se encuentran a la mitad de cada nimero entero
como se muestra a en la ecuaciéon 4.16. Representada de manera grafica por la figura
4.7

{0,0.5,1,1.5,2,2.5,3,3.5..} (4.16)
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=

- My

-4 |_4:2 ] 2 4

Figura 4.7.: Representacién de un elemento de V.[19]

Siguiendo con el ejemplo se aumenta la escala pero en vez de 3 serd hasta 4 (més
adelante serd evidente la razén).

P4t — k) = ¢(4(t — 7)) (4.17)

Se tiene que:

k k+1
4ogst<

4.18
0 c.o.c. ( )

s 1)~
De igual forma se define un espacio V5 que contiene todas las funciones de la forma:

[e.9]

£ =Y att—k) (4.19)

k=0

Aqui las discontinuidades se encuentran cada cuarto del nimero entero (Ver figura

4.8):
{0,0.25,0.5,0.75,1,1.25,1.5...} (4.20)
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-BJJL_I_'E J_Hf ] 2 4

Figura 4.8.: Representacién de un elemento de V5.[19]

Retomando las ecuaciones 4.12, 4.16 y 4.20 es claro que los elementos que conforman
Vb se encuentran contenidos en V; y a su vez Vj y V; estan dentro de V5 por lo que
se puede llegar a la siguiente conclusion:

WwCcWViclh, (4.21)

Y he aqui la razén por la que no se toma en cuenta el cambio de escala en 3 ya

que si fuera el caso V3 estarfa definido por ¢(3t — k) y aunque los elementos de V;

1

estarian dentro de Vi, los de Vj no pertenecerian a Vs(pues 3 no es multiplo de %)

Aclarado esto, es posible generalizar si se sabe que los elementos que cumplen con
la expresién 4.21 son multiplos de 2.[21]

1 2 3 4
{0, 5505757 57} (4.22)

Derivado de esto se define V; como el espacio de funciones constantes y continuas a
tramos cuyas discontinuidades estan contenidas en (4.22):

£ =Y (@i — (4.23)

Ademaés de que:

VWV, C Vi (4.24)
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Mostrado en la figura 4.9

Figura 4.9.: Representacién grafica de la expresion 4.24.[18]
Por lo que se obtiene la funcion de escala diadica:

k k+1
1k <r<itl

0 cualquier otro caso.

¢t — k) = { (4.25)

Sin embargo, se comprueba que la norma de la funcién en la ecuacion 4.25 es diferente
de 1 por lo que se debe realizar un nuevo analisis de tal forma que, se pueda obtener
una constante que nos proporcione la norma unitaria de la funcién.

Con lo cual la funciéon de escalamiento y wavelet se encuentran definidas de manera
completa por las expresiones 4.26 y 4.27 respectivamente.|[51]

Lk k+1
L) = 22p(20t — k) = 2 2j§t,<2j 4.26
j7
cualquier otro caso.
| 28 g <<
Pix(t) = 239(2Pt — k) = { —23 bH05 < ¢ < ki (4.27)
0 cualquier otro caso

61



Capitulo 4 Técnicas de procesamiento de senales no estacionarias

4.2.2.1. De escala a wavelet

Algo que resulta interesante es la relacién existente entre la funcion de escala y la
funcién wavelet, ya que, como veremos mas adelante, al realizar la descomposicion
de una senial solo con la funciéon de escala existe pérdida de informacién, es aqui
donde entra la funcién wavelet para resolver dicho problema.[21]

Para empezar se tiene la siguiente definicién:

Dado un espacio de Hilbert H y un subespacio V', para f € H se cumple que:

f=v+vt (4.28)

dondev € Vyvt eVt

Utilizando la definicién anterior podemos descomponer un subespacio V; como una
i
suma de V;_; y su complemento ortogonal V.

Vi = Vi + VA, (4:29)
De la ecuacion 4.29 se conocen los términos de V; y V;_; que como sabemos son

subespacios generados a partir de ¢;x, por lo que solo resta identificar el comple-
mento ortogonal.

Para este ejemplo se tienen los subespacios V y Vi donde V) C V;. Si aplicamos la
ecuacion 4.29 se tiene:

Vi= Vot Vg (4.30)

Como se demostré anteriormente las funciones ¢, 5, y 1 son ortogonales entre si ya
que (1, ¢) = 0 por lo que es claro que Vj" es generado a partir de la funcién wavelet.

En este contexto, definiremos un nuevo subespacio W, compuesto por todas las
funciones de la forma:

£ = X dste = 1) (431

que como se dijo es ortogonal al subespacio Vj, lo cual se representa de la siguiente
manera:

Vi=Voe W (4.32)
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4.2 Transformada Wavelet (TW)

Es decir, el subespacio V; esta conformado por la suma de todos los elementos del
subespacio Vo y Wy. [21]

a) b)

Figura 4.10.: a)Descomposicion sin wavelet b)Descomposicion con wavelet.

Analizando la figura 4.10 se tienen dos casos: en el caso a) si pasamos del subespacio
Vi al Vj es evidente que existe pérdida de informacién que corresponde al espacio
en color blanco, esto debido a que no es parte de Vy. En el caso de b) es posible
descomponer f(t) en elementos de V] sin pérdida de informacién ya que se tienen
identificados los subespacios que lo conforman (Ver figura 4.11).

Se puede generalizar la expresion 4.32 de tal forma que:

WIWIW, 1Y,  %DVDVDV,

Figura 4.11.: Representaciéon grafica de la ecuacién 4.33.[18]
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En términos de funciones para un nivel j0 = 0 se tiene:

Fol) = fot 3w, (4.34)

J=30

Ampliando la expresién 4.34 a k niveles de descomposicion:

2101 N—1log2(N)—1
F@) =Y cjoxdjor(t) + > dipin(t) j, ke Z° (4.35)
k=0 J=j0 k=0

Donde la ecuacién 4.35 recibe el nombre de transformada wavelet inversa.

Como se puede observar la Transformada Wavelet tanto continua como discreta
tienen base matematica bien definida por lo que se considera una técnica con base
tedrica completa.

4.2.2.2. Algoritmo piramidal y escalograma

En 1986, Stéphane Mallat relacioné la teoria de wavelets con métodos existentes
en procesamiento digital como la codificacion de subbandas y filtros espejo de cua-
dratura. Gracias al trabajo de Mallat, el proceso de descomposicién a través de
wavelets se redujo a sencillas operaciones de calculo de promedios y diferencias de
forma recursiva.[26]

Esta relacion resulta evidente si retomamos las funciones ¢; 5 y ¥, y se obtiene la
transformada de Fourier de cada una, se observa que su respuesta en frecuencia es
similar a un filtro paso bajas y paso altas respectivamente.[18]De esta manera, po-
demos vincular los coeficientes wavelet ¢; 5 y d; con los coeficientes que conforman
un filtro acomodandolos en una matriz de transformacion de tal forma que sigan
dos patrones diferentes, uno que trabaja como filtro pasa-bajos y otro como filtro
pasa-altos. A estos tipos de filtros en particular se les conoce como filtros espejo en
cuadratura.[25]

Cabe recalcar de las senales que en muchas de ellas la informacion de interés reside
en las componentes de baja frecuencia y por lo general las componentes de alta
frecuencia estdn asociadas a los detalles finos de la misma por lo que se hace la
distincién entre coeficientes de aproximacién (c; ;) y coeficientes de detalle (d;)[27]
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mmt 2 F—>di[n]
x(n) o d2[n]
L [ = > d{n]
) I N
Le{pm ] 2 s Ca[Nn]

Figura 4.12.: Descomposicién de arbol de Mallat[25]

El método antes descrito se muestra en 4.12 en el que se descompone una senal
x(n) en sus coeficientes de aproximacion y detalle con ayuda de los filtros pasa-altos
(hj(n)) y paso-bajas (g;(n)) . El simbolo |2 es el proceso de submuestreo y j=1, 2,
3...k es el nivel de descomposicion.|[25]

(cik) |0 6 6 6 06 0 0 o]
(i) [@ ¢ ¢ ] [¢ v ¢ @] (dan

(Cj,27k) [ Qb QZS } [ 77/) 77/) } (djf2,k) ..................................

(Con) (0] [0 (dok) eoemmeemereeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e

[Co,k do,k djf2,k djq,k}

Figura 4.13.: Descomposicion de arbol de Mallat en relacién con la notacién wa-
velet

En la figura 4.13 se muestra el equivalente del arbol de Mallat relacionado con las
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funciones de escalamiento y wavelet. Esto resulta util ya que a partir de esta es
posible obtener una representacion grafica conocida como plano Tiempo-Frecuencia
o escalograma y es similar al espectrograma en la TF'TR. Esta idea consiste en variar
la escala en factores de 27 (escala diddica) lo que generard una representacion donde
para una escala dada se tiene el cambio en el tiempo de la sefial proyectada sobre
la wavelet.(Ver figura 4.14)[28]

(}’ 1o (}’ i1

(}’_-'_r.l (}’.-’..-’
(}’n_r.l (}"rm

£ &0

Figura 4.14.: Plano tiempo-escala para senal de 16 muestras (izquierda) y 8 mues-
tras (derecha)

Algo que es importante mencionar es que el nivel de descomposicién maximo de una
senal esta dada por log,(N), donde N es el nimero de muestras que conforman la
senal.

4.2.3. Ejemplos de Wavelets (Haar)

La wavelet de Haar (Ver figura 4.15) es considerada la primera wavelet y también
la més simple por lo cual resulta muy 1til como base para entender la manera en
que funciona el andlisis wavelet y a partir de ello utilizar wavelets més sofisticadas.

La wavelet de Haar se define como[21]:

1 0<t<05
Wt)=3-1 05<t<1 (4.36)

0 cualquier otro caso.
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La funcién de escala esta dada por:

1 0<t<«1
o(t) = = (4.37)
0 cualquzer otro caso
Funcion de escala Phi (Haar) Funcion wavelet Psi (Haar)
12 T T T T
s 4
1t
oar ] 05
06
G -
04
02 | E 0.5 |
G -
1 1
-0.2
-1 0 1 2 1 0 1 2

Figura 4.15.: Sistema Haar.

A modo de ejercicio se comprobara que las funciones 4.36 y 4.37 cumplen con las
propiedades de ortogonalidad y ortonormalidad que como antes se dijo son funda-
mentales para la expansion de una senal en funciones base.

Sea 1(t) y ¢(t) comprobar su ortogonalidad y ortonormalidad en el intervalo de [0, 1]

Aplicando la definicion de ortogonalidad se obtiene:

(w.0) = [ o) 6(0) de (4.38)

Resolviendo la integral:
0.5 1
W.0) = [ v o dt+ [ () o(t) at (4.39)
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1

<%¢%=Amﬂﬂndt+ (=1)(1)dt =05—-1405=0

0.5

Por otro lado para la ortonormalidad;

Sustituyendo ¢ (t) en la definicién de ortonormalidad nos da lo siguiente:

(o) = [ (o) v de

Resolviendo la integral:

o) = [ v des [ o) i) d

1

<¢¢>:A%uxndr+ (—1)(=1)dt=05+1-05=1

0.5

[l = /(¥ ¢) =1

Comprobando ortonormalidad para ¢(t) tenemos:

(6.0) = [ o(t) o(0) dr

Resolviendo la integral:

(6.0) = [ (1) dr =1

1ol = (¢, ) =1

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

Con lo que queda demostrado que ¢(t) y ¥ () son ortogonales entre si [51], y ademas
tienen norma unitaria por lo que es posible aproximar de manera uniforme funciones
continuas por medio de funciones escalonadas como se puede observar en las figuras
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4.16, 4.17 y 4.18 donde se tiene un ejemplo obtenido con ayuda de Matlab en el cual,
un ECG es analizado y se muestra su respectiva descomposicién por medio de la
transformada Haar para diferentes niveles de descomposicion.

ECG Data

200

160

Heart Rate
&
T

120 -

100 -

BO i i i
00:00:00 020000 04:00:00 06:00:00 0E:00:00

Hours

Figura 4.16.: Senal ECG.

Como se mencioné anteriormente la principal desventaja de la wavelet de Haar es
que no es continua y por ende no es derivable. Sin embargo, se obtienen muy buenos
resultados en aplicaciones como compresion de senales de audio y eliminacién de
ruido.

4.2.4. Limitaciones

Al igual que la TFTR, la transformada wavelet tiene como limitante el principio de
incertidumbre de Heisenberg, ain con una herramienta como el andlisis multiresolu-
cién en el que para altas frecuencias se tiene una buena resoluciéon temporal y para
bajas frecuencias una buena resolucion frecuencial.

Ademas de lo anterior, la fiabilidad de los resultados estdn en funciéon de una correcta
eleccion de la wavelet madre, lo cual muchas veces se realiza de manera empirica.[20]
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Haar Approximation of Heart Rate
1m T L} T T

145 | .

140 [ -

130 -

1 ] ¢
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.I.IG 1 1 1 1 1
000000 02:00:00 040000 050000 08:00:00
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Figura 4.17.: Transformada Haar de sefial ECG j0=6.

4.3. Transformada de Hilbert-Huang (THH)

La Transformada de Hilbert-Huang (THH) es una herramienta que consta de dos
partes: la primera enfocada en la descomposicion de la senal analizada en funciones
monotonicas llamadas funciones de modo intrinseco (FMI) a través del algoritmo
DEM (Descomposicién empirica en modos), y la segunda que trata de la aplicacion
de la Transformada de Hilbert, obteniendo como resultado una representacion grafica
de energia Tiempo-Frecuencia llamada espectro de Hilbert-Huang. A diferencia de
otras transformadas como Wavelet y Fourier, la THH se basa en la naturaleza de la
misma senial por lo que no se requiere cambiar de dominio para su analisis. Ademas
de que se puede aplicar a sefiales no lineales y no estacionarias, por lo que es tutil
para la investigacion de seniales biomédicas.[42]

4.3.1. Descomposicion empirica en modos

El algoritmo DEM fue desarrollado por Norden Huang y como se mencion6 anterior-
mente su proposito es obtener las FMI's que componen la senal. Estas se caracterizan
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Haar Approximation of Heart Rate
16:' T L] T T T

150 i J'|-|‘ E

o [LN Y
! |
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100 -
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Figura 4.18.: Transformada Haar de senial ECG jO0=A4.

por tener un nimero de valores extremos y nimero de cruces por cero iguales o dife-
rentes al menos en uno tomando en cuenta la totalidad de la senial, y el valor medio
de la envolvente es cero. (Ver figura 4.19) [31][34]

El proceso para descomponer la senal se resume de la siguiente forma:[32]

1. Se localizan los maximos locales de una senal z(¢) y se unen por medio de una
interpolacién obteniendo una envolvente en la parte superior, a la que llama-
remos e (t), se repite el procedimiento con los minimos locales para obtener
una envolvente inferior es(t).

2. Se calcula el valor medio con las envolventes superior e inferior.

e1,(t) —2% e2,(t) (4.48)

my(t) =

3. Se obtiene la primera componente dada por la ecuacion (4.49) donde hy_1(t) =
x(t) inicialmente.

hi(t) = hi-1(t) — my(t) (4.49)
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4. Verificamos si se trata de una FMI con la siguiente expresion:

SN lhis(8) — b))
SD, == Z 0.3 4.50
¢ AN IR (4.50)

5. Restamos el resultado generado a la senal original y repetimos el proceso hasta
que el residuo sea una funcién monotona o cuenta con un solo valor extremo.

6. Al finalizar, la senal original se podra representar como la sumatoria de FMI’s
hi(t) y un residuo rn como se puede observar en la figura 4.20.

w(t) =Y hi(t) +ry (4.51)

Cabe resaltar que a diferencia de las funciones armoénicas que tienen frecuencia

y amplitud constante, las FMI pueden tener amplitud y frecuencias variables en
funcién del tiempo.[32]

Descomposicion en modos empiricos
T T T T T T T

[IF:] T T

—

-0.8 i i i i i i i i i

Figura 4.19.: Senal con envolventes y valor promedio.

4.3.2. Efecto de borde

El efecto de borde, como se muestra en la figura 4.21, es un error que se presenta
durante la ejecucion del algoritmo DEM y que se propaga a través de las FMI'’s,
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Figura 4.20.: Funciones de modo intrinseco.

afectando el resultado. Este error se debe a que el valor inicial y final de la serie
temporal no forman parte de los valores extremos, por lo que no estan incluidos en
el proceso de interpolacién, lo cual conlleva a que el método de interpolacion no
converja.|32]

Aunque existen varias formas de manejar el efecto de borde, por simplicidad se
utilizé la insercion de valores, que a grandes rasgos consiste en incluir en el proceso de
interpolacion el valor inicial y final de la serie de datos sean o no valores extremos.[32]

En la figura 4.22 se puede observar como los valores extremos ya forman parte de
la envolvente, cuando se aplica el método antes descrito.

4.3.3. Efecto de mezcla de modos

Por definicién, cada una de las FMI que componen una sefial debe de oscilar a una

sola frecuencia ya que como se vio anteriormente es condicién necesaria para aplicar
la TH.

Sin embargo, en la practica esto no siempre se cumple, pues debido a la naturaleza
iterativa del algoritmo muchas veces se presentan FMI’s con mas de un modo. A

dicho efecto se le conoce como "mezcla de modos” y es considerado el principal
problema del DEM.[32]
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Descomposicion en modos empiricos
2 T T T T T T T T T

-

Figura 4.21.: Ejemplo con efecto de borde.

En la figura 4.23 puede observarse claramente que la primera FMI esta compuesta
por dos frecuencias diferentes.

Para tratar este problema Wu y Huang propusieron una metodologia a la que lla-
maron Ensamble Empirical Mode Descomposition (EEMD), la cual grosso modo
consiste en agregar ruido gaussiano a la sefial original y aplicar el algoritmo varias
veces para al final calcular un promedio de las FMI’s obtenidas.[32]

4.3.4. Transformada de Hilbert

La Transformada de Hilbert de una funcién f(t) es un caso especial de convolucién
entre las funciones f(t) y —2 definiéndose como:

B = f0) =2 [T I (4.52)

7t Tt —T

Esta operacion en la frecuencia equivale a multiplicar la transformada de Fourier de
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Descomposicion en modos empiricos
T T T T

Figura 4.22.: Ejemplo con efecto de borde corregido.

f(t) con la funcién isgn(w). La funcién isgn(w) se muestra a continuacion:

. —i w<0
isgn(w) = {z =0 (4.53)

Grosso modo la Transformada de Hilbert produce un adelanto de fase de 7, por lo
cual se dice que la funcion f(t) y su Transformada de Hilbert estdn en cuadratura.
[33]

De esta manera f(t) y su Transformada de Hilbert forman un par conjugado com-
plejo, por lo tanto es posible definir una senal analitica z(t), tal que:

2(t) = f(1) +iH{f (1)} (4.54)

Lo que supone una gran ventaja ya que podemos aprovechar las propiedades de los
numeros complejos, como por ejemplo su modulo y fase.

= \/f(t)2 + H{f(t)}? (4.55)
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Figura 4.23.: Efecto de mezcla de modos.

6(t) = arctan (W) (4.56)

2(t) = a(t)e?® (4.57)

Como se puede observar el valor de la amplitud y la fase estan en funcién del tiempo,
es decir, se tendra un valor dependiendo del instante ¢ en que sea medido. Por lo
que, estos se conocen como amplitud y fase instanténeas.[32]

Frecuencia instantanea

Como se mencioné anteriormente, a través de la Transformada de Hilbert es posible
definir los valores instantdneos de fase y amplitud, lo cual supone una ventaja ya
que en este contexto se puede estudiar como cambian en el tiempo.

Aprovechando esta dependencia temporal, en 1946 Van der Pol[52] public6 un ar-
ticulo donde definia la frecuencia instantanea como la variacién de la fase respecto
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del tiempo (Ver figura 4.24).[34]

do(t)
t) = —~= 4.58
wit) = = (4.58)
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Figura 4.24.: Frecuencia instantanea de un FMI.

La principal desventaja de la Transformada de Hilbert es que tanto amplitud como
frecuencia instantaneas no necesariamente tienen un significado fisico, ya que para
que esto ocurra la senal z(t) debe ser puramente oscilatoria.[35] Por lo cual en este
caso la implementacién del algoritmo DEM resulta fundamental ya que las FMI’s
cumplen con esta condicion.

Espectro de Hilbert-Huang

El Espectro de Hilbert-Huang (Ver figura 4.25) es una representacién de la distri-
bucién de energia en el plano Tiempo-Frecuencia. Generalmente las frecuencias con
mayor amplitud son suficientes para obtener una buena caracterizacion de la senal.
[31]
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Espectro de Hilbert Huang
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Figura 4.25.: Espectro de Hilbert-Huang.

4.4. Implementacion y prueba de los algoritmos

Como parte de la implementacion de los algoritmos se tom6 como base la senal
sintética mtlb incluida en el software de Matlab, en la figura 4.26 se muestra de
manera grafica. Esta sefial contiene las frecuencias correspondientes a la palabra
"matlab".

4.4.1. Transformada de Fourier de tiempo reducido

Realizando el andlisis con una ventana Blackman de 200 muestras de longitud y
190 muestras de traslape, se obtiene el espectrograma mostrado en la figura 4.27.
Si comparamos las figuras 4.26 y 4.27, podemos observar que existe mayor concen-
tracion de energia en los intervalos de 50-200 ms y 300-450 ms, en diferentes rangos
frecuenciales.

4.4.2. Transformada Wavelet Discreta

En el caso del andlisis con TWD se utilizé una wavelet bump y el resultado se
muestra en la figura 4.28. Se puede observar cierta similitud en el patrén que sigue
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Senal matlab
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Figura 4.26.: Grafica que muestra la senial sintética mtlb.

la figura 4.27, aunque difiere en la distribucién de energia, ya que, se muestra mayor
concentracion de energia en el intervalo de 1.5 a 2.5 KHz y en la componente de 500
Hz.

4.4.3. Transformada de Hilbert-Huang

Aplicando la THH visualizamos que la distribucién de energia se mantiene en el
mismo intervalo de tiempo que en los casos del espectrograma y escalograma. Sin
embargo, en 4.29 las componentes frecuenciales con mayor energia se encuentran
localizadas entre los 1000 y 1500 Hz.

4.5. Conclusiones

En el procesamiento de senales no estacionarias, el analisis Tiempo-Frecuencia tiene
un alcance amplio debido principalmente a que un nimero considerable de seniales
incluyendo sefiales médicas tienen esta caracteristica.

De las pruebas antes realizadas podemos concluir que aunque la distribucion de
energia varia de forma importante, la localizacién de las frecuencias en el eje del
tiempo se mantiene constante.
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Espectrograma de senal matlab
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Figura 4.27.: Espectrograma resultante de aplicar la TF'TR a la senal mtlb.

Escalograma de senal matlab
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Figura 4.28.: Escalograma que representa la sefial mtlb.
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Figura 4.29.: Espectro de Hilbert-Huang que representa la sefial mtlb.
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5. Evaluacion y validacion de los
algoritmos

Para realizar la evaluacion de la TFTR, TWD y THH, se utilizaron las librerias
incluidas en el software Matlab y se propuso observar los resultados a través de
cuatro pruebas en las que se analiza su comportamiento al aplicarse sobre senales
que simulan las caracteristicas principales de la sefial EEG, las cuales son:

No estacionariedad

Alto contenido de ruido

Componentes frecuenciales cercanas

No linealidad

Es con estas caracteristicas que se evalia el desempeno de cada técnica, considerando
que se conocen las componentes frecuenciales de la senal propuesta. Al final se
realizan pruebas con datos de una senal EEG real obtenida de un banco de datos.

5.1. No estacionariedad

En esta seccion se definié una senal con contenido frecuencial de 3, 6, 11 y 18 Hz
distribuidas en diferentes intervalos de tiempo.

A continuacion se muestra el cédigo de Matlab y la sefial resultante en la figura 5.1.
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Algoritmo 5.1 Lista de de c6digo que genera la senal no estacionaria a analizar
(Ver figura 5.1).

fs = 200;

w=2%pi ;

t=1/fs:1/fs:10;

tl=t (1: fsx3); t2=t(fs*3:fs%6);
t3=t (fsx6:fs*8); td=t(fs*8:fsx10);
x1=sin (w*3%t1l); x2=sin (wx6%t2);
x3=sin (wx11*xt3); x4=sin (wx18xt4);
xt=[x1 x2 x3 x4];

figure (1)

plot (t,xt(1:2000))
ylabel (7 Amplitud ") ;

title (’Senal no estacionaria con contenido de 3, 6, 11 y 18 Hz’);

Senal no estacionaria con contenido de 3, 6, 11 y 18 Hz
1 I II l T ! T T
ﬂﬂm
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1
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Figura 5.1.: Senal no estacionaria.
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5.1.1. Transformada de Fourier de Tiempo Reducido

Para las pruebas con la TFTR se definié una ventana Blackman de 200 muestras,

teniendo dos casos a analizar, el primero sin traslape y el segundo con un traslape
de 190 muestras.

Como se observa en la figura 5.2, se tiene la informacién tanto frecuencial como
temporal. Sin embargo, si nos enfocamos en el rango de los primeros 25 Hz, como se
muestra en la figura 5.3, notamos dos cosas, la primera se refiere las discontinuidades
existentes en los limites de las ventanas, esto se visualiza mejor en el segundo 8 de la
figura 5.3. La segunda es que la resolucion frecuencial es inexacta, pues .la potencia
de las componentes frecuenciales no se centra en un solo valor, si no, en un rango
de valores.

Algoritmo 5.2 Cédigo que genera el espectrograma de la senal sin traslape obser-
vada en la figura 5.2.

spectrogram (xt , blackman (200),0,200,fs , " yaxis )
title (*Espectrograma de senal no estacionaria ’);
xlabel (’Tiempo [s]’);

ylabel (’Frecuencia [Hz]’);

Espectrograma de sefial no estacionaria

100

Frecuencia [Hz]
Fotencia [dB]

1] 2 4 6 8 10
Tiempo [s]

Figura 5.2.: Espectrograma con una ventana de 200 muestras sin traslape.
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Espectrograma de sefial no estacionaria (ampliacién)
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Figura 5.3.: Espectrograma detallando los primeros 25 Hz.

Para solventar el primer tema, se utiliza un traslape de 190 muestras (mostrado en la
figura 5.4) con el cual, se elimina la discontinuidad debido al uso de ventanas. Para
resolver el segundo tema, se utiliza el parametro reassigned incluido en la funciéon
spectrogram de Matlab que se basa en la técnica de reasignacién de frecuencias
detallada en [56]. Con ayuda de este pardmetro se puede apreciar la informacién
frecuencial relevante, tal como se muestra en la figura 5.5.

Algoritmo 5.3 Espectrograma de la senal con traslape y parametro reassigned (Ver
figura 5.5).

spectrogram (xt , blackman (200),190,200,fs , 'reassigned ’,’yaxis )
title (' Espectrograma de senal no estacionaria ’);

xlabel (*Tiempo [s]’);

ylabel (’Frecuencia [Hz]’);
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5.1 No estacionariedad

Frecuencia [Hz]

Figura 5.4.:
muestras.
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Espectrograma de seiial no estacionaria con traslape
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Figura 5.5.: Espectrograma con una ventana de 200 muestras y traslape de 190
muestras incluyendo pardmetro de reasignacion.

Como vimos, la funcién spectrogram() incluida en el software Matlab, contiene dife-
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rentes formas de tratar los inconvenientes al utilizar la TFTR. Durante el resto del
capitulo, en las pruebas con la TFTR se utilizaran el traslape y la reasignaciéon de
frecuencias, para obtener el mejor resultado posible.

5.1.2. Transformada Wavelet Discreta

Para el andlisis con TWD se utilizé6 una wavelet morse como base y una frecuencia
de muestreo de 200 Hz definida por la senal original.

Algoritmo 5.4 Listado de codigo que calcula el escalograma y genera la figura 5.6.

[cfs , frq]=cwt(xt, morse’, fs);

mesh (t, frq ,abs(cfs (:,1:2000)).72)

title (’Escalograma de sefial no estacionaria ’)
ylabel (’Frecuencia [Hz]’);

xlabel (’Tiempo [s]7);

c=colorbar ;

c¢.Label.String = ’>Amplitud ’;

ylim ([0 25])

Escalograma de senal no estacionaria
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Figura 5.6.: Escalograma de la senal no estacionaria.

Como se puede observar en la figura 5.6, se tiene alta resolucion en bajas frecuencias
y conforme el valor de la frecuencia aumenta se va perdiendo resolucién.

88



5.2 Alto contenido de ruido

5.1.3. Transformada de Hilbert-Huang

En el caso de la THH al ser un método empirico no es posible variar sus parametros.

Algoritmo 5.5 Listado de c6digo que calcula la THH y genera la figura 5.7.

hht (xt , fs)

title (’Espectro de Hilbert—Huang")
c=colorbar;

c¢.Label.String = >Amplitud ’;

Espectro de Hilbert-Huang de sefal no estacionaria
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Figura 5.7.: Espectro de Hilbert-Huang de sefial no estacionaria.

Respecto de la figura 5.7, observamos que las frecuencias se encuentran bien loca-
lizadas tanto en tiempo como en frecuencia, aunque también existen algunos com-
ponentes de alta frecuencia causados por la rapida transicién entre los valores de
frecuencia.

5.2. Alto contenido de ruido

En esta prueba se analizé una senal no estacionaria con ruido gaussiano agregado,
mostrada en la figura 5.8, el cual tiene una desviaciéon estandar de 0.5. De forma
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independiente analizaremos el ruido (Ver figura 5.9) para observar la respuesta de
la TFTD, la TWD y la THH.

Algoritmo 5.6 Senal no estacionaria con ruido de la figura. 5.8

fs = 200; w=2xpi; t=1/fs:1/fs:10;
tl=t (1: fsx3); t2=t(fs*3:fs%6);

t3=t (fsx6:fsx8); td=t(fs*8:fsx10);
xl=sin (wx3*xt1)+0.5.xrandn (1 ,length (t1))
x2=sin (wx6%t2)+0.5.xrandn(1,length (t2))
x3=sin (wx11xt3)+0.5.xrandn (1,length (t3)
x4=sin (wx18*t4 )+0.5.xrandn (1,length (t4)
xt=[x1 x2 x3 x4];

figure (1)

plot (t,xt(1:2000))

ylabel (7 Amplitud ) ;

xlabel ("Tiempo[s]’);

title (’Senal no estacionaria con contenido
de 3, 6, 11 y 18 Hz con ruido ’);

I

)
);

3

Algoritmo 5.7 Senal de ruido con desviacion de 0.5 representado en la figura. 5.9

fs = 200; w=2xpi; t=1/fs:1/fs:10;
tl=t (1:fsx3); t2=t(fs*3:fsx6);
t3=t (fs x6: fsx8); td=t(fs*8:fsx10);
x1=0.5.xrandn (1,length (t1)
x2=0.5.xrandn (1,length (t2)
x3=0.5.xrandn (1,length (t3)
x4=0.5.«randn(1,length (t4)
xt=[x1 x2 x3 x4];

figure (1)

plot (t,xt(1:2000))
ylabel (7 Amplitud ") ;

xlabel ("Tiempo[s]’);

title (’Ruido Gaussiano ’);

E
E
E
).

I
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5.2 Alto contenido de ruido

Sefal no estacionaria con contenido de 3,
|
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Figura 5.8.: Senal con ruido gaussiano y desviacion estandar de 0.5.

Ruido gaussiano
25 T T T

15F

-5

-3 i i i

10
Tiempol[s]

Figura 5.9.: Ruido gaussiano con desviacion estandar de 0.5.
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5.2.1. Transformada de Fourier de tiempo reducido

Se analiz6 esta sefial en dos partes, primero se aplicé la TFTR a la sefial con ruido,
con lo que se obtuvo lo mostrado en la figura 5.10, se puede observar que ademas
de las frecuencias contenidas en la senal, se tienen componentes frecuenciales de
diferentes magnitudes distribuidas por todo el plano Tiempo-Frecuencia.

Espectrograma de seial no estacionaria con ruido

Frecuencia [Hz]
Potencia [dB]

Tiempo [s]

Figura 5.10.: Espectrograma de la senal con traslape y ruido incluido.

De igual forma se obtuvo el espectrograma del ruido (Ver figura 5.11)
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5.2 Alto contenido de ruido

Espectrograma del ruido gaussiano
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Figura 5.11.: Espectrograma de ruido gaussiano con desviacion estandar de 0.5.

Comparando los espectrogramas de las figuras 5.10 y 5.11, se puede observar que la
magnitud de las componentes frecuenciales de la sefial no estacionaria es mayor que

la del ruido, ademés de que, atin con ruido se pueden distinguir las frecuencias de
3,6, 11 y 18 Hz en la figura 5.10.

5.2.2. Transformada Wavelet Discreta

Mediante la TWD se aplicé un andlisis donde se observa su comportamiento en se-

nales con ruido gaussiano. En este caso se utilizé una wavelet morse y una frecuencia
de muestreo de 200 Hz.
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Escalograma de sefial no estacionaria ruido

100 ]
1
80
09
80
08

70

Amplitud

40

Frecuencia [Hz]
2

20

10

(=]
ma

4 6 B 10
Tiempo [s]

Figura 5.12.: Escalograma de la senal con ruido.
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Figura 5.13.: Escalograma de ruido gaussiano con desviacién estandar de 0.5.
Acorde al escalograma de la figura 5.12, se observan las frecuencias de 3, 6, 11 y

18 Hz que definen la senal no estacionaria como si no se tuviera ruido presente.
Al aplicar la técnica al ruido gaussiano cuyo escalograma resultante se muestra en
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5.3 Componentes frecuenciales cercanas

la figura 5.13, la magnitud de sus componentes es baja, por lo que predomina la
magnitud y frecuencias presentes en la senal no estacionaria.

5.2.3. Transformada de Hilbert-Huang

Para el caso de la THH se analizé de forma independiente la sefial con ruido y el
ruido gaussiano generado (mostrado en la figura 5.15). En la figura 5.14 se observan
una notable distorcion, al grado de no diferenciarse las componentes de la senal
original, esto debido al ruido agregado. Con esto, se puede concluir que la THH
tiene sensibilidad al ruido.

Espectro de Hilbert-Huang de la sefial con ruido
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Figura 5.14.: Espectro de Hilbert-Huang de senal no estacionaria con ruido.

5.3. Componentes frecuenciales cercanas

Para evaluar la capacidad de la TFTR, TWD y THH de analizar componentes
frecuenciales existentes en un mismo intervalo de tiempo, se definié una senal cu-
yas frecuencias cumplan con esta condicion. El resultado de esta combinacién de
frecuencias se puede apreciar en la figura 5.16.
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Espectro de Hilbert-Huang del ruido gaussiano
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Figura 5.15.: Espectro de Hilbert-Huang de ruido gaussiano.

Senal no estacionaria con contenido de 3, 6, 11, 18, 20y 50 Hz
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Figura 5.16.: Senal no estacionaria con contenido de 3, 6, 11, 18, 20 y 50 Hz.
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5.3 Componentes frecuenciales cercanas

Algoritmo 5.8 Codigo que genera una senal no estacionaria con contenido mezclado
de 3, 6, 11, 18, 20 y 50 Hz.

fs = 200; w=2xpi; t=1/fs:1/fs:10;
tl=t (1:fsx3); t2=t(fs*3:fs%6);
t3=t (fsx6:fsx8); td=t(fs*8:fsx10);
xl=sin (wx3*t1l)+sin (wx6xt1);

x2=sin (wx11%t2)+sin (wx18%t2);
x3=sin (wx20%t3 );

x4=0.1%sin (wx50xt4 );

xt=[x1 x2 x3 x4];

figure (1)

plot (t,xt(1:2000))
ylabel (7 Amplitud 7);

xlabel (’Tiempo[s]’);

title (’Senal no estacionaria con contenido de 3, 6, 11, 18, 20
y 50 Hz’);

5.3.1. Transformada de Fourier de Tiempo Reducido

Para el analisis de la senal, se utilizo la ventana Blackman y 190 muestras de tras-

lape, en la figura 5.17 se presenta el espectrograma obtenido y observamos que las
frecuencias concuerdan con las definidas en la senial de la figura 5.16.
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Espectrograma de sefal con componentes frecuenciales mezcladas
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Figura 5.17.: Contenido espectral de senal no estacionaria y con componentes fre-
cuenciales mezcladas.

5.3.2. Transformada Wavelet Discreta

En este caso, se aplicd la TWD con una wavelet morse y una frecuencia de muestreo
de 200 Hz. En la figura 5.18 se observa la separacién de frecuencias en el intervalo
de 0 a 6 segundos. En el intervalo de 8 a 10 segundos notamos la ausencia de la

componente de 50 Hz, esto, ya que, el valor de su amplitud es diez veces menor al
resto.
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5.3 Componentes frecuenciales cercanas

Escalograma de seial no estacionaria
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Figura 5.18.: Escalograma de senal con frecuencias combinadas.

5.3.3. Transformada de Hilbert-Huang

Del analisis con la THH, se obtuvo la figura 5.19, podemos observar que no se
distinguen las componentes frecuenciales contenidos un mismo intervalo de tiempo.
De igual forma, en el intervalo 8-10 segundos no se muestra informacion, esto debido
a que en la definicion de la senal de prueba esta ultima componente tiene una
magnitud 10 veces menor.
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Espectro de Hilbert-Huang de sefal no estacionaria
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Figura 5.19.: Espectro de Hilbert-Huang de senal no estacionaria con frecuencias
combinadas.

5.4. No linealidad

Una de las caracteristicas que mas complican el analisis de senal EEG es su no
linealidad ya que, como veremos, las técnicas reaccionan de manera distinta a esta
propiedad. En este caso se replicé la propiedad de no linealidad mediante el codigo

moestrado en 5.9, compuesto por senales chirp cuadraticos y logaritmicos (Ver figura
5.20).
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5.4 No linealidad

Algoritmo 5.9 Cédigo que genera sefial no estacionaria y no lineal.

fs = 200; w=2xpi; t=1/fs:1/fs:10;

tl=t (1:fs%3); t2=t(fs*3:fs%6);

t3=t (fs x6:fsx8); td=t(fs*8:fsx10);

xl=chirp (t1,1,3,10,q’); x2=0.1*sin (wx50%t2);
x3=chirp (t3,10,2,20,’q’); x4=chirp(t4,20,5,30, logarithmic ’);
xt=[x1 x2 x3 x4];

figure (1)

plot (t,xt(1:2000))

ylabel (? Amplitud ) ;

xlabel (" Tiempo[s]’);

title (’Senal no estacionaria y no lineal 7);

Senal no estacionaria y no lineal
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Figura 5.20.: Senal de prueba no estacionaria y no lineal.

5.4.1. Transformada de Fourier de Tiempo Reducido

Los parametros utilizados para generar el espectrograma de la figura 5.21, son una
ventana Blackman de 200 muestras y un traslape de 190 muestras.
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Espectrograma de sefal no lineal
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Figura 5.21.: Espectrograma de senal no estacionaria y no lineal.

En el intervalo de 0-3 segundos, se puede observar parte de una exponencial, esto
resulta logico ya que corresponde a un chirp cuadrético den la definicion de la senal,
adicional, en el intervalo 3-6 segundos (donde existe una senoidal) se tiene un valor
constante de 50 Hz.

5.4.2. Transformada Wavelet Discreta

Para el analisis de la sefial con TWD se utilizo la wavelet morse y una frecuencia de
muestreo de 200 Hz, como se observa en la figura 5.22 que representa el escalograma
de la senal, se sigue el mismo patrén del espectrograma, sin embargo, en este caso
la componente de 50 Hz, no es visible ya que su amplitud es menor que el resto de
componentes.
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5.4 No linealidad

Escalograma de seial no lineal
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Figura 5.22.: Escalograma de senal no estacionaria y no lineal.

5.4.3. Transformada de Hilbert-Huang

En la figura 5.23 | visualizamos un espectro mas limpio a diferencia de los casos
anteriores. Respecto de los componentes frecuenciales, en los diferentes intervalos de
tiempo y en el intervalo 3-6 segundos, nuevamente se muestra vacia por la definicién
de la senal de prueba. Adicionalmente, se pueden observar las componentes de alta
frecuencia que se originan por el cambio de frecuencias en los limites de los intervalos.
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Espectro de Hilbert-Huang de sefial no lineal
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Figura 5.23.: Espectro de Hilbert-Huang de senal no lineal.

5.5. Seiial EEG

Como se explicd brevemente en el capitulo 2, el sueno NREM se divide en cuatro
fases que se clasifican dependiendo los rangos de frecuencia presentes. En este caso
se tienen dos senales que representan estos rangos, la senal EEG 1 mostrada en la
figura 5.24 esta compuesta por Husos de Sueno y Complejos K cuyos rangos de
frecuencia se encuentran entre los 11 y los 16 Hz.[53]
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5.5 Senal EEG

Sednal EEG 1
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Figura 5.24.: La senal EEG 1 son 15 segundos extraidos de un registro real de
suefio de un individuo joven. La frecuencia de muestreo es de 200 Hz y se obtuvo
del canal Cz.

Los Husos de Sueno son importantes para la investigacién ya que estan relacionadas
con la regulacién del sueno, memoria y aprendizaje.[53]

En el segundo caso se tiene la senal EEG 2 que se muestra en la figura 5.25, casi el
80 % de la energia de esta senal se encuentra contenida en el rango de frecuencias
perteneciente a la onda delta que va de los 0.5 a los 4 Hz.[54]

El sueno de la fase 3 y 4 estd relacionado con las ondas delta.[1]

5.5.1. Transformada de Fourier de tiempo reducido

En la figura 5.26 se muesta el espectrograma de la senal EEG 1 en donde podemos
observar que existe mayor cantidad de energia en el lapso de 2-4 y 12-14 segundos
que corresponden a la localizaciéon temporal del Huso de Sueno y al complejo K
respectivamente. En el eje de la frecuencia se observa que se tienen componentes
fecuenciales menores a 20 Hz lo cual corresponde a las caracteristicas de la senal.
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Senal EEG 2
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Figura 5.25.: La senal EEG 2 son 30 segundos extraidos de un registro real de

sueno de un individuo joven. La frecuencia de muestreo es de 100 Hz y se obtuvo
del canal F3.
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Figura 5.26.: Espectrograma de la senal EEG 1 con ventana Blackman de 100
108westras y traslape del 99 %.



5.5 Senal EEG

Respecto al espectrograma de la figura 5.27 que corresponde a la sefial EEG 2 se
observa mas energia en la banda frecuencial de 0-5 Hz . Lo cual, concuerda con el
rango de frecuencias descrito anteriormente para la onda delta. Como se menciona
en la descripcion de las figuras, para esta prueba se utilizé una ventana de Blackman
con un traslape del 99 %.

Espectrograma de senal EEG 2

Powerfrequency idB/Hz)

Time (secs)

Figura 5.27.: Espectrograma de la senal EEG 2 con ventana Blackman de 50 mues-
tras y traslape del 99 %.

5.5.2. Transformada Wavelet

En la figura 5.28 podemos observar el escalograma de la senal EEG 1 en donde,
de manera similar al espectrograma la energia se concentra en el rango de 2-4 y
12-14 segundos. En frecuencia se tienen componentes incluso menores a 16 Hz lo
cual concuerda con las caracteristicas de la senal.
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Escalograma de senal EEG 1
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Figura 5.28.: Escalograma de la senal EEG 1 con wavelet Morse.

Sobre el escalograma de la figura 5.29 que corresponde a la senal EEG 2 se observa
mas energia en la banda frecuencial de 0-5 Hz al igual que en el espectrograma. Sin
embargo, notamos que la energia se concentra en mayor medida después de los 15
segundos.
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5.5 Senal EEG

Escalograma de senal EEG 2
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Figura 5.29.: Escalograma de la senal EEG 2 con wavelet Morse.

Para realizar las pruebas se utilizé la Wavelet Morse compuesta por valores com-
plejos. Son usadas con frecuencia para analizar senales cuyos intervalos tiempo y
frecuencia varian constantemente.[55]

5.5.3. Transformada de Hilbert-Huang

En 5.30 podemos observar que la energia se concentra en el lapso de 2-5 y 12-14
segundos, esto concuerda con las caracteristicas del Huso de Sueno y al complejo K
respectivamente. De igual forma, las componentes frecuenciales no superan los 20
Hz.
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Espectro de Hilbert-Huang EEG1 x10*
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Figura 5.30.: Espectro de Hilbert-Huang de la senal EEG 1.

Sobre la figura 5.31 resultado del analisis de la sefial EEG 2 se observa mas energia
en la banda frecuencial de 0-5 Hz al igual que en los casos anteriores. Lo cual
corresponde a las caracteristicas de la onda delta.
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Figura 5.31.: Espectro de Hilbert-Huang de la senal EEG 2.
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5.6 Conclusiones

5.6. Conclusiones

Sobre este capitulo podemos concluir que, a pesar de que estas técnicas trabajan
bajo diferentes principios y algunos tienen mayor grado de libertad sobre la variacién
de sus parametros, esta claro que la eleccién debe siempre tomar en cuenta las
caracteristicas de la propia senal.
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6. Conclusiones

El procesamiento digital de senales tiene como objetivo el andlisis y extraccion de
informacién relevante de una senal que describe el comportamiento de un fenémeno.
Los algoritmos que realizan este analisis aumentan su complejidad dependiendo de
las caracteristicas de la senal y de la informacién que se requiera. En el caso de las
senales no estacionarias, como la senial EEG, tanto sus caracteristicas estadisticas
como su contenido frecuencial varian con el tiempo, por lo que, para su procesamien-
to, se necesita de técnicas que de manera conjunta proporcionen una representacion
Tiempo-Frecuencia.

En este trabajo presentamos el andlisis, la implementaciéon y la comparacién de tres
de las técnicas Tiempo-Frecuencia para el procesamiento de senales no estacionarias:
la Transformada de Fourier de tiempo reducido, la Transformada Wavelet Discreta
y la Transformada de Hilbert-Huang.

Se utilizaron criterios en base a la sencillez, para el entendimiento de la teoria de
cada uno de los algoritmos, la facilidad para su implementacion y la evaluacion de
su funcionamiento mediante simulaciones computacionales con datos sintéticos y
senales reales. También a considerar, es la dificultad del proceso de calibraciéon y la
visualizaciéon de las técnicas estudiadas al momento de implementar, ya que, si bien
los datos corresponden al resultado de las transformadas de manera numérica, al
momento de mostrar los datos en un plano tridimensional, se presentan problemas
con la normalizacién de energia y escala de los ejes tiempo y frecuencia.

Finalmente, podemos concluir que el desempeno de cada técnica se encuentra fuerte-
mente relacionada con las caracteristicas de la senal analizada y del problema espe-
cifico a resolver. Dicho lo anterior, al comparar los resultados obtenidos y tomando
en cuenta las caracteristicas de cada técnica, podemos resaltar a la Transformada
de Hilbert-Huang, ya que, se puede aplicar a senales no lineales ademés de que se
adapta a la naturaleza de la senal y por ultimo al realizar la descomposicion en el
dominio temporal,no se tiene problema con el principio de incertidumbre.

La aportacion del presente documento, se centra principalmente en el estudio y
comparacion de las tres técnicas para el caso especifico de las sefiales EEG y en base
a esto, definir que técnica de procesamiento y en que casos especificos tiene mejor
desempeno.
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A. Fundamentos de algebra lineal

En este apartado se dara un breve repaso acerca de los conceptos sobre dlgebra lineal
que se deben tener presentes para una mejor comprension del tema.

A.1. Espacio vectorial y Espacio de Hilbert

De manera general un espacio vectorial es una estructura algebraica compuesta por
elementos llamados vectores y tiene definida dos operaciones (suma y multiplicacién)
y ademas dichas operaciones cumplen con los siguientes axiomas:

SiuceF, veF entoncesu +v € F
SiueF, ¢ € Rentonces cu € E
Para todo u,v,w y todo a,b € R

Uu+v=v+u
(utv)+w=u+ (v+w)
Existe 0. € F | u+ 0, = u (A.1)
Vu € E, existe-u € E | u+ (—u) =0,
(a+bu=au+bu
a(u+v) =au+av
(ab)u = a(bu)
lu=wu

Es a partir de la definicién de espacio vectorial real que se puede extender a conceptos
como combinacién lineal y bases.[41]
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Capitulo A Fundamentos de algebra lineal

El espacio H de Hilbert se define como un espacio vectorial en el cual los elementos
que lo componen se localizan en el plano complejo. El espacio H de Hilbert cuenta
con un producto interno dado por la expresién A.2 y el cual se utilizara mas adelante.

{f,q) = /f 2ydr ¥ f,g e H (A.2)

Una de las ventajas de trabajar en el espacio de Hilbert es que definiendo H como
un conjunto de elementos del espacio H se puede demostrar que los vectores dentro
de este conjunto cumplen con las propiedades de superposicién y homogeneidad.[21]

En el espacio H de Hilbert se encuentra definido el espacio métrico L? el cual es un
espacio vectorial de dimensién infinita y entre otras cosas permite utilizar funciones
continuas y discontinuas para la descripcion de senales.

La definicién del espacio L? [a,b] de Hilbert para un intervalo a < t < b esta dada
como el conjunto de funciones de cuadrado integrable que converge cuya expresion
se muestra a continuacion:

b
L) = {f : lab] = C 5 [ f(0)Pdt < 00} (A3)
Donde la expresion A.3 también es conocida como integral de Lebesgue y fisicamente

significa que la energia total de la senal descrita por f(t) es finita, caracteristica que
comparten buena parte de las senales existentes en el mundo real.

A.2. Producto interno y norma

En este contexto se define el producto interno en el espacio L?[a, b] como se muestra
a continuacion[39]:

(f,q) 12 = /f Hydt ¥ f,g € L%a,b] (A.4)

De (A.4) se pueden comprobar dos importantes propiedades que son:

» Ortogonalidad: Se dice que dos vectores f y g son ortogonales en L? si su
producto interno es igual a cero.

(f,9)r2 = / f () g (t)ydt=0 (A.5)

De igual forma un conjunto es ortogonal si cualquier par de elementos que lo com-
ponen es ortogonal entre si.
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A.2 Producto interno y norma

= Ortonormalidad: Si cumple con la condiciéon de ortogonalidad y adicionalmente
la norma de los elementos que componen el conjunto es uno, se dice que el
conjunto es ortonormal[21].

=T e = [ £ 0) oy ae =1 (2.6

Como veremos mas adelante esta condicién de ortonormalidad asegura la indepen-
dencia entre si de las diferentes componentes que conforman la funciéon por lo que
no existe informacion redundante.|[18]

Para reafirmar los conceptos antes mencionados se tiene el siguiente ejemplo:
Sea f(t) = cos(t) y g(t) = sen(t) comprobar su ortogonalidad en el intervalo de
[_71-7 71—]

Utilizando la expresion A.5 y sustituyendo tenemos:

(f.g) = /7r cos(t) sen(t) dt (A7)

—T

Resolviendo la integral:

(f.g9) = /7r cos(t) sen(t) dt (A.8)

—Tr

™

1 1
(f,g) = 5/ sen(2t) dt = [—4008(2t):| =0 (A.9)
Con lo cual queda comprobado que las funciones son ortogonales, para el caso de la
ortonormalidad el procedimiento es similar.

Es posible definir una base ortonormal de H si cualquier vector perteneciente a
esta puede ser representado como la combinacién lineal de los elementos que la
conforman.

Dada una funcién f(x) definida en un intervalo [-c,c| esta puede ser proyectada en
una base ortonormal de funciones {¢;(x)}, de la siguiente forma:

f(x)=c161(z) + capo + ... + xop(x) kEL", —c<z<c (A.10)

Reescribiendo A.10 se tiene:

o0

flx) =" cun(x) (A.11)

k=0

Donde A.11 bésicamente nos dice que es posible descomponer una funcién f(x) en
una suma de funciones base ¢(z) ponderadas por ¢.
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B. Funciones Analiticas

Una funcién analitica compleja es una funcién a valores complejos la cual puede
ser representada por una serie de potencias que convergen. Para determinar si una
funcion es analitica, esta debe cumplir con las ecuaciones de Cauchy-Riemann dadas
por:

ou Ov

e _ Y B.1
Jxr Oy (B.1)
ou ov

e Y B.2
oy ox (B.2)

Donde u y v representan la parte real e imaginaria respectivamente de una funciéon

I3

fu,0) = uz,y) +iv(z,y) (B.3)

Se considera condicion necesaria y suficiente para una funcién analitica que las cuatro
derivadas parciales para u(x,y) y v(z,y), existan, sean continuas en una regién Sy
que se cumplan las condiciones de Cauchy-Riemann.[40]

En el contexto de tratamiento de senales, una senal analitica es una funcion temporal
compleja cuya transformada de Fourier es cero para frecuencias negativas. Debido
a la naturaleza discreta de una senal digital, no es posible considerarla analitica en
un sentido formal. Sin embargo, se puede encontrar la relacién que existe entre la
parte real e imaginaria de la secuencia siempre y cuando su espectro sea cero en la
circunferencia unidad para —m < ® < 0, lo cual significa que la secuencia cumple
con la condicién de causalidad.[9]
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C. Implementacion de algoritmos

Se implementaron los algoritmos expuestos en este documento y se realizaron prue-
bas sobre la sefial no estacionaria de la figura C.1.

Algoritmo C.1 Cédigo que genera una senal no estacionaria con contenido de 3,
6, 11 y 18 Hz (Ver figura C.1).

fs = 200; w=2xpi; t=1/fs:1/fs:10;

tl=t (1:fsx3); t2=t(fs*3:fs%6);

t3=t (fs*6:fs*8); td=t(fs*8:fsx10);

xl=sin (w*3*t1l); x2=sin (w*6%t2);

x3=sin (wx11*xt3); x4=sin (wx18xt4);

xt=[x1 x2 x3 x4];

figure (1)

plot (t,xt(1:2000))

ylabel (7 Amplitud ) ;

title (’Senal no estacionaria con contenido de 3, 6, 11 y 18 Hz’);

C.1. Transformada de Fourier de Tiempo Reducido

La funcién spectrogram() de Matlab genera el espectrograma de la senal. A conti-
nuacion se muestran los pardmetros utilizados[60]:

spectrogram(x, window, noverlap, nf ft, fs)

x = senal a analizar

window = ventana a utilizar

noverlap = longitud del traslape

nf ft = nimero de puntos de TRF

fs = frecuencia de muestreo

En el caso de la TFTR se implement6 de tal manera que se pueda variar la longitud

de la ventana y con un traslape fijo del 50 %. En la seccién D.1 se muestra el cdigo
de la funcién que genera las figuras C.2 y C.3.
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Capitulo C

Implementaciéon de algoritmos
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Figura C.1.: Sefial no estacionaria de contenido frecuencial variable.
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Figura C.2.: Espectrograma con ventana de 256 muestras y traslape de 128 mues-

tras
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C.2 Tranformada Wavelet (Haar)

Espectrograma

Frecuencia(Hz)
Potencia(dB}

100
1] 2 4 6 a 10

Tiempo(s)
Figura C.3.: Espectrograma implementado con ventana de 256 muestras y traslape

de 128 muestras

Comparando los resultados obtenidos de la figura C.2 y C.3, se observa una distri-
bucién de energia similar tanto en bandas de frecuencia como en lapsos de tiempo.
Podemos observar que la magnitud de la energia varia.

C.2. Tranformada Wavelet (Haar)

La funcién wavedec() de Matlab genera los coeficientes de detalle y aproximacion
de la senial analizada. A continuacién se muestran los pardmetros utilizados[60]:

[¢, ] = wavedec(z, n, wname)

x = senal a analizar

n = nivel de descomposicion

wname = wavelet a utilizar para el analisis

¢ = vector con coeficientes de descomposicién

[ = vector que contiene el nimero de coeficientes por nivel de descomposicion.
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Capitulo C Implementacién de algoritmos

En la figura C.4 observamos los coeficientes de aproximacion y detalle obtenidos de
la aplicacién de las funciones wavedec() y W Haar() (cuyo cédigo se incluye en la
seccién D.2) a la senal de la figura C.1. Podemos ver similitud en la magnitud de los
coeficientes generados, asi como en los intervalos de tiempo en los que se presentan.

Coeficientes WHaar

Coeficientes
=]

_2 1 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 8OO 1000 1200 1400 1600 1800 2000

”H

Coeficientes wavedec
Figura C.4.: Coeficientes de descomposicién

Coeficientes
(=]

1000 1200 1400 1600 1800 2000
Muestras

400 600 800

C.3. Tranformada de Hilbert-Huang

La funcién emd() desompone una sefial x en componentes simples llamadas fun-
ciones de modo intrinseco (FMI) mostradas en la figura C.5, las cuales utilizamos
posteriormente para aplicar la transformada de Hilbert y representar la senal men-
diante el espectro de Hilbert-Huang. A continuacion se detallan los pardmetros a
utilizar en la funcién de Matlab/60]:

[fmi, residuo] = emd(z)
x = senal a analizar
fmi = funciones de modo intrinseco

residuo = residuodel proceso de descomposicién
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C.3 Tranformada de Hilbert-Huang

El c6digo mostrado en la seccion D.3.1, calcula las FMI’s de una senal x y devuelve
los valores almacenados en una matriz, en la figura C.6 se observa el resultado de la

ejecucion del cédigo con la senal de la figura C.1 como entrada.

La funcién hht() recibe como argumento el conjunto de FMI’s generadas y la fre-
cuencia de muestreo. Es con esta funcién que se obtiene la representacion de la figura
C.7 para nuestra senal de prueba. A continuacion se muestra la descripcion de los

parametros utilizados|?]:

hht(fmi, fs)

fmi = funciones de modo intrinseco

fs = frecuencia de muestreo

El c6digo mostrado en la seccién D.3.2, calcula la magnitud y fecuencia instantanea
y las almacena en una matriz de tal forma que, es posible visualizar la

de la senal

variaciéon en el tiempo.

'g':}.1
= ﬂ\/
E-01F
< .02
0 2{?:} 4':}:} Ef:}:} B-:}D
0.1 T T T T T T T T T
GM\/_\A_
_.:}-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 14000 1600 1800
0.05F T T T T T T T T T ]
oF i
-'D.'DE' 1 1 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Tiempo

Figura C.5.: Primeras cinco funciones de modo intrinseco generadas por Matlab
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Capitulo C Implementacién de algoritmos

5 Funcion de modo intrinseco

5 : 1 : : : : \ : 1
0 200 400 600 8OO 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Tiempo

Figura C.6.: Primeras cinco funciones de modo intrinseco generadas con el algo-
ritmo implementado.

Tanto en la figura C.5 y C.6, se observa el efecto de mezcla de modos, ya que, en
ambos casos se representa el algoritmo DEM.

En las graficas de las figuras C.7 y C.8 podemos observar que se sigue un patron
correspondiente a los valores de frecuencia instantanea e intervalos de tiempo, sin
embargo, la magnitud de la figura C.8 tiende a variar respecto de la figura C.7.
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C.3 Tranformada de Hilbert-Huang
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Figura C.7.: Espectro de Hilbert Huang generado por la funciéon hht()
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Figura C.8.: Espectro de Hilbert Huang generado por la funcion HTT M()
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D. Cdédigo fuente

D.1. Transformada de Fourier de Tiempo Reducido

Codigo TFTR implementado en Matlab

function [|=stftmine_overlap (x,t,fs ,Nwn)
%x: senal a analizar
% t: tiempo

% fs: frecuencia de muestreo
%Nwn: Longitud de ventana

ol = Nwn/2; %50% de traslape
[x,N] = zeropadding(x); % Completar tamano de vector 2™ n

ms = N/Nwn;
TEM = zeros (2sms—1,Nwn);
wn = (blackman (Nwn)) ’;

% Se obtienen los indices de inicio y fin del ventaneo y
% se aplica la TRF
for n=1:2xms—1
ini=(n—1)%xo0l+1;
fin=ini+Nwn—1;
TEM(n,:)=fft (x(ini:fin).xwn);
end

% Se obtiene la magnitud de la mitad de
% las muestras de la TRF

HIFM =20%log (abs (TFM(: ,1:Nwn/2)));

% Se calcula el vector frecuencia para su representacion
f =((0:(N/2)—1)xfs)/N;

% Se representa la matriz HIFM en funcién de los

% vectores tiempo y frecuencia
figure (12)
imagesc (t,f HITFM")
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Capitulo D Cédigo fuente

ylabel (’Frecuencia(Hz) 7);

xlabel ("Tiempo(s) ’);

c=colorbar ;

title (’Espectrograma ’);
c.Label.String = ’Potencia(dB) ’;

% Se obtiene el espectrograma con las mismas
% caracteristicas mediante la funcién
Pspectrogram de Matlab
figure (13)
spectrogram (x, blackman (Nwn) ,ol ,0l | fs , " yaxis ’);
ax = gca; ax.YDir = ’'reverse ’;
title (’Espectrograma MTLB’);

end

D.2. Transformada Wavelet (Haar)

Cédigo WV Haar implementado en Matlab
function [R]=WHaar(x, J0)

%x: senal a analizar

%J0: nivel de descomposicidon

N=length (x); % Longitud de la senal
m=round (log2 (N));

% Asegura que longitud de N sea multiplo de 2
if (N<=2"m)
while N<2'm

x(end+1)=0;
N=length (x);
end
else
while N<27(m+1)
x (end+1)=0;
N=length (x);
end
end

T=1/N; % Periodo de la senal
t=zeros (N);

for p=2:N
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D.3 Transformada de Hilbert-Huang

end

D.3.

D.3.1.

t(p)=t (p—1)+T;
end

L=log2 (N);
i0=1—J0 ;
M=zeros (N,N);

% Obtiene los valores de phi
for s=1:27j0
for i=1:N
M(i,s)=phi(t(i),j0,s—1);
end
end

j=2"j0+1;
% Obtiene los valores de psi

for m=j0:L—-1
for n=0:(2"m)—1

for k=1:N
M(k,j)=Haar_ psi(t(k),m,n);
end
j=i+1
end

end

% Obtiene inversa de la matriz de transformecidén

MI=pinv (M);

% Ecuacién matricial que calcula los

% de descomposicién

R=(27(L/2)).«Mlxx’;

Transformada de Hilbert-Huang

Descomposicion empirica en modos

Cédigo de DEM implementado en Matlab

function [Mimf] = emdcl(x)

coeficientes
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Capitulo D Cédigo fuente

%x: Senal a analizar
% Mimf: Matriz con FMI’s

% Definicién de variables
lenx=length (x);

tempx = x;

Mimf = [];

while (1)
m = tempx;
Ds = 1; % Definicién de desviaciém estandar

while Ds > 0.3

% Calculo de méximos y minimos
[valM ,locM , valm , locm]=maxminf (m) ;

% Cantidad de valores méximos y minimos
lenvalM = length (valM);
lenvalm = length (valm);

if (lenvalM+lenvalm < 6)
break

end

% Interpolacién de méximos y minimos
zM = interpl (locM,valM [1:lenx], spline ’,0);
zm = interpl (locm ,valm,[1:lenx ], spline ’,0);

% Promedio de la envolvente
env = (zM+zm)/2;

mant = m; % Valor anterior de x

m=1m — env;
indet = 0.0000001; % Evita la indeterminacién

% Calcula desviaciéon estandar
Ds = sum ( ((mant —m).”2) ./ (mant.”2 + indet) );
end

Mimf = [Mimf; m];

if (lenvalM+lenvalm < 6)
break
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end
tempx = tempx — m;
end
end
D.3.2. Espectro de Hilbert-Huang

Coédigo del EHH implementado en Matlab

function [] = HIT M(x,fs , t)
% x: Senal a analizar
M = emdcl(x);
H = hilbert (M’ );
Hmag = abs(H) ’; % Hmag
Hang = angle (H);

Y%Frecuencia instantanea

%M: Matriz con FMI’s

%H: Transformada de Hilbert de M’
: Magnitud instantanea de M

% Hang: Fase instantanea de M

frins =(fs /(2+pi))*xdiff (unwrap(Hang)) ’;

figure (12)
subplot (3,1,1)
plot M(1,:)",’r");

subplot (3,1,2)
plot (Hmag(1,:),'r ")

subplot (3,1,3)
plot (frins (1,:),’r");

[r,c]=size(frins);
frins=round (frins)
EHH = zeros(c,c);

I

% Asignacién de magnitud
% en las coordenadas (fre

for k=1:r
for i=1:c
for j=1:c

if (i=frins (k,
EHH(i , j)=Hmag(k, i
end

instantanea
cuencia ,tiempo)

]

)
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end
end
end

figure (15)

mesh(t (2:end),1:fs /2 EHH(1:fs /2 ,1:(length(t)—1)))
title (’Espectro de Hilbert Huang’)

ylabel (’Frecuencia [Hz]’);

xlabel (’Tiempo [s]’);

figure (13)
subplot (2,1,1)
plot (M(1,:) 7);
title (’Funci6on de modo intrinseco ’)
ylabel (" Amplitud ") ;
xlabel (’Tiempo’);
subplot (2,1,2)
plot (frins(1,:),’r");
title (’Frecuencia instantanea ’)
ylabel (’Frecuencia ’);
xlabel (’Tiempo’);
end
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