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Convenciones y notaciones

En esta tesis se utilizan las siguientes convenciones y notaciones:

gab denota el tensor métrico.

ds
W

denota el elemento de ĺınea de Weinhold.

ds
R

denota el elemento de ĺınea de Ruppeiner.

d denota la diferencial no exacta.

Los śımbolos de Christoffel Γa
bc son definidos por:

Γa
bc =

1

2
gad
(∂gdb

∂xc
+

∂gcd

∂xb
−

∂gbc

∂xd

)

.

F denota la enerǵıa libre de Helmholtz.

H denota la Entalṕıa.

G denota la enerǵıa libre de Gibbs.

U denota la enerǵıa interna.

S denota la entroṕıa.

V denota el volumen.

s denota la entroṕıa por mol.

v denota el volumen por mol.

T denota la temperatura.
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N denota el número total de part́ıculas.

P denota la presión.

Q denota el calor.

n denota el número de moles.

κ
T

denota el coeficiente de compresibilidad isotérmica a temperatura
constante.

α
P

denota el coeficiente de expansión térmica a presón constante.

C denota la capacidad caloŕıfica.

m denota la masa.

k
B

denota la constante de Boltzman.

K denota la unidad de temperatura Kelvin.

R denota la constante universal de los gases.

T denota el espacio fase.

E denota el espacio de equilibrio termodinámico.

Θ denota la uno forma de Gibbs.

G denota el elemento de ĺınea en el espacio fase T .

g denota el elemento de ĺınea en el espacio de equilibrio termodinámico
E .

ZA denota las coordenadas en el espacio fase.

Ea denota las variables extensivas o las coordenadas del espacio de
equilibrio termodinámico E .

Ia denota las variables intensivas.

Φ denota el potencial termodinámico.

Los ı́ndices repetidos se suman (convención de suma de Einstein).
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Caṕıtulo 1

Introducción

El conocimiento que tenemos en la actualidad sobre el universo en el
que vivimos es la consecuencia de la existosa relación entre lo que llamamos
realidad, que es el resultado de la observación cuidadosa de los hechos de
la naturaleza a través de la experimentación, y las matemáticas, producto
del pensamiento humano y que nos da una visión racional de estos hechos.
Durante siglos fue la geometŕıa del celebre matemático griego Euclides (325-
265 a.C.), escrita en su famoso libro Los Elementos [1], la que prevaleció y se
enseñó. La geometŕıa euclideana destacó no solamente por ser un poderoso
instrumento de razonamiento deductivo, sino también por su utilidad para
entender el universo en que vivimos a través de la f́ısica y la astronomı́a [2]

El surgimiento de la cartograf́ıa, a principios en el siglo XIX, puso en
dificultades a la geometŕıa de Euclides al enfrentarla a una situación que ya no
era la del espacio plano, de esta manera surǵıo la necesidad de establecer una
geometŕıa diferente para poder elaborar mapas precisos de paises, continente
y oceanos. Fue el matemático alemán Johann Carl Friedrich Gauss (1777–
1855), quien en 1818 resolvió el problema al descubrir la manera de saber
cuándo una superficie ya no es plana mediante fórmulas que se pueden aplicar
a superficies como esferas, elipsoides e hiperboloides, y que están expresadas
en términos de una cantidad llamada curvatura [3]. Esta nueva Geometŕıa
fue también desarrollada por los matemáticos Nikolai Ivanovich Lobachevski
(1792–1856) y János Bolyai (1802–1860) [4].

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

La geometŕıa no euclideana pronto manifesto su utilidad, ya que permi-
tió entender el fenómeno de la gravitación, al interpretarlo cómo el resultado
de una distorsión del espacio–tiempo plano debido a la materia. Esto quedo
de manifiesto en la Teoŕıa General de la Relatividad descubierta en 1915
por el f́ısico Albert Einstein (1879–1955) [5]. La Geometŕıa de la Relativi-
dad General se denomina Geometŕıa de Variedades, introducida por Georg
Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866) en 1854 [6], donde esencialmente
una variedad es un espacio cont́ınuo que se asemeja localmente a un espacio
euclidiano [7]

Por otra parte, el análisis de sistemas en equiibrio termodinámicos se
puede llevar a cabo mediante métodos geométricos. Fueron los trabajos de
Gibbs los que iniciarón los estudios geométricos de la termodinámica [8].
Él mostró como mediante superficies en un sistema cartesiano, cuyos ejes
re-presentaban a la enerǵıa interna U , la entroṕıa S y el volumen V , es posi-
ble interpretar geométricamente las propiedades termodinámicas de fluidos
simples. En este tipo de geometŕıa la pendiente de las rectas tangente a la
superficie tiene significado termodiná mico y los estados de equilibrio de una
sustancia se representan por un punto sobre la superficie, mientras que dis-
tancia, ángulos y direcciones no tiene significado termodinámico intŕınseco
en este espacio [9].

En 1975 y 1976, Frank Weinhold publicó una serie de art́ıculos[10]-[14]
donde propone un formalismo geométrico para la termodinámica en equilib-
rio asociando a los estados de equilibrio termodinámico un espacio vectorial
lineal con estructura métrica. En el formalismo de Weinhold la distancia en-
tre dos estado de equilibrio termodinámico se calcula mediante el elemento
de ĺınea,

ds2
W

= gW
ab dEadEb , (1.1)

donde gW
ab es una matriz cuyos elemento son segundas derivadas de la enerǵıa

interna U con respecto a la variables extensivas Ea del sistema, cuyas dife-
renciales se representan como dEa. A la matriz gW

ab se le conoce cómo la
métrica de Weinhold,
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gW
ab =











∂2U
∂E1∂E1

∂2U
∂E1∂E2

. . . ∂2U
∂E1∂En

∂2U
∂E2∂E1

· · ·
... · · ·

∂2U
∂En∂E1

· · ·











.

Siguiendo la misma idea, George Ruppeiner, en 1979 [15], para entender
el significado de la longitud termodinámica, propone una métrica conformal-
mente equivalente a la métrica de Weinhold. En la teoŕıa de Ruppeiner se
considera a la entroṕıa, en lugar de la enerǵıa, como la función fundamen-
tal de las variables extensivas, y a la matriz construida a partir de ésta se
le conoce como la métrica de Ruppeiner. Como en el caso de Weinhold, el
elemento de ĺınea se define como,

ds2
R

= gR
abdFadFb , (1.2)

con gR
ab representando a la matriz

gR
ab =











∂2S
∂F1∂F1

∂2S
∂F1∂F2

. . . ∂2S
∂F1∂Fn

∂2S
∂F2∂F1

· · ·
... · · ·

∂2S
∂Fn∂F1

· · ·











,

siendo Fa las variables extensivas del sistema y dF a sus diferenciales. A gR
ab

se le denomina la métrica de Ruppeiner
Las teoŕıas de Weinhold y Ruppeiner permiten interpretar geométrica-

mente diferentes propiedades termodinámicas. Sin embargo, a pesar de las
múltiples investigaciones realizadas en esta dirección, sus teoŕıas carecen de
un ingrediente esencial que todo análisis termodinámico debe cumplir que
es la Invariancia de Legèndre, ver sección (2.5). Este problema trae como
consecuencia que ambas teoŕıas entreguen resultados inconsistentes para un
mismo sistema termodinámico [16], ya que la Invariancia de Legèndre tiene
como finalidad que las propiedades termodinámicas sean independientes del
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potencial termodinámico o ecuación fundamental, ver sección (2.2), usado
para describirlas 1. En el caso de Weinhold y Ruppeiner esta condición no se
cumple, porque la diferencia fundamental entre ambas teoŕıas radica en que
utilizan distintas ecuaciones fundamentales: la enerǵıa interna U en el caso
de Weinhold, y la entroṕıa S en el caso de Ruppeiner. No obstante, la elec-
ción de una u otra ecuación fundamental no tendŕıa por qué dar resultados
distintos en el análisis de un mismo sistema termodinámico, como sucede en
varios ejemplos al aplicar estas teoŕıas [16].

En 2007 el problema referente a las métricas de Ruppeiner y Weinhold
fue resuelto por Hernando Quevedo, al elaborar el formalismo conocido co-
mo Geometrotermodinámica [18], que tiene como bases fundamentales la
Geometŕıa Diferencial y la Invariancia de Legèndre, y ha mostrado ser
una teoŕıa consistente para analizar sistema termodinámico desde el punto
de vista geométrico [19]-[25].

En este trabajo se utilizará la Geometrotermodinámica para analizar la
Geometŕıa de los gases reales que cumplen con la ecuación de estado de
Soave-Redlich-Kwong.

La tesis está organizada de la siguiente manera:

1. En el caṕıtulo 1, se hace una breve revisión de los principios de la
Termodinámica. Haciendo énfais en la ecuación fundamental, las tran-
siciones de fase y la inetracción termodinámica.

2. En el caṕıtulo 2, está dedicado la termodinámica de los gases reales que
cumplen con la ecuación de estado de Soave-Redlich-Kwong, se calcula
la enetǵıa libre de Helmholtz para estos gases y se estudia se analizan
sus transiciones de fase

3. En el caṕıtulo 3, se estudian los fundamentos de la Geometrotermodinámi-
ca.

4. En el caṕıtulo 4, se aplica la Geometrotermodinámica a los gases reales
que cumplen con la ecuación de estado de Soave-Redlich-Kwong.

5. Finalmente, el caṕıtulo 5 se dedica a las conclusiones.

1De la ecuación fundamental se derivan los potenciales termodinámicos mediante una
transformación de Legèndre [17].



Caṕıtulo 2

Breve repaso de
Termodinámica

2.1. Introducción

La termodinámica es el estudio de las consecuencias macroscópicas de las
innumerables coordenadas atómicas que, en virtud del promedio estad́ısti-
co, no aparecen expĺıcitamente en la descripción macroscópica de un sistema
dado, la principal consecuencia es la transferencia de calor. Para llevar a
cabo el estudio termodinámicos de cualquier sistema es necesario entender
conceptos como son la ecuación fundamental, variables termodinámicas y
ecuaciones de estado. Como en este trabajo trataremos con la termodinámi-
ca del gas de Soave–Redlich–Kwong (SRK) consideramos que es necesario
definirlo y putualizar o recordar los conceptos o propiedades termodinámicas
que se mencionarán y utilizarán durante el mismo. El breve repaso aqúı pre-
sentado está basado en su mayoŕıa en el libro Termodinámica de Herbert B.
Callen [17] por considerar que es uno de los textos conocido y empleados en
el estudio de la termodinámica clásicas.

2.2. Ecuación Fundamental

Uno de los problemas básico de la Termodinámica es la determinación del
estado de equilibrio que se alcanza después de eliminar constricción internas
de un sistema termodinámico compuesto aislado. Para dar solución a este
problema la termodinámica hace uso de un principio extremal que pide que

5
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los valores de los parámetros extensivos en el estado de equilibrio final sean
aquellos que maximizan una cierta función llamada entroṕıa. De esta manera,
en termodinámica se enuncia el siguiente postulado:

Postulado

• Existe una función, denominada entroṕıa S, de los parámetros

extensivos de cualquier sistema termodinámico, definida para to-

dos los estados de equilibrio y que tiene la propiedad siguiente:

los valores que toman los parámetros extensivos, en ausencia de

constricciones internas, son aquellos que maximizan la entroṕıa.

A la función entroṕıa se le conoce como Función Fundamental. Lo
que nos dice este postulado es lo siguiente:

Si se conoce la función fundamental de un sistema termodinámico par-

ticular, toda la información termodinámica concerniente al sistema

puede deducirse a partir de ella. Considerando las cantidades U , V ,

N1, · · · , Nr como parámetros extensivos.

Se postula la entroṕıa sólo para los estados de equilibrio. En ausencia
de ligaduras el sistema se halla en la libertad de seleccioar uno cualquiera
entre cierto número de estados, cada uno de los cuales podŕıa alcanzarce tam-
bién en presencia de una ligadura adecuada. La entroṕıa tiene las siguientes
propiedades:

La entroṕıa de un sistema compuesto es aditiva respecto a la de los
subsistemas constituyentes. Si Si son las entroṕıas de los subsistemas,
la entroṕıa del sistema está dada por

S =
∑

i

Si . (2.1)

La entroṕıa es continua y diferenciable, y es una función monótona-
mente creciente de la enerǵıa U . Matemáticamente esto se expresa co-
mo

( ∂S

∂U

)

V,N1,··· ,Nr

> 0 . (2.2)
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La entroṕıa de un sistema simple es una función homogénea de primer
orden en los parámetros extensivos. Esto es, si todos los parámetros
extensivos de un sistema se multiplican por una constante λ, se tiene
que

S(λU, λV, λN1, · · · , λNr) = λS(U, V,N1, · · · , Nr) . (2.3)

La propiedad (2.2) permite que la entroṕıa pueda invertirse con respecto
a la enerǵıa U , y por tanto, la enerǵıa U será una función uniforme, continua
y diferenciable de S, V , N1, · · · , Nr, esto es,

U = U(S, V,N1, · · · , Nr) . (2.4)

Por tanto, U será también una función fundamental. Cuando se trabaja con
S se dice que se encuentra uno en la representación entrópica y cuando se
utiliza U en la energética.

Al rećıproco de la derivada parcial
(

∂S
∂U

)

V,N1,··· ,Nr

se le considera como la

definición de la temperatura, lo que implica el siguiente postulado.

Postulado

La entroṕıa de cualquier sistema termodinámico se anula en el estado

para el cual

(∂U

∂S

)

V,N1,··· ,Nr

= 0 , (2.5)

es decir, cuando la temperatura es cero. A este postulado se le conoce como

postulado de Nernst o tercer principio de la Termodinámica.

Una observación importante es que no siempre es posible conocer la fun-
ción fundamental de un sistema termodinámico. En la realidad experimental
lo más frecuente es obtener ecuaciones de estado, ver seccción (2.3, que de-
scriben el sistema. Entonces, un problema a resolver consite en: a partir de

las ecuaciones de estado, encontrar la función fundamental. Este el problema
que se resuelve en este trabajo.
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2.3. Ecuaciones de Estado

Una manera de estudiar los sistemas termodinámicos es mediante sus
ecuaciones de estado. Se define una ecuación de estado del sistema ter-
modinámico a la relación matemática que existe entre los valores de las
variables termodinámicas y proporciona un único valor para cada estado de
equilibrio termodinámico. Estas ecuaciones de estado pueden ser planteadas
de manera emṕırica o bien a través de modelos teóricos, como los que se
obtienen de la mecánica estad́ıstica. Mencionamos a continuación algunos
ejemplos [40]. La expresión,

pV = nRT , (2.6)

donde n y R son constantes y p, V y T representan la presión, el volumen y
la temperatura respectivamente, es una de las ecuaciones de estado del gas
ideal1. Otra ecuación de estado es la de Van der Waals, la cual tiene la forma,

(

p +
n2a

V 2

)(

V − nb

)

= nRT . (2.7)

En esta ecuación a mide la interacción entre las moléculas y el parámetro b

está relacionado con el tamaño de las moléculas.
La ecuación de Van der Waals proporciona una buena aproximación al

comportamiento de algunos gases reales; sin embargo, no es lo sufientemente
precisa en otros. Por ejemplo, el factor cŕıtico de la compresibilidad2 de to-
dos los ĺıquidos, incluyendo las mezclas de componentes puros y las mezclas
binarias, vaŕıa entre 0.24 y 0.29, para diferentes hidrocarburos, mientras que
la ecuación de Van der Waals predice un valor de 0.375. Para remediar esto
se han propuesto diferentes modificaciones a la ecuación (2.7); una de ellas
es la realizada por Redlich y Kwong [27]. La ecuación de estado de Redlich-
Kwong es una modificación emṕırica de la ecuación de Van der Waals y
se ha mostrado que esta ecuación es útil para el estudio de hidrocarburos
[28], para calcular las propiedades cŕıticas vapor–ĺıquido de mezclas binarias

1La otra ecuación de stado es U = 3
2nRT .

2El factor de compresilidad se define como la razón del volumen molar de un gas con
relación al volumen molar de un gas ideal.
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[29], propiedades de vapor y ĺıquido de sustancias [30, 31] y para calcular
diagramas de fase de mezclas binarias de fluidos [32].

La ecuación de estado de Redlich y Kwong [27] es la siguiente:

p =
RT

v − b
−

a

T
1
2 v(v + b)

, (2.8)

con v el volumen molar y los parámetros dados por las relaciones:

a = 0.4278
R2TC

2.5

PC

; b = 0.0867
RTC

PC

, (2.9)

donde a y b se obtienen de resolver la ecuación cúbica (2.8) para el volumen,
considerando el volumen cŕıtico vc, la temperatura cŕıtica TC y la presión
cŕıtica PC [34]. Si a y b son cero en las ecuaciones de estado de Van der
Waals y Redlich–Kwong, se recupera en ambos casos la ecuación de estado
del gas ideal.

En 1972 G. Soave [35] mejoró considerablemente las predicciones de la
ecuación de estado de Redlich y Kwong al remplazar el término a

T
1
2

con un

término más general que depend́ıa de la temperatura aα(T ), con a constante,
y ajustando la función de cohesión de vapor a la temperatura reducida T

TC
=

Tr = 0.7. Con el término de Soave la ecuación de estado de Redlich–Kwong
toma la siguiente forma,

p =
RT

v − b
−

aα

v(v + b)
, (2.10)

donde,

a = 0.42747
R2TC

2

PC

(2.11)

b = 0.08664
RTC

PC

(2.12)

α(T ) =
[

1 + β(1 − T
1
2

r )
]2

, (2.13)
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en estas ecuaciones Tr = T
TC

y β esta definida en términos del llamado factor
acéntrico ω [35], que es un parámetro necesario para calcular el factor de
compresibilidad3 de un gas, y tiene siguiente forma,

β = 0.480 + 1.574ω − 0.176ω2 . (2.14)

La ecuación de estado de Soave–Redlich–Kwong ha tenido éxito para pre-
decir datos de equilibrio volumétrico, termof́ısico y vapor-ĺıquido aplicables
principalmente a la industria petrolera[45].

Este trabajo estudia la geometrotermodinámica de las sustancias descritas
por la ecuación de estado de Soave–Redlich–Kwong.

2.4. Primera ley de la Termodinámica

La primera ley de la Termodinámica es la conservación de la enerǵıa. En
un sistema termodinámico, la enerǵıa se intercambia de dos maneras:

Realizando trabajo mecánico4 .

Transfiriendo calor5.

Si en un sistema termodinámico se produce un cambio desde un estado
inicial a otro final y se mide la diferencia Q−W , donde Q es la cantidad de
calor que se absorbe o se libera del sistema y W la cantidad de trabajo sobre
el sistema, para diferentes procesos que se realicen para ir desde el estado
inicial al estado final, se encuentra que el valor de esta diferencia no cambia.

A la diferencia de Q − W se le llama cambio de enerǵıa interna del sis-
tema ∆U . Aunque por separados Q y W dependen de la trayectoria que se
seguiŕıa para ir de un estado a otro, la cantidad Q − W es independiente de
la trayectoria o del proceso que se realice para ir desde el estado inicial al
estado final. Entonces matemáticamente tenemos

3ver pie de página 2
4Esto significa que el sistema puede ser manipulado por medio de los alrededores, de

tal manera que al variar los parámetros externos se tranfiera enerǵıa [37]
5El calor es la enerǵıa interna en tránsito, fluye de una parte de un sistema a otra o de

un sistema a otro, en virtud únicamente de una diferencia de temperaturas [36]. También
podemos definir al calor al modo no mecánico de transferir enerǵıa a un sistema, sin variar
los parámetros externos [37].
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∆U = Uf − Ui = Q − W . (2.15)

La ecuación (2.15) se conoce como la primera ley de la Termodinámica. En
esta expresión, Q es positivo (negativo) si se le agrega (quita) calor al sistema.
W es positivo cuando el sistema realiza trabajo y negativo cuando se realiza
trabajo sobre el sistema.

Considerando cantidades infinitesimales de calor dQ y trabajo dW 6, es
decir, para un proceso infinitesimal cuasiestático, la primera ley de la Ter-
modinámica tiene la siguiente forma [17]:

dU = dQ − dW , (2.16)

donde dW es el trabajo cuasiestático asociado con los diferentes procesos
termodinámicos.

A partir de las consideraciones de procesos ćıclicos se decuce que existe
un factor integrante ( 1

T
) tal que el producto de este factor integrante por la

diferencial inexacta dQ es la diferencial exacta de la entroṕıa

dS =
dQ

T
. (2.17)

Utilizando esta expresión en la relación (2.16) tenemos

dU = TdS − dW , (2.18)

o de manera equivalente:

dS =
1

T

[

dU + dW
]

, (2.19)

y podemos decir que las ecuaciones (2.18) y(2.16) son la primera ley de la
Termodinámica en la representación de la enerǵıa y entroṕıa respectivamente.

6La barra en el operador d indica que las cantidades dQ y dW no son diferenciales exac-
tas, es decir, no son diferenciales de ciertas funciones hipotéticas Q y W . Matemáticamente
∫ f

i(a)
dQ 6=

∫ f

i(b)
dQ y

∫ f

i(a)
dW 6=

∫ f

i(b)
dW donde (a) y(b) son dos trayectoria diferentes que

llevan de (i) a (f).
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2.5. Potenciales termodinámicos y la invarian-

za de Legendre

En la función fundamental, ya sea en la representación entrópica o ener-
gética, los parámetros extensivos son las variables independientes, en tanto
que los parámetros intensivos aparecen como conceptos derivados. Estos es,
por ejemplos, si la enerǵıa interna U = U(S, V,N) , entonces los parámet-
ros intensivo temperatura T , presión p y potencial qúımico µ se obtendrán
como: T = ∂U

partialS
, −p = ∂U

partialV
y µ = ∂U

partialN
, ver sección 2.28). Sin em-

bargo, por razones experimentales7, se requiere considerar a los parámetros
intensivos como variables independientes. La manera de lograr este obje-
tivo es por medio del formalismo matemático conocido como transforma-
ciones de Legèndre[17], que conduce a otras representaciones termodinámi-
cas conocidas como potenciales termodinámicos o funciones transformadas
de Legèndre.

Por otra parte, las propiedades termodinámicas de los sistemas f́ısicos no
deben depender del potencial termodinámico utilizado para su descripción.
Debido a que los diferentes potenciales termodinámicos se relacionan por
medio de una transformación de Legèndre [17], a esta propiedad se le conoce
como invariancia de Legèndre.

La transformación de Legèndre se define como un cambio de variable de
la siguiente forma:

(

Φ, Ea, Ia
)

−→
(

Φ̃, Ẽa, Ĩa
)

, (2.20)

con Φ, Ea y Ia representando la ecuación fundamental y las variables extensi-
vas e intensivas respectivamente, y Φ̃, Ẽa y Ĩa los potenciales termodinámicos
y las nuevas variables, tal que [48]

Φ = Φ̃ − δklẼ
kĨ l ; Ei = −Ĩ i ; Ej = Ẽj; I i = Ẽi; Ij = Ĩj . (2.21)

Donde δkl es la delta de Kronecker, i
⋃

j es cualquier disposición de con-
juntos ajenos de ı́ndices {1, . . . , n}, y k, l, = 1, . . . , i. En particular, para

7Es más fácil pensar en la manera de medir experimentalmente la temperatura que la
entroṕıa.
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i = {1, . . . , n} e i = ∅, se obtienen la transformación total de Legèndre y la
identidad, respectivamente.

Si consideramos las variables U , S, V , T y p. Entonces, la transformación
de Legèndre será

(

U , S , V , T , p
)

−→
(

Ũ , S̃ , Ṽ , T̃ , p̃
)

, (2.22)

con las siguientes posibilidades:

Transformación de Legèndre parcial: i = {1} y j = {2}

Ũ1 = U − TS , S = −T̃ , T = S̃ , V = Ṽ , p = p̃ . (2.23)

Transformación de Legèndre parcial: i = 2 y j = 1

Ũ2 = U + pV , S = S̃ , T = T̃ , V = p̃ , −p = Ṽ . (2.24)

Transformación de Legèndre total: i = 1, 2 y j = 0

Ũ3 = U − TS + pV , S = −T̃ , T = S̃ , V = p̃ , −p = Ṽ .(2.25)

En Termodinámica, los potenciales Ũ1, Ũ2 y Ũ3 son conocidos como la
enerǵıa libre de Helmholtz, la entalṕıa y la enerǵıa libre de Gibbs, respecti-
vamente. Para mayor detalle, ver el apéndice C.

2.6. Condiciones de Equilibrio Termodinámi-

co

Consideremos la función fundamental en la representación de la enerǵıa
como una función impĺıcita de los parámetros extensivos S, V , N1, N2, · · · ,Nr,

U = U(S, V, N1, N2, · · · , Nr) . (2.26)
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Calculando la diferencial a esta expresión tenemos que

dU =

(

∂U

∂S

)

V, N1, ··· , Nr

dS +

(

∂U

∂V

)

S, N1, ··· , Nr

dV +
r
∑

j=1

(

∂U

∂Nj

)

S, V, ··· , Nk

dNj .

(2.27)

Ahora definimos a las derivadas parciales como

T =

(

∂U

∂S

)

V, N1, ··· , Nr

; p = −

(

∂U

∂V

)

S, N1, ··· , Nr

; µj =
r
∑

j=1

(

∂U

∂Nj

)

S, V, ··· , Nk

,

(2.28)

con lo cual la expresión (2.27) toma la forma

dU = TdS − pdV +
r
∑

j=1

µjdNj .

(2.29)

Al conjunto de ecuaciones (2.28) se les conoce como las condiciones de
equilibrio termodinámico. A las cantidades T , p, y µj se les llama parámetros
intensivos del sistema termodinámico, que representan a la temperatura, la
presión y los potenciales qúımicos respectivamente.

También se pueden encontrar las condiciones de equilibrio termodinámico
en la representación de la entroṕıa o de cualquier potencial termodinámico,
estas se muestra en el cuadro 1.1

Ecuación Condiciones de equilibrio

dS = dU
T

+ p

T
dV − µj

T
dNj

1
T

=
(

∂S
∂U

)

X
, p

T
=
(

∂S
∂V

)

X
,

µj

T
=
(

∂S
∂Nj

)

X
,

dF = −SdT − pdV + µjdNj S = −
(

∂F
∂T

)

X
, p = −

(

∂F
∂V

)

X
, µj =

(

∂F
∂Nj

)

X
,

dH = TdS + V dp + µjdNj T =
(

∂H
∂S

)

X
, V =

(

∂H
∂p

)

X
, µj =

(

∂H
∂Nj

)

X
,

dG = −SdT + V dp + µjdNj S = −
(

∂G
∂T

)

X
, V =

(

∂G
∂p

)

X
, µj =

(

∂G
∂Nj

)

X
,

Cuadro 2.1: Condiciones de equilibrio termodinámico para diferentes repre-
sentaciones. La X indica las cantidades que se deben mantener constantes.
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2.7. Capacidad caloŕıfica y funciones de res-

puesta

Cuando un sistema absorbe calor, puede o no tener lugar una variación
de temperatura, dependiendo de la naturaleza del proceso. Si un sistema
termodinámico experimenta un cambio de temperatura ∆T de una Ti a una
Tf , durante la transferencia de calor Q, se define como capacidad caloŕıfica
media C̄ del sistema a la cantidad [36]

C̄ =
Q

Tf − Ti

. (2.30)

La capacidad caloŕıfica instantánea se expresará como

C = ĺım
Tf→Ti

Q

Tf − Ti

=

(

dQ

dT

)∣

∣

∣

∣

∣

X

, (2.31)

donde d representa la diferencial inexacta y X denota el conjunto de parámet-
ros que se mantienen constantes durante el proceso. Supongamos ahora un
sitema simple de dos grados de libertad en las que las variables independi-
entes son T y X. La diferencial de la enerǵıa interna U es:

dU =

(

∂U

dT

)∣

∣

∣

∣

∣

X

dT +

(

∂U

dX

)∣

∣

∣

∣

∣

T

dX . (2.32)

Sustituyendo la ecuación (2.32) en la ecuación (2.16) obtenemos,

dQ =

(

∂U

dT

)∣

∣

∣

∣

∣

X

dT +

[

F +

(

∂U

dX

)∣

∣

∣

∣

∣

T

]

dX , (2.33)

con F representando la fuerza correspondiente a X. Utilizando esta expresión
en la relación (2.31) obtenemos,

C =

(

∂U

dT

)∣

∣

∣

∣

∣

X

+

[

F (T,X) +

(

∂X

dT

)∣

∣

∣

∣

∣

T

]

dX

dT
. (2.34)
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Si el proceso de transferencia de enerǵıa en forma de calor se realiza cuando
X es constante tendremos que,

CX =

(

∂U

∂T

)∣

∣

∣

∣

∣

X

, (2.35)

donde X denota el conjunto de parámetros que se mantienen constantes
durante el proceso. Utilizando la realción (2.17) obtenemos,

CX =

(

dQ

dT

)

X

= T

(

∂S

∂T

)

X

. (2.36)

Utilizando las condiciones de equilibrio termodinámico, la capacidad caloŕıfi-
ca puede tomar las siguientes formas:

CX = T

(

∂T

∂S

)

−1

X

=

(

∂U

∂S

)

X

(

∂2U

∂S2

)

−1

X

, (2.37)

CX =
T

(

∂T
∂S

)

X

=

(

∂S
∂U

)

−1

X

∂
∂S

[(

∂S
∂U

)

−1

X

]
= −

( ∂S

∂U

)2

X

( ∂2S

∂U2

)

−1

X
, (2.38)

CX = T

(

∂2F

∂T 2

)

X

, (2.39)

CX = T

(

∂T

∂S

)

−1

X

=

(

∂H

∂S

)

X

(

∂2H

∂S2

)

−1

X

, (2.40)

CX = T

(

∂2G

∂T 2

)

X

. (2.41)

A las relaciones que involucran las segundas derivadas de la ecuación
fundamental, se les denominan funciones de respuesta. Las funciones de re-
spuesta se obtienen considerando las variables extensivas como funciones de
las variables intensivas. Consideremos primero al volumen como función de
la temperatura T y la presión p, esto es,
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V = V (T , p) , (2.42)

entonces, un cambio infinitesimal de V nos llevará a la siguiente relación:

dV =
∂V

∂T
dT +

∂V

∂p
dp , (2.43)

donde cada derivada es una función de T , p. Entonces, se pueden definir los
siguientes coeficientes:

1.

αp =
1

V

(∂V

∂T

)

p
. (2.44)

A esta cantidad se le conoce como el coeficiente de expansión térmica.
Dicha cantidad nos indica cómo cambia el volumen con la temperatura.
Utilizando la primera de las (2.28), la relación (2.44) se puede escribir
como

αp =
1

V

(∂T

∂V

)

−1

p
=

1

V

[ ∂

∂V

(∂U

∂S

)

p

]

−1

p
, (2.45)

2.

κT =
1

V

(∂V

∂p

)

T
. (2.46)

A esta cantidad se le conoce como el coeficiente de compresibilidad
isotérmica. Tal cantidad nos indica cómo cambia el volumen con la
presión.

2.8. Criterios de estabilidad y clasificación de

las transisciones de fase

Un sistema está en equilibrio termodinámico cuando no se observa ningún
cambio en sus propiedades termodinámicas a lo largo del tiempo. Los sistemas
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en equilibrio termodinámico cumplen con un requisito de estabilidad que se
refiere a que la entroṕıa debe ser máxima. Tal requisito lleva a los siguientes
criterios de estabilidad [17], que están en la representación de la enerǵıa inter-
na U , donde S y V representan a la entroṕıa y al volumen respectivamente:

∂2U

∂S2
> 0 ,

∂2U
∂S2

∂2U
∂V 2 − [ ∂2U

∂S∂V
]2

∂2U
∂S2

> 0 ,
∂2U

∂V 2
> 0 . (2.47)

Estos criterios deben ser satisfechos simultáneamente de todo sistema que
deba permanecer homogéneo y estable. Si no se cumplen, el sistema se separa
en dos o más partes. Dicha separación se conoce como transición de fase [17].
Estos mismos critererios se cumplen si se consideran los diferentes potenciales
termodinámicos.

Las transiciones de fase de un sistema termodinámico se pueden clasi-
ficar de acuerdo con las discontinuidades de las derivadas del potencial ter-
modinámico conocido como la enerǵıa libre de Gibbs. A tal clasificación se
le llama clasificación de Ehrenfest8. A continuación la describiremos breve-
mente.

La enerǵıa libre de Gibbs G es una función de las variables termodinámicas
Ea, tales como N (número de part́ıculas), T (temperatura), p (presión), ~E

(campo eléctrico), ~H (campo magnético), etc., es decir,

G = G(N , T , p , ~E , ~H , . . . ) . (2.48)

También tendremos variables Ia asociadas a las variables Ea que se calculan
mediante la expresión

Ia =
∂G

∂Ea
. (2.49)

Entonces, tendremos una transición de fase de primer orden en los pun-
tos donde la primera derivada de la enerǵıa libre de Gibbs presente discon-
tinuidades:

8Esta clasificación recibe este nombre por su descubridor el f́ısico Austriaco Paul Ehren-
fest (1880-1933).
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S = −
∂G

∂T

∣

∣

∣

∣

∣

N,p,...

, V =
∂G

∂p

∣

∣

∣

∣

∣

N,T,...

, M = −
∂G

∂H

∣

∣

∣

∣

∣

N,T,...

. (2.50)

Una transición de fase de segundo orden ocurrirá en puntos donde la
enerǵıa libre de Gibbs G y sus primeras derivadas son continuas, pero sus
segundas derivadas sean discontinuas:

C = −T
∂2G

∂T 2

∣

∣

∣

∣

∣

N,p,...

, κ = −
1

V

∂2G

∂p2

∣

∣

∣

∣

∣

N,T,...

, α =
1

V

∂2G

∂p∂T

∣

∣

∣

∣

∣

N,...

, χ = −
∂2G

∂H2

∣

∣

∣

∣

∣

N,T,...

.

(2.51)

Las transiciones de fase de orden superior se definen de forma análoga.

2.9. Interacción termodinámica

Se considera que en un sitema f́ısico existe interacción termodinámica
cuando están presentes las fuerza de interacción entre las moléculas, es de-
cir, que existe enerǵıa potencial. En este caso, si se quiere estudiar su ter-
modinámica, es necesario buscar nuevas ecuaciones de estado que involucren
esta interacción. Los gases reales es uno de estos casos. Para encontrar la rela-
ciones que describan el comportamiento de un gas donde existe interacción
termodinámica se recurre a diferentes posibilidades como son:

Modificar la ley de los gases ideales considerando el volumen de las
part́ıculas y las fuerzas de atracción intermolecular[38].

Postular ecuaciones de estado cúbicas basadas en datos emṕıricos [27].

Modificaciones a las ecuaciones de estado cúbicas. [35] [46]

Deducción de ecuaciones de estado utilizando desarrollos en serie de
Taylor (ecuaciones viriales) [39].

La primera ecuación de estado donde se considera la interacción ter-
modinámica fue la de Van der Waals en 1873 [40]. Tiempo después, en 1948, el
f́ısico austriaco Otto Redlich y al qúımico chino Joseph Neng Shun Kwong,
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propusieron una ecuación de estado donde consideraron también la inter-
acción termodinámica siguiendo el modelo de Van der Waals [?] [47] [27].
En 1972, el qúımico italiano Giorgio Soave modifico la ecuación de esta-
do de Redlich y Kwong introduciendo el factor acentrico de Pitzer [35]. La
ecuación de Soave–Redlich–Kwong, como se le conoce, se considera una de
las más exitosas ecuaciones de estado para describir gases con interacción ter-
modinámica (gases reales). Finalmente podemos comentar que la interacción
termodinámica está considerada en la función de enerǵıa o Hamiltoniano del
sistema, esta es,

H(pi , qi) =
∑

1

p2
i

2m
+
∑

i<j

U(qi , qj) . (2.52)

En mecánica estad́ıstica se puede conocer la función de partición Z del
sistema a partir del Hamiltoniano mediante la expresión [39],

Z =
1

N !h3N

∫

e
−

H
kBT d3Npd3Nq , (2.53)

donde N representa el número de part́ıculas o moléculas. A partir Z se puede
obtener la función fundamental del sistema o sus potenciales termodinámicos.



Caṕıtulo 3

Termodinámica del Gas de
Soave–Redlich–Kwong

3.1. Introducción

Para poder aplicar el formalismo de la Geometrotermodiámica (GTD)es
necesario conocer la ecuación fundamental o el potencial termodinámico del
sistema que vamos a estudiar. Para estudiar los gases reales descritos por
la ecuación de estado de Soave–Redlich–Kwong, en el contexto de la GTD,
utilizaremos el potencial termodinámico conocido como la enerǵıa libre de
Helmholtz En este caṕıtulo está dedicado a la dedución de deducción de
dicho potencial .

3.2. Enerǵıa libre de Helmholtz

De acuerdo con la sección 2.4 la primera ley de la Termodinámica, en la
representación de la enerǵıa, para un sistema temodinámico con número de
part́ıculas N constante, tiene la forma,

dU = TdS − pdV . (3.1)

Por otra parte sabemos que la enerǵıa libre de Helmholtz F se obtiene de la
transformación de Legendre,

F = U − TS . (3.2)

21
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Diferenciando esta última ecuación y utilizando la ecuación (3.1) obtenemos,

dF = dU − TdS − SdT = TdS − pdV − TdS − SdT = −SdT − pdV , (3.3)

de donde obtenemos las siguientes condiciones de equilibrio termodinámico:

−S =

(

∂F

∂T

)

V

, (3.4)

−p =

(

∂F

∂V

)

T

, (3.5)

donde el sub́ındice nos indica las cantidades que permanecen constantes du-
rante el cálculo de la derivada.

Ahora, de la ecuación (3.5) podemos calcular la enerǵıa libre de Helmholtz
F , de la siguiente manera:

F = −

∫

pdV + ϕ(T ) ,

= −n

∫

pdv + ϕ(T ) . (3.6)

Por tanto si tenemos un sistema termodinámico donde conocemos sus ecua-
ciones de estado,

p = p(T, V ) , ; S = S(T, V ) , . (3.7)

Es posible encontra la función F a través de las ecuaciones (3.6) y (3.7).

3.3. Enerǵıa libre de Helmholtz para el gas

de SRK

La ecuación de estado para el gas de Soave–Redlich–Kwong está dada
por la expresión (2.10). Sustituyendo esta expresión en la integral (3.6) cal-
culamos la enerǵıa libre de Helmholtz F SRK para los gases reales descritos
por la ecuación de estado de SRK,
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F SRK = −n

∫

[ RT

v − b
−

aα(T )

v(v + b)

]

dv + ϕ(T ) ,

= −nRT

∫

dv

v − b
+ naα(T )

∫

dv

v(v + b)
+ ϕ(T ) ,

= −nRT

∫

dv

v − b
+

naα(T )

b

∫

[1

v
−

1

(v + b)

]

dv + ϕ(T ) ,

= −nRT ln (v − b) −
naα(T )

b
ln
(v + b

v

)

+ ϕ(T ) . (3.8)

Esta última expresión se puede escribir en la forma,

F SRK = −

[

nRT
[

ln v + ln
(

1 −
b

v

)

]

+
naα(T )

v

ln
(

1 + b
v

)

b
v

]

+ ϕ(T ) . (3.9)

Para calcular la función ϕ(T ) es necesario conocer la ecuación de estado
S = S(T, V ) para poder utilizar la condición de equilibrio (3.4). Desafortu-
nadamente no conocemos dicha expresión, entonces, para calcularla recurri-
mos a la mecánica estad́ıstica.

De acuerdo con la mecánica estad́ıstica [39] la enerǵıa libre de Helmholtz
F SRK se obtiene a partir de la función de partición Z mediante la expresión,

F SRK = −kBT ln
(ZN

N !

)

, (3.10)

donde N representa el número de part́ıculas del sistema y kB la constante de
Boltzman. De la ecuación (3.10) obtenemos que,

ZN

N !
= e

−
FSRK

kBT , (3.11)

y sustituyendo el valor de F SRK , dado por la ecuación (3.9), en esta última
expresión obtenemos la ecuación,

ZN

N !
= exp

[

−
1

kBT

{

−

[

nRT
[

ln v + ln
(

1 −
b

v

)

]

+
naα(T )

v

ln
(

1 + b
v

)

b
v

]

+ ϕ(T )

}]

,

(3.12)
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Ahora aplicamos un principio de correspondencia considerando que la
función de partición del gas real de SRK se debe redeucir a la función de
partición para el gas ideal cuando los parámetros a y b tienden a cero, esto
es

ĺım
(a,b)→(0,0)

ZN

N !
=

ZN
id

N !
, (3.13)

donde ZN
id es la función de partición del gas ideal (ver apéndiceB), dada por

la expresión,

ZN
id

N !
=

(

2πmkBT

h2

) 3
2
N

vN . (3.14)

Calculando el ĺımite de la expresión (3.13), obtenemos,

ĺım
(a,b)→(0,0)

ZN

N !
= exp

[

−
ϕ(T )

kBT

]

× ĺım
(a,b)→(0,0)

{

exp

[

nR

kB

[

ln v + ln
(

1 −
b

v

)]

+
naα(T )

kBvT

ln
(

1 + b
v

)

b
v

]}

,

= exp

[

−
ϕ(T )

kBT

]

exp
[nR

kB

ln (v)
]

× ĺım
(a,b)→(0,0)

{

exp

[

naα(T )

kBvT

ln
(

1 + b
v

)

b
v

]}

,

= exp

[

−
ϕ(T )

kBT

]

exp
[nR

kB

ln (v)
]

× ĺım
(a,b)→(0,0)

{

exp

[

naα(T )

kBvT

1

1 + b
v

]}

.
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Por tanto,

ĺım
(a,b)→(0,0)

ZN

N !
= exp

[

−
ϕ(T )

kBT

]

exp
[nR

kB

ln (v)
]

, (3.15)

donde se ha utilizado la regla de L’Hospital para calcular el ĺımite. La expre-
sión (3.15) se puede rescribir en la forma,

ĺım
(a,b)→(0,0)

ZN

N !
= exp

[

−
ϕ(T )

kBT

]

vN , (3.16)

donde hemos considerado que: N = nR
kB

. Ahora, aplicando al relación (3.13)
obtenemos el valor de la función ϕ, dado por la expresión:

ϕ(T ) = −
3NkBT

2
ln

(

2πmkBT

h2

)

, (3.17)

Finalmente para obtener de forma completa la enerǵıa libre de Helmholtz
sustituimos la relación (3.17) en la ecuación (3.9) para obtener,

F SRK = −

[

nRT
[

ln v + ln
(

1 −
b

v

)

]

+
naα(T )

v

ln
(

1 + b
v

)

b
v

]

−
3NkBT

2
ln

(

2πmkBT

h2

)

(3.18)

Esta última ecuación se puede poner en la forma,

F SRK = −NkBT ln
(

v − b
)

+
NkBaα(T )

Rb
ln
(v + b

v

)

−
3NkBT

2
ln

(

2πmkBT

h2

)

,(3.19)

donde hemos utilizado la relación NkB = nR. Definiendo la densidad fSRK =
F
N

tenemos que,
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fSRK = −kBT ln
(

v − b
)

+
kBaα(T )

Rb
ln
(v + b

v

)

−
3kBT

2
ln

(

2πmkBT

h2

)

.(3.20)

Cuando los parámetros a y b tienden a cero en la expresión (3.20) se recupera
la enerǵıa libre de Helmholtz para el gas ideal (ver apéndice B), como era de
esperarse, puesto que en estos parámetros están involucradas las caractéısti-
cas esenciales del gas real, que son sus dimensiones (volumen) y la interacción
termodinámica.

3.4. Capacidad caloŕıfica y funciones de res-

puesta para el gas de SRK

Calculamos la capacidad caloŕıfica CSRK
v , a volumen constante, para los

gases reales que cumplen con el modelo de SRK mediante la relación (2.36),
que, utilizando la ecuación (3.4), se puede poner en la forma :

CSRK
v = T

( ∂2s

∂T 2

)

v
= −T

(∂2fSRK

∂T 2

)

v
. (3.21)

Usando (3.20) obtenemos

CSRK
v =

3

2
kB −

aβkB

2TCRb
ln
(v + b

v

)

{

β +
1

T
1
2

r

[

1 − β(1 − T
1
2

r )
]

}

. (3.22)

Cuando se considera ĺım(a,b)→(0,0) CSRK
v la ecuación (3.22) recuperamos la

capacidad caloŕıfica del gas ideal. La figura 2.1 muestra la gráfica de la ca-
pacidad caloŕıfica como función de la temperatura para el gas Helio 4.
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Figura 3.1: Capacidad caloŕıfica CSRK
v como una función de la temperatura T

con R = 8.314JK−1, a = 0.42748
R2T

5
2

C

P
C

, b = 0.08664
RT

C

P
C

y los valores para el gas

Helio 4 (4H): T
C

= 5.3K, ω = −0.387 y P
C

= 0.23 × 106 N
m2 [41][42].

De acuerdo con las ecuaciones (2.44) y (2.46), la compresibilidad isotérmi-
ca κ

T
y el coeficiente de expansión térmica α

p
, para el gas Soave–Redlich–

Kwong, están dados por las siguientes expresiones:

κ
T

=
v(v + b)2(v − b)2

[

RTv2(v + b)2 − aα(2v + b)(v − b)2
] , (3.23)

α
P

=
(v − b)(v + b)

[

Rv(v + b) − aα
T
(v − b)

]

[RTv2(v + b)2 − aα(2v + b)(v − b)2]
. (3.24)

Para mayor detalle, ver el apéndice D. De acuerdo con la clasificación de
Ehrenffest, las transiciones de fase de segundo orden tienen lugar en los pun-
tos donde los coeficientes κ

T
y α

p
divergen, es decir, los puntos que cumplen

con la ecuación,

aα(2v + b)(v − b)2 − RT (v + b)2 = 0 . (3.25)

Las figuras 2.2 muestran a κ
T

y α
p

como funciones de la temperatura T y
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los puntos donde tienen lugar las transiciones de fase de segundo orden para
el gas de helio 4 (1.40K) .

Figura 3.2: Compresibilidad Isotérmica κ
T

(izquierda) y coeficiente de expansión

térmica αp (derecha) como una función de la temperatura T con R = 8.314JK−1,

a = 0.42748
R2T

5
2

C

P
C

, b = 0.08664
RT

C

P
C

y los valores para el gas Helio: (4H): T
C

= 5.3K,

ω = −0.387 y P
C

= 0.23 × 106 N
m2 [41][42].

Por otra parte el Helio 4 presenta una conducta única a bajas temperat-
uras (próximas a 4 0K). Cuando esta substancia, en la fase vapor, se com-
prime exotérmicamente a temperaturas comprendidas entre 5.250K y 2.180K

se condensa en una fase ĺıquida llamada He I. Pero si se reduce más dicha
temperatura resulta una fase distinta, también ĺıquida, llamada He II. Por
tanto la transición de fase encontrada se encuentra en dicho intervalo [43] [?].
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3.5. Inestabilidad

De acuerdo con la sección 2.8 el sistema termodinámico de gas real mod-
elado por la función fundamental de SRK será estable si cumple con las
siguiente condiciones,

∂2fSRK

∂T 2
> 0 ,

∂2fSRK

∂T 2
∂2fSRK

∂v2 − [∂2fSRK

∂T∂v
]2

∂2fSRK

∂T 2

> 0 ,
∂2fSRK

∂v2
> 0 . (3.26)

Utilizando la expresión (3.20) obtenemos expĺıcitamente los siguiente valores
para la relaciones (3.26),

SC1 =
2TakBα

TT
ln
(

v+b
b

)

− 3kBRb

2TRb
> 0 , (3.27)

SC2 =
g(T, v)

Rb(v − b)2(v + b)2
[

2Taα
TT

ln
(

v+b
b

)

− 3Rb
] > 0 , (3.28)

g = kB

{

[

2Taα
TT

ln
(v + b

b

)

− 3Rb
][

TRb(v + b)2 − aα(v − b)2
]

−

− 2T (v − b)2
[

aα
T
(v − b) − Rb(v + b)

]2
}

, (3.29)

SC3 =
kBRbT (v + b)2 − kBaα(v − b)2

Rb(v − b)2(v + b)2
> 0 , (3.30)

donde los sub́ındices T indican derivada con respecto a la temperatura y
están dadas por las expresiones

α =
[

1 + β

(

1 −

√

T

TC

)

]2

, (3.31)

α
T

= β

√

α

TTC

, (3.32)

α
TT

=
β

2T

[

β +

√

α

TTC

]

, (3.33)
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y,

β = 0.480 + 1.574ω − 0.176ω2 . (3.34)

La figura 3.3 muestra un análisis numérico de los criterio de estabilidad
para el caso del gas de Helio (4H).

Figura 3.3: Criterios de estabilidad SC1 (izquierda), SC2 (centro) y SC3 (derecha),

como una funciones de la temperatura T con R = 8.314JK−1, a = 0.42748
R2T

5
2

C

P
C

,

b = 0.08664
RT

C

P
C

y los valores para el gas Helio (4H): T
C

= 5.3K, ω = −0.387 y

P
C

= 0.23 × 106 N
m2 [41][42].

En estas gráficas se puede observar que hay valores cŕıticos que separan
los estados estables de los no estables del sistema termodinámico. Es decir,
el gas helio 4, de acuerdo con el modelo de SRK, no siempre es estable. Los
valores cŕıtico de temperatura para el caso particular del gas (4H) son:

T1 = 22.17268647 K , T2 = 137.5889525 K , T3 = 165.2482498 K .

(3.35)

Estas temperaturas puede ser consideradas como como valores cŕıtico donde
tiene lugar transiciones de fase.

Por tanto, este análisis termodinámico nos indica que mediante el modelo
de SRK es posible determinar la estabilidad de los gases reales estudiados,y de
esta manera poder encontrar puntos cŕıticos donde puede haber transiciones
de fase diferentes de las que se puede encontrar con el criterio de Ehrenfest.



Caṕıtulo 4

Geometrotermodinámica

4.1. Introducción

En este caṕıtulo, presentaremos el formalismo de la Geometrotermodinámi-
ca (GTD) [18]. Describiremos sus propiedades fundamentales y mostraremos
cómo describe geométricamente las propiedades de un sistema termodinámi-
co como son la interacción termodinámica y las transiciones de fase.

4.2. Espacios en GTD

La Geometrotermodinámica se basa en dos variedades Riemannianas, de
las cuales una es subvariedad de la otra. A la primera variedad conside-
rada se le da el nombre de espacio fase, y la denotaremos con la letra T .
Esta variedad tiene coordenadas ZA = {Φ, Ea, Ia} con a = 1...n, mediante
las cuales se pueden definir diferentes cantidades geométricas. La primera
de ellas se conoce como la uno forma de Gibbs y se escribe de la siguiente
manera:

Θ = dΦ − δabI
adEb , (4.1)

donde δab es la delta de Kronecker. La siguiente cantidad geométrica que se
define es aquella que permite medir distancias en esta variedad, y que le da
su caracteŕıstica Riemanniana, a esta métrica se le denota con la letra G. El
conjunto de elementos T , Θ y G reciben el nombre de variedad Riemanniana

31
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de contacto, y representa una estructura auxiliar necesaria para implemen-
tar de manera consistente las propiedades termodinámicas del sistema en
estudio. Es en este espacio donde se incorpora la invarianza de Legendre al
solicitar que su coordenadas ZA cumplan con las transformaciones (2.20), ver
apéndice C. La figura 4.1 muestra esquemáticamente la variedad Riemanni-
ana de contanto con sus componentes.

Figura 4.1: La figura muestra esquemáticamente la variedad Riemanniana de
contacto

El siguiente ingrediente que formaliza la GTD es una variedad Rieman-
niana E , que es un subespacio del espacio T . Esta nueva variedad E recibe
el nombre de espacio de estados de equilibrio termodinámico, debido a que
es en esta variedad donde los sistemas en equilibrio termodinámico existen
y sus propiedades pueden ser investigadas. Otro punto a destacar dentro de
este formalismo es la manera de pasar o proyectar elementos del espacio T
al espacio E . Para ello se define una función o mapeo ϕ como

ϕ : E −→ T , (4.2)

de tal manera que existe la función pullback ϕ∗ que proyecta o mapea ele-
mentos del espacio cotangente de T al espacio cotangente de E . En el caso
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de la uno forma de Gibbs (4.1) tenemos que en GTD se debe cumplir

ϕ∗(Θ) = 0 , (4.3)

lo que implica que

ϕ∗(Θ) = ϕ∗(dΦ − δabI
adEb) ,

= dΦ − δabI
adEb ,

= 0 , ⇒ dΦ = δabI
adEb . (4.4)

La ecuación (4.4) se identifica con la primera ley de la Termodinámica e
implica las siguientes condiciones de equilibrio termodinámico.

∂Φ

∂Ea
= δabI

b , . (4.5)

Por otra parte si proyectamos la métrica G del espacio T al espacio de
equilibrio termodinámico E obtendremos,

ϕ∗(G) = 0g , (4.6)

La figura 4.2 esquematiza la proyección del espacio T al espacio E

4.3. Métricas en GTD

Al incorporar la invariancia de Legendre en la estructura geométrica del
espacio fase y en el espacio de estados de equilibrio termodinámico, se logra
que los resultados obtenidos en GTD no dependan de la elección del potencial
termodinámico o ecuación fundamental usado para su descripción.

El punto de partida en GTD es construir una métrica invariante de Leg-
endre en el espacio T y proyectarla al espacio de equilibrio termodinámico
para obtener una métrica igualmente invariante de Legendre en E [18]. Esta
será de la siguiente forma:

g = gabdxadxb , (4.7)
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Figura 4.2: Espacio fase T y espacio de equilibrio termodinámico E

donde las xa son las coordenadas en E , y gab son las componentes de la métrica
que, en general, son funciones de las coordenas xa. Por consiguiente, el espacio
de estados de equilibrio termodinámico se convierte en una variedad Rieman-
niana, cuyas propiedades geométricas se relacionan con las propiedades del
correspondiente sistema termodinámico que se está estudiando.

Los objetos geométricos más importantes en una variedad Riemanniana
son los śımbolos de Christoffel, que se definen por

Γa
bc =

1

2
gad
(∂gdb

∂xc
+

∂gcd

∂xb
−

∂gbc

∂xd

)

, (4.8)

y el tensor de curvatura

Ra
bcd =

∂Γa
bd

∂xc
−

∂Γa
bc

∂xd
+ Γa

ecΓ
e
bd − Γa

edΓ
e
bc , (4.9)

los cuales serán utilizados a lo largo de la tesis para investigar las propiedades
del espacio de estados de equilibrio.

Además del tensor de curvatura, también es posible construir el tensor de
Ricci
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Rab = gcdRacbd , (4.10)

y el escalar de curvatura

R = gabRab . (4.11)

En GTD, el tensor de curvatura es una medida de la interacción ter-
modinámica, es decir, si el tensor de curvatura es cero indicaŕıa la ausencia
de interaccián termodinámica, y seŕıa diferente de cero para sistemas con
interacción termodinámica. Por tal motivo, la curvatura en el espacio de es-
tados de equilibrio termodinámico se llama Curvatura termodinámica. En
este trabajo utilizaremos las siguientes métricas,

GI =
(

dΦ − IadEa
)2

+ (δabE
aIb)(δcddEcdId) , (4.12)

GII =
(

dΦ − IadEa
)2

+ (δabE
aIb)(ηcddEcdId) , (4.13)

ambas métricas son invariantes ante transformaciones totales de Legendre
[25]. Si proyectamos las métrica (4.12) y (4.13) al espacio de equilibrio ter-
modinámico E [44], se obtiene la siguientes métricas

ϕ∗(GI) = gI =

(

Ea ∂Φ

∂Ea

)(

∂2Φ

∂Ec∂Ed
dEcdEd

)

, (4.14)

ϕ∗(GII) = gII =

(

Ec ∂Φ

∂Ec

)(

ηabδ
bc ∂2Φ

∂Ec∂Ed
dEadEd

)

, (4.15)

donde δab = diag(1, 1, ..., 1) y ηab = diag(−1, 1, ..., 1) y Φ = Ec ∂Φ
∂Ec es la

identidad de Euler.
La métrica (4.14) y (4.15) quedan completamente determinada si el po-

tencial termodinámico Φ es conocido. Por tanto, la GTD puede ser aplicada
a cualquier sistema termodinámico donde Φ pueda ser especificado. En esta
tesis aplicaremos lo expuesto en este caṕıtulo a los gases reales descritos por
el modelo de SRK.



Caṕıtulo 5

GTD del Gas de
Soave–Redlich–Kwong

5.1. Introducción

En este caṕıtulo aplicaremos la GTD al gas real descrito por la ecuación
fundamental de Soave–Redlich–Kwong. Calcularemos sus métricas termodinámi-
cas y analizaremos sus propiedades termodinámicas mediante la geometŕıa
que se obtiene de éstas.

5.2. La métricas del gas de Soave–Redlich–

Kwong

Para calcular la métricas del gas real de Soave–Redlich–Kwong vamos a
considerar la enerǵıa libre de Helmholtz (3.20). Para el espacio fase vamos a
considerar una variedad Riemanniana de cinco dimensiones con coordenadas

ZA = {fSRK , T , v ,−s ,−p} . (5.1)

Con estas coordenadas la uno forma de Gibbs está dada por la ecuación:

Θ = dfSRK + sdT + pdv . (5.2)

Con esta información las métricas del espacio T (4.12) y (4.13) toman la
forma

36
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GI = Θ2 + (Ts + vp)(−dTds − dvdp) , (5.3)

GII = Θ2 + (Ts + vp)(−dTds + dvdp) . (5.4)

Ahora, proyectamos la uno forma de Gibbs (5.2) al espacio de equilibrio
termodinámico E y aplicamos la condición (4.3) para obtener la ecuación:

dfSRK = −sdT − pdv . (5.5)

La ecuación (5.5) es equivalente a la primera ley de la Termodinámica e
implica las siguientes condiciones de equilibrio termodinámico:

−s =
∂fSRK

∂T
, −p =

∂fSRK

∂v
. (5.6)

Proyectando las métricas (5.3) y (5.4) o calculando directamente la rela-
ciones (4.14) y (4.15) se obtiene la siguientes métricas termodinámica:

gI
GTD

= f
SRK
[∂2f

SRK

∂T 2
dT 2 + 2

∂2f
SRK

∂T∂v
dTdv +

∂2f
SRK

∂v2
dv2
]

, (5.7)

gII
GTD

= f
SRK
[

−
∂2f

SRK

∂T 2
dT 2 +

∂2f
SRK

∂v2
dv2
]

. (5.8)

Para calcular expĺıcitamente los coeficientes de las métricas (5.7) y (5.8)
utilizamos la ecuación fundamental (3.20), con la cual obtenemos, para las
segundas derivadas,

∂2f
SRK

∂T 2
=

kBaα
TT

Rb
ln

(

v + b

v

)

−
3kB

2T
, (5.9)

∂2f
SRK

∂T∂v
=

kBaα
T

Rb(v + b)
−

kB

(v − b)
, (5.10)

∂2f
SRK

∂v2
=

kBT

(v − b)2
−

kBaα

Rb(v + b)2
, (5.11)
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con fSRK dada por la expresión (3.20) y los sub́ındices T indicando derivación
con respecto a la temperatura T , considerando la ecuación (2.13) tenemos
que,

α
T

= β

√

α

TTC

. (5.12)

α
TT

=
β

2T

[

β +

√

α

TTC

]

. (5.13)

También es posible mostrar que se cumple con la identidad de Euler:

f
SRK

= T
∂fSRK

∂T
+ v

∂fSRK

∂v
. (5.14)

5.3. Curvatura del gas de SRK

En esta sección calcularemos los escalares de curvatura RI
GTD

y RII
GTD

de
los espacio de equilibrio termodinámico E I y EII descritos por las métricas
(5.7) y (5.8). Esto lo haremos mediante la expresión (4.11)y el programa
algebraico de computación Maple 18.

5.3.1. Curvatura RI
GTD

Utilizando la métrica (5.7) y el programa algebraico de computación
Maple 18, obtenemos la siguiente expresión para escalar de curvatura RI

GTD
:

R
I

GT D
=

2R2b2T (v − b)2(v + b)2RI (T, v)

fSRK

{

[

2Taα
T T

ln
(

v+b

b

)

− 3Rb
][

TRb(v + b)2 − aα(v − b)2
]

− 2T (v − b)2
[

aα
T

(v − b) − Rb(v + b)
]

2

}

2
,

(5.15)

donde RI es diferente de cero en aquellos puntos donde el denominador se
hace cero, y es demasiado extensa para escribirse en forma compacta. Para
analizar el comportamiento de este escalar de curvatura hacemos un análisis
numérico. La figura 5.1 muestra como cambia el escalar de curvatura RI

GTD

con la temperatura T y el volumen v.
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Figura 5.1: Escalar de curvatura R
GTD

SRK
como función de la temperatura T y

el volumen v con R = 8.314JK−1, a = 0.42748
R2T

5
2

C

P
C

, b = 0.08664
RT

C

P
C

y los

valores para el gas Helio:(4H): T
C

= 5.3K, ω = −0.387 y P
C

= 0.23× 106 N
m2

[41][42].

Un comportamiento más detallado del escalar de curvatura RI
GTD

lo pode-
mos llevar a cabo considerando un volumen constante, como lo muestra la
figura 5.2. En estas gráficas podemos observar que tenemos dos singulari-
dades, una de ellas corresponde al valor de la temperatura para el cual la
enerǵıa libre de Helmholtz es cero y por tanto esta singularidad no tiene
interpretación f́ısica (gráfica de la izquierda). La segunda singularidad corre-
sponden a una de las temperaturas cŕıtica (T2 = 137.5889525 K) encontradas
al analizar los criterios de estabilidad, sección 3.5 (gráfica de la derecha). En-
tonces de acuerdo con la GTD, estas singularidades de curvatura corresponde
a transiciones de fase de primer orden, ya que la métrica que se utilizó para
calcular el escalar de curvatura es la que detecta dicho orden de transición
de fase.
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Figura 5.2: Escalar de curvatura RI
GTD

como función de la temperatura T ,
en los intervalos donde se encuentran las singularidades. Para estas gráficas

hemos considerado: R = 8.314JK−1, a = 0.42748
R2T

5
2

C

P
C

, b = 0.08664
RT

C

P
C

y los

valores para el gas Helio:(4H): T
C

= 5.3K, ω = −0.387 y P
C

= 0.23× 106 N
m2

[41][42]. .

5.3.2. Curvatura RII
GTD

Utilizando la métrica (5.8) y el programa algebraico de computación
Maple 18, obtenemos la siguiente expresión para escalar de curvatura RII

GTD
:

RII
GTD

=
2R4b2T 2v4(v − b)4(v + b)4RII(T, v)

k4
BfSRK

[

2aTα
TT

ln
(

v+b
b

)

+ 3Rb
]2[

αa(b − v)2(b + 2v) − RTv2(v + b)2
]2

(5.16)

donde RII es diferente de cero en aquellos puntos donde el denominador se
hace cero, y tiene la forma,

RII(T, v) = N1(T, v) + N2(T, v) + N3(T, v) + N41(T, v) ,

donde,
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N1(T, v) =
2akB

3α
TT

vR(v + b)

[

aα
TT

Rb
ln
(v + b

v

)

+
3

2T

][

T

(b − v)3
+

aα(3v2 + 3vb + b2)

Rv3(v + b)3

]

,

N2(T, v) = −
kB

3

v4R2(v + b)4(v − b)4

[

aα
TT

Rb
ln
(v + b

v

)

+
3

2T

]

×

×

[

aα
T
(b − v)(b2 + bv − 2v2) + Rv2(b + v)2

]2

,

N3(T, v) = −
kB

3a2α2
TT

v2R2(v + b)2

[

T

(b − v)2
−

aα
T
(b + 2v)

Rv2(v + b)2

]

,

N4(T, v) = −kB

[

aα(b + 2v)

Rv2(v + b)2
−

T

(b − v)2

][

aα
T
(b + 2v)

Rv2(v + b)2
−

1

(b − v)2

]

×

×

[

aα
TTT

Rb
ln
(v + b

v

)

−
3

2T 2

]

,

en estas expresiones el sub́ındice T indica derivada con respecto a al temper-
atura T . Expĺıcitamente estas cantidades son:

α
T

= β

√

α

TTC

. (5.17)

α
TT

=
β

2T

[

β +

√

α

TTC

]

, (5.18)

α
TTT

= −
3β

4T 2

[

β

TC

+

√

α

TTC

]

, (5.19)

junto con la ecuación (2.13). Este resultado indica que para los gases que
cumplen con el modelo de Soave–Redlich-Kwong existe interacción termodinámi-
ca, puesto que la curvatura es distinta de cero, como se espera para un gas
real.

Ahora bien, de acuerdo con la clasificación de Ehrenfest [17] (sección 2.8)
tendremos una transición de fase de orden n en los puntos donde las derivadas
de ese orden presenten divergencias o discontinuidades. En el modelo del gas
real de Soave–Redlich–Kwong, de acuerdo con la ecuación (5.16), el escalar
de curvatura R

GTD

SRK
presenta singularidades en los puntos para los cuales se

cumplen las ecuaciones siguiente:
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fSRK = 0 (5.20)

aβ

TCT

[

β +
( α

Tr

) 1
2

]

ln
(v + b

b

)

+ 3Rb = 0 , (5.21)

αa(b − v)2(b + 2v) − RTv2(v + b)2 = 0 , (5.22)

(5.23)

donde hemos utilizado la ecuación (5.18). Analizando estas ecuaciones obser-
vamos lo siguiente:

1. Los puntos (T, v) que cumplen la ecuación (5.20) son aquello para los
que no existe la ecuación fundamental y por tanto tampoco una métrica
termodinámica. Por tanto las soluciones a esta ecuación no se pueden
concsiderar como f́ısica.

2. Los puntos (T, v) que cumplen la ecuación (5.21) se encuentran en el
campo de los números complejos, o podemos decir que no tiene solu-
ción en el campo de los números reales, por tanto, tampoco se pueden
considerar como f́ısicos.

3. Los puntos (T, v) que cumplen la ecuación (5.22) puede tener soluciones
en el campo real, y estos puntos son donde tiene lugar las singularidades
que, de acuerdo con la GTD, tendrán una interpretación f́ısica.

La figura 5.3 ilustra el comportamiento de la curvatura para el gas de
Helio 4. En esta gráfica se puede apreciar la única singularidad f́ısica de este
escalar. La Figura 5.4 muestra la curvatura como función de la temperatura.
En esta gráfica se puede observar la temperatura a la que tiene lugar la
singularidad del escalar para el caso particular del gas helio 4.

De este análisis podemos concluir que la variedad de estados de equilibrio
termodinámico para gases reales representados por el modelo de SRK pre-
senta singularidades de curvatura que puede representar caracteŕısticas f́ıscas
de estos sistemas termodinámicos.
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Figura 5.3: Escalar de curvatura R
GTD

SRK
como función de la temperatura T y

el volumen v con R = 8.314JK−1, a = 0.42748
R2T

5
2

C

P
C

, b = 0.08664
RT

C

P
C

y los

valores para el gas Helio:(4H): T
C

= 5.3K, ω = −0.387 y P
C

= 0.23× 106 N
m2

[41][42].
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Figura 5.4: Escalar de curvatura R
GTD

SRK
como una función de la temperatura

T con R = 8.314JK−1, a = 0.42748
R2T

5
2

C

P
C

, b = 0.08664
RT

C

P
C

y considerando

los siguientes valores para el Helio: (4H): T
C

= 5.3K, ω = −0.387 y P
C

=
0.23 × 106 N

m2 [41][42].
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Conclusiones

En esta tesis se estudio la Geometrotermodinámica (GTD) de los gas-
es reales modelados por la ecuación de estado de Soave–Redlich—Kwong.
Para poder llevar a cabo este propósito fue necesario deducir el potencial ter-
modinámico que describe este sistema f́ısico y utilizar las métricas de la GTD
que son invariantes anter transformaciones totales de Legendre. El trabajo
realizado durante esta investigación nos ha permitido llegar a las siguientes
conclusiones y resultados:

1. Es posible obtener la ecuación fundamental o potencial termodinámico
de un sistema termodinámico a partir del conocimiento de sólo una
ecuación de estado mediante la aplicación de un principio de corre-
spondencia que permita, bajo consideraciones particulares, recobrar la
ecuación fundamental o potencial termodinámico del sistema más sim-
ple, el gas ideal. Esto se mostró en la sección 3.3

2. Para llevar a cabo un estudio f́ısico adecuado de un sistema termodinámi-
co es necesario verificar que exista consistencia en las unidades f́ısica de
las cantidades a utilizar en dicho estudio. En nuestro en el apéndice A
se verificó que el potencial termodinámico estuviera dado en la inidades
adécuadas.

3. Se calcularon la capacidad caloŕıfica CSRK
v , el coeficiente de expansión

térmica α
P

y el coeficiente de compresibilidad isotérmica κ
T

para los
gases reales modelados por la ecuación de estado de SRK. Ecuaciones
(3.22), (3.23), (3.24) y el apéndice D.

45
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4. Se estudió la estabilidad de los gases reales descritos por la ecuación de
estado de SRK, sección 3.5, encontrándos que existen valores cŕıticos
que separan los estados estables de los no estables, , ecuación (3.35).
Por tanto concluimos que mediante el modelo de SRK es posible de-
terminar la estabilidad de los gases reales estudiados, y de esta manera
poder encontrar puntos cŕıticos donde puede haber transiciones de fase,
puntos que pueden ser diferentes de las que se puede encontrar con el
criterio de Ehrenfest.

5. La información termodinámica de los gases reales descritos por la ecuación
de estado de SRK se geometriza mediante una variedad Riemanniana
de estados de equilibrio E definida a través de la métricas invariante de
Legendre (5.7) y (5.8).

6. Las métricas (5.7) y (5.8) describen correctamente la interacción ter-
modinámica de los gases reales descritos por el modelo de Soave–
Redlich–Kwong al encontrarse que sus respectivos escalares de curvatu-
ra, (5.15) y (5.16), para este modelo, son diferentes de cero.

Modelo de Soave–Redlich–Kwong

Termodinámica Geometrotermodinámica

Śı hay interacción termodinámica El escalar de curvatura es diferente de cero

7. Las transiciones de fase de primer orden de los gases reales descritro por
el modelo de SRK están representadas por singularidades del escalar
de curvatura (5.15).
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8. Las transiciones de fase de segundo orden de los gases reales descritro
por el modelo de SRK están representadas por singularidades del es-
calar de curvatura (5.16).

Modelo de Soave–Redlich–Kwong

Funciones de respuesta Escalar de curvatura

α
P

=
(v−b)(v+b)

[

Rv(v+b)−aα
T

(v−b)

]

[RTv2(v+b)2−aα(2v+b)(v−b)2]
RII

GT D
=

2R4b2T2v4(v−b)4(v+b)4RII (T,v)

k4
B

fSRK

[

2aTα
T T

ln

(

v+b

b

)

+3Rb

]2[

αa(b−v)2(b+2v)−RTv2(v+b)2
]2

κ
T

=
v(v+b)2(v−b)2

[

RTv2(v+b)2−aα(2v+b)(v−b)2
]

Finalmente, podemos concluir que el formalismo de la Geometroter-
modinámica, que tiene como bases fundamentales la Geometŕıa Difer-

encial y la Invariancia de Legendre, es consistente para analizar gases
reales descritos por el modelo de Soave-Redlich-Kwong.



Apéndice A

Sistema Internacional de
Unidades (SI)

En el SI, las variables y constantes que se utilizaron en este trabajo tienen
las siguientes unidades:

Enerǵıa libre de Helmholtz F :

[

F
]

U
= Joules . (A.1)

Volumen v:

[

v
]

U
= metro3 . (A.2)

Presión p:

[

p
]

U
=

N

metro2
. (A.3)

Temperatura T :

[

T
]

U
= Kelvin = K . (A.4)

48
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Entroṕıa s:

[

s
]

U
=

Joule

K
. (A.5)

Constante de Boltzman kB = 1.3806504 × 10−23 Joules
K

:

[

kB

]

U
=

Joules

K
. (A.6)

Constante universal de los gases R = 8.314JK−1mol−1:

[

R
]

U
= JK−1 . (A.7)

Constante de los gases reales a = 0.42747
R2T

C
2

P
C

:

[

a
]

U
=
[R2T 2

C

P
C

]

U
=

J2K−2K2

Nm−2
=

J2m2

N
. (A.8)

Constante de los gases reales b = 0.08664RTC

PC
:

[

b
]

U
=
[RTC

PC

]

U
=

JK−1K

Nm−2
=

J

Nm−2

Nm

Nm−2
= m3 . (A.9)

La masa m

[

m
]

U
= Kg . (A.10)

La constante de Planck h

[

h
]

U
= J · s . (A.11)
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Ahora bien, la expresión expĺıcita de fRK para el modelo de Soave-
Redlich-Kwong es

fSRK = −kBT ln
(

v − b
)

+
kBaα(T )

Rb
ln
(v + b

v

)

−
3kBT

2
ln

(

2πmkBT

h2

)

(A.12)

la cual se puede poner en la forma:

fSRK = −kBT

{

ln
(

v − b
)

+
3

2
ln

(

2πmkBT

h2

)}

+
kBaα(T )

Rb
ln
(v + b

v

)

(A.13)

fSRK = −kBT ln

[

(

v − b
)

(

2πmkBT

h2

) 3
2
]

+
kBaα(T )

Rb
ln
(v + b

v

)

(A.14)

Entonces, de acuerdo con las convenciones de las unidades antes men-
cionadas, tenemos que

[

kBT
]

U
=

[ J

K

][

K
]

= J ,

[kBaα(T )

Rb

]

U
=

[

J
K

][

J2m2

N

][

1
]

[

JK−1
][

J
Nm−2

] = J .
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Entonces, de acuerdo con (A.15), las unidades de fSRK son:

[

fSRK

]

U

=

[

− kBT

]

U

[

ln

[

(

v − b
)

(

2πmkBT

h2

) 3
2
]]

U

+

+

[

kBaα(T )

Rb

]

U

[

ln
(v + b

v

)

]

U

[

fSRK

]

U

=

[

kBT

]

U

[

(

v − b
)

(

2πmkBT

h2

) 3
2
]

U

+

+

[

kBaα(T )

Rb

]

U

[

v + b

v

]

U

[

fSRK

]

U

= J

[

m3

(

kgJ

J2s2

) 3
2
]

+ J

[

(m3

m3

)

]

[

fSRK

]

U

= J

[

m3

(

kg

Js2

) 3
2
]

+ J

[

fSRK

]

U

= J

[

m3

(

kg

Nms2

) 3
2
]

+ J

[

fSRK

]

U

= J

[

m3

(

kg
Kg m2 s2

s2

) 3
2
]

+ J

[

fSRK

]

U

= J

[

m3

(

1

m2

) 3
2
]

+ J

[

fSRK

]

U

= J

[

m3

(

1

m3

)]

+ J

[

fSRK

]

U

= J + J = J

Por tanto la enerǵıa libre de Helmholtz fSRK tiene como unidades
Joules ( J ), como lo indica la Termodinámica clásica.



Apéndice B

Función de partición para el
gas ideal

De acuerdo con [39] la función de partición para N = 1 1 se obtiene
mediante la expresión:

Z =
1

h3

∫

d3r

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

exp
[

−
px

2 + py
2 + pz

2

2mkBT

]

dpxdpydpz ,

=
v

h3

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

exp
[

−
px

2

2mkBT

]

exp
[

−
py

2

2mkBT

]

exp
[

−
pz

2

2mkBT

]

dpxdpydpz ,

=
8v

h3

∫

∞

0

exp
[

−
px

2

2mkBT

]

∫

∞

0

exp
[

−
py

2

2mkBT

]

∫

∞

0

exp
[

−
pz

2

2mkBT

]

dpxdpydpz ,

=
8v

h3

[1

2

√

2πmkBT
][1

2

√

2πmkBT
][1

2

√

2πmkBT
]

,

=
v

h3

(

2πmkBT
) 3

2
,

= v

(

2πmkBT

h2

) 3
2

. (B.1)

Por tanto, la función de partición para un sistema N part́ıculas no distin-
guibles que no están interactuando (gas ideal) está dada por la expresión,

1Página 170 de [39]
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ZN
id

N !
= ZN , (B.2)

de donde obtenemos,

ZN
id

N !
= vN

(

2πmkBT

h2

) 3N
2

. (B.3)

También de la mecánica estad́ıstica sabemos que la enerǵıa libre de Helmholtz
F está dada por la expresión

F = −Nk
B
T ln Z , (B.4)

donde k
B

representa la constante de Boltzman y Z a la función de partición.
Entonces, para el caso del gas idel, sutituyendo la función de partición (B.3)
en la ecuación (B.4) obtenemos la enerǵıa libre de Helmholtz para el gas
ideal.

F id = −Nk
B
T ln

ZN
id

N !
,

= −k
B
T ln

[

vN

(

2πmkBT

h2

) 3N
2
]

,

= −Nk
B
T

[

ln v + ln

(

2πmkBT

h2

) 3
2
]

.

Por tanto,

F id = −Nk
B
T

[

ln v +
3

2
ln

(

2πmkBT

h2

)]

, (B.5)

de donde obtenemos la densidad,

f id = −k
B
T

[

ln v +
3

2
ln

(

2πmkBT

h2

)]

. (B.6)



Apéndice C

Invariancia de Legendre

C.1. Potenciales Termodinámicos

Consideremos la transformación de Legendre para los potenciales ter-
modinámicos y las métricas[48]

Φ = Φ̃ − δklẼ
kĨ l ; Ei = −Ĩ i ; Ej = Ẽj; I i = Ẽi; Ij = Ĩj . (C.1)

Donde i
⋃

j es cualquier disposición de conjuntos ajenos de ı́ndices {1, . . . , n},
y k, l, = 1, . . . , i. En particular, para i = {1, . . . , n} e i = ∅, se obtiene la
transformación total de Legèndre y la identidad, respectivamente. Vamos a
mostrar qué significa esto a través de un ejemplo.

Consideremos las variables U , S, V , T y p. Entonces, la transformación
de Legèndre será

(

U , S , V , T , p
)

−→
(

Ũ , S̃ , Ṽ , T̃ , p̃
)

, (C.2)

con las siguientes posibilidades:

Transformación de Legèndre parcial: i = {1} , j = {2} , i
⋃

j = {1, 2}
y k, l = {1}, entonces

Ea =
{

S, V
}

; Ia =
{

T,−p
}

Ẽa =
{

S̃, Ṽ
}

; Ĩa =
{

T̃ ,−p̃
}

Φ = U ; Φ̃ = Ũ1 , (C.3)
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entonces,

Φ = Φ̃ − Ẽ1Ĩ1 ⇒ U = Ũ1 − S̃T̃ , (C.4)

y

E1 = −Ĩ1 ⇒ S = −T̃ ,

E2 = Ẽ2 ⇒ V = Ṽ , (C.5)

I2 = Ẽ1 ⇒ T = S̃ ,

I2 = Ĩ2 ⇒ −p = −p̃ .

Usando las relaciones (C.5) en (C.4) obtenemos,

U = Ũ1 + T
(

− S
)

, (C.6)

de donde obtenemos

Ũ1 = U − TS . (C.7)

Si definimos Ũ1 = F , obtenemos la enerǵıa libre de Helmholtz:

F = U − TS . (C.8)

Transformación de Legèndre parcial: i = {2} , j = {1} , i
⋂

j = ∅ y
k, l = {2}. Entonces,

Ea =
{

S, V
}

; Ia =
{

T,−p
}

Ẽa =
{

S̃, Ṽ
}

; Ĩa =
{

T̃ ,−p̃
}

Φ = U ; Φ̃ = Ũ2 , (C.9)
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entonces,

Φ = Φ̃ − Ẽ2Ĩ2 ⇒ U = Ũ2 + Ṽ p̃ , (C.10)

y

E2 = −Ĩ2 ⇒ V = p̃ ,

E1 = Ẽ1 ⇒ S = S̃ , (C.11)

I2 = Ẽ2 ⇒ −p = Ṽ ,

I1 = Ĩ1 ⇒ T = T̃ .

Usando las relaciones (C.11) en (C.10) obtenemos

U = Ũ2 +
(

− p
)

V , (C.12)

de donde obtenemos,

Ũ2 = U + pV . (C.13)

Si definimos Ũ1 = H, obtenemos la entalṕıa:

H = U + pV . (C.14)

Transformación de Legèndre total: i = {1, 2} , j = ∅ , i
⋃

j = {1, 2} y
k, l = {1, 2}, entonces

Ea =
{

S, V
}

; Ia =
{

T,−p
}

Ẽa =
{

S̃, Ṽ
}

; Ĩa =
{

T̃ ,−p̃
}

Φ = U ; Φ̃ = Ũ3 , (C.15)
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entonces,

Φ = Φ̃ − Ẽ1Ĩ1 − Ẽ2Ĩ2 ⇒ U = Ũ3 − S̃T̃ + Ṽ p̃ , (C.16)

y

E1 = −Ĩ1 ⇒ S = −T̃ ,

E2 = −Ĩ2 ⇒ V = p̃ , (C.17)

I1 = Ẽ1 ⇒ T = S̃ ,

I2 = Ẽ2 ⇒ −p = Ṽ .

Usando las relaciones (C.17) en (C.16) obtenemos

U = Ũ3 − T
(

− S
)

+
(

− p
)

V , (C.18)

de donde obtenemos,

Ũ2 = U − TS + pV , (C.19)

si definimos Ũ1 = G, obtenemos la enerǵıa libre de Gibbs:

G = U − TS + pV . (C.20)

Identidad: i = ∅ , j = {1, 2} , i
⋃

j = {1, 2} y k, l = ∅, entonces

Ea =
{

S, V
}

; Ia =
{

T,−p
}

Ẽa =
{

S̃, Ṽ
}

; Ĩa =
{

T̃ ,−p̃
}

Φ = U ; Φ̃ = Ũ4 , (C.21)

entonces,
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Φ = Φ̃ ⇒ U = Ũ4 , (C.22)

y

E1 = Ẽ1 ⇒ S = S̃ ,

E2 = Ẽ2 ⇒ V = Ṽ , (C.23)

I1 = Ĩ1 ⇒ T = T̃ ,

I2 = Ĩ2 ⇒ −p = −p̃ .

C.2. Métrica GTD

Consideremos la invariancia ante transformaciones totales de Legéndre,
esto es,

Φ = Φ̃ − δklẼ
kĨ l ; Ei = −Ĩ i ; I i = Ẽi , (C.24)

con

i = {1, · · · , n} ; j = ∅ ; i ∪ j = {1, 2} ; k, l = {1, · · · , n} .(C.25)

Primero mostremos la invariancia de la uno forma Θ:

Θ = dΦ − δabI
adEb ,

= d
[

Φ̃ − δklẼ
kĨ l
]

− δklI
kdEl ,

= dΦ̃ − δklẼ
kdĨ l − δklĨ

ldẼk − δklI
kdEl .

(C.26)

Aplicando (C.24) obtenemos

Θ = dΦ̃ − δklẼ
kdĨ l − δklĨ

ldẼk − δklẼ
kd(−Ĩ l) ,

= dΦ̃ − δklẼ
kdĨ l − δklĨ

ldẼk + δklẼ
kdĨ l ,

= dΦ̃ − δklĨ
ldẼk ,

= Θ̃ . (C.27)
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Por tanto, la uno forma es invariante ante una transformación total de
Legendre.

C.2.1. Métrica GI

Vamos a mostrar que la métrica GI es invariante ante una transformación
total de Legendre.

GI = Θ2 + (δabE
aIb)(δcddEcdId)

= Θ2 +
(

δklE
kI l
)(

δkldEkdI l
)

. (C.28)

Aplicando (C.24) obtenemos

GI = Θ̃2 +
[

δkl(−Ĩk)Ẽl
][

δkld(−Ĩk)dẼl
]

,

= Θ̃2 +
(

δklĨ
kẼl
)(

δkldĨkdẼl
)

,

= Θ̃2 +
(

δabĨ
aẼb
)(

δcddĨcdẼd
)

,

= G̃I . (C.29)

Por tanto, la métrica es invariante ante una transformación total de
Legèndre.

C.2.2. Métrica GII

Análogamente:

GII = Θ2 +
(

δabE
aIb
)(

ηcddEcdId
)

,

= Θ2 +
(

δklE
kI l
)(

ηkldEkdI l
)

. (C.30)

Aplicando (C.24) obtenemos
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GII = Θ̃2 +
[

δkl(−Ĩk)Ẽl
][

ηkld(−Ĩk)dẼl
]

,

= Θ̃2 +
(

δklĨ
kẼl
)(

ηkldĨkdẼl
)

,

= Θ̃2 +
(

δabĨ
aẼb
)(

ηcddĨcdẼd
)

,

= G̃II . (C.31)

Por tanto, la métrica es invariante ante una transformación total de Leg-
endre.



Apéndice D

Cálculo de κ
T

y α
P

De acuerdo con la Termodinámica clásica, el coeficiente de expansión
térmica α

P
y el coeficiente de compresibilidad isotérmica κ

T
están definidos

como

α
P

=
1

V

(∂V

∂T

)

p
=

1

v

( ∂v

∂T

)

p
, (D.1)

κ
T

= −
1

V

(∂V

∂p

)

T
= −

1

v

( ∂v

∂P

)

T
, (D.2)

porque hemos considerado el volumen por mol v = V
n
. Para calcular los

coeficientes α
P

y κ
T

utilizaremos la siguiente ecuación de estado:

p =
RT

v − b
−

aα(T )

v(v + b)
. (D.3)

Para calcular el coeficiente α derivamos de manera impĺıcita la ecuación
de estado (D.3) con respecto a T , manteniendo la presión p constante,
de la siguiente manera:

[

∂p

∂T

]

p

=

[

∂

∂T

(

RT

v − b
−

aα(T )

v(v + b)

)]

p

, (D.4)
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de donde obtenemos

0 =
Rv(v + b) − aα

T
(v − b)

v(v − b)(v + b)
−

−

[

∂v

∂T

]

p

[

RTv2(v + b)2 − aα(2v + b)(v − b)2

v2(v − b)2(v + b)2

]

,

(D.5)

despejando
[

∂v
∂T

]

p

de (D.5) obtenemos,

[

∂v

∂T

]

p

=
v(v − b)(v + b)

[

Rv(v + b) − aα
T
(v − b)

]

[RTv2(v + b)2 − aα(2v + b)(v − b)2]
. (D.6)

Entonces, de acuerdo con (D.1), el coeficiente de expansión térmica
tiene la siguiente forma:

α
P

=
(v − b)(v + b)

[

Rv(v + b) − aα
T
(v − b)

]

[RTv2(v + b)2 − aα(2v + b)(v − b)2]
. (D.7)

Para calcular el coeficiente κ
T

derivamos de manera expĺıcita la ecuación
de estado (D.3) con respecto a v, manteniendo la temperatura T con-
stante, de la siguiente manera:

[

∂p

∂v

]

T

=

[

∂

∂v

(

RT

v − b
−

aα(T )

v(v + b)

)]

T

. (D.8)

Realizando las operaciones llegamos a la expresión

[

∂p

∂v

]

T

=

[

− RTv2(v + b)2 + aα(2v + b)(v − b)2
]

v2(v + b)2(v − b)2
. (D.9)
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Considerando la siguiente propiedad de las derivadas parciales:

[

∂v

∂p

]

T

=
1

[

∂p

∂v

]

T

, (D.10)

sustituyendo la ecuación (D.9) en la ecuación (D.10) obtenemos

[

∂v

∂p

]

T

=
v2(v + b)2(v − b)2

[

− RTv2(v + b)2 + aα(2v + b)(v − b)2
] . (D.11)

Utilizando esta expresión en la relación (D.2) obtenemos el coeficiente
de compresibilidad isotórmica κ

T
:

κ
T

=
v(v + b)2(v − b)2

[

RTv2(v + b)2 − aα(2v + b)(v − b)2
] . (D.12)

De acuerdo con la clasificación de Ehrenfest, las transiciones de fase de
segundo orden ocurren donde las segundas derivadas de la enerǵıa libre
de Gibbs G divergen. Considerando la primera ley de la Termodinámica,

dG = −sdT + vdp , (D.13)

que implica las siguientes condiciones de equilibrio termodinámico:

s = −

[

∂G

∂T

]

p

, (D.14)

v =

[

∂G

∂p

]

T

. (D.15)
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Sustituyendo la relación (D.15) en las ecuaciones (D.1) y (D.2) para
α

P
y κ

T
obtenemos

α
p

=
1

v

(

∂

∂T

[

∂G

∂p

]

T

)

p

, (D.16)

κ
T

= −
1

v

(

∂

∂p

[

∂G

∂p

]

T

)

T

. (D.17)

Por tanto α
P

y κ
T

son segundas derivadas de la enerǵıa libre de Gibbs,
por lo cual sus divergencias implicarán transiciones de fase de segundo
orden.
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