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Convenciones y notaciones

En esta tesis se utilizan las siguientes convenciones y notaciones:

Jap denota el tensor métrico.

ds,, denota el elemento de linea de Weinhold.

ds,, denota el elemento de linea de Ruppeiner.

d denota la diferencial no exacta.

Los simbolos de Christoffel I'%,. son definidos por:

a 1 ad agdb agcd agbc
Fbc_§ <8xc 8xb_8xd>'

F denota la energia libre de Helmholtz.

H denota la Entalpia.

G denota la energia libre de Gibbs.

U denota la energia interna.

S denota la entropfia.

V denota el volumen.

s denota la entropia por mol.

v denota el volumen por mol.

T denota la temperatura.
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CONVENCIONES Y NOTACIONES

N denota el nimero total de particulas.
P denota la presion.

() denota el calor.

n denota el nimero de moles.

k, denota el coeficiente de compresibilidad isotérmica a temperatura
constante.

o, denota el coeficiente de expansion térmica a presoén constante.
C denota la capacidad calorifica.

m denota la masa.

k, denota la constante de Boltzman.

K denota la unidad de temperatura Kelvin.

R denota la constante universal de los gases.

T denota el espacio fase.

£ denota el espacio de equilibrio termodinamico.

O denota la uno forma de Gibbs.

GG denota el elemento de linea en el espacio fase 7.

g denota el elemento de linea en el espacio de equilibrio termodinamico

E.
Z4 denota las coordenadas en el espacio fase.

E® denota las variables extensivas o las coordenadas del espacio de
equilibrio termodinamico &.

1% denota las variables intensivas.
® denota el potencial termodinamico.

Los indices repetidos se suman (convencién de suma de Einstein).
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Capitulo 1

Introduccion

El conocimiento que tenemos en la actualidad sobre el universo en el
que vivimos es la consecuencia de la existosa relacion entre lo que llamamos
realidad, que es el resultado de la observacion cuidadosa de los hechos de
la naturaleza a través de la experimentacion, y las matematicas, producto
del pensamiento humano y que nos da una visiéon racional de estos hechos.
Durante siglos fue la geometria del celebre matematico griego Euclides (325-
265 a.C.), escrita en su famoso libro Los Elementos [1], la que prevalecié y se
ensend. La geometria euclideana destacd no solamente por ser un poderoso
instrumento de razonamiento deductivo, sino también por su utilidad para
entender el universo en que vivimos a través de la fisica y la astronomia [2]

El surgimiento de la cartografia, a principios en el siglo XIX, puso en
dificultades a la geometria de Euclides al enfrentarla a una situacién que ya no
era la del espacio plano, de esta manera surgio la necesidad de establecer una
geometria diferente para poder elaborar mapas precisos de paises, continente
y oceanos. Fue el matematico aleman Johann Carl Friedrich Gauss (1777—
1855), quien en 1818 resolvid el problema al descubrir la manera de saber
cuando una superficie ya no es plana mediante férmulas que se pueden aplicar
a superficies como esferas, elipsoides e hiperboloides, y que estan expresadas
en términos de una cantidad llamada curvatura [3]. Esta nueva Geometria
fue también desarrollada por los matematicos Nikolai Ivanovich Lobachevski
(1792-1856) y Janos Bolyai (1802-1860) [4].
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La geometria no euclideana pronto manifesto su utilidad, ya que permi-
ti6 entender el fenémeno de la gravitacion, al interpretarlo como el resultado
de una distorsion del espacio—tiempo plano debido a la materia. Esto quedo
de manifiesto en la Teoria General de la Relatividad descubierta en 1915
por el fisico Albert Einstein (1879-1955) [5]. La Geometria de la Relativi-
dad General se denomina Geometria de Variedades, introducida por Georg
Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) en 1854 [6], donde esencialmente
una variedad es un espacio continuo que se asemeja localmente a un espacio
euclidiano [7]

Por otra parte, el andlisis de sistemas en equiibrio termodinamicos se
puede llevar a cabo mediante métodos geométricos. Fueron los trabajos de
Gibbs los que iniciarén los estudios geométricos de la termodindmica [8].
El mostré como mediante superficies en un sistema cartesiano, cuyos ejes
re-presentaban a la energia interna U, la entropia S y el volumen V', es posi-
ble interpretar geométricamente las propiedades termodindmicas de fluidos
simples. En este tipo de geometria la pendiente de las rectas tangente a la
superficie tiene significado termodind mico y los estados de equilibrio de una
sustancia se representan por un punto sobre la superficie, mientras que dis-
tancia, angulos y direcciones no tiene significado termodinamico intrinseco
en este espacio [9].

En 1975 y 1976, Frank Weinhold public6 una serie de articulos[10]-[14]
donde propone un formalismo geométrico para la termodinamica en equilib-
rio asociando a los estados de equilibrio termodinamico un espacio vectorial
lineal con estructura métrica. En el formalismo de Weinhold la distancia en-
tre dos estado de equilibrio termodinamico se calcula mediante el elemento
de linea,

ds® = gy dE“dE”, (1.1)

donde g¥¥ es una matriz cuyos elemento son segundas derivadas de la energfa
interna U con respecto a la variables extensivas E del sistema, cuyas dife-
renciales se representan como dE®. A la matriz ¢y se le conoce cémo la
métrica de Weinhold,
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Siguiendo la misma idea, George Ruppeiner, en 1979 [15], para entender
el significado de la longitud termodinamica, propone una métrica conformal-
mente equivalente a la métrica de Weinhold. En la teoria de Ruppeiner se
considera a la entropia, en lugar de la energia, como la funciéon fundamen-
tal de las variables extensivas, y a la matriz construida a partir de ésta se
le conoce como la métrica de Ruppeiner. Como en el caso de Weinhold, el
elemento de linea se define como,

ds® = gRdF,dF,, 1.2
R ab

con g® representando a la matriz

925 928 928
BF]QBFl OF10F e OF0Fy,
a S . . .
R _ OF>0F,
Gab = . )
925
OF,0F

siendo F, las variables extensivas del sistema y dF® sus diferenciales. A gt
se le denomina la métrica de Ruppeiner

Las teorias de Weinhold y Ruppeiner permiten interpretar geométrica-
mente diferentes propiedades termodinamicas. Sin embargo, a pesar de las
multiples investigaciones realizadas en esta direccién, sus teorias carecen de
un ingrediente esencial que todo analisis termodindmico debe cumplir que
es la Invariancia de Legéndre, ver seccién (2.5). Este problema trae como
consecuencia que ambas teorfas entreguen resultados inconsistentes para un
mismo sistema termodindmico [16], ya que la Invariancia de Legéndre tiene
como finalidad que las propiedades termodindmicas sean independientes del
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potencial termodindmico o ecuacién fundamental, ver seccién (2.2), usado
para describirlas . En el caso de Weinhold y Ruppeiner esta condicién no se
cumple, porque la diferencia fundamental entre ambas teorias radica en que
utilizan distintas ecuaciones fundamentales: la energia interna U en el caso
de Weinhold, y la entropia S en el caso de Ruppeiner. No obstante, la elec-
cién de una u otra ecuacion fundamental no tendria por qué dar resultados
distintos en el analisis de un mismo sistema termodindamico, como sucede en
varios ejemplos al aplicar estas teorfas [16].

En 2007 el problema referente a las métricas de Ruppeiner y Weinhold
fue resuelto por Hernando Quevedo, al elaborar el formalismo conocido co-
mo Geometrotermodindmica [18], que tiene como bases fundamentales la
Geometria Diferencial y la Invariancia de Legendre, y ha mostrado ser
una teoria consistente para analizar sistema termodinamico desde el punto
de vista geométrico [19]-[25].

En este trabajo se utilizarda la Geometrotermodindmica para analizar la
Geometria de los gases reales que cumplen con la ecuacion de estado de
Soave-Redlich-Kwong.

La tesis esta organizada de la siguiente manera:

1. En el capitulo 1, se hace una breve revision de los principios de la
Termodinamica. Haciendo énfais en la ecuaciéon fundamental, las tran-
siciones de fase y la inetraccion termodinamica.

2. En el capitulo 2, esta dedicado la termodinamica de los gases reales que
cumplen con la ecuacién de estado de Soave-Redlich-Kwong, se calcula
la enetgia libre de Helmholtz para estos gases y se estudia se analizan
sus transiciones de fase

3. En el capitulo 3, se estudian los fundamentos de la Geometrotermodinami-
ca.

4. En el capitulo 4, se aplica la Geometrotermodinamica a los gases reales
que cumplen con la ecuacién de estado de Soave-Redlich-Kwong.

5. Finalmente, el capitulo 5 se dedica a las conclusiones.

1De la ecuacién fundamental se derivan los potenciales termodindmicos mediante una
transformacién de Legendre [17].



Capitulo 2

Breve repaso de
Termodinamica

2.1. Introduccion

La termodinamica es el estudio de las consecuencias macroscépicas de las
innumerables coordenadas atémicas que, en virtud del promedio estadisti-
co, no aparecen explicitamente en la descripciéon macroscépica de un sistema
dado, la principal consecuencia es la transferencia de calor. Para llevar a
cabo el estudio termodinamicos de cualquier sistema es necesario entender
conceptos como son la ecuacién fundamental, variables termodinamicas y
ecuaciones de estado. Como en este trabajo trataremos con la termodinami-
ca del gas de Soave-Redlich-Kwong (SRK) consideramos que es necesario
definirlo y putualizar o recordar los conceptos o propiedades termodinamicas
que se mencionaran y utilizaran durante el mismo. El breve repaso aqui pre-
sentado estd basado en su mayoria en el libro Termodindmica de Herbert B.
Callen [17] por considerar que es uno de los textos conocido y empleados en
el estudio de la termodinamica clasicas.

2.2. Ecuacion Fundamental

Uno de los problemas basico de la Termodinamica es la determinacién del
estado de equilibrio que se alcanza después de eliminar constriccién internas
de un sistema termodinamico compuesto aislado. Para dar solucién a este
problema la termodinamica hace uso de un principio extremal que pide que
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los valores de los parametros extensivos en el estado de equilibrio final sean
aquellos que maximizan una cierta funcion llamada entropia. De esta manera,
en termodinamica se enuncia el siguiente postulado:

s Postulado

o FExiste una funcion, denominada entropia S, de los pardmetros
extensivos de cualquier sistema termodindmico, definida para to-
dos los estados de equilibrio y que tiene la propiedad siguiente:
los valores que toman los pardmetros extensivos, en ausencia de
constricciones internas, son aquellos que maximizan la entropia.

A la funcién entropia se le conoce como Funcién Fundamental. Lo
que nos dice este postulado es lo siguiente:

= 51 se conoce la funcion fundamental de un sistema termodindmico par-
ticular, toda la informacion termodinamica concerniente al sistema
puede deducirse a partir de ella. Considerando las cantidades U, V,
Ny, --+, N, como parametros extensivos.

Se postula la entropia solo para los estados de equilibrio. En ausencia
de ligaduras el sistema se halla en la libertad de seleccioar uno cualquiera
entre cierto nimero de estados, cada uno de los cuales podria alcanzarce tam-
bién en presencia de una ligadura adecuada. La entropia tiene las siguientes
propiedades:

= La entropia de un sistema compuesto es aditiva respecto a la de los
subsistemas constituyentes. Si S? son las entropfas de los subsistemas,
la entropia del sistema esta dada por

S=> 5" (2.1)

= La entropia es continua y diferenciable, y es una funcion mondtona-
mente creciente de la energia U. Matematicamente esto se expresa co-
mo

(85

— > 0. 2.2
8U>V,N1,v-~,N,« (2:2)
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= La entropia de un sistema simple es una funcion homogénea de primer
orden en los parametros extensivos. Esto es, si todos los parametros
extensivos de un sistema se multiplican por una constante A, se tiene
que

SOAU, AV, ANy, -+ AN,) = AS(U,V, Ny, -+, N,). (2.3)

La propiedad (2.2) permite que la entropia pueda invertirse con respecto
a la energia U, y por tanto, la energia U sera una funciéon uniforme, continua
y diferenciable de S, V', Ny, ---, N,., esto es,

U=U(S,V,Ny,-- ,N,). (2.4)

Por tanto, U serd también una funcién fundamental. Cuando se trabaja con
S se dice que se encuentra uno en la representacion entréopica y cuando se

utiliza U en la energética.

Al reciproco de la derivada parcial (g—g) se le considera como la
V,Nl,' *ydVe

definicién de la temperatura, lo que implica el siguiente postulado.

s Postulado

La entropia de cualquier sistema termodindamico se anula en el estado
para el cual

ou
(—) ~0, (2.5)
0S5/ V,Ny N,
es decir, cuando la temperatura es cero. A este postulado se le conoce como
postulado de Nernst o tercer principio de la Termodindmica.

Una observacion importante es que no siempre es posible conocer la fun-
cion fundamental de un sistema termodinamico. En la realidad experimental
lo més frecuente es obtener ecuaciones de estado, ver secccién (2.3, que de-
scriben el sistema. Entonces, un problema a resolver consite en: a partir de
las ecuaciones de estado, encontrar la funcion fundamental. Este el problema
que se resuelve en este trabajo.
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2.3. Ecuaciones de Estado

Una manera de estudiar los sistemas termodindamicos es mediante sus
ecuaciones de estado. Se define una ecuacién de estado del sistema ter-
modinamico a la relacion matematica que existe entre los valores de las
variables termodindmicas y proporciona un unico valor para cada estado de
equilibrio termodinamico. Estas ecuaciones de estado pueden ser planteadas
de manera empirica o bien a través de modelos tedricos, como los que se
obtienen de la mecanica estadistica. Mencionamos a continuaciéon algunos
ejemplos [40]. La expresion,

pV =nRT, (2.6)

donde n y R son constantes y p, V' y T representan la presion, el volumen y
la temperatura respectivamente, es una de las ecuaciones de estado del gas
ideal'. Otra ecuacién de estado es la de Van der Waals, la cual tiene la forma,

(p + %) (V - nb) =nRT. (2.7)

En esta ecuacién a mide la interaccion entre las moléculas y el parametro b
estd relacionado con el tamano de las moléculas.

La ecuacion de Van der Waals proporciona una buena aproximacién al
comportamiento de algunos gases reales; sin embargo, no es lo sufientemente
precisa en otros. Por ejemplo, el factor critico de la compresibilidad? de to-
dos los liquidos, incluyendo las mezclas de componentes puros y las mezclas
binarias, varia entre 0.24 y 0.29, para diferentes hidrocarburos, mientras que
la ecuacién de Van der Waals predice un valor de 0.375. Para remediar esto
se han propuesto diferentes modificaciones a la ecuacién (2.7); una de ellas
es la realizada por Redlich y Kwong [27]. La ecuacién de estado de Redlich-
Kwong es una modificacién empirica de la ecuacién de Van der Waals y
se ha mostrado que esta ecuacién es 1til para el estudio de hidrocarburos
[28], para calcular las propiedades criticas vapor-liquido de mezclas binarias

1La otra ecuacién de stado es U = %nRT.
2El factor de compresilidad se define como la razén del volumen molar de un gas con
relacion al volumen molar de un gas ideal.
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[29], propiedades de vapor y liquido de sustancias [30, 31] y para calcular
diagramas de fase de mezclas binarias de fluidos [32].
La ecuacién de estado de Redlich y Kwong [27] es la siguiente:

RT a
p= e , (2.8)
v—=>b  Tiv(v+Db)
con v el volumen molar y los parametros dados por las relaciones:
R*T™® RT,
a=0.4278—C . b=0.0867T—2<, (2.9)
Pc P’

donde a y b se obtienen de resolver la ecuacién cibica (2.8) para el volumen,
considerando el volumen critico v., la temperatura critica T¢ y la presion
critica Po [34]. Si a y b son cero en las ecuaciones de estado de Van der
Waals y Redlich-Kwong, se recupera en ambos casos la ecuacion de estado
del gas ideal.

En 1972 G. Soave [35] mejord considerablemente las predicciones de la

ecuacion de estado de Redlich y Kwong al remplazar el término ;Ll con un

término més general que dependia de la temperatura aa(7'), con a constante,
y ajustando la funcién de cohesién de vapor a la temperatura reducida = T =
T, = 0.7. Con el término de Soave la ecuacién de estado de Redlich— Kwong
toma la siguiente forma,

RT aa
- _ 2.1
L— v(v+b)’ (2.10)
donde,

2 2

o = o42ma7iiic (2.11)
FPc
T,

b — 0086647 (2.12)
Pc

I\DM—‘

®r) = [1+50-1H)] . (2.13)
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en estas ecuaciones T}, = % y B esta definida en términos del llamado factor
acéntrico w [35], que es un pardmetro necesario para calcular el factor de
compresibilidad® de un gas, y tiene siguiente forma,

B =0.480 + 1.574w — 0.176w? . (2.14)

La ecuacién de estado de Soave-Redlich—Kwong ha tenido éxito para pre-
decir datos de equilibrio volumétrico, termofisico y vapor-liquido aplicables
principalmente a la industria petrolera[45].

Este trabajo estudia la geometrotermodindmica de las sustancias descritas
por la ecuacion de estado de Soave-Redlich-Kwong.

2.4. Primera ley de la Termodinamica

La primera ley de la Termodindmica es la conservacion de la energia. En
un sistema termodinamico, la energia se intercambia de dos maneras:

» Realizando trabajo mecédnico? .

» Transfiriendo calor®.

Si en un sistema termodinamico se produce un cambio desde un estado
inicial a otro final y se mide la diferencia () — W, donde @) es la cantidad de
calor que se absorbe o se libera del sistema y W la cantidad de trabajo sobre
el sistema, para diferentes procesos que se realicen para ir desde el estado
inicial al estado final, se encuentra que el valor de esta diferencia no cambia.

A la diferencia de ) — W se le llama cambio de energia interna del sis-
tema AU. Aunque por separados () y W dependen de la trayectoria que se
seguiria para ir de un estado a otro, la cantidad () — W es independiente de
la trayectoria o del proceso que se realice para ir desde el estado inicial al
estado final. Entonces matematicamente tenemos

3ver pie de pagina 2

4Esto significa que el sistema puede ser manipulado por medio de los alrededores, de
tal manera que al variar los pardmetros externos se tranfiera energia [37]

5El calor es la energia interna en transito, fluye de una parte de un sistema a otra o de
un sistema a otro, en virtud inicamente de una diferencia de temperaturas [36]. También
podemos definir al calor al modo no mecanico de transferir energia a un sistema, sin variar
los pardmetros externos [37].
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AU=U;—U;j=Q—W. (2.15)

La ecuacién (2.15) se conoce como la primera ley de la Termodindmica. En
esta expresion, () es positivo (negativo) si se le agrega (quita) calor al sistema.
W es positivo cuando el sistema realiza trabajo y negativo cuando se realiza
trabajo sobre el sistema.

Considerando cantidades infinitesimales de calor dQ y trabajo dW©, es
decir, para un proceso infinitesimal cuasiestatico, la primera ley de la Ter-
modindmica tiene la siguiente forma [17]:

dU = dQ — AW, (2.16)

donde dW es el trabajo cuasiestatico asociado con los diferentes procesos
termodinamicos.

A partir de las consideraciones de procesos ciclicos se decuce que existe
un factor integrante ( %) tal que el producto de este factor integrante por la
diferencial inexacta dQ) es la diferencial exacta de la entropia

dQ
s =—. 2.1
5= (217)
Utilizando esta expresién en la relacién (2.16) tenemos
dU =TdS — dw (2.18)
o de manera equivalente:
is = + [dU + dW} (2.19)
T )

y podemos decir que las ecuaciones (2.18) y(2.16) son la primera ley de la
Termodinamica en la representacién de la energia y entropia respectivamente.

6La barra en el operador d indica que las cantidades dQ y dW no son diferenciales exac-
tas, es decir, no son diferenciales de ciertas funciones hipotéticas Q y W. Mateméticamente

fi{a) aqQ +#+ fi{b) aQy fi{a) aw + fi{b) dW donde (a) y(b) son dos trayectoria diferentes que
llevan de () a (f).



12 CAPITULO 2. BREVE REPASO DE TERMODINAMICA

2.5. Potenciales termodinamicos y la invarian-
za de Legendre

En la funcién fundamental, ya sea en la representacion entrépica o ener-
gética, los parametros extensivos son las variables independientes, en tanto
que los parametros intensivos aparecen como conceptos derivados. Estos es,
por ejemplos, si la energfa interna U = U(S,V, N) , entonces los pardmet-
ros intensivo temperatura 7', presion p y potencial quimico p se obtendran
como: T' = ;#[i]alS’ —p = panglV yop= m, ver seccién 2.28). Sin em-
bargo, por razones experimentales’, se requiere considerar a los pardmetros
intensivos como variables independientes. La manera de lograr este obje-
tivo es por medio del formalismo matematico conocido como transforma-
ciones de Legendre[17], que conduce a otras representaciones termodindmi-
cas conocidas como potenciales termodinamicos o funciones transformadas
de Legendre.

Por otra parte, las propiedades termodinamicas de los sistemas fisicos no
deben depender del potencial termodindmico utilizado para su descripcion.
Debido a que los diferentes potenciales termodinamicos se relacionan por
medio de una transformacién de Legendre [17], a esta propiedad se le conoce
como invariancia de Legéndre.

La transformacion de Legendre se define como un cambio de variable de
la siguiente forma:

<<I>, £ Ja) s (é, Ee, f“) , (2.20)
con ®, E*y I* representando la ecuacién fundamental y las variables extensi-

vas e intensivas respectivamente, y CTD, E y 1% 1os potenciales termodinamicos
y las nuevas variables, tal que [48]

d=o—0yEI" ; E=-I' . E=F; I'=FE; =221

Donde 6, es la delta de Kronecker, i | J j es cualquier disposicién de con-
juntos ajenos de indices {1,...,n}, y k,l,= 1,...,i. En particular, para

"Es més fécil pensar en la manera de medir experimentalmente la temperatura que la
entropia.
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i={1,...,n} ei =, se obtienen la transformacién total de Legendre y la
identidad, respectivamente.

Si consideramos las variables U, S, V', T'y p. Entonces, la transformacién
de Legendre sera

(v.8.v.T.p) — (0.8,V.T.5), (2.22)
con las siguientes posibilidades:

» Transformacién de Legendre parcial: i = {1} y j = {2}

U, = U-TS, S=-T, T=8, V=V, p=p. (223

» Transformacion de Legendre parcial: i =2y j =1

Uy = U+pV, S=S, T=T, V=p, —p=V. (224

= Transformacién de Legendre total: it = 1,2y j =

0
Ug = U-TS+pV, S=-T, T=S, V=p, —-p=V(225)

En Termodindmica, los potenciales Uy, Us y U, son conocidos como la
energia libre de Helmholtz, la entalpia y la energia libre de Gibbs, respecti-
vamente. Para mayor detalle, ver el apéndice C.

2.6. Condiciones de Equilibrio Termodinami-
co

Consideremos la funcién fundamental en la representacién de la energia
como una funcién implicita de los pardmetros extensivos S, V', N1, No, - -+ ,N,.,

U=U(S, V, Ny, Na, -, N,). (2.26)
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Calculando la diferencial a esta expresién tenemos que

oU oU [ oU
dU = <%> ds + (W) dV + Z (5‘—J\G> dN; .
V,Ny,--, Ny S, Ny, - Jj=1 S,V, -, Ng

) "7NT

Ahora definimos a las derivadas parciales como

oU oU [ oU
) B ) PR () I
V,Ny, -, Ny S, Ny, , Ny Jj=1 S, V, -, N,

con lo cual la expresién (2.27) toma la forma

dU = TdS — pdV + Y p;dN;.
j=1

(2.29)

Al conjunto de ecuaciones (2.28) se les conoce como las condiciones de
equilibrio termodinamico. A las cantidades 7', p, y 1; se les llama parametros
intensivos del sistema termodindmico, que representan a la temperatura, la
presion y los potenciales quimicos respectivamente.

También se pueden encontrar las condiciones de equilibrio termodinamico
en la representaciéon de la entropia o de cualquier potencial termodinamico,
estas se muestra en el cuadro 1.1

| Ecuacion | Condiciones de equilibrio ‘
ds =% +hav -GN, =(3) F=(8), %= (%),
dF = —SdT — pdV + p;dN; | S = —(g—§>x,p — _<g_V>X, 1= g_FJ>X,
dH = TdS+Vp+pydN; |T= (%) V= (%) . n=(2) .
dG = —SdT + Vdp + p;dN; S:—(%)X, V= (% o (g_G B

Cuadro 2.1: Condiciones de equilibrio termodinamico para diferentes repre-
sentaciones. La X indica las cantidades que se deben mantener constantes.
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2.7. Capacidad calorifica y funciones de res-
puesta

Cuando un sistema absorbe calor, puede o no tener lugar una variacién
de temperatura, dependiendo de la naturaleza del proceso. Si un sistema
termodinamico experimenta un cambio de temperatura AT de una 7T} a una
Ty, durante la transferencia de calor (), se define como capacidad calorifica
media C' del sistema a la cantidad [36]

Q

C = : 2.30
" (2.30)
La capacidad calorifica instantanea se expresara como
) Q dQ
C=1 = = 2.31
TflinTi Tf — E AT . ) ( )

donde d representa la diferencial inexacta y X denota el conjunto de paramet-
ros que se mantienen constantes durante el proceso. Supongamos ahora un
sitema simple de dos grados de libertad en las que las variables independi-
entes son 1"y X. La diferencial de la energia interna U es:

ou ou
dU = (d—T> XdT—l— (d—X)

Sustituyendo la ecuacién (2.32) en la ecuacion (2.16) obtenemos,

ou ou
() (3

con F' representando la fuerza correspondiente a X. Utilizando esta expresion
en la relacién (2.31) obtenemos,

-

dx . (2.32)
T

dT +
X

dx, (2.33)

T

n dX
dT

X

(2.34)

i+ (%)

T
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Si el proceso de transferencia de energia en forma de calor se realiza cuando
X es constante tendremos que,

ou

donde X denota el conjunto de parametros que se mantienen constantes
durante el proceso. Utilizando la realcién (2.17) obtenemos,

(@ 08
- (22) () o

Utilizando las condiciones de equilibrio termodinamico, la capacidad calorifi-
ca puede tomar las siguientes formas:

-1 —1
oT ou 0*U

7 (2.35)

Cx = r _ (3—5) o 9S\2 7929\ —1 s
T, s, ]“%)X(W)Xa (2.39)
82

o W> | (2.39)
i §

Cx =T g—g) B (%) (gZ*iI) ) (2.40)
X X ¥

o %> | (2.41)
X

A las relaciones que involucran las segundas derivadas de la ecuacién
fundamental, se les denominan funciones de respuesta. Las funciones de re-
spuesta se obtienen considerando las variables extensivas como funciones de
las variables intensivas. Consideremos primero al volumen como funcion de
la temperatura T y la presion p, esto es,
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V=V(T,p), (2.42)

entonces, un cambio infinitesimal de V' nos llevara a la siguiente relacién:

)% ov
= —dl'+ — 2.4
av aTal + ap dp, (2.43)

donde cada derivada es una funcién de 7', p. Entonces, se pueden definir los
siguientes coeficientes:

1.
1,0V
=—(=) . 2.44
W=y <0T>p (2.44)
A esta cantidad se le conoce como el coeficiente de expansion térmica.
Dicha cantidad nos indica cémo cambia el volumen con la temperatura.
Utilizando la primera de las (2.28), la relacién (2.44) se puede escribir
como
1/0r\N-t 110 (0U\ 71-1
=—|=— =—|l=—=(= 2.45
@ v<av>p v[av(as)p]p ! (2.45)
2.
10V
=—(—=—) . 2.46
Ty ( ap )T (2.46)

A esta cantidad se le conoce como el coeficiente de compresibilidad
isotérmica. Tal cantidad nos indica cémo cambia el volumen con la
presion.

2.8. Criterios de estabilidad y clasificacién de
las transisciones de fase

Un sistema esta en equilibrio termodinamico cuando no se observa ningin
cambio en sus propiedades termodinamicas a lo largo del tiempo. Los sistemas
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en equilibrio termodinamico cumplen con un requisito de estabilidad que se
refiere a que la entropia debe ser maxima. Tal requisito lleva a los siguientes
criterios de estabilidad [17], que estan en la representacién de la energfa inter-
na U, donde S y V representan a la entropia y al volumen respectivamente:

82U 22U 02U
*U_ ., awmevr sl _, U
957 = il T2

>0, (2.47)

Estos criterios deben ser satisfechos simultaneamente de todo sistema que
deba permanecer homogéneo y estable. Si no se cumplen, el sistema se separa
en dos o mds partes. Dicha separacién se conoce como transicion de fase [17].
Estos mismos critererios se cumplen si se consideran los diferentes potenciales
termodinamicos.

Las transiciones de fase de un sistema termodindamico se pueden clasi-
ficar de acuerdo con las discontinuidades de las derivadas del potencial ter-
modinamico conocido como la energia libre de Gibbs. A tal clasificacién se
le llama clasificacién de Ehrenfest®. A continuacién la describiremos breve-
mente.

La energia libre de Gibbs G es una funcién de las variables termodindmicas
E“ tales como N (numero de particulas), T' (temperatura), p (presién), E
(campo eléctrico), H (campo magnético), etc., es decir,

G=G(N,T,p,E . H,...). (2.48)

También tendremos variables I* asociadas a las variables E® que se calculan
mediante la expresién

oG

I* = .
ok

(2.49)

Entonces, tendremos una transicion de fase de primer orden en los pun-
tos donde la primera derivada de la energia libre de Gibbs presente discon-
tinuidades:

8Esta clasificacién recibe este nombre por su descubridor el fisico Austriaco Paul Ehren-
fest (1880-1933).
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_9%9
0H

_99
aT

g

5= =

, V

N:p’“'

, M =
N,T,...

(2.50)

NT,...

Una transicion de fase de segundo orden ocurrird en puntos donde la
energia libre de Gibbs G y sus primeras derivadas son continuas, pero sus
segundas derivadas sean discontinuas:

1 0%G

© YTV apar
N,T,... N, ...

%G 1 6%G
C =-T— s R = _Vai]ﬂ
N,p,...

) X__aHQ

N.T,...
(2.51)

Las transiciones de fase de orden superior se definen de forma andloga.

2.9. Interaccion termodinamica

Se considera que en un sitema fisico existe interaccién termodinamica
cuando estan presentes las fuerza de interaccién entre las moléculas, es de-
cir, que existe energia potencial. En este caso, si se quiere estudiar su ter-
modinamica, es necesario buscar nuevas ecuaciones de estado que involucren
esta interacciéon. Los gases reales es uno de estos casos. Para encontrar la rela-
ciones que describan el comportamiento de un gas donde existe interaccién
termodindmica se recurre a diferentes posibilidades como son:

Modificar la ley de los gases ideales considerando el volumen de las
particulas y las fuerzas de atraccién intermolecular[38].

Postular ecuaciones de estado ciibicas basadas en datos empiricos [27].

Modificaciones a las ecuaciones de estado ctbicas. [35] [46]

Deduccién de ecuaciones de estado utilizando desarrollos en serie de
Taylor (ecuaciones viriales) [39].

La primera ecuacién de estado donde se considera la interaccion ter-
modinamica fue la de Van der Waals en 1873 [40]. Tiempo después, en 1948, el
fisico austriaco Otto Redlich y al quimico chino Joseph Neng Shun Kwong,



20 CAPITULO 2. BREVE REPASO DE TERMODINAMICA

propusieron una ecuacion de estado donde consideraron también la inter-
accién termodindmica siguiendo el modelo de Van der Waals [?] [47] [27].
En 1972, el quimico italiano Giorgio Soave modifico la ecuacién de esta-
do de Redlich y Kwong introduciendo el factor acentrico de Pitzer [35]. La
ecuacion de Soave-Redlich-Kwong, como se le conoce, se considera una de
las més exitosas ecuaciones de estado para describir gases con interaccién ter-
modindmica (gases reales). Finalmente podemos comentar que la interaccién
termodinamica estd considerada en la funcién de energia o Hamiltoniano del
sistema, esta es,

+3 Ulai,q))- (2.52)

1<J

2
b=
1

En mecéanica estadistica se puede conocer la funcion de particién Z del
sistema a partir del Hamiltoniano mediante la expresién [39],

1

7=~ / e BT PN pd®Ng (2.53)

donde N representa el nimero de particulas o moléculas. A partir Z se puede
obtener la funcion fundamental del sistema o sus potenciales termodindamicos.



Capitulo 3

Termodinamica del Gas de
Soave—Redlich—Kwong

3.1. Introducciéon

Para poder aplicar el formalismo de la Geometrotermodiamica (GTD)es
necesario conocer la ecuacion fundamental o el potencial termodindmico del
sistema que vamos a estudiar. Para estudiar los gases reales descritos por
la ecuacion de estado de Soave-Redlich—Kwong, en el contexto de la GTD,
utilizaremos el potencial termodinamico conocido como la energia libre de
Helmholtz En este capitulo estd dedicado a la deducion de deduccién de
dicho potencial .

3.2. Enmergia libre de Helmholtz

De acuerdo con la seccion 2.4 la primera ley de la Termodindmica, en la
representacion de la energia, para un sistema temodinamico con nimero de
particulas N constante, tiene la forma,

dU = TdS — pdV . (3.1)

Por otra parte sabemos que la energia libre de Helmholtz F' se obtiene de la
transformacion de Legendre,

F=U-TS. (3.2)

21
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Diferenciando esta iltima ecuacién y utilizando la ecuacién (3.1) obtenemos,

dF =dU —TdS — SdT =TdS — pdV —TdS — SdT = —SdT — pdV ,(3.3)

de donde obtenemos las siguientes condiciones de equilibrio termodindmico:

oF
(). o

p= (2—5) , 3.5)

donde el subindice nos indica las cantidades que permanecen constantes du-
rante el calculo de la derivada.

Ahora, de la ecuacién (3.5) podemos calcular la energfa libre de Helmholtz
F, de la siguiente manera:

F = —/pdV—i—gO(T),
= —n/pdv+<p(T). (3.6)

Por tanto si tenemos un sistema termodindmico donde conocemos sus ecua-
ciones de estado,

p=p(T,V), ; S=ST,V),. (3.7)

Es posible encontra la funcién F' a través de las ecuaciones (3.6) y (3.7).

3.3. Enmergia libre de Helmholtz para el gas
de SRK

La ecuacién de estado para el gas de Soave-Redlich—-Kwong esta dada
por la expresién (2.10). Sustituyendo esta expresién en la integral (3.6) cal-
culamos la energfa libre de Helmholtz F'SFX para los gases reales descritos
por la ecuacién de estado de SRK,
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psEE _ / [UR_Tb_Uc(szZ)}dUW(T),
dv

— _nRT/Ud_UbJrnaa(T)/v(Hb) + (1),

- o D [
na&b(T) n (U + b> +o(T). (3.8)

Esta ultima expresion se puede escribir en la forma,

= —nRTln(v—>5b)—

v

FSRK —

b } N naa(T) (1 i %> +¢o(T). (3.9)

nRT[lnv—Hn(l—;) . %

Para calcular la funcién ¢(7") es necesario conocer la ecuacién de estado
S = S(T,V) para poder utilizar la condicién de equilibrio (3.4). Desafortu-
nadamente no conocemos dicha expresion, entonces, para calcularla recurri-
mos a la mecanica estadistica.

De acuerdo con la mecénica estadistica [39] la energia libre de Helmholtz
FSEK ge obtiene a partir de la funcién de particién Z mediante la expresién,

SRK N
F :—@Tm(ﬁﬁ, (3.10)
donde N representa el nimero de particulas del sistema y kp la constante de

Boltzman. De la ecuacién (3.10) obtenemos que,

7N FSRK
N!

y sustituyendo el valor de F¥FX dado por la ecuacién (3.9), en esta tltima
expresion obtenemos la ecuacion,

zv I
NP T T

=e F5T | (3.11)

nRT[lnv +In (1 _ %)} " naa(T) In <1 + %)
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Ahora aplicamos un principio de correspondencia considerando que la
funcién de particion del gas real de SRK se debe redeucir a la funcién de
particion para el gas ideal cuando los parametros a y b tienden a cero, esto
es

ZN 7Ny
lim  — = — 3.13
(@hmo0) NT N1 (3.13)

donde Z%,; es la funcién de particién del gas ideal (ver apéndiceB), dada por
la expresién,

N
ZNid 27ka’BT 2 N
i :< e ) oV (3.14)

Calculando el limite de la expresién (3.13), obtenemos,

(a,)—(0,0) N! kgT

X lim ){exp [T]iR[lnv—i—]n(lb)}_l_na(X(T)ln(l‘i‘Z)

(a,6)—(0,0 B v kpvT %

= exp [— % exp [% In (v)}

3

b
naa(T) 1 (1 - E)
kBUT %

3

X lim ex
(a,b)—(0,0) { P

T R
= exp [— % exp [T;—B In (v)}
" I naa(T) 1
im ex :
(a,b)—(0,0) kgvT 1+ g
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Por tanto,

ZN
— = exp

lfm (1)
(a,b)—(0,0) N!

kgT

nR

exp [g In (U)} , (3.15)

donde se ha utilizado la regla de L’Hospital para calcular el limite. La expre-
sién (3.15) se puede rescribir en la forma,

ZN

— = exp

1fm o(T)
(a,)—(0,0) N!

 kgT

oY (3.16)

donde hemos considerado que: N = Z—f:. Ahora, aplicando al relacién (3.13)
obtenemos el valor de la funcién ¢, dado por la expresion:

p(T) = (3.17)

3N]€BT 27ka’BT
— In ,
2 h?

Finalmente para obtener de forma completa la energia libre de Helmholtz
sustituimos la relacién (3.17) en la ecuacién (3.9) para obtener,

naa(T) I <1 - %)

SRK _
F o b
v

nRT[lnv +1n (1 — %)} + _ 3NkgT n (QkaBT>

2 h?

(3.18)

Esta 1ltima ecuacién se puede poner en la forma,

PS8 = —NkpTln (v —1b) +

Rb 2 h?

(%

Nkpaa(T) <u + b> _3NKT <2ﬂmk’BT>

(3.19)

donde hemos utilizado la relacién Nkp = nR. Definiendo la densidad f5%K =
% tenemos que,
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kpaa(T) v+b 3kpT 2rmkpT
SRK _ _ _ _
f = —kgT'In (U b) + ; In ( ” ) 5 In ( 2 >

(3.20)

Cuando los pardmetros a y b tienden a cero en la expresién (3.20) se recupera
la energia libre de Helmholtz para el gas ideal (ver apéndice B), como era de
esperarse, puesto que en estos parametros estan involucradas las caracteisti-
cas esenciales del gas real, que son sus dimensiones (volumen) y la interaccién
termodindmica.

3.4. Capacidad calorifica y funciones de res-
puesta para el gas de SRK

Calculamos la capacidad calorifica CEX | a volumen constante, para los

gases reales que cumplen con el modelo de SRK mediante la relacién (2.36),
que, utilizando la ecuacién (3.4), se puede poner en la forma :

o =7 (5m), = (%), @21

Usando (3.20) obtenemos

3 aBkp v+by - 1 3 3
CfRK_ikB_QTCRbln< " ){B‘FT—é[l_ﬂ(l_Trﬂ}' (3'22)

Cuando se considera lim, 4)—(0,0) C5RE 1a ecuacién (3.22) recuperamos la
capacidad calorifica del gas ideal. La figura 2.1 muestra la grafica de la ca-
pacidad calorifica como funcién de la temperatura para el gas Helio 4.
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Figura 3.1: Capacidad calorifica C5®X como una funcién de la temperatura T
5

22

con R =8314JK~ ! a = ().42748]1%1:?C , b= 0.08664133i y los valores para el gas
(e C

Helio 4 (*H): T, = 5.3K, w = —0.387 y P, = 0.23 x 1025 [41][42].

De acuerdo con las ecuaciones (2.44) y (2.46), la compresibilidad isotérmi-
ca k. y el coeficiente de expansion térmica «,, para el gas Soave-Redlich—
Kwong, estan dados por las siguientes expresiones:

o = v(v+b)%(v —b)? (3.23)

[RTU2(U +b)2 — a@(2v + b)(v — b)Q} ’

(v —b)(v +b) [Rv(v +b) — aa,(v— b)}
a, = — . (3.24)
[RTv2(v + b)? — aa(2v + b)(v — b)?]

Para mayor detalle, ver el apéndice D. De acuerdo con la clasificacion de
Ehrenffest, las transiciones de fase de segundo orden tienen lugar en los pun-
tos donde los coeficientes ., y «, divergen, es decir, los puntos que cumplen
con la ecuacion,

ac(2v + b)(v — b)* — RT(v +b)* = 0. (3.25)

Las figuras 2.2 muestran a s, y , como funciones de la temperatura 1"y
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los puntos donde tienen lugar las transiciones de fase de segundo orden para
el gas de helio 4 (1.4°K) .

0.0008+ 307
0.00064
204

K, 0.0004 o

0.0002

-0.0002

-0.0004

-0.0006

-0.0008 - -30-

Figura 3.2: Compresibilidad Isotérmica k,, (izquierda) y coeficiente de expansién
térmica «, (derecha) como una funcién de la temperatura 7' con R = 8.314J K -1

RQT% RT, . 4
a =0.42748 PCC ,b= 0.0866413—: y los valores para el gas Helio: (*H): T,, = 5.3K,

w=—0.387 y P, =0.23 x 1062 [41][42).

Por otra parte el Helio 4 presenta una conducta tnica a bajas temperat-
uras (préximas a 4 °K). Cuando esta substancia, en la fase vapor, se com-
prime exotérmicamente a temperaturas comprendidas entre 5.25°K y 2.18YK
se condensa en una fase liquida llamada He I. Pero si se reduce mas dicha
temperatura resulta una fase distinta, también liquida, llamada He II. Por
tanto la transicién de fase encontrada se encuentra en dicho intervalo [43] [?].
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3.5. Inestabilidad

De acuerdo con la seccién 2.8 el sistema termodinamico de gas real mod-
elado por la funcién fundamental de SRK sera estable si cumple con las
siguiente condiciones,

92 fSRK 825‘;’;’{ 82(1;5;“ . [828);'?;’( ]2 92 fSRK
W>O, ngSRK L >0, W>O'(3'26)
T2

Utilizando la expresién (3.20) obtenemos explicitamente los siguiente valores
para la relaciones (3.26),

w 9T akpa,, In (%) ~Shulb -

SCy = 9T v) >0, (3.28)

Rb(v — b)2(v + b)?2 [QTaaTT In (%b) - 3Rb}

g = kB{ [2TaaTT In (%”) - 3Rb] [TRb(v +b)? — aa(v — 5)2] _

— 2T(v—b)? [aaT (v —b) — Rb(v + b)} 2} , (3.29)

]CBRbT(U + b)2 - ]CBCLa(’U — b>2

5Cs Rb(v — b)%(v + b)?

>0, (3.30)

donde los subindices T" indican derivada con respecto a la temperatura y
estdan dadas por las expresiones

_ _ AE
a = [1+ﬁ<1— —C)} , (3.31)

Ay = %[E+ TiTC] (3.33)
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¥

3 =0.480 + 1.574w — 0.176w?. (3.34)

La figura 3.3 muestra un andlisis numérico de los criterio de estabilidad
para el caso del gas de Helio (*H).

4.x 10721

SC

100/ 200 300 400 500 100 /200 300 400 500
Lx 10721 S2.x10-2 T S2.x10°2 T
-4.x 107224 -4.x 107224
0 T . ,

( 100 T 200 300 —6.X10'Dj ~6.x10-224

SC

Figura 3.3: Criterios de estabilidad SC} (izquierda), SC (centro) y SC3 (derecha),

5

R2TZ
P
b= 0.086641;3i y los valores para el gas Helio (*H): T,, = 5.3K, w = —0.387 y

C
P, =0.23 x 1062 [41][42).

como una funciones de la temperatura 7' con R = 8.314JK !, a = 0.42748

En estas graficas se puede observar que hay valores criticos que separan
los estados estables de los no estables del sistema termodinamico. Es decir,
el gas helio 4, de acuerdo con el modelo de SRK, no siempre es estable. Los
valores critico de temperatura para el caso particular del gas (*H) son:

Ty = 22.17268647 K, Ty = 137.5889525 K, Ty = 165.2482498 K .
(3.35)

Estas temperaturas puede ser consideradas como como valores critico donde
tiene lugar transiciones de fase.

Por tanto, este analisis termodinamico nos indica que mediante el modelo
de SRK es posible determinar la estabilidad de los gases reales estudiados,y de
esta manera poder encontrar puntos criticos donde puede haber transiciones
de fase diferentes de las que se puede encontrar con el criterio de Ehrenfest.



Capitulo 4

Geometrotermodinamica

4.1. Introduccion

En este capitulo, presentaremos el formalismo de la Geometrotermodindmi-
ca (GTD) [18]. Describiremos sus propiedades fundamentales y mostraremos
como describe geométricamente las propiedades de un sistema termodinami-
co como son la interaccién termodindmica y las transiciones de fase.

4.2. Espacios en GTD

La Geometrotermodinamica se basa en dos variedades Riemannianas, de
las cuales una es subvariedad de la otra. A la primera variedad conside-
rada se le da el nombre de espacio fase, y la denotaremos con la letra 7.
Esta variedad tiene coordenadas Z4 = {®, E% I*} con a = 1...n, mediante
las cuales se pueden definir diferentes cantidades geométricas. La primera
de ellas se conoce como la uno forma de Gibbs y se escribe de la siguiente
manera;

O =d® — 5 I"dE", (4.1)

donde 4,4, es la delta de Kronecker. La siguiente cantidad geométrica que se
define es aquella que permite medir distancias en esta variedad, y que le da
su caracteristica Riemanniana, a esta métrica se le denota con la letra G. El
conjunto de elementos 7', © y G reciben el nombre de variedad Riemanniana

31
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de contacto, y representa una estructura auxiliar necesaria para implemen-
tar de manera consistente las propiedades termodinamicas del sistema en
estudio. Es en este espacio donde se incorpora la invarianza de Legendre al
solicitar que su coordenadas Z# cumplan con las transformaciones (2.20), ver
apéndice C. La figura 4.1 muestra esquematicamente la variedad Riemanni-
ana de contanto con sus componentes.

Pt = e
S
e Y Y
_ ool A 9
g~ PR <5
- o o ),
pr- Qv
- > X» &g, o A N
3 taSad v & > <~ N
4 PR s = = . b
s W v~ \
| ~\ (S . o7 3
v —d
% P o
\ o G - i
; € ”
\\ w\;';’é \oog‘é’
\ > 4
i\ &/ d
\ &
‘\ P~ ’
S 7 -

Figura 4.1: La figura muestra esquematicamente la variedad Riemanniana de
contacto

El siguiente ingrediente que formaliza la GTD es una variedad Rieman-
niana &, que es un subespacio del espacio 7. Esta nueva variedad £ recibe
el nombre de espacio de estados de equilibrio termodinamico, debido a que
es en esta variedad donde los sistemas en equilibrio termodinamico existen
y sus propiedades pueden ser investigadas. Otro punto a destacar dentro de
este formalismo es la manera de pasar o proyectar elementos del espacio 7
al espacio £. Para ello se define una funcién o mapeo ¢ como

p:&E—T, (4.2)

de tal manera que existe la funcion pullback ¢* que proyecta o mapea ele-
mentos del espacio cotangente de 7 al espacio cotangente de £. En el caso
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de la uno forma de Gibbs (4.1) tenemos que en GTD se debe cumplir

¢ () =0, (4.3)
lo que implica que
" (©) = ¢ (d® — 6, 1"dE"),

= d® — 5, I°dE",
0, = d®=5,["dE". (4.4)

La ecuacién (4.4) se identifica con la primera ley de la Termodindmica e
implica las siguientes condiciones de equilibrio termodinamico.

0P b

W = 5abI 5 (45)

Por otra parte si proyectamos la métrica G del espacio 7 al espacio de
equilibrio termodinamico £ obtendremos,

¢ (G) =0y, (4.6)

La figura 4.2 esquematiza la proyeccion del espacio 7 al espacio £

4.3. Meétricas en GTD

Al incorporar la invariancia de Legendre en la estructura geométrica del
espacio fase y en el espacio de estados de equilibrio termodinamico, se logra
que los resultados obtenidos en GTD no dependan de la eleccion del potencial
termodinamico o ecuaciéon fundamental usado para su descripcion.

El punto de partida en GTD es construir una métrica invariante de Leg-
endre en el espacio 7 y proyectarla al espacio de equilibrio termodinamico
para obtener una métrica igualmente invariante de Legendre en £ [18]. Esta
sera de la siguiente forma:

g = gabdxadxb s (47)
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Figura 4.2: Espacio fase 7 y espacio de equilibrio termodindmico £

donde las £ son las coordenadas en £, y g, son las componentes de la métrica
que, en general, son funciones de las coordenas x®. Por consiguiente, el espacio
de estados de equilibrio termodinamico se convierte en una variedad Rieman-
niana, cuyas propiedades geométricas se relacionan con las propiedades del
correspondiente sistema termodindmico que se esté estudiando.

Los objetos geométricos mas importantes en una variedad Riemanniana
son los simbolos de Christoffel, que se definen por

1 Ogap | OGea  Oge
racz—ad< - ) 48
be =99 9z T 9zb  Bad (48)
y el tensor de curvatura
ar+ [0)
Rpeq = L v T T — Tl ) (4.9)

ox¢ Oxd
los cuales seran utilizados a lo largo de la tesis para investigar las propiedades
del espacio de estados de equilibrio.

Ademas del tensor de curvatura, también es posible construir el tensor de
Ricci
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Rab - QCdRacbd 5 (410)

y el escalar de curvatura

R=g"Ry. (4.11)

En GTD, el tensor de curvatura es una medida de la interaccién ter-
modinamica, es decir, si el tensor de curvatura es cero indicaria la ausencia
de interaccian termodindmica, y seria diferente de cero para sistemas con
interaccién termodinamica. Por tal motivo, la curvatura en el espacio de es-
tados de equilibrio termodindmico se llama Curvatura termodindmica. En
este trabajo utilizaremos las siguientes métricas,

2
Gl = (dcb—[adEa) + (6 BT (Soad E°dI?), (4.12)

2
G = (A0 — 1dE") + (B I)(nad EdI), (4.13)

ambas métricas son invariantes ante transformaciones totales de Legendre
[25]. Si proyectamos las métrica (4.12) y (4.13) al espacio de equilibrio ter-
modindmico £ [44], se obtiene la siguientes métricas

0o 9*P
I a c d
g = (E a) ( ————dEdE ) : (4.14)

(G

. , 0 2
QO (GII) - gII — (E aEc) (nabéb WdE dEd> 5 (415)

donde d,, = diag(1,1,...,1) y ne = diag(—1,1,...,1) y & = Ecggc es la
identidad de Euler.

La métrica (4.14) y (4.15) quedan completamente determinada si el po-
tencial termodinamico ® es conocido. Por tanto, la GTD puede ser aplicada
a cualquier sistema termodinamico donde ® pueda ser especificado. En esta
tesis aplicaremos lo expuesto en este capitulo a los gases reales descritos por

el modelo de SRK.




Capitulo 5

GTD del Gas de
Soave—Redlich—Kwong

5.1. Introducciéon

En este capitulo aplicaremos la GTD al gas real descrito por la ecuacién
fundamental de Soave-Redlich-Kwong. Calcularemos sus métricas termodinami-
cas y analizaremos sus propiedades termodindamicas mediante la geometria
que se obtiene de éstas.

5.2. La métricas del gas de Soave—Redlich—
Kwong

Para calcular la métricas del gas real de Soave—Redlich—-Kwong vamos a
considerar la energfa libre de Helmholtz (3.20). Para el espacio fase vamos a
considerar una variedad Riemanniana de cinco dimensiones con coordenadas

ZA:{fSRK7T7U7_S7_p}' (5'1)

Con estas coordenadas la uno forma de Gibbs esta dada por la ecuacion:

O = df ¥ + sdT + pdv . (5.2)

Con esta informacién las métricas del espacio 7 (4.12) y (4.13) toman la
forma

36
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G' = ©%+ (Ts+vp)(—dTds — dvdp), (5.3)

G"' = O+ (Ts+vp)(—dTds + dvdp) . (5.4)

Ahora, proyectamos la uno forma de Gibbs (5.2) al espacio de equilibrio
termodindmico £ y aplicamos la condicién (4.3) para obtener la ecuacion:

dfSEE = —sdT — pdv . (5.5)

La ecuacién (5.5) es equivalente a la primera ley de la Termodindmica e
implica las siguientes condiciones de equilibrio termodinamico:

8fSRK 8fSRK

—8 =

(5.6)

or '’ p= ov

Proyectando las métricas (5.3) y (5.4) o calculando directamente la rela-
ciones (4.14) y (4.15) se obtiene la siguientes métricas termodinamica:

SRK SRK SRK
;o sex[OPf o O 2 f )
Yor = [ [ ST + 2 dTdv + — dv], (5.7)
RK anSRK a2]{.5RK
II _ s _ 2 2
I A e (5.8)

Para calcular explicitamente los coeficientes de las métricas (5.7) y (5.8)
utilizamos la ecuacién fundamental (3.20), con la cual obtenemos, para las
segundas derivadas,

9 pSRK _
0 f _ ]{TB(ICYTT In v+ b _ 3]{53 7 (59)
oT? Rb v 2T
anSRK _ /{ZBCLET _ kB (5 10)
OT v Rb(v+0b) (v—=0)" '
9 pSRK —
0 f _ k’BT kBaa (511)

o2 (v—0)2  Rb(v+b)?’
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con foK dada por la expresion (3.20) y los subindices T indicando derivacién
con respecto a la temperatura 7', considerando la ecuacién (2.13) tenemos
que,

a, =0 : 12
OéT ﬁ TTC (5 )
_ B |- a
= — — 5.13
También es posible mostrar que se cumple con la identidad de Euler:
SRE o fSRK o fSRK
=T ) 5.14
/ oT v ov ( )

5.3. Curvatura del gas de SRK

En esta seccion calcularemos los escalares de curvatura RéTD y RéIT , de
los espacio de equilibrio termodindmico £7 y £ descritos por las métricas
(5.7) v (5.8). Esto lo haremos mediante la expresién (4.11)y el programa

algebraico de computacion Maple 18.

5.3.1. Curvatura R!

GTD

Utilizando la métrica (5.7) y el programa algebraico de computacién

Maple 18, obtenemos la siguiente expresién para escalar de curvatura RéTD:

Rl _ 2R2b2T (v — b)2 (v + b)2RI(T, v)
GTD —

fSRK{ [zTaaTT In ( “jb) - 3Rb} [TRb(v +b)2 — aa(v — b)Z} — 2T (v — b)2 [aaT (v —b) — Rb(v + b)} 2}2

(5.15)

donde R! es diferente de cero en aquellos puntos donde el denominador se

hace cero, y es demasiado extensa para escribirse en forma compacta. Para
analizar el comportamiento de este escalar de curvatura hacemos un analisis
numérico. La figura 5.1 muestra como cambia el escalar de curvatura Ré o
con la temperatura 7' y el volumen v.
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J i1
GTD -4.x 1™
-5 .

—6.% 10

-7.% 147"

R

-8.% 10

20 1 mn-

Tm{: e gz oe 06 08
v

1

Figura 5.1: Escalar de curvatura R:}:j como funcién de la temperatura 7'y

5
el volumen v con R = 8.314JK~ !, a = 0.42748R;T"g7 b= 0.086641';i y los
C C
valores para el gas Helio:(*H): T, = 5.3K, w = —0.387 y P, = 0.23 X 106%
[41][42].

Un comportamiento mas detallado del escalar de curvatura Rém lo pode-
mos llevar a cabo considerando un volumen constante, como lo muestra la
figura 5.2. En estas graficas podemos observar que tenemos dos singulari-
dades, una de ellas corresponde al valor de la temperatura para el cual la
energia libre de Helmholtz es cero y por tanto esta singularidad no tiene
interpretacion fisica (gréfica de la izquierda). La segunda singularidad corre-
sponden a una de las temperaturas critica (7, = 137.5889525 K') encontradas
al analizar los criterios de estabilidad, seccién 3.5 (grafica de la derecha). En-
tonces de acuerdo con la GTD, estas singularidades de curvatura corresponde
a transiciones de fase de primer orden, ya que la métrica que se utilizé para
calcular el escalar de curvatura es la que detecta dicho orden de transicién

de fase.
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Figura 5.2: Escalar de curvatura RéTD como funcion de la temperatura T,
en los intervalos donde se encuentran las singularidades. Para estas graficas

23
hemos considerado: R = 8.314JK !, a = 0.42748RPTC , b= 0.08664133i y los
C C
valores para el gas Helio:(*H): T, = 53K, w = —0.387 y P, = 0.23 x 106%
[41]]42]. .

5.3.2. Curvatura RL

GTD

Utilizando la métrica (5.8) y el programa algebraico de computacién

Maple 18, obtenemos la siguiente expresion para escalar de curvatura RéfT o

1 2R T v (v — b)* (v + b)ARI(T, v)

= 2
ki, fSRK [QCLTETT In (”%{b) + 3Rb] [aa(b —0)2(b+2v) — RTv?(v + b)?

GTD 2

(5.16)

donde R!! es diferente de cero en aquellos puntos donde el denominador se
hace cero, y tiene la forma,

RY(T,v) = N1(T,v) + No(T,v) + Ns(T,v) + Ny1(T, v),

donde,
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20kp’a,.. | aa v+b 3 T aa(3v? + 3vb + b?)
T _ T TT 9
N{(Tv) vR(v+0b) | Rb n( v >+2T b—0P T RAWw+D? |
_ kg? ad,,  (v+b 3
Mo(Tv) = CVIR2(v+b)4(v — )| Rb n ( v >+ﬁ
2
X [aaT(b—U)(b2+bv—2v2)+Rv2(b+v)2 ,
kpa? T aci, (b + 2v)
T,v) = ~ %z
Ns(T'v) v2R2(v+b) (b—v)2  Ru2(v+b)?
aa(b+ 2v) T aa, (b + 2v) 1
Tv) = - r -
Na(T'v) Bl R2w 02 (-0 ||R2w+02  (b-0)2| "

X

9

WOrry ) (v + b) 3
Rb v 2712

en estas expresiones el subindice 7" indica derivada con respecto a al temper-
atura T'. Explicitamente estas cantidades son:

— «

_ P a

Crp = _T 6 + TTC (518)
33 [F . [a

Crer =~y o + T (5.19)

junto con la ecuacién (2.13). Este resultado indica que para los gases que
cumplen con el modelo de Soave-Redlich-Kwong existe interaccion termodinami-
ca, puesto que la curvatura es distinta de cero, como se espera para un gas
real.

Ahora bien, de acuerdo con la clasificacién de Ehrenfest [17] (seccién 2.8)
tendremos una transicién de fase de orden n en los puntos donde las derivadas
de ese orden presenten divergencias o discontinuidades. En el modelo del gas
real de Soave-Redlich-Kwong, de acuerdo con la ecuacién (5.16), el escalar
de curvatura RS;L: presenta singularidades en los puntos para los cuales se
cumplen las ecuaciones siguiente:
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fRE =0 (5.20)

af |= @\ v+b
T 6+<ﬁ> m( . >+3Rb = 0, (5.21)
aa(b—v)*(b+2v) — RTv*(v+b)* = 0, (5.22)
(5.23)

donde hemos utilizado la ecuacién (5.18). Analizando estas ecuaciones obser-
vamos lo siguiente:

1.

Los puntos (7, v) que cumplen la ecuacién (5.20) son aquello para los
que no existe la ecuacién fundamental y por tanto tampoco una métrica
termodinamica. Por tanto las soluciones a esta ecuacion no se pueden
concsiderar como fisica.

Los puntos (T, v) que cumplen la ecuacion (5.21) se encuentran en el
campo de los ntimeros complejos, o podemos decir que no tiene solu-
cién en el campo de los nimeros reales, por tanto, tampoco se pueden
considerar como fisicos.

Los puntos (7', v) que cumplen la ecuacién (5.22) puede tener soluciones
en el campo real, y estos puntos son donde tiene lugar las singularidades
que, de acuerdo con la GTD, tendran una interpretacién fisica.

La figura 5.3 ilustra el comportamiento de la curvatura para el gas de

Helio 4. En esta grafica se puede apreciar la tinica singularidad fisica de este
escalar. La Figura 5.4 muestra la curvatura como funcién de la temperatura.
En esta grafica se puede observar la temperatura a la que tiene lugar la
singularidad del escalar para el caso particular del gas helio 4.

De este andlisis podemos concluir que la variedad de estados de equilibrio

termodinamico para gases reales representados por el modelo de SRK pre-
senta singularidades de curvatura que puede representar caracteristicas fiscas
de estos sistemas termodinamicos.
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Figura 5.4: Escalar de curvatura R__  como una funcién de la temperatura

23

T con R = 8314JK~!, a = 0427482512 — 0.0866475< y considerando
C C

los siguientes valores para el Helio: (*H): T,, = 53K, w = —0.387 y P, =

0.23 x 10525 [41][42).




Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se estudio la Geometrotermodindmica (GTD) de los gas-
es reales modelados por la ecuacién de estado de Soave-Redlich—Kwong.
Para poder llevar a cabo este propdsito fue necesario deducir el potencial ter-
modinamico que describe este sistema fisico y utilizar las métricas de la GTD
que son invariantes anter transformaciones totales de Legendre. El trabajo
realizado durante esta investigacion nos ha permitido llegar a las siguientes
conclusiones y resultados:

1. Es posible obtener la ecuacién fundamental o potencial termodinamico
de un sistema termodinamico a partir del conocimiento de sélo una
ecuacién de estado mediante la aplicacion de un principio de corre-
spondencia que permita, bajo consideraciones particulares, recobrar la
ecuacion fundamental o potencial termodinamico del sistema més sim-
ple, el gas ideal. Esto se mostrd en la seccion 3.3

2. Parallevar a cabo un estudio fisico adecuado de un sistema termodindmi-
co es necesario verificar que exista consistencia en las unidades fisica de
las cantidades a utilizar en dicho estudio. En nuestro en el apéndice A
se verifico que el potencial termodinamico estuviera dado en la inidades
adécuadas.

3. Se calcularon la capacidad calorffica CSE el coeficiente de expansién

térmica @, y el coeficiente de compresibilidad isotérmica x, para los

gases reales modelados por la ecuacién de estado de SRK. Ecuaciones

(3.22), (3.23), (3.24) y el apéndice D.

45
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Se estudio la estabilidad de los gases reales descritos por la ecuacion de
estado de SRK, seccién 3.5, encontrandos que existen valores criticos
que separan los estados estables de los no estables, , ecuacién (3.35).
Por tanto concluimos que mediante el modelo de SRK es posible de-
terminar la estabilidad de los gases reales estudiados, y de esta manera
poder encontrar puntos criticos donde puede haber transiciones de fase,
puntos que pueden ser diferentes de las que se puede encontrar con el
criterio de Ehrenfest.

La informacién termodinamica de los gases reales descritos por la ecuacién
de estado de SRK se geometriza mediante una variedad Riemanniana
de estados de equilibrio £ definida a través de la métricas invariante de

Legendre (5.7) y (5.8).

Las métricas (5.7) y (5.8) describen correctamente la interaccién ter-
modinamica de los gases reales descritos por el modelo de Soave—
Redlich—Kwong al encontrarse que sus respectivos escalares de curvatu-
ra, (5.15) y (5.16), para este modelo, son diferentes de cero.

Modelo de Soave—Redlich—-Kwong

Termodinamica Geometrotermodinamica

Si hay interaccién termodindmica | El escalar de curvatura es diferente de cero

7. Las transiciones de fase de primer orden de los gases reales descritro por

el modelo de SRK estan representadas por singularidades del escalar
de curvatura (5.15).
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8. Las transiciones de fase de segundo orden de los gases reales descritro

por el modelo de SRK estan representadas por singularidades del es-
calar de curvatura (5.16).

Modelo de Soave—Redlich—-Kwong

Funciones de respuesta

Escalar de curvatura

«

_ (web)(wth) [Rv(uﬁ»b)faaT (v7b>]

P [RTv2(v+b)2—aa(2v+b)(v—b)2]

_ v(v+b)2 (v—>b)2
Kp =

[RTv2<v+b>2—aH(2v+b)(v_b)2]

RII

GTD

2R D2 T2 0 (v=b)* (v+b)* R (T,v)

2
kL fSRE [zaTaTT In (UT“’) +3Rb] [&a(b—v)2(b+2v)—RTv2(v+b)2

2

Finalmente, podemos concluir que el formalismo de la Geometroter-
modinamica, que tiene como bases fundamentales la Geometria Difer-
encial y la Invariancia de Legendre, es consistente para analizar gases
reales descritos por el modelo de Soave-Redlich-Kwong.




Apéndice A

Sistema Internacional de
Unidades (SI)

En el SI, las variables y constantes que se utilizaron en este trabajo tienen
las siguientes unidades:

» Energia libre de Helmholtz F"

[F} = Joules. (A1)
U
= Volumen v:
_ 3

[v} . metro” . (A.2)

= Presién p:
N

[p] U metro? (4.3)

= Temperatura 7"
[T} = Kelvin = K . (A.4)

48
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Entropia s:

B Joule

MU_ . (A.5)

Constante de Boltzman kp = 1.3806504 x 10723 Zeules.

Joules

[k;B}U: = (A.6)

Constante universal de los gases R = 8.314JK ~'mol~!:

[R} = I (A7)

27 2
RT,,
e

Constante de los gases reales a = 0.42747

RQTQ J2K_2K2 J2 2
M — [ C} - -2 (A.8)
U P, lu Nm—2 N
Constante de los gases reales b = 0.08664%:
RT¢ JK'K J Nm
| =[] KK TN
[ U Po lu Nm—2 Nm=2 Nm2 mn (A-9)
La masa m
[m] = Kg. (A.10)
U

La constante de Planck A

[h}U —J-s. (A.11)
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Ahora bien, la expresién explicita de f%¥ para el modelo de Soave-

Redlich-Kwong es

FSRE — _puTn (v . b) +

kBaa(T) I (’U -+ b> _ 3kBT n QkaBT
Rb v 2 h?

(A.12)

la cual se puede poner en la forma:

3 2rmkgT kpaa(T) v+b
SRK _ _ 2 B B
f = k:BT{ln(U b>+2ln< 2 >}+ 2 ln( ” )

(A.13)

fSRK = —k'BThl

n kBCg)(T) n <U + b>

() (2t

Entonces, de acuerdo con las convenciones de las unidades antes men-
cionadas, tenemos que

(%

(A.14)
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Entonces, de acuerdo con (A.15), las unidades de f57 son:

_ 3
2rmkpT \ *
[fSRK] = — kT In [(v — b) <7h2B ) +
U : U U
kpaa(T) v+0b
+ Rb In< v )

U
3

() (5t )

[fSRK] — k?BT

n kBaa(T) v+b
Rb )
= U U
_ - 3
SRK — Jlm3 kgJ \° J m®
! N m J2s2 + m3
- U
kg :
fSRK = J m3 ﬁ) —|—J
Ju s
2
+J

SRK
f

|
- i (

|

<

A P )5 J
- m Kgm?2 s? +
4 U 52
- - - 3
1 2
IR =g m? W) +J
! v !
[ sk ] (1
FIRE = Jm?’(ﬁ) +J
L _U L
R =TT =1J

- U

Por tanto la energfa libre de Helmholtz %K tiene como unidades
Joules ( J ), como lo indica la Termodindmica cldsica.



Apéndice B

Funcién de particién para el
gas ideal

1

De acuerdo con [39] la funcién de particiéon para N = 1 ' se obtiene

mediante la expresion:

1 o0 oo S p 2+p 2+p 2
7 — ~ [ [— = T O } Ldpydp.

h3 dr/_m /_oo /_oo o ol | PPz

_ L/“/“’/mexp[_ P’
h3 —00 J—0c0 J —00 kaBT
8u [ P’ > Py’ ]/“’ [ o ]

= — — — - dp.dp,dp. ,
A eXp[ zmk;BT} /0 eXp[ omkpT) J, P LT 2mkgr] PrPvP
Surl 1 1

= h—z [5\/27rkaT} [5\/27rmk:BT} [5\/27rkaT} ,
v

3
- = (27rkaT> ?

3
2 T\*
- 1;(7”7;#) . (B.1)

Por tanto, la funcién de particiéon para un sistema N particulas no distin-
guibles que no estan interactuando (gas ideal) estd dada por la expresion,

2

2
. Dy :| |:_ Yo :|
}eXp[ kT ) P | ™ 2T ) P Pyp=
2

1P4gina 170 de [39]

02
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u , (B.2)

de donde obtenemos,
3N

zN N [ 2rmkgT H

También de la mecdnica estadistica sabemos que la energia libre de Helmholtz
I esta dada por la expresion

F=-Nk,TlhZ, (B.4)

donde £, representa la constante de Boltzman y Z a la funcién de particion.
Entonces, para el caso del gas idel, sutituyendo la funcién de particién (B.3)

en la ecuacién (B.4) obtenemos la energia libre de Helmholtz para el gas
ideal.

Fi - —NkBTlll ’L]V
N' ’
3N

N [ 2rmkgT H
Vil —r

= —k,T'ln

)

w

2rmkgT \
= —N@TlmHJn<I%;L>
Por tanto,
‘ 2rmkgT
Fil — Nk T |y + o | 22000 ] (B.5)
2 h?
de donde obtenemos la densidad,
. 2rmkgT
f”:—@Thw+gm<l%%L> (B.6)




Apéndice C

Invariancia de Legendre

C.1. Potenciales Termodinamicos

Consideremos la transformacion de Legendre para los potenciales ter-
modindmicos y las métricas[48]

d=o—0yEl" ; EFF=-I' . EI=F; I'=F; =D (Cl)
Donde i | ] j es cualquier disposicién de conjuntos ajenos de indices {1, ...,n},
y k,l,=1,...,i. En particular, para i = {1,...,n} e i = &, se obtiene la
transformacién total de Legendre y la identidad, respectivamente. Vamos a
mostrar qué significa esto a través de un ejemplo.
Consideremos las variables U, S, V., T' y p. Entonces, la transformacién
de Legendre sera

<U757V7T7p)—>(0757V7T7]5)7 <C2)
con las siguientes posibilidades:

» Transformacién de Legendre parcial: ¢ = {1} , j = {2}, iJj = {1,2}
y k, | = {1}, entonces

o= {svh 1=
{ .

o4
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entonces,
b—d- B =  U=0,-38T, (C.4)
y
El _ _il = S = _T’
E? = E2 = V=V, (C.5)
I’ = FE! = T=2=5
P =1 = —p=—p

Usando las relaciones (C.5) en (C.4) obtenemos,

U:m+T(—@, (C.6)

de donde obtenemos

U,=U-TS. (C.7)

Si definimos Uy = F, obtenemos la energfa libre de Helmholtz:

F=U-TS. (C.8)

» Transformacién de Legendre parcial: ¢ = {2} , j = {1} ,i(j =0y
k, 1 = {2}. Entonces,
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entonces,
d =0 — £ = U=U,+Vp, (C.10)
y
E? = -] = V=5,
E' = E = S=2, (C.11)
I’ = E? — —p=V,

Usando las relaciones (C.11) en (C.10) obtenemos

U:(?2+(—p)v, (C.12)

de donde obtenemos,

Uy=U +pV. (C.13)

Si definimos Uy = H, obtenemos la entalpfa:
H=U+pV. (C.14)

» Transformacién de Legendre total: i = {1,2} , j=0,iJj={1,2} v
k, 1 ={1,2}, entonces

d = U . D =1Us, (C.15)
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entonces,

d=0— E'T— BT = U=Us—ST+Vp, (C.16)

E' = - = S=-T,
E? = —]? = V=5, (C.17)
I' = FE! = T=2,
I? E? = —p=V
Usando las relaciones (C.17) en (C.16) obtenemos
Ung—T(—S)—{—(—p)V, (C.18)
de donde obtenemos,
Uy=U—-TS+pV, (C.19)
si definimos U; = G, obtenemos la energfa libre de Gibbs:
G=U-TS+pV. (C.20)

» Identidad: i =0, j ={1,2} ,ilJj ={1,2} y k, I = 0, entonces

E* = {S,v} : I“z{T,—p}
E* = {g,f/} ; f“Z{Tﬁﬁ}
d = U : d=0,, (C.21)

entonces,
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d=2a = U =Uy, (C.22)
Y

E' = E! = S=25,

E? = E? = V=V, (C.23)

I I = T=T,

r=r = -p=-p

C.2. Meétrica GTD

Consideremos la invariancia ante transformaciones totales de Legéndre,
esto es,

d=—06yEFI' . E'=-T' : I'=FE', (C.24)

con

Primero mostremos la invariancia de la uno forma O:

O = dd — §,I%E",
- d[é — 5klékil] — Sl dE
= dd — S ErdI' — 6 I'dE* — 6, IFdE" .
(C.26)
Aplicando (C.24) obtenemos

O = dd — syErdl' — o I'dE" — 6 Erd(—1"),
= d® — §u BRI — 6y I'dEF + 6 E*dI,
= d® — 6y I'dE",
— 6. (C.27)
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Por tanto, la uno forma es invariante ante una transformacion total de
Legendre.

C.2.1. Métrica G!

Vamos a mostrar que la métrica G' es invariante ante una transformacion
total de Legendre.

Gl = O+ (B I")(6.qd ECdI?)
— @2+<6k1E’“ )(5k dEkdIl> (C.28)

Aplicando (C.24) obtenemos

Gl = 24 [5141 E][(Skld M dE’}

= &+ (8ulE') (budl*dE')
= 0+ (6ul*B) (Guadl*dE"),
_ A (C.29)

Por tanto, la métrica es invariante ante una transformacion total de
Legendre.

C.2.2. Métrica G!!

Anélogamente:

Gl = ey <6abE“I”> (ncddECdld> ,
— ey <5klEkﬂ> (nkldEkdﬂ> . (C.30)

Aplicando (C.24) obtenemos
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Gl = &2 +[5k,( i)Eanld(—fk)dEl],
- (5klkal)( dikdEl),
— 024 (5 ]“Eb> (ncdd[CdEd>
= G, (C.31)

Por tanto, la métrica es invariante ante una transformacion total de Leg-
endre.



Apéndice D
Calculo de k. y o

De acuerdo con la Termodinamica clasica, el coeficiente de expansion
térmica o, y el coeficiente de compresibilidad isotérmica x,. estdn definidos

CcOo1mo
ot 50), -2, o
o), G, o

%. Para calcular los

porque hemos considerado el volumen por mol v
coeficientes «,, y k, utilizaremos la siguiente ecuacion de estado:

RI'  aa(T) (D.3)

L— v(v+0b)

= Para calcular el coeficiente o derivamos de manera implicita la ecuacién
de estado (D.3) con respecto a 7', manteniendo la presién p constante,

de la siguiente manera:

)

orT

o _
or v—>b v(v+b)

p

) (RT aa(T) >

p

61
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APENDICE D. CALCULO DE k, Y a,,

de donde obtenemos

Ro(v+b) —at,(v—b)

O = T oW

| Ov | | RTv*(v+b)* —aa(2v + b)(v — b)?
or v2(v —b)%(v + b)? ’
(D.5)
despejando [g—ﬂ de (D.5) obtenemos,
gu] (v —"b)(v+b)|Ro(v+b) —aaT(v—b)]
—| = — : (D.6)
or [RTv2(v + b)? — aa(2v + b)(v — b)?]

P

Entonces, de acuerdo con (D.1), el coeficiente de expansién térmica
tiene la siguiente forma:

B (v—="0)(v+b)|Rv(v+b) —aa,(v—10) b
T TRT (0 +b)? —aa(2v + )0 —0)2] (D7)

Para calcular el coeficiente x,. derivamos de manera explicita la ecuacién
de estado (D.3) con respecto a v, manteniendo la temperatura 7" con-
stante, de la siguiente manera:

dp| |0 ( RT aa(T)
[%] B [8@ <v —-b w(v+ b)) (D-8)
Realizando las operaciones llegamos a la expresion
Bp [ — RTv?*(v + b)* + aa(2v + b)(v — b)Q}
w| 20+ b0 —b)? (D-9)
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Considerando la siguiente propiedad de las derivadas parciales:

ov

ov 1
[a_p]T _ rap] , (D.10)

sustituyendo la ecuacién (D.9) en la ecuacién (D.10) obtenemos

% _

[81}] _ v (v +b)*(v —b)? ‘ (D.11)
- [— RTv?(v + b)? 4+ a@(2v + b) (v — b)?

Utilizando esta expresién en la relacién (D.2) obtenemos el coeficiente
de compresibilidad isotérmica .

. v(v+b)%(v — b)?
" RT0(v + b)? — aa(2v + b)(v — b)?

(D.12)

De acuerdo con la clasificacién de Ehrenfest, las transiciones de fase de
segundo orden ocurren donde las segundas derivadas de la energia libre
de Gibbs G divergen. Considerando la primera ley de la Termodinamica,

dG = —sdT + vdp, (D.13)

que implica las siguientes condiciones de equilibrio termodinamico:

~ [ad]
~ Jag]
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Sustituyendo la relacién (D.15) en las ecuaciones (D.1) y (D.2) para

o, y K, obtenemos
0
— D.1
T p

1{ 0 |0G
HT:_5<a_p [a—p] ) : (D.17)

Por tanto «,, y k., son segundas derivadas de la energia libre de Gibbs,
por lo cual sus divergencias implicaran transiciones de fase de segundo
orden.

G
dp
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