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Veremos distintas maneras de describir algebraicamente a los enteros p-ádicos. En el capítulo
uno presentamos las nociones básicas para poder desarrollar la teoría que nos ayudará en la
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Se define el anillo de los enteros p-ádicos; como el anillo de endomorfismos de Zp∞ , la cápsula
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Se dan otras caracterizaciones algebraicas y se indican algunas de las propiedades interesantes
de Zp∞ .

vii



Índice general

Agradecimientos IV

Dedicatoria VI

Prólogo VII

Índice general VIII

1. Nociones básicas 1
1.1. Grupos divisibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2. El producto cartesiano de una familia de grupos . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2. Los enteros p-ádicos 29
2.1. Valuación p-ádica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.2. Los enteros p-ádicos como límite inverso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

Conclusiones 47

Bibliografía 48

viii



Capítulo 1

Nociones básicas

1.1. Grupos divisibles

Definición 1 Un grupo abeliano G es divisible si ∀a ∈ G, ∀n ∈ Z+ existe x ∈ G tal que
a = nx.

Ejemplo 1 Sea el grupo aditivo de los números racionales: (Q,+). Claramente si α ∈ Q,
entonces α = a

b
con a, b ∈ Z y b 6= 0, luego para n ∈ Z+ tenemos n

(
a
nb

)
= a

b
así que existe

x = a
nb
∈ Q tal que α = nx, por lo tanto Q es divisible.

Observación 1 Si f : G −→ H es un homomorfismo de grupos, entonces:

1. U subgrupo de G implica que f (U) es un subgrupo de H.

2. V es un subgrupo de H, implica que f−1 (V ) es un subgrupo de G.

3. la imagen de f es un subgrupo de H.

4. f−1 (eH) es un subgrupo de G llamado el núcleo de f .

Demostración. 1. Como eG ∈ U (U ≤ G), entonces eH = f (eG) ∈ f (U) .
Si x, y ∈ f (U) ,digamos que x = f (a) , y = f (b) , con a, b ∈ U, entonces xy = f (a) f (b) =
f (ab) ∈ f (U), ya que ab ∈ U dado que U es cerrado.
Si x = f (a) , a ∈ U, entonces x−1 = f (a)−1 = f (a−1) ∈ f (U) , ya que a−1 ∈ U.
2. f (eG) = eH ∈ V (L ≤ H), esto equivale a eG ∈ f−1 (V ) .
Si a, b ∈ f−1 (V ) , entonces f (a) ∈, f (b) ∈ L, por lo que f (ab) = f (a) f (b) ∈ V. Es decir
que ab ∈ f−1 (V ) .
Si a ∈ f−1 (V ) entonces f (a) ∈ V, así que f (a−1) = f (a)−1 ∈ V. Por lo tanto a−1 ∈ V.
3. Im (f) = f (G) ≤ H (G ≤ G).
4. Como {eH} ≤ H, entonces f−1 ({eH}) ≤ G.
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2 1.1 Grupos divisibles

Definición 2 Sea G un grupo abeliano y n un entero positivo. nG es el conjunto:

{nx : x ∈ G}.

Ahora la existencia de la solución nx = g es equivalente a escribir que g ∈ nG. Se sigue del
ejemplo 1 que α ∈ nQ.

Lema 1 Si G es un grupo abeliano, entonces G
f // G

x 7−→ nx
es un homomorfismo de grupos.

Demostración. Si x1, x2 están en G, como f (x1 + x2) = n (x1 + x2) = nx1 +nx2 y también
f (x1) + f (x2) = nx1 + nx2 entonces f (x1 + x2) = f (x1) + f (x2).

Corolario 1 nG ≤ G y {x ∈ G|nx = 0} ≤ G.

Demostración. Se sigue de los incisos 3 y 4 de la observación 1 respectivamente.

Definición 3 Decimos que un subgrupo N de un grupoM es máximo, si N es un submódulo
propio máximo de M .

Lema 2 Para un grupo abeliano M las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. M es divisible.

2. Para cada primo p, M=pM.

3. M no tiene submódulos (propios) máximos.

Demostración. 3. =⇒ 2. Supongamos queM no tiene subgrupos máximos y que pM �M,
entonces M/pM es un grupo abeliano distinto de cero, tal que p (M/pM)=(0) . Entonces
M/pM es un Z/pZ-módulo, pues se puede comprobar fácilmente que

Z/pZ×M //M

(a,m) � // am

es una función bien definida, que hace a M un espacio vectorial sobre Zp. Como los espacio
vectoriales tienen subespacios máximos (una consecuencia de que los espacios vectoriales
tienen bases), entonces M tiene un subespacio máximo, y éste es un subgrupo máximo de
M. Esta contradicción muestra que M = pM, para todo primo p.
2. =⇒ 1. Queremos ver que M = nM, para todo natural n mayor que 0. Sea n > 0, y
digamos que n = p1...pk es la factorización en primos de n. Haremos una demostración por
inducción sobre k.



1. Nociones básicas 3

Si k = 1, entonces n es primo y concluimos directamente de 2.

Si k > 1, entonces nM = (p1...pk−1) (pkM) = (p1...pk−1)M = M, por la base e hipótesis de
inducción.

1. =⇒ 3. Si M tiene un subgrupo máximo N, entonces M/N es isomorfo a Zp. Zp no es
divisible pues pZp = {0} 6= Zp. Entonces M/N no es divisible, así que M no puede ser
divisible, pues como observamos más adelante, cocientes de divisibles son divisibles.

Nota 1 Si para cualquier entero positivo n y para todo homomorfismo f : nZ −→ G con G
un grupo abeliano, existe un homomorfismo de grupos ϕ : Z −→ G (donde consideramos la
inmersión de nZ en Z: iZnZ : nZ � � // Z ) tal que el siguiente diagrama conmuta:

nZ � �
iZnZ //

f
��

Z

ϕ~~
G,

entonces G es un grupo divisible: Pues si n ∈ Z+ y g ∈ G, como Z es un dominio entero
existe un homomorfismo f de nZ en G tal que f(n) = g; entonces como por hipótesis
hay un homomorfismo de grupos ϕ : Z −→ G y que extiende a f : g = f(n) = ϕ (n) =

ϕ (n · 1) = ϕ

1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n veces

 = ϕ (1) + ϕ (1) + · · ·+ ϕ (1)︸ ︷︷ ︸
n veces

= nϕ (1), entonces g = nϕ (1)

con ϕ (1) ∈ G, por lo tanto G ⊆ nG ∀n ∈ Z+. Por el Corolario 1; nG ⊆ G ∀n ∈ Z+ entonces
G = nG ∀n ∈ Z+ por lo tanto G es divisible.

Ahora por la nota 1 tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

nZ � �
iZnZ //

f
��

Z

ϕ~~
Q.

Proposición 1 (Criterio de Baer) Sea G un grupo abeliano. Entonces G es divisible si y
sólo si para todo entero positivo n y todo homomorfismo de grupos f : nZ −→ G existe un
homomorfismo ϕ : Z −→ G tal que el diagrama siguiente conmuta:

nZ � �
iZnZ //

f
��

Z

ϕ~~
G.



4 1.1 Grupos divisibles

Demostración. =⇒) Si G es divisible, entonces existe ϕ : Z −→ G homomorfismo de grupos
tal que para cualquier homomorfismo de grupos f : nZ −→ G tenemos que ϕ ◦ iZnZ = f .

Por hipótesis tenemos que G es divisible, entonces sea a ∈ G por tanto existe x ∈ G tal que
a = nx ∀n ∈ Z+. Ahora sea f : nZ → G un homomorfismo tal que f(n) = a. Definamos a
ϕ : Z → G como ϕ(n) = nx. Entonces (ϕ ◦ iZnZ)(n) = ϕ(iZnZ(n)) = ϕ(n) = nx = a = f(n).
Por tanto existe ϕ tal que el diagrama conmuta.
⇐=) Si para todo homomorfismo f : nZ −→ G y ∀ n ∈ Z+ existe ϕ : Z −→ G homomorfismo
tal que el diagrama de la proposición conmuta, entonces el grupo G es divisible.
La demostración está en la Nota 1 y únicamente veremos el siguiente diagrama para com-
pletarla.

n � //
_

��

iZnZ (n) = n/

ww

g = ϕ (n)

Definición 4 Sea E un grupo abeliano y A ⊆ B un subgrupo de B. Llamaremos a E grupo
inyectivo si para cualquier homomorfismo de grupos f : A −→ E existe un homomorfismo
de grupos ϕ : B −→ E tal que el diagrama siguiente conmuta:

A �
� iBA //

f
��

B

ϕ~~
E.

También se dice que E tiene la propiedad de inyectividad en la definición anterior.

Ejemplo 2 El grupo aditivo de los racionales (Q,+) es inyectivo.

Nota 2 Sabemos que para todo homomorfismo f : nZ −→ G de grupos con G grupo abeliano,
∃ ϕ : Z −→ G homomorfismo de grupos tal que el diagrama siguiente conmuta:

nZ � �
iZnZ //

f
��

Z

ϕ~~
G.

Por lo tanto de la Definición 4 (G tiene la propiedad de inyectividad), y usando el criterio
de Baer se sigue que un grupo abeliano inyectivo es divisible.
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Pero aún tenemos la siguiente pregunta:

¿Un grupo abeliano divisible tiene la propiedad de inyectividad?

Para investigar la respuesta usaremos el Lema de Zorn (Si (A,�) es un conjunto no vacío
con un orden �, y toda cadena en A ( un subconjunto C de A en donde cualesquiera dos
elementos son comparables: si x, y ∈ C implica x � y ó y � x) tiene una cota superior en
A, entonces A tiene elementos máximos).
Ahora sea D un grupo divisible y f : A −→ D un homomorfismo de grupos donde A es un
subgrupo de B, en esta situación nuestro diagrama es:

A �
� iBA //

f
��

B

D.

Queremos ver si existe un homomorfismo de grupos ϕ : B −→ D tal que ϕ|A = f .
Vamos a considerar un conjunto ordenado relacionado con la situación anterior. Para empezar
consideremos el conjunto de los subgrupos de B que contienen a A, es decir; los grupos que
están entre A y B:

A �
� iCA // C �

� iBC // B.

Teorema 1 Son equivalentes:

1. D es un grupo abeliano divisible.

2. ∀ nZ
f
��
D

∃ Z

ϕ��
D

tal que nZ � �
iZnZ //

f
��

Z

ϕ~~
D

conmuta.

3. D es inyectivo, es decir; ∀ A �
� iBA //

f
��

B

D

∃ ϕ: B

ϕ
��
D

tal que A �
� iBA //

f
��

B

ϕ~~
D

conmuta.

Demostración.

1. ⇐⇒ 2. es la Proposición 1.
3. =⇒ 2. Es claro.
1. =⇒ 3. Usaremos el Lema de Zorn.



6 1.1 Grupos divisibles

Supongamos que tenemos A �
� iBA //

f
��

B

D

donde f es un morfismo de grupos y donde A es un

subgrupo de B.
Consideremos el conjunto siguiente:

A := {
(
C, C

fC // D
)
| A ≤ C ≤ B y fC extiende a f}.

Observemos que A es no vacío, pues contiene a (A, A f // D ).
Definimos un orden parcial en A de la manera siguiente:

(X, fX : X // D ) � (Y, fY : Y // D )

si X � �
iYX // Y y fY extiende a fX , de manera que X �

� iYX //

fX
��

Y

fY~~
D

conmuta.

Es inmediato que � es una relación reflexiva y transitiva. Ahora veamos que es antisimétrica:

Si (X, fX) � (Y, fY ) � (X, fX), entonces X � Y � X. Por lo que X = Y .

Además, como X �
� iYX //

fX
��

Y
=

fY~~
D

y X = Y , entonces fY |X = fX . Así (X, fX) = (Y, fY ).
||

fX|Y = fY

Lo que sigue es ver que el conjunto parcialmente ordenado (A,�) satisface las hipótesis del
Lema de Zorn.
Supongamos que {(Ci, fi)}i∈I es una cadena en A. En particular {Ci}i∈I es una cadena de
subgrupos de B que contiene a A. Entonces ⋃i∈I Ci es un subgrupo de B que contiene a A.
Definimos ahora ⋃

i∈I Ci

h
��
D

por h(x) := fj(x) si x ∈ Cj. Veamos que h está bien definida.

En efecto, si x ∈ Cj
⋂
Ck con j, k ∈ I, entonces (Cj, fj) � (Ck, fk) ó (Ck, fk) � (Cj, fj),

pues {(Ci, fi)}i∈I es una cadena. Supongamos que (Cj, fj) � (Ck, fk). Vemos lo siguiente:

x ∈ Cj, Cj �
�
i
Ck
Cj //

fj

��

Ck

fk

��

, Ck 3 x x � //
i

��

xU





=

D fj(x) = fk(x)
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Así ⋃i∈I Ci
h
��
D

está bien definida y por construcción (⋃i∈I Ci, h) es una cota superior para la

cadena en A :
{(Ci, fi)}i∈I .

Por el Lema de Zorn, A tiene un elemento máximo, (M, fM) digamos.

A �
� iBA //� o

iMA

��=f

��

B

M
/�

= iBM

@@

fM~~
D.

No puede haber un subgrupo C 6= {0} de B tal que M ⋂
C = {0}, pues en ese caso tenemos

el diagrama siguiente:

B

M
⊕
C
, �

iBM⊕C

99

f
M
⊕

C

��

m⊕cI

��

M
, �

iM⊕CM

::

fM
��
D fM(m)

y (M⊕
C, fM

⊕
C) sería una extensión propia de (M, fM), contradiciendo la maximidad de

(M, fM).
Si M � B, entonces ∀b ∈ B \M , Zb⋂M 6= {0}, por la observación anterior. Por lo tanto
∀b ∈ B \M , {z|zb ∈M} 6= {0}.
Notemos que {z|zb ∈ M} es un subgrupo de Z ( tiene al 0, es cerrado bajo la suma y es
cerrado bajo inversos aditivos).
Todo subgrupo diferente de {0} de Z es de la forma nZ para alguna n ∈ N \ {0}. Así, si
b ∈ B \M tenemos {z|zb ∈ M} = nZ. Notemos también que zb ∈ M ⇐⇒ n | z. Si M � B
y b ∈ B \M , entonces veamos lo siguiente:

M �
� 6= //

fM
��

M + Zb � �
iBM+Zb // B

D.
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Definimos ahora g : M + Zb // D una extensión de fM a fin de obtener una contradicción.
Sea nZ = {z ∈ Z|zb ∈ M}. Tenemos que nb ∈ M , fM(nb) ∈ D. Como D es divisible,
fM(nb) = nd, para alguna d ∈ D. Definamos g por: g(m + zb) = fM(m) + zd como en el
diagrama siguiente:

M //

fM
��

M + Zb

g

5

zz

zz

� �
iBM+Zb // B

D m+ zb

fM(m) + zd.

Veamos que g está bien definida:
Sim+zb = m′+z′b, entoncesm−m′ = (z′−z)b. Entonces n | z′−z. Digamos que z′−z = ns
con s ∈ Z. Ahora m−m′ = nsb. Así vemos lo siguiente:

fM(m−m′) = fM(nsb) = fM(snb) = sfM(nb) = snd = (z′ − z)d.

Por lo tanto fM(m)− fM(m′) = z′d− zd, es decir; que fM(m) + zd = fM(m′) + z′d.

Esto muestra que g está bien definida. Es claro que g es un homomorfismo de grupos que
extiende a fM .
Como (M, fM) es máximo, concluímos que M = B, entonces tenemos el diagrama siguiente:

A �
� iBA //

f
��

B = M
=
g=fMzz

D.

Esto muestra que f se puede extender a un morfismo B
g // D . Es decir D es inyectivo.

1.2. El producto cartesiano de una familia de grupos

Definición 5 Si {Gi}i∈I es una familia de grupos, definimos el producto de la familia, como

Πi∈IGi = {f : I −→ ∪i∈IGi|f (i) ∈ Gi}

Se puede pensar un elemento de Πi∈IGi como una “I-ada” (f (i))i∈I , en donde f (i) es el
elemento en la coordenada i-ésima de f .

Lema 3 El producto cartesiano es un grupo con la operación definida por la suma por
coordenadas, es decir; (f + g) (i) = f (i) + g (i) ∈ Gi ∀i ∈ I.
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Demostración. Sea {Gi}i∈I una familia de grupos y veamos que Πi∈IGi es un grupo. En
efecto: sabemos que cada Gi de la familia dada es un grupo y por lo tanto en cada Gi la
suma es asociativa, luego la suma en el Πi∈IGi lo es:
Asociatividad: ((f+g)+h)(i) = (f+g)(i)+h(i) = (f(i)+g(i))+h(i) = f(i)+((g(i)+h(i)) =
f(i) + (g + h)(i) = (f + (g + h))(i).

Existencia de neutro: Sea f ∈ Πi∈IGi. Veamos que existe g = 0 ∈ Πi∈IGi tal que f(i) +
0(i) = f(i) ∀i ∈ I. Sea 0Πi∈IGi = g = 0Gi .

Existencia de inverso: Sea h ∈ Πi∈IGi. Vemos que −h(i) es el opuesto de h(i), pues h(i) +
(−h(i)) = (h+ (−h))(i) = (h− h)(i) = 0(i) ∈ Gi ∀i ∈ I.

Teorema 2 El producto cartesiano de una familia de grupos divisibles es un grupo divisible.

Demostración. Supongamos que f ∈ Πi∈IGi, y sea n ∈ Z+, entonces f (i) = ngi para
alguna gi ∈ Gi, pues Gi es divisible por hipótesis. Definamos g ∈ Πi∈IGi por: g (i) = gi,
entonces (ng) (i) = ngi = f (i), ∀i ∈ I por lo tanto ng = f . Es decir, Πi∈IGi es divisible.

Teorema 3 Un cociente de un grupo divisible es divisible.

Demostración. Supongamos que G es un grupo abeliano divisible y que G
f // // H es un

homomorfismo suprayectivo de grupos. Si n > 0, n ∈ N, tenemos que nH = nf (G) =
f (nG) = f (G) = H.

Observación 2 Si Mi = M ∀i ∈ I,

Πi∈IMi = {f : I −→ ∪Mi|f (i) ∈Mi} = {f : I −→M} = M I .

M I es el producto de |I| copias de M.

Corolario 2 Q/Z es divisible y para cada conjunto X, (Q/Z)X es divisible.

Demostración. Se sigue inmediatamente de los dos resultados previos y del hecho de que
Q es divisible.

Lema 4 Si Zx es un grupo abeliano cíclico no trivial, entonces existe un morfismo distinto
de cero Zx → Q/Z.

Demostración. Si el orden de x es finito, y p es un primo que divide al ordende x, entonces
o(x)
p
x tiene orden p. Hagamos y = o(x)

p
x. Definamos f como sigue:
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Zy f // Q/Z

y � // 1/p ,

entonces f es un morfismo distinto de cero que se puede extender a un morfismo distinto de
cero desde Zx , pues como Q/Z es divisible, es también inyectivo. Como en el diagrama:

Zy
f

""

// Zx
ϕ

��
Q/Z.

Si el orden de x es infinito, podemos definir Zx // Q/Z por: f(xz) = z(1/2) que es un
morfismo distinto de cero.

Lema 5 Todo grupo abeliano M se puede sumergir en un grupo divisible.

Demostración. Como el grupo trivial es divisible, podemos considerar solamente el caso en
que M es distinto del grupo trivial. Por el lema anterior, para cada x no cero en M tenemos
un morfismo no nulo fx de Zx a Q/Z. Consideremos ahora el grupo divisible (Q/Z)M\{0} (un
producto directo de |M \ {0}| copias de Q/Z). Como Q/Z es inyectivo, cada fx se extiende
a un morfismo no nulo ϕx : M −→ Q/Z. Definamos ahora θ, de manera que el siguiente
diagrama conmute:

M θ //

ϕy

%%

(Q/Z)|M\{0}|

πy

��
Q/Z.

Es decir, (θ (x)) (y) = ϕy (x). Es claro que θ es un morfismo de grupos:

θ (x+ y) (z) = ϕz(x+ y) = ϕz (x) + ϕz (y) = θ (x) (z) + θ (y) (z) .

De aquí que θ (x+ y) = θ (x) + θ (y).
Notemos que (θ (x)) (x) = ϕx (x) = fx (x) 6= 0. Por lo que ninguna x no nula pertenece al
núcleo de θ. Por lo tanto Nuc (θ) = {0}. Es decir que θ es una inmersión de M en un grupo
divisible.

Definición 6 Un grupo divisible D es un cogenerador divisible si cualquier grupo abeliano
M se puede sumergir en un producto de copias de D.
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El resultado anterior dice que Q/Z es un cogenerador divisible (o cogenerador inyectivo para
Z−mod).

Definición 7 Sean A
f // B

g // C morfismos de grupos. Decimos que la sucesión f, g
es exacta si Im (f) = Nuc (g).

Observación 3 A
f // B

g // C es exacta ⇐⇒ 1) g ◦ f = 0 y 2) Nuc (g) ⊆ Im (f).

Demostración.
(=⇒) Es claro que si la sucesión es exacta, g ◦ f = 0 pues Nuc (g) = Im (f) y además
tenemos que Nuc (g) ⊆ Im (f).
(⇐=) Recíprocamente, si 1) y 2) se tienen, entonces g ◦ f = 0 =⇒ Im (f) ⊆ Nuc (g). Como
estamos suponiendo la otra inclusión, tenemos que Im (f) = Nuc (g) .

Ejemplo 3 Sea A
f // B un homomorfismo de grupos.

Entonces 0 0 // A
f // B es exacta ⇐⇒ f es un monomorfismo.

Demostración. Im (0) = {0} = Nuc (f) ⇐⇒ f es un monomorfismo.

Ejemplo 4 A
f // B

0 // 0 es exacta ⇐⇒ f es un epimorfismo.

Demostración. En efecto:

(⇐=) Si f es un epimorfismo, entonces Im (f) = B = Nuc (0).
(=⇒) Si Nuc (0) = B = f (A), entonces f es un epimorfismo.

Ejemplo 5 0 // A
f // B

g // C // 0 es exacta ⇐⇒

1. f es un monomorfismo (pues 0 // A
f // B es exacta ).

2. g es un epimorfismo.

3. g ◦ f = 0.

4. Nuc (g) ⊆ Im (f) .

Ejemplo 6 Si A f // B es morfismo de grupos, entonces:

0 // Nuc (f) f // A
g| // f (A) // 0 es exacta.
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Ejemplo 7 Si A f // B es morfismo de grupos, entonces:

0 // f (A) // B // B/f (A) // 0 es exacta.

b 7−→ b+ f (A)

Definición 8 Una sucesión exacta 0 // A
f // B

g // C // 0 se llama sucesión exac-
ta corta.

Definición 9 La sucesión exacta 0 // A
f // B

g // C // 0 se escinde por la izquier-
da si ∃β : B −→ A morfismo de grupos tal que β ◦ f = 1A.

Definición 10 La sucesión exacta 0 // A
f // B

g // C // 0 se escinde por la dere-
cha si ∃α : C −→ B morfismo de grupos tal que g ◦ α = 1C.

Definición 11 Una sucesión exacta corta se escinde si se escinde por la izquierda y se
escinde por la derecha.

Teorema 4 Son equivalentes para 0 // A
f // B

g // C // 0 sucesión exacta corta:

1. 0 // A
f // B

g // C // 0 se escinde por la izquierda.

2. B = f (A)⊕C ′ ( es decir; ∃C ′ ⊆ B tal que f (A) + C ′ = B y f (A) ∩ C ′ = {0}), con
C ′

g| // C isomorfismo.

3. 0 // A
f // B

g // C // 0 se escinde por la derecha.

4. 0 // A
f // B

g // C // 0 se escinde.

Demostración.
Basta ver que 1., 2. y 3. son equivalentes.
1. =⇒ 2. Si β es una escisión para f , es decir, β ◦ f = 1A, entonces:

∀b ∈ B, (β ◦ f) (β (b)) = 1A (β (b)) = β (b)

por lo tanto (βfβ) (b)−β (b) = 0 y así β(f (β (b)− b)) = 0. Entonces (f ◦ β) (b)−b ∈ Nuc (β)
y b = (b− (f ◦ β) (b)) + (f ◦ β) (b) ( donde b − (f ◦ β) (b) ∈ Nuc (β) y (f ◦ β) (b) ∈ f (A) )
por lo tanto B ⊆ Nuc (β) + f (A) ⊆ B. Asi B = Nuc (β) + f (A).
Si x ∈ Nuc (β) ∩ f (A), entonces x = f (a) para algún a ∈ A y algún x ∈ Nuc(β). Entonces
0 = β (x) = β (f (a)) = 1A (a) = a. Como a = 0 entonces x = f (0) = 0 por lo tanto
Nuc (β) ∩ f (A) = {0}. Así B = Nuc (β)⊕ f (A).
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Como f (A) = Nuc (g) entonces

g (B) = g (Nuc (β))

luego
Nuc (β)

g| // // g (B) = C

y
Nuc

(
g|
)

= Nuc (β) ∩Nuc (g) = Nuc (β) ∩ f (A) = {0}

por lo tanto g| : Nuc (β) oooo // // g (B) es un isomorfismo.

2. =⇒ 3. Supongamos 0 // A
f // f (A)⊕ C ′ g // C // 0 es una sucesión exacta con

lo siguiente:
C ′

g|

∼=
// C .

Sea C h // C ′ el inverso de g| y consideremos lo que sigue:

C
h // C ′ �

� i
f(A)⊕C′

C′ // f (A)⊕ C ′︸ ︷︷ ︸
α

.

Veamos que g ◦ α = 1C . En efecto:

(g ◦ α) (C) = g ◦ i ◦ h (C) = (g ◦ h) (C) = C

por lo tanto g ◦ α = 1C .

3. =⇒ 2. Por hipótesis 0 // A
f // B

g // C // 0 se escinde por la derecha.
Si g ◦ α = 1C donde α : C // B , entonces (g ◦ α ◦ g) (b) = (g ◦ α) (g (b)) = g (b) por lo
tanto (gαg − g) (b) = g (αg (b)− b) = 0 donde αg (b) − b ∈ Nuc (g) = f (A). Por lo tanto
b = (−αg (b) + b)+ag (b) con (−αg (b) + b) ∈ f (A) y ag (b) ∈ α (C) ahora B = f (A)+α (C).
Si x ∈ f (A) ∩ α (C), entonces x = f (a) = α (c) con a ∈ A y c ∈ C por lo tanto g (x) =
gf (a) = (gα) (c) = 1C (c) = c por tanto c = 0 ahora α (c) = x = 0. Así que B = f (A)⊕α (C)
ahora g (B) = gf (A) + gα (C) = C por lo tanto vemos lo siguiente:

α (C)
g| // // C y Nuc

(
g|
)

= Nuc (g) ∩ α (C) = 0.

Por lo tanto α (C)
g|

∼=
// C .

2. =⇒ 1. Si 0 // A
f // f (A)⊕ C ′ g // C // 0 con C ′ oooo

g| // // C cualquier elemento
x ∈ f (A) ⊕ C ′ se puede escribir de manera única como x = f (a) + c′ con a ∈ A y c′ ∈ C ′.
Ahora

A
β // f (A)⊕ C ′

a � // f (a) + c′

β es un homomorfismo bien definido y (β ◦ f) (a) = β (f (a)) = a es decir, β ◦ f = 1A.



14 1.2 El producto cartesiano de una familia de grupos

Lema 6 Un sumando directo de un grupo divisible es divisible.

Demostración. Supongamos que D = A⊕B con D divisible y A, B subgrupos de D.

Si p ∈ P, entonces A⊕B = D = pD = pA+ pB = pA⊕ pB.

Si a ∈ A, entonces a = pa′+pb ∈ A⊕B donde a′ ∈ A. Entonces a−pa′ = pb ∈ A∩B = {0}.
Entonces a = pa′ y por lo tanto A ⊆ pA ⊆ A.

Lema 7 Son equivalentes para un grupo abeliano M :

1) M es divisible.

2) M es un sumando de cualquier grupo que lo contenga.

Demostración. 1) =⇒ 2) Supongamos que M �
� iNM // N es un homomorfismo de grupos con

M divisible. Veamos el siguente diagrama:

M �
� iNM //

IM
��

N

ϕ}}
M.

ComoM es inyectivo entonces se extiende a un homomorfismo ϕ tal que ϕ◦i = IM . Entonces
ϕ es una escisión para iNM y así M es sumando directo de N .

2) =⇒ 1) Como Q/Z es un cogenerador inyectivo ∃ M // // ϕ // (Q/Z)X un monomorfismo
para algún conjunto X.

Podemos suponer que ϕ es la inclusión, entoncesM es sumando directo de (Q/Z)X . Sabemos
que (Q/Z)X es divisible y un sumando directo de un divisible es divisible.

En el siguiente corolario veremos que en efecto, todo grupo abeliano es un subgrupo de un
grupo divisible. Antes unas observaciones:

Observación 4 Si G es un grupo y f : G oooo // // X es una biyección, X es un grupo y f es
un isomorfismo si definimos la suma en X por:

x+ y =: f (f−1 (x) + f−1 (y)) .
f



1. Nociones básicas 15

Demostración. Veamos que se cumple la asociatividad:

(1) (x+ y) + z = f(f−1(x+ y) + f−1(z)).
f f f

= f(f−1(f(f−1(x) + f−1(y))) + f−1(z)).
= f(f−1(x) + f−1(y) + f−1(z)).

(2) x+ (y + z) = f (f−1 (x) + f−1 (y + z)) .
f f f

= f (f−1 (x) + f−1 (f (f−1 (y) + f−1 (z)))) .
= f (f−1 (x) + f−1 (y) + f−1 (z)) .

Ahora (1) y (2) coinciden pues (f−1 (x) + f−1 (y)) + f−1 (z) = f−1 (x) + (f−1 (y) + f−1 (z)) .

Veamos que 0G = f (0G):

0G + x =: f (f−1 (0G) + f−1 (x))
f

= f (f−1 (f (0G)) + f−1 (x))
= f (0G + f−1 (x)) = ff−1 (x) = x.

Veamos que −x = f (−f−1 (x)):

x+ (−x) =: f (f−1 (x) + f−1 (f (− (f−1 (x)))))
f

= f (f−1 (x) + (−f−1 (x)))
= f (0G)
= 0G.

Por consiguiente X es un grupo.
Ahora veamos que si G es abeliano, entonces X es abeliano.

x+ y =: f (f−1 (x) + f−1 (y)) = f (f−1 (y) + f−1 (x)) := y + x.
f f

Claramente f es un homomorfismo de grupos:

f (a) + f (b) = f (f−1 (f (a)) + f−1 (f (b))) = f (a+ b) .

Como f es un morfismo biyectivo entonces f es un isomorfismo.

Nota 3 Se puede hacer la misma observación si G es un anillo, o espacio vectorial o un
R-módulo.

Observación 5 Si H // // ϕ // G es un monomorfismo de grupos, entonces existe un conjunto
X ajeno con G ∪H y tal que |X| = |G ∪H|.
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Demostración. Como G ∪H es un conjunto, entonces |G ∪H| < |P (G ∪H) |.
Ahora tenemos lo siguiente:

•
P (G ∪H) = (P (G ∪H) ∩ (G ∪H)) ∪ P (G ∪H) \ (G ∪H)

por lo tanto
P (G ∪H) = | P(G ∪H) \ (G ∪H) | .

Pues | A | + | B |= máx{| A |, | B |} si uno de ellos es infinito, entonces:

| P (G ∪H) \ (G ∪H) | ≥ | G ∪H |

y P (G ∪H) \ (G ∪ H) es un conjunto ajeno con G ∪ H. Por lo tanto P (G ∪H) tiene un
subconjunto de cardinalidad | G ∪H | ajeno con G ∪H.
Supongamos que X es un conjunto ajeno con G ∪H y con tantos elementos como G ∪H y
sea H // // ϕ // G un monomorfismo de grupos:

H G

H // // ϕ // G
X

X contiene un subconjunto G′ con tantos elementos como G. Sea G oooo θ // // G′ una biyección.

ϕ(H) oooo θ // // θ(ϕ(H)) G′G

Tenemos que (G′ \ θ (ϕ (H)))∪H es un conjunto con tantos elementos como G que contiene
a H. Ahora veamos lo siguiente:

H � � i
(G′\θ(ϕ(H)))∪H
H // (G′ \ θ (ϕ (H))) ∪H︸ ︷︷ ︸

(G′ \ θ (ϕ (H))) 3 x
_

θ−1
��

θ−1 (x)

��

G

h ∈ H_

ϕ
��

ϕ (h)

Así que H ≤ (G′ \ θ (ϕ (H))) ∪H y (G′ \ θ (ϕ (H))) ∪H ∼= G.

Corolario 3 Todo grupo abeliano es un subgrupo de un grupo divisible.
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Demostración. Sea G un grupo y ϕ: G // // // D un monomorfismo de G en D, donde D
es un grupo divisible. Con la construcción anterior, G ≤ D′ con D′ ∼= D.

D divisible y D′ ∼= D =⇒ D′ es divisible. (si D // // f // D′ es isomorfismo, entonces pD′ =
pf (D) = f (pD) = f (D) = D′).

Definición 12 A es un subgrupo esencial de B si A ∩ C 6= {0} para cualquier subgrupo C
de B con C 6= {0} y lo denotaremos por A ≤es B.

Observación 6 Son equivalentes para A ≤ B:
1) A es esencial en B
2) ∀ 0 6= b ∈ B ∃ 0 6= z ∈ Z tal que 0 6= zb ∈ A.

Demostración.

1) =⇒ 2) A ∩ Zb 6= {0} por lo tanto ∃ 0 6= zb ∈ A.
2) =⇒ 1) Si {0} 6= C ≤ B y 0 6= c ∈ C, entonces ∃z ∈ Z tal que 0 6= zc ∈ A. Entonces
zc ∈ A ∩ C y por lo tanto A ∩ C 6= {0}.

Definición 13 Si B es máximo en {N ≤ M |A ∩ N = {0}} decimos que B es un seudo-
complemento de A en M .

Lema 8 Si A ≤M , entonces A tiene un seudocomplemento B en M .

Demostración. Sea S = {B ≤ G|A ∩ B = {0}}. Si C es una cadena en S, C = {Bi}i∈I ,
entonces ∪C ≤ G y si x ∈ A∩ (∪C), entonces x ∈ A y x ∈ Bi para alguna i ∈ I, por lo tanto
x ∈ A ∩Bi = {0} luego x = 0. Ahora A ∩ (∪C) = {0}. Por el Lema de Zorn ∃B máximo en
S; así B es un seudocomplemento de A.

Lema 9 Sea G un grupo abeliano. Si B es un seudocomplemento de A, entonces:

A ∩B = {0} ∨ A⊕B ≤es G.

Demostración. Si no ocurriese que A⊕B ≤es G, entonces ∃g no cero en G tal que (A⊕B)∩
Zg = {0}. Entonces (A⊕B) ⊕ Zg ≤ G. Pero tenemos que (A⊕B) ⊕ Zg = A ⊕ (B ⊕ Zg).
Ahora B < (B ⊕ Zg) y vemos que A∩ (B ⊕ Zg) = {0}: a = b+ zg por lo tanto a− b = zg y
como (A⊕B) ∩ Zg = {0} se sigue que a = b y zg = 0, luego a = b ∈ A ∩B = {0} entonces
a = 0 ∧ b = 0.
Esto contradice que B es un seudocomplemento de A. Por lo tanto A⊕B ≤es G.

Definición 14 A es esencialmente cerrado en G un grupo abeliano, si A no está contenido
esencialmente en un subgrupo de G que contenga propiamente a A.
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Nota 4 La definición anterior simbólicamente significa lo siguiente:

A ≤es B ≤ G =⇒ A = B.

Lema 10
i)A ≤es B ≤es G =⇒ A ≤es G.

ii)A ≤es G y A ⊆ B ⊆ G =⇒ B ≤es G.

Demostración. i) Si A ≤es B ≤es G y 0 6= x ∈ G, entonces ∃z ∈ Z tal que 0 6= zx ∈ B.
Como A ≤es B ∃ w ∈ Z tal que 0 6= w(zx) ∈ A y como w(zx) = (wz)x entonces A ≤es G.
ii) Si A ≤ B ≤ G, A ≤es G, ∀ 0 6= g ∈ G ∃ 0 6= zg ∈ A ⊆ B por lo tanto B ≤es G.

Definición 15 Un monomorfismo de grupos abelianos A // // f // B es esencial si

f (A) ≤es B.

Lema 11 Son equivalentes para A // // f // B monomorfismo:

1. f (A) ≤es B.

2. g ◦ f es monomorfismo =⇒ g es monomorfismo.

Demostración. 1. =⇒ 2. Veamos el siguiente diagrama:

11 11
f 11

�� ��

g◦f

��
C

B

g

��

A

A 3 a # 11

0 ∈ C.

f(a) ∈ B
X

��

Sabemos que Nuc(g ◦ f) = {0} y como f−1(Nuc(g)) = Nuc(g ◦ f) entonces es claro que
f−1(Nuc(g)) = {0}. Si Nuc(g) 6= {0}, entonces f(A) ∩ Nuc(g) 6= {0} pues f es un mono-
morfismo esencial, es decir; f(A) ≤es B. Por lo tanto ∃a ∈ A tal que 0 6= f(a) ∈ Nuc(g) así
que g(f(a)) = 0 luego 0 6= a ∈ Nuc(g ◦ f) = {0} que es una contradicción.
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2. =⇒ 1. Supongamos que g ◦ f es monomorfismo =⇒ g es monomorfismo. Si A f // B no
fuera esencial: no sucede que f(A) ≤es B, entonces hay un seudocomplemento de f(A) que
no es {0}. Sea C un seudocomplemento de f(A) en B entonces f(A)⊕C ≤ B.
Por consiguiente

f(A)⊕C
C

≤ B/C.

Ahora del diagrama siguiente A // // f // B
ρ // // B/C vemos que ρ no es monomorfismo pues

Nuc(ρ) = C 6= {0}. Pero A
ρ◦f // B/C sí es monomorfismo: Si a ∈ Nuc(ρ ◦ f), entonces

ρ(f(a)) = 0 por lo tanto f(a) ∈ Nuc(ρ) = C ahora f(a) ∈ f(A) ∩ C = {0}. Entonces ρ ◦ f
es monomorfismo pero ρ no es monomorfismo lo que contradice a 2.

Lema 12 Todo subgrupo A de M es esencial en un subgrupo B de M , que es máximo con
esta propiedad.

Demostración. Sea E = {U ≤M |A ≤es U}. Si C es una cadena en E , veamos que A ≤es ∪C
donde C = {Ci}i∈I . Si 0 6= x ∈ ∪C, entonces x ∈ Ci para alguna i ∈ I. Como A ≤es Ci
entonces ∃z ∈ Z con z 6= 0 tal que 0 6= zx ∈ A. Por lo tanto A ≤es ∪C.
Por el Lema de Zorn E tiene un elemento máximo B. Entonces A ≤es B y si A ≤es B <
C ≤M entonces A ≤ 6es C, en particular B ≤6es C ∀ B < C.
Así que B es esencialmente cerrado (la única extensión de B dentro de M , donde B es
esencial es B misma).

Teorema 5 Son equivalentes para A ≤M :
1) A es esencialmente cerrado en M .
2) A es el seudocomplemento de un subgrupo B de M .

Demostración. 1) =⇒ 2) Supongamos que A es esencialmente cerrado. Sea B un seudo-
complemento de A. Entonces B es máximo tal que A ∩ B = {0}. Sea A′ que contiene a A
máximo tal que A′ ∩B = {0}. A′ es un seudocomplemento de B que contiene a A.

A′

��
D A B

Notemos que A ≤es A′: No ∃{0} 6= D ≤ A′ tal que A ∩D = {0}. Entonces A⊕D ⊆ A′ por
lo tanto (A⊕D) ⊕ B = A⊕(D ⊕ B) ≤ M . Pero entonces A ∩ (D ⊕ B) = {0} y B < D⊕B
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contradiciendo que B es un seudocomplemento de A. Por lo tanto tenemos ahora que A ≤es
A′ pero como A es esencialmente cerrado, entonces A = A′ que es seudocomplemento de B.
2) =⇒ 1) Supongamos que A es seudocomplemento de B.
Si A ≤es X ≤ M , entonces B ∩ X ≤ X y A ∩ (B ∩ X) = A ∩ B = {0}. Como A ≤es X
entonces B ∩ X = {0} (A ≤ X =⇒ A ∩ X = A) y como A es seudocomplemento de B,
entonces A = X. Así que A ≤es X =⇒ A = X. Es decir; A es esencialmente cerrado.

Lema 13 Un subgrupo esencialmente cerrado de un grupo abeliano divisible es un sumando
directo.

Demostración. Supongamos que A es esencialmente cerrado en D divisible. A es el seu-
docomplemento de B un subgrupo de D, entonces A⊕B ≤es D. Podemos suponer que B
también es esencialmente cerrado, pues lo podemos cambiar por B′ un seudocomplemento
de A que contenga a B. Así que A⊕B ≤es D y A, B son esencialmente cerrados, B es un
seudocomplemento de A.
Veamos que

A⊕B
B
≤es D/B.

Si C/B ≤ D/B y A⊕B
B
∩ C/B = {0}, entonces (A⊕B) ∩ C = B y como B ≤ C por la

propiedad modular:
B = (A⊕B) ∩ C = (A ∩ C)⊕B

por lo tanto A∩C = {0} pero B seudocomplemento de A y B ≤ C implican B = C. Por lo
tanto C/B = B/B = {0}. Ahora tenemos el siguiente diagrama:

A ∼=
A⊕B
B

� � i
es
//

� _

iDA

��

D/B

D

Como D es divisible, ∃ ϕ : D/B // D tal que conmuta el diagrama siguiente:

A // // m
es
//� _

iDA
��

D/B

ϕ
zz

D.

Como m es esencial e iDA es monomorfismo, entonces ϕ es monomorfismo, A ≤ Im(ϕ) y
A ≤es Im(ϕ). Como A es esencialmente cerrado, entonces A = Im(ϕ) por lo tanto ϕ es una
escisión para m. Ahora m(A) es sumando directo esencial de D/B. m(A) es esencial y un
sumando directo solamente puede pasar si m(A) = D/B. Por lo tanto A⊕B

B
= D

B
por tanto

A⊕B = D.
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Definición 16 Si E es una extensión esencial de M y E es inyectivo, entonces E se llama
cápsula inyectiva de M.

Teorema 6 Todo grupo abeliano tiene cápsulas divisibles.

Demostración. Si M es un grupo abeliano; M es un subgrupo de un grupo divisible E por
el Corolario 3, pues como Q/Z es un cogenerador divisible hay un conjunto X tal que existe

M // // f // (Q/Z)X .

Ahora por el Corolario 3 podemos suponer que M �
� // E con E un grupo divisible.

M está contenido en una extensión esencial máxima D, D ≤ E por el Lema 12, así que
claramente D es esencialmente cerrado en E. Así que D es divisible por el Lema 13. Entonces
D es un grupo divisible que contiene esencialmente a M .

Teorema 7 Las cápsulas divisibles de un grupo abeliano M son isomorfas.

Demostración. Sean M // // f
es
//

    
g

es   
E.

D

Como E es divisible y f es monomorfismo ∃ ϕ: D // // // E tal que el diagrama siguiente

M // // f //
����

g
��
E

D

ϕ
��

conmuta. Entonces ϕ(D) es un divisible contenido en E. Entonces ϕ(D) es un sumando
directo de E (E = ϕ(D) ⊕ E ′ para algún subgrupo E ′ de E). Ahora como ϕ ◦ f = g,
entonces Im(g) ≤ Im(ϕ).
Como g es monomorfismo esencial, entonces Im(g) ≤es E, como Im(g) ≤ Im(ϕ) ≤ E,
entonces Im(ϕ) ≤es E por el Lema 10 inciso ii). Entonces Im(ϕ) es un sumando directo
esencial de E; así que E = ϕ(D)⊕ E ′ por lo que E ′ = {0}. Por lo tanto E = ϕ(D) y así ϕ
es epimorfismo.
Como ϕ ◦ f = g es un monomorfismo y f es un monomorfismo esencial, entonces ϕ es un
monomorfismo por el Lema 11 por lo tanto ϕ es un isomorfismo.

Observación 7 Q es la cápsula divisible de Z.

Tenemos que Z � �
iQZ // Q es un monomorfismo esencial: todo racional distinto de cero tiene

un múltiplo distinto de cero: (ba
b

= a ∈ Z).



22 1.2 El producto cartesiano de una familia de grupos

Recuerde que:

Definición 17 Un grupo abeliano T es de torsión si todos sus elementos son de orden
finito.

SiM es un grupo abeliano y n > 0 es un natural, entonces M n·− //M es un homomorfismo
de grupos: n(x+y) = nx+ny. Ahora Im(n ·−) = nM es un subgrupo de M y el Nuc(n ·−)
donde tenemos que Nuc(n · −) = {x ∈M |nx = 0} también es un subgrupo de M . Luego:

Nuc(n · −) = {x ∈M | o(x) | n}.

Si n = pk, entonces (0 : pk) := {x ∈M | pk · x = 0} es un subgrupo de M .

Observación 8 {(0 : pk) | k ∈ N} es una cadena de subgrupos de M . Tenemos que si k < l,
entonces pk · x = 0 =⇒ pl · x = 0 por lo tanto k < l =⇒ (0 : pk) ⊆ (0 : pl).

Como la unión de una cadena de subgrupos de M es un subgrupo de M entonces

∪k∈N{(0 : pk)} = {x ∈M | o(x) es una potencia de p} ≤M.

Notación 1 Denotaremos este grupo tp(M). tp(M) es la parte p-primaria de M , y coincide
con el p-subgrupo de Sylow de M .

Definición 18 Sea G un grupo abeliano y {Ai ≤ G}i∈I una familia de subgrupos de G.
La familia de subgrupos es independiente si ∀i ∈ I, Ai ∩ (∑j∈I\{i}Aj) = {0}; en ese caso
escribimos ∑

Ai =
⊕
I

A.

Teorema 8 Un grupo abeliano de torsión T es la suma directa de sus partes p-primarias:

T =
⊕
p∈P

tp(T ).

Demostración. Veamos primero que {tp(T )}p∈P es una familia independiente de subgrupos
de T , es decir que para cada primo p, tp(T ) ∩ (∑q∈P\{p} tq(T )) = {0}. Sea x ∈ tp(T ) ∩
(∑q∈P\{p} tq(T )), entonces o(x) = pm para alguna m. Además x = y1 + · · ·+yn con yi ∈ tqi(T )
donde q1, ..., qn son primos distintos de p.
Digamos que o(yi) = qsii con si ∈ Z+. Entonces

qs1
1 · · · qsnn (y1 + · · ·+ yn) = 0.

Así que o(x) | qs1
1 · · · qsnn . Ahora p | qi para alguna i. Como qi y p son primos, esto sólo es

posible si p = qi, lo que contradice la hipótesis. Por lo tanto

tp(T ) ∩
∑

q∈P\{p}
tq(T ) = {0}.
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Veamos ahora que
T =

∑
p

tp(T ).

Si 0 6= x ∈ T , entonces o(x) = pn1
1 · · · pkk, para algún conjunto finito de primos y algunos

n1, ..., nk enteros positivos.

Definamos p′i = o(x)
pnii

= pn1
1 · · · 6 pnii · · · p

nk
k para i ∈ {1, ..., k}.

Notemos que pi no divide a p′i. Veamos a continuación que {p′1, p
′
2, ..., p

′
k} es un conjunto

cuyo máximo común divisor es 1. Denotemos por (p′1; ... ; p′k) al máximo común divisor de
{p′1, ..., p

′
k}.

Ahora lo siguiente:
(p′1; ... ; p′k) | p

′

1 ∧ p
′

1 | o(x) = pn1
1 · · · p

nk
k .

Por lo tanto

(p′1; ... ; p′k) = pα1
1 · · · p

αk
k con αi ≤ ni.

Como p1 no divide a p′1 entonces αi = 0. Lo mismo se puede decir de cada i por lo tanto

(p′1; ... ; p′k) = p0
1 · · · p0

k = 1.

Entonces hay una combinación entera z1p
′
1 + · · ·+ zkp

′
k = 1 ahora

x = z1p
′

1x+ · · ·+ zkp
′

kx.

Notemos ahora que
pnii (p′ix) = (pnii p

′

i)x = o(x) · x = 0.

Así que
p
′

ix ∈ tpi (T ) y x ∈ tp1
(T )⊕tp2

(T )⊕ · · ·⊕tp
k
(T ).

Por lo tanto
T =

∑
tp(T ) =

⊕
tp(T ).

Definición 19
Zp∞ := tp(Q/Z).

Nota 5 Zp∞ es un grupo divisible de torsión pues es un sumando directo de Q/Z que es
divisible y de torsión: Como Q es divisible, entonces Q/Z es divisible. Ahora como Zp∞ :=
tp(Q/Z) tenemos que

Q/Z =
⊕
p∈P
Zp∞ .

A continuación describiremos Zp∞ y sus subgrupos.
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Notación 2 a/b = a
b

+ Z. Ahora

Zp∞ = {a
b

+ Z | o(a/b) = pn para alguna n}.

Observación 9 Si o(a/b) = pn, entonces a/b = z/pn para alguna z ∈ Z tal que p - z. En
efecto, pna = bz, para algún entero z. Vemos que pn es mínima con la propiedad anterior,
por lo que p no divide a z. Entonces a/b = z/pn.

Corolario 4 Zp∞ = { a′
pn

+ Z | (p; a′) = 1 con a′ ∈ Z}.

Demostración. Se sigue de la observación previa.

Ahora todo elemento a/pn + Z pertenece a < {1/pn} >. Entonces:

{1/p, 1/p2, 1/p3, 1/p4, 1/p5, ...} genera Zp∞ .

Notemos que 1/pm 6∈< 1/pn > si m > n. En efecto, supongamos lo contrario.
Si 1/pm ∈< 1/pn > entonces pm = o(1/pm) y pm | o(1/pn) = pn por lo tanto pm | pn lo cual
implica m ≤ n. Entonces Zp∞ no está generado por un número finito de {1/pi}i∈Z+ .
Notemos también que Zp∞ no tiene subgrupos máximos porque es divisible.
Los grupos abelianos finitamente generados no triviales tienen subgrupos máximos, (recorde-
mos que convenimos en que máximo es máximo propio) como se puede verificar por inducción
matemática.

Lema 14 Si {0} 6= ZM =< {x1, x2, x3, ..., xn} >, entonces M tiene un subgrupo máximo.

Demostración. Por inducción sobre n:

Base:
Si n = 1, entonces M = Zx1 y tenemos el epimorfismo:

Z −x1 // // Zx1

cuyo núcleo es (0 : x1) = {z ∈ Z | zx1 = 0}. Ahora por el Teorema de la correspondencia
(Si dos grupos son isomorfos, entonces sus respectivos conjuntos de subgrupos son conjuntos
ordenados isomorfos), tenemos lo siguiente: [(0 : x1),Z] y [{0},Zx1] son conjuntos ordenados
isomorfos. Notemos que (0 : x1) = Zo(x1) donde o(x1) denota el orden de x1.
Como x1 6= 0 porque Zx1 6= 0, entonces o(x1) 6= 1, y existe p ∈ P tal que p | o(x1), entonces
Zo(x1) ⊆ Zp y Zp es máximo en Z (Z/pZ ∼= ZZp que es simple).

Entonces [Zo(x1),Z] tiene un máximo, así que [{0},Zx1] también lo tiene.

Paso inductivo:
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Supongamos que n > 1 y que un grupo N 6= {0} generado por menos de n elementos tiene
máximos. Así, M = Zx1 + · · ·+Zxn. Si escribimos N = Zx1 + · · ·+Zxn−1, entonces N tiene
máximos por la hipótesis de inducción. Así que si N = M ya acabamos.
Si N < M , entonces {0} 6= M/N = N + Zxn/N ∼= Zxn/N ∩ Zxn es un grupo generado por
xn + (N ∩ Zxn), así que por la base de la inducción, Zxn/N ∩ Zxn tiene máximos.
Por el Teorema de la correspondencia vemos que M/N tiene un subgrupo máximo L/N ,
digamos. Por el Teorema de la correspondencia, L es un subgrupo máximo de M . Esto
completa la inducción.

Corolario 5 Un grupo divisible D 6= {0} no es finitamente generado, porque D no tiene
máximos.

Demostración. Un grupo abeliano es divisible si y sólo si no tiene máximos. Aplicamos el
lema anterior para concluir.

Corolario 6 Zp∞ no tiene máximos.

Demostración. Se sigue del corolario previo, pues Zp∞ es divisible.

Lema 15 Si {0} 6= H < Zp∞, entonces H =< 1/pn > para cierto n ∈ Z+.

Demostración. Tenemos {0} 6= H < Zp∞ =< {1/p, 1/p2, 1/p3, 1/p4, 1/p5, ...} >.
Como H es propio, entonces H no contiene a todos los 1/pn. Sea 1/pm 6∈ H (m ≥ 1) con m
mínimo.
Ahora pk · 1/pm+k = 1/pm 6∈ H. Entonces 1/pm+1, 1/pm+2, 1/pm+3, 1/pm+4, ... 6∈ H.
Por la elección de m vemos que 1/p, 1/p2, 1/p3,...,1/pm−1 ∈ H. Así < 1/pm−1 > ≤ H y
sabemos que 1/pm 6∈ H.
Si la inclusión fuera propia, sea a/pl ∈ H\ < 1/pm−1 > con l > 0 y p no divide a a. Entonces
l > m− 1 ya que 1/p,...,1/pm−1 ∈ H. Por lo tanto a/pl ∈ H\ < 1/pm−1 >, l ≥ m.
Como p no divide a a entonces (pl; a) = 1, por lo tanto ∃α, β ∈ Z tales que αa + βpl =
1. Entonces α(a/pl) = αa/pl = 1− βpl/pl = 1/pl − β 6 pl/6 pl = 1/pl ∈ H con l ≥ m,
contradicción.
Esta contradicción prueba que H = < 1/pm−1 >.
Entonces los subgrupos propios de Zp∞ son los siguientes:

< 1/p > ≤ < 1/p2 > ≤ < 1/p3 > ≤ < 1/p4 > ≤ .

Es decir que los subgrupos de Zp∞ son un conjunto totalmente ordenado, es decir forman
una cadena.
Como en un grupo cuyo conjunto de subgrupos es una cadena, todo subgrupo distinto de
{0} es esencial, entonces todo subgrupo distinto de {0} de Zp∞ es esencial.
Entonces tenemos el diagrama siguiente:
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< 1/pn > ∼= Zpn �
�
i
Zp∞
Zpn

es
// Zp∞

‖o
Zpn .

Así; Zp∞ es la cápsula divisible de Zp, Zp2 , Zp3 , Zp4 ,..., Zpn ,... .

Corolario 7 Todo grupo divisible que tenga un elemento distinto de 0 de orden finito con-
tiene una copia de Zp∞ para algún primo p.

Demostración. Si 0 6= x ∈ D, D divisible y o(x) finito, entonces o(x) 6= 1, y así ∃ p ∈ P
tal que p | o(x) por lo tanto o(xo(x)/p) = p. Entonces D contiene un elemento de orden p
y entonces D contiene una copia de Zp. Ahora existe un monomorfismo f : Zp // // // D

y como D es divisible, ∃ ϕ: Zp∞ // D tal que ϕ ◦ i = f , es decir; el diagrama siguiente
conmuta:

Zp // //
f //

����

ies
��

Zp∞ .

D??

ϕ

Como i es monomorfismo esencial y f es monomorfismo, entonces ϕ es monomorfismo.

Ahora tenemos el diagrama siguiente:

ϕ(Zp∞) � �
iD
ϕ(Zp∞ )
// D

o‖
Zp∞ .

Como podemos ver ϕ(Zp∞) es una copia de Zp∞ contenida en D.
Notemos que Zp∞ ∼= ϕ(Zp∞) ≤ D.

Nota 6 Si D es un grupo divisible con un elemento de orden infinito, entonces D contiene
una copia de Q. En efecto: si x ∈ D es de orden infinito, entonces Zx ∼= Z. Así existe el
siguiente diagrama:

Z // // f //� _

iQZes
��

D;;

ϕ

Q.
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Como D es divisible e iQZ es monomorfismo, ∃ ϕ: Q // D tal que ϕ ◦ iQZ = f .
Como iQZ es un monomorfismo esencial y f es monomorfismo, entonces ϕ es monomorfismo.
Por lo tanto:

ϕ(Q) � �
iD
ϕ(Q) // D

o‖
Q .

Además ϕ(Q) es sumando directo de D porque ϕ(Q) es divisible.

Lema 16 El subgrupo de torsión de un grupo divisible D es divisible.

Demostración. Sea D divisible y t(D) ≤ D. Si p ∈ P y 0 6= x ∈ t(D), entonces x = py con
y ∈ D. Ahora o(x) = o(py) = o(y)

(p;o(y)) por lo tanto

o(y) = o(x)(p; o(y))

que es un número natural. Entonces o(y) es finito. Así x = py con y ∈ t(D) luego

t(D) ≤ p(t(D)).

Por lo tanto t(D) = p(t(D)), ∀ p ∈ P. Por lo tanto t(D) es divisible.

Notación 3 A ⊂a B denotará que A es un sumando directo de B.

Corolario 8 t(D) ⊂a D si D es divisible.

Demostración. t(D) es un subgrupo divisible de D también se debe al Lema 7.

Observación 10 Sea D ∼= Q(X)⊕(⊕p∈P Z
(Xp)
p∞ ) donde X, Xp son conjuntos y p ∈ P. Enton-

ces D es un grupo divisible.

Demostración. Sabemos que una suma directa de grupos divisibles es divisible.

Proposición 2 D grupo divisible =⇒ D ∼= Q(X)⊕(⊕p∈P Z
(Xp)
p∞ ).

Demostración. Tenemos que la parte de torsión de D:

t(D) = {x ∈ D | o(x) es finito}

es divisible, entonces D = t(D)⊕F con F un subgrupo de D tal que t(F ) = 0. Es decir
F no tiene elementos de orden finito y entonces todos sus elementos son de orden infinito.
Digamos que t(D) = T , entonces D = T⊕F la suma directa de un divisible de torsión y un
divisible libre de torsión.

T =
⊕
p∈P

tp(T ).
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Basta ver que F ∼= Q(X) para algún conjunto X y que tp(T ) ∼= Z(Xp)
p∞ para algún conjunto

Xp.
Supongamos que F es divisible libre de torsión.
Caso 1) Si F = {0}, podemos tomar X = ∅ (Q∅ ∼= {0}).
Caso 2) Supongamos que F 6= {0}. Por la Nota 6 F contiene una copia de Q. Sea {Qi}i∈I
una familia independiente máxima (estamos usando el Lema de Tukey) de subgrupos de F
cada uno isomorfo a Q. Ahora ⊕

i∈I
Qi ≤ F,

⊕
i∈I Qi es divisible, así que

⊕
i∈I Qi ⊂a F y entonces F = (⊕i∈I Qi)⊕U con U un subgrupo de

F divisible, por ser un sumando directo. Si U 6= {0}, entonces U contendría una copia de Q,
con lo que podriamos extender a la familia {Qi}i∈I : {Qi}i∈I ∪{p}, que es una contradicción.
Por lo tanto U = {0} y entonces F = ⊕

i∈I Qi
∼= Q(I).

Ahora tp(T ) ⊂a T , es un p-grupo divisible.
Caso i) Si tp(T ) = {0}, entonces tp(T ) ∼= Z∅p∞ .
Caso ii) Si tp(T ) 6= {0}, entonces tp(T ) contiene una copia de Zp∞ por Corolario 7. De nuevo
si {Li}i∈I es una familia independiente máxima de subgrupos de tp(T ), con cada Li ∼= Zp∞ ,
entonces ⊕

i∈I
Li ≤ tp(T ),

⊕
i∈I Li es divisible, así que ⊕i∈I Li ⊂a tp(T ). tp(T ) = (⊕i∈I Li)⊕U con U divisible de p-

torsión. Si fuera U 6= {0}, entonces U contendría una copia de Zp∞ con lo que podríamos
extender {Li}i∈I , lo que sería una contradicción. Por lo tanto U = {0} y así

tp(T ) =
⊕
i∈I

Li ∼= Zp∞ .

Teorema 9 Un grupo D es divisible si y sólo si

D ∼= Q(X)⊕(
⊕
p∈P
Z(Xp)
p∞ )

donde X, Xp son conjuntos y p ∈ P.

Demostración. Ver la observación 10 y la proposición 2.

Observemos que un grupo divisible con todos sus elementos de orden infinito es isomorfo a
Q(X), para algún conjunto X.
Un p-grupo divisible es isomorfo a Z(Y )

p para algún conjunto Y .



Capítulo 2

Los enteros p-ádicos

Si p es un entero primo definimos el anillo de los enteros p-ádicos como End(Zp∞). Mas
adelante daremos construcciones de anillos isomorfos con éste.

Notemos que Zp∞ =< {1/p, 1/p2, 1/p3, 1/p4, 1/p5, ...} >, así que si Zp∞
f // Zp∞ es un

endomorfismo, entonces f está determinado por f(1/p), f(1/p2), f(1/p3), f(1/p4), f(1/p5),
...(un elemento de Zp∞ es de la forma a/pn con (a; p) = 1).

Nota 7 Notemos que f(1/pk) debe ser un elemento de Zp∞ tal que o(f(1/pk)) | pk, por lo
que f(1/pk) = a/pl con l ≤ k.

Definamos

S = {a0 + a1p+ a2p
2 + a3p

3 + a4p
4 + a5p

5 + · · · | 0 ≤ ai < p}.

Veremos que hay una correspondencia biyectiva entre los conjuntos S y Zp[[p]] = End(Zp∞).
Un elemento de Zp∞ es de la forma b/pm donde (p; b) = 1. Así pues como b/pm es una
clase módulo Z, podemos suponer que b < pm: (b = b′pm + r con 0 ≤ r < pm por lo
tanto concluimos que b/pm = b′ 6 pm/6 pm + r/pm = b′ + r/pm = 0 + r/pm = r/pm luego
b/pm = r/pm).
Veamos cómo un elemento s ∈ S, induce un endomorfismo de Zp∞ por multiplicación. Si
s ∈ S y multiplicamos s por b/pm entonces

s · b/pm = a0b/pm + a1b/pm−1 + · · ·+ amb/pm−m + 0 + · · · .

Denotamos fs = s · −, entonces

Zp∞
fs // Zp∞

1/p � // a0/p

1/p2 � // a0/p2 + a1/p = a0 + a1p/p2

1/p3 � // a0/p3 + a1/p2 + a2/p = a0 + a1p+ a2p2/p3

29
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1/p4 � // a0/p4 + a1/p3 + a2/p2 + a3/p = a0 + a1p+ a2p2 + a3p3/p4

1/p5 � // a0/p5 + a1/p4 + a2/p3 + a3/p2 + a4/p = a0 + a1p+ a2p2 + a3p3 + a4p4/p5

... � // ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

1/pm+1 � // a0/pm+1 + a1/pm + a2/pm−1 + · · ·+ am/p = a0 + a1p+ a2p2 + · · ·+ ampm/pm+1 .

Después demostraremos formalmente que fs : Zp∞ // Zp∞ es un morfismo de grupos.

Lema 17 Si G es grupo abeliano, entonces (End(G),+, ◦, 0, 1G) es un anillo.

Demostración. (i) Si f , g ∈ End(G), entonces f + g definida por

(f + g)(x) := f(x) + g(x)

es un endomorfismo de G:

(f + g)(x+ y) = f(x+ y) + g(x+ y)
= f(x) + f(y) + g(x) + g(y)
= f(x) + g(x) + f(y) + g(y)
= (f + g)(x) + (f + g)(y).

(ii) El neutro es el homomorfismo de grupos G 0 // G .
y � // 0

(iii) −f es el homomorfismo tal que (−f)(x) = −f(x).
Como la composición de endomorfismos es un endomorfismo entonces (End(G), ◦, 1G) es un
monoide. Además si f, g, h son endomorfismos tenemos lo siguiente:

(f + g) ◦ h = f ◦ h+ g ◦ h

y

h ◦ (f + g) = h ◦ f + h ◦ g.

Lema 18 Sea (G,+, 0) un grupo abeliano con un subconjunto X que genera a G. Sea H un
grupo abeliano. Una función X

f // H se puede extender a un homomorfismo ϕ : G // H
si y sólo si

n∑
i=1

zixi = 0, zi ∈ Z, xi ∈ X =⇒
n∑
i=1

zif(xi) = 0.
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Demostración. (⇐=) Sea X = {xi}i∈I . Que X genera a G significa que ∀g 6= 0, g ∈ G
tenemos que g se puede expresar como g = ∑

i∈I zixi con zi ∈ Z y casi todos los zi = 0. Así
puede definirse toda G

ϕ // H por ϕ(g) = ϕ(∑i∈I zixi) = ∑
i∈I zif(xi) donde las sumas son

finitas, pues por hipótesis casi cada zi es 0 (es decir todos, salvo un número finito de zi son
0).
Veamos que ϕ está bien definida. En efecto:
Supongamos que g = ∑

i∈I zixi = ∑
i∈I wixi son dos combinaciones de los elementos de

{xi}i∈I , con casi toda zi y casi toda wi son cero. Entonces 0 = g − g = ∑
i∈I(zi − wi)xi. Por

hipótesis tenemos que 0 = ∑
i∈I(zi − wi)f(xi) de donde tenemos que

n∑
i=1

zif(xi) =
n∑
i=1

wif(xi).

Esto muestra que ϕ : G // H es una función bien definida. Además ϕ es un morfismo de
grupos pues si u = ∑

i∈I zixi y v = ∑
i∈I wixi donde casi toda xi es 0 y casi toda wi es 0,

entonces tenemos lo siguiente:

ϕ(u+ v) = ϕ(∑i∈I zixi +∑
i∈I wixi)

= ϕ(∑i∈I(zi + wi)xi)
= ∑

i∈I zif(xi) +∑
i∈I wif(xi)

= ϕ(u) + ϕ(v).

(=⇒) Como un morfismo de grupos manda el neutro al neutro, y en vista de que G
ϕ // H

manda a G 3 g = ∑
i∈I zixi

� //∑
i∈I zif(xi) ∈ H por ser un morfismo de grupos que ex-

tienden a f , tenemos que ∑
i∈I

zixi = 0 =⇒
∑
i∈I

zif(xi) = 0.

Definición 20 Definimos Zp[[p]] := {∑∞i=0 aip
i|0 ≤ ai < p}.

Definimos una suma y un producto en Zp[[p]] por
∑∞
i=0 aip

i + ∑∞
i=0 bip

i =: ∑∞i=0 cip
i, donde

definimos los coeficientes ci de la manera siguiente:
Por el algoritmo de la división

a0 + b0 = c0 + pq0 q0

a1 + b1 + q0 = c1 + pq1 p|a0 + b0

c0... ... ... ... ... ...

an+1 + bn+1 + qn = cn+1 + pqn+1.

Esto define los coeficientes c0, c1, c2,... por inducción.
Análogamente, definimos un producto en Zp[[p]], como (∑∞i=0 aip

i)(∑∞i=0 bip
i) =: ∑∞i=0 mip

i.
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Por el algoritmo de la división

a0b0 = s0p+m0 s0

a0b1 + a1b0 + s0 = s1p+m1 p|a0b0

m0... ... ... ... ... ...

∑
i+j=k+1 aibj + sk = sk+1p+mn+1.

Con esto definimos por inducción los coeficientes mi ∈ N.

Entonces Zp[[p]] tiene definida una suma y un producto.

Veamos que cada elemento de Zp[[p]] induce un endomorfismo de Zp∞ por “multiplicación”.

Lema 19 ∀s ∈ Zp[[p]], la función

1/p � f // a0/p

1/p2 � f // a0 + a1p/p2

1/p3 � f // a0 + a1p+ a2p2/p3

... � f // ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

1/pm � f // a0 + a1p+ a2p2 + · · ·+ am−1pm−1/pm

induce un morfismo de grupos ϕs : Zp∞ // Zp∞ .

Demostración.

Veamos el siguiente diagrama:

Zp∞ // Zp∞

{1/pn}.
?�

geni
Zp∞

{1/pn}

OO

Si s = ∑∞
i=0 ai · pi ∈ Zp[[p]] con ai ∈ Zp, ai ∈ Z, tenemos que

s · 1/pn =: ∑∞i=0 ai · pi/pn = ∑n
i=0 ai · pi/pn = a0/pn + a1/pn−1 + · · ·+ an 6 pn/6 pn

= a0 + a1p+ · · ·+ an−1pn−1/pn
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que está definida en {1/p, 1/p2, ...} que es un conjunto que genera a Zp∞ . Veamos que se
puede extender a un morfismo de grupos

Zp∞
ϕs // Zp∞ .

Por el Lema 18 basta ver que si

z1/p+ z2/p2 + · · ·+ zm/pm = 0,

entonces

z1(a0/p) + z2(a0 + a1p/p2) + · · ·+ zm(a0 + a1p+ · · ·+ am−1pm−1/pm) = 0.

Supongamos que z1/p+ z2/p2 + · · ·+ zm/pm = 0, entonces z1
p

+ z2
p2 + · · ·+ zm

pm
∈ Z.

Multiplicando por p: z1 + z2
p

+ · · ·+ zm
pm−1 ∈ Z por lo que z2/p+ · · ·+ zm/pm−1 = 0. Volviendo

a multiplicar por p obtenemos que z2 + z3
p

+ · · ·+ zm
pm−2 ∈ Z y por lo tanto

z3/p+ · · ·+ zm/pm−2 = 0.

Repitiendo el argumento tenemos que z4/p+ · · ·+ zm/pm−3 = 0
...

zm
p
∈ Z, es decir zm/p = 0.

Usaremos esto para calcular lo siguiente:

z1(a0/p) + z2(a0 + a1p/p2) + · · ·+ zm(a0 + a1p+ · · ·+ am−1pm−1/pm).

El coeficiente de a0 en esta expresión es z1/p+ z2/p2 + · · ·+ zm/pm, que es 0 por hipótesis.

El coeficiente de a1 es z2/p+ z3/p2 + · · ·+ zm/pm−1, que ya notamos que es 0. Ahora también
el coeficiente de a2 es 0, es decir los coeficientes de a0, a1, a2,...,am son todos 0, como ya
notamos.

Así que f se extiende a una función Zp∞
ϕs // Zp∞ que podemos pensar que es multiplicar

por (a0 + a1p+ a2p
2 + · · · ).

Además, el Lema 18 muestra que ϕs es un morfismo de grupos.

Lema 20 Zp[[p]]
µ // End(Zp∞)

∑∞
i=0 aip

i � // (∑∞i=0 aip
i) · − : Zp∞ // Zp∞

es una función, que respeta la suma y el producto.
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Demostración. Manda sumas en sumas:

Veamos que

(
∞∑
i=0

aip
i +

∞∑
i=0

bip
i) · − = (

∞∑
i=0

aip
i · −) + (

∞∑
i=0

bip
i · −).

Para ver esta igualdad, basta ver que tienen el mismo efecto en cada 1/pk.

Si (∑∞i=0 aip
i +∑∞

i=0 bip
i) = (∑∞i=0 cip

i), entonces multiplicando esto por 1/pk obtenemos

c0 + c1p+ · · ·+ ck−1pk−1/pk.

Así que tenemos que comprobar lo siguiente:

c0 + c1p+ · · ·+ ck−1pk−1/pk = a0 + a1p+ · · ·+ ak−1pk−1/pk + b0 + b1p+ · · ·+ bk−1pk−1/pk para cada k.

En efecto: Si k = 1, entonces c0/p = a0/p + b0/p, pues por definición de c0, c0
p
≡ a0 + b0 así

que c0−a0−b0
p

= 6pq0
6p ∈ Z.

Recordando que

a0 + b0 = c0 + q0p

a1 + b1 + q0 = c1 + q1p

tenemos lo siguiente:

a0 + a1p/p2 + b0 + b1p/p2 = c0 + q0p+ a1p+ b1p/p2

= c0 + (q0 + a1 + b1)p/p2

= c0 + (c1 + q1p)p/p2

= c0 + c1p/p2 + q1 6 p2/ 6 p2.

Por definición de la suma en Zp[[p]]:

a0 + b0 = c0 + q0p

a1 + b1 + q0 = c1 + q1p

a2 + b2 + q1 = c2 + q2p

... ... ...

ak+1 + bk+1 + qk = ck+1 + qk+1p,
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tenemos que

(a0 + b0) + (a1 + b1)p+ (a2 + b2)p2 + · · ·+ (ak + bk)pk/pk+1 = c0 + (q0 + a1 + b1)p+ (a2 + b2p2 + · · ·/pk+1

= c0 + c1p+ (q1 + a2 + b2p2) + · · ·/pk+1

= c0 + c1p+ c2p2 + (q2 + a3 + b3)p3 + · · ·/pk+1

= c0 + c1p+ · · ·+ (qk−1 + ak + bk)pk/pk+1

= c0 + c1p+ · · ·+ (ck + qkp)pk/pk+1

= c0 + c1p+ · · ·+ ckpk + qkpk+1/pk+1

= c0 + c1p+ · · ·+ ckpk/pk+1 + qk 6 pk+1/6 pk+1.

Esto muestra que µ : Zp[[p]] // End(Zp∞) manda sumas en sumas.

µ respeta productos:

Demostremos que

µ((
∞∑
i=0

aip
i)(
∞∑
i=0

bip
i)) = µ(

∞∑
i=0

aip
i)µ(

∞∑
i=0

bip
i).

De nuevo basta ver que el efecto de ambos endomorfismos de Zp∞ es el mismo en cada
generador de Zp∞ .

En 1/p:

(a0 + a1p+ · · · )((b0 + b1p+ · · · )(1/p)) = (a0 + a1p+ · · · )(b0/p) = a0b0/p = m0 + s0p/p = m0/p+ s0 = (m0 +m1p+ · · · )1/p.

En general,

((a0 + a1p+ · · · )(b0 + b1p+ · · · ))(1/pk) = (a0 + a1p+ · · · )(b0 + b1p+ · · ·+ bk−1pk−1/pk)

= a0b0 + (a0b1 + a1b0)p+ · · ·+ (a0bk−1 + a1bk−2 + · · ·+ ak−1b0)pk−1/pk

= m0 + (s0 + a0b1 + a1b0)p+ · · ·/pk

= m0 +m1p+ (s1 + a0b2 + a1b1 + a2b0)p2 + · · ·/pk

= m0 +m1p+m2p2 + (s2 + a0b3 + · · · )p3 + · · ·/pk

= m0 +m1p+ · · ·+mk−1pk−1/pk + sk 6 pk/6 pk

= (m0 +m1p+m2p2 +m3p3 + · · · )(1/pk).

Lo que muestra que µ respeta el producto.

Entonces Zp[[p]]
µ // End(Zp∞) es una función que respeta la suma y el producto.

Teorema 10 µ : Zp[[p]] // End(Zp∞) es un isomorfismo de anillos.
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Demostración. Zp[[p]]
µ // End(Zp∞) es una función inyectiva:

Supongamos ∑∞i=0 aip
i 6= ∑∞

i=0 bip
i, esto quiere decir que ak es distinto de bk para alguna

k ∈ N, k-mínimo µ(∑∞i=0 aip
i) 6= µ(∑∞i=0 bip

i) porque su efecto en 1/pk+1 son distintos:

µ(
∞∑
i=0

aip
i)(1/pk+1) = a0 + a1p+ · · ·+ akpk/pk+1.

Por otra parte
µ(
∞∑
i=0

bip
i)(1/pk+1) = b0 + b1p+ · · ·+ bkpk/pk+1.

Por hipótesis, b0 = a0, b1 = a1, ..., bk−1 = ak−1, entonces

a0 + a1p+ · · ·+ akpk/pk+1 6= a0 + · · ·+ ak−1pk−1 + bkpk/pk+1

pues akpk/pk+1 6= bkpk/pk+1, porque ak/p 6= bk/p.
Si fueran iguales, entonces (ak−bk)

p
∈ Z y p | |ak − bk|, lo que no es posible pues ak y bk son

enteros menores que p.

Veremos ahora que µ : Zp[[p]] // End(Zp∞) es una función suprayectiva.

Si Zp∞
f // Zp∞ es un morfismo de grupos:

Zp∞
f // Zp∞

1/pk � // f(1/pk)

como pk · 1/pk = 0 vemos que pk · f(1/pk) = 0.
Entonces f(1/pk) es un elemento de Zp∞ =< {1/p, 1/p2, 1/p3, 1/p4, 1/p5, ...} > de orden un
divisor de pk, entonces f(1/pk) = b/pk donde podemos tomar b < pk, pues podemos sustituir
b por su residuo al dividir entre pk si hiciera falta.
Entonces f(1/p) = a0/p con 0 ≤ a0 < p, f(1/p2) = b/p2 con 0 ≤ b < p2.

Ahora p · f(1/p2) = f(1/p) = a0/p.

‖
p · b/p2

‖
b/p .

Entonces p | b − a0 por lo tanto b − a0 = pa, entonces b = a0 + pa, como b < p2 entonces
a < p.

Suponiendo que f(1/pk) = a0 + a1p+ · · ·+ ak−1pk−1/pk.

Si f(1/pk+1) = c/pk+1, entonces c/pk = p(f(1/pk+1)) = f(1/pk) = a0 + a1p+ · · ·+ ak−1pk−1/pk.
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Entonces c/pk = a0 + · · ·+ ak−1pk−1/pk, es decir, c−(a0+···+ak−1p
k−1)

pk
∈ Z por lo tanto

c− (a0 + · · ·+ ak−1p
k−1) = akp

k con ak ∈ Z.

Entonces c = a0 + · · ·+ ak−1p
k−1 + akp

k como c < pk+1 se sigue que ak < p.
El argumento anterior muestra que f es µ(a0 + a1p + a2p

2 + a3p
3 + · · · ). Por lo tanto

Zp[[p]] // //
µ // // End(Zp∞) es suprayectiva. Como µ es una biyección que respeta la suma y el

producto y como End(Zp∞) es un anillo, entonces Zp[[p]] es un anillo isomorfo a End(Zp∞).

Lo anterior nos da una alternativa a la definición de los enteros p-ádicos.

Como vimos, podemos identificar un entero p-ádico con una suma formal ∑∞i=0 aip
i con

coeficientes en Zp.

2.1. Valuación p-ádica

Definición 21 υp : Zp[[p]] \ {0} // N∑∞
i=0 aip

i � // mı́n{i ∈ N|ai 6= 0} .

υp está definida en Zp[[p]] \ {0}.

Un número p-ádico es distinto de 0 si y sólo si υp(a) está definido.

Lema 21 Si ∑∞i=0 aip
i y ∑∞i=0 bip

i son dos enteros p-ádicos ambos no cero, entonces

(
∞∑
i=0

aip
i)(
∞∑
i=0

bip
i) 6= 0

y

υp((
∞∑
i=0

aip
i)(
∞∑
i=0

bip
i)) = υp(

∞∑
i=0

aip
i) + υp(

∞∑
i=0

bip
i).

Demostración. Digamos que υp(
∑∞
i=0 aip

i) = k y υp(
∑∞
i=0 bip

i) = l. Entonces:

a0 = a1 = · · · = ak−1 = 0 y b0 = b1 = · · · = bl−1 = 0.

Por definición,
(
∞∑
i=0

aip
i)(
∞∑
i=0

bip
i) =

∞∑
i=0

mip
i

donde a0b0 = s0p+m0 y s0 + a0b1 + a1b0 = s1p+m1.
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En general

(sk +
∞∑

i+j=k+1
aibj) = sk+1p+mk+1 si

a0 = a1 = · · · = ak−1 = 0 con ak 6= 0

y
b0 = b1 = · · · = bl−1 = 0 con bl 6= 0.

Entonces
a0b0 = 0 · p+ 0 (m0 = 0)

0 + (a0 · b+ a1 · b0) = 0 + (0 · 0 + 0 · 0) = 0 · p+ 0 (m1 = 0).

Así tenemos que
m0 = 0 = m1 = · · · = mk+l−1 = 0

y

s0 = s1 = · · · = sk+l−1 = 0.

Ahora
sk+l−1 +

∑
i+j=k+l

aibj = akbl.

Es decir

υp((
∞∑
i=0

aip
i)(
∞∑
i=0

bip
i)) = k + l = υp(

∞∑
i=0

aip
i) + υp(

∞∑
i=0

bip
i).

Corolario 9 Zp[[p]] es un dominio entero.

Demostración. Esto es equivalente a que el producto de dos elementos distintos de cero
sea distinto de cero, que se demostró en el lema previo.

Definición 22 Zp[[p]]
ρ // Zp∑∞

i=0 aip
i � // a0 .

Observación 11 ρ es un homomorfismo de anillos.
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Demostración. Por definición
∞∑
i=0

aip
i +

∞∑
i=0

bip
i =

∞∑
i=0

cip
i

donde a0 + b0 = q0p + c0. Así que a0 + b0
p
≡ c0. Además (∑∞i=0 aip

i)(∑∞i=0 bip
i) = ∑∞

i=0mip
i

donde a0b0 = s0p+m0 por definición. Por lo tanto a0b0
p
≡ m0.

Observación 12 1. ρ es un morfismo suprayectivo.

2. Nuc(ρ) = {∑∞i=0 aip
i|a0 = 0}.

3. Zp[[p]]/Nuc(ρ) ∼= Zp, por el primer Teorema de isomorfismos.

De lo anterior tenemos que Nuc(ρ) es un ideal máximo de Zp[[p]]. (Pues Zp es un campo, y
sólo tiene dos ideales).

Observación 13 El neutro multiplicativo para Zp[[p]] es

1 + 0 · p+ 0 · p2 + · · · ,

que es el elemento que corresponde al neutro en End(Zp∞), que es IdZp∞ : Notemos que

Zp[[p]]
µ // End(Zp∞)∑∞

i=0 aip
i � //∑∞

i=0 aip
i · − .

Si a0 = 1 y ai = 0, entonces (∑∞i=0 aip
i) · 1/pk = 1 · 1/pk = 1/pk.

Observación 14 ∑∞
i=0 aip

i ∈ Zp[[p]] tiene inverso multiplicativo ⇐⇒ a0 6= 0.

Demostración. (=⇒) Si ∑∞i=0 aip
i tiene inverso multiplicativo ∑∞i=0 bip

i, entonces

(
∞∑
i=0

aip
i)(
∞∑
i=0

bip
i) = 1 + 0 · p+ 0 · p2 + · · ·

asi que a0b0
p
≡ m0 = 1. Entonces a0 6= 0.

(⇐=) Recíprocamente, si a0 6= 0 podemos resolver

(
∞∑
i=0

aip
i)(
∞∑
i=0

bip
i) = 1 + 0 · p+ 0 · p2 + · · · .

Pues : a0b0 = s0 · p + 1, así que b0 es el elemento del inverso multiplicativo de a0 en Zp y
conocemos s0.
Ahora, s0 + a0b1 + a1b0 = ps1, así que a0b1 = −a1b0− s0 + ps1 que se puede resolver en Zp y
conocemos s1. Si ya hemos encontrado b0, b1, ..., bk, s0, s1,..., sk, entonces como

(
∞∑
i=0

aip
i)(
∞∑
i=0

bip
i) = 1 + 0 · p+ 0 · p2 + · · · ,
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entonces
sk +

∑
i+j=k+1

aibj = sk+1p+mk+1.

Es decir,
sk + bk+1 +

∑
i+j=k+1

aibj = sk+1p+mk+1.

Así,
a0bk+1 = −

∑
i+j=k+1 excepto (i=0 y j=k+1)

aibj + sk+1p− sk.

que se puede resolver en Zp porque a0 es una unidad en Zp y conocemos sk+1.

Corolario 10 Zp[[p]] es un dominio entero con ideal propio mayor igual a

{
∞∑
i=0

aip
i|a0 = 0}.

Es decir Zp[[p]] es un anillo local.

Demostración. Ya vimos que {∑∞i=0 aip
i|a0 = 0} = Nuc(ρ) y que Zp[[p]]/Nuc(ρ) ∼= Zp.

Como Zp es un campo, solamente tiene dos ideales. Concluimos usando el Teorema de la
Correspondencia.

2.2. Los enteros p-ádicos como límite inverso

Definición 23 Un conjunto dirigido (I,≤) es un conjunto parcialmente ordenado tal que
∀i, j ∈ I ∃k ∈ I tal que k ≥ i, k ≥ j.

Un sistema dirigido de grupos (o anillos) es una pareja:

({Mi}i∈I , {Mi

fi,j //Mj }i≥j) tal que Mi

fi,i //Mi es la identidad

en Mi y Mi @@

fi,j //Mj

fj,k //Mk si i ≥ j ≥ k donde cada fi,j es un morfismo de grupos (o de
=

fi,k

anillos) ∀i ≥ j con i, j ∈ I.

Un límite inverso para el sistema ({Mi}i∈I , {Mi

fi,j //Mj }i≥j) es un grupo (o anillo) deno-
tado:

ĺım
←−

Mi

junto con una familia de morfismos

{fj : ĺım
←−

Mi −→Mj}j∈I

tal que el siguiente diagrama conmuta:
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ĺım
←−
Mi

fi

||
Mi

fi,j //Mj

""

fj

es decir fi,j ◦ fi = fj y tal que tiene la siguiente propiedad (universal):

∀ (U , { U ξi //Mi }i∈I) tal que conmuta el diagrama siguiente:

U
ξi

~~
Mi

fi,j //Mj

  

ξj

∃! ψ : ĺım
←−
Mi ←− U morfismo de grupos (o anillos) tal que

ĺım
←−
Mi

fi

||
Mi
oo ξi U

ψaa

conmuta ∀i ∈ I.

Para grupos o anillos se puede construir el límite inverso de:

({Mi}i∈I , {Mi

fi,j //Mj }i,j∈I)

tomando
L = {x ∈ Πi∈IMi| para i ≥ j, fi,j(pi(x)) = pj(x)}

donde
Πi∈IMi

pi

##

pj //Mj

fi,j
��
Mi

(pi, pj son las proyecciones canónicas).

Así tenemos (L, { L pi //Mi }) tal que L
pj|L

!!
pi|L
��
Mi

fi,j //Mj

conmuta. Esto es claro dada la definición

de L.

Que (L, { L
pi|L //Mi }) es un límite inverso se comprueba de la manera siguiente:
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Supongamos que ({Mi}i∈I , {Mi

fi,j //Mj }i,j∈I) es un sistema dirigido y sea

(U , { U ξi //Mi }i∈I)

tal que

U
ξi

~~
Mi

fi,j //Mj

  

ξj

conmuta si i ≥ j.

Entonces la familia (U , { U ξi //Mi }i∈I) induce U g // Πi∈IMi tal que

U
ξi

##

g // Πi∈IMi

pi
��
Mi

conmuta para toda i.
Si i ≥ j, entonces

Πi∈IMi

pi

++

pj

��

U

g

OO

ξj

$$

ξi

��
Mi

fi,j //Mj

Πi∈IMi 3 g(u)

pi

��

pj

��

U 3 u
_

OO

ξj

((

ξi

��
pi(g(u)) ∈ Mi

fi,j //Mj

conmuta, así que ∀u ∈ U , (fi,j ◦ pi)(g(u)) = pj(g(u)).
Esto muestra que g(u) ∈ L.
Así que el diagrama siguiente conmuta:

L

pi|L

uu

pj|L

��

U

g|
L

::

ξj

$$

ξi

��
Mi

fi,j //Mj

.
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Lo que muestra que (L, {pi|L}i∈I) es un límite inverso para

({Mi}i∈I , {Mi

fi,j //Mj }i,j∈I).

(La unicidad de g|L se sigue fácilmente de las propiedades del producto cartesiano y del
diagrama anterior). Esto muestra que existen los límites inversos de sistemas dirigidos de
grupos o anillos.

Ejemplo 8 Si i ≤ j, entonces Zpj ⊆ Zpi.

Demostración. Esta inclusión induce un morfismo de anillos

Z/Zpj
fj,i // Z/Zpi

podemos ver que (Zp[[p]], { Zp[[p]]
µj // Z/Zpj }j∈I) es el límite inverso de

({Z/Zpi}i∈I , { Z/Zpj
fj,i // Z/Zpi }i≤j),

donde
Zp[[p]]

µj // Z/Zpj

(a0 + a1p+ a2p
2 + · · · ) � // a0 + a1p+ a2p2 + · · ·+ aj−1pj−1 .

Observación 15 Zp[[p]]
µj // Z/Zpj

(∑∞i=0 aip
i) � // a0 + a1p+ a2p2 + · · ·+ aj−1pj−1

es un homomorfismo de anillos.

Demostración. µj es aditiva:
Recordemos que

(
∞∑
i=0

aip
i) + (

∞∑
i=0

bip
i) =

∞∑
i=0

cip
i

donde
a0 + b0 = q0p+ c0

q0 + a1 + b1 = q1p+ c1
... ... ...

qj−1 + aj + bj = qjp+ cj

entonces

(a0 + a1p+ a2p2 + · · ·+ aj−1pj−1) + (b0 + b1p+ b2p2 + · · ·+ bj−1pj−1) =

= (a0 + b0) + (a1 + b1)p+ (a2 + b2)p2 + · · ·+ (aj−1 + bj−1)pj−1
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= c0 + (q0 + a1 + b1)p+ · · ·+ (aj−1 + bj−1)pj−1

= c0 + c1p+ (q1 + a2 + b2)p2 + (a3 + b3)p3 + · · ·+ (aj−1 + bj−1)pj−1

= c0 + c1p+ c2p2 + · · ·+ (qj−2 + aj−1 + bj−1)pj−1

= c0 + c1p+ · · ·+ cj−1pj−1+ 6 qj−1 6 pj .

(El último sumando se cancela pues la barra significa clase módulo Zpj).
La demostración de que µj respeta el producto se demuestra usando la definición de producto
en Zp[[p]] es decir, análogamente como en el caso de que µ es aditiva.
Es claro que µj manda el uno de Zp[[p]] al uno de Z/Zpj.

Notemos ahora que

Zp[[p]]
µi
yy

µj

%%

Z/Zpi Z/Zpj

(conmuta si i ≥ j)

fi,j //

∑∞
i=0 aip

i ∈ Zp[[p]]&

rr

�

**

Z/Zpi 3 a0 + a1p+ · · ·+ ai−1pi−1 a0 + a1p+ · · ·+ aj−1pj−1 ∈ Z/Zpj.
� //

es un diagrama conmutativo, donde µi, µj, fi,j son homomorfismos de anillos.

En la situación anterior, la familia { Zp[[p]]
µi // Z/piZ }i∈I induce el morfismo siguiente:

Zp[[p]]
γ // Π∞i=1Z/piZ

tal que conmuta el siguiente diagrama:

Π∞i=1Z/piZ

πi

��

Zp[[p]]

γ
88

µi &&
Z/piZ.

Si consideramos {Π∞i=1Z/piZ
πi // Z/piZ }i∈N. Como tenemos que el diagrama siguiente:
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Zp[[p]]
γ

��
µi

��

Π∞i=1Z/piZ

πixx
Z/piZ

es conmutativo ∀i entonces también conmuta el siguiente diagrama excepto el triángulo
inferior:

Zp[[p]]
γ

��
µi

��

µj

��

Π∞i=1Z/Zpi
πi

xx

πj

&&
Z/Zpi

fi,j // Z/Zpj.

Tenemos que

γ(Zp[[p]]) ⊆ {x ∈ Π∞i=1Z/Zpi|(fi,j ◦ πi)(x) = πj(x) ∀i ≥ j}.

Por otra parte si x ∈ Π∞i=1Z/Zpi satisface (fi,j ◦ πi)(x) = πj(x) ∀i ≥ j, entonces existe un
elemento ∑∞i=0 aip

i ∈ Zp[[p]] tal que

γ(
∞∑
i=0

aip
i) = x.

Esto se demuestra en el Lema siguiente:

Lema 22 Dada la sucesión (x1, x2, x3, ...) con xi+1
pi

≡ xi hay una única sucesión a0, a1,
a2,... donde 0 ≤ ai < p tal que

a0 + a1p+ · · ·+ ai−1p
i−1 pi

≡ xi.

Demostración. Para empezar a0
p
≡ x1 (x1 = s1p+a0) tiene solución única por el algoritmo

de la división.

Ahora necesitamos encontrar a1 tal que a0+a1p
p2

≡ x2. Es decir, a1p
p2

≡ x2−a0 = x2−(x1−s1p).
Como x2 − x1 es un múltiplo de p, denotemos x2−x1

p
al entero tal que x2−x1

p
· p = x2 − x1.

Ahora a1p
p2

≡ (x2 − x1) + s1p⇐⇒ a1
p
≡ x2−x1

p
+ s1.

Esto tiene una única solución mayor o igual que 0 y menor que p. Si ya hemos encontrado
a0, a1,..., ak con 0 ≤ ai < p tales que
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a0
p
≡ x1

a0 + a1p
p2

≡ x2
... ... ...

a0 + · · ·+ akp
k pk+1

≡ xk+1.

Entonces, como xk+2
pk+1

≡ xk+1 entonces xk+2−xk+1
pk+1 ∈ Z.

Queremos encontrar ak+1 tal que a0 + · · ·+ ak+1p
k+1 pk+2

≡ xk+2.
Así

ak+1p
k+1 pk+2

≡ xk+2 − (a0 + · · ·+ akp
k)

pk+2

≡ (xk+2 − xk+1) + apk+1 ⇐⇒ ak+1
p
≡ (xk+2−xk+1)

pk+1 + a.

Esto tiene solución una mayor o igual que cero y menor que p.
Esto muestra que hay una sucesión que satisface las hipótesis.
En vista de la inyectividad de γ tenemos que Zp[[p]] es isomorfo al límite inverso de

({Z/Zpi}i∈N, { Z/Zpi
fi,j // Z/Zpj }i≥j)

donde fi,j es el morfismo de anillos canónico.
Esto junto con el Teorema 10 nos da otras descripciones del anillo de los enteros p-ádicos.
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Teorema 11 Los siguientes anillos son isomorfos y cada uno es una copia del anillo de
enteros p-ádicos:

1. El anillo de endomorfismos de Zp∞.

2. El anillo {∑∞i=0 aip
i|0 ≤ ai < p} con la suma y el producto descrito en el texto.

3. El límite inverso del sistema dirigido de anillos

{(Z/Zpi)i∈N, {Z/Zpi
fi,j // Z/Zpj}i≥j ).

4. El anillo de sucesiones {(x1, x2, x3, ...)|xi ∈ Z/Zpi, xi+1
pi

≡ xi}, que es un subanillo de
Π∞i=1Z/Zpi.

Demostración. Las demostraciones están incluidas en el texto.

Los enteros p-ádicos tienen las siguientes propiedades que se demuestran en la tesis:

a) El anillo de los enteros p-ádicos es conmutativo, es un dominio entero (el producto de
elementos distintos de cero es distinto de cero).

b) Es un anillo local: tiene un único ideal máximo: {∑∞i=0 aip
i|a0 = 0}.

c) El conjunto de sus unidades (elementos invertibles) es

Z•p[[p]] = {
∞∑
i=1

aip
i|a0 6= 0}.

d) Es un dominio de ideales principales, los ideales son de la forma

Ij = {
∞∑
i=0

aip
i|vp(

∑
aip

j) ≥ j}.

e) El conjunto de ideales está totalmente ordenado por la inclusión

Ik ≤ Ij ⇐⇒ k ≥ j.
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