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Introduccién

El objetivo de ésta tesis es presentar de manera formal y monografica un problema
de tipo Yamabe en un espacio relevante en el campo de la fisica: el espacio-tiempo
de Minkowski. El problema de Yamabe original consiste en que, dada una variedad
Riemanniana compacta (M, g), siempre sera posible encontrar una métrica g (so-
bre la misma variedad M) tal que g sea conforme a g, esto es § = fg, donde
f = e**,p € C®(M) y tal que su curvatura escalar es constante. Basicamente
se aplica una transformacion conforme a la métrica original; recordemos que una
transformacion conforme es aquella que preserva angulos (en nuestro caso preser-
varé angulos entre vectores). El problema de Yamabe comienza como un problema
geométrico pero al final se reduce a resolver una ecuacién diferencial parcial que
involucra a la curvatura escalar de la variedad. El enunciado del problema fue una
afirmacion debida a Hidehiko Yamabe [22], que en 1960 ofrecié una demostracion
y que en 1968 Niel Trudinger mostrard que era incorrecta; asi nacio el problema de
Yamabe, pues se buscaba demostrar que la afirmacién hecha por Hidehiko Yamabe
era verdadera. Ademas de descubrir el error en la demostracion, Trudinger pudo
rescatar buena parte del trabajo de Yamabe. En 1976 Thierry Aubin logré avances
para la resolucion del problema y, finalmente, en 1984 Richard Schoen conlcuyo la
demostracidn de la afirmacion de Yamabe. La ecuacion diferencial a resolver fue
planteada bajo condiciones diferentes al planteamiento original (no solo en varie-
dades compactas) lo que llevo a varios problemas de “tipo Yamabe”.

En el caso de la tesis en cuestion, se seguira el problema de Yamabe planteado por
Nicolas Ginoux [9], el problema de Yamabe Lorentziano. El problema de Yamabe
Lorentziano toma su nombre del problema original (buscar métricas conformes)
pero también del tipo de métricas con que se trabaja: métricas Lorentzianas o
pseudo-métricas. En el presente escrito, motivados por el uso de las transforma-
ciones conformes en el estudio de la estructura causal del espacio-tiempo, revisare-
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mos la clase de métricas conformes a la métrica del espacio-tiempo de Minkowski.
Como en [11], se planteara la ecuacidn diferencial del problema de Yamabe y se
revisard, aprovechando la hiperbolicidad global del espacio-tiempo de Minkowski
[11], bajo qué condiciones un problema de Cauchy con esa ecuacion diferencial
tiene solucion. Dada la métrica del espacio-tiempo de Minkowski, el problema
podria ser trivial pues esta métrica ya tiene una curvatura escalar constante, por
lo anterior se trabajard en casos distintos. Para ser mas precisos, se mostrara que
siempre es posible encontrar una métrica con curvatura escalar constante y positiva
(arbitraria) tal que es conforme a la métrica del espacio-tiempo de Minkowski.

Para lograr nuestro cometido, en el Capitulo 1 hablaremos sobre algunos aspectos
basicos de la relatividad especial y discutiremos un poco sobre aspectos geométri-
cos de la gravedad que nos llevaran naturalmente al estudio de la geometria dife-
rencial y Riemanniana, en los Capitulos 2 y 3 respectivamente.

Si bien la geometria resulta importante en la construccion de la relatividad general,
serd fundamental para plantear el problema de Yamabe. Usando las herramientas
geométricas de los capitulos anteriores, en el capitulo 4 presentaremos algunos
conceptos sobre geometria conforme y se introducird el problema de Yamabe.
Cabe sefialar que buena parte del trabajo de la tesis consistio en obtener las ecua-
ciones para la curvatura escalar después de aplicar la transformaciéon conforme
& = e**g; si bien se trata de resultados ampliamente conocidos, pocos son los tex-
tos clasicos de geometria que mencionan algo sobre la obtencion de los mismos.

En el Capitulo 5 se presentard un poco de la estructura matematica del espacio-
tiempo y se hablara sobre un espacio relevante para fisica: el espacio-tiempo de
Minkowski. Haremos una breve introduccidn al problema de Yamabe Lorentziano.
Revisaremos un poco sobre el uso de las transformaciones conformes para el estu-
dio de la estructura causal del espacio-tiempo. Finalmente, revisaremos bajo qué
condiciones es posible encontrar soluciones al problema de Yamabe Lorentziano
en el espacio-tiempo de Minkowski (también llamado problema hiperbdlico de
Yamabe por Kong De-xing y Liu Q1) para el caso de dimension 3 + 1.
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Relatividad especial

La relatividad especial fue introducida por primera vez en una publicacién de Al-
bert Einstein [6] en 1905. La teoria relaciona de una forma muy particular al tiempo
y al espacio. Para hablar de esta teoria lo mejor sera seguir el enfoque que el mismo
Einstein utiliz6 en la publicaciéon mencionada.

Tomemos un sistema de referencia estacionario. Si tuviéramos un cuerpo puntu-
al, quieto, podriamos utilizar s6lo varillas rigidas graduadas para determinar la
posicion de dicho cuerpo en nuestro sistema de referencia. Si el cuerpo puntu-
al estuviera en movimiento podriamos tomar los valores de las coordenadas como
funcién del tiempo, pero para esto deberiamos estar conscientes de aquello que en-
tendemos por tiempo. Por experiencia, decimos que algo ocurre en cierto momento
cuando miramos un reloj y asignamos una hora al acontecimiento en cuestion. Co-
mo Einstein escribi6 en [6], es posible evitar las dificultades que el concepto de
tiempo involucra si remplazamos al tiempo por la accién de asignar a un evento
una cierta hora mediante el uso de un reloj, pero entoces surgiria un problema: si
nos encontramos en México con un reloj, a la espera de noticias referentes a un
acontecimiento importante en otro pais ;Seria mi reloj adecuado para asignar una
hora al evento en cuanto éste ocurra? Ciertamente lo mejor seria que alguien cer-
cano al evento usara un reloj para para asignar la hora correspondiente, de modo
que mi reloj seria de poca utilidad. Por supuesto que los relojes deberan operar
del mismo modo, esto es, deberan ser iguales. Si se estuviera realizando un exper-
imento, nos gustaria que nuestros relojes estuvieran sincronizados, pero... ;Cuél
seria el significado de sincronia? Supongamos que tenemos dos puntos distintos
Ay Ben el espacio y que en dichos puntos hay relojes para que dos observadores
puedan asignar un valor a los acontecimientos que ocurran cerca. Entonces seria



posible hablar del tiempo A y del tiempo B. Notese que ain no hemos hablado
de un “tiempo comun”, para hacer esto estableceremos lo siguiente: el tiempo que
toma a un rayo de luz para ir de A a B es el mismo tiempo que se requiere para
que un rayo de luz vaya de B a A. Supongamos que un rayo de luz parte del punto
A aun tiempo 7, y llega al punto B a un tiempo 7. Al llegar al punto B el rayo
es reflejado de regreso al punto A, al que llega al tiempo #,. Tendremos entonces
que:

tp—ty=1t, —tg

Esta expresion sera la definicion de sincronia entre dos relojes. Einstein elige un
rayo de luz para definir la sincronia debido a la universalidad de la velocidad de la
luz, descrita més adelante. Si tenemos dos relojes A y B pasara lo siguiente:

m Si A esta sincronizado con B, entonces B esta sincronizado con A.

= Sitenemos un tecer reloj C y ocurre que A estd sincronizado con B, mientras
que B esta sincronizado con C, entonces A esta sincronizado con C.

Una vez establecido lo anterior, lo conveniente sera tener un reloj a cada punto
del espacio para poder hablar del tiempo que se asigna a cada situacion o acontec-
imiento del que queramos dar una descripcion.

La discusion previa no es otra cosa que una forma “nueva” de ver las cosas; ain
debemos introducir ciertas bases para cimentar la teoria. La relatividad especial se
construye partiendo de los siguientes postulados:

1. Principio de relatividad: Las leyes de la fisica son las mismas en todos los
sistemas de referencia inerciales.

2. Universalidad de la velocidad de la luz: La velocidad de la luz relativa a
cualquier observador no acelerado es ¢ = 3 x 108m/s, sin importar la ve-
locidad del movimiento de la fuente de luz relativo al observador.

En los postulados usamos la palabra observador. Un observador inercial es un
sistema de referencia inercial, esto es, un sistema de referencia que satisface

1. Ladistancia entre dos puntos p; = (X, ¥, 2;) ¥ P, = (X5, ¥», Z,) €s indepen-
diente del tiempo.

2. Losrelojes que estan en todo punto, midiendo el tiempo, estan sincronizados
y corren de igual forma.

3. En cada tiempo ¢, constante, la geometria del epacio es Euclidiana.




Observacion 1.1. Los relojes estdn colocados en los puntos de interseccion de la
rejilla dada por un observador inercial, esto es, los puntos de un marco rigido que
son etiquetados usando las coordenadas (x, y, z).

De ahora en adelante al usar la palabra observador nos referiremos a un observador
inercial.

Tomemos un sistema de referencia, @, con ejes x, y, z. Consideremos eventos que
sOlo ocurren en el eje x, en el sistema de referencia (9. Cada evento sera represen-
tado por el tiempo 7 y la posicion x. Tomemos un sistema de referencia o, cuyo
eje X coincide siempre con el eje x del sistema @ y que se mueve con velocidad v
(respecto a ) en la direccion positiva del eje x; al tiempo ¢ = ¢ = 0 los origenes
de ambos sistemas coinciden.

=
=

xX } T

Si un rayo de luz viaja en la direccion positiva del eje x, por el postulado sobre
la universalidad de la velocidad de la luz tendremos que éste se propagara (visto
desde () como

o bien,

x—ct=0.

Como en el sistema de referencia © la velocidad de la luz también debe ser cons-
tante, tendremos de manera aniloga:




x—ct=0.
Los puntos del espacio que satisfacen x — ¢t = 0 también debe cumplir X — ¢t = 0.

Dicha condicién seguird cumpliéndose si pedimos que se satisfaga la siguiente
expresion para cualesquiera puntos del espacio:

X —ct = Mx —ct),
donde A es una constante no nula. Al anularse x — ¢t , el término X — cf se anulara

también. Si consideramos ahora, un rayo de luz que viaja en la direccion negativa
del eje x, podremos obtener (como antes):

X+ ct = u(x + ct).

Si hacemos:

X —ct = A(x —ct)

+

X+ ct = u(x + ct)
y

X —ct = A(x —ct)

X+ ct = u(x + ct),
obtendremos:

2Xx =(A+ uwx+ (u— At
—2ct = (A—p)x — (A+ p)et,




o bien,

)‘czll;'ux+'uglct=ax—bct (1.2)
_ A= A
ct = — 2'ux+ ;'uct = —bx + act (1.3)

dondea :=(A+u)/2y b :=(A—u)/2. El origen en I0) siempre tendra la coorde-
nada X = 0, de modo que:

0 = ax — bct,

de donde se obtiene:

Ahora, si nos montamos sobre el sistema de referencia 5, veremos que es el sis-
tema de referencia @ el que se mueve en la direccidn negativa de O con rapidez
v. Revisemos como es que se ven los puntos del eje x desde el sistema de referen-
cia O. Para esto debemos “tomar una fotografia”. esto es, revisar el espacio a un
tiempo fijo. Tomemos ¢ = 0, de (1.2) tenemos:

X = ax.

Si nos fijamos en dos puntos separados por una distancia Ax = 1, medida desde
0O, en la fotografia (tomada desde @) los puntos tendrin una separacion

Ax
Ax=2% =2,
a a
Si al instante f = 0, tomamos una fotografia desde 5, usando la ecuacién (1.3)
tendremos:




b
o bien,
bx
t=—
ac
Entonces:
b
)'c=ax—bct=ax—bc<—x>
ac
=ax—b2£,
a
pero v = bc/a, de modo que:
_ 2 X va\?* x
X=ax—-b>b —-ax—(—) -
a a

De lo anterior se sigue que dos puntos en 9, separados una distancia Ax = 1

(medida desde ©9), en la fotografia tomada desde O tendran una separacion

_ v?
Ax=a<1—§>.

Por el principio de relatividad ambas fotografias deben ser idénticas, esto es, Ax =

AXx. Por lo tanto:

Escrito de otro modo:




Las transformaciones anteriores son conocidas como transformaciones de Lorentz
para eventos sobre el eje x. Notemos que las transformaciones satisfacen:

2= = 2(x—ut)z— > >
U 1% c
-3 -z
1 2 2.2 2.2 v 2
= ~ | x —2xvt + Ut — ¢c°t° + 2xvt — —x
S c?
CZ
1 U2 2 U2 2.2
_ _U_Q[(l_c_2>x_ -2 e
CZ
=x2 czt2.




Debemos ver 1o que ocurre para puntos fuera del eje x, esto es, debemos encontrar
las transformaciones para y,z. Las transformaciones restantes son:

NI <
1
N <

Supongamos que los sistemas de referencia O y O al tiempo ¢t = 0 coinciden en
el origen, de donde se emite una sefial luminosa, arbitraria. La sefial descrita se
propagara de la siguiente forma en O:

x*+ 3P 4 22 = (er)

En el caso del sistema de referencia @, la propagacion serd aniloga:

4+ 7 4 22 = (ch),

de modo que, como en el caso previo, debera satisfacerse la relacion:

X2+ 4+ 22— (ct)? = E[R2 + 7 + 22 — (D)),

donde ¢ es una constante por determinar. Si tomamos un punto sobre el eje debera
cumplirse, como ya vimos, la relacién x> —c?#> = x?—c?#2. Lo anterior nos permite
concluir que & = 1; por lo cual se sigue que:

X+ Y+ 22— () =2+ 7+ 22— (ch)’

y entonces, las transformaciones de Lorentz no dependeran de la direccion de la
sefial de luz.

Tomaremos un sistema de unidades para las cuales ¢ = 1. Lo anterior resulta de
adoptar al metro como nueva unidad de tiempo. Un metro de tiempo seré el tiempo
que toma a la luz viajar un metro.

distancia que la luz viaja en un intervalo de tiempo dado
CcC =

intervalo de tiempo dado
Im _Im _ 1
tiempo que tarda la luz en viajar Im  1Im
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Todo esto se conoce como unidades naturales y, evidentemente, al usar unidades
naturales, toda cantidad fisica conocida debera tener unidades acordes a la conven-
cioén introducida. Si bien esta idea puede contradecir nuestra intuicidn, es necesario
recordar que la humanidad definié de manera conveniente para sus propositos las
unidades de medida a las que tanto estamos acostumbrados. Ademads, tomar el
valor de ¢ = 1 hard mas tratables muchas ecuaciones, pues no dependeran de
constantes de proporcionalidad como c. Utilizando unidades naturales, las trans-
formaciones de Lorentz se escribiran de la siguiente forma:

=~
Il
—
—~
I
<
=
~

=i
Il
~~~
=
|
<
Z

N
Il
N

Cabe sefalar que nada impide al sistema de referencia (@ moverse en la direccion
¥ o en la direccion z, por lo que si se da uno de estos casos las transformaciones
de Lorentz cambiaran de forma obvia.

Notemos que es interesante tener una transformacion para pasar del tiempo medi-
do en un sistema de referencia al tiempo medido desde otro sistema de referencia,
de modo que la transformacion es diferente a como lo hariamos bajo transforma-
ciones Galileanas (ambos tiempos serian iguales). Lo anterior (asi como el hecho
de que dicha transformacién haya surgido de dos postulados y del movimiento rel-
ativo de los sistemas de referencia considerados) nos hace pensar sobre la estrecha
relacidn que hay entre espacio y tiempo, y en que no pueden ser cosas separadas
en esta teoria sino que deben ser algo un tanto mas homogéneo: el espacio-tiempo.
Dejaremos de ver al tiempo como un parametro y, matematicamente, sera una coor-
denada més que nos permitira dar cuenta de fendmenos fisicos. El espacio-tiempo
estard conformado entonces por puntos de la forma (¢, x, y, z) (por convencion el
tiempo se escribira delante de las coordenadas espaciales). Un punto a un tiempo
y coordenadas espaciales especificas es llamado evento.

Definiremos al intervalo entre cualesquiera dos eventos separados por incrementos
coordenados (At, Ax, Ay, Az) como:




AS? = —(AD? + (AX)? + (AY)? + (Az),

donde (t,,x,,¥,,2,) ¥ (t5,X,, ¥5, 2,) son dos eventos cualesquiera y At = ¢, —
L, Ax =x, = x|, Ay =y, —y,, Az =z, — z,.

Sean Oy O observadores inerciales. El intervalo entre cualesquiera dos eventos es
tal que:

—2
AS = AS>

Las transformaciones de Lorentz garantizan lo anterior. Dicho de otra forma, el
intervalo entre cualesquiera dos eventos es el mismo para cualesquiera dos obser-
vadores; el hecho de que esta cantidad sea invariante entre observadores inerciales
es justamente lo que nos hace definirla como el intervalo o distancia ente dos even-
tos.

El hecho de que AS? no depende de los observadores nos permite utilizar esta
cantidad para clasificar cualesquiera dos eventos. Si AS? > 0 entonces diremos
que los eventos estan espacialmente separados, si AS? < 0 los eventos estardn
temporalmente separados y si AS? = 0 diremos que los eventos tienen separacion
nula. Para ver mejor lo que implica esta clasificacion sera necesario introducir los
diagramas de espacio-tiempo.

Considérese un espacio-tiempo 2-dimensional x vs. ¢ (lo pedimos bidimensional
para visualizar facilmente lo siguiente). Como ya mencionamos, un punto (z, x) fijo
serd llamado evento. Una linea en este espacio estara dada por la relacion x = x(t)
y podra representar la posicion de una particula a varios tiempos. Dicha linea se
conoce como linea de mundo y su pendiente se relaciona con la velocidad de la
particula en cuestion. La Fig. 1.1 ilustra lo anterior.

10



t A linea de mundo con
v=c=1

linea de mundo con
v>1

4 | T
linea de mundo con
v<l

Figura 1.1: Ejemplo de diagrama espacio-tiempo

Tomemos ahora un evento E en el espacio 2-dimensional de antes (para visualizar
las cosas facilmente). En base al diagrama de la Fig. 1.1 tendremos que los eventos
con separacion nula respecto a E formaran un cono con 4pice E . Los eventos con
separacion temporaloide respecto a E viviran dentro del cono y los que tienen una
separacion espacial viviran fuera de él. Algo importante es que nada puede mo-
verse mas rapido que la velocidad de la luz, de modo que la linea de mundo de un
cuerpo en E vivira dentro del cono. Los eventos dentro del cono de luz seran alcan-
zables para el cuerpo en E, mientras que los de afuera no lo seran. Por todo esto los
eventos dentro del cono, arriba de E, se conocen como futuro absoluto mientras
aquellos dentro del cono y que estan debajo de E se conocen como pasado absoluto.

f/\

Futuro absoluto

&,

Y
/ Pasado absoluto \ & f}"

Figura 1.2: Cono de luz.
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Tenemos una teoria que es compatible con el electromagnetismo (recordemos que
Einstein concibi6 la relatividad especial, inicialmente, para explicar fenémenos
relacionados al electromagnetismo), pero que requiere de un tratamiento un poco
mas geométrico al intentar hablar de la gravedad.

Consideremos el principio de equivalencia débil que nos dice que la masa inercial
es igual a la masa gravitacional para cualquier cuerpo (ésta es la forma que toma el
principio inicialmente). La masa inercial es la constante de proporcionalidad entre
una fuerza aplicada a un cuerpo y la aceleracion que dicho cuerpo siente, esto es,
la masa incercial es la que aparece en la segunda ley de Newton: F, = m;a. La
masa gravitacional es la constante de proporcionalidad que relaciona a la fuerza
que siente un cuerpo debido a la gravedad y al gradiente del campo gravitacional:
F, = —m,V®. Galileo, al dejar caer objetos en la torre de Pisa, se di6 cuenta de que
la gravedad actia de igual forma sobre todos los cuerpos, con lo que el principio

de equivalencia débil queda escrito como:

que a su vez implica:

El principio de equivalencia débil puede escrbirse entonces de la siguiente man-
era: en experimentos en que sdlo dejamos caer objetos en presencia de un campo
gravitacional uniforme, los efectos debidos a la aceleracion uniforme del sistema
serdn indistinguibles de aquellos debidos a la gravedad. Notemos que el campo
gravitacional terrestre hara caer dos cuerpos muy alejados entre si en direcciones
distintas (Fig.1.3). Es por detalles como la inhomogeneidad del campo gravita-
cional que el principio de equivalencia débil puede reescribirse como: las leyes
de los cuerpos que caen libremente (es decir, exclusivamente bajo la accidon de la
gravedad) en un campo gravitacional y en un sistema de referencia uniformemente
acelerado son las mismas en una region suficientemente pequeia del espacio (el
principio adquiere un caracter local).

12
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Figura 1.3: Cuerpos siendo afectados por el campo gravitacional terrestre.

Einstein pens6 en generalizar el principio de equivalencia débil, buscando que
dicho principio fuese valido no sdlo para experimentos en que cuerpos caen li-
bremente, sino para cualquier experimento realizado. Lo anterior llevo a lo que
conocemos hoy como principio de equivalencia de Einstein: en regiones pequefias
del espacio-tiempo las leyes de la fisica se reducen a aquellas descritas por la rel-
atividad especial; no es posible detectar la existencia de un campo gravitacional
mediante experimentos locales. En relatividad especial los sistemas de referencia
que utilizamos son los inerciales y dichos sistemas son aquellos que no estan acel-
erados entre si (recordemos que el principio de relatividad, en cierta forma, acaba
con la nocién de que los sistemas de referencia estan “fijos”). Como en el caso de
la gravedad no tenemos un cuerpo que no sea afectado por ella y que podamos us-
ar para determinar la aceleracion debida a la gravedad, sera necesario determinar
cudles seran los sistemas de referencia inerciales a utilizar. En base a la discusion
realizada, serd necesario que los sistemas de referencia inerciales sean aquellos
que caen libremente. Si usamos los sistemas de referencia inerciales del modo de-
scrito y como en relatividad especial, construimos dichos sistemas mediante bar-
ras rigidas y colocando relojes en cada punto del espacio, nos encontraremos con
problemas: si usamos un sistema de referencia inercial como en relatividad espe-
cial y consideramos dos cuerpos muy alejados entre si cayendo libremente hacia la
Tierra, colocando el sistema de referencia en uno de los cuerpos, el cuerpo restante
parecera acelerado respecto al sistema de referencia inercial utilizado (Fig. 1.4 ).
Es entonces que definimos los sistemas de referencia inerciales locales como aque-
llos que siguen la trayectoria de cuerpos que caen libremente en una region muy
pequeiia del espacio-tiempo. Para poder utilizar lo anterior, lo natural sera apelar a
una teoria matematica que nos permita construir sistemas de referencia inerciales
de manera local, a saber, la geometria Riemanniana.
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Figura 1.4
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Geometria Diferencial

2.1. Variedades diferenciales

Definicion 2.1. Sea M un espacio topolégico. Decimos que M es una variedad
topolégica de dimension n si cumple las siguientes propiedades:

1. M es de Hausdorff.
2. M es segundo numerable.
3. Para cada punto p € M, existe una vecindad de p que es homeomorfa a un

abierto de R".

Definicion 2.2. Sea M una variedad topologica, Una carta coordenada sobre M
es un par (U, x), donde U es un subconjunto abiertode M yx : U — x(U) C R”
es un homeomorfismo. El mapeo x es llamado mapeo coordenado (local) y las
funciones componentes (x', ..., x") de x, definidas como x(p) = (x'(p), ..., x"(p)),
son llamadas coordenadas locales.

Definicion 2.3. Sea A = {(U,, x,)},e4 Una coleccion de cartas valuadas en R"
sobre un conjunto M. Decimos que A es un atlas de clase C" si se satisface lo
siguiente:

I Upey Uy = M.

2. Los conjuntos de la forma x,(U, NUy) para a, B € A son todos abiertos en
R"

3. SiU, nU, es no vacio, la funcion

15



2.1. VARIEDADES DIFERENCIALES

xﬁox;1 1 x, (U, NnUyp) = x,(U, NUy)
es un difeomorfismo C".

Definicion 2.4. Sean A, y A, atlas de clase C" sobre M. Decimos que A,y A,
son equivalentes si A, U A, es también un atlas de clase C" para M. Una es-
tructura diferenciable C" en M es una clase de equivalencia de atlas C", dicha
relacion de equivalencia estd dada trivialmente por la equivalencia de atlas C'.
Una estructura C* es llamada estructura suave.

Diremos que un par de cartas (U, x) y (U, y) estaran C"-relacionadas siU NV =
osix(UNV)yyU NV)son abiertos y ademés xoy~!, yox~! son funciones C”.
Decimos también que una carta (U, x) es compatible con un atlas A de clase C" si
A UU es también un atlas de clase C". Un atlas maximal de clase C”" determinado
por un atlas A consiste en todas las cartas compatibles con .A. Una carta de un
atlas maximal sera llamada admisible si da la estructura diferenciable a M.

Definicion 2.5. Una variedad diferencial de clase C", (M, A), es un conjunto M
equipado con un atlas maximal A tal que la topologia inducida por dicho atlas
hace al conjunto M de Hausdorff'y paracompacto. Si las cartas toman valores en
R", entonces diremos que la variedad tiene dimension n. Si la variedad es de clase
C® diremos que es una variedad suave.

Funciones suaves

Definicion 2.6. Sean M una variedad suave de dimension n, k un niimero en-
tero no negativoy f : M — R¥. Decimos que f es una funcién suave si para
cada p € M existe una carta (U, x) con p € U y tal que la funcién fox~! es suave.

Observacion 2.7. Si f fuese de clase C’, en la definicion anterior deberiamos
cambiar la palabra suave por de clase C".

Definicion 2.8. Sean M, N variedades suaves y sea F : M — N cualquier fun-
cion. Decimos que F es suave si para cada p € M existen cartas (U, x),(V,y)
que contengan a p y F(p), respectivamente, tales que x(U) C V y que yoFox™!
es suave como funcion de x(U) a y(V).
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2.2. VECTORES TANGENTES

2.2. Vectores tangentes

Escribiremos C"(M') para referirnos al conjunto C"(M, R), esto es, el conjunto de
las funciones M — R de clase C".

Definicion 2.9. Sea M una variedad suave y sea p € M un punto. Un mapeo
lineal v : C®(M) — R es llamado derivacion en p, si satisface:

u(fg)= f(pvg +gpvf paratoda f,ge€ C*(M).

El conjunto de todas la derivaciones de C*(M) en p, denotado T,M, es un espa-
cio vectorial llamado espacio tangente a M en p. Un elemento de T,M es llamado
vector tangente en p y se denota como v o como v, para dejar en claro el espacio
tangente al que pertenece.

Lema 2.10. Supongamos que M es una variedad suave. Seanp € M, v, € T,M
yf.g€C®M).

1. Si f,g € C®(M) son iguales en alguna vecindad de p € M, entonces
Up(f) = Up(g)'

2. Sih € C*(M) es constante en alguna vecindad de p € M, entonces v,(h) =
0.

Demostracion. 1. Sea U una vecindad de p tal que f = g sobre U. Tomemos
una funcioén g con soporte compacto en U y fi(p) = 1. Consideremos una
funcién n € C*(M) tal que = 0 en U. Entonces tenemos que nf = 0y
por lo tanto:

0 1
0 = v,(np) = npv,(B) + BDv,(n) = v,(n).

El resultado deseado se sigue de la linealidad de v,

2. Por lo que acabamos de probar, serad suficiente demostrar el resultado para
el caso A = ¢ (una constante) sobre toda la variedad. Revisemos el caso en
que tenemos la funcién constante 1:

v,(D=v,(1-1)=1-0,(1)+1-0,(1) = 20,(1).

Por lo tanto v,(1) = 0. Para el caso general h = ¢ se tiene:

17



2.2. VECTORES TANGENTES

v,(0) = v,(1-¢) = c(v,(1)) = 0.

]

Teorema 2.11. Sea M una variedad suave de dimension n'y sea (U, x) una carta
9

con p € U. Entonces la n-tupla de vectores (a% W

| ) es una base para
p

TpM . Para cada v, € TpM , tendremos que:

n

i 0
— 1 —
Up = Z Up(x) oxi|~

i=1 p
Demostracion. Tomemos una carta (U, x) con p € U. Supondremos que x(U) es
una bola de radio € en R” (esto pues hay una equivalencia entre usar las cartas como
las definimos y usar bolas abiertas [14]), esto es, x(U) es un conjunto convexo.

Mediante una traslacién podemos hacer que x(p) = 0. Para cualquier funcién suave
g definida sobre el convexo x(U), definiremos:

1

0

g;(u) :=/ a—g(tu)dt paratoda u € x(U),
0o ou

de la regla de la cadena se sigue que:

1
d
g(u) —g0) = / d—g(tu)dt
o dt
1 n
0 .
:/ 3 2 L uiyar
o o ou|, dt
n l./l ag
— Z u s
o o oul
= Z giut'.
i=1

Si hacemos g = fox~! para f € C®(M), se tendrd f = f(p) + ZL] fix' con

1 ox~! . . .,
fi= Wex )1 gt . Aplicando la derivacion %) a f, obtendremos:
tx p

ax!
n af
=Z<a—xf

dt

tu

9
ox!

_ 9/

ox!

p | -l

, 0
)M + £,(0) = f,(p).
p
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2.2. VECTORES TANGENTES

Aplicando la derivacion v, a f, se sigue que:

0, = v+ Y v,(fix)
i=1
n . ) 0
= Y LA, + X450, (f)]
i=1

= g up(xi) %

p

Por lo tanto { % } generaa T, M . Para ver que la propuesta de base es linealmente
p

independiente, hagamos:

n

Ozvp(xj)zz‘aia—xj: =iai5{=aj-

1
= oxl, o

Por lo tanto, { % } es una base de T,M..
x! p
[
Observacion 2.12. Usaremos indistintamente la siguiente notacion para las derivadas
parciales:

Ademds usaremos la notaciéon de suma de Einstein: si se tienen términos con
indices repetidos, uno arribay otro abajo, entonces se tiene una suma sobre dichos
indices. Un ejemplo seria la expresion local para v ,:

n
v, = Z v' o, =09,
i=1

En caso de hablar de una variedad suave cualquiera M, supondremos que tiene
dimension n salvo que se indique lo contrario. En algunos casos escribiremos M"
para ser mds especificos sobre la dimension de la variedad.
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2.3. HAZ TANGENTE

Definicion 2.13. Sea f : M — N una funcion suave entre variedades y tomemos
v, € T,M para algiin p € M. El mapeo tangente en p

T.f :T,M —T

N

se define como el mapeo que hace a'T,f - v, una derivacion:

(T,f -v,)g =v,(gof)

para cualquier funcion suave g . N — R. En buena parte de la bibliografia
disponible, el mapeo tangente se denota por f,.

Definicion 2.14. Una funcion f : M — N es llamada inmersion en p € M si
T,f : T,M — T, N es una inyeccion. Una funcion f : M — N es llamada

inmersion si es una inmersion para cada p € M.

Definicion 2.15. Si f : M — N es una inmersion que ademds es un homeomor-
fismo en su imagen, entonces decimos f que es un encaje.

Definicion 2.16. Si © es una variedad de dimensionn —1y 60 : © — M es un
encaje, la imagen de ©, 0(©), se conoce como hipersuperficie.

Definicion 2.17. Sea M una variedad suave y sea p € M. Para f € C*(M),

definimos al diferencial de f en p como el mapeo lineal d f (p) : T,M — R, dado
por

dfp)-v,=0,f

paratodov, € T,M.

2.3. Haz tangente

Definimos al haz tangente de M", denotado por "M, como la union ajena de los
espacios tangentes a todos los puntos de M:

™™ := | | T,M.

PEM
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2.3. HAZ TANGENTE

Usualmente se escribe a los elementos de 7'M como pares ordenados (p, v), con
p € M yv € T,M. El haz tangente esta equipado con una proyeccion natural
7. TM —-> M.

Es posible dar una estructura diferenciable a T M, esto es, T M es una variedad
diferenciable de dimension 2n. Tomemos una carta (U, x) para M. z='(U) C TM
es el conjunto de todos los vectores tangentes a M a todos los puntos de U. Sean
(x!, ..., x") las funciones coordenadas de x y definamos X : 7~ !(U) — R?" como:

X' o) = (x'(p)....x"(p), 0!, ... 0",

Entonces (77!, X) serd una carta. Podemos construir més cartas para T M usando
el resto de las cartas para M, con lo cual daremos una estructura suave a T'M .

Definicion 2.18. Sea M una variedad suave. Un campo vectorial suave sobre so-
bre M es una seccion suave del haz x : TM — M, esto es, un mapeo suave
X : M — TM tal que roX = Id,,. Al conjunto de campos vectoriales suaves
sobre M, lo denotamos X(M).

Observacion 2.19. Un campo vectorial no necesariamente debe ser suave, sin
embargo, nuestro interés se restringird a los campos suaves y por ello al hablar
de campos vectoriales supondremos que se trata de campos suaves salvo que se
indique los contrario.

Supongamos que M" es una variedad suave. Si X : M — TM es un campo
vectorial y (U, x) es una carta coordenada para M, podemos escribir el valor de
X en cualquier punto p € U en términos de los correspondientes vectores base

X, =X(p) =X o,

lo anterior define n funciones X’ : U — R, llamadas funciones componentes de
X en la carta dada.

Definicion 2.20. Dado un mapeo suave f : M — N, los mapeos tangentes T, f
de cada espacio tangente T,M pueden combinarse para dar lugar a un mapeo

Tf:TM —TN
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2.4. PULL-BACK Y PUSH-FORWARD

sobre el haz tangente. El mapeo T f es lineal sobre cada n~'(p). El mapeo T f
también es llamado mapeo tangente.

Definicion 2.21. si f : M — V, donde V' es un espacio vectorial de dimension
finita, entonces tenemos al diferencial df(p) : T,M — V para cada p € M.

Combinando cada mapeo obtenemos un tinico mapeo df : TM — V, definido
como

df(v) =df(p)v)

cuando v € T,M. Si identificamos al producto V XV, entonces tendremos d f =
pryoT [, donde pr, : TV =V XV — V es la proyeccion en el segundo factor.

2.4. Pull-back y push-forward

Dado un difeomorfismo ¢ : M — N, definimos al pull-back ¢*Y € X(M) para
Y € X(N)y al push-forward ¢, X € X(N) de X € X(M) mediante ¢, como

Y =T 'oYog
¢.X = ToXogp™.

En el caso de funciones cualesquiera, el pull-back se define como ¢*g = gog, para
cualquier funcion suave g € C*(N).

Observacion 2.22. El haber denotado al mapeo tangente como T f en lugar de
f.para f : M — N, es justo para evitar confusion con el uso del push-forward.

2.5. Haces vectoriales

Definicion 2.23. Sea M un espacio topologico. Un haz vectorial (real) de rango
k sobre M es un espacio topolégico E equipado con un mapeo suprayectivo y
continuo o . E — M que satisface:
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2.5. HACES VECTORIALES

1. Para cada p € M, la fibra E, = n~(p) sobre p, estd dotada con la estruc-
tura de un espacio vectorial real de dimension k.

2. Para cada p € M, existe una vecindad U de p € M y un homeomorfismo
¢ : 7' (U) - U x R* (llamado trivializacién local de E sobre U) que
satisface las siguientes condiciones:

» 7y0¢ = x (donde my; : U X R* = U es una proyeccion).

» Para cada q € U, la restriccion de ¢ a E, es un isomorfismo entre
espacios vectoriales que va de E, a {q} x R* = R,

Si M y E son variedades suaves, r es suave y las trivializaciones locales pueden
ser elegidas como difeomorfismos en sus respectivas imdgenes, decimos que E es
un haz vectorial suave.

El espacio E se conoce como el espacio total del haz, M es llamado espacio base
y 7 es su proyeccion. Se suele decir que 7 : E — M es un haz vectorial (esto
para enfatizar los elementos que conforman al haz en cuestion).

Proposicion 2.24. Sea M una variedad suave de dimension n. T M es un haz
vectorial suave de rango n sobre M.

Demostracion. Tomemos una carta cualquiera (U, x) para M, con coordenadas
(x"). Definamos ¢ : #7'(U) = U X R" como

dW'o;l,) = (p. (', ..., 0").

La expresi6n anterior es lineal en las fibras 7~!(p) y ademas

7op('d)],) = m(p, (V' ..., v") = p,

esto es, 7,0¢p = n. La composicién
—1 0] n xXIan n
77 (U)— UXR'"—— x(U)XR

sera:

(x X Idp,)op(v'0,|,) = (x X Idg,)(p, (V' ..., U")
= (x'(p), ..., x"(p), v, ..., 0").
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2.5. HACES VECTORIALES

Siendo precisos, la composicién anterior es igual al mapeo coordenado X con el
que se dot6 de una estructura suave a TM. Al ser X y x X Idpg, difeomorfismos,
entonces ¢ también debe serlo. Se tiene que ¢ satisface las condiciones para ser

una trivializacion local suave.
O

Podria darse el caso de que exista una trivializacion local de E sobre toda M, en-
tonces dicho haz sera llamado haz trivial. Generalmente no encontraremos haces
triviales por lo que tendremos varias trivializaciones locales. Si tenemos traslapes
entre trivializaciones, éstos tomaran una forma simple.

Lema 2.25. Sea = : E — M un haz vectorial suave de rango k sobre M. Su-
pongamos que ¢ . =" (U) - U XR¥yy : 271 (V) = V x R¥ son dos triviali-

zaciones locales suaves de E, que satisfacen U NV # (. Existe un mapeo suave
7 :UNV - GL(k,R) tal que la composicion

poy !l (UNV)XRF - (UNnV)xRF

tiene la forma:

poy ™! (p, v) = (p, 7(p)v),
donde t(p)v denota a la matriz de k X k, t(p), actuando sobre el vector v € R.

Demostracion. El siguiente diagrama conmuta:

UNV)xRF & 27U nV) -2 (UNV) xR

S b

unv
Es importante aclarar que y y ¢ se interpretan, en el diagrama, como restricciones
sobre z7!'(U N V). Del diagrama se sigue que z,;0(¢poy ') = x, entonces oy !
debe ser de la forma:
poy ' (p,v) = (p, o(p, v))

para alguna funcién ¢ : (UNV)xR* - R*. Como ¢ y y son suaves, entonces la
composicidn ¢oy también lo es y entonces o también es suave. Paracadap € M
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2.5. HACES VECTORIALES

fija, tomemos el mapeo v — o(p, v) de R en si mismo. Al ser ¢ y y isomorfismos
sobre E,, el mapeo v — o(p,v) sera lineal y ademas invertible. Entonces debe
existir una matriz 7(p) de k X k tal que o(p, v) = 7(p)v para v € R*. Como o es
suave y determina a 7(p), entonces 7 : U NV — G L(k,R) debe ser suave.

[

Elmapeo 7z : UNV — GL(k,R) descrito, se conoce como funcion de transicion
entre las trivializaciones locales ¢ y y.

El siguiente lema permitira identificar con mayor facilidad un haz vectorial.

Lema 2.26. Sea M" una variedad suave y supongase que para cada p € M
tenemos un espacio vectorial real E, de dimension fija k. Sea E = U vem Ep ¥ sea
z : E —» M la funcion que toma cada elemento de E,y lo manda a p. Supéngase
que ademas se tiene lo siguiente:

1. Una cubierta abierta {U} ., de M.

2. Para cada a € A, tenemos una funcioén biyectiva ¢, : =~ (U,) — U, X R,
cuya restriccion a cada E,, es un isomorfismo de espacios vectoriales de E,
a {p} X Rk

3. Para cada a,f € A con U, N U # @, se tiene una funcion suave
7,5 * U, NUy = GL(k,R) tal que

$.00™ 1 (U, Uy XR" = (U, NUy xR

tiene la forma:

$.0¢0~ (p, ) = (p, T(P)V).

Entonces E tiene una unica topologia y una estructura suave que le con-
vierten en una variedad diferencial y en un haz vectorial suave de rango k
sobre M, con & como proyecciony {(U,, ¢,)} como trivializaciones locales
suaves.

Demostracion. Para cada p € M elegiremos algin U, tal que p € U. Tomare-

A

mos una carta (V,, ¢,) tal que p € V, C U, y definiremos V, := ¢,(V,) € R".
Definimos a la funcion @, : z7'(V,) = V, X R¥, como @, = (¢, X Idgi)od,:

QX T dyi

ﬂ.—l(VP) # VpXRk AN f/\pka C R" X RF =~ Rk,
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2.5. HACES VECTORIALES

Afirmamos que {(Jr_l(V,,), &,,)} sem Son cartas que le dan una estructura diferen-
ciable a E. Siendo mas concretos, la propuesta de cartas que se ha dado satisface
las condiciones del siguiente lema:

Lema 2.27. Sea M un conjunto y supongamos que tenemos una coleccion {U}
de subconjutos de M junto con funciones @, : U, — R", tales que las siguientes
propiedades se satisfacen

1. Paracadaa, @, es una biyeccion entre U, y un subconjunto abierto ¢,(U,) C
R".

2. Para cada a,p los conjuntos ¢, (U, NUy) y ¢z(U, NUpy) son abiertos de R".

3. Cuando U, N U, # @, la funcion (pﬂO(p;1 Do, U,nUp = ¢,U,NU,) es
suave.

4. Una cantidad numerable de conjuntos U, cubren a M.

5. Cuando p, q son puntos distintos en M, existe algiin U, tal que p,q € U, o
bien, existen conjuntos U, y Usconp € U,y q € U,

Entonces M tiene una uinica estructura de variedad suave tal que cada (U, ¢,)
es una carta suave.

Entonces tenemos:

1. @, esunabiyeccidn, en su dominio, al igual que I dy, entonces @,X Tdy.es
una biyeccion. Por hipotesis, ¢, es biyectiva y por lo tanto
51, = (¢, X Idgi)od, es biyectiva en un abierto de Rk,

2. Sean p,q € M, entonces:

@, (V) N7 (V) = (@, X Ldg)op, Iz~ (V,n V)]
= [, X Idg ][, (x™"(V, A V)]
= [0, X Idgs )[(V, N V) X R¥]
=¢,V,nV,) X R*.

Como V, y V, son abiertos en M y dado que @ es un mapeo coordenado,
entonces @(V,NV,) es abierto en R". Se sigue que p(V,NV,) X R es abierto
en R"* y por lo tanto, @,(z~'(V,) N z~'(V,)) es abierto en R"**,

3. Consideremos que z~'(V,) N z7'(V,) # @ para algunos p,q € M. Tenemos
que:
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0,00, = (¢, X Idg)od,lol(@, X Idg)od,]™
= (¢, X Idg)od, ol o, X Tdpi)™']
= (@, X Idg)o(¢,0¢, " )o(@, X Tdg).

Trivialmente tenemos que I dg, es suave y al ser mapeos coordenados @, @,
también lo son. Se sigue que @, X Idp y ¢, X Idg: son suaves. Dado que
la funcién de transicién t,; es suave se sigue que ¢a0¢;1 es también un
difeomorfimso y entonces (Npp0$;1 es suave.

. Al ser M paracompacta, la cubierta {V,|p € M} tiene una subcubierta
numerable, digamos {V), },e\, que permite cubrir a E con una cantidad nu-
merable de conjuntos z~'(V), ).

. Notese que dos puntos en el mismo E, estaran en la misma carta n‘l(Vp).
Si consideramos dos puntos y € E, yn € E, con p # g, al ser M de
Hausdorff, podemos tomar dos vecindades ajenas V, y V, de p y g respec-
tivamente. Entonces tendremos que ﬂ_l(I/p), ﬂ“(Vq) son vecindades coor-
denadas que satisfacen z~'(V,) n z7'(V,) = @y que contienen a y y 7,
respectivamente. Por lo tanto, E tiene estructura de variedad suave.

Usando la estructura descrita, cada ¢, puede escribirse localmente en tér-
minos de las cartas coordenadas (z~'(V,), ®,) para E'y (V, xR, ¢, X I'dg)
para V, x R*:

(¢, X 1dg)o,05, (x, 0) = (@, X [dgu)od,o((, X Idg)op, )™ (x. V)
= (¢, X Tdg)ot,o(¢7 o(@, X Tdg)™)(x, 1)
= (@, X Ide)oIdeka o(p, X Ide)_l(x, D)
= Idﬁpxw(x, )

= (x, ).

Localmente ¢, es la identidad, por lo que es suave. Consideremos ahora la
misma carta de E y la carta (V,, ¢,), entonces para la proyeccion se tiene
que:
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,0m0%; (x,v) = @,0m0((9, X Idge)op,)” (x, v)
= @ omo(¢, o(p, X Idg) ™ )(x,v)
= @,on(¢,' (B, v)
= @,(p)

= X,
donde p € V,, 9,(p) = x € ¢,(V,) C R"y v € R*. Entonces x es suave.

Es inmediato que 7,0¢p, = 7 y por hipotesis ¢, es lineal sobre las fibras. Por lo
tanto ¢, satisface las condiciones de una trivializacion local.

Al ser cada ¢, un difeomorfismo en su imagen, cualquier otra estructura suave que
satisfaga las mismas condiciones que ¢, debe incluir las cartas que construimos y
entonces debe ser la estructura ya descrita; la estructura suave construida es tnica.

]

2.6. Haz cotangente

Recordemos que si tenemos un espacio vectorial V' de dimension finita, el espacio
dual V*de V es el espacio de todas las funciones lineales 4 : V' — R. Recordemos
también que si f : V' — W es una transformacion lineal entre dos espacios
vectoriales, entonces existe una transformacién f* : W* — V* definida como
(D) = Afv)parav eV y A € W. Ademés, si {E,, ..., E,} es una base de
V', entonces podemos obtener una base {¢', ..., "} para V* definida por:

¥'(E) =35,

Tomemos una variedad suave M". Antes construimos al haz tangente usando espa-
cios vectoriales T, M, si tomamos los respectivos espacios duales, TP*M , es posible
construir un nuevo haz vectorial. Para cualquier variedad suave M" , la unién ajena

T*M := |_| "M,
PEM
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2.6. HAZ COTANGENTE

es llamada haz cotangente. El haz cotangente estd equipado con una proyeccion
n:T*M — M ymanda acadaw € IT"Mape M. Dadas algunas coordenadas
suaves (x') sobre un abierto U C M, para cada p € M denotamos a la base de
T;M (dual a la base (d,,)) como (A »)- Lo anterior define
1 Mapeos A, ..., A" 1 U — T*M, llamados campos covectoriales coordenados.
Los elementos de T;‘M son llamados covectores. En términos de la base dada,
cualquier o € TP*M puede escribirse como

w = a)i/lilp,

donde w; = w(9,|,). Sea (V,X) otra carta coordenada tal que p € V, entonces

tendremos otra base (d/9%’| ,) para T,M 'y la respectiva base dual (Z |,) de T;M .
La regla de transformacion de campos vectoriales coordenados es la siguiente:

0

ox!

_ % 9
oxi D 9% |,

)

p

donde la funcién (0X/ /dx') es suave. Escribiendo a @ en ambas bases, o = @, 4|, =
w; M| ,» tendriamos

0 ox’ d
W, =w| —— =w —,( ) —<
ox'|, 0x ox'|,
ox’ 0 ox’ |~
- oo (% ) = 20 P

Podemos utilizar el Gltimo lema mostrado para darle a T* M la estructura de un haz
vectorial suave de rango n. Dada una carta (U, x) con coordenadas (x'), definimos
ag: 7 '(U) - U xR" como

¢(wiii|p) = (P, (a)p ,(Dn)).

Supongamos que~(l~],?c) es otra carta con funciones coordenadas (X’ )y sea
¢ : 77'(U) - U x R" definida de forma analoga a ¢. Sobre z='(U N U) ten-
dremos:

29



2.6. HAZ COTANGENTE

o™ (0, @, ..., ) = @, 4 |,) = P, 4],)
= (p, (0)1’ ,C()n)) = <p, <%(P)5ja cees %(p)ajj>> >

de modo que las funciones ¢ seran trivializaciones locales suaves.

Podemos dar a T* M la estructura de una variedad suave. Sea (U, x) con funciones
coordenadas (x'). El mapeo que va de #~!(U) a R?" dado por

i 1
wiﬂllp = (x (p)5 ey xn(p)’ a)17 e 960;1)’

es una carta coordenada suave para T* M. Llamamos a (x', ®,) coordenadas natu-

rales de T* M asociadas a (x'). Ahora podemos definir a los campos covectoriales

como secciones suaves del haz T* M.

Definicion 2.28. Si f : M — R es una funcion C®, entonces una seccion suave
de T*M puede ser definida como

df(p)(X)=X(f) para X €eT,M,pe M.

La seccion d f se llama diferencial de f.

Sea p € M y sea (U, x) una carta coordenada centrada en p. Sea x = (x', ..., x")
entonces de la definicion anterior se tiene que:

>_i
» ox!

de modo que {dx'....,dx"} es una base para TP*M, dual ala base {d,,...,9,} de
T,M.Cada¢ € TyM tendré la forma £ = &dx'|,.

ax'(p) (=5

J\ — i

p

Como ocurre con los campos vectoriales, podemos expresar a las secciones de
w € T*M de manera local mediante cartas coordenadas (U, x):

w(p) = w,(p)dx'(p),
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donde las funciones w; : U — R son llamadas funciones componentes de w. Cada
componente esti caracterizada mediante
).
p

donde w, denota, como en el caso de los campos vectoriales, a @w(p).

d
a)l(p) = wp <E

Si w es un campo covectorial y X es un campo vectorial sobre M, podemos definir
a la funcién o(X) : M — R como

@(X)(p) = 0,(X,). pE M.

Para que una seccion @ de T*M sea suave, basta con que cada w, sea suave en
cada carta coordenada suave.

2.7. Derivada de Lie

Definicion 2.29. Sea M una variedad suave. Una derivacion global sobre C*° (M)
es un mapeo lineal D : C®(M) — C*®(M) tal que:

D(fg) = D(f)g + fD(g).

Denotamos al conjunto de derivaciones de C*(M') como Der(C*(M)).

Definicion 2.30. Dado un campo vectorial fijo X, podemos asociarle el mapeo
Ly C®(M)— C®(M), definido como:

(LxHp) =X, f

Tenemos que L, € Der(C*(M)).

Definicion 2.31. Sean X,Y € X(M), entonces existe un tinico campo vectorial
[X, Y] tal que

E[X,Y] = £X0£Y - EyOEX'
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Como Ly también se escribe X f, tenemos que:

[X,Y]= XY - YX.

Al campo vectorial [ X, Y] se le conoce como corchete de Lie.

2.8. Tensores

Supongamos que Vi,...,V, y W son espacios vectoriales. Una funcién
F : V,x-xV, - W se dice multilineal si es lineal como una funcion de
cada variable, separadamente, cuando las otras variables se dejan fijas:

F(v,,...,av;+d'V',,...,v,) =aF (v, ..., 0;...,0) +d F(v;, ..., U, ...,00).

Definicion 2.32. Sea V' un espacio vectorial sobre los reales y de dimension n.
Llamaremos tensores covariantes de rango k a las funciones multilineales

F:Vx---XxV ->R.
N —

k copias

Al conjunto de los tensores descritos, lo denotaremos T*(V).

T*(V) tiene la estructura de un espacio vectorial con las siguientes operaciones:

(T, + Ty) (W, ..., 0,) =Ty (vy, ..., v) + Ty(vy, ..., v), T, T, € THV)
@l)(vy, ..., v) = a(T(vy,...,v,)), a€RyT € THV).

Definicion 2.33. Para T € T*(V) y S € T/ (V) definimos el producto tensorial

TS : VXXV ->R
— —

k+1 copias
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2.8. TENSORES

como

TR SWseoi s Ups Uy v s V) = T (01, o, 0)S Wp g5 -0 5 Ugyy)-

Obsérvese que T ® S € T (V).

Notese que T'(V) = V*yque (SQT)® F = SQ(T ® F), de modo que podemos
definir productos més grandes sin caer en ambigiiedades.

Afirmacion 2.34. Si E,, ..., E, esuna basede V' y @', ..., 9" es la base dual para
V* =TWV), los elementos

(oi1®...®(pik lﬁil,...,ikﬁn;

son una base para T*(V'), que tiene dimension n*.

Demostracion. Sea B = {¢" ® -+ ® ¢*|l < iy,....i, < n}.
Tomemos T € T*(V) arbitrario. Para cualquier k-tupla (i, ... , i ) de enteros tales

1 <i; < n, definamos al nimero T; , como
T, ., =T(E,.....E,).
Mostraremos que
T=T ¢i1®...®(pik.

iy

Tenemos que:

T}1~~~ik(pll Q@ ® (plk(Ejl’ e Ejk) = ﬂl--'ik(p'll(Ejl') (plk(EJ'k)
= T'l ; 51'1 51'1“
1+l Jk
= 7—}1---jk

=T(E,.....E,).

Por lo tanto, B genera a T*(V'). Luego tenemos que si
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2.8. TENSORES

(pil ® ® (pik — O,

iy

entonces

0=T,

iq...y

¢ Q- ®YHE;,...E) =T,

1---Jk?

B es linealmente independiente. Por lo tanto 3 es una base para T*(V).

Cada T € T*(V') podra escribirse del siguiente modo:

T=T

iy

(pil ® ® (pik‘
Podemos definir mas tipos de tensores.

Definicion 2.35. Un tensor contravariante de rango | (I-tensor contravariante) es
una funcion multilineal

T : V% XV*>R
———

I copias

Un tensor de tipo (k,l), llamado también tensor k-covariante, I-contravariante
((k,l)-tensor), es una funcion multilineal

T: VX XV*XV XXV >R

- s\ /

v '
I copias k copias

Se denota al espacio de todos los I-tensores contravariantes como T,(V') y al es-
pacio de los (k,1)-tensores por TI"(V).

Del mismo modo que se mostrd que

(0" ® - @ @*|1 <j,....j, <n}

es base de T*(V), se puede probar que
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2.8. TENSORES

{(Ei; ® ~QE, |1 <i,....i, <n)

{Eii® ®FE ®¢"® @@ 1 <i,....ip,ji, s jp <)

son bases de T;(V) y T/"(V), respectivamente. Sean F € T,(V)y G € T/‘(V),
usando las bases anteriores podremos escribir a cada tensor de la siguiente forma

F = Til"'ikEil R ® Eik

G=G'E, ®QF Q¢ @ Q¢"

Sea M" una variedad suave y seap € M. AlserT,M y M espacios vectoriales,

podemos construir algunos otros espacios: T*(T M), T(T,)y T["(TPM ). Podemos
incluso definir mas haces vectoriales.

Definicion 2.36. Definimos al haz de tensores mixtos de tipo (k, 1) como

T/M := | | THT,M),

PEM

con la proyeccion r T/‘M - M.

De manera analoga podemos definir haces de tensores covariantes y contravari-
antes.

Las secciones suaves del haz T/‘M seran llamadas campos tensoriales suaves. De-
notamos como 7, k(M) al conjunto de los campos tensoriales de tipo (k, ) y al es-
pacio de los campos tensoriales de rango k (secciones del haz TO"M = T*M) como
T *(M). Tendremos también la siguiente notacion: LZO(M )= T (M)=X(M)

Restringiremos el estudio de los campos a aquellos que son suaves. Siempre que
hagamos referencia a algin campo, se deberd entender que nos referimos a una
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2.8. TENSORES

seccion suave del haz con que estemos trabajando.

Si (x') son cualesquiera coordenadas locales sobre U C M y p € M, cualquier
campo tensorial sobre U tiene la expresion coordenada

F(p)=F""(p)0; ® - ® 0, ®dx" ® - @ dx™,

donde las F’1 /¥ son funciones sobre U y {0,,...,0,}, {dx',...,dx"} son bases
paraT,M y T*M respectivamente.

Proposicion 2.37. Sea F : M — T/‘M una seccion. F es un campo tensorial
suave si'y solo si, cuando { X'} y {w,;} son campos vectoriales y campos covecto-
riales definidos sobre un abierto U C M, la funcion

F@, ..., X,...,X)(p) = F@,, ..., 0 X, ..., X;l,)

es suave.

Demostracion. Sea (V, x) una carta con p € V C U. Tendremos entonces fun-
ciones coordenadas (x') y podremos escribir localmente a los campos

o' =wdx' y X;= X0,

Localmente, la funcién F(«, ..., @', X{s..., X}) sera:

Firdigl ool X7 ... Xk
iy gy ! k
Si F es una seccion suave, entonces sus componentes deben ser suaves. Como {@'}

y { X} son suaves, entonces sus componentes son suaves también. Por lo tanto, el
producto anterior es suave.

Por otra parte, si la funcion de la proposicidn es suave tendremos que su expresion
local sera suave. Al ser {@'} y {X,} suaves, cada F; - l” debera ser suave (para
poder garantizar siempre la suav1dad de la funcién). Por lo tanto, la seccién F es
suave. [
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Sea F € (Zk(M). Para X, € 7 (M) y o’ € ' (M), la proposicion anterior nos
dice que la funcién F(@, ..., @', X4, ..., X,) es suave y entonces induce un mapeo

F: T M)X X T M)x T(M)X - x T(M)— C>.
Trivialmente tenemos que el mapeo descrito es multilineal sobre C*.
Lema 2.38. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre los reales. Existe

un isomorfismo natural (independiente de la base) entre Tl’_‘H(V) y el espacio de
las funciones multilineales:

VX XV*XV Xo XV = V.

Demostracion. Denotemos

EWV) ={V'X - XV*XV XXV —V | F esmultlineal}.

Sea F € £(V) y consideremos al mapeo @ : £(V) — le + 1(V). ®F define al
tensor (k, !/ + 1) definido por

OF (@', ...,0"", X,,..., X)) =0 (F&,...,d, X, ..., X,)).

Probemos que @ es lineal. Tomemos F,G E(V)y a,d’ € R, entonces:

®@aF +dG)w',...,0"", X, ..., X))
=o' ((@aF +dG) (', ..., 0", X}, ..., X))
=o' (@aF(0',...,0", X,,..., X)) + 0 (@G, ...,d, X,,..., X,))
= a0 (F(0',...,0', X|,...., X)) +d 0™ (G, ..., d', X, ..., X))
=a®F(o',...,0"", X,,..., X)) +dPG(0', ..., 0", X\, ..., X,).

Al ser V' un espacio de dimension finita y @ lineal, basta con probar que @ es un
mapeo inyectivo. Notemos que Ker® = {0}. Sea F € Ker®, entonces:

0=0F(0,...,0"", X, ..., X})
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2.8. TENSORES

=o' (F(o',...,d', X,,..., X)),

dado que cada @', X es arbitrario, la tinica opcion para que se satisfaga la igualdad
anterior es F© = 0. Entonces ® es inyectiva, por lo que se sigue que @ es un
isomorfismo.

]

El siguiente lema [15] nos permite usar los resultados anteriores para poder iden-
tificar tensores facilmente.

Lema 2.39 (Caracterizacion de tensores). Un mapeo

T T M)X X T MYX T(M)X X T(M)— C*®

es inducido por un tensor de tipo (k,l), como se mencioné antes, si y solo si es
multilineal sobre C*(M). Un mapeo

T T MYX X T MYX TM)X X T(M)— T(M)

es inducido por un campo tensorial de tipo (k,l + 1), como en el lema anterior, si
y solo si es multilineal sobre C*(M).
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Geometria Riemanniana

Definicion 3.1. Una métrica Riemanniana sobre una variedad suave M es un
campo tensorial g € ﬂoz(M ), simétrico y positivo definido; g, es un producto in-
terno para cada p € M.

Utilizando un marco coordenado, la métrica se escribe como

g=g,;dx' ®dx’,

donde

8ij = g(9;, aj)-
Definicion 3.2. Llamamos variedad Riemanniana a una variedad suave, M, equipa-
da con una métrica Riemanniana g.

3.1. Isomorfismos musicales

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre los reales. Supongamos que
V tiene un producto interno g = (, Y € T*(V). El producto interno induce iso-
morfismos

(v, @) = w(v) V—b> vV v (u) = (u,v),
!
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de manera general, se tienen los isomorfismos:

b
VEX o XV*XV XV XXV — VX XV*XV*XV X+ XV.
— —_—— T ——— — —

| copias k copias | copias k copias

La composicién con estos isomorfismos, induce los isomorfismos:

#
k+1 k
T (M) —=T/,,(M)

b

dados por:

A, ... 0, X, Xy, X)) = A, ..., X0, Xy, X ), AETE (V)

Bi',...,0 0" X|,.... X, ) = B@, ..o, (@), X\, ..., X)), BETH (V).

Sea {E;} labase de V' y {¢'} la base dual. Si tomamos @ = w,¢' € V*y X =
XjEj € V, entonces:

X = XfEﬁ = Xf'Eﬁ(E,.)(pf = X(E,E,)¢' = g, X'¢',

de manera natural, podemos escribir

(X'E;)’ = X,¢',

donde X; = g;;X/. De manera andloga tenemos:

(wi(pi)ﬁ = wIEj’

donde v’ = g'w,.
Decimos entonces que la métrica sube y baja indices. De manera general, si A €

Tl'_‘H(V), entonces las componentes de A e T/‘“(V) son

bNJ1e-edi Ji---dij
(A )iil---ik - gijA *

iy...ig
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Anélogamente, si B € TI"“(V), las componentes de Bf e Tl’_‘H(V) son

(Bﬁ)jl---j/j — g[ij|...j,

iy iy iy

donde g" = (g;,)™".

3.2. Traza

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre los reales. La traza o contrac-
ciontr : Tll(V) — R de cualquier F € TII(V) es simplemente la traza de F cuan-
do es considerado como un elemento de End(V'). En este caso tr : T, ll(V) — R
esti dada por

tI‘F = F((pi, El) = F‘ii’

donde {E,} es base de V' y {¢'} es la base dual. De manera general, definimos

tr: TV — TH)

I+1

como:

rF(o',...,0, X,,..., X)) = tu(Fo',...,0,, X\, ..., X, ),

donde tomamos la traza del endomorfismo

F(COI, ,a)l,',Xl, ’Xk") € Tll(V)

Utilizando una base de V' y la base dual correspondiente, las componentes son:

g ppdiedim
(tr F),'l...,'k - F;l"’ikm .
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3.2.1. Traza respecto a la métrica

La traza respecto a g es el mapeo lineal

#
s TV S T 0) = TEAW),

1+1

donde se dualiza el primer vector que toma el tensor en cuestion y se toma la traza

respecto al segundo vector y el nuevo elemento de V' *. Siendo mas precisos, si se

tiene B € le“(V) con componentes Bfl""i’ k’ |» entonces las componentes de tr,
gy

son:

trg(B)jl-..jI — (B]i)jlj// — gszjlj[

f3eeidjy Jiz-dgg Jizedip”

3.3. Conexiones

Definicion 3.3. Una conexion afin sobre una variedad diferencial M, es un mapeo

V:XM)XX(M) »> X(M),

que se denota por (X, Y)—V> VY y que satisface:
L VixiowZ =fVyY +gVyZ.
2 VyY+2)=V,Y+V,Z.
3. Vy(fY)=X(/)Y + fV,Y.

donde X,Y,Z € X(M)y f,g € C*(M).

La expresion V yY se conoce como la derivada covariante de Y en la direccion de
X.

Proposicion 3.4. Seap € M. V Y (p) depende de los valores de X ,Y en el punto
D, esto es, la nocion de conexion afin es una nocion local.

Demostracion. Tomemos un marco local alrededor de p € M. Los campos vec-
toriales se escriben como
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X=Xx9, 'y Y=Y,

Tenemos que:

ViY =V, (Y/0) = X'V, (Y'0))
= X'(0,Y9; + X'Y'V,9,.

Se define a los simbolos de Christoffel de V (respecto al marco local {d,}), Ff.‘j,
como

[0, :=V,0,

de modo que:

VxY = X'(0,Y")0, + X'Y'T}.0,.

Al evaluar V, Y en p, se sigue la proposicion.
O

Definicion 3.5. Una conexion V sobre una variedad Riemanniana M es compat-
ible con la métrica si y solo si

XY, Z)y=(V,Y,Z)+(Y,V,Z),
con X,Y,Z € X(M).

Definicion 3.6. Una conexion afin V sobre una variedad suave M se dice simétri-
ca cuando

V,Y =V, X =[X,Y]

para todo X,Y € X(M). [, ] denota al corchete de Lie.

Si una conexion afin es simétrica y compatible con la métrica, se dice que es una
conexion de Levi-Civita (o una conexién Riemanniana).
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Observacion 3.7. La conexion de Levi-Civita nos permite dar una expresion local
para los simbolos de Christoffel. Consideremos la condicion de compatibilidad
con la métrica permutando ciclicamente X,Y , Z:

X(Y,Z)=(VY,Z)+(Y,V,Z)
Y(Z,X)=(VyZ,X)+{(Z,V,X)
Z(X,Y)=(V,X,Y)+(X,V,Y)

Usando la condicion de simetria en el iiltimo término de cada igualdad, obten-
emos:

X(Y,Z)=(V,Y,Z)+(Y,V  X)+(Y,[X, Z])
Y{(Z,X)=(VyZ,X)+{(Z,V,Y)+(Z,[Y,X])
Z(X,YY=(V, X, Y)Y+ (X,V, Z) + (X,[Z,Y]).

Hagamos ahora:

X{Y,Z)+Y(Z,X) - Z(X,Y)
= UV Y. Z)+ (Y, [X, Z) +{(Z, [V, X]) + (X, [Z, X]),

entonces:

(V,Y,Z) = %(X(Y, ZY+Y(Z,X) - Z(X,Y)

Tomemos X = 0, Y = 0;y Z = 9. Utilizando la expresion anterior, tenemos
que:
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1
<Va,.aj’ ak> = E(az@j, ak) + aj<ak’ ai) - ak(‘)n aj)
- <aj’ [ai’ ak]> - <ak’ [aj’ az]) - <aj7 [ak’ az])),

pero

Vo0, =110, , &;=(0,9) , [0,9,1=0;

J 1

de modo que:

1
Fﬁjg,k = E(aigjk + 0,81 — 0i&;)-

Por lo tanto:

I = 8 (0:8jx + 0,8k — 0x8&i))-

3.4. Derivada covariante de campos tensoriales

Proposicion 3.8. Dada una conexion V sobre T M, existe una tinica conexion en el
haz tensorial, también denotada por V, tal que satisface las siguiente propiedades:

1. Sobre TM, V coincide con la conexion dada.

2. Sobre C®*(M) =T°M, V es la accién de un vector como derivacion:

VXf =Xf

para cualquier funcion suave.

3. V obedece la siguiente regla de producto respecto al producto tensorial:

Vx(F®G)=(VxF)® G+ F ® (V4xG)

para cualesquiera tensores F y G.
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4. V conmuta con todas las contracciones:

V, (trF) = tr(V  F)

para cualquier tensor F.

La conexion descrita satisface las siguientes propiedades adicionales:

» V obedece la siguiente regla de producto respecto al emparejamiento natu-
ral de un cocampo  y un campo vectorial Y :

V(@,Y)=(V,y0,Y)+ (0, V,Y).

» Para cualesquiera F € TI"(M ), campos vectoriales Y, y 1-formas @/, se
tiene que:

(VyF)@',...,d",Y,,....Y,) =X(F(@',...,0,Y,, ..., Y}))

!
=Y F@',....Vye,....0" Y, ... Y)
j=1

1

k
=Y F@',....0 Y, VY, Y.
i=1

3.5. Curvatura

Definicion 3.9. Dada una variedad Riemanniana, el endomorfismo de curvatura
eselmapeo R : T(M)X T (M)X T (M) - 7 (M) definido por

RX,Y)Z =V, VyZ = VyVy Z +V x Z,

donde V es la conexion Riemanniana en M.
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Tomemos M = R”". Los campos vectoriales X,Y y Z estaran dados en coorde-
nadas, por lo que se escribirdn X = X0, Y =Y/o,y Z = Z k9. Recordemos
que

1
F,]Fj = Egkl(ajgil + aigjl - algij)

y notemos que, en forma matricial, la métrica de R” es

.0
.

(8)ij =

por lo que lo simbolos de Christoffel seran Ff.‘j = 0. De la expresion local de V , Z
se sigue:

VyZ =(XZ"0, = (X'9,Z")0,.
Luego:
VyVxZ =Y'0,(X'0,Z")0, = Y/ (0,X')(0,Z")9, + Y/ X'(0,0,Z").
Anéalogamente:
VxVyZ = X'0,Y')(0,Z"9, + X'Y'(9,0,Z").
Entonces:
VyVxZ =V VyZ =Y/(0,X')0,Z")0, — X'(0,Y)(0;Z")0,.

Luego:

0
VixnZ = Vixy(Z50) = (X, Y129, + Z"Vyi0r”
= X'(9,Y/)(0;Z*)9; — Y/(9,X")(9,Z")0.
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Se sigue de la definicion de curvatura, en R”, que:

R(X,Y)Z =0.
Noétese que el resultado obtenido fue posible debido a la métrica de R" pues és-
ta permiti6 que los simbolos de Christoffel se anularan. En vista de lo anterior,
podemos interpretar al endomorfismo de curvatura como un objeto que nos per-
mite saber cuando una variedad difiere de R”. En este sentido, el endomorfismo de

curvatura coincide con la experiencia que tenemos para distinguir un objeto plano
de otro que no lo es.

Trivialmente, por el lema de caracterizacion tensorial, se tiene que el endomorfis-
mo de curvatura es un (3,1)-campo tensorial. Al ser un campo tensorial podemos
escribirlo en términos de coordenadas, para lo cual se adoptard la siguiente con-
vencion: el dltimo indice es el contravariante.

R=R dx'®dx' ® dx" ® 9,

donde los coeficientes son definidos mediante
_ !
R(9,,0;)0, = R, /0.
Podemos definir también al tensor de curvatura como un 4-campo tensorial:

Rm(X,Y,Z,W)=(R(X,Y)Z, W)

y en coordenadas, tendremos:

Rm = R, dx' ® dx’ ® dx* @ dx',

donde

m

Rijkl = glmR,'jk .

Dada la dificultad de trabajar con el tensor de curvatura lo mejor es utilizar un
tensor mas simple que codifique la informacién de dicho tensor.
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Definicion 3.10. El tensor de Ricci, también conocido como curvatura de Ricci es

Ric(X,Y) = trng(X, Y, ).

En componentes:

Ric(a-, aj) = RU = Rﬂjl = glkRiljk'

1

Definicion 3.11. La traza del tensor de Ricci es llamada curvatura escalar:

R=R'=g"R,.

3.6. Operadores diferenciales

Definicion 3.12 (Gradiente). Sea f € C®(M). Sea f € C*°(M). El gradiente de
f, gradf, es el iinico campo vectorial que satisface

(gradf,X), = Xf.

De manera alternativa:

(gradf, -), = df().

Usando coordenadas suaves (x'), se escribe del siguiente modo:

gradf = g0,f0,.
Definicion 3.13 (segunda derivada covariante). Si V es una conexion sobre T M,
entonces:

Viy =VxoVy =Vy y 1 THM) — THKM),

donde X ,Y son campos vectoriales fijos.V* se conoce como segunda derivada co-
variante.

La segunda derivada covariante puede escribirse de las siguientes maneras:
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VyVyF = V;YF =(VVF)(X,Y, ) = (V (VF)Y, ).
Definicion 3.14 (Hessiano). El Hessiano de f € C®(M) se define como

Hess(f)(X,Y) = V2f(X,Y) = V,d f(Y).

En coordenadas locales, se tiene:

0x'0xJ i gxk’
Definicion 3.15 (Laplaciano). Para cualquier campo tensorial F € %k(M ), el
laplaciano asociado a la conexion V, es:

2
(V2f)ij=va,-va,-f= oOf 9/

AF = r,V*F.

En el caso del haz tensorial T°M = C®(M), explicitamente se tiene:

y L f of
Af =gV ,V, =g rk—1.
f=8VoVol =¢ <(3x"(3xf ’Jax">
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El problema de Yamabe

4.1. Geometria conforme

Las transformaciones conformes son aquellas que preservan angulos. En nuestro
caso el angulo entre dos vectores X,Y € TpM es el tnico 6 € [0, 7] que satisface
cosf = (X,Y)/|X||Y]|. Particularmente podemos hablar de métricas conformes.

Definicion 4.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Una métrica h es pun-
tualmente conforme a g si existe una funcion f tal que h = e’ g. La funcion e’/ se
conoce como factor conforme.

Definicion 4.2. Sean (M, g) y (N, h) variedades Riemannianas. Un difeomorfis-

mo @ : M — N es llamado conforme si *h = e/ g. Decimos que (M, g)y (N, h)
son conformemente equivalentes.

Sea (M", g) una variedad Riemanniana. Usando la expresion para los simbolos de
Christoffel

1
FZ = Egkl(ajgil + ()l-gjl - algij)

y la transformacion conforme
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4.1. GEOMETRIA CONFORME

donde ¢ : M" — R, es suave. Podemos obtener los simbolos de Christoffel
asociados a la métrica g.

—k

Fij = Eg (ajgil + aigjl - algij)
1 _
= Ee 2(pgkl(aj(62(pgﬂ) + ai(eZ(pgjl) - al(eZ(pgij))

1 _ _ _ _
= 5° e g (0,8, + 0,8, — 0,8,,) + ¢’ (8,00 + £,,0,¢ — £,;0,0)
=TI} +g"¢,0,0 +8"¢,0,0 — 85,00

= Ffj + 5faj<o + 5;.‘ai(p - g,.jgk’a,qo.

Recordemos que si tenemos una base { E;} los simbolos de Christoffel se definen
como Vp E; = Ff.‘jEk y que con dicha base los campos vectoriales se expresan

como X = X'E,,Y =Y/E; y Z = Z"E,. Con lo anterior podemos escribir a la
conexion asociada a la métrica & como

VY =V, Y +S5(X,Y),

donde

SX,Y) = X@)Y + Yp)X — g(X,Y)grade.

De manera explicita se tiene que

— — R — . . . . .—k
VyY = Vyiy (YE) = X'V, (YE) = X'E(Y)E, + X'Y'T E,
= X'E(Y)E; + Xfo(rfj +6510,0 + 5;.‘0i(p - 8,;8"0,0)E,
= [X'E(Y)E, + X'Y'T{E]+ (Y/0,0)(X'E) + (X'9)(Y'E))
- (X'Y/g,;)(g"0,0E))
=V, Y+ Y p)X + (Xp)Y — g(X,Y)grade.

Dada la forma de S(X,Y) es facil ver que S(X,Y) = S(Y, X) y ademas, S es
lineal en ambas entradas. Por el lema de caracterizacidn tensorial, tenemos que
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4.1. GEOMETRIA CONFORME

S(X,Y) es inducido por un campo tensorial.

Podemos calcular ahora cantidades relevantes asociadas a la métrica g, en partic-
ular, todas aquellas relacionadas a la curvatura. En el caso del endomorfismo de
curvatura serd util ver que

esto pues trabajamos con una conexidén Riemanniana (o de Levi-Civita).

Respecto a la forma que toma el endomorfismo de curvatura, tendremos

RX.NZ = Vy(VxZ)=Vx(VyZ)+V yxy Z

= VW(YxZ+S(X,2) = Vx(Vy Z + SV, Z) + Vixy Z + SUX, Y, Z)

= V,(VyZ+SX,Z)+SY,VyZ+SX,2))
—[Vx(Vy Z + S(Y, Z) + S(X,Vy Z + S(Y, Z))]
+[VixnZ + S(X.Y], Z)]

= Vy(VyZ2)+ S,V Z)+ Vy(S(X, Z)) + S(Y,S(X, Z))
—[Vx(Vy2)+ S(X,V, Z) + Vi (S(Y, 2)) + S(X, S(Y, 2))]
+[VixnZ + S(X.Y], Z)]

= RX,)Z+SY,VyZ)+ Vy(SX,2Z)+SY,S(X, Z))
—[S(X,V,2) + V4 (S(Y, Z)) + S(X, S(Y, Z))]
+S(X,Y1, 2).

Notese que en la tltima igualdad se tienen dos términos correspondientes a la
derivada covariante de .S respecto a Y (también hay dos para el caso en X), esto
es

VyS(X,Z2)=V,(S(X,Z2)-S(V, X, Z2)-S(X,V,Z2)

Utilizando lo anterior (también para los correspondientes términos de V ,.S) tene-
mos que
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RX.Y)Z= RX,VNZ+[(VyS)X,Z)+SNVyX,Z)]+SY,SX,2))
— (V4 S)X,Z)+ S(V,Y,Z)] - S(X,SY,2) + S(X,Y], Z)
= RX.Y)Z+[V,S(X,Z)-V, S, Z)]
—S(X,Y1,Z)+S(X,Y],Z)+ S(Y,S(X,Z)) - S(X,S(Y, Z))
= RX.Y)Z+VS(Y.X,Z)-VSX,Y,Z)+S(Y,S(X,2))
— S(X,S(Y, Z)).

Es necesario revisar cada uno de los términos de la expresion anterior a fin de
conocer su forma explicita. Empecemos con:

VyS(X,Z)= Vy(S(X,2)-S(VyX,Z)-S(X,V,Z)
= VWlX@)Z +(Zp)X — g(X, Z)gradg]
- [(VyX)@)Z + (Zp)Vy X — g(Vy X, Z)grade]
—[(X@)VyZ + (Vy Z)p)X — g(X, Vy Z)grade]
Y(X@)Z +(X@)VyZ + [Y(ZP)IX +(Zp)Vy X
—[g(Vy X, Z)+ g(X,V, Z)]grade — g(X, Z)V,grade
- [(VyX)@)Z + (Zo)Vy X — g(Vy X, Z)gradg]
—[(X@)VyZ + (VyZ2)p)X — g(X, Vy Z)gradg]
[Y(X@)Z +[Y(Zp)]X — g(X, Z)Vygradp
- (Vy X)) Z = (Vy D)) X
= (V,0Z+(V;, )X —g(Y, Z)Vgrade.

Andilogamente, tenemos

Vi S(Y.Z) =(V2,0)Z + (V3 ,0)Y - g(X. Z)Vygrade.

Entonces

Vi S(X,Z)=VSY,Z)= g(Vygradp, Z)X — g(Vgrade, Z2)Y
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+[8(X, Z)Vy —g(Y, Z)Vx|grade,

ey 2 _ 2 ., .,
dF)nde .hemos utlhzado2 que Vi, f = V3, f parauna funcién suave y una conexion
simétrica, asi como V4, f = g(Vygrade,Y).

Revisemos el término S(Y, S(X, Z)) :

SY,S(X, Z)) SY.(X@)Z +(Zp)X — g(X, Z)grade)
SY,(X@)Z)+ SY,(Zp)X) — S(Y, g(X, Z)gradep)
X@)SY,Z2)+(Zp)S(Y, X) — g(X, Z)S(Y, gradg)
= XIY@)Z+(Zp)Y —g(Y, Z)grade]
+(Z)(YP)X + (X @)Y — g(Y, X)grade]

— g(X, Z)[(Y p)grade + ((gradp)@))Y — g(Y, gradgp)grade]

donde por definicién, g(Y, gradp) = de(Y) = Y(@).

Otro de los términos que ha aparecido es (grad@)@, que no es otra cosa que

(gradp)e = g"0,00,¢ = 6,8" 0,00, = (g"g,,)8" 0,00, ¢
= (g"0,0)(¢"'0,0)g,, = (£"0,0)(¢"'9,0)2(9,,.9)
= g(g"0,0,,,8"0,0,) = g(grade, gradep) = ||grade]|’.

Entonces,

SY,SX,Z)= S, X@)Z+ (Zp)X — g(X, Z)gradg)
= Xo)SY,Z)+(Zp)SY,X) - g(X,Z)S(Y, gradg)
= XY@ Z +(Zp)Y —g(Y, Z)grade]
+(ZPYp)X + (Xp)Y — g(Y, X)gradg]
— g(X, Z2)[(Y p)grade + ||grade]|*Y — (Y p)grade].
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Analogamente,

SX,S(Y,2)= YIXP)Z+(Zp)X — g(X, Z)gradg]
+ (Zp)[(X@)Y + (Y p)X — g(X,Y)gradg]
—g(Y, Z)[(X p)grade + ||grade|*X — (X p)grade].

Si hacemos,

S(Y,S(X, Z)-S(X,S(Y, Z))
= (Xo)(Z)Y - g(X, Z)|lgrade|’Y + (Y 9)g(X, Z)grade
—(Zo)Y 9)X — (X )g(Y, Z)grade + g(Y, Z)||grade||* X
= (Zol(Xp)Y —(Yp)X]
+ llgrado|*[g(Y, Z)X — g(X, Z)Y]
+[(Yp)g(X, Z) — (Xp)g(Y, Z)]grade.

De modo que,

R(X.Y)Z = R(X.Y)Z +g(Vygradp, Z)X — g(V ygrad, Z)Y
+[g(X, Z2)Vy — g(Y, Z)V x]grade
+(Zp)(X )Y — (Y ) X]
+ llgradel*[g(Y, Z2)X — g(X, Z)Y]
+[(Yp)g(X, Z) — (Xp)g(Y, Z)]gradg.

Definicion 4.3. Producto de Kulkarni-Nomizu

Sean A,B (0, 2)-tensores simétricos. Se define al producto de Kulkarni-Nomizu co-
mo

AQ® BX,Y,Z,W) :=AX, Z)BY,W) + AY,W)B(X, Z)
— AX,W)B(Y,Z)— A(Y, Z)B(X,W).
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El tensor de Riemann es:

Rm(X,Y,Z,W)=(R(X,Y)Z,W).

y bajo la transformacién conforme se escribe de la forma

Rm(X,Y,Z,W)=(RX,Y)Z,W), = *(RIX,Y)Z,W),.

De ahora en adelante, al escribir (, ) nos referiremos a ( , ),. Para simplificar el
término exponencial, hacemos

e ?Rm(X,Y,Z,W)=(R(X,Y)Z,W).

Considerando la forma que tiene R(X, Y)Z y la bilinealidad de la métrica, se sigue

e Rm(X,Y,Z,W)= Rm(X,Y,Z, W)+ (Vygradp, ZWX, W) — (V cgradp, Z)Y, W)
+ (Y, Z)(Vygradp, W) — (X, Z){(V,grade, W)
+H(ZP)XoNY, W) = (Zp)Y o)X, W)
+ llgrado|*[{Y, Z)(X, W) = (X, ZXY,W)]
+[(Y o)X, Z) — (XpXY, Z){gradp, W)

= RmX,Y,Z,W)- %ngad(pﬂzg ®gX,Y,Z,W)
- (V) ® g(X.Y,Z W)+ (Vo) ® g(X,Y, Z,W),

donde

(Vo) (X,Y) := (Vx@)(Vye) = (Xo)(Y @)

es un tensor simétrico y

V2p(X,Y) := VV@p(X,Y)

esto es, V2 es el Hessiano de @.

Para obtener la expresion del tensor de Ricci lo mejor serd usar expresiones locales
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- -k - -
; — — — ki — —2¢ ki
Ric;; = troy Rmy, ;; = Rm, , = g" Rmy; = e~ ""g" Rmy

1
= oM {Rmikﬂ _ §||grad(p||2[g ® gl — (V@) ® gly; + (Vo) ® g]ikjl}

1
= Ric,, — Ellgrad(pIIQg"’[Zg,-,-gk, — 28,8,
— &ulV 08y + V08, — Vivgy, — Vi,08]
+ 8" [V, 0V, 08y + VoV, 08, — V,0V,08,; — V, 0V ;08
= Ric,; — llgradol*[g;;6, — 8 gkj] = [V @5 + £“'V 08, — V308, = V; ¢é]]
+[V,0V,08, + &V 0V,0)g,; = V,0V,05, = V, oV ,05]]
_ . 2 2 2 kix72
= Ric;; — |lgrade||*(n = 2)g;; — [nV, ;0 = V.0 + 8" V|, 0g,;]
+ [nV,0V,0 = V.oV, 0 — V0V ]
= Ric — ||lgradg|*(n — 2)g;, — (n = 2)V}, ¢ — Agg,; + (n = 2)V,0V ¢

= Ric;; = (A + (n = 2)||gradg|®)g,; + (n = 2)(V,V,0 = V).

En general, se tiene

Ric(X,Y) = Ric(X,Y) — (Ag + (n — 2)||gradg||)g(X, Y)
+(n=2)(Vo)X(X,Y) — Vip(X,Y)).

Calculemos ahora la curvatura escalar

R =tr,Ric,, = Ric, = g'Ric;, = e’ gRic;,
=e 2[R~ (A@ + (n = 2)||grade||*)5] + (n = 2)(g" V@V 0 — "V} ®)]
=e’[R — nAg — n(n — 2)||grade||* + (n — 2)||grade]||> — (n — 2)Ag]
=e R —2(n — 1)Agp — (n — 2)(n — 1)||grade||*].

Por lo tanto la curvatura escalar se escribe como

R=¢[R-2(n—1)Ap — (n - 2)(n — 1)||grado||*].

A manera de resumen, enlistaremos nuestros resultados:

58



4.2. PROBLEMA DE YAMABE CLASICO

s Endomorfismo de curvatura

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z +g(Vygradg, Z)X — g(V ygradep, Z)Y
+ [g(X, Z2)Vy — g(Y, Z)V y]grade
+(ZP(X@)Y — (Y p)X]
+ llgrado||*[g(Y. Z2)X — g(X, Z)Y]
+[(Yp)g(X, Z) — (X)g(Y, Z)]grade.

» Tensor de Riemann

e XRm(X,Y,Z,W)=Rm(X,Y,Z,W) — %n grado|’e ® g(X.Y, Z, W)
- V@)@ gX,Y,Z W)+ (Vo) ® g(X,Y,Z,W).

s Tensor de Ricci

Ric(X,Y) = Ric(X,Y) — (Ag + (n - 2)||grade||))g(X, Y)
+(n—2)(VeP(X,Y) — V2p(X,Y)).

m Curvatura escalar
R=e[R-2(n— DAp — (n—2)(n— 1)||grade]|’].

4.2. Problema de Yamabe clasico

La conjetura de Poincaré dice que:

Si una variedad compacta M de dimension tres tiene la propiedad de que cualquier
curva simple y cerrada puede ser deformada de manera continua a un punto, en-
tonces M es homeomorfa a S°.
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Hidehiko Yamabe buscaba probar la conjetura de Poincaré y para ello pensé que
un primer paso seria exhibir una métrica con curvatura constante. Yamabe utiliz6
métricas conformes pues las tranformaciones conformes de la métrica simplifican
el problema y establecid la siguiente conjetura:

En una variedad Riemanniana cerrada (compacta y sin frontera) (M", g) de di-
mension n > 3, con curvatura escalar R, existe una métrica g conforme a g tal
que la curvatura escalar R es constante.

En 1960 Yamabe dio una prueba de su conjetura, sin embargo, su prueba no era
correcta. Fue entonces que nacid el problema de Yamabe y pas6 un largo tiempo
antes de que la afirmacién pudiera ser totalmente demostrada.

Si en la ecuacidn para la curvatura escalar

R=e¢[R—-2(n— DAp — (n—2)(n — 1)||grade|*],

4
hacemos e?? = u2, donde u es una funcion suave y positiva, tendremos que

4
Ine?? = 2¢0 = Inun2,

de modo que

1 1 4
= —1n n—2’
@ 5 u

calculemos gradg = gV d,¢0;. Basta entonces con calcular

1 I =+ 4 e
ai(p = ai <— In un72> = —yn2 ai(u"%) = Un—2 Yn—2 aiu
2 2
2 6—4—n 2
= 2 Q.U = ————0.u,
n—2" "o u(n —2) i

luego:

llgradl|* = g(g"0,09;, 8"0,99)) = g "' g,,0,00,
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2
= 8"670,00,¢ = g"0,00,0 = g" l ] Oju0;u

4 2
- VP
Zn—2p vl

2
un—2)

Debemos calcular también Agp = g/ ijqo, entonces:

V29 = 0,0;0) — (V;,0)9 = 0,(0;0) — T.0,0

_o |2 _pe |2
= lu(n - 2>0f”l K [u(n -2 a"”l

_ 2 -2 -1 ko —1
=-— [—u Qud;u+u=0,(0;u) — ' u aku]
= 2 [u_IV.Z.u - u_Zdudu] .

n—2 y Y

de donde se sigue que:

Entonces

—2(n — DAg — (n - 2)(n — 1)||grade]|?
2
n—2
_ —4n-1) 4n—-1) 2
 u(n-2) Aut n—2 IVl
MAM.
u(n —12)

_ 4
u(n —2)*?

=-2(n—1) [ Au—u?|Vul?] = (n=2)(n—1)

4n—-1)
n—2

[IVul|?

I Vul|?

Por lo que

4(n — 1)A
un—12)

20 _ 7 _
e’R=u—R=R-
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que también puede expresarse como:

MAM + Ru = u%ﬁ,
n_
o bien
R=us <——4(n _ l)Au + Ru> ,
n_

que es vélida para n > 3. Resolver el problema de Yamabe implica probar que la
expresion obtenida siempre tiene solucion cuando R = cte.

Yamabe observé que la ecuacidn anterior es la ecuacion de Euler-Lagrange para
el funcional:

J (A=20vul? + R ) av

O) = ;
(/ luledV)s

donde dV es el elemento de volumen sobre M"y g = nZTnz Notemos también que

1 .
lull, = ([ Iul?dV) /4 Para corroborar 1o anterior, definamos

ilr] := Q(u + 7y),

para cualquier y € C*(M). Tenemos que:

i'l]

:{()T [/ (4(” —D IV(u+ ty)|* + Ru + n//)2> a’Vl lu+ w2
M\ n—2 1

_ [/ (4;” _21)|V(u+fll/)|2+R(u+TlI/)2> dV] af<||u+wlli}/llu+“l’”3~
A=

Escribamos el primer término de la suma en coordenadas locales:

An—1y
9, U (m—z)g”di(u + 7y)d,(u + 7w) + R(u + Tl//)2> dV] lu+ w2,
M n—=
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de donde se sigue que:

d.[g"0,(u+ )0 (u+Ty)] = 2g"0,(u + Y)W,

el término completo equivale a:

4 .
[ < (n— ljai(u+’l'l[/)()jl[/+R(u+Tl//)l//> a’Vl ||u+n//||5

[/ <4(” (V@ + 1y), Vt;/)+R(u+ﬂ//)1//> dVl lu + 7y 2.
M

Usando integracidn por partes y recordando que M" es cerrada, la expresion an-
terior se escribe como

l/ < —4n — Au+R(u+n//)> l//dVl ||u+ru/||Z.

por otra parte:

O llu+ 2y l? = 2llu + 7yl 0 llu + 2y,

1
= 2||u+ﬂ//||q </ |u+ﬂ//|qu> 0, </ |M+Tl//|qu>
q M M

2
2
u+rt
/ qlu+ ty | 1—'.”de
M

= 2 </ |u+11//|qu>q
a9 \Ju lu+ 7y

= 20l [t oyl rywa.
M

Si hacemos:

i'10] =

tendremos:
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—4(n—-1 E
0= 2 2/ (LAu+Ru—L€uq'l>de
lull > S \ n=2 lluellg

Donde,

E(u) :=/ (4(n_1)|Vu|2+Ru2> dav.
v\ n—2

Se sigue que

— E@) w1l =

—4(n-1
LAu+Ru —
n—72 llull,

Entonces u es un punto critico de Q si y s6lo si satisface la ecuacion de Yamabe
con:

— FE
A=cte.= R = iz.
llull,
Podemos definir ahora:

AMM) :=inf{Q() | u esunafuncion suave y positiva sobre M }.

La constante A(M) es una invariante de la clase conforme de (M", g) y se conoce
como invariante de Yamabe. Niel Trudinger tomé como base los argumentos de
Yamabe para dar una prueba correcta a su conjetura para el caso en el que A(M) <
0. Siendo mas precisos, Trundinger demostro la existencia de una constante pos-
itiva a(M) tal que la modificacion realizada a la prueba de Yamabe era correcta
cuando A(M) < a(M). En 1976, en ?? Thierry Aubin logré extender el resultado
de Trudinger al demostrar que a(M) = A(&") para cualquier M. La contribucién
de Aubin qued6 plasmada en el siguiente teorema:

Teorema 4.4 (Yamabe-Trudinger-Aubin). El problema de Yamabe puede ser solu-
cionado en cualquier variedad compacta M, con A(M) < A(S"), donde S" es la
esfera con su métrica estandary n > 3.

En las notas de Robin Neumayer [18] se encuentra una demostracion alternativa
al teorema 4.4. Este teorema representa la parte analitica del problema. La idea
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detras del teorema es la siguiente: una sucesion de funciones que minimizan A(M)
solo puede converger a un minimizador o bien, concentrarse en un punto p €
M. El segundo caso es descartado al analizar la contribucion a la energia de la
solucién junto a la condicién A(M) < A(&"), entonces la sucesidn converge a un
minimizador de A(M). El problema tiene solucidn.

En [3], Aubin también logré probar que:

Teorema 4.5. Si M tiene dimension n > 6 y no es conformemente plana de man-
era local, entonces A(M) < A(S").

En 1984, Richard Schoen completa la solucién al problema de Yamabe resolvien-
do para los casos restantes:

Teorema 4.6. Si M tiene dimension 3,4,5 o si M es conformemente plana de
manera local, entonces A(M) < A(S") a menos que M sea conforme a la esfera
estandar.

Los teoremas 4.5 y 4.6 corresponden a la parte geométrica del problema de Yam-
abe, esto es, los resultados se enfocan en la comprension del invariante de Yamabe
A(M). El método para demostrar que A(M) < A(S") es encontrar una funcién de
prueba ¢ que satisfaga Q(¢) < A(S"). En el caso del teorema 4.5, Aubin buscd
dicha funcién con soporte compacto en la vecindad de un punto p € M. Estudian-
do localmente la geometria de M cerca del punto p en coordenadas normlaes, ,
logré construir las funciones de prueba para varios casos, demostrando asi el teo-
rema 4.5. Para la demostracion el teorema 4.6 en [19], Schoen tomé una funcién
de prueba ¢ con soporte cerca del punto 0 € M y argument6 que como la funcién
@ pertmitia acercarse arbitariamente a Q(¢), dicha funcidn podria perturbarse a
manera de hacerla muy pequefia pero distinta de cero al alejarse del punto p. De-
bido a que la no linealidad de la ecuacion de Yamabe involucra potencias grandes
de la solucion, las soluciones pequefias debian acercarse a las soluciones de la
ecuacién

Lu=o.

El operador L corresponde a la parte lineal de la ecuacion asociada al problema
de Yamabe, esto es:

n—2

Lu=Au———Ru
4n—1)
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Schoen explicé que la tnica solucidn positiva a la ecuacion anterior, fuera del
punto , era un multiplo de la funcién de Green del operador L. Schoen redujo el
problema de probar que Q(¢@) < Q(S") al estudio de una funcién de Green cerca
del punto o.
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El problema hiperbélico de Yamabe

5.1. Estructura formal del espacio-tiempo y espacio-
tiempo de Minkowski

Consideremos una métrica g. La signatura de 1la métrica sera el nimero de eigen-
valores positivos de la matriz (g;;) en p € M", menos el nimero de eigenvalores
negativos. Diremos que g es una métrica Lorentziana (pseudo-métrica) si tiene
signatura (n — 2). Si M" esta equipada con una métrica Lorentziana, diremos que
M" es una variedad Lorentziana. Una métrica Lorentziana puede tomar valores
positivos negativos y nulos.

El modelo matematico que utilizamos para referirnos al espacio-tiempo es una
variedad Lorentziana suave de dimension 4. El que la variedad sea de Hausdorff,
aunado a la existencia de la métrica Lorentziana sobre ella, implica que la variedad
es paracompacta.

Una de las métricas méas simples que se utilizan en fisica, en coordenadas (¢, x, y, z),
es

ds’ = —dt* +dx* +dy* + dz°.
Esta métrica se conoce como métrica de Minkowski y a R*, equipado con esta
métrica, se le llama espacio-tiempo de Minkowski. El espacio-tiempo de Minkows-

ki es el ejemplo de espacio-tiempo méas simple que tenemos pues es una variedad
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ESPACIO-TIEMPO DE MINKOWSKI

plana. En forma matricial, la métrica de Minkowski se expresa como

-1 0)
My = 1

0 i

La signatura de la métrica de Minkowski es +2.

Notese que ahora usamos el alfabeto griego para los indices. El alfabeto latino, al
hablar de relatividad, serd utilizado en los indices s6lo para denotar a las coorde-
nadas espaciales (cuando sea que se quiera hablar de ellas).

Si comparamos la métrica de Minkowski con el intervalo relativista podremos ver
que son iguales, entonces es claro que el espacio-tiempo de Minkowski es en real-
idad el espacio asociado a la relatividad especial.

Podemos usar una métrica Lorentziana en M para clasificar vectores distintos de
cero: un vector en X € T,M puede ser temporaloide, espacialoide o nulo depen-
diendo de si g(X, X) es negativo, positvo o cero, respectivamente.

Lo anterior también nos permite clasificar curvas. Sea y = y(s) una curva sobre
M", diremos que y es espacialoide, temporaloide o nula dependienddo de si todos
sus vectores de velocidad y’(s) son espacialoides, temporaloides o nulos, respec-
tivamente.

Definicion 5.1 (Superficie de Cauchy). Una superficie de Cauchy es una hipersu-
perficie tal que toda curva no espacialoide la intersecta solo una vez.

Observacion 5.2. En el espacio de Minkowski, las superficies t = cte. forman una
familia de superficies de Cauchy que cubren a toda la variedad.

Definicion 5.3 (Espacio globalmente hiperbdlico). Un espacio se dice globalmente
hiperbolico si admite una superficie de Cauchy.

Observacion 5.4. El espacio-tiempo de Minkowski es un espacio globalmente
hiperbdlico.
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5.2. PROBLEMA DE YAMABE LORENTZIANO

5.2. Problema de Yamabe Lorentziano

En [9], Nicolas Ginoux busca soluciones al problema de Yamabe sobre un tipo
particular de variedad. Para ser mas precisos, Ginoux estudia si dada (M", g) una
variedad Lorentziana con signatura (—, + ---, +) existe una métrica con curvatu-
ra constante que sea conforme a la métrica g. Como en el problema de Yamabe
original, todo se reduce a resolver

e S; =S, +2u

cong :=e*yu € C®(R),paraelcason =2..5 . ¥ Sz son las curvaturas escalares
correspondientes a las métricas g y g, respectivamente. Ademas

[1 := —tr,(Vod).
Para el caso n > 3 el problema se reduce a resolver

n—2
4n-1)

E dn—1)"¢

— 4
cong :=@mgype CeR,).

Ginoux restringe el problema al trabajar en los espacios que tienen la estructura
de espacio-tiempo y, ademas, pide que dichos espacios sean globalmente hiper-
bolicos. Al trabajar con espacios globalmente hiperbdlicos se tiene el siguiente
resultado:

Teorema 5.5. Sea (M", g) un espacio-tiempo, entonces:

1. Si (M",g) es globalmente hiperbdlico, entonces es isométrico a
(R X Z,—pdi* @ g,), donde cada {t} X X corresponde a una superficie de
Cauchy espacialoide y suave de M, f € C*(RXZ,R,) y (g,) es una familia
uniparamétrica de de métricas Riemannianas en X.

2. Si ¥ C M es una hipersuperficie de Cauchy espacialoide y suave en el
espacio-tiempo (M", g), entonces para cualquiert, € R existe una isometria
(M", g) 2 (RXZ,—pdi* ® g,) y que identifica a X con {1y} X .
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En particular, utilizaremos el siguiente resultado del trabajo de Ginoux [9]:

Lema 5.6. Sea un espacio-tiempo (M", g) de la forma (I X £, —fdt* @ g,) donde
peC®(IxZ,R,), I esunintervalo abiertoy (g,), es una familia uniparamétrica
de métricas Riemannianas sobre X , entonces

s Paracada f € C*°(M,R)

1f og,\ 10p\ of
b7 = ﬁatz Y] (f <E>‘E§>E
ng’ (grad, (B, ")), grad, (f(,))) .

+A, f(t.)

s Enelcaso f =1, tenemos

2 1 dg,\ o
= —+ =t +A,.
- PN ( ot ) o &

» Enelcaso p = 1yg = b*(t)gy para alguna b € C*(I, R.) y alguna
métrica Riemannianana g5 en X, se tiene

i Vo 1
S, = ~D=Z 4+ A
O+a,S, =25+ =Do—+ 54,

» Sif=1yg, = gs para alguna métrica Riemanniana g5 sobre %, se tiene

2

0
D+anSg=ﬁ+ng

e _ ) ._ _n=2
donde L, :=A, +a,S,,A, = tr(Hessgz)y ay =
Observacion 5.7. Debemos tener en cuenta que la convencion de signo que usa
Ginoux para expresiones como A, considera un signo negativo, algo distinto a la
notacion que hemos utilizado a lo largo de la tesis, por lo cual

L, :=-A, +a,5,

&z
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DE MINKOWSKI

Uno de los resultados méas importantes del trabajo de Ginuox, es el siguiente:

Teorema 5.8. Sea (M", g) un espacio-tiempo globalmente hiperbélico de dimen-
sion n > 3 con una hipersuperficie de Cauchy £ C M y Sz € R una constante
arbitraria. Denotemos por v a un vector normal unitario futuro-dirigido a lo largo
de 2. Entonces para cualesquiera ¢y, ¢, € C*(Z,R) con ¢, > 0, existe un tini-
co subconjunto maximal, globalmente hiperbolico, 152 de M en el que X es una
hipersuperficie de Cauchy y sobre la cual el problema

-
n+2

I:l(p+anSg(p = anSE(pE
A (0|z =@y

0,9 = @,

L

tiene un unica solucion positiva.

5.3. Problema de Yamabe hiperbélico en el Espacio-
tiempo de Minkowski

En fisica, particularmente en la relatividad general, las transformaciones conformes
son utilizadas de varias formas. Textos como [21] introducen métricas g via trans-
formaciones conformes:

g=Q%, (5.9)

donde g es la métrica asociada a una variedad M y Q es una funcidn estrictamente
positiva.

En [10] se muestra un uso concreto de las transformaciones conformes: estudiar la
estructura causal del espacio-tiempo. Por estructura causal se entiende al conjun-
to de relaciones causales entre eventos del espacio-tiempo, esto es, la descripcion
de qué eventos pueden influenciar a qué otros eventos de un espacio-tiempo dado.
Como un ejemplo de estas relaciones se tiene que una sefial puede enviarse entre
dos eventos si y solo si dichos eventos pueden unirse mediante una curva no espa-
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cialoide; lo anterior debido al postulado de causalidad enunciado en [10].

Para estudiar la geometria conforme de un espacio-tiempo M, y por tanto su es-
tructura causal, Hawking y Ellis [10] imponen sobre 5.9 las siguientes condiciones:

= g es una métrica fisica.
= Q) es distinta de cero y es de clase C”.
Dado un espacio-tiempo (M, g), de la expresion 5.9 se tiene lo siguiente:

= Un vector v es espacialoide, temporaloide o nulo respecto a la métrica g siy
solo si satisface la misma propiedad respecto a g. Entonces (M, g)y (M, g)
tienen la misma estructura causal.

= Silos conos de luz de dos métricas Lorentzianas g y g coinciden en un punto
p € M, entonces g debe ser un multiplo de g en p. En consecuencia, si
los espacios (M, g) y (M, g) tienen la misma estructura causal, g y g estan
relacionadas mediante una transformacién conforme.

En vista de la relacidon que tienen las transformaciones conformes con la métrica
asociada a un espacio-tiempo, se decidid trabajar en un problema de tipo Yamabe
sobre el espacio-tiempo de Minkowski con el fin estudiar la clase conforme de
métricas de este espacio. Como en [11], se mostrard que existe una métrica con-
forme a la métrica del espacio-tiempo de Minkowski de dimensién (3 + 1) tal que
dicha métrica tiene una curvatura constante k. El caso k = O es trivial, sin embar-
go, pararesolver la ecuacion diferencial del problema de Yamabe trabajaremos con
un valor abitrario de k. Acto seguido, para garantizar la existencia de una solucién
positiva, nos restringiremos al caso k > 0 como en [11].

Tomemos (R*, #), el espacio-tiempo de Minkowski. Usando los resultados de la
seccion anterior para el caso f = 1y g, = gy, tomando £ = R* y gy como su
métrica usual, tendremos que (R*, ) = (R X R?, —d#* @ gy) . El problema de tipo
Yamabe a resolver sera

con k una constante arbitraria. Como estamos trabajando con un espacio de di-
mension n + 1, la ecuacion tomara la forma

0%u 3
— —Aju=a, ku-.

012
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Si hacemos n = 3, tendremos

2
M—A u=£ku3=Cu3.
or? gz 12

Como el laplaciano sera el de R?, escribimos

A=Ay,

esto es

0%u

— —Au=Cu’

or?
En el caso de la presente tesis, nos concentraremos en la existencia y unicidad de
la solucion al siguiente problema:

{u,t—Au:gb(u); xe€R} y teR, (5.10)

t=0: u= f(x), u, = g(x).

Presentaremos la prueba que Fumioki Asakura di6 en [2] pero revisaremos antes
un poco sobre otros problemas de Cauchy relacionados con ecuaciones de onda
(usaremos la notacién de Asakura). En el caso homogéneo:

u,—Au=0;,xeR> y reR, 5.11)
t=0: u= f(x), u, = g(x), .

la solucion global esti dada por [5]:

_ 19
u(x,t) = yp /|5|:1 g(x +18)dw, + 1701 <t . flx+ t&)dc%) ,

donde dw, es el elemento de superficie sobre la esfera unitaria y & es un vector
unitario. Si los datos iniciales tienen simetria esférica, esto es, si f(x) = f(r)y
g(x) = g(r) con r = |x| la solucidén se escribe como:

u(r, 1) = 2i[(r+ 0F G+ + (=0 — D]+ / pg(0)dp.
r 2r (1]
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Para el problema inhomogéneo:

(5.12)

u,— Au=w(x,1); xeR> y reR,
t=0: u=u, =0,

la solucion esta dada por:

t
u(x,t) = 1 / (t— 1)/ wx + (- 1)8,7)dwdr.
4z Jo lel=1
Denotemos a la solucion anterior como:

u= Lw.

Si los datos iniciales tienen simetria esférica, la solucion toma la forma:

1 t r+t—7
u(r,t) = — / / pw(p,T)dpdr.
2r Jo Jir—ite]

Antes de continuar debemos definir a los multiindices.

Definicion 5.13. Un vector de la forma a = (ay, ..., a,), donde cada a; es un
niimero entero no negativo, es llamado multiindice de orden

la| =a; + - +a,.

Dado un multiindice a, definimos

0l*lu(x)
Ox e Oxn

1 n

Dfu(x) := = (32’11 e 0%u.

n

Las condiciones iniciales del problema homogéneo satisfacen el siguiente resulta-
do [2]:

Teorema 5.14. Sean f € C3(R?), g € C*(R?) que satisfacen

a a —G
WZ;Z'D"g(X)' + Mz;,lexf(X)l P
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donde G,k > 0y r = |x|. Entonces la solucién al problema homogéneo satisface

-

CcG

— . k>1
(A4r+0)(A+|t=rk-1

X 1+t+r

Y 0<k<l1
(1+14r)k

para |a| < 2, donde C depende uinicamente de k.

Para resolver el problema (5.10), supondremos que ¢(u) satisface
1 ¢ € C}(R), p(0) = ¢'(0) = ¢ (0) = 0;

II Existen p > 2y B > 0 tales que

Blu—v|P? sip<3
Blw|P3lu—v| sip>3

9" () — ¢ (v)] < {
para |u|, |v] £ 1, w = max(ul, |v]).

Sea A = Ll). Hagamos v = 0 en la condicion 11, entonces tendremos

p(p—
Blu|’? sip<3
16" ()] < Lo
Blw|P|lul sip>3

se sigue que w = |u| y ademas

|¢"w)| < Ap(p— D|ul”;  |u|<1yp>2. (5.15)

Integrando ambos lados y recordando que

‘ / Fx)dx| < / L ldx,

se obtiene
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¢’ )| < Aplul”™! (5.16)
lp)| < Alul”. (.17

Teorema 5.18. Si ¢p(u) satisface las condiciones 1yl conp > 1+ \/5 ysi f(x) €
C3(R%), g(x) € C*(R?) satisfacen

G

Z |Dig(x)| + Z | DS f(x)| < m

la|<2 la|<3

siempre existe una tinica solucion C? al problema (5.10), para alguna G suficien-
temente pequena.

Como u = u(x, t), la solucién al problema (5.10) debe satisfacer la siguiente iden-
tidad integral

u=u’+ L(pw)),

donde u° es la solucién al problema homogéneo y L viene de la solucion, it = Lw
a la ecuacién de onda no homogénea.

Proposicion 5.19. Si u € CO(R? X R,) es tal que D u, Diu € C*(R°XR,)y
satisface u = u® + L(¢(u)), entonces u es la solucién al problema (5.10).

Demostracion. Como ¢ es de clase C?, entonces w(x, ) = ¢(u(x,t)) es una fun-

cién continua con D w'y Diw continuas. Por hipdtesis tenemos

u, — Au= @’ + Lw), — AW’ + Lw)
= ) — Au®) + (i@t — Aid) = w = P(u).

Fumioki Asakura demuestra en [2] el siguiente lemma:

Lema 5.20. Sea u(x,t) € CO(R* X R,) tal que satisface, para k > 0, lo siguiente:
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#; k>1
(L4t+r)(1+]|r—t])k-1
M log(2+t+r) , _
lu(x, )| <3 e k=1
M. 0<k<l,
\(1+t+r)k

donde suponemos que k > p%l yp>1+ \/5 Entonces existe C, independiente de
M > 0, tal que

cM? . 1
(A+t+r)(1+|t=r[)p=2° k>1+ p
» cM? . < 1
|[(LIul")Ce D] < 5 (A+t+r)(1+[t=r[)e-1? I<k<1+ p
oM ;o 0<k<1,
(1+1+r)k

También tenemos el siguiente corolario:

Corolario 5.21. Sea u(x,t) € C°(R> x R.) que satisface

M

|u(x,t)|S (1 +l+r)(1 + |t_r|)1’—2-

Sip>1+ \/5, entonces existe C > 0 tal que

cM?
el < T a s =

|(Lu

Demostracion. Hagamos k = p — 1. Luego, p > 1 + \/5 implica

k=p—1>p>1+2=

142 1+v2
% V2> 5

Por otra parte
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1 1 1 1+2

I+-<1+ <l+—=

PR TV Ve

Tenemos que k > 1 + i. El resultado se sigue directamente del lema.

Definamos una norma para funciones u € C/(R* X R,)

-

SUPers so(1 + 1+ [XD(A + [t=|x| o Hu(x, 1) sik>1

_ 1+1+]x]) . _
lull = 3 50, 0 o fuCx, )] sik = 1

SUP, g3 o1 + 1+ [xDMlu(x, )] si0 <k < 1.

9

donde k, = min(k, p — 1). Recordemos que log(x) < x — 1 para x > 0. Entonces

log2+1t+|x]) <141+ |x],

por lo que

(e, 1) < (1 +1+|x|)
T log(2 4+t + |x))

|u(x, D).

Se tiene que

lul < lull, (5.22)

donde los casos k > 1y 0 < k < 1 son triviales. Notemos que:
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f

SUP,cps so(1 + 1+ [xD(A + [t=]x| o Hul®|o]'-?  sik> 1

0 1-6 1+14|x]) 01,,]1-6 S
ull’ ol = 4 SUPxems 120 gy 1’1010 sik =1

SUP ers so(1 + 1+ [xD¥[ul[v]'? si0 <k <1,

9

por lo que también se cumple

10"l < ullllolll s w020,0<0<1. (5.23)

Usando el Lema 5.20 y el Corolario 5.21, se pueden probar las siguiente desigual-
dades

IL|ul’|l, < Cllull” (5.24)
IL[ul®?[o] "=, < CllullZ]jo)l{ . (5.25)

Introduzcamos ahora el espacio de funciones

Z,={ue COR’xXR,) | Du, D’u € C'(R’ X R,) y || D?ul| < oo para |a|< 2} .

El espacio Z, es completo respecto a la norma:

Mulll, = ) 1%,

|a|<2

Usaremos la siguiente notacion:

[l 11 == 111l
Z, =Z.

La prueba del Teorema 5.18, consistira en lo siguiente:
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1. Se definira una sucesion de funciones que satisfacen la identidad integral del
Teorema 5.18.

2. Luego se probara que cada elemento de la sucesion esta en el espacio Z.
3. Finalmente se prueba que la sucesion es una sucesion de Cauchy:

= Se obtienen estimados para ||u,,

—u,ll'y lID;u, . — Dju, ||

= Con los estimados obtenidos y las hipdtesis del Teorema, se prueba que
cada término || D; Dyu,,, — D;D,u,|| es menor que alguna constante y
entonces, por como se defini6 la norma ||| - |||,, la sucesién serd de
Cauchy.

Se toma una sucesion de funciones {u, }, definidas como

up =1’ u,,, =u’+ L(pu,)).

Tenemos que,

il = N+ L@@ DI < NI+ L@ < Nulll+ANLIu, 1P| < 16| +ACu, |17,
del Teorema 5.14 y la definicion de la norma k, se sigue

ID2’|| < CG  para |a| < 2.

Elegiremos una G suficientemente pequefia tal que u° satisfaga

PpACLT < 1, )] < % (5.26)
Por induccion sobre n, se probara que se cumple:
llu, Il < 211l < 1. (5.27)

Para n = 0 lo anterior es vélido. Si suponemos que (5.27) se vale para n, restara
ver que la expresion es valida para n + 1; para ello tenemos que:

0 0 0
i Il < el + AC]u, |I” < [[w”]] + 22 AC][W7|?
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=1+ 2P AC D1 < 201l < 1,

de modo que (5.27) es valida para toda n > 0.

Si derivamos en u,, en x/ tendremos que:

Du,,, = D;u’ + L(¢(u,))) = D;u’ + D; L(¢(u,,))

Jjn+

= D’ + L(D;p(,)) = Du’ + L(¢'(u,)D;u,).
Como ||u,|| <1

1Dt | < 11D;u’ll + AplI Llu, |~ | D;u |
0 0 1-6)
< I1D;u’ll + AplI Llu,|” | Dju, "=,

con f = ”le. Usando (5.24) y (5.25) encontramos que

1Dty Il < DUl ll + ApCllu, I 11D, I~ < 1Dl | + ApCllu, 1P~ | D, |

< CG + 27 ApCIlIP 1Dy, ]| < CG + 211D,
de modo que:

|D,u,|| <C, paratoda n yunaconstante C,.

Si hacemos:

D;Du,,, = D;D,[u’ + L(¢(u,))]
= D,;Du’ + L(D; D, (¢(u,))
= D;Du’ + L(D;(¢'(u,)D,u,)
= D,Du’ + L(¢" (u,)D;u,Du, + ¢'(u,)D;D,u,)
= D,;Du’ + L(¢" (u,)D;u,Du,) + L(¢'(u,) D, D,u,),
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entonces,

1D, Dytt I < 11D, Dt + | L(" (,) D, Dys, ) + 1L (¢ () D, Dy, )|

1
<CG+ §||DJ.Dkun|| + || L(¢" (,))D;u, D, ||

Tenemos que:

| L((¢" (u,))D;u, Dy, || < Ap(p — DCllu, 1”711 D, 11| Dy, I
<272 Ap(p — 2)CC3,

por lo que

1 _
1D, Dyt | < CG + S1ID; Dy, || + 27 Ap(p — 2)CC,
o bien:

ID; Dy, |l < Gy

Por lo tanto, cada u, pertenece a Z. Para probar que la sucesion es de Cauchy,
Asakura demuestra lo siguiente:

1
llu,  —u,ll < 5””,, —u, |-

Con lo que obtiene, aplicando recursivamente la expresion anterior, que:

1 n 1 n 1 n+1
ey =0l < (5) N =< (3) (ol + 101 <3(5)
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Del mismo modo, estima lo siguiente:

1 n
1D;tt,11 = Dy, |l < S11Djut, = Dy, Il + C(1/2)"

Utilizando de manera recursiva la desigualdad anterior, se llega a:

ID;u,.; — D;u,ll <(1/2)"||D;u; — D;ug|| + nCy5(1/2)"
S(l/z)n(”Djul | + ”Djuoll) +nC;(1/2)"
<(1/2)"7'C, + nCy(1/2)".

Para estimar ||D;D,u,,, — D;D,u,|, se tienen dos casos. El primero es el caso
p > 3 (esto pues se debe tratar con términos que incluyen |¢" (u,) — ¢"'(u,_)|) ,
para el cual Asakura muestra que:

| D; Dty — D; Dy, || < 2pAC||1W°)|”~ | D; Dyu,, — D; Dy, |
+27%p(p — DAC|W°11”lu, — w,_, 1| D; Dy, ||
+ 1’172 1lu,, = t,, 1| D; Dy, |
+ 1117211 D;u, — Dju, || Dy,
+ 11177211 Du, 11| Dy, — Dy, |
+ (16117l =ty 111D jta,y [HI Dy, |

< (1/2)|ID;Du, — D; Dy, || + Cyn(1/2)"

donde C, es una constante.

En el caso p < 3 se llega a un resultado similar, salvo que el término

||u0||p_3”un — U ” ”Djun—l ” ”Dkun—l ”9

de la expresion anterior, es sustituido por

-2
”un — U, ”p ”Djun—l ” ”Dkun—l ”
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En cualquier caso, se debe aplicar recursivamente la expresion obtenida. Para el
caso p > 3 se tiene entonces que

ID; Dyt = DDy, | < (1/2)"7'C + Cur*(1/2)" = (1/2)"y + En*(1/2)'",

n+1

con £ y y constantes. Para que la sucesion sea de Cauchy se debera cumplir que
paratoda € > 0, existe N € N tal que para toda my n, si m,n > N, se satisface

M, = u,lll, = D 1D%u, — D%, ||, < e.

la|<2

Revisemos los términos de la forma || D; D,u, — D; Dyu,,||. Sin pérdida de genera-
lidad, supongamos que m > n, tendremos que

||DjDkun — DjDkumll
=||D,Dyu, — D;Dyu,,, + D;Dyu, | + -+ + D;Dyu,,_; — D;Dyu, ||
= ||DjDkun — DjDkun+1|| + ||DjDkunJrl — DjDkun+2||+
e 4 ||DjDkum_1 - DjDkumll
< Ly +nEI0 /21" + [y + (n + DPEN[1 /21 +
et Ly + (m = 1)2E][1 /21

m—1 m—1
= x(1/2 YA/ + €Y jA(1/2).
i=1 Jj=n

Podemos encargarnos de la primera suma de la misma forma en que lo hariamos
con una serie geométrica, con lo cual tendremos lo siguiente:

ID; Dy, = D; Dy, |
m—1
< 2127 A= A/2m ™+ &) /2
m—1 -
< x4 A1/2).

Jj=n
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Para el segundo término debemos notar que conforme corre j, los términos de la
suma se van haciendo més pequefios. Entonces, podemos hacer
|D; Dyu, — D; Dyu,,|| tan pequefio como sea necesario si elegimos N, en la defini-
cién de sucesion de Cauchy, suficientemente grande. La eleccidon sobre qué tan
grande debemos tomar N dependera de la € dada. El caso p < 3 es analogo. Por
lo anterior, la sucesion {u,} es de Cauchy en Z.

Al ser Z un espacio completo, la sucesion {u,} debe converger a una funcion u en
Z tal que Du, converge a Du para |a| < 2. Por la forma en que se construyo la
sucesion debe satisfacer la identidad integral del Teorema 5.18, por lo tanto u es
solucion del problema planteado en (5.10).

Kong De-Xing y Liu Qi [11], aprovechan el trabajo de Asakura y se restringen al
problema

{u,,—Au=¢(u);xeR3 y tER, 5.28)

t=0: u=f(x)>0, u = g(x),

donde, a diferencia de 5.10, piden que f(x) > 0. Kong De-Xing y Liu Qi imponen
también la condicion

g(x) = [Vf(x)] > 0.

Utilizando lo anterior y la identidad integral del Teorema 5.18

u=u+ L(pw)

Kong De-Xing y Liu Qi [11] muestran, para el caso en que la curvatura escalar
asociada a g es positiva, que

t 1 0
=— +t&)dw, + —— ( t +t&)d
U= - gx +18)dw, + — at< . F(x+18) ng)

+L/(t—f)/ w(x+(t—r)§,r)da)5dr>0.
4z Jo lel=1

La solucién al problema de tipo Yamabe planteado sobre el espacio-tiempo de
Minkowski de dimension (3 + 1) si tiene solucion.
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Conclusion Final

El problema de tipo Yamabe planteado sobre el espacio-tiempo de Minkowski
tiene solucion, esto es, siempre es posible encontrar una métrica con curvatura
constante (positiva) que sea conforme a la métrica del espacio-tiempo de Minkows-
ki. El espacio-tiempo resultante de la transformacion conforme tendrd la misma
estructura causal que el espacio-tiempo de Minkowski.

El problema es trivial en el caso en que la curvatura escalar, k, de la métrica con-
forme es nula; esto debido a la curvatura escalar del espacio-tiempo de Minkowski.
Aunado a lo anterior, la ecuaciones diferenciales que resultarian del problema de
Yamabe corresponderian al caso homogéneo y su solucion es bien conocida [5].

Para el caso en que la curvatura de la métrica conforme es distinta de cero, la
solucion puede ser muy complicada pues se imponen condiciones muy restrcitivas
sobre los datos iniciales del problema de Cauchy planteado. Luego se imponen
mas condiciones para garantizar que la solucion es positiva, tanto asi que vale la
pena cuestionarse sobre si existen funciones que satisfagan todas las condiciones
impuestas. En [11] se da un ejemplo de funciones que satisfacen las condiciones

2|a|§2|ng(x)| + Z|oc|s3|Df§f(x)| < (1+r();k+1 (5.29)
8(x) — VS ()] >0,

lo cual nos hace ver que la solucién de la ecuacién diferencial del problema de
Yamabe que se mostrd, es viable.

Es posible que el factor conforme que relaciona a las métricas g y g tenga una
forma complicada, esto en vista de la identidad integral

u=u’+ L(¢p)).

El problema de tipo Yamabe presentado en esta tesis es, en realidad, un caso muy
particular restringido al espacio-tiempo de Minkowski de dimensién (3 + 1). El
problema de Yamabe Lorentziano consiste en determinar si es posible encontrar,
dada una variedad Lorentziana (M", g) con métrica de signatura (—, + --+,+), una
métrica de curvatura constante que sea conforme a la métrica g. A pesar de lo
anterior, bien valdria la pena estudiar la geometria de espacios fisicos distintos
al espacio-tiempo de Minkowski con la esperanza de encontrar condiciones que
permitieran acercarse a una respuesta al problema de Yamabe Lorentziano, o bien
dar una respuesta para variedades de alguna dimensién concreta.
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