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Resumen

Los fenómenos magneto-ópticos han sido utilizados en años recientes para el es-
tudio de sistemas de baja dimensionalidad. Entre ellos destaca el efecto Kerr
magneto-óptico, éste constituye una poderosa herramienta que ha permitido la
investigación de diversas propiedades en metales, semiconductores magnéticos y
superconductores. En los últimos años se ha utilizado ampliamente en aislantes
topológicos, semimetales Weyl y grafeno.

En este trabajo se realiza una revisión de los fenómenos de actividad ópti-
ca natural y de efectos magneto-ópticos, presentando modelos para explicar de
manera fenomenológica su origen. Se derivan expresiones de las amplitudes de
Fresnel y ángulos de rotación de Kerr, para el problema de reflexión y refracción
de ondas planas en un medio bidimensional entre dos dieléctricos.

Se repasa la interacción esṕın-órbita, espećıficamente el acoplamiento tipo
Rashba, que opera como un campo magnético efectivo que rompe simetŕıa de
inversión temporal. Mostramos una analoǵıa entre las propiedades de propaga-
ción transversales de un sistema clásico electromagnético ópticamente activo, y la
interacción esṕın-órbita tipo Rasbha en presencia de un campo magnético; como
los que tienen lugar en sistemas cuánticos de baja dimensionalidad.

Aśı mismo se calcula el espectro de rotación de Kerr generado por un aislante
topológico, el cual posee un estructura espectral en las enerǵıas umbrales de las
transiciones ópticas. Se presenta el espectro de enerǵıas, contornos de Fermi, den-
sidad conjunta de estados, conductividad óptica y su respectiva rotación de Kerr,
para el modelo de Rashba ferromagnético. En donde se observa una conexión con
el efecto Hall anómalo, ambos muestran sus valores máximos cuando la enerǵıa
de Fermi se encuentra dentro de la brecha de enerǵıa.
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5.1. Medio quiral con términos de Faraday . . . . . . . . . . . . . . . . 31
5.2. Relación de dispersión de ondas transversales . . . . . . . . . . . 32

6. Efecto Kerr en un aislante topológico 37
6.1. Aislante topológico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
6.2. Transiciones interbanda: conductividad óptica . . . . . . . . . . . 39
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Caṕıtulo 1

Introducción

“ciencia a formar de los universales,

reparando, advertido,

con el arte el defecto

de no poder con un intuitivo

conocer acto todo lo criado,

sino que, haciendo escala, de un concepto

en otro va ascendiendo grado a grado... ”

Primero sueño, Sor Juana

La interacción entre luz y materia se ve afectada por el estado magnético del
medio, e involucra la estructura electrónica de la materia. Este tipo de interac-
ciones entre radiación electromagnética y materiales con polarización magnética
dan lugar a los efectos magneto-ópticos (MO). Estos jugaron un papel clave en
la historia del electromagnetismo, demostrando de forma experimental la teoŕıa
electromagnética de la luz. En 1845, Faraday descubrió que cuando un haz de luz
linealmente polarizada se transmit́ıa a través de vidrio en dirección paralela al
campo magnético aplicado, la polarización rotaba. Este experimento fue el prime-
ro en demostrar la ı́ntima relación entre el campo magnético y la luz, y dio origen
a la magneto-óptica. Desde el descubrimiento de Faraday la magneto-óptica se
ha convertido en un campo de investigación sumamente competitivo y fascinan-
te, de gran importancia para la ciencia básica y aplicaciones. El efecto Faraday y
su contraparte en reflexión, el efecto Kerr magneto-óptico, se usan ampliamente
para detectar la magnetización de materiales. Por ejemplo, permiten determi-
nar la magnetización superficial de peĺıculas delgadas ofreciendo una sensibilidad
superior a otras técnicas.1,2
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1. INTRODUCCIÓN

En años recientes, estos efectos MO han sido utilizados en sistemas de baja
dimensionalidad, un ejemplo es la primera observación del efecto Hall de esṕın
mediante el efecto Kerr magneto-óptico.3 Además constituyen una poderosa he-
rramienta que posibilita realizar mediciones de rompimiento de simetŕıa de inver-
sión temporal (TRS, por sus siglas en inglés),4 obtener información de estructuras
de bandas, con las que se investigan propiedades como anisotroṕıa magnética, po-
larización de esṕın, entre otras. La espectroscoṕıa de Faraday y Kerr se ha usado
ampliamente para el estudio de metales, semiconductores magnéticos, supercon-
ductores; y recientemente aislantes topológicos (TI, por sus siglas en inglés), se-
mimetales Weyl (WS, por sus siglas en inglés) y grafeno.5,6,7

El interés en TI, ha surgido puesto que poseen estados superficiales sin brecha,
tipo Dirac, protegidos topológicamente, que son sensibles a perturbaciones que
rompen TRS.4 La inversión de bandas, generada por un fuerte acoplamiento
esṕın-órbita, puede dar lugar a TI.4,8 Cuando se rompe débilmente la TRS, se
induce una brecha en los puntos Dirac y los estados superficiales presentan fuertes
efectos MO. Esto ha conllevado al uso de fenómenos MO, como herramienta para
la caracterización de estos materiales.4,9 Por ejemplo, la determinación de los
ángulos de Kerr y Faraday es una de las técnicas de medición del efecto Hall
cuántico superficial de TI.8

También se ha estudiado la rotación de Kerr y Faraday en WS.5 Se han encon-
trado rotaciones gigantes de la polarización en WS inclinados con TRS rota.7 Aśı
mismo, se sabe que el grafeno en monocapa y multicapa produce rotación de Fa-
raday10,11,12, que se ha usado para distinguir distintos apilamientos de multicapas
de grafeno13.

En este sentido, en el presente trabajo se estudia la dispersión energética de
un gas bidimensional de electrones (2DEG, por sus siglas en inglés) que posee in-
teracción esṕın-órbita (IEO) tipo Rashba y un campo magnético, rompiendo las
simetŕıas espacial y temporal. Se lleva acabo una analoǵıa de éste, con un siste-
ma clásico electromagnético, que posee propiedades de propagación transversales
similares. Además se explora la rotación de polarización de la luz reflejada al
incidir normal sobre la interfase de un TI en presencia de interacción de inter-
cambio y vaćıo; y en un material bidimensional descrito por el modelo de Rashba
ferromagnético, donde se rompen simultaneamente simetŕıa de inversión espacial
y temporal.

En el Caṕıtulo 2 se habla de manera general acerca de la actividad óptica,
profundizándose en los fenómenos de girotroṕıa y efecto Faraday, presentando un
par de modelos para cada fenómeno. Se derivan expresiones en el caṕıtulo 3 para
las amplitudes de Fresnel y los ángulos de rotación de Kerr, para el problema
electromagnético de ondas planas que se reflejan en un medio bidimensional que
separa dos medios dieléctricos. El caṕıtulo 4 aborda el efecto de las simetŕıas
temporal y espacial, sobre la degeneración del esṕın. Se discute de manera general
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la IEO, posteriormente se llega a la IEO tipo Rashba, donde se habla acerca
de las condiciones en que se presenta, y se estudia su relación de dispersión,
eigenvectores y polarización de esṕın asociada. Por su parte, en el Caṕıtulo 5 se
presenta una analoǵıa entre las relaciones de dispersión de un 2DEG con IEO
Rashba en presencia de un campo magnético; y un medio isotrópico quiral. En el
caṕıtulo 6 se estudia el efecto Kerr en un aislante toplógico en presencia de un
campo de intercambio, y en el caṕıtulo 7 se obtiene el espectro de rotación de
Kerr para el modelo de Rashba ferromagnético. Finalmente en el Caṕıtulo 8, se
resumen y exponen las conclusiones y resultados de este trabajo.
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Caṕıtulo 2

Actividad óptica natural y efectos

magneto-ópticos

But we also liked to seek out hidden trails and discovered many an

unexpected view which was pleasing to our eyes; and when the one

pointed it out to the other, and we admired it together, our joy was

complete

David Hilbert

La rotación de la polarización óptica o girotroṕıa es un fenómeno con diversos
oŕıgenes (simetŕıas, no localidad espacial, campos externos), generado como con-
secuencia de una distinta respuesta del sistema a la polarización circular derecha
(RCP, por sus siglas en inglés) e izquierda (LCP, por sus siglas en inglés) de la luz
y por ende forma parte de los fenómenos de Actividad Óptica (AO). La girotoṕıa
se manifiesta como resultado de diferentes velocidades de propagación (o ı́ndices
de refracción) de la LCP y RCP.

Existe una rotación natural generada sin necesidad de factores externos, cuyo
origen reside en la no localidad espacial de la respuesta dieléctrica; y otra de
naturaleza extŕınseca, que tiene lugar como resultado de la acción de un agente
externo usualmente un campo magnético, que origina fenómenos magneto-ópticos
como la rotación Kerr y rotación de Faraday, entre otros.

En el presente caṕıtulo se presenta la girotroṕıa causada consecuencia de la
dispersión espacial (sección 2.1), y dos modelos que permiten calcular expĺıci-
tamente una constante girotópica. El primero de ellos estudia un medio hecho
de moléculas (quirales) que carecen de simetŕıa especular (subsección 2.1.1) y el
otro se basa en átomos anisotrópicos (subsección 2.1.2). La sección 2.2 muestra
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2. ACTIVIDAD ÓPTICA NATURAL Y EFECTOS MAGNETO-ÓPTICOS

un modelo de osciladores armónicos (versión clásica y cuántica) en presencia de
un campo magnético externo que permite extraer los ı́ndices de refracción corres-
pondientes a LCP y RCP.

2.1. Girotroṕıa

2.1.1. Actividad óptica natural

La no localidad espacial de la respuesta dieléctrica puede generarse como resul-
tado de asimetŕıa de las moléculas, expĺıcitamente el rompimiento de la simetŕıa
especular (quiralidad)14,15,16. En el espacio de Fourier kω esto se manifiesta en la
dependencia del tensor dieléctrico de el vector de onda. Un desarrollo en serie de
Taylor permite escribir dicho tensor en la forma

εαβ(ω,k) = ε(ω)δαβ + iγαβγkγ + γαβγηkγkη + · · · ; (2.1)

debe entenderse ésta suma como una serie en potencias de ka, donde a es un
tamaño caracteŕıstico de las moléculas o entidades polarizables del medio. Da-
do que el factor complejo i aparece expĺıcitamente debido al requerimiento de
hermiticidad del tensor dieléctrico, bajo la suposición de que no hay disipación
de enerǵıa electromagnética, y que el medio se considera homogéneo, entonces se
debe cumplir además que εαβ(k, ω) = εβα(−k, ω). Esto tiene como consecuencia
que εαβ(ω) = εβα(ω), γαβγ = −γβαγ, lo que permite escribir, a primer orden en
ka,

εαβ(ω,k) = ε(ω)δαβ + if(ω)eαβγkγ, (2.2)

donde f(ω) (con unidades de longitud) es la llamada constante girotrópica y eαβγ
es el tensor totalmente antisimétrico de Levi-Cevita.

A continuación se considera una onda plana que se propaga en dirección de ẑ,
y asumiendo que ésta es una dirección de alta simetŕıa, se implica que εxx(ω) =
εyy(ω) = ε, εxy(ω) = εyx(ω) = 0, εxz(k, ω) = εyz(k, ω) = 0 y Ez = 0, lo que genera
que las componentes del vector desplazamiento sean

Dx = εEx + iGEy (2.3)

Dy = εEy − iGEx, (2.4)

donde G = f(ω)eαβγkz. Por otro lado, de las ecuaciones de Maxwell en el espacio
kω

[k2δij − kikj − (
ω

c
)2εij(k, ω)]Ej = 0, i, j =x, y, z. (2.5)

6



2.1 Girotroṕıa

Dado que Ez = 0 y k = kzẑ el sistema de ecuaciones (2.5) se reduce al par

k2zEx −
ω2

c2
(εEx + iGEy) = 0 (2.6)

k2zEy −
ω2

c2
(εEy − iGEx) = 0. (2.7)

Los eigenvalores kz = q± de este sistema son

q± =
ω

c
[ε∓G]1/2. (2.8)

T́ıpicamente dado que los efectos de dispersión espacial son pequeños, toma-
remos G� ε y por lo tanto los eigenvalores pueden escribirse como

q± ≈
ω

c

√
ε∓ ω

2c

G√
ε
. (2.9)

Si consideramos G = fkz ≈ w
c

√
ε, entonces q± = ω

c
n±,

n± =
√
ε∓ 1

2

ω

c
f. (2.10)

La existencia de estos dos eigenvalores significa que el campo que se propaga en el
medio será la superposición de dos modos, uno con vector de onda q+ y otro con
vector de onda q−, viajando a distintas velocidades n+ y n−, que son los ı́ndices de
refracción de la LCP y RCP respectivamente. Los correspondientes eigenvectores
son

E± =
E0

2
(x̂∓ iŷ)eiq±z, (2.11)

y por lo tanto el campo eléctrico que se propaga en el medio se puede escribir
como

E(z) =
E0

2

[
(x̂− iŷ)eiq+z + (x̂+ iŷ)eiq−z

]
(2.12)

= E0e
iω
c

√
εz [cos θ(z)x̂+ sin θ(z)ŷ] , (2.13)

donde el ángulo θ = − w
2c
fz define la dirección del vector de polarización. Puede

verse que ésta dirección cambia conforme avanza la onda, con una tasa dada por

dθ

dz
=

ω

2c
(n+ − n−) (2.14)

= −f ω
2

2c2
. (2.15)

La introducción del parámetro f representa una tercera constante óptica además
de las tradicionales constante dieléctrica ε y permeabilidad magnética µ. Nieves
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2. ACTIVIDAD ÓPTICA NATURAL Y EFECTOS MAGNETO-ÓPTICOS

y Pal17 discuten de una manera general la necesidad de introducir una tercera
constante óptica (ζ = c

ω
f) para describir las propiedades electromagnéticas de

un medio isotrópico lineal, la cual permite explicar la actividad óptica y otros
fenómenos desde un punto de vista macroscópico. Su discusión se basa en escribir
la densidad de corriente inducida como la combinación lineal: J ind = −i (ε−1)

4π
ωE+

ic
4π

(1−µ−1)k×B− iζω
4π
B, considerada ésta como la parametrización más general

en términos de los parámetros materiales de un medio. A continuación mostramos
dos modelos que permiten calcular la constante f , los ı́ndices de refracción n± y
la correspondiente rotación de la polarización.

2.1.2. Modelo de un medio hecho de moléculas quirales

Consideremos un medio hecho de moléculas quirales formado por dobles héli-
ces ŕıgidas de radio a, paso h y carga por unidad de longitud ±ρ, orientadas de
forma aleatoria, como se muestra en la figura (2.1).

Figura 2.1: Modelo de molécula de doble hélice.16

Este modelo, presentado por G.E. Vekstein en 1996,16 permite calcular la
constante girotrópica f . Estas moléculas se encuentran sujetas a la acción de un
campo eléctrico E(r, t) = E0e

i(k·r−ωt), lo que genera un desplazamiento relativo
de las hélices que puede describirse como

∆ = β

∫ L

0

E · dR, (2.16)
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2.1 Girotroṕıa

donde β es un coeficiente fenomenológico que depende de la elasticidad de la
molécula, dR es un elemento de longitud a lo largo de la hélice de la molécula y
L =

√
h2 + (2πa)2 es la longitud de la hélice. La posición de un punto dentro de

la molécula esta dada por el vector

R(ϕ) =n̂
h

2π
ϕ+ a cosϕ+ (n̂× a) sinϕ 0 ≤ ϕ ≤ 2π, (2.17)

donde n̂ y a se indican en la figura (n̂ · a = 0). Cuando h = 0 la molécula
adquiere la forma de un anillo circular y cuando a = 0 la molécula se convierte en
un alambre recto de longitud h, en ambos casos perdiendo su propiedad quiral.
Si el tamaño de las moléculas es mucho más pequeño que la longitud de onda
λ del campo (ka, kh � 1) entonces el campo eléctrico puede aproximarse por la
expresión E0e

−iωt(1 + k · r). En tal caso el desplazamiento relativo ∆ está dado
por la integral

∆(h, a) = βE0e
−iωt

∫ 2π

0

dϕ{1 + i[(k · n̂)h
ϕ

2π
+ (k · a) cosϕ+ k · (n̂× a) senϕ]}

·{n̂ h

2π
− a senϕ+ (n̂× a) cosϕ}

= βe−iωt{h(E0 · n̂) + i(E0 · n̂)(k · n̂)
h2

2
+ i(E0 · a)(k · n̂)h

−iπ(E0 · a)k · (n̂× a) + iπ(k · a)E0 · (n̂× a)}. (2.18)

Como sugiere la figura, el desplazamiento relativo de la hélice de carga positiva
respecto a la de carga negativa da lugar a una acumulación de carga de signo
opuesto en los extremos, q = ±ρ∆, lo que se traduce en un momento dipolar
inducido,

d = |q|hn̂ = ρh∆n̂, (2.19)

y en un momento dipolar magnético igual a

m =
I

c
πa2n =

−iωρ∆

c
πa2n, (2.20)

donde I = d|q|/dt = ρd∆/dt = −iωρ∆ es la corriente que fluye por la hélice.
La contribución de todas las moléculas que forman el medio origina una pola-
rización P = N〈d〉 y una magnetización M = N〈m〉, donde N es la densidad
de moléculas por unidad de volumen, y 〈· · · 〉 indica un promedio sobre todas las
posibles orientaciones de las moléculas. Las expresiones (2.19) y (2.20) contienen
el producto ∆(h,a)n̂, y por tanto debe tomarse el promedio sobre las direcciones
de a, que cae en el plano perpendicular a n̂, y sobre las direcciones de n̂. Se
puede demostrar que para n̂ fijo (ver Apéndice A.1)

〈aα〉 = 0, 〈aβaµ〉 =
a2

2
(δβµ − nβnµ), (2.21)

9



2. ACTIVIDAD ÓPTICA NATURAL Y EFECTOS MAGNETO-ÓPTICOS

y para n̂ aleatorio

〈nα〉 = 0 〈nαnβ〉 =
1

3
δαβ 〈nαnβnγ〉 = 0. (2.22)

En conjunto se tiene entonces que

〈∆n〉a,n =
βe−iωt

3
[hE0 + iπa2k ×E0]. (2.23)

Las expresiones resultantes para la polarización y magnetización inducidas son

P =
1

3
Nρhβe−iωt[hE0 + iπa2k ×E0] (2.24)

M =
−iωNρπa2βh

3c
Eoe

−iωt, (2.25)

donde en las segunda expresión hemos ignorado un término de segundo orden en
k. Conviene notar que la polarización no sólo tiene una componente a lo largo
del campo, que involucra a h pero no al radio a, sino también una componente
perpendicular ∼ ka, que involucra al radio a pero no a h, a través de la sección
transversal de la hélice ciĺındrica (2.17). La corriente inducida puede obtenerse
de la expresión

j =
∂P

∂t
+ c(∇×M ) = −iωP + ic(k ×M), (2.26)

la cual se reduce a

j = −iωNβρ
3

[h2E0 + i2πa2k ×E0]e−iωt. (2.27)

De nuevo, es posible identificar una componente longitudinal JL(h) ‖ E0 y una
componente transversal JT (ka) ⊥ E0. El tensor de conductividad eléctrica es
por lo tanto

σαβ(k, ω) =
−iωNβρ

3
[h2δαβ + i2πa2eαβγkγ]. (2.28)

A través de la relación εαβ = δαβ+ 4πi
ω
σαβ, la respuesta dieléctrica puede escribirse

como la ecuación (2.2) donde

ε = 1 +
4πNh2βρ

3
(2.29)

f = −8π2Nβρha2

3
. (2.30)

10



2.1 Girotroṕıa

Figura 2.2: Modelo de átomos anisotrópicos.18

Efectivamente, la constante dieléctrica (2.29) refleja la respuesta longitudinal de
las moléculas (de polarizabilidad α = βρh2/3), mientras que la constante gi-
rotrópica f involucra el grado en que la molécula es quiral, en virtud de que se
anula si a → 0 o h → 0, como se comentó anteriormente. La comparación entre
estas constantes refleja la medida de rompimiento de la simetŕıa especular,

f/a

ε− 1

2πa

h
∼ peŕımetro

altura
. (2.31)

A partir de la ecuación (2.14) se puede obtener la rotación de la polarización..

2.1.3. Modelo de dos átomos anisotrópicos

S. Chandrasekhar propuso en 1956 un modelo sencillo de dos átomos an-
isotrópicos18 para obtener los ı́ndices de refracción n+, n− (2.10) y la rotación
(2.14). En el modelo las moléculas que conforman el medio están hechas de dos
átomos con polarizabilidad α, ubicados (figura 2.2) en

r1 = lx̂ (2.32)

r2 = lŷ + dẑ, (2.33)

donde la polarizabilidad del átomo 1 es paralela a x̂, mientras que la del átomo
2 es paralela a ŷ. Los átomos se encuentran en presencia del campo eléctrico de

11



2. ACTIVIDAD ÓPTICA NATURAL Y EFECTOS MAGNETO-ÓPTICOS

luz RCP que se propaga en dirección ẑ,

E(z, t) = (x̂− iŷ)E0e
i(kzz−ωt). (2.34)

En éste modelo suponemos que en al átomo 1 se induce el momento dipolar
p1 = pxx̂ y en el átomo 2 p2 = pyŷ, de modo que

px = α[E(r1) +Edip2(r1)]x (2.35)

py = α[E(r2) +Edip1(r2)]y, (2.36)

donde el primer término del lado derecho corresponde al dipolo inducido por el
campo externo, y el segundo al inducido por el campo Edip del dipolo vecino. Los
campos dipolares son

Eµ(rν) =
3(rν − rµ)[pµ · (rν − rµ)]

|rν − rµ|5
−

pµ
|rν − rµ|3

, µ, ν = 1, 2, (2.37)

de donde los campos requeridos en (2.35) y (2.36) resultan

E2,x(l, 0, 0) =
−3l2

D5
py (2.38)

E1,y(0, l, d) =
−3l2

D5
px, (2.39)

y

Ex = E0 cos(ωt) (2.40)

Ey = E0 sin(kd− ωt), (2.41)

con D =
√

2l2 + d2. Hay que notar que las expresiones de los campos dipolares
inducidos (2.37) son aquellas propias de una situación estática, aproximación que
es válida cuando |r2− r1| � λ (campo cercano). Sustituyendo en (2.35) y (2.36)
se obtiene que

px = αE0 cosωt− α2 3l2

D5
E0 sin (kd− ωt) (2.42)

py = αE0 sin (kd− ωt)− α2 3l2

D5
E0 cosωt, (2.43)

donde hemos supuesto que (α(3l2/D5)2 � 1. Tomando en cuenta que kd � 1
y que por lo tanto cos kd ≈ 1, sin kd ≈ kd, kd sin (kd− ωt) ≈ − sinωt, éstas
ecuaciones se reescriben como

12



2.1 Girotroṕıa

px =

[(
α− α2 3l2

D5
kd

)
cosωt+ α2 3l2

D5
kd sinωt

]
E0 (2.44)

py =

[(
α− α2 3l2

D5
kd

)
sin (kd− ωt)− α2 3l2

D5
kd cos (kd− ωt)

]
E0. (2.45)

En las expresiones anteriores se observa que los dipolos se encuentran constituidos
por dos componentes, una en fase con el campo eléctrico y otra desfasada π/2.
Lo mismo sucede para las polarizabilidades que se obtienen a partir de (2.44) y
(2.45), y se escriben como

αx = (α− α2 3l2

D5
kd)− j 3l2

D5
α2 (2.46)

αy = (α− α2 3l2

D5
kd) + j

3l2

D5
α2, (2.47)

donde j refleja el desfase. Se considera que el medio posee N pares de dipolos
por unidad de volumen, distribuidos de manera aleatoria. Se toma las moléculas
de tal forma que el segmento OP es paralelo a ẑ y el vector r1 toma cualquier
dirección sobre el plano xy, lo que implica que el promedio de la polarizabilidad
sobre todas las direcciones (φ) para RCP (2.34) sea

〈α〉+φ = αx〈cos2 φ〉+ αy〈sin2 φ〉 (2.48)

=
1

2
(αx + αy) = α− α2 3l2

D5
kd. (2.49)

En conjunto éstas moléculas con polarizabilidad (2.48), constituyen una po-
larización macroscópica

Pi = N〈α〉+φE
loc
i = N〈α〉+φ

(
Ei +

4π

3
Pi

)
, i = x, y, (2.50)

en donde se considera que el campo que siente la molécula Eloc, es el campo
macroscópico E(z, t) menos la contribución del campo de la molécula en cuestión.
Al reescribir (2.50) se llega a la ecuación de Clausius-Mossotti19, que para nuestro
caso se escribe

n2
+ − 1

n2
+ + 2

=
4π

3
N〈α〉+φ . (2.51)

Cuando se lleva acabo el desarrollo anterior para el caso de luz LCP, se obtiene
una polarizabilidad

〈α〉−φ = α + α2 3l2

D5
kd, (2.52)

13



2. ACTIVIDAD ÓPTICA NATURAL Y EFECTOS MAGNETO-ÓPTICOS

y la correspondiente ecuación de Clausius-Mossotti es

n2
− − 1

n2
− + 2

=
4π

3
N〈α〉−φ . (2.53)

Estos resultados nos permiten llegar a

n2
+ − n2

− = 2n̄(n+ − n−) (2.54)

= 8πN

(
n̄2 + 2

3

)2

α2 3l2

D5
kd, (2.55)

con k = ω
c
n̄, en donde se ha supuesto que n̄ = n++n−

2
y (n2

+ + n2
−) ≈ 2n̄2. Bajo la

aproximación (n̄2 + 2)/3 ≈ 1, usando (2.54) y (2.55) se llega a

n+ − n− = 12πN
ω

c
α2 l

2d

D5
. (2.56)

Debido a que los átomos anisotrópicos se pueden encontrar orientados de manera
aleatoria, se agrega un factor de 1/3 al obtener la rotación mediante la ecuación
(2.14),

dθ

dz
=
(ω
c

)2
2πNα2 l

2d

D5
. (2.57)

La constante de actividad óptica f se obtiene a partir de (2.14) y (2.57) y se
escribe como

f = −4πNα2 l2d

(d2 + 2l2)5/2
, (2.58)

la cual depende del número de pares de átomos anisotrópicos, el medio (α) y una
razón geométrica. Si pensamos que el par de átomos se encuentra contenido en
una caja con base l2 y altura d, la razón geométrica relaciona el volumen de la
caja con la longitud de su diagonal; cuando l→ 0 o d→ 0, f → 0.18

2.2. Efecto Faraday

La presencia de campo magnético estático en un material genera un rom-
pimiento de la simetŕıa de inversión temporal (TRS, por sus siglas en inglés),
causando que la respuesta de la luz RCP y LCP que se propaga sea distinta,
lo que conlleva a que cada polarización tenga distintos ı́ndices de refracción y
por consiguiente la polarización rote; éste fenómeno se conoce bajo el nombre
de efecto Faraday. Para que haya rompimiento de TRS es necesario que alguna
componente de la dirección de la luz este en la del campo magnético.
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2.2 Efecto Faraday

El efecto Faraday es un fenómeno similar a la actividad óptica natural con
una diferencia importante: si se invierte la dirección de propagación la rotación
de la polarización se invierte cancelando el efecto rotatorio, mientras que en el
efecto Faraday la inversión de la dirección de propagación no invierte la rotación,
sino que se suma.15,20

También se tiene el efecto de rotación de la polarización en el fenómeno de
refracción en una interfase; tanto la luz reflejada como la transmitida pueden
presentar dicha rotación.

2.2.1. Modelo clásico: osciladores armónicos y fuerza de

Lorentz

Los osciladores clásicos y la fuerza de Lorentz, permiten construir un modelo
simple para obtener n− y n+.21,22 El modelo toma en cuenta un medio compuesto
de osciladores armónicos uniformemente distribuidos, cada uno de ellos con carga
q y masa m, en presencia de un campo magnético externo constante B = Bẑ.
Un campo óptico se propaga en este medio en dirección ẑ,

E(z, t) = E0xe
i(kz−ωt)x̂+ E0ye

i(kz−ωt)ŷ. (2.59)

Si se supone que no hay fuerzas de amortiguamiento, sino sólo una fuerza restau-
radora −mω2

0r, la ecuación de movimiento de cada oscilador es

mr̈ = q(E +
1

c
ṙ ×B)−mω2

0r. (2.60)

La solución de tipo armónico: r(t) = r0e
−iωt, requiere que se cumpla la ecuación

algebraica

(ω2
0 − ω2)r =

q

m
E − iωωcr × ẑ, (2.61)

donde ωc = qB
mc

. Tomando en cuenta un medio que posee N dipolos por unidad
de volumen, la ecuación de movimiento se puede traducir a una ecuación de
movimiento para la polarización P = Nqr

(ω2
0 − ω2)P + iωωcP × ẑ =

Nq2

m
E (2.62)

Si tomamos el producto vectorial de (2.62) con ẑ tenemos

P × ẑ =
iωωc

ω2
0 − ω2

P +
Nq2

m[ω2
0 − ω2]

E × ẑ, (2.63)
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2. ACTIVIDAD ÓPTICA NATURAL Y EFECTOS MAGNETO-ÓPTICOS

al sustituir en (2.62) se encuentra

P =
q2N

m

[
ω2
0 − ω2

(ω2
0 − ω2)2 − ω2ω2

c

E − i ωωc
(ω2

0 − ω2)2 − ω2ω2
c

E × ẑ
]
. (2.64)

Debido a que ésta expresión se puede escribir como Pi = χijEj, y usando la
relación εij = δij + 4πχij se obtiene

εij(ω,B) = ε(ω)δij + iηeijz i, j = x, y (2.65)

donde

ε(ω) = 1 +
4πNq2

m

ω2
0 − ω2

(ω2
0 − ω2)2 − ω2ω2

c

(2.66)

η(ω) = −4πNq2

m

ωωc
(ω2

0 − ω2)2 − ω2ω2
c

. (2.67)

Si observamos (2.65) vemos que posee la misma forma de (2.2) donde la dispersión
espacial generaba una rotación, sin embargo ahora es un factor externo el que la
causa (η ∝ B). Si el campo (2.59) es LCP n2

+ = ε− η y si es RCP n2
− = ε+ η, e

implica que los ı́ndices de refracción sean

n± =

√
1 +

4πNq2

m(ω0
2 − ω2 ∓ ωωc)

. (2.68)

De manera similar a como se hizo en la sección 2.1

dθ

dz
=

4πNq2

m

(ω
c

)2 ωωc
ω2
0 − ω2 − ωωc

. (2.69)

De nuevo, vemos que la rotación depende de aquello que rompe simetŕıa: la qui-
ralidad en el caso de los modelos moleculares anteriores, y el campo magnético
en éste.

2.2.2. Modelo cuántico: osciladores y ecuaciones de movi-

miento de Heisenberg

El modelo que se presenta para obtener la rotación de polarización producida
por el efecto Faraday, es equivalente al de la sección anterior, sin embargo se
utiliza enfoque cuántico en lugar de clásico para determinar la posición de las
cargas.21 Se considera el Hamiltoniano de un oscilador con carga q y masa m0,
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2.2 Efecto Faraday

en presencia de un campo B = Bẑ, y el campo eléctrico de luz que se propaga
en ẑ dado por

E(z, t) =
1

2

(
E0xe

−i(kz−ωt)x̂+ E0ye
−i(kz−ωt)ŷ

)
, (2.70)

este hamiltoniano es

Ĥ =
[p− q

c
A(r, z, t)]2

2m0

+
1

2
m0ω

2
0|r|2. (2.71)

Para determinar el potencial vectorialA, se usa la norma de Coulomb (∇·A = 0),
considerando que el potencial escalar es cero, y recordando que A debe satisfacer

B = ∇×A E = −1

c

∂A

∂t
, (2.72)

se encuentra queA se puede separar en dos componentesAE yAB, que dependen
del campo eléctrico y magnético, respectivamente y están dados por

AE(z, t) =
c

iω
(E0xe

i(kz−ωt)x̂+ E0ye
i(kz−ωt)ŷ) (2.73)

AB(r) = −B
2

[yx̂− xŷ]. (2.74)

Por otro lado se utilizan las ecuaciones de movimiento de Heisenberg, para
conocer la evolución temporal de los operadores de posición y momento

ṗ =
1

i~
[p, Ĥ] ṙ =

1

i~
[r, Ĥ], (2.75)

que una vez desarrolladas (ver apéndice A.2) son

ṗx = −m0ω
2
0x+

qBpy
2m0c

− q2EyB

2m0ciω
− q2B2

4m0c2
x (2.76)

ṗy = −m0ω
2
0y −

qBpx
2m0c

+
q2ExB

2m0ciω
− q2B2

4m0c2
y (2.77)

y

ẋ =
px
m0

− qEx
moiω

+
qB

2m0c
y (2.78)

ẏ =
py
m0

− qEy
moiω

− qB

2m0c
x, (2.79)

con Ex = E0xe
i(kz−ωt) y Ey = E0ye

i(kz−ωt). Se derivan los operadores de posición
(2.78) y (2.79), y se sustituye en ellos (2.76) y (2.77), llegando a(

ẍ
ÿ

)
= −w0

2

(
x
y

)
+

q

m0

(
Ex
Ey

)
− wc

(
−ẏ
ẋ

)
, (2.80)

que es equivalente a (2.61). Lo desarrollado en la sección anterior es válido, no
obstante es importante aclarar que para ello se debe obtener el valor de expecta-
ción de los operadores de posición derivados.
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Caṕıtulo 3

Reflexión y refracción en un material 2D

entre dos dieléctricos

En este caṕıtulo consideraremos el problema electromagnético de reflexión y
refracción de ondas plana en un medio bidimensional (2D) que separa dos medios
dieléctricos, de acuerdo a la geometŕıa que se muestra en la figura (3.1), y se
derivan expresiones para las amplitudes de Fresnel y los ángulos de rotación
de Kerr. El material que se encuentra en la interfase está caracterizado por su
respectivo tensor de conductividad y las expresiones derivadas pueden aplicarse
para cualquier material 2D (grafeno, gases de electrones bidimensionales (2DEG,
por sus siglas en inglés), aislantes topológicos, sistemas de Dirac, etc.).

3.1. Amplitudes de Fresnel

Se utilizan ondas planas armónicas del tipo F (r, t) = F (r)e−iωt con F (r) =
F eik·r, que satisfacen la ecuación de Helmholtz (∇+ ω2n2

c2
)F (r) = 0, cuyo vector

de onda k se encuentra contenido en el plano xz. Lo anterior permite escribir los
campos de manera más sencilla.

El campo eléctrico incidente Ei(r, t) = Eiei(k·r−ωt) que viaja en un medio con
constante dieléctrica ε1, se escribe como la combinación lineal de la polarización
s (transversal eléctrico TE) y p (transversal magnético TM)

Ei = Ei
pp̂

i + Ei
sŝ, (3.1)

donde el vector de onda y vector unitario de polarización p incidentes son

ki = k0
√
ε1k̂

i
= k0
√
ε1(sin θix̂+ cos θiẑ) p̂i = k̂

i × ŝ = cos θix̂− sin θiẑ, (3.2)
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3. REFLEXIÓN Y REFRACCIÓN EN UN MATERIAL 2D ENTRE DOS
DIELÉCTRICOS

Figura 3.1: Reflexión y refracción de ondas planas en un medio bidimensional

entre dos dieléctricos.

con k0 = ω
c

y vector unitario de polarización s, ŝ = −ŷ. El respectivo campo
magnético incidente está determinado por Bi(r, t) = Biei(k·r−ωt)

Bi =
1

k0
ki ×Ei =

√
ε1(E

i
sp̂

i − Ei
pŝ). (3.3)

De manera similar los campos eléctrico y magnético reflejado son

Er = Er
pp̂

r + Er
s ŝ Br =

1

k0
kr ×Er =

√
ε1(E

r
s p̂

r − Er
p ŝ), (3.4)

donde

kr = k0
√
ε1k̂

r
= k0
√
ε1(sin θix̂− cos θiẑ) p̂r = k̂

r × ŝ = − cos θix̂− sin θiẑ.
(3.5)

Los campos transmitidos se pueden escribir

Et = Et
pp̂

t + Et
sŝ Bt =

1

k0
kt ×Et =

√
ε2(E

t
sp̂

t − Er
p ŝ), (3.6)

con

kt = k0
√
ε2k̂

t
= k0
√
ε2(sin θtx̂+ cos θtẑ) p̂t = k̂

t × ŝ = cos θtx̂− sin θtẑ, (3.7)

donde el ángulo transmitido θt se obtiene mediante la ley de Snell:
√
ε1 sin θi =√

ε2 sin θt.
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3.1 Amplitudes de Fresnel

Las condiciones de frontera en la interfase (z = 0) para los campos (incidente,
reflejado, transmitido) que acabamos de escribir son

ẑ · [ε2Et − ε1(Ei +Er)] = 4πσs(ω) (3.8)

ẑ × [Et − (Ei +Er)] = 0 (3.9)

ẑ · [Bt − (Bi +Br)] = 0 (3.10)

ẑ × [Bt − (Bi +Br)] =
4π

c
J s(ω), (3.11)

y debido a la ecuación de continuidad se debe satisfacer kxJs,i(ω) = ωσs(ω). Al
sustituir los campos en las condiciones de frontera se obtiene

√
ε1(E

i
p + Er

p)−
√
ε2E

t
p =

4π

c
Js,x(ω) (3.12)

Ei
s + Er

s = Et
s (3.13)

kiz
ki

(Ei
p − Er

p) =
ktz
kt
Et
p (3.14)

kiz(E
i
s − Er

s)− ktzEt
s =

4π

c
k0Js,y(ω), (3.15)

donde kiz y ktz, son las componentes ẑ de los vectores de onda incidente y trans-
mitido. En este sistema Js,i = σijEj(z = 0) siendo Ex(z = 0) = Ei

x(0) + Er
x(z =

0) = Et
x(0) y Ey(z = 0) = Ei

y(0) + Er
y(z = 0) = Et

y(0), esto implica

Js,x(ω) = σxx(ω)
ktz
kz
Et
p + σxy(ω)Et

s = σxx(ω)
ktz
kz

(Ei
p − Er

p) + σxy(ω)(Ei
s + Er

s)

Js,y(ω) = σyx(ω)
ktz
kz
Et
p + σyy(ω)Et

s = σyx(ω)
ktz
kz

(Ei
p − Er

p) + σyy(ω)(Ei
s + Er

s),

es importante darse cuenta que si σxy = σyx = 0, el sistema (3.12)-(3.15) se
desacopla. Si se usa (3.13) y (3.14), en (3.12) y (3.15) se llega al sistema matricial
MEr = FEi (

Mpp Mps

Msp Mss

)(
Er
p

Er
s

)
=

(
Fpp Fps
Fsp Fss

)(
Ei
p

Ei
s

)
(3.16)

donde los coeficientes son

Mpp = ε2k
i
z + ε2k

t
z + 4π

σxx
ω
kizk

t
z (3.17)

Mps = −4π

c
σxyk

t
z (3.18)

Msp = −4π

c

σxy√
ε1
ktz (3.19)

Mss = kiz + ktz +
4π

c
k0σyy, (3.20)
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y

Fpp = ε2k
i
z − ε2ktz + 4π

σxx
ω
kizk

t
z (3.21)

Fps =
4π

c
σxyk

t
z (3.22)

Fsp = −4π

c

σyx√
ε1
ktz (3.23)

Fss = kiz − ktz −
4π

c
k0σyy. (3.24)

Es conveniente organizar el problema en forma matricial, para ello escribimos(
Er
s

Er
p

)
=

(
rss rsp
rps rpp

)(
Ei
s

Ei
p

) (
Et
s

Ep

)
=

(
tss tsp
tps tpp

)(
Et
s

Et
p

)
, (3.25)

donde los coeficientes de Fresnel rµν , tµν denotan la magnitud de los campos que
corresponden a polarización ν incidente y polarización reflejada (r) y transmitida
(t) µ. Usando (3.16) se encuentra que(

rss rsp
rps rpp

)
= M−1F (3.26)

y los coeficientes de Fresnel en reflexión son

rpp =
(ε2k

i
z − ε1ktz + 4π σxx

ω
kizk

t
z)(k

i
z + ktz + 4π

c
ω
c
σyy)− (4π

c
)2σxyσyxk

i
zk

t
z)

(ε2kiz + ε1ktz + 4π σxx
ω
kizk

t
z)(k

i
z + ktz + 4π

c
ω
c
σyy)− (4π

c
)2σxyσyxkizk

t
z)

rsp = −
8π
c
σyx
√
ε1k

i
zk

t
z)

(ε2kiz + ε1ktz + 4π σxx
ω
kizk

t
z)(k

i
z + ktz + 4π

c
ω
c
σyy)− (4π

c
)2σxyσyxkizk

t
z)

rps = −
8π
c
σxy
√
ε1k

i
zk

t
z)

(ε2kiz + ε1ktz + 4π σxx
ω
kizk

t
z)(k

i
z + ktz + 4π

c
ω
c
σyy)− (4π

c
)2σxyσyxkizk

t
z)

rss =
(ε2k

i
z + ε1k

t
z + 4π σxx

ω
kizk

t
z)(k

i
z − ktz − 4π

c
ω
c
σyy) + (4π

c
)2σxyσyxk

i
zk

t
z)

(ε2kiz + ε1ktz + 4π σxx
ω
kizk

t
z)(k

i
z + ktz + 4π

c
ω
c
σyy)− (4π

c
)2σxyσyxkizk

t
z)
.

Cuando σij = 0 estas expresiones de reducen a los muy conocidos coeficientes
de Fresnel del problema de refracción en una interface entre dos dieléctricos23.
Notese también que cuando σxy = −σyx se obtiene rsp = rps. Un caso en part́ıcular
relevante es el de incidencia normal, θi = 0, kiz = ki = k0

√
ε1 y ktz = kt = k0

√
ε2,
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en cual las expresiones anteriores de reducen a

rpp =
(
√
ε2 −

√
ε1 + 4π

c
σxx)(

√
ε1 +
√
ε2 + 4π

c
σyy)− (4π

c
)2σxyσyx

(
√
ε2 +
√
ε1 + 4π

c
σxx)(

√
ε1 +
√
ε2 + 4π

c
σyy)− (4π

c
)2σxyσyx

(3.27)

rsp = −
8π
c
σyx
√
ε1

(
√
ε2 +
√
ε1 + 4π

c
σxx)(

√
ε1 +
√
ε2 + 4π

c
σyy)− (4π

c
)2σxyσyx

(3.28)

rps = −
8π
c
σyx
√
ε1

(
√
ε2 +
√
ε1 + 4π

c
σxx)(

√
ε1 +
√
ε2 + 4π

c
σyy)− (4π

c
)2σxyσyx

(3.29)

rss =
(
√
ε2 +
√
ε1 + 4π

c
σxx)(

√
ε1 −

√
ε2 − 4π

c
σyy)− (4π

c
)2σxyσyx

(
√
ε2 +
√
ε1 + 4π

c
σxx)(

√
ε1 +
√
ε2 + 4π

c
σyy)− (4π

c
)2σxyσyx

. (3.30)

3.2. Ángulo de Kerr

A incidencia normal (krz = ki, kx = 0) el ángulo de rotación de la polarización
de luz reflejada es

θK =
1

2
(θ− − θ+), (3.31)

donde θ− y θ+ son los ángulos de rotación, respecto al eje x, de los vectores
eléctricos de luz LCP y RCP respectivamente. La expresión (3.31) está dada por
lo tanto por

θK =
1

2
[argEr

− − argEr
+] (3.32)

=
1

2
[arg(Er

x + iEr
y) + arg(Er

x + iEr
y)] (3.33)

=
1

2
arg(

1 + iχK
1− iχK

), (3.34)

con χK =
Ery
Ery

. La expresión (3.34) puede reescribirse como

tan 2θK =
Im z

Re z
, z =

1 + iχK
1− iχK

. (3.35)

Para polarización p

χpK = −rsp
rpp

, tan 2θK =
2 ReχpK

1− |χpK |2
, (3.36)

y para polarización s
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χsK = −rps
rss
, tan 2θK =

2 ReχsK
1− |χsK |2

. (3.37)

Puede notarse que

χpK ∝ −σyx(ω) y χsK ∝ σxy(ω), de modo que θK = 0 si las componentes
Hall se anulan.

Si |χK | � 1 entonces θK ≈ ReχK .

A incidencia normal si
√
ε2 �

√
ε1 + (4π/c)σxx, rpp ≈ 1 y χpK ≈ −rsp
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Caṕıtulo 4

Interacción esṕın-órbita

“It appears to be one of the few places in physics where there is a

rule which can be stated very simply, but for which no one has found

a simple and easy explanation ”

Richard Feynman

En el caṕıtulo 2 se mostró cómo un campo magnético origina diferentes ı́ndices
de refracción para cada componente de polarización circular. El rompimiento de
simetŕıa de inversión temporal (TRS, por sus siglas en inglés) introduce compo-
nentes no diagonales al tensor dieléctrico, responsables del efecto Faraday. En este
contexto, en el presente caṕıtulo se discute brevemente el efecto del acoplamiento
esṕın-órbita de Rashba, que opera como un campo magnético efectivo que rompe
la degeneración de esṕın, en virtud de falta de simetŕıa de inversión espacial (IS,
por sus siglas en inglés), pero conservando TRS.

Brevemente, se presenta un repaso del papel que desempeñan la IS y TRS
sobre la degeneración de esṕın (sección 4.1), subsecuentemente se aborda la in-
teracción esṕın-órbita (IEO) (sección 4.2), espećıficamente se realiza una discusión
entorno al acoplamiento Rashba (sección 4.3).

4.1. Degeneración de esṕın

La degeneración de esṕın es resultado del efecto conjunto de las simetŕıas
de inversión temporal y espacial.24,25 El carácter antiunitario del operador de
inversión temporal T̂ , en conjunto con el Teorema de Kramers, el cual dice que si
el operador hermitiano H conmuta con un operador antiunitario ϑ, que cumple
ϑ2 = −I, entonces el eigenvalor de H es al menos doblemente degenerado26.
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4. INTERACCIÓN ESPÍN-ÓRBITA

Implica que para un sistema con esṕın 1/2 que posee inversión temporal existen
un mı́nimo de dos eigenestados con la misma enerǵıa, lo que se expresa como

ε↑(k) = ε↓(−k), (4.1)

en donde la inversión de simetŕıa temporal genera un cambio en el vector de onda
k→ −k e invierte el esṕın. La simetŕıa de inversión espacial k→ −k, causa otra
degeneración que se expresa de la forma

ε↑(k) = ε↑(−k). (4.2)

La combinación de (4.1) y (4.2) tiene como consecuencia

ε↑(k) = ε↓(k), (4.3)

una degeneración en las enerǵıas para los dos estados de esṕın.22,24,25,27,28,29

Existen diversos mecanismos para romper la degeneración de esṕın, la manera
más conocida es el efecto Zeeman en donde se rompe TRS. Cuando ésta simetŕıa
se encuentra presente, la IEO ofrece un mecanismo alternativo, a través del rom-
pimiento de simetŕıa de inversión espacial. Por ejemplo, en gases electrónicos 2D
o pozos cuánticos en heteroestructuras semiconductoras, tal rompimiento puede
lograrse con un pozo de confinamiento espacialmente asimétrico. Este es el origen
de una importante contribución de acoplamiento esṕın-órbita en sistemas de baja
dimensionalidad, denominada acoplamiento Rashba.30

4.2. Interacción esṕın-órbita

La interacción esṕın-órbita aparece en el hamiltoniano como resultado de una
aproximación no relativista de la ecuación de Dirac, y tiene la forma

HSO = − ~
4m2

0c
2
σ · p×∇V, (4.4)

donde σ es el vector de las matrices de Pauli. Ésta se puede entender como la
interacción entre el esṕın y el campo magnético efectivo que siente el electrón
en su marco de referencia, desde donde el movimiento del núcleo, constituye una
corriente eléctrica que produce un campo magnético.25,31

4.3. Acoplamiento Rashba

En sistemas cuasi-bidimiensionales como heteroestructuras semiconductoras,
i.e. la interfase GaAs/AlGaAs,31 cuando el potencial que los confina no es simétri-
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4.3 Acoplamiento Rashba

co a lo largo de la dirección de crecimiento, propiedad que se conoce como asi-
metŕıa de inversión estructural (SIA, por sus siglas en inglés), se origina al aco-
plamiento esṕın-órbita de Rashba.32 Éste genera el desdoblamiento de las bandas
de enerǵıa, lo cual se puede ver como el resultado conjunto del campo eléctrico
macroscópico y microscópico de los núcleos atómicos. Para comprender de ma-
nera general el efecto del la SIA, se puede usar la aproximación de la función
envolvente, que describe los estados electrónicos en presencia de campos eléctri-
cos y magnéticos con pequeños cambios en la escala de la constante de red. En
ésta aproximación la función de onda se encuentra dada por el producto entre las
rápidas oscilaciones periódicas de la red, descritas por las funciones de Bloch, y
una función envolvente con lenta variación. Donde la SIA genera que la parte de
Bloch sienta los campos atómicos y la función envolvente el entorno macroscópico
en que se encuentra.25

Rasbha y Bychkov propusieron que al considerar el campo eléctrico interfacial
en dirección ẑ, el acoplamiento esṕın-órbita se describe a través del hamilitoniano

HR = αRσ · (k × ẑ), (4.5)

donde αR es el coeficiente de Rashba que depende del material y del campo
eléctrico local percibido por el electrón.33,34 En diversos materiales con distintas
densidades electrónicas se han estimado valores de αR = 0.6x10−11 eVm, αR =
4x10−11 eVm y αR = 3x10−12 eVm.32,35 El hamiltoniano total se escribe como

H(k) =
~2k2

2m∗
+ αRσ · (k × ẑ), (4.6)

siendo m∗ la masa efectiva, (4.6) posee una forma tipo Zeeman en k, con campo
esṕın-órbita αRk× ẑ. Para resolver el problema de eigenvalores se diagonaliza el
hamiltoniano con el operador36

U = σ · d̂ =

(
1 e−iφ

eiφ −1

)
, (4.7)

donde φ, corresponde al ángulo azimutal del campo magnético esṕın-órbita. El
hamiltoniano diagonalizado es

H ′(k) = UHU † (4.8)

= (σ · d̂)

[
~2k2

2m
+ σ · αR(k × ẑ)

]
(σ · d̂) (4.9)

=
~2k2

2m
+ αRkσz (4.10)

=

(~2k2
2m

+ αRk 0

0 ~2k2
2m
− αRk

)
, (4.11)
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4. INTERACCIÓN ESPÍN-ÓRBITA

de donde se extraen las eigenenerǵıas

ελ(k) =
~2k2

2m
+ λαRk λ = ±1, (4.12)

mismas que se pueden escribir alternativamente como

ελ(k) =
~2

2m∗
(k + λkR)2 − εR, (4.13)

en donde kR = m∗αR
~2 y εR = ~2

2m∗k
2
R. En la figura (4.2a) se muestra el espectro de

enerǵıa para un sistema con IEO Rashba y en la figura (4.2b) su proyección en
uno de los ejes, que se compara con las enerǵıas del electrón libre, lo que permite
observar claramente el rompimiento de la degeneración del esṕın.

Por otro lado la ecuación de Shrödinger se puede escribirH ′(k) |ψ′λ〉 = ελ(k) |ψ′λ〉,
reduciendo el problema de eigenvalores a

σz |ψ′λ〉 = ± |ψ′λ〉 , (4.14)

de donde es claro que
∣∣ψ′+〉 =

(
1
0

)
y
∣∣ψ′−〉 =

(
0
1

)
, y por tanto los eigenestados

(|ψλ〉 = U † |ψ′λ〉) son

|ψ+〉 = U †
(

1
0

)
=

1√
2

(
1
eiφ

)
(4.15)

|ψ−〉 = U †
(

0
1

)
=

1√
2
e−iφ

(
1
−eiφ

)
. (4.16)

El valor esperado del operador de esṕın en el estado |ψλ〉 proporciona la orien-
tación del esṕın (figura 4.1), es decir su dirección en el estado |ψλ〉, apunta en la
dirección del campo esṕın-órbita

〈ψλ|S |ψλ〉 =
~
2
〈σ〉ψλ (4.17)

= −λ~
2
θ̂(k), (4.18)

con θ̂ = cos θx̂+ sin θŷ.
Si al hamiltoniano de Rashba (4.6) se le añade un término que rompa simetŕıa

de inversión temporal, como por ejemplo un campo magnético B, las bandas de
enerǵıa presentarán adicionalmente una brecha energética. En tal caso tenemos

H =
~2k2

2m
+ σ ·

[
(k × ẑ) +

g

2
µBB

]
, (4.19)
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4.3 Acoplamiento Rashba

Figura 4.1: Esquema de contornos de Fermi y la distribución de los estados de

esṕın.32

donde g es el factor giromagnético y µB el magnetón de Bohr. Las correspondien-
tes dispersiones son ahora

ελ(k) =
~2k2

2m∗
+ λ(α2

Rk
2 + ξ2B2)1/2 (4.20)

usando ξ = g
2
µB. De (4.20) resulta evidente que en ausencia de B se recupera la

dispersión energética para IEO Rashba, mientras que en el caso opuesto donde
únicamente hay B, la dispersión de enerǵıa se desplaza hacia arriba y abajo
(dependiendo del esṕın) respecto a la del electrón libre, lo cual es t́ıpico del efecto
Zeeman (figura 4.2c).

En el caso donde se presentan simultaneamente la IEO Rashba y B (rompien-
do tanto IS como TRS), las dispersiones energéticas poseen elementos de los dos
casos anteriores, donde la IEO Rashba genera el desplazamiento de las parábolas
con respecto a los vectores de onda, y B abre un brecha (∝ B), lo cual se ob-
serva en la figura (4.2d). El hamiltoniano con la forma (4.19) ha sido estudiado
en diversos contextos. En el caṕıtulo 6 se retoma dicho hamiltoniano en lo que
respecta a efectos magneto-ópticos.
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4. INTERACCIÓN ESPÍN-ÓRBITA

Figura 4.2: (a) Bandas de enerǵıa de un 2DEG + IEO Rashba, ∆ = 0. Sección

ε±(0, ky) cuando (b) αR 6= 0, ∆ = 0, (c) αR = 0, ∆ 6= 0 y (d) αR 6= 0, ∆ 6= 0. La

linea punteada corresponde al caso αR = 0, ∆ = 0
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Caṕıtulo 5

Análogo electromagnético

“Physics is mathematical not because we know so much about the

physical world, but because we know so little: it is only its

mathematical properties that we can discover. ”

B. Russell, Outline of Philosophy

En este caṕıtulo se muestra un análogo electromagnético del gas electróni-
co con acoplamiento Rashba considerado en el caṕıtulo anterior. Esta analoǵıa,
presentada por V. Yannopapas (2011)37, constituye un ejemplo más de las po-
sibilidades que ofrecen los cristales fotónicos, motivado por el comportamiento
electrónico en sistemas semiconductores de baja dimensionalidad. La analoǵıa se
establece al considerar la propagación en un medio quiral (dispersión espacial) que
posee componentes de Faraday en su tensor dieléctrico (rompimiento de TRS).

Se considera un medio con un tensor dieléctrico que tiene términos lineales en
k, como en la ecuación (2.2), y términos de Faraday, como en la ecuación (2.65),
y se calcula la relación de dispersión de modos normales.

5.1. Medio quiral con términos de Faraday

Consideremos un medio isotrópico quiral que no posee TRS, con una ecuación
constitutiva dada por

Di(ω,k) = εij(ω)Ej + iγ(E × k)i, (5.1)

εij(ω) =

ε(ω) iη 0
−iη ε(ω) 0

0 0 ε(ω)

 . (5.2)
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La ecuación constitutiva (5.1) define

εij(ω) = ε(ω)δij + iγeijkkk + iηeijz i, j, k = x, y, z (5.3)

=

 ε(ω) i(η + γkz) −iγky
−i(η + γkz) ε(ω) iγkx

iγky −iγkx ε(ω)

 . (5.4)

Si η = 0, la situación f́ısica corresponde a la propagación en un medio quiral
como el discutido en la sección 2.1; si γ = 0, tenemos el caso de propagación
en un medio en el que habrá rotación de Faraday, como vimos en la sección 2.2.
Como ya se comentó, este medio combina la presencia de dispersión espacial y el
efecto debido al rompimiento de simetŕıa TRS.

5.2. Relación de dispersión de ondas transver-

sales

En ausencia de fuentes externas y para un medio no magnético, las ecuaciones
de Maxwell conducen a la ecuación de onda

∇×∇×E =
ω2

c2
D. (5.5)

Considerando solución del tipo ondas planas transversales (k·E = 0) en el espacio
de Fourier kω ésta ecuación se reescribe como

Di =

(
kc

ω

)2

Ei, i = x, y, z. (5.6)

La comparación con (5.4) implica el sistema de ecuaciones homogéneo[
ε(ω)δij + iγeijkkk + iηeijz −

(
kc

ω

)2
]
Ej = 0. (5.7)

La relación de dispersión buscada queda entonces determinada por la condición
de determinante nulo:∣∣∣∣∣∣

ε(ω)− k2c2

ω2 i(η + γkz) −iγky
−i(η + γkz) ε(ω)− k2c2

ω2 iγkx
iγky −iγkx ε(ω)− k2c2

ω2

∣∣∣∣∣∣ = 0, (5.8)
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5.2 Relación de dispersión de ondas transversales

De (5.8) se encuentran dos relaciones de dispersión que satisfacen la ecuación de
onda para el medio, una de ellas es la de un medio isotrópico homogéneo:

ε(ω) =
k2c2

ω2
, (5.9)

y la otra describe un medio isotrópico quiral que rompe TRS[
ε(ω)− k2c2

ω2

]2
− γ2(k2x + k2y)− (η + γkz)

2 = 0. (5.10)

Si se considera un sistema bidimensional con kz = 0, la relación de dispersión se
reduce a

ε(ω) =
c2k2

ω2
±
√
γ2k2 + η2, (5.11)

Esta expresión sugiere una analoǵıa formal entre la relación constitutiva (5.1) y
el Hamiltoniano de Rashba con brecha energética (4.19). La parte diagonal ε(ω)
describe la propagación en el espacio libre y correspondeŕıa al termino h2k2/2m.
El término de dispersión espacial γ correspondeŕıa al acoplamiento esṕın-órbita,
y el parámetro η determinaŕıa la brecha energética. Existe una analoǵıa óptica
↔ electrónica de este tipo, demostrada experimentalmente entre la propagación
de luz en un medio con ı́ndice de refracción graduado, y un medio con efecto Hall
anómalo via IEO.38

Con el propósito de ejemplificar, tomaremos la función dieléctrica de Drude

ε(ω) = 1− ω2
p

ω
, donde ωp es una frecuencia caracteŕıstica. La relación ω(k) (5.11)

es entonces

ω =

√
k2c2 + ω2

p

1±
√
γ2k2 + η2

, (5.12)

En la figura (5.1) se muestran las curvas ω(k) cuando (a) γ = 0, η 6= 0 (b) γ 6= 0,
η = 0 y (c) γ 6= 0, η 6= 0. Puede apreciarse la similitud de las curvas con el
caso cuántico mostrado en la figura (4.2). La contribución descrita por η rompe
TRS y se abre una brecha. Por su parte el coeficiente de girotroṕıa γ causa un
desdoblamiento en frecuencia a través de un corrimiento en el vector de onda, de
manera análoga al corrimiento causado por el “campo magnético” de Rashba.

Una vez se ha estudiado la dispersión energética del medio, uno se puede pre-
guntar acerca del problema de reflexión y refracción de ondas para éste sistema
en bulto, en consonancia con lo desarrollado en el caṕıtulo 3. Se encuentra que
para el problema de una interfase, el sistema con ecuación constitutiva (5.1) para
ondas transversales, no tiene solución. Uno se enfrenta a un sistema de 4 ecua-
ciones y 6 incógnitas. Para que el sistema sea soluble deben considerarse modos
longitudinales y transversales, y/o un medio anisotrópico, como lo hace Stefan
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5. ANÁLOGO ELECTROMAGNÉTICO

Figura 5.1: Relación de dispersión de modos electromagnéticos de un medio

isotrópico quiral con brecha de enerǵıa. (a) γ = 0, η 6= 0 (b) γ 6= 0, η = 0 y

(c) γ 6= 0, η 6= 0. La ĺınea punteada corresponde a la propagación libre (γ = 0,

η = 0). Se considera γωp/c = 0.2 y η = 0.004
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5.2 Relación de dispersión de ondas transversales

Visnovsky en el caṕıtulo 1 de Optics in Magnetic Multilayers and Nanostruc-
tures.39 Lo anterior permite establecer relaciones entre los campos trasmitidos,
reduciendo el número de incógnitas y por ende el problema tiene solución.
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Caṕıtulo 6

Efecto Kerr en un aislante topológico

Los fenómenos magneto-ópticos básicos se clasifican según la orientación entre
el vector de onda de propagación de la luz y el vector de campo magnético, se
ha visto cómo el efecto Faraday sucede en una geometŕıa en la que estos son
paralelos. Esta clase de fenómenos se pueden generar bajo la acción de cualquier
agente que cause un rompimiento de la simetŕıa de inversión temporal y no solo
a través de la aplicación de un campo magnético; por ejemplo, la interacción con
un sustrato magnético puede ser suficiente. Un ejemplo notable es el reportado
por Tse et al.,4 en el que combinan dos aislantes topológicos bidimensionales con
brecha energética y enerǵıa de Fermi dentro de ésta, para formar una peĺıcula
delgada. Como resultado de las múltiples reflexiones internas de las ondas, la
rotación Kerr resultante alcanza una magnitud dos órdenes mayor respecto al
caso de una sola interface.

En este caṕıtulo empleamos las fórmulas de Fresnel derivadas en el caṕıtulo
3, para calcular el ángulo de Kerr para una sola interface formada por un aislante
topológico 2D como el considerado por Tse et al.4 No es nuestro propósito dis-
cutir la naturaleza topológica de los estados del sistema bidimensional (2D), sino
mostrar los elementos que entran en juego en el tensor de conductividad óptica y
cómo ésta información microscópica, las transiciones inter e intrabanda, permite
explicar el espectro del ángulo de Kerr.

6.1. Aislante topológico

Consideremos un sistema 2D que constituye la interface entre dos dieléctricos,
como en la figura (3.1), cuyo hamiltoniano es

H(k) = ~νk · σ + ∆σz, (6.1)
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6. EFECTO KERR EN UN AISLANTE TOPOLÓGICO

Figura 6.1: Bandas de enerǵıa para un sistema 2D de dos niveles, ε+(k), ε−(k) =

−ε+(k), y transiciones ópticas permitidas cuando (a) |εF | < ∆ y (b) εF > ∆

donde k = (kx, ky), ν es la velocidad de Fermi y σ es el vector de matrices de Pauli
correspondientes al esṕın electrónico. El primer término a la derecha corresponde
a bandas de enerǵıa con una dispersión lineal en el momento k (conos de Dirac
que se tocan en el punto k = 0). El término ∆σz (tomaremos ∆ > 0) introduce
una brecha energética y representa cualquier mecanismo que rompa la simetŕıa de
inversión temporal, no necesariamente un campo magnético, pues otros medios
son posibles, como la interacción de intercambio con un sustrato magnético.

El hamiltoniano (6.1) es un modelo genérico mı́nimo que captura el comporta-
miento de baja enerǵıa de estados de superficie, que presenta una conductividad
Hall σxy(0) cuantizada en ausencia de campo magnético externo, debida a la es-
tructura topológica de las bandas (número de Chern no nulo). Las eigenenerǵıas
del sistema

ε±(k) = ±
√

(~ω)2k2 + ∆2, (6.2)

consisten en dos bandas con curvatura opuesta, separadas por una brecha abso-
luta, de ancho 2∆ en el punto k = 0, como se muestra en la figura (6.1).

El escenario de las transiciones interbanda es distinto según la posición del
nivel de Fermi εF , lo que debe manifestarse en la respuesta óptica del medio. Efec-
tivamente, el espectro de absorción, la densidad conjunta de estados, la reflexión,
transmisión, y la rotación Kerr, se verán afectadas por el espacio de momento y
enerǵıa disponible para transiciones interbanda.
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6.2 Transiciones interbanda: conductividad óptica

6.2. Transiciones interbanda: conductividad ópti-

ca

De acuerdo a las formulas (3.36) y (3.37), es necesario calcular las amplitudes
de Fresnel rµν para determinar el espectro de rotación Kerr, esto requiere a su
vez conocer el tensor σij(ω). No presentaremos aqúı el cálculo de dicho tensor,
solo mostraremos el resultado final para cada componente, tal y como resulta de
la evaluación de la fórmula de Kubo en el formalismo de la Teoŕıa de Respuesta
Lineal.4,40 Es conveniente analizar primero la densidad conjunta de estados de
este par de bandas, que se define como

J+−(ω) =

∫ ′ d2k
(2π)2

δ(ε+(k)− ε−(k)− ~ω) (6.3)

=
1

2π

∫ ′
dkkδ(2

√
(~ν)2k2 + ∆2 − ~ω). (6.4)

Ésta función permite obtener el número de transiciones verticales posibles sepa-
radas por una enerǵıa ~ω entre ε−(k) y ε+(k). La prima en la integral restringe la
región de integración para los puntos en el espacio k tales que ε−(k) < εF < ε+(k),
lo que define la zona del espacio k disponible para transiciones verticales.

Usando la propiedad de la delta de Dirac

δ(g(x)) =
∑
i

δ(x− xi)
|g(x)|x=xi

, g(xi) = 0, (6.5)

encontramos que la densidad conjunta de estados es

J+−(ω) =
1

2π

~ω
(2~ν)2

, k1 ≤ k′(ω) ≤ k2, (6.6)

donde k′(ω) = 1
~ν

√(~ω
2

)2 −∆2. Donde k1 y k2 delimitan los puntos en el espacio

k en los que se efectúan las transiciones. Cuando |εF | < ∆, k1 = 0, k2 = ∞
(figura 7.2a), y se impone la restricción ~ω ≥ 2εF ; para |εF | > ∆, k1 = k+F ,
k2 = ∞ (figura 7.2b) y se restringe a ~ω ≥ 2∆. De modo que (6.6) se puede
escribir de la forma

J+−(ω) =
~ω

8π(~ν)2
Θ[~ω − 2máx{|εF |,∆}], (6.7)

siendo Θ(x) la función escalón de Heaviside, donde el factor Θ[~ω−2máx{|εF |,∆}]
expresa lo ilustrado en la figura (6.1), el umbral de transiciones interbanda en
función de la enerǵıa de Fermi.
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6. EFECTO KERR EN UN AISLANTE TOPOLÓGICO

Figura 6.2: Densidad conjunta de estados del modelo (6.1), cuando (a) |εF | < ∆,

(b) |εF | > ∆ y (d) J+−(ω, εF ). J0 = ∆/8π(~ν)2.

La conductividad óptica, contiene ésta información, de acuerdo a la Teoŕıa
de Respuesta Lineal dentro del contexto de teoŕıa de perturbaciones, involu-
cra una suma sobre estados ocupados (disponibles para realizar transiciones)∑

k,λ=± [f(ελ)− f(ε−λ)]
1, los t́ıpicos denominadores resonantes 1

~ω+ελ−ε−λ
y el

producto de cada elemento de matriz que da información de la “intensidad de
oscilador” de cada transición

Mλ
ij(k) = 〈λ| eνi |−λ〉 〈−λ| eνj |λ〉 , (6.8)

donde eν̂i es el operador de corriente. Estos factores surgen de un promedio cuánti-
co y termoestad́ıstico, que en conjunto determinan la forma de la conductividad,
esquemáticamente

σij(ω) ∼ e2
∑

k,λ=±

Mλ
ij(k)

~ω + ελ − ε−λ
, (6.9)

con Mλ
ij(k) ∼ (· · · )([~ν]2k2 + ∆2)δij + (· · · )[~ν]2∆ eijz, donde el término ∝ ∆eijz

refleja cómo el rompimiento de TRS es responsable de la aparición de compo-
nentes transversales (Hall) σxy, σxy = −σyx en el tensor σij. Esto causa que las
amplitudes de Fresnel rsp, rps 6= 0, e implica una valor no nulo del ángulo de Kerr
θK .

1 f(ελ(k)) es la distribución de Fermi-Dirac
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6.3 Ángulo de Kerr como función de la frecuencia

El resultado exacto para el sistema 2D descrito por el hamiltoniano (6.1), es41

Re{σxx(ω)} = σ0π
1

16

[
1 + (

2∆

~ω
)2
]

Θ[~ω − 2máx{|εF |,∆}] (6.10)

Im{σxx(ω)} = σ0[

(
ε2F −∆2

4|εF |

)
Θ(|εF | −∆) +

∆2

4~ω

(
1

máx{|εF |,∆}

)
+

1

16

[
1 + (

2∆

~ω
)2]f(ω)

]
, (6.11)

para la componente longitudinal (σxx = σyy), donde σ0 = e2/π~; por simplicidad
se ha omitido la contribución longitudinal intrabanda. Es posible demostrar que
σxx(0) = 0, lo que revela un comportamiento de aislante. En lo que respecta a las
componentes Hall, σxy = −σyx ∝ ∆

Re{σxy(ω)} = σ0
∆

4~ω
f(ω) (6.12)

Im{σxy(ω)} = −σ0π
∆

4~ω
Θ(~ω − 2 máx{|εF |,∆}), (6.13)

donde

f(ω) = − ln

∣∣∣∣~ω + 2 máx{|εF |,∆}
~ω − 2 máx{|εF |,∆}

∣∣∣∣. (6.14)

6.3. Ángulo de Kerr como función de la frecuen-

cia

Una vez que se ha determinado el tensor σij(ω), se poseen los elementos ne-
cesarios para obtener la rotación de Kerr del vector de polarización de la luz
reflejada en el sistema 2D (6.1). En la figura (6.3) se muestra el ángulo θK(ω)
para varios valores de εF , normalizada a εc. Siguiendo a Tse et al.4, tomaremos
incidencia desde el vaćıo (ε1) sobre un medio con ε2 = 29, ∆ = 20 meV, ν = 5x105

m/s, εc = 175 meV, parámetros correspondientes el aislante topológico Bi2Se3.
La enerǵıa de Fermi toma los valores: εF = 16 meV < ∆ (azul), εF = 18 meV
< ∆ (cuadrados morados), εF = 23 meV > ∆ (rojo), εF = 41 meV > ∆ (negro).
Cuando εF < ∆ (figura 6.1a, ĺınea azul y cuadrados morados figura 6.3), hay un
pico en ~ω = 2∆, el umbral de las transiciones interbanda como vimos en la J+−
(6.7, figura 6.2a), cuyo origen puede rastrearse en el logaritmo natural (6.14);
la posición de éste pico no depende de εF . Si |εF | > ∆, en correspondencia con
la J+−(ω) (6.7, figura 6.2b), se observa un corrimiento en la posición del pico,
ubicándose en el umbral ~ω = 2εF en cada caso (εF = 23 meV y εF = 41 meV).
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6. EFECTO KERR EN UN AISLANTE TOPOLÓGICO

Figura 6.3: Rotación de Kerr θK(ω) por reflexión en un aislante topológico 2D,

para varios valores del nivel de Fermi. Se toma ε1 = 1 y ε2 = 29, y parámetros del

material Bi2Se3.
4

Este cálculo reproduce la figura 1 del trabajo de Tse et al.4 en el caso de una
sola interface. Cabe recordar aqúı, que además del notable incremento reportado
de hasta dos órdenes de magnitud en θK en la configuración de peĺıcula delgada,
estos autores encontraron que a bajas frecuencias la rotación de Kerr es “gigante”,
∼ −π/2.

La figura (6.4) muestra la función θK(ω; εF ,∆). En (a) el valor de ∆ está
fijo y se presenta su dependencia en εF . Se observa que para ε < ∆ la principal
contribución tiene lugar en ~ω = 2∆, mientras que para εF > ∆ el pico se corte
a enerǵıas más altas. En (b) se mantiene fija la enerǵıa de Fermi y se presenta
el espectro de rotación como función de ∆. De manera similar al caso anterior
cuando εF < ∆ hay un corrimiento a mayores enerǵıas. Además se observa que
θK ∝ ∆, lo cual es esperado dado que σxy ∝ ∆.

El aspecto punteado de la figura (6.4) es de naturaleza numérica y podŕıa
evitarse introduciendo fenomenológicamente una vida media (pequeña) en los es-
tados, pero el comportamiento cualitativo resultante seŕıa similar. se debe a que
no se consideraron procesos de disipación del momento del electrón, i.e impure-
zas,9,36 sin embargo el comportamiento de θK(ω; εF ,∆) no se ve afectado.

En el siguiente caṕıtulo se agrega un término de enerǵıa cinética ∼ k2 para
estudiar la rotación de Kerr en el modelo de Rashba ferromagnético.
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6.3 Ángulo de Kerr como función de la frecuencia

Figura 6.4: Rotación de Kerr θK(ω; εF ,∆), (a) ∆ = 20 meV y (b) εF = 22 meV.
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Caṕıtulo 7

Efecto Kerr en el Modelo de Rashba

Ferromagnético

El hamiltoniano de Rashba (4.6) corresponde a estados tales que en el ĺımi-
te dc la conductividad Hall interbanda se anula. Sin embargo, esto no es aśı
en un material ferromagnético en presencia de IEO. Efectivamente, el llamado
Efecto Hall Anómalo (AHE, por sus siglas en inglés), esto es, la generación de
una corriente transversal en un ferromagnético en respuesta a un campo eléctri-
co, representa la versión “no cuantizada” del efecto Hall cuántico. Tras muchos
años de investigación se ha encontrado que este efecto se debe a una contribu-
ción intŕınseca (que puede ser significativa en muestras limpias) y una extŕınseca
debida a diferentes mecanismos de interacción con impurezas.42 Debido a que
el mecanismo intŕınseco es relativamente fácil de evaluar por ser independiente
del efecto de impurezas, su contribución ha sido estudiada mediante cálculos de
primeros principios o en base a modelos de hamiltonianos efectivos. Uno de estos
modelos ha sido el denominado “ferromagnetic 2D Rashba model” (modelo de
Rashba 2D ferromagnético), cuyo Hamiltoniano tiene la forma (4.19)

H(k) =
~2k2

2m
+ α(k× ẑ) · σ + ∆σz , (7.1)

donde 2∆ corresponde a la enerǵıa de la brecha que resulta de la interacción de
intercambio con impurezas magnéticas43. Se ha reconocido que (7.1) representa
un modelo mı́nimo que captura los elementos básicos necesarios para describir la
contribución intŕınseca al AHE (i.e. una curvatura de Berry no nula en la vecindad
de la brecha).42 Por otra parte, este modelo también resulta útil para describir el
comportamiento de un gas electrónico 2D con acoplamiento Rashba en presencia
de cualquier mecanismo que rompa la simetŕıa de inversión temporal.42,43

En este caṕıtulo, tras presentar el tensor de conductividad del modelo (7.1),
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7. EFECTO KERR EN EL MODELO DE RASHBA FERROMAGNÉTICO

Figura 7.1: Bandas de enerǵıa para ε±(k) (a) εR < ∆, (b) εR ∼ ∆ y (c) εR > ∆.

tal y como se obtiene de la fórmula de Kubo (cuyo cálculo no se incluye en este
trabajo), se calcula el espectro de rotación Kerr en base al formalismo electro-
magnético mostrado en el caṕıtulo 2.

7.1. Modelo de Rashba ferromagnético

El espectro de enerǵıa del hamiltoniano (7.1) presenta una brecha de magnitud
2∆ en el punto k = 0 y no una brecha absoluta, como sucede en el caso del ejemplo
estudiado en el caṕıtulo anterior. Esto se debe a la presencia del término de enerǵıa
cinética ε0(kx, ky) = ~2k2/2m. Las bandas de enerǵıa están dadas ahora por

ε±(k) = ε0(k)± d(k), d(k) =
√
α2
Rk

2 + ∆2, (7.2)

donde k = |k| = (k2x + k2y)
1/2 . Puede verse sin embargo que la diferencia de

enerǵıa ε+(k) − ε−(k) = 2d(k) tiene la misma forma que en aquél caso. Ahora
el espectro consiste en dos bandas de la forma que se muestra en la figura (7.1).
Cuando εR < ∆ (figura 7.1a) la banda ε−(k) presenta un mı́nimo absoluto −∆
en k = 0, donde εR = mα2

R/~2 es una enerǵıa caracteŕıstica de la interacción
Rashba. Por otra parte, cuando εR > ∆ (figura 7.1b) la rama ε−(k) desarrolla
ahora un máximo local −∆ en k = 0 y dos mı́nimos εmin = −(ε2R + ∆2)/2εR en
el ćırculo ε0(k) = (ε2R −∆2)/2εR.

Hemos comentado que este modelo puede describir el comportamiento de un
gas electrónico bidimensional en presencia de acoplamiento esṕın-órbita y sujeto
a una interacción de intercambio, y no solo de un material ferromagnético. De
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7.2 Densidad conjunta de estados

Figura 7.2: Transiciones ópticas permitidas para (a) εF > ∆, (b) |εF | < ∆ y (c)

εm < εF < −∆, cuando εR > ∆.

hecho, Culcer et al.,43 en 2003, usaron el modelo para calcular la conductividad
Hall dc σxy(0) en el contexto de materiales paramagnéticos con estructuras tipo
wurtzita y tipo zincblenda, encontrando valores “aproximadamente cuantizados”.
Una ligera variante del hamiltoniano (7.1) ha sido estudiado en el contexto del
fenómeno de polarización de esṕın inducido por una corriente eléctrica44 o por un
gradiente de temperatura45, en donde el término de interacción de intercambio
es de la forma Jσ ·M , siendo M la magnetización de un substrato magnético
en que se encuentra depositado un gas 2D electrónico.

En este caṕıtulo nos referiremos al efecto Kerr “en el modelo ferromagnético
de Rashba” pero se podŕıa decir igualmente “de un gas 2D con acoplamiento
Rashba e interacción de intercambio”.

7.2. Densidad conjunta de estados

7.2.1. Contornos de Fermi

Esta forma de las bandas abre varias posibilidades en el escenario de las tran-
siciones ópticas permitidas. Para ilustrar este punto, consideremos la situación
cuando εR > ∆ (figura 7.2). Los contornos de Fermi, definidos por las ecuaciones
ε±(k±F ) = εF , dependen de la posición del nivel εF respecto a la brecha 2∆. Será
conveniente en lo que sigue definir las enerǵıas

~ω± = 2

(√
ε2R + ∆2 + sgn(εF )2εR|εF | ∓ εR

)
. (7.3)

1. Cuando εF > ∆ (figura 7.2a), el nivel de Fermi intersecta a las dos superfi-
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cies ε±(k) generando dos ćırculos1 de radio

k±F =
1

αR

(√
ε2R + ∆2 + 2εRεF ∓ εR + ∆

)1/2(√
ε2R + ∆2 + 2εRεF ∓ εR −∆

)1/2

.

(7.4)
En este caso, en términos de k±F ,

ελ(k) = εF +
~2

2m
(k − k±F )(k + k∓F ) . (7.5)

Estas ĺıneas de Fermi pertenecen a diferentes bandas y por ello la orientación
de esṕın en cada una ellas es opuesta. La diferencia de enerǵıa ε+(k) −
ε−(k) = 2d(k) en cada ćırculo de Fermi es 2d(k±F ) = ~ω±.

2. Si el nivel de Fermi cae dentro de la brecha, |εF | < ∆, existe entonces un
sólo contorno de Fermi2, de radio

k−F =
1

αR

(√
ε2R + ∆2 + 2εRεF + εR + ∆

)1/2(√
ε2R + ∆2 + 2εRεF + εR −∆

)1/2

,

(7.6)
generado por la intersección con ε−(k). La diferencia con la ĺınea de Fermi
k−F en (7.4) es que ahora εF puede tomar valores negativos. La banda de
helicidad negativa puede escribirse alternativamente como

ε−(k)− εF =
~2

2m
(k − k−F )

(
k + k−F −

2mαR
~2

)
; (7.7)

nótese que si k < k−F entonces ε−(k) < εF (figura 6.2b). En este caso,
2d(k−F ) = ~ω− .

3. Cuando εR > ∆, una tercera situación es posible: si εmin < εF < −∆, habrá

1Con ecuaciones ε0(k±x , k
±
y ) = (~ω±/2)2−∆2

2εR
= εF ∓ ~ω±

2 .

2El ćırculo con ecuación ε0(k−x , k
−
y ) = (~ω−/2)2−∆2

2εR
= ~ω−

2 + εF .
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dos curvas de Fermi circulares1 de radios k−F,1 y k−F,2 (> k−F,1)

k−F,1 =
1

αR

(
εR −

√
ε2R + ∆2 − 2εR|εF | + ∆

)1/2(
εR −

√
ε2R + ∆2 − 2εR|εF | −∆

)1/2

k−F,2 =
1

αR

(√
ε2R + ∆2 − 2εR|εF | + εR + ∆

)1/2(√
ε2R + ∆2 − 2εR|εF | + εR −∆

)1/2

.

la diferencia con los contornos (7.4) es que ahora su helicidad es la misma
pues pertenecen a la misma banda ε−(k). La separación de enerǵıa es en
cada caso

2d(k−F,1) = 2

(
εR −

√
ε2R + ∆2 − 2εR|εF |

)
= −~ω+ (7.10)

2d(k−F,2) = 2

(√
ε2R + ∆2 − 2εR|εF | + εR

)
= ~ω− . (7.11)

No olvidar que −~ω̃+ > 0 en éste caso.

7.2.2. Densidad conjunta de estados

Con esta información, mediante un cálculo directo, similar al mostrado en el
caṕıtulo anterior, la densidad conjunta de estados, definida por la expresión (6.3)
da como resultado

J+−(ω) =
~ω

8πα2
R

Θ(1− |η|) (7.12)

=D0
1

8

~ω
εR

Θ(1− |η|) , (7.13)

donde D0 = m/(π~2) es la densidad de estados del sistema degenerado en esṕın
(αR = ∆ = 0), D0(ε) = D0Θ(ε). La condición |η| 6 1 significa que:

1. Si εF > ∆: 2(
√
ε2R + ∆2 + 2εRεF−εR) 6 ~ω 6 2(

√
ε2R + ∆2 + 2εRεF +εR),

o bien, en notación más corta ~ω+ 6 ~ω 6 ~ω−.
Ancho del espectro = 2εR

1Con ecuaciones

ε0(k−x,1, k
−
y,1) =

(~ω+/2)2 −∆2

2εR
=

~ω+

2
− |εF | (7.8)

ε0(k−x,2, k
−
y,2) =

(~ω−/2)2 −∆2

2εR
=

~ω−

2
− |εF | . (7.9)
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Figura 7.3: Densidad conjunta de estados del modelo (7.1) para (a) εF > ∆, (b)

|εF | < ∆, (c) εmin < εF < −∆ cuando εR > ∆ y (d) J+−(ω, εF ). J0 = D0/8.

2. Si |εF | < ∆: 2∆ 6 ~ω 6 2(
√
ε2R + ∆2 + 2 sgn(εF )εR|εF | + εR), esto es

2∆ 6 ~ω 6 ~ω−.
Ancho del espectro = 2

√
ε2R + ∆2 + 2 sgn(εF )εR|εF |+2εR−2∆ = ~ω−−2∆.

3. Si εmin 6 εF 6 −∆: 2(εR−
√
ε2R + ∆2 − 2εR|εF |) 6 ~ω 6 2(

√
ε2R + ∆2 − 2εR|εF |+

εR), es decir −~ω+ 6 ~ω 6 ~ω−.
Ancho del espectro = 2

√
ε2R + ∆2 − 2εR|εF | = ~(ω− + ω+) .

La figura (7.3) presenta la densidad conjunta de estados J+−(ω) para varios
valores de la enerǵıa de Fermi. De acuerdo a lo anticipado por la figura (7.2),
la densidad de pares de estados conectados por transiciones verticales depende
sensiblemente de la existencia de una brecha de enerǵıa y de la posición del nivel
de Fermi respecto a ésta. Esto se manifiesta como un corrimiento relativo de los
espectros y en un cambio del ancho espectral en cada caso.
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7.3 Conductividad óptica

7.3. Conductividad óptica

De manera similar al aislante topológico se requiere conocer el tensor σij(ω)
para obtener el espectro de rotación de Kerr. La formula de Kubo da como re-
sultado41: σxx = σyy σxy = −σyx

1. Cuando εF > ∆ (figura 7.2a):

Reσxx(ω) =σ0π
1

16

[
1 +

(
2∆

~ω

)2
]

Θ(1− |η|) (7.14)

Imσxx(ω) =σ0{
εR + 2εF

2~ω

+
1

16

[
1 +

(
2∆

~ω

)2
]

ln

∣∣∣∣(ω + ω−)(ω − ω+)

(ω − ω−)(ω + ω+)

∣∣∣∣}(7.15)

Reσxy(ω) =
σ0
8

(
2∆

~ω

)
ln

∣∣∣∣(ω + ω−)(ω − ω+)

(ω − ω−)(ω + ω+)

∣∣∣∣ (7.16)

Imσxy(ω) =−σ0π
8

(
2∆

~ω

)
Θ(1− |η|) , (7.17)

donde la condición |η| < 1 significa ~ω+ 6 ~ω 6 ~ω−.

2. Para |εF | < ∆ (figura 7.2b):

Reσxx(ω) =σ0π
1

16

[
1 +

(
2∆

~ω

)2
]

Θ(1− |η|) (7.18)

Imσxx(ω) =σ0{
2εF + εR + ∆ +

√
ε2R + ∆2 + 2εRεF

4~ω
+

1

16

[
1 +

(
2∆

~ω

)2
]
ln

∣∣∣∣(ω + ω−)(ω − 2∆)

(ω − ω−)(ω + 2∆)

∣∣∣∣} (7.19)

Reσxy(ω) =
σ0
8

(
2∆

~ω

)
ln

∣∣∣∣(ω + ω−)(ω − 2∆)

(ω − ω−)(ω + 2∆)

∣∣∣∣ (7.20)

Imσxy(ω) =−σ0π
8

(
2∆

~ω

)
Θ(1− |η|) , (7.21)

donde |η| < 1 ⇒ 2∆ 6 ~ω 6 ~ω−.
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7. EFECTO KERR EN EL MODELO DE RASHBA FERROMAGNÉTICO

Figura 7.4: Rotación de Kerr para gas electrónico bidimensional con acoplamiento

Rashba para (a) εF > ∆, (b) |εF | < ∆ y (c) εm < εF < −∆ cuando εR > ∆.

3. Finalmente para εmin 6 εF 6 −∆ (figura 7.2c):

Reσxx(ω) =σ0π
1

16

[
1 +

(
2∆

~ω

)2
]

Θ(1− |η|) (7.22)

Imσxx(ω) =σ0{
√
ε2R + ∆2 − 2εR|εF |

2~ω

+
1

16

[
1 +

(
2∆

~ω

)2
]

ln

∣∣∣∣ (ω + ω−)(ω + ω+)

(ω − ω−)(ω − ω+)

∣∣∣∣} (7.23)

Reσxy(ω) =
σ0
8

(
2∆

~ω

)
ln

∣∣∣∣ (ω + ω−)(ω + ω+)

(ω − ω−)(ω − ω+)

∣∣∣∣ (7.24)

Imσxy(ω) =−σ0π
8

(
2∆

~ω

)
Θ(1− |η|) , (7.25)

donde |η| < 1 ⇒ −~ω+ 6 ~ω 6 ~ω−. Recordamos que εF < 0 en este caso.

7.4. Espectros de rotación de Kerr

En la figura (7.4) se muestra el espectro de rotación de Kerr según la posición
del nivel de Fermi. Por simplicidad tomamos ε1 = ε2 = 1, y εR ∼ 5 meV (interface
LaAlO3/SrTiO3

46), ∆ = 1.38 meV y εF = 2 meV (figura 7.4a), 1 meV (figura
7.4b), -2 meV (figura 7.4c).
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7.4 Espectros de rotación de Kerr

De manera análoga al espectro del aislante topológico discutido en el caṕıtulo
anterior, podemos ver en cada caso que existen picos en θK(ω) en las enerǵıas
correspondientes a los umbrales de transiciones interbanda permitidas, sólo que
ahora hay dos en virtud de la naturaleza de la estructura de bandas (figura 6.1
vs figura 7.2) y su magnitud es un orden más pequeña. La separación entre picos
depende de la enerǵıa de Fermi siguiendo el comportamiento mostrado por la
densidad conjunta de estados. El cambio de signo en los picos está relacionado
con los factores logaŕıtmicos de la conductividad óptica y por el hecho de que
|ω+| < ω−: por ejemplo, para εF > ∆, estos factores seŕıan ∼ (1/ω) ln(ω − ω+) y
−(1/ω) ln(ω − ω−).

La figura (7.5) presenta la función θK(ω; εR) en forma de mapa de colores, para
∆ fijo y tres valores representativos de εF . En la figura (7.5a), se aprecia que el
espectro tiene una mayor magnitud en ω = ω+, que depende de la enerǵıa de
Rashba (7.3). El pico invertido en ω = ω− es más debil y se marca con la función
ω−(εR). En cambio cuando |εF | < ∆ (figura 7.5b), el máximo de θK(ω, εR) está
en la enerǵıa mı́nima de las transiciones intrabanda, que coincide con la magnitud
2∆ de la brecha, y por ello se observa como una ĺınea horizontal , independiente
de εR. Si la enerǵıa de Fermi cae por debajo de la brecha (figura 7.5c), la situación
es cualitativamente similar, aunque ahora los picos siguen la dependencia de las
frecuencias umbrales −ω+(εR) y ω−(εR).

Resulta instructivo analizar los espectros θK(ω; εF ) y θK(ω; ∆). La figura (7.6)
muestra estas funciones para valores fijos de (a) ∆ y εR, y (b) εF y εR. En la figura
(7.6a) puede verse que la rotación de Kerr como función de εF es significativa
en las enerǵıas umbrales −ω+(εF ), ω−(εF ), 2∆, como ya se ha comentado. La
señal máxima está en el intervalo |εF | < ∆. Este comportamiento recuerda lo
que sucede en la conductividad Hall dc en el modelo de Rashba ferromagnético
(7.1) del efecto Hall anómalo intŕınseco,, donde −σxy(0) alcanza su valor máximo
≈ e2/2~ cuando el nivel de Fermi cae dentro de la brecha. Esto es resultado del
rompimiento de la simetŕıa de inversión temporal introducido por el término ∝ ∆,
paro también juega un papel la contribución esṕın-órbita, que conecta los grados
de libertad esṕın y orbital.1 Efectivamente el elemento de matriz no diagonal
Mxy ∝ α2

R∆, ingrediente necesario en le cálculo de la conductividad óptica (6.9),
se anula si αR o ∆ es cero. Puede afirmarse, por lo tanto, que el espectro de
rotación de Kerr representa una alternativa óptica para poner de manifiesto el
papel de las propiedades intŕınsecas,2 de naturaleza geométrica o topológica, de
la estructura de bandas.

El espectro de la figura (7.6b), se muestra de otra manera lo mismo, en la
vecindad de εF = ∆. Como función de ∆, vemos una ĺınea de magnitud máxima

1Nótese que si εR = 0, entonces ω− = ω+ = ∆ y en tal caso σxy se anula.
2En languaje de Berry: una curvatra de Berry no nula y máxima en la vecindad de la brecha
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7. EFECTO KERR EN EL MODELO DE RASHBA FERROMAGNÉTICO

Figura 7.5: Espectro de rotación de Kerr θ(ω, εR) para ∆ = 1.38 meV y εF (a) 2

meV, (b) 1 meV y (c) -2 meV.

Figura 7.6: Rotación de Kerr de 2DEG con IEO Rashba y campo de intercambio,

en vaćıo con (a) ∆=1.38 meV y (b) εF=1 meV constantes

54



7.4 Espectros de rotación de Kerr

a lo largo de la ĺınea recta de pendiente 2 cuando el nivel de Fermi cae en la
brecha, y una señal concentrada en ω+(∆) cuando cae por arriba, Cuando ∆→ 0,
rps ∝ σxy(ω)→ 0 y entonces θK(ω,∆→ 0)→ 0, lo que se aprecia como una franja
obscura en la figura.

En conjunto, estos resultados y su comprensión con los correspondientes en
un material 2D estudiado en el caṕıtulo anterior, ilustran cómo los detalles de la
estructura de bandas, tales como su curvatura, la existencia de brechas, simetŕıas,
determinan (a través de su dependencia de parámetros materiales) el espacio de
momento y las enerǵıas disponibles para transiciones interbanda (e intrabanda)
que fijan a su vez el tipo de respuesta óptica (el tensor de conductividad) y por
tanto la propiedades ópticas en general.

Seŕıa interesante extender este estudio al caso de una peĺıcula delgada en
donde cada interface correspondieran a un medio bidimensional descrito por el
hamiltoniano (7.1), a la manera como hicieron Tse et al.4 con aislantes topológi-
cos.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

Este trabajo ha tenido como uno de sus objetivos últimos el cálculo del efecto
Kerr en un medio bidimensional que combina los efectos de interacción esṕın-
órbita tipo Rashba y el rompimiento de la simetŕıa de inversión temporal. Estos
dos elementos están en la base de una gran variedad de fenómenos cuánticos en
sistemas de baja dimensionalidad en una diversidad de sistemas tales como pozos,
alambres y puntos cuánticos, grafeno, aislantes topológicos, semimetales de Weyl,
dicalcogenuros de metales de transiciones, y sistemas tipo Dirac en general. Para
tal propósito empleamos un hamiltoniano modelo famoso por su relativa simpli-
cidad y su capacidad para explicar el origen del efecto Hall anómalo intŕınseco,
un efecto cuyo elucidación requirió muchos años y que es una especie de efec-
to Hall cuántico pero no cuantizado. Este hamiltoniano, conocido como Modelo
de Rashba ferromagnético, está parametrizado por la enerǵıa caracteŕıstica del
acoplamiento esṕın-órbita de Rashba (εR) y por una brecha energética (2∆).

En esta tesis realizamos un estudio a frecuencia finita de la rotación de la po-
larización óptica por reflexión, y para ello se realizó primero una revisión de los
fenómenos de actividad óptica natural (girotroṕıa) y de efectos magneto-ópticos
tales como la rotación Faraday, debidos a la dispersión espacial de un medio y al
rompimiento de simetŕıa de inversión temporal causado por un campo mgnéti-
co externo. Se revisaron algunos modelos de materiales formados por moléculas
quirales (Vekstein,1996) o por átomos anisotrópicos (Chandrasekhar,1956), y por
osciladores armónicos sujetos a fuerza de Lorentz (Berman,2010), con el propósito
ilustrar en cada uno el origen f́ısico de la constante de actividad óptica y de los
ı́ndices de refracción diferentes según el estado de polarización circular de la luz.

Existe un análogo electromagnético entre el espectro de enerǵıa de un gas
electrónico 2D magnetizado con interacción esṕın-órbita y la relación de disper-
sión de modos normales de un medio con términos de Faraday y de girotroṕıa en
su respuesta dieléctrica (Yannopapas, 2011).

Esta tesis contiene también la teoŕıa electromagnética del problema de re-
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8. CONCLUSIONES

flexión y refracción en un medio bidimensional entre dos medios dieléctricos. Se
obtienen expresiones generales de las amplitudes de Fresnel que determinan la
matriz de reflexión aśı como las fórmulas para obtener el ángulo de rotación de
Kerr, tanto para el caso transversal magnético como transversal eléctrico. De este
modo, se presenta la formulación electromagnética completa susceptible de ser
aplicada a cualquier sistema 2D del que se requiere su tensor de conductividad
óptica σij(ω).

Para ilustrar este formalismo, se calcula el espectro de rotación Kerr generado
por reflexión en un aislante topológico. Este ejercicio reproduce uno de los resul-
tados reportados en un art́ıculo relevante donde se explora cómo una peĺıcula
delgada puede producir un efecto Kerr gigante. A su vez este ejercicio permite
analizar la densidad conjunta de estados como paso previo a la comprensión de
los elementos relevantes que entran en el cálculo de la conductividad óptica tal y
como se obtiene de evaluar la fórmula de Kubo dentro del formalismo de la Teoŕıa
de Respuesta Lineal. Dicha densidad revela el conjunto de transiciones interbanda
verticales posibles en función de la frecuencia y de la posición del nivel de Fermi
εF respecto a la brecha energética. Efectivamente, el resultado muestra que el
espectro de rotación Kerr tiene estructura espectral precisamente a las enerǵıas
umbrales de las transiciones ópticas cuando el nivel de Fermi cae por arriba o por
debajo o en la brecha.

A continuación, en el último caṕıtulo se presenta el modelo de Rashba ferro-
magnético, su espectro de enerǵıas, los contornos de Fermi, la densidad conjunta
de estados, la conductividad óptica y el correspondiente espectro de rotación Kerr.
Se comparan estas propiedades con el caso de la interface formada por un aislante
topológico. Notablemente, el ángulo Kerr θK(ω; εF ,∆) alcanza su valor máximo
cuando el nivel de Fermi cae dentro de la brecha, |εF | < ∆, hecho que conecta
con el efecto Hall anómalo, en el que la conductividad Hall dc σxy(0), aunque
no es un múltiplo entero del quantum de conductancia, toma su máximo valor
precisamente en la brecha de enerǵıa. El cálculo vuelve patente cómo es necesaria
la presencia conjunta de la interacción esṕın-órbita y el mecanismo responsable
de la existencia de una brecha, para lograr un efecto Kerr no nulo.

En conjunto, más allá de los detalles cuantitativos, la comparación entre los
resultados del modelo con aislante topológico y los del modelo de Rashba ferro-
magnético, constituye un buen ejemplo de cómo los detalles de una estructura de
bandas determinan el espectro de transiciones ópticas permitidas, lo que a su vez
se refleja en las propiedades ópticas en general y por lo tanto en el carácter de
diversos fenómenos ópticos. En particular, ilustra también el interés continuo en
fenómenos como el efecto Kerr, que constituye una herramienta óptica comple-
mentaria a los métodos de transporte, sensible a propiedades sutiles tales como
las derivadas de una curvatura de Berry no nula, de la presencia o ausencia de
simetŕıa de inversión temporal y del acoplamiento esṕın-órbita.
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Apéndice A

De Caṕıtulo 2

A.1. Rotación modelo de moléculas quirales

Se considera un n̂ fijo que es vector unitario del sistema coordenado n, l,m,
y perpendicular al vector a (an = 0),el cual escribirse en coordenadas x, y, z a
través de una matriz de rotación A, lo que se expresa comoaxay

az

 =

 lx ly lz
mx my mz

nx ny nz

 αl
αm
αn

 , (A.1)

siendo γi la proyección de γ en i; donde se cumple que ATA = I lo cual a su ves
implica que

lilj +mimj + ninj = δij. (A.2)

Usando (A.1), tomando en cuenta que an = 0 se puede escribir

ai = alli + ammi. (A.3)

ésta ultima nos permite escribir

aiaj = a2l lilj + a2mmimj, (A.4)

es importante notar que limj = −ljmi.
El promedio sobre el plano se encuentra dado por

〈· · · 〉 =
1

2π

∫ 2π

0

(· · · )dθ, (A.5)

esto implica que

〈ai〉 =
a

2π

∫ 2π

0

(cos θ′ + sin θ′)dθ′ (A.6)

= 0 (A.7)
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y

〈aiaj〉 =
1

2π
lilj

∫ 2π

0

a2cos2θ′dθ′ +
1

2π
mimj

∫ 2π

0

a2sin2θ′dθ′ (A.8)

=
a2

2
(lilj +mimj) (A.9)

=
a2

2
(δij − ninj) (A.10)

A.2. Fuerza oscilador cuántico

Las ecuaciones de movimiento de Heisenberg para la posición y el momento
se desarrollan, y se escriben como

ṗ =
1

i~
[p,

p2

2m0

+
1

2m0

(
q

c
)2A2 − q

2m0c
(p ·A+A · p) +

1

2
m0ω

2
0r

2] (A.11)

ṙ =
1

i~
[r,

p2

2m0

+
1

2m0

(
q

c
)2A2 − q

2m0c
(p ·A+A · p) +

1

2
m0ω

2
0r

2],(A.12)

para resolverlas es conveniente reescribir el potencial vectorial (2.73) como

A(r, z, t) = AE +AB = (
c

iω
Ex −

B

2
y)x̂+ (

c

iω
Ey +

B

2
x)ŷ, (A.13)

donde Ex = E0xe
ikz−ωt y Ey = E0ye

ikz−ωt Primero se resuelve el momento (A.11),
cuyo primer conmutador es [p, p2/2m0] = 0, el segundo se escribe como

1

i~
q2

2m0c2
[p, A2] = − q2

2m0c2
∇A2 (A.14)

= − q2

2m0c2
[(

2cEyB

iω
+
B2x

2
)x̂+ (

−2cExB

iω
+
B2y

2
)ŷ],(A.15)

el tercero que involucra los productos escalares entre el potencial vectorial y
momento, se reduce a

− q

2m0c
[p,p ·A−A · p] = − q

2m0c
([px, Ay]py + py[px, Ay])x̂ (A.16)

+(px[py, Ax] + [py, Ax]px)ŷ

=
q

2m0c
i~B[pyx̂− pxŷ], (A.17)

y el último conmutador es

1

2i~
m0ω

2
0[p, x2 + y2] = −m0ω

2
0(xx̂+ yŷ); (A.18)
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una vez se conoce el valor de todos los conmutadores se obtiene (2.76) y (2.77).
Se prosigue a efectuar el mismo procedimiento para la posición (A.12), que se
reduce a

ṙ =
1

2m0i~
[r,p2 − q

c
(p ·A+A · p)], (A.19)

ya que los otros dos conmutadores que se muestran en (A.12) son cero, y los dos
restantes son

[r,p2] = [r,p]p+ p[r,p] = 2i~p (A.20)

y
[r, pxAx + pyAy + Axpx + Aypy] = 2i~(Axx̂+ Ayŷ), (A.21)

se obtienen (2.78) y (2.79).
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