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Resumen

Los fenomenos magneto-6pticos han sido utilizados en anos recientes para el es-
tudio de sistemas de baja dimensionalidad. Entre ellos destaca el efecto Kerr
magneto-6ptico, éste constituye una poderosa herramienta que ha permitido la
investigacion de diversas propiedades en metales, semiconductores magnéticos y
superconductores. En los tltimos anos se ha utilizado ampliamente en aislantes
topolégicos, semimetales Weyl y grafeno.

En este trabajo se realiza una revisién de los fenémenos de actividad épti-
ca natural y de efectos magneto-opticos, presentando modelos para explicar de
manera fenomenoldgica su origen. Se derivan expresiones de las amplitudes de
Fresnel y angulos de rotacién de Kerr, para el problema de reflexion y refraccion
de ondas planas en un medio bidimensional entre dos dieléctricos.

Se repasa la interaccion espin-orbita, especificamente el acoplamiento tipo
Rashba, que opera como un campo magnético efectivo que rompe simetria de
inversion temporal. Mostramos una analogia entre las propiedades de propaga-
cién transversales de un sistema clasico electromagnético épticamente activo, y la
interaccién espin-orbita tipo Rasbha en presencia de un campo magnético; como
los que tienen lugar en sistemas cuanticos de baja dimensionalidad.

Asi mismo se calcula el espectro de rotacién de Kerr generado por un aislante
topoldgico, el cual posee un estructura espectral en las energias umbrales de las
transiciones épticas. Se presenta el espectro de energias, contornos de Fermi, den-
sidad conjunta de estados, conductividad éptica y su respectiva rotacién de Kerr,
para el modelo de Rashba ferromagnético. En donde se observa una conexién con
el efecto Hall anomalo, ambos muestran sus valores maximos cuando la energia
de Fermi se encuentra dentro de la brecha de energia.
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Capitulo 1

Introduccion

“ciencia a formar de los universales,
reparando, advertido,

con el arte el defecto

de no poder con un intuitivo

conocer acto todo lo criado,

sino que, haciendo escala, de un concepto

en otro va ascendiendo grado a grado... ”

Primero suefio, Sor Juana

La interaccién entre luz y materia se ve afectada por el estado magnético del
medio, e involucra la estructura electrénica de la materia. Este tipo de interac-
ciones entre radiacion electromagnética y materiales con polarizacion magnética
dan lugar a los efectos magneto-opticos (MO). Estos jugaron un papel clave en
la historia del electromagnetismo, demostrando de forma experimental la teoria
electromagnética de la luz. En 1845, Faraday descubrié que cuando un haz de luz
linealmente polarizada se transmitia a través de vidrio en direccion paralela al
campo magnético aplicado, la polarizacién rotaba. Este experimento fue el prime-
ro en demostrar la intima relacion entre el campo magnético y la luz, y dio origen
a la magneto-6ptica. Desde el descubrimiento de Faraday la magneto-6ptica se
ha convertido en un campo de investigaciéon sumamente competitivo y fascinan-
te, de gran importancia para la ciencia basica y aplicaciones. El efecto Faraday y
su contraparte en reflexion, el efecto Kerr magneto-6ptico, se usan ampliamente
para detectar la magnetizacién de materiales. Por ejemplo, permiten determi-
nar la magnetizacion superficial de peliculas delgadas ofreciendo una sensibilidad
superior a otras técnicas. 1>




1. INTRODUCCION

En anos recientes, estos efectos MO han sido utilizados en sistemas de baja
dimensionalidad, un ejemplo es la primera observacion del efecto Hall de espin
mediante el efecto Kerr magneto-6ptico.® Ademds constituyen una poderosa he-
rramienta que posibilita realizar mediciones de rompimiento de simetria de inver-
sién temporal (TRS, por sus siglas en inglés),” obtener informacién de estructuras
de bandas, con las que se investigan propiedades como anisotropia magnética, po-
larizacion de espin, entre otras. La espectroscopia de Faraday y Kerr se ha usado
ampliamente para el estudio de metales, semiconductores magnéticos, supercon-
ductores; y recientemente aislantes topolégicos (TI, por sus siglas en inglés), se-
mimetales Weyl (WS, por sus siglas en inglés) y grafeno.”%"

El interés en TI, ha surgido puesto que poseen estados superficiales sin brecha,
tipo Dirac, protegidos topoldgicamente, que son sensibles a perturbaciones que
rompen TRS.* La inversién de bandas, generada por un fuerte acoplamiento
espin-6rbita, puede dar lugar a TL.*® Cuando se rompe débilmente la TRS, se
induce una brecha en los puntos Dirac y los estados superficiales presentan fuertes
efectos MO. Esto ha conllevado al uso de fenémenos MO, como herramienta para
la caracterizacién de estos materiales.*’ Por ejemplo, la determinacién de los
angulos de Kerr y Faraday es una de las técnicas de medicion del efecto Hall
cudntico superficial de TI.®

También se ha estudiado la rotacién de Kerr y Faraday en WS.? Se han encon-
trado rotaciones gigantes de la polarizacién en WS inclinados con TRS rota.” Asf
mismo, se sabe que el grafeno en monocapa y multicapa produce rotacion de Fa-
raday 512 que se ha usado para distinguir distintos apilamientos de multicapas
de grafeno'”.

En este sentido, en el presente trabajo se estudia la dispersion energética de
un gas bidimensional de electrones (2DEG, por sus siglas en inglés) que posee in-
teraccién espin-6rbita (IEO) tipo Rashba y un campo magnético, rompiendo las
simetrias espacial y temporal. Se lleva acabo una analogia de éste, con un siste-
ma clasico electromagnético, que posee propiedades de propagacion transversales
similares. Ademas se explora la rotacién de polarizacion de la luz reflejada al
incidir normal sobre la interfase de un TI en presencia de interaccion de inter-
cambio y vacio; y en un material bidimensional descrito por el modelo de Rashba
ferromagnético, donde se rompen simultaneamente simetria de inversién espacial
y temporal.

En el Capitulo 2 se habla de manera general acerca de la actividad optica,
profundizandose en los fenémenos de girotropia y efecto Faraday, presentando un
par de modelos para cada fenémeno. Se derivan expresiones en el capitulo 3 para
las amplitudes de Fresnel y los angulos de rotaciéon de Kerr, para el problema
electromagnético de ondas planas que se reflejan en un medio bidimensional que
separa dos medios dieléctricos. El capitulo 4 aborda el efecto de las simetrias
temporal y espacial, sobre la degeneracion del espin. Se discute de manera general




la TEO, posteriormente se llega a la IEO tipo Rashba, donde se habla acerca
de las condiciones en que se presenta, y se estudia su relaciéon de dispersion,
eigenvectores y polarizacién de espin asociada. Por su parte, en el Capitulo 5 se
presenta una analogia entre las relaciones de dispersién de un 2DEG con IEO
Rashba en presencia de un campo magnético; y un medio isotrépico quiral. En el
capitulo 6 se estudia el efecto Kerr en un aislante toplogico en presencia de un
campo de intercambio, y en el capitulo 7 se obtiene el espectro de rotacion de
Kerr para el modelo de Rashba ferromagnético. Finalmente en el Capitulo 8, se
resumen y exponen las conclusiones y resultados de este trabajo.







Capitulo 2
Actividad optica natural y efectos

magneto-opticos

But we also liked to seek out hidden trails and discovered many an
unexpected view which was pleasing to our eyes; and when the one
pointed it out to the other, and we admired it together, our joy was

complete
David Hilbert

La rotacion de la polarizacion optica o girotropia es un fenémeno con diversos
origenes (simetrias, no localidad espacial, campos externos), generado como con-
secuencia de una distinta respuesta del sistema a la polarizacién circular derecha
(RCP, por sus siglas en inglés) e izquierda (LCP, por sus siglas en inglés) de la luz
y por ende forma parte de los fenémenos de Actividad Optz'ca (AO). La girotopia
se manifiesta como resultado de diferentes velocidades de propagacion (o indices
de refraccion) de la LCP y RCP.

Existe una rotacién natural generada sin necesidad de factores externos, cuyo
origen reside en la no localidad espacial de la respuesta dieléctrica; y otra de
naturaleza extrinseca, que tiene lugar como resultado de la accién de un agente
externo usualmente un campo magnético, que origina fenémenos magneto-6pticos
como la rotacién Kerr y rotacion de Faraday, entre otros.

En el presente capitulo se presenta la girotropia causada consecuencia de la
dispersion espacial (seccién 2.1), y dos modelos que permiten calcular explici-
tamente una constante girotépica. El primero de ellos estudia un medio hecho
de moléculas (quirales) que carecen de simetria especular (subseccién 2.1.1) y el
otro se basa en dtomos anisotrépicos (subseccién 2.1.2). La seccién 2.2 muestra




2. ACTIVIDAD OPTICA NATURAL Y EFECTOS MAGNETO-OPTICOS

un modelo de osciladores arménicos (versién clédsica y cuédntica) en presencia de
un campo magnético externo que permite extraer los indices de refraccion corres-
pondientes a LCP y RCP.

2.1. Girotropia

2.1.1. Actividad optica natural

La no localidad espacial de la respuesta dieléctrica puede generarse como resul-
tado de asimetria de las moléculas, explicitamente el rompimiento de la simetria
especular (quiralidad)!#%!6. En el espacio de Fourier kw esto se manifiesta en la
dependencia del tensor dieléctrico de el vector de onda. Un desarrollo en serie de
Taylor permite escribir dicho tensor en la forma

€ap(w, k) = €(W)bap + 1Yapyky + Yagmkyky + - ; (2.1)

debe entenderse ésta suma como una serie en potencias de ka, donde a es un
tamano caracteristico de las moléculas o entidades polarizables del medio. Da-
do que el factor complejo i aparece explicitamente debido al requerimiento de
hermiticidad del tensor dieléctrico, bajo la suposicién de que no hay disipacion
de energia electromagnética, y que el medio se considera homogéneo, entonces se
debe cumplir ademas que e,g(k,w) = €3,(—k,w). Esto tiene como consecuencia
que €,5(w) = €ga(W), Yapy = —VBay, l0 que permite escribir, a primer orden en
ka,
€ap(w, k) = €(w)dag + if (w)eapyky, (2.2)
donde f(w) (con unidades de longitud) es la llamada constante girotropica y eqp
es el tensor totalmente antisimétrico de Levi-Cevita.
A continuacion se considera una onda plana que se propaga en direccion de Z,
y asumiendo que ésta es una direccién de alta simetria, se implica que €,,(w) =
€yy(W) =€, €5y(w) = €2 (W) =0, €.(k,w) = €,.(k,w) =0y E, =0, lo que genera
que las componentes del vector desplazamiento sean

D, = ¢E, +iGE, (2.3)
D, = ¢E, — iGE,, (2.4)

donde G = f(w)eqpyk.. Por otro lado, de las ecuaciones de Maxwell en el espacio
kw

[k25ij - kzk?] - (%})2€ij(k,W)]Ej = O, Z,j =T, Yy, z. (25)




2.1 Girotropia

Dado que E, =0y k = k,Z el sistema de ecuaciones (2.5) se reduce al par

2

KE, - L;;—Q(EEJU +iGE,) =0 (2.6)
o W
K2E, = = (E, — iGE,) = 0. (2.7)

Los eigenvalores k, = ¢4 de este sistema son
G = e F GV, (2.8)
c

Tipicamente dado que los efectos de dispersién espacial son pequenos, toma-
remos G < € y por lo tanto los eigenvalores pueden escribirse como

w
R —VeEF ———. 2.9
G~ VeTF 20 e (2.9)
Si consideramos G = fk. = /¢, entonces ¢+ = “n,

ne=VeF 5o f (2.10)

La existencia de estos dos eigenvalores significa que el campo que se propaga en el
medio sera la superposicién de dos modos, uno con vector de onda ¢, y otro con
vector de onda ¢_, viajando a distintas velocidades n, y n_, que son los indices de
refraccién de la LCP y RCP respectivamente. Los correspondientes eigenvectores
son

Ey

E. = 7(@ Fig)et*?, (2.11)

y por lo tanto el campo eléctrico que se propaga en el medio se puede escribir
como

E , :
E(z) = 70 (& — i9)e'™* + (& + ig)e'"7] (2.12)
= Eoe'cVe [cosf(2)@ + sin6(2) 9] , (2.13)
donde el dngulo 6§ = —3% fz define la direccién del vector de polarizacion. Puede
verse que ésta direccion cambia conforme avanza la onda, con una tasa dada por
do w
-— = — —n_ 2.14
7 5 N+ — 1) (2.14)
2
w
= —f—. 2.15
202 ( )

La introduccion del parametro f representa una tercera constante 6ptica ademas
de las tradicionales constante dieléctrica ¢ y permeabilidad magnética p. Nieves




2. ACTIVIDAD OPTICA NATURAL Y EFECTOS MAGNETO-OPTICOS

y Pal'” discuten de una manera general la necesidad de introducir una tercera
constante éptica (( = £f) para describir las propiedades electromagnéticas de
un medio isotrépico lineal, la cual permite explicar la actividad optica y otros
fenémenos desde un punto de vista macroscopico. Su discusion se basa en escribir
la densidad de corriente inducida como la combinacién lineal: J;,q = —i%wE%—
i—;(l —uHkx B - f—:B , considerada ésta como la parametrizaciéon més general
en términos de los parametros materiales de un medio. A continuaciéon mostramos
dos modelos que permiten calcular la constante f, los indices de refraccion ny y

la correspondiente rotacién de la polarizacién.

2.1.2. Modelo de un medio hecho de moléculas quirales

Consideremos un medio hecho de moléculas quirales formado por dobles héli-
ces rigidas de radio a, paso h y carga por unidad de longitud =+p, orientadas de
forma aleatoria, como se muestra en la figura (2.1).

Figura 2.1: Modelo de molécula de doble hélice. %

Este modelo, presentado por G.E. Vekstein en 1996,'° permite calcular la
constante girotrépica f. Estas moléculas se encuentran sujetas a la accién de un
campo eléctrico E(r,t) = Eye'®* ™" lo que genera un desplazamiento relativo
de las hélices que puede describirse como

L
A:ﬂ/ E - dR, (2.16)
0




2.1 Girotropia

donde [ es un coeficiente fenomenoldgico que depende de la elasticidad de la
molécula, dR es un elemento de longitud a lo largo de la hélice de la molécula y
L = +/h?+ (2ma)? es la longitud de la hélice. La posicién de un punto dentro de
la molécula esta dada por el vector

h
R(p) :’fLQ—gO +acosp+ (R x a)sing 0 < <2m, (2.17)
m

donde 7t y a se indican en la figura (7 - @ = 0). Cuando h = 0 la molécula
adquiere la forma de un anillo circular y cuando a = 0 la molécula se convierte en
un alambre recto de longitud h, en ambos casos perdiendo su propiedad quiral.
Si el tamano de las moléculas es mucho mas pequeno que la longitud de onda
A del campo (ka, kh < 1) entonces el campo eléctrico puede aproximarse por la
expresion Ege™“!(1+ k- r). En tal caso el desplazamiento relativo A estd dado
por la integral

2
Ah,a) = M%fm/hdﬂl+mhﬁM§wwkaﬁww+k%ﬁxaﬁmﬂ}
0 v

{ﬁ% —asenp + (n X a) cos p}
= Be “Yh(Ey-n)+i(Ey-n)(k- ﬁ)% +i(Ey-a)(k-n)h
—in(Ey-a)k-(n xa)+in(k-a)Ey- (N xa)}. (2.18)

Como sugiere la figura, el desplazamiento relativo de la hélice de carga positiva
respecto a la de carga negativa da lugar a una acumulacién de carga de signo
opuesto en los extremos, ¢ = £pA, lo que se traduce en un momento dipolar
inducido,

d = |q|hnn = phAn, (2.19)
y en un momento dipolar magnético igual a
—iwpA
m = —ra’n = ——F ra*n, (2.20)
c c

donde I = d|g|/dt = pdA/dt = —iwpA es la corriente que fluye por la hélice.
La contribucién de todas las moléculas que forman el medio origina una pola-
rizacion P = N(d) y una magnetizacion M = N(m), donde N es la densidad
de moléculas por unidad de volumen, y (---) indica un promedio sobre todas las
posibles orientaciones de las moléculas. Las expresiones (2.19) y (2.20) contienen
el producto A(h, a)n, y por tanto debe tomarse el promedio sobre las direcciones
de a, que cae en el plano perpendicular a 7, y sobre las direcciones de 7. Se
puede demostrar que para 7 fijo (ver Apéndice A.1)

(aa) = 0, (asau) = 5 (35 = namy). (2.21)




2. ACTIVIDAD OPTICA NATURAL Y EFECTOS MAGNETO-OPTICOS

y para 1. aleatorio
1
(ng) =0 (nang) = 550‘5 (nangn.) = 0. (2.22)

En conjunto se tiene entonces que

ﬁefiwt
3

(AN, = [hEg + ima’k x Ey). (2.23)

Las expresiones resultantes para la polarizacién y magnetizacion inducidas son

1 )
P = nghﬁe—lwt[hEoﬂm% x E) (2.24)
—iwN pra?Bh :
M MEoe—m, (2.25)
C

donde en las segunda expresion hemos ignorado un término de segundo orden en
k. Conviene notar que la polarizacién no sélo tiene una componente a lo largo
del campo, que involucra a h pero no al radio a, sino también una componente
perpendicular ~ ka, que involucra al radio a pero no a h, a través de la seccion
transversal de la hélice cilindrica (2.17). La corriente inducida puede obtenerse
de la expresion

j= %_1; 4 e(V x M) = —iwP +ic(k x M), (2.26)

la cual se reduce a

N '
j = _w Bﬁp [W?Ey + i2ma’k x Eole ™", (2.27)

De nuevo, es posible identificar una componente longitudinal J.(h) || Eo y una

componente transversal Jr(ka) L Ey. El tensor de conductividad eléctrica es

por lo tanto

—iwNBp
3

A través de la relacion €,5 = do5+ %aag, la respuesta dieléctrica puede escribirse
como la ecuacién (2.2) donde

Jag(k, w) = [h2(5a5 + 2'27T(12€a/37k7]. (2.28)

ArN R
e=1+%ﬁ’0 (2.29)
872N Bpha?
f= ST PP f’“’ﬂ (2.30)
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2.1 Girotropia

X

Figura 2.2: Modelo de dtomos anisotrépicos. '

Efectivamente, la constante dieléctrica (2.29) refleja la respuesta longitudinal de
las moléculas (de polarizabilidad o = Bph?/3), mientras que la constante gi-
rotropica f involucra el grado en que la molécula es quiral, en virtud de que se
anula si @ — 0 o h — 0, como se comentd anteriormente. La comparacién entre
estas constantes refleja la medida de rompimiento de la simetria especular,

f/a 2ma  perimetro

e—1 h altura (2.31)

A partir de la ecuacién (2.14) se puede obtener la rotacién de la polarizacién..

2.1.3. Modelo de dos atomos anisotropicos

S. Chandrasekhar propuso en 1956 un modelo sencillo de dos atomos an-
isotrépicos'® para obtener los indices de refraccion ny, n_ (2.10) y la rotacién
(2.14). En el modelo las moléculas que conforman el medio estdn hechas de dos
atomos con polarizabilidad «, ubicados (figura 2.2) en

ro= 1@ (2.32)
ry = l§+dz, (2.33)

donde la polarizabilidad del atomo 1 es paralela a &, mientras que la del atomo
2 es paralela a . Los atomos se encuentran en presencia del campo eléctrico de

11



2. ACTIVIDAD OPTICA NATURAL Y EFECTOS MAGNETO-OPTICOS

luz RCP que se propaga en direcciéon 2,
E(z,t) = (& — i§)) Ege'F===1 (2.34)

En éste modelo suponemos que en al atomo 1 se induce el momento dipolar
P = P& y en el atomo 2 p, = p,Y, de modo que

Pe = Q[E(r1)+ Egpa(r1))s (2.35)
py = alE(r2) + Eugp(ra)]y, (2.36)

donde el primer término del lado derecho corresponde al dipolo inducido por el
campo externo, y el segundo al inducido por el campo Ey;, del dipolo vecino. Los
campos dipolares son

3(r, —r)p, - (r, —7,)] p
E,(r) = s B s =1,2 2.37
M(T ) |T'z/ - 'r,u|5 |7'1/ o ’I"“|3 ’ ,u,y ) < ( )

de donde los campos requeridos en (2.35) y (2.36) resultan

—30?
Eg,x(l,0,0) = pr (238)
—30?
El:y(07l>d) = D5 Pz, (239)
y
E, = Ejcos(wt) (2.40)
E, = Eysin(kd —wt), (2.41)

con D = /2[?2 4+ d?. Hay que notar que las expresiones de los campos dipolares
inducidos (2.37) son aquellas propias de una situacién estatica, aproximacién que
es valida cuando |ry — 71| < A (campo cercano). Sustituyendo en (2.35) y (2.36)
se obtiene que

312
P = «Fgcoswt — aQEEO sin (kd — wt) (2.42)
_ 5 312
py, = aFEysin(kd —wt) —a ﬁEO cos wt, (2.43)

donde hemos supuesto que (a(312/D°)? < 1. Tomando en cuenta que kd < 1
y que por lo tanto coskd =~ 1, sinkd ~ kd, kdsin (kd — wt) ~ —sinwt, éstas
ecuaciones se reescriben como

12



2.1 Girotropia

= — 23—de 23—l2kd' E,
Pz = a—ape coswt+aD5 sinwt | Ey (2.44)

2 12
Py = [(a — a2—kd> sin (kd — wt) — a2%kd cos (kd — wt)} Ey. (2.45)

En las expresiones anteriores se observa que los dipolos se encuentran constituidos
por dos componentes, una en fase con el campo eléctrico y otra desfasada /2.
Lo mismo sucede para las polarizabilidades que se obtienen a partir de (2.44) y
(2.45), y se escriben como

312 312
a, = (a— QQEkd) - jﬁaz

(2.46)
a, = (0 —«

donde j refleja el desfase. Se considera que el medio posee N pares de dipolos
por unidad de volumen, distribuidos de manera aleatoria. Se toma las moléculas
de tal forma que el segmento OP es paralelo a 2 v el vector r; toma cualquier
direccién sobre el plano zy, lo que implica que el promedio de la polarizabilidad
sobre todas las direcciones (¢) para RCP (2.34) sea

()] = ag (cos® ) + a, (sin® ¢) (2.48)
1 B , 312
= i(ax +ay)=a—a«a Ekd' (2.49)

En conjunto éstas moléculas con polarizabilidad (2.48), constituyen una po-
larizacion macroscopica

4
PeNegEe =N (B R). imes e

en donde se considera que el campo que siente la molécula E'¢, es el campo
macroscopico E(z,t) menos la contribucién del campo de la molécula en cuestion.
Al reescribir (2.50) se llega a la ecuacién de Clausius-Mossotti'?| que para nuestro
caso se escribe )
ny—1 Ar
n+2 3

N{(a)3. (2.51)

Cuando se lleva acabo el desarrollo anterior para el caso de luz LCP, se obtiene

una polarizabilidad
312
(), =+ oﬂﬁkd, (2.52)

13



2. ACTIVIDAD OPTICA NATURAL Y EFECTOS MAGNETO-OPTICOS

y la correspondiente ecuacién de Clausius-Mossotti es

n® —1 dr

—— = —N{a),. 2.53
223 (253)
Estos resultados nos permiten llegar a
n:—n®> = 2i(ny —n_) (2.54)
a2 +2\> 302
= 81N ( 3 ) ! ﬁkd, (2.55)

con k = 27, en donde se ha supuesto que i = "= y (n2 +n2) ~ 2n2. Bajo la
c 2 Y Iy J

aproximacion (n? +2)/3 & 1, usando (2.54) y (2.55) se llega a
w L I3d
—n_=12rN=a’—. 2.56
ny—n TN—a’ (2.56)
Debido a que los atomos anisotropicos se pueden encontrar orientados de manera

aleatoria, se agrega un factor de 1/3 al obtener la rotacién mediante la ecuacién
(2.14), )
2

% - (%) 27TN042ZD—C§. (2.57)
La constante de actividad 6ptica f se obtiene a partir de (2.14) y (2.57) y se
escribe como

f=—4nN 2 Pd (2.58)

= AT (d2 + 212572 ’
la cual depende del niimero de pares de atomos anisotrépicos, el medio («) y una
razén geométrica. Si pensamos que el par de atomos se encuentra contenido en
una caja con base [? y altura d, la razén geométrica relaciona el volumen de la
caja con la longitud de su diagonal; cuando [ — 0o d — 0, f — 0.8

2.2. Efecto Faraday

La presencia de campo magnético estatico en un material genera un rom-
pimiento de la simetria de inversion temporal (TRS, por sus siglas en inglés),
causando que la respuesta de la luz RCP y LCP que se propaga sea distinta,
lo que conlleva a que cada polarizacién tenga distintos indices de refraccion y
por consiguiente la polarizacién rote; éste fenémeno se conoce bajo el nombre
de efecto Faraday. Para que haya rompimiento de TRS es necesario que alguna
componente de la direccion de la luz este en la del campo magnético.
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2.2 Efecto Faraday

El efecto Faraday es un fenémeno similar a la actividad éptica natural con
una diferencia importante: si se invierte la direccion de propagacion la rotacion
de la polarizacién se invierte cancelando el efecto rotatorio, mientras que en el
efecto Faraday la inversion de la direccion de propagacion no invierte la rotacion,
sino que se suma. %2

También se tiene el efecto de rotacion de la polarizacion en el fenémeno de
refraccién en una interfase; tanto la luz reflejada como la transmitida pueden
presentar dicha rotacion.

2.2.1. Modelo clasico: osciladores armoénicos y fuerza de

Lorentz

Los osciladores clasicos y la fuerza de Lorentz, permiten construir un modelo
simple para obtener n_ y n,.?"?? El modelo toma en cuenta un medio compuesto
de osciladores armoénicos uniformemente distribuidos, cada uno de ellos con carga
¢ y masa m, en presencia de un campo magnético externo constante B = BZ.
Un campo 6ptico se propaga en este medio en direcciéon 2,

E(z,t) = Ege' "% + Ey,e'*F==q. (2.59)

Si se supone que no hay fuerzas de amortiguamiento, sino s6lo una fuerza restau-
radora —mwir, la ecuacién de movimiento de cada oscilador es

1
mi = q(E + 27" x B) — mwgr. (2.60)

La solucién de tipo arménico: r(t) = roe~ ™!, requiere que se cumpla la ecuacién
algebraica
q . A
(wp —w)r = —E — iww.r x 2, (2.61)
m

donde w,. = ZrTBc' Tomando en cuenta un medio que posee N dipolos por unidad
de volumen, la ecuaciéon de movimiento se puede traducir a una ecuacién de
movimiento para la polarizaciéon P = Ngr

N¢?

(Wi — WP +iww P x 2 = —— (2.62)
m

Si tomamos el producto vectorial de (2.62) con 2 tenemos

R 1w, N¢g?
Pxz=— > P+ 2q 5
Wi — w mlwi — w?]

E x 2, (2.63)
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2. ACTIVIDAD OPTICA NATURAL Y EFECTOS MAGNETO-OPTICOS

al sustituir en (2.62) se encuentra

2 2 _ .2
P= qu = _“52)2“’_ P i w“;’;c_ s xE 26
Debido a que ésta expresiéon se puede escribir como P; = x;;E;, y usando la
relacién €;; = d;; + 4my;; se obtiene
€ij(w, B) = €(w)dij +ineij. 1, =1,y (2.65)
donde
2 2,2
fw) = 1+ 47Tn]\jq = _wcgz);"_ T (2.66)
nw) = _dnlNg e (2.67)

m (Wi — w?)? — ww?

Si observamos (2.65) vemos que posee la misma forma de (2.2) donde la dispersion
espacial generaba una rotacion, sin embargo ahora es un factor externo el que la
causa (n « B). Si el campo (2.59) es LCP n2 =e—nysies RCP n2 =e+, e
implica que los indices de refraccién sean

4TNg?
ni:\/l—i—m( T (2.68)

wo? — w? Fww,)

De manera similar a como se hizo en la seccion 2.1

d9  4nNg? (g)Q Wwe (2.69)

dz m ¢/ wi—w?—ww,
De nuevo, vemos que la rotacion depende de aquello que rompe simetria: la qui-
ralidad en el caso de los modelos moleculares anteriores, y el campo magnético

en éste.

2.2.2. Modelo cuantico: osciladores y ecuaciones de movi-

miento de Heisenberg

El modelo que se presenta para obtener la rotacién de polarizacion producida
por el efecto Faraday, es equivalente al de la seccién anterior, sin embargo se
utiliza enfoque cuantico en lugar de cldsico para determinar la posicién de las
cargas.’! Se considera el Hamiltoniano de un oscilador con carga g y masa my,
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2.2 Efecto Faraday

en presencia de un campo B = B2, y el campo eléctrico de luz que se propaga
en Z dado por

E(z,t) = = (Boe " 0% 4 By e h==1g) | (2.70)

1
2
este hamiltoniano es
. p—2A(r,z ) 1
H= 2o + émowg\rP. (2.71)
Para determinar el potencial vectorial A, se usa la norma de Coulomb (V-A = 0),
considerando que el potencial escalar es cero, y recordando que A debe satisfacer
10A
B=VxA E=——, (2.72)
c Ot
se encuentra que A se puede separar en dos componentes Ag y Apg, que dependen

del campo eléctrico y magnético, respectivamente y estan dados por

Ap(z,t) = i(Eome“'ﬂz—w“:%+E0ye“’“‘”“@> (2.73)
B, . .
Ap(r) = —E[ya:—:cy]. (2.74)

Por otro lado se utilizan las ecuaciones de movimiento de Heisenberg, para
conocer la evolucién temporal de los operadores de posiciéon y momento
1 . 1 .
)= —|p, H r=—|[r, H|, 2.75
p=—lp A —[r ] (275)
que una vez desarrolladas (ver apéndice A.2) son
¢Bp, ¢E,B  ¢*B
2moc  2mgciw  4mgc?

. s qBp, ¢E.B  ¢#B?
Py = —Mowyy —

x (2.76)

: 2
Pe = —Mowyd +

— 2.77
2moc  2mgociw  4moc? ( )

z E, B
o= P2 A% 97 (2.78)

my Mylw  2mgcC

g o= I 22, (2.79)

con E, = Fye'*k==t) y E, = Eoyei(k"‘_w”. Se derivan los operadores de posicién
(2.78) y (2.79), y se sustituye en ellos (2.76) y (2.77), llegando a

()=-w ()2 (2) (). ew

que es equivalente a (2.61). Lo desarrollado en la seccién anterior es vélido, no
obstante es importante aclarar que para ello se debe obtener el valor de expecta-
cién de los operadores de posicion derivados.
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Capitulo 3
Reflexion y refraccion en un material 2D

entre dos dieléctricos

En este capitulo consideraremos el problema electromagnético de reflexiéon y
refraccién de ondas plana en un medio bidimensional (2D) que separa dos medios
dieléctricos, de acuerdo a la geometria que se muestra en la figura (3.1), y se
derivan expresiones para las amplitudes de Fresnel y los dngulos de rotacion
de Kerr. El material que se encuentra en la interfase esta caracterizado por su
respectivo tensor de conductividad y las expresiones derivadas pueden aplicarse
para cualquier material 2D (grafeno, gases de electrones bidimensionales (2DEG,
por sus siglas en inglés), aislantes topoldgicos, sistemas de Dirac, etc.).

3.1. Amplitudes de Fresnel

Se utilizan ondas planas armoénicas del tipo F(r,t) = F(r)e ™" con F(r) =
Fe™™  que satisfacen la ecuacién de Helmholtz (V + “2=)F(r) = 0, cuyo vector
de onda k se encuentra contenido en el plano xz. Lo anterior permite escribir los
campos de manera mas sencilla.

El campo eléctrico incidente Ei(r, t) = Eieikm=v que viaja en un medio con
constante dieléctrica €1, se escribe como la combinacion lineal de la polarizacion
s (transversal eléctrico TE) y p (transversal magnético TM)

E'=Ep' + E.3, (3.1)
donde el vector de onda y vector unitario de polarizacién p incidentes son

~1

k= ko\/e_lfci = ko/e1(sin 0;& + cos0;2) p' =k x § =cosO;& —sinb;2, (3.2)
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DIELECTRICOS

Figura 3.1: Reflexion y refraccién de ondas planas en un medio bidimensional

entre dos dieléctricos.

con kg = £ y vector unitario de polarizacién s, § = —g. El respectivo campo
magnético incidente estd determinado por B'(r,t) = B'e!kr—wt)
Y i i A i 4
B'= —k'x E'=\/e,(E;p' — E,3). (3.3)

ko

De manera similar los campos eléctrico y magnético reflejado son

E" =Ep" + E3 B" = kiok:’” x E" = \/a(E;p" — E}3), (3.4)
donde
k" = ko\/aly = koy/€e1(sin0,& — cos6,2) p" = k' x 8= —cos 0, — sin b, 2.
(3.5)
Los campos transmitidos se pueden escribir
E'=FEp'+ E.s B'— k' x B — Ve (Ep' — E3), (3.6)

ko

con
k' = kzo\/alz:t = koy/€a(sin 0, + cos 0,2) p' = k' x 3= cos 0,& —sin 6,2, (3.7)

donde el angulo transmitido 6, se obtiene mediante la ley de Snell: /€1 sinf; =

\/6 sin Qt.
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3.1 Amplitudes de Fresnel

Las condiciones de frontera en la interfase (z = 0) para los campos (incidente,
reflejado, transmitido) que acabamos de escribir son

2. [E" —e(E'"+E")] = 4no,(w) (3.8)
Z x [Et (E'+E")] = 0 (3.9)
2. B~ (B'"+B")] = 0 (3.10)
<[B'~ (BB = ) (3.11)

y debido a la ecuacién de continuidad se debe satisfacer k,J;(w) = wog(w). Al
sustituir los campos en las condiciones de frontera se obtiene

| 4
V(B + By) —vak, = —J(w) (3.12)
E'+E = E! (3.13)

k. . K
S(E - E) = ZE (3.14)

| 4
K(Ei - E") — kB! = %Tk:gjsy(w) (3.15)

donde k% y k!, son las componentes 2 de los vectores de onda incidente y trans-
mitido. En este sistema J; = 0;;F;(z = 0) siendo E,(z = 0) = EL(0) + EL(z =
0) = EL(0) y E,(z =0) = E}(0) + E}(z = 0) = E.(0), esto implica

ki ki 7 T % r

k—zEf; + 0uy (W) E, = Oaa(W) (B = Bp) + 0y (W) (B + E)
kz t t ki 7 T % T
Jsylw) = oye(w )k E, + Oyy(w)Eg = ny(w)k_(Ep - Ep) + oy (w) (B + EY),

z

Jso(w) = 0pl(w)

es importante darse cuenta que si o,, = 0,, = 0, el sistema (3.12)-(3.15) se
desacopla. Sise usa (3.13) y (3.14), en (3.12) y (3.15) se llega al sistema matricial

ME" =FE’ .
My Mys\ (E - Fop Eps Efl? (3.16)
Mg, M) \E" Fy, Fi) \E! '

donde los coeficientes son

O-Zl‘ T

M,, = egki+62k§+4w kik! (3.17)
4
My, = ——ou,kt (3.18)
C
47ra
M, = — gt 3.19
D c \/— ( )
A7
M, = k;+k§+—koayy, (3.20)
C
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y
F,, = eki— ekl + 422k (3.21)
w
4
Fpy = —ouk (3.22)
C
41 o
F, = —— &t 3.23
P c /—61 z ( )
| 4
Foo = K —k — —kooy,. (3.24)
C

Es conveniente organizar el problema en forma matricial, para ello escribimos

a) -G @) @)-6 i) (&)
i — f S = 5 325
(Ep) (TPS o) \Ep L, lps Eztv ( )
donde los coeficientes de Fresnel r,,, t,, denotan la magnitud de los campos que

corresponden a polarizacién v incidente y polarizacién reflejada (r) y transmitida
(t) p. Usando (3.16) se encuentra que

(Tss rsp) _ M—l]F (326)

Tps Tpp

y los coeficientes de Fresnel en reflexién son

(e2k — ekl + 4”%’“;@)(@ + kL + 4_7rw(7yy> — ()2 00y0y kLK)

T ekl + ekl + AnZmkik)(K AL+ 2 20,,) — (%) OayOyrhikL)
S%ny\/e_k 2

BT T {ekl ekt + ArZE kR (KL 4 KL+ E20,,) — (F)20,,0,,kkL)
8 JE kL)

T T Gk + ekl Am s kik) (k4 KL+ T 20,) — ()20,,0,.k kL)

o ekl b akl HAmERE) (K — K — T P0y,) + (7)0m0ykikl)

" (€2kL + erkl + dm 2z kikt) (KL + kL + T %0y,) — (°F)200,0y0kikL)

Cuando o;; = 0 estas expresiones de reducen a los muy conocidos coeficientes
de Fresnel del problema de refraccién en una interface entre dos dieléctricos??.

Notese también que cuando o,, = —0o,, se obtiene 75, = 7,5. Un caso en particular
relevante es el de incidencia normal, §; = 0, k' = k; = ko /e1 v kL = k' = ko /e2,
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3.2 Angulo de Kerr

en cual las expresiones anteriores de reducen a

- (Ve — \/_"' 0m)<\/_+\/_+ Toyy) — (%)QO—MJO—WT (3.27)
pp (\/_+\/_+47r‘7m)(\/—+\/—+ Toyy) — (%)2‘7%0% '
S V) (3.28)
: (\/_+\/_+4ﬂ0xx)<\/_+\/_+ TOyy) — (47”)2‘7@‘7%
- /4 (3.29)
P T T atvat Eon)(Jat+vat Eo,) - (2
(\/_+\/_+47T0m)(\/_ \/__ TOyy) — (47”)2(7@01/90 (3.30)
(\/_+\/_+47T0m)(\/_+\/_+ Oyy) — ) ' '

3.2. Angulo de Kerr

A incidencia normal (k7 = k', k, = 0) el d4ngulo de rotacién de la polarizacién
de luz reflejada es

O = %(9_ —0.), (3.31)

donde 6_ y 6, son los angulos de rotacién, respecto al eje x, de los vectores
eléctricos de luz LCP y RCP respectivamente. La expresion (3.31) esta dada por
lo tanto por

1
O = §[arg E" —arg £ | (3.32)
1 T N T T N T
= §[arg(Ex +ily) +arg(EL +iE))] (3.33)
= = —_— 3.34
() (3.31)

ET . I
con xg = E—Z La expresion (3.34) puede reescribirse como

Im 2 I +iaxk

tan 20y = = ) 3.35
MK TRz “T 1= IXK (3:35)
Para polarizacién p
» Tsp 2Re b
K T'pp 1 — |xk[?

y para polarizacion s

23
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Ths 2Re x3
X = ——2, tan 20y = Xk

— - (3.37)
Tss 1 —|x5k[?
Puede notarse que

X X =0y (W) ¥V X5 X 0y(w), de modo que O = 0 si las componentes
Hall se anulan.

» Si|yx| < 1 entonces 0k ~ Re xg-.

» A incidencia normal si /€3 > (/€1 + (AT/C)0pe, Tpp = 1y X & —Tgp
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Capitulo 4

Interaccion espin-orbita

“It appears to be one of the few places in physics where there is a
rule which can be stated very simply, but for which no one has found

a simple and easy explanation ”
Richard Feynman

En el capitulo 2 se mostré cémo un campo magnético origina diferentes indices
de refraccion para cada componente de polarizacién circular. El rompimiento de
simetria de inversién temporal (TRS, por sus siglas en inglés) introduce compo-
nentes no diagonales al tensor dieléctrico, responsables del efecto Faraday. En este
contexto, en el presente capitulo se discute brevemente el efecto del acoplamiento
espin-orbita de Rashba, que opera como un campo magnético efectivo que rompe
la degeneracién de espin, en virtud de falta de simetria de inversién espacial (IS,
por sus siglas en inglés), pero conservando TRS.

Brevemente, se presenta un repaso del papel que desempenan la IS y TRS
sobre la degeneracién de espin (seccion 4.1), subsecuentemente se aborda la in-
teraccion espin-érbita (IEO) (seccion 4.2), especificamente se realiza una discusién
entorno al acoplamiento Rashba (seccién 4.3).

4.1. Degeneracion de espin

La degeneracion de espin es resultado del efecto conjunto de las simetrias
de inversién temporal y espacial.?»? El cardcter antiunitario del operador de
inversién temporal T, en conjunto con el Teorema de Kramers, el cual dice que si
el operador hermitiano H conmuta con un operador antiunitario v/, que cumple

Y2 = —1I, entonces el eigenvalor de H es al menos doblemente degenerado?.
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Implica que para un sistema con espin 1/2 que posee inversiéon temporal existen
un minimo de dos eigenestados con la misma energia, lo que se expresa como

er(k) = e ,(—k). (4.1)

en donde la inversion de simetria temporal genera un cambio en el vector de onda
k — —k e invierte el espin. La simetria de inversion espacial k — —k, causa otra
degeneracion que se expresa de la forma

1(k) = £1(—k). (42)
La combinacién de (4.1) y (4.2) tiene como consecuencia
1) = 2y (), (43)

.7 ’ z ¢ / C
una degeneracién en las energfas para los dos estados de espin. 22:2425:27,28,29

Existen diversos mecanismos para romper la degeneracion de espin, la manera
mas conocida es el efecto Zeeman en donde se rompe TRS. Cuando ésta simetria
se encuentra presente, la IEO ofrece un mecanismo alternativo, a través del rom-
pimiento de simetria de inversion espacial. Por ejemplo, en gases electrénicos 2D
0 pozos cuanticos en heteroestructuras semiconductoras, tal rompimiento puede
lograrse con un pozo de confinamiento espacialmente asimétrico. Este es el origen
de una importante contribucién de acoplamiento espin-orbita en sistemas de baja
dimensionalidad, denominada acoplamiento Rashba.

4.2. Interaccién espin-orbita

La interaccién espin-érbita aparece en el hamiltoniano como resultado de una
aproximacién no relativista de la ecuacién de Dirac, y tiene la forma

HSO = —4—h220' P X VV, (44)
mgc

donde o es el vector de las matrices de Pauli. Esta se puede entender como la

interaccion entre el espin y el campo magnético efectivo que siente el electréon

en su marco de referencia, desde donde el movimiento del nicleo, constituye una

corriente eléctrica que produce un campo magnético. 3!

4.3. Acoplamiento Rashba

En sistemas cuasi-bidimiensionales como heteroestructuras semiconductoras,
i.e. la interfase GaAs/AlGaAs,?' cuando el potencial que los confina no es simétri-
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4.3 Acoplamiento Rashba

co a lo largo de la direccion de crecimiento, propiedad que se conoce como asi-
metria de inversién estructural (STA, por sus siglas en inglés), se origina al aco-
plamiento espin-érbita de Rashba.** Este genera el desdoblamiento de las bandas
de energia, lo cual se puede ver como el resultado conjunto del campo eléctrico
macroscépico y microscépico de los nicleos atomicos. Para comprender de ma-
nera general el efecto del la STA, se puede usar la aproximacion de la funcién
envolvente, que describe los estados electronicos en presencia de campos eléctri-
cos y magnéticos con pequenos cambios en la escala de la constante de red. En
ésta aproximacion la funcién de onda se encuentra dada por el producto entre las
rapidas oscilaciones periddicas de la red, descritas por las funciones de Bloch, y
una funcién envolvente con lenta variacién. Donde la STA genera que la parte de
Bloch sienta los campos atémicos y la funcién envolvente el entorno macroscépico
en que se encuentra. >’

Rasbha y Bychkov propusieron que al considerar el campo eléctrico interfacial
en direccion 2, el acoplamiento espin-orbita se describe a través del hamilitoniano

HR:OéRO"<kX2>, (45)

donde ap es el coeficiente de Rashba que depende del material y del campo
eléctrico local percibido por el electrén.**** En diversos materiales con distintas
densidades electrénicas se han estimado valores de ap = 0.6x107' eVm, ap =
4x107" eVm y ap = 3x107'2 eVm.?** El hamiltoniano total se escribe como

h?k?

H<k) 2m*

+agro - (k x 2), (4.6)

siendo m* la masa efectiva, (4.6) posee una forma tipo Zeeman en k, con campo
espin-Orbita agk x £. Para resolver el problema de eigenvalores se diagonaliza el
hamiltoniano con el operador?°

N —i¢
U:a.d:@(b e_1>, (4.7)

donde ¢, corresponde al dngulo azimutal del campo magnético espin-érbita. El
hamiltoniano diagonalizado es

H'(k) = UHU' (4.8)
A 2[:2 A

= (a'-d)[ m+0'-aR(k:><2)1(0'-d) (4.9)

h?k?
= % + OéRkO'Z (410)

h2k?

m + OéRk’ 0
= (2 . e aRk) , (4.11)
2m
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4. INTERACCION ESPIN-ORBITA

de donde se extraen las eigenenergias

h2 k2
- 2m

8,\(’6) + )\OéRk A= :i:l, (412)

mismas que se pueden escribir alternativamente como

€>\(k’) = h2 (k? + )\kR)Z — ER, (413)

Co2m*

en donde kp = m;L?R y ER = %/ﬁ% En la figura (4.2a) se muestra el espectro de
energfa para un sistema con IEO Rashba y en la figura (4.2b) su proyeccién en
uno de los ejes, que se compara con las energias del electron libre, lo que permite
observar claramente el rompimiento de la degeneracion del espin.

Por otro lado la ecuacién de Shrodinger se puede escribir H' (k) [1)) = ex(k) [¢)),

reduciendo el problema de eigenvalores a

ox [Yn) = £ [3) (4.14)

de donde es claro que |¢ﬁr> = (é) y ‘@D'_ > = ((1]), y por tanto los eigenestados
(Ia) = Ut [4})) son

) = U' ((1)) = % <;¢) (4.15)
) = U (?) = %e"d’ <_;¢> . (4.16)

El valor esperado del operador de espin en el estado |¢,) proporciona la orien-
tacion del espin (figura 4.1), es decir su direccién en el estado [, ), apunta en la
direccion del campo espin-érbita

WS = olodu, (4.17)
= —)\gé(k:), (4.18)

con @ = cos 0& + sin 0.

Si al hamiltoniano de Rashba (4.6) se le anade un término que rompa simetria
de inversién temporal, como por ejemplo un campo magnético B, las bandas de
energia presentaran adicionalmente una brecha energética. En tal caso tenemos

H

H2k? )
-5 +o (kxz)+guBB : (4.19)
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Figura 4.1: Esquema de contornos de Fermi y la distribucién de los estados de

espin.??

donde g es el factor giromagnético y ug el magnetén de Bohr. Las correspondien-
tes dispersiones son ahora

h2k?
" omr

ex(k) + MaZk? + £2B%)V? (4.20)
usando §{ = Zup. De (4.20) resulta evidente que en ausencia de B se recupera la
dispersién energética para IEO Rashba, mientras que en el caso opuesto donde
unicamente hay B, la dispersion de energia se desplaza hacia arriba y abajo
(dependiendo del espin) respecto a la del electrén libre, lo cual es tipico del efecto
Zeeman (figura 4.2¢).

En el caso donde se presentan simultaneamente la IEO Rashba y B (rompien-
do tanto IS como TRS), las dispersiones energéticas poseen elementos de los dos
casos anteriores, donde la IEO Rashba genera el desplazamiento de las parabolas
con respecto a los vectores de onda, y B abre un brecha (o< B), lo cual se ob-
serva en la figura (4.2d). El hamiltoniano con la forma (4.19) ha sido estudiado
en diversos contextos. En el capitulo 6 se retoma dicho hamiltoniano en lo que
respecta a efectos magneto-opticos.
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4. INTERACCION ESPIN-ORBITA

ky

Figura 4.2: (a) Bandas de energia de un 2DEG + IEO Rashba, A = 0. Seccién
€+(0,ky) cuando (b) ar #0, A =0, (¢c) ag =0, A# 0y (d) ar #0, A # 0. La

linea punteada corresponde al caso ag =0, A =0
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Capitulo 5

Anélogo electromagnético

“Physics is mathematical not because we know so much about the
physical world, but because we know so little: it is only its

mathematical properties that we can discover. ”
B. Russell, Outline of Philosophy

En este capitulo se muestra un andlogo electromagnético del gas electréni-
co con acoplamiento Rashba considerado en el capitulo anterior. Esta analogia,
presentada por V. Yannopapas (2011)37, constituye un ejemplo mds de las po-
sibilidades que ofrecen los cristales foténicos, motivado por el comportamiento
electronico en sistemas semiconductores de baja dimensionalidad. La analogia se
establece al considerar la propagacién en un medio quiral (dispersién espacial) que
posee componentes de Faraday en su tensor dieléctrico (rompimiento de TRS).

Se considera un medio con un tensor dieléctrico que tiene términos lineales en
k, como en la ecuacién (2.2), y términos de Faraday, como en la ecuacion (2.65),
y se calcula la relaciéon de dispersién de modos normales.

5.1. Medio quiral con términos de Faraday

Consideremos un medio isotréopico quiral que no posee TRS, con una ecuaciéon
constitutiva dada por

Di(w, k) = e€j(w)E; +iv(E x k);, (5.1)
e(w) in 0
cilw) = | —in ew) 0 . (5.2)
0 0 €(w)
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5. ANALOGO ELECTROMAGNETICO

La ecuacién constitutiva (5.1) define

€j(w) = e(w)dij + iveiukr +ine. 4,5,k =x,y,2 (5.3)

¢(w) i(n+k.) —ivk,
= | —iln+k)  e(w) ivke | - (5.4)
ik, —ivk, €(w)

Si n = 0, la situacién fisica corresponde a la propagacién en un medio quiral
como el discutido en la secciéon 2.1; si v = 0, tenemos el caso de propagacion
en un medio en el que habra rotacion de Faraday, como vimos en la seccion 2.2.
Como ya se comentd, este medio combina la presencia de dispersion espacial y el
efecto debido al rompimiento de simetria TRS.

5.2. Relacién de dispersion de ondas transver-

sales

En ausencia de fuentes externas y para un medio no magnético, las ecuaciones
de Maxwell conducen a la ecuacion de onda

2

W
VXVXE:C—QD. (5.5)

Considerando solucién del tipo ondas planas transversales (k-E = 0) en el espacio
de Fourier kw ésta ecuacion se reescribe como

ke’ ,
Di = | — EZ 1=x,Y,%. (56)
w

La comparacion con (5.4) implica el sistema de ecuaciones homogéneo

ke

2
[6(&))5@' + we”kkk + i??Gijz — (E) Ej = 0. (57)

La relacion de dispersion buscada queda entonces determinada por la condicion
de determinante nulo:

fw) —Es in+ak)  —ink
—i(n+k,) elw)— ’i‘f ivky =0, (5.8)
ik, —ivk,  €(w)— kf}—‘;
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5.2 Relacion de dispersion de ondas transversales

De (5.8) se encuentran dos relaciones de dispersiéon que satisfacen la ecuacién de
onda para el medio, una de ellas es la de un medio isotrépico homogéneo:
k2c?

e(w) = <, (5.9)

w?

y la otra describe un medio isotrépico quiral que rompe TRS

[e(w) — —1 — V(K24 k) — (n+k.)? =0. (5.10)

Si se considera un sistema bidimensional con k, = 0, la relacién de dispersion se
reduce a 252
e(w) = — + /72K + n?, (5.11)
Esta expresion sugiere una analogia formal entre la relacién constitutiva (5.1) y
el Hamiltoniano de Rashba con brecha energética (4.19). La parte diagonal €(w)
describe la propagacion en el espacio libre y corresponderfa al termino h%k?/2m.
El término de dispersion espacial v corresponderia al acoplamiento espin-érbita,
y el parametro n determinaria la brecha energética. Existe una analogia éptica
> electronica de este tipo, demostrada experimentalmente entre la propagaciéon
de luz en un medio con indice de refraccién graduado, y un medio con efecto Hall
anémalo via IEQO.?®
Con el propésito de ejemplificar, tomaremos la funcién dieléctrica de Drude

w2 . ’ . .7
€(w) =1 — -2, donde w, es una frecuencia caracteristica. La relacion w(k) (5.11)

es entonces
k2c? + w?
w= L, (5.12)
1+ /2K + 12

En la figura (5.1) se muestran las curvas w(k) cuando (a) v =0, # 0 (b) v # 0,
n=20y(c)y #0,n # 0. Puede apreciarse la similitud de las curvas con el
caso cuantico mostrado en la figura (4.2). La contribucién descrita por n rompe
TRS y se abre una brecha. Por su parte el coeficiente de girotropia v causa un
desdoblamiento en frecuencia a través de un corrimiento en el vector de onda, de
manera analoga al corrimiento causado por el “campo magnético” de Rashba.
Una vez se ha estudiado la dispersion energética del medio, uno se puede pre-
guntar acerca del problema de reflexion y refraccién de ondas para éste sistema
en bulto, en consonancia con lo desarrollado en el capitulo 3. Se encuentra que
para el problema de una interfase, el sistema con ecuacién constitutiva (5.1) para
ondas transversales, no tiene solucién. Uno se enfrenta a un sistema de 4 ecua-
ciones y 6 incégnitas. Para que el sistema sea soluble deben considerarse modos
longitudinales y transversales, y/o un medio anisotrépico, como lo hace Stefan
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5. ANALOGO ELECTROMAGNETICO

(a) 105 (b) 105
104 104
103 103
102 102
5 101 5 101
100 100
099} 099
098 098
097 097
-08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08
k k

(c) =

104
103 |
102 |

-08 -06 -04 -02 0.0 02 04 06 08

Figura 5.1: Relacién de dispersion de modos electromagnéticos de un medio
isotrépico quiral con brecha de energia. (a) v = 0,7 # 0 (b) v #0,n =0y
(¢) v # 0, n # 0. La linea punteada corresponde a la propagacién libre (y = 0,
n = 0). Se considera yw,/c = 0.2 y n = 0.004
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5.2 Relacion de dispersion de ondas transversales

Visnovsky en el capitulo 1 de Optics in Magnetic Multilayers and Nanostruc-
tures.®” Lo anterior permite establecer relaciones entre los campos trasmitidos,
reduciendo el nimero de incognitas y por ende el problema tiene solucién.
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Capitulo 6

Efecto Kerr en un aislante topoldgico

Los fenémenos magneto-6pticos basicos se clasifican segtin la orientaciéon entre
el vector de onda de propagacion de la luz y el vector de campo magnético, se
ha visto cémo el efecto Faraday sucede en una geometria en la que estos son
paralelos. Esta clase de fendmenos se pueden generar bajo la accion de cualquier
agente que cause un rompimiento de la simetria de inversién temporal y no solo
a través de la aplicacion de un campo magnético; por ejemplo, la interaccion con
un sustrato magnético puede ser suficiente. Un ejemplo notable es el reportado
por Tse et al.,* en el que combinan dos aislantes topoldgicos bidimensionales con
brecha energética y energia de Fermi dentro de ésta, para formar una pelicula
delgada. Como resultado de las multiples reflexiones internas de las ondas, la
rotacién Kerr resultante alcanza una magnitud dos érdenes mayor respecto al
caso de una sola interface.

En este capitulo empleamos las férmulas de Fresnel derivadas en el capitulo
3, para calcular el dngulo de Kerr para una sola interface formada por un aislante
topoldgico 2D como el considerado por Tse et al.* No es nuestro propésito dis-
cutir la naturaleza topoldgica de los estados del sistema bidimensional (2D), sino
mostrar los elementos que entran en juego en el tensor de conductividad optica y
cémo ésta informacién microscopica, las transiciones inter e intrabanda, permite
explicar el espectro del dngulo de Kerr.

6.1. Aislante topolégico

Consideremos un sistema 2D que constituye la interface entre dos dieléctricos,
como en la figura (3.1), cuyo hamiltoniano es

H(k) = hvk - o+ Ao, (6.1)
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&F

Figura 6.1: Bandas de energia para un sistema 2D de dos niveles, e (k), e_(k) =

—e4(k), y transiciones épticas permitidas cuando (a) [ep| < Ay (b) ep > A

donde k = (k,, k), v es la velocidad de Fermi y o es el vector de matrices de Pauli
correspondientes al espin electronico. El primer término a la derecha corresponde
a bandas de energia con una dispersién lineal en el momento k (conos de Dirac
que se tocan en el punto k£ = 0). El término Ao, (tomaremos A > 0) introduce
una brecha energética y representa cualquier mecanismo que rompa la simetria de
inversion temporal, no necesariamente un campo magnético, pues otros medios
son posibles, como la interaccion de intercambio con un sustrato magnético.

El hamiltoniano (6.1) es un modelo genérico minimo que captura el comporta-
miento de baja energia de estados de superficie, que presenta una conductividad
Hall 0,,(0) cuantizada en ausencia de campo magnético externo, debida a la es-
tructura topoldgica de las bandas (nimero de Chern no nulo). Las eigenenergias
del sistema

ex(k) = £/(ho)2k2 + A2, (6.2)

consisten en dos bandas con curvatura opuesta, separadas por una brecha abso-
luta, de ancho 2A en el punto k& = 0, como se muestra en la figura (6.1).

El escenario de las transiciones interbanda es distinto segun la posicion del
nivel de Fermi e, lo que debe manifestarse en la respuesta 6ptica del medio. Efec-
tivamente, el espectro de absorcion, la densidad conjunta de estados, la reflexion,
transmision, y la rotacién Kerr, se veran afectadas por el espacio de momento y
energia disponible para transiciones interbanda.
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6.2 Transiciones interbanda: conductividad éptica

6.2. Transiciones interbanda: conductividad 6pti-
ca

De acuerdo a las formulas (3.36) y (3.37), es necesario calcular las amplitudes
de Fresnel r,, para determinar el espectro de rotaciéon Kerr, esto requiere a su
vez conocer el tensor 0;;(w). No presentaremos aqui el calculo de dicho tensor,
solo mostraremos el resultado final para cada componente, tal y como resulta de
la evaluacién de la férmula de Kubo en el formalismo de la Teoria de Respuesta
Lineal.** Es conveniente analizar primero la densidad conjunta de estados de
este par de bandas, que se define como

e = [ %amm—a_(k)—m (6.3)
_ % //dkk5(2 ()22 + A7 — ). (6.4)

Esta funcién permite obtener el nimero de transiciones verticales posibles sepa-
radas por una energia fuw entre e_(k) y 4 (k). La prima en la integral restringe la
region de integracion para los puntos en el espacio k tales quee_(k) < ep < e, (k),
lo que define la zona del espacio k disponible para transiciones verticales.
Usando la propiedad de la delta de Dirac
o —zy

Sole) =30 AL gla =0, (©5)

encontramos que la densidad conjunta de estados es

1 hw

donde k' (w) = %\/ (%)2 — A?. Donde k; y ko delimitan los puntos en el espacio

k en los que se efectian las transiciones. Cuando |ep| < A, ky = 0, ky = o0
(figura 7.2a), y se impone la restriccion fiw > 2ep; para |ep| > A, ky = kf,
ke = oo (figura 7.2b) y se restringe a hiw > 2A. De modo que (6.6) se puede
escribir de la forma

Ji(w)

]{?1 S k:’(w) S k‘g, (66)

hw

- W@[m — 2max{|ex|, A}, (6.7)

siendo O(z) la funcién escalén de Heaviside, donde el factor ©[hw—2max{|ep|, A}]
expresa lo ilustrado en la figura (6.1), el umbral de transiciones interbanda en
funcion de la energia de Fermi.

39



6. EFECTO KERR EN UN AISLANTE TOPOLOGICO

J+—(w)/Jo

1 L 1

1 lerl F er

Figura 6.2: Densidad conjunta de estados del modelo (6.1), cuando (a) |ep| < A,
() lep| > Ay (d) Jy—(w,er). Jo = A/87(hw)2.

La conductividad éptica, contiene ésta informaciéon, de acuerdo a la Teoria
de Respuesta Lineal dentro del contexto de teoria de perturbaciones, involu-
cra una suma sobre estados ocupados (disponibles para realizar transiciones)
D kaes [f(ex) = f(e-n)]", los tipicos denominadores resonantes j—t—— v el
producto de cada elemento de matriz que da informacion de la “intensidad de
oscilador” de cada transicién

M;y(k) = (Alevi|=A) (=Alev; [A) | (6.8)

donde ev; es el operador de corriente. Estos factores surgen de un promedio cuanti-
co y termoestadistico, que en conjunto determinan la forma de la conductividad,
esquematicamente

oij(w) ~ € Z (6.9)

Pyt hw + Ex—E— )\
con M (k) ~ (- )([w]?k* + A%)8;5 + (- - )[w]* A €45, donde el término o Aeg,
refleja como el rompimiento de TRS es responsable de la aparicién de compo-
nentes transversales (Hall) o,,, 0., = —0,, en el tensor o;;. Esto causa que las
amplitudes de Fresnel rg,, 7,5 7# 0, e implica una valor no nulo del angulo de Kerr

Ok.

L f(ex(k)) es la distribucién de Fermi-Dirac
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6.3 Angulo de Kerr como funcién de la frecuencia

El resultado exacto para el sistema 2D descrito por el hamiltoniano (6.1), es*!

Re{oz:(w)} = 0'071'1—16 {1 + (%)2} Olhw — 2max{|ep|, A}] (6.10)
g2 — A? A? 1
o) = () elerl =2+ i (G )
oo {1 ¥ (%)Q]f(w)] (6.11)

para la componente longitudinal (o, = 0,,), donde oy = €*/mh; por simplicidad
se ha omitido la contribucién longitudinal intrabanda. Es posible demostrar que
0.2(0) = 0, lo que revela un comportamiento de aislante. En lo que respecta a las
componentes Hall, o, = —0y, o A

Refow(@)} = ovpr /(o) (6.12)
Im{o,y(w)} = —aoﬂ%@(hw—Qméx{\eﬂ,A}), (6.13)

donde
fw + 2 max{|er|, A}

hw — 2méx{|ep|, A}|

flw)=—1In (6.14)

6.3. Angulo de Kerr como funcién de la frecuen-
cia

Una vez que se ha determinado el tensor 0;;(w), se poseen los elementos ne-
cesarios para obtener la rotacion de Kerr del vector de polarizacién de la luz
reflejada en el sistema 2D (6.1). En la figura (6.3) se muestra el angulo 05 (w)
para varios valores de €5, normalizada a ¢,. Siguiendo a Tse et al.*, tomaremos
incidencia desde el vacio (€;) sobre un medio con €5 = 29, A = 20 meV, v = 5x10°
m/s, e. = 175 meV, pardmetros correspondientes el aislante topoldgico BisSes.
La energia de Fermi toma los valores: ep = 16 meV < A (azul), ep = 18 meV
< A (cuadrados morados), ep = 23 meV > A (rojo), ep = 41 meV > A (negro).
Cuando e < A (figura 6.1a, linea azul y cuadrados morados figura 6.3), hay un
pico en hw = 2A, el umbral de las transiciones interbanda como vimos en la J, _
(6.7, figura 6.2a), cuyo origen puede rastrearse en el logaritmo natural (6.14);
la posicién de éste pico no depende de ep. Si |ep| > A, en correspondencia con
la J;_(w) (6.7, figura 6.2b), se observa un corrimiento en la posicién del pico,
ubicandose en el umbral fiw = 2er en cada caso (ep = 23 meV y ep = 41 meV).
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
hw/e.
Figura 6.3: Rotacién de Kerr 0x(w) por reflexién en un aislante topoldgico 2D,

para varios valores del nivel de Fermi. Se toma €; = 1y €5 = 29, y parametros del

material BisSes.*

Este calculo reproduce la figura 1 del trabajo de Tse et al.* en el caso de una
sola interface. Cabe recordar aqui, que ademéas del notable incremento reportado
de hasta dos 6rdenes de magnitud en 6 en la configuracion de pelicula delgada,
estos autores encontraron que a bajas frecuencias la rotacion de Kerr es “gigante”,
~ —7/2.

La figura (6.4) muestra la funcién 0x(w;ep, A). En (a) el valor de A esta
fijo y se presenta su dependencia en . Se observa que para ¢ < A la principal
contribucion tiene lugar en hw = 2A, mientras que para ex > A el pico se corte
a energias més altas. En (b) se mantiene fija la energia de Fermi y se presenta
el espectro de rotacién como funcién de A. De manera similar al caso anterior
cuando er < A hay un corrimiento a mayores energias. Ademas se observa que
Ok o< A, lo cual es esperado dado que o,y o< A.

El aspecto punteado de la figura (6.4) es de naturaleza numérica y podria
evitarse introduciendo fenomenolégicamente una vida media (pequena) en los es-
tados, pero el comportamiento cualitativo resultante seria similar. se debe a que
no se consideraron procesos de disipacién del momento del electrén, i.e impure-
zas,”?Y sin embargo el comportamiento de O (w;er, A) no se ve afectado.

En el siguiente capitulo se agrega un término de energfa cinética ~ k? para
estudiar la rotacion de Kerr en el modelo de Rashba ferromagnético.
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6.3 Angulo de Kerr como funcién de la frecuencia

15
A(meV)

Figura 6.4: Rotacién de Kerr Ok (w;ep, A), (a) A =20 meV y (b) ep = 22 meV.
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Capitulo 7
Efecto Kerr en el Modelo de Rashba

Ferromagnético

El hamiltoniano de Rashba (4.6) corresponde a estados tales que en el limi-
te dc la conductividad Hall interbanda se anula. Sin embargo, esto no es asi
en un material ferromagnético en presencia de IEQO. Efectivamente, el llamado
Efecto Hall Anémalo (AHE, por sus siglas en inglés), esto es, la generacién de
una corriente transversal en un ferromagnético en respuesta a un campo eléctri-
co, representa la version ‘no cuantizada” del efecto Hall cudntico. Tras muchos
anos de investigacién se ha encontrado que este efecto se debe a una contribu-
cién intrinseca (que puede ser significativa en muestras limpias) y una extrinseca
debida a diferentes mecanismos de interaccién con impurezas.*? Debido a que
el mecanismo intrinseco es relativamente facil de evaluar por ser independiente
del efecto de impurezas, su contribucién ha sido estudiada mediante calculos de
primeros principios o en base a modelos de hamiltonianos efectivos. Uno de estos
modelos ha sido el denominado “ferromagnetic 2D Rashba model” (modelo de
Rashba 2D ferromagnético), cuyo Hamiltoniano tiene la forma (4.19)

h2k?
Hk)=—+akxz) -0+ Ao, , (7.1)
2m
donde 2A corresponde a la energia de la brecha que resulta de la interaccién de
intercambio con impurezas magnéticas®®. Se ha reconocido que (7.1) representa
un modelo minimo que captura los elementos basicos necesarios para describir la
contribucién intrinseca al AHE (i.e. una curvatura de Berry no nula en la vecindad
de la brecha).*? Por otra parte, este modelo también resulta 1til para describir el
comportamiento de un gas electronico 2D con acoplamiento Rashba en presencia
de cualquier mecanismo que rompa la simetria de inversién temporal. %%
En este capitulo, tras presentar el tensor de conductividad del modelo (7.1),
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7. EFECTO KERR EN EL MODELO DE RASHBA FERROMAGNETICO

INVANZAN

Figura 7.1: Bandas de energia para e1 (k) (a) eg < A, (b) er ~ Ay (¢) er > A.

tal y como se obtiene de la férmula de Kubo (cuyo célculo no se incluye en este
trabajo), se calcula el espectro de rotacién Kerr en base al formalismo electro-
magnético mostrado en el capitulo 2.

7.1. Modelo de Rashba ferromagnético

El espectro de energia del hamiltoniano (7.1) presenta una brecha de magnitud
2A en el punto k£ = 0 y no una brecha absoluta, como sucede en el caso del ejemplo
estudiado en el capitulo anterior. Esto se debe a la presencia del término de energia
cinética eo(ky, k,) = h*k?*/2m. Las bandas de energfa estdn dadas ahora por

ex(k) =eo(k) £ d(k),  d(k) = \/aZk? + A2, (7.2)

donde k = |k| = (k2 + k2)"/2. Puede verse sin embargo que la diferencia de
energia €, (k) —e_(k) = 2d(k) tiene la misma forma que en aquél caso. Ahora
el espectro consiste en dos bandas de la forma que se muestra en la figura (7.1).
Cuando e < A (figura 7.1a) la banda ¢_(k) presenta un minimo absoluto —A
en k = 0, donde ep = ma%/h? es una energfa caracteristica de la interaccion
Rashba. Por otra parte, cuando e > A (figura 7.1b) la rama ¢_(k) desarrolla
ahora un mdximo local —A en k = 0 y dos minimos &,,;, = —(¢% + A?)/2eg en
el circulo gy(k) = (¢% — A?)/2¢eg.

Hemos comentado que este modelo puede describir el comportamiento de un
gas electrénico bidimensional en presencia de acoplamiento espin-orbita y sujeto
a una interaccion de intercambio, y no solo de un material ferromagnético. De
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7.2 Densidad conjunta de estados

(a) (b) ()

~
N

\\] /F ‘/Ap € \ A l . \ \ﬁ/ ky
k)’

NUZ\% ky UpL P

_A A —A kp,

k2

Figura 7.2: Transiciones 6pticas permitidas para (a) ep > A, (b) |ep| < Ay (¢)

Em < ep < —A, cuando ep > A.

hecho, Culcer et al.,** en 2003, usaron el modelo para calcular la conductividad
Hall dc 0,,(0) en el contexto de materiales paramagnéticos con estructuras tipo
wurtzita y tipo zincblenda, encontrando valores “aproximadamente cuantizados”.
Una ligera variante del hamiltoniano (7.1) ha sido estudiado en el contexto del
fenémeno de polarizacién de espin inducido por una corriente eléctrica’® o por un
gradiente de temperatura®, en donde el término de interaccién de intercambio
es de la forma Jo - M, siendo M la magnetizacién de un substrato magnético
en que se encuentra depositado un gas 2D electrénico.

En este capitulo nos referiremos al efecto Kerr “en el modelo ferromagnético
de Rashba” pero se podria decir igualmente “de un gas 2D con acoplamiento
Rashba e interaccién de intercambio”.

7.2. Densidad conjunta de estados

7.2.1. Contornos de Fermi

Esta forma de las bandas abre varias posibilidades en el escenario de las tran-
siciones épticas permitidas. Para ilustrar este punto, consideremos la situacion
cuando eg > A (figura 7.2). Los contornos de Fermi, definidos por las ecuaciones
Ei(k}j?) = ¢, dependen de la posicion del nivel ep respecto a la brecha 2A. Sera
conveniente en lo que sigue definir las energias

hwy =2 (\/5% + A? +sgn(ep)2eg|er| F 5R> ) (7.3)

1. Cuando er > A (figura 7.2a), el nivel de Fermi intersecta a las dos superfi-
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7. EFECTO KERR EN EL MODELO DE RASHBA FERROMAGNETICO

cies e4 (k) generando dos circulos! de radio

1 1/2 1/2
Kf=— (\Jeh+ A2 4 2epep Fep+A)  ((feh+ A2 4 2epep Fep— A
R
(7.4)

En este caso, en términos de k‘?ﬁ,

2

ex(k) =ep + ;—m(k —kE)(k+kF) . (7.5)

Estas lineas de Fermi pertenecen a diferentes bandas y por ello la orientacién
de espin en cada una ellas es opuesta. La diferencia de energia e (k) —
e_(k) = 2d(k) en cada circulo de Fermi es 2d(k%) = hw-.

2. Si el nivel de Fermi cae dentro de la brecha, |ep| < A, existe entonces un
sélo contorno de Fermi?, de radio

1 1/2 1/2
k;:&—R(\/€%—|—A2+2€R8F+€R+A> <\/€%{+A2+25R5F+€R_A>
(7.6)
generado por la interseccién con e_(k). La diferencia con la linea de Fermi

kr en (7.4) es que ahora ep puede tomar valores negativos. La banda de
helicidad negativa puede escribirse alternativamente como

2

e_(k)—er=

o

2
k— k) <k+kF - W;SR> ; (7.7)

notese que si k < kg entonces ¢_(k) < ep (figura 6.2b). En este caso,
2d(k7) = - .

3. Cuando e > A, una tercera situacion es posible: si €,,;, < ep < —A, habra

. hwy /2)° —A® A
'Con ecuaciones eg(ki, ki) = % =er F 5.
2 A2
?El circulo con ecuacion eo(k; , k, ) = % = th, +ep.
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7.2 Densidad conjunta de estados

dos curvas de Fermi circulares de radios ky, v kp, (> kp,)

1/2

1 1/2
kg = (63 — \/5% + A2 — 2epler| + A) (SR — \/e% + A% — 2eplep| — A)
R

1/2

1 1/2
k?;ﬂg:a— (\/E%+A2—25R|€F| +5R+A) (\/€%+A2—2€R|6F| +€R—A)
R

la diferencia con los contornos (7.4) es que ahora su helicidad es la misma
pues pertenecen a la misma banda ¢_(k). La separacién de energia es en
cada caso

2d(kp,) =2 (eR — \/5%% + A? — 2€R\€F\) = —hwy (7.10)

Qd(k};z) =2 (\/621% + A2 — 283’€F| +€R> = hw_ . (7.11)

No olvidar que —hw,; > 0 en éste caso.

7.2.2. Densidad conjunta de estados

Con esta informacion, mediante un calculo directo, similar al mostrado en el
capitulo anterior, la densidad conjunta de estados, definida por la expresién (6.3)
da como resultado

o) = oy O(1 = ) (7.12)
=Dy ™ 61— o) (7.13)
ER

donde Dy = m/(7h?) es la densidad de estados del sistema degenerado en espin
(g = A =0), Dy(e) = Dy©O(e). La condicién |n| < 1 significa que:

1. Siep > A: 2(\/&‘% + A2+ 2egep—eg) < hw < 2(\/52R + A2 + 2epep+teg),
o bien, en notacion mas corta hw,; < hw < hw_.
Ancho del espectro = 2ep

LCon ecuaciones

_ (wy/2)? —A®  Twy

eolky1:ky ) = 2er 5~ lexl (7.8)
- - hw_/2)? — A?  hw_
collayy = P ZR B ey (79)
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7. EFECTO KERR EN EL MODELO DE RASHBA FERROMAGNETICO

Joe(@)/Jy (a)
EFp > A
hw/sR
oy e
(b)

‘€F| <A
> hw/ER

(c)

Emin < Ep < —A

2N hw_

A » hw/en

Figura 7.3: Densidad conjunta de estados del modelo (7.1) para (a) ep > A, (b)
ler| < A, (¢) emin <ep < —Acuando eg > Ay (d) Jy—(w,ep). Jo = Dy/8.

2. Si ep| < Ar 2A < hw < 2(y/e4 + A%+ 2sgn(er)er|er| + er), esto es
2A < hw < hw_.
Ancho del espectro = 24/¢% + A2 + 2sgn(er)er|er|+2er—2A = hw_—2A.

3. Siemin < er < —A: 2(eg—\/e% + A2 — 2eplep|) < hw < 2(\/e% + A2 — 2eplep|+
eg), es decir —fw, < hw < hw_.
Ancho del espectro = 21/e2 + A% — 2eplep| = h(w- +wy) -

La figura (7.3) presenta la densidad conjunta de estados J,_(w) para varios
valores de la energia de Fermi. De acuerdo a lo anticipado por la figura (7.2),
la densidad de pares de estados conectados por transiciones verticales depende
sensiblemente de la existencia de una brecha de energia y de la posicién del nivel
de Fermi respecto a ésta. Esto se manifiesta como un corrimiento relativo de los
espectros y en un cambio del ancho espectral en cada caso.
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7.3 Conductividad optica

7.3. Conductividad 6ptica

De manera similar al aislante topoldgico se requiere conocer el tensor o;;(w)
para obtener el espectro de rotacién de Kerr. La formula de Kubo da como re-
a1, _ _
sultado™ : 04y = Oy Ozy = —0Oys

1. Cuando ep > A (figura 7.2a):

1 2A\°
Ream(w)zaowﬁ 1—1—(%) O(1 —|n|) (7.14)
o, (w) =0 {M
Tx —vo 2w
1 2A\ (w+w-)(w—wy)
— |1 — 1 1
g [+ () [l e
oo (2A w+w_)(w—wy)
— )1 1
Reon)=F () oo (718)
oo (2A
tina., ) =227 (32 ) @1~ ln). (7.17
donde la condicién |n| < 1 significa Aiw; < hw < hw_.
2. Para |ep| < A (figura 7.2b):
Rean, (@) =oor= |14 (22 | o1 = ) (7.18)
€ 04a(W) = 00T 7 — n :
2 A 2+ A2 42
0 (1) = o 250 FER T +\/eh+ A% + EREE
4hw
1 AN | |(w 4 w_)(w — 2A)
— |1 — |l 1
16 +<hw) ! (w—w)(w—i—QA)‘} (7.19)
oo (2A (W~ w_)(w—2A)
Re o,y (w) 3 (hw) n @ —w )@ 2D) (7.20)
oo [ 2A
tn, ) =737 (32 ) €1~ la). (7.21)

donde || <1 = 2A < hw < hw_.
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7. EFECTO KERR EN EL MODELO DE RASHBA FERROMAGNETICO

0.2 fuwy

er > A

o

2A

|6F| < A

hw
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Emint< €p < —A
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Figura 7.4: Rotacién de Kerr para gas electronico bidimensional con acoplamiento

Rashba para (a) ep > A, (b) lep| < Ay (¢) em < ep < —A cuando eg > A.

3. Finalmente para €,,;, < er < —A (figura 7.2¢):

Re 0o (1) = 007r1—16 1+ (%)2 o1 — [n)) (7.22)
0 () — oy VT A;_w— 2erler]

+% 1+ (%)2 In EZtZ:;EZJ—FZi; } (7.23)
Re oy (w) = ¢ (% In EZ - Z:;EZ - Zj (7.24)
m o, (w :-% ( ) 1-1|n) , (7.25)

donde |n| <1 = —lw,; < hw < Aiw_. Recordamos que e < 0 en este caso.

7.4. Espectros de rotacion de Kerr

En la figura (7.4) se muestra el espectro de rotacién de Kerr segin la posicién
del nivel de Fermi. Por simplicidad tomamos €; = ¢, = 1, y eg ~ 5 meV (interface
LaAlO3/SrTiO3%%), A = 1.38 meV y er = 2 meV (figura 7.4a), 1 meV (figura
7.4b), -2 meV (figura 7.4c).
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7.4 Espectros de rotacion de Kerr

De manera anéloga al espectro del aislante topoldgico discutido en el capitulo
anterior, podemos ver en cada caso que existen picos en O (w) en las energias
correspondientes a los umbrales de transiciones interbanda permitidas, sélo que
ahora hay dos en virtud de la naturaleza de la estructura de bandas (figura 6.1
vs figura 7.2) y su magnitud es un orden mas pequena. La separacion entre picos
depende de la energia de Fermi siguiendo el comportamiento mostrado por la
densidad conjunta de estados. El cambio de signo en los picos estd relacionado
con los factores logaritmicos de la conductividad éptica y por el hecho de que
|wi| < w_: por ejemplo, para ep > A, estos factores serian ~ (1/w)In(w —wy) y
—(1/w) In(w — w_).

La figura (7.5) presenta la funcién 0k (w; eg) en forma de mapa de colores, para
A fijo y tres valores representativos de ep. En la figura (7.5a), se aprecia que el
espectro tiene una mayor magnitud en w = w,, que depende de la energia de
Rashba (7.3). El pico invertido en w = w_ es més debil y se marca con la funcién
w_(eg). En cambio cuando |ep| < A (figura 7.5b), el maximo de O (w,eg) estd
en la energia minima de las transiciones intrabanda, que coincide con la magnitud
2A de la brecha, y por ello se observa como una linea horizontal , independiente
de ep. Si la energia de Fermi cae por debajo de la brecha (figura 7.5¢), la situacién
es cualitativamente similar, aunque ahora los picos siguen la dependencia de las
frecuencias umbrales —w, (eg) v w_(eR).

Resulta instructivo analizar los espectros 0 (w;ep) y Ok (w; A). La figura (7.6)
muestra estas funciones para valores fijos de (a) Ay g, v (b) ep y eg. En la figura
(7.6a) puede verse que la rotacién de Kerr como funcién de ep es significativa
en las energias umbrales —w, (ep), w_(ep), 2A, como ya se ha comentado. La
sefial maxima estd en el intervalo |er| < A. Este comportamiento recuerda lo
que sucede en la conductividad Hall dc en el modelo de Rashba ferromagnético
(7.1) del efecto Hall anémalo intrinseco,, donde —o,,(0) alcanza su valor maximo
~ ¢?/2h cuando el nivel de Fermi cae dentro de la brecha. Esto es resultado del
rompimiento de la simetria de inversion temporal introducido por el término oc A,
paro también juega un papel la contribucién espin-orbita, que conecta los grados
de libertad espin y orbital.! Efectivamente el elemento de matriz no diagonal
M, < a}A, ingrediente necesario en le cdlculo de la conductividad éptica (6.9),
se anula si ag o A es cero. Puede afirmarse, por lo tanto, que el espectro de
rotacion de Kerr representa una alternativa optica para poner de manifiesto el
papel de las propiedades intrinsecas,? de naturaleza geométrica o topoldgica, de
la estructura de bandas.

El espectro de la figura (7.6b), se muestra de otra manera lo mismo, en la
vecindad de e = A. Como funcién de A, vemos una linea de magnitud maxima

INétese que si eg = 0, entonces w_ = w, = A y en tal caso Ogy Se anula.
2En languaje de Berry: una curvatra de Berry no nula y méaxima en la vecindad de la brecha
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Figura 7.5: Espectro de rotacién de Kerr 6(w,er) para A = 1.38 meV y er (a) 2
meV, (b) 1 meV y (c) -2 meV.
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Figura 7.6: Rotacién de Kerr de 2DEG con IEO Rashba y campo de intercambio,

en vacio con (a) A=1.38 meV y (b) ep=1 meV constantes
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7.4 Espectros de rotacion de Kerr

a lo largo de la linea recta de pendiente 2 cuando el nivel de Fermi cae en la
brecha, y una senial concentrada en w, (A) cuando cae por arriba, Cuando A — 0,
Tps X Ogy(w) — 0y entonces Ok (w, A — 0) — 0, lo que se aprecia como una franja
obscura en la figura.

En conjunto, estos resultados y su comprensién con los correspondientes en
un material 2D estudiado en el capitulo anterior, ilustran cémo los detalles de la
estructura de bandas, tales como su curvatura, la existencia de brechas, simetrias,
determinan (a través de su dependencia de pardmetros materiales) el espacio de
momento y las energias disponibles para transiciones interbanda (e intrabanda)
que fijan a su vez el tipo de respuesta 6ptica (el tensor de conductividad) y por
tanto la propiedades opticas en general.

Serfa interesante extender este estudio al caso de una pelicula delgada en
donde cada interface correspondieran a un medio bidimensional descrito por el
hamiltoniano (7.1), a la manera como hicieron Tse et al.* con aislantes topol4gi-
COS.
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Capitulo 8

Conclusiones

Este trabajo ha tenido como uno de sus objetivos tltimos el calculo del efecto
Kerr en un medio bidimensional que combina los efectos de interaccién espin-
6rbita tipo Rashba y el rompimiento de la simetria de inversién temporal. Estos
dos elementos estan en la base de una gran variedad de fenémenos cuanticos en
sistemas de baja dimensionalidad en una diversidad de sistemas tales como pozos,
alambres y puntos cuanticos, grafeno, aislantes topolégicos, semimetales de Weyl,
dicalcogenuros de metales de transiciones, y sistemas tipo Dirac en general. Para
tal propdsito empleamos un hamiltoniano modelo famoso por su relativa simpli-
cidad y su capacidad para explicar el origen del efecto Hall anémalo intrinseco,
un efecto cuyo elucidacién requiri6 muchos anos y que es una especie de efec-
to Hall cuantico pero no cuantizado. Este hamiltoniano, conocido como Modelo
de Rashba ferromagnético, estd parametrizado por la energia caracteristica del
acoplamiento espin-6rbita de Rashba (eg) y por una brecha energética (2A).

En esta tesis realizamos un estudio a frecuencia finita de la rotacion de la po-
larizacién éptica por reflexion, y para ello se realizé primero una revisién de los
fenémenos de actividad éptica natural (girotropia) y de efectos magneto-6pticos
tales como la rotacion Faraday, debidos a la dispersion espacial de un medio y al
rompimiento de simetria de inversién temporal causado por un campo mgnéti-
co externo. Se revisaron algunos modelos de materiales formados por moléculas
quirales (Vekstein,1996) o por d4tomos anisotrépicos (Chandrasekhar,1956), y por
osciladores arménicos sujetos a fuerza de Lorentz (Berman,2010), con el propdsito
ilustrar en cada uno el origen fisico de la constante de actividad 6ptica y de los
indices de refraccion diferentes segiin el estado de polarizacién circular de la luz.

Existe un analogo electromagnético entre el espectro de energia de un gas
electronico 2D magnetizado con interaccion espin-orbita y la relacion de disper-
sion de modos normales de un medio con términos de Faraday y de girotropia en
su respuesta dieléctrica (Yannopapas, 2011).

Esta tesis contiene también la teoria electromagnética del problema de re-
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8. CONCLUSIONES

flexion y refraccién en un medio bidimensional entre dos medios dieléctricos. Se
obtienen expresiones generales de las amplitudes de Fresnel que determinan la
matriz de reflexién asi como las formulas para obtener el angulo de rotacién de
Kerr, tanto para el caso transversal magnético como transversal eléctrico. De este
modo, se presenta la formulacion electromagnética completa susceptible de ser
aplicada a cualquier sistema 2D del que se requiere su tensor de conductividad
éptica 0;;(w).

Para ilustrar este formalismo, se calcula el espectro de rotacion Kerr generado
por reflexiéon en un aislante topolégico. Este ejercicio reproduce uno de los resul-
tados reportados en un articulo relevante donde se explora como una pelicula
delgada puede producir un efecto Kerr gigante. A su vez este ejercicio permite
analizar la densidad conjunta de estados como paso previo a la comprensién de
los elementos relevantes que entran en el cdlculo de la conductividad éptica tal y
como se obtiene de evaluar la férmula de Kubo dentro del formalismo de la Teoria
de Respuesta Lineal. Dicha densidad revela el conjunto de transiciones interbanda
verticales posibles en funcién de la frecuencia y de la posicion del nivel de Fermi
e respecto a la brecha energética. Efectivamente, el resultado muestra que el
espectro de rotacién Kerr tiene estructura espectral precisamente a las energias
umbrales de las transiciones opticas cuando el nivel de Fermi cae por arriba o por
debajo o en la brecha.

A continuacion, en el 1iltimo capitulo se presenta el modelo de Rashba ferro-
magnético, su espectro de energias, los contornos de Fermi, la densidad conjunta
de estados, la conductividad éptica y el correspondiente espectro de rotacion Kerr.
Se comparan estas propiedades con el caso de la interface formada por un aislante
topolégico. Notablemente, el dngulo Kerr 0k (w;ep, A) alcanza su valor maximo
cuando el nivel de Fermi cae dentro de la brecha, |er| < A, hecho que conecta
con el efecto Hall anémalo, en el que la conductividad Hall dc o,,(0), aunque
no es un multiplo entero del quantum de conductancia, toma su maximo valor
precisamente en la brecha de energia. El calculo vuelve patente cémo es necesaria
la presencia conjunta de la interaccién espin-érbita y el mecanismo responsable
de la existencia de una brecha, para lograr un efecto Kerr no nulo.

En conjunto, mas alld de los detalles cuantitativos, la comparacion entre los
resultados del modelo con aislante topoldgico y los del modelo de Rashba ferro-
magnético, constituye un buen ejemplo de cémo los detalles de una estructura de
bandas determinan el espectro de transiciones Opticas permitidas, lo que a su vez
se refleja en las propiedades épticas en general y por lo tanto en el caracter de
diversos fenémenos épticos. En particular, ilustra también el interés continuo en
fendmenos como el efecto Kerr, que constituye una herramienta éptica comple-
mentaria a los métodos de transporte, sensible a propiedades sutiles tales como
las derivadas de una curvatura de Berry no nula, de la presencia o ausencia de
simetria de inversion temporal y del acoplamiento espin-érbita.
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Apéndice A

De Capitulo 2

A.1. Rotacion modelo de moléculas quirales

Se considera un 7 fijo que es vector unitario del sistema coordenado n, [, m,
y perpendicular al vector a (a, = 0),el cual escribirse en coordenadas x,y, z a
través de una matriz de rotacion A, lo que se expresa como

Qg l. 1, I, o
ay | = | my my, m, am |, (A.1)
a, Ny Ny Ny o,

siendo ~y; la proyeccién de v en i; donde se cumple que AT A = I lo cual a su ves
implica que

Lil; +mymj + nin; = 0ij. (A.2)
Usando (A.1), tomando en cuenta que a, = 0 se puede escribir
a; = ql; + a,,m;. (A.3)
ésta ultima nos permite escribir
aa; = ailil; + aZmm;, (A.4)
es importante notar que l;m; = —l;m,.

El promedio sobre el plano se encuentra dado por

<...>:%/Oﬂ(---)d9, (A.5)

esto implica que

2
(a;) = 4 (cos @ + sin@')dy’ (A.6)
2 Jo
= 0 (A.7)
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1 27 1 21
(a;a;) = Q_Zilj/ azcoszﬁ’d9'+2—mim]~/ a’sin?0'de’ (A.8)
m 0 m 0

2

2
= %(5ij —n;n;) (A.10)

A.2. Fuerza oscilador cuantico

Las ecuaciones de movimiento de Heisenberg para la posicién y el momento
se desarrollan, y se escriben como

] 1 p? L g9, q 1
_ L (A2 2 (p- A+ A-p)+ —mew?r?] (A11
p ih[p’ 2mgy  2my c) 2moc< ) Qmo oI )
1 p? I g9, q 1
s 2 IV L A+ AD) + —mow?r?] (AL12
" ih[r’ 2my  2myg c 2moc<p P) o Mto” (A-12)

para resolverlas es conveniente reescribir el potencial vectorial (2.73) como

c B c B
A t)=A Ag=(—F, — —y)X —F —x)7, A.13
donde E, = Ege** %ty E, = Ey,e**=“! Primero se resuelve el momento (A.11),

cuyo primer conmutador es [p, p?/2my] = 0, el segundo se escribe como

1 ¢ 2 ¢’ 2
EQmOCQ[RA] - _2m002VA (A.14)
2 2 2
q 2cEyB  B*x —2cE,B B~y
_ 1
2moc2[ iw * 2 J&+( iw * 2 JA-15)

el tercero que involucra los productos escalares entre el potencial vectorial y
momento, se reduce a

q q .
— A— A = — A .
2moc[p’p p] ZmUC([ T y]py "’py[ :wAy])w (A 16)
+(palpy: As] + [Pys AslD2)T
q . . .
— B — Al
2mocm [py® — P27, (A17)

y el dltimo conmutador es

1 .
%mowg [p, 2 + 7] = —mowi(zd + y§); (A.18)
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una vez se conoce el valor de todos los conmutadores se obtiene (2.76) y (2.77).
Se prosigue a efectuar el mismo procedimiento para la posicién (A.12), que se
reduce a

) 1
r=——
Qmolh
ya que los otros dos conmutadores que se muestran en (A.12) son cero, y los dos
restantes son

[r,pQ—%(p-AJrA-p)L (A.19)

[r,p°] = [r,plp + plr,p] = 2ihp (A.20)

7, peAs + DyAy + Appe + Aypy| = 2ih(A, & + Ayg), (A.21)
se obtienen (2.78) y (2.79).
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