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IR AL ENCUENTRO

El extraviado eterno, el meramente ingenuo,
ignora nuestras dudas y sequro avanza.

Nos dice solo que este mundo es lleno

y son leyendas abismos y hondonadas.

sPor qué pensar en otras dimensiones
que en las dos buenas y ya tan vulgares?
¢ Podria vivir sequro aqui un ser humano?
¢ Podria vivir aqui despreocupado?

Para alcanzar la paz una cosa pedimos:
iDejadnos borrar al menos una dimension!
Porque si el extraviado estd en lo cierto

y mirar el abismo es peligroso

la tercera dimension es prescindible...
Hermann Hesse — El juego de abalorios



ii




Indice general

Introduccion

1. Preliminares

1.1.
1.2.
1.3.

1.4.
1.5.
1.6.

Formas diferenciales . . . . . . . ... Lo Lo
Derivada exterior . . . . . . . . . . .. e
Operador x . . . . . . L
1.3.1. Producto interior para las k-formas . . . . . . . ... ... ... ...
1.3.2. Codiferencial . . . . . .. ... .. ...
La derivada de Lie . . . . . . . .. . L
Teorema de Frobenius . . . . . . .. ... . L

Ecuaciones de Einstein . . . . . . . . . . . e

2. Simetrias en el espacio-tiempo

2.1.
2.2.
2.3.
24.

Campos de Killing . . . . ... .. .
l-formade Ernst . . . . . . . . ...
Espacios-tiempo estacionarios y axisimétricos . . . . . . . ... ... ... ...

Mads identidades de Killing . . . . . . . . .. ... ... ...

3. Unicidad de la métrica de Kerr

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.

Lamétrica. . . . . . . . . . e e e
Factorizacion de la métrica . . . . . . . . . . ...
Las ecuaciones de campo . . . . . . . . ...
Solucién de la ecuacion de Ernst . . . . . . ... o oL
Solucién de Kerr con pardmetrom ya . . . . . . .. ..o oo

Unicidad de la métrica de Kerr . . . . . . . . . . . . . ..

iii

10
11
11

15
15
24
26
31



iv Indice general

3.6.1. Conclusiones . . . . . . . . . 50

Bibliografia 51



Introduccion

Los agujeros negros son los objetos macroscdpicos mds perfectos de la natura-
leza que hay en el universo: los unicos elementos en su construccion son nuestros
conceptos de espacio y tiempo. Y puesto que la teoria de la relatividad general
proporciona una unica familia de soluciones para sus descripciones, son también
los objetos mds simples. — Subrahmanyan Chandrasekhar

En 1916 nuestro concepto de espacio y tiempo fue cambiado por Albert Einstein al crear
la teoria de la relatividad general. Esta teoria de la gravedad nos dice que la materia y
la energia curvan el espacio-tiempo y esta curvatura es lo que entendemos por gravedad.
Entre varias predicciones que hace la teoria, una de las més interesantes es la existencia de
los agujeros negros. Estos son regiones del espacio-tiempo que tienen una gran cantidad de
materia acumulada en solo un punto de curvatura infinita de esta region. Si algun tipo de
materia cae, ésta no podra escapar. Incluso la luz, con su velocidad de 300000 kilémetros por
segundo, no puede escapar de la inmensa gravedad que poseen dichas regiones. Por eso es que
son negros, no se pueden ver.
El primer ejemplo que tenemos de un agujero negro fue descubierto meses después de la
publicacién de la relatividad general por el fisico Karl Schwarzschild. Este agujero negro es
una solucidn a las ecuaciones de Einstein en el vacio y con simetria esférica. Sin embargo no se
tenia bien claro qué era un agujero negro, hasta que en 1928 Subrahmanyan Chandrasekhar
calculé lo grande que podia ser una estrella que fuera capaz de soportar su propia gravedad,
una vez que hubiera gastado todo su combustible. Chandrasekhar calculé que una estrella fria
de mas de aproximadamente una vez y media la masa del sol no seria capaz de soportar su
propia gravedad. Mas tarde, en 1939 Robert Oppenheimer explicé que si una estrella masiva
consumiera su combustible, el colapso gravitacional seria inminente hasta convertirse en un
punto.

El colapso gravitacional quedé en el olvido a causa de la Segunda Guerra Mundial, hasta
que en los sesentas, el interés por los problemas de gran escala resurgié por las observaciones
astronémicas. En 1967, Werner Israel demostré que de acuerdo con la relatividad general, los
agujeros negros que son estaticos y esféricos deben ser muy simples. Y en efecto, estos agujeros
dependen sélo de su masa y dos agujeros negros con la misma masa son idénticos. Es decir,
las soluciones a las ecuaciones de Einstein en el vacio con simetria esférica son unicas bajo
ciertas condiciones de suavidad. Como la solucién de Schwarzschild cumple con las condiciones
anteriores, ésta es la unica solucién. En 1963, Roy Kerr encontré un conjunto de soluciones
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a las ecuaciones de la relatividad general que describen un agujero negro que no es estatico.
Estas soluciones son asintoticamente planas, es decir, lejos del agujero negro el espacio-tiempo
es plano; de igual forma, éstas no dependen del tiempo y son simétricas respecto a un eje.

La comunidad se pregunté: ; Cuantos tipos de soluciones a las ecuaciones de la relatividad
general que sean asintéticamente planas, que no dependan del tiempo y tengan un eje de
simetria existen?

Hubo avances por parte de Stephen Hawking, al demostrar que si un agujero negro no es
estatico, entonces tiene un eje de simetria; mas tarde, en 1970 Brandon Carter demostré que
soluciones a las ecuaciones de campo en el vacio que sean asintéticamente planas y tengan
ambas simetrias s6lo dependen de dos parametros. Y los agujeros negros de Kerr estan en
términos de la masa m y el momento angular a. Entonces, se pensé que la soluciéon de Kerr
era la unica a las ecuaciones de campo que cumplia las condiciones anteriores. Esto quedd
como una conjetura hasta que en 1975, David Robinson demostré la unicidad de la métrica
de Kerr.

Es el propésito de esta tesis presentar una demostracion actual y auto contenida de dicha
unicidad.

La estructura de esta tesis es como sigue. En el primer capitulo se veran todos los prelimi-
nares necesarios para reducir las ecuaciones de Einstein a partir de las simetrias. Se dard un
breve repaso de las formas diferenciales para asi definir el operador de Hodge y la codiferencial.
También se dard una breve introduccion a las ecuaciones de Einstein. En el segundo capitulo
se estudiaran los campos de Killing y sus propiedades principales, se definira el twist y la
1-forma de Ricci de un campo vectorial. La ecuacion y el potencial de Ernst, fundamentales
para la reduccién de las ecuaciones, también se veran. Seran descritas las simetrias asociadas
a los campos de Killing y su relacién con la construccién de distribuciones integrables. En
el capitulo final se estudiard las métricas en las que se puede dividir la métrica del espacio-
tiempo, se estudiard la ecuacion de Ernst y finalmente en la ltima seccién se demostrara la
unicidad de la métrica de Kerr.
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Figura 1: Tlustracion de un agujero negro de Kerr.
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Capitulo 1

Preliminares

Con nuestros pensamientos construimos el mundo.
Habla o actia con una mente pura
y la felicidad te sequird
como tu misma sombra, inseparable.
Caminos paralelos | Dhammapada

En este capitulo se veran los preliminares necesarios para reducir las ecuaciones de Einstein
a partir de las simetrias. Para esto se requiere un conocimiento general de formas diferenciales
y la derivada exterior que se dard en la primera y segunda seccion. En la tercera seccién sera
definido el operador de Hodge. Se daran las propiedades de la derivada de Lie en la cuarta
seccion. Entrada la quinta seccion, se hablard del teorema de Frobenius, debido a que se
ocupara de manera imprescindible. En la ltima seccién se verd una pequena introduccién a
las ecuaciones de Einstein.

1.1 Formas diferenciales

Las formas diferenciales surgen de una manera natural en la teoria de variedades de la
geometria diferencial. Entre sus muchas aplicaciones al caso de la relatividad general, las
formas nos sirven para hacer calculos de manera mas simple.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita. Siw : V XV x --- x V — R es un tensor
k-covariante sobre V', decimos que w es un tensor alternante si

W(VL, ey Uiy ooy Uy ey V) = —W(VU15 ooy Uy e ey Vg, o Ug)s v; € V.

El conjunto de tensores k-covariantes alternantes sobre V' lo denotamos como AF(V*) y
es un subespacio del espacio vectorial de los tensores k-covariantes T%(V*). Si tomamos una
permutacién o € Sy y w € AF(V*), entonces

W(Vg(v1)s -+ V() = (Sgno)w(vi, ..., vE),

[
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donde sgno es +1 si o es par y —1 si ¢ es impar.

Definamos a la funcién Alt : T(V*) — A¥(V*) tal que para cada tensor k-covariante F,

1
(Alt F)(vy,...,05) = o Z (891 0)F'(Vg(1ys - - - Vo())-

€Sk

Se puede ver que Alt F' es un tensor alternante y F' es alternante si y sélo si Alt F' = F. Con
ésto en mente podemos definir uno de los productos mas interesantes, el producto cuna. Sean
w € AF(V*) y n € AY(V*); definimos su producto cuna como

(k +1)!
el

wAn= Alt(w ®@n).

Es inmediato que w A n es un (k + [)-tensor alternante y que el producto cuna es bilineal
sobre R. Ademds, para w € A¥(V*) y n € AL(V*) se tiene que

wAn=(—DkpAw.

Ahora, si {e;} es una base para V y {e'} es la base dual de V*, los productos cuia
e A---Ne con iy < --- < iy forman una base para A¥(V*) y por tanto este espacio es de
dimensién n!/(k!(n — k)!) donde n = dim(V).

Dado un k-tensor alternante w € A*¥(V*) y un vector v € V se define el producto interior
por v como la funcién i, : AF(V*) — AF=1(V*) tal que

iyw(v1, ..y Uk—1) = w(v,01,. .., VE_1).

Por convencién, si w es un O-tensor, i,w = 0. Se puede ver que i, o i,w = 0 y ademds, para
w € AF(V*) y n € A (V*) se tiene que

in(w A D) = (iyw) A+ (=1)Fw A (iyn).

Si M es una variedad, recordemos que el haz de tensores covariantes se define como
TFT*M = [[ T*(T,M*), entonces el subhaz que consiste en tensores alternantes lo denotamos
como AFT*M y un campo tensorial alternante sobre M lo llamamos una k-forma. El espacio
de todas las k-formas sobre M lo denotamos QF(M) = T'(AFT*M).

Diremos que la variedad M es orientable si existe una n-forma w no nula definida en M.

1.2 Derivada exterior

El operador méas importante sobre formas diferenciales es la derivada exterior, que lo
definiremos como sigue. Sea M una n-variedad suave y (z') una carta sobre M. Una k-forma
w tiene la siguiente expresién en coordenadas
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w= Z wh...ikda}ilA-'-/\da}ik.

1< <ip

Entonces definimos la derivada exterior como el operador d : QF(M) — QFFL(M) que
asocia a w la forma

n
8w,~1...ik i i i
dw = | E | g D dr* Ndz** N--- ANdx**.
1] <<t 1=1

La derivada exterior tiene las siguientes propiedades:

Proposiciéon 1.1 Sea M una n-variedad; entonces

(1) d es lineal sobre R.
(2) dod=0.
(3) Siw e QF(M) yneQ(M), entonces

d(wAn) =dwAn+ (=1)Fw A dn.
(4) Para f € Q°(M) = C>(M), df es la diferencial de f, dada por df (X) = X f.

En el siguiente capitulo se ocupara la siguiente manera de calcular la derivada exterior de una
1-forma.

Proposiciéon 1.2 Si w es una 1-forma y X,Y son campos vectoriales, entonces

dw(X,Y) = X(@(Y)) — Y (w(X)) - w([X, Y]).

Demostraciéon. Dado que cualquier 1-forma se puede expresar como combinacién lineal de
términos de la forma udv para funciones diferenciables u y v, es suficiente suponer que w se
ve como w = udv. Sean X y Y dos campos vectoriales, entonces

d(udv)(X,Y) = (du A dv)(X,Y) = du(X)dv(Y) — dv(X)du(Y) = XuYv — XovYu.
Por otro lado,

X(udv(Y)) = Y(udv(X)) —udv([X,Y]) = X (uYv) = Y (uXv) —u[X,Y]v
= (XuYv+uXYv)— (YuXv+uYXv) —u(XYv—-YX0v)=XuYv— XvYu.
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1.3 Operador *

Si g es una métrica sobre M, sabemos que siempre podemos encontrar una base ortonormal
para cada T,M, de la forma {e;}, tal que gp(e;,ej) =0sii # j y £1 cuando ¢ = j. También
sabemos que el nimero de +1’s y —1’s es independiente de la base ortonormal elegida. Si
el nimero de +1’s es p y el nimero de —1’s es ¢, decimos que la signatura de g es (p,q).
Decimos que (M, g) es una variedad semi-riemanniana, destacando dos casos importantes: Si
la signatura de la métrica es (n,0), donde dim(M) = n, entonces g es una métrica riemanniana
y (M, g) es una variedad riemanniana. Por otro lado, si la signatura es (n — 1, 1) decimos que
la métrica g es lorentziana y que (M, g) es una variedad lorentziana.

Miés adelante se necesitard el concepto de espacio-tiempo para representar al espacio de los
eventos fisicos dentro de la teoria de la relatividad. Decimos que (M, g) es un espacio-tiempo
si es una variedad lorentziana de dimensién 4, conexa y tiempo-orientable. Una variedad
lorentziana (M, g) es tiempo-orientable si existe un campo X € X(M) que es tipo tiempo.! Si
M es tiempo-orientable, la eleccion de un campo vectorial tipo tiempo X fija una orientacion
temporal en M.

Aunque el objetivo de esta tesis es estudiar ciertos espacios-tiempo, enunciaremos algunos
resultados en un contexto general.

Recordemos que en una variedad semi-riemanniana (M, g) podemos convertir vectores en
1-formas y al contrario. Definamos a g : TM — TM* tal que para todap e M y v,w € T,M

9(v)(w) = gp(v, w).

A partir de este momento se usard la notacién de Einstein, la cual indica que se omitird el
signo de suma X y se entendera que cuando un indice se repite arriba y abajo, se interpretara
como la suma con todos los valores que pueda tomar dicho indice. Y cuando no se repitan los
indices arriba y abajo, no habra una suma implicita. También se usara la siguiente notacion:
Si V es un espacio vectorial y €/, ¢/ € V*, entonces

eiej = (ei &® ej + ej ® ei) .

DN |

Dado un marco local (E;) y su marco dual (¢'), entonces podemos expresar de manera
local a la métrica g como g = g;;€'e’. Si X = X'FE; es un campo vectorial, entonces

9(X) = §(X)(Ep)e" = gz X €.

Asi la matriz de § en cualquier marco local, es la misma que la de g. Denotaremos a los
componentes de §(X) como
Xj = ginl.

'Recordemos que en una variedad lorentziana hay tres formas de clasificar a los vectores tangentes. Un
vector v € T, M es tipo tiempo si g(v,v) < 0, tipo espacio si g(v,v) > 0 6 v =0, nulo si g(v,v) =0y v # 0.
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Entonces
§(X) = X;€'.

Decimos que §(X) se obtuvo de X “bajando el indice”. Con esto en mente se denota a
G(X) como X°.

Como la matriz g;; es no degenerada en cualquier punto, g es invertible y la matriz de gt

es la inversa de la matriz g;;, denotada como ¢g*/. En términos de un marco local, la funcién

! se puede expresar como

inversa ¢~
i (w) =W'E;,

donde
w' = gYwj.

Si w es una 1-forma, denotamos el campo vectorial §~!(w) como w?. Decimos que se obtuvo
de w subiendo el indice.
1.3.1 Producto interior para las k-formas

El isomorfismo obtenido en la seccién anterior permite inducir un producto interior para
el espacio cotangente.

Supongamos que g es una métrica semi-riemanniana sobre M con signatura (n — s,s) y
sea p € M. Podemos definir el siguiente producto interior sobre Ty M: Para w,n € T; M,

(wln) = g(w*, nf).

En coordenadas, recordemos que gj¢™ = gipg™ = 6;. Entonces
(wln) = g"win;.

También podemos definir un producto interior para QF(M):

Definicién 1.3 Sea (M, g) una n-variedad semi-riemanniana. Definimos un producto inte-
rior (-|-) : QF(M) x QF (M) — R como sigue: Siw?,...,w* yn', ..., n* son 1-formas, entonces

(WA Akt A An) = det (@ ]7)F)).-

Con este producto interior podemos construir el operador de Hodge. Este interesante
operador surge de manera natural en electromagnetismo para entender la dualidad de las
ecuaciones de Maxwell. En el capitulo siguiente el operador x serda nuestra herramienta para
resolver las ecuaciones de Einstein en el vacio.



6 Capitulo I Preliminares

Proposicién 1.4 Sea (M, g) una n-variedad semi-riemanniana orientable. Entonces existe
una unica n-forma n sobre M, que llamamos n-forma de volumen, que satisface

T’(Elv"'vEn) =1
para cualquier marco local ortonormal orientado positivamente {E;}.

Proposicién 1.5 Sea (M, g) una n-variedad semi-riemanniana orientable, con forma de vo-
lumen n. Entonces para cada k = 0,...,n existe un unico isomorfismo lineal * : Qk(M) —
Q" F(M) tal que, para o, f € QF(M),

a AxfB = (alB)n. (1.1)

Demostracién. Por linealidad, basta definir x para un comarco ortonormal {e’} tal que
n=e' A---Ae" Entonces {et A---Ae'*} es una base ortonormal para QF(M).

Definamos al operador de Hodge como
* (ei1 AR ei’“) = €(iy) - - - €(ig)sgn(o)e+1 A« A et

donde (1, ...;n) = (i1, evy ik Gt 1, - in) Y €(i5) 1= (%]€).

Veamos que se cumple (1.1); de nuevo, basta ver qué ocurre para una base, de modo que
consideramos e/ = et A---Net y el =ell A Aedk. ST TN J # &, entonces ambos lados de
(1.1) se anulan:

TN AR AK(EIIA N = (e A Al AL ATk = 0.
Por otro lado, si J = I, entonces et A --- A e’ = sgn(5)elt A--- A ek, Ast
ETNAEF AR A NeTR) = €(G1) - €(r)sgn(o)et A A et A (eFRHLA A en)
— sgn(a)sgn(&)(@jl\eﬁ) . (ejk|ejk)ej1 A Aedk A (ejk+1 A /\ejn)
— (Sgn(&)ejl /\.../\ejk|6j1 /\...Aejk)sgn(o-)ejl A Atk Aedbtt Ao A eln
= (TN N A AeTR)el AL A e
= (" A Ne|et A AR,

Veamos algunas propiedades més del operador de Hodge.

Proposicién 1.6 Sea (M, g) una n-variedad semi-riemanniana orientable, con forma de vo-
lumen n. Entonces
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Demostracion. Observemos que

entonces

por tanto xn = (—1)°.
g

Lema 1.7 Sea (M, g) una n-variedad semi-riemanniana orientable y sean «, 3 € QP(M).
Entonces

(—1)°(al8) = % (a A %B) = (B A %)

Proposicién 1.8 Sea (M, g) una n-variedad semi-riemanniana orientable. Entonces, para
a € QF(M),

Ko = (xox)(a) = (=1)k—RFsy,
Demostracién. Consideremos un comarco ortonormal {et A --- A e} de QF(M). Veremos
que
K2(eM A Neh) = (—1)RMTRIFsI AL A el
Denotemos e! y e/ como
e :eil/\---/\eik,

el = et AL A e,

Entonces
xel = €(iy) - e(i)sgn(o)e’,
donde o(1,...,n) = (i1,..., 0k, ig+1,---,in). Por otro lado,
xel = €(ipg1) - €(in)sgn(d)el
donde 6(1,...,n) = (iks1,---,0n,i1,---,ik). Observemos que sgn(c) = sgn(c=1) y que § o
o i,y gty - i) = (Gkgly- -y %n,01, ... ,1k). Entonces

x2el = x(e(ir) - - - e(ir) sgn(o)e”)
) J

=€(i1) - - - €(ig)sgn(o) x e
= (e'le")(e”]e”)sgn(a)sgn(d)e’

= e(iy) - €(ip)e(ips1) - - €(in)sgn(d o o~ H)el
_ (_1)k(n—k)+sel.



8 Capitulo I Preliminares

Corolario 1.9 Sea (M, g) un espacio-tiempo,entonces para o € Qk(M),
*2a = —(=1)*a.
En particular, esta expresion implica que el operador x es invertible y
s la=—(-1)**a.

Proposicién 1.10 Sea (M, g) una n-variedad semi-riemanniana orientable y sean o, €
QF(M). Entonces

(@|B) = (=1)*(xal % B).

Demostracion. Tenemos que

(@B = (aA*B) =

DM B A )

xB A (=DH (—1)%a)
—1)*(%8 A *2)
—1)° (kB * ).

AA/_\/_\

1.3.2 Codiferencial

Sea M una variedad semi-riemanniana con signatura (n — s, s). Definimos la codiferencial
de la diferencial d como la funcién d* : QF(M) — QF~1(M) tal que para o € QF(M),

o= —(—1)"FHFs L dx .

En particular, si (M, g) es un espacio-tiempo y o € QF(M),
d*a = xd *x a.
Definicién 1.11 Sea a € QF(M). Definimos el laplaciano de o como

Aa = —(d*d+dd*) a

La codiferencial tiene las siguientes propiedades.

Proposicién 1.12 Sean (M, g) una n-variedad semi-riemanniana, f € Q°(M) ya € QF(M);
entonces

d* fa = fd*oa— (=) ) (df |a).



1.3 Operador * 9

Demostracion.

n(k+1)+s 5 g, (fa)

n(k+10+s 4 g f % o)
b0+ 5 (df A xo+ fd * )
DR s (df o) + fd*a
"(k“)“(dfla) *(n) + fda
"D (df|a) + fd o

,_A
—_— — — ~— ~— —

O

Proposicién 1.13 Sean (M, g) una n-variedad semi-riemanniana, X un campo vectorial y
a € QF(M), entonces

ixa = (=1)"k=D+s (Xb/\*a>

Demostracién. Sean X € X(M), a € Q¥(M), B € Q1 (M) y v : QF(M) — QF1(M) el
operador definido como

(4()]B) = (@l X" A B)
Notemos que este operador es tinico. Veamos que y(a) = (—1)"E=1+s (X" A *r)
(*(Xb A *a)’ﬁ) =(—1)°* (*(Xb A *a) A *B)
=(—1)°* (B A*2(X° A *a))
Pero #2(X” A *a) = (—1)(n—k+D(=(n=k+1))+s( X5 A 4q), entonces

(*(Xb A *a)‘ﬁ) 1) (kD (n=(n—ktD)ds (_qys (/3’ AX°A *a)

=(=1)
( 1)(n k+1)( )+S(_1)S* <Oé/\*(ﬁ/\Xb))
( 1)(n k+1k1+(a\5/\X)

( 1)(n k+1)(k— 1)+S( )k 1(0[‘Xb/\ﬁ)
(1)

(—1)H

1 (n—k+1)(k—1)4s+k— 1( (a)|,8),
DB (1)U (0 9)
=(— 1)“” D (y()]B).

Veamos que (ixa|B) = (a|X? AB). Sea {e A---Ae*} una base ortonormal de Q¥ (M) y {E;}
marco ortonormal de X(M). Por linealidad basta demostrar que

(ig,et Ao Aek|e? N Neh) = (e A AeR|ET Ae A Ae'k)
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Notemos que

iEje“ Ao NeH (i, rei) =€ A Ne*(Bj ey, ..., ei)
=(e" N NEE|EDAER A Ne).
Por otro lado, ig,e™ A--- A€k (es,, ... e5) = (ig;e” A Aekle? N---Ne'k), y asi (ixa|3) =

(a|X? A B). De lo anterior podemos concluir que ixa = (—1)*k=D+s & (Xb A *a).
U

Corolario 1.14 Sean (M, g) un espacio-tiempo, X un campo vectorial y o € Q' (M), enton-
ces

iXa:—*(Xb/\*a>
ix*a:*(a/\Xb>.

Proposicién 1.15 Sean (M, g) un espacio-tiempo, X y'Y campos vectoriales en M y « €
QY(M); entonces

(X|Y)(a]a) = (X° AalY? Aa) — (X° A*alY? Axa) = (ixaliya) — (ix * aliy * a).

1.4 La derivada de Lie

Sea M una n-variedad suave, V' un campo vectorial sobre M y 6, el flujo de V. Si A es un
tensor covariante sobre M, la derivada de Lie de A respecto a V es el tensor covariante Ly A

definido como @) ( )
d . o d(6, ; Aet(p) - A,

La derivada de Lie tiene las siguientes propiedades.

(LVA)p =

Proposicién 1.16 Sean M una variedad suave, V € X(M) y f € C°(M); entonces

LVf = Vf7
Ly (fA) = (Lvf)A+ fLv A,

Proposicién 1.17 Sea M una variedad suave, V € X(M) y w,n € Q¥(M); entonces
Ly(wAn) = (Lyw) An+wA (Lyn).
Proposicién 1.18 Sea M una variedad suave, V € X(M) y w € QF(M); entonces
Lyw = iydw + d(iyw).

Corolario 1.19 Si f € C>*(M), entonces Ly (df) = d(Ly f).
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1.5 Teorema de Frobenius

El teorema de Frobenius sera fundamental para la resolucién de las ecuaciones de Einstein.

Definicion 1.20 Sea M una variedad suave, una k-distribucion D sobre M es un k-subhaz
de TM.

Definicion 1.21 Una distribucion D es integrable si existe una subvariedad M tal que, para
cadap € M, T,M = D,. Cuando ésta exista, se le llama una variedad integral de D. Decimos
que una distribucion D es integrable sobre M si para cada punto de M, es elemento de una
subvariedad integral de D.

El teorema de Frobenius nos dice qué tenemos que pedirle a la distribucién para que exista
una subvariedad integral de M.

Definicion 1.22 Sea M una variedad suave y D una k-distribucion suave sobre M, decimos
que D es involutiva si para X,Y secciones locales de D, se tiene que [X,Y]| es una seccion
local de D.

Definicion 1.23 Sea M una n-variedad suave y D una k-distribucion. Decimos que una
p-forma w anula a D si para cualesquiera secciones locales de D, X1,...,X,, se tiene que
w(X1,...,Xp) =0.

Proposicién 1.24 Sean D una k-distribucion suave sobre una n-variedad M yw', ... ™"
1-formas tales que anulan a D en un subconjunto abierto U C M. Entonces D es involutiva
sobre U si y slo si existen 1-formas o 1,5 =1,...,n —k tal que para cadai=1,...,n—k

se tiene que

n—k
dw' = g wl A oz}.
j=1

Por ultimo, el teorema de Frobenius.

Teorema 1.25 (Frobenius) Toda distribucion involutiva es integrable.

1.6 Ecuaciones de Einstein

En esta seccidn se dard una breve introduccién a las ecuaciones de Einstein, ya que nuestro
objetivo es demostrar la unicidad de una solucién a estas ecuaciones. La relatividad general
es muy amplia, usualmente se requiere de estudiar geometria riemanniana. y ya que se tienen
las suficientes herramientas, se puede entrar de lleno al tema. En relatividad general se suele
expresar todas las ecuaciones tensoriales en términos de componentes. Las ecuaciones de
campo de Einstein se escriben, muy esqueméticamente como:

RICCI=MATERIA
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Donde MATERIA es un tensor (0, 2)-covariante llamado tensor de energia-momento que
organiza toda la informacion pertinente acerca de la energia, la presiéon y momento de la
materia y los campos electromagnéticos. Las ecuaciones de Einstein de manera formal son

1
R/“’ - ig'u'VR = STFTMV, (12)
donde R es la curvatura escalar y T' es un tensor de energia-momento. Notemos que si calcu-
lamos la traza a la ecuacion anterior obtenemos

1
Ry — igﬁR = 8T}, de donde R = —87T} .

Sustituyendo a R en la ecuacion 1.2 y reordenando, tenemos que

1
Ry, =8 <TW — 2gM,,T§‘> : (1.3)

El lado izquierdo de la ecuacién anterior habla de la geometria y nos dice cémo se curva la
variedad en la que estamos, en este caso un espacio-tiempo. Por otro lado la parte derecha
nos habla de fisica y en el tensor T estd contenida la informaciéon de cémo se distribuye la
materia y la energia. En palabras del fisico estadounidense John Archibald Wheeler,

la materia dice al espacio-tiempo cémo curvarse, y el espacio-tiempo dice a la
materia como moverse.

En la relatividad general, la materia y la energia son las causantes de la deformacién del
espacio. Las ecuaciones de Einstein forman un sistema de ecuaciones parciales no lineales
acoplado para la métrica g,,, entonces son muy dificiles de resolver dada la distribucién de
materia 7),,. Por suerte para nosotros, las ecuaciones se simplifican en el vacio, es decir, cuando
no hay materia (7, = 0); las ecuaciones de Einstein 1.3 quedan como R, = 0. Asi, estamos
buscando soluciones que sean Ricci-planas.

Una solucién a las ecuaciones anteriores es el espacio de Minkowski R} con la métrica en
coordenadas cartesianas (t, z,y, 2)

ds? = —dt* + da® + dy? + d2%.

Imponiendo algunas simetrias al espacio-tiempo, como simetria esférica y simetria tem-
poral, podemos resolver de manera analitica 2, = 0. Este es el caso de la métrica de Sch-
warzschild, la cual modela el campo gravitacional exterior de una masa esférica estatica o un
agujero negro esférico y estatico. En coordenadas esféricas (t,r, 6, ¢) la métrica se ve como

2M oM\ !
ds? = — (1 — r) dt® + <1 - r) dr® + 12(d6* + sen? dyp?),

donde M se interpreta como la masa de la estrella o del agujero negro,
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Hay més ejemplos de soluciones analiticas a las ecuaciones de Einstein, pero aqui nos
concentraremos en una soluciéon particular, la métrica de Kerr. Se podria hacer una tesis
s6lo para describir su geometria, por lo que seré breve. La métrica de Kerr, al igual que la de
Schwarzschild, puede modelar el campo gravitacional exterior a una masa esférica o un agujero
negro, pero esta vez ya no es estatica, ahora la estrella estd rotando. Aqui supondremos
de manera informal que estamos resolviendo las ecuaciones de Einstein en el vacio, en un
espacio-tiempo con simetria temporal y simetria axial. Ya se verd en el siguiente capitulo que
estas simetrias se reflejan en la existencia de campos de Killing. Pero jresolver las ecuaciones
con estas simetrias no es la cosa mas sencilla de hacer! La métrica en coordenadas esféricas
(t,r,0,p) es

2M 2
ds® = — (1 — 2T> dt?® + %er + pdo?
P

2Mra? sen® 0

—2M 20
b | B g g (G

dtdep,
p? >

donde M y a la masa de la estrella y a es la densidad de momento angular; ademaés,

p? =71*+a?cos? 0,

A =1r?—2Mr+d?

Notemos que si a = 0 regresamos a la métrica de Schwarzschild. Por otro lado, si M = 0,
entonces la métrica anterior se ve como

2 + a2 cos 02

2 2
ds® = —dt* + 2

dr® + (r* + a® cos 0%)d6? + (r* + a®) sen? Odyp?,
y bajo la transformacién de coordenadas

x =12+ a?senfcosp,
y=V1%2+ a’?senfsen p,

Z = 1TC0s @,

se obtiene la métrica de Minkowski en coordenadas cartesianas.

También observemos que la métrica no depende de t y de ¢, por lo que tiene simetria
temporal y simetria axial. Esta solucién la encontré por accidente el matemético neoze-
landés Roy Kerr en la década de 1960. Noten que sélo depende de dos parametros, la masa
M y la densidad de momento angular a.

Podemos pensar que en el momento en el que una estrella estd colapsando, el agujero
negro que se forme dependerd de varios parametros, como la composicién de la estrella, la
estructura interna, la temperatura, etcétera; es decir, habria tantos agujeros negros distintos
como estrellas en el universo, pero no es asi. Los teoremas de no pelo limitan el ntimero
de cantidades fisicas que determinan a un agujero negro. Si suponemos que la métrica del
espacio-tiempo se comporta como la métrica de Minkowski cuando se aleja de la estrella que
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estd colapsando y que posee ademds otras simetrias, mostraremos que las soluciones a las
ecuaciones de Einstein en el vacio que describen a un agujero negro estan determinadas sélo
por dos pardmetros, la masa M de la estrella y la densidad de momento angular a. Esto se
da después del colapso gravitacional; antes de ese momento, la estrella depende de muchos
pardmetros (digamos, tiene mucho pelo), pero al colapsar toda esa informacién se pierde, y
quedan solo dos parametros, es decir no tiene pelo.
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Simetrias en el espacio-tiempo

Si ti [querido lector] te sientes aburrido con este tedioso método de cdlculo, ten
piedad de mi, que tuve que recorrerlo totalmente al menos con 70 repeticiones, con
gran pérdida de tiempo; y no te sorprendas al saber que en estos momentos estd a
punto de transcurrir el quinto ano desde que emprendi mi trabajo sobre Marte. —
Johannes Kepler

En la primera seccién de este capitulo se veran algunas relaciones fundamentales de los
campos de Killing, se definira el twist y la 1-forma de Ricci; con estas relaciones se demostrara
que la diferencial y el twist estdn dados en términos de la 1-forma de Ricci. La 1-forma, el
potencial y la ecuacién de Ernst se concretardn en la segunda secciéon. En la tercera seccion
seran descritas las simetrias que impondremos al espacio-tiempo; a saber, ser axisimétrico y
estacionario. Con estas simetrias y sus campos de Killing asociados se construird una distri-
bucién, la cual resultara integrable si el tensor de Ricci es nulo; esto es, si estamos resolviendo
las ecuaciones de Einstein en el vacio. En la tltima seccién se veran més identidades de Killing
y se definira la 2-forma de Killing.

2.1 Campos de Killing

Definicién 2.1 Sean (M, g) una variedad semi-riemanniana y K € X(M). Decimos que K
es un campo vectorial de Killing si

LKg =0.

A partir de este momento se hard el siguiente abuso de notacién: para un campo K
ocuparemos la misma letra K para el dual K”. En el caso de que K aparezca en un producto
cuna, lo interpretaremos como su dual y en otro caso serd el campo vectorial K.

Los campos de Killing tienen las siguientes propiedades.

15
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Proposicién 2.2 Sean (M, g) una variedad semi-riemanniana y K € X(M); entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) K es un campo de Killing.
(2) Para VW € X(M), Kg(V,W) = g([K,V],W) + g(V, [K, W]).
(3) Para V,W € X(M), g(Vy K, W)+ g(VwK,V) = 0.
Recordemos que para a € Qk(M ), se tiene que dLxa = Lida; es decir, la derivada de

Lie conmuta con la diferencial. Resulta que el operador de Hodge también conmuta con la
derivada de Lie.

Lema 2.3 Sean (M, g) una variedad semi-riemanniana orientable, K € X(M) un campo de
Killing y o € QY (M); entonces

d*K =0, de modo que AK = —d*dK. (2.1)

*LKCK = LK*Q.

Demostraciéon. Sea K un campo de Killing. Recordemos que la divergencia de un campo en
una variedad se define como div(K) = x'd(ign), donde 71 es la forma de volumen. Ademés
ign = (=1)* =D o (K Axp) = (—=1)""~ D425 o K = xK. Entonces

div(K) = d(ign) =« 'd+« K = —d*K.

Como K es de Killing, div(K) = 0, por tanto d*K = 0.
Para demostrar (2.2), sea 3 € Q(M), entonces

Li(BAxa) = Li ((Bla)n) = (Bla)Lin + K(Bla)n
= (Bla)div(K)n + (L Bla)n + (B| Lk a)n.

Como K es un campo de Killing, div(K) = 0. Usando la Proposicién 1.17, tenemos
LgBA*xa+ BALg*a=(LgBla)n+ (B|Lxa)n = LxB N*a+ B AxLka,
por lo que

BANLg*xa=L8A*xLia.

g

Lema 2.4 Sean (M,g) un espacio-tiempo, K € X(M) un campo de Killing y o € Q'(M);
entonces

d(KNa)+ KANd"a=—Lga. (2.3)
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Demostracién. Usando la identidad de Cartan (1.18) y la Proposicién 1.13, se tiene que

*Lga=Lgxa
=d(ig *a)+ix (d*a)
=d(x(aNK))—x(K Ax*d*a)
=—d*x(KANa))—x(KANd"«a)
=—xd"(KNa)—*x(KANd'a).
Usando la identidad (2.2) del lado izquierdo de la igualdad anterior, se concluye el resultado.

g

La forma de relacionar al tensor de Ricci con los campos de Killing para resolver las
ecuaciones de Einstein es a través de la 1-forma de Ricci.

Definicién 2.5 Sean (M, g) una variedad semi-riemanniana orientable y X € X(M). Defi-
nimos la 1-forma de Ricci R(X) respecto a X como

El siguiente Teorema relaciona el laplaciano de un campo de Killing con la 1-forma de
Ricci.

Teorema 2.6 Sean (M, g) una variedad semi-riemanniana orientable y K € X(M) un campo
de Killing; entonces

AK = —2R(K).

Demostraciéon. Notemos que si K es un campo de Killing se tiene que d*K = 0. Entonces
debemos demostrar que

d*dK = 2R(K).

Para la demostracién usaremos algunas notaciones e identidades. Si F' es un tensor suave de
tipo (k, 1), entonces la segunda derivada covariante V2F = V(VF) es un tensor suave de tipo
(k,142). Si X, Y son dos campos, la notacién V%{,YF denota V2F(...,Y, X). Por otro lado,
R(X,Y)* : T*M — T*M es la transformacién dual del tensor de Riemann R(X,Y") definida
como

(R(X,Y)*B) (2) = B(R(X,Y)Z),
donde 3 es una 1-forma y Z un campo. Entonces se tiene que

ViyB—VixB=-R(X,Y)B. (2.4)

Para w una 1-forma se tiene que

(dw)(X,Y) = (Vxw)(X) = (Vyw)(X).
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Si K es un campo de Killing, entonces
VK(X,Y)=-VK(Y, X). (2.5)

Finalmente si {E1,...,E,} es un marco ortonormal, la codiferencial de o una 1-forma se
puede expresar como

n
d'a=— E iEjVEja.
i=1

Usando (2.5) se puede ver que
(VixK)(Z) = ~(V§ 2 K)(X).
Asi sustituyendo en (2.4), se tiene que
(ViyE)(Z) + (V3 zK)(X) = —(R(X,Y) K)(Z). (2.6)
Si permutamos X, Y, Z de la identidad anterior, entonces

(V3 2K)(X) + (VZx K)(Y) = —(R(Y, 2)"K)(X) (2.7)
(VZxEK)(Y) + (Vi yK)(Z) = —(R(Z, X)" K)(Y). (2.8)

Sumando (2.6), (2.7) y restando (2.8) se tiene que

2(V3 ,K)(X) = —K(R(X,Y)Z + R(Y, Z)X = R(Z, X)Y)
= 2K(R(Z,X)Y)
=29(R(Z, X)Y,K).

Por tanto,

(V3.2K)(X) = R(Z,X,Y,K) = R(Y, K, Z,X). (2.9)
Para un marco ortonormal {Ej,..., E,} de M, la 1-forma de Ricci de K se puede expresar
como

Entonces sustituyendo Ej; en (2.9)
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Ahora veamos que (ig; Vg, dK)(X) = —2(V2Ej,XK)(Ej):

(ip, Vi, dK)(X) =(V,dK)(Ej, X)
—E;(dK (E;j, X)) — dK (V i, Ej, X) — dK(E;j, Vi, X)

=B,((Vi, K)(X) ~ (VX K)(E)) ~ (Vo 5,8)(X) ~ (VxE)(Ve, B)|

- [(VEJ-K)(VEJ-X) - (vajXK>(Ej):|
=Ej(Ve, K)(X)) = (Vg5 K)(X) = (Ve K)(VEX)

Vg
= [Bi(VxE)(E)) = (Vv x K)(Ey) = (VxK) (Vi )]
Bi(VE)(X, ) — (VE)(VE, X, B) ~ (VK)(X, Vi, )
~ [B(VK)(E;, X)) = (VK)(Vi, B, X) = (VE)(E;, Vi, X)]
(Y, VKX, E) — (V5 VK)(E;, )
=(7E,.5,K)X) ~ (78, x K ()

~ (V3 x K)(B)) = (%, x K)(E))
=—2<ij,XK><E]>.

Por tanto,
(is, Vi, dK)(X) = =2(VE, xK)(Ej) = —2R(Ej, K, X, Ej).
Entonces
(d*dK)(X) = = (ig,VE,dK)(X) =2 R(E; K, X, E;) = 2R(K)(X).
j=1 j=1
Y asi
AK = —2R(K)

O

Definicién 2.7 Sean (M,g) una variedad semi-riemanniana orientable y K un campo de
Killing. Definimos la norma y el twist de K, como la funcion N € Q°(M) y la 1-forma
w € QY M)

1
N:=(K |K), w::§*(K/\dK)
Lema 2.8 Sea (M, g) un espacio-tiempo y K un campo de Killing tal que N # 0. Entonces

1
—dK = & 2% (K Aw) + K NdN] (2.10)

(dK|dEK) = (dN]dN) — (wlw). (2.11)
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Demostracion. Usaremos las identidades de la derivada exterior en la proposicién 1.1 y
del operador de Hodge de la proposicién 1.13. Veamos que ix (K ANdK) = —2x (K Aw) y
ixdK = —dN:

iK(K/\dK):—*(K/\*(K/\dK)):—2*(K/\%*(K/\dK)):—2*(K/\w).

Por otro lado, para un campo X se tiene que

(ikdK)(X) = (dK)(K, X)
— KK(X) - XK(K) - K([K, X])
= Kg(Ka X) —g(K, [K7X]) - Xg(K, K)
=—-XN
— —(dN)(X).

Entonces

N7 2x(KAw)+ K AdN] = N7 ~ig(K ANdK) — K NigdK)
= N '—igK A dK]
= N ligKdK]
= -N"YNdK) = —dK.

Con lo cual se demuestra (2.10).

Veamos qué ocurre con la segunda igualdad:

N(dK |dK)=N(-N""2x(KAw)+ K AdN] | -N"'[2x (K Aw) + K AdN])
=N 14K Aw) | (K Aw)) +2(2% (K Aw)|K AdN) + (K AdN|K AdN)].

Ahora notemos que (K|w) = 0:
1
(Klw)n = —K A * <2*(K/\dK))
1
= —5 (K A (K 7 dK))
1
:5(K/\K/\dK):O.

Como (a|B)n = —(xa * B)n,

4 (KANw)|*x(KAw))=—4(KAw)| (K Aw))
= —4 [(K|K)(wlw) - (K|w)?]
= —4(K|K)(w|w)

(
= —4N(w|w).
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Veamos que (x(K Aw)|K AdN) = 0:
(K(KAwW)|KANdN)np=—-KANdNA+*(KAw)=KANINAK Aw = 0.
Para el tercer término, notemos que (K|dN) = 0:
(K|AN) = (K|d(K|K)) = (K|Licg(K, K)) = (K]0) = 0,
por lo que
(K AdN|K AdN) = (K|K)(dN|dN) — (K|dN)? = (K|K)(dN|dN) = N(dN|dN).
Asi,

N (dK | dK) = N7 [4 (+(K Aw) | *(K Aw))]
+ N7H(2% (K Aw)|K AdN) + (K AdN|K A dN)]
= N~ [-4N(w|w) + N(dN|dN)]
= (dN|dN) — 4(w|w).

g

Teorema 2.9 Sea (M, g) un espacio-tiempo una variedad orientable. La derivada exterior
dw, la codiferencial d*w y la norma (w|w) del twist estdn dadas en términos de la 1-forma de
Ricci como

dw = *(K N R(K))
d*w = —2N"1(w|dN)

(wlw) = i (dN|dN) — NAN — 2NR(K, K)] .

Demostracién. Veamos la primera igualdad. Para o € QF(M) se tiene que x*a = —(—1)*a

y por el lema 2.3

2dw = 2d <; * (K A dK))

— — (—dx (K AdK))

= —x?d*x (K NdK) (2.12)
= —xd*(K NdK)
=*xLgdK +* (K Nd"dK). (2.13)

Ademas, por definicién, AK = —d*dK y LxdK = dLgK = 0, asi que por la ecuacién (2.13),

*LgdK —x (KN —d"dK) = —x (K NAK).
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Por el Lema 2.3, AK = —2R(K); entonces

dw =* (K NR(K)).

Veamos la segunda igualdad. Por el Lema 2.8,

dN'K)=d(N"YHYAK + N YK
= -N2dNANK + N YK
= - N2INAK+N22%(KAw)— K AdN]
=N 2?(-dNAK+dNAK —2% (K Aw))
=N2(—2%(KAw))

:—2*<K/\%>.

Ademas,
LxkN=KN =Kg(K,K) =¢g(K,K|,K)+ g(K,[K,K]) =0.
Tenemos que
Lgw= Lk (;*(K/\dK)>

1
= 5 * Lic(K N dEK)

1
25*(LKK/\dK+K/\LKdK)
=0.

Por otro lado, por el mismo lema 2.8 y el hecho de que Lx N = Lgw =0,

— Lg(N2w)
— Lg(N")w - N 2Lgw
+ (2N 3LgN)w — N2 Lgw
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Entonces
K Ad*(N2w) = —d* (K A %)
=5 (22 (K7 32))
g (e (5133)
= —%d* *xd(N7'K)

1
=—5d *2 d(N7LK)

| =

* d*(N71K)

L

por lo que
Kd*(N7?w) = K Ad*(N2w) =0, d*(N2w)=0.
Entonces por la Proposicién 1.1,
0=d*(N2w) = N2dw — (d(N"?)|w) = N 2dw + 2N 3(dN|w).
Asi,
(dNw)

dow = —2° 2219
w N

En seguida se demostrard la tercera igualdad. Se puede notar que AN = —d*dN y dN =
—igdK = %(K A *dK). Ahora,
—AN =d* % (K N *dK)

= xd +2 (K N *dK)

= *d(K N *dK)

=*(dK AN*xdK — K Nd*dK)

= x((dK|dK)n — K A%*d % dK)

= *((dK|dK)n+ K N *AK)

— +((dK|dK)n + (K|AK)n)

= (dK|dK) + (K|AK)

=+ [(ANJAN) — 4(wlw)] + (K|AK).
Entonces, ya que R(K,K) = (K|R(K)),

L (dN]AN) = NAN + N(K]| = 2R(K))]

(Wlw) =

NN

[(AN|dN) — NAN — 2NR(K, K)].
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2.2 1-forma de Ernst

En electroestatica, dada una distribucion de carga se quiere resolver la siguiente ecuacion
VxE=0,

donde E es el campo eléctrico. E tiene tres componentes, entonces hay que resolver tres
ecuaciones, una para cada componente. Pero podemos reducirla a encontrar una funcion.
Pues si V x E = 0, existe una funcién ¢, tal que E = —V¢. A la funcién ¢ se le llama
potencial eléctrico y hay una manera de calcularla. Asi reducimos el problema de encontrar
tres componentes a sélo uno. De manera parecida se hara para reducir las ecuaciones de
Einstein.

El Teorema 2.9 establece la relacién entre la diferencial de el twist y la 1-forma de Ricci.
Recordemos de la seccion 1.6 que si estamos en el vacio, las ecuaciones de Einstein se reducen
a R,, = 0. Entonces, si el tensor de Ricci es nulo, la 1-forma de Ricci también lo es y por tanto
dw = 0. El Lema de Poincaré nos dice que existe una funciéon Y tal que w = dY. Mas aun,
si N = (K|K), sabemos que ddN = 0, de modo que existe una funcién f, tal que df = dN.
El fisico Frederick J. Ernst encontré una ecuacién diferencial para determinar a f y Y. Si
logramos determinarlos, podemos hallar al twist w y a la norma V.

En el siguiente capitulo, una de nuestras incognitas serd uno de los componentes de la
métrica g de nuestro espacio-tiempo (M, g). Resultara ser la norma y el twist del campo de
Killing correspondiente a la simetria axial. Asi, la idea de la demostraciéon de la unicidad de
la, métrica del espacio-tiempo M, con las simetrias impuestas, es reducir las ecuaciones de
Einstein en términos de la norma del campo asociado a la simetria axial y la funcién Y tal
que dY = w, sujetas a la ecuacién de Ernst, para luego suponer que existen otras funciones f
y Y que satisfacen la ecuacion de Ernst y demostrar que f fy Yy =Y.

Dadas a,w € QF(M), decimos que & := « + iw es una k-forma compleja. Definimos el
producto exterior de £ = a +iw y ¢ = ¢ + 12 de la siguiente manera:

ENCi=(atiw)A(p+i) =(aNp—wAYD)+i(a A +wAp).

La derivada exterior d y el operador estrella x opera sobre £ de manera natural como
d€ = da +idw y *§ = xa + 1 x w. Se puede verificar que

§AC= (0.

Definicién 2.10 Sean (M, g) una variedad semi-riemanniana orientable, K € X(M) un cam-
po de Killing, N la norma y w el twist de K. Definimos la 1-forma compleja de Ernst como

E = —dN + 2iw.

Proposicién 2.11 Sea (M, g) un espacio-tiempo. Entonces para la 1-forma de Ernst se cum-
ple lo siguiente:

d€ = 2i % (K N R(K)), (2.14)
d*& — N71(£|€) = —2(K|R(K)). (2.15)
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Demostracion. Por el Teorema 2.9,
d€ = d(—dN + 2iw) = 2idw = 2i x (K N R(K)).
Para la segunda igualdad,
d*E = d*(—dN + 2iw)

= —d*dN + 2id*w

= AN + 2i(—2N "} (w|dN))

= AN — 4iN"Yw|dN).
Asi,

d*& — N"YE|&) = d*E — N7 [(=dN + 2iw| — dN + 2iw)]
=d*E — N"'[(dN|dN) — 4i(dN|w) — (w|w)]
= AN — 4iN"Yw|dN) = N"Y(dN|dN) + 4N~ (dN|w) + N~} (w|w)
= AN — N YdN|dN) + N} (w|w)
= —2(K[R(K)).

g

Teorema 2.12 (Lema de Poincaré). Si U es un subconjunto abierto estrellado de R™, enton-
ces cada 1-forma cerrada en U es exacta.

Corolario 2.13 Sea M una variedad diferenciable orientable y w € QY(M) cerrada, entonces
cualquier punto en M tiene una vecindad donde w es ezxacta.

Teorema 2.14 Sea M una variedad orientable. Si d€ = 0, entonces existe E € QV(M) tal
que € =dF.

Definicion 2.15 Definimos el potencial de Ernst como la funcion compleja E, tal que
E=dF.

Si X = (m|m) es la norma del campo de Killing asociado a la simetria axial y wy,, =
1/2 % (m A dm), entonces si d€ = d(—dX + 2iwy,) = 0, existe E = f +iY tal que dE = €.
Por tanto f = —X. Més adelante usaremos estos resultados para el campo m, el cual es tipo
espacio y asi X = (m|m) > 0 fuera del eje I.

En el siguiente lema se da la ecuacion de Ernst.

Lema 2.16 Sea (M, g) una variedad semi-riemanniana orientable. Para el potencial de Ernst
y el tensor Ric = 0 se tiene que

AE — o WEIE)
E+E
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Demostracién. Tomando en cuenta que N = —Re(FE),

E|dE
AE = —d*dE = —d*§ = N"Y(dE|dE) = o (EIE)
E+E

O

La ecuacion del Lema 2.16, se llama la ecuacién de Ernst. Si resolvemos la ecuacion de
Ernst y encontramos a £ = —X + iY, entonces tenemos a X = (m|m) y a wy,, = 1/2dY. En
el capitulo III se vera que es posible reducir los 10 componentes de las ecuaciones de Einstein
9uv a solo dos incognitas X y Y.

2.3 Espacios-tiempo estacionarios y axisimétricos

Sea (M, g) un espacio-tiempo. En esta seccién se hard notar que si el espacio-tiempo tiene
suficientes simetrias, su métrica queda determinada por menos funciones. Las condiciones
que se impondran son: que M sea estacionario y axisimétrico, lo que quiere decir de manera
intuitiva, que la métrica g no depende del tiempo y que M tiene la simetria de un trompo.

Definicién 2.17 Sea (M, g) un espacio-tiempo. Decimos que M es estacionario si existe un
campo de Killing tipo tiempo.

Definicién 2.18 Sea (M, g) un espacio-tiempo. Decimos que M es axisimétrico, si existe un
campo de Killing tipo espacio tal que sus curvas integrales son cerradas y el conjunto de puntos
donde el campo es cero es difeomorfo a R?.

Si el espacio-tiempo tiene simetria axial, entonces intuitivamente tiene un eje.

Definicién 2.19 Sea (M, g) un espacio-tiempo azisimétrico. El conjunto de puntos donde el
campo de Killing es cero se llama el eje y lo denotaremos como I = {p € M|m, = 0}.

Definicién 2.20 Decimos que un espacio-tiempo M es estacionario-azisimétrico (EA), si es
estacionario, axisimétrico y sus campos de Killing conmutan.

Si tenemos un espacio-tiempo que es axisimétrico y estacionario, los campos de Killing
asociados a estas simetrias pueden conmutar o no. En el caso de que no conmuten, Carter
[3] demostré que a partir de los dos campos de Killing que no conmutan se puede construir
un nuevo campo de Killing tipo tiempo, que si conmuta con el campo asociado a la simetria
axial, entonces la tercera condicién de la definiciéon 2.20 se tiene garantizada.

Sea M un espacio-tiempo EA. Como M es estacionario existe un campo de Killing tipo
tiempo que denotaremos como k y por ser axisimétrico existe un campo de Killing tipo espacio
que denotaremos como m.

Ahora, se precisard cual es la clave de reducir los 10 componentes de la métrica g, a sélo
6. Se va a construir una distribucién con los campos k y m.
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Para cada p € M \ I, sea D), C T, M definida como sigue

Dy = ({kp,mp})-

Asi definimos la 2-distribucién D = U]De v Dp. Como k 'y m son campos de Killing suaves
tenemos que D es suave. Ademas como los campos de Killing conmutan, D es integrable. Ahora

sea, le el complemento ortogonal de D,,, definimos la 2-distribucién como D+ = Upe M D;.

Lema 2.21 (Lema 10.35, [10]) Sea (M, g) un espacio-tiempo EA. Entonces la 2-distribucion
Dt es suave.

Ahora vamos a ver una caracterizacién para saber cuando la distribucién D es integrable.
Denotaremos a el twist de k£ como wy y al twist de m como w,,.

Lema 2.22 Sea (M, g) un espacio-tiempo EA. Entonces la 2-distribucion D es integrable si
y solo si

(m|wg) = (k|lwm) = 0.

Demostracién. Por el Teorema de Frobenius D es integrable si y sélo si D+ es involutiva
y por la Proposicién 1.24 D es involutiva si y sélo si existen 1-formas a; € Q(M) tales que

dk=a1 Nk+as Am, dm = ag ANk + ag A m;

lo anterior pasa si y sélo si

dk Nk Am =0, dm ANk Am=0.

Por otro lado,
1, 1
(klwm)n =k A *wp, = ik/\* (m Adm) = 51{:/\m/\dm:0.
Por lo que (k|wy,) = 0. De la misma forma se tiene que (m|wy) = 0.

O

El Teorema anterior es central para simplificar las ecuaciones de Einstein en el vacio para
un espacio EA. Se va a demostrar que si el tensor de Ricci es nulo, entonces la distribucion
D+ es integrable.

Un espacio-tiempo estacionario es estatico si dk A k = 0, donde k es el campo de Killing
tipo tiempo. La condicién anterior implica que la distribucién ortogonal a k es integrable.
Una situacion parecida ocurre cuando imponemos la simetria axial.

Definicién 2.23 Sea (M,g) un espacio-tiempo EA, decimos que M es circular si D+ es
integrable.

La siguiente definicién involucra al tensor de Ricci.
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Definicién 2.24 Sea (M, g) un espacio-tiempo EA. Decimos que M es Ricci-circular si
mAkAR(k)=kAmAR(m)=0.
Lema 2.25 Sea (M, g) un espacio-tiempo EA. Entonces M es Ricci-circular si y sélo si

im % (k A R(K)) = iy x (m A R(m)) = 0.

Demostracién. Basta notar que i, x (k A R(k)) = x(m Ak A R(k)) = 0.
U

Teorema 2.26 Sea (M, g) un espacio-tiempo EA. Entonces M es Ricci-circular si y sélo si
M es circular.

Demostracién. Supongamos que M es circular; entonces por el Lema 2.22, (m|wg) =
(Klwm) =0y

ipwm = =% (k Axwm) = =5 (klwm)n)) = (klwm) * (=1) = (klwm)-

Por otro lado, tomando en cuenta que Liw,, = 0, por el Corolario 1.19 y la proposicién 1.18,
Lywy, = digwy, + ipdw,,, tenemos que

0 = d(k|lwm) = digwn, = —igdwn, = —ik * (kA R(k)),

por lo que M es Ricci-circular.

Ahora supongamos que M es Ricci-circular, veamos que (m|wg) = (k|wn,) = 0. De la
definicién de que M es axisimétrico, tenemos que el conjunto donde se anula el campo de
Killing m es no vacio y de la igualdad anterior se tiene que d(k|wn,) = 0, asi (k|wy,) es
constante y para un punto en el eje se tiene que (k|w,,) = 0; de manera aniloga mostramos
que (mlwy) = 0, por tanto M es circular.

O

Corolario 2.27 Sea (M, g) un espacio-tiempo EA y Ric =0, entonces M es circular.

Si (M, g) es un espacio-tiempo circular, entonces las distribuciones D+ y D son integrables;
asi, para cada punto p € M, existe ¥ C M subvariedad integral de D+ y existe I' C M
subvariedad integral de la distribucién D. Notemos que para cada p € X, k;, es tipo tiempo
y por tanto el espacio tangente 7, = le es tipo tiempo, como T,I' = D, = (D+)* se tiene
que T},I" es tipo espacio. Asi podemos definir una métrica lorentziana en ¥ como la restriccién
de la métrica g al espacio tangente tipo tiempo 73,3, es decir o = g|r,x, también tenemos una
métrica riemanniana en I' definida como la restriccién de g al espacio tangente T,,I" v = g|r,r.
Asi (3,0) es una 2-subvariedad con métrica lorentziana y (I',7) es una 2-subvariedad con
métrica riemanniana.

Los siguientes resultados nos permitiran ver a M, localmente, como el producto de ¥ y T'.
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Teorema 2.28 Sean (M, g) un espacio-tiempo circular, k y m los campos de Killing asociados
a las simetrias y p € M. Entonces existe un sistema coordenado (t, o, x2, 2%) tal que Otlp = kp,
Oyplp = my. Mds ain, g se expresa como

g = gudt® + 2gi0dtdp + gw,ngQ + %jdﬂ:idxj, (2.16)

0 8)‘

donde vij = 9(575 557
Demostracion. Como M es circular, para cada p € M, existe una subvariedad integral
I' de D+. Sea una carta (U, (y')) centrada en p de I', tal que TNU = {p € My°(p) =
y?(p) = 0}. Ademds T,M = D, @ DIJ; = span(kp, mp, 6%2, 8%3)‘ Sea 6%, 6™ los flujos de k y
m respectivamente. Supongamos también que 6% o ™ esté definido en U. Como el resultado

es local se puede suponer que M = ]R‘l1 y que los campos m y k estdn definidos en un abierto
U C R{. Definamos Q = {(22,2%) € R? : (0,0,22,2%) € U} y ® : R? x Q — U tal que

o(t,p,a%,2°) = 0; 0 07((0,0,2%, 2%)).

D;
(0,0,2%, %)
or g
¥
o ”
®(t,p, 28, 27)
m k

Figura 2.1: El sistema coordenado &.

Veamos que 0|, estd ®-relacionado con ka(p); sea so € R? x €. Entonces

0 0
d(bSO (81’: ) f — a
S0

0

~ ot

(f o (I)) (t07§007x3)x8) )

S0

F(0, 0 675((0,0,23, 7)),

S0
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Por otro lado para cada ¢ € M, t — (6F)(q) es una curva integral de k; por tanto,

0

dd,, | =

%0 <8t

Como los campos k y m cumplen que [k, m] = 0, entonces 6% o 6™ = ™ o 6¥, por tanto de
p y p q t %) © ts P
manera analoga se prueba que

) [ = ka0 f

S0

0
d(PSO (ago SO> f = m@(so)f
Por tanto para sg = 0, se tiene que d®q (%‘0) =k, y d®g (%}0) = my, ademds
0 0
° (83:@ 0) oy, e

Asi d® manda la base {%}0, %‘0, %‘0, %b} de ToR} a la base {k;,, m,, 8%2’ 8%3} de T,M.

Por el Teorema de la funcién inversa ® es un difeomorfismo en una vecindad del origen, y
U = & ! es el sistema coordenado deseado. Ademas ya que k = 0; y m = 0y, se tiene que

0igij = 0,
a¢gij =0.

Y tomando en cuenta que los flujos de los campos de Killing son isometrias locales, entonces
® es una isometria local. Ademas,

0=a(5)
o((5) 0 (50))

=y <d9k o do™ <§t> ,dO% o dog™ <ai>>
oo () (52)) ol )

Por tanto g se ve como en (2.16)

Definamos a las métricas ¢ y v como

o= gudt® + 2gs,dtdy + g¢¢dg02,
vr= ’yijdxidxj.

Denotamos los componentes de o como o4, = gap, a,b =t, .
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2.4 Ma3s identidades de Killing

En esta seccién se pretende relacionar al tensor de Ricci con la norma del producto cuiia
de los campos de Killing asociados a las simetrias. La identidad més importante es la que se
demuestra en el corolario 2.20.

Definicién 2.29 Sean (M, g) un espacio-tiempo EA y k, m sus campos de Killing. Definimos
la 2-forma de Killing y el cuadrado de su norma como

Q:=kAm y N:=—(QQ).

Proposicién 2.30 Las condiciones de integrabilidad (k|wm,) = (m|wk) = 0 son equivalentes
a

*Q A *d2 = 0.
Ademds lo anterior implica que

(dNdN) + N (d9|d) = 0.

Demostracion. Se puede notar que
L) = Lyk Am+ kA Lpym = 0.
De manera andloga se tiene que L,,{2 = 0. Entonces
*dQ N *Q = x(dk Am —k Am) AxQ (2.17)
= U (%dk) A *¥Q — i (xdm) A *€Q. (2.18)
Ademds, las siguientes igualdades se cumplen para k y m:

im (xdk N\ *Q) = iy, (xdk) A *xQ + xdk N ig %
= G (xdk) A *¥Q + xdk A x(k A Q)
i (xdk) A 8,

*dk N xQ = Q A x*dk = —dk A Q.
Asi, la igualdad (2.18) queda como

*dQY N\ *Q = i (kdk A\ *82) — i (kdm A x82)

= —im(dk AN Q) +ig(dm A Q)
1 1

= 20, <m A *2§(dl<: A k:)> + 2i, <I<: A *2§(dm A m)>
= 20 (m A *wi) + 2ig (kA *wi,)
= 2 ((mlwi)n) + 2ik((klwm)n)
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Para la segunda igualdad, de la definicién del operador de Hodge, se tiene que

QAKQ = (Q|Q)n
*(QAXQ) = —(Q|Q)
d* (QA*Q) = —d(92|0)
d*x (QAxQ) = dN
*d* (U A Q) = dN.
Por otro lado por el lema 2.3
d*(mA*Q) +mAd*(*xQ) = =L * Q2 = 0.
Ademas
d (k Am A*Q) + kA d*(m AxQ) = —Li(m A )
d*(EAMAKQ) —kAmAd (xQ) = —Lgm A*Q —m A L xQ
*d* (N *Q) + *(Q A *dQ) = 0.

Por lo tanto,
AN = *d* (Q A *Q) = — % (Q A *dQ). (2.19)
Asi tomando en cuenta que, para «, 5 € QP(M) se tiene que (o|B)n = a A% = [ A*a =
— (k| % B)n.
(dN|dAN') = —(*dN| % dN)

= —(*2(Q A %dQ)| 2 (Q A #dDQ))
= —(QA*dQQ A +d).

De la identidad (2.19)

(dN]AN) = —(Q A *dQ|Q A %d)
= —(xdQ| * dQ) () — (xdQ A+ % dQ2 A *)
= —N(dQ|dQ).

g

Proposicién 2.31 Sean k y m dos campos de Killing tales que [k,m] = 0. Si X = (m|m),
W = (mlk) y V = —(k|k), entonces

(QJAQ) = 2[2W R(m, k) + VR(m,m) — XR(k, k)],
A(Q|Q) = (dQdQ) + (QAQ).
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Demostracién. Se puede notar que
dd*Q = dd*(k Am)
=d(—Lym —k ANd*m)
= —d(kNd"m)
= —dk ANd*m + k A dd*m
=0.
La ultima igualdad se da por el Lema 2.3.
d*dQ = d*d(k A m)
=d*(dk Am —k Adm)
=d*(m Adk) —d*(k N dm)
= —Lpdk —m Ad'dk + Lydm + k A\ d*dm
=mAAk—kANAm.
Por tanto
AQ = —d*dQ) — dd*)
= —d*dQ2
=kANAm—mA Ak.
Entonces se obtiene la primera identidad
(QAQ) = (kK Am|k AN Am —m A Ak)
= (k Am|k AN Am) — (K Am|m A Ak)
— (klk) (m| Am) — (kfm) (k| Am) + (m]m) (k| k) — (kfm)(m| Ak)
— (klk) (m| Am) + (mm) (k| k) — (km)[(K|Am) + (m|AR).
Se recuerda que (m|Ak) = (m| — 2R(k)) = —2R(m, k).
(QAQ) = =2(k|k)R(m,m) — 2(m|m)R(k, k) — (k|m)[—2R(k,m) — 2R(m, k)]
=2[2WR(m, k) + VR(m,m) — XR(k,k)].
Para la segunda igualdad,
A(QIQ) = d"dN
= xd * (— * (xdQ2 A Q))
= — xd(Q2 A *dQ)
= —x (dQA*dQ+ QA d*dQ)
= — % (dQA*dQ+ QA — 2 d* dNQ)
= — % (dQ N *dQ2 + QA *AQ)
= — x ((dQdQ2)n + (2[AQ)n)
= (dQ]dQ) + (QAQ).
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g

Corolario 2.32 Sean k y m dos campos de Killing que conmutan ([k,m] =0) y que ademds
satisfacen k Am ANdm =m ANk ANdk =0. Sea N = —(k AN m|k Am). Entonces

(k|k)R(m,m) — 2(m|k)R(m, k) + (m|m)R(m,m) = % AN — W\C\‘[CW) . (2.20)

Demostraciéon. De las proposiciones 2.30 y 2.31, se tiene que
1
(k[k) R(m, m) — 2(m|k)R(m, k) + (m|m) R(m, m) = -5 (Q|AQ)
1
= 5[AN+ (d€2]dQ)]
(dN]dN)

1



Capitulo 1II

Unicidad de la métrica de Kerr

En concreto, David Robinson y yo demostramos el teorema de no pelo, segin
el cual un agujero negro se estabilizaria en un estado caracterizado por solo dos
numeros: la masa y la rotacion. De nuevo, indicaba que los agujeros negros tenian
entropia porque muchas estrellas diferentes podian colapsar para producir un agu-
jero megro de la misma masa y rotacion.

— Stephen Hawking

En los capitulos pasados se derivaron las identidades basicas para los espacios estacionarios
y axisimétricos. En general las identidades demostradas se usan para deducir la métrica de
Kerr, pero aqui sdlo se ocuparan para reducir las ecuaciones de Einstein en el vacio. En la
primera seccién se estudiara la métrica o de la 2-variedad X del capitulo anterior. En la
segunda seccién se verd a la métrica g en términos del tensor de Ricci y la 1-forma de Ernst.
La seccién tres se ocupard de las ecuaciones de campo. Se resolverd la ecuacion de Ernst en
la cuarta seccion. Se definird qué se entiende por solucion de Kerr con pardmetros a y m. Se
demostrard el teorema principal de esta tesis en la ultima seccién.

3.1 La métrica

En el capitulo anterior se demostré que si (M, g) es un espacio-tiempo EA circular, para
cualquier punto p € M existe un sistema coordenado (t, ¢, 22, %) tal que Otlp = kp, Oplp = my,
y ¢ se expresa como

g = oudt? + 204,dtdp + 0 ,,dp* + 7.

Entonces la métrica o se puede ver en coordenadas (t, ) como
o= —Vdt? + 2Wdtdp + Xdp?, (3.1)

donde —V =0y = o(k, k), W = 04, = 0(k,m), X = 0,, = o(m,m).

Ahora se reescribira la métrica (3.1) en términos de dos funciones, definidas como sigue.

35
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Definicién 3.1 Sea (M, g) un espacio-tiempo EA circular. Las funciones p y A se definen
como

pPi= (VX +W?), A=

SE

Entonces, o se puede reescribir como
2
o= —}dﬁ + X (dp + Adt)*.

Por el Teorema 2.28, de los diez componentes de la métrica g, ain quedan por determinar
seis: p, A, X y los tres componentes de .

En la seccién 2.4 se definié a Q := k Am y a N := (Q[Q), entonces

—N = —(kEAm|k Am) = —((k|k)(m|m) — (klm)}) = VX + W? = p? = —det(0). (3.2)

La funcién p determina por completo la region donde se va a probar la unicidad para la
métrica de Kerr. Esta region es el exterior de Kerr y a su frontera la llamaremos horizonte.

Definicién 3.2 Sea (M,g) un espacio-tiempo EA circular. Definimos al exterior de Kerr
como

(M) ={p € M|pp, > 0}.

y el horizonte como H = {p € M|p, = 0}.

3.2 Factorizacién de la métrica

Nuestro objetivo es demostrar el siguiente Teorema.

Teorema 3.3 Sea (M, g) un espacio-tiempo EA circular tal que g se expresa como
2
g= —}dtQ + X (dp + Adt)? + 7.

Entonces, las funciones p y X satisfacen
o (p€) =X 1 (E1E) — 2R(m, m),

1
;A’Yp = JabRaby

donde d7, y Ay denotan la codiferencial y el laplaciano de la métrica .

Fl siguiente lema nos dice como se expresa la codiferencial de una k-forma y el laplaciano
de una funcién suave. Se usard la notaciéon /g = /|det(g;;)| para el determinante de una
métrica g.
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Lema 3.4 Sean (M, g) un espacio-tiempo EA circular, « € QY (M) y f € Q°(M). Entonces
d*o =dio — p~ ' (dp|ev),
Af =Ayf + p~ ' (dpldf).

donde dZ y Ay denotan la codiferencial y el laplaciano en la métrica .

Demostracion. Recordemos que si « es una 1-forma, entonces
1
V9

Notemos que /g = \/o/7 = p\/7 ¥y g"* = " + o"”; por tanto,

—jgaywag”“au)

1

P
1
=———1[pd, "oy, + " a,)0,
PG [p (\ﬁg u) (\ﬁg u) P)
1 . 1
= ——0; Yas) — —g™ a0,
7 (V" ) 9" audup

* —1
=dia — p~ (dpla).

d'a =

81/(\/§9Wau)-

d*a =

a,,(pﬁg“yau)

Si aplicamos lo anterior para f € Q°(M) a la diferencial df, tenemos

Af = —d*(df) = ~di(df) + o~ (dpldf) = Ay f + o~ (dpldf).

Ahora si, mostraremos el Teorema 3.3.

Demostracién. Para la primera igualdad se tiene que, de la ecuacién de Ernst (2.15), para
N = X = g(m,m) = o(m,m),

& — X1(&|€) = —2(m|R(m)) = —2R(m,m),
de modo que
* * -1 —1 g% -1
d°E = d2€ — p~ M (dpl€) = p~'d%(pE) = XV(EIE) — 2R(m, m),
y por el Lema 3.4 tenemos que
d*E = d3(€) — p~H(dp|€) = p~ &5 (pE).
Por tanto,

p_ldf;(pé’) =X"1(&|E) — 2R(m,m).
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Para demostrar la segunda igualdad, de la ecuacién (2.20) y del Corolario 2.32 tenemos

(k|k)R(m, m) — 2(m|k)R(m, k) + (m|m)R(k, k) = % [A/\/’ - WA’;W)] '
Dado que N = —p?, entonces
272
“VRyy — 2W Ry + XRyy = % [_ApZ n (d/’/JQdP)} .

Calculando el lado derecho de la igualdad anterior, se tiene que

1
5 72080 = 2(dpldp) + A(dpldp)] = —pAp + (dp|dp)
= —p(&yp+ p~(dpldp)) + (dpldp)
= —pAyp.
La tdltima igualdad se da por el Lema 3.4.

Por otro lado, se tiene que 0% R, = p% [~V Ry, — 2W Ry, + X Ry]. Asi por lo anterior
tenemos que

1
;Ayp =—0"R,.

g

Como el tensor de Ricci es cero y d€ = 0 entonces existe £ € Q°(M) tal que dE = &; por
tanto tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.5 Sea (M, g) un espacio-tiempo EA circular en el vacio; entonces

p'di(pdE) = X N (dE|dE) y A,p=0.

Asi, en este caso p es arménica. Por otro lado, como p estd definida en una carta, se puede
suponer que se encuentra definida en un conjunto simplemente conexo, por lo que existe su
conjugada armonica z, tal que A,z = 0y (dp|dp) = (dz|dz). Con esto en mente podemos usar
a py a z como coordenadas de tal manera que la métrica v se vea como

v = Adp* + dz*),

donde A es una funcién que se puede determinar si se conoce el potencial de Ernst.

La ecuacion de Ernst se puede ver de manera dual, pues
dy(pdE) = d*dE — (dp|dE) = —pV - (VE)— =v(Vp,VE) = =V - (pVE),
y para la parte derecha se tiene que

pX YdE|dE) = pX '5(VE,VE) = pX '|VE|.
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Figura 3.1: Plano de la 2-subvariedad I'. Las lineas continuas corresponden a p constante y
las lineas punteadas representan z constante.

Por tanto

V- (pVE) + §|VE|2 ~0.

Asi, se tiene lo siguiente:

Corolario 3.6 Sea (M, g) un espacio-tiempo EA, con Ric = 0. Entonces M es circular y g
se expresa como

2
g= —%dtz + X (dyp + Adt)? + N(dp? + dz?).
Las funciones X, A y X, se obtienen del potencial E = —X +iY, que estd sujeto a la
condicion
V- (pVE) + §|VE12 ~0. (3.3)
3.3 Las ecuaciones de campo

Ahora se deduciran las ecuaciones de campo de Einstein en términos de las funciones X
yvY.
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Sustituyendo F = —X 4 iY en (3.3) y desarrollando, tenemos
—V - (pVX) +iV - (pVY) + £ [[VXP = 2i9(VX, VY) = [VY ] = 0.

Separando la parte real y la imaginaria,

~V - (pVX) + [|VX]2 IVY|?] =0, (3.4)
V- (pVY) + } [—29(VX,VY)] =0. (3.5)
La identidad (3.5) se puede multiplicar por X 2 y tomar en cuenta que V(X ~2) = —2%
V- (pVY)X 2+ py(V(X72),VY) =0 (3.6)
V- (pX2VY) =0
Por otro lado, se multiplica la identidad (3.4) por X 2
P
V- (pVX)X 2 -3 (VX[ - ]VY]Q]
=V (pVX)X X3 2IVX]? - VX[ = VY]]
=V (VX)X -2 L UXP + L (VXP 9y )
= V- (pX VX + L (VXP 4 VY P).
Si se define a e(X,Y) y f(X,Y) como
e(X,Y) = V- (pX2VX) + %(NX!Q VYR,
f(X,Y) =V (pX?VY),
entonces la ecuacion de Ernst es equivalente al par de ecuaciones
e(X,Y) =0, (3.8)
FX,Y) =o0. (3.9)

3.4 Solucién de la ecuacién de Ernst

La funcién p = VX + W? estd definida en el exterior de Kerr. Ademés, como el conjunto
de puntos donde m se anula es no vacio, se tiene que X = g(m, m) = 0, por lo que p =0 en
el eje y el horizonte.

Por tanto es conveniente introducir las coordenadas esferoidales prolatas

PP =P @ -1 (1—y%),  z=puay,
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Figura 3.2: Plano de la 2-subvariedad I'. Las lineas continuas corresponden a x constante y

las lineas punteadas representan y constante.

donde p es una constante positiva. La constante anterior es un parametro de escala de las
coordenadas y algo sorprendente es que en términos de las coordenadas anteriores se puede

encontrar una solucién muy sencilla a la ecuacién de Ernst (3.3)

La métrica v queda como

dxz? dy?
=Q
! (ﬁ—1+1—¢>’

donde 2 es una funcién que depende de z y .

Es posible encontrar una solucién lineal a la ecuacién (3.3). Si definimos a € como

1+ F
€= ——
1-FE’
entonces X = \11112 y la ecuacién (3.3) se puede expresar como
V- (pVe) —2p€|Ve|?
. €)= ——mM—
’ TP

(3.10)

La ecuacién de Ernst es invariante bajo cambios conformes en la métrica, por lo que
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podemos olvidarnos de la funcién 2. En términos de la métrica

B dx? 4 dy?
R R R gy

la ecuacién (3.10) se puede ver como:

Oz [(x2 —1)0g€] + 0, [(1 - y2)3ye} = —2¢(1— |€¢?) [(:E2 —1)(0pe)* + (1 — yz)(8y6)2] .

Una solucién general a la ecuaciéon anterior que es lineal en x y en y es

€ =px +1qy p,q € R, p2+q2:1.

Después de algunas implicaciones fisicas y bastante algebra, se llega a la métrica de Kerr
en términos de las coordenadas x y y.

B q:= £1 y hacemos el cambio de coordenadas

Si definimos a m := L >

r=m(l+ pz), cosf =y,

entonces la métrica de Kerr toma la forma usual

2 =2
ds* = <—1 + ;Z) dt? + —dr? + E2d0°

2

2 20 -2 20
n ( T m) sen’ Bdg? + 2 (m> didg,

donde

22 :=r% 4+ a%cos? b,

A =7 — 2mr + a°.

No es la intencion de esta tesis dar a conocer todos los detalles de cémo se obtiene la
solucién de Kerr. Basta decir que Kerr la obtuvo de otra manera. La forma en que obtuvimos
la solucién fue a partir de principios basicos como simetrias e imponer condiciones a nuestro
espacio-tiempo. Las cantidades m y a tienen una interpretacién fisica: m se interpreta como la
masa del agujero negro que se encuentra en la singularidad y a se interpreta como una densidad
de momento angular, una cantidad que se conserva y nos dice la velocidad a la que gira el
agujero negro. Se puede notar que la métrica de Kerr depende sélo de dos pardametros, estos
son la masa m y la densidad de momento angular a. Como ya se mencioné en la introduccion,
el objetivo de esta tesis es demostrar que si hay dos agujeros negros con la misma masa m
y la misma densidad de momento angular a, estos son idénticos. Otra idea importante es el
concepto de un espacio-tiempo asintoticamente plano. La idea es que muy lejos de la fuente
de curvatura, es decir la masa, el espacio-tiempo es plano. Este comportamiento asintético se
puede notar en las métricas de Schwarzschild y Kerr. Para la métrica de Kerr se tiene que

2M 4
ds? == |1+ == + 0(7«‘2)] dt* — [7:] sen’ 0+ O(r™?) | dtdyp (3.11)

+[1+ O] (dr® + r*(d* + sen’ 0dp?)) (3.12)
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cuando r — oo y J = ma.

El producto de la masa m por la densidad de momento angular a se interpreta como el
momento angular del agujero negro. A esta cantidad la denotamos como J.

En términos de las coordenadas esferoidales prolatas, el comportamiento asintético de la
métrica de Kerr (3.11) para las funciones X y Y adquiere la forma

X =01-9))2?+0(2),
Y = 2Jy(3 —y?) + Oz 1),

cuando x — oo.

Una tltima observacion de gran importancia es la relacién entre la masa m y la densidad
de momento a. ;Qué pasa si m? < a?? En este caso no existe el horizonte de sucesos y la
singularidad es desnuda. Cuando m = a, se tiene un Unico horizonte. Finalmente, el caso que
nos interesa es cuando m? > a?: Aqui existen dos horizontes y regiones més interesantes como
la ergosfera.

Si e(x,y) = pr +iqy, con p? + ¢*> = 1, es solucién de la ecuacién de Ernst (3.10) y m = %

ya= %, entonces

m? — a® = 12,

por lo que m? > a?.

3.5 Solucién de Kerr con parametro m y a

Es momento de definir lo que se entiende por una solucién de Kerr con parametros a y m.

En la definicién 3.2 se definié el exterior ((M)) y el horizonte de Kerr H. En términos de
las coordenadas x y y, el horizonte se ve como

H:{(.’L',y)|l‘:1,y::|:1}

Definicién 3.7 Decimos que (X,Y, m,a) es una solucion de Kerr a las ecuaciones de Fins-
tein en el vacio, estacionaria, arisimétrica y asintoticamente plana con pardmetros a y m si
satisface las siguientes condiciones:

» X yY son soluciones a las ecuaciones (3.8) y (3.9).
» X yY estan definidas en el horizonte H = {(z,y)|x =1,y = £1}.

s X yY tienen el siguiente comportamiento asintdtico cuando x — oo:

X=(01-y)2?+0(),
Y =2Jy(3 —y*) + Oz 1),
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» m? > a?.

Definicién 3.8 Decimos que una solucion de Kerr (X,Y, m,a), estd determinada por la masa
m y densidad de momento angular a, si para cualquier otra solucion de Kerr (X,Y ,m,a), se
tiene que X =X yY =Y.

3.6 Unicidad de la métrica de Kerr

Como motivacion de la demostracién del Teorema principal de esta seccién recordaremos
una demostracion clasica de unicidad de la solucién a una ecuacién diferencial parcial.

Supongamos que queremos mostrar la unicidad del problema de Cauchy de la ecuacién de
Laplace. Recordemos que si U C R" es abierto y acotado, y u € C°°(U), entonces el problema
de Cauchy es el siguiente:

Au=0 enU,
u=20 en OU.

Suponemos que existen dos soluciones uq y ug y definimos v := ug — u1. Entonces Au = 0 en
U y se tiene que

0:/ (uVu)-ndS:/V-(uVu):/uAu—i—/ |Vul?,
ou U U U

asi, Vu=0en U, y como u =0 en JU, se tiene que u; = us.

La demostracién del resultado principal de esta tesis, la afirmacién sobre la unicidad de
la métrica de Kerr, serd muy parecida a la demostraciéon anterior. Es momento de enunciar
este resultado:

Teorema 3.9 (Robinson, 1975) Las soluciones de Kerr a las ecuaciones de Einstein en el
vacio, estacionarias, arisimétricas y asintdticamente planas estan determinadas por la masa
y la densidad de momento angular.

Demostraciéon. Supongamos que existen dos soluciones de Kerr
(Xl,Yl,a,m) Yy (X27Y2aa'7m)

con masa m y densidad de momento angular a y veamos que en realidad son iguales.
Como (X1,Y7) v (Xo,Ys) son soluciones de Kerr, tienen el siguiente comportamiento
asintético cuando x — oo:
X1 =(1-y*)a? + O(a),
Y1 = 2Jy(3 —y?) + Oz 1),
Xy = (1—y*)2® + O(a),
Yy = 2Jy(3 — 4?) + O(z 7).
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Definamos

fi=fX1,1),  fo= f(X,Y2),

er :=e(X1,Y1), ex:=e(Xo,Yn),
X := X, Xo, ¥X := X, + Xo,
AY =Yy~ Y, AX :=X,— X).

Entonces, por las condiciones asintéticas se tiene que AX — 0y AY — 0 cuando x — oo.
Lo que se busca es una identidad de Green como en la motivacién al principio de la seccién,
algo de la forma

Divergencia(AX, AY) = Términos no negativos(AX, AY),

para luego integrar a ambos lados. Usaremos que la integral del lado derecho se anula para
obtener que todos los términos del lado derecho también se anularan.

Para construir dicha identidad, se debe jugar con las ecuaciones f1, fo, e1 y es para obtener
un término que involucre a la divergencia.

Después de algunas manipulaciones algebraicas se llega a lo siguiente:

2AY P 2 P 2 2
T (X = X3} = V- (VYY) + L 2AVYi + 2 VYR - 4V - VY

2AY
— VX:- VY] + - VY,
X1
2AY
Y; VY, ).
X -VY; + \Y% 1}
Ademis,
2AX
T {exi—ex3) = v (%vm){?)) + L{zyvxl\2 12V, — 2[VYi[2 — 2|V Ys)?
92X 92X
- val VX, — —1VX1 VX,
2X 2X
2\vm2 1]VY2\ 1.

sfe e\ o [pAY? 5 p [ 2AY
AY <X2+X1) v (HX2 V(AY )>+HX{ —V}@ VX1
_2AY

-VXo

AY2 A y?2 x>
|VY1!2 !VY\2+AY2 <V> }

IIx
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Finalmente,

ax (42 Zv (P g axn)) 1+ L vxp - jvx s (2 2|VX °
X | X, X2 X 2 ! X, !

(Y e+ (55) wne s (55)

Como X1, Y7, Xo, Yo satisfacen (3.8) y (3.9), se tiene que f1 = fo = e; = ea = 0; entonces

2AY 2 2 =
{lel f2X2}+ {ele €2X2}+AY ()(2"‘)(1) + AX ()(24‘)(1> =0.

Y asi, después de reordenar términos y completar cuadrados, se obtiene la identidad desea-
da:

. {pv <(AX)2 + (AY)2>}

11X
Kz?—zﬂm—<iﬁi?+ii?>ﬂf
o (T ax - (T2 ) ]

Ahora se vera que

/Fv. (W ((AX)E((AY)Q)) _0

Sea € > 0, notemos que

2 2
lim A\ <pV <<AX) + (AY) )) vdet(vy)dzdy =0
€70 J[=1,1]x[1,1+¢] X

Si se denota f := ((AX)2 + (AY)?)/ILX,

V- (pVf) Vdet(y) = /det () [deltm&/< det(’y)'y”“pauf)] :

Como p = pu/+/det(), se tiene que
V- (pV f) v/ det(y) = udy (" 0uf).
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Entonces

/[—1,1]x[1,1+e]v' <pv ((AX)QHJ;((AYP)) \/(de;dyZ/ (10 (70, )] derdy

[—1,1]%[1,1+¢]

Denotemos h(z,y) := 0. f(z,y) vy 9(z,y) = 0y f(x,y); entonces
/ 10,0, d dy
[—1,1]x[1,1+4¢]

9, 4 0 9
- —(2® = Dh(z,y) + —(1 - z,y)| dzdy.
H/[l,l}x[1,1+e} |:85L’( ) ( y) ay( Yy )g( y) Y

Si Q:= (22— 1)h(z,y) y P:= (y*> — 1)g(z,y), entonces por el teorema de Green se tiene
que

/ [862 — aP] dxdy = / [Pd:z + Qdy]
(—1,1]x[1,14¢ LOT dy B([=1,1]x[1,1+€])

La frontera de la regién donde se esta integrando se puede parametrizar con la siguiente
curva v : [ag, ag] — R?:

(m(t), —1), si ag <t<ay,
~(t) = (e+1,7%(t), si a3 <t<ay,
(73(1),1), si ap <t<as,
(1,7(1)), si a3 <t <ay.

donde 1 (t), v2(t), v3(t) ¥ 74(t) son funciones lineales de R en R.
La integral anterior queda como

az
u/ [Pdz + Qdy| = M/ [(e+1)% — 1] h(e+ 1,72(t))dt
O([—1,1]x[1,1+4€])

ai

=pl(e+1)*—1] /a2 h(e+1,7v2(t))dt.

ai

Entonces

[(e +1)% - 1]

/a2 h(e + 1,72(t))dt‘ < [(e+1)*—1] /a2 |h(e + 1,72())|dt.

al al
Se puede ver que
AX? = O(z?),
AY? = O(z7?),
X = O(z?).
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0 (1+e,1)

14 —

{11 {i+e )

Figura 3.3: Region donde se esta integrando

Por tanto

(AX)? +(AY)?

5% OX™).

f=

Si obtenemos la derivada respecto a x, se tiene que
h=0,f =0O(X).

Entonces

az € 2
[(e+1)%—1] /a1 (e +1,72(t))|dt < C((ti)l)sl

que tiende a cero cuando € — oo. Asi,

/Fv. <pv <(AX)2HJ;((AY)2>> o

Por la identidad (3.13),

2 2
1% AY X1 P AY X2
L 1= vy, + 2Lvx, - VX L 12wy, - 22X, + VX
/FHX[le “LXQv 2=V 1} +HX[X2 27 5 VAL T VA2
p VY, VY VXy; VXy 2
— X — AY
*omx K X, X X, T x,

p [(VYy VY VX, VX 2
- AY| =
21X [< T )My T 0



3.6 Unicidad de la métrica de Kerr 49

y podemos concluir que

A [Vyl + §VX2 _vxl —o

X ]

% [Vyz - &VXl + VX2: 2 =0,
() ()
(T (o

lo cual se puede reescribir como

AY XoVY) + XEV Xy —TIXVX; =0, (

AY X VY, — X2VX; +TIXVX, =0, (3.15
(X1VYy — X,VY]) X = VIIXAY, (
VIIXAX = VIIXAY. (

De las ultimas dos igualdades podemos concluir que

(X1VYs — X,VY]) X = [IXAX,
X3VYs = X2VY.

Por tanto, de la identidad (3.17) usando la identidad anterior tenemos que
VIIXAY = VIIXAX =IIX(VAY) y VIIXAY —IIX(VAY) =0,
por lo que
AY
A
De la ecuacién anterior se tiene que AY = KIIX; pero cuando x — oo, AY — 0; entonces
kKIIX = 0; como I1X # 0, se tiene
Yo =Y.
Por otro lado, de la identidad (3.14) y tomando en cuenta que Y; = Y; se tiene que

AY XoVY] + X3V Xy —TIXVX; =0
X1(X1VX; — XoVX)) =0

X1
e
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Asi, de manera andloga a como se demostré que Y; = Ys, se tiene que X9 = X;. Por lo tanto,
las soluciones de Kerr estdn determinadas por la masa y la densidad de momento angular.

0

Una observacion mas. Si Y = 0, entonces el twist satisface 2wr = dY = 0, y por tanto
dk ANk = 0; es decir, el espacio-tiempo es estatico, por lo que a = 0 y la simetria seria esférica.
Entonces como corolario del teorema anterior, se puede decir que los agujeros negros estaticos
y con simetria esférica sélo dependen de la masa. Este resultado es el Teorema de Israel, el
cual establece que la métrica de Schwarzschild es la Unica solucidn que representa agujeros
negros estdticos, sin suponer la simetria axial.

3.6.1 Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis fue demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3.10 (Robinson, 1975) Las soluciones de Kerr a las ecuaciones de Einstein en
el vacio, estacionarias, axisimétricas y asintoticamente planas estan determinadas por la masa
y la densidad de momento angular.

Para demostrarlo se usan las simetrias temporales y espaciales, las cuales se reflejan en la
existencia de ciertos campos de Killing. Dichas simetrias son importantes pues nos permitie-
ron simplificar las ecuaciones de campo de Einstein. Para esto, se construyo dos distribuciones
complementarias, cuya integrabilidad dependia de ciertas condiciones sobre el tensor de Ricci.
Para este caso particular, el tensor de Ricci es nulo. Asi se logra en un cierto sentido diago-
nalizar la métrica del espacio-tiempo (M, g). La ecuacién de Ernst nos permitié reducir de
seis incognitas de la métrica a sélo dos. Finalmente supusimos que existian dos soluciones y
mediante un método parecido para demostrar la unicidad a la ecuacion de laplace, se demostré
la unicidad de la métrica de Kerr.

El teorema de Robinson se enmarca dentro de una linea de teoremas de unicidad de
modelos de espacios-tiempo, donde imponemos condiciones naturales sobre nuestro espacio
(una variedad), que se reducen a ciertos tipos de ecuaciones diferenciales parciales. Otro de los
teoremas clasicos en este sentido es el teorema de Birkhoff. En los casos en que nuestra variedad
es compacta, imitamos las pruebas usuales de la unicidad de soluciones a la ecuacion de Laplace
integrando sobre dicha variedad. En el caso no compacto, es natural imponer condiciones
de comportamiento asintético, que en el caso del problema de unicidad de espacios-tiempo
suelen ser del tipo “Minkowski en infinito” o condiciones similares. Aunque hemos explorado
un resultado clasico, es importante destacar que en la actualidad se siguen estudiando y
demostrando resultados en esta linea de investigacién, de la que apenas hemos tocado la
superficie.
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