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Resumen

Este trabajo de investigacion se ubica dentro del contexto del estudio del fenémeno
de localizacion, asociado a desorden en sistemas bidimensionales. Para abordar dicho
problema, que es a la fecha una pregunta abierta dentro del esquema de electrones en
medios desordenados bidimensionales, se considerd la analogia existente con un siste-
ma neutro de naturaleza bosénica en régimen de degeneracion cuantica, restringido
al espacio desordenado en dos dimensiones. En particular, en esta tesis se presenta
el estudio de un gas de Bose débilmente interactuante confinado en diferentes redes
Opticas en dos dimensiones con desorden. Para caracterizar los efectos del desorden
en la existencia de estados localizados se estudiaron diferentes observables, a partir
del conocimiento de la densidad superfluida. Las redes épticas que se consideraron en
este estudio fueron de dos tipos; redes peridédicas y redes cuasicristalinas. Las redes
periddicas analizadas tienen nimeros de coordinacion z = 3,4 y z = 6. Con este tipo
de geometrias se realizé un estudio extenso de los perfiles de densidad en funcién de
la magnitud del desorden. La manera en que se determiné el perfil de densidad fue
a través de la solucion estacionaria de la ecuacion de Gross-Pitaevskii. Se encontro
que la red éptica con ntimero de coordinacion z = 3 es la que exhibe mayor oposi-
cion a la existencia de estados localizados en presencia de desorden, esto es, es mejor
conductora con respecto a las redes periddicas con nimero de coordincaciéon z =4 y
z = 6. El estudio de los efectos de tamano finito revelan que existe un umbral de la
magnitud de desorden para el cual los sistemas en dos dimensiones exhiben estados
localizados. Finalmente las redes cuasicristalinas que se estudiaron en este trabajo
fueron las redes con orden de rotacién n = 5, y n = 8. La motivacién principal de
incluir dichos casos es que a la fecha ha sido reportada su realizacién experimen-
tal. Las observables que estudiaron para determinar la emergencia de localizacion
en funcién de la magnitud de desorden son, el inverso de la razén de participacion
(IPR), y la entropia de Shannon. Ambas observables muestran que la red con eje de
rotacién n = 5 es mas propensa a sufrir la localizacion a medida que se incrementa
la magnitud del desorden. En conclusién para las redes cuasicristalinas, la red con
orden de rotacién n = 8 es mejor conductora.
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Capitulo 1

Introduccion

El entendimiento del transporte electronico ha sido y es uno de los temas mas
estudiados en la materia condensada tanto desde el punto de vista experimental co-
mo tedrico. Los materiales se pueden clasificar de acuerdo a su respuesta ante la
aplicacién de un campo eléctrico en aislantes, semiconductores, conductores y super-
conductores. El conocimiento de dicho comportamiento esta bien consolidado desde
el siglo pasado principalmente en forma fenomenolédgica. Los primeros esfuerzos para
entender la conduccion de electrones en redes cristalinas desde el contexto tedrico
se remontan al modelo de Drude[l], donde se consideran despreciables las interac-
ciones entre los electrones de un sélido. A lo largo de la misma premisa, la teoria
de bandas permite diferenciar a los materiales cristalinos en conductores, aislantes o
semiconductores. De acuerdo a dicha teoria un material conductor es aquel que cuyas
bandas de valencia y conduccion se encuentran muy préximas entre si, al grado que
en algunos casos estas bandas se encuentran sobrepuestas y los electrones se encuen-
tran en la banda de conduccién. Por otra parte un material aislante es aquel en el
que existe una banda prohibida entre la banda de valencia y la de conduccién, como
resultado dicho material no tiene electrones en la banda de conduccion. Sin embargo,
en un semiconductor también existe la banda prohibida y la banda de conduccion
en cuyo caso el nivel de energia de los electrones en un semiconductor se encuentra
a la mitad de la banda prohibida. También, dentro del contexto de la conduccién
en materiales, un fenémeno presente en la naturaleza es la superconductividad, des-
cubierta por Heike Kamerlingh Onnes[2] quien en 1911 observé que la resistencia
eléctrica del mercurio desaparecia bruscamente al enfriarse a 4 K. Este fenémeno
fue explicado por Bardeen, Cooper y Schrieffer en la conocida teoria BCS la cual fue
desarrollada en 1957[3]. El entendimiento tedrico de la superconductividad se basa en
la determinacién del estado de minima energia de un sistema de electrones que inter-
actian entre pares y cuya interaccién efectiva es el resultado de encontrase inmersos
en una red cristalina y formar parejas. Dichas entidades son los llamados pares de
Cooper. Sin embargo, en 1986 se produjo una auténtica revolucién al descubrirse la



superconductividad de alta temperatura 34 K, en 6xidos de cobre, habitualmente
conocidos como cupratos y llaméndole a este fenémeno superconductividad no con-
vencional. La superconductividad de los cupratos no puede explicarse segin la teoria
convencional de Bardeen, Cooper y Schrieffer. Se cree que de alguna forma la propia
repulsiéon electrénica juega un papel importante en la superconductividad, aunque
no esta claro de qué forma. También se han encontrado una gran variedad de fases
cuanticas algunas de las cuales atin no estan bien identificadas y son un problema
abierto a la comunidad cientifica.

La conduccion en los materiales es el resultado del movimiento direccionado de los
electrones. El flujo de corriente esta determinado tanto por las interacciones existen-
tes entre los electrones, como por las propiedades del material en el cual se encuentren
inmersos los mismos y, como se menciona antes, por la respuesta de los mismos ante
campos externos. El incremento o decremento de la conductividad puede ser causa-
do por varios factores externos, por ejemplo, al estar en presencia de un gradiente
de temperatura, algunos materiales se vuelven mejores o deficientes conductores. La
conduccion del calor se debe fundamentalmente a la actividad electrénica. En la con-
duccién electrénica también intervienen procesos quimicos. Una reaccién quimica de
oxidacién es un proceso en el cual una sustancia pierde electrones. Una reaccion de
reduccion es un proceso en el cual una sustancia gana electrones y estos procesos se
pueden interpretar como un aumento o disminucién de la conductividad eléctrica en
dicho material. Como se describe en los siguientes parrafos, el arreglo interno de los
iones es determinante en el proceso de conduccién, en otras palabras, la conduccién
también se ve afectada por la forma en la cual estan arreglados los iones que defi-
nen la estructura del sélido. Cuando un material no conserva un arreglo cristalino
y en lugar de ello hay pérdida de simetria traslacional, se dice que el material es
desordenado y, por ende, la teoria de bandas no puede usarse para describirlo. En el
siguiente parrafo se dara una explicacién de qué es el desorden estructural y como
éste afecta el fendmeno de transporte.

En la fisica del estado sélido ciertos materiales exhiben un fenémeno que con-
siste en la supresion de la conduccion de los electrones, aun si las interacciones son
despreciables. La ocurrencia de dicho fenémeno tiene lugar siempre y cuando el ma-
terial posea vacancias o esté dopado con otro material. Dado que en general estas
vacancias o atomos sustitucionales estan distribuidas en forma aleatoria, se dice que
el material estd desordenado estructuralmente, a diferencia de un arreglo cristalino
perfecto. En 1958 Philip Warren Anderson, estudié el fenémeno de la conduccién de
un electrén en una red desordenada infinita en tres dimensiones [4]. En particular,
resolvié la ecuacién de Schrodinger de un electréon, analizando el comportamiento
de la amplitud de probabilidad a; dependiente del tiempo de una particula que se
encuentra en el sitio j, esto es,

id; = Eja; + Z Vika, (1.1)
k#j



Introduccion 3

donde Vj; es la amplitud de transiciéon para que una particula viaje del sitio j al
sitio k, F; es una variable distribuida sobre una banda de energia completamente
aleatoria con una distribucién de probabilidad P(FE)dE. A continuacién se muestra
un analisis breve del trabajo original de P.W. Anderson, acerca del movimiento de
un electrén en una red desordenada infinita y con el cual él concluye que para un
desorden arbitrario todos los estados son localizados.

Siguiendo el analisis realizado por Anderson en su articulo original, se tiene que
la transformada de Laplace para la amplitud de probabilidad es por definicién[5]

fi(s) = /000 exp(—st)a;(t)dt. (1.2)

Aplicando la transformada de Laplace (1.2) a la ecuacién (1.1) que representa a un
electrén moviéndose en una red desordenada infinita, se tiene lo siguiente

ifs£3() = a5 (0)] = Ejfi(s) + D> _ Viufils). (1.3)
k#j
La ecuacién anterior (1.3) puede ser escrita como:
100 1
L

iS—Ej it —E

fils) = Vikfi(s), (1.4)

donde f;(s) es una funcién que depende del pardametro s, que es a su vez la variable
conjugada de tiempo en el espacio transformado de Laplace. La ecuacién (1.4) puede
ser resuelta iterativamente de manera que se tiene lo siguiente,

is— F 15

fj(s) - jOfO +Z’LS— j ; _]_Ek‘/]gofo(S)—F (15)

A orden cero la ecuacién es,

i 1 Vio 1 1
fO(S) - 18 — EO + Zk: 18 — Eg%k (’LS — Ek + zl: 18 — Ekal’iS — El‘/zo + ) fO(S)'
(1.6)

En la expresion anterior se identifica el término entre paréntesis y su producto con
Vio, incluyendo la suma, como V,(0), esto es,

V.(0) = g Z.ivfkgk - ; i _V?E’“:)/’Elz‘jo_ R (1.7)

Es crucial reconocer que para el andlisis del proceso de conduccion es suficiente
considerar el primer término de la suma (1.7), cuyo significado fisico corresponde a



la propagacion de una particula del sitio 0 al sitio k. Dicho término se puede escribir
de la siguiente manera:

—Ek 18
s?+FE; S+ E}

Ve(0) = > (Vor)*(

k

). (1.8)

En el limite cuando s — 0, la primera contribucién en la ecuacion (1.8) es identificada
como la correccion a la energia a segundo orden en teoria de perturbaciones, esto es,
—AE® . La segunda parte de la ecuacién puede ser escrita de la siguiente manera

im(Va(0) = —i 3 (V) 26(By) —is 3 (‘g’;) =Lk (1)

s—0 L T
k,F,#0

Reescribiendo la ecuacién (1.6) en términos de las ecuaciones anteriores se tiene una
nueva ecuacién para fo(s), la cual es la siguiente

i n 1
18 — EO 1S — E()

fo(s) = (—AE<2> — ; — ¢3K> fo(s), (1.10)

la solucién de la ecuacién anterior para fy(s) es
B i
Cis(14+ K) + (i/7) — (By — AE®@)’

Jo(s) (1.11)

En resumen se tiene que a partir del andlisis de los términos que conforman V,(0),
esto es, la suma (1.8) es convergente a érdenes superiores. La convergencia de la suma
significa que los estados son localizados[4]. Por lo tanto, la presencia del desorden es
el origen de que todos los estados de una particula sean localizados, lo que resulta en
un estado de aislante. Este fenémeno es conocido como localizacién de Anderson[4],
o inhibicion del transporte, es de origen cuantico y es resultado de la interferencia
de ondas entre multiples trayectorias de propagacién. La pérdida de coherencia es
consecuencia de la dispersién elastica de una particula en un entorno aleatorio. Sin-
tetizando, fenomenoldogicamente la localizacion de Anderson se manifiesta como la
supresion del transporte de ondas de materia en medios desordenados. Dicho com-
portamiento se puede expresar mateméaticamente como un decaimiento exponencial
a distancias grandes de la envolvente de los eigenestados de una particula libre en
un potencial desordenado en tres dimensiones. En otras palabras la funcién de onda
que describe al estado estacionario es de la forma:

r

o(r) ~ exp (_Z> , (1.12)

donde L es la denominada longitud de localizacion.
Dado que el fenémeno de localizacién de Anderson es consecuencia del cardcter
ondulatorio de un electrén y su movimiento a través de centros dispersores, también
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se manifiesta en otros escenarios. Por ejemplo ha sido observado en la propagacién
de ondas de ultrasonido [6], microondas [7] y luz [8, 9] entre otros sistemas en tres
dimensiones. También se ha encontrado en sistemas de dos dimensiones al formar
redes fotonicas con luz, donde el desorden es caracterizado por fluctuaciones aleato-
rias en las redes foténicas [10]. Si bien la localizacién de Anderson atane solamente a
la fisica de una particula, la realidad es que el estudio del transporte electrénico en
cualquier material real, requiere el considerar la presencia de muchos cuerpos. Una
mejor comprension del comportamiento de un solo electrén requiere el poder aislarlo
de su entorno. Esta idea fue precisamente la motivacion del estudio el fenémeno de
localizacién de Anderson en ondas de materia. En la naturaleza es imposible encon-
trar una sola particula aislada del resto, sin embargo, en la practica ha sido posible
recrear este fenomeno en forma experimental. En los siguientes parrafos se describe
la observacién de dicho fenénemo.

En los ultimos anos la investigacién tanto tedrica como experimental en gases
atémicos ultrafrios, ha permitido la realizacién de condensados de Bose-Einstein
(BEC) [11] asi como los gases degenerados de Fermi [12] en atomos de 8"Rb y °K
por mencionar algunos. Gracias a la posibilidad de enfriar la materia usando técnicas
de enfriamiento laser y de evaporacién de particulas [13, 14] ha sido posible constatar
su naturaleza ondulatoria. La materia en el régimen de degeneraciéon cuantica, exhibe
un comportamiento tnico. Se ha demostrado la existencia de nuevos estados de la
materia formados por grandes conglomerados de atomos, a temperaturas cercanas
a los 100 nK y cuyas densidades son del orden de 10*® — 10'%atomos/cm3. El estu-
dio de estos fenémenos de caracter intrinsecamente cuantico ha permitido explorar
fenémenos pertenecientes al terreno del estado sélido y la materia condensada, entre
ellos resalta el que concierne a la presente tesis. Con estos sistemas se ha logrado
demostrar la localizacién de Anderson en dtomos neutros|15]-[20], tanto en una como
en tres dimensiones. Una de las mayores ventajas de usar estos gases cuanticos es la
capacidad de controlar en el laboratorio tanto la interacciéon entre los atomos neu-
tros, como el potencial que los confina. Estos potenciales son el resultado de campos
externos, mayormente de origen 6ptico, como se explicara en detalle en el capitulo 2.
Es por estas razones que los atomos ultrafrios moviéndose en redes de luz pueden ser
considerados como los analogos de electrones desplazandose a través de la red iénica
que define el sélido. Vale la pena mencionar que esta versatilidad es exclusiva de los
atomos ultrafrios y, en general, no se puede implementar en el caso de electrones en
una red cristalina desordenada, dado que las interacciones de éstos, como es bien
conocido, son aquéllas propias de su naturaleza cargada y la presencia de los muchos
cuerpos. En pocas palabras, los gases ultrafrios han abierto un nuevo panorama para
poder estudiar la fisica de sistemas desordenados dentro de la materia condensada
y el estado solido. La posibilidad de emplear estas técnicas ha dado lugar a emular
ciertas propiedades de la materia condensada por medio de los gases ultrafrios, esto
es, con estos sistemas se ha logrado estudiar problemas de superfluidez, uniones de



Josepson[21], vértices cudnticos|[22], turbulencia cudntica[23], el cruce BEC-BCS[24],
y transiciones en bajas dimensiones[25]. No obstante existen varias preguntas abier-
tas atin por contestar, un ejemplo de ello son las siguientes; jcémo es la conduccion
de atomos neutros en redes opticas desordenadas bidimensionales?, ; existe la lo-
calizacién de Anderson para atomos neutros en dos dimensiones para redes Opticas
finitas?; el hecho de que los atomos interactuen entre si origina una nueva fase, co-
nocida como localizaciéon de muchos cuerpos, misma que ya se ha logrado observar
en el laboratorio [26]. Una pregunta ain sin explorar es jcémo es la transicién de
la localizacién de Anderson a la localizacion de muchos cuerpos?, ;existira un pa-
pel importante del desorden y la interaccion en dicha transicion?. Para contribuir
a dar respuesta a estas preguntas, en este trabajo se estudia el comportamiento de
un gas de Bosones débilmente interactuante, confinado en redes desordenadas en
dos dimensiones, con diversas geometrias. En particular se analizaran, redes hexa-
gonales (también conocidas como honeycomb), cuadrada y triangular en el régimen
superfluido. Adicionalmente se consideraran redes en dos dimensiones con geometria
cuasicristalina.

Organizacién de la tesis

La tesis estd organizada de la siguiente manera. En el capitulo dos se da una resena
de las técnicas experimentales que permiten confinar atomos ultrafrios y someterlos
a desorden para lograr la observacion del fenémeno de localizacion. En el capitulo
tres se describe la teroria de conduccién tanto a nivel de un cuerpo, como a nivel
de muchos cuerpos. En el capitulo cuatro se deduce la ecuacién de Gross-Pitaevskii
y, el método numérico para encontrar los estados estacionarios de esta ecuacion, la
cual sera utilizada para responder a las preguntas planteadas anteriormente. En los
capitulos cinco y seis se describen los resultados de la influencia del desorden y la
geometria, y su impacto en la generacion de estados estacionarios localizados. Se
analizan tanto redes con geometria peridédica y cuasiperiodica. El ultimo capitulo se
dan las conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

Desorden en atomos ultrafrios

En este capitulo se describen los fundamentos teéricos y las técnicas experimen-
tales que se utilizan para confinar dtomos en potenciales 6pticos. Como se explica,
estos potenciales dan lugar a la formacién de redes épticas tanto en una, dos y tres
dimensiones y son maleables para formar diferentes geometrias en el espacio. En
particular, se presenta una descripcion de los potenciales que son de interés para el
estudio de los efectos de desorden estructural en el transporte de atomos neutros.
Adicionalmente, se da una breve descripcion las técnicas experimentales que han per-
mitido estudiar el impacto del desorden en redes opticas y, enunciando los resultados
experimentales que evidencian la aparicion de la localizacion de Anderson en atomos
ultrafrios.

2.1. Atomos neutros confinados en
potenciales 6pticos

Cuando un atomo esta sujeto a un campo eléctrico E éste induce un momento
dipolar eléctrico P proporcional al campo eléctrico, esto es,

P=aFE, (2.1)

donde « es la polarizabilidad, la cual depende de la frecuencia w del laser. La energia
de interaccién del momento dipolar inducido P por el campo eléctrico E estd dada

por
P-E
Um=—<j7>, (2.2)

dado que el campo eléctrico y el momento dipolar oscilan en el tiempo a una fre-
cuencia w, como es usual se toma el promedio temporal sobre los campos, el cual es

7
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representado por los paréntesis angulares, ello conduce a la expresién para la energia
potencial de confinamiento[27],

1
Udip = —2—Re(a)[, (2.3)

esto es, la energia potencial de un atomo en un campo eléctrico generado por un haz
2

laser es proporcional a la intensidad del campo I = 2¢yc E , v a la parte real de

la polarizabilidad. Dado que la fuerza Fy;, es conservativa, es posible expresarla a
través de la derivada de un potencial Ugy,(7). Esta fuerza es conocida como dipolar
Optica y es de la forma

Fup(r) = —VUap(r) = —— Re(a)VI(r), (2.4)
2€pC
esta fuerza es proporcional al gradiente de la intensidad del campo eléctrico y a partir
de ella se pueden crear potenciales de atrapamiento para atomos neutros ultrafrios,
y son conocidas como trampas dipolares épticas.
La polarizabilidad « puede obtenerse mediante un modelo de oscilador armdnico
armortiguado clasico (modelo de Lorentz)[27], cuyo resultado es

3 F/Wg

wi —w? — 1(:’—2)1’

, (2.5)

a(w) = 6mec

donde wy es la frecuencia correspondiente a una transicion éptica del atomo que se
confina, w corresponde a la frecuencia del campo laser y I tiene que ver con el decai-
miento del estado excitado del atomo. Una expresion de aproximacion mas apropiada
para la polarizabilidad atémica se obtiene a través de un modelo semicldsico. En este
modelo el 4&tomo es tratado como un sistema cuantico de dos niveles que interactiia
con un campo de radiacién clasicamente. En este caso el amortiguamiento I' es deter-
minado por los elementos de matriz dipolares del estado base |b) y el estado excitado
le) de un dtomo de dos niveles,

3

W 2
I=—2_ || P b, 2.6
Gty (el P 18] (26)
con P = —er, que representa el operador dipolar. Las expresiones anteriores nos

permiten determinar el potencial dipolar en funcién de la frecuencia, cuya forma es

[27]
3mc? r r
di 2w} (wo—w+w0+w> (r) (27)

Esta expresién es valida para cualquier frecuencia del laser w. El primer término de
la ecuacién (2.7) corresponde a una resonancia, mientras que el segundo es llamado



Desorden en atomos ultrafrios 9

término contrarotante. En la mayoria de los experimentos la frecuencia del laser son
relativamente cercana a la frecuencia de resonancia wy, tal que se define la desintonia
(detuning) que es A = w — wy v satisface que A << wy. En este caso el término
contrarotante puede ser despreciado y esta aproximacion es conocida como onda
rotante dando lugar al potencial dipolar que es de la forma,

3rc? T
——1I(r). 2.
sl (28)

Udip -

El signo de la desintonia determina si el potencial dipolar éptico es atractivo o es
repulsivo. La desintonia al rojo, cuando A < 0 da lugar a un potencial dipolar donde
los d&tomos son atraidos a los maximos de intensidad del campo de luz. La desintonia
al azul da lugar a un potencial dipolar repulsivo en el que los atomos son repelidos
de los maximos de intensidad cuando A > 0. Este comportamiento se ilustra en la
figura 2.1.

Figura 2.1: Tlustracién del efecto de la desintonia ldser sobre un potencial dipolar. a) La desintonia
al rojo atrae a las particulas al maximo de intensidad (centro del ldser en este caso).
b) La desintonia al azul repele a las particulas de los maximos de intensidad.

En la figura 2.2 se ilustra cémo los atomos son atraidos a los antinodos o a los
nodos de la onda estacionaria y esto depende de la desintonia A. Como informacién

Figura 2.2: Atrapamiento de 4tomos en una red periddica de 1D. Los dtomos son atrapados en los
antinodos cuando la frecuencia de atrapamiento corresponde a la desintonia al rojo.
Los atomos son atrapados en los nodos para la desintonia al azul.

complementaria, se aprovecharan estas lineas para resaltar que en experimentos tipi-
cos, el isétopo de 8"Rb ha sido el més usado, de entre los dtomos alcalinos, con el
propoésito de estudiar los efectos estacionarios y dindmicos de su confinamiento por
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potenciales creados con luz. La estructura fina de este atomo, i.e. el acoplamiento
de spin-6rbita, da lugar al doblete (linea D), 2S;/2 —* Pi2, Pj /2 con frecuencias de
transicién de 795 nm y 780 nm respectivamente. Su spin nuclear, I = 3/2, da lugar al
desdoblamiento hiperfino del estado base cerca de 6.8GHz y desdoblando los estados
excitados al orden de cientos de MHz. En un experimento tipico, las dimensiones del
ancho del confinamiento de la luz laser, asociada a un potencial 6ptico, son de ~ 200
pm (radio 1/€?) y su longitud de onda es de alrededor 800 nm (es decir corrido al
10jo).

2.2. Redes opticas

En una red cristalina el movimiento de los electrones esta sujeto al potencial
electrostatico generado por los iones de la red. La naturaleza intrinseca de los po-
tenciales electrostaticos limita el movimiento de los electrones y los iones, en otras
palabras, no es tan sencilla la manipulacién experimental de estas particulas a través
de campos eléctricos externos. En contraparte, la realizaciéon experimental de un gas
de atomos neutros en estado degenerado, como los condensados de Bose, tal es el
caso de ®"Rb y "'Na [11], han dado pauta para que estos sistemas sean excelentes
emuladores de la materia condensada y el estado sélido, ya que su naturaleza neutra
y su comportamiento cuantico permite que sean considerados como los analogos de
electrones moviéndose en un potencial particular. A continuacion se explicara cémo
se forman estas redes Opticas.

Una ventaja importante de usar campos épticos para crear potenciales periédicos
y atrapar atomos estd en el control experimental de la geometria y la profundidad
V4 del potencial. A continuacion se ilustran algunos ejemplos realizados en el labora-
torio. Un potencial de red periddica puede ser creado en una trampa dipolar éptica
contraponiendo un par de haces laser uno con respecto del otro, con la misma longi-
tud de onda \. Bajo condiciones a propiadas de polarizacion estos haces interfieren
y forman una onda estacionaria la cual da como resultado un potencial periédico en
el que se atrapan a los atomos. Es posible formar este tipo de potenciales periddicos
en 1, 2 y 3 dimensiones, todo depende del nimero de haces laser y cémo se colo-
can de manera espacial [28], mas adelante se explicard la geometria espacial para
generar diferentes ondas estacionarias con formas especificas, esto es, geometrias en
dos dimensiones como las que se estudian en la presente tesis: cuadrada, triangular,
hexagonal y mas recientemente geometrias cuasicristalinas.

El potencial éptico periddico mas simple se forma al superponer dos haces laser
de perfil gaussiano uno con respecto del otro, esto da como resultado un potencial
de la forma

2
V(T7 Z) = _Vb exXp <_ 2T

w—(z)> sin” (kz), (2.9)
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donde k = 27“ es la magnitud del vector de onda de la luz laser, Vj es la profundidad
del potencial, w(z) = wp,/1+ Zi; es el radio 1/e2. Este radio se caracteriza por la
R

cintura del haz laser wy y finalmente zp = %21 es conocida como la longitud de
Rayleigh[28].

El potencial optico periédico en una dimensién es creado por la retrorreflexion
de un haz laser gaussiano tal que se forma un patron de interferencia de una onda
estacionaria. Esto da como resultado el siguiente potencial

2 2
V(r,z) = =Vpexp (_27"_2) cos?(kz) ~ =V} <1 - 2%) cos?(kz). (2.10)
wo Wo

Por otra parte, los potenciales épticos periddicos en dos dimensiones son creados

superponiendo ondas estacionarias en diferentes direcciones. Por ejemplo en la parte

(a) de la figura 2.3 se encuentran dos haces laser que se encuentran ortogonales entre

si, esto es, para generar dos ondas estacionarias y crear un potencial de red en dos

dimensiones. El potencial resultante en el centro de la trampa en 2 dimensiones es
de la formal2§]

V(z,y) = —Vy(cos?(kx) + cos®(ky) + 2¢; - €, cos(¢) cos(kz) cos(ky)), (2.11)

donde k es la magnitud del vector de onda del laser, €; es el vector polarizacion en
direccién 7 y ¢ es una fase temporal entre la interferencia de los campos eléctricos de
los laseres. Andlogamente, la superposicién de tres haces laser con la misma longitud
de onda A en la direcciones x, y y 2z forma una red periédica en 3 dimensiones (ver
figura (b) 2.3), donde el potencial es de la forma[28]

V(z,y,2) = —Vo(cos®(kz) + cos®(ky) + cos®(kz)). (2.12)

Un aspecto importante en la formacién de redes 6pticas en cualquier dimensién es
el cuantificar su profundidad, esto es conocer la magnitud de V4. Dicho conocimiento
proporciona informacién de si el gas de Bose se encuentra en una fase de superfluido
(SF) o Aislante de Mott (MI)[29] (en el capitulo 3 se dard una descripcién de que
son estas fases). Para esto se debe considerar la energia de recoil Eg. La energia
de recoil o de retroceso, es el cambio en la energia cinética de un atomo asociado
con la emision o absorcién de un fotéon con momento k proveniente de un laser cuya
longitud de onda es A, entonces, la energia de recoil es,

2 /272
Er=—1[—) . 2.1
; Qm(A) 213)

El valor experimental tipico para la energia de recoil en el caso del 8" Rb y una
longitud de onda A = 800 nm es, Er = 2.36 x 107%° J. La profundidad critica Vj en
una red cubica esta dada en unidades de energia de recoil para observar la transicion
de superfluido a aislante de Mott oscila entre Vo = 6Er y Vo = 12ER [29].
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(a) -~ o

(b)

'FU
}

Figura 2.3: Redes dpticas en 2D y 3D. (a) Superposicién de dos haces ldser, confina a los dtomos
en las direcciones = y y. Los dtomos estan confinados a una serie de tubos de potencial
unidimensionales y estrechamente confinados. (b) Superponiendo un tercer haz léser
en direccién z para formar una red en 3D. Se muestra una estructura cibica donde
los 4tomos son localizados en los nodos. Imagen tomada de [28].

2.3. Geometria de redes 6pticas

2.3.1. Redes cuadradas

Posterior a la realizacién experimental del condensado de Bose-Einstein con un
confinamiento de oscilador arménico, las redes opticas fueron el siguiente paso para
confinar a dichos gases. Los primeros experimentos con atomos ultrafrios en redes
opticas en dos y tres dimensiones correspondientes a redes cubicas dieron paso al
estudio de las fases aislante de Mott y Superfluido [29].

Si bien se ha descrito que es factible producir redes 6pticas en una, dos o tres
dimensiones, en el presente estudio nos concentraremos en dos dimensiones y por el
momento en la geometria mas sencilla que en este caso es de estructura cuadrada.
Para ello sélo se requiere de dos ondas estacionarias en las direcciones = y y, como
se ilustra en la figura 2.4. .

La disposicion y fase de los haces de luz laser son un aspecto crucial en la es-
tructura resultante que define los sitios de la red, de hecho, la estructura resultante
puede cambiar de manera abrupta con tan solo modificar la fase relativa. Conside-
remos como ejemplo una geometria con cuatro haces con la misma frecuencia, dos
contrapropagandose a lo largo del eje horizontal y dos a lo largo del eje vertical. Los
haces verticales y horizontales tienen polarizacién €; y €5 v la intensidad optica del
laser es de la forma

|E(r)|2 = |Ey cos(kyx + ¢z )€1 + Ep cos(kyy + ¢y) exp(i¢x7y)62|2, (2.14)
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Figura 2.4: Tlustracién de la direccién que deben tomar los haces laser para formar una onda
estacionaria en dos dimensiones.

donde ¢, y ¢, son la fases que se pueden elegir para establecer un méximo en el
potencial y ¢,, es una fase relativa entre las direcciones x y y. En la figura 2.5 se
ilustra la distribucién de intensidad del campo de luz laser para diferentes valores de
la fase de ¢, ,, dando como resultado diferentes formas de las redes cuadradas. En
otras palabras hay varias soluciones practicas para realizar una geometria cuadrada
con numero de coordinacién z = 4. Dependiendo de la sintonia A, las particulas se
situardn en los maximos o minimos del potencial.

Figura 2.5: Ilustracién de la intensidad Sptica ldser dada por la ecuacién (2.14), donde ¢, = 0,

¢y = 0 y para diferentes valores de la fase relativa ¢, , = %’T, % 5- Se puede observar

que siempre existe una red con nimero de coordinacién z = 4.

2.3.2. Redes triangulares y hexagonales

La implementacién experimental en el confinamiento de un gas de bosones no
se ha visto limitada a una red cuadrada. Gracias a la forma en la cual se pueden
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colocar los haces laser en el laboratorio, es posible disenar redes con diversas geo-
metrias. En particular, se han conseguido estructuras opticas de redes triangulares y
de hexagonales [30] [31] [32], y més recientemente las redes cuasicristalinas [33] [34]
[35]. Por ejemplo, la configuracién experimental para generar una red triangular, los
haces gaussianos que la conforman se arreglan de la forma ilustrada en la figura 2.6,
siendo la orientacién de sus respectivos vectores de onda la siguiente,

k k
ky = k(0,1,0) ky = El(\/§, —1,0) kg = 51(—\/5, —1,0), (2.15)
donde k; = %\—’; es la magnitud del vector de onda, estos vectores de onda son una

aproximacion de los haces reales presentes en la configuracién experimental. Estos
haces estan separados por una alineacién angular de aproximadamente 120° uno con
respecto del otro en el plano zy.

Por otra parte la red reciproca de la configuracién de los tres haces descrita en el
experimento [30] es generada por la transferencia de momento entre los haces de la
red. Un atomo atrapado puede absorber un fotén de un modo de luz de un haz y
reemitirlo en otro modo; con esta consideracién se puede definir los vectores de la
red reciproca

b; = Eijk (kj - kk) ) (2-16)

donde €;j; es el tensor o simbolo de Levi-Civita. Asi, los tres vectores de la red
reciproca son los siguentes:

b b
by = b(1,0,0) by = 5 (-1, —/3,0) by = (-1, V/3,0), (2.17)

donde b = v/3k;. Los vectores de la red de Bravais en el espacio real a; pueden ser
calculados de los pares de los vectores de la red reciproca usando la relacion

a; - by = 2md; ; [36]. Los dos vectores de la red de Bravais obtenidos de by y b son
los siguientes:

a

2(\/5,—1,0), (2.18)

a; — CL(O, —1, O) g
donde a es la constante de red, la cual le corresponde un valor de a = % Esta configu-
racién experimental crea un potencial triangular, que es expresado matematicamente
de la siguiente manera [30]:

V(r) =W (§ + L (cos(by - r) + cos (by - r + ¢12) + cos ((by —bg) - r + (;523))) ,

4 2
(2.19)
donde r = (z,y), y ¢;; son las fases relativas. Como resultado de la expresién (2.19)
el patrén resultante es triangular, con niimero de coordinacién z = 6, esto se ilustra
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Figura 2.6: Configuracion experimental de tres haces laser. El potencial de red 6ptica con simetria
triangular o hexagonal es creado por los tres haces ldser colocados a 120° uno con
respecto del otro en el plano xy.

en la parte a) de la figura 2.7.

Inspirado por la fisica que conlleva el desarrollo de nuevos materiales, como es el
caso del grafeno [37, 38, 39, 40], también se ha trabajado experimentalmente en el
diseno de estructuras 6pticas con esta geometria, es decir, la generacion de redes para
confinar dtomos ultrafrios en redes épticas tipo hexagonal con niimero de coordina-
cion z = 3 [30] [32] [41]. Como se ha mencionado, estos sistemas ofrecen més control
y flexibilidad que el tradicional grafeno. Por ejemplo en estas configuraciones con
simetria hexagonal, se puede cambiar facilmente la amplitud de intensidad, confinar
ya sea bosones o fermiones [41] [42], o incluso una mezcla de bosones y fermiones
en tal red. Vale la pena mencionar que a la fecha se han observado fases cuanticas
con bosones ultrafrios en una red hexagonal [43]. La red éptica hexagonal puede
ser experimentalmente realizada como resultado de la interseccién de tres haces y el
potencial resultante es [41]:

V(r) =Vy(cos(by -r) +cos(by - 1)+ cos((by +bs) - 1)), (2.20)

donde V; es la profundidad del potencial, by y by son los vectores unitarios de la red
reciproca cuyo valor es:

by = z—Z(\/é, 1) by = 3—2(—\/5, 1), (2.21)

donde a = % es la constante de red, siendo \; la longitud de onda del laser. De la

misma manera que en la red triangular se pueden calcular los vectores unitarios a;
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a) b)

Figura 2.7: Ilustracién de los potenciales de red a) triangular b) hexagonal.

cuyos vectores son:
a a
ar = (1, V3) ay = (-1, —V3). (2.22)

En la parte b) de la figura 2.7 se ilustra la red éptica hexagonal generada por el
potencial (2.20). Los minimos generan hexdgonos en la red éptica y los dtomos son
atrapados en estos minimos de potencial. Cabe resaltar que otra manera de generar
una red 6ptica tipo hexagonal esta dada por la misma técnica empleada al generar a
una red triangular [30], sin embargo para tener esta geometria solamente cambian la
polarizacion de los tres haces laser y ello conduce a la generacién de una configuracién
tipo hexagonal. La implementacién para generar este tipo de redes tanto triangulares
y hexagonales en el laboratorio ha dado pauta a estudiar las diferentes transiciones
de fase, esto es, las transiciones de superfluido a aislante de Mott en las redes épticas
con simetrias de nimero de coordinacién z = 6 y 3[44].

Una vez confinados los atomos en este tipo de redes épticas, la pregunta que se
quiere responder es jcémo se genera el desorden en los potenciales de confinamiento?
En el siguiente apartado se aborda este aspecto.

2.4. Atomos neutros en potenciales desordenados

El desorden es entendido como las imperfecciones no controladas en un sistema.
Este fenémeno natural esta presente en todos los sistemas de la vida real, como un
ingrediente no deseable para el sistema. A menudo se descuida esta propiedad del sis-
tema, ya que algunas veces solo se esta interesado en el comportamiento macroscépico
del sistema y el desorden resulta ser una pequena incertidumbre. Sin embargo, hoy
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es bien conocido que aun en escala macroscopica, el desorden puede tener efectos
dramadticos, como lo ilustra la emblemaética localizacién de Anderson [4]. En esta un
desorden muy pequeno puede convertir un estado metalico en un estado aislante.

La determinaciéon de las observable fisicas que tipicamente se usan para cuan-
tificar sus efectos en el fendmeno de transporte, requiere en la practica un gran
niumero de realizaciones para garantizar que se cuenta con una buena estadistica del
“ambiente” desordenado propio de un sélido real.

En particular los atomos ultrafrios son muy apropiados para investigar la fisica
de sistemas desordenados ya que, como se ha mencionado al inicio del capitulo,
estos son sistemas maleables en el laboratorio y ofrecen un alto grado de control. El
desorden puede ser introducido en los atomos ultrafrios de manera diferente. Desde
un punto de vista tedrico el desorden puede ser modelado por cualquier parametro
en el Hamiltoniano que describa a dicho sistema. Sin embargo, se han hecho varias
propuestas para aplicar el desorden de manera experimental en los a&tomos ultrafrios.

El desorden generado por impurezas se puede realizar experimentalmente conside-
rando no sélo una especie atomica, sino confinando una segunda especie. La segunda
especie puede por ejemplo ser atrapada en sitios aleatorios de una red éptica mien-
tras que la primera especie es insensible a la red 6ptica [45, 46, 47, 48]. Los dtomos
de la segunda especie crean un patrén aleatorio de impurezas, cuyo potencial es de
la forma

V()= Ulr=r, (2.23)

con U el potencial creado por un solo atomo de la segunda especie y la posicién r;
aleatoria. Esta propuesta es llamada el modelo de Edwards y se ha implementado en
experimentos con atomos frios [49].

2.4.1. Potenciales de redes 6pticas cuasiperidédicos en 1D

Otra manera de construir en el laboratorio un potencial no periédico, pero no
desordenado, es la generacién de un potencial de estructura cuasiperiodico. Este tipo
de red se produce con la denominada técnica de redes 6pticas bicrométicas [50, 51]
y consiste en lo siguiente. Un potencial 6ptico cuasiperiédico puede ser obtenido
superponiendo una red 6ptica con longuitud de onda \; a otra red 6ptica con longitud
de onda Ay tal que esto sea inconmesurable, esto es, tal que la razon [ = i—; sea un
ndmero irracional [52, 53]. Si ahora se definen los potenciales peridédicos con sus
respectivas longitudes de onda Ay, Ay, como la red principal Vi y la red secundaria
V4, como se ilustra en la figura 2.8. La red éptica bicromatica o mejor conocida como
cuasiperiédica estd dada por V(z) = Vi(x)+ V5(x) dando como resultado el siguiente

potencial,
V(z) = 51FR; cos®(k1w) + sy Epy cos? (ko), (2.24)
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donde k; = 27/)\; v s; son las alturas de la red en unidades de las energias de
recoil Fg; con i = 1,2. En la figura 2.8 se ilustra el potencial generado por la red
cuasiperiddica (2.24).

(a) (b)
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T T

Figura 2.8: Ilustracién de un potencial de red 6ptica cuasiperiddico, (a) como resultado de la
superposicién entre dos redes con s; = 10 y Ay = 1064nm (morada) y una segunda
red con sy =1 Ay = 859nm (azul). (b) Potencial de red 6ptica cuasiperiédico en una
dimension.

La red bicromatica se caracteriza por el hecho de que la perturbacion debida a la
segunda red induce una modulacién cuasiperidédica de la energia en los minimos de la
red principal. La manera de introducir este tipo de desorden en la red biocromatica
no es un desorden aleatorio ya que tiene una estructura cuasiperiodica caracterizada
por las frecuencias inconmesurables bien definidas que dan como resultado una distri-
bucién determinista en los sitios de la red. Sin embargo, la simetria traslacional de la
red se rompe de una manera no trivial y este tipo de redes 6pticas es adecuada para
el estudio de la fisica en medios desordenados. Por otra parte este tipo de potenciales
puede ser modelado en un Hamiltoniano tipo tight-binding como el Hamiltoniano de
Bose-Hubbard (3.51). En una dimensién la energia en el sitio es pseudo-periddica,
esto es, €; = A cos(2mfi + ¢) con A 'y ¢ que son determionados por la profundidad y
la fase de la red secundaria y [ que es un nimero inconmesurable. Este modelo sin
interacciones es conocido como el modelo de Aubry-Andre [52]. Auque es determi-
nista tal configuracion imita en cierto grado a un potencial desordenado de tamano
finito.! Este tipo de potenciales se ha logrado implementar en el laboratorio usando
atomos ultrfrios y encontrando la primera evidencia de la localizacién de Anderson
en una dimensién [50].

'El tamaiio del sistema no debe ser demasiado grande para evitar réplicas periddicas del potencial
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2.4.2. Redes 6pticas con speckle

La posibilidad de controlar el desorden en gases ultrafrios con luz laser es menos
complicado en comparacion con el reto que representa un sistema real de la natu-
raleza, donde el desorden esta presente intrinsecamente y no puede ser controlado.
Existen diferentes formas de generar cierto tipo de desorden en el laboratorio y que
éste sea implementado en una red optica.

En primer lugar mencionaremos la llamada técnica de optical speckle [54] que se
refiere a un patron de intensidad aleatorio producido por la luz coherente cuando se
refleja o difunde por una superficie rugosa.

Figura 2.9: Tlustracion de un patrén de speckle generado en el laboratorio. Imagen tomada de
[55].

El speckle consiste en un fino patrén de luz granular que es consecuencia de que
la luz incida sobre una superficie dspera, esto se ilustra en la figura 2.9. El speckle
es un fenomeno tan generalizado que se encuentra en varios problemas de la fisica
ya que estos introducen un ruido no deseado en imagenes o en algunas muestras de
laboratorio[54].

Para el caso de los atomos ultrafrios esta técnica es considerada para generar
desorden y los atomos sientan un entorno aleatorio. Esta técnica es el resultado de
un haz laser que es difractado al pasar a través de un plato difusor y es focalizado
por una lente convergente. El plato difusor transmite la luz laser sin que se altere
la intensidad, pero imparte una fase aleatoria sobre la luz emergente y se crea un
potencial aleatorio, como se muestra en la figura 2.10. En otras palabras, el fenémeno



20 2.4. Atomos neutros en potenciales desordenados

de speckle surge cuando la luz altamente coherente es reflejada o transmitida por una
superficie rugosa[56, 57].

laser incidente|

plano focal
fases aleatorias

plato difusor

Figura 2.10: a) Configuracién éptica de cémo se generar desorden a través de un potencial éptico
con la técnica de speckle. b) Representacién en dos dimensiones de un potencial
desordenado. Imagen tomada de [58].

En principio, las ondas coherentes que son emitidas por un rayo laser y que
pasan a través de un plato difusor dan lugar a ondas dispersadas con diferentes fases
y diferentes amplitudes. Debido a las variaciones del espesor del plato difusor o qué
tan aspero se encuentre, tiene como consecuencias que las interferencias de estas
ondas formen patrones al azar a asociado a las trayectorias aleatorias de las ondas
dispersadas desde la superficie. Como resultado se origina un potencial de speckle.

La dispersion se puede hacer en la reflexién o en la transmisiéon, en tales casos el
principio basico de formacién de un speckle es el mismo y consiste en una modulacién
espacial de la fase y la amplitud del campo eléctrico de la luz incidente. Dado que
el potencial dipolar es proporcional a la intensidad del campo eléctrico, la intensi-
dad espacial producida por el speckle da como resultado un potencial desordenado
espacialmente para los atomos.

Entre las diversas posibilidades que podrian surgir para producir un potencial
aleatorio, el potencial de speckle ofrece dos ventajas principales. La primera consiste
en su flexibilidad desde el punto de vista experimental ya que es factible lograr
el control de los parametros que producen el desorden. La segunda radica en la
posibilidad de conocer exactamente las propiedades estadisticas del potencial y que
éstas pueden ser bien modeladas tedricamente y se pueden medir experimentalmente.

Concluyamos este capitulo con una breve resena de los principales logros que
se han dado en el campo de los atomos ultrafrios con desorden, en particular la
realizacion experimental de la localizacion de Anderson con atomos ultrafrios. Los
primeros experimentos de atomos ultrafrios con desorden usando la técnica de speckle
se llevaron a cabo de forma simultanea en los grupos de M. Inguscio en Florencia
Italia [59, 60], en donde investigaron las propiedades dindmicas y estéticas de un gas
de 8" Rb en presencia de desorden y midieron el comportamiento del perfil de densidad.
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Por otra parte en el grupo de A. Aspect en Palaiseau Francia [56, 57] ellos observaron
el transporte coherente interactuante en una dimensién en un condensado de Bose-
Einstein en presencia de un potencial aleatorio y midieron el perfil de densidad en
funcién del tiempo y mostraron que la expansion dindmica cambia dramaticamente,
esto es, ellos observaron la supresion del transporte se debié a las fuertes reflexiones
de los picos altos del potencial desordenado [61]. Estos experimentos siguieron con el
proposito teérico de la localizacion de Anderson en una dimensién [62]. Sin embargo
en el 2008 la localizaciéon de Anderson de atomos ultrafrios no interactuantes fue
finalmente observada experimentalmente por potenciales de speckle en Francia [63].
En la figura 2.11 se ilustran los resultados de dicho experimento.

Diffusing
plate

LINEAR DENSITY (atoms/um)

Figura 2.11: Perfil de densidad de la onda de materia localizada por la técnica de speckle. La guia
de onda limita los atomos transversalmente al eje z, pero son libres de viajar a lo
largo de la direccién z. Un rayo laser crea un patrén de intensidad de desorden que
varia a lo largo de z. Se libera un pequeno condensado de Bose-Einstein, inicialmente
confinado a lo largo de z y su expansién se detiene aproximadamente después de 0.5s.
El perfil de densidad estacionario que emerge a 0,8, 1 y 2 segundos es graficado, lo
que confirma la localizacién. La imagen es tomada de [64]

Al mismo tiempo la transiciéon inducida por el desorden generada en sistemas
unidimensionales cuasiperiédicos por el modelo de Aubry-Andre fue observada la
localizacién de Anderson en Florencia [50]. En el ano 2012 la localizacién de Anderson
también fue observada en tres diemesiones para un gas de Bose ultrafrio usando
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potenciales de speckle [65] y en gases de Fermi [66].

Estas observaciones han abierto muchas perspectivas [67] y desencadenado ex-
perimentos sobre el efecto de las interacciones que puedan suceder en estos gases
atomicos bajo la influencia del desorden. En Florencia [68, 69, 70] en el régimen
de interacciones débiles fue estudiado un potencial cuasiperiédico en una dimension
donde se ha observado la subdifusion. También se han observado indicios de una
fase de vidrio de Bose con bosones en una red en una dimensién con desorden [71].
En el grupo de B. DeMarco estudiaron a los bosones fuertemente interactuantes en
una red éptica en tres dimensiones superpuesta con un patron de speckle y midieron
los efectos del desorden en la fraccién condensada [72]. Bosones en potenciales de
speckle en una dimension han sido estudiados por el grupo liderado por R. Hulet y
han analizado como es el movimiento del gas de Bose y su fragmentacion en pre-
sencia de desorden [73]. También la influencia del desorden ha sido implementada
sobre la transicion Berezinskii- Kosterlitz-Thouless y observaron un cambio en la
temperatura de transicién [74, 75, 76].

Resumiendo, el problema principal de esta tesis es la biisqueda de la localizacion
de atomos neutros ultrafrios con interacciones débiles en dos dimensiones. El movi-
miento bidimensional de los a&tomos con potenciales de speckle ha sido investigado en
Palaiseau en el régimen clésico [77, 78]. Sin embargo, como veremos, la observacién
de la localizacion de Anderson en dos dimensiones sigue siendo un gran desafio. Hasta
el momento se tiene la realizacion de estados localizados considerando no solamente
sistemas ideales, sino también la presencia de interacciones.



Capitulo 3

Transporte en redes ordenadas y
desordenadas

Con el propédsito de dar contexto a la investigacion del presente trabajo, en este
capitulo se hard un breve recuento de los resultados conocidos de la fisica del estado
sélido vy de la teoria del transporte de una particula tanto en una red periddica,
como en una red desordenada. Primeramente se enuncia el teorema de Bloch y su
bien conocida relacién con la estructura de bandas. Posteriormente se introduce el
concepto de localizaciéon de una particula en redes peridédicas con desorden en una
dimensién. En ambos casos no se consideran efectos de interaccion. Finalmente se
presenta una descripcién del problema de muchas particulas, donde los efectos de
las interacciones son incorporadas y esto conduce al Hamiltoniano de Bose-Hubbard
(HBH). Al final de este capitulo se presenta un resumen del conocimiento de las fases
existentes en el HBH como funcién de los parametros que lo definen.

3.1. Movimiento de una particula en una
red periddica

Como es bien sabido, el movimiento de una particula en una red cristalina, en
este caso el de un electrén, se determina a través del conocimiento de su estado,
el cudl a su vez estd especificado en términos de la funcién de onda del electrén.
Especificamente, la pregunta a responder es jcémo son las funciones de onda y los
niveles de energia de un electrén en un potencial periddico? Dar respuesta a este
cuestionamiento requiere partir de la ecuaciéon de Schrodinger para un potencial
periédico V (z), esto es,

Ho () = EM o (@), (3.1)

en donde H = % + V(z) y V(z) = V(x + a), siendo a la periodicidad de la red.
Sin entrar en detalle, las soluciones para esta ecuacién, son las llamadas funciones
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de onda de Bloch [36], que son de la forma de una onda plana €’ multiplicada por
una funcién periédica ufln) (x), con la periodicidad definida en el potencial V' (x), esto
es, son funciones de la forma

(bg") (x) = eiqxug") (x). (3.2)
La ecuacion anterior es conocida como teorema de Bloch. Cualquier solucion fisica-
mente aceptable de la ecuacion de Schrodinger en un potencial periddico toma la
forma de ondas planas moduladas con la periodicidad de la red. En la figura 3.1 se
ilustra dicho comportamiento. Una forma equivalente de escribir la ecuacién (3.2) es

Gg(x + 1) = ', (2), (3.3)

donde t,, = ma es una translacién en la red y m toma valores enteros. Tomando en
cuenta las condiciones a la frontera periédicas, la funcién de onda cumple con

oz + Na) = ¢(x), (3.4)

esto es, los puntos en x y en x + Na son fisicamente equivalentes, esta condicién
(3.4) restringe los valores del vector de Bloch a aquellos que satisfagan la siguiente
igualdad

el =1, (3.5)

entonces los valores permitidos de ¢ son ¢ = ]%,—’;n donde n = 0,41, +2....

El teorema de Bloch desempena un papel central en la fisica de los sistemas
periddicos, no sélo porque caracteriza la forma de las funciones de onda, sino porque
conlleva el hecho de que el espectro de energia se divide en regiones de energia
permitida y energia prohibida, esto da origen a lo que es llamado la banda de energia.
Tal es el caso del modelo de Kronig-Penney, el cual representa el caso mas sencillo
de un cristal en una dimensién [36].

Figura 3.1: Tlustracién de la funcién de onda de Bloch extendida en toda la red en una dimensién.
La linea sélida corresponde a la parte real, la linea punteada proviene del factor 7.
Los circulos representan los nicleos de los atomos.
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3.2. Estructura de bandas de una particula en una
red 6ptica periddica

Como se mencioné anteriormente, uno de los fundamentos de la fisica del estado
solido es que un electrén en un potencial periédico sélo puede moverse en la llamada
banda de energia [36]. Su relacién de dispersion ya no es un continuo como en el caso
de una particula libre, sino que exhibe ciertas restriccién a las denominadas bandas
permitidas. Estas regiones surgen como resultado de la interaccion del electrén con los
iones que se encuentran periédicamente dispuestos en el sélido. El mismo mecanismo
también se aplica a los atomos neutros de un gas ultrafrio moviéndose en una red
Optica. Si bien la red 6ptica en este caso mas sencillo es una red cuadrada, tal como
se mencionod en el capitulo anterior, la discusién que se presenta a continuacion se
centrard en un sélo eje (x), es decir en una dimensién. Especificamente, se presenta la
solucién de un solo dtomo en un potencial periédico V' (z) con periodicidad a, como
los que tipicamente se tienen en el laboratorio. La ecuacién de Schrédinger (3.1)
para el Hamiltoniano de una particula en una red éptica estd dado por la siguiente
expresion: .

H(z) = —;—m% + Vo sin® (koz), (3.6)

donde m es la masa de la particula y kg = Z. Dado que la particula se encuentra
en un potencial periddico, las soluciones a la ecuacién de Schrodinger (3.1) como se
mencioné en la seccién anterior son las funciones de Bloch (3.2). Si se sustituyen
estas funciones y el Hamiltoniano (3.6) en la ecuacién de Schrédinger, esto es,

n* d? ) ,
H(x)p" () = (—%@ + Vo SIHQ(k’Ox)) eru) (x)
= —5-= (zqequug") (z) + e’q‘”%ug") (:U)) + Vp sin® (koz) e ul™ (z)
2 ) o d 2
= —;—m <—q2e’qxuf}n) (x) + 2iq6’qm%ué”) (x) + ezquug’l) (x))

+ %sinQ(k;ox)eiqmué”)(x),

la expresion anterior se puede reescribir de la siguiente manera:

. 1, d 2 .
H(x)e’qmug”) () = %em <—ih% + hq) ug")(:r) +W sinQ(k‘ox)eZung") (x).

Esta tltima es precisamente la ecuacién de Schrodinger en el espacio de momentos,
esto es,

- 2m dx

H,(7) = s (—z’i + q>2 + Vo sin® (ko). (3.7)
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Entonces la ecuacion de Schrodinger estacionaria es,

H(x)gzﬁg")(x) = Hq(x)eiq’”ué") (x) (3.8)
Hq(x)eiqxué”)(:c) = 6gn)eiqmug") (x)
Hq(x)ugn)(x) = sg”)u(") (). (3.10)

Dado que el potencial V(x) y las funciones ul" )( ) son periédicas y tienen la
misma periodicidad, éstas pueden ser escritas como una serie de Fourier, esto es,

(n) l Z C(n) i2koxj (311)

j_—OO

Ahora consideremos el potencial de una red éptica V(x) dado por la siguiente
expresion

1 ) )
V(z) = Vysin®(koz) = —Z% (ezlkom + e~ 2ikor _ 1) , (3.12)

sustituyendo las expresiones (3.11) y (3.12) en la ecuacién (3.10) se tiene

H (n) l Z (n){_ 2/€0] +q> _ ZV ( 2ikox +€—22k0x . 1)}€i2koxj
\/ Z {c(" ( (2koj + q)” +1Vb) ——Vo (i (G — 1)+l (j—i—l))}ei%‘)j,

]_700

que se reduce a

(% (2koj + q)° + 4V0) ) (5) — ;1%( G —1)+cM(G+1)) =),

que en forma matricial, se expresa como:

Z Hj ol (5) = elmelm (). (3.13)

j=—00

Esta es una ecuacion de valores propios, donde los coeficientes c( )( j) son los vectores

propios y a(] ") son los valores propios. H; j(q) es una matriz que sélo tiene entradas

en la diagonal y en la parte superior e inferior de la diagonal los valores que toma
son los siguientes:

I (2koj + )2 + Vo /4 sij=j
Hjy=4q —(1/49)W si |j—7'|=1 (3.14)
0 otro caso
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donde Hjj es una matriz simétrica la cual se puede diagonaizar. Los coeficientes
c,(ln) (7) llegan a ser despreciablemente pequenios para j grandes. Considerando esta
informacion, sélo se tomara encuenta los valores de —5 < j < 5 [79], se construira
la matriz (3.14) y se obtendran los valores propios, y esto dard origen a la conocida
estructura de bandas.

1l Vp = 0Eg

E,/Er
-
(=]

-04 -02 00 02 04 -04 -02 00 02 04 -04 -02 00 02 04 -04 -02 00 02 04
a/(2a) a/(2a) a/(2a) a/(2a)

Figura 3.2: Estructura de bandas para un atomo en una red éptica en una dimensién, esto es,
V(x) = Vg sin?(koz) para diferentes valores de V; en funcién del momento g.

En la figura 3.2 se ilustra la estructura de banda para un atomo en una red éptica
para diferentes valores de la profundidad V4. Para un valor de V4 = 0 se recupera la
parabola tipica de una particula libre. Para profundidades de red diferentes de cero,
esto es, Vy = 4FR hasta Vy = 12ER, emerge una estructura de bandas, donde los
diferentes niveles de energia estan divididos por una brecha de energia. Al aumentar la
profundidad de la red esta brecha se hace mas grande y el ancho de banda disminuye y
para una red muy profunda converge a los niveles discretos de un oscilador arménico.

La estructura de bandas surge como consecuencia de la periodicidad que existe en
la red. Si la red sufre alguna imperfeccion, esto es, si su periodicidad se ve afectada,
ya sea por alguna imperfeccién o alguna vacancia en la red, el efecto es la pérdida
del esquema de bandas. En este caso la estructura de bandas es remplazada por un
comportamiento totalmente diferente. En las siguientes secciones de este capitulo se
mencionard cuales son las consecuencias de tales imperfecciones en la red y cual es
el fenémeno que se manifiesta al no tener una red perfecta.

3.3. El modelo de Anderson en una dimension

En la secciéon anterior se ha repasado brevemente el estudio del movimiento de
una particula bajo la influencia de un potencial periédico. Pero en la naturaleza exis-
ten potenciales que no son perfectos, esto es, existen obstaculos que impiden un libre
transito del electréon o particula neutra a través de la red, esto es el precisamente
el desorden. En seguida se describira el movimiento de una particula en un poten-
cial desordenado en una dimension. El Hamiltoniano para una particula confinada
en un potencial desordenado esta descrito por el modelo de Anderson en segunda
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cuantizacion, el Hamiltoniano es de la siguiente forma[80]

H=— Z J (ainan + h.c) + Zema;fnam, (3.15)

<m,n>

donde < m,n > indica la suma sobre los primeros vecinos; a/ ,a, son los operadores
de creacién y aniquilacién de un electron en el sitio m y €, son las energias en el sitio
m, las cuales varian aleatoriamente representando el desorden y son independientes
por cada sitio de la red. Es importante hacer notar que en el modelo de Anderson
no se considera la interacciéon entre particulas. Con el objetivo de analizar el com-
portamiento de las funciones de onda para sistemas finitos, se procede aqui con el
estudio del caso en una dimension, siguiendo el analisis hecho por Haake, conocido
como método de la matriz de transferencia [81].

La ecuacién de valores propios para la funcién de onda de una particula con el
Hamiltoniano de Anderson (3.15) es

— J( U1 + Uy y) — €00, = BV, (3.16)

donde el subindice m etiqueta la funcién de onda asociada al sitio m, tal que m toma
los valores ...—2, —1,0, 1, 2.... Esta ecuacion puede escribirse en forma matricial como

(f ) ()55 () e

donde M, es una matriz, llamada de transferencia, que relaciona la funcion de onda
en los sitios m y m — 1 con la funciéon de onda en los sitios m y m + 1. La matriz
M, tiene determinante igual a 1 y sus elementos diagonales tienen caracter aleatorio
dada la naturaleza de ¢,,. En otras palabras, en el modelo de Anderson dado que
el electron se mueve en un potencial totalmente aleatorio, las energias de sitio €,
son variables aleatorias independientes, dando lugar con ello a que las matrices de
transferencia M, sean matrices aleatorias. Empezando con m = 1 y aplicando la
relacién de recurrencia hacia la izquierda se tiene la siguiente ecuacion

v, v
( \1,: ) = My, M,,_y...MyM, ( \D; > (3.18)

Dadas las condiciones iniciales ¥y y Wy, es posible a través del producto de matrices
de transferencia, construir la funcién de onda en los sitios m y m + 1. El anélisis
del comportamiento de los estados depende de las propiedades del producto de las
matrices aleatorias M,, M,,_1...MsM; en el limite en que el numero de factores tiende
a infinito. Las propiedades de los estados pueden analizarse por medio del teorema
de Furstenberg [81]. Sin profundizar demasiado, nos limitamos aqui a enunciar dicho
teorema. Sean M, matrices aleatorias con determinante igual a 1, se tiene entonces
que

1
lim . log Tr{M,,My,—1...MaM;] =~ > 0. (3.19)

m—0o0
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Figura 3.3: Ilustracién de la localizacién de Anderson en una dimensién. Para 1000 sitios de red
y un desorden arbitrario en las energias €; del Hamiltoniano (3.15).

La implicacién de este teorema es que el producto de matrices M,, M,,_1...MyM;
tiene, para m — oo, los eigenvalores e*™. El pardmetro v constituye la tasa de
crecimiento exponencial o maximo exponente caracteristico llamado de Lyapunov
[81]. Debido a que el pardmetro « es positivo resulta que las soluciones ¥, de la
ecuacion de Schrodinger crecen exponencialmente para casi cualquier condicion inicial
Vg, ¥,. El teorema de Furstenberg permite demostrar por lo tanto que las soluciones
de la ecuacién de Schrodinger (3.16) crecen exponencialmente. Sin embargo, para
contar con una solucion fisicamente aceptable, es necesario imponer condiciones de
frontera sobre las funciones de onda asociadas a los sitios 0 y 1. Dicha exigencia
da lugar a que los eigenvalores de la energia correspondan a un espectro discreto.
En otras palabras, para tener una solucién aceptable se fija W y Wy, de tal manera
que la funcion de onda decaiga exponencialmente a la derecha de la red, al mismo
tiempo el mismo argumento debe ser aplicado para el comportamiento de la funcién
de onda a la izquierda de la red, esto es, para m negativos. Esto no puede suceder sin
que la energia E tome valores discretos E, donde v denota la posicion en el cual el
eigenvector esta centrado, entonces el espectro no puede ser continuo y las funciones
de onda son de la forma

Y = i/ € (3.20)

es decir, funciones exponencialmente localizadas, siendo ¢ la longitud de localizacién
que establece el ancho de dichas funciones. Esta estructura es precisamente la que
permite denominar a dichos estados como localizados. En la figura 3.3 se ilustra
el comportamiento de la funciéon de onda al aplicar el teorema de Furstenberg al
Hamiltoniano (3.15), considerando una red compuesta por 1000 sitios. Es importante
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mencionar que desafortunadamente el teorema de Furstenberg es solamente aplicable
a sistemas en una dimensién. Una de las preguntas abiertas que dan motivacion a esta
tesis es abordar la cuestion de encontrar eigenestados localizados en dos dimensiones,
para particulas débilmente interactuantes en redes épticas con desorden.

3.4. Teoria de campo medio y diagramas de fase

En las primeras secciones de este capitulo se hizo enfasis al estudio ya conocido del
movimiento de una particula en una red periédica sin desorden, esto es, se calculé la
estructura de banda de un atomo en una red 6ptica para diferentes configuraciones de
red y se finaliz6 con el estudio de una particula en una red con desorden. Ciertamente
en la vida cotidiana es dificil encontrar a una particula aislada del resto del universo,
esto es, una particula siempre se encuentra sometida a las interacciones con otras
particulas y de esta manera surge la llamada fisica de muchos cuerpos. Una manera de
estudiar el problema de muchos cuerpos es por medio de los gases ultrafrios [80]. Una
de las principales motivaciones de este trabajo son las contribuciones experimentales
en torno al problema de la localizacion de Anderson en gases ultrafrios para bosones
[17, 18, 19, 26], es decir con interacciones débiles. Sin embargo, no es contundente
hasta ahora desde el punto de vista tedrico si existe el fenomeno de localizacion
en dos dimensiones en el limite de bajas interacciones. La manera de describir este
fenémeno de muchos cuerpos dentro del contexto tedrico es de primeros principios
dentro del esquema de segunda cuantizacion. El Hamiltoniano que describe un gas
de Bosones con interaccién es llamado el modelo de Bose-Hubbard; para arribar a
este Hamiltoniano se empieza escribiendo un Hamiltoniano general para un gas de
bosones sin espin con masa m en un potencial externo [82], esto es,

H = / dr¥i(r ——V2+Um / d*r / ' () Ut () V (r — 1) (r) (1),

(3.21)
donde ¥'(r) y ¥(r) son los operadores de campo de creacién y aniquilacion, los cuales
satifacen las siguientes reglas de conmutacion

[Vl (r), U(r')] = o(r — 1), (3.22)
[Tl (r), UT(r))] =0 (3.23)
[T(r), U(r)] =0 (3.24)

Dado que el gas es muy diluido, las interacciones entre particulas V(r — r’) son a
bajas energias y se hace la aproximacion de que se den entre pares de particulas, esto
es, la interaccién es de contacto y toma la siguiente forma V(r —r') = gd(r —r’),
donde g = Amh =%, a es la longitud de dispersion de onda s, m su respectiva masa.
Sustituyendo la expresion que representa la interaccién de contacto en la ecuacion
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(4.2) se tiene lo siguiente,

2rah?
m

H= /d?’r\lfr ——VQ—I—Uemt( )W (r)+ vt () Ul (r)U(r)U(r), (3.25)

por el momento el problema se va a limitar a un sistema homogéneo y el potencial
externo que se va a considerar es el de una red optica.

Debido a la baja temperatura en la cual se encuentra el gas se puede suponer
que todos los bosones estan en la banda mas baja de energia, esto implica que los
operadores de campo se pueden desarrollar con las funciones de Wannier de la banda
mas baja, esto es,

= Z aw(r —1y), (3.26)
f(r) = Zaiw*(r—ri). (3.27)

Las funciones de Wannier satisfacen la ortonormalidad, esto es,

/d3rw*(r —1j)w(r —r5) = 04, (3.28)

Zw*(r —rjw(r’ —r;) =0(r —1'). (3.29)

Estas funciones forman una base y estan localizadas en la posicién r; y su forma
depende de la periodicidad de la red, pero éstas no son estados propios del Hamilto-
niano. Si ahora sustituimos los valores de los operadores de campo en el Hamiltoniano
(3.25) se tiene

H = Z / Prafw(r —r;) (—%VZ + Uext(r)> a;jw(r —rj) + (3.30)

dmah?
s Z Ta /d?’ra w*(r — r,)aTw (r — rj)apw™(r — ry)qw*(r —ry).

1,9,k,l

Dado que las funciones de Wannier estan fuertemente localizadas en un sitio de la
red, esto permite reescribir el Hamiltoniano (3.30) de la siguente manera

H=-J Z (azaj) Za aa;a;. (3.31)

<1,5>

donde los pardametros se derivan de las funciones de Wannier y estos son:

J— / Pre(r — 1) (-%v? + V(r)> w(r 1), (3.32)
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4 2
U= %ﬁ/di”r | w(r) |*. (3.33)

Estas expresiones son exactas, pero como se mostrard mas adelante se realizard una
aproximacion para calcular el tunelamiento y la energia de interaccién en funcion de
la energia de recoil Eg.

3.4.1. Funciones de Wannier en la aproximacion armonica

En esta seccién se deducird una expresion aproximada para la funcién de Wannier
en una red y se usara para estimar la energia U, que es la energia de interaccion
efectiva en un sitio. Consideremos un potencial tipo red 6ptica dado por la siguiente
expresion

r) = Z V;osin®(kx;), (3.34)

donde &k = 27/X y X es la longitud de onda del ldser que genera la red dptica.
Consideremos que el potencial (3.34) tiene la propiedad de ser separable, esto implica
que las funciones de Wannier w(r) en cada sitio pueden ser factorizadas, esto es,

w(r) = wr(z)wrr(y)wrr(2), (3.35)

entonces las tres funciones de Wannier wy, wyy, wyr; tienen las mismas expresiones
y en el caso de una red isotrépica éstas son exactamente las mismas. Ahora si desa-
rrollamos el potencial de la red déptica alrededor de los minimos de cada pozo que
forman a la red éptica se tiene lo siguiente

3 3 3
. m
r) = Z Vjosin?(kz;) ~ Z V},ok%? =3 Z ujx?, (3.36)
j:l j:l j:l

donde se ha introducido las frecuencias

2 2 2
LV hk,/v(“ (3.37)

donde Eg es la energia de recoil. Para el potencial(3.36), dado que la aproximacién
es un potencial armonico, la funcién de onda que le corresponde al estado base de
energfa es una funcién de onda Gaussiana dada por la siguiente expresién

W) (Ta) = Wexp (—% <:§—Z) ) : (3.38)

donde o =1,2,3 y d, es la longitud caracteristica, esto es,

1 m [ 2Vook?\* [ 2Voak2m\ !
nVal— ) ) (3:39)
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Ahora si calculamos la energia de interaccién usando la ecuacion (3.33) donde vamos
a definir a Uy = % entonces tenemos las siguientes expresiones

U= U, / dr | W) ['=0o [] / dr | we(z) [ (3.40)

1 7\ 2
—a/dmexp —2 (@) ]

3

1 1 1
- = U, —
T 3 0(271—)3/2 aH da

=1
1 o (2Voak?m\'*
/2H h2 !
a=1

sustituyendo el valor correspondiente para Uy en la ecuacion anterior

g Ama®(2km 3/4ﬁ Vo \ !
873 hZ 2m Er

B 47TGSFLQ H (%a)
h2k2 o 1/4
— 8—7T_kaSH (‘/0’ )
\V &713 2m it ER

3 1/4
8 Vo

— Epy/—ka, [T (—22) .
R\/;“a (ER)

=1

e

U = U

a=1

I
=
e

da

SE

Q
I
—

o
3

El resultado final para la energia de interacciéon U en un sitio en la aproximacion

armonica es,
3 1/4
U 8 Voo
— =/ —kas I I — , 3.41
En V7 oL (ER> (3.41)

que para el caso de una red isotrépica V; ; = V| se tiene que la energfa de interaccién
en unidades de energia de recoil es [83]

Siguiendo el mismo procedimiento pero ahora para dos dimensiones, se tiene la si-
guiente expresion para la energia de interaccion en unidades de energia de recoil, esto
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es,

72D v 1/2
T — 4a, (E_‘;) , (3.43)

donde a, = a,/l,. ' Reescribiendo la ecuacién anterior en términos de gop ? se tiene
la siguiente expresion

T Vo
U2b 92D 5,2
i (3.44)

Ex Ex

Para calcular la energia de tunelamiento J, procedemos de la misma manera
sustituyendo las funciones de Wannier para el estado base en la ecuacién (3.32), esto
es,

J = Of[l/wa(x — ZTp) (;—ZQVQ + V(T)emt> Wo (T — XTpy_1)de, (3.45)

dado que los dtomos se encuentran a temperaturas cercanas al cero absoluto esto
conlleva que la banda més baja este poblada, entoces para calcular el valor explicito
de la energia de tunelamiento (por simplicidad ilustramos el calculo de J en una sola
coordenada), esto es,

o h2 d2
J = /wo(q; — Tp,) (%@ + Vo SinZ(kx)> wo(x — Tpy—y)d, (3.46)
sustituyendo los valores de las funciones de Wannier del oscilador armoénico y el
potencial de red éptica cubica se tiene que la energia de tunelamiento en unidades
de enrgia de recoil es la siguiente [83],

J 4 (Vo7 Vo
J_ = (N 9 /0 4
Er  x (ER> P o (347)

El tratamiento anterior es para una red cibica en tres dimensiones. Calculamos la
energia de tunelamiento (3.32) que tienen los atomos cuando estos se encuentran en
un potencial de red cuadrada, esto es, en dos dimensiones. Sustituyendo los valores
de las funciones de Wannier del oscilador armoénico en dos dimensiones, el potencial
de red cuadrada en la aproximaciéon arménica en (3.32). Con lo anterior se obtiene
la energia de tunelamiento de los atomos en funcién de la energia de recoil Ej, la
expresion es la siguiente

La, es la longitud de dispersién en tres dimensiones y [, es la longitud del oscilador arménico.

2En el siguiente capitulo se da la definicién de gop.
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J an 7 [V
2o —9 = ——/=1. 4
o B, exp < T\ E, (3.48)

Para la red hexagonal el valor de J depende de la eleccién de las funciones de Wannier
en cada sitio, esto es, la energia de tunelamiento entre vecinos cercanos para una red

de hexagonal es [84]
J 2 Vo 22 [ Vh
() ELyRlE D 3.49
En (3 )ERGXP< o VEx (349)

El comportamiento de los diferentes coeficientes de energia de tunelamiento entre
vecinos cercanos estan como funciéon de la profundidad de la red, esto es, s = ELUR,
en unidades de energia de recoil, mostrando un comportamiento para cualquier geo-

metria y dimensionalidad expresado de la siguiente manera [85]

o As®ePVs, (3.50)
Eg

donde A, o, y 3, corresponden a los parametros de ajuste para cada geometria de red.
En la figura 3.4 se ilustra el comportamiento de las ecuaciones (3.48) y (3.49), esto
es, la energia de tunelamiento entre vecinos cercanos en funcién de la profundidad
s, para dos redes Opticas. En conclusién la energia de tunelamiento que tienen los
atomos depende de la geometria y dimension de la red 6ptica en la cual se encuentran
confinados.

0.3 — hexagonal
— cuadrada
T 0.2
=
~
0.1
0.05 5 10 5 20

Figura 3.4: Comportamiento de la energia de tunelamiento entre sitios vecinos en funcién de la
profundidad s para dos redes 6pticas.
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3.4.2. Campo medio para el Hamiltoniano de Bose-Hubbard

En la seccién anterior se mostréd de primeros principios el Hamiltoniano de Bose-
Hubbard junto con sus parametros J y U para un potencial tipo red 6ptica. Como
se ha mencionado anteriormente existen varios experimentos de Bosones en redes
6pticas [17, 18, 19, 26]. La manera en la cual se puede describir tedricamente al
conjunto de atomos de Bose con interaccion, confinados en una red optica y sujetos a
la influencia de desorden es a través del modelo de Anderson-Bose-Hubbard, el cual
tiene un par de componentes mas en el Hamiltoniano (3.31). Esto es, el Hamiltoniano
que describe un gas de bosones en una red desordenada, conocido como de Anderson-
Bose-Hubbard (o Hamiltoniano extendido de Bose-Hubbard), tiene la siguiente forma
[86]7

H=— Z J (azaj + h.c) + Z(Aj - u)a;aj + Z Un;(n; — 1). (3.51)

<i,j> J

En este Hamiltoniano A; modela el desorden en un sitio, p es el potencial quimico,
J es el tunelamiento que hay entre sitios vecinos, n; es el operador de ntimero y
finalmente U es la energia de interaccién entre particulas que se encuentran en el
mismo sitio. Los operadores de creacién y aniquilacién, aj y a;, obedecen las reglas
de conmutacién usuales para bosones [a;, a;r-] = 0i,;-

En el modelo original de Anderson para metales no se considera la interaccion
que hay entre los electrones. Sin embargo, en el caso de un condensado de Bose la
interaccién entre los atomos puede ser incluida dentro del modelo, dado que en el
contexto experimental ésta es una cantidad susceptible a ser controlada.

Es importante resaltar que el Hamiltoniano (3.51) es estructuralmente idéntico al
que representa a un sistema de electrones confinados en una red cristalina o amorfa.
Sin embargo, dada la capacidad experimental de controlar tanto el potencial en el
cual se mueven los dtomos ultrafrios en redes épticas, como las interacciones entre los
mismos, el estudio del transporte y propiedades estacionarias de los atomos neutros
permitira hacer analogias e inferencias en el contexto de la materia condensada. En la
figura 3.5 se muestra una imagen cualitativa que representa el desorden en pozos de
potencial. En este caso el desorden es modelado por diferencias de energia aleatoria
en un intervalo de A; € [—A, Al.

La determinacion de las diferentes fases como funcion de la interaccién entre
particulas se realiza dentro de la teoria de perturbaciones a segundo orden, en la
aproximacion de desacoplamiento. Dicha aproximacion estd sustentada en la teoria de
campo medio, a través de los llamados parametros de orden del superfluido. La idea
central se basa en desacoplar el tunelamiento entre sitios del Hamiltoniano (3.51).
Especificamente en esta aproximacion, denominada de campo medio, se propone que
el valor de expectacion de los operadores de creacion y aniquilacién via campo medio
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- 1Y

desorden

“IU\‘/ v A>0

Figura 3.5: Pozos de potencial que confinan bosones (a) sin desorden (b) con desorden A. Imagen
tomada de [88]

sea indistinto e igual a un pardmetro desconocido:

(al) = (a:) = ¢, (3.52)

donde 9 es llamado parametro de orden. Con esta suposicion y reescribiendo el primer
término del Hamiltoniano (3.51), es decir, el término de tunelamiento se tiene que,

ala; = [(al — ) +¢][(a; — ¥) + ), (3.53)
ala; = (a} — ) (a; —¥) +(al —¥) +la; — ¥) + ¢, (3.54)

ahora tomando la definicién de los operadores en la aproximacién de campo medio,
se tiene

ala; = (af = (a}))(a; — (a;)) + ¥(al + a;) — 7, (3.55)
ala; = AajAaj + P(al + aj) — 7, (3.56)

despreciando las fluctuaciones entre sitios AaIAaj ~ 0, entonces la parte del tunela-
miento es

ala; = (af + aj) — ¢, (3.57)
Reescribiendo el Hamiltoniano para un sitio arbitrario se tiene que
Hyp = —Jy(al + a) + JY* + (A — w)n + Un(n — 1). (3.58)

Este Hamiltoniano se ha convertido por tanto en uno efectivo por sitio y homogéneo.
Es importante mencionar que los parametros de orden v representan fisicamente
una medida del grado de superfluidez en el sistema confinado, como funcién de las
restricciones que definen el potencial externo y las interacciones entre los atomos. Si
ahora separamos al Hamiltoniano en una parte perturbada y no perturbada,

1
Hy = JY* + pn + §Un(n - 1), (3.59)
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V = Ji(a+al), (3.60)

sera posible, via la magnitud del parametro de orden, considerar al término de tune-
laje como uno perturbativo. Puesto que Hy es diagonal en la base de Fock, es natural
considerar a la base de Fock como los eigenestados del sistema. Usando teoria de per-
turbaciones, se calculan las correcciones a la energia a primer orden. Dado que dicha
contribucién es cero, esto es, (V) = 0, se calculan entonces las correcciones a segundo
orden:

D | ”’V‘m , (3.61)
m¥#n
bin — 1) !<n|b|n+1>!2
E)—Ep_, £y — Eg-H ( )
n n+1
EY = ( )(WJ)?, (3.63)

n—1-— u w—n
por lo tanto, la energia con correcciones hasta segundo orden en v es
n n+1

+
n—1—pu p—n

1
Ey = gn(n—=1) = pin + JU* + ( > (JY)? + O(¥%),  (3.64)
esta ultima expresion es un funcional de Landau de la energia escrito en términos
del parametro de orden

E,(¥) = ag + axp® + O(y"). (3.65)

Considerando la identificacién de los pardmetros de orden (ecuacién (3.52)), esto
es, el valor de expectacién de los operadores de creacién y aniquilacion en un sitio
dado, vemos que ¥ # 0 implica un estado superfluido, y viceversa ¢ = 0 identifica
el estado es aislante de Mott, como ya se habia descrito antes. La condicién para la
transicion de fase de un estado aislante de Mott a un estado superfluido esta dada
por los valores de la energia E, (1)) = 0, esto es,

1
a2:( n T )J2+J:0, (3.66)
n—1—u p—n

que se puede reescribir como

(n—p)—(n—p)
J = o . (3.67)

A partir de esta expresién se puede determinar el diagrama de fase para el modelo

de Bose-Hubbard sin desorden. Este diagrama aparece ilustrado en la figura 3.6a.
El Hamiltonianio de Bose-Hubbard exhibe una transicion de fase cudntica entre

dos fases que son identificadas en funcion de la magnitud de los parametros de
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interaccién y tunelaje, a temperatura 7" = 0. Se puede destacar que el primero
en predecir el diagrama de fases del Hamiltoniano de Bose-Hubbard fue Matthew
Fisher y colaboradores en 1989 [87].

Cuando U < J el sistema esta en un estado superfluido (SF), en el cual los bosones
estan deslocalizados y éstos tunelean de un pozo a otro. Cuando U > J el sistema
estd localizado, esto es, un estado aislante de Mott (MI). Bajo estas dos condiciones
la teoria de campo medio predice un diagrama de fase en el espacio u/U —J/U. La
determinacién del diagrama de fase esta dado por la ecuacién (3.67), esta muestra
la transicién de MI a SF y esto se ilustra en la parte a) de la figura 3.6. Un aislante
de Mott esta caracterizado por un factor de llenado entero en cada sitio de la red y
posee una banda de energia prohibida, en tanto que la fase superfluida se caracteriza
por no tener dicho gap y poseer un orden de largo alcance.

Al considerar la presencia del desorden, este afecta las propiedades del sistema
y surge una nueva fase para el caso de bosones. Esta fase, llamada vidrio de Bose
(GB) [87], es aislante y esta caracterizado por compresibilidad finita y no presenta
una banda de energia prohibida. En presencia del desorden, la transiciéon a un super-
fluido ocurre sin que se presente en la region intermedia una transicion al aislante
de Mott. En las figuras 3.6b y 3.6¢ se muestran los diagramas de fase para bosones
a temperatura cero en una red periédica en presencia de desorden.

. T ! 1 by
1] 0.0l 002 003 [ ool 0.2 a3 1] a0l ooz 03

JIu JIU JIuU

Figura 3.6: Diagrama de fase para bosones interactuantes a temperatura 7' = 0 a) sin desorden b)
y ¢) con desorden. Las regiones amarillas contienen un ntimero entero de atomos por
sitio de red, indicando la fase MI. Regiones de color rojo son SF, cuando se rompen
los 16bulos aparece la fase vidrio de Bose.

De la figura 3.6 se observa que cuando el desorden es menor que la interaccion
coexisten las tres fases, aislante de Mott, vidrio de Bose y fases superfluida, en tanto
que si el desorden es mucho mas grande que la interaccion solamente coexisten dos
fases, que son la fase de vidrio de Bose y la fase superfluida, tal como se ilustra en
la figura 3.6c.
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3.4.3. Estado aislante de Mott

La fase aislante de Mott es una fase inducida por las interacciones entre las
particulas, el tunelamiento entre sitios de la red es cancelado y las particulas estan
localizadas por las interacciones. Consideremos el limite en el cual no existe el tu-
nelamiento, esto es, J/U — 0, y en el que domina la interaccion, es decir J = 0, el
Hamiltoniano de Bose-Hubbard se simplifica a

=t > (g — 1) — pmy) (3.68)

2
!
El Hamiltoniano es diagonal en la base de Fock, los eigenestados de energia pueden
ser siempre elegidos como estados de Fock. El estado base total de N particulas en
una red homogénea de L sitios es simplemente el producto directo de estados de un
solo sitio, por lo tanto el estado de Mott es

@arr) =[] 1), (3.69)

l

donde ny =n = N/L = 1,2,3... es la densidad entera de particulas. Esta densidad
de particulas por sitio en la red indica la localizacion de particulas en el espacio real.

En la fase aislante de Mott las particulas estan localizadas sobre los sitios de la
red. Si ahora se desea calcular la probabilidad de encontrar a las particulas en los
sitios de la red, esto es,

palq) = ‘<Q‘\IJMI(H)>‘2

— .

La probabilidad de encontrar n particulas en cualquier sitio arbitrario en un estado
homogéneo, o de aislante de Mott, es por lo tanto igual al uno.

Las caracteristicas que distinguen a la fase aislante de Mott son las siguientes.
Existe un nimero fijo de bosones por sitio en la red, esto es, los atomos estan locali-
zados con densidad uniforme en los sitios. El espectro de excitaciones contempla un
gap energético. Como es sabido el gap es una energia asociada con la creacién de un
agujero o la adicién de una particula, por lo que, la eliminaciéon de un atomo en un
sitio de red y/o la agregacion a otro sitio de la red, conlleva un costo de la energia de
interaccién U, dando origen al gap. Cuando el gap esta presente la compresibilidad
se vuelve esencialmente nula, i.e, no existe la manera de agregar o quitar particulas.
Por otra parte desaparece la fraccion superfluida y es un estado aislante.

3.4.4. Estado superfluido

El caso opuesto el cual toma en cuenta el término cinético del Hamiltoniano y do-
mina sobre la interaccion, esto es, el tunelamiento J > U, entonces el Hamiltoniano
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(3.51) se simplifica a la siguiente expresion,

H=-%"J (a}aj n h.c) . (3.70)
(i.9)
El estado base de cada atomo es deslocalizado en toda la red, esto es, el eigenestado
del Hamiltoniano (3.70) para N bosones sobre la red con M sitios es de la forma

| M

Ugp) = —(> a)N|0), 3.71

Vsr) m(; 1)710) (3.71)
donde |0) denota el estado vacio. En la fase superfluida, cada atomo se propaga a lo
largo de toda la red con fase coherente, en otras palabras el gas exhibe coherencia de
fase. La fase superfluida también se puede describir por un estado coherente que es
el estado propio del operador de aniquilacion en el espacio de Fock y, como es bien
sabido, el estado coherente de una particula es,

6) = e?*'|0). (3.72)

Sea un total de N particulas no interactuantes, en un potencial homegéneo y
periédico, donde las particulas ocupan el nivel més bajo de energia |0), una forma
general del estado fundamental de muchos cuerpos es

(Wgp) = e N2eVNal|0). (3.73)

El estado coherente de muchos cuerpos con N particulas en promedio se descompone
en un producto directo de estados coherentes en cada sitio de lared (L) conn = N/L
particulas en promedio. El estado coherente se factoriza en un producto de estados
coherentes de densidad de particulas n. La probabilidad de medir ¢ particulas en una
red arbitraria es

pala) = [alVsp(n))|®
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Por lo tanto, en la fase superfluida la probabilidad de encontrar ¢ atomos en
cualquier sitio estd dado por la distribuciéon de Poisson en el limite termodinamico
para U = 0. En la figura 3.7 se ilustra una distribuccion de probabilidad para observar
n particulas en un sitio arbitrario de un superfluido en una red éptica.

0.15

0.10

0.05

Figura 3.7: Distribucion de probabilidad para observar n particulas en un sitio arbitrario. La

nde=m

distribuccién corrsponde a una Poisson p,(q) = o

Por otra parte en la fase superfluida presenta el espectro de excitaciones no exhibe
un gap energético. La compresibilidad es finita, esto es, se observa un incremento de
la densidad, otra caracteristica es que el parametro de orden es finito. En la figura
3.8 se ilustran cualitativamente ambas fases, tanto la fase superfluida como la fase
aislante de Mott encontradas experimentalmente [89)].

a Superfluid b Mott insulator

Figura 3.8: Dos fases distintas para un gas de Bose en una red éptica. a) Un estado superfluido
con atomos mdviles en toda la red. b) Fase aislante de Mott con dtomos localizados
en cada sitio de la red. Imagen de la referencia [89].
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3.4.5. Estado de vidrio de Bose

La inclusion del desorden en las redes dpticas tiene como consecuencia la aparicién
de una nueva fase; esta fase que separa la fase superfluida y la aislante de Mott y es
llamada vidrio de Bose [87]. Esta fase tiene la propiedad de ser compresible, es decir,
la compresibilidad toma un valor finito:

K= @ > 0. (3.74)
o
Fisicamente esto significa que no le cuesta energia si se anaden o se quitan particulas
del sistema, esto es, el nimero de particulas no es fijo. Una compresibilidad finita
implica un espectro de excitaciones sin hueco, lo cual distingue la fase de vidrio de
Bose de la fase aislante de Mott.

En conclusién, la fase vidrio de Bose y la fase Aislante de Mott se diferencian
por la naturaleza de su espectro de energia de excitacion. La excitacion mas baja
de la energia en la fase aislante de Mott es la excitacién de una particula con una
separacion impuesta por el costo de energia de la ocupacion multiple en un sitio de
la red. Por otro lado, las excitaciones mas bajas en un vidrio de Bose corresponde
a la ausencia del gap. La presencia o ausencia de un gap se logra demostrar con la
compresibilidad calculandola a través del efecto de la curvatura de la trampa sobre
el perfil de densidad.

3.5. Transiciones de fase cuanticas en atomos ul-
trafrios

En los ultimos anos los atomos ultrafrios han servido para estudiar las fases su-
perfluida y aislante de Mott en el laboratorio [89]. Como se describi6 en las secciones
anteriores, las caractéristicas principales de las fases emergen en dos casos extremos,
cuando el sistema es no interactuante U — 0 y cuando el tunelamiento tiende a ser
despreciable J — 0. El gas de Bosones exhibe una transicion de superfluido a un
aislante de Mott al aumentar la profundidad de la red en tres dimensiones [89]. Sin
embargo, tan pronto como J se aproxime a la magnitud de la energia asociada a
las interacciones, esto es, cuando la magnitud de la interacciéon U es comparable al
términio de tunelamiento J en el Hamiltoniano de Bose-Hubbard (3.51), J ~ U, el
sistema sufrird una transicion de fase cuantica del estado aislante de Mott al estado
superfluido. El valor critico (U/J). para la transicién de fase cudntica es definido
como el punto donde el parametro de orden v desaparece. Empleando un esquema
de campo medio [83, 90] se tiene que

Ne = (E) =2n+1++/2n+1)2-1, (3.75)

zJ
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donde 7 es el nimero de atomos por sitio de red y z es el nimero de vecinos mas
cercanos. Para m = 1 uno obtiene que para una red éptica en tres dimensiones el
punto critico para la transicién 7, ~ 5.8 y estos resultados se confirman en [89].
Mientras que para un ntmero de ocupacion grande, esto es, m > 1, donde n es el
nimero de atomos promedio por sitio de red, el valor critico es 7, = 47m.

La transicién de fase cuantica de superfluido a aislante de Mott arriba descrita se
puede observar experimentalmente a través de la modificacién del cociente J/U, que
es susceptible de ser realizada usando las redes 6pticas tipicas en el laboratorio. Este
procedimiento corresponde a una variacion en la profundidad del potencial de la red a
través de la intensidad del laser, la cual cambia inevitablemente la altura de la barrera
potencial entre los sitios de red. La correspondencia entre disminuir el cociente J/U
y la transicién al estado aislante se explica de la siguiente forma: al incrementar la
profundidad en los sitios y con ello ubicandose los atomos en los minimos, resulta en
una mayor energia de interaccion en el sitio. Por otro lado, otra forma de modificar el
cociente J/U es usando la capacidad de modificar la longitud de dispersién. Debido a
la existencia de resonancias de Feshbach, se puede controlar la longitud de dispersion
de la onda s a través de la intensidad de campos magnéticos externos. Un cambio en
la longitud de dispersion influye directamente en la interaccion de los atomos y, por
lo tanto, se puede variar la energia de interaccion en el sitio U sin afectar ninguno
de los otros pardmetros involucrados [89].

En la practica, la observacion de la transicién superfluido-aislante de Mott se
identifica a través de imagenes de absorcion de la nube atémica. Después de un
tiempo de expansion dado, es posible inferir la distribuciéon de momentos. La serie
correspondiente a las imagenes en un experimento tipico se muestra en la figura
3.9 para diferentes valores de la profundidad Vg, esto es, de Vo = 0y Vy = 22FR.
Se observa un pico en ausencia de red éptica y una serie de picos de Bragg cuan-
do existe una red optica con ciertos valores de profundidad. Con el aumento de Vj
estos picos se vuelven mas pronunciados. Esta tendencia se invierte repentinamen-
te. Sin embargo, los picos de Bragg eventualmente desapareceran completamente.
Estas iméagenes proporcionan en realidad una evidencia directa de la existencia de
una transicién superfluido-aislante de Mott predicha por el modelo Bose-Hubbard y
encontrada experimentalmente [79, 89].
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Figura 3.9: Imagenes de absorcién del patrén de interferencia de ondas de materia para diferentes
profundidades de potenciales, después de un periodo de tiempo de vuelo de 15 ms.
En el régimen superfluido para profundidades potenciales de hasta 12ER son visibles
picos maximos de interferencia, lo que demuestra una coherencia de fase de largo
alcance a través de la red. Para una profundidad potencial de 22FR esta el régimen de
aislante de Mott, el patrén de interferencia ha desaparecido por completo. El patrén
de imdgenes es tomado del experimento de Markus Greiner [79]

Ciertamente los resultados que se muestran anteriormente corresponde a redes
opticas en tres dimensiones donde el niimero de coordinacion es z = 6, pues corres-
ponden a una red cubica. Dado que la transicion superfluido-aislante de Mott esta
dada por las fluctuaciones cuanticas es interesante estudiar las consecuencias de la
dimensionalidad reducida y la geometria de la red optica en la transicién. Sea un gas
de Bose en dos dimensiones en una geometria de red cuadrada, esto es, su nimero
de coordinacion es z = 4 y esta ausente de un confinamiento arménico. El sistema es
también descrito por el Hamiltoniano de Bose-Hubbard (3.51). Cambiando la dimen-
sionalidad del sistema se encuentra una transicion de fase de superfluido a aislante
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de Mott cuando los coeficientes 7. = J/U =~ 0.06 [91].

A continuacion se presentan los resultados de los diagramas de fase que surgen en
las redes triangulares y hexagonales usando técnicas de campo medio para encontrar
los valores criticos correspondientes para la transicién de superfluido a aislante de
Mott [44]. En la figura 3.10 se ilustra el diagrama de fase /U vs J/U para diferentes
factores de llenado, también se ilustra que los valores criticos 7. = (J/U). disminuyen
al aumentar el factor de llenado ¢g. En este caso para un factor de llenado de g = 1
los valores criticos para la transicion de aislante de Mott-superfluido para la red
triangular es n. = 0.037, mientras que para la red hexagonal se tiene que el valor
critico es 7. = 0.086. Los valores criticos en los que se producen las transiciones
dependen de la dimensién y de la geometria en la cual estan inmersas las particulas.
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Figura 3.10: Diagrama de fase tomado de [44]. Representa los l6bulos de Mott para una red
triangular (panel izquierdo ) y para una red hexagonal (panel derecho) para diversos
factores de llenado.

Como se mencion6 anteriormente, cuando existe desorden aparece una nueva
fase llamada vidrio de Bose. Esta fase corresponde para sistemas desordenados y
altamente interactuantes. Los primeros en predecir estd fase fueron Fisher et al [87].
No obstante también predijeron que la fase vidrio de Bose apareceria siempre entre
las fases de aislante de Mott y superfluido, este comportamiento se ilustra en la
grafica de la figura 3.6 b). Después de estos estudios, la pregunta es jexiste una
transicion directa entre la fase aislante de Mott y la fase superfluida en presencia
de desorden? Para responder la anterior pregunta. Los investigadores Pollet et al
[92] confirmaron que existe una ausencia de una transicién directa de superfluido a
aislante de Mott, es decir, una fase de vidrio de Bose siempre debe intervenir en la
transicion de aislante de Mott a superfluido.

El Hamiltoniano de Bose-Hubbard (3.51) muestra diferentes fases cuando no exis-
te desorden y cuando esté presente en una red optica, esto estd en funcion del po-
tencial quimico p y el tunelamiento J. Cabe senalar que este diagrama de fases se
obtuvo a partir de la aproximacién de desacoplamiento. Por otra parte las técnicas
de simulacién cuantica de Monte-Carlo (QMC) son capaces de calcular con el mini-
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mo error el comportamiento de muchos sistemas fisicos, tal que en los ultimos afios
se ha usado esta técnica en el Hamiltoniano (3.51) por un gran ndmero de auto-
res, tal es el caso de A.E. Niederle y H. Rieger [93]. Estos autores hacen uso de las
técnicas Monte-Carlo cudntico (QMC) y la técnica de campo medio local (LMF) v,
teoria estocastica de campo medio para determinar el diagrama de fase en funcién
del desorden A/2J vs U/J. Dichos diagramas se ilustran en la figura 3.11

LMF (cluster analysis) QMmC
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Figura 3.11: Diagrama de fase del Hamiltoniano de Bose-Hubbard con desorden, usando las dos
técnicas de LMF y QMC, la figura fue obtenida del articulo [93]

Como se ilustra en el diagrama de fases de la figura 3.11 coexisten las tres fases.
Estas son superfluido (SF), vidrio de Bose (BG) y aislante de Mott (MI). Dado
que en este trabajo se esta interesado en encontrar estados localizados en la region
superfluida, los valores con los que se tendra que comparar tienen que estar en el
rango donde esta la region superfluida, esto es, no se tiene que exceder los valores de
interacciéon mas alld de 20(U/J) y del valor del desorden de 20(A/2.J).
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Capitulo 4

Ecuacion de Gross-Pitaevskii
para un gas de Bose en una red
desordenada en 2D

Existen dos formas de abordar el estudio de las propiedades estacionarias y
dindmicas del sistema que se estd considerando en el presente trabajo. Una es a
través de la aproximacién de campo medio y la otra dentro del contexto de muchos
cuerpos también conocido como esquema de Bose-Hubbard presentada en el capitulo
previo. Dentro del esquema de campo medio, el formalismo mas ampliamente usa-
do ha sido el resolver la ecuacién de Gross-Pitaevskii, que describe un gas de Bose
débilmente interactuante a temperatura T = 0. Esta aproximacion permite tanto
una descripcion dindmica, como de los estados estacionarios, tanto en gases de Bose
de una sola componente, como en gases espinoriales. En este ultimo caso ha sido
especialmente exitosa la descripcion de efectos no lineales, incluyendo la generacién
de vortices y estados turbulentos. En lo que respecta al contexto del tratamiento de
muchos cuerpos, es decir, resolver la ecuacién de Schrodinger para el modelo exten-
dido de Bose-Hubbard, es muy limitado lo que puede estudiarse de forma efectiva.
La razon es que aun en la primera banda, el Hamiltoniano para N particulas confi-
N+4+n-—1

N
Este problema es numéricamente intratable aun en una dimensién, para N > 10° y
n > 4. El caso en dos dimensiones, objetivo de la presente tesis es por lo tanto un
reto inaccesible. Por tal motivo, dentro del esquema de Bose Hubbard se requiere,
ademads de la aproximacién de la primera banda, trabajar usando otra aproximacion
para simplificar el tratamiento numérico. Como se explicé antes, puede usarse la lla-
mada aproximacién de desacoplamiento. Como se ha explicado en el primer parrafo
de este capitulo, nos concentraremos en resolver la ecuacion de Gross-Pitaevskii para
el sistema de interés.

nadas en n pozos da lugar a espacios de Hilbert que escalan como (
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En este capitulo se presenta una deduccion de primeros principios de la ecuacion
de Gross-Pitaevskii dependiente del tiempo. Esta ecuacién, particularmente la solu-
cién del estado estacionario, sera precisamente la aproximacion que se ultilizara para
estudiar y caracterizar la influencia del desorden en condensados de Bose débilmente
interactuantes y confinados en redes bidimensionales con varias geometrias. Ademads,
en este capitulo se presentan también las observables a ser analizadas para discernir la
influencia del desorden en la generacion de estados localizados. La determinacién del
fenomeno de localizacién vs. la influencia de la geometria recae en un estudio numéri-
co extenso de diferentes observables que se mecionaran en los siguientes capitulos.
Se presenta también en este capitulo las técnicas numéricas y estadisticas empleadas
para encontrar el estado estacionario de la ecuacién de Gross-Pitaevskii.

4.1. Descripcién de un condensado de Bose
en la aproximacién de campo medio

El fenémeno conocido como condensacion de Bose-Einstein, y que lleva el nombre
de quienes lo reconocieron originalmente en 1925, ocurre en un entorno tridimensio-
nal homogéneo, como el resultado de la ocupacion macroscépica del estado base de
una sola particula. Como es bien sabido, sistemas homogéneos en dos dimensiones
no exhiben dicho estado consistente con su comportamiento estadistico cuantico. A
diferencia, los sistemas inhomogéneos en diversas dimensionalidades si manifiestan la
ocurrencia de la condensacién de Bose en gases ideales. La observacion experimental
de dicho fenémeno ocurrrié por primera vez en 1995 en gases atémicos alcalinos. Sin
embargo, es importante mencionar que dado que las interacciones intrinsecamente
naturales en grandes conglomerados de a&tomos, aun a bajas densidades estan presen-
tes, el fenomeno reportado no es estrictamente la condensacion original. De hecho,
como consecuencia de las interacciones en el gas, el estado resultante es un superflui-
do. Matemaéticamente el objeto que representa dicho estado es una funcién de onda
U(r,t) que describe de forma efectiva al “gran atomo”, esto es, al conjunto de dtomos
que ocupan el estado de una sola particula o condensado de Bose-Einstein. Vale la
pena insistir que asociado al hecho que las interacciones entre los dtomos no pueden
ser ignoradas, la funcion de onda necesariamente las incorporara en forma efectiva.

Como resultado del hecho que los gases empleados para producir los condensados
son muy diluidos, los efectos de interaccion significativos se pueden describir como
la colisién entre pares de particulas. De hecho las densidades tipicas oscilan entre
10" — 10" dtomos/cm?®. Adicionalmente, dado que los 4tomos se encuentran a muy
bajas energias, la interaccion se puede modelar por un potencial de contacto, el cual
es de la siguiente forma:

Vint = g3p0(r —13). (4.1)
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donde g3p = %. En unas lineas mas se da detalle de esta expresion.

Para estudiar la estructura de la nube de atomos que forma el condensado de
Bose-Einstein hay que tomar en cuenta la interaccion de los N atomos que lo forman,
dado que cada dtomo siente un potencial adicional debido al campo promedio de los
otros atomos que se encuentran alrededor. El potencial de interaccion se introduce en
la ecuacion de Schrodinger y, mediante la aproximacién de campo medio, se obtiene
una ecuacién no lineal que es conocida como la ecuacion de Gross-Pitaevskii. En
los siguientes parrafos se presentara una deduccion de primeros principios de dicha
ecuacion.

El Hamiltoniano de muchos cuerpos en segunda cuantizacion, que describe a un

gas de N Bosones interactuantes, en un potencial externo U, (r) es,

h2V?

2m

1
H = /dSr\IfT(r)(— +Uezt(r))\ll(r)—|—§/d3r/d3r’\IfT(r)\I/T(r’)V(r—r’)\If(r)\If(r’),
(4.2)
donde WT(r) y ¥(r) son los operadores de campo de creacién y aniquilacién, que
satisfacen las relaciones de conmutacién usuales para bosones [82], m es la masa de
los dtomos y V(r —r’) es el potencial que describe la interaccién entre los dtomos.

Como se mencioné anteriormente, la colisién entre atomos a bajas energias adopta la

forma V(r — r’) = g3pd(r — '), donde gsp = 4”;12“, siendo a la longitud de dispersion
de onda s [94].
La ecuacién de Heisenberg para el operador de campo W(r,t) es,
oV (r,t

donde H es el Hamiltoniano (4.2). Calculando los conmutadores usuales para los
operadores de campo de bosones, la ecuacion de Heisenberg es,

h2

ihw = <—%V2 + Uemt(r)) U(r,t) 4+ gspWi(r, t)U(r, t)U(r,t). (4.4)

ot

El operador de campo que aniquila una particula en la posicién r al tiempo ¢, ¥(r,t)
se puede expresar en cualquier base completa ¢y (r,¢) como,

\I!(rvt) = Z¢k(rvt>bka (4'5)

siendo by, el operador de aniquiliacién en el estado k. En esta ultima la expresion la
suma sobre estados se puede dividir en dos contribuciones, una asociada al estado
base y la otra al resto de estados,

\I](rv t) - ¢0(r7 t)bO + Z ¢k<r7 t)bk~ (4'6)

k+£0



4.1. Descripcion de un condensado de Bose
52 en la aproximacion de campo medio

Dado que en un gas de Bose en su fase condensada la temperatura apenas supera
una centena de nK, la mayoria de los atomos en el gas se encuentran en su estado
base. Ciertamente, no es el estado base de una particula ideal. Por lo tanto, la base
de las funciones de onda denotadas como ¢ (r,t) son estrictamente desconocidas. Sin
embargo, sin pérdida de generalidad la expresion para el operador de campo (4.6)
puede aproximarse de la siguiente forma:

U(r, 1) = ¢o(r, )bo. (4.7)

Es decir, la suposicién més grande es el gas se encuentra a temperatura cero y que
por lo tanto todos los atomos se encuentran en el estado base. Por otra parte los
operadores de campo ¥(r,t) y ¥i(r,¢) actuando en un estado de Fock son

U(r,t) | no,ni...n0o) =Po(r, t)by | Ny, N1...N0o), (4.8)
U(r,t) | no,ni...nc) =¢o(r,t)\/no | no — 1, n1...000), (4.9)
U(r, t)" | ng, n1...n00) =5 (r, 1)bY | 119, 1. 100 ), (4.10)
U(r, 1)1 | ng, ny...noo) =d5(r, 1)vng + 1 | ng +1,11...10,). (4.11)

PeroaT ~ 0y N — oo implica que ng & N y ng = 1 & ng, lo anterior resulta en

U(r,t) | no,mi...n0o) =Po(r, t)y/no | M0y N1 N0 ), (4.12)
U(r, ) | ng, n1..no) =05 (x, 1)\/Ng | Moy 1. Moo ). (4.13)

Sustituyendo las aproximaciones anteriores para los operadores de campo en la
ecuacién de Heisenberg (4.4),

2
UL (—j—mw T Um<r>) O, )by + gan " (r, )(x, 1) (r, )bjbobo, (4.14)

actuando en un estado de Fock, la ecuacién resultante queda de la siguiente forma

0d(r,t) _ ( h?

vh ot _%Vz + Uemt(r)> ¢(ra t) + g3DN|¢(r7 t)|2¢(r7 t) (415)

Esta tltima ecuacién (4.15) es precisamente la ecuacion de Gross-Pitaevskii depen-
diente del tiempo. Sin embargo, la ecuacion de Gross-Pitaevskii estd basada suponer
que el gas se encuentra a temperatura cero 7' = 0 K, la comparacién directa entre
resultados tedricos y experimentales muestra que en muchos casos las soluciones de la
ecuacién de Gross-Pitaevskii describe la fisica esencial tanto a nivel de la dindmica,
como de los estados estacionarios de un gas de Bosones ultrafrio, es decir un gas a
muy bajas temperaturas, del orden de nK, pero no a temperatura cero.
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En la practica, un condensado de Bose-Einstein es un fluido cuantico que se en-
cuentra a temperaturas cercanas al cero absoluto y en el laboratorio es producido
empleando de técnica en un espacio de tres dimensiones. El potencial de confinamien-
to del fluido es tipo oscilador arménico, esto es, el potencial U (r) de la ecuacién
(4.15) tiene la forma,

1
_ 2.2 2
Uert(r) = 3™ (wia? + wiy? + w?z?) (4.16)
donde w,, w, y w, son las frecuencias de confinamiento en cada direccion.
Si se considera que el gas de Bosones esta confinado en una trampa anisotrépi-
ca, esto es, w, > w,, donde w, = w, = w, la ecuacién de Gross-Pitaevskii (4.15)
resultante es,

. a y I 7t h’2
Zh% = ( ” ( 3 (332 —|—y2) +wz22) +93D|¢3D(17;y72,t)’2> Ysp(z,9,2,1),
(4.17)

drash?
donde gzp — “===N.

L0 x,y, 2,1t h?
Zh% = < —Vi+ = (Wf"’i +w.2") + gsp|¥sp(, v, Z,t)’2> Ysp(T,y, 2,1).

2m 2
(4.18)

La alta anisotrépia de la trampa tiene importantes consecuencias sobre la dindmi-
ca del gas de Bose que en estas condiciones se rigé por dos escalas de tiempo muy
diferentes. La escala de tiempo relevante en el plano transversal r; = (x,y) es muy
grande en comparacién con la escala de tiempo en el eje axial (z). Lo anterior au-
nado a que las particulas se mantienen practicamente “quietas” a lo largo del eje z
debido a que la extension espacial de la funcién de onda en esa direccién es bastante
pequena, esto implica que la dinamica esta confinada en el plano r .

Por lo anterior, la funciéon de onda del condensado puede ser factorizada de la
siguiente manera

7wbi%D(:L'vyv Z7t) = ¢2D(TJ_775) Il_IDO(Z)a (419)

donde ¢!9(2) es la funcién de onda correspondiente al estado base del oscilador
armonico caracterizado con la frecuencia w,.

Procedemos a aplicar el método de separacion de variables para resolver la ecua-
cién de Gross-Pitaevskii. Sustituyendo se tiene

Ho 2 2
+ %w Z*thop(ry, t) 11{1)0(2’)4’%WETQ%D(UJ)%D(Z)

+ gsp | Van(re,t) IP] 915(2) P don(ro, t)¢i5(2),
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donde V% = a% + g— Dividiendo por ¥op (11 ,t)¢tS(2) y reordenando términos,

1  Othap(ry,t) R L m 5 5.5

h = - —— 0 . o
sz(TJ_,t)l ot o (2) 2m dz? p(2) + (%) 5 W2 n(2)

1 h 1 m

—wfrngD(rL, t)

— Vit (ry,t) +

Yap(ry,t) 2m Yan (11, t) 2
I (e ) Pl ONS(2) P 6hS(2). (4.20)

15 (2)

Procedemos a introducir el término de separacién u(r), tal que la funcién de onda
a lo largo del eje z satiface:

L L R ey L Mgy S0 1) P S P 62 = u(r)
(=) 2m da B (2) 2 502)

(4.21)
que da lugar a

& m o o o
(—%@ + 50022’ + g3 | Yan(ro,t) [P 915(2) ’2) 15(2) = p(r)eis(z), (4.22)

esto es, una ecuacién para la funcién de onda ¢tS(2) que corresponde a una ecuacién
estacionaria de Gross-Pitaevskii en el eje z con un potencial quimico pu(r) local.
Ahora sustituyendo el valor de la ecuacién (4.22) en (4.20) se tiene lo siguiente

1 . 8¢2D(TJ_,t) - B 1 i ) 1 m 2 ,
T o PO e am Y e Ot gy e el )
(4.23)
que se obtiene
0 , i
i % _ (_2_vL Tt )) Yap (71, 1), (4.24)

Por otro lado en la parte cinética y del potencial de la ecuacién (4.22), sustituimos
los valores de las funciones ¢!l9(2) que corresponden a las funciones de onda del

oscilador armoénico, esto es,

1\ e
11{3(2):<ﬁ> e 2=, (4.25)

donde [, es la longitud natural del oscilador arménico. ! Realizando las operaciones
correspondientes para el eje z el resultado es,

U donde 12 = I

mw
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R Peis(z)  m . hw. 1o
- %dl—; + waz%ﬁa(z) =5 15(2), (4.26)

sustituyendo los nuevos valores de la ecuacién (4.26) en (4.22) se tiene lo siguiente

(%52 + a0 () P A5 ) 6850) = n(r)olB(:). (am)

ahora integrando la ecuacién (4.27) sobre z se encuentra que el potencial quimico
local es

i 1

2 V3rl,

Finalmente se sustituye el valor del potencial quimico encontrado en la ecuacion
(4.24), lo que resulta en

p(r) = + g3p | Yap(ro,t) | (4.28)

. 8¢2D(7"J_7t) . h 2 m o 5 hw., 93D | 1/}2D(7"J_:t) |2
ih oy = QmVL—i— Qw,,r + 5 + Nex Yop(ry,t).
(4.29)

La ecuacién (4.29) describe la dindmica de un gas de Bose débilmente interactuante
en el plano (z,y) con un confinamiento de potencial de oscilador arménico.

Generalizando la ecuacién anterior para cualquier potencial en dos dimensiones,
se tiene la siguiente expresion

2
iﬁ% B _;_mviwza(mt) +(V(@,y) + gonlan (re, 1)*) Yo (re, 1), (4.30)

donde gop = jsizz es la interaccion efectiva de acoplamiento.

Del anélisis anterior concluimos que al restringir el movimiento de los atomos ya
sea en dos dimensiones o incluso en una dimensién [95, 96, 97, 98, 99], el coeficiente
de interaccion gsp debe escalarse teniendo en cuenta las dimensiones caracteristicas
del sistema.

Como se ha mencionado en capitulos anteriores se ha emulado el fenémeno de
localizacién de Anderson con gases ultrafrios tanto en una dimensiéon como en tres
dimensiones quedando excluido el caso en dos dimensiones. A continuacién utiliza-
remos la ecuacion de Gross-Pitaevskii para estudiar la localizacién de Anderson en
un gas de Bose en dos dimensiones.

4.2. Ecuacién adimensional de Gross-Pitaevskii

Una vez obtenida la ecuacién de Gross-Pitaevskii en dos dimensiones con su res-
pectiva constante de interaccion efectiva gop, la propuesta de este trabajo es resolver
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esta ecuacion con diferentes geometrias de red desordenadas. En las siguientes sec-
ciones se presenta el método para obtener la ecuacién de Gross-Pitaevskii en forma
adimensional y el método numérico para encontrar las soluciones de estado estacio-
nario.
Sea una energia dada en términos de la constante de red a, esto es,
h2

si la ecuacién (4.30) es dividida por ¢ se tiene lo siguiente

ih Oop (1ot h? Viz,
- %DgtL ) = —2m€V2ﬂP2D(M,t) + (% + QQ?DWQD(TLJ)P) Yap(rL,t),
(4.32)
simplificando la expresion, se tiene
ih Oop (11, t 1 Viz,
o %Da(tL ) _ —§a2Vi¢2D(TL,t) + <(Ty> + gZ?D|¢2D(’U_;t>|2) Yap (71, t).
(4.33)

Para la parte temporal de la ecuacién anterior se tiene que i/e = 7 (nuevo tiempo).
Sean las coordenadas adimensionales identificadas de la siguiente manera,

tiempo, t = t1 distacia, r = Za, (4.34)

transformando las derivadas temporal y espacial de la ecuacion de Gross-Pitaevskii,

8_858_18 g 90x0d 10 62_18 (4.35)

ot otot  Tot dr  0x0di adi dx2  a?07?’ '
sustituyendo estas definiciones y tomando las coordenadas adimensionales y la fun-
cién de onda normalizada a 1, se tiene la ecuacién de Gross-Pitaevskii es de la

siguiente forma ;ZJ;D (71, 1)
i 8¢5D (7’1, E)
ot

donde gop = gQTD es la nueva interaccion de los atomos en términos de la energia e
V(z,y)
€

= 2 V200 (1) 4 (82, ) + ginlin(rL, D) (D), (436)

y la constante de red, mientras que o(zx,y) = es el potencial de confinamiento
adimensional.

A continuacién se describe el método numérico utilizado para el calculo de los
estados estacionarios y los perfiles de densidad de la ecuacién de Gross-Pitaevskii

(4.36).
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4.3. Meétodo Split-Step Crank-Nicholson

Usando el método Split-Step Crank-Nicholson [100] es posible encontrar las so-
luciones estacionarias de la ecuacién de Gross-Pitaevskii en una y dos dimensiones.
Por simplicidad se iniciara describiendo el método en una dimensién, posteriormente
se extrapolara a dos dimensiones.

La ecuacién (4.36) en una sola dimensién (x) puede ser separada en dos partes
(split-step). La primera parte contiene el potencial de confinamiento y la parte de
las interacciones, la segunda parte, corresponde a la segunda derivada de la posicion,
dando lugar a los siguientes operadores

(v + g3 | (s 8) 12) vl t) = Hyp(a, ), (4:37)
10%(x,t)
— 5 g = Hav), (4.38)

Se procede a evolucionar una funcién de onda inicial con el operador Hy y ¥ (z; o)
dando como resultado

Y(z,t) = exp(—iH ) (0). (4.39)

Para proceder numéricamente, la ecuacion anterior se discretiza en el tiempo, esto
es, la variable temporal es de la forma ¢, = nA, donde A es el paso temporal,
etiquetando a las funciones de onda como " correspondientes al tiempo t,. Para
propagar al siguiente instante de tiempo, esto es, t =ty + A, y sus correspondientes
funciones de onda las etiquetaremos como ¥"*/2. Entonces la discretizacién (4.39),
que corresponde a una solucién que llamaremos intermedia, es la siguiente

Y HY2 = exp(—iAH, Y™ (4.40)

La solucion intermedia es usada como valor inicial para proceder con la segunda
parte de la propagacién con el operador Hs de la ecuacién (4.38). Para la propagacién
temporal correspondiente al operador Hs, se discretiza la ecuacion (4.38) y usando
el método de Crank-Nicholson se obtienen numéricamente las soluciones en términos
de la ecuacién (4.40), esto es,

wn-l—l o wn+1/2 1 . 172
— = —Hy(¢)" " . 4.41
A S (" ) (4.41)

La solucién de la ecuacién (4.41) corresponde a la incégnita ™!

wn—i—l o 1 - iAH2/2 n+1/2

= 2° 4.42
1+iAH,/2 ’ (4.42)
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la cual combinamos con la ecuacién (4.40) y se tiene la solucién para 1"

— iAH,/2

¢n+1
1 + ZAHQ/Q

exp(—iAH)Y", (4.43)

donde 1" es la solucién correspondiente al siguiente paso temporal, esto es, ¢, =
(n+ 1)A. Todas las iteracciones conservan la normalizacién de la funcién de onda y
el error involucrado en el desdoblamiento del Hamiltoniano es proporcional a A2,

Describamos explicitamente el algoritmo de Crank-Nicholson para la ecuacion
de Gross-Pitaevskii mapeada en una malla espacial de tamano N correspondiente a
una red en una dimension, esto es, discretizando la parte temporal y espacial de la
ecuacion (4.38) se tiene

wn+1 d)n+1/2 - +1
T T - 20 (144

(w;’L—:-ll/Q o 2¢n+1/2 + ¢n+1/2)]’ (445)

donde la notacién de indices significa ¢!" = (x;,t,), h son los pasos espaciales. Se usé
la aproximacion de diferencias finitas para la derivada temporal. De las ecuaciones
anteriores uno se da cuenta de que se tiene un conjunto de ecuaciones con incognitas

w?jf, Yt resolviendo para las incégnitas 1"+ se tiene

AR 2h2 [(Wﬁl 207 + o] = b, (4.46)
donde A
b — ;_}12(¢?$1/2 2¢n+1/2 +¢n+1/2) +¢?+1/2, (4‘47)

se tiene un sistema tridiagonal de ecuaciones, son escritos explicitamente
AT+ AQYPT + AT = b, (4.48)

donde A; = A} = 2 A? = 1—|—2—% de la ecuacién (4.48) las cantidades desconocidas
son de la forma f;ll y ”gb?“. Para resolver la ecuacién (4.48) se toma en cuenta una

relacién de recursion que es de la siguiente forma,

m =+ B, (4.49)

donde «; y f3; son coeficientes por determinar. Ahora si sustituimos (4.49) en (4.48)
y se resuelve para ¢! se tiene

it = (bi — A7 — AT B). (4.50)

A%+ Afay
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Reescribiendo la ecuaciéon anterior
Pt = (A7 + AT B = bi), (4.51)

donde v; = —1/(A%+ A o), se obtienen las relaciones de recursién y se tiene oy =
VA Y Bio1 = ’yi(A;rﬁz‘ — b;). Los valores iniciales elegidos son ay_1 =0y fy_1 =
wy“. Después de determinar los coeficientes «a;, 5; v 7; se usa la relacion de recursion

Vit = it B, (4.52)

de ¢ = 0 hasta N — 1 que corresponde al tamano de la malla. De esta forma se
encuentran las soluciones a la ecuacion de Gross-Pitaevskii.

Para dos dimensiones se procede analogamente al caso en una dimension. La
ecuacion (4.36) es separada en tres partes, donde H = Hy + Hy + Hj esto es

Hl = 'U(ZL',y) + ggD | ¢2D($,y7t) |27 (453)
82
82
Hy = ———. 4.
3 oy (4.55)

Adoptando el mismo procedimiento, la propagacién temporal se determina usando
las contribuciones Hy, Hy y H3. La propagacion temporal sobre H; es dada por

Y2 = exp(—iAHy )Y, (4.56)

entonces tenemos

Oy, t) _ 10%(,y,1)

T e L LCA AN (4.57)
Op(x,y,t)  10%(z,y,t)
a2 a2 Hyp(z,y,1), (4.58)

extendiendo el mismo tratamiento que se efectué para una dimension, ahora tenemos
que la funcién de onda es discretizada de la forma, ¥, = (2, y,,t,) donde y =
Yp = ph, conp=1,2..N,, & = x; = jh, j = 1,2...N,, siendo h el paso espacial. ¢},
se refiere a fijar x; = jh para todo y, = ph. Usando las soluciones obtenidas después
de una iteraccion x como entrada, la discretizacién de ecuaciones tridiagonales a lo

largo de la direccion y para la constante x son resueltas simultaneamente

Z,&/)(:E,y,t) 10?2 10

TR (—5@ - §a—y2)¢($>y>t)- (4.59)
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Usando el método de Crank-Nicholson discretizamos las derivadas

n+1 _w’lﬁl-‘rl/Q 1
i TI  r, — 200 )+ (160)
n+1/2 n+1/2 n+1/2
wj:l,; — 20 i), (4.61)
— ol — 20t Ut )+ (162
(Wt = 205 "+ ). (4.63)
Ahora trabajando por separado primero en el espacio = tenemos
it =i . T
= A = — ol e = 205+ Y, + (4.64)
n+1/2 n+1/2 n+1/2
(Wi — 2002+ o). (4.65)

Se observa que aparecen las mismas ecuaciones que en una dimension, esto es, un
conjunto de ecuaciones con incégnitas ¢ W7 I en el tiempo t,41. Se puede
notar que solamente cambia la dimension, esto es, anteriormente era una malla lineal,
ahora corresponde a una malla cuadrada, entonces se tienen las mismas ecuaciones
que resolver pero para diferentes mallas. Se procede de la misma manera que para
una dimension, pero ahora difieren en que se tienen las mismas ecuaciones tanto para
x como para y, y ambas son independientes, esto es, cada una depende solo de la
dimensién ya sea x o y.

Para encontrar el estado estacionario de la ecuacién de Gross-Pitaevskii, se utiliza
el método de tiempo imaginario [101, 102, 103], el cual consiste en remplazar el tiempo
t por una cantidad imaginaria, esto es, t = —i7 donde 7 es solo un parametro. Por
sencillez, tomando como ejemplo la ecuacién en una dimension, la ecuacién (4.36)
ahora es de la forma

: 2
SO L)+ g | ) (e ) = B 7). (466)

De la ecuacién anterior se puede ver que un eigenestado v; de eigenvalor F; de
H satisface la ecuacién Hv; = Ep);, se comporta bajo la propagacion de tiempo
imaginario como

or = - id}i(T)’ (467)

la solucién a la ecuacion anterior muestra que todas las eigenfunciones decaeran
exponencialmente con el tiempo, esto es,

Ui(1) = exp(—E;7)1;(0). (4.68)

Consecuentemente, después de un intervalo de tiempo, inicamente el estado estacio-
nario sobrevivira, mientras que el resto estaran decayendo con el tiempo durante la
propagacion de tiempo imaginario.
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4.3.1. Enmergia del estado estacionario de la ecuaciéon de Gross-
Pitaevskii
Como las particulas son bosones, la funcién de onda tiene que ser un producto
simetrizado de la funcién de onda de una particula. En el estado condensado en 3D

todos los bosones estan en el mismo estado de una particula, se puede escribir la
funcién de onda del sistema de N paticulas de la siguiente forma

N

U(ry,rary) = [ o(r), (4.69)

i=1

donde la funcién de onda de una particula ¢(r;) se encuentra normalizada. Calculando
el valor esperado del Hamiltoniano (4.2), esto es,

[T o) (4.70)

=1

< H>= /d3NT [H gb*(n)Z[—;—mVQ + Vear ()

i=1 i=1

+22 / &N [H @' (ri) D 05 = 7:) H¢<m>] :

=1 JFi i=1

Desarrollando los términos y usando la ortonormalidad de las funciones de onda ¢(r;)
se obtiene la siguiente expresion

< H>= N/d?’ms*(r,t) [—%VQ +Vext(r)} ¢(T,t)+w/d3r | o(r,t) |*.

2
(4.71)
Dado que el nimero de particulas es muy grande N > 1, N—1 ~ N y si renombramos
¥ = v/N¢ se obtiene la expresién para la energfa

E(t) = /d3r\11*(r, t) {;—:VZ + Vm(r)} U(r,t)+ g?’TD/d?’r | () |2 (4.72)

Se calculard la energia en dos dimensiones usando la transformacién de Madelung
[5], en la cual la funcién de onda se transforma de la siguiente manera

U(r,t) =+/p(r,t)exp(ip(t)). (4.73)

Asi, sustituyendo la ecuacion (4.73) en la ecuacion (4.72) se tiene la siguiente ecuacién
para la energia

B0 = [ @ror) (5 Vom0 ) + [ eVt + 22 [ eritto),

(4.74)
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usando la siguiente identidad
fV?9=V.(fVg) - Vf.Vy, (4.75)

reescribimos a la energia

E(t) = _QH_m /dQTV . <\/p(7", t)V\/p(r, t)) — /d2rV\/p(7”, t). V\/,o(r, t). (4.76)

Usando el teorema de la divergencia en dos dimensiones, el cual es de la siguiente

forma
/dQTV . (\/p(r, t)Vp(r, t)) = %dr . (x/p(r, HVp(r, t)) , (4.77)
S S
pero esta integral vale cero pues la densidad es cero sobre el circuito ¢, entonces la

energia es de la forma

E(t) h—2 (/ d*r~v A/ p(r,t) . V/p(r, t)) + /dzrp(r, ) Vert + 920 d*rp*(r,t).

~ om 9
(4.78)

Por comodidad reescribiremos a la energia de la siguiente manera

B0) = [ @y (=) Vo 05000+ | VTaaplrt) P | Vi | otrt) PP

2\ Vm
(4.79)
B) =5 [ | S=Votrt) P+ [ @ |Vl P+ (450)

1
i/dzr | /P (r,t) |,

para realizar el analisis espectral, se procedera a utilizar el teorema de Parseval que
dice lo siguiente

s | Er 116 P [ ) (1.81)

donde f(k) es la transformada de Fourier de f(r). Si ahora si se escribe la energia
como funcién de la magnitud del niimero de onda k y aplicando el teorema de Parseval
a cada miembro de la ecuacién de la energia se tienen las siguientes ecuaciones

2, | r.t) = 2 exp(ikr e rt)d*r) |? a
[l =Votent) P= [ k] ([ esplibn Vo P s
/d2r| Vet (r)p(r, t) ]2:/d2k \ /exp(ikr) Vot () p(r, t)d*r |2, (4.82b)

/ & | /g | p(r,t) [22= / 2k | / exp(ikr)gan | p(rt) P Pr 2. (4.820)
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La energia en funcién del vector de onda es
e(k) = eke(k) +eu(k) +g4(k), (4.83)
donde
erelk) =2 | / Pr explikr) =V p(r.1) (4.84a)
c =35 X = ) ) :
eo(k) = /d2r exp(ikr)\/ Vews (1) p(r, 1) |2, (4.84b)
1 .
k) = | [ dresplibr) /g | o) PP (1.840)

Miés adelante se utilizaran estas ecuaciones para determinar la energia en el es-
pacio de Fourier para un gas de bosones confinados en un potencial bidimensional

con desorden.
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Capitulo 5

Estados estacionarios de un
condensado de Bose en una
red desordenada en 2D

Los capitulos anteriores proveen la base del andlisis de los estados localizados co-
mo funcion del desorden, los cuales constituyen el resultado principal de este trabajo.
En este capitulo se presentara la investigacion en torno al estudio de las propiedades
estacionarias de bosones confinados en diferentes geometrias de redes épticas fini-
tas, con desorden en dos dimensiones. En otras palabras se mostraran los estados
estacionarios de la ecuacion de Gross-Pitaevskii (4.36) para diferentes geometrias. El
objetivo que se persigue es, por medio de calculos numéricos y simulaciones, deter-
minar las propiedades fisicas descritas en los capitulos anteriores, esto es, determinar
las propiedades de localizacién para diferentes geometrias de redes dpticas en dos
dimensiones con desorden, y mostrar si este tipo de localizaciéon podria ser semejante
a la bien conocida localizacién de Anderson [4] para redes finitas bidimensionales.

Sin importar el origen del desorden al que los dtomos del condensado estan su-
jetos, es decir redes desordenadas, ya sean creadas por las técnicas de speckle, redes
bicromaticas, o mezclas de diferentes bosones. Lo que se hard en este trabajo es utili-
zar un desorden no correlacionado como se detalla en las siguientes secciones. Vale la
pena enfatizar que potenciales como los que aqui se consideran han sido reportados
experimentalmente [26, 30, 104, 105].

5.1. Estados estacionarios en dos dimensiones

El problema principal de este trabajo es describir los efectos del desorden con
diferentes geometrias de confinamiento en redes 6pticas de dos dimensiones con un

65
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gas de Bosones débilmente interactuante. En la practica, la ecuacién a resolver es,

0 h?
ihet(w,y, 1) = —%Viw(w,y,t) + (V(z,y) + g |¥(z,y, ) ) ¥(z,y.t), (5.1)

donde V (z,y) es el potencial de confinamiento, que en este caso corresponde a la red
6ptica. La expresién para el potencial V' (z,y) contiene no solamente la geometria
explicita de cada red, sino también la forma matematica que define el desorden.

El objetivo principal de este trabajo es tratar de responder las siguientes pre-
guntas. ;Existe el fenomeno de localizaciéon de Anderson en redes bidimensionales
finitas 7; y, ;Como afecta la geometria y el desorden en la conduccién de los atomos
en redes bidimensionales finitas?, esto en el régimen de fase superfluido. Para poder
responder a estds preguntas se hard uso de la ecuacién de Gross-Pitaevskii [106, 107]
aplicada al estudio de redes 6pticas con desorden.

En los capitulos anteriores se describe como confinar un gas de Bosones en diferen-
tes geometrias de redes 6pticas en el laboratorio, asi como las técnicas experimentales
para generar desorden en atomos ultrafrios. En este capitulo se estudiaran tres tipos
diferentes de redes épticas periddicas, que son red cuadrada con nimero de coordi-
nacién z = 4, red triangular con nimero de coordinaciéon z = 6 y red hexagonal con
numero de coordinacion z = 3.

Los estados estacionarios de la ecuacién de Gross-Pitaevskii (4.36) se encuentran
por medio de la técnica de evolucién de tiempo imaginario (¢t — i7). Esto es equiva-
lente a encontrar la soluciéon de menor energia o la solucién del estado estacionario
1 — 1by. Una vez obtenida la amplitud de la funcién de onda 9 (z, y), se estd interesa-
do en anélizar los perfiles de densidad p(z,y) = [¢(z,y)|*. Primeramente se realizara
el calculo para encontrar los estados estacionarios de la ecuacién de Gross-Pitaevskii
para los tres potenciales de atrapamiento sin desorden, que ya se han mencionado
con anterioridad, estos son, potencial red cuadrada, red triangular y red hexagonal.
Una vez obtenidas las soluciones estacionarias y los perfiles de densidad para el caso
de potenciales de red sin desorden. Introduciremos un término de desorden en las
amplitudes del potencial que forman a las redes épticas con diferente niimero de
coordinacion, esto es el motivo principal de estudio de esta tesis. Se investigard si
existe la localizacién de Anderson para estas geometrias de potencial; seguidamente
se harda un anadlisis del escalamiento del sistema. Posteriormente se estudiaran los
estados estacionarios y perfiles de densidad en presencia de un potencial oscilador
armonico superpuesto al potencial de red éptica con desorden. En los experimentos
recientes han logrado implementar esta combinacion de potenciales en dos dimensio-
nes [26] y se ha logrado demostrar la existencia de localizaciéon de muchos cuerpos
en dos dimensiones para atomos ultrafrios.
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5.1.1. Valores numéricos

Los datomos confinados en una red 6ptica se encuentran a una temperatura cer-
cana al cero absoluto, esto implica que las energias de estos dtomos son muy bajas,
por lo tanto, es natural tomar la banda de energia mas baja para encontrar el Ha-
miltoniano de de Bose-Hubbard [86]. Este Hamiltoniano contiene dos parametros
importantes, el primero es la energia de interaccion de las particulas que se encuen-
tran en el mismo sitio de red, esto es, U y es dada por la ecuacién (3.33). El segundo
parametro es la energia de tunelamiento que tienen los atomos entre los sitios ve-
cinos que forman a la red éptica y, es denotada por J, su expresién matematica es
dada por la ecuacién (3.32). Sin embargo, la energia de tunelamiento depende de la
dimensionalidad del sistema, esto es, esta energia es diferente cuando los atomos se
encuentran en un potencial de red cuadrada (3.48), que en una red triangular o hexa-
gonal (3.49). Al resolver la ecuacién de Gross-Pitaevskii, se consideraron pardmetros
tipicos en experimentos de atomos ultrafrios de 8"Rb confinados en redes épticas en
dos dimensiones [26], donde la profundidad total de la red éptica fue Vy ~ 12Eg. El
valor del parametro de la interaccion gop que se eligié para resolver la ecuacién de
Gross-Pitaevskii fue gop = 0.01%.

Una vez fijado el valor de la interaccién gop y la profundidad V4 de los potenciales,
se quiere demostrar que estos valores estdn en una fase superfluida para cada red
optica. Esto es muy importante dada que la ecuacion de Gross-Pitaevskii es valida
solo para describir fases superfluidas. Como es bien sabido, el parametro apropiado
que indica si estamos en una fase aislante de Mott o en una fase superfluida es el
cociente de J/U. Ahora calculamos los valores numéricos de la energia de interaccién
U/Eg (3.44) con el valor de gop y la profundidad total de la red Vy = 12Eg, esto es,

U 92D 5az EL; 52)
Er Er '
n? \%
0.01% 55 E_OR
= h2m2
2ma?
001 [V
N ™ ER
0.01
— _0 12
m
U2D
—— = 0.0110266. (5.3)
R

La ecuacién (5.3) corresponde al valor numérico de la interaccién que tienen las
particulas en el sitio con los pardametros correspondientes de la profundidad de la red
y el valor de la interaccion que toma la ecuacion de Gross-Pitaevskii.
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Procediendo de la misma manera, ahora sustituyamos los valores numéricos en la
ecuacion (3.48) que corresponde a la energia de tunelamiento que tienen las particulas
entre los sitios cuando estan en una red cuadrada, esto es,

J Vo e A
= = 92,/ —— = 5.4
= w/EReXP< Vi) (5.4
2
= 2v12exp (—Z\/ 12> ,
— = 0.00134451. (5.5)

El valor numérico de la ecuacion (5.5) corresponde a la energia de tunelamiento
cuando la red tiene una profundidad de Vi = 12FR. Finalmente se realizara el calculo
de la energia de tunelamiento que tienen las particulas entre los sitios cuando estan
en una red hexagonal, la cual fue descrita en el capitulo tres, cuya ecuacién es (3.49),

J 2 Vo 2r® [ Vy
oo (o) o L .
Er (3 >EReXp< o VER) (5.6)
2 2

- <7T——1) 12 exp (—2%\/12),
J
= 0.0137843. (5.7)
Er

El valor numérico de la ecuacion (5.7) corresponde a la energia de tunelamiento para
la red hexagonal con una profundidad total de Vy = 12FR. Una vez encontrados
los valores numéricos para la energia de interaccién U?” y el tunelamiento J en
unidades de energfa de recoil, se continuara con el cdlculo del cociente J/U?P para
las diferentes redes dpticas, esto es, el cociente para la red cuadrada es

J/Er  0.001344
U?P/Er  0.011026

mientras que para la red hexagonal se tiene el siguiente resultado,

= 0.121933, (5.8)

J/Er  0.0137843
= = 1.25. 5.9
U?P/Er — 0.011026 (5.9)

En el capitulo 3 en la seccion 3.5, se indicaron los valores criticos que toma el
cociente J/U?P | para el cual el sistema sufre una transicién de fase cudntica de un
estado aislante de Mott a superfluido para las diferentes redes opticas en las que se
estad interesado. En este trabajo se esta interesado que el sistema se encuentre en la
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fase superfluida, ya que la ecuacién de Gross-Pitaevskii describe a un superfluido y no
estados aislantes. Para la red cuadrada el valor de la transicién n. = J/U?*" = 0.06.
Comparado este resultado con el valor de la ecuacién (5.8) se tiene

J
T ~ 0122 > 0.06, (5.10)

lo que resulta que el sistema estd en una fase superfluida y lejos del punto de
transicién 7. de aislante de Mott a superfluido. Como se mostré en el capitulo tres,
acerca de los valores 7). de la transicion de fase cuantica, los diagramas de fase 3.10
para la red triangular y hexagonal 1. = 0.037 y 1. = 0.086, comparando el resultado
de la ecuacién (5.9) con el valor de la transicién de aislante de Mott a superfluido
para la red hexagonal, se tiene lo siguiente

J

El resultado anterior indica que el sistema esta en una fase superfluida y se encuentra
muy lejos del punto 7, de transicién de fase de aislante de Mott a superfluido.

El analisis anterior confirma que los parametros elegidos para el valor de la pro-
fundiad del potencial V5 = 12ER y el el valor de la interaccion en la ecuacion de
Gross-Pitaevskii gop = 0.01% son apropiados y validos para proceder a resolver la
ecuacién de Gross-Pitaevskii que describe al sistema en una fase superfluida y no se
encuentra en fases aislantes.

5.1.2. Redes 6pticas cuadradas

En el capitulo dos se describié cémo generar potenciales 6pticos con diferente
geometria cuadrada. La red optica mas sencilla en dos dimensiones corresponde a
la red cuadrada. La cual es generada por cuatro haces de luz laser con la misma
frecuencia y propagandose sobre los ejes horizontal y vertical, estos a su vez interfieren
y generan una onda estacionaria que forma una geometria cuadrada. La expresion
matematica que describe al potencial de red 6ptica cuadrada es,

V(z,y) = vy (sin®(rz) + sin®*(my)) , (5.12)

donde vy = 6Fg, y la profundidad total del potencial es Vj = 12Eg en unidades de
energia de recoil. Se resuelve la ecuaciéon de Gross-Pitaevskii con el método de tiempo
imaginario' y tomando el potencial (5.12), con el valor de la interaccién gop = 0.01%
para obtener el estado estacionario.?.

'El estado inicial utilizado en todos los célculos para alcanzar el estado estacionario es una
distribucién constante, esto es, 1)(x,y) = const.

2 Para garantizar la veracidad del estado estacionario encontrado, evolucionamos el estado esta-
cionario en tiempo real con la ecuacién de Gross-Pitaevskii y verificamos su invariancia.
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En la figura 5.1 se ilustra tanto el potencial (5.12) que forma a la red éptica, como
el perfil de densidad p(z,y) en dos dimensiones. Se logra también apreciar como las
particulas se sitian en los minimos del potencial, esto es, en los sitios de la red 6ptica
con la misma probabilidad.
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Figura 5.1: (a) Potencial de red 6ptica cuadrada 5.12. (b) Perfil de densidad p(z,y) = |¢(z,y)|?
obtenido del estado estacionario de la ecuacién de Gross-Pitaevskii con el algoritmo
de tiempo imaginario. Las regiones obscuras corresponden a los minimos y las regiones
més brillantes corresponden a los méximos de la funcién. (¢) Se ilustra un corte en
y = 0 para el potencial con linea punteada y el perfil de densidad linea continua. Los
maximos del perfil de densidad se sitian en los minimos del potencial.

5.1.3. Estados estacionarios para la red triangular

En el capitulo 2 se present6 la manera de implementar diferentes haces laser para
formar diferentes geometrias, en el laboratorio. En particular una geometria de red
Optica triangular y hexagonal.
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El potencial de red éptica para formar una red triangular es [108]

. ™ A4dmy T 4r oy dm x
V7 (z,y) = v | cos <4 3 a’) + cos <4 + 3 2@/) cos< 3 3 2a’> , (5.13)

donde vy = 3.45FR es la profundidad en unidades de energia de recoil, teniendo en
cuenta que la profundidad total de la red optica es Vy = 12ER y la constante de red
a’ = 0.55a. En la figura 5.2 se ilustra un fragmento del potencial de aproximadamente
1000 sitios y el perfil de densidad correspondiente al estado estacionario de la ecuacion
de Gross-Piteaevskii para el potencial (5.13).
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Figura 5.2: (a) Potencial de red dptica triangular 5.13. (b) Perfil de densidad p(z,y) = |¢(z,y)|?
obtenido del estado estacionario de la ecuacién de Gross-Pitaevskii con el algoritmo
de tiempo imaginario. Las regiones obscuras corresponden a los minimos y las regiones
més brillantes corresponden a los méximos de la funcién. (c) Se ilustra un corte en
y = 0 para el potencial con linea punteada y el perfil de densidad linea continua. Los
maximos del perfil de densidad se sitiian en los minimos del potencial.
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5.1.4. Estados estacionarios para la red hexagonal

Como se mencioné en los capitulos anteriores, la red hexagonal se ha logrado
implementar la condensacién de Bose-Einstein y estudiar diferentes propiedades tal
como la transicién superfluido-aislante de Mott [30]. El potencial de confinamiento
para una red hexagonal [105]

4y 2t 2wy 2mx 2wy
Vhex _ - 2 e —_— 5.14
(x,y) = vo | cos ( " ) + cos (\/ga " ) + cos (\/ga + ” ) , (5.14)

donde vy = 2.66 R es la profundidad en unidades de energia de recoil, dando como
resultado una profundidad total del potencial de Vo = 12ER, a es la constante de red
a = 1. En la figura 5.3 se ilustra un fragmento del potencial, de aproximadamente
1000 sitios y el perfil de densidad correspondiente al estado estacionario de la ecuacion
de Gross-Pitaevskii para el potencial (5.14).
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Figura 5.3: (a) Potencial de red 6ptica hexagonal 5.14. (b) Perfil de densidad p(z,y) = |[¢(x,y)|?
obtenido del estado estacionario de la ecuacién de Gross-Pitaevskii con el algoritmo
de tiempo imaginario. Las regiones obscuras corresponden a los minimos y las regiones
m4és brillantes corresponden a los maximos de la funcién. (¢) Se ilustra un corte en
x = 0 para el potencial con linea punteada y el perfil de densidad linea continua. Los
méaximos del perfil de densidad se sitiian en los minimos del potencial.
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5.1.5. Potenciales Desordenados

En el capitulo dos se discutié en forma breve los experimentos en los cuales
se observé la localizacién de Anderson en atomos ultrafrios [15, 16, 17]. A su vez
también se aludio a las diferentes técnicas que se utilizan en el laboratorio para
generar desorden. En este trabajo se estd interesado en una forma especial para
modelar un desorden no correlacionado en el potencial de confinamiento, esto es, el
desorden estd presente en las diferentes redes épticas que confinan a los atomos. El
desorden es introducido en una funcién 6(x,y) que toma valores aleatorios en un
intervalo [—0,min, Omaz]. Estos valores aleatorios cambian en cada punto (z,y) de la
malla que forma al potencial de la red 6ptica, en otras palabras, la funcién d(z,y)
modifica de manera aleatoria la profundidad del potencial en cada punto de la malla
que define a la red, esto es, los potenciales para las diferentes geometrias con desorden
son de la forma

ex my 2rx 2wy
Virte) = W oo () e (T -5 ) +

N (27m: N 27Ty>
cos | — +—= ) |,
V3a  3a

Vel (z,y) Vi | sin (a> + sin a) ], (5.15)
Vi(z,y) = VP -cos T_iry +
Y= Y i 3

+ cos 7T+47T Y COoS 347T !
4 3 2d 32 )|’

donde V = vy (1 + d(x,y)) . El desorden en el potencial es el resultado de sumarle
o restarle un nimero aleatorio ¢ a cada punto de la malla que forma el potencial.
Sin embargo, la accién que realizan el conjunto de niimeros aleatorios en el potencial
es causante que el desorden sea un ruido blanco, esto es, no guardan correlacion
estadistica. Finalmente este tipo de potenciales son estaticos en el tiempo.

En la figura 5.4 se ilustra un fragmento de potencial dado por la ecuacién (5.15),
esto es, una red cuadrada para una realizacién de desorden en las amplitudes. La
manera en que se introduce el desorden en este trabajo es similar a considerar un
corrimiento de energia en cada sitio, esto es, el trabajo original de Anderson.

Esta técnica, la cual se ha decidido elegir para generar desorden en redes 6pti-
cas con diferentes geometrias z = 3, z = 4 y z = 6, no esta lejos de la situacion
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Figura 5.4: Representacién esquematica de un potencial de red 6ptica cuadrada en dos dimensio-
nes con una realizaciéon de desorden en las amplitudes, a es la constante de red.

experimental de las técnicas de speckle montadas con redes Opticas con ntmero de
coordinacién z = 4. En el grupo experimental liderado por B. DeMarco [109] logran
generan un campo de speckle y lo anaden a una red 6ptica con nimero de coordina-
ciéon z = 4, dando como resultado un potencial de red 6ptica con desorden, esto se
ilustra en la figura 5.5

Figura 5.5: a) Dispositivo experimental para generar un speckle (luz verde). b) Potencial aleatorio
speckle (verde) se agrega independientemente a un potencial de red 6ptica para crear
un potencial desordenado experimentalmente. Imagen tomada de [109].

La manera en la que se ha elegido el desorden en este trabajo garantiza que se
modifica la profundidad de la red pero se conserva la estructura de la misma. Para
ilustrar el efecto del desorden considerado en este trabajo se elegird al potencial de
red cuadrada. Tomando un corte sobre el eje y = 0 se aplica un rango de valores de la
magnitud de desorden al potencial. Los valores de la magnitud del desorden d(x,y)
son (a) = 10%, (b) =20%, (¢)=30%, (d)=40%, (e)=50%, (f)=60%, (g)= 70 %,
(h)=80%, (i)= 90 %, que equivale al porcentaje del potencial V(x,y) evaluado en los
puntos (z,y) que lo forman. En la figura 5.6 se ilustra el comportamiento mencionado
anteriormente. Los valores que toma la magnitud del desorden tienen unidades de
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Figura 5.6: Ilustracién para los diferentes valores de desorden (una realizacién) en el potencial de
una red cuadrada, tomando un corte en y = 0.

Por otra parte, las técnicas de speckle sin red 6ptica han dado lugar a observar
en el laboratorio la localizacién de Anderson en una dimension [15]. El speckle usado
en el experimento [15] se ilustra en la figura 5.7. Si se compara la figura 5.7 que tiene
un corte en una direccién con cualquier elemento de la figura 5.6, se demuestra que
la manera en la cual se decidié introducir el desorden es consistente con la técnica
de speckle y, se puede implementar en un laboratorio de materia ultrafria.

El desorden en el potencial es asumido tal que si se promedian todas las realiza-
ciones de los potenciales con el mismo intervalo de desorden, se recupera el potencial
original sin desorden, en otras palabras, el desorden es homogéneo en el sentido de
que sus propiedades estadisticas son independientes de las coordenadas absolutas del
potencial.

Es importante tener en cuenta que ésta forma de establecer el desorden a través
de todo el espacio de coordenadas continuas donde se define la red se asemeja a sis-
temas reales analogos en materia condensada donde cada particula siente un entorno
energético diferente asociado al desorden.

Los valores de desorden que se consideraron en este trabajo, estan en el intervalo
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Figura 5.7: Tlustracion de un patrén de speckle con su respectivo corte en un eje. Imagen tomada
de los datos experimentales de Billy [110].

del = 10% al = 90% del valor que toma V(z,y) en cada punto de la malla que
define al potencial. El criterio que permitié establecer los valores donde se puede
variar la amplitud del desorden, antes de que el sistema entre en una fase en la cual
la densidad del condensado se vuelve discontinua a través de la red, es la funcién de
correlacion de la distancia del vecino mas cercano, denotada por ¢;. Esta cantidad
se puede definir en analogia con la llamada coherencia de fase x(t), que mide la co-
rrelacién entre los valores de la funcién de onda del condensado de Bose en puntos
separados por una constante de red a. La coherencia de fase es definida como [111]
x(t) = | [ d®x*(r, z;£)¢(r, z + a; t)|*. Esta coherencia de fase proporciona informa-
cion confiable del grado de coherencia del gas de Bose confinado en una red 6ptica, en
otras palabras, la coherencia de fase es una cantidad que permite distinguir cuando
el condensado no es un vidrio Bose. Procediendo de manera analoga se tiene que la
funcion de correlacion entre vecinos mas cercanos es definida de la siguiente manera

2

/ dady (2, y) (@ + Trsy + ym)| (5.16)

1
91:; Z

men.n.
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donde z es el numero de coordinacién y m es una etiqueta que identifica los sitios
vecinos mds cercanos con respecto a un sitio localizado en la posicién (z,y). En
esté trabajo se estd interesado en tres tipos de redes periddicas, que se han logrado
implementar en el laboratorio con ntimero de coordinacién z =3, 2 =4y z = 6. Los
vecinos mas cercanos para este tipo de redes épticas son los siguientes:

para la red hexagonal

(Im/av ym/a’) = i{(lv 0)7 (_1/27 ?)v (_1/2> _§>}7 (5'17>

para la red cuadrada

(wm/ay ym/a) = {(07 1)7 (0’ _1)7 (17 0)’ (_1’ 0)}7 (5'18)

y para la red triangular

(. gmfa) = {10 (L 2), (<172, ) (<100, (172~ 22), 12, - L))

(5.19)
La funcién de correlacion manifiesta la informacion de que valores de la magnitud del
desorden deben ser elegidos, para que el gas de Bose confinado en una red éptica con
desorden se mantenga en una fase superfluida. Recordando que cuando se aumenta la
profundidad de la red éptica esta sufre una transicion de fase de superfluido a aislante
de Mott [89] . La ecuacién de Gross-Pitaevskii describe el comportamiento de un gas
de Bosones en la fase superfluida, si el sistema se encuentra en fases aislantes esta
ecuacion deja de ser vélida.

En la figura 5.8 se ilustra el comportamiento promedio de 50 realizaciones dife-
rentes de la funcién de correlacién (5.16) en funcién de la magnitud del desorden §,
para las diferentes redes opticas.

Los valores de la funcién de correlacién en la grafica 5.8 estan normalizados con
respecto al valor de § = 0, esto es, desorden cero. Las barras de error corresponden
a la desviacién estandar del promedio de 50 realizaciones diferentes de ¢;, para un
mismo intervalo de la magnitud de desorden 6. Como puede apreciarse en la figura
5.8, el valor de la funciéon de correlaciéon se encuentra por arriba del valor de 0.5
para diferentes valores de la magnitud de desorden, esto significa que los atomos
se encuentran distribuidos a través de todos los sitios de la red. Por lo tanto, se
puede considerar que la magnitud del desorden por debajo del cien por ciento que
toma en cada punto de la malla del potencial V' (z,y) se encuentran en el régimen
superfluido. Como se menciona al final del capitulo tres, usando el Hamiltoniano de
Bose-Hubbard y técnicas de simulacién cudntica de Monte-Carlo se encuentra un
diagrama de fase en funcién de A/2J vs U/J, vea la figura 3.11. Comparando los
valores de la interaccion y los valores de la magnitud de desorden que se han asignado
al sistema, se demuestra que el sistemas se encuentra en la fase superfluida y esta
lejos de las fases aislante de Mott y vidrio de Bose.
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Figura 5.8: Cada punto ilustra el valor promedio de 50 realizaciones diferentes de la funcién de
correlacién entre vecinos mas cercanos, esto es, g; en funcién del desorden §, para la
red hexagonal (z = 3), cuadrada (z = 4) y triangular (z = 6). Las barras de error
estan asociadas a la desviacion estandar del valor promedio de las 50 realizaciones de

g1-

5.1.6. Estados estacionarios de la ecuacion de Gross-Pitaevskii
para diferentes redes 6pticas con desorden

Al considerar los efectos del desorden en el potencial, éste se caracteriza por pro-
piedades estadisticas de diferentes realizaciones que toman lugar para una misma
magnitud de desorden. Cada muestra es unica ya que corresponde a una realizacién
especifica de desorden y sus caracteristicas universales se obtendran mediante prome-
dios estadisticos. En otras palabras, el cdlculo de cualquier observable en especifico
para una realizacién particular de desorden tiene poco sentido, ya que la distribu-
cion de desorden cambia de manera aleatoria para una misma magnitud de desorden.
Por lo tanto las cantidades observables significativas deberan correponder a prome-
dios estadisticos sobre las realizaciones de los potenciales con el mismo intervalo de
desorden. Al promediar la observable sobre las diferentes realizaciones de desorden
se obtendrd una observable que describe la situacion cuando ésta se encuentra en
un entorno desordenado. Hasta la fecha no se ha logrado la implementacién experi-
mental de incluir desorden en las redes triangulares y hexagonales y se desconoce la
existencia de estados localizados en gases de Bose confinados en dos dimensiones.

Los valores de la magnitud del desorden que cumplen el criterio de la funcién de
correlacion ¢, valga 1 y estos valores se encuentran en el régimen de superfluido y
esten lejos de fases aislantes y vidrio de Bose son: é(x,y) = 0.1 hasta d(z,y) = 1.0.
Esto equivale del 10% hasta el 100 % del valor de V(z,y) que toma cada punto
de la malla que forma al potencial. Por medio del algoritmo de tiempo imaginario
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se resuelve la ecuacion de Gross-Pitaevskii para encontrar el estado estacionario
correspondiente, cuando el gas de Bose se encuentra confinado para cada uno de los
potenciales con diferentes magnitudes de desorden, esto es, red hexagonal (z = 3), red
cuadrada (z = 4) y red triangular (z = 6). En la figura 5.9 se ilustra un fragmento del
perfil de densidad p(x,y) = | (x,y)|? obtenido del estado estacionario de la ecuacién
de Gross-Pitaevskii para las diferentes redes 6pticas con desorden. Este perfil de
densidad correponde para una sola realizacion de desorden en el potencial y cuyos
valores de la magnitud de desorden son: 0z = dy = [—0.2,0.2], dz = dy = [—0.4,0.4],
dr = oy = [—0.8,0.8]. El nimero de sitios que contiene cada potencial de red 6ptica
es de aproximadamente 2 ~ 1000 sitios.
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Figura 5.9: Fragmento de los perfiles de densidad para las redes dpticas hexagonal (z = 3), cua-
drada (z = 4) y triangular (z = 6) correspondientes para una sola realizacién de la
magnitud de desorden cuyos valores son: § = 0.2,0.4,0.8 y un tamafio de € ~ 103. Las
regiones brillantes corresponden al maximo de la densidad mientras que las regiones
negras corresponden a una ausencia de superfluido.

De una manera cualitativa, de la figura 5.9 se puede dar la siguente informacion
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de los estados estacionarios en dos dimensiones para las redes opticas.

s Cuando la magnitud del desorden ¢ es diferente de cero, los picos gaussianos
son distribuidos de manera aleatoria en algunos sitios de la red y esto depende
de la magnitud del desorden . Varios sitios de la red muestran una densidad
superfluida disminuida por lo que presentan picos con amplitudes mas bajas
y dispersos en algunos sitios de la red. Se suguiere un criterio para contar los
picos no despreciables que contribuyan a la densidad superfluida, este criterio
es el siguiente. Para una magnitud de desorden dada, sélo los picos que tienen
una amplitud mayor al 5% de la amplitud del pico mds alto son considerados
para el desarrollo estadistico que se ilustrara més adelante.

» A medida que se va aumentando la magnitud del desorden ¢, la densidad super-
fluida se ve fragmentada. Esto es, la distribucion del superfluido se concentra
en ciertos sitios de la red, lo que da lugar a la formacién de islas de superfluido
a través de toda la red, tal como se ilustra en la figura 5.9. Estas islas estan

desconectadas entre si y esto conduce a la supresion del transporte en toda la
red.

s Diferentes realizaciones para un mismo intervalo de desorden ¢ muestran que
la densidad superfluida se localiza en diferentes sitios de la red de manera
aleatoria.

s Cuando la magnitud del desorden es lo suficientemente grande la densidad
superfluida colapsa a unos cuantos sitios para las redes con niimero de coordi-
nacion z =4y z = 6.

Al observar la figura 5.9 que corresponde a los perfiles de densidad obtenidos
de los estados estacionarios de la ecuacion de Gross-Pitaevskii, para las diferentes
geometrias de potencial con una sola realizacion de desorden. Se muestra que para
ciertos valores de la magnitud del desorden existe localizacion. Ahora se mostrara la
manera en la cual se podra cuantificar la localizacion. Como se dijo anteriormente,
el calculo de cualquier observable en una situaciéon que hospede desorden necesita
promedios estadisticos sobre las diferentes realizaciones de desorden. En este caso,
los potenciales en el cual estan confinados los atomos contienen el desorden y por lo
tanto, serd diferente para cada valor de la magnitud del desorden. Para resolver que
cada potencial es diferente en un mismo intervalo de desorden, se han considerado
un total de 50 diferentes realizaciones para un mismo intervalo de desorden ¢ y un
tamano de red €2 ~ 1000 sitios.

Las observables que facilitaran el trabajo para cuantificar el grado de localizacion
son dos: una es la fraccién de picos (pf) y la segunda es la distribucién de las alturas
h de estos picos, ambas en funcién del desorden §. La observable (pf) se refiere
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al numero de sitios en el cual existe la densidad superfluida entre el ntimero de
sitios totales que hay en la red. De cada perfil de densidad superfluida se analizé la
amplitud de los picos para cada red y se considero el criterio de sélo tomar los picos
que fueran mayores al 5 % del pico més alto. Con este criterio se determind la fraccién
de picos y las alturas relativas para cada realizacion diferente del desorden. Entonces,
tomando el promedio de 50 diferentes realizaciones del desorden, que corrresponde
a resolver 50 veces diferentes la ecuacion de Gross-Pitaevskii para un potencial con
desorden diferente en cada realizacion. De esto se obtienen 50 perfiles de densidad
diferentes asociados a un mismo intervalo del desorden. Con estos perfiles de densidad
se aplica el criterio para la seleccién de los picos y sus respectivas alturas. Se estima
el promedio de las alturas de los picos (h). En la parte superior de la figura 5.10 se
ilustra el comportamiento promedio de la distribucién de las alturas (h) en funcién
del desorden para las tres redes con diferente niimero de coordinacién. La distribuciéon
de las alturas (h) es normalizada con respecto a la altura cuando en las redes no existe
desorden, esto es, en el eje de las ordenadas el valor numérico nos dice qué tan grande
es la altura con respecto a la altura que existe a desorden cero. La distribucién de
las alturas (h) en funcién del desorden para las tres diferentes redes nos indica lo
siguiente: para la red hexagonal las alturas se mantienen constantes para todos los
valores de desorden, esto es, no importa si existe un valor de desorden de 6 = 0.1y
un valor de 0.9 de V' (z,y), las alturas simpre permaneceran iguales. Por otra parte,
la distribucién de las alturas para las redes cuadrada (z = 4) y triangular (z = 6)
muestran un comportamiento de crecimiento exponencial en funcion del desorden.

El comportamiento de la observable faltante es la fraccién de picos (py), esta ob-
servable es la mas importante ya que nos indica el grado de localizacién que existe en
las redes épticas. En la parte inferior de la figura 5.10 se encuentra el comportamiento
promedio de la fraccién de picos en funcién del desorden. Se puede observar que para
la red hexagonal no existe una localizacion, esto es, para desordenes muy grandes la
fraccién de picos se mantuvo constante al 100 % excepto para valores cuya magnitud
de desorden § estd entre el 80 % y el 90 % de V(z,y). La fraccién de picos bajé muy
poco a un valor apréximado del 90 % de ocupacién en los sitios, esto sugiere que la
red hexagonal es una excelente conductora. Sin embargo, para los mismos valores
de la profundidad del potencial y valores de desorden ¢, se observa que la densidad
superfluida muestra una fragmentacion en algunos sitios de la red, esto es, para la
red cuadrada (z = 4) y triangular (z = 3) se observa que para un valor critico del
desorden, (d.) d 2 0.3 existe una transicién suave a la localizacién, donde las obser-
vables (h) y py empiezan a cambiar. En otras palabras, para un desorden mayor a d,
la densidad superfluida se ve fragmentada, esto es, los bosones llenan algunos sitios
de la red. Se empiezan a observar picos exponencialmente localizados. Las particulas
se logran localizar en algunos sitios de la red de manera aleatoria. Para valores de
intensidad del desorden (6.) menores al umbral de localizacién, no aparecen picos
localizados en el perfil de densidad. En lugar de esto aparecen amplitudes gaussianas
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Figura 5.10: Altura promedio (h) y fraccién de picos promedio py en funcién del desorden ¢, para
apréoximadamente 1000 sitios y Vo = 12FER. Las barras de error estan asociadas a la
desviacién estandar del valor promedio de las 50 realizaciones de (h) y py. La linea
punteada azul corresponde para la red hexagonal con V = 24FER.

uniformemente distribuidas a lo largo de los sitios que forman a dicha red. Conforme
se va aumentando la magnitud de desorden la fraccién de picos se ve disminuida,
esto es, para valores mayores al 80 % de desorden la densidad superfluida se acapara
en unos cuantos sitios. En otras palabras, la densidad colapsa en unos cuantos picos
de densidad tunicos y ubicados de manera aleatoria en la red éptica, dando lugar al
fenémeno de localizacion en las redes cuadradas y triangulares. Como se mencioné
anteriormente en la figura 5.10 se ilustra el comportamiento de las alturas promedios
del perfil de densidad y la fraccién de picos promedios en funcién del desorden. En
estas graficas existen lineas continuas que unen a cada punto que corresponde al valor
promedio, estas lineas se refieren a un ajuste de dichos puntos. Empezando con el
comportamiento de los puntos que describen el valor promedio de las alturas en fun-
cion de la magnitud del desorden. Estos puntos tiene un comportamiento de manera
exponencial creciente para la red triangular y cuadrada. Entonces el ajuste correspon-
diente a estos puntos estd dado por la curva 1+ exp(bg red + b1 redd + b2,read?), con los
pardametros (triangular, cuadrada): bprea = (—12.53, —7.84), b1,ea = (31.42,19.98)
Y barea = (—15.58, —8.61). Sin embargo, las alturas del perfil de densidad corres-
pondientes para la red hexagonal se mantienen constantes, entonces el ajuste es una
curva constante, es decir, (h) ~ 1 para 0 < 1. Finalmente en la gréfica de los prome-
dios de fraccién de picos en funcion del desorden también existen lineas continuas que
son un ajuste a dichos puntos. El ajuste a estos puntos esta dado por dos curvas que
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se unen cuando el valor del desorden toma el valor critico J., esto es, cuando aparece
la transicién a la localizacién en el sistema. Estas dos curvas son: 1 — ayeqd? para
8 < 0ey v Aved €XP(Biredd + Boredd® + Baread®) para § > 6. Los pardmetros de las curvas
anteriores toman un valor diferente para cada potencial de red optica, esto es, red
(triangular, cuadrada, hexagonal) ayeq = (0.29,0.022,0.00051), 6. ~ (0.3,0.3,0.6),
Area = (1.023,0.98,0.99), Birea = (1.26,0.0,0.21), farea = (—4.17,3.59,—0.34),
Bsred = (—1.93, —11.52,0.005).

Dado los resultados anteriores se encontré que no aparece el fenémeno de la locali-
zacion para la red hexagonal para los mismos valores de la magnitud de desorden.
En principio se eligio que las tres redes épticas tengan la misma profundidad en el
potencial, esto es, el valor de Vy = 12FER, valor que se eligié para estar en sintonia
con los datos experimentales en los cuales hacen las redes 6pticas en dos dimensiones
[26] y la misma constante de red a = 1. Sin embargo, otro parametro importante que
se ha mencionado en capitulos anteriores es la energia de tunelamiento (3.32). Esta
energia la tienen los atomos entre los sitios vecinos cuando estos se encuentran confi-
nados en un potencial de red dptica. Usando los algoritmos [42] [112] [85], se calcula
numéricamente las energias de tunelamiento en funcién de la profundidad Vj, para
los potenciales de red cuadrada y red hexagonal cuando estos tienen la misma cons-
tante de red. Estos resultados se ilustran en la figura 5.11. Al observar esta grafica, se
puede concluir que la energia de tunelamiento depende de la geometria del potencial,
esto es, la energia de tunelamiento para la red hexagonal es més grande con respecto
a la energia de tunelamiento de la red cuadrada, cuando se tiene la misma constante
de red y los mismos valores de profundidad V. Entonces, si las energias de tune-
lamiento de los atomos son diferentes para los mismos parametros de profundidad
de potencial Vj y constante de red. Se ha demostrado el fenémeno de localizacién
esta ausente en aquella red cuya energia de tunelamiento es mayor. Para encontrar
el fenémeno de la localizacién en la red hexagonal se contempld igualar la energia
de tunelamiento de esta red (3.49) con la energfa de tunelamiento (3.48) que tienen
los atomos cuando estan en una red Optica cuadrada de profundidad Vy = 12EkR.
Cuando se igualan las energias de tunelamiento de los atomos correspondientes a
cada potencial de red, se tiene una incognita para la profundidad V; en la energia
de tunelamiento de los dtomos para la red hexagonal, en otras palabaras, se tiene lo
siguiente
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Figura 5.11: Energias de tunelamiento J/Eg en funcién de la profundidad de cada potencial
Vo/ER, es decir, la energfa de tunelamiento correspondiente a los dtomos atrapados
en el potencial de red hexagonal equivale al color amarillo en los puntos y lineas
continuas usando dos algoritmos diferentes, estos fueron [42] [112] . Mientras que
la energia de tunelamiento correspondiente a los dtomos atrapados en el potencial
de red cuadrada equivale al color azul en los puntos y lineas continuas usando dos
algoritmos diferentes, estos fueron [28] [112].
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La ecuacién (5.21) se resuleve para la incognita EL;, que corresponde a la profundidad
del potencial en unidades de energia de recoil, encontrando que la profundidad en la
cual se tiene la misma energia de tunelamiento es Vy ~ 24 Fy.

Conociendo el resultado anterior se cambi6 el valor de vy = 2.66 Er de la ecuacién
(5.14) por el valor de vy = 5.180E. Entonces el nuevo potencial de red hexagonal
tiene ahora una profundidad de V &~ 24 E¢. Una vez teniendo la nueva profundidad
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para el potencial de red hexagonal, en este se incluyerén los mismos valores de la
magnitud del desorden tal como los que actuaron para los potenciales de red cuadrada
y red triangular. Se resolvié la ecuacion de Gross-Pitaevskii para obtener el estado
estacionario con estos nuevos parametros de Vj y mismos valores de desorden. En
la figura 5.12 se ilustra el nuevo comportamiento de los perfiles de densidad para
el nuevo potencial. En esta figura se logra apreciar que para ciertos valores de la
magnitud del desorden aparece el fenémeno de la localizacién en la red hexagonal.
Para cuantificar los efectos de la localizacién en esta red, se calcularon las mismas
observables que en las redes anteriores, esto es, la fraccion de picos py y las alturas
promedio (h). Estos resultados se ilustran en la figura 5.10 con una etiqueta de
linea azul discontinua. En la grafica 5.10, la fraccion de picos muestra que existe
una fragmentacion de la densidad a partir de un nuevo valor de desorden, esto es,
0. = 0.4. Para valores mayores a estd magnitud de desorden, la red hexagonal tiene
un comportamiento similar a las redes con nimero de coordinacion z =4y z = 6.
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Figura 5.12: Fragmento del perfil de densidad para la red hexagonal con la profundidad Vj =
24Fg vy valores de desorden § = 0.2,0.4,0.8, y un tamaiio de € ~ 103. Las regiones
brillantes corresponden al maximo de la densidad mientras que las régiones negras
corresponden a una ausencia de superfluido.

La energia de tunelamiento de los a&tomos atrapados en una red hexagonal cambio
con la accion de modificar la profundidad del potencial que forma a la red, gracias a
esto se logro observar el fenémeno de localizacion en la red con nimero de coordina-
cion z = 3. Se puede concluir que la energia de tunelamiento de los atomos en todas
las redes épticas es un parametro importante para la ocurrencia de la localizacion en
estos sistemas.

Para estudiar los efectos de escalamiento en la fragmentacién de la densidad en el
gas de Bose que se produce a medida que se aumenta la magnitud del desorden ¢ y el
tamano €2 de las redes, esto es, aumentando el ntimero de sitios en la red. Se realizé
el andlisis de los estados estacionarios considerando redes de tamano macroscépico.
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Es importante mencionar que para estas redes los efectos de borde son totalmente
despreciables. En primera instancia se trabajo con redes considerando los siguientes
tamanos (2 = 31 x31 = 961, Q2 = 45x45 = 2025, 2 = 55x55 =3025y 2 = 64 x64 =
4096 sitios para redes cuadradas; en tanto que para redes triangulares el niimero de
sitios fue de € = 686, 1020, 1500, 2000, 3000 y © = 4050; mientras que para redes
hexagonales los tamanos son similares, esto es, {2 = 400, 600, 1000, 1500, 2000, 3000
y 4000 sitios.
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Figura 5.13: Fraccién de picos en funcién del tamano del sistema €2 para valores de desorden
0 = 20 %(azul), 60 % (morado), 80 %(negro) del valor de V' (z,y). Las graficas de arriba
a abajo corresponden a hexagonal, cuandrada y triangular, las barras de error estan
asociadas a la desviacién estandar del valor promedio de las 50 realizaciones diferentes
para un mismo intervalo de desorden 9.

En las figura 5.13 se ilustrd el valor promedio de la fraccién de picos (py) en fun-
cion del tamano del sistema €2. Los paneles de arriba a abajo corresponden a redes
hexagonales, redes cuadradas y redes triangulares respectivamente. Se realizaron 50
realizaciones diferentes para un mismo valor del desorden, en este caso los valores
fijos del desorden fueron § = 20% (puntos azules), § = 60 % (puntos morados) y
d = 80 % (puntos negros). Las barras de error estan asociadas a la desviacién estan-
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dar del valor promedio de las 50 realizaciones diferentes para un mismo intervalo de
desorden 4. Para valores de desorden de un 6 = 20 %, se observa que para las tres
redes no importa qué tan grande sea el tamano de la red la densidad superfluida,
nunca se fragmentara, esto es, los picos son distribuidos uniformemente en todos los
sitios de la red para las tres diferentes redes.

En la region del 30% < 6 < 50 % se producen grandes fluctuaciones en la fraccién
de picos, pero ocurriendo una estabilizacién de la py conforme se va aumentando el
numero de sitios. Este comportamiento es muy similar al observado en las transicio-
nes de fase tipicas en la que el sistema experimenta fluctuaciones en la transicion.
Debemos enfatizar que el tratamiento utilizado en este estudio no puede describir
transiciones de fase, ya que el sistema siempre esta en la regién superfluida. Para
d 2 60 % la fraccién de picos se satura a un valor pequenio pero constante conforme
se aumenta el nimero de sitios, es decir, la fraccion de picos se vuelve independiente
del tamano del sistema para € > 3 x 103, esto es, a mayor ntimero de sitios, las
particulas se localizaran para redes finitas bidimensionales con ntmero de coordi-
naciéon (z = 4) y (z = 6), no obstante esto es diferente para la red con nimero de
coordinacién (z = 3) y una profundidad de Vj = 12Ej.

Finalmente para un desorden & 2 80 %, las redes con nimero de coordinacién
(z = 4) y (z = 6) sufren una notable fragmentaciéon de la densidad, esto es, la
densidad colapsa a muy pocos sitios, en otras palabras, los dtomos se localizan. No
obstante, se observa que el sistema no alcanza el limite donde la fraccién de picos
tienda a cero py — 0. Dicho de otra manera, no se logra contemplar la aparicién de
un solo pico localizado como en la teoria de Anderson [4].

El analisis realizadé en este trabajo es para una interaccion débil entre los atomos,
esto es, gop = 0.01%2. Estos datomos estan confinados en potenciales de redes dpticas
de tamano macroscépico, finitas y desordenadas con numero de coordinacién z = 3,
z =4y z = 6. Se encontro que existe el fenomeno de localizacién de los atomos en
algunos sitios que forman a las redes épticas desordenadas con gemetrias triangular y
cuadrada. Este fenémeno de localizacion aparece para valores arbitrarios de desorden
superiores al valor umbral J., dependiendo de la geometria de red.

Como se menciond anteriormente la red hexagonal no exhibe fragmentacién de la
densidad para los mismos valores de desorden y la misma profundidad del potencial
que para las red cuadrada y triangular. Esto también lo confirma el andlisis de
escalamiento ya que para redes de © ~ 10%, la fraccién de picos es constante y se
mantiene por arriba del 70 % de sitios ocupados en la red hexagonal para los diferentes
valores de desorden. De estos resultados se concluye que la red éptica hexagonal es
un red con la propiedad de muy buena conduccién cuando se encuentra con una
profundidad de Vy = 12FR.

Es importante destacar que este fendmeno de localizacién observado en este traba-
jo esta en la fase superfluida y el sistema esta lejos de la fase vidrio de Bose y aislante
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de Mott. La localizacién es causada por el desorden que existe en los potenciales de
confinamiento donde se encuentran los atomos.

5.1.7. Potencial armodnico

Uno de los objetivos principales fue demostrar si existe el fenémeno de localiza-
cién en redes épticas en dos dimensiones para atomos ultrafrios. Esto se ha logrado
demostrar en la secciones anteriores para ciertas magnitudes del valor del desorden ¢
y profundidad de la red V{. En las secciones anteriores se encontré que el fenémeno
de localizacién esta presente sin el confinamiento de una trampa armonica. Ahora se
quiere realizar el andlisis del desorden considerando el confinamiento arménico mas
una red con desorden. Para el analisis solamente consideraremos a la red cuadrada.
Primeramente se procedera a encontar los estados estacionarios y perfil de densidad
para el potencial armoénico en dos dimensiones, estos estados estacionarios son bien
conocidos. El potencial de confinamiento armoénico es,

1
Viz,y) = 3

Por simplicidad elegiremos las mismas frecuencias tanto en la direccion x y en la
direccién y, esto es, w? = wj = 1. En la figura 5.14, se ilustra el potencial y el perfil
de densidad para bosones con interaccién gop = 11.2ER y una frecuencia homogénea.
Como se menciona en el apéndice, el comportamiento de los estados estacionarios en
una dimensién es muy similar al comportamiento en dos dimensiones, esto es, si se
varia la interaccion a un valor pequeno, esto es, aproximadamente cero, se encuentra
que el resultado para los perfiles de densidad es una gaussiana, pero si la interaccion
es muy grande se encuentra un comportamiento de una parabola invertida llamada
aproximacion de Thomas-Fermi.

(wiz? + wiy?). (5.22)

V(z,y) plx,y)

-2
T T

Figura 5.14: Potencial de atrapamiento armonico, y su respectivo perfil de densidad, para bosones
con interaccion.
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5.1.8. Potencial armoénico mas red 6ptica con desorden

Dado que experimentalmente se ha caracterizado el perfil de densidad para un
potencial arménico y una red cuadrada con desorden en dos dimensiones, se han
combinado estos dos aspectos dentro de nuestro estudio numérico con el propédsito
de estudiar el efecto del confinamiento inhomogéneo. Vale la pena mencionar que en
el laboratorio este tipo de arreglos ya se ha logrado implementar en 2016 [26], dando
origen al asf denominado fenémeno de localizacién de muchos cuerpos. Sin embargo,
en este trabajo el gas de Bose es débilmente interactuante, esto es, gop = 0.01% y

vg = 6. La accion de sumar el potencial arménico mas la red éptica con geometria
cuadrada desordenada, es de la siguiente forma

1
V(z,y) = in(xz + %) + vo (1 + 6(x,y)) (sin®(7z) + sin’(7y)) . (5.23)
En la parte izquierda de la figura 5.15 se ilustra la forma del potencial 5.23.

Vix,y) plz,y)

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

T xr

Figura 5.15: Potencial de oscilador arménico maés red éptica desordenada 5.23, con una frecuencia
w =1y d(z,y) = 0.6 y su respectivo perfil de densidad p(z,y). Las regiones obscuras
corresponden a los minimos de la funcion y las regiones més brillantes corresponden
a los maximos de la funcién.

Ahora si calculamos los perfiles de densidad para una frecuencia de w = 1 y un
intervalo de desorden de § = [—0.6,0.6] se obtienen los resultados que se ilustran
en la parte derecha de la figura 5.15. Claramente los resultados difieren cuando
solamente existe una red 6ptica con desorden en el que aparece la localizacion para
cietra magnitud del desorden y se manifiesta con un conjunto de picos distribuidos
de manera aleatoria. En el caso del confinamiento de oscilador armonico este favorece
a la localizacién de las particulas en el centro de la trampa arménica, no importa si
el intervalo de desorden a elegir, es un desorden pequenio, esto es, § = [—0.1,0.1], o
un desorden grande, 6 = [—1.0, 1.0], las particulas siempre se localizan en el centro
de la trampa arménica.
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En los resultados anteriores, la frecuencia siempre se mantuvo fija. Esto es, para
frecuencias igual a w = 1 siempre se observaba un pico de localizacién. El comporta-
miento del potencial armonico juega un papel importante para que exista localizacion
de los atomos en el centro de la trampa, a diferencia de cuando sélo existe la red
cuadrada con desorden, aqui los dtomos sélo se localizan en algunos sitios de la red
de manera aleatoria como se ilustra en la figura 5.9. Por otra parte se considerd
disminuir la frecuencia de la trampa armoénica y calcular los perfilies de densidad
para estas frecuencias. Las frecuencias que se consideraron en este trabajo fueron
w; = 0.001,wy = 0.01,w3 = 0.03 y wy = 1 con una magnitud de desorden 6 = 0.6
para la red cuadrada. Estos resultados se ilustran en la figura 5.16. Al observar los
perfiles de densidad se muestra claramente que el comportamiento es distinto, esto
es, el confinamiento armonico destruye el comportamiento de encontrar picos locali-
zados dispersos en algunos sitios de la red, en otras palabras, aparecen varios picos
de localizacion cerca del centro de la trampa pero para frecuencias muy bajas, esto
es, wp = 0.001.

10

Figura 5.16: Perfiles de densidad p(z,y) para diferentes frecuencias (a) wy = 0.001, (b) wy = 0.01,
(¢) wg =0.03y (d) wy =1 y una magnitud de desorden fijo de § = 0.6.



Estados estacionarios de un condensado de Bose en una
red desordenada en 2D 91

5.2. Espectro de energia de estados localizados

Una vez caracterizados los estados estacionarios de la ecuacion de Gross-Pitaevskii
para los tres tipos de red diferentes, esto es, hexagonal, cuadrada y triangular, aho-
ra se investigara el espectro de energia de los estados estacionarios de la ecuacion
de Gross-Pitaevskii. Como se ilustrd en la tltima seccién del capitulo 4, la forma
explicita de la energia asociada a la ecuacion de Gross-Pitaevskii es de la siguiente
forma,

E(t) = / d%p*(r,t)[—;—mw+vm(r)]x1:(r,t)+Q;D / |, t) [*. (5.24)

Como se ha mencionado anteriormente en el potencial V,,; se encuentra la geometria
que confina a los dtomos y el desorden. Para encontrar la densidad de energia en el
espacio reciproco se uso el teorema de Parseval que tiene a la energia en funcion de
la magnitud del nimero de onda k que es la ecuacién (4.83), esta tiene la siguiente

forma
‘/dQT’e —V,o

b 5| [ e matr]

‘ [ e T o) 2

(5.25)

La ecuacién (5.25) es una nueva observable asociada a la energia del sistema.
Entonces con esta nueva observable se realizaran promedios estadisticos sobre las
diferentes realizaciones de desorden, se tomaran un total de 50 realizaciones diferentes
para un mismo intervalo de desorden ¢ y un tamano de red de aproximadamente
2 ~ 1000 sitios.

Para todos los calculos numéricos se trabajé en la primera zona de Brillouin. Para
una red cuadrada, como es bien sabido, ésta es, =% < k,, k, < 7. En tanto que para la
red hexagonal y triangular la primera zona de Brillouin es el drea de la celda primitiva

en el espacio de red reciproco generado por los vectores by = :‘77% (\/73, —%) vy by =

477%(0, 1). En la figura 5.17 se ilustra el espectro de energia de las tres redes dpticas,
esto es, hexagonal, cuadrada y triangular. En la parte derecha de la figura 5.17 se
ilustra el espectro de energia promedio para un valor de la magnitud del desorden § =
80 %. En el recuadro superior de cada panel de la figura 5.17 se aprecia el espectro de
energia promediado en la primera zona de Brillouin y el resto de la grafica corresponde
a la magnitud del espectro de energfa, esto es, e(k,) vs. k., = /kZ + k2. En la columna
de la izquierda se encuntra el espectro de energla para las tres redes cuando no
existe desorden, este es congruente con las mediciones experimentales que reportan
en los sigientes experimentos [30, 91, 113]. En el espectro de energia cuando no existe
desorden aparecen picos perfectamente localizados originados por la simetria de cada
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e(k)[A.U.]
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Figura 5.17: Espectro de energia en el espacio reciproco para la red hexagonal parte superior, red
cuadrada, en medio, y triangular parte inferior. La columna izquierda corresponde
al espectro de energia para una magnitud de desorden § = 0 y la columna derecha
corresponde al promedio del espectro de energia para una magnitud de desorden § =
80 % de V(x,y). En el recuadro superior en cada panel se muestra la correspondiente
grafica de la densidad del espectro de energia en la primera zona de Brillouin.

potencial. Para desorden cero el espectro de energia para la red cuadrada es similar
al espectro mostrado en la figura 3.9 del capitulo tres, correspondiente para una red
cubica con el mismo valor de la profundidad del potencial Vy = 12FR estando en el
régimen superfluido.

Sin embargo, cuando existe desorden y se toma el promedio de 50 realizaciones
diferentes para un mismo intervalo de desorden § para calcular el espectro promedio
de energia €(k, ). Estos resultados se ilustran en la columna derecha de la figura (5.17)
y dan la siguiente informacién. Para la red hexagonal el espectro de energia promedio
permanece puntual, no se observa un efecto de desaparicién en los picos debido a
un desorden aleatorio en esta red con nimero de coordinacion z = 3. Finalmente
el espectro de energia promedio para las redes con nimero de coordinacion z = 4
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y z = 6, se comporta como un continuo y existe un ensanchamiento de los picos.
Resumiendo, la influencia del desorden en el espectro de energia se manifiesta al
reemplazar picos de momento bien definidos (picos bien separados, espectro puntual)
con una distribucién densa (continua), que ain contiene informacién de la simetria
del potencial.
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Capitulo 6

Desorden en redes cuasicristalinas

En el capitulo anterior se realizé un estudio numérico extenso de los estados es-
tacionarios dentro de la aproximacién de campo medio, de los efectos del desorden
en un gas de Bose débilmente interactuante confinado en diferentes redes opticas
periddicas. En este capitulo se abordara el estudio de los estados estacionarios de la
ecuaciéon de Gross-Pitaevskii en redes dpticas cuasicristalinas con desorden. Con este
estudio se tratara de contribuir al entendimiento de la conduccion en redes cuasicris-
talinas imperfectas y, por otro lado, motivados por los recientes logros experimentales
en los que se reporta el confinamiento de un gas de Bosones es este nuevo tipo de
geometrias sin simetria cristalina [33, 34, 35].

6.1. Cuasicristales

En el ano de 1984 los investigadores Dan Shechtman, Blech, Gratias y Cahn descu-
brieron los cuasicristales en la naturaleza, observandolos por primera vez en patrones
de difraccion de electrones cuya simetria era icosaédrica en aleaciones metdlicas de
Aluminio y Magnesio. Este patrén se ilustra en la figura 6.1 [114].

El descubrimiento de los cuasicristales cambié profundamente la comprension del
orden estructural a escala atomica. Segun la teoria cristalogréafica estas estructuras
estan prohibidas por el teorema de restriccién cristalogréfica [1, 36]. Antes de enunciar
tal teorema se dara la siguiente definicion de eje de rotacion. Un eje de rotacién es
de orden n si al girar el cristal sobre el eje un dngulo de 27/n se obtiene el mismo
arreglo. Dada esta definicién ahora se puede enunciar el siguiente teorema.

Teorema de Restriccion Cristalogrdfica: Las redes periddicas no son compatibles con
una simetria rotacional de n = 5 y n > 6. En otras palabras, los ejes de rotacién
posibles en un cristal corresponden a ordenes n = 1,2,3,4 y 6. Este teorema nos
permite establecer la definicién de un cuasicristal. Un cuasicristal es aquella estruc-
tura que tiene simetrias cristalograficamente prohibidas. Sus rotaciones son de orden
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Figura 6.1: Patrén de difraccion del primer cuasicristal observado en la naturaleza en la Aleacién
AlgMn. Imagen tomada de [114]

n =5,8,10, 12, dando nombre a los cuasicristales de simetria pentagonal, octagonal,
decagonal y dodecagonal respectivamente [115, 116, 117]. Una definicién alternativa
es en términos de las bien conocidas estructuras cristalinas. Un cuasicristal es un
cristal aperiddico con picos de difraccién bien definidos, donde sus posiciones pueden
ser etiquetadas por n, que corresponde a un conjunto tnico de niimeros enteros ma-
yores que la dimension del espacio (en general), es decir, contar un nimero minimo
de enteros que se necesita para identificar de manera 1inica todos los picos de difrac-
cién de un cristal en D-dimensiones. Si este nimero es finito y mas grande que D,
entonces el cristal es un cuasicristal. La definiciéon anterior se ilustra con el ejemplo
de la figura 6.1.

Los cuasicristales carecen de simetria traslacional y exhiben un orden de largo
alcance a través de una estructura de mosaico no periédica. A su vez poseen un
orden rotacional, esto es, su patrén de difracciéon permanece invariante ante ciertas
rotaciones. Los cuasicristales constituyen un material intermedio entre materiales que
muestran una estructura periodica y un amorfo, es decir, un material desordenado.

Como se ha mencionado anteriormente, los cuasicristales fueron descubiertos en
aleaciones de aluminio y magnesio, aunque tipicamente los cuasicristales ocurren en
aleaciones ternarias o cuaternarias. Una gran clase consiste en aleaciones basadas
en Al siendo las més destacadas Al-Cu-Fe, Al-Pd-Mn y Al-Pd-Re. Estas muestran
fases icosaédricas altamente ordenadas. Con el paso del tiempo se han encontrado
diferentes aleaciones con diferente patron cuasicristalino. En la tabla 6.1 se ilustra
las aleaciones en la cual se encuentran los cuasicristales con diferentes érdenes de
rotacion, esto es, n = 8,10, 12 e icosaédrico [118].

Los primeros estudios tedricos de las geometrias encontradas en los cuasicristales,
llamadas teselaciones aperiddicas, datan de los anos 70 y fueron propuestas por el ma-
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Diferentes fases geométricas en cuasicristales

Octagonal ‘ Decagonal H Dodecagonal H Icosaédrica

V-Ni-Si, Mn-Si Al-Cu-Mn, Al-Cu-Fe, Al-Cu-Ni || Cr-Ni,V-Ni Al-Mn,Al-
Li-Cu

Mn-Si-Al, Mn-Fe-Si | Al-Cu-Co, Cr-Ni, V-Ni-Si V-Ni-Si Al-Mg-Zn,
Al-Pd-Mn

Cuadro 6.1: Algunos ejemplos de aleaciones metdlicas que muestran diferentes geometrias
cuasicristalinas.

tematico Roger Penrose [119]. Hasta la fecha, los cuasicristales han sido ampliamente
estudiados fenomenoldgicamente en el estado sélido, la materia condensada y la cris-
talografia [120, 121, 122]. Varios experimentos han modelado y recreado estructuras
cuasicristalinas, especialmente en sistemas foténicos [123, 124] y muy recientemente
con atomos ultrafrios confinados en redes dpticas [33, 34].

Sorprendentemente, hasta ahora, poca literatura se ha dedicado al analogo éptico
de modelar sistemas cuasicristalinos, a pesar de que las redes épticas ofrecen varias
posibilidades para disenar una amplia gama de geometrias. Las redes opticas son
particularmente adecuadas para emular a los cuasicristales, dado que simetrias ro-
tacionales presentes en los mismos se pueden imponer facilmente en el laboratorio
[33, 34, 35, 125]. Los cuasicristales 6pticos se estudiaron por primera vez en experi-
mentos de enfriamiento con ldser [126], donde un gas atémico, lejos de la degeneracién
cuantica, y confinado en una red optica pierde coherencia cuantica debido a la emi-
sion espontanea. En estos sistemas, se descubrié que la temperatura y la difusion
espacial se comportan de manera mas lenta con respecto a las redes opticas periddi-
cas [127]. En el ano 2005, se logré por primera vez confinar a un gas de Bose en
una geometria cuasicristalina pentagonal (n = 5) [35], estudiando las propiedades
dindamicas del gas cuando se encuentra en una red pentagonal. Posteriormente en el
ano 2019 se realizdé un nuevo disenio 6ptico para construir una nueva red pentago-
nal para confinar atomos ultrafrios [125]. En el ano 2013 se da por primera vez una
propuesta para construir estructuras cuasiperiédicas bidimensionales para atrapar
atomos con potenciales Gpticos con una geometria cuasicristalina octagonal (n = 8)
[128]. Sin embargo, 6 anos después, esto es, en el ano 2019, se logra por primera vez
en el laboratorio construir una red cuasicriatlina octagonal para un gas de bosones
de ¥ K [33].

Dada la contraparte experimental del confinamiento de atomos de Bose en redes
Opticas cuasicristalinas, se tiene una motivacion para estudiar y comprender mejor las
propiedades fisicas. En especial la existencia de estados localizados en presencia de
desorden o imperfeccién estructural en estas geometrias. Es importante mencionar
que a la fecha no se han explorado el efecto de desorden o imperfeccion en gases
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cuanticos confinados en redes cuasicristalinas.

6.2. Potenciales de red 6ptica cuasicristalinos

Consideremos un gas de Bose débilmente interactuante confinado en un potencial
optico, este potencial es provocado por diferentes haces laser y que generan una
geometria cuasicristalina [35], esto es, la forma de la red dptica cuasicristalina con
simetria pentagonal estda dada por la expresiéon

(6.1)

donde los vectores G; = [cos(%54), sin(3F )] r=(z,9), Vi = v (1 +6(x,y) y v =
—0.24 con una profundidad total de Vy = 6.

En tanto que para una red cuasicristalina octagonal, esto es n = 8, el potencial
creado en el laboratorio resulta de la expresion [33]

5N~ o (oG
=V Zcos 37 T, (6.2)
=1

donde los vectores Gy = (1,0), Gy = (0,1), G3 = \%(1, 1),y Gy = \%(—1, 1). Una
amplitud V¥ = vy (14 (2, y)) y vo = 1.5, con una profundidad total de Vy = 6Ex.

El desorden es introducido de la misma manera que en las redes periddicas, esto es,
el desorden es generado a través de una funcién d(z,y) que toma valores aleatorios
en un intervalo [—d,min, Omaz] = 0(x,y) en cada punto (z,y). Si de los potenciales
de las ecuaciones (6.1) y (6.2) se toma un corte en el eje z, sin desorden, esto es,
d(z,y) = 0, se puede observar de la figura 6.2 que la red muestra pozos de potencial
que no exhiben periodicidad, pero si un arreglo con una estructura con patrones
pentagonales y octagonales. Dichos potenciales 6pticos generados por las ecuaciones
(6.1), y (6.2) corresponden a funciones cuasiperiédicas.

6.3. Perfiles de densidad para redes
cuasicristalinas

A partir de la motivacion experimental arriba descrita y de las correspondientes
expresiones matematicas para los potenciales cuasicristalinos. Ahora determinemos
los perfiles de densidad considerando el efecto del desorden en los potenciales cuasi-
cristalinos. Como antes, con la ayuda del método de tiempo imaginario se estudiaron
los estados estacionarios de la ecuacién de Gross-Pitaevskii (4.30) para redes cua-
sicristalinas con simetria pentagonal y octagonal. Como se detalla en el capitulo
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Figura 6.2: Ilustracién de los potenciales con un corte en y = 0 para las redes épticas cuasicrista-
linas a desorden cero, (a) octagonal (b) pentagonal.

anterior, una vez obtenido el estado estacionario por medio de la funcién de onda
¥(x,y), se estd interesado en averiguar los perfiles de densidad p(x,y) = | (z,y)[*.
Consideremos primeramente a los potenciales de redes cuasicristalinos con desorden
igual a cero, esto es, d(x,y) = 0.

V(r) p(x,y)
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Figura 6.3: (a) Potencial de red 6ptica cuasicristalino, esto es, red pentagonal 6.1, d(z,y) = 0
a desorden cero para aproximadamente 1700 sitios. (b) Perfil de densidad p(z,y) =
[¢(z,y)|* obtenido del estado estacionario de la ecuacién de Gross-Pitaevskii con el
algoritmo de tiempo imaginario. Las regiones obscuras corresponden a los minimos y
las regiones mas brillantes corresponden a los maximos de la funcién.

En la parte (a) de la figura 6.3 se ilustra el potencial (6.1) que modela a un
cuasicristal con eje de rotacién n = 5, esto es, un cuasicristal pentagonal. En la parte
(b) de la misma figura se ilustra el perfil de densidad obtenido del estado estacionario
de la ecuacién de Gross-Pitaevskii. Finalmente en la parte (a) de la figura 6.4 se
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ilustra el potencial (6.2) que modela a un cuasicristal con eje de rotacién n = 8, esto
es, un cuasicristal octagonal. En la parte (b) de la figura 6.4 se ilustra el perfil de
densidad obtenido del estado estacionario de la ecuacion de Grooss-Pitaevskii para
el potencial con simetria octagonal. En ambos casos el pardmetro de la interaccion
corresponde al anteriormente utilizado, esto es, el valor de gop = 0.01%2.

Voo p(x,y)

)}

2088

240 00 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
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Figura 6.4: (a) Potencial de red 6ptica cuasicristalino, esto es, red octagonal 6.2, §(z,y) = 0 a
desorden cero para aproximadamente 1700 sitios. (b) Perfil de densidad p(z,y) =
|¢(z,y)|*> obtenido del estado estacionario de la ecuacién de Gross-Pitaevskii con el
algoritmo de tiempo imaginario. Las regiones obscuras corresponden a los minimos y
las regiones mas brillantes corresponden a los maximos de la funcién.

De los perfiles de densidad a desorden cero se puede concluir que la densidad
del superfluido obedece la simetria de las redes cuasicristalinas, esto es, la densidad
de superfluido se localiza en los minimos absolutos y minimos locales que existen
en toda la red y siguen el patrén del eje de rotacién correspondiente a cada red
cuasicristalina.

6.4. Cuantificacion de estados localizados en redes
cuasicristalinas

Una vez que se conocen los perfiles de densidad para la red pentagonal y octa-
gonal a desorden cero. Ahora se procede a determinar los perfiles de densidad para
diferentes magnitudes de desorden. En principio se tomaran los mismos intervalos de
desorden que se consideraron para las redes 6pticas periédicas, esto es, § = [0.1,0.9].
En otras palabras, el desorden equivale a tomar el 10 % hasta el 90 % del valor de
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V(z,y) que toma en cada punto de la malla que define al potencial y mostrar si exite
el fenémeno de localizacion en este nuevo tipo de geometrias. Estas geometrias se han
logrado implementar en el laboratorio para confinar gases de Bose [33, 34, 35]. En la
figura 6.5 se ilustran de los perfiles de densidad p(z,y) = | (z,y)|?, obtenidos de los
estados estacionarios de la ecuacion de Gross-Pitaevskii para los potenciales cuasi-
cristalinos (6.1) y (6.2) con desorden. Estos perfiles de densidad corresponden para
una sola realizacion de la magnitud de desorden, cuyos valores son ¢ = 0.2,0.4,0.8.

6=0.2 60=04

-30-15 0 15 30 -30-15 0 15 30 -30-15 0 15 30

Figura 6.5: Perfiles de densidad para las redes 6pticas cuasicristalinas, pentagonal (n = 5) y octa-
gonal (n = 8) correspondientes para una sola realizacién de la magnitud de desorden,
cuyos valores son: 6 = 0.2,0.4, 0.8 y para aproximadamente 1700 sitios. Las regiones
brillantes corresponden al maximo de la densidad mientras que las regiones negras
corresponden a una ausencia de superfluido

El comportamiento de los perfiles de densidad correspondientes para las redes
cuasicristalinas tiene un comportamiento cualitativo analogo que el asociado a las
redes Opticas periddicas, esto es, a medida que se incrementa la magnitud del desorden
la densidad de particulas se va acumulando en cierto ntimero de sitios, es decir, la
densidad superfluida se localiza en algunos sitios de la red cuasicristalina siguiendo
la geometria de la red misma.
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6.4.1. Inverso de la razén de participacién o IPR

Una vez obtenido el comportamiento cualitativo de las redes cuasicristalinas con
diferentes magnitudes de desorden. Ahora se desea cuantificar y determinar qué red
cuasicristalina es mas susceptible de exhibir estados localizados. Se proponen dos
nuevas observables para determinar el grado de localizacién del sistema. La primera
es el inverso de la razén de participacion o IPR (inverse participation ratio), la cual
para un sistema continuo esté definida como [129]

1PR() = Y [ ol sy (63

donde #; ;(z,y) es la amplitud de la i-esima funcién de onda en el j-esimo sitio. El
IPR cuantifica el inverso del nimero de sitios de red con la funcién de onda que
esta distribuida, en otras palabras, el IPR mide cuantos sitios estan ocupados por la
funcién de onda.

Se desea calcular la integral (6.3) para cada amplitud de la funcién de onda en los
sitios que definen a cada red cuasicristalina. Para acotar los limites de integracion,
se utiliza como referencia las llamadas regiones de Voronoi [130] correspondientes a
cada red cuasicristalina. A continuacién, se dard una definiciéon de qué es una regién
de Voronoi, dado que tiene un gran uso dentro de diferentes areas de la fisica [131].

Dado un conjunto de puntos {p1,p2,...p,} en el plano que llamaremos sitios, se
denominara la celda de Voronoi v(p;) para p;, como el conjunto de puntos ¢ en el
plano que estdn maés cerca de p; que de cualquier otro sitio. Es decir la celda de
Voronoi p; se define como

v(pi) = A{a lpiall < llpsall, i # i, (6.4)

donde ||pg|| denota la distancia Euclideana entre los puntos p y g. Todo punto del
plano queda asociado a algin p;; en otras palabras, la subdivision en el plano formada
por subregiones tales que cada region 7 es el conjunto de puntos mas cercanos a p;
que cualquiera de los p; para j # i, estos forman conjuntos que cubren el plano y
esto es llamado una teselacion.

En las ecuaciones (6.1) y (6.2) caracterizan a un potencial de red dptica cuasi-
cristalino con geometria pentagonal y octagonal. Definiremos la red de Voronoi de
la red pentagonal y octagonal como los valores que siguen los minimos absolutos,
y minimos locales que toman estos potenciales que forman a la red cuasicristalina.
Los minimos locales se refieren al hecho que en dichos puntos el potencial toma un
valor minimo, que es crucial en la definicién propia de la red, pero no son los mini-
mos absolutos que constituyen la red en cuestion. En la figura 6.6 se ilustra la red
de Voronoi de las redes dpticas cuasicristalinas con 6rdenes de rotacién (n = 5) y
(n = 8). Una vez que se conoce la red de Voronoi, se calculara el IPR (6.3), limitado



Desorden en redes cuasicristalinas 103

L9y ie et
o” ¥ " -_ e
n’ IV % Ve SV

q
20 ‘:‘ ‘ . . .‘4 " v“‘n

4

7 ’-1 "(1‘:: ;Vt‘ v

a0 A

o

F‘
.

-

BT S Y 8 B d
.' “q‘ ‘.‘$"‘0 .9"“11' 0‘,“:
l" R (T "ﬂl Bt Bl
AP AL 4 (94 DAT 4]
=40 =20 0 20

40 -40

Figura 6.6: Red de Voronoi para las redes cuasicristalinas de aproximadamente 1700 sitios, en la
parte izquierda corresponde para la red pentagonal (n = 5) y la parte derecha para la
red octagonal (n = 8).

por la regién de Voronoi que define la red cuasicristalina y se cuantificara el grado
de localizacién para las diferentes magnitudes de desorden y se tomara un promedio
correspondiente para las diferentes realizaciones que modelan una misma magnitud
de desorden que existe en las redes cuasicristalinas.

Para saber si el IPR es una buena observable, se realiz6 el cdlculo del IPR para la
red mas sencilla que se utiliza en este trabajo, esto es, la red cuadrada. Empezando
para desorden cero correspondiente para la red cuadrada. Este resultado se ilustra
en la parte izquierda de la figura 6.7 mientras que en la parte inferior se encuntra el
valor del IPR acotado en cada celda de Voronoi. La manera de cuantificar el valor del
IPR es por medio de un histograma, esto es, en el eje de las ordenadas se muestra el
logaritmo del niimero de sitios que toman cierto valor del IPR, mientras que en el eje
de las abscisas se encuentra el valor del IPR. Se puede apreciar en la parte izquierda
de la figura 6.7 que el valor del IPR es el mismo para todos los sitios, excepto en las
fronteras.

En la figura 6.8 se ilustra el valor del IPR que toma en cada celda de Voronoi
correspondiente para la red cuadrada conforme se aumenta la magnitud del desorden.
La figura 6.8 ilustra una sola realizacion para cada magnitud de desorden. Como se
habia mencionado en los capitulos anteriores se estd interesado en valores promedios
de las observables para cuantificar la localizacion del sistema debido al desorden.
Ahora, se calcula el IPR promedio de un total de 50 realizaciones diferentes para
una misma magnitud de desorden para la red cuadrada.
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Figura 6.7: Histograma del IPR para la red cuadrada, octagonal, y pentagonal a desorden cero
con sus respectivos diagramas de Voronoi.

En la figura 6.9 se ilustra el valor promedio de 50 realizaciones diferentes de
histogramas correspondientes al IPR promedio y diferentes intervalos de de desorden.
En el histograma promedio de la figura 6.9 se puede apreciar que existe un valor
critico de desorden . =~ 0.3, en el cual el sistema sufre la transicién a la localizacién
y para valores mayores a 0 > 0.4, el sistema ya estd localizado. Este resultado es
congruente con las anteriores observables con las que se describié la localizacion,
esto es, la fraccion de picos py y las alturas promedio. Dado que el método funciona
y describe perfectamente la transiciéon a la localizacion del sistema para una red
cuadrada, se procedera con las redes cuasicristalinas.

Primeramente se calculara el IPR en cada region de Voronoi que define a la red
cuasicristalina pentagonal y octagonal cuando no existe desorden. El resultado se
ilustra en la parte central y derecha de la figura 6.7, como se puede apreciar en la
figura, existe una distribucion no homagénea de los valores del IPR en cada region de
Voronoi para las diferentes redes cuasicristalinas, esto es, diferentes comportamientos
para las redes pentagonal y octagonal.

Agregando diferentes magnitudes de desorden, esto es, de un 10% a un 90 % de
desorden en el potencial y obteniendo el estado estacionario de la ecuacion de Gross-
Pitaevskii para las redes cuasicristalinas desordenadas. Del estado estacionario se
calcula el IPR en cada celda de Voronoi para las diferentes redes cuasicristalinas.
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Figura 6.8: Valor del IPR en cada celda de Voronoi para la red cuadrada y una sola realizacién
de desorden, con diferentes magnitudes de desorden. Los colores mas brillantes corres-
ponden a un maximo del valor del IPR, mientras que los colores obscuros corresponden
a una ausencia del valor del IPR.

De manera ilustrativa en las figuras 6.10 y 6.11 se muestran los valores del IPR en
cada celda de Voronoi correspondientes para una sola realizacién de la magnitud de
desorden en las redes cuasicristalinas con eje de rotacion n =5y n = 8.

Tomando diferentes realizaciones para una misma magnitud de desorden, se calcu-
la el estado estacionario y el IPR promedio de 50 realizaciones diferentes de desorden.
Este resultado se ilustra en forma de histogramas en las figuras 6.12 y 6.13, esto es,
cada histograma es el resultado del promedio sobre un ensemble de 50 realizaciones
diferentes de histogramas asociados a una misma magnitud de desorden. En el eje
de las abscisas se encuentra el valor del IPR en los diferentes sitios que forman a las
redes cuasicristalinas, mientras que en el eje de las ordenadas se muestra el logaritmo
del numero total del valor del IPR en dichos sitios. Los histogramas se construyeron
tomando el valor maximo del IPR, que toma en una regién de Voronoi por cada
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Figura 6.9: Histogramas promedio del IPR para la red cuadrada con diferentes magnitudes de
desorden y un total de 40 compartimientos.

realizacion de desorden, y se tomaron un total de 40 compartimientos.

Al comparar los histogramas promedio de la redes cuasicristalinas, pentagonal
y octagonal para las mismas magnitudes de desorden. Se puede apreciar que la red
pentagonal sufre una transicién a la localizacién para un valor de desorden de J,. ~
0.2, mientras que para la red octagonal el valor critico de desorden es 6. =~ 0.4. En
otras palabras, la red con eje de rotacion n = 5 es mas suceptible a la localizacion
conforme se va aumentado la magnitud del desorden, esto es, la red con eje de rotacion
n = 8 es mejor conductora, porque existe una mejor distribucién de los dtomos en
los sitios y esto es descrito por la funcién de onda a la cuarta potencia.

Como se mostro en el capitulo cinco, dos observables que ayudaron a describir la
transicion de si el sistema esta localizado o no fueron la fraccién de picos py y las
alturas promedios (h) de los picos en los perfiles de densidad. Se procederd a realizar
lo mismo con las redes cuasicristalinas. Tomando el criterio de sélo admitir los picos



Desorden en redes cuasicristalinas 107

40

20

-20 -20

a i -40 R -40
-40  -20 0 20 40 -40  -20 0 20 40 -40 =20 0 20 40

-20 -20

-40 -40 - - -
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40

-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40

Figura 6.10: Valor del IPR en cada celda de Voronoi para la red pentagonal y una sola realiza-
cién de desorden, con diferentes magnitudes de desorden. Los colores mas brillantes
corresponden a un méaximo del valor del IPR, mientras que los colores obscuros
corresponden a una ausencia del valor del IPR.

mayores al 5% del pico més alto en el perfil de densidad.

En la figura 6.14 se ilustra las alturas promedios y la fraccién de picos para la
red con eje de rotacion n = 5. En la figura 6.15 se ilustra las mismas observables con
un eje de rotacion n = 8 en funcién del desorden. Para la red pentagonal se muestra
que la fraccién de picos sufre una transicion abrupta a la localizacién para un valor
critico del desorden de 9, ~ 0.2. Sin embargo, para la red octagonal esta transicion es
de forma suave y para un valor critico de d,. ~ 0.4. Comparando estos valores criticos
donde se sufre la transiciéon a la localizacion con los histogramas promedios del IPR
para las diferentes redes cuasicristalinas. Se muestra que el IPR y la fraccién de picos
muestran la misma informacién para describir si existe localizacion en el sistema.

Finalmente si se compara las figuras 6.14 y 6.15, se muestra que la red octagonal es
mas persistente a mostar evidencia de localizacion conforme se aumenta la magnitud
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Figura 6.11: Valor del IPR en cada celda de Voronoi para la red octagonal y una sola realiza-
cién de desorden, con diferentes magnitudes de desorden. Los colores mas brillantes
corresponden a un méaximo del valor del IPR, mientras que los colores obscuros
corresponden a una ausencia del valor del IPR.

del desorden.

6.4.2. Entropia de Shannon

La segunda observable para cuantificar si el sistema esta localizado es la entropia
de informacion de Shannon. Esta nueva observable esta definida de la siguiente ma-
nera [132, 133, 134, 135, 136].

Sea una distribucién de probabilidad en el espacio contiunuo p(x,y), en este caso
p(z,y) =| ¥(x,y) |* corresponde a la densidad de probabilidad de encontrar a las
particulas en el espacio. La entropia de informacién de Shannon en el espacio de
coordenadas estd definida por
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Figura 6.12: Histogramas promedio para la red cuasicristalina pentagonal,con sus respectivos va-
lores de desorden §, con un total de 40 compartimientos.

Sp= —/p(:vvy) In p(z, y)dzdy, (6.5)

donde [ p(z,y)dxdy = 1. Sea (k,, k,) la transformada de Fourier de ¢ (z,y). La
entropia de informacién de Shannon correspondiente en el espacio de momentos esta
definida por

S, —— / (ko k) (Iny (s b)) b, (6.6)

donde (kg ky) = [¢(ky, ky)|?, con [ (kg ky)dk,dk, = 1.

El significado fisico para estas dos observables es el siguiente. La entropia de
Shannon en el espacio de posiciones (6.5) mide la incertidumbre de encontrar un pico
localizado, esto es, si S, es grande, la incertidumbre de encontrar un pico localizado,
es muy pequena ya que la incertidumbre es muy grande; cuanto mas baja es esta
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Figura 6.13: Histogramas promedio para la red cuasicristalina octagonal,con sus respectivos va-
lores de desorden §, con un total de 40 compartimientos.

entropia en el espacio de posiciones, mds concentrada es la funciéon de onda, en otras
palabras, la incertidumbre es més pequena y mas alta es la precisién para predecir la
localizacion del sistema [137]. Por otra parte el significado de la entropia de Shannon
en el espacio de momentos (6.6) corresponde a medir la incertidumbre de predecir
el momento de las particulas. Si el sistema no esta localizado S, tiene que tomar
valores grandes ya que su momento tiene que ser grande pues las particulas estan en
moviento. Sin embargo, si el sistema esta localizado, el momento de las particulas
es muy pequeino, por lo tanto S, tiene que ser diminuto. Cabe resaltar que si una
entropia disminuye la otra tendria que aumentar.

En la figura 6.16 se ilustra los valores promedio de un total de 50 realizaciones
diferentes para una misma magnitud de desorden de las entropias de Shannon S,
y Sy, para las redes cuadrada y cuasicristalinas. Los valores de la entropia de S,
estd normalizada al valor de la entropia que toma a desorden cero. Mientras que S,
es normalizada al valor absoluto que toma la entropia en el espacio de momentos a
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Figura 6.14: Altura promedio (h) y fraccién de picos py en funcién del desorden § en unidades de
E'Rr para aproximadamente 1700 sitios para la red cuasicristalina con eje de rotacion
n=>5y Vy = 6FER. Las barras de error estan asociadas a la desviacién estandar del
valor promedio de las 50 realizaciones de (h) y ps.

desorden cero. Se observa que el valor promedio de la entropia S, va disminuyendo
conforme se va aumentando la magnitud del desorden para ambas redes, siendo mas
persistente al cambio la red cuasicristalina octagonal. Tomando la interpretacion
de la entropia de Shannon de S,, si este valor va disminuyendo esto implica que
el sistema se va localizando. En otras palabras, la incertidumbre de encontrar un
pico localizado va disminuyendo conforme se va aumentando el desorden, lo cual se
ilustra claramente en la parte izquierda de la figura 6.16. Por otra parte, el valor
de la entropia de S, va aumentando conforme se va incrementando la magnitud del
desorden, esto quiere decir, que la incertidumbre de encontrar a las particulas con
momento va disminuyendo. En otras palabras, si el momento va disminuyendo, las
particulas se van localizando en las redes épticas.

6.5. Espectro de energia de estados localizados en
redes cuasicristalinas

Como se mostro en las secciones anteriores, existe localizacion en las redes cua-
sicristalinas cuando se incrementa la magnitud del desorden, siendo mas propensa
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Figura 6.15: Altura promedio (h) y fraccién de picos py en funcién del desorden § en unidades de
E'Rr para aproximadamente 1700 sitios para la red cuasicristalina con eje de rotacion
n =8y Vyp = 6Eg. Las barras de error estan asociadas a la desviacién estandar del
valor promedio de las 50 realizaciones de (h) y ps.

a la localizacién la red pentagonal. Ahora queremos mostrar cudles son los efectos
del desorden en el espectro de energia de los estados estacionarios de la ecuacion de
Gross-Pitaevskii con un potencial cuasicristalino desordenado. Recordando la energia
en funcion de la magnitud del nimero de onda k es

2 2

e(k) = %'/d2reik'T\/%Vp(r)

+ ’/dQTeik’r\/Vext(T)p(r)
b | et 2

(6.7)

De la misma forma que en el caso de las redes periddicas, se tomé un promedio sobre
las diferentes realizaciones de desorden para el calculo del espectro de energfa (6.7)
para cada red cuasicristalina. En la figura 6.17 se ilustra la magnitud del espectro de
energia €(k,) vs k, = \/kZ + k2, para las dos redes cuasicristalinas pentagonal y oc-
tagonal cuando no existe desorden (parte izquirda) y el promedio de 50 realizaciones
diferentes del espectro de energia cuando se tiene una magnitud del 90 % de desorden
(parte derecha). En el recuadro superior de cada panel de la figura 6.17 se aprecia
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Figura 6.16: Valores promedio de las diferentes entropias S,, S, en funcién de la magnitud del
desorden. Las barras de error estdn asociadas a la desviacion estandar del valor
promedio de las 50 realizaciones de las entropias S,, S, debido al desorden, para las
redes cuasicristalinas con eje de rotacién n =5, n = 8 y la red cuadrada n = 2.

el espectro de energfa en un intervalo de —m < k;, k, < m. El espectro de energia en
funcién de k, muestra lo siguiente: cuando no existe desorden aparecen picos perfec-
tamente localizados y éstos son originados por la simetria de la red cuasicristalina. Se
puede notar en la grafica del recuadro superior de cada figura que existe una simetria
de 10 picos para la red pentagonal y una simetria de 8 picos para la red octagonal,
esto es congruente con los patrones de difraccion de los cuasicristales reportados en
la literatura [138] [139]. Tomando un valor alto de la magnitud de desorden, en este
caso, un valor del 90 % de desorden. Con este valor el sistema ya se encuentra lo-
calizado y se calcula el espectro de energia promediado por cincuenta realizaciones
diferentes para el desorden mencionado anteriormente. El resultado en el espectro de
energia cuando existe mucho desorden para la red cuasicristalina con eje de rotacion
n = 5, muestra una distribucién densa y continua, pero se mantiene la forma de los
picos. Sin embargo, para la red cuasicristalina con eje de rotacién n = 8 la simetria
del espectro se preserva, esto es, los picos no desaparecen aun cuando existe mucho
desorden en la red octagonal.

Al comparar los dos espectros de energia, tanto el de la red con eje de rotaciéon
n =5y la red con eje de rotacién n = 8, se puede concluir que el efecto del desorden
es mas propenso en la red pentagonal que en la red octagonal. Este resultado se puede
comparar con los valores del IPR, fraccién de picos py, alturas promedios (h) de la
densidad y la entropia de Shannon S, y S,. Estas observables indican los mismos
indicios de que la red pentagonal es mas propensa a sufrir la localizaciéon mas rapido
que con respecto a la red octagonal para los mismas magnitudes de desorden.
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Figura 6.17: Espectro de energia en el espacio reciproco para la red cuasicristalina con eje de ro-
tacién n = 5 parte superior, y red cuasicristalina con eje de rotacién n = 8 parte in-
ferior. La columna izquierda corresponde a una magnitud de desorden 6 = 0, y la co-
lumna derecha para el espectro de energia promedio para una magnitud de desorden
5 =90% de V(x,y). El recuadro superior en cada panel muestra la correspondiente
grafica de la densidad del espectro de energia en un intervalo de —7m < k,, k, < .



Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo se estudiaron los estados estacionarios de un gas de Bosones
débilmente interactuante y confinado en redes épticas desordenadas en dos dimen-
siones. En particular se analizaron geometrias cristalinas y cuasicristalinas. En lo que
respecta a redes con simetria cristalina, se investigo la influencia del desorden en el
potencial con las redes periddicas con nimeros de coordinaciéon z = 3 (red hexago-
nal), z = 4 (red cuadada) y z = 6 (red triangular). En relacién con las redes con
estructura cuasicristalina se consideraron aquellas con ejes de rotacion n = 5 (red
pentagonal) y n = 8 (red octagonal). Fundamentalmente se encontré que la influen-
cia del desorden en las diferentes geometrias es la existencia de estados localizados,
como una transicion suave, o crossover, a medida que aumenta la magnitud del des-
orden. La caracterizacion de los estados localizados se realizé mediante un anélisis
sistematico a través de simulaciones numéricas a nivel de campo medio, esto es, uti-
lizando la ecuacién de Gross-Pitaevskii. Las observables que se estudiaron en este
trabajo fueron valores promedios de la fraccion de picos (py) y las amplitudes de las
alturas (h), obtenidas directamente de los perfiles de densidad en funcién de la mag-
nitud del desorden. Ademas se estudiaron los espectros de energia del estado base,
determinados por la transformada de Fourier de la energia asociada al estado esta-
cionario. Para el andlisis numérico, se consideraron redes de tamano {2 ~ 1000 sitios.
Para las redes periddicas se consideré una misma constante de red y una magnitud de
interacciéon de gop = 0.01%. El intervalo en el cual se varié la magnitud de desorden
fue 0 € [0,1]ER. Se realizé para las redes periddicas un anélisis de tamano finito,
considerando los efectos del tamaifio del sistema en el rango 5 x 10?2 < Q < 5 x 103

En este trabajo se encontré que la localizacién en redes 6pticas en dos dimensiones
se produce como un cruce suave para redes con nimero de coordinacién z = 4 cua-
drada y z = 6 triangular. Por el contrario, la red con nimero de coordinacién z = 3
hexagonal, no exhibe tal localizacién para el mismo valor de profundidad de red,
esto es, Vy = 12ER. Este comportamiento puede atribuirse a la propiedad asociada
correspondiente a la energia de tunelamiento (3.50), esto es, la energia de tunela-
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miento es mas grande para la red hexagonal que para la red cuadrada y triangular.
Se realizé un andlisis de tamano finito, esto es, se incrementé el nimero de sitios
que forman a las redes Opticas periddicas. Se descubridé que, a partir de una cierta
amplitud de desorden, el sistema exhibe una localizacién parcial manifestandose co-
mo islas de densidad desconectadas entre si. El analisis de la densidad muestra que
ésta se satura a un valor constante como funcién de la magnitud del desorden y el
tamano del sistema. La prediccién original establecida por Anderson no se establece
por completo. Para las redes épticas con desorden existe una interaccién débil entre
las particulas y para valores arbitrarios de desorden no se encuentra un solo pico de
localizacién. Por lo tanto, podemos concluir que No existe localizacion de Anderson
en sistemas bidimensionales finitos.

Sin embargo, la localizacion existe en pocos sitios y se encuentra para grandes
magnitudes del desorden. Para dar una respuesta a la segunda pregunta planteada
en este trabajo jcémo afecta la geometria y el desorden en la conduccion de los ato-
mos en redes bidimensionales finitas?, se dio seguimiento a los valores de desorden
en las observables de fraccién de picos (py) y las alturas (h) para las redes Gpticas
periddicas. Se identificaron las siguientes regiones para las redes con niimero de coor-
dinacién z = 4 y z = 6. Para valores de § < 0.3 el sistema no se localiza, existen
contribuciones en todos los sitios de la red. Para valores de 0.3 < § < 0.6 el siste-
ma sufre una transiciéon suave a la localizacion, esto es, el sistema se fragmenta en
islas. Finalmente para valores de 6 = 0.6 el sistema se localiza de manera completa,
esto es, la densidad del condensado colapsa en unos cuatos sitios de la red 6ptica de
manera aleatoria. Por lo tanto, el transporte se suprime fuertemente para cualquier
geometria de red para una magnitud de desorden suficientemente grande. El anélisis
también permitié concluir que el nimero de coordinacion determina qué tan rapido
se produce la transicion suave a medida que aumenta el tamano del sistema, siendo
la red triangular la primera en la que el transporte se inhibe contra las redes cuadra-
da y hexagonal. Es interesante observar que, aunque la red hexagonal no constituye
una red de Bravais, ya que esta compuesta por la superposiciéon de dos sub redes
triangulares. Los resultados de este trabajo concuerdan con el hecho de que la red
hexagonal es un buen conductor intrinseco.

Del anélisis del espectro de energia para las redes periddicas se puede concluir
que a desorden cero el espectro muestra una simetria la cual esta en concordancia
con los sistemas experimentales [30, 91, 113] de gases de Bose confinados en este
tipo de potenciales periddicos. La influencia del desorden consiste en remplazar una
distribucion con picos por una continua, en otras palabras, los espectros de energia
del sistema con desorden se componen de niveles continuos de energia originados por
el efecto del desorden.

Finalmente, se estudié también el efecto de desorden estructural en redes de ti-
po cuasicristalinas. En particular, las redes consideradas para dicho analisis fueron
pentagonal y octagonal y son relevantes a la luz de los recientes resultados experi-
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mentales en los que se ha conseguido producirlas en el laboratorio. La investigacion
en este nuevo tipo de redes 6pticas no peridédicas consistié en analizar dos observables
como funciéon de la magnitud de desorden. Anédlogo al caso de las redes cristalinas,
se calcularon valores promedios de las observables en cuestién para determinar la in-
fluencia de desorden en la localizacién del sistema. Las nuevas observables fueron el
IPR (inverse participation ratio), y la entropia de Shannon en el espacio de posiciones
y de momentos. Ambas observables permiten identificar que el sistema también sufre
una transicién a la localizacion. Ambas observables muestran que la red pentagonal
es mas susceptible a tener una localizacion conforme se va aumentando la magnitud
del desorden, por lo tanto la red cuasicristalina octagonal es mejor conductora que
la pentagonal en el a&mbito de redes cuasicristalinas.

En forma analoga al estudio realizado para las redes con geometria cristalina, se
determiné el espectro de los estados estacionarios de la ecuacién de Gross-Pitaevskii
para las redes cuasicristalinas. A partir de dicho analisis se encontré que el efecto del
desorden y su influencia en la generacion de estados localizados es mas prominente
en la red pentagonal que en la red octagonal. Esta conclusion emerge del hecho que
en el caso de la red pentagonal el espectro de energia es esencialmente continuo,
preservando siempre la herencia de la estructura pentagonal. Sin embargo, para la
red octagonal el espectro de energia permanece siempre puntal, incluso para una
magnitud de desorden méaxima. En resumen, el efecto del desorden siempre se ve
mas reflejado en la red con eje de rotacién n = 5. La conclusion en este caso es la
red con eje de rotaciéon n = 8 ofrece una mayor resistencia a la generacion de estados
localizados asociados a efectos de desorden.
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Capitulo 8
Apéndice

En este apéndice mostraremos los resultados de los estados estacionarios de la
ecuacion de Gross-Pitaevskii en una dimensién. Los potenciales de confinamiento,
fueron un potencial armoénico, una red éptica y la combinacion del potencial arménico
mas la red éptica en una dimension.

8.1. Estados estacionarios en 1D

En esta seccion se mostraran los resultados de los estados estacionarios de la
ecuacion tras resolverla por el método de tiempo imaginario, asi como los perfiles de
densidad para diferentes potenciales de confinamiento en una dimensién, estos poten-
ciales son, potencial armonico, potencial red 6ptica y finalmente para un potencial
armonico mas una red optica en una dimension.

8.1.1. Potencial armonico

De manera natural los primeros condensados de Bose-Einstein que se lograron
realizar fueron por medio de un potencial de atrapamiento armonico, posteriormente
se logré la implementacion de redes 6pticas tanto en 3 dimensiones como en una
dimensién [80]. Como se describe en el capitulo cuatro, usando el método de tiempo
imaginario, junto con el método de Crank-Nicholson se resuelve la ecuacion de Gross-
Pitaevskii para un potencial arménico, en una dimensién, esto es,

1
Ux) = §w2x2. (8.1)
En la figura 8.1 se ilustran los estados estacionarios y los perfiles de densidad para
el potencial arménico, para diferentes frecuencias w, y una interaccion fija.

En la figura 8.2 se ilustran los estados estacionarios para una frecuencia fija y una
interaccion variable.
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Figura 8.1: Potencial arménico para diferentes valores de frecuencias, con sus respectivos estados
estacionarios y perfiles de densidad, los valores de w estan dentro del intervalo [1, 10].
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Figura 8.2: Potencial armdnico para una frecuencia fija w, con sus respectivos estados estacionarios
y perfiles de densidad, pero para diferentes valores de la interaccién entre particulas.

Variando la frecuencia de la trampa w, se demuestra que es una forma equivalente de
manipular la interaccién entre particulas confinadas en la trampa armonica, esto es,
frecuencias mayores es equivalente a disminuir la interaccion entre las particulas en
la trampa armoénica. Como se ilustra en la figura 8.2 si la interaccion es muy déblil
el resultado del estado estacionario debe aproximarse a una gaussiana [106] , pero
si la interaccion es muy grande, la energia cinética es despreciable, esto es conocido
como la aproximacién de Thomas-Fermi la cual es [106]

n(z) =| ¥(z) [*= (n - U(2))/Us, (8.2)
donde p es el potencial quimico y Uy es la interaccion y el resultado es una parabola

invertida para el perfil de densidad, lo cual se observa en la figura 8.2.

8.1.2. Potencial red o6ptica

Ahora bien el confinamiento de gases de Bose ultrafrios se ha logrado en siste-
mas unidimensionales, como se describié en los capitulos anteriores estas redes estan
formadas por el siguiente tipo de potencial

U(x) = Agsin®(kx), (8.3)

donde Ay es la amplitud del potencial, y k = % donde d es la periodicidad de la red.
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Al resolver la ecuacion de Gross-Pitaevskii en una dimensién para el potencial
(8.3), y encontrar los estados estacionarios y perfil de densidad para una interaccion
gip = 0.01h2/m entre las particulas, estas se logran localizar en cada uno de los sitios
de la red en una dimensién. En la figura 8.3 se ilustran dichos resultados.
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Figura 8.3: Potencial tipo red 6ptica en una dimensién con su estado estacionario y su perfil de
densidad para una interaccién entre particulas gip = 0.0142 /m.

8.