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Capitulo 1

Introduccion

En nuestra vida diaria tenemos contacto con varias fases de la materia.
El ejemplo més familiar es el agua, que en condiciones normales la vemos
en su fase liquida. También la podemos conseguir su estado gaseoso al
hervir el agua, realmente no podemos distinguir a simple vista el vapor
de agua debido a que es transparente. Ademas, podemos ver el agua en su
estado sélido cristalino, como el hielo, que podemos conseguir al enfriar
agua.

En el parrafo anterior hemos mencionado transiciones de fase comunes en
nuestras vidas, las cuales son ejemplos de transiciones de fase de liquido a
gas y de liquido a solido, que tienen cambios abruptos en sus propiedades
mecanicas.

También vemos otro tipo de transiciones, por ejemplo, al salir en automo-
vil un viernes por la tarde, tomando una via comun que tipicamente esta
libre podemos encontrarla con trdfico lento (o nulo). Esto es un ejemplo
de transicion de atascamiento donde las particulas (coches) se detienen
debido a un incremento en su nimero.

Un ejemplo simple es la arena seca, la cual puede deformarse facilmen-
te pero también atascarse abruptamente. Por ejemplo en la interrupcién
repentina de un reloj de arena (como por ejemplo, en la pimienta). Tipica-
mente las estructuras alcanzadas mediante el atascamiento son amorfas,
es decir, no tienen periodicidad en sus componentes.

Otro material con la misma caracteristica son los vidrios, los cuales se
consiguen al sobreenfriar un liquido, alcanzado viscosidades tan altas que
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para todo tiempo practico nunca fluyen. Frecuentemente se piensa que la
transicion de atascamiento y la transicion vitrea se tratan de la misma [8]
va que resultan en un estado de la materia con propiedaded similares.

El estudio de los sistemas atascados suelen ser complicados por que es
dificil extraer informacién de estos sistemas; para entenderlos, necesita-
mos mucha informacién sobre el proceso de atascamiento y su historia,
por esto muchas veces se abordan computacionalmente.

El alcance de estudios de sistemas fisicos se multiplicaron ante la apari-
cion de las computadoras, cuyo poder de procesamiento de célculo supera
ampliamente la de cualquier humano (o grupo de humanos). La capacidad
de realizar varios millones de calculos por segundo ha impulsado al es-
tudio de inumerables sistemas, desde soluciones numeéricas de ecuaciones
hasta el mismo estudio de simulaciones de sistemas complicados mode-
lados matematicamente en donde la computadora nos proporciona una
herramienta de anélisis de informacién.

La definicion de Shanon [36] de las simulaciones es: “La simulacion es
el proceso de disenar un modelo de un sistema real y llevar a término
experiencias con él, con la finalidad de comprender el comportamiento
del sistema o evaluar nuevas estrategias -dentro de los limites impuestos
por un cierto criterio o un conjunto de ellos - para el funcionamiento del
sistema”.

De esta manera nuestra capacidad de abordar problemas dificiles mu-
chas veces esté limitada, no por la necesidad de la cantidad de calculos,
si no por la habilidad y creatividad de reducir los sistemas a procesos
algoritmicos.

La simulaciones presentadas aqui fueron realizadas en el lenguaje de pro-
gramacion Julia [6] que fue disenado para ser un lenguaje de programacion
de alto rendimiento.
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Transiciones

2.1. Transiciones de fase

Una transicidn de fase es un cambio abrupto en las propiedades del sis-
tema [40]. Por ejemplo, en la trancion liquido sélido, la densidad cambia
abruptamente al variar la temperatura, que es el pardmetro de control.

Ehrenfest definié las transiciones de fase de orden n [16] [22] como aque-
llas donde el sistema presenta la primera discontinuidad en la n—ésima
derivada de la energia libre de Gibbs con respecto a sus variables in-
tensivas en el limite termodinamico® (ver Figura 2.1). Sin embargo, esta
definicién ha cambiado en los ultimos anos, debido a que sélo se han
encontrado dos tipos de transiciones de fase. Las que presentan una dis-
continuidad en la primera derivada, y por lo tanto, durante la transicién
se genera un calor latente. Ademés, se ha mostrado que algunos sistemas
lo que presentan no es una discontinuidad en la segunda derivada, sino
que alguna cantidad diverge [30].

Es posible encontrar variables locales cuyos valores discriminan entre va-
rias fases, a dichas observables se les llaman pardmetros de orden. Por
ejemplo la magnetizaciéon es un pardmetro de orden para transmisiones
ferromagnéticas [49].

El espacio de configuraciones es todo el conjunto de posibles microesta-

1Si se desea derivar con respecto a la densidad, se puede usar la energia de Gibbs
por unidad de volumen.
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Figura 2.1: Clasificacién de Ehrenfest para las transiciones de fase. Com-
portamiento de la energia libre de Gibbs G y sus derivadas durante (a)
transiciones de fase de primer orden, y (b) transiciones de fase de segundo
orden. (Figura tomada de [22])

dos del sistema. Decimos que un sistema ergodico si este converge hacia
un estado de equilibrio termodindmico, es decir, a una distribucién de
probabilidad invariante bajo la dindmica del sistema. Si esto no se cum-
ple, entonces decimos que hay un rompimiento de la ergodicidad, en este
caso, el espacio de fase se separa en subconjuntos disjuntos de microesta-
dos posibles. En el limite termodindmico (volumen tendiendo a infinito,
a densidad constante), el sistema puede ser ergddico o presentar un rom-
pimiento de ergodicidad. Por ejemplo, en el modelo de Ising a campo
magnético 0, arriba de la temperatura critica, se llega a un estado de
equilibrio, con una distribucién de probabilidad homogenea para cada
estado, es decir, donde la magnetizaciéon es 0. Debajo de la temperatu-
ra critica, aparecen dos subconjuntos del espacio de configuraciones que
corresponde a los 2 valores contarios de la magnetizacion espontéanea [49].

2.1.1. Nucleacién y liquidos sobre-enfriados

Se llama nucleacién a la formacién espontinea de una nueva fase ter-
modindmica a partir de un estado de metaestable. Para que una nueva
fase aparezca debe formarse una interfaz. Esto ocurre por la formacion de
pequenias semillas queconforman la nueva fase, dentro del estado metaes-
table. Para esto escribimos la diferencia de la energfa libre Gibbs entre

4
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las fases, la cual esta dada por

4
AG = —%r?’Ag + 4nrlo. (2.1)

El primer término es la contribucién negativa a la energia libre que favore-
ce la formacién de amontonamientos de particulas que forman la semilla,
la cual se supone esférica, multiplicado por el cambio a la energia libre
de Gibbs por unidad de volumen entre la fase termodinamica producida
por la nucleacién y la fase que esta nucleando. El segundo término es la
contribucién positiva a la energia libre de la formacion de la interfaz de
la superficie de la semilla, el cual es proporcional a la superficie de la
semilla multiplicado por la tensién superficial en la interfaz o [1] [12].

En general, la energia libre de Gibbs por unidad de volumen entre las
fases fluida y solida esta dada por

Ag = Ahfusic’)n - TASfusi(’)n (2~2)

donde Ahtusion ¥ AStusion €S €l cambio de entalpia y entropia en el punto
de fusién. Cuando las fases estdn en eequilibrio, es decir, Ag = 0 el
sistema estard en la temperatura de fusion 7}, (a presion p constante),
entonces

N
Asfysion = jf_‘uismn . (2.3)
m
Sustituyendo la ecuaciéon (2.3) en la ecuacion (2.2) obtenemos
AT
Ag = Ahgysion <T> ) (2.4)

donde AT =T, —T.

Las tasas de cambio de las contribuciones a la energia libre de Gibbs de
la ecuacion (2.1) se balancean para un radio critico dado por

dG
— = —47wr?Ag + 8r1o = 0, (2.5)
dr
subtituyendo la ecuacion (2.4) y resolviendo para el radio critico de la

nucleacién r. obtenemos

_ 20T,
Ahfusién AT

Te

(2.6)



Capitulo 2

Ademas hagamos dos observaciones: (i) cuando el radio es mas grande
que el radio critico la energia libre de Gibbs disminuye, lo cual favorece
el cambio a la nueva fase; (ii) Si reducimos la temperatura del liquido lo
suficiente, el radio critico decrece hasta llegar a ser méis pequeno que una
molécula. Por lo tanto no deberian existir estados metaestables.

2.2. Transicién vitrea

Los solidos amorfos (entre ellos, los vidrios) son materiales desordenados
mecanicamente rigidos, que carecen de la periodicidad de los cristales.
Por otro lado, también comparten similitudes con los liquidos puesto que
ambos tienen estructuras desordenadas a nivel molecular [9] [13].

La manera tipica de conseguir un vidrio es enfriando suficientemente rapi-
do un liquido viscoso para evitar la transicién de fase estandar de primer
orden hacia la fase cristalina. Al enfriar por debajo del punto congela-
cion T,,, los movimientos moleculares se ralentizan. Eventualmente, las
moléculas se reorganizaran tan lentamente que no pueden muestrear ade-
cuadamente el espacio de configuraciones. Por lo tanto, la estructura del
liquido aparece congelada [9] [13].

Los materiales de este tipo tienen dos propiedades principales que los ca-
racterizan: (i) su viscosidad es tan alta que dejan de fluir para cualquier
escala de tiempo razonable, por lo que para propositos practicos son rigi-
dos, y (ii) no muestran orden de largo alcance? cristalino, examinindose
por difracciéon de rayos X o de neutrones. Por otro lado, algo mas que
los vidrios tienen en comtn con los cristales es un alto grado de orden de

corto alcance 28] [13] [10] [32] [47] [37].

La transicion vitrea sucede a la temperatura T, donde se alcanza la vis-
cocidad de corte de 103 poise. Sin embargo, mientras méas rapido se hace
el enfriamiento T, disminuye. Es decir, en realidad se trata de un ran-
go de temperaturas T, de transicion, entonces las propiedades del vidrio
dependen del proceso por el cual se forma [28] [13].

La viscosidad n de los liquidos sobreenfriados tienen dos tipos de com-

2En un solido cristalino, la ubicaciéon de cada particula esta altamente correlacio-
nada con la ubicacién de todas las demads, y estas correlaciones no decaen a cero para
largas distancias entre las particulas; a esto se le llama orden de largo alcance.
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portamiento; los fuertes, como SiOs, que siguen la ley de Arrhenius

E
1 = Mo €Xp [M] (2.7)
donde E es la energia de activacion, kp es la contante de Boltzmann y T'
es la temperatura. Los vidrios furtes tipicamente tienen una estructura
tetraédrica que persiste tanto arriba como debajo de la transicion vitrea.
Y los fragiles, como muchos vidrios i6nicos (como por ejemplo los vidrios
de Ca(NOs3)2), que tienen un comportamiento de tipo“super-Arrhenius”,
en los cuales la ley de Vogel-Fulcher-Tamman

[E } (2.8)
7 = To €Xp .
k(T — Tp)

resulta un buen ajuste de la viscocidad; esto sugiere una divergencia de
la viscocidad, y por lo tanto, posiblemente alguna transicién de fase de
algin tipo para temperatura finita 7Tp, donde Ty es una tempeatura ca-
racteristica por debajo de T,. Sin embargo, para viscosidades muy altas

cerca de T, a menudo se observa que la dependencia vuelve a ser tipo
Arrhenius [28] [5] [17] [13].

La terminologia de fuerte y frdgil no esta relacionada con las propiedades
mecéanicas del vidrio, pero se introdujo en relacién con la evolucién del
orden de corto alcance cerca de Ty [5].

Las esferas duras resultan ser un buen modelo para los vidrios fragiles
mientras que las esferas suaves (y modelos de redes aleatorias) para los
vidrios fuertes [29].

La transicién vitrea no es una transiciéon de fase termodinamica, ya que
la Tj; solo se define empiricamente como la temperatura por debajo de la
cual el material se ha vuelto demasiado viscoso para fluir en una escala
de tiempo razonable. Por lo tanto, T; no juega un papel fundamental,
como lo harfa una temperatura de transicion de fase [5]

2.2.1. La crisis de entropia

Esta subseccion esta basada sobre todo en la referencia [13].

La definicién de entropia de Boltzmann establece el enlace entre el mundo
microcopico de dtomos y moléculas con el mundo macroscépico

S(E,V,N) = kg InQ(E), (2.9)

7
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Figura 2.2: Los liquidos fuertes exhiben un comportamiento aproxima-
damnte lineal (comportamiento de tipo Arrhenius). Los liquidos fragiles
exhiben un comportamiento de tipo stper-Arrhenius. (Figura tomada
de [13])

donde S es la entropia, kp la constante de Boltzmann y Q(E) el nume-
ro de estados cuénticos accesibles para N particulas con energia fija £
contenidas en un volumen V. Debido a que para cualquier sistema dado
tenemos al menos una configuracién con una energia F accesible para
el sistema, i.e. Q(E) > 1, entonces la entropia no puede ser negativa.
Cuando enfriamos un cristal suficientemente lento, este se aproxima a un
estado tinico de energia minima, en donde su entropia se aproxima a cero
a medida que T' — 0. Si la entropia del liquido sobreenfriado fuera igual
que la de del cristal en la temperatura de Kauzmann, su entropia po-
dria ser eventualmente negativa al enfriar mas. Este escenario imposible
constituye la crisis de entropia [24].

La temperatura de Kauzmann Tk definida como la temperatura a la cual
la diferencia en entropias entre la fase liquida y la s6lida es cero, esta dada
por
Im AC
AS,, = / TpdT =0, (2.10)
Tk

donde AS,, es la entropia de fusion (la diferencia de entropias entre el
liquido y el cristal en la temperatura de fusion), T,, es la temperatura de
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Figura 2.3: Volumen del liquido a presién constante dependiente de la
temperatura. Un enfriamiento lento produce una transicion vitrea en Tyq;
un enfriamiento répido lleva a una transicién vitrea en Tiy.

fusién a una presion p dada, y AC), es la diferencia de capacidad calorifica
a presiéon constante dependiente de la temperatura entre el liquido y el
cristal. La tasa de cambio de entropia respecto a la temperatura a presién
contante esta dada por

(g;:)p = % (2.11)

La crisis de entropia surge debido a que la capacidad calorifica de un
liquido es mayor a la de un cristal. La diferencia de entropia de fusiéon se
consume al sobreenfriar y desaparece para Txk. La crisis de entropia no
implica ningan conflicto con la segunda ley de la termodindmica debido
a que la diferncia de potencial quimico Ap entre el liquido sobreenfriado
y el cristal a Tk es una cantidad positiva. Como el potencial quimico
es la energia libre de Gibbs por unidad de masa, esto significa que el
sistema puede reducir su energia libre de Gibbs al cristalizar. congelarse
La diferencia de potencial quimico a Tk esta dada por

T T
Au(Tk) = AC, (; - 1> dr (2.12)
Tk
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Una forma de evitar la crisis de entropia es que el liquido forme un vidrio
ideal de configuracién tnica a Tk . Este es el punto de vista termodina-
mico de la transicién vitrea, de acuerdo con la cual la transicién vitrea
observable es una manifestacién, enmascarada por cinética, de una sub-
yacente transiciéon de segundo orden ocurriendo a la temperatura Tk.

Debido a que la transicién vitrea interviene antes de que ocurra la crisis
de entropia (T, > Tk ), las estimaciones de la temperatura de Kauzmann
implican una extrapolacién de las propiedades de la fase liquida por de-
bajo de Tj.

Experimentalmente hay sustancias con temperaturas de Kauzmann co-
nocidas [13].

0.8
T 0.6 4
AS s
S,k Ethanol _.-~ ’ i
A5y, e - Propanol
.= 4
04 "7 alycerol . _____ 20 i
----------- Glucose, .*
Lacticacid ¢, i
02BN £ J
I
I
L ‘ i
| T
0 1 1 1 1 1 1 Y 2 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9

Figura 2.4: Diferencia de entropia dependiente de la temperatura para
varios liquidos sobreenfriados y sus respectivos cristales estables a presion
atmosférica. AS,, es la entropia de fusién y T, es la temperatura de
fusion. (Figura tomada de [13])

2.3. Transicion de atascamiento

Hay una amplia variedad de sistemas, incluidos los medios granulares, las
suspensiones coloidales y los sistemas moleculares, que exhiben transicio-
nes fuera de equilibrio de un estado fluido a un estado sélido, caracte-

10
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rizado tnicamente por la detencién repentina de su dindmica, a lo cual
llamamos atascamiento. El atascamiento de las particulas constituyentes
impide una mayor exploracién del espacio de fases. La estructura desor-
denada fluida permanece esencialmente sin cambios en la transicion [43].

2.3.1. Diferencias y similitudes con la transicién vitrea

Tanto en la transicién vitrea como en la transicién de atascamiento sucede
que la dindmica se ralentiza draméaticamente hasta el punto en que el
sistema ya no puede relajarse y se vuelve un sélido amorfo, por lo que
se confunden continuamente. Para llegar a este estado (s6lido amorfo)
podemos disminuir la temperatura o incrementar la densidad, para el
primer caso se trata de la transicion vitrea, y el segundo es la transicién
de atascamiento [8].

Por otro lado, las descripcién de las propiedades de la transiciéon vitrea es
termodindmica, mientras que la transiciéon de atascamiento es dindmica.

2.4. Fluctuaciones y series de tiempo

En fisica estadistica nos ocupamos principalmente de la evaluacién de
promedios estadisticos de diversas cantidades fisicas; estos promedios re-
presentan, con un alto grado de precisién, los resultados esperados de las
mediciones relevantes en el sistema en equilibrio. Sin embargo, ocurren
desviaciones o fluctuaciones sobre estos valores medios. A pesar de que
son generalmente pequenos, su estudio es de gran interés fisico por varias
razones [32].

Primero, el estudio de las fluctuaciones nos permite desarrollar un esque-
ma matemaético con la ayuda del cual se puede estimar la magnitud de las
fluctuaciones relevantes, bajo una variedad de situaciones fisicas. No es
sorprendente que encontremos que mientras que en un sistema monofési-
co las fluctuaciones son termodindmicamente despreciables, en sistemas
multifasicos pueden suponer una importancia considerable, especialmen-
te en la vecindad de un punto critico. En este Gltimo caso, obtenemos un
grado bastante alto de correlacién espacial entre las moléculas del sistema
que, a su vez, da lugar a fenémenos como la opalescencia critica [32].

También, el estudio de las fluctuaciones en funcién del tiempo, conduce
al concepto de ciertas funciones de correlacion que desempenan un papel

11
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vital en la relacién de las propiedades disipativas de un sistema, como la
viscosidad de un fluido o la resistencia eléctrica de un conductor, con las
propiedades microscopicas del sistema en un estado de equilibrio [32].

En fisica estadistica, la invariancia de escala es una caracteristica tipica
3 de las transiciones de fase criticas. La observacion clave es que cerca
de una transicién de fase o punto critico, las fluctuaciones ocurren en
todas las escalas de longitud, y por lo tanto, se debe buscar una teoria
invariante de escala para describir las transiciones.

Por otro lado, también sabemos que la densidad espectral de potencias de
las series invariantes de escala obedecen una ley de potencias [31] [26] [2].

3No siempre se cumple esto, por ejemplo en el modelo XY no se cumple.
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Esferas duras y
empaquetamientos

Como ya se menciond, un modelo adecuado para estudiar algunos tipos
de vidrios es el que incluye potenciales duros, el méas sencillo de estos es
el de esferas duras, en el cual el potencial de pares es

u(r) = {0’ rep (3.1)

oo, r<D.

con D el didmetro de la esfera. Es decir, ningtin par de particulas en el
sistema puede estar mas cerca de D debido a la repulsién infinita.

3.1. Empaquetamiento de esferas

El hecho de que no se puedan encimar las esferas y que estas no cambien
de tamano ni forma, implica que existe una densidad (o empaquetamien-
to) maximo posible.

Un empaquetamiento es una coleccién de sélidos infinitos o particulas de
cualquier forma no superpuestas en un espacio d-dimensional euclidiano
R [41].

Como estudiaremos sistemas donde la densidad es alta, necesitamos pri-
mero definir cudndo un sistema estéd saturado. Un empaquetamiento sa-
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turado es uno donde ya no hay espacio disponible para agregar otra par-
ticula del mismo tipo estando fijo.

Para establecer una medida de la densidad, puesto que no nos interesa la
masa de las esferas, utilizaremos la fraccion de empaquetamiento ¢ que
es la fraccion del espacio R? cubierto por las particulas [41].

Por simplicidad consideraremos un empaquetamiento de N esferas d-
dimensionales idénticas de diametro D centradas en las posiciones rV =
{r1,72,...rN} en una region de volumen V en un espacio d-dimensional
euclidiano R?. Finalmente, pasaremos al limite termodindmico, es decir,
N — 00, V — oo tal que la densidad numérica n = N/V es una constan-
te fija positiva y su correspondiente fraccién de empacamiento estd dada
por

¢ = nv1(R), (3.2)

donde

/2

v1(R) = de (3.3)

es el volumen de una esfera d-dimensional de radio R, y I'(z) es la funciéon
gamma [41].

3.1.1. Conjetura de Kepler

Los problemas de empaquetamiento son mateméticamente faciles de plan-
tear, pero son notablemente dificiles de resolver rigurosamente. Su estudio
empez6 hace cuatro siglos cuando le preguntaron a Johannes Kepler en
1611 ;Cual es la forma méas densa de amontonar bolas de candén de ta-
manos iguales? [41] Su solucion, conocida como la conjetura de Kepler,

fue el arreglo cubico centrado en las caras (face-centered-cubic o fcc en
inglés) en el cual ¢ = 7/4/18) ~ 0.74 [45].

En 1998 Hales propuso una prueba [20] de la conjetura de Keppler. Sin
embargo, no fue aceptada hasta 2017 [19]. La prueba se basa en métodos
de optimizacién global, programacién lineal y aritmética de intervalos.

El anédlogo de la conjetura de Keppler en 2D (empaquetamiento de circu-
los), conocida como el Teorema de Thue (1892), da por resultado la red
triangular (o hexagonal) [41] [45].

La dificultad para tres dimensiones surge de que no es suficiente con ver
el empaquetamiento de una celda, sino que es necesario considerar varias
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celdas de Voronoi a la vez. Por esto, el empaquetamiento que minimiza el
volumen localmente (dodecaedro) no lo minimiza para el sistema global.
Esta situaciéon no surge para 2D, donde el empaquetamiento hexagonal
minimiza el volumen local y global [45].

3.1.1.1. Demostraciéon al Teorema de Thue

El teorema de Thue establece que la red triangular (ver Figura 3.1) es la
configuraciéon con mayor fraccién de empaquetamiento en el plano,

¢

™

Figura 3.1: Componente bésica de la red triangular con ¢ = 7/v/12.

Para hacer la demostracion a este teorema nos basaremos en el articulo
de Hai-Chau Chang y Lih-Chung Wang |? |, que es una version sencilla
de entende pero tan formal como la demostracién de Thue.

Primero establezcamos algunas definiciones ttiles para esta demostracion:

Definicion 1. La triangulacion T(C) de un congunto discreto de puntos
C en el plano es una subdivision de la envolvente conveza de los puntos en
tridngulos, de modo que dos tridngulos se crucen en una arista comun o
no en absoluto, y el conjunto de puntos que son vértices del los tridngulos
coinciden con C.

Definicion 2. La triangulacion de Delaunay de un conjunto C de puntos
en el plano es una triangulacién DT (C) de tal manera que ningin punto
en el conjunto C estd en la circunferencia circunscrita de ningin tridngulo
en DT(C). La existencia y unicidad de las triangulaciones de Delaunay
son tnciertas. Sin embargo, siempre existe una triangulacion de Delaunay
para un empaquetamiento saturado de circulos.
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Lema 1. Sea 6 el dngulo interior mds grande del tridngulo A ABC' en
una triangulacion de Delaunay de una configuracion saturada de circulos
C. Entonces (ver Figura3.2a)

27

<<t .
<< (3.5)

w3

Demostracion. La primera desigualdad siempre se cumple pues el angulo
interno mas grande de un tridngulo siempre es mayor o igual a 7/3. La
igualdad solamente se cumple para tridngulos equilateros.

Supongamos que 6 > 27 /3. Digamos que ZA es el angulo interno mas
pequeno por lo que A > w/3. Entonces tenemos que sinZA < 1/2'y
BC > 2 pues el radio de los circulos es 1 y ningtn disco se traslapa.
Denotemos la circunferencia circunscrita de A ABC por R. Por la ley de
senos tenemos,

BC 2
.2 oy (3.6)

2R = .
R sinA — sinA —

Entonces el circuncentro del triangulo A ABC puede agregarse al conjun-
to C, esto contradice la suposicion de que la configuracion C esté saturada
(ver Figura 3.2b). Entonces, obtenemos
27

0
<3

(3.7)
O

El siguiente paso es notar que la fraccién de empaquetamiento del trian-
gulo A ABC es igual a

sA+3B+iC ™
area de A ABC  areade A ABC’

(3.8)

En general, si tenemos la triangulaciéon de Delaunay de una configuracién
saturada de circulos, cada triangulo tendra esa misma fraccién de empa-
quetamiento. Si demostramos que la méxima fraccién de empaquetamien-
to de un tridngulo en una triangulaciéon de Delaunay de una configuraciéon
saturada de discos es menor o igual a 7/ v/12 habremos terminado, pues
el arreglo triangular tiene esa fraccién de empaquetamiento.

Lema 2. La fraccion de empaquetamiento de un tridngulo A ABC' en una
triangulacion de Delounay de una configuracion saturada de circulos C es
menor o igual a 7/\/12. La igualdad solamente se cumple para tridngulos
equilateros con longitud de lado 2.
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(b)

Figura 3.2: Triangulo A ABC' y construcién del circuncentro con disco
de radio 1 para configuracion (a) saturada con 7/3 < 6 < 27/3 ; y (b)
no saturada con 6 > 27 /3.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que ZB es dngulo
interior mas grande de A ABC'. Entonces por el lema 1

2. i,

area de A ABC = fAB BC -sin/B > 5 (3.9)
Entonces, tenemos
2
é(s ABC) = ull T (3.10)

< .
area de A ABC — /12

La igualdad solamente se satistace cuando A ABC' es un triangulo equi-
latero de longitud del lado 2. O

La fraccion de empaquetamiento de la unién de cualquier triangulado de
Delaunay de configuraciones saturados de circulos es el promedio pesado
de las fracciones de empaquetamiento de los triangulados de Delaunay,

es decir,
> nepr(c)ldreade & ABC) x ¢(4;)
> nepr(c)drea de & ABC

¢ = (3.11)

Como hemos mostrado que la fraccion de empaquetamiento del triangu-
lado de Delaunay es menor o igual a w/4/12, la fraccién de empaqueta-
miento de la unién de cualquier triangulado de Delaunay finito en una
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configuracién saturada de circulos también es menor o igual a 7/v/12.
Con esto concluimos la demostraciéon al Teorema de Thue.

Teorema 1 (Thue). La red triangular (o hexagonal) es la de mayor
fraccion de empagquetamiento de todos los posibles empaquetamientos de
circulos.

3.1.2. Beso y coordinacién

Para una esfera individual, el beso (o contacto) Z es el numero de esferas
que tocan simultaneamente esta esfera. En un empaquetamiento de esfe-
ras el beso (o contacto) medio por particula Z es el promedio de Z sobre
todas las particulas [41].

La coordinacién, es el nimero de vecinos promedio que tiene cada par-
ticula; sin embargo, la definiciéon de vecinos es poco clara en el caso de
esferas duras. Una de las versiones mas simples para definir vecinos es
con la distancia. Diremos que dos particulas son vecinas entre si, si distan
menos que una distancia r. Entonces, la funcion Z(r) es la coordinacién
utilizando la definicién de vecinos como funcién de la distancia r

3.1.3. Aproximacién de Coxeter del niimero de vecinos.

El empaquetado aleatorio cercano (RCP)! se ha definido empiricamente.
El estado RCP se creia era aquel con densidad maxima que puede alcan-
zar una coleccion de esferas identicas con posiciones aleatorias [41]. Es
natural preguntarse si existe una derivacién puramente matematica de
esta estructura. En 1958 Coxeter [11] realiz6 una derivacion geométrica,
como se vera a continuacion.

La relacién de Euler—Poincaré en tres dimensiones de poliedro es
V-_FE+F—-N=1, (3.12)

para una red de Voronoi o una espuma de poliedros en la que V es el
nimero de vértices, E es el niumero de aristas, F' es el nimero de caras y
N es el numero de celdas. Consideremos la situacion de solo un poliedro

'Random Close Packing (RCP): Se introdujo por Bernal [3] en 1960 para modelar
estructuras de liquidos y se pensaba que era la méxima densidad posible para un
empaquetamiento aleatorio de esferas.
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(N = 1) de la ecuaciéon (3.12). Cada cara tendra p aristas (vértices).
Ademas, cada arista separa 2 caras y cada veértice separa 3 aristas (o
caras).

Para el caso de interés, la celda "promedio"de la estadistica nido de abeja,
necesitamos hacer uso de la conectividad ya notada caracteristicas de la
espuma: cuatro celdas (y bordes) se encuentran en cada vértice y tres
celdas (y caras) se encuentran en cada borde. Es decir, se satisface la
siguiente condicién

3V =2E = pF. (3.13)

Substituyendo la ecuacion (3.13) en la ecuacion(3.12) con N = 1 obtene-
mos

J— (3.14)

Con esto podemos obtenemos tres resultados: (i) p = 3, F' = 4 que
corresponde al tetraedro; (ii) p = 4, F = 6 que corresponde al cubo y;
(iii) p = 5, F = 12 que correponde al dodecaedro. Estos son tres de los
solidos platénicos. Por otro lado, cuando p = 6 el niimero de caras diverge
F — oco. Ademaés, notemos que solamente podemos Illenar el espacio en
los casos de p = 3 y p = 4. Para p = 5 el espacio no puede llenarse por
tales celdas.

Ahora consideremos el caso cuando N > 1. Para cada vértice hay 4
aristas, 6 caras, 4 celdas; cada arista conecta 3 caras, 3 celdas y 2 vértices;
cada cara conecta 2 celdas, p vértices, p aristas; cada celda tiene f caras,
fp/3 aristas y fp/2 vértices. Es decir, se satisface la expresion

6V = 3E = pF = %N (3.15)

Sustituyendo la ecuaciéon (3.15) en la relacion de Euler-Poincaré de la
ecuacion (3.12). Ademés, notemos que podemos igualar a cero el lado
derecho de la ecuacién (3.12) tomando N — oo, con esto obtenemos

- 12

donde f es el namero promedio de caras por celda v p es el nimero
promedio de aristas por cara. Substituyendo en

pF = %fN (3.17)
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de la ecuacion (3.15) obtenemos

6p

——N = pF. 3.18

6N =P (3.18)
Reescribiendo la ecuacion (3.16) obtenemos

> (6 —p)F, =6N (3.19)
P

donde F}, es el numero de caras con p vértices.
En dos dimensiones la topologia requiere que el ntimero promedio de
aristas por celda poligonal sea exactamente sets para cualquier espuma
plana en la que tres aristas se encuentran en cada vértice. El analogo en
dos dimensiones de la ecuacion (3.19) es

Zp pEp
> Fp
es decir, en promedio se tiene que tener 6 vecinos en arreglos desordenados
2D [47].
Para tres dimensiones Coxeter obtuvo p = 5.12 y F = 13.6 [47].

=p =6, (3.20)

3.1.4. Vecinos dindmicos

Entre moléculas, los vecinos se definen por los enlaces que forman. En
el caso de esferas duras, dichos enlaces no existen; pero existen interac-
ciones. La definicién de vecino como funcién de la distancia es sencilla,
pero no refleja esas interacciones. Una alternativa es utilizar como veci-
nos las celdas de Voronoi [34] [35], pero para densidades bajas sigue sin
reflejar las interacciones y ademés resulta costoso computacionalmente
calcularlos. Con el fin de considerar estas interacciones y tener un costo
computacional bajo definimos los vecinos dindmicos.

Los vecinos dinamicos son aquellos con los que colisiona una particula.
Esto implica que el niimero de vecinos dindmicos depende de la ventana de
tiempo en que se miden. Para un sistema fluido y un intervalo de tiempo
suficientemente grande cada particula habra colisionado con todas las
demés, y si el tiempo es demasiado corto, la mayoria de las particulas
no tendrén ninguna colisién. Por esto es necesario definir una ventana de
tiempo adecuada, en una escala de tiempo suficientemente grande como
para que todas las particulas hayan colisionado varias veces, pero no tanto
que la mayoria hayan colisionado con todas.
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3.1.5. Funcion de correlacién y factor de estructura

Las correlaciones juegan un papel muy importante en la fisica estadistica.
Algunas fases pueden distinguirse facilmente por los diferentes ordena-
mientos espaciales que muestran (ver capitulo 2). Como ya se mencion en
el capitulo anterior, mientras que los cristales tienen orden (correlacion)
de largo alcance, los liquidos sélo exhiben un orden de corto alcance, de-
cayendo a 0 su correlacion cuando la distancia crece. Hasta ahora, no
hemos dado una definicién de correlacion a pesar de la importancia que
va mencionamos. La correlacién se entiende como la posibilidad de que
la posicion de una particula afecte a otra a una distancia dada [32].

Las funciones de correlacién espacial se basan en las densidades de -
particulas. La densidad numérica del sistema esta definida por el prome-

dio de la cantidad
ni(r) = <Z S(r — rz)> , (3.21)

donde (f) es el promedio de ensamble de {.

Esto define la densidad numérica local en donde nq(r)dr es una medida
de la probabilidad de encontrar una particula dentro de un volumen infi-
nitesimal dr en la posicién r. Si el sistema es invariante translacional, la
densidad del sistema es la usual densidad numeérica ni(r) =n = (N)/V.
La integral espacial de la densidad del sistema sobre el volumen V da el
nimero promedio de particulas en ese volumen:

/ ny(r)dr = (N). (3.22)

La medida de la probabilidad de encontrar una particula dentro de un
volumen infinitesimal dr en la posicién r y otra particula dentro del
volumen infinitesimal dr’ en la posicion 7’ es

no(r,r') = <Z S(r—r)o(r' — Tj)> . (3.23)
i#j

En un gas clasico diluido las particulas interacttian solo cuando estan
cerca unas de otras, entonces la probabilidad de encontrar dos diferentes
particulas en dos lugares diferentes a una distancia larga es simplemente
el producto de encontrar cada particula individualmente en las posiciones

21



Capitulo 3

respectivas, es decir, na(r, ") — ny(r)ni(r’') mientras |r—r'| — oo. Esla
desviacion de este comportamiento la que nos interesa, pues significa que
que hay correlaciones de largo alcance. Notemos que las fluctuaciones en
el namero de particulas se pueden calcular integrando la funcion na(r, r’)
sobre el volumen V

/ng(T,r')drdr' = (N?) — (N)2 (3.24)

Si el sistema es homogeneo la densidad numérica es independiente de
la posicion y puesto que seria invariante rotacional, la funcion na(r, ')
depende tinicamente de la distancia entre r y 7’. Esto nos permite definir
la funcién de correlacion de pares g(r):

na(r,r') = n?g(|r —7'|). (3.25)
En tres dimensiones, 47nr2g(r)dr es la probabilidad de encontrar una

particula en un cascarén esférico de radio r y espesor dr, dado que otra
particula esta simultaneamente ubicada en el origen.

(a)

Figura 3.3: (a) Configuracién en equilibrio de esferas duras. Las lineas
punteadas estan separados una distancia D. (b) Funcién de correlacion
aproximada para un sistema de esferas duras de diametro D (Figura
tomada de [32]).

En la Figura 3.3b notamos que la funcion de correlacion se desvanece
para r < D dado que cualesquiera dos particulas no pueden estar mas
cercanas entre si que D debido a la repulsién infinita del potencial de
esferas duras.
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La funcién de correlacién® (o funcién de distribucion radial), g(r), es
proporcional a la probabilidad de encontrar una particula en un cascarén
infinitesimal a una distancia r de otra particula, es decir,

o(r) = 81% diff), (3.26)
donde /2,1
s1(r) = T2+ 1) (3.27)

Puesto que el nimero de particulas en el cascarén de radio r y espesor dr

va como la superficie de la esfera y dﬁy) también va como la superficie de

la esfera de radio r, esta funcién de correlacion tiende a 1 cuando r — oc.

La funcién de correlacién de pares puede medirse experimentalmente uti-
lizando dispersion cuasi-elastica. Si una muestra es iluminada con un haz
monocromatico de rayos X, neutrones, luz visible, etcétera, la intesidad
dispersada como funciéon del angulo desde la direccién del haz incidente
es proporcional a la transformada de Fourier de g(r). La amplitud de
dispersiéon cuasi-elastica de una sola particula en la ubicacién r; ilumi-
nada por una onda plana con amplitud ¢qg y el vector de onda ky en un
detector en la ubicacién R es

eiko-ri eikl-(Rfri)

(3.28)

donde k = k1 — ko es la transferencia del vector de onda y f(k) es el
factor de forma de dispersion de particulas individuales (ver Figura 3.4).
La amplitud de dispersién total de las N particulas en la muestra es
entonces

on(k) = wiﬁ’k)eikl'RZGik'” (3.29)

donde hemos supuesto que el detector esta lejos de la muestra. Asi, po-
demos calcular la intensidad dispersada de la muestra de N particulas
como la norma al cuadrado de la amplitud, que es

In(k) = lon(k)|* ~ W <Ze‘“€'<”i—"1>> = NI, (k)S(k),

(3.30)

2A veces también se utilizan funciones de correlacion del tipo g(r) = 4mnr? [47]
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donde I;(k) es la intensidad de dispersion de una sola particula y

_ 1 —ik-(ri—'r-)
S(k) = <Ze j (3.31)
Z?]
se conoce como el factor de estructura estdtico. Este representa la in-
tensidad de dispersién real dividida por la intensidad de dispersién de

una muestra imaginaria aleatoriamente distribuida y, por lo tanto, no
correlacionada de parfulas con la misma densidad n.

Figura 3.4: Dispersiéon de dos particulas. El vector de onda incidente es
ko, el vector de onda dispersado hacia el detector es k; y el vector de
onda transferido transferidos es k = k1 — ko. (Figura tomada de [32])

Si la muestra es traslacionalmente invariante e isotrépica, como en un
fluido uniforme, el factor de estructura estatico depende solamente de la
magnitud de la transferencia del vector de onda, es decir S(k) = S(k).
Para ese caso, S(k) puede escribirse como la transformada de Fourier de
la funcién de correlacién

S(k) =1+ % /(g(r) — 1e*rdr., (3.32)

La funcion de correlacion g(r) puede determinarse usando la inversa de
la transformada de Fourier de el factor de estructura medido, como se
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ve en la Figura 3.5. Para liquidos y otros materiales de corto alcance, el
factor de estructura tiende a la unidad cuando k — oco. El valor de S(k)
cuando k£ — 0 es una medida de las fluctuaciones de densidad numérica
en la muestra

. 2N 2
Jim S(k) = 1 —I—n/(g(r) ~1ydr = Rijqfal _ W ><N><N> C(3.33)

La ecuacion (3.33) se denomina relacion fluctuacion-compresibilidad y es

el limite de equilibrio del teorema de fluctuacion-disipacion [32]. También

se le llama la ecuacién de estado de compresibilidad m;l =n <S—Z>T.

T T

ol \ 1 2r ljl i
s | | | |
o ! 0
1F u\/\/“—“‘if 1t J \/\/\N\(—
Op~— . ) : : O‘J S ; . ; .
0 5 10 15 20 25 0 2 A 6 8 10 12
r(A) k(A"
(a) (b)

Figura 3.5: Medida experimental del la funcién de correlacion g(r) y el
factor de estructura S(k) para argon liquido a 85K. El factor de estructura
(b) se determina de la dispersion de neutrones y la funcién de correla-
cion (a) se determina de la transformada de fourier inversa del factor de
estructura. (Figura tomada de [32])

3.1.6. Resultados previos analiticos

La funcién de correlacién se puede utilizar directamente para calcular la
presion en un fluido. Para un fluido clasico cuya energia potencial pueda
escribirse como la suma de potencial de pares,

UN(Terv"'vTN) = ZU(T’U> (334)
1<j
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la presion se determina por el promedio de la cantidad r(Ou/0r) entre
pares de particulas. En el ensamble canénico, la presion P esta dada por

_(0A\ kT (0Zy
"= <(9V>T,N  Zn < ov >T,N 539

donde Zy es la funcién de particion de configuraciones

Zn = jgn/dNrexp —B ulry) | . (3.36)

1<j

Las integrales d-dimensionales sobre el volumen V' pueden reescribirse en
términos de un conjunto de variables escaladas {s;} definidas por r; =
V1/ds; de manera que las integrales seran sobre regiones con volumen
unitario:

VN
ZN = T /st exp —,BZU(Vl/dsij) . (3.37)
1<j

De la ecuaciones (3.35) y (3.37) obtenemos

n du
p=nkT (1 = S5aET / drrg(r)dr) . (3.38)

A esto se le llama la ecuaciéon de estado virial, es util para determinar
la presion de expresiones aproximadas de la funcién de correlacion de
pares |32].

Para el caso particular de esferas duras, el potencial discontinuo resulta
en que la presion se determina por la funcién de correlacion de contacto.
La presiéon para esferas duras en dimension d es

b d—1 +
—— =1+2 D 3.39
— T ¢g (DV) (3.39)
donde g(D™) es la funcién de correlacion de contacto y ¢ es la fraccion
de empaquetamiento. De la misma manera, la energiia interna del fluido
puede escribirse como la integral sobre la funcién de correlaciéon de pares
v el potencial de pares:

dNKT
2

U(N,V,T) = (H) = + % / u(r)g(r)dr (3.40)
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La misma funcién de correlacién de pares contiene toda la informacién
estadistica para construir el comportamiento termodindmico completo
del sistema. Podemos usar la ecuacion (3.39) para determinar la presion
y la energia libre del sistema al hacer integraciones termodinamicas con
respecto de la densidad de particulas [32].

3.1.7. Equilibrio y comportamiento de fase metaestable

El comportamiento de fase de las esferas duras proporciona una visién
poderosa de la naturaleza del liquido, el cristal y estados metaestables asf
como sus transiciones de fase asociadas en sistemas moleculares y coloida-
les. La presion p de una fase termodinamica estable en R con fraccion de
empaquetamiento ¢ y temperatura T estd simplemente relacionado con
el valor de contacto de la funcion de correlacion de pares, g(DT) (3.39).

Lejos de lo estados atascados, se ha probado que la distancia entre esferas
media al vecino més cercano A, esta limitada desde arriba por la presién,
esto es A < 1+ 1/[2d(p/nkpT) — 1].

En la Figura 3.6 se muestra esqueméticamente el comportamiento de fases
en tres dimensiones en el plano ¢-p. A densidades suficientemente bajas,
una compresién infinitamente lenta del sistema, a temperatura constan-
te define la rama liquida termodindmicamente estable para una fraccién
de empaquetamiento (¢ = 0.49) hasta el punto de congelacion. El incre-
mento de la densidad mas all4 del punto de congelacién supuestamente
da como resultado una transicion de fase de primer orden® impulsada
por la entropia, a una rama de cristal que comienza en el punto de fu-
sion (¢ ~ 0.55). La compresion lenta del sistema a lo largo de la rama
de cristal debe terminar en uno de los empaquetamientos de esfera 6p-
timos (maxima densidad) con ¢ = 7/v/18 ~ 0.74048, cada uno de los
cuales es un empaquetamiento atascado. Este estado de equilibrio tiene
una presioén infinita y supuestamente es favorecido entropicamente por el
empaquetamiento de fcc [41].

Sin embargo, la compresién rapida de un liquido de esferas duras, bajo
la restriccion de que se suprime significativamente la nucleacién cristali-
na, puede producir una gama de ramas metaestables cuyos puntos finales
de densidad son empaquetamientos atascados desordenados, que pueden
considerarse como vidrios. Una compresion rapida conduce a una confi-
guracién atascada aleatoria de menor densidad a la de una compresién

8No existe una prueba rigurosa de que tal transicién ocurra en tres dimensiones.
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Figura 3.6: El comportamiento de la fase isotérmica del modelo tres di-
mensional de esferas duras en el plano de p-¢. (Figura tomada de [41])

lenta. La compresién méas rapida que termina en el empaque mecéanico es-
table se piensa que es el estado atascado maximamente aleatorio (MRJ)
con ¢ ~ 0.64. Se han obtenido férmulas aproximadas para la presion a lo
largo de tales extensiones metaestables hasta los puntos de atascamien-
to. La compresién réapida de un sistema de esferas duras es andloga al
sobreenfriamiento de un liquido molecular [41].

3.1.8. Presién en limite de atascamiento

Consideremos reducir ligeramente la fracciéon de empaquetamiento en un
empaquetamiento de esferas atascado al reducir el didmetro de las parti-
culas por AD, de manera que la fraccién de empaquetamiento se reduce
ad=¢s(1—-06)9 donde § = AD/D < 1. Hay un § suficientemente pe-
quena que no destruye la propiedad de confinamiento del atascamiento,
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a esto se le conoce como la brecha de atascamiento [41].

Ahora consideremos anadir energia cinética térmica a un empaqueta-
miento de esferas casi atascado. Aunque el sistema no seré globalmente
ergédico en todo el espacio de configuracion del sistema y, por lo tan-
to, no estard en equilibrio termodinamico, todavia se puede definir una
presiéon macroscopica p considerando los promedios temporales mientras
el sistema ejecuta un movimiento estrechamente confinado alrededor de
la configuracién atascada particular Rjy. Para empaquetamientos finitos,
que esten suficientemente cercanos al atascamiento, las propiedades pro-
mediadas en el tiempo siempre estaran bien definidas. Ademas, el volumen
de configuracion disponible (libre) se escala con la brecha de atascamien-
to 0 de manera que la presién reducida esta asintéticamente dada por la
ecuacién de estado de volumen libre

i 4 (3.41)
nkgT 0 1—¢/¢,

donde T es la temperatura absoluta y n es la densidad numérica. La
ecuacion (3.41) es importante ya que permite determinar con precision la
verdadera densidad de atascamiento de un empaquetamiento dado, inclu-
0 si el punto de atascamiento real ain no se ha alcanzado, simplemente
midiendo la presiéon y extrapolando a p = +o00. Esta forma de volumen
libre se ha utilizado para estimar la ecuacién de estado a lo largo de las
extensiones metaestables del fluido de esferas duras hasta el punto final
de presién infinita, que se supone que son estados desordenados atasca-
dos [41] [15].

3.1.9. Paradmetros de 6rden y estados desordenados

La enumeracién y clasificacién de los empaquetados de esferas ordena-
das y desordenadas es un problema pendiente. Como la dificultad de la
enumeracién completa de configuraciones de empaquetamiento aumenta
exponencialmente con el namero de particulas, es deseable idear un pe-
queno conjunto de parametros intensivos que puedan caracterizar bien los
empaquetados. Una propiedad ya conocida de un empaquetado de esferas
es la fraccion de empaquetamiento ¢. Otra caracteristica importante de
un empaquetado es alguna medida de su aleatoriedad o grado de desor-
den. Idear tales medidas es un desafio altamente no trivial, pero incluso
las soluciones tentativas que se han presentado durante las dltimas dos
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décadas se han aplicado fructiferamente para caracterizar no solo em-
paquetamientos de esferas sino también liquidos simples, vidrios, agua,
estados base desordenados, medios aleatorios, y sistemas biolégicos.

Es bastante razonable considerar medidas entrépicas para caracterizar la
aleatoriedad de los empaquetados. Sin embargo, como mostro Kansal [23],
un obstéiculo sustancial para superar la implementacién de tal métrica de
orden es la necesidad de generar todos los estados atascados posibles o,
al menos, una muestra representativa de dichos estados de manera im-
parcial utilizando un protocolo universal en el limite de sistema grandes,
cada uno de los cuales es un problema insoluble. Incluso si se pudiera
desarrollar dicho protocolo universal, la cuestiéon de qué pesos asignar
a las configuraciones resultantes permanece abierto. Ademas, hay otros
problemas basicos con el uso de medidas entrépicas como paramentros
de orden.

Sabemos que un sistema de muchos cuerpos de N particulas estd ca-
racterizado estadisticamente por su funcién de densidad de probabilidad
de N-cuerpos P(R;t) que estd asociada con la busqueda del sistema de
N particulas con la configuracion R a un tiempo t. Dicha informacion
completa casi nunca estd disponible para N grandes y, en la préctica,
uno debe conformarse con informacién reducida, como una métrica de
orden escalar ¢. Cualquier pardmetro de orden 1 se quiere que posea las
siguientes tres propiedades:

= es una funcién escalar bien definida para una configuracién R;

= estd sujeto tipicamente a la normalizacién 0 < ¢ < 1; vy,

» para dos configuraciones Ry y Rp, ¥(R4) > ¢¥(Rp) implica que
la configuracién R4 debe considerarse como més ordenada que la
configuracion Rp.

El conjunto de pardmetros de orden que uno selecciona es inevitablemen-
te subjetivo, dado que parece que no existe una tnica métrica escalar
universalmente aplicable capaz de describir el orden en todas las escalas
de longitudes. Sin embargo, se pueden construir métricas de orden que
conduzcan a resultados consistentes.

Se han ideado muchos pardmetros de orden relevantes. Es ttil senalar al-
gunos parametros de orden que se han identificado, incluidas parametros
de orden orientados a enlaces en dos y tres dimensiones, parametros de
6rdenes de translacién y parametros de orden de hiperuniformidad [41].
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Estos parametros de orden especificos tienen fortalezas y debilidades.
Esto plantea la pregunta de ;cuales son las caracteristicas de un para-
metro de orden bueno? Se ha sugerido que un buen parametro de orden
escalar deberia tener las siguientes propiedades adicionales: (1) sensibi-
lidad a cualquier tipo de ordenamiento sin sesgo hacia ningin sistema
de referencia; (2) capacidad para reflejar la jerarquia de ordenamiento
entre sistemas prototipicos dada por intuicion fisica comun (por ejemplo,
cristales perfectos con alta simetria deben ser altamente ordenados, se-
guidos de cuasicristales, empaquetamientos desordenados correlacionados
sin orden de largo alcance, y finalmente configuraciones no correlaciona-
dos espacialmente); (3) se debe incluir tanto la variedad de patrones de
coordinacion local como la distribucion espacial de tales patrones; y (4) la
capacidad de detectar el orden de translacion y orientacién en cualquier
escala de longitud. Ademas, cualquier conjunto 1til de parametros debe
producir resultados consistentemente correlacionados entre si [41].

Para medir el orden (desorden) en sistemas de discos duros monodispersos
se calcula el parametro de orden orientacional hexagonal global dado por

1 N
g = N Z Vj, (3.42)

que es el promedio espacial del parametro de orden de orientacional he-
xagonal local

6
1 ,
(S |6 E exp(i66; 1) . (3.43)
k=1

La suma se realiza sobre los seis vecinos mas cercanos k del disco j y 0;
es el angulo entre el vector* que conecta los discos 7y — T; y un vector
de referencia fijo. Para una red triangular perfecta 1; = 1 para toda j y
g = 1p; = 1. Para otras configuraciones 1 tendra valores entre 0 y 1,
entre mas cercano a 0 significa que la configuracion esta mas desordenada
respecto a la red triangular [18] [7] [21] [4].

En general, si consideramos que el sistema pudiera tener orden orenta-
cional x, distinto al hexagonal, este deberia capturarse calculando

1 N
Ve =+ Z Pi(z), (3.44)

“En sistemas periédicos hay que considerar el vector periédico mas pequefio equi-
valente que conecta los discos k y j.
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que es el promedio espacial del pardmetro de orden de orientacional x

local
1 N’UC

N Z exp(izb; 1)
ve k

i) = . (3.45)

La suma ahora se realiza sobre todos los vecinos mas cercanos k y Ny es
el nimero total de tales vecinos méas cercanos.

Para medir el orden orientacional en sistemas de tres dimensiones se cal-
cula el parametro Qg definido por

A 6 1/2
_ 4 2
6= (13 > Yol ) (3.46)

m=—6

donde Y5, (6, ¢) son los harmonicos esféricos [42] [39], esto es equivalente
a medir qué tanto se parece el sistema a un arreglo fcc o hep. El orden
translacional se puede obtener de la funciéon de correlacion g(r) [42].

Los parametros de orden se han ampliado de manera fructifera para ca-
racterizar el grado de orden estructural en las fases condensadas en las
que las particulas constituyentes (atascadas o no) poseen interacciones
atractivas y repulsivas.

Entre todos los empaquetamiento de esferas atascados en R?, el de mayor
desorden (minimiza una métrica de orden dada 1) es de especial interés.
Esto se llama el estado atascado maximamente aleatorio (MRJ por sus
siglas en inglés). Si el sistema se encuentra en el estado MRJ significa
que el sistem estd lo mas desordenado posible entre los estados atasca-
dos. Por lo tanto si queremos cambiar la fraccion de empaquetamiento y
mantener el sistema atascado tenemos dos opciones, una es decrecer la
fraccion de empaquetamiento haciendo quitando particulas (como los de
los cristales en tuneles), en cuyo caso se incrementa el 6rden del sistema
o bien podemos incrementar la fracciéon de empaquetamiento, tendiendo
el sistema al estado fcc en 3D o el arreglo hexagonal en 2D, en cuyo caso
se incrementara también el paramentro de orden (ver Figura 3.7).

Una variedad de valores del parametro de orden orientacional son pro-
ducidos a fracciones de empaquetamiento cercanas al estado MRJ que es
omrs ~ 0.64. Estos valores corresponden a los estados atascados antes
conocidos como RCP. El estado MRJ ademas tiene la propiedad de te-
ner un namero de contacto medio Z = 6. Tomando diferentes métricas
de orden, el estado MRJ es siempre el que tiene menor valor entre los
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Figura 3.7: Mapa de orden esquemético de empaquetamientos de esfera
en R3 en el plano ¢-v. Las regiones blanca y azul contienen los empa-
quetamientos alcanzables, las regiones azules representan los subespacios
atascados y las regiones sombreadas oscuras no contienen empaquetados.
(Figura tomada de [41])

estados atascados. Esta consistencia entre las diferentes métricas de or-
den habla de la importancia del estado MRJ. Sin embargo, la densidad
del estado de MR.J no es suficiente para especificarlo completamente. Es
posible tener un empaquetamiento bastante ordenado y atascado a esta
misma densidad, como se indica en la Figura 3.7. El estado de MRJ se
reflere a un empaquetamiento atascado tnico que estd desordenado al
maximo, y que su probabilidad de ocurrencia no depende del protocolo
de empaquetamiento. Por lo tanto, el estado MR.J es conceptualmente
y cuantitativamente diferente de los empaquetamientos RCP que, mas
recientemente, se han sugerido que son configuraciones atascadas més
probables de un ensamble [42]. Las diferencias entre estos estados son
atn mas marcadas en dos dimensiones, por ejemplo, los empaquetamien-
tos MRJ de discos circulares idénticos en R? se ha mostrado que son muy
diferentes de los RCP, incluyendo sus respectivas densidades, niimeros de
contacto promedio y grado de orden orientacional.

El estado MRJ es un vidrio prototipico en el sentido de que esta desor-
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denado al maximo, sin ningun orden de largo alcance (picos de Bragg) y
perfectamente rigido.

3.2. Teoria de cajas

En un estado sélido, las moléculas se mantienen méas o menos fijas en
una determinada regién, estan “atrapadas”. En ese sentido, nos interesa
estudiar geométricamente cuando resulta imposible para dos moléculas
intercambiar posiciones. Si esto sucede, significa que las particulas estaran
localizadas y por lo tanto no fluirdn. Este argumento aplica tanto para la
transicién de fase fluido—soélido, como para la transicién de atascamiento.
En el caso de la transicién de atascamiento, lo que esperamos es que haya
un atascamiento global. Para que haya un atascamiento global, una de
las condiciones es que haya atascamiento local.

En ese sentido, nos interesa revisar bajo qué condiciones un fluido de es-
feras duras pasa a estar atascado localmente. Esto es la base de la teoria
de cajas. Como se muestra en la Figura 3.8, lo que nos intresa revisar es
cuando dos esferas pueden intercambiar sus posiciones y con qué probabi-
lidad lo haran. Esta probabilidad es inversamente proporcional al tiempo
promedio de intercambio. Por otra parte, la fraccién de empaquetamien-
to del sistema es directamente proporcional al volumen de las esferas, en
este sentido, calcular la probabilidad de fluir como funcién del tiempo,
es equivalente a medir el tiempo de intercambio como funcién del radio
(volumen) de las esferas.

En un estudio reciente [48] calculan el tiempo promedio en el que dos
particulas intercambian posicién, ya sea vertical u horizontalmente. En
su estudio utilizan un mapeo de mesa de billar y un resultado clave de la
teoria ergddica para obtener una expresiones analitica exacta. El tiempo
promedio de intercambio vertical u horizontal esta dado por la siguiente
expresion

31 2a2b? — 2mabr? + GT“)(QT)?» e

<7—intercambio> = 4\@ bﬁ(a _ T)Q

(3.47)

donde a y b estan relacionados con el ancho y alto del la caja, respecti-
vamente. En el capftulo 5 volveremos a ver este resultado.
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Figura 3.8: El intercambio de posiciones de dos esferas duras vecinas A
y B. (a) La configuracion media (red ctbica simple) antes de las fluctua-
ciones. (b) La deformacion local de cajas causada por las fluctuaciones.
Las lineas punteadas y sélidas representan las cajas antes y después de la
deformacion, respectivamente. (c), (d) y (e) El intercambio de posiciones.
(f) La configuracion media (red cibica simple) después de las fluctuacio-
nes (Figura tomada de [46]).

3.2.1. Diagramas de fase aproximados

En otro estudio [25] calculan la probabilidad de formacion de cajas (es-
pacio disponible para desplazarse), considerando el espacio angular que
necesita una particula para dejar una caja dada una distancia promedio
a sus vecinos. Observan la aparicion de dos fases (solido y fluido) en fun-
cién del ntimero de vecinos y sus distancias. Esto permitié construir un
diagrama de fase aproximado basado en un enfoque geométrico. Esto lo
aplican a sistemas de discos duros en dos dimensiones y a esferas duras
en tres dimensiones. Obtienen la expresion trascendental

(ry = a\/ 2
B 1 —cos(2[r — (Z — 1)2sin~Y (0 /2(r))])

de donde consiguen el nimero minimo de vecinos Z necesarios para en-
jaular una particula para una distancia dada (r). En la Figura 3.9 se

(3.48)
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muestra el diagrama de fase geométrica (para dos dimensiones), en el
que la distancia promedio entre vecinos da el ntimero de coordinacién
necesario para formar una caja.

1.0 3 1 2 12 13 1.4
1 1 1 1
8 — 8
i
G
Solid // »
7 4 e Cesos -7

<r>

Figura 3.9: Numero minimo de vecinos (Z) necesarios para enjaular una
particula como funcion de la distancia promedio (r) a los primeros veci-
nos. La linea continua (obtenida de la ecuacion (3.48)) separa la region
donde el sistema es s6lido y la zona donde hay una probabilidad de esca-
pe diferente de cero. Los simbolos representan los datos de la simulacion.
Las flechas indican los puntos de interseccién con la linea continua, co-
rrespondiente a ¢ = 0.674 y ¢ = 0.709 para los tridngulos y circulos,
respectivamente. (Figura tomada de |25])
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Algoritmo

Para simular un sistema con fuerza externa F' = 0 el método numérico
tipico consiste en discretizar el tiempo e integrar el sistema dado un
paso de tiempo At. Luego, al final de cada paso de tiempo se revisa si se
encimaron cualesquiera dos particulas, si es asi, se supone que colisionaron
v se realiza la colisién suponiendo que la colision conserva tanto cantidad
de movimiento como energia. A este tipo de algoritmos se les conoce como
time driven. Este es uno de los acercamientos a problemas de este tipo. Sin
embargo, este tipo de algoritmos tiene algunos problemas. Por ejemplo,
durante un paso de tiempo una particula podria colisionar, encimar y
separarse, sin dejar evidencia de la colisién al final del paso de tiempo.
Por lo que, si queremos capturar la mayorfa de la colisiones se necesita un
paso de tiempo pequenio, lo que incrementa el costo computacional [38].

4.1. Algoritmo basico

Para el caso F' = 0 se recomienda otro método, en el cual las particulas
se mueven en linea recta entre colisiones. En este caso, podemos calcular
el tiempo exacto de colisiéon entre cualesquiera dos particulas y avanzar
el sistema el tiempo minimo encontrado, eliminando cualquier error re-
lacionado a encimes no encontrados y ademas respetando el potencial de
esferas duras que prohibe cualquier traslape de esferas.

Consideremos dos particulas esféricas @@ y C de radios r1 y 79 respecti-
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tiempo = t + At tiempo =t

v

©

tiempo =t

Figura 4.1: Esferas moviéndose en lineas rectas antes de colisionar después
de un tiempo At.

vamente, cuya posiciéon a un tiempo t esta dado por (vease Figura 4.1)
C(t) =z +tv1; Qt) = x2 + tva, (4.1)

donde x1, o € R son sus posiciones al tiempo t =0, y vy, vo € R¢
son sus velocidades consantes.

Para t = t. la esferas tendran una colision si satisfacen

1C(te) = Q(t)II” = (r1 +12)*. (4.2)

Desarrollando:

(C(te) = Q(te)) - (Cte) = Q(te)) = (r1+r2)?

(x1 — @2 + tevy — tevg) - (1 — 29 + tevy — tev) = (11 + 12)%, (4.3)
definiendo Av = vy — vy, Az = 21 — 2 y 0 = 11 + 9 obtenemos
[|Av]|*t2 + 2(Av - Ax)t, + ||Az||* = 0. (4.4)
Resolviendo para . obtenemos
(v An) - B A [APOAAT =)o

| Av][?
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Para que la solucion exista para t. > 0 el término —(Awv - Az) debe ser
positivo y el argumento de la raiz debe ser no negativo. Las soluciones
vienen en pares, sin embargo; la solucién positiva més grande refleja el
hecho que la separaciéon deseada ocurre dos veces si las trayectorias se
extienden més alla del punto de colisién, aunque esto es irrelevante para
esferas duras [33].

4.1.1. Algoritmo simple

El algoritmo bésico permite sugerir los pasos de un algoritmo simple:

Paso 1: Calcular el tiempo para la proxima colisién en el sistema, t,,
Paso 2: Avanzar todas las particulas del sistema hasta el tiempo t,,.
Paso 3: Cambiar el estado de las dos particulas que colisionaron.

Después repetimos estos tres pasos hasta alcanzar el tiempo deseado.

A este tipo de algoritmo se le llama event driven por que avanza el sistema
desde un evento, i.e. una colisién, a otro evento. Alder y Wainwright 1959
fueron los primeros en describir una simulacién computacional de event
driven para esferas duras que se desplazan a lo largo de lineas rectas entre
colisiones.

Sin embargo, para sistemas de muchas particulas, digamos N > 100
se pueden realizar varias optimizaciones que resultan en un tiempo de
computo mucho menor que este algoritmo simple.

4.1.2. Optimizacién para sistemas de muchas particulas
4.1.2.1. Guardar tiempos de colision

Alder y Wainwright estudiaron este problema en simulaciones de diné-
mica molecular. Notaron que la mayorfa de los tiempos calculados en el
primer paso eran el mismo para dos pasos consecutivos. Una sola colisién
no es probable que afecte el tiempo de colision de particulas distantes
para un futuro cercano. Guardar el tiempo de colisién resultard en un
ahorro dréstico del tiempo de computo. Solo los tiempos de colision para
las dos particulas involucradas en la colisién necesitan volver a calcularse
vy sus tiempos anteriores se descartan.
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Sin embargo, este método plantea la necesidad de como mantener las
listas de los tiempos de colisién guardados, llamada lista de eventos. Des-
pués de cada colisién, necesitamos determinar qué colisién ocurrird a
continuacion, en otras palabras qué par de particulas tiene el tiempo de
colisién més pequenio. Una manera sencilla de realizar esto es guardar los
tiempos calculados, es decir, qué par de particulas estdn involucradas en
una colisién y el tiempo para la colision.

4.1.2.2. El método de celdas

Notemos que es un despericio calcular, en el primer paso, tiempos de
colisién para todos los pares de particulas en el sistema; cada particula
solo participard en una colisién antes de que cambie su direcciéon y de
ese modo invalide todos los tiempos de colisién calculados previamente.
Debido a que es més probable que una particula colisione con una cercana
que una lejana, es natural considerar solo las colisiones entre particulas
cercanas.

Alder y Wainwright sugirieron dividir al cubo que contiene todas las par-
ticulas en una cuadricula de pequefios cubos, llamadas celdas, y asignar
cada particula a una tnica celda que contenga su centro. Entonces el
calculo de los tiempos de colision solamente se considera entre particulas
de celdas vecinas de la cuadricula, a expensas de tener un registro de en
qué celda se encuentran las particulas.

Es decir, ademas del tiempo de colision, los tiempos de transferencia entre
celdas deben calcularse para cada particula.

Esta deteccion de transferencia asegura que ninguna colision se pase por
alto; dos particulas que colisionan deben estar en celdas vecinas en el mo-
mento en que colisionan, y si una particula cambia de celda, el algoritmo
examina todas las particulas de las celdas vecinas para detectar posibles
colisiones como se ve en la Figura 4.2.

Sea m? el namero de celdas de la cuadricula (con d la dimension del
espacio). Entre mas fina sea la cuadricula, menos pares deben examinarse
por colisién; sin embargo, refinar la cuadricula aumenta el nimero de
transferencias que se detectardn y manejardn. Esto sugiere que hay una
eleccion 6ptima del tamano de lado de la celda L [38§]

D
L===2ma, (4.6)
m
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Figura 4.2: La particula negra solamente necesita calcular tiempos de
colisién con las particulas en las celdas sombreadas.

donde D es el tamano del lado del cubo contenedor. L no puede ser més
pequenia que el didmetro de la particula mas grande del sistema, como se
ve en la Figura 4.3.

{

Figura 4.3: El tamano de la celda no puede ser menor al didmetro de la
particula méas grande, L > 2r. Lado izquierdo: L = 2r; las dos particulas a
celdas adyacentes y no se tocan. Lado derecho: L < 2r; las dos particulas
no pertenecen a celdas adyacentes, pero estan traslapadas.

4.1.2.3. Estructuras de datos
Ya que tenemos los ingredientes principales para optimizar el algoritmo

lo que resta son ajustes mas finos. Se necesitan mantener tres estructuras
de datos principales, las cuales son:

» La informacion de las particulas:
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Consiste en la posiciéon x y velocidad v de cada particula, también
cualquier otra informacién necesaria, como sus radios r y masas m
para el caso de particulas de diferentes tamanos.

Consiste de dos arreglos de d x N (con N el nimero de particulas)
para las posiciones, y velocidades. Y otros dos arreglos de 1 x N
para los radios y masas de cada particula.

= La lista de eventos:

Es una coleccion de eventos para cada particula, cada un tiene dos
tiempos de evento (colision y tranferencia de celda) y la informacion
necesaria para manejar el evento, como las dos particulas involu-
cradas en una colisién o la direccion a la que se transferira de celda
la particula.

Por lo tanto, cada colisién se representa dos veces en la lista de
eventos, una para cada particula involucrada en la colisién, el evento
que se maneja primero es arbitrario.

= La estructura de celdas:

Un arreglo cuadrado, un elemento para cada celda, cada elemento
contiene una lista de indices de particulas que enumeran las parti-
culas que pertenecen a esa celda.

Un arreglo con los elementos en el que se guarda en que celda esta
cada particula.

Un arreglo auxiliar cuadrado, un elemento para cada celda, cada
elemento contiene una lista de celdas vecinas.

Un arreglo con informacion del limite de las celdas.

4.1.3. Retrasando la actualizacion

Hasta ahora se introdujeron dos esquemas para reducir los calculos en
el paso 1 del algoritmo simple. Si el tamano de la celda se puede tomar
de manera que solamente un ntmero constante de particulas se exami-
nen para colisiones, y si la lista de eventos se implementa eficientemente,
pareciera que el costo del paso 1 puede ser en gran parte independiente
de N. Por otro lado, el paso 2 sigue siendo calculos del ordén de ~ N.
Erpenbeck y Wood notaron que este paso solamente necesita llevarse a
cabo para las particulas involucradas en el evento, reduciendo el costo del
paso 2 a una constante por evento. Como las transferencias no cambian
la trayectoria de las particulas, entonces no es necesario llevar a cabo este
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paso en el caso de las tranferencias. Esto significa que la posicién z, y
la velocidad v de las particulas guardada ahora representa su posicién
y velocidad al tiempo de su ultima colision (a diferencia del tiempo del
ultimo evento del sistema). Para cada particula necesitamos tener adicio-
nalmente el tiempo ¢, de su ultima colisién. Como el movimiento de las
particulas entre colisiones es lineal, podemos obtener la posicién de una
particicula a cualquier tiempo ¢ simplemente calculando x + (t — t.)v.

4.1.4. Un evento por particula

Solamente se guarda el préoximo tiempo de colision y tranferencia por
particula, debido a que una tranferencia no altera el tiempo de colisiéon al
no cambiar la trayectoria de la particula y una colisién alterara el tiempo
de tranferencia y todas las otras colisiones posible que tendria la particula.
Guardar la préxima colision previsible junto con su tranferencia reduce
el namero de chequeos de colisiones en el evento de una tranferencia por
un factor 2/3, porque no es necesario que se recalcule, para la particula
involucrada, el tiempo de colisién con todas las particulas en las celdas
vecinas, sino solamente en las nuevas celdas vecinas, como se ve en la
Figura 4.4. Una vez que la particula esté involucrada en una colisién
todos los eventos subsecuentes se vuelven invalidos, entonces quedarse
con mas de un tiempo de colisén no es posible que mejore la eficiencia.

ox

Figura 4.4: La particula negra se acaba de transferir de A a B y solamente
calcula tiempos de colisién para las nuevas celdas vecinas sombreadas obs-
curas, debio a que previamente ya ha calculado en las celdas sombreadas
claras.
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4.2. Algoritmo optimizado

Para iniciar la simulacién necesitamos iniciar tres estructuras datos. La
informacién de las particulas: la posicién inicial, sus velocidades y sus
dltimos tiempos de colisiéon fijados en cero. Para iniciar la estructura de
celdas, debemos calcular la ubicaciéon de cada particula en que celda se
encuntra para agregar cada particula en la lista apropiada del arreglo de
celdas. Para configurar la lista de eventos, necesitamos calcular el tiem-
po de colisién para todos los pares de particulas en celdas adyacentes y
calcular el tiempo de transferencia para todas las particulas. Sin embar-
go, checar las particulas en todas las celdas vecinas para una particula
dada resultard en un doble chequeo para cada par. Entonces solamente
debemos checar las particulas de la mitad de las celdas vecinas, y las
particulas de la misma celda, como se ve en la Figura 4.5.

OIS

@)
.h
~

M [ M

Figura 4.5: Inicialmente, la partiula negra sélo necesita calcular colisiones
con las particulas en las celdas sombreadas.

Después, debemos realizar los siguientes pasos hasta alcanzar el tiempo
deseado:

Paso 1: Encontrar el proximo evento en la lista de eventos.

Paso 2: Ajustar la posicion del evento.

Paso 3: Encargarse del evento.

Paso 4: Calcular el préoximo tiempo de transferencia de la particula corres-
pondiente al evento.

Paso 5: Calcular el préoximo tiempo de colision con las particulas de las
celdas vecinas apropiadas.
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Paso 6: Regresar al Paso 1.

El Paso 1 consiste en buscar el tiempo minimo en la lista de eventos y
determinar a que tipo de evento representa.

En el Paso 2 se ajustan la posiciones y se actualiza el dltimo tiempo en
que se ajustaron las posiciones.

Si el evento es una tranferencia, elPaso 8 consiste en mover la particula
entre celdas, es decir, quitar la particula de una celda y agregarla a otra.
En caso de colision el Paso 2 consiste en cambiar el estado de las dos
particulas involucradas en la colisién, como se describe en la Secciéon 4.2.1.

El tiempo de tranferencia en el Paso 4 consiste en encontrar la intersecién
de una linea con 2d hiper-planos de dimensién d— 1, que significa resolver
d ecuaciones lineales y seleccionar la solucién mas pequena.

En el Paso 5, calcular tiempos de colisién involucra resolver la ecuacién
cuadatica (4.5). El término apropiado se refiere al hecho de qué celdas
considerar depende del tipo de evento, ver Figura 4.2 para colisiones y,
ver Figura 4.4 para tranferencias. Para cada tiempo de colisién calculado
el algoritmo compara este tiempo con (1) el tiempo de colision para la
particula involucrada y (2) el tiempo de colision de la particula compaiie-
ra, se mantiene si es mas pequeno que ambos. Cuando todos los tiempos
de colisién son calculados la particula involucrada notifica su nuevo com-
patiero encontrado, para modificar su tiempo de colisién. Un punto sutil
surge de un tercero, el compafiero antigiio del companero tendra un tiem-
po invalido. La manera mas sencilla de tratar con esta complicacién es
recalcular el tiempo de colision para esta particula.

4.2.1. Colisiones

Se utilizan colisiones elasticas, en las cuales se consverva energfa. Enton-
ces se debe satifacer

1 2, 1 2 n 1 ”
—Mmyv] + —Mmaovy = —mivy” + —mavy , 4.7
5L+ 5mavy = Sy + Smav (4.7)
y se conserva momento, es decir
miv1 + movy = miv) + mavh, (4.8)

donde v; y va son las velocidades antes de la colision y v} y v}, son las
velocidades después de la colisién, m; y mso es la masa de las particulas.
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En la direccion ¢ tangencial a la colision no hay fuerzas (ver Figura 4.1).
De esta manera, las componentes de la velocidad en esa direccién se
mantienen iguales después del impacto, entonces

>
I
>

V1 - Vq -
! ] (4.9)
Vo - T,

NS =~

vz-f

con esto, podemos ver las velocidades como v = (vs,v;) v la componente
que tendra la informacion del cambio de velocidad debido a la interaccién
serd v;. Por lo tanto podemos reescribir la ecuacion (4.8) como

m1(vi - 1) +ma(vs - ) = ma(vy - 1) +ma(vh - ), (4.10)
v la de conservaciéon de la energia

(01 82 4 (o 7)) + 52 (02 )% + (v2-)?) =

my ~2 oy M2 o ) (4.11)
5 (@ D7+ (- 2)%) + =7 (v 87 + (05 7)7)
Utilizando la ecuacion (4.9)
ml(vl . ﬁ)g + mg(’vz . ﬁ)2 =mi (Ull . ﬁ)g + mg(v'g . ﬁ)Q (4.12)
my [(v] - 72)? = (v1 - 7)?] = ma [(vh - 7)* — (ve - 7)?] (4.13)
[('U,l . ’ﬁ) + (’Ul . ﬁ)] [ml ('v'1 . ’fl) —ma (1)1 . ﬁ)] = (4.14)

[(vh - 7) + (v2 - A)] [ma(vh - A) — ma(ve - 7)),

usando la conservacion de momento de la ecuacion (4.10) obtenemos

(v] - 1) + (v1 - ) = (V- 7) + (ve - 1) (4.15)
(vh - 1) = (v - 1) + (v1- 1) — (v2- 1), (4.16)

sustituyendo en (4.10)

my (v - ) + ma(ve - 1) = my (V] -R) +mg [(V] - A) + (v1 - 7) — (v2 - 1)),

(4.17)
despejando (v} - 1) tenemos
mi —m 2m
(V) - h) = ——2(vy - ) + ———(vy - A)
mi + ms mi + ms 418
) Sy (4.18)
= (v1-7) - (v1 —v2) -7
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la velocidad seré

2 .~

v = (vrﬁ)—&(vl—vg)-ﬁ n+ (vy - t)t
m1 +mg (4.19)

_ _ 2m2[(1}1 — Uz) . ﬁ]'fz
mi + ma
donde
h=_T27%1 (4.20)
|z2 — x1]|

Realizando el mismo procedimiento pero despejando para v/ obtenemos:

2m2 (’01 — ’UQ) . ($2 — $1)

v, = v — Tro — 1),

LT my tmy |x2 — x1]|? (2= 2) (4.21)
’U/ — vy — 2m1 (’02*171)'($1*$2)(w . ) ’

2 mi + mg ||z1 — x2||? ! 2

4.2.2. Condiciones de frontera

Hasta ahora hemos ignorado las condiciones de frontera y como hacer las
modificaciones apropiadas para manejarlas.

Para paredes eldsticas agregamos un evento mas, colision con pared, donde
checa en el Paso 4 el tiempo de colision con pared. Como la colisién con
pared la trayectoria de la particula, solamente queremos guardar el evento
de colisiones de particulas o la de colisién con pared para cada particula.

Para condiciones periddicas de frontera modificamos la rutina de chequeo
de colisiones para tambien calcular el tiempo de colisiones con las parti-
culas imdgenes periddicas mas cercanas para cada particula y las celdas
de bordes opuestos seran ahora adyacentes (vecinas), como se ve en la
Figura 4.6. Ademas, cada vez que actualizamos la posicion de la particula
checamos si la particula ha abandonado el dominio y si es asi lo agregamos
o restamos la longitud del dominio a las coordenadas apropiadas.

La estrategia utilizada para checar con las particulas imagen méas cerca-
nas consiste en agregar una celda extra en el perimetro del dominio de
ancho L (4.6), de manera que cada celda imagen contiene cada particula
de la celda opuesta, como se ve en la Figura 4.7, cada particula se le resta
o suma la longitud del dominio a las coordenadas apropiadas, de manera
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Figura 4.6: Para condiciones periédicas de frontera, la particula negra
necesita calcular colisiones con las imagenes periddicas de las celdas som-
breadas.

que podemos checar directamente con las celdas vecinas imagenes, y cual-
quier colisién con una particula imagen cambia el estado de la particula
original.

Figura 4.7: Celdas imagenes en la frontera para facilitar calculos.
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4.2.3. Aleatoriedad en posiciones iniciales

Tipicamente, para generar distribuciones iniciales de posiciones x;, no
traslapadas, se utiliza la siguiente estrategia: Se coloca el centro de una
particula de radio rg aleatoriamente en las cordenadas xg. Luego, se pro-
pone colocar aleatoriamente el centro de otra particula ¢ de radio 7; en x;
v se acepta lo posicién si no hay traslape con todas las demas particulas,
ie. ||x; — x;|| > ri + r; para toda i, j € x;. Si hay traslape se propo-
ne una nueva posicién x; hasta cumplir con la condiciéon de no traslape,
repitiendo este proceso hasta llegar al nimero deseado de particulas o
hasta saturar el sistema.

Erroneamente, se piensa que este proceso genera posiciones iniciales pa-
ra sistemas de particulas, como lo estudiados aqui, con distribuciones
igualmente probables y bien distribuidas, para mostrar como este proce-
so puede generar distribuciones més probables qué otras consideremos el
siguiente ejemplo:

En 1D tenemos un espacio L = [0,5] y queremos colocar segmentos de
longitud D = 2. Para el primer segmento tenemos una probabilidad de
P = 1/4 al inicio, asi para colocar un segundo segmento tenemos 2 opcio-
nes de probabilidad P = 1/2, es decir, para cada una de estas configura-
ciones tenemos una probabilidad de generarlas de P = 1/8. Si volvemos
a empezar a generar otra configuracién tenemos nuevamente una proba-
bilidad de P = 1/4 para colocar el primer segmento, supongamos que lo
colocamos en L = 1, de esta manera solamente queda un lugar disponi-
ble para otro segmento, el cual es de probabilidad P = 1, entonces esta
configuracion es mas probable a las dos anteriores.

Modificamos la estrategia anterior de modo que si hay traslape en el
proceso de colocacion se vuelve a iniciar el proceso completo hasta llegar

al numero deseado de particulas o hasta saturar el sistema'.

4.3. Algoritmo de Lubachevsky—Stillinger

Uno de los métodos utilizados para alcanzar sistemas con fracciones de
empagquetamiento altas consiste en el algoritmo propuesto por Lubachevsky—
Stillinger [27] en 1990. El cual se discute a continuacion.

!Generar sistemas de partiticulas de este modo es muy costoso computacionalmen-
te.
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Se comienza colocando el numero desado de puntos N aleatoriamente con
una distribucién uniforme. Inicialmente, estos puntos son infinitesimales.
Sin embargo, empiezan a crecer con una tasa de crecimiento dada, los
radios de las esferas dados por cierta funcion c(t) para t > 0. Necesitamos
que ¢(0) = 0 y que ¢(t) sea una funciéon continua no decreciente con
¢(t) — oo para t — oo. Como resultado del crecimiento de las particulas
las colisiones se vuelven posibles para tiempos positivos y se volveran més
frecuentes a medida que el radio incremente.

Se evoluciona temporalmente hasta que el sistema alcance cierta fraccion
de empaquetamiento o se atasque, momento en el cual el namero de
colisiones en principio debe diverger. El empaquetamiento final alcanzado
dependera de las condiciones iniciales y de la tasa de crecimiento del radio.

Este crecimiento entonces modificara el tiempo de colisiéon y las velocida-
des finales después de una colisién durante el crecimiento. Nuevamente
consideremos dos particulas esféricas (Q y C pero ahora con radios ry y
ro dependientes del tiempo, es decir,

C(t) = z1 +tor;r1(t) = + et (4.22)
Q(t) = x2 + tva, 1a(t) = 12 + ot (4.23)

donde c¢1 y c2 son las tasas de crecimiento de las esferas. Para t = t. las
esferas tendran una colisién si satisfacen

1C(te) = Q(te)I]” = (r1(te) + r2(te)). (4.24)
Expandiendo esto tenemos
(:1:1+'vltc—:1:2—'v2tc)-(331+'v1tc—:z:2—'vgtc) = (7”1+Cltc—l-7“262tc)2, (4.25)

definiendo Av = v1 — w9, Ax = 1 — X2, 0 = c1+Co, y p = T1 + 72
obtenemos

| A| 22 + 2(Av - Ax)te + ||Az||* — (p* + o%t2 +2p0) = 0. (4.26)

Resolviendo para t. e identificando términos como a = [|Av||?> — o2,
b= (Av-Az) —po,y c = ||Ax||*> — p? obtenemos

_ —bx VB —ac

a

te (4.27)
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Para la modificacién de las velocidades finales después de una colisién
durante la colisién solamente basta con considerar el incremento de la
velocidad efectiva de la particula debido el crecimiento ¢, es decir, la

nueva velocidad inicial vpyeva S€ra

Unueva = U + ¢ * sgn(v). (4.28)

Notemos que durante el proceso de crecimiento de las particulas el sistema,
no puede conservar energfa. En la Figuras 4.8a y 4.8b podemos observar
como crece la energia total en funcion del tiempo? para sistemas de 500
discos con 1 y 2 tamanos llegando al atascamiento, respectivamente. No-
temos que al inicio la simulacién la energia no crece mucho debido a que
las colisiones son poco probables, mientras que al final crece demasiado
debido a que las colisiones divergen cuando se llega al atascamiento.

25x10° [
20x10°
£ asa0® ‘
1.0x10° - | |

5.0x10° /
/

00 05 1.0 15 20

Tiempo Tiempo

(a) (b)

Figura 4.8: Incremento de la energia debido al crecimiento (1 x 1072) de
500 discos llegando al atascamiento para sistemas de (a) 1 radio llegando
a ¢ = 0.86 y; (b) 2 radios llegando a ¢ = 0.825.

4.4. Andlisis de Fourier

Para obtener el espectro de potencias de una serie de tiempo que se
menciond en la secciéon 2.4 se haré el analisis de Fourier correspondiente,

lo cual se discutira a continuacion.

2Mientras el sistema esta en crecimiento la fraccién de empaquetamiento se calcula
con ¢ = N7(ct)? en el caso de discos con un tamafio, y con una expresién similar para
el caso de discos de dos tamaiios.
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Primero, para analizar el espectro de una senal discreta se utiliza la trans-
formada de Fourier discreta (DFT), dada por

X1 (%5) Z oyl - e 2R (4.29)

Digamos que tenemos una senal (ver Figura 4.9a) descompuesta en 1000
partes generada por la funcién f(t) = 4 cos(5 * 2mt) + 3 cos(10 * 27t) +
2 cos(50 % 27t) 4 cos(100 x 27t). Sacamos la transformada de fourier X (f)
de esta senal y removemos su parte simétrica (ver Figura 4.9b). Para esta
funcion f(t) vemos que se tienen cuatro frecuencias (como se esperaba)
en la transformada de Fourier X (w).

(2) (b)

Figura 4.9: (a) Senal generada con la funcién de prueba f(¢). (b) Trans-
formada de Fourier de la funcion de prueba f(t).

Sin embargo, lo que deseamos calcular es el espectro de potencias de una
serie de tiempo lo cual describe su distribucién de potencias en compo-
nentes de frecuencias que componen la sefial. Para esto debemos estimar
la densidad espectral de potencias PSD(w)?. La cual se define como

2

PSD (w 'Z wn] - el <w< . (4.30)

Ahora analicemos como ejemplo algunos resultados conocidos, como el
movimiento Browniano. En particular lo que nos interesa reproducir es
que el ruido de la sefial decae como 1/w?. Para esto generamos una se-
rie de tiempo de un movimiento Browniano (ver Figura 4.10a) la cual

8PSD por sus siglas en inglés power spectral density.
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analizamos calculando su densidad espectral de potencias PSD(w) (ver
Figura 4.10b) en la cual se grafico una recta de pendiente —2 para com-
parar.

AN f\ il
0 Wl (
}ﬁ/\‘\ { MV " ot | ‘

(a) (b)

Figura 4.10: (a) Serie de tiempo de un movimiento Browniano. (b) Den-
sidad espectral de potencias de la serie de tiempo del movimiento Brow-
niano, la recta naranja es de pendiente —2.

4.5. Verificacién del funcionamiento del cédigo

4.5.1. Traslapes

Un primer paso para comprobar que el codigo funciona correctamente, es
verificar la condicién de no traslape de esferas duras lo cual se logra al
calcular ¢;j = ||z; —x;||* —r; — r; si el resultado ¢;; es negativo significa
que hay un translape entre las particulas ¢ y j, es decir, si¢;; >=0V ¢ # j
lo cual se calcula cada vez que se quiere determinar el tiempo de colisién
entre particulas.

4.5.2. Conservacién de energia

Ademéas debemos verificar que las colisiones conservan energia fuera del
proceso de crecimiento. Se realizaron 10000 mediciones de la energfa total
con 2000 discos cada 2000 pasos de la simulacion con 1 (ver Figura 4.11a)
y 2 radios (ver Figura 4.11b), en las graficas se muestra el cambio de
energia multiplicado por 10000 entre la medicién ¢ y la ¢ + 1.
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Figura 4.11: Calculo del cambio en la energia entre la medicién i y la
i+ 1 AFE; ;1 para 10000 mediciones separadas 2000 pasos de simulacion
para sistemas de 2000 discos con (a) 1 radio y; (b) 2 radios. La energia
promedio (E) y la desviacion méxima en la energia total Dg durante la
simulacién fue de: (a) Para sistema monodisperso (E) = 9.35 x 10° y
Dg = 9.87x 1078, y (b) para sistema de mezcla binaria (E) = 1.85 x 107
v Dg = 3.89 x 1075,

4.5.3. Distribuciones

El altimo paso para verificar que el codigo funciona correctamente es
revisar que se recuperan los resultados clésicos de la fisica estadistica.
Uno de ellos es la distrbuciéon de velocidades de Maxwell-Boltzmann.

Tomemos Az > 0y Av > 0 pequefios y definimos el niimero densidad de
particulas por unidad de volumen f tal que N f(z,v,t)(Az > 0)%(Av >
0)? es el ntimero de particulas en el cubo* [z, 2+ Ax], y cuyas velocidades
estan en el cubo [v,v + Av] a un tiempo ¢. A medida que N crece, f se
suaviza, y podemos pensar en aproximarla con una densidad continua.
Para una distribucion inicial f(x,v,0) , f se aproxima con el avance del
tiempo a la distribucién de Maxwell-Boltzmann

[[v]”
f(l',/l}) = Cexp (_2_/82 s (431)
donde C es una constante de normalizacion, y 8 se determina por la
energia total de las particulas. Esto significa que sin importar cual sea la
configuracion inicial de las particulas, si vemos las distribuciones espacia-

‘Para z € R y Az > 0, [z, + Az] denota el cubo con esquina inferior izquierda
en x, y tamaiio de los lados Ax.
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les y de velocidades de las particulas en una instancia de tiempo, después
de un tiempo de transicién, encontraremos que:

1. Las posiciones de las particulas son independientes y estan unifor-
memente distribuidas en las posisiones accesibles;

2. Las componentes de velocidades de las particulas son independien-
tes y gaussianas con promedio cero y varianza (%

3. La distribuciéon de velocidades y de posiciones son independientes
una de la otra.

Para la segunda conclusiéon se uso que

exp (—H;g;) He <252) (4.32)

Estos resultados se obtienen al tratar las colecciones de particulas como
un continuo, y son falsas para NN finito. Sin embargo, para propdsitos
practicos, la distribucion de Maxwell-Boltzmann es una excelente apro-
ximacién para la distribucién de particulas después de un intervalo corto
si IV es grande. En las Figuras 4.12a y 4.12b se muestran la distribuciones
de probabilidad de las velocidades de una particula después de muchas
colisiones, se generd al correr el algoritmo propuesto con N = 2000 al-
canzando una fraccién de empaquetamiento de ¢ = 0.7. Los ajustes de
las distribuciones de Maxwell-Boltzmann se realizaron con la funcién

9 v2b?
f(v) = av®exp [—2] (4.33)
donde se ajustaron los parametros a y b. Los resultados del ajuste se
muestran en cada grafica.

Supondremos que N es grande y las particulas tienen distribuciones de
Maxwell-Boltzmann en todo momento. Esto incluye la suposicién de que
la configuracién inicial cumple estas suposiciones, debido a que cual-
quier configuracién inicial evolucionara rapidamente en una distribucién
de Maxwell-Boltmann. En la Figuras 4.13a y 4.13b se muestra la dis-
tribucién de probabilidad de las velocidades iniciales del sistema. En la
Figuras 4.14a y 4.14b se muestran la distribuciones de probabilidad de
las velocidades antes de alcanzar el atascamiento. En la Figuras 4.15a
y 4.15b se muestran la distribuciones de probabilidad de las velocidades
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Probabilidad
Probabilidad

Velocidades

Velocidades

(a) a =0.000277, b = 12.051157 (b) a = 0.000457, b = 9.849499

Figura 4.12: Distribuciéon de probabilidad de velocidades de una particu-
las después de miles de colisiones en sistemas de discos (a) monodispersos;
y (b) mezcla binaria.

después de alcanzar el atascamiento. Notemos que el parametro b, que
es proporcional a la temperatura, es mayor cuando la fraccion de empa-
quetamiento aumenta, lo cual es esperado debido a que a al aumentar la
fraccion de empaquetamiento debemos meter mas energia al sistema (en
el caso de este algoritmo es mayor el ntmero de colisiones entre particulas
a mayor fraccion de empaquetamiento, y entonces hay un mayor nimero
de empujes entre particulas).

0015 -
0012

0.009 |-
0010

Probabilidad
Probabilidad

0.006 |-

0.005 -

0,003 |-

0.000 |-

0.000 |-
o 1 2 3 4 5 o 1

Velocidades

2 3 4 5

Velocidades

(a) (b)

Figura 4.13: Distribucién de probabilidad de las velocidades iniciales para

N = 2000 con |vmqs| = 5.0 para sistemas de discos (a) monodispersos; y
(b) mezcla binaria.
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Probabilidad

Velocidades Velocidades

(a) a = 0.000679, b = 7.326060 (b) a =0.001154, b = 5.745112

Figura 4.14: Distribucién de probabilidad de las velocidades al alcanzar
cierta fraccién de empaquetamiento antes del atascamiento y permitir al
sistema que llegue al equilibri, para sistemas de discos (a) monodispersos
¢ = 0.65 ; y (b) mezcla binaria con ¢ = 0.60.

0025}
0020 -

0015

Probabilidad

0010

0.005 -

0.000 -

o 100 200 300 400
Velocidades Velocidades

(a) a =1.07488e — 5, b = 55.538276 (b) a = 9.88106e — 6, b = 66.308160

Figura 4.15: Distribucion de probabilidad de las velocidades al alcanzar
cierta fraccién de empaquetamiento después del atascamiento y permitir
al sistema que llegue al equilibrio, para sistemas de discos (a) monodis-
persos con ¢ = 0.86 ; y (b) mezcla binaria con ¢ = 0.825.
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Capitulo 5

Analisis de simulaciones

Las transiciones de fase de atascamiento (de fase fluida a fase solida)
suceden cuando se aumenta la densidad del sistema (con compresiones o
crecimiento de pariculas), sin embargo, la solidificacion puede suceder de
dos maneras:

1. a un s6lido cristalino, o;
2. a un solido amorfo (vidrio).

Lo que se quiere entender es cémo un sistema pasa de un estado fluido a
uno atascado. La medida més importante para entender coémo un sistema,
pasa entre estos estados es la viscosidad que a su vez esté relacionada por
la ecuacion de Stokes—Einstein con la difusion de las particulas.

5.1. Sistemas de pocas esferas

Localmente, la difusién se relaciona con la probabilidad de que una par-
ticula se intercambie con uno de sus vecinos (como ya se menciné en 3.2).
Esta probabilidad es inversamente proporcional al tiempo de intercambio
entre vecinos. Una simplificacién a este problema es considerar dos (o
pocas) particulas en una caja cuadrada y medir el tiempo de intercambio
de las posiciones de ambas particulas.

Hasta este punto es ambiguo qué significa que se intercambien dos parti-
culas. Para esto se midi6 el desplazamiento méaximo respecto a la posicién
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inicial de cada particula. Al reducir la fraccién de empaquetamiento (ra-
dio) se vuelve posible el intercambio, de manera que podemos estimar
el desplazamiento critico, respecto de su posicién inicial, arriba del cual
consideramos que las particulas han intercambiado sus posiciones. Usan-
do esto podemos medir el tiempo promedio de intercambio como funcién
de la fraccién de empaquetamiento, es decir, el tiempo promedio para
superar el desplazamiento critico.

La ventaja de utilizar sistemas con pocas particulas es que se puede calcu-
lar analiticamente la fraccién de empaquetamiento a la cual empieza a ha-
ber intercambios dentro de la caja que siempre mide A = base X altura =
1x1=1.

El caso de 2 esferas iguales en 2 y 3 dimensiones no resulta demasiado
complicado justificar cual es la configuracion de mayor fraccion de em-
paquetamiento, pues las esferas se deben encontrar sobre la diagonal de
la caja que las encierra para que sus radios puedan ser lo mas grande
posibles.

Ademas de interesarnos por la transicion de fase fluido-sélido, nos interesa,
estudiar la transiciéon de atascamiento. En este sentido, seria 1til contar
con un sistema que preferencialmente se atasque sin presentar transicién
de fase. Para esto es conveniente utilizar un sistema bidisperso. Inspirados
en los resultados de [14], decidimos utilizar un sistema con dos tamanos
diferentes de discos, los grandes siendo 1.4 veces mas grandes que los
pequefios y la proporcion es dos pequenos por uno grande. Con estos
tamafios y proporciones, se logra que la contribucién de las areas de
ambos conjuntos de discos sea similar.

El caso mas sencillo para estudiar las proporciones mencionadas en el pa-
rrafo anterior es utilizar 3 discos. Para este caso, no es obvio qué configu-
racién es la que maximiza la fraccion de empaquetamiento. El argumento
es similar, encontrar una configuracién que maximice la distancia entre
cada par de discos. Esto implica que al menos uno de los discos estaré
en contacto con los otros dos. Hay entonces 3 posibilidades: (i) que los
3 discos estén en contacto, (ii) que uno de los discos pequenios esté en
contacto con los otros dos y los otros no estén en contacto entre si, (iii)
que sea el disco grande el que esté en contacto con los dos discos peque-
nos. Por inspeccién de estos 3 casos se encontrd que la configuracién que
maximiza la fraccién de empaquetamiento para esta proporciéon de radios
corresponde al caso (iii), como se ve en la Figura 5.4.
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5.1.1. Dos discos con radios iguales en 2D

Como la configuracién debe ser diagonal y queremos maximizar el empa-
quetamiento, los discos deben estar en contacto con las paredes, es decir,
Las posiciones de las particulas serén 1 = (r,r) y €2 = (1 —r,1 — 1)
donde r es la radio de las particulas. Ademas, la configuracion debe ser
tal que los discos también estén en contacto, entonces se debe satifacer
la siguiente condicién

||x1 — x| = 2r, (5.1)

resolviendo la ecuacion (5.1) obtenemos 7y, = 1 — % ~ 0.29289. Con
lo cual obtenemos la configuracién con méxima fraccién de empaqueta-
miento ¢ ~ 0.539, la cual se puede ver en la Figura 5.1.

10

00 02 04 06 08 1.0

Figura 5.1: Configuracién de méaxima fracciéon de empaquetamiento ¢ ~
0.539 para dos discos con radios iguales en 2D con paredes.

Dada esta configuracion, calculamos el desplazamiento maximo de una
particula respecto a su posicién inicial dada por &1 = (Tmaz, "maz) €0
funcién de la fraccién de empaquetamiento, los resultados se pueden ver
en la Figura 5.2. Podemos ver en la grafica como a medida que reducimos
la fraccion de empaquetamiento (de izquierda a derecha en la grafica)
permitimos que la particula pueda desplazarse mas; este desplazamiento
tiene un salto abrupto alrededor de ¢ = 0.39, lo que significa que las par-
ticulas logré visitar la esquina opuesta y entonces sucedio el intercambio
de particulas. Es decir, cuando se tiene un desplazamieno mayor a 0.6 se
considera que sucedi6 el intercambio.
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Figura 5.2: Grafica de desplazamiento maximo vs fraccion de empaque-
tamiento de dos discos con radios iguales.

Como se mencioné antes, la utilidad de sistemas con pocas particulas es
que podemos calcular analiticamente cuando es posible el intercambio.
Para este caso, de dos discos con mismo tamano, necesitamos la suma de
los didmetros sea igual o menor al ancho de la caja. Es decir si r < r. =
0.25, es posible el intercambio, con lo que podemos calcular la fracién
de empaquetamiento critica ¢. = 27r2 ~ 0.392699. En fracciones de
empaquetamiento mayores a ¢, es imposible el intercambio.

Habiendo estimado el desplazamiento para el cual se considera que hubo
un intercambio podemos medir el tiempo que tarda en promedio dos
particulas en intercambiarse, se hicieron 500 casos por cada fraccién de
empagquetamiento, los resultados se pueden ver en la Figura 5.3. Notamos
que el tiempo de intercambio va disminuyendo a medida que reducimos la
fraccion de empaquetamiento. Ademas, se realizaron ajustes de los datos
obtenidos, para el primer ajustamos el pardmetro a de la ecuacion (3.47)
(en nuestro caso a = b debido a la caja es cuadrada). Y para el segundo
ajuste se utilizo la ecuacion 7 ~ A/(¢. — ¢)¢. Los parametos ajustados
se encuentran debajo de la gréfica.
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———- Ajuste 2 ’
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®

Figura 5.3: Los valores de los parametros ajustados son: a = 0.250668,
A =0.374467, C = 1.185207

Grafica de tiempo promedio de intercambio vs fraccion de empaqueta-
miento de dos discos con radios iguales.

5.1.2. Tres discos con dos radios diferentes en 2D

Como la configuracion queremos que forme un tridngulo iséseles y se
quiere maximizar el empaquetamiento, los discos deben estar en contacto
con las paredes, es decir, la posicion de las particulas seran &, = (1/2,1—
r1), 2 = (r2,72), vy 3 = (1 —12,r2) donde los radios de las particulad rq
y ro tienen la proporcién ry = 1.4r9. Ademads, la configuraciéon debe ser
tal que los discos también estén en contacto, entonces se deben satifacer
las siguientes condiciones

X1 — X2 =T1+T
|21 — @2|| = 71 + 72 (5.2)

lx1 —®3|| = r1 + 12,
resolviendo cualquiera de las condiciones de la ecuacion (5.2) obtene-
mos Tomar =~ 0.224182, v T1mae = 1.479mae =~ 0.3138548. Con lo cual
obtenemos la configuracion con méxima fraccién de empaquetamiento
¢ =~ 0.6525, la cual se puede ver en la Figura 5.4.

Dada esta configuracion, realizamos un procedimiento similar al del caso
anterior, es decir, vemos como varia el desplazamiento méaximo en fun-
cién de la fraccidon de empaquetamiento. Sin embargo, para este caso
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Figura 5.4: Configuracion de méxima fracciéon de empaquetamiento ¢ =
0.6525 para configuracion de tres discos con dos radios diferentes en 2D
con paredes.

se consideraron los desplazamientos del disco grande con posicién inicial
x1 = (1/2,1 — 1.4r9m4s) v los desplazamientos de un disco pequetio con
posicién inicial 2 = (romaz, "2maz), 108 resultados se pueden ver en la
Figura 5.5. Podemos ver en la grafica como a medida que reducimos la
fraccion de empaquetamiento (de izquierda a derecha en la grafica) per-
mitimos que la particulas puedan desplazarse mas; estos desplazamientos
tienen saltos abruptos alrededor de ¢ ~ 0.54, lo que significa que las par-
ticulas lograron visitar el lado opuesto y entonces sucedio el intercambio
de particulas. Es decir, cuando se tiene un desplazamieno mayor a 0.4 y
0.7 para el disco grande y disco pequeno respectivamente, se considera
que sucedi6 el intercambio.

Calculando cuando es posible el intercambio para este caso, de tres discos
con dos tamafios, necesitamos la suma de didmetros de un disco grande y
uno pequeno sea igual o menor al ancho de la caja. Es decir, en términos
del radio pequeno, 4.8r. =1 = 1 < 7.~ 0.208, es posible el intercam-
bio, con lo que podemos calcular la fraciéon de empaquetamiento critica
be = 2mr? + 7(1.4r.)? ~ 0.53977. En fracciones de empaquetamiento
mayores a ¢, es imposible el intercambio.

Habiendo estimado los desplazamientos para los cuales se considera que
hubo intercambios podemos medir los tiempos que tardan en promedio
en intercambiarse, se hicieron 500 casos por cada fracciéon de empaque-
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Figura 5.5: Grafica de desplazamiento maximo vs fraccion de empaque-
tamiento de tres discos con dos radios diferentes.

tamiento, los resultados se pueden ver en la Figura 5.6. Notamos que
el tiempo de intercambio va disminuyendo a medida que reducimos la
fraccion de empaquetamiento. Ademés, se realizaron ajustes de los da-
tos obtenidos utilizando la ecuacién 7 ~ A/(¢. — ¢). Los parametos
ajustados se encuentran debajo de la grafica.

5.1.3. Dos esferas con radios iguales en 3D

Como la configuracién debe ser diagonal y queremos maximizar el empa-
quetamiento, los discos deben estar en contacto con las paredes, es decir,
la posicion de las particulas seran 1 = (r,7,7) y 2o = (1—r,1—7,1—7)
donde r es la radio de las particulas. Ademas, la configuracion debe ser
tal que los discos también estén en contacto, entonces se debe satifacer
la siguiente condicién

|1 — @of| = 2r, (5.3)

resolviendo la ecuacion (5.3) obtenemos 7pq, = % ~ 0.31698. Con lo
cual obtenemos la configuracién solida con maxima fraccién de empaque-
tamiento ¢ =~ 0.267, la cual se puede ver en la Figura 5.7.

Dada esta configuracion, calculamos el desplazamiento maximo de una
particula respecto a su posicion inicial dada por 1 = (Tmaz, "mazs "maz)
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Figura 5.6: Los valores de los parametros ajustados son: Ag = 0.927226,
Ce =0.79691, Ac = 0.913138, C = 0.872835
Grafica de tiempo promedio de intercambio vs fraccion de empaqueta-
miento de tres discos con dos radios diferentes.

en funcién de la fraccién de empaquetamiento, los resultados se pueden
ver en la Figura 5.8. Podemos ver en la grafica como a medida que reduci-
mos la fraccion de empaquetamiento (de izquierda a derecha en la grafica)
permitimos que la particula pueda desplazarse mas; este desplazamiento
tiene un salto abrupto alrededor de ¢ =~ 0.21, lo que significa que la par-
ticula logro visitar otras esquinas (eventualmente la esquina opuesta) y
entonces sucedio el intercambio de particulas. Es decir, cuando se tiene
un desplazamieno mayor 0.6 se considera que sucedié el intercambio.

Calculando cuando seria posible el intercambio para este caso, de dos es-
feras con un tamaifio, pensariamos que la suma de los didmetros tiene que
ser igual o menor al ancho de la caja. Es decir si r < r,. = 0.25, es posi-
ble el intercambio, con lo que calculando la fracién de empaquetamiento
critica obtenemos ¢, = %mﬂf ~ 0.130899. En fracciones de empaqueta-
miento mayores a ¢n. deberia ser imposible el intercambio. Sin embargo,
esto no corresponde con lo obsevado en la Figura 5.8, donde alrededor
de phi = 0.21 es donde medimos que es posible el intercambio. Entonces
algo sucede en este caso que permite el intercambio antes de lo esperado.

Habiendo estimado el desplazamiento para el cual se considera que hubo
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1.00 000

Figura 5.7: Configuraciéon de méxima fraccion de empaquetamiento ¢ ~
0.267 para configuracién de dos esferas con radios iguales en 3D con
paredes.

intercambio podemos medir el tiempo que tardan en promedio en inter-
cambiarse, se hicieron 500 casos por cada fraccién de empaquetamiento,
los resultados se pueden ver en la Figura 5.9. Notamos que el tiempo
de intercambio va disminuyendo a medida que reducimos la fraccién de
empaquetamiento. Ademds, se realizd el ajuste de los datos obtenidos
utilizando la ecuaciéon 7 ~ A/(B — ¢)¢. Los parametos ajustados se en-
cuentran debajo de la gréafica.

El valor B = 0.213057 del ajuste de la grafica representa aproximada-
mente el valor de la fraccién de empaquetamiento para el sistema de dos
discos con un radio en 2D de la ecuacion (5.1) (¢. = 0.21049). Esto se
debe a que a ese radio ya es posible intercambiar las particulas. Para vi-
sualizar esto, se tiene que pensar en fijar una de las esferas lo méas cercano
a una de las esquinas. Si se hace un corte que sea paralelo a una cara y
que pase por el centro de la esfera fijada, se tendra un cuadrado debido
a la caja y un circulo debido a la esfera. Para colocar otro disco en ese
corte, se tiene que cumplir la ecuacion (5.1). Como esto es un corte, esto
significa que la esfera que no esta fija se puede mover a lo largo del eje
ortogonal a dicho plano de corte. Como hay 3 planos de corte que cumple
con la misma condicién, habré 3 ejes sobre los cuales se podra mover la
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Figura 5.8: Grafica de desplazamiento maximo vs fracciéon de empaque-
tamiento de dos esferas con radios iguales.

esfera que no esta fija. Por lo tanto, si no se fija ninguna esfera, se pue-
de primero intercambiar las esferas en la direccién de uno de los ejes y
después en la direccién de otro de los ejes, intercambiando finalmente sus
posiciones completamente.

5.2. Sistemas de muchas esferas

En la seccion anterior se hicieron algunos calculos con el fin de poder
estimar el punto de transicién de fase. Se mencion6 también la posibili-
dad usar sistemas que fueran malos formadores de cristales. Sin embargo,
el mecanismo principal para frustrar la cristalizacién es mediante la ve-
locidad de enfriamiento o de incremento de la densidad. Para obtener
estructuras cristalinas el aumento de la densidad debe ser lento, dandole
oportunidad al sistema de acomodarse. Para obtener estructuras amor-
fas debemos aumentar la densidad rapido para no darle oportunidad al
sistema de acomodarse.

Con el fin de estudiar sistemas més realistas que los presentados en la sec-
cién anterior, se hicieron simulaciones usando el algoritmo de Lubachevsky—
Stillinger con el algoritmo de dindmica molecular (Ver capitulo 4). Las
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Figura 5.9: Los valores de los parametros ajustados son: A = 0.012599,
B =0.213057, C' = 2.312269

Grafica de tiempo promedio de intercambio vs fraccion de empaqueta-
miento de dos esferas con radios iguales.

simulaciones se hicieron para 3 sistemas diferentes:

1. Con un solo tipo de particulas dentro de cajas cuadradas con con-
diciones periédicas en 2D.

2. Con 2 tipos de particulas siguiendo la proporcion propuesta por [14],
dos particulas pequefias por cada particula grande y la razén de los
radios es 1.4 dentro de cajas cuadradas con condiciones peridédicas
en 2D.

3. Con un solo tamario de particulas dentro de cajas ctibicas con con-
diciones periédicas en 3D.

5.2.1. Simulaciones en 2D con discos monodispersos

Las simulaciones realizadas para obtener los resultados en esta seccién
fueron utilizando N = 10000 discos con crecimiento del radio de 2 x 1073
(a menos que se indique lo contrario). En todos las simulaciones se usaron
condiciones periddicas de frontera.
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5.2.1.1. Empaquetados rapidos contra lentos

En el caso de sistemas de discos con un radio la tasa de crecimiento no jue-
ga un papel importante en la configuracion obtendida. En la Figura 5.10
se puede ver un empaquetado de discos con fraccién de empaquetamiento
alta la cual puede conseguirse facilmente sin importar la tasa de creci-
miento utilizada.

Figura 5.10: Empaquetado atascado de N = 500 discos con fraccién de
empaquetamiento ¢ = 0.86 con crecimiento de le — 2.

5.2.1.2. Distribuciones de probabilidad de vecinos

Para medir las distribuciones de probabilidad primero llevamos al sistema
a la fraccion de empaquetamiento ¢ deseada. Después se evoluciona el sis-
tema un tiempo suficientemente grande. Utlizando los vecinos dindmicos
descritos en 3.1.4 para cada particula en un intervalo de tiempo se obtu-
vo las distrubuciones de probabilidad correspondientes a cada fraccién de
empagquetamiento, como se ve en la Figura 5.11. Notemos que a medida se
aumenta la fraccién de empaquetamiento la distribucén de probabilidad
resulta ser mas picuda. Sin embargo, al alcanzar una fraccién de empa-
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quetamiento de ¢ € [0.7,0.71] el maximo de la distrubucion decrece
(respecto a valores anteriores), por lo cual las distribucion debe exten-
derse (debido a que cada distribucion tiene de area unitaria). El ancho
de las distribuciones debe ser proporcional al nimero de configuraciones
del sistema, lo que a su vez es proporcional a la entropia. En este sentido,
estudiar la distribucion de vecinos dinamicos es equivalente a estudiar la
entropia del sistema. Fl que la altura de los maximos decresca significa
entonces que la entropia aumenta al incrementar la densidad. Esto sucede
justo antes de que se de la transicién de fase.

0.08

0.06 [

0.75

0.04 -

Probabilidad

0.02 [

0.00
0

Numero de vecinos

Figura 5.11: Distribuciones de probabilidad de tener N vecinos dindmicos
como funcion de la fracion de empaquetamiento ¢ (dada por la escala de
color) de sistemas de discos monodispersos.

Por otro lado, con la informacién de cada distrubucién de probabilidad se
calcularon dos cantidades equivalentes: (i) el numero de vecinos promedio
y, (ii) el valor esperado del ajuste gaussiano. Sino hay correlacion entre las
particulas, la distribucién de vecinos deberia ser una gaussiana. En este
sentido, comparar el ajuste gaussiano con el valor promedio nos permite
identificar en qué momento las correlaciones se vuelven importantes. En
la Figura 5.12 se presentan este comparativo. Mientras que la fraccion
de empaquetamiento sea baja el valor esperado del ajuste gaussiano no
se desvia mucho del promedio, sin embargo, al alcanzar ¢ ~ 0.66 estos
valores empiezan a distar més entre si. Al seguir aumentando la fracion
de empaquetamiento a ¢ = 0.7 el valor esperado del ajuste gaussiano falla

71



Capitulo 5

completamente tomando valores prohibidos (negativos), lo que significa
que no es posible ajustarle una distrubucién gaussiana; este cambio de
comportamiento corresponde con la fracciéon de empaquetamiento donde
la distrubucién de probabilidad se extiende y el maximo disminuye de la
Figura 5.11.
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Figura 5.12: Gréfica de namero promedio de vecinos dinamicos (rombos) y
valor esperado del ajuste gaussiano (circulos) como funcion de la fraccion
de empaquetamiento ¢ de sistemas con discos monodispersos. La linea
horizontal corresponde a tener 6 vecinos (arreglo de méxima fraccion de
empaquetamiento). En la figura incertada se muestra un acercamiento a
esta misma grafica cerca de la transicion de fase.

5.2.1.3. Parametro de orden

Para poder distiguir entre posibles fases se midio el parametro de orden
que se vio en 3.1.9. Sin embargo, primero se verific6 que orden es real-
mente el més apropiado. Es de esperar que para sistemas de discos con
un tamano el parametro de orden g sea el méas apropiado por los resul-
tados analiticos mostrados en 3.1.1.1, y por lo tanto este parametro de
orden debe reflejar este comportamiento. Para verificar esto se midi6 el
parametro de orden 1, de la ecuaciéon (3.44) (en estos calculos en lugar
de tomar los vecinos mas cercanos, se utilizan todos los vecinos dinami-
cos de cada particula) para x € [0,15], en la Figura 5.13 se pueden ver
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estos resultados. Como se esperaba para x € [0, 1] el parametro de orden
decrese de 1 a 0, este resultado no es sorprendente y tampoco representa
ningtan orden en el sistema. Después, para z = 6 se alcanza el miximo
real para el parametro de orden orentacional. Notemos también que se
obtiene otro valor cercano al maximo para x = 12, esto se espera debido
a que el parametro de orden g esta contenido en el calculo del parametro
de orden 9.
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Figura 5.13: Parametro de orden x orientacional con x € [0,15] para
empaquetamientos de discos monodispersos.

Estando seguros de que el pardmetro de orden g es el que mejor distigue
el orden orentacional en sistemas de discos de un tamano lo calculamos
variando la fraccién de empaquetamiento, los resultados de esto se pre-
sentan en la Figura 5.14. De este comportamiento podemos decir que la
transicion se da alrededor de ¢ = 0.72. Por otro lado tambien notamos
que estas mediciones tienen ruido, esto puede deberse a que durante las
transiciones los sistemas suelen tener méas fluctuaciones.

5.2.1.4. Series de tiempo
Como se vio en 2.4 nos interesa medir series de tiempo para calcular su
densidad espectral de potencias lo cual puede proporcionarnos informa-

cién util en estos sistemas en transicion.
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Figura 5.14: Parametro de orden orentacional 1 como funcién de la
fraccién de empaquetamiento ¢ de sistemas de discos monodispersos.

Para medir las series de tiempo para alguna fracciéon de empaquetamiento
dada primero se llevo al sistema a la ¢ deaseada y se reinicio la informa-
cion sobre los vecinos dinamicos de cada particula. Después se evoluciond
el sistema un tiempo bastante grande y después de cada intervalo de
tiempo pequeno se midio en el sistema el ntmero promedio de vecinos
dinamicos (cada serie de tiempo se hizo con 2 millones de promedios de
vecinos dindmicos).

Se calculo la densidad espectral de potencias PSD(w) de cada serie de
tiempo, los resultados se pueden ver en la Figura 5.15. Notamos que para
¢ < 0.72 todas las densidades espectrales cumplen una ley de potencias.
A partir de este valor las densidades espectrales de potencias de las series
de tiempo obtenidas dejan de cumplir con leyes de potencias.

5.2.1.5. Funcién de distribucién radial y presiéon
Como se vio en 3.1.5 la funcion de correlacién es de vital importancia
para distinguir entre estados cristalinos y amorfos.

Se midi6 la funcién de correlacién variando la fraccion de empaquetamien-
to, los resultados se pueden ver en la Figura 5.16. Vemos que a medida
que se aumenta la fraccién de empaquetamiento se observa que crecen
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Figura 5.15: Densidades espectrales de potencias PSD(w) de series de
tiempos de namero de vecinos dindmicos como funcién de la fraccion de
empaquetamiento (escala de color) ¢ de sistemas de discos monodispersos.

picos donde la correlacién es mayor a 1 para largas distancias. Esto nos
sugiere que para sistemas de discos con un tamafo tenemos orden de
largo alcance® que corresponde al caso de los estados cristalinos.

Con el valor de contacto de la funcién de distribucion radial calculamos
la presion utilizando de la ecuacion (3.39), los resultados se pueden ver en
la Figura 5.17. A medida que aumenta la fraccién de empaquetamiento
crece la presion; sin embargo, también notamos que durante el periodo de
transicion (remarcado en rojo) la presion parece constante, lo cual corres-
ponde con el comportamiento mostrado en la Figura 3.6 de lo sistemas
en transicion a configuraciones ordenadas [41]. Ademaés, el creciento de la
presiéon parece llevar a un punto presion infinita para la configuracion de
fraccién de empaquetamiento maxima.

!Segtin [44] se trata de orden de cuasi largo alcance (quasi-long-range order en
inglés). Sin embargo, esto no se comprobo.
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Figura 5.16: Funcion de distribucion radial g(r) dependiente de la fracciéon
de empaquetamiento (escala de color) ¢ de sistemas de discos monodis-
persos.

5.2.2. Simulaciones en 2D de mezclas binarias de discos

Las simulaciones realizadas para obtener los resultados en esta seccién
fueron utilizando N = 10000 discos con crecimiento del radio de 2 x 1073
para los discos pequefos y 2.8 x10~2 (a menos que se indique lo contrario).
En todos las simulaciones se usaron condiciones periédicas de frontera.

5.2.2.1. Empaquetados rapidos contra lentos

En el caso de sistemas de discos con dos radios es posible tener cristales
de fases separadas. Sin embargo, la tasa de crecimiento no juega un papel
importante para las proporciones que usamos’. Por otro lado, la tasa
de crecimiento si resulta importante en la fraccién de empaquetamiento
alcanzada, los sistemas alcanzados por crecimientos réapidos suelen tener
menores fracciones de empaquetamiento que los sistemas alcanzados por

2Para obtener la separacion de fases (o agrupamientos) el procedimiento que se
realiza es empezar un sistema monodisperso con el arreglo triangular y; seleccionar y
crecer un tercio del conjunto [14]
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Figura 5.17: Presiéon p dependiente de la fraccién de empaquetamiento
¢ de sistemas de discos monodispersos. El segmento remarcado en rojo
representa el periodo de transicién.

crecimientos lentos [14]. En la Figura 5.18b se puede ver un empaquetado
con crecimiento rapido y en la Figura 5.18a un empaquetado lento.

5.2.2.2. Distribuciones de probabilidad de vecinos

Para medir las distribuciones de probabilidad realizamos el mismo pro-
ceso que en el caso anterior. Es decir, primero llevamos al sistema a la
fraccién de empaquetamiento ¢ deseada. Después se evoluciona el sistema
un tiempo suficientemente grande. Utilizando los vecinos dindmicos des-
critos en 3.1.4 para cada particula en un intervalo de tiempo se obtuvo
las distrubuciones de probabilidad correspondientes a cada fraccién de
empagquetamiento, como se ve en la Figura 5.19. Notemos que a medida
que se aumenta la fraccién de empaquetamiento la distribucién de pro-
babilidad resulta ser mas picuda. Notemos como en estos sistemas no se
observa el comportamiento discutido en el caso de sistemas de discos con
un radio. El méaximo de la distrubucion siempre parece crecer (y el ni-
mero de configuraciones decrecer) cuando se tiene un sistema con mayor
fracciéon de empauetamiento.
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Figura 5.18: Empaquetados atascados de sistemas con discos de dos radios
para crecimiento (a) rapido (le-2) con ¢ = 0.827 (b) lento (5e-5) con
¢ = 0.849.

No obstante, podria ser que el comportamiento de estas distribuciones
pueda deberse a un aspecto global donde no se distigue si los vecinos
dindmicos son de discos pequenos o grandes. Para esto, se separo las
distribuciones de probabilidad de discos pequenios y grandes, pero sin
distinguir si sus vecinos son discos pequenos o grandes. En la Figura 5.20
se pueden obervar las distrubuciones de probabilidad separadas de los
discos pequenos y grandes.

Con esta separacion de las distrububuciones de probabilidad podemos
ver si el comportamiento de la Figura 5.19 se debe a que no distiguimos
de donde procede la informacién de vecinos. En la Figura 5.21b y 5.21a
se muestra la distribucién de probabilidad de las discos grandes y chicos
respectivamente, en ninguno de estos casos podemos ver la disminucién
del méaximo de la distribucién como en el caso de discos de un tamafo.

Con la informaciéon de cada distrubucién de probabilidad se calcularon
dos cosas: (i) el nimero de vecinos promedio y, (ii) el valor esperado del
ajuste gaussiano. En la Figura 5.22 se presentan estos datos. Mientras
que la fraccion de empaquetamiento sea baja el valor esperado del ajuste
gaussiano no se desvia mucho del promedio, sin embargo, al alcanzar ¢ ~
0.67 estos valores empiezan a separarse entre si. Al seguir aumentando
la fracién de empaquetamiento a ¢ = 0.725 el valor esperado del ajuste
gaussiano falla completamente tomando valores prohibidos (negativos),
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Figura 5.19: Distribuciones de probabilidad de tener N vecinos dindmicos

como funcion de la fracién de empaquetamiento (escala de color) ¢ de

sistemas de mezcla binarias discos.

lo que significa que no es posible ajustarle una distrubuciéon gaussiana.

5.2.2.3. Parametro de orden

En el caso de sistemas de discos con dos tamnos no es claro que parametro
de orden orentacional (si es que hay uno) es el mas adecuado. Para esto
se calculd el parametro de 1), de la ecuacion (3.44) para z € [0,15] en un
sistema de discos con dos tamartios atascado, en la Figura 5.23 se pueden
ver estos resultados. Como se esperaba para = € [0,1] el parametro de
orden decrese de 1 a 0, este resultado no es sorprendente y tampoco
representa ningin orden en el sistema. Después, para x = 6 se alcanza el
maximo real para el pardmetro de orden orentacional.

Conociendo que el pardmetro de orden g es el que mejor captura el
orden orentacional en sistemas de discos de dos tamanos, ahora lo calcu-
lamos variando la fraccién de empaquetamiento, los resultados de esto se
presentan en la Figura 5.24. De este comportamiento podemos decir que
empieza una transicién alrededor de ¢ =~ 0.76, sin embargo los hace més
lentamente. Por otro lado, también notamos que estas mediciones tienen
mucho menos ruido que el caso de sistemas con un radio, esto puede
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Figura 5.20: Distribucién de probabilidad para fraccion de empaqueta-
miento ¢ = 0.61 de todos los discos (linea azul), solamente los grandes
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Figura 5.21: Distribuciones de probabilidad de tener /N vecinos dindmicos
como funcion de la fraccion de empaquetamiento (escala de color) ¢ de

los discos (a) chicos, y (b) grandes.

deberse a que no se tiene una transiciéon de fase para estos sistemas.

5.2.2.4.

Series de tiempo

Para medir las series de tiempo para alguna fraccién de empaquetamien-
to dada primero llevamos a la fraccién de empaquetamiento ¢ deaseada.
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Figura 5.22: Grafica de nimero promedio de vecinos dinamicos (rombos) y
valor esperado del ajuste gaussiano (circulos) como funcion de la fraccién
de empaquetamiento ¢ de sistemas con discos de dos radio. La linea
horizontal corresponde a tener 5.29 vecinos (arreglo de méaxima fraccién
de empaquetamiento conseguida). En la figura incertada se muestra un
acercamiento a esta misma grafica cerca de la transicion.

Después se evoluciond el sistema un tiempo bastante grande y después de
cada intervalo de tiempo pequeno se midié en el sistema el ntimero pro-
medio de vecinos dindmicos (cada serie de tiempo se hizo con 2 millones
de promedios de vecinos dindmicos).

Se calculo la densidad espectral de potencias PSD(w) de cada serie de
tiempo, los resultados se pueden ver en la Figura 5.25. Notamos que para
¢ < 0.76 todas las densidades espectrales cumplen una ley de potencias.
A partir de este valor las densidades espectrales de potencias de las series
de tiempo obtenidas dejan de cumplir con leyes de potencias.

5.2.2.5. Funcién de distribucién radial y presiéon

Se midi6é la funciéon de correlacién variando la fraccién de empaqueta-
miento, los resultados se pueden ver en la Figura 5.26. Notemos como a
medida que aumentamos la fraccién empaquetamiento solamente crecen
notablemente los primeros tres picos, los cuales se encuentran en 2, 2.4
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Figura 5.23: Parametro de orden z orientacional con x de 0 a 15 para un
empaquetado de mezcla binaria discos.

v 2.8. Estos representan la correlacion de discos pequeiios con discos pe-
quenos, discos pequefios con discos grandes y discos grandes con discos
grandes, en los tres casos cerca del contacto. Este comportamiento refleja

lo esperado de una estructura amorfa donde tenemos un alto grado de
orden de corto alcance.

Con el valor de contacto de la funciéon de distribucion radial calculamos la
presion utilizando de la ecuacion (3.39), los resultados se pueden ver en la
Figura 5.27. A medida que aumenta la fracciéon de empaquetamiento crece
la presién; sin embargo, también notamos que la presién no parece cons-
tante durante la transicién, lo cual corresponde con el comportamiento
mostrado en la Figura 3.6 de lo sistemas en transiciéon a configuraciones
desordenadas [41]. Ademaés, el creciento de la presion parece llevar a un

punto presién infinita para la configuracion de fraccién de empaqueta-
miento maxima.

5.2.3. Simulaciones en 3D con esferas monodispersas

Las simulaciones realizadas para obtener los resultados en esta seccién
fueron utilizando N = 5000 esferas con crecimiento del radio de 2 x 1073
(a menos que se indique lo contrario). En todos las simulaciones se usaron
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Figura 5.24: Parametro de orden orentacional 1 como funcién de la
fracciéon de empaquetamiento ¢ de sistemas de mezcla binarias discos.

condiciones periddicas de frontera.

Ademas, en las simulacion 3D no se pudieron obtener tantos datos debido
a que el tiempo de computo necesario es considerablemente mayor (6 veces
mas), por lo que es dificil decir mucho con los datos que se cuentan y por
lo mismo no se logré hacer todos los procedimiento como en los casos 2D.

En el caso de sistemas de esferas con un radio la tasa de crecimiento
si juega un papel importante en la configuracién obtendida. En la Fi-
gura 5.28a se puede ver un empaquetado de esferas rapido donde no se
puede notar un orden claro; y en la Figura 5.28b se puede percibir un
cierto grado orden.

Para medir las distribuciones de probabilidad realizamos el mismo pro-
ceso que para los casos 2D. Es decir, primero llevamos al sistema a la
fraccion de empaquetamiento ¢ deseada. Después se evoluciona el siste-
ma un tiempo suficientemente grande. Utlizando los vecinos dindmicos
descritos en 3.1.4 para cada particula en un intervalo de tiempo se obtu-
vo las distrubuciones de probabilidad correspondientes a cada fraccién de
empaquetamiento, como se ve en la Figura 5.29. Notemos que a medida
se aumenta la fraccién de empaquetamiento la distribucéon de probabi-
lidad resulta ser mas picuda. Sin embargo, al alcanzar una fraccion de
empaquetamiento de ¢ ~ 0.62 el maximo de la distrubuciones decrece
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Figura 5.25: Densidades espectrales de potencias PSD(w) de series de
tiempo de ntmero de vecinos dindmicos como funcién de la fraccidon de
empaquetamiento (escala de color) ¢ de sistemas de discos con dos radios.

(respecto a valores anteriores), por lo cual las distribucion debe exten-
derse (debido a que cada distribucion tiene de area unitaria). El ancho
de las distribuciones debe ser proporcional al nimero de configuraciones
del sistema, lo que a su vez es proporcional a la entropia. En este sentido,
estudiar la distribucion de vecinos dinamicos es equivalente a estudiar la
entropia del sistema. El que la altura de los maximos decresca significa
entonces que la entropia aumenta al incrementar la densidad. Esto sucede
durante la transiciéon de fase, parecido al caso de discos con un radio.

Mientras que la fraccién de empaquetamiento sea baja el valor espera-
do del ajuste gaussiano no se desvia mucho del promedio, sin embargo,
al alcanzar ¢ =~ 0.5 estos valores se separan, nuevamente sucede que el
valor esperado toma valores negativos. Al aumentar la fraccion de em-
paquetamiento a ¢ = 0.59 el valor esperado del ajuste gaussiano falla
completamente tomando valores prohibidos (negativos), lo que significa
que no es posible ajustarle una distrubucién gaussiana. Para este caso va-
le 1a pena resaltar dos cosas (i) el cambio de signo en el ajuste gaussiano
no corresponde con la fraccién de empaquetamiento en la cual el méximo
de la distribucion disminuye y; (ii) no se cuenta con datos intermedios
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Figura 5.26: Funcion de distribucion radial g(r) dependiente de la fraccion
de empaquetamiento (escala de color) ¢ de sistemas de mezcla binarias
discos. La escala en el eje horizontal est4 en términos del radio de los

discos pequenos.

entre ¢ = 0.5 y ¢ = 0.59, por esto es imposible decir més al respecto.
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Figura 5.27: Presion p dependiente de la fraccion de empaquetamiento ¢
de sistemas de mezcla binarias discos.
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Figura 5.28: Empaquetados atascados de sistemas con esferas de un radio
para crecimiento (a) rapido (2e-3) (b) lento (5e-5).
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Figura 5.29: Distribuciones de probabilidad de tener N vecinos dindmicos
como funcion de la fraccion de empaquetamiento (escala de color) ¢ de
sistemas de esferas monodispersas.
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Figura 5.30: Grafica de numero promedio de vecinos dinamicos y valor
esperado del ajuste gaussiano como funcién de la fraccién de empaque-
tamiento ¢ de sistemas con esferas monodispersas.
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Conclusiones

6.1. Sistemas con pocas esferas

Se logro hacer un codigo eficiente para simular pocas esferas ezactamente
en 2 y 3 dimensiones en una caja. Los métodos usados en la simulacién
son exactos. Sin embargo, en todos los casos tenemos el error numeérico
debido a la presicion finita de punto flotante de las computadoras, en
todas las simulaciones se utiliz6 precisién de 64 bits.

Se logré obtener una medida adecuada para distinguir el momento de la
transicion de un estado fluido a un atascado (o viceversa), la cual es el
desplazamiento maximo de las particulas respecto de su posicién inicial.
Para el caso de dos discos en una caja cuadrada en dos dimensiones
se utilizo la expresion obtenida por Zapfe et al. [48] para ajustar los
datos obtenidos, la cual describe bien el comportamiento observado en la
simulacion.

Por otro lado, para los tres casos de estudiados: (i) dos discos con un
radio, (ii) tres discos con dos radios y, (iii) dos esferas con un radio. Se
propuso un ajuste sencillo con forma de una ley de potencias que describe
bien los comportamientos observados. Pareciera que el exponente de la
ley de potencia esta cerca de d — 1, donde d es la dimensién de las esferas
v del espacio en que se mueven.
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6.2. Sistemas con muchas esferas

Se logré hacer un cédigo eficiente para simular muchas esferas con creci-
mientos ezactamente' en 2 y 3 dimensiones en una caja periédica o con
paredes?.

Ademas, se verificod que el codigo reproduzca los resultados de la fisica es-
tadistica para estos sistemas. Es decir, (i) la condicion del no traslape de
esferas duras, (ii) la conservacion de la energia y, (iii) que genere las dis-
tribuciones de probabilidad de Maxwell-Boltzmann para las velocidades
en sistemas en equilibrio.

Se propuso un método conceptualmente simple y computacionalmente efi-
ciente para asignar a los vecinos de cada particula, los vecinos dindmicos
que se definen como aquellos con los que colisiona una particula.

Esta propuesta se utilizé para calcular las distribuciones de probabilidad
de vecinos, el parametro de orden y la series del tiempo. La funcién de
correlaciéon se calculo de forma estandar.

Para sistemas de discos monodispersos se obtuvo:

= Se comprob6 lo esperado para las configuraciones obtenidas a partir
de variar el crecimiento de las particulas, es decir, las configuracio-
nes atascadas no dependen del crecimiento utilizado.

= Para las distribuciones de probabilidad se observé como el méaximo
de la distribucién decrece antes de la transicién, y ademés, el ajuste
gaussiano deja de ser apropiado en el mismo momento, lo que se
compard con el promedio de vecinos dindmicos.

= Se comprob6 que el parametro de orden hexagonal es el que mejor
captura el orden orientacional de los enlaces de las particulas y
ademas se comprobdé el punto de transiciéon aproximado con esta
medida.

= Se midieron las series del tiempo para varias fracciones de empa-
quetamiento en los rangos de transicién. Las densidades espectrales
de potencias de estas serie del tiempos no se aproximan a una ley
de potencias después de la transicion.

'En el mismo sentido que en 6.1.

2 L 1e . . .,

“El cédigo lo puede hacer aunque no se uso en ninguna simulacién de los resultados
mostrados.
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Para

Para

Las funciones de distribucién radial calculadas muestran una corre-
lacién alta para distancias grandes, ademés es notable como estas
correlaciones crecen a medida que la fraccién de empaquetamiento
crece.

La presion calculada durante el periodo de transicién parece cons-
tante, lo que corresponde con lo esperado de sistemas en transicién
a configuraciones ordenadas.

sistemas de mezclas binarias de discos se obtuvo:

Se comprobd lo esperado para las configuraciones obtenidas a partir
de variar el crecimiento de las particulas, es decir solamente varia
la fraccion de empaquetamiento alcanzada con los crecimientos uti-
lizados. Ademaés cabe resaltar que la rapidez o lentitud de estos
crecimientos es en relacion con el tamano del sistema y el nimero
de particulas.

Para las distribuciones de probabilidad no se observdé como el ma-
ximo de la distribucién decrece antes de la transicién, pero, si se
observo que el ajuste gaussiano deja de ser apropiado (comparando
con el promedio de vecinos dinamicos), en algin momento antes de
la transicién de atascamiento.

Se vid que el parametro de orden hexagonal es el que mejor captura
el orden orientacional de los enlaces de las particulas y ademaés se
vi6 el punto de transicién aproximado con esta medida.

Se midieron las series del tiempo para varias fracciones de empa-
quetamiento en los rangos de transicion. Las densidades espectrales
de potencias de estas serie del tiempos no se aproximan a una ley
de potencias después de la transicién de atascamiento.

Las funciones de distrubucién radial calculadas muestran una co-
rrelacion alta de corto alcance, ademés es notable como estas corre-
laciones decaen rapidamente con la distancia, esto prevalece para
fraccién de empaquetamiento altas.

La presién calculada durante el periodo de transicion no parece
constante, lo que corresponde con lo esperado de sistemas en tran-
sicion a configuraciones desordenadas.

sistemas de esferas monodispersas se obtuvo:
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= Se comprob6 lo esperado para las configuraciones obtenidas a partir
de variar el crecimiento de las particulas, es decir, configuraciones
visualmente més desordenadas para crecimiento rapidos que para
crecimientos lentos.

= Para las distribuciones de probabilidad se observé como el maximo
de la distribuciéon decrece antes de la transicién, y ademas, el ajus-
te gaussiano deja de ser apropiado (comparando con el promedio
de vecinos dinamicos), en este caso es antes de lo observado en el
maximo de las distribuciones de probabilidad.

6.3. Trabajo futuro

Como se discutié en el capitulo 5 en las simulacion 3D no se logré realizar
todos los procedimientos mostrados para dos dimensiones, esto se debe a
que la cantidad de calculos necesarios es seis veces mayor que en 2D.

Dicho esto, como trabajo futuro se quiere realizar todos estos procedi-
mientos para crecimientos rapidos y lentos, de manera que sea posible
contrastar estos resultados (casos cristalinos contra casos amorfos).
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