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Capítulo 1

Introducción

En nuestra vida diaria tenemos contacto con varias fases de la materia.
El ejemplo más familiar es el agua, que en condiciones normales la vemos
en su fase líquida. También la podemos conseguir su estado gaseoso al
hervir el agua, realmente no podemos distinguir a simple vista el vapor
de agua debido a que es transparente. Además, podemos ver el agua en su
estado sólido cristalino, como el hielo, que podemos conseguir al enfriar
agua.

En el párrafo anterior hemos mencionado transiciones de fase comunes en
nuestras vidas, las cuales son ejemplos de transiciones de fase de liquido a
gas y de liquido a solido, que tienen cambios abruptos en sus propiedades
mecánicas.

También vemos otro tipo de transiciones, por ejemplo, al salir en automo-
vil un viernes por la tarde, tomando una vía común que típicamente esta
libre podemos encontrarla con trá�co lento (o nulo). Esto es un ejemplo
de transición de atascamiento donde las partículas (coches) se detienen
debido a un incremento en su número.

Un ejemplo simple es la arena seca, la cual puede deformarse fácilmen-
te pero también atascarse abruptamente. Por ejemplo en la interrupción
repentina de un reloj de arena (como por ejemplo, en la pimienta). Típica-
mente las estructuras alcanzadas mediante el atascamiento son amorfas,
es decir, no tienen periodicidad en sus componentes.

Otro material con la misma característica son los vidrios, los cuales se
consiguen al sobreenfriar un líquido, alcanzado viscosidades tan altas que
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Capítulo 1

para todo tiempo práctico nunca �uyen. Frecuentemente se piensa que la
transición de atascamiento y la transición vítrea se tratan de la misma [8]
ya que resultan en un estado de la materia con propiedaded similares.

El estudio de los sistemas atascados suelen ser complicados por que es
difícil extraer información de estos sistemas; para entenderlos, necesita-
mos mucha información sobre el proceso de atascamiento y su historia,
por esto muchas veces se abordan computacionalmente.

El alcance de estudios de sistemas físicos se multiplicaron ante la apari-
ción de las computadoras, cuyo poder de procesamiento de cálculo supera
ampliamente la de cualquier humano (o grupo de humanos). La capacidad
de realizar varios millones de cálculos por segundo ha impulsado al es-
tudio de inumerables sistemas, desde soluciones numéricas de ecuaciones
hasta el mismo estudio de simulaciones de sistemas complicados mode-
lados matemáticamente en donde la computadora nos proporciona una
herramienta de análisis de información.

La de�nición de Shanon [36] de las simulaciones es: �La simulación es
el proceso de diseñar un modelo de un sistema real y llevar a término
experiencias con él, con la �nalidad de comprender el comportamiento
del sistema o evaluar nuevas estrategias -dentro de los límites impuestos
por un cierto criterio o un conjunto de ellos - para el funcionamiento del
sistema�.

De esta manera nuestra capacidad de abordar problemas difíciles mu-
chas veces está limitada, no por la necesidad de la cantidad de cálculos,
si no por la habilidad y creatividad de reducir los sistemas a procesos
algorítmicos.

La simulaciones presentadas aquí fueron realizadas en el lenguaje de pro-
gramación Julia [6] que fue diseñado para ser un lenguaje de programación
de alto rendimiento.
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Capítulo 2

Transiciones

2.1. Transiciones de fase

Una transición de fase es un cambio abrupto en las propiedades del sis-
tema [40]. Por ejemplo, en la tranción líquido sólido, la densidad cambia
abruptamente al variar la temperatura, que es el parámetro de control.

Ehrenfest de�nió las transiciones de fase de orden n [16] [22] como aque-
llas donde el sistema presenta la primera discontinuidad en la n−ésima
derivada de la energía libre de Gibbs con respecto a sus variables in-
tensivas en el límite termodinámico1 (ver Figura 2.1). Sin embargo, esta
de�nición ha cambiado en los últimos años, debido a que sólo se han
encontrado dos tipos de transiciones de fase. Las que presentan una dis-
continuidad en la primera derivada, y por lo tanto, durante la transición
se genera un calor latente. Además, se ha mostrado que algunos sistemas
lo que presentan no es una discontinuidad en la segunda derivada, sino
que alguna cantidad diverge [30].

Es posible encontrar variables locales cuyos valores discriminan entre va-
rias fases, a dichas observables se les llaman parámetros de orden. Por
ejemplo la magnetización es un parámetro de orden para transmisiones
ferromagnéticas [49].

El espacio de con�guraciones es todo el conjunto de posibles microesta-

1Si se desea derivar con respecto a la densidad, se puede usar la energía de Gibbs
por unidad de volumen.
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Capítulo 2

Figura 2.1: Clasi�cación de Ehrenfest para las transiciones de fase. Com-
portamiento de la energía libre de Gibbs G y sus derivadas durante (a)
transiciones de fase de primer orden, y (b) transiciones de fase de segundo
orden. (Figura tomada de [22])

dos del sistema. Decimos que un sistema ergódico si este converge hacia
un estado de equilibrio termodinámico, es decir, a una distribución de
probabilidad invariante bajo la dinámica del sistema. Si esto no se cum-
ple, entonces decimos que hay un rompimiento de la ergodicidad, en este
caso, el espacio de fase se separa en subconjuntos disjuntos de microesta-
dos posibles. En el límite termodinámico (volumen tendiendo a in�nito,
a densidad constante), el sistema puede ser ergódico o presentar un rom-
pimiento de ergodicidad. Por ejemplo, en el modelo de Ising a campo
magnético 0, arriba de la temperatura crítica, se llega a un estado de
equilibrio, con una distribución de probabilidad homogenea para cada
estado, es decir, donde la magnetización es 0. Debajo de la temperatu-
ra crítica, aparecen dos subconjuntos del espacio de con�guraciones que
corresponde a los 2 valores contarios de la magnetización espontánea [49].

2.1.1. Nucleación y líquidos sobre-enfriados

Se llama nucleación a la formación espontánea de una nueva fase ter-
modinámica a partir de un estado de metaestable. Para que una nueva
fase aparezca debe formarse una interfaz. Esto ocurre por la formación de
pequeñas semillas queconforman la nueva fase, dentro del estado metaes-
table. Para esto escribimos la diferencia de la energía libre Gibbs entre
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las fases, la cual esta dada por

∆G = −4π

3
r3∆g + 4πr2σ. (2.1)

El primer término es la contribución negativa a la energía libre que favore-
ce la formación de amontonamientos de partículas que forman la semilla,
la cual se supone esférica, multiplicado por el cambio a la energia libre
de Gibbs por unidad de volumen entre la fase termodinámica producida
por la nucleación y la fase que está nucleando. El segundo término es la
contribución positiva a la energía libre de la formación de la interfaz de
la super�cie de la semilla, el cual es proporcional a la super�cie de la
semilla multiplicado por la tensión super�cial en la interfaz σ [1] [12].

En general, la energía libre de Gibbs por unidad de volumen entre las
fases �uida y solida esta dada por

∆g = ∆hfusión − T∆sfusión (2.2)

donde ∆hfusión y ∆sfusión es el cambio de entalpia y entropia en el punto
de fusión. Cuando las fases están en eequilibrio, es decir, ∆g = 0 el
sistema estará en la temperatura de fusión Tm (a presión p constante),
entonces

∆sfusión =
∆hfusión
Tm

. (2.3)

Sustituyendo la ecuación (2.3) en la ecuación (2.2) obtenemos

∆g = ∆hfusión

(
∆T

Tm

)
, (2.4)

donde ∆T = Tm − T .

Las tasas de cambio de las contribuciones a la energía libre de Gibbs de
la ecuación (2.1) se balancean para un radio crítico dado por

dG

dr
= −4πr2∆g + 8rπσ = 0, (2.5)

subtituyendo la ecuación (2.4) y resolviendo para el radio crítico de la
nucleación rc obtenemos

rc =
2σTm

∆hfusión∆T
. (2.6)
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Además hagamos dos observaciones: (i) cuando el radio es más grande
que el radio critico la energía libre de Gibbs disminuye, lo cual favorece
el cambio a la nueva fase; (ii) Si reducimos la temperatura del líquido lo
su�ciente, el radio crítico decrece hasta llegar a ser más pequeño que una
molécula. Por lo tanto no deberían existir estados metaestables.

2.2. Transición vítrea

Los sólidos amorfos (entre ellos, los vídrios) son materiales desordenados
mecánicamente rígidos, que carecen de la periodicidad de los cristales.
Por otro lado, también comparten similitudes con los líquidos puesto que
ambos tienen estructuras desordenadas a nivel molecular [9] [13].

La manera típica de conseguir un vidrio es enfriando su�cientemente rápi-
do un líquido viscoso para evitar la transición de fase estándar de primer
orden hacia la fase cristalina. Al enfriar por debajo del punto congela-
ción Tm, los movimientos moleculares se ralentizan. Eventualmente, las
moléculas se reorganizarán tan lentamente que no pueden muestrear ade-
cuadamente el espacio de con�guraciones. Por lo tanto, la estructura del
líquido aparece congelada [9] [13].

Los materiales de este tipo tienen dos propiedades principales que los ca-
racterizan: (i) su viscosidad es tan alta que dejan de �uir para cualquier
escala de tiempo razonable, por lo que para propositos prácticos son rígi-
dos, y (ii) no muestran orden de largo alcance2 cristalino, examinándose
por difracción de rayos X o de neutrones. Por otro lado, algo más que
los vidrios tienen en común con los cristales es un alto grado de orden de
corto alcance [28] [13] [10] [32] [47] [37].

La transición vitrea sucede a la temperatura Tg donde se alcanza la vis-
cocidad de corte de 1013 poise. Sin embargo, mientras más rapido se hace
el enfriamiento Tg disminuye. Es decir, en realidad se trata de un ran-
go de temperaturas Tg de transición, entonces las propiedades del vidrio
dependen del proceso por el cual se forma [28] [13].

La viscosidad η de los líquidos sobreenfriados tienen dos tipos de com-

2En un sólido cristalino, la ubicación de cada partícula esta altamente correlacio-
nada con la ubicación de todas las demás, y estas correlaciones no decaen a cero para
largas distancias entre las partículas; a esto se le llama orden de largo alcance.
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portamiento; los fuertes, como SiO2, que siguen la ley de Arrhenius

η = η0 exp

[
E

kBT

]
(2.7)

donde E es la energía de activación, kB es la contante de Boltzmann y T
es la temperatura. Los vidrios furtes típicamente tienen una estructura
tetraédrica que persiste tanto arriba como debajo de la transición vitrea.
Y los fragiles, como muchos vidrios iónicos (como por ejemplo los vidrios
de Ca(NO3)2), que tienen un comportamiento de tipo�super-Arrhenius�,
en los cuales la ley de Vogel-Fulcher-Tamman

η = η0 exp

[
E

kB(T − T0)

]
(2.8)

resulta un buen ajuste de la viscocidad; esto sugiere una divergencia de
la viscocidad, y por lo tanto, posiblemente alguna transición de fase de
algún tipo para temperatura �nita T0, donde T0 es una tempeatura ca-
racterística por debajo de Tg. Sin embargo, para viscosidades muy altas
cerca de Tg, a menudo se observa que la dependencia vuelve a ser tipo
Arrhenius [28] [5] [17] [13].

La terminología de fuerte y frágil no está relacionada con las propiedades
mecánicas del vidrio, pero se introdujo en relación con la evolución del
orden de corto alcance cerca de Tg [5].

Las esferas duras resultan ser un buen modelo para los vidrios frágiles
mientras que las esferas suaves (y modelos de redes aleatorias) para los
vidrios fuertes [29].

La transición vítrea no es una transición de fase termodinámica, ya que
la Tg solo se de�ne empíricamente como la temperatura por debajo de la
cual el material se ha vuelto demasiado viscoso para �uir en una escala
de tiempo razonable. Por lo tanto, Tg no juega un papel fundamental,
como lo haría una temperatura de transición de fase [5]

2.2.1. La crisis de entropía

Esta subsección está basada sobre todo en la referencia [13].

La de�nición de entropía de Boltzmann establece el enlace entre el mundo
microcópico de átomos y moléculas con el mundo macroscópico

S(E, V,N) = kB ln Ω(E), (2.9)

7



Capítulo 2

Figura 2.2: Los líquidos fuertes exhiben un comportamiento aproxima-
damnte lineal (comportamiento de tipo Arrhenius). Los líquidos frágiles
exhiben un comportamiento de tipo súper-Arrhenius. (Figura tomada
de [13])

donde S es la entropía, kB la constante de Boltzmann y Ω(E) el núme-
ro de estados cuánticos accesibles para N partículas con energía �ja E
contenidas en un volumen V . Debido a que para cualquier sistema dado
tenemos al menos una con�guración con una energía E accesible para
el sistema, i.e. Ω(E) ≥ 1, entonces la entropía no puede ser negativa.
Cuando enfriamos un cristal su�cientemente lento, este se aproxima a un
estado único de energía mínima, en donde su entropía se aproxima a cero
a medida que T → 0. Si la entropía del líquido sobreenfriado fuera igual
que la de del cristal en la temperatura de Kauzmann, su entropía po-
dría ser eventualmente negativa al enfriar más. Este escenario imposible
constituye la crisis de entropía [24].

La temperatura de Kauzmann TK de�nida como la temperatura a la cual
la diferencia en entropías entre la fase líquida y la sólida es cero, esta dada
por

∆Sm =

∫ Tm

TK

∆Cp
T

dT = 0, (2.10)

donde ∆Sm es la entropía de fusión (la diferencia de entropías entre el
líquido y el cristal en la temperatura de fusión), Tm es la temperatura de

8
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Figura 2.3: Volumen del líquido a presión constante dependiente de la
temperatura. Un enfriamiento lento produce una transición vitrea en Tga;
un enfriamiento rápido lleva a una transición vitrea en Tgb.

fusión a una presión p dada, y ∆Cp es la diferencia de capacidad calorí�ca
a presión constante dependiente de la temperatura entre el líquido y el
cristal. La tasa de cambio de entropía respecto a la temperatura a presión
contante esta dada por

(
∂S

∂T

)
p

=
Cp
T
. (2.11)

La crisis de entropía surge debido a que la capacidad calorifíca de un
líquido es mayor a la de un cristal. La diferencia de entropía de fusión se
consume al sobreenfriar y desaparece para TK . La crisis de entropia no
implica ningún con�icto con la segunda ley de la termodinámica debido
a que la diferncia de potencial químico ∆µ entre el líquido sobreenfriado
y el cristal a TK es una cantidad positiva. Como el potencial químico
es la energía libre de Gibbs por unidad de masa, esto signi�ca que el
sistema puede reducir su energía libre de Gibbs al cristalizar. congelarse
La diferencia de potencial químico a TK esta dada por

∆µ(TK) =

∫ Tm

TK

∆Cp

(
Tm
T
− 1

)
dT (2.12)

9
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Una forma de evitar la crisis de entropía es que el líquido forme un vidrio
ideal de con�guración única a TK . Este es el punto de vista termodiná-
mico de la transición vitrea, de acuerdo con la cual la transición vitrea
observable es una manifestación, enmascarada por cinética, de una sub-
yacente transición de segundo orden ocurriendo a la temperatura TK .

Debido a que la transición vítrea interviene antes de que ocurra la crisis
de entropía (Tg > TK), las estimaciones de la temperatura de Kauzmann
implican una extrapolación de las propiedades de la fase líquida por de-
bajo de Tg.

Experimentalmente hay sustancias con temperaturas de Kauzmann co-
nocidas [13].

Figura 2.4: Diferencia de entropia dependiente de la temperatura para
varios líquidos sobreenfriados y sus respectivos cristales estables a presión
atmosférica. ∆Sm es la entropía de fusión y Tm es la temperatura de
fusión. (Figura tomada de [13])

2.3. Transición de atascamiento

Hay una amplia variedad de sistemas, incluidos los medios granulares, las
suspensiones coloidales y los sistemas moleculares, que exhiben transicio-
nes fuera de equilibrio de un estado �uido a un estado sólido, caracte-
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rizado únicamente por la detención repentina de su dinámica, a lo cual
llamamos atascamiento. El atascamiento de las partículas constituyentes
impide una mayor exploración del espacio de fases. La estructura desor-
denada �uida permanece esencialmente sin cambios en la transición [43].

2.3.1. Diferencias y similitudes con la transición vítrea

Tanto en la transición vítrea como en la transición de atascamiento sucede
que la dinámica se ralentiza dramáticamente hasta el punto en que el
sistema ya no puede relajarse y se vuelve un sólido amorfo, por lo que
se confunden continuamente. Para llegar a este estado (sólido amorfo)
podemos disminuir la temperatura o incrementar la densidad, para el
primer caso se trata de la transición vitrea, y el segundo es la transición
de atascamiento [8].

Por otro lado, las descripción de las propiedades de la transición vitrea es
termodinámica, mientras que la transición de atascamiento es dinámica.

2.4. Fluctuaciones y series de tiempo

En física estadística nos ocupamos principalmente de la evaluación de
promedios estadísticos de diversas cantidades físicas; estos promedios re-
presentan, con un alto grado de precisión, los resultados esperados de las
mediciones relevantes en el sistema en equilibrio. Sin embargo, ocurren
desviaciones o �uctuaciones sobre estos valores medios. A pesar de que
son generalmente pequeños, su estudio es de gran interés físico por varias
razones [32].

Primero, el estudio de las �uctuaciones nos permite desarrollar un esque-
ma matemático con la ayuda del cual se puede estimar la magnitud de las
�uctuaciones relevantes, bajo una variedad de situaciones físicas. No es
sorprendente que encontremos que mientras que en un sistema monofási-
co las �uctuaciones son termodinámicamente despreciables, en sistemas
multifásicos pueden suponer una importancia considerable, especialmen-
te en la vecindad de un punto crítico. En este último caso, obtenemos un
grado bastante alto de correlación espacial entre las moléculas del sistema
que, a su vez, da lugar a fenómenos como la opalescencia crítica [32].

También, el estudio de las �uctuaciones en función del tiempo, conduce
al concepto de ciertas funciones de correlación que desempeñan un papel

11



Capítulo 2

vital en la relación de las propiedades disipativas de un sistema, como la
viscosidad de un �uido o la resistencia eléctrica de un conductor, con las
propiedades microscópicas del sistema en un estado de equilibrio [32].

En física estadística, la invariancia de escala es una característica típica
3 de las transiciones de fase críticas. La observación clave es que cerca
de una transición de fase o punto crítico, las �uctuaciones ocurren en
todas las escalas de longitud, y por lo tanto, se debe buscar una teoría
invariante de escala para describir las transiciones.

Por otro lado, también sabemos que la densidad espectral de potencias de
las series invariantes de escala obedecen una ley de potencias [31] [26] [2].

3No siempre se cumple esto, por ejemplo en el modelo XY no se cumple.
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Capítulo 3

Esferas duras y
empaquetamientos

Como ya se mencionó, un modelo adecuado para estudiar algunos tipos
de vídrios es el que incluye potenciales duros, el más sencillo de estos es
el de esferas duras, en el cual el potencial de pares es

u(r) =

{
0, r > D

∞, r < D.
(3.1)

con D el diámetro de la esfera. Es decir, ningún par de partículas en el
sistema puede estar más cerca de D debido a la repulsión in�nita.

3.1. Empaquetamiento de esferas

El hecho de que no se puedan encimar las esferas y que estas no cambien
de tamaño ni forma, implica que existe una densidad (o empaquetamien-
to) máximo posible.

Un empaquetamiento es una colección de sólidos in�nitos o partículas de
cualquier forma no superpuestas en un espacio d-dimensional euclidiano
Rd [41].

Como estudiaremos sistemas donde la densidad es alta, necesitamos pri-
mero de�nir cuándo un sistema está saturado. Un empaquetamiento sa-
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Capítulo 3

turado es uno donde ya no hay espacio disponible para agregar otra par-
tícula del mismo tipo estando �jo.

Para establecer una medida de la densidad, puesto que no nos interesa la
masa de las esferas, utilizaremos la fracción de empaquetamiento φ que
es la fracción del espacio Rd cubierto por las partículas [41].

Por simplicidad consideraremos un empaquetamiento de N esferas d-
dimensionales idénticas de diámetro D centradas en las posiciones rN ≡
{r1, r2, . . . rN} en una región de volumen V en un espacio d-dimensional
euclidiano Rd. Finalmente, pasaremos al límite termodinámico, es decir,
N →∞, V →∞ tal que la densidad numérica n = N/V es una constan-
te �ja positiva y su correspondiente fracción de empacamiento está dada
por

φ = nv1(R), (3.2)

donde

v1(R) =
πd/2

Γ(1 + d/2)
Rd (3.3)

es el volumen de una esfera d-dimensional de radio R, y Γ(x) es la función
gamma [41].

3.1.1. Conjetura de Kepler

Los problemas de empaquetamiento son matemáticamente fáciles de plan-
tear, pero son notablemente difíciles de resolver rigurosamente. Su estudio
empezó hace cuatro siglos cuando le preguntaron a Johannes Kepler en
1611 ¾Cuál es la forma más densa de amontonar bolas de cañón de ta-
maños iguales? [41] Su solución, conocida como la conjetura de Kepler,
fue el arreglo cúbico centrado en las caras (face-centered-cubic o fcc en
inglés) en el cual φ = π/

√
18) ≈ 0.74 [45].

En 1998 Hales propuso una prueba [20] de la conjetura de Keppler. Sin
embargo, no fue aceptada hasta 2017 [19]. La prueba se basa en métodos
de optimización global, programación lineal y aritmética de intervalos.

El análogo de la conjetura de Keppler en 2D (empaquetamiento de círcu-
los), conocida como el Teorema de Thue (1892), da por resultado la red
triangular (o hexagonal) [41] [45].

La di�cultad para tres dimensiones surge de que no es su�ciente con ver
el empaquetamiento de una celda, sino que es necesario considerar varias
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celdas de Voronoi a la vez. Por esto, el empaquetamiento que minimiza el
volumen localmente (dodecaedro) no lo minimiza para el sistema global.
Esta situación no surge para 2D, donde el empaquetamiento hexagonal
minimiza el volumen local y global [45].

3.1.1.1. Demostración al Teorema de Thue

El teorema de Thue establece que la red triangular (ver Figura 3.1) es la
con�guración con mayor fracción de empaquetamiento en el plano,

φ =
π√
12
≈ 0.90690. (3.4)

Figura 3.1: Componente básica de la red triangular con φ = π/
√

12.

Para hacer la demostración a este teorema nos basaremos en el artículo
de Hai-Chau Chang y Lih-Chung Wang [? ], que es una versión sencilla
de entende pero tan formal como la demostración de Thue.

Primero establezcamos algunas de�niciones útiles para esta demostración:

De�nición 1. La triangulación T (C) de un conjunto discreto de puntos
C en el plano es una subdivisión de la envolvente convexa de los puntos en
triángulos, de modo que dos triángulos se crucen en una arista común o
no en absoluto, y el conjunto de puntos que son vértices del los triángulos
coinciden con C.

De�nición 2. La triangulación de Delaunay de un conjunto C de puntos
en el plano es una triangulación DT (C) de tal manera que ningún punto
en el conjunto C está en la circunferencia circunscrita de ningún triángulo
en DT (C). La existencia y unicidad de las triangulaciones de Delaunay
son inciertas. Sin embargo, siempre existe una triangulación de Delaunay
para un empaquetamiento saturado de círculos.
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Lema 1. Sea θ el ángulo interior más grande del triángulo M ABC en
una triangulación de Delaunay de una con�guración saturada de círculos
C. Entonces (ver Figura3.2a)

π

3
≤ θ < 2π

3
. (3.5)

Demostración. La primera desigualdad siempre se cumple pues el ángulo
interno más grande de un triángulo siempre es mayor o igual a π/3. La
igualdad solamente se cumple para triángulos equilateros.

Supongamos que θ ≥ 2π/3. Digamos que ∠A es el ángulo interno más
pequeño por lo que A ≥ π/3. Entonces tenemos que sin∠A ≤ 1/2 y
BC ≥ 2 pues el radio de los círculos es 1 y ningún disco se traslapa.
Denotemos la circunferencia circunscrita de M ABC por R. Por la ley de
senos tenemos,

2R =
BC

sinA
≥ 2

sinA
≥ 4. (3.6)

Entonces el circuncentro del triángulo M ABC puede agregarse al conjun-
to C, esto contradice la suposición de que la con�guración C está saturada
(ver Figura 3.2b). Entonces, obtenemos

θ <
2π

3
. (3.7)

El siguiente paso es notar que la fracción de empaquetamiento del trián-
gulo M ABC es igual a

1
2A+ 1

2B + 1
2C

área de M ABC
=

π

área de M ABC
. (3.8)

En general, si tenemos la triangulación de Delaunay de una con�guración
saturada de círculos, cada triangulo tendrá esa misma fracción de empa-
quetamiento. Si demostramos que la máxima fracción de empaquetamien-
to de un triángulo en una triangulación de Delaunay de una con�guración
saturada de discos es menor o igual a π/

√
12 habremos terminado, pues

el arreglo triangular tiene esa fracción de empaquetamiento.

Lema 2. La fracción de empaquetamiento de un triángulo M ABC en una
triangulación de Delaunay de una con�guración saturada de círculos C es
menor o igual a π/

√
12. La igualdad solamente se cumple para triángulos

equilateros con longitud de lado 2.
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A

B

C

θ

(a)

A

B

C

θ

(b)

Figura 3.2: Triángulo M ABC y construción del circuncentro con disco
de radio 1 para con�guración (a) saturada con π/3 ≤ θ < 2π/3 ; y (b)
no saturada con θ ≥ 2π/3.

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que ∠B es ángulo
interior más grande de M ABC. Entonces por el lema 1

área de M ABC =
1

2
AB ·BC · sin∠B ≥ 1

2
· 2 · 2 ·

√
3

2
=
√

3. (3.9)

Entonces, tenemos

φ(M ABC) =
π/2

área de M ABC
≤ π√

12
. (3.10)

La igualdad solamente se satisface cuando M ABC es un triángulo equi-
látero de longitud del lado 2.

La fracción de empaquetamiento de la unión de cualquier triangulado de
Delaunay de con�guraciones saturados de círculos es el promedio pesado
de las fracciones de empaquetamiento de los triangulados de Delaunay,
es decir,

φ =

∑
Mi∈DT (C)(área de M ABC)× φ(Mi)∑

Mi∈DT (C) área de M ABC
. (3.11)

Como hemos mostrado que la fracción de empaquetamiento del triangu-
lado de Delaunay es menor o igual a π/

√
12, la fracción de empaqueta-

miento de la unión de cualquier triangulado de Delaunay �nito en una
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con�guración saturada de círculos también es menor o igual a π/
√

12.
Con esto concluimos la demostración al Teorema de Thue.

Teorema 1 (Thue). La red triangular (o hexagonal) es la de mayor
fracción de empaquetamiento de todos los posibles empaquetamientos de
círculos.

3.1.2. Beso y coordinación

Para una esfera individual, el beso (o contacto) Z es el número de esferas
que tocan simultáneamente esta esfera. En un empaquetamiento de esfe-
ras el beso (o contacto) medio por partícula Z̄ es el promedio de Z sobre
todas las partículas [41].

La coordinación, es el número de vecinos promedio que tiene cada par-
tícula; sin embargo, la de�nición de vecinos es poco clara en el caso de
esferas duras. Una de las versiones más simples para de�nir vecinos es
con la distancia. Diremos que dos partículas son vecinas entre sí, si distan
menos que una distancia r. Entonces, la función Z(r) es la coordinación
utilizando la de�nición de vecinos como función de la distancia r

3.1.3. Aproximación de Coxeter del número de vecinos.

El empaquetado aleatorio cercano (RCP)1 se ha de�nido empíricamente.
El estado RCP se creía era aquel con densidad máxima que puede alcan-
zar una coleccion de esferas identicas con posiciones aleatorias [41]. Es
natural preguntarse si existe una derivación puramente matemática de
esta estructura. En 1958 Coxeter [11] realizó una derivación geométrica,
como se verá a continuación.

La relación de Euler�Poincaré en tres dimensiones de poliedro es

V − E + F −N = 1, (3.12)

para una red de Voronoi o una espuma de poliedros en la que V es el
número de vértices, E es el número de aristas, F es el número de caras y
N es el número de celdas. Consideremos la situación de solo un poliedro

1Random Close Packing (RCP): Se introdujo por Bernal [3] en 1960 para modelar
estructuras de líquidos y se pensaba que era la máxima densidad posible para un
empaquetamiento aleatorio de esferas.
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(N = 1) de la ecuación (3.12). Cada cara tendrá p aristas (vértices).
Además, cada arista separa 2 caras y cada vértice separa 3 aristas (o
caras).

Para el caso de interés, la celda "promedio"de la estadística nido de abeja,
necesitamos hacer uso de la conectividad ya notada características de la
espuma: cuatro celdas (y bordes) se encuentran en cada vértice y tres
celdas (y caras) se encuentran en cada borde. Es decir, se satisface la
siguiente condición

3V = 2E = pF. (3.13)

Substituyendo la ecuación (3.13) en la ecuación(3.12) con N = 1 obtene-
mos

F =
12

6− p
. (3.14)

Con esto podemos obtenemos tres resultados: (i) p = 3, F = 4 que
corresponde al tetraedro; (ii) p = 4, F = 6 que corresponde al cubo y;
(iii) p = 5, F = 12 que correponde al dodecaedro. Estos son tres de los
sólidos platónicos. Por otro lado, cuando p = 6 el número de caras diverge
F → ∞. Además, notemos que solamente podemos llenar el espacio en
los casos de p = 3 y p = 4. Para p = 5 el espacio no puede llenarse por
tales celdas.

Ahora consideremos el caso cuando N � 1. Para cada vértice hay 4
aristas, 6 caras, 4 celdas; cada arista conecta 3 caras, 3 celdas y 2 vértices;
cada cara conecta 2 celdas, p vértices, p aristas; cada celda tiene f caras,
fp/3 aristas y fp/2 vértices. Es decir, se satisface la expresión

6V = 3E = pF =
fp

2
N (3.15)

Sustituyendo la ecuación (3.15) en la relación de Euler�Poincaré de la
ecuación (3.12). Además, notemos que podemos igualar a cero el lado
derecho de la ecuación (3.12) tomando N →∞, con esto obtenemos

f =
12

6− p
, (3.16)

donde f es el número promedio de caras por celda y p es el número
promedio de aristas por cara. Substituyendo en

pF =
pf

2
N (3.17)
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de la ecuación (3.15) obtenemos

6p

6− p
N = pF. (3.18)

Reescribiendo la ecuación (3.16) obtenemos∑
p

(6− p)Fp = 6N (3.19)

donde Fp es el número de caras con p vértices.

En dos dimensiones la topología requiere que el número promedio de
aristas por celda poligonal sea exactamente seis para cualquier espuma
plana en la que tres aristas se encuentran en cada vértice. El análogo en
dos dimensiones de la ecuación (3.19) es∑

p pFp∑
p Fp

= p = 6, (3.20)

es decir, en promedio se tiene que tener 6 vecinos en arreglos desordenados
2D [47].

Para tres dimensiones Coxeter obtuvo p = 5.12 y F = 13.6 [47].

3.1.4. Vecinos dinámicos

Entre moléculas, los vecinos se de�nen por los enlaces que forman. En
el caso de esferas duras, dichos enlaces no existen; pero existen interac-
ciones. La de�nición de vecino como función de la distancia es sencilla,
pero no re�eja esas interacciones. Una alternativa es utilizar como veci-
nos las celdas de Voronoi [34] [35], pero para densidades bajas sigue sin
re�ejar las interacciones y además resulta costoso computacionalmente
calcularlos. Con el �n de considerar estas interacciones y tener un costo
computacional bajo de�nimos los vecinos dinámicos.

Los vecinos dinámicos son aquellos con los que colisiona una partícula.
Esto implica que el número de vecinos dinámicos depende de la ventana de
tiempo en que se miden. Para un sistema �uido y un intervalo de tiempo
su�cientemente grande cada partícula habrá colisionado con todas las
demás, y si el tiempo es demasiado corto, la mayoría de las partículas
no tendrán ninguna colisión. Por esto es necesario de�nir una ventana de
tiempo adecuada, en una escala de tiempo su�cientemente grande como
para que todas las partículas hayan colisionado varias veces, pero no tanto
que la mayoría hayan colisionado con todas.
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3.1.5. Funcion de correlación y factor de estructura

Las correlaciones juegan un papel muy importante en la física estadística.
Algunas fases pueden distinguirse fácilmente por los diferentes ordena-
mientos espaciales que muestran (ver capítulo 2). Como ya se mención en
el capítulo anterior, mientras que los cristales tienen orden (correlación)
de largo alcance, los líquidos sólo exhiben un orden de corto alcance, de-
cayendo a 0 su correlación cuando la distancia crece. Hasta ahora, no
hemos dado una de�nición de correlación a pesar de la importancia que
ya mencionamos. La correlación se entiende como la posibilidad de que
la posición de una partícula afecte a otra a una distancia dada [32].

Las funciones de correlación espacial se basan en las densidades de N -
particulas. La densidad numérica del sistema esta de�nida por el prome-
dio de la cantidad

n1(r) =

〈∑
i

δ(r − ri)

〉
, (3.21)

donde 〈f〉 es el promedio de ensamble de f.

Esto de�ne la densidad numérica local en donde n1(r)dr es una medida
de la probabilidad de encontrar una partícula dentro de un volumen in�-
nitesimal dr en la posición r. Si el sistema es invariante translacional, la
densidad del sistema es la usual densidad numérica n1(r) = n = 〈N〉/V .
La integral espacial de la densidad del sistema sobre el volumen V da el
número promedio de partículas en ese volumen:∫

n1(r)dr = 〈N〉. (3.22)

La medida de la probabilidad de encontrar una partícula dentro de un
volumen in�nitesimal dr en la posición r y otra partícula dentro del
volumen in�nitesimal dr′ en la posición r′ es

n2(r, r
′) =

〈∑
i 6=j

δ(r − ri)δ(r
′ − rj)

〉
. (3.23)

En un gas clásico diluido las partículas interactúan solo cuando estan
cerca unas de otras, entonces la probabilidad de encontrar dos diferentes
particulas en dos lugares diferentes a una distancia larga es simplemente
el producto de encontrar cada partícula individualmente en las posiciones
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respectivas, es decir, n2(r, r′)→ n1(r)n1(r
′) mientras |r−r′| → ∞. Es la

desviación de este comportamiento la que nos interesa, pues signi�ca que
que hay correlaciones de largo alcance. Notemos que las �uctuaciones en
el número de partículas se pueden calcular integrando la función n2(r, r′)
sobre el volumen V ∫

n2(r, r
′)drdr′ = 〈N2〉 − 〈N〉2. (3.24)

Si el sistema es homogeneo la densidad numérica es independiente de
la posición y puesto que sería invariante rotacional, la función n2(r, r′)
depende únicamente de la distancia entre r y r′. Esto nos permite de�nir
la función de correlación de pares g(r):

n2(r, r
′) = n2g(|r − r′|). (3.25)

En tres dimensiones, 4πnr2g(r)dr es la probabilidad de encontrar una
partícula en un cascarón esférico de radio r y espesor dr, dado que otra
partícula esta simultaneamente ubicada en el origen.

(a)
(b)

Figura 3.3: (a) Con�guración en equilibrio de esferas duras. Las lineas
punteadas están separados una distancia D. (b) Funcíón de correlación
aproximada para un sistema de esferas duras de diámetro D (Figura
tomada de [32]).

En la Figura 3.3b notamos que la función de correlación se desvanece
para r < D dado que cualesquiera dos partículas no pueden estar más
cercanas entre sí que D debido a la repulsión in�nita del potencial de
esferas duras.
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La función de correlación2 (o función de distribución radial), g(r), es
proporcional a la probabilidad de encontrar una partícula en un cascarón
in�nitesimal a una distancia r de otra partícula, es decir,

g(r) =
1

s1(r)

dZ(r)

dr
, (3.26)

donde

s1(r) =
dπd/2rd−1

Γ(d/2 + 1)
. (3.27)

Puesto que el número de partículas en el cascarón de radio r y espesor dr
va como la super�cie de la esfera y dZ(r)

dr también va como la super�cie de
la esfera de radio r, esta función de correlación tiende a 1 cuando r →∞.

La función de correlación de pares puede medirse experimentalmente uti-
lizando dispersión cuasi-elástica. Sí una muestra es iluminada con un haz
monocromático de rayos X, neutrones, luz visible, etcétera, la intesidad
dispersada como función del ángulo desde la dirección del haz incidente
es proporcional a la transformada de Fourier de g(r). La amplitud de
dispersión cuasi-elástica de una sola partícula en la ubicación ri ilumi-
nada por una onda plana con amplitud ϕ0 y el vector de onda k0 en un
detector en la ubicación R es

ϕ1(k) = ϕ0f(k)
eik0·rieik1·(R−ri)

|R− ri|
(3.28)

donde k = k1 − k0 es la transferencia del vector de onda y f(k) es el
factor de forma de dispersión de partículas individuales (ver Figura 3.4).
La amplitud de dispersión total de las N partículas en la muestra es
entonces

ϕn(k) ≈ ϕ0f(k)

|R|
e−ik1·R

∑
i

e−ik·ri (3.29)

donde hemos supuesto que el detector esta lejos de la muestra. Así, po-
demos calcular la intensidad dispersada de la muestra de N partículas
como la norma al cuadrado de la amplitud, que es

IN (k) = |ϕN (k)|2 ≈ |ϕ0f(k)|2

|R|2

〈∑
i,j

e−ik·(ri−rj)

〉
= NI1(k)S(k),

(3.30)

2A veces también se utilizan funciones de correlación del tipo g(r) = 4πnr2 [47]
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donde I1(k) es la intensidad de dispersión de una sola partícula y

S(k) =
1

N

〈∑
i,j

e−ik·(ri−rj)

〉
(3.31)

se conoce como el factor de estructura estático. Este representa la in-
tensidad de dispersión real dividida por la intensidad de dispersión de
una muestra imaginaria aleatoriamente distribuida y, por lo tanto, no
correlacionada de paríulas con la misma densidad n.

Figura 3.4: Dispersión de dos partículas. El vector de onda incidente es
k0, el vector de onda dispersado hacia el detector es k1 y el vector de
onda transferido transferidos es k = k1 − k0. (Figura tomada de [32])

Si la muestra es traslacionalmente invariante e isotrópica, como en un
�uido uniforme, el factor de estructura estático depende solamente de la
magnitud de la transferencia del vector de onda, es decir S(k) = S(k).
Para ese caso, S(k) puede escribirse como la transformada de Fourier de
la función de correlación

S(k) = 1 +
N

V

∫
(g(r)− 1)eik·rdr. (3.32)

La función de correlación g(r) puede determinarse usando la inversa de
la transformada de Fourier de el factor de estructura medido, como se
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ve en la Figura 3.5. Para líquidos y otros materiales de corto alcance, el
factor de estructura tiende a la unidad cuando k →∞. El valor de S(k)
cuando k → 0 es una medida de las �uctuaciones de densidad numérica
en la muestra

ĺım
k→0

S(k) = 1 + n

∫
(g(r)− 1)dr =

κT

κidealT

=
〈N2〉 − 〈N〉2

〈N〉
. (3.33)

La ecuación (3.33) se denomina relación �uctuación-compresibilidad y es
el límite de equilibrio del teorema de �uctuación-disipación [32]. También

se le llama la ecuación de estado de compresibilidad κ−1T = n
(
∂p
∂n

)
T
.

Figura 3.5: Medida experimental del la función de correlación g(r) y el
factor de estructura S(k) para argón liquido a 85K. El factor de estructura
(b) se determina de la dispersión de neutrones y la función de correla-
ción (a) se determina de la transformada de fourier inversa del factor de
estructura. (Figura tomada de [32])

3.1.6. Resultados previos analíticos

La función de correlación se puede utilizar directamente para calcular la
presión en un �uido. Para un �uido clásico cuya energía potencial pueda
escribirse como la suma de potencial de pares,

UN (r1, r2, ..., rN ) =
∑
i<j

u(rij) (3.34)
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la presión se determina por el promedio de la cantidad r(∂u/∂r) entre
pares de partículas. En el ensamble canónico, la presión P esta dada por

P ≡
(
∂A

∂V

)
T,N

=
kT

ZN

(
∂ZN
∂V

)
T,N

(3.35)

donde ZN es la función de partición de con�guraciones

ZN =
1

N !

∫
dNr exp

−β∑
i<j

u(rij)

 . (3.36)

Las integrales d-dimensionales sobre el volumen V pueden reescribirse en
términos de un conjunto de variables escaladas {si} de�nidas por ri =
V 1/dsi, de manera que las integrales serán sobre regiones con volumen
unitario:

ZN =
V N

N !

∫
dNs exp

−β∑
i<j

u(V 1/dsij)

 . (3.37)

De la ecuaciones (3.35) y (3.37) obtenemos

p = nkT

(
1− n

2dkT

∫
du

dr
rg(r)dr

)
. (3.38)

A esto se le llama la ecuación de estado virial, es útil para determinar
la presión de expresiones aproximadas de la función de correlacion de
pares [32].

Para el caso particular de esferas duras, el potencial discontinuo resulta
en que la presión se determina por la función de correlación de contacto.
La presión para esferas duras en dimension d es

p

nkT
= 1 + 2d−1φg

(
D+
)

(3.39)

donde g(D+) es la función de correlación de contacto y φ es la fracción
de empaquetamiento. De la misma manera, la energiía interna del �uido
puede escribirse como la integral sobre la función de correlación de pares
y el potencial de pares:

U(N,V, T ) = 〈H〉 =
dNkT

2
+
nN

2

∫
u(r)g(r)dr (3.40)
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La misma función de correlación de pares contiene toda la información
estadística para construir el comportamiento termodinámico completo
del sistema. Podemos usar la ecuación (3.39) para determinar la presión
y la energía libre del sistema al hacer integraciones termodinamicas con
respecto de la densidad de particulas [32].

3.1.7. Equilibrio y comportamiento de fase metaestable

El comportamiento de fase de las esferas duras proporciona una visión
poderosa de la naturaleza del líquido, el cristal y estados metaestables así
como sus transiciones de fase asociadas en sistemas moleculares y coloida-
les. La presión p de una fase termodinámica estable en Rd con fracción de
empaquetamiento φ y temperatura T está simplemente relacionado con
el valor de contacto de la función de correlación de pares, g(D+) (3.39).

Lejos de lo estados atascados, se ha probado que la distancia entre esferas
media al vecino más cercano λ, esta limitada desde arriba por la presión,
esto es λ ≤ 1 + 1/[2d(p/nkBT )− 1].

En la Figura 3.6 se muestra esquemáticamente el comportamiento de fases
en tres dimensiones en el plano φ-p. A densidades su�cientemente bajas,
una compresión in�nitamente lenta del sistema, a temperatura constan-
te de�ne la rama líquida termodinámicamente estable para una fracción
de empaquetamiento (φ ≈ 0.49) hasta el punto de congelación. El incre-
mento de la densidad más allá del punto de congelación supuestamente
da como resultado una transición de fase de primer orden3 impulsada
por la entropía, a una rama de cristal que comienza en el punto de fu-
sión (φ ≈ 0.55). La compresión lenta del sistema a lo largo de la rama
de cristal debe terminar en uno de los empaquetamientos de esfera óp-
timos (máxima densidad) con φ = π/

√
18 ≈ 0.74048, cada uno de los

cuales es un empaquetamiento atascado. Este estado de equilibrio tiene
una presión in�nita y supuestamente es favorecido entropicamente por el
empaquetamiento de fcc [41].

Sin embargo, la compresión rápida de un líquido de esferas duras, bajo
la restricción de que se suprime signi�cativamente la nucleación cristali-
na, puede producir una gama de ramas metaestables cuyos puntos �nales
de densidad son empaquetamientos atascados desordenados, que pueden
considerarse como vídrios. Una compresión rápida conduce a una con�-
guración atascada aleatoria de menor densidad a la de una compresión

3No existe una prueba rigurosa de que tal transición ocurra en tres dimensiones.
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Figura 3.6: El comportamiento de la fase isotérmica del modelo tres di-
mensional de esferas duras en el plano de p-φ. (Figura tomada de [41])

lenta. La compresión más rápida que termina en el empaque mecánico es-
table se piensa que es el estado atascado máximamente aleatorio (MRJ)
con φ ≈ 0.64. Se han obtenido fórmulas aproximadas para la presión a lo
largo de tales extensiones metaestables hasta los puntos de atascamien-
to. La compresión rápida de un sistema de esferas duras es análoga al
sobreenfriamiento de un líquido molecular [41].

3.1.8. Presión en límite de atascamiento

Consideremos reducir ligeramente la fracción de empaquetamiento en un
empaquetamiento de esferas atascado al reducir el diámetro de las partí-
culas por ∆D, de manera que la fracción de empaquetamiento se reduce
a φ = φJ(1 − δ)d, donde δ = ∆D/D � 1. Hay un δ su�cientemente pe-
queña que no destruye la propiedad de con�namiento del atascamiento,
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a esto se le conoce como la brecha de atascamiento [41].

Ahora consideremos añadir energía cinética térmica a un empaqueta-
miento de esferas casi atascado. Aunque el sistema no será globalmente
ergódico en todo el espacio de con�guración del sistema y, por lo tan-
to, no estará en equilibrio termodinámico, todavía se puede de�nir una
presión macroscópica p considerando los promedios temporales mientras
el sistema ejecuta un movimiento estrechamente con�nado alrededor de
la con�guración atascada particular RJ . Para empaquetamientos �nitos,
que esten su�cientemente cercanos al atascamiento, las propiedades pro-
mediadas en el tiempo siempre estarán bien de�nidas. Además, el volumen
de con�guración disponible (libre) se escala con la brecha de atascamien-
to δ de manera que la presión reducida esta asintóticamente dada por la
ecuación de estado de volumen libre

p

nkBT
∼ 1

δ
=

d

1− φ/φJ
, (3.41)

donde T es la temperatura absoluta y n es la densidad numérica. La
ecuación (3.41) es importante ya que permite determinar con precisión la
verdadera densidad de atascamiento de un empaquetamiento dado, inclu-
so si el punto de atascamiento real aún no se ha alcanzado, simplemente
midiendo la presión y extrapolando a p = +∞. Esta forma de volumen
libre se ha utilizado para estimar la ecuación de estado a lo largo de las
extensiones metaestables del �uido de esferas duras hasta el punto �nal
de presión in�nita, que se supone que son estados desordenados atasca-
dos [41] [15].

3.1.9. Parámetros de órden y estados desordenados

La enumeración y clasi�cación de los empaquetados de esferas ordena-
das y desordenadas es un problema pendiente. Como la di�cultad de la
enumeración completa de con�guraciones de empaquetamiento aumenta
exponencialmente con el número de partículas, es deseable idear un pe-
queño conjunto de parámetros intensivos que puedan caracterizar bien los
empaquetados. Una propiedad ya conocida de un empaquetado de esferas
es la fracción de empaquetamiento φ. Otra característica importante de
un empaquetado es alguna medida de su aleatoriedad o grado de desor-
den. Idear tales medidas es un desafío altamente no trivial, pero incluso
las soluciones tentativas que se han presentado durante las últimas dos
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décadas se han aplicado fructíferamente para caracterizar no solo em-
paquetamientos de esferas sino también líquidos simples, vidrios, agua,
estados base desordenados, medios aleatorios, y sistemas biológicos.

Es bastante razonable considerar medidas entrópicas para caracterizar la
aleatoriedad de los empaquetados. Sin embargo, como mostró Kansal [23],
un obstáculo sustancial para superar la implementación de tal métrica de
orden es la necesidad de generar todos los estados atascados posibles o,
al menos, una muestra representativa de dichos estados de manera im-
parcial utilizando un protocolo universal en el límite de sistema grandes,
cada uno de los cuales es un problema insoluble. Incluso si se pudiera
desarrollar dicho protocolo universal, la cuestión de qué pesos asignar
a las con�guraciones resultantes permanece abierto. Además, hay otros
problemas básicos con el uso de medidas entrópicas como parámentros
de orden.

Sabemos que un sistema de muchos cuerpos de N partículas está ca-
racterizado estadísticamente por su función de densidad de probabilidad
de N -cuerpos P (R; t) que está asociada con la búsqueda del sistema de
N partículas con la con�guración R a un tiempo t. Dicha información
completa casi nunca está disponible para N grandes y, en la práctica,
uno debe conformarse con información reducida, como una métrica de
orden escalar ψ. Cualquier parámetro de orden ψ se quiere que posea las
siguientes tres propiedades:

es una función escalar bien de�nida para una con�guración R;

está sujeto típicamente a la normalización 0 ≤ ψ ≤ 1; y,

para dos con�guraciones RA y RB, ψ(RA) > ψ(RB) implica que
la con�guración RA debe considerarse como más ordenada que la
con�guración RB.

El conjunto de parámetros de orden que uno selecciona es inevitablemen-
te subjetivo, dado que parece que no existe una única métrica escalar
universalmente aplicable capaz de describir el orden en todas las escalas
de longitudes. Sin embargo, se pueden construir métricas de orden que
conduzcan a resultados consistentes.

Se han ideado muchos parámetros de orden relevantes. Es útil señalar al-
gunos parámetros de orden que se han identi�cado, incluidas parámetros
de orden orientados a enlaces en dos y tres dimensiones, parámetros de
órdenes de translación y parámetros de orden de hiperuniformidad [41].
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Estos parámetros de orden especí�cos tienen fortalezas y debilidades.
Esto plantea la pregunta de ¾cuáles son las características de un pará-
metro de orden bueno? Se ha sugerido que un buen parámetro de orden
escalar debería tener las siguientes propiedades adicionales: (1) sensibi-
lidad a cualquier tipo de ordenamiento sin sesgo hacia ningún sistema
de referencia; (2) capacidad para re�ejar la jerarquía de ordenamiento
entre sistemas prototípicos dada por intuición física común (por ejemplo,
cristales perfectos con alta simetría deben ser altamente ordenados, se-
guidos de cuasicristales, empaquetamientos desordenados correlacionados
sin orden de largo alcance, y �nalmente con�guraciones no correlaciona-
dos espacialmente); (3) se debe incluir tanto la variedad de patrones de
coordinación local como la distribución espacial de tales patrones; y (4) la
capacidad de detectar el orden de translación y orientación en cualquier
escala de longitud. Además, cualquier conjunto útil de parametros debe
producir resultados consistentemente correlacionados entre sí [41].

Para medir el orden (desorden) en sistemas de discos duros monodispersos
se calcula el parámetro de orden orientacional hexagonal global dado por

ψ6 =
1

N

N∑
i

ψj , (3.42)

que es el promedio espacial del parámetro de orden de orientacional he-
xagonal local

ψj =

∣∣∣∣∣16
6∑

k=1

exp(i6θj,k)

∣∣∣∣∣ . (3.43)

La suma se realiza sobre los seis vecinos más cercanos k del disco j y θj,k
es el ángulo entre el vector4 que conecta los discos rk − rj y un vector
de referencia �jo. Para una red triangular perfecta ψj = 1 para toda j y
ψ6 = ψj = 1. Para otras con�guraciones ψ6 tendrá valores entre 0 y 1,
entre más cercano a 0 signi�ca que la con�guración esta más desordenada
respecto a la red triangular [18] [7] [21] [4].

En general, si consideramos que el sistema pudiera tener orden orenta-
cional x, distinto al hexagonal, este debería capturarse calculando

ψx =
1

N

N∑
i

ψj(x), (3.44)

4En sistemas periódicos hay que considerar el vector periódico más pequeño equi-
valente que conecta los discos k y j.
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que es el promedio espacial del parámetro de orden de orientacional x
local

ψj(x) =

∣∣∣∣∣ 1

Nvc

Nvc∑
k

exp(ixθj,k)

∣∣∣∣∣ . (3.45)

La suma ahora se realiza sobre todos los vecinos más cercanos k y Nvc es
el número total de tales vecinos más cercanos.

Para medir el orden orientacional en sistemas de tres dimensiones se cal-
cula el parámetro Q6 de�nido por

Q6 ≡

(
4π

13

6∑
m=−6

|Y6m|2
)1/2

(3.46)

donde Y6m(θ, ϕ) son los harmónicos esféricos [42] [39], esto es equivalente
a medir qué tanto se parece el sistema a un arreglo fcc o hcp. El orden
translacional se puede obtener de la función de correlación g(r) [42].

Los parámetros de orden se han ampliado de manera fructífera para ca-
racterizar el grado de orden estructural en las fases condensadas en las
que las partículas constituyentes (atascadas o no) poseen interacciones
atractivas y repulsivas.

Entre todos los empaquetamiento de esferas atascados en Rd, el de mayor
desorden (minimiza una métrica de orden dada ψ) es de especial interés.
Esto se llama el estado atascado máximamente aleatorio (MRJ por sus
siglas en inglés). Si el sistema se encuentra en el estado MRJ signi�ca
que el sistem está lo más desordenado posible entre los estados atasca-
dos. Por lo tanto si queremos cambiar la fracción de empaquetamiento y
mantener el sistema atascado tenemos dos opciones, una es decrecer la
fracción de empaquetamiento haciendo quitando partículas (como los de
los cristales en túneles), en cuyo caso se incrementa el órden del sistema
o bien podemos incrementar la fracción de empaquetamiento, tendiendo
el sistema al estado fcc en 3D o el arreglo hexagonal en 2D, en cuyo caso
se incrementará también el parámentro de orden (ver Figura 3.7).

Una variedad de valores del parámetro de orden orientacional son pro-
ducidos a fracciones de empaquetamiento cercanas al estado MRJ que es
φMRJ ≈ 0.64. Estos valores corresponden a los estados atascados antes
conocidos como RCP. El estado MRJ además tiene la propiedad de te-
ner un número de contacto medio Z̄ = 6. Tomando diferentes métricas
de orden, el estado MRJ es siempre el que tiene menor valor entre los
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Figura 3.7: Mapa de orden esquemático de empaquetamientos de esfera
en R3 en el plano φ-ψ. Las regiones blanca y azul contienen los empa-
quetamientos alcanzables, las regiones azules representan los subespacios
atascados y las regiones sombreadas oscuras no contienen empaquetados.
(Figura tomada de [41])

estados atascados. Esta consistencia entre las diferentes métricas de or-
den habla de la importancia del estado MRJ. Sin embargo, la densidad
del estado de MRJ no es su�ciente para especi�carlo completamente. Es
posible tener un empaquetamiento bastante ordenado y atascado a esta
misma densidad, como se indica en la Figura 3.7. El estado de MRJ se
re�ere a un empaquetamiento atascado único que está desordenado al
máximo, y que su probabilidad de ocurrencia no depende del protocolo
de empaquetamiento. Por lo tanto, el estado MRJ es conceptualmente
y cuantitativamente diferente de los empaquetamientos RCP que, más
recientemente, se han sugerido que son con�guraciones atascadas más
probables de un ensamble [42]. Las diferencias entre estos estados son
aún más marcadas en dos dimensiones, por ejemplo, los empaquetamien-
tos MRJ de discos circulares idénticos en R2 se ha mostrado que son muy
diferentes de los RCP, incluyendo sus respectivas densidades, números de
contacto promedio y grado de orden orientacional.

El estado MRJ es un vidrio prototípico en el sentido de que está desor-

33



Capítulo 3

denado al máximo, sin ningún orden de largo alcance (picos de Bragg) y
perfectamente rígido.

3.2. Teoría de cajas

En un estado sólido, las moléculas se mantienen más o menos �jas en
una determinada región, están �atrapadas�. En ese sentido, nos interesa
estudiar geométricamente cuándo resulta imposible para dos moléculas
intercambiar posiciones. Si esto sucede, signi�ca que las partículas estarán
localizadas y por lo tanto no �uirán. Este argumento aplica tanto para la
transición de fase �uido�sólido, como para la transición de atascamiento.
En el caso de la transición de atascamiento, lo que esperamos es que haya
un atascamiento global. Para que haya un atascamiento global, una de
las condiciones es que haya atascamiento local.

En ese sentido, nos interesa revisar bajo qué condiciones un �uido de es-
feras duras pasa a estar atascado localmente. Esto es la base de la teoría
de cajas. Como se muestra en la Figura 3.8, lo que nos intresa revisar es
cuándo dos esferas pueden intercambiar sus posiciones y con qué probabi-
lidad lo harán. Esta probabilidad es inversamente proporcional al tiempo
promedio de intercambio. Por otra parte, la fracción de empaquetamien-
to del sistema es directamente proporcional al volumen de las esferas, en
este sentido, calcular la probabilidad de �uir como función del tiempo,
es equivalente a medir el tiempo de intercambio como función del radio
(volumen) de las esferas.

En un estudio reciente [48] calculan el tiempo promedio en el que dos
partículas intercambian posición, ya sea vertical u horizontalmente. En
su estudio utilizan un mapeo de mesa de billar y un resultado clave de la
teoría ergódica para obtener una expresiones analítica exacta. El tiempo
promedio de intercambio vertical u horizontal esta dado por la siguiente
expresión

〈τintercambio〉 =
3π

4
√

2

2a2b2 − 2πabr2 + a+b
3 (2r)3 − r4

b
√

2(a− r)2
(3.47)

donde a y b están relacionados con el ancho y alto del la caja, respecti-
vamente. En el capítulo 5 volveremos a ver este resultado.
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Figura 3.8: El intercambio de posiciones de dos esferas duras vecinas A
y B. (a) La con�guración media (red cúbica simple) antes de las �uctua-
ciones. (b) La deformación local de cajas causada por las �uctuaciones.
Las lineas punteadas y sólidas representan las cajas antes y después de la
deformación, respectivamente. (c), (d) y (e) El intercambio de posiciones.
(f) La con�guración media (red cúbica simple) después de las �uctuacio-
nes (Figura tomada de [46]).

3.2.1. Diagramas de fase aproximados

En otro estudio [25] calculan la probabilidad de formación de cajas (es-
pacio disponible para desplazarse), considerando el espacio angular que
necesita una partícula para dejar una caja dada una distancia promedio
a sus vecinos. Observan la aparición de dos fases (sólido y �uido) en fun-
ción del número de vecinos y sus distancias. Esto permitió construir un
diagrama de fase aproximado basado en un enfoque geométrico. Esto lo
aplican a sistemas de discos duros en dos dimensiones y a esferas duras
en tres dimensiones. Obtienen la expresión trascendental

〈r〉 = σ

√
2

1− cos(2[π − (Z − 1)2 sin−1(σ/2〈r〉)])
(3.48)

de donde consiguen el número mínimo de vecinos Z necesarios para en-
jaular una partícula para una distancia dada 〈r〉. En la Figura 3.9 se
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muestra el diagrama de fase geométrica (para dos dimensiones), en el
que la distancia promedio entre vecinos da el número de coordinación
necesario para formar una caja.

Figura 3.9: Número mínimo de vecinos 〈Z〉 necesarios para enjaular una
partícula como función de la distancia promedio 〈r〉 a los primeros veci-
nos. La línea continua (obtenida de la ecuación (3.48)) separa la región
donde el sistema es sólido y la zona donde hay una probabilidad de esca-
pe diferente de cero. Los símbolos representan los datos de la simulación.
Las �echas indican los puntos de intersección con la línea continua, co-
rrespondiente a φ = 0.674 y φ = 0.709 para los triángulos y círculos,
respectivamente. (Figura tomada de [25])
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Algoritmo

Para simular un sistema con fuerza externa F = 0 el método numérico
típico consiste en discretizar el tiempo e integrar el sistema dado un
paso de tiempo ∆t. Luego, al �nal de cada paso de tiempo se revisa si se
encimaron cualesquiera dos partículas, si es así, se supone que colisionaron
y se realiza la colisión suponiendo que la colision conserva tanto cantidad
de movimiento como energia. A este tipo de algoritmos se les conoce como
time driven. Este es uno de los acercamientos a problemas de este tipo. Sin
embargo, este tipo de algoritmos tiene algunos problemas. Por ejemplo,
durante un paso de tiempo una partícula podría colisionar, encimar y
separarse, sin dejar evidencia de la colisión al �nal del paso de tiempo.
Por lo que, si queremos capturar la mayoría de la colisiones se necesita un
paso de tiempo pequeño, lo que incrementa el costo computacional [38].

4.1. Algoritmo básico

Para el caso F = 0 se recomienda otro método, en el cual las partículas
se mueven en línea recta entre colisiones. En este caso, podemos calcular
el tiempo exacto de colisión entre cualesquiera dos partículas y avanzar
el sistema el tiempo mínimo encontrado, eliminando cualquier error re-
lacionado a encimes no encontrados y además respetando el potencial de
esferas duras que prohibe cualquier traslape de esferas.

Consideremos dos partículas esféricas Q y C de radios r1 y r2 respecti-
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tiempo = ttiempo = t + Δt 

tiempo = t

rj

ri

i

j

vi

vj

xixi'

xj'

xj

vi'

vj'

mj

mi

Figura 4.1: Esferas moviéndose en lineas rectas antes de colisionar después
de un tiempo ∆t.

vamente, cuya posición a un tiempo t está dado por (vease Figura 4.1)

C(t) = x1 + tv1; Q(t) = x2 + tv2, (4.1)

donde x1, x2 ∈ Rd son sus posiciones al tiempo t = 0, y v1, v2 ∈ Rd
son sus velocidades consantes.

Para t = tc la esferas tendrán una colisión si satisfacen

||C(tc)−Q(tc)||2 = (r1 + r2)
2. (4.2)

Desarrollando:

(C(tc)−Q(tc)) · (C(tc)−Q(tc)) = (r1+r2)
2

(x1 − x2 + tcv1 − tcv2) · (x1 − x2 + tcv1 − tcv2) = (r1 + r2)
2,

(4.3)

de�niendo ∆v = v1 − v2, ∆x = x1 − x2 y σ = r1 + r2 obtenemos

||∆v||2t2c + 2(∆v ·∆x)tc + ||∆x||2 = σ2. (4.4)

Resolviendo para tc obtenemos

tc =
−(∆v ·∆x)−

√
(∆v ·∆x)2 − ||∆v||2(||∆x||2 − σ2)

||∆v||2
. (4.5)
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Para que la solución exista para tc > 0 el término −(∆v ·∆x) debe ser
positivo y el argumento de la raiz debe ser no negativo. Las soluciones
vienen en pares, sin embargo; la solución positiva más grande re�eja el
hecho que la separación deseada ocurre dos veces si las trayectorias se
extienden más allá del punto de colisión, aunque esto es irrelevante para
esferas duras [33].

4.1.1. Algoritmo simple

El algoritmo básico permite sugerir los pasos de un algoritmo simple:

Paso 1: Calcular el tiempo para la próxima colisión en el sistema, tm
Paso 2: Avanzar todas las particulas del sistema hasta el tiempo tm.
Paso 3: Cambiar el estado de las dos particulas que colisionaron.

Después repetimos estos tres pasos hasta alcanzar el tiempo deseado.

A este tipo de algoritmo se le llama event driven por que avanza el sistema
desde un evento, i.e. una colisión, a otro evento. Alder y Wainwright 1959
fueron los primeros en describir una simulación computacional de event
driven para esferas duras que se desplazan a lo largo de lineas rectas entre
colisiones.

Sin embargo, para sistemas de muchas particulas, digamos N > 100
se pueden realizar varias optimizaciones que resultan en un tiempo de
computo mucho menor que este algoritmo simple.

4.1.2. Optimización para sistemas de muchas partículas

4.1.2.1. Guardar tiempos de colisión

Alder y Wainwright estudiaron este problema en simulaciones de diná-
mica molecular. Notaron que la mayoría de los tiempos calculados en el
primer paso eran el mismo para dos pasos consecutivos. Una sola colisión
no es probable que afecte el tiempo de colisión de particulas distantes
para un futuro cercano. Guardar el tiempo de colisión resultará en un
ahorro drástico del tiempo de computo. Solo los tiempos de colisión para
las dos partículas involucradas en la colisión necesitan volver a calcularse
y sus tiempos anteriores se descartan.
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Sin embargo, este método plantea la necesidad de como mantener las
listas de los tiempos de colisión guardados, llamada lista de eventos. Des-
pués de cada colisión, necesitamos determinar qué colisión ocurrirá a
continuación, en otras palabras qué par de partículas tiene el tiempo de
colisión más pequeño. Una manera sencilla de realizar esto es guardar los
tiempos calculados, es decir, qué par de partículas están involucradas en
una colisión y el tiempo para la colisión.

4.1.2.2. El método de celdas

Notemos que es un despericio calcular, en el primer paso, tiempos de
colisión para todos los pares de particulas en el sistema; cada partícula
solo participará en una colisión antes de que cambie su dirección y de
ese modo invalide todos los tiempos de colisión calculados previamente.
Debido a que es más probable que una partícula colisione con una cercana
que una lejana, es natural considerar solo las colisiones entre partículas
cercanas.

Alder y Wainwright sugirieron dividir al cubo que contiene todas las par-
tículas en una cuadrícula de pequeños cubos, llamadas celdas, y asignar
cada partícula a una única celda que contenga su centro. Entonces el
calculo de los tiempos de colisión solamente se considera entre partículas
de celdas vecinas de la cuadrícula, a expensas de tener un registro de en
qué celda se encuentran las partículas.

Es decir, además del tiempo de colisión, los tiempos de transferencia entre
celdas deben calcularse para cada partícula.

Esta detección de transferencia asegura que ninguna colisión se pase por
alto; dos partículas que colisionan deben estar en celdas vecinas en el mo-
mento en que colisionan, y si una partícula cambia de celda, el algoritmo
examina todas las partículas de las celdas vecinas para detectar posibles
colisiones como se ve en la Figura 4.2.

Sea md el número de celdas de la cuadrícula (con d la dimensión del
espacio). Entre más �na sea la cuadrícula, menos pares deben examinarse
por colisión; sin embargo, re�nar la cuadrícula aumenta el número de
transferencias que se detectarán y manejarán. Esto sugiere que hay una
elección óptima del tamaño de lado de la celda L [38]

L =
D

m
= 2rmax, (4.6)
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Figura 4.2: La partícula negra solamente necesita calcular tiempos de
colisión con las partículas en las celdas sombreadas.

donde D es el tamaño del lado del cubo contenedor. L no puede ser más
pequeña que el diámetro de la partícula más grande del sistema, como se
ve en la Figura 4.3.

L

Figura 4.3: El tamaño de la celda no puede ser menor al diámetro de la
partícula más grande, L ≥ 2r. Lado izquierdo: L = 2r; las dos partículas a
celdas adyacentes y no se tocan. Lado derecho: L < 2r; las dos partículas
no pertenecen a celdas adyacentes, pero están traslapadas.

4.1.2.3. Estructuras de datos

Ya que tenemos los ingredientes principales para optimizar el algoritmo
lo que resta son ajustes más �nos. Se necesitan mantener tres estructuras
de datos principales, las cuales son:

La información de las partículas:
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Consiste en la posición x y velocidad v de cada partícula, también
cualquier otra información necesaria, como sus radios r y masas m
para el caso de partículas de diferentes tamaños.

Consiste de dos arreglos de d×N (con N el número de partículas)
para las posiciones, y velocidades. Y otros dos arreglos de 1 × N
para los radios y masas de cada partícula.
La lista de eventos:

Es una colección de eventos para cada partícula, cada un tiene dos
tiempos de evento (colisión y tranferencia de celda) y la información
necesaria para manejar el evento, como las dos partículas involu-
cradas en una colisión o la dirección a la que se transferirá de celda
la partícula.

Por lo tanto, cada colisión se representa dos veces en la lista de
eventos, una para cada partícula involucrada en la colisión, el evento
que se maneja primero es arbitrario.
La estructura de celdas:

Un arreglo cuadrado, un elemento para cada celda, cada elemento
contiene una lista de índices de partículas que enumeran las partí-
culas que pertenecen a esa celda.

Un arreglo con los elementos en el que se guarda en que celda esta
cada partícula.

Un arreglo auxiliar cuadrado, un elemento para cada celda, cada
elemento contiene una lista de celdas vecinas.

Un arreglo con información del límite de las celdas.

4.1.3. Retrasando la actualización

Hasta ahora se introdujeron dos esquemas para reducir los cálculos en
el paso 1 del algoritmo simple. Si el tamaño de la celda se puede tomar
de manera que solamente un número constante de partículas se exami-
nen para colisiones, y si la lista de eventos se implementa e�cientemente,
pareciera que el costo del paso 1 puede ser en gran parte independiente
de N . Por otro lado, el paso 2 sigue siendo cálculos del ordén de ∼ N .
Erpenbeck y Wood notaron que este paso solamente necesita llevarse a
cabo para las partículas involucradas en el evento, reduciendo el costo del
paso 2 a una constante por evento. Como las transferencias no cambian
la trayectoria de las partículas, entonces no es necesario llevar a cabo este
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paso en el caso de las tranferencias. Esto signi�ca que la posición x, y
la velocidad v de las partículas guardada ahora representa su posición
y velocidad al tiempo de su última colisión (a diferencia del tiempo del
último evento del sistema). Para cada partícula necesitamos tener adicio-
nalmente el tiempo tc de su última colisión. Como el movimiento de las
partículas entre colisiones es lineal, podemos obtener la posición de una
particícula a cualquier tiempo t simplemente calculando x + (t− tc)v.

4.1.4. Un evento por partícula

Solamente se guarda el próximo tiempo de colisión y tranferencia por
partícula, debido a que una tranferencia no altera el tiempo de colisión al
no cambiar la trayectoria de la partícula y una colisión alterará el tiempo
de tranferencia y todas las otras colisiones posible que tendría la partícula.
Guardar la próxima colisión previsible junto con su tranferencia reduce
el número de chequeos de colisiones en el evento de una tranferencia por
un factor 2/3, porque no es necesario que se recalcule, para la partícula
involucrada, el tiempo de colisión con todas las partículas en las celdas
vecinas, sino solamente en las nuevas celdas vecinas, como se ve en la
Figura 4.4. Una vez que la partícula esté involucrada en una colisión
todos los eventos subsecuentes se vuelven invalidos, entonces quedarse
con más de un tiempo de colisón no es posible que mejore la e�ciencia.

A B

Figura 4.4: La partícula negra se acaba de transferir de A a B y solamente
calcula tiempos de colisión para las nuevas celdas vecinas sombreadas obs-
curas, debio a que previamente ya ha calculado en las celdas sombreadas
claras.
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4.2. Algoritmo optimizado

Para iniciar la simulación necesitamos iniciar tres estructuras datos. La
información de las partículas: la posición inicial, sus velocidades y sus
últimos tiempos de colisión �jados en cero. Para iniciar la estructura de
celdas, debemos calcular la ubicación de cada partícula en que celda se
encuntra para agregar cada partícula en la lista apropiada del arreglo de
celdas. Para con�gurar la lista de eventos, necesitamos calcular el tiem-
po de colisión para todos los pares de partículas en celdas adyacentes y
calcular el tiempo de transferencia para todas las partículas. Sin embar-
go, checar las partículas en todas las celdas vecinas para una partícula
dada resultará en un doble chequeo para cada par. Entonces solamente
debemos checar las partículas de la mitad de las celdas vecinas, y las
partículas de la misma celda, como se ve en la Figura 4.5.

Figura 4.5: Inicialmente, la partíula negra sólo necesita calcular colisiones
con las partículas en las celdas sombreadas.

Después, debemos realizar los siguientes pasos hasta alcanzar el tiempo
deseado:

Paso 1: Encontrar el próximo evento en la lista de eventos.
Paso 2: Ajustar la posición del evento.
Paso 3: Encargarse del evento.
Paso 4: Calcular el próximo tiempo de transferencia de la partícula corres-

pondiente al evento.
Paso 5: Calcular el próximo tiempo de colisión con las partículas de las

celdas vecinas apropiadas.
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Paso 6: Regresar al Paso 1.

El Paso 1 consiste en buscar el tiempo mínimo en la lista de eventos y
determinar a que tipo de evento representa.

En el Paso 2 se ajustan la posiciones y se actualiza el último tiempo en
que se ajustaron las posiciones.

Si el evento es una tranferencia, elPaso 3 consiste en mover la partícula
entre celdas, es decir, quitar la partícula de una celda y agregarla a otra.
En caso de colisión el Paso 2 consiste en cambiar el estado de las dos
partículas involucradas en la colisión, como se describe en la Sección 4.2.1.

El tiempo de tranferencia en el Paso 4 consiste en encontrar la interseción
de una linea con 2d hiper-planos de dimensión d−1, que signi�ca resolver
d ecuaciones lineales y seleccionar la solución más pequeña.

En el Paso 5, calcular tiempos de colisión involucra resolver la ecuación
cuadática (4.5). El término apropiado se re�ere al hecho de qué celdas
considerar depende del tipo de evento, ver Figura 4.2 para colisiones y,
ver Figura 4.4 para tranferencias. Para cada tiempo de colisión calculado
el algoritmo compara este tiempo con (1) el tiempo de colisión para la
partícula involucrada y (2) el tiempo de colisión de la partícula compañe-
ra, se mantiene si es más pequeño que ambos. Cuando todos los tiempos
de colisión son calculados la partícula involucrada noti�ca su nuevo com-
pañero encontrado, para modi�car su tiempo de colisión. Un punto sutíl
surge de un tercero, el compañero antigüo del compañero tendrá un tiem-
po inválido. La manera más sencilla de tratar con esta complicación es
recalcular el tiempo de colisión para esta partícula.

4.2.1. Colisiones

Se utilizan colisiones elásticas, en las cuales se consverva energía. Enton-
ces se debe satifacer

1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 =

1

2
m1v

′2
1 +

1

2
m2v

′2
2 , (4.7)

y se conserva momento, es decir

m1v1 +m2v2 = m1v
′
1 +m2v

′
2, (4.8)

donde v1 y v2 son las velocidades antes de la colisión y v′1 y v′2 son las
velocidades después de la colisión, m1 y m2 es la masa de las partículas.
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En la dirección t̂ tangencial a la colisión no hay fuerzas (ver Figura 4.1).
De esta manera, las componentes de la velocidad en esa dirección se
mantienen iguales después del impacto, entonces

v1 · t̂ = v′1 · t̂
v2 · t̂ = v′2 · t̂,

(4.9)

con esto, podemos ver las velocidades como v = (vn̂, vt̂) y la componente
que tendrá la información del cambio de velocidad debido a la interacción
será vn̂. Por lo tanto podemos reescribir la ecuación (4.8) como

m1(v1 · n̂) +m2(v2 · n̂) = m1(v
′
1 · n̂) +m2(v

′
2 · n̂), (4.10)

y la de conservación de la energía

m1

2

(
(v1 · t̂)2 + (v1 · n̂)2

)
+
m2

2

(
(v2 · t̂)2 + (v2 · n̂)2

)
=

m1

2

(
(v′1 · t̂)2 + (v′1 · n̂)2

)
+
m2

2

(
(v′2 · t̂)2 + (v′2 · n̂)2

)
.

(4.11)

Utilizando la ecuación (4.9)

m1(v1 · n̂)2 +m2(v2 · n̂)2 = m1(v
′
1 · n̂)2 +m2(v

′
2 · n̂)2 (4.12)

m1

[
(v′1 · n̂)2 − (v1 · n̂)2

]
= m2

[
(v′2 · n̂)2 − (v2 · n̂)2

]
(4.13)[

(v′1 · n̂) + (v1 · n̂)
] [
m1(v

′
1 · n̂)−m1(v1 · n̂)

]
=[

(v′2 · n̂) + (v2 · n̂)
] [
m2(v

′
2 · n̂)−m2(v2 · n̂)

]
,

(4.14)

usando la conservación de momento de la ecuación (4.10) obtenemos

(v′1 · n̂) + (v1 · n̂) = (v′2 · n̂) + (v2 · n̂) (4.15)

(v′2 · n̂) = (v′1 · n̂) + (v1 · n̂)− (v2 · n̂), (4.16)

sustituyendo en (4.10)

m1(v1 · n̂) +m2(v2 · n̂) = m1(v
′
1 · n̂) +m2

[
(v′1 · n̂) + (v1 · n̂)− (v2 · n̂)

]
,

(4.17)
despejando (v′1 · n̂) tenemos

(v′1 · n̂) =
m1 −m2

m1 +m2
(v1 · n̂) +

2m2

m1 +m2
(v2 · n̂)

= (v1 · n̂)− 2m2

m1 +m2
(v1 − v2) · n̂

(4.18)
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la velocidad será

v′1 =

[
(v1 · n̂)− 2m2

m1 +m2
(v1 − v2) · n̂

]
n̂+ (v1 · t̂)t̂

= v1 −
2m2[(v1 − v2) · n̂]

m1 +m2
n̂,

(4.19)

donde
n̂ =

x2 − x1

||x2 − x1||
. (4.20)

Realizando el mismo procedimiento pero despejando para v′2 obtenemos:

v′1 = v1 −
2m2

m1 +m2

(v1 − v2) · (x2 − x1)

||x2 − x1||2
(x2 − x1),

v′2 = v2 −
2m1

m1 +m2

(v2 − v1) · (x1 − x2)

||x1 − x2||2
(x1 − x2).

(4.21)

4.2.2. Condiciones de frontera

Hasta ahora hemos ignorado las condiciones de frontera y cómo hacer las
modi�caciones apropiadas para manejarlas.

Para paredes elásticas agregamos un evento más, colisión con pared, donde
checa en el Paso 4 el tiempo de colisión con pared. Como la colisión con
pared la trayectoria de la partícula, solamente queremos guardar el evento
de colisiones de partículas o la de colisión con pared para cada partícula.

Para condiciones periódicas de frontera modi�camos la rutina de chequeo
de colisiones para tambien calcular el tiempo de colisiones con las partí-
culas imágenes periódicas más cercanas para cada partícula y las celdas
de bordes opuestos serán ahora adyacentes (vecinas), como se ve en la
Figura 4.6. Además, cada vez que actualizamos la posición de la partícula
checamos si la partícula ha abandonado el dominio y si es así lo agregamos
o restamos la longitud del dominio a las coordenadas apropiadas.

La estrategia utilizada para checar con las partículas imagen más cerca-
nas consiste en agregar una celda extra en el perimetro del dominio de
ancho L (4.6), de manera que cada celda imagen contiene cada partícula
de la celda opuesta, como se ve en la Figura 4.7, cada particula se le resta
o suma la longitud del dominio a las coordenadas apropiadas, de manera
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Figura 4.6: Para condiciones periódicas de frontera, la partícula negra
necesita calcular colisiones con las imágenes periódicas de las celdas som-
breadas.

que podemos checar directamente con las celdas vecinas imagenes, y cual-
quier colisión con una partícula imagen cambia el estado de la partícula
original.

Figura 4.7: Celdas imagenes en la frontera para facilitar cálculos.
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4.2.3. Aleatoriedad en posiciones iniciales

Típicamente, para generar distribuciones iniciales de posiciones xi, no
traslapadas, se utiliza la siguiente estrategia: Se coloca el centro de una
partícula de radio r0 aleatoriamente en las cordenadas x0. Luego, se pro-
pone colocar aleatoriamente el centro de otra partícula i de radio ri en xi
y se acepta lo posición si no hay traslape con todas las demás partículas,
i.e. ||xi − xj || ≥ ri + rj para toda i, j ∈ xi. Si hay traslape se propo-
ne una nueva posición xi hasta cumplir con la condición de no traslape,
repitiendo este proceso hasta llegar al número deseado de partículas o
hasta saturar el sistema.

Erroneamente, se piensa que este proceso genera posiciones iniciales pa-
ra sistemas de partículas, como lo estudiados aquí, con distribuciones
igualmente probables y bien distribuidas, para mostrar como este proce-
so puede generar distribuciones más probables qué otras consideremos el
siguiente ejemplo:

En 1D tenemos un espacio L = [0, 5] y queremos colocar segmentos de
longitud D = 2. Para el primer segmento tenemos una probabilidad de
P = 1/4 al inicio, así para colocar un segundo segmento tenemos 2 opcio-
nes de probabilidad P = 1/2, es decir, para cada una de estas con�gura-
ciones tenemos una probabilidad de generarlas de P = 1/8. Si volvemos
a empezar a generar otra con�guración tenemos nuevamente una proba-
bilidad de P = 1/4 para colocar el primer segmento, supongamos que lo
colocamos en L = 1, de esta manera solamente queda un lugar disponi-
ble para otro segmento, el cual es de probabilidad P = 1, entonces esta
con�guración es más probable a las dos anteriores.

Modi�camos la estrategia anterior de modo que si hay traslape en el
proceso de colocación se vuelve a iniciar el proceso completo hasta llegar
al número deseado de partículas o hasta saturar el sistema1.

4.3. Algoritmo de Lubachevsky�Stillinger

Uno de los métodos utilizados para alcanzar sistemas con fracciones de
empaquetamiento altas consiste en el algoritmo propuesto por Lubachevsky�
Stillinger [27] en 1990. El cual se discute a continuación.

1Generar sistemas de partíticulas de este modo es muy costoso computacionalmen-
te.
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Se comienza colocando el número desado de puntos N aleatoriamente con
una distribución uniforme. Inicialmente, estos puntos son in�nitesimales.
Sin embargo, empiezan a crecer con una tasa de crecimiento dada, los
radios de las esferas dados por cierta función c(t) para t ≥ 0. Necesitamos
que c(0) = 0 y que c(t) sea una función continua no decreciente con
c(t)→∞ para t→∞. Como resultado del crecimiento de las partículas
las colisiones se vuelven posibles para tiempos positivos y se volverán más
frecuentes a medida que el radio incremente.

Se evoluciona temporalmente hasta que el sistema alcance cierta fracción
de empaquetamiento o se atasque, momento en el cual el número de
colisiones en principio debe diverger. El empaquetamiento �nal alcanzado
dependerá de las condiciones iniciales y de la tasa de crecimiento del radio.

Este crecimiento entonces modi�cará el tiempo de colisión y las velocida-
des �nales después de una colisión durante el crecimiento. Nuevamente
consideremos dos partículas esféricas Q y C pero ahora con radios r1 y
r2 dependientes del tiempo, es decir,

C(t) = x1 + tv1; r1(t) = r1 + c1t (4.22)

Q(t) = x2 + tv2, r2(t) = r2 + c2t, (4.23)

donde c1 y c2 son las tasas de crecimiento de las esferas. Para t = tc las
esferas tendrán una colisión si satisfacen

||C(tc)−Q(tc)||2 = (r1(tc) + r2(tc))
2. (4.24)

Expandiendo esto tenemos

(x1+v1tc−x2−v2tc)·(x1+v1tc−x2−v2tc) = (r1+c1tc+r2c2tc)
2, (4.25)

de�niendo ∆v = v1 − v2, ∆x = x1 − x2, σ = c1 + c2, y ρ = r1 + r2
obtenemos

||∆v||2t2c + 2(∆v ·∆x)tc + ||∆x||2 − (ρ2 + σ2t2c + 2ρσ) = 0. (4.26)

Resolviendo para tc e identi�cando términos como a = ||∆v||2 − σ2,
b = (∆v ·∆x)− ρσ, y c = ||∆x||2 − ρ2 obtenemos

tc =
−b±

√
b2 − ac
a

(4.27)
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Para la modi�cación de las velocidades �nales después de una colisión
durante la colisión solamente basta con considerar el incremento de la
velocidad efectiva de la partícula debido el crecimiento c, es decir, la
nueva velocidad inicial vnueva será

vnueva = v + c ∗ sgn(v). (4.28)

Notemos que durante el proceso de crecimiento de las partículas el sistema
no puede conservar energía. En la Figuras 4.8a y 4.8b podemos observar
como crece la energía total en función del tiempo2 para sistemas de 500
discos con 1 y 2 tamaños llegando al atascamiento, respectivamente. No-
temos que al inicio la simulación la energía no crece mucho debido a que
las colisiones son poco probables, mientras que al �nal crece demasiado
debido a que las colisiones divergen cuando se llega al atascamiento.

(a) (b)

Figura 4.8: Incremento de la energía debido al crecimiento (1× 10−2) de
500 discos llegando al atascamiento para sistemas de (a) 1 radio llegando
a φ = 0.86 y; (b) 2 radios llegando a φ = 0.825.

4.4. Análisis de Fourier

Para obtener el espectro de potencias de una serie de tiempo que se
mencionó en la sección 2.4 se hará el análisis de Fourier correspondiente,
lo cual se discutira a continuación.

2Mientras el sistema está en crecimiento la fracción de empaquetamiento se calcula
con φ = Nπ(ct)2 en el caso de discos con un tamaño, y con una expresión similar para
el caso de discos de dos tamaños.
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Primero, para analizar el espectro de una señal discreta se utiliza la trans-
formada de Fourier discreta (DFT), dada por

X1/T

(
k
NT

)
=
∑
n

xN [n] · e−i2π
kn
N , (4.29)

Digamos que tenemos una señal (ver Figura 4.9a) descompuesta en 1000
partes generada por la función f(t) = 4 cos(5 ∗ 2πt) + 3 cos(10 ∗ 2πt) +
2 cos(50∗2πt) + cos(100∗2πt). Sacamos la transformada de fourier X(f)
de esta señal y removemos su parte simétrica (ver Figura 4.9b). Para esta
función f(t) vemos que se tienen cuatro frecuencias (como se esperaba)
en la transformada de Fourier X(ω).

(a) (b)

Figura 4.9: (a) Señal generada con la función de prueba f(t). (b) Trans-
formada de Fourier de la función de prueba f(t).

Sin embargo, lo que deseamos calcular es el espectro de potencias de una
serie de tiempo lo cual describe su distribución de potencias en compo-
nentes de frecuencias que componen la señal. Para esto debemos estimar
la densidad espectral de potencias PSD(ω)3. La cual se de�ne como

PSD (ω) =
1

2πN

∣∣∣∣∣∑
n

x[n] · e−inω
∣∣∣∣∣
2

, −π < ω ≤ π. (4.30)

Ahora analicemos como ejemplo algunos resultados conocidos, como el
movimiento Browniano. En particular lo que nos interesa reproducir es
que el ruido de la señal decae como 1/ω2. Para esto generamos una se-
rie de tiempo de un movimiento Browniano (ver Figura 4.10a) la cual

3PSD por sus siglas en inglés power spectral density.
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analizamos calculando su densidad espectral de potencias PSD(ω) (ver
Figura 4.10b) en la cual se gra�có una recta de pendiente −2 para com-
parar.

(a) (b)

Figura 4.10: (a) Serie de tiempo de un movimiento Browniano. (b) Den-
sidad espectral de potencias de la serie de tiempo del movimiento Brow-
niano, la recta naranja es de pendiente −2.

4.5. Veri�cación del funcionamiento del código

4.5.1. Traslapes

Un primer paso para comprobar que el código funciona correctamente, es
veri�car la condición de no traslape de esferas duras lo cual se logra al
calcular cij = ||xi−xj ||2− ri− rj si el resultado cij es negativo signi�ca
que hay un translape entre las particulas i y j, es decir, si cij >= 0 ∀ i 6= j
lo cual se calcula cada vez que se quiere determinar el tiempo de colisión
entre partículas.

4.5.2. Conservación de energía

Además debemos veri�car que las colisiones conservan energía fuera del
proceso de crecimiento. Se realizaron 10000 mediciones de la energía total
con 2000 discos cada 2000 pasos de la simulación con 1 (ver Figura 4.11a)
y 2 radios (ver Figura 4.11b), en las grá�cas se muestra el cambio de
energía multiplicado por 10000 entre la medición i y la i+ 1.
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(a) (b)

Figura 4.11: Cálculo del cambio en la energía entre la medición i y la
i+ 1 ∆Ei,i+1 para 10000 mediciones separadas 2000 pasos de simulación
para sistemas de 2000 discos con (a) 1 radio y; (b) 2 radios. La energía
promedio 〈E〉 y la desviación máxima en la energía total DE durante la
simulación fue de: (a) Para sistema monodisperso 〈E〉 = 9.35 × 106 y
DE = 9.87×10−8, y (b) para sistema de mezcla binaria 〈E〉 = 1.85×107

y DE = 3.89× 10−5.

4.5.3. Distribuciones

El último paso para veri�car que el código funciona correctamente es
revisar que se recuperan los resultados clásicos de la física estadística.
Uno de ellos es la distrbución de velocidades de Maxwell-Boltzmann.

Tomemos ∆x > 0 y ∆v > 0 pequeños y de�nimos el número densidad de
partículas por unidad de volumen f tal que Nf(x, v, t)(∆x > 0)d(∆v >
0)d es el número de partículas en el cubo4 [x, x+∆x], y cuyas velocidades
están en el cubo [v, v + ∆v] a un tiempo t. A medida que N crece, f se
suaviza, y podemos pensar en aproximarla con una densidad continua.
Para una distribución inicial f(x, v, 0) , f se aproxima con el avance del
tiempo a la distribución de Maxwell�Boltzmann

f(x, v) = C exp

(
−‖v‖

2

2β2

)
, (4.31)

donde C es una constante de normalización, y β se determina por la
energía total de las partículas. Esto signi�ca que sin importar cual sea la
con�guración inicial de las partículas, si vemos las distribuciones espacia-

4Para x ∈ Rd y ∆x > 0, [x, x+ ∆x] denota el cubo con esquina inferior izquierda
en x, y tamaño de los lados ∆x.
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les y de velocidades de las partículas en una instancia de tiempo, después
de un tiempo de transición, encontraremos que:

1. Las posiciones de las partículas son independientes y están unifor-
memente distribuidas en las posisiones accesibles;

2. Las componentes de velocidades de las partículas son independien-
tes y gaussianas con promedio cero y varianza β2;

3. La distribución de velocidades y de posiciones son independientes
una de la otra.

Para la segunda conclusión se uso que

exp

(
−‖v‖

2

2β2

)
=

d∏
i=1

exp

(
− v2i

2β2

)
. (4.32)

Estos resultados se obtienen al tratar las colecciones de partículas como
un continuo, y son falsas para N �nito. Sin embargo, para propósitos
prácticos, la distribución de Maxwell�Boltzmann es una excelente apro-
ximación para la distribución de partículas después de un intervalo corto
si N es grande. En las Figuras 4.12a y 4.12b se muestran la distribuciones
de probabilidad de las velocidades de una partícula después de muchas
colisiones, se generó al correr el algoritmo propuesto con N = 2000 al-
canzando una fracción de empaquetamiento de φ = 0.7. Los ajustes de
las distribuciones de Maxwell�Boltzmann se realizaron con la función

f(v) = av2 exp

[
−v

2b2

2

]
(4.33)

donde se ajustaron los parámetros a y b. Los resultados del ajuste se
muestran en cada grá�ca.

Supondremos que N es grande y las partículas tienen distribuciones de
Maxwell�Boltzmann en todo momento. Esto incluye la suposición de que
la con�guración inicial cumple estas suposiciones, debido a que cual-
quier con�guración inicial evolucionará rápidamente en una distribución
de Maxwell�Boltmann. En la Figuras 4.13a y 4.13b se muestra la dis-
tribución de probabilidad de las velocidades iniciales del sistema. En la
Figuras 4.14a y 4.14b se muestran la distribuciones de probabilidad de
las velocidades antes de alcanzar el atascamiento. En la Figuras 4.15a
y 4.15b se muestran la distribuciones de probabilidad de las velocidades
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(a) a = 0.000277, b = 12.051157 (b) a = 0.000457, b = 9.849499

Figura 4.12: Distribución de probabilidad de velocidades de una partícu-
las después de miles de colisiones en sistemas de discos (a) monodispersos;
y (b) mezcla binaria.

después de alcanzar el atascamiento. Notemos que el parámetro b, que
es proporcional a la temperatura, es mayor cuando la fracción de empa-
quetamiento aumenta, lo cual es esperado debido a que a al aumentar la
fracción de empaquetamiento debemos meter más energía al sistema (en
el caso de este algoritmo es mayor el número de colisiones entre partículas
a mayor fracción de empaquetamiento, y entonces hay un mayor número
de empujes entre partículas).

(a) (b)

Figura 4.13: Distribución de probabilidad de las velocidades iniciales para
N = 2000 con |vmax| = 5.0 para sistemas de discos (a) monodispersos; y
(b) mezcla binaria.
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(a) a = 0.000679, b = 7.326060 (b) a = 0.001154, b = 5.745112

Figura 4.14: Distribución de probabilidad de las velocidades al alcanzar
cierta fracción de empaquetamiento antes del atascamiento y permitir al
sistema que llegue al equilibri, para sistemas de discos (a) monodispersos
φ = 0.65 ; y (b) mezcla binaria con φ = 0.60.

(a) a = 1.07488e− 5, b = 55.538276 (b) a = 9.88106e− 6, b = 66.308160

Figura 4.15: Distribución de probabilidad de las velocidades al alcanzar
cierta fracción de empaquetamiento después del atascamiento y permitir
al sistema que llegue al equilibrio, para sistemas de discos (a) monodis-
persos con φ = 0.86 ; y (b) mezcla binaria con φ = 0.825.
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Análisis de simulaciones

Las transiciones de fase de atascamiento (de fase �uida a fase sólida)
suceden cuando se aumenta la densidad del sistema (con compresiones o
crecimiento de parículas), sin embargo, la solidi�cación puede suceder de
dos maneras:

1. a un sólido cristalino, o;
2. a un sólido amorfo (vidrio).

Lo que se quiere entender es cómo un sistema pasa de un estado �uido a
uno atascado. La medida más importante para entender cómo un sistema
pasa entre estos estados es la viscosidad que a su vez está relacionada por
la ecuación de Stokes�Einstein con la difusión de las partículas.

5.1. Sistemas de pocas esferas

Localmente, la difusión se relaciona con la probabilidad de que una par-
tícula se intercambie con uno de sus vecinos (como ya se mencinó en 3.2).
Esta probabilidad es inversamente proporcional al tiempo de intercambio
entre vecinos. Una simpli�cación a este problema es considerar dos (o
pocas) partículas en una caja cuadrada y medir el tiempo de intercambio
de las posiciones de ambas partículas.

Hasta este punto es ambiguo qué signi�ca que se intercambien dos partí-
culas. Para esto se midió el desplazamiento máximo respecto a la posición
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inicial de cada partícula. Al reducir la fracción de empaquetamiento (ra-
dio) se vuelve posible el intercambio, de manera que podemos estimar
el desplazamiento crítico, respecto de su posición inicial, arriba del cual
consideramos que las partículas han intercambiado sus posiciones. Usan-
do esto podemos medir el tiempo promedio de intercambio como función
de la fracción de empaquetamiento, es decir, el tiempo promedio para
superar el desplazamiento crítico.

La ventaja de utilizar sistemas con pocas partículas es que se puede calcu-
lar analíticamente la fracción de empaquetamiento a la cual empieza a ha-
ber intercambios dentro de la caja que siempre mide A = base×altura =
1× 1 = 1.

El caso de 2 esferas iguales en 2 y 3 dimensiones no resulta demasiado
complicado justi�car cuál es la con�guración de mayor fracción de em-
paquetamiento, pues las esferas se deben encontrar sobre la diagonal de
la caja que las encierra para que sus radios puedan ser lo más grande
posibles.

Además de interesarnos por la transición de fase �uido-sólido, nos interesa
estudiar la transición de atascamiento. En este sentido, sería útil contar
con un sistema que preferencialmente se atasque sin presentar transición
de fase. Para esto es conveniente utilizar un sistema bidisperso. Inspirádos
en los resultados de [14], decidimos utilizar un sistema con dos tamaños
diferentes de discos, los grandes siendo 1.4 veces más grandes que los
pequeños y la proporción es dos pequeños por uno grande. Con estos
tamaños y proporciones, se logra que la contribución de las áreas de
ambos conjuntos de discos sea similar.

El caso más sencillo para estudiar las proporciones mencionadas en el pá-
rrafo anterior es utilizar 3 discos. Para este caso, no es obvio qué con�gu-
ración es la que maximiza la fracción de empaquetamiento. El argumento
es similar, encontrar una con�guración que maximice la distancia entre
cada par de discos. Esto implica que al menos uno de los discos estará
en contacto con los otros dos. Hay entonces 3 posibilidades: (i) que los
3 discos estén en contacto, (ii) que uno de los discos pequeños esté en
contacto con los otros dos y los otros no estén en contacto entre sí, (iii)
que sea el disco grande el que esté en contacto con los dos discos peque-
ños. Por inspección de estos 3 casos se encontró que la con�guración que
maximiza la fracción de empaquetamiento para esta proporción de radios
corresponde al caso (iii), como se ve en la Figura 5.4.
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5.1.1. Dos discos con radios iguales en 2D

Como la con�guración debe ser diagonal y queremos maximizar el empa-
quetamiento, los discos deben estar en contacto con las paredes, es decir,
Las posiciones de las partículas serán x1 = (r, r) y x2 = (1 − r, 1 − r)
donde r es la radio de las partículas. Además, la con�guración debe ser
tal que los discos también estén en contacto, entonces se debe satifacer
la siguiente condición

||x1 − x2|| = 2r, (5.1)

resolviendo la ecuación (5.1) obtenemos rmax = 1 − 1√
2
≈ 0.29289. Con

lo cual obtenemos la con�guración con máxima fracción de empaqueta-
miento φ ≈ 0.539, la cual se puede ver en la Figura 5.1.

Figura 5.1: Con�guración de máxima fracción de empaquetamiento φ ≈
0.539 para dos discos con radios iguales en 2D con paredes.

Dada esta con�guración, calculamos el desplazamiento máximo de una
partícula respecto a su posición inicial dada por x1 = (rmax, rmax) en
función de la fracción de empaquetamiento, los resultados se pueden ver
en la Figura 5.2. Podemos ver en la grá�ca como a medida que reducimos
la fracción de empaquetamiento (de izquierda a derecha en la gra�ca)
permitimos que la partícula pueda desplazarse más; este desplazamiento
tiene un salto abrupto alrededor de φ ≈ 0.39, lo que signi�ca que las par-
tículas logró visitar la esquina opuesta y entonces sucedio el intercambio
de partículas. Es decir, cuando se tiene un desplazamieno mayor a 0.6 se
considera que sucedió el intercambio.
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Figura 5.2: Grá�ca de desplazamiento máximo vs fracción de empaque-
tamiento de dos discos con radios iguales.

Como se mencionó antes, la utilidad de sistemas con pocas partículas es
que podemos calcular analíticamente cuándo es posible el intercambio.
Para este caso, de dos discos con mismo tamaño, necesitamos la suma de
los diámetros sea igual o menor al ancho de la caja. Es decir si r < rc =
0.25, es posible el intercambio, con lo que podemos calcular la fración
de empaquetamiento crítica φc = 2πr2c ≈ 0.392699. En fracciones de
empaquetamiento mayores a φc es imposible el intercambio.

Habiendo estimado el desplazamiento para el cual se considera que hubo
un intercambio podemos medir el tiempo que tarda en promedio dos
partículas en intercambiarse, se hicieron 500 casos por cada fracción de
empaquetamiento, los resultados se pueden ver en la Figura 5.3. Notamos
que el tiempo de intercambio va disminuyendo a medida que reducimos la
fracción de empaquetamiento. Además, se realizaron ajustes de los datos
obtenidos, para el primer ajustamos el parámetro a de la ecuación (3.47)
(en nuestro caso a = b debido a la caja es cuadrada). Y para el segundo
ajuste se utilizo la ecuación τ ∼ A/(φc − φ)C . Los parametos ajustados
se encuentran debajo de la grá�ca.
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Figura 5.3: Los valores de los parametros ajustados son: a = 0.250668,
A = 0.374467, C = 1.185207
Grá�ca de tiempo promedio de intercambio vs fracción de empaqueta-
miento de dos discos con radios iguales.

5.1.2. Tres discos con dos radios diferentes en 2D

Como la con�guración queremos que forme un triángulo isóseles y se
quiere maximizar el empaquetamiento, los discos deben estar en contacto
con las paredes, es decir, la posición de las partículas serán x1 = (1/2, 1−
r1), x2 = (r2, r2), y x3 = (1−r2, r2) donde los radios de las partículad r1
y r2 tienen la proporción r1 = 1.4r2. Además, la con�guración debe ser
tal que los discos también estén en contacto, entonces se deben satifacer
las siguientes condiciones

||x1 − x2|| = r1 + r2

||x1 − x3|| = r1 + r2,
(5.2)

resolviendo cualquiera de las condiciones de la ecuación (5.2) obtene-
mos r2max ≈ 0.224182, y r1max = 1.4r2max ≈ 0.3138548. Con lo cual
obtenemos la con�guración con máxima fracción de empaquetamiento
φ ≈ 0.6525, la cual se puede ver en la Figura 5.4.

Dada esta con�guración, realizamos un procedimiento similar al del caso
anterior, es decir, vemos como varía el desplazamiento máximo en fun-
ción de la fracción de empaquetamiento. Sin embargo, para este caso
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Figura 5.4: Con�guración de máxima fracción de empaquetamiento φ ≈
0.6525 para con�guración de tres discos con dos radios diferentes en 2D
con paredes.

se consideraron los desplazamientos del disco grande con posición inicial
x1 = (1/2, 1− 1.4r2max) y los desplazamientos de un disco pequeño con
posición inicial x2 = (r2max, r2max), los resultados se pueden ver en la
Figura 5.5. Podemos ver en la grá�ca como a medida que reducimos la
fracción de empaquetamiento (de izquierda a derecha en la gra�ca) per-
mitimos que la partículas puedan desplazarse más; estos desplazamientos
tienen saltos abruptos alrededor de φ ≈ 0.54, lo que signi�ca que las par-
tículas lograron visitar el lado opuesto y entonces sucedio el intercambio
de partículas. Es decir, cuando se tiene un desplazamieno mayor a 0.4 y
0.7 para el disco grande y disco pequeño respectivamente, se considera
que sucedió el intercambio.

Calculando cuándo es posible el intercambio para este caso, de tres discos
con dos tamaños, necesitamos la suma de diámetros de un disco grande y
uno pequeño sea igual o menor al ancho de la caja. Es decir, en términos
del radio pequeño, 4.8rc = 1 =⇒ r < rc ≈ 0.208, es posible el intercam-
bio, con lo que podemos calcular la fración de empaquetamiento crítica
φc = 2πr2c + π(1.4rc)

2 ≈ 0.53977. En fracciones de empaquetamiento
mayores a φc es imposible el intercambio.

Habiendo estimado los desplazamientos para los cuales se considera que
hubo intercambios podemos medir los tiempos que tardan en promedio
en intercambiarse, se hicieron 500 casos por cada fracción de empaque-
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Figura 5.5: Grá�ca de desplazamiento máximo vs fracción de empaque-
tamiento de tres discos con dos radios diferentes.

tamiento, los resultados se pueden ver en la Figura 5.6. Notamos que
el tiempo de intercambio va disminuyendo a medida que reducimos la
fracción de empaquetamiento. Además, se realizaron ajustes de los da-
tos obtenidos utilizando la ecuación τ ∼ A/(φc − φ)C . Los parametos
ajustados se encuentran debajo de la grá�ca.

5.1.3. Dos esferas con radios iguales en 3D

Como la con�guración debe ser diagonal y queremos maximizar el empa-
quetamiento, los discos deben estar en contacto con las paredes, es decir,
la posición de las partículas serán x1 = (r, r, r) y x2 = (1− r, 1− r, 1− r)
donde r es la radio de las partículas. Además, la con�guración debe ser
tal que los discos también estén en contacto, entonces se debe satifacer
la siguiente condición

||x1 − x2|| = 2r, (5.3)

resolviendo la ecuación (5.3) obtenemos rmax = 3−
√
3

4 ≈ 0.31698. Con lo
cual obtenemos la con�guración sólida con máxima fracción de empaque-
tamiento φ ≈ 0.267, la cual se puede ver en la Figura 5.7.

Dada esta con�guración, calculamos el desplazamiento máximo de una
partícula respecto a su posición inicial dada por x1 = (rmax, rmax, rmax)
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Figura 5.6: Los valores de los parametros ajustados son: AG = 0.927226,
CG = 0.79691, AC = 0.913138, CC = 0.872835
Grá�ca de tiempo promedio de intercambio vs fracción de empaqueta-
miento de tres discos con dos radios diferentes.

en función de la fracción de empaquetamiento, los resultados se pueden
ver en la Figura 5.8. Podemos ver en la grá�ca como a medida que reduci-
mos la fracción de empaquetamiento (de izquierda a derecha en la gra�ca)
permitimos que la partícula pueda desplazarse más; este desplazamiento
tiene un salto abrupto alrededor de φ ≈ 0.21, lo que signi�ca que la par-
tícula logró visitar otras esquinas (eventualmente la esquina opuesta) y
entonces sucedio el intercambio de partículas. Es decir, cuando se tiene
un desplazamieno mayor 0.6 se considera que sucedió el intercambio.

Calculando cuándo sería posible el intercambio para este caso, de dos es-
feras con un tamaño, pensaríamos que la suma de los diámetros tiene que
ser igual o menor al ancho de la caja. Es decir si r < rnc = 0.25, es posi-
ble el intercambio, con lo que calculando la fración de empaquetamiento
crítica obtenemos φnc = 8

3πr
3
c ≈ 0.130899. En fracciones de empaqueta-

miento mayores a φnc deberia ser imposible el intercambio. Sin embargo,
esto no corresponde con lo obsevado en la Figura 5.8, donde alrededor
de phi ≈ 0.21 es donde medimos que es posible el intercambio. Entonces
algo sucede en este caso que permite el intercambio antes de lo esperado.

Habiendo estimado el desplazamiento para el cual se considera que hubo
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Figura 5.7: Con�guración de máxima fracción de empaquetamiento φ ≈
0.267 para con�guración de dos esferas con radios iguales en 3D con
paredes.

intercambio podemos medir el tiempo que tardan en promedio en inter-
cambiarse, se hicieron 500 casos por cada fracción de empaquetamiento,
los resultados se pueden ver en la Figura 5.9. Notamos que el tiempo
de intercambio va disminuyendo a medida que reducimos la fracción de
empaquetamiento. Además, se realizó el ajuste de los datos obtenidos
utilizando la ecuación τ ∼ A/(B − φ)C . Los parametos ajustados se en-
cuentran debajo de la grá�ca.

El valor B = 0.213057 del ajuste de la grá�ca representa aproximada-
mente el valor de la fracción de empaquetamiento para el sistema de dos
discos con un radio en 2D de la ecuación (5.1) (φc = 0.21049). Esto se
debe a que a ese radio ya es posible intercambiar las partículas. Para vi-
sualizar esto, se tiene que pensar en �jar una de las esferas lo más cercano
a una de las esquinas. Si se hace un corte que sea paralelo a una cara y
que pase por el centro de la esfera �jada, se tendrá un cuadrado debido
a la caja y un círculo debido a la esfera. Para colocar otro disco en ese
corte, se tiene que cumplir la ecuación (5.1). Como esto es un corte, esto
signi�ca que la esfera que no está �ja se puede mover a lo largo del eje
ortogonal a dicho plano de corte. Como hay 3 planos de corte que cumple
con la misma condición, habrá 3 ejes sobre los cuales se podrá mover la
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Figura 5.8: Grá�ca de desplazamiento máximo vs fracción de empaque-
tamiento de dos esferas con radios iguales.

esfera que no está �ja. Por lo tanto, si no se �ja ninguna esfera, se pue-
de primero intercambiar las esferas en la dirección de uno de los ejes y
después en la dirección de otro de los ejes, intercambiando �nalmente sus
posiciones completamente.

5.2. Sistemas de muchas esferas

En la sección anterior se hicieron algunos cálculos con el �n de poder
estimar el punto de transición de fase. Se mencionó también la posibili-
dad usar sistemas que fueran malos formadores de cristales. Sin embargo,
el mecanismo principal para frustrar la cristalización es mediante la ve-
locidad de enfriamiento o de incremento de la densidad. Para obtener
estructuras cristalinas el aumento de la densidad debe ser lento, dandole
oportunidad al sistema de acomodarse. Para obtener estructuras amor-
fas debemos aumentar la densidad rápido para no darle oportunidad al
sistema de acomodarse.

Con el �n de estudiar sistemas más realistas que los presentados en la sec-
ción anterior, se hicieron simulaciones usando el algoritmo de Lubachevsky�
Stillinger con el algoritmo de dinámica molecular (Ver capítulo 4). Las
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Figura 5.9: Los valores de los parametros ajustados son: A = 0.012599,
B = 0.213057, C = 2.312269
Grá�ca de tiempo promedio de intercambio vs fracción de empaqueta-
miento de dos esferas con radios iguales.

simulaciones se hicieron para 3 sistemas diferentes:

1. Con un solo tipo de partículas dentro de cajas cuadradas con con-
diciones periódicas en 2D.

2. Con 2 tipos de partículas siguiendo la proporción propuesta por [14],
dos partículas pequeñas por cada partícula grande y la razón de los
radios es 1.4 dentro de cajas cuadradas con condiciones periódicas
en 2D.

3. Con un solo tamaño de partículas dentro de cajas cúbicas con con-
diciones periódicas en 3D.

5.2.1. Simulaciones en 2D con discos monodispersos

Las simulaciones realizadas para obtener los resultados en esta sección
fueron utilizando N = 10000 discos con crecimiento del radio de 2×10−3

(a menos que se indique lo contrario). En todos las simulaciones se usaron
condiciones periódicas de frontera.
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5.2.1.1. Empaquetados rápidos contra lentos

En el caso de sistemas de discos con un radio la tasa de crecimiento no jue-
ga un papel importante en la con�guración obtendida. En la Figura 5.10
se puede ver un empaquetado de discos con fracción de empaquetamiento
alta la cual puede conseguirse facilmente sin importar la tasa de creci-
miento utilizada.

Figura 5.10: Empaquetado atascado de N = 500 discos con fracción de
empaquetamiento φ = 0.86 con crecimiento de 1e− 2.

5.2.1.2. Distribuciones de probabilidad de vecinos

Para medir las distribuciones de probabilidad primero llevamos al sistema
a la fracción de empaquetamiento φ deseada. Después se evoluciona el sis-
tema un tiempo su�cientemente grande. Utlizando los vecinos dinámicos
descritos en 3.1.4 para cada partícula en un intervalo de tiempo se obtu-
vo las distrubuciones de probabilidad correspondientes a cada fracción de
empaquetamiento, como se ve en la Figura 5.11. Notemos que a medida se
aumenta la fracción de empaquetamiento la distribucón de probabilidad
resulta ser más picuda. Sin embargo, al alcanzar una fracción de empa-
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quetamiento de φ ∈ [0.7, 0.71] el máximo de la distrubucion decrece
(respecto a valores anteriores), por lo cual las distribución debe exten-
derse (debido a que cada distribución tiene de área unitaria). El ancho
de las distribuciones debe ser proporcional al número de con�guraciones
del sistema, lo que a su vez es proporcional a la entropía. En este sentido,
estudiar la distribución de vecinos dinámicos es equivalente a estudiar la
entropía del sistema. El que la altura de los máximos decresca signi�ca
entonces que la entropía aumenta al incrementar la densidad. Esto sucede
justo antes de que se de la transición de fase.

Figura 5.11: Distribuciones de probabilidad de tener N vecinos dinámicos
como función de la fración de empaquetamiento φ (dada por la escala de
color) de sistemas de discos monodispersos.

Por otro lado, con la información de cada distrubución de probabilidad se
calcularon dos cantidades equivalentes: (i) el número de vecinos promedio
y, (ii) el valor esperado del ajuste gaussiano. Si no hay correlación entre las
partículas, la distribución de vecinos debería ser una gaussiana. En este
sentido, comparar el ajuste gaussiano con el valor promedio nos permite
identi�car en qué momento las correlaciones se vuelven importantes. En
la Figura 5.12 se presentan este comparativo. Mientras que la fracción
de empaquetamiento sea baja el valor esperado del ajuste gaussiano no
se desvía mucho del promedio, sin embargo, al alcanzar φ ≈ 0.66 estos
valores empiezan a distar más entre sí. Al seguir aumentando la fración
de empaquetamiento a φ = 0.7 el valor esperado del ajuste gaussiano falla
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completamente tomando valores prohibidos (negativos), lo que signi�ca
que no es posible ajustarle una distrubución gaussiana; este cambio de
comportamiento corresponde con la fracción de empaquetamiento donde
la distrubución de probabilidad se extiende y el máximo disminuye de la
Figura 5.11.

Figura 5.12: Grá�ca de número promedio de vecinos dinámicos (rombos) y
valor esperado del ajuste gaussiano (círculos) como función de la fracción
de empaquetamiento φ de sistemas con discos monodispersos. La linea
horizontal corresponde a tener 6 vecinos (arreglo de máxima fracción de
empaquetamiento). En la �gura incertada se muestra un acercamiento a
esta misma grá�ca cerca de la transición de fase.

5.2.1.3. Parametro de orden ψ6

Para poder distiguir entre posibles fases se midio el parametro de orden
que se vio en 3.1.9. Sin embargo, primero se veri�có que orden es real-
mente el más apropiado. Es de esperar que para sistemas de discos con
un tamaño el parámetro de orden ψ6 sea el más apropiado por los resul-
tados analíticos mostrados en 3.1.1.1, y por lo tanto este parámetro de
orden debe re�ejar este comportamiento. Para veri�car esto se midió el
parametro de orden ψx de la ecuación (3.44) (en estos cálculos en lugar
de tomar los vecinos más cercanos, se utilizan todos los vecinos dinámi-
cos de cada partícula) para x ∈ [0, 15], en la Figura 5.13 se pueden ver
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estos resultados. Como se esperaba para x ∈ [0, 1] el parametro de orden
decrese de 1 a 0, este resultado no es sorprendente y tampoco representa
ningún orden en el sistema. Después, para x = 6 se alcanza el máximo
real para el parametro de orden orentacional. Notemos también que se
obtiene otro valor cercano al máximo para x = 12, esto se espera debido
a que el parametro de orden ψ6 está contenido en el cálculo del parametro
de orden ψ12.

Figura 5.13: Parámetro de orden x orientacional con x ∈ [0, 15] para
empaquetamientos de discos monodispersos.

Estando seguros de que el parámetro de orden ψ6 es el que mejor distigue
el orden orentacional en sistemas de discos de un tamaño lo calculamos
variando la fracción de empaquetamiento, los resultados de esto se pre-
sentan en la Figura 5.14. De este comportamiento podemos decir que la
transición se da alrededor de φ ≈ 0.72. Por otro lado tambien notamos
que estas mediciones tienen ruido, esto puede deberse a que durante las
transiciones los sistemas suelen tener más �uctuaciones.

5.2.1.4. Series de tiempo

Como se vio en 2.4 nos interesa medir series de tiempo para calcular su
densidad espectral de potencias lo cual puede proporcionarnos informa-
ción útil en estos sistemas en transición.
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Figura 5.14: Parámetro de orden orentacional ψ6 como función de la
fracción de empaquetamiento φ de sistemas de discos monodispersos.

Para medir las series de tiempo para alguna fracción de empaquetamiento
dada primero se llevó al sistema a la φ deaseada y se reinicio la informa-
cíon sobre los vecinos dinámicos de cada partícula. Después se evolucionó
el sistema un tiempo bastante grande y después de cada intervalo de
tiempo pequeño se midio en el sistema el número promedio de vecinos
dinámicos (cada serie de tiempo se hizo con 2 millones de promedios de
vecinos dinámicos).

Se calculo la densidad espectral de potencias PSD(ω) de cada serie de
tiempo, los resultados se pueden ver en la Figura 5.15. Notamos que para
φ ≤ 0.72 todas las densidades espectrales cumplen una ley de potencias.
A partir de este valor las densidades espectrales de potencias de las series
de tiempo obtenidas dejan de cumplir con leyes de potencias.

5.2.1.5. Función de distribución radial y presión

Como se vio en 3.1.5 la función de correlación es de vital importancia
para distinguir entre estados cristalinos y amorfos.

Se midió la función de correlación variando la fracción de empaquetamien-
to, los resultados se pueden ver en la Figura 5.16. Vemos que a medida
que se aumenta la fracción de empaquetamiento se observa que crecen
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Figura 5.15: Densidades espectrales de potencias PSD(ω) de series de
tiempos de número de vecinos dinámicos como función de la fracción de
empaquetamiento (escala de color) φ de sistemas de discos monodispersos.

picos donde la correlación es mayor a 1 para largas distancias. Esto nos
sugiere que para sistemas de discos con un tamaño tenemos orden de
largo alcance1 que corresponde al caso de los estados cristalinos.

Con el valor de contacto de la función de distribución radial calculamos
la presión utilizando de la ecuación (3.39), los resultados se pueden ver en
la Figura 5.17. A medida que aumenta la fracción de empaquetamiento
crece la presión; sin embargo, también notamos que durante el periodo de
transición (remarcado en rojo) la presión parece constante, lo cual corres-
ponde con el comportamiento mostrado en la Figura 3.6 de lo sistemas
en transición a con�guraciones ordenadas [41]. Además, el creciento de la
presión parece llevar a un punto presión in�nita para la con�guración de
fracción de empaquetamiento máxima.

1Según [44] se trata de orden de cuasi largo alcance (quasi-long-range order en
inglés). Sin embargo, esto no se comprobo.
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Figura 5.16: Función de distribución radial g(r) dependiente de la fracción
de empaquetamiento (escala de color) φ de sistemas de discos monodis-
persos.

5.2.2. Simulaciones en 2D de mezclas binarias de discos

Las simulaciones realizadas para obtener los resultados en esta sección
fueron utilizando N = 10000 discos con crecimiento del radio de 2×10−3

para los discos pequeños y 2.8×10−3 (a menos que se indique lo contrario).
En todos las simulaciones se usaron condiciones periódicas de frontera.

5.2.2.1. Empaquetados rápidos contra lentos

En el caso de sistemas de discos con dos radios es posible tener cristales
de fases separadas. Sin embargo, la tasa de crecimiento no juega un papel
importante para las proporciones que usamos2. Por otro lado, la tasa
de crecimiento si resulta importante en la fracción de empaquetamiento
alcanzada, los sistemas alcanzados por crecimientos rápidos suelen tener
menores fracciones de empaquetamiento que los sistemas alcanzados por

2Para obtener la separación de fases (o agrupamientos) el procedimiento que se
realiza es empezar un sistema monodisperso con el arreglo triangular y; seleccionar y
crecer un tercio del conjunto [14]
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Figura 5.17: Presión p dependiente de la fracción de empaquetamiento
φ de sistemas de discos monodispersos. El segmento remarcado en rojo
representa el periodo de transición.

crecimientos lentos [14]. En la Figura 5.18b se puede ver un empaquetado
con crecimiento rápido y en la Figura 5.18a un empaquetado lento.

5.2.2.2. Distribuciones de probabilidad de vecinos

Para medir las distribuciones de probabilidad realizamos el mismo pro-
ceso que en el caso anterior. Es decir, primero llevamos al sistema a la
fracción de empaquetamiento φ deseada. Después se evoluciona el sistema
un tiempo su�cientemente grande. Utilizando los vecinos dinámicos des-
critos en 3.1.4 para cada partícula en un intervalo de tiempo se obtuvo
las distrubuciones de probabilidad correspondientes a cada fracción de
empaquetamiento, como se ve en la Figura 5.19. Notemos que a medida
que se aumenta la fracción de empaquetamiento la distribución de pro-
babilidad resulta ser más picuda. Notemos como en estos sistemas no se
observa el comportamiento discutido en el caso de sistemas de discos con
un radio. El máximo de la distrubución siempre parece crecer (y el nú-
mero de con�guraciones decrecer) cuando se tiene un sistema con mayor
fracción de empauetamiento.
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(a) (b)

Figura 5.18: Empaquetados atascados de sistemas con discos de dos radios
para crecimiento (a) rápido (1e-2) con φ = 0.827 (b) lento (5e-5) con
φ = 0.849.

No obstante, podría ser que el comportamiento de estas distribuciones
pueda deberse a un aspecto global donde no se distigue si los vecinos
dinámicos son de discos pequeños o grandes. Para esto, se separo las
distribuciones de probabilidad de discos pequeños y grandes, pero sin
distinguir si sus vecinos son discos pequeños o grandes. En la Figura 5.20
se pueden obervar las distrubuciones de probabilidad separadas de los
discos pequeños y grandes.

Con esta separación de las distrububuciones de probabilidad podemos
ver si el comportamiento de la Figura 5.19 se debe a que no distiguimos
de donde procede la información de vecinos. En la Figura 5.21b y 5.21a
se muestra la distribución de probabilidad de las discos grandes y chicos
respectivamente, en ninguno de estos casos podemos ver la disminución
del máximo de la distribución como en el caso de discos de un tamaño.

Con la información de cada distrubución de probabilidad se calcularon
dos cosas: (i) el número de vecinos promedio y, (ii) el valor esperado del
ajuste gaussiano. En la Figura 5.22 se presentan estos datos. Mientras
que la fracción de empaquetamiento sea baja el valor esperado del ajuste
gaussiano no se desvía mucho del promedio, sin embargo, al alcanzar φ ≈
0.67 estos valores empiezan a separarse entre sí. Al seguir aumentando
la fración de empaquetamiento a φ = 0.725 el valor esperado del ajuste
gaussiano falla completamente tomando valores prohibidos (negativos),
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Figura 5.19: Distribuciones de probabilidad de tener N vecinos dinámicos
como función de la fración de empaquetamiento (escala de color) φ de
sistemas de mezcla binarias discos.

lo que signi�ca que no es posible ajustarle una distrubución gaussiana.

5.2.2.3. Parametro de orden ψ6

En el caso de sistemas de discos con dos tamños no es claro que parametro
de orden orentacional (si es que hay uno) es el más adecuado. Para esto
se calculó el parametro de ψx de la ecuación (3.44) para x ∈ [0, 15] en un
sistema de discos con dos tamaños atascado, en la Figura 5.23 se pueden
ver estos resultados. Como se esperaba para x ∈ [0, 1] el parámetro de
orden decrese de 1 a 0, este resultado no es sorprendente y tampoco
representa ningún orden en el sistema. Después, para x = 6 se alcanza el
máximo real para el parámetro de orden orentacional.

Conociendo que el parámetro de orden ψ6 es el que mejor captura el
orden orentacional en sistemas de discos de dos tamaños, ahora lo calcu-
lamos variando la fracción de empaquetamiento, los resultados de esto se
presentan en la Figura 5.24. De este comportamiento podemos decir que
empieza una transición alrededor de φ ≈ 0.76, sin embargo los hace más
lentamente. Por otro lado, también notamos que estas mediciones tienen
mucho menos ruido que el caso de sistemas con un radio, esto puede
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Figura 5.20: Distribución de probabilidad para fracción de empaqueta-
miento φ = 0.61 de todos los discos (línea azul), solamente los grandes
(línea roja) y los chicos (línea verde).

(a) (b)

Figura 5.21: Distribuciones de probabilidad de tener N vecinos dinámicos
como función de la fracción de empaquetamiento (escala de color) φ de
los discos (a) chicos, y (b) grandes.

deberse a que no se tiene una transición de fase para estos sistemas.

5.2.2.4. Series de tiempo

Para medir las series de tiempo para alguna fracción de empaquetamien-
to dada primero llevamos a la fracción de empaquetamiento φ deaseada.
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Figura 5.22: Grá�ca de número promedio de vecinos dinámicos (rombos) y
valor esperado del ajuste gaussiano (círculos) como función de la fracción
de empaquetamiento φ de sistemas con discos de dos radio. La linea
horizontal corresponde a tener 5.29 vecinos (arreglo de máxima fracción
de empaquetamiento conseguida). En la �gura incertada se muestra un
acercamiento a esta misma grá�ca cerca de la transición.

Después se evolucionó el sistema un tiempo bastante grande y después de
cada intervalo de tiempo pequeño se midió en el sistema el número pro-
medio de vecinos dinámicos (cada serie de tiempo se hizo con 2 millones
de promedios de vecinos dinámicos).

Se calculo la densidad espectral de potencias PSD(ω) de cada serie de
tiempo, los resultados se pueden ver en la Figura 5.25. Notamos que para
φ ≤ 0.76 todas las densidades espectrales cumplen una ley de potencias.
A partir de este valor las densidades espectrales de potencias de las series
de tiempo obtenidas dejan de cumplir con leyes de potencias.

5.2.2.5. Función de distribución radial y presión

Se midió la función de correlación variando la fracción de empaqueta-
miento, los resultados se pueden ver en la Figura 5.26. Notemos como a
medida que aumentamos la fracción empaquetamiento solamente crecen
notablemente los primeros tres picos, los cuales se encuentran en 2, 2.4
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Figura 5.23: Parámetro de orden x orientacional con x de 0 a 15 para un
empaquetado de mezcla binaria discos.

y 2.8. Estos representan la correlacion de discos pequeños con discos pe-
queños, discos pequeños con discos grandes y discos grandes con discos
grandes, en los tres casos cerca del contacto. Este comportamiento re�eja
lo esperado de una estructura amorfa donde tenemos un alto grado de
orden de corto alcance.

Con el valor de contacto de la función de distribución radial calculamos la
presión utilizando de la ecuación (3.39), los resultados se pueden ver en la
Figura 5.27. A medida que aumenta la fracción de empaquetamiento crece
la presión; sin embargo, también notamos que la presión no parece cons-
tante durante la transición, lo cual corresponde con el comportamiento
mostrado en la Figura 3.6 de lo sistemas en transición a con�guraciones
desordenadas [41]. Además, el creciento de la presión parece llevar a un
punto presión in�nita para la con�guración de fracción de empaqueta-
miento máxima.

5.2.3. Simulaciones en 3D con esferas monodispersas

Las simulaciones realizadas para obtener los resultados en esta sección
fueron utilizando N = 5000 esferas con crecimiento del radio de 2× 10−3

(a menos que se indique lo contrario). En todos las simulaciones se usaron
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Figura 5.24: Parámetro de orden orentacional ψ6 como función de la
fracción de empaquetamiento φ de sistemas de mezcla binarias discos.

condiciones periódicas de frontera.

Además, en las simulacion 3D no se pudieron obtener tantos datos debido
a que el tiempo de computo necesario es considerablemente mayor (6 veces
más), por lo que es difícil decir mucho con los datos que se cuentan y por
lo mismo no se logró hacer todos los procedimiento como en los casos 2D.

En el caso de sistemas de esferas con un radio la tasa de crecimiento
si juega un papel importante en la con�guración obtendida. En la Fi-
gura 5.28a se puede ver un empaquetado de esferas rápido donde no se
puede notar un orden claro; y en la Figura 5.28b se puede percibir un
cierto grado orden.

Para medir las distribuciones de probabilidad realizamos el mismo pro-
ceso que para los casos 2D. Es decir, primero llevamos al sistema a la
fracción de empaquetamiento φ deseada. Después se evoluciona el siste-
ma un tiempo su�cientemente grande. Utlizando los vecinos dinámicos
descritos en 3.1.4 para cada partícula en un intervalo de tiempo se obtu-
vo las distrubuciones de probabilidad correspondientes a cada fracción de
empaquetamiento, como se ve en la Figura 5.29. Notemos que a medida
se aumenta la fracción de empaquetamiento la distribucón de probabi-
lidad resulta ser más picuda. Sin embargo, al alcanzar una fracción de
empaquetamiento de φ ≈ 0.62 el máximo de la distrubuciones decrece
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Figura 5.25: Densidades espectrales de potencias PSD(ω) de series de
tiempo de número de vecinos dinámicos como función de la fracción de
empaquetamiento (escala de color) φ de sistemas de discos con dos radios.

(respecto a valores anteriores), por lo cual las distribución debe exten-
derse (debido a que cada distribución tiene de área unitaria). El ancho
de las distribuciones debe ser proporcional al número de con�guraciones
del sistema, lo que a su vez es proporcional a la entropía. En este sentido,
estudiar la distribución de vecinos dinámicos es equivalente a estudiar la
entropía del sistema. El que la altura de los máximos decresca signi�ca
entonces que la entropía aumenta al incrementar la densidad. Esto sucede
durante la transición de fase, parecido al caso de discos con un radio.

Mientras que la fracción de empaquetamiento sea baja el valor espera-
do del ajuste gaussiano no se desvía mucho del promedio, sin embargo,
al alcanzar φ ≈ 0.5 estos valores se separan, nuevamente sucede que el
valor esperado toma valores negativos. Al aumentar la fracción de em-
paquetamiento a φ = 0.59 el valor esperado del ajuste gaussiano falla
completamente tomando valores prohibidos (negativos), lo que signi�ca
que no es posible ajustarle una distrubución gaussiana. Para este caso va-
le la pena resaltar dos cosas (i) el cambio de signo en el ajuste gaussiano
no corresponde con la fracción de empaquetamiento en la cual el máximo
de la distribucion disminuye y; (ii) no se cuenta con datos intermedios
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Figura 5.26: Función de distribución radial g(r) dependiente de la fracción
de empaquetamiento (escala de color) φ de sistemas de mezcla binarias
discos. La escala en el eje horizontal está en términos del radio de los
discos pequeños.

entre φ = 0.5 y φ = 0.59, por esto es imposible decir más al respecto.
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Figura 5.27: Presión p dependiente de la fracción de empaquetamiento φ
de sistemas de mezcla binarias discos.

(a)

(b)

Figura 5.28: Empaquetados atascados de sistemas con esferas de un radio
para crecimiento (a) rápido (2e-3) (b) lento (5e-5).
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Figura 5.29: Distribuciones de probabilidad de tener N vecinos dinámicos
como función de la fracción de empaquetamiento (escala de color) φ de
sistemas de esferas monodispersas.

Figura 5.30: Grá�ca de número promedio de vecinos dinámicos y valor
esperado del ajuste gaussiano como función de la fracción de empaque-
tamiento φ de sistemas con esferas monodispersas.
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Conclusiones

6.1. Sistemas con pocas esferas

Se logró hacer un código e�ciente para simular pocas esferas exactamente
en 2 y 3 dimensiones en una caja. Los métodos usados en la simulación
son exactos. Sin embargo, en todos los casos tenemos el error numérico
debido a la presición �nita de punto �otante de las computadoras, en
todas las simulaciones se utilizó precisión de 64 bits.

Se logró obtener una medida adecuada para distinguir el momento de la
transición de un estado �uido a un atascado (o viceversa), la cual es el
desplazamiento máximo de las partículas respecto de su posición inicial.
Para el caso de dos discos en una caja cuadrada en dos dimensiones
se utilizó la expresión obtenida por Zapfe et al. [48] para ajustar los
datos obtenidos, la cuál describe bien el comportamiento observado en la
simulación.

Por otro lado, para los tres casos de estudiados: (i) dos discos con un
radio, (ii) tres discos con dos radios y, (iii) dos esferas con un radio. Se
propuso un ajuste sencillo con forma de una ley de potencias que describe
bien los comportamientos observados. Pareciera que el exponente de la
ley de potencia está cerca de d−1, donde d es la dimensión de las esferas
y del espacio en que se mueven.
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6.2. Sistemas con muchas esferas

Se logró hacer un código e�ciente para simular muchas esferas con creci-
mientos exactamente1 en 2 y 3 dimensiones en una caja periódica o con
paredes2.

Además, se veri�có que el código reproduzca los resultados de la física es-
tadística para estos sistemas. Es decir, (i) la condición del no traslape de
esferas duras, (ii) la conservación de la energía y, (iii) que genere las dis-
tribuciones de probabilidad de Maxwell-Boltzmann para las velocidades
en sistemas en equilibrio.

Se propuso un método conceptualmente simple y computacionalmente e�-
ciente para asignar a los vecinos de cada partícula, los vecinos dinámicos
que se de�nen como aquellos con los que colisiona una partícula.

Esta propuesta se utilizó para calcular las distribuciones de probabilidad
de vecinos, el parámetro de orden y la series del tiempo. La función de
correlación se calculo de forma estándar.

Para sistemas de discos monodispersos se obtuvo:

Se comprobó lo esperado para las con�guraciones obtenidas a partir
de variar el crecimiento de las partículas, es decir, las con�guracio-
nes atascadas no dependen del crecimiento utilizado.

Para las distribuciones de probabilidad se observó como el máximo
de la distribución decrece antes de la transición, y además, el ajuste
gaussiano deja de ser apropiado en el mismo momento, lo que se
comparó con el promedio de vecinos dinámicos.

Se comprobó que el parametro de orden hexagonal es el que mejor
captura el orden orientacional de los enlaces de las partículas y
además se comprobó el punto de transición aproximado con esta
medida.

Se midieron las series del tiempo para varias fracciones de empa-
quetamiento en los rangos de transición. Las densidades espectrales
de potencias de estas serie del tiempos no se aproximan a una ley
de potencias después de la transición.

1En el mismo sentido que en 6.1.
2El código lo puede hacer aunque no se uso en ninguna simulación de los resultados

mostrados.
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Conclusiones

Las funciones de distribución radial calculadas muestran una corre-
lación alta para distancias grandes, además es notable como estás
correlaciones crecen a medida que la fracción de empaquetamiento
crece.

La presión calculada durante el periodo de transición parece cons-
tante, lo que corresponde con lo esperado de sistemas en transición
a con�guraciones ordenadas.

Para sistemas de mezclas binarias de discos se obtuvo:

Se comprobó lo esperado para las con�guraciones obtenidas a partir
de variar el crecimiento de las partículas, es decir solamente varía
la fracción de empaquetamiento alcanzada con los crecimientos uti-
lizados. Además cabe resaltar que la rapidez o lentitud de estos
crecimientos es en relación con el tamaño del sistema y el número
de partículas.

Para las distribuciones de probabilidad no se observó como el má-
ximo de la distribución decrece antes de la transición, pero, si se
observo que el ajuste gaussiano deja de ser apropiado (comparando
con el promedio de vecinos dinámicos), en algún momento antes de
la transición de atascamiento.

Se vió que el parametro de orden hexagonal es el que mejor captura
el orden orientacional de los enlaces de las partículas y además se
vió el punto de transición aproximado con esta medida.

Se midieron las series del tiempo para varias fracciones de empa-
quetamiento en los rangos de transición. Las densidades espectrales
de potencias de estas serie del tiempos no se aproximan a una ley
de potencias después de la transición de atascamiento.

Las funciones de distrubución radial calculadas muestran una co-
rrelación alta de corto alcance, además es notable como estás corre-
laciones decaen rápidamente con la distancia, esto prevalece para
fracción de empaquetamiento altas.

La presión calculada durante el periodo de transición no parece
constante, lo que corresponde con lo esperado de sistemas en tran-
sición a con�guraciones desordenadas.

Para sistemas de esferas monodispersas se obtuvo:
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Capítulo 6

Se comprobó lo esperado para las con�guraciones obtenidas a partir
de variar el crecimiento de las partículas, es decir, con�guraciones
visualmente más desordenadas para crecimiento rápidos que para
crecimientos lentos.
Para las distribuciones de probabilidad se observó como el máximo
de la distribución decrece antes de la transición, y además, el ajus-
te gaussiano deja de ser apropiado (comparando con el promedio
de vecinos dinámicos), en este caso es antes de lo observado en el
máximo de las distribuciones de probabilidad.

6.3. Trabajo futuro

Como se discutió en el capítulo 5 en las simulacion 3D no se logró realizar
todos los procedimientos mostrados para dos dimensiones, esto se debe a
que la cantidad de cálculos necesarios es seis veces mayor que en 2D.

Dicho esto, como trabajo futuro se quiere realizar todos estos procedi-
mientos para crecimientos rápidos y lentos, de manera que sea posible
contrastar estos resultados (casos cristalinos contra casos amorfos).
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