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OBJETIVO 

 

Profundizar en algunas de las aplicaciones de ciencias básicas como son la Física, Geometría 

Analítica, Trigonometría y Estadística al diseño de las obras de excedencias, que permitan 

dar una explicación del desarrollo de algunos fundamentos que han sido empleados en el 

transcurso de los años, y a su vez puedan proporcionar diversas ecuaciones que sean 

empleadas para su diseño geométrico o hidráulico. 
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INTRODUCCIÓN 

 

La construcción de presas ha sido una de las mayores preocupaciones que ha experimentado 

la humanidad desde tiempo remotos. Esta preocupación ha surgido de la necesidad de 

abastecimiento de agua para las poblaciones, así como para el riego y generación de energía, 

comunes denominadores que se extendió mediante diferentes formas de concebirlo a través 

del tiempo y las civilizaciones. 

Con el paso de los años, su concepto fue evolucionando hasta que, en siglos recientes, se 

fueron diseñando presas cada vez más grandes que exigían una habilidad a su altura para su 

concepción. Se ha observado que uno de los problemas más recurrentes se suscita en el diseño 

de su obra de excedencias, debido a que según datos proporcionados por Arreguín Cortés 

(2000) en esta estructura hidráulica recae principalmente la seguridad de la cortina de la 

presa. La afirmación anterior se comprueba mediante la información recabada por Lebreton 

(1985) y retomada por Arreguín Cortés, en las que se observa que los desbordamientos 

representan el 69.23% de las causas de falla en el periodo comprendido entre 1964 a 1983. 

Así mismo, de manera análoga, mediante un estudio realizado por Silveira (1990) y retomado 

por Arreguín Cortés, se observa que las fallas por desbordamiento en estructuras de concreto 

y mampostería, han disminuido con el paso de las décadas gracias al avance en el estudio de 

las obras de excedencias. Por tal motivo, en el presente trabajo, se hace énfasis en algunos de 

los aspectos de diseño en las obras de excedencias de la manera en que se describe a 

continuación. 
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En el primer capítulo se tratan conceptos fundamentales referentes a las presas como son los 

principales elementos que pueden conformarla y su clasificación que reciben con base en 

distintos criterios como su uso, los materiales empleados y según su proyecto hidráulico, 

dando paso a sobresaltar la importancia de la seguridad que proporcionan las obras de 

excedencias para la preservación y el correcto funcionamiento de la cortina ante avenidas 

extraordinarias tomando en cuenta datos recabados por distintos autores para dar por sentado 

tal hecho en función de estudios de causas de falla registradas y los casos de fallas por 

desbordamientos suscitados durante distintos periodos del siglo XX. De igual manera se 

desglosan los elementos que componen a estas obras, se introduce el concepto de vertedores 

con cimacio, así como algunos de los tipos de vertedores más comunes empleados durante el 

diseño. 

En el segundo capítulo se aborda la descripción general del concepto fundamental en el que 

se basa el perfil de un cimacio mediante la aplicación de conceptos de física como es el caso 

del tiro parabólico y de conceptos básicos relacionados con este como son, por ejemplo, la 

posición, desplazamiento, velocidad y aceleración debida a la gravedad. De esta manera se 

analiza la convergencia de estos elementos que dan como resultado el Perfil Inferior de la 

Vena Líquida (P.I.V.L) que ha sido la primera o una de las primeras propuestas desarrolladas 

para diseñar de la manera óptima posible en aquel entonces el diseño de los vertedores. Así 

mismo se explica cómo diferentes investigadores basaron sus primeros trabajos en el 

concepto de tiro parabólico, pero posteriormente fueron desarrollando experimentos que 

permitieron corroborar una deficiencia en estos diseños y realizando aportaciones que fueron 

tomadas en cuentas por posteriores investigadores en distintos años, logrando dar pasos en la 

forma óptima de obtener el perfil de un cimacio disminuyendo de manera significativa las 

zonas de depresión que fueron el objetivo clave a erradicar o por lo menos de disminuir de 

manera significativa para ser despreciables. 

En el tercer capítulo se profundiza en la sección aguas arriba de la geometría de un cimacio, 

partiendo de los datos proporcionados por el USACE en su Waterways Experiment Station 

(WES) que fueron tomados de obras como la de Ven Te Chow (1994) que proporciona las 

abscisas de las coordenadas de los cimacios en función de su carga de diseño en su sección 

aguas arriba, pero no sus ordenadas. Las ordenadas en muchas ocasiones pueden 

proporcionar datos útiles para diferentes fines, por tal motivo se emplean ciencias básicas 

como Geometría Analítica y Trigonometría para determinar, con base en los puntos dados, 

cuáles son las coordenadas de sus ordenadas también. Este procedimiento, en su forma más 

simple y de manera general, consiste en comenzar tomando en cuenta el o los puntos que 

conforman la geometría del cimacio en su sección aguas arriba, los cuales están compuestos 

de una abscisa conocida y una ordenada desconocida y que generalmente son identificados 

como Pn, así como el centro y su radio correspondiente. Al ser datos relacionados con un arco 

de círculo y ser la ordenada el único dato desconocido se recurre a sustituir los puntos 

conocidos en la ecuación ordinaria de un círculo la cual al desarrollar se obtiene una ecuación 

de segundo grado. Sus raíces se pueden conocer sustituyendo los términos correspondientes 

en la fórmula general obteniendo así la ordenada desconocida.  
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Por otro lado, en el capítulo tercero también se aplican las ciencias básicas antes descritas 

para ser empleadas en la geometría del canal de descarga de las obras de excedencias en sus 

formas más conocidas como: dos arcos de circunferencia tangentes entre sí, cubeta de 

lanzamiento, unión de una rápida y el piso de un canal, curvas verticales convexas en rápidas 

y dos arcos de círculo que convergen en un punto. El objetivo de estas geometrías es 

proporcionar ecuaciones para determinar puntos relevantes para su diseño de manera 

práctica, partiendo de datos conocidos como el punto de tangencia representado por TP , el o 

los radios que la conforman nR  y las pendientes de las rectas principales nm  . 

El cuarto y último capítulo consiste en la aplicación de la Estadística al ajuste de curvas con 

dos objetivos: para el análisis granulométrico de una muestra de sedimentos y para conocer 

la ecuación de la curva de un cimacio en su sección aguas bajo. En primera instancia 

conceptos de la Estadística son explicados con el objetivo de materializarse mediante la 

aplicación de las escalas probabilísticas para la representación gráfica proporcionando 

herramientas que permitan la construcción de diferentes escalas como lo son: la escala 

probabilística normal y la escala logarítmica normal. Esto permite trazar los puntos 

obtenidos durante el análisis granulométrico de una muestra para determinar cuál 

distribución es la que mejor se adecua a la muestra en cuestión y así poder emplear las 

ecuaciones correspondientes de su distribución teórica que emplea a su vez el cálculo de 

parámetros analíticos donde se observa de manera directa la aplicación de los conceptos 

fundamentales de la Estadística. 

Por último, mediante la regresión lineal y utilizando la estadística para poder linealizar antes 

la curva en la sección aguas abajo de un vertedor, es posible determinar la ecuación que 

representa la forma de esta curva dado puntos conocidos de ésta, ya sea empleando una escala 

en logaritmo natural o una escala en logaritmo vulgar. 

Para el caso de los capítulos prácticos como lo son el tercero y cuarto, se desarrollan 

diferentes ejemplos de aplicación empleando los conceptos y/o ecuaciones desarrolladas en 

el capítulo correspondiente. 
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1. ASPECTOS BÁSICOS DE LAS PRESAS 

1.1 Aspectos generales 

Diferentes estudios y autores (Artime, 2009; Novak, 2001; Ramírez, 2010) han estimado que 

la construcción de las primeras presas en el mundo se remonta a las primeras civilizaciones 

del Medio Oriente y del Lejano Oriente, lugares en los que se construyeron un gran número 

de pequeñas presas empleando rellenos simples con el objetivo de irrigación. Sin embargo, 

con base en los registros más antiguos, no fue sino hasta aproximadamente el año 2600 a. C. 

que se construyó la presa Sadd-el-Kafara en las cercanías de lo que hoy en día es El Cairo, 

Egipto. Tiempo después fueron los romanos quienes construyeron un significativo número 

de presas en regiones aledañas al Mar mediterráneo y el Medio Oriente logrando un avance 

significativo en los procesos constructivos debido a que probablemente, en ellos recae la 

habilidad para adaptar por primera vez el principio del arco en la construcción de presas.   

Con el paso del tiempo, las presas han cobrado cada vez mayor importancia para las 

actividades humanas; de ser en un comienzo para el almacenamiento con motivo de satisfacer 

las demandas de irrigación y/o la derivación, a también la generación de energía eléctrica 

para los asentamientos humanos y actividades industriales así como obras de protección a 

poblados que sufren inundaciones de manera constante por la desventaja geográfica y/o 

topográfica de su ubicación permitiendo que las presas regulen satisfactoriamente el flujo del 

agua en los canales principales y lograr que los poblados afectados tengan mayor seguridad 

y calidad de vida. 
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Aunado a lo anterior, el consumo de energía eléctrica es, día con día, más demandado para 

satisfacer el estilo de vida actual en el que cada vez existen un mayor número de dispositivos 

tecnológicos. Pese a disminuir el consumo energético de los aparatos debido a su constante 

optimización y consecuente mejor desempeño, también ha aumentado la cantidad que 

empleamos en la vida cotidiana para el desarrollo de nuestras actividades laborales, escolares 

o simplemente recreativas, así como el aumento inevitable de la población a nivel mundial y 

el subsecuente aumento exponencial de personas que adquieren estos productos. 

Cada vez existen más medios que permiten la generación de energía eléctrica; la generación 

por medio de la evaporación del agua debido al calor de la fisión de un combustible nuclear, 

la combustión de recursos fósiles, la energía solar, y la energía eólica además de la generación 

de energía por medios hidráulicos como es el caso de las presas hidroeléctricas son algunos 

ejemplos, sin embargo, la mayoría de estos son potencialmente peligrosos y por lo tanto 

acarrean riesgos para la salud a nivel no solo local sino mundial, además de ser no renovables. 

De esta manera, pese a existir en el año 2011 un total de 442 reactores nucleares repartidos 

en 29 países (El país, 2011a), se ha optado por medios de energía renovables que en gran 

medida son mucho menos contaminantes como es el caso de Alemania que ha afirmado que 

para el año 2022 dejará de emplear medios nucleares para la producción de energía eléctrica 

(El país, 2011b) debido a importantes antecedentes de contaminación en estas plantas entre 

los cuales se encuentran los accidentes de Fukushima en 2011 y Chernóbil en 1986 que 

alcanzaron una magnitud de 7 según la Escala Internacional de Accidentes Nucleares (INES, 

por sus siglas en inglés) demostrando el peligro de emplear este método para la generación 

de energía. Por otra parte, los combustibles fósiles también han dejado de ser una opción 

debido a la alta contaminación que se produce en su extracción, elaboración y uso 

provocando una importante contaminación a nivel local y mundial. 

Sin lugar a duda, México es un país cuya geografía permite el aprovechamiento del agua para 

la generación de energía eléctrica. Por este motivo se ha extendido el uso de presas 

hidroeléctricas en diversos puntos del país y limitando el uso de la energía nuclear a solo una 

planta ubicada en el estado de Veracruz conocida como Laguna Verde. Como consecuencia 

del aumento de la demanda de energía eléctrica es menester extender aún más el uso de presas 

hidroeléctricas con el debido cuidado ecológico y adecuado estudio que conlleva una obra de 

tal envergadura además de dar el correspondiente mantenimiento y optimizar el uso de las ya 

disponibles.  

Dentro de los elementos que conforman una presa, resalta uno que tiene gran importancia 

como elemento de seguridad al momento de diseñar una presa, estos elementos son conocidos 

como obras de excedencias y permiten desalojar el volumen excedente de agua durante su 

operación, por ende, resulta primordial diseñarlo de manera adecuada para su correcto 

funcionamiento ya que en este elemento recae una parte vital de la integridad de las presas 

como ya se ha visto en diversos casos en los que se han presentado fallas en diferentes presas 

que se han debido principalmente por su mal funcionamiento en sus obras de excedencias. 

Por este motivo, las obras de excedencias forman parte importante del contenido desarrollado 

en el presente trabajo. 
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1.2 Presas 

Existen principalmente dos objetivos en la construcción de toda obra hidráulica, los cuales 

son: el aprovechamiento del agua para diversos fines y como estructura para la 

protección de los poblados aledaños ante cualquier eventualidad en los cuerpos de agua 

como lo es el desbordamiento de estos. Con base en la función destinada para la presa, así 

como las condiciones geológicas del sitio entre otras consideraciones se decide qué tipo de 

presa es la más adecuada para el proyecto, de los cuales, los principales se tratan más 

adelante.  

El término “presa” en el presente trabajo se le considera, de manera sintetizada, como al 

conjunto de obras hidráulicas necesarias para el almacenamiento, evacuación y distribución 

del agua como es citado por el Diccionario del español de México desarrollado por el Centro 

de Estudios Lingüísticos y Literarios de El Colegio de México cuya definición de presa es: 

“Construcción con la que se retiene y almacena el agua en una región para conservarla y 

repartirla durante todo el año en las tierras que riega, y en muchas de ellas para generar 

electricidad; generalmente está compuesta por un muro alto, construido en el cauce de un 

río o al final de un cauce artificial, y unas compuertas que permiten el paso regulado del 

agua” (DEM, 2018), sin embargo, diversos autores consideran el término “presa” como la 

cortina de la presa apreciado en la definición propuesta por el diccionario de la Real 

Academia Española la cual define presa como: “Muro grueso de piedra u otro material que 

se construye a través de un río, arroyo o canal, para almacenar el agua a fin de derivarla o 

regular su curso fuera del cauce” (RAE, 2018). 

Las presas, al ser un conjunto de obras hidráulicas con el propósito de almacenar, evacuar y 

distribuir un determinado volumen de agua para satisfacer de manera parcial o total las 

demandas de la región donde se ubique, consiste en ser una obra para el control de los cuerpos 

de agua lo cual resulta ser una tarea compleja que conlleva a que las presas estén compuestas 

por un conjunto de diferentes estructuras para regular el paso natural de un cauce. 

1.2.1 Elementos que conforman a una presa 

Partiendo de la definición de presa, se requiere de diversas estructuras hidráulicas para poder 

cumplir con su objetivo (Fig 1.1). De forma general, una presa se encuentra compuesta de 

los siguientes elementos: 

a) Cortina. 

b) Obra de toma. 

c) Obra de excedencias. 

d) Embalse o vaso de almacenamiento. 

e) Estación de bombeo. 

Para comprender en qué consisten cada una de estas estructuras se realiza una explicación 

general a continuación. 
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Fig 1.1 Esquema de los elementos que componen de manera general a una presa (Arreguín 

Cortés & Alcocer Yamanaka, 2011).  

1.2.1.1 Cortina 

Estructura que puede ser construida de diversos materiales cuyo principal objetivo es el de 

detener el paso de la corriente de agua del cauce para su posterior aprovechamiento. 

1.2.1.2 Obra de toma 

Esta estructura permite extraer del embalse de manera controlada los volúmenes de agua 

requeridos para la generación de energía eléctrica mediante distintas turbinas y posterior 

retorno al cauce del río y/o derivación de esta para su uso en la población o para irrigación. 

1.2.1.3 Obra de excedencias 

Es una estructura de seguridad para mantener la integridad de la cortina cuando se produce 

un superávit de agua en el embalse, superior al que se desea retener, que en caso de no ser 

desviado puede provocar un significativo riesgo de desborde y posterior colapso de la cortina. 
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1.2.1.4 Embalse o vaso de almacenamiento 

Su función consiste en almacenar un determinado volumen de agua que transita por un río en 

la sección aguas arriba en donde la cortina bloquea el paso del agua con el objetivo de 

satisfacer distintas necesidades. 

1.2.1.5 Estación de bombeo 

Cuando el agua es acumulada en el embalse su destino puede requerir trasladarla a regiones 

que se encuentran en cotas superiores a la inicial, o en contraparte, puede ubicarse en cotas 

inferiores pero que requieren de presiones superiores a las que su energía potencial y cinética 

pueden proporcionar, por tal motivo, es requerido una estación de bombeo capaz de satisfacer 

tales requerimientos. 

1.2.2 Clasificación de las presas según distintos criterios. 

En la práctica se presentan una gran variedad de clasificaciones para las presas en función de 

diversos criterios. En este texto se presentan la clasificación de acuerdo con su uso, proyecto 

hidráulico y materiales empleados. 

1.2.2.1 Clasificación según su uso 

En esta clasificación se considera a las presas de acuerdo con su función más general que de 

forma práctica son tres: de almacenamiento, de derivación o de regulación. 

Las presas de almacenamiento se proyectan cuando se busca captar y almacenar el agua en 

periodos en los que se presenta un superávit de éste para ser utilizada posteriormente cuando 

este líquido vital escasea en la región. Los periodos en los que se presenta el superávit pueden 

variar mucho de manera estacional, anual, o incluso por periodos prolongados, siempre 

previendo que ante una sequía se puede utilizar el agua almacenada para abastecer a 

poblaciones o realizar actividades relevantes. Entre los usos realizados más comunes del agua 

se encuentran: la generación de energía hidroeléctrica, actividades de recreación, 

abastecimiento a poblaciones, protección de especies animales, irrigación, regulación de 

inundaciones, protección a una región o población en particular, entre otros. 

Las presas de derivación se proyectan con el objetivo de desviar un volumen determinado 

de agua hacia zanjas, canales u otros sistemas de conducción al lugar en el que se requiere. 

Cuando el canal o río presenta un gasto mucho mayor al necesitado el excedente continúa su 

flujo a través del río mediante las obras de excedencias. 

Por último, la función de las presas reguladoras es la de retardar el escurrimiento de las 

avenidas y/o detener los sedimentos, logrando así disminuir su efecto. A su vez, las presas 

reguladoras pueden clasificarse como de almacenamiento temporal que permite su 

extracción mediante una obra de toma y como dique que consiste en almacenar el agua de 

manera tan prolongada como sea posible dejando que se infiltre en las laderas del valle o por 
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los estratos de grava de la cimentación teniendo como principal uso el de recargar los 

acuíferos. 

Una presa puede no solo desempeñar una sola función de las descritas anteriormente, sino 

varias de estas. Resulta conveniente que se desempeñen más de una de las funciones 

anteriores para poder así realizar un aprovechamiento adecuado de los recursos hídricos y de 

la inversión realizada. De este modo resulta conveniente un estudio previo para realizar así 

una inspección completa y determinar qué aspectos es necesario cubrir. 

1.2.2.2 Clasificación según los materiales empleados. 

Esta es la clasificación más empleada al referirse a presas, principalmente cuando se trata 

sobre que procedimientos son necesarios utilizar en función de los materiales que conforman 

la estructura. 

Dentro de esta clasificación se distinguen dos principales grupos: presas de relleno y presas 

de concreto. De estos se tienen diferentes tipos que corresponden a su subclasificación; para 

el caso de las presas de relleno se tienen las presas de tierra y enrocamiento; para el caso de 

las presas de concreto se tienen las presas de gravedad, arco, contrafuerte y arco simple por 

citar algunos. 

De acuerdo con la información publicada en el año 1984 por la International Commission on 

Large Dams (ICOLD) y empleada por Novak (2001) (Tabla 1.1), el grupo de presas más 

construidas en el mundo se trata de las presas de relleno siendo empleada por el 82.89% de 

las grandes presas tomadas en cuenta por el ICOLD que define como una “presa grande” a 

aquellas cuya cortina supera los 15 m de altura con excepción de las que miden entre 14 a 15 

m y cumplen con un volumen de almacenamiento mayor a 1 x 106 m3 o que la capacidad de 

evacuación de crecientes sea mayor a los 2,000 m3s-1. 

Tabla 1.1 Número de presas según su tipo y grupo de acuerdo con el ICOLD (1984). 

 

Las presas de tierra son el tipo de presas empleadas de manera más común debido a que en 

su construcción se emplean materiales en su estado natural que requieren el mínimo de 

tratamiento para su empleo y una gran ventaja respecto a su relativa economía de 

construcción debido a los adelantos en equipos de excavación, acarreo y compactación de 

materiales terrosos. Su cimentación es una de las menos exigentes en cuanto a la clasificación 

de presas según los materiales. 

Relleno de tierra TE

Enrocado ER

Gravedad PG 3,953 11.36%

Arco VA 1,527 4.39%

Contrafuerte CB 337 0.97%

Arco múltiple MV 136 0.39%

34,798 100.00%

Presas de relleno

Total grandes presas

Presas de concreto 

(incluyendo presas de 

mampostería)

28,845 82.89%

Grupo Tipo Código ICOLD Número Porcentaje
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Para la construcción de presas de tierra es necesario tomar consideraciones especiales en 

cuanto a estructuras complementarias que sirvan de vertedores de demasías ubicados fuera o 

de manera adyacente de la cortina debido a la extrema vulnerabilidad que presenta al ser 

rebasada por el agua almacenada. También son vulnerables a serios daños y posibles fallas 

por perforaciones causadas por animales excavadores comprometiendo así la integridad de 

la presa siendo necesario tomar medidas preventivas cuando esto tiene probabilidad de 

ocurrencia. 

Las presas de enrocamiento son aquellas que emplean rocas de todos los tamaños para dar 

estabilidad a una membrana impermeable. Esta membrana impermeable es colocada del lado 

del talud mojado y puede ser de placas de acero, losa de concreto o cualquier otro material 

impermeable que pueda aislar el agua del núcleo de la presa. Suelen ser especialmente útiles 

cuando se trata de emplazamientos remotos siendo muy costoso el transporte de otros 

materiales como el concreto o tierra para su construcción o bien, no se cuenta con un suelo 

con propiedades mecánicas adecuadas para su construcción demostrando ser los materiales 

rocosos una buena opción cuando se cuenta con este material en la región.  

 

Fig 1.2 Presa de tierra y enrocamiento Lázaro Cárdenas ubicado en la confluencia de los ríos 

Ramos y Del Oro en el estado de Durango (Alcalá, 2016). 

Generalmente se suelen combinar las presas de tierra y las presas de enrocamiento para dar 

paso a las presas de tierra y enrocamiento como se ilustra en la Fig 1.2. 
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Fig 1.3 Presa de concreto Plutarco Elías Calles ubicado en Sonora (Uniradio noticias, s.f.). 

 

Fig 1.4 Presa de concreto con contrafuertes Roselend ubicada en Beaufort, Francia (Versgui, 

2017). 
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Las presas de concreto del tipo de gravedad son convenientes cuando en el lugar se cuenta 

con una cimentación de roca razonablemente sana. Resultan ser muy versátiles para construir 

sobre estas presas los vertedores que permiten desalojar el volumen excedente de agua 

almacenado. 

A principios del siglo XX era común que las presas de gravedad fueran construidas con base 

en materiales rocosos dando como resultado un alto costo en su construcción optando como 

mejor opción emplear concreto en su construcción. 

Las presas de concreto del tipo arco (Fig 1.3), como lo dice su nombre, son aquellas presas 

de concreto en las que, vistas desde planta, su geometría consiste en un arco. Esta 

característica en su geometría proporciona una mayor ventaja respecto a su seguridad además 

de un costo más económico. 

Las presas de concreto del tipo de contrafuertes (Fig 1.4), comprenden las de losas y las 

de arcos. Una de sus principales ventajas es que se emplea aproximadamente 60% menos 

concreto que en las presas convencionales pero esta economía se ve contrarrestada al tener 

que realizarse refuerzos con acero y por los moldes empleados. Otra de sus desventajas es 

que se requiere de personal altamente capacitado para su proyección y construcción, además 

cuando la mano de obra es cara no es una opción viable.  

1.2.2.3 Clasificación según su proyecto hidráulico 

Dentro de esta clasificación, las presas pueden subdividirse en: presas vertedoras y presas 

no vertedoras. Las primeras de estas consisten en que la obra de excedencia está proyectada 

para descargar sobre su corona o en una sección de esta, para logarlo es necesario emplear 

materiales que no provoquen una erosión que pueda ocasionar daños sobre la estructura de 

ésta, es así como es necesario emplear concreto para su construcción siendo inviable la 

construcción del vertedor sobre la cortina cuando se trata de presas de tierra o enrocamiento. 

Una presa no vertedora es aquella en donde el vertedor no es construido sobre la cortina de 

esta, y permite ampliar la elección de materiales empleados para su construcción teniendo 

como alternativas tierra o enrocamiento además del empleo de concreto. Generalmente suele 

emplearse una combinación de ambos tipos para formar una estructura compuesta y ampliar 

las opciones disponibles para su construcción en función de diferentes aspectos a tomar en 

cuenta. 

1.3 Obras de excedencias 

Ligado a las presas se encuentran las obras de excedencias o vertedor de demasías que son 

estructuras necesarias para las presas debido a que representan una subestructura de suma 

importancia para el correcto funcionamiento y preservación de la integridad de la cortina y 

demás estructuras que forma parte del proyecto ante avenidas que, para el caso de presas de 

almacenamiento y reguladoras, sobrepasen el espacio de almacenamiento destinado y, la de 

dejar pasar los volúmenes que no son requeridos para su envío al sistema de derivación en el 



16 

 

caso de las presas derivadoras. En ambos escenarios siempre se debe tener en cuenta que el 

volumen de agua excedente tiene como destino final su conducción de nuevo al cauce del rio 

al que pertenece o su desvío a otro canal natural o artificial de acuerdo con la viabilidad y 

conveniencia que represente. 

Siempre es conveniente reducir al mínimo el uso de estas estructuras puesto que es más útil 

optimizar el funcionamiento de la presa para buscar el mayor aprovechamiento del agua en 

diferentes actividades como la generación de energía eléctrica, abastecimiento a 

poblaciones y su empleo a zonas de riego que devolverla a la circulación del cauce sin 

aprovecharla debido a la gran importancia que el agua tiene como recurso para la humanidad. 

Un vertedor mal proyectado puede ocasionar daños o el colapso total de la cortina cuando el 

nivel del agua contenido en el embalse sobrepasa la corona provocando que se derrame y 

ocasionando fallas importantes sobre todo cuando se trata de presas de tierra, enrocamiento 

o materiales graduados. Así mismo, aunque su capacidad de descarga no se vea superada se 

pueden provocar daños importantes cuando el diseño es concebido de manera inadecuada o 

cuando su proceso constructivo es mal ejecutado. Ejemplos de los puntos anteriores existen 

muchos y en diversas épocas, tema que se ve más adelante, sin embargo, afortunadamente 

debido al avance tecnológico y el estudio de la resistencia de los materiales se ha podido 

mitigar en gran medida los daños que se puedan presentar. 

 

Fig 1.5 Vertedor de la presa Plutarco Elías Calles en funcionamiento (Uniradio noticias, s.f.). 

Cuando la descarga de un líquido se realiza por encima de un muro, una placa, o un orificio, 

la estructura hidráulica la cual se emplea se le denomina vertedor. Cuando se trata de una 

placa con perfil de cualquier forma pero que la zona de contacto con el fluido es una arista 

aguda se trata de un vertedor de pared delgada; si, por el contrario, el fluido pasa por toda 

una superficie, a esta estructura se le denomina vertedor de pared gruesa. Un vertedor 
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puede presentar una amplia variedad de formas y finalidades, de esta manera, cabe mencionar 

que en este texto se hace énfasis en los vertedores con cimacio que corresponde a un vertedor 

de pared gruesa. 

1.3.1 Elementos que componen las obras de excedencia 

Una obra de excedencia se encuentra compuesta por distintos elementos que en su conjunto 

permiten que este tipo de estructuras funcionen de manera adecuada (Fig 1.6). Entre los 

principales elementos que la componen están: 

a) Canal de acceso o de llamada 

b) Estructura de control 

c) Canal de descarga 

d) Estructura terminal 

 

Fig 1.6 Elementos generales en una obra de excedencia. 

1.3.1.1 Canal de acceso o de llamada 

Es aquella obra que permite la conducción del agua desde el embalse hasta la estructura de 

control o sección vertedora. 

El canal de acceso puede ser construido para cualquier tipo de presa, sin embargo, su uso es 

frecuentemente más asociado con las presas de tierra, enrocamiento o materiales graduados 

debido a que en estas presas el rango de opciones para la ubicación de las obras de excedencia 

se ve reducida al ser improbable la construcción de estas últimas sobre el cuerpo de la cortina 

como pasa en el caso de las presas de concreto. Pese a lo anterior y debido a las condiciones 

y necesidades que se tengan al momento de proyectar, puede ser necesario o innecesario la 

construcción de un canal de acceso para la conducción del volumen de agua excedente a la 

estructura de control. 

De acuerdo con Arreguín Cortés (2000), para un óptimo y seguro funcionamiento de un canal 

de llamada, se citan los siguientes puntos que se deben tomar en cuenta: 

a) Las curvas y transiciones deben ser graduales. 

b) Las velocidades no deben ser mayores a 3
m

s
 . 
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c) No deben existir zonas de aguas muertas. 

d) La longitud del canal debe ser la mínima posible. 

e) El desnivel que haya entre la plantilla del canal de acceso y la cresta vertedora sea la 

adecuada para generar un flujo uniforme 

f) No se formen vórtices, ondas o remolinos y en general procurar que se den las 

condiciones para obtener un flujo uniforme a todo lo ancho de la obra de control. 

1.3.1.2 Estructura de control 

En estricto sentido, una estructura de control es aquella cuya función permite controlar y 

regular los derrames en una presa, por lo tanto, puede ser desde un orificio hasta una cresta 

vertedora que permita realizar tal función. En este texto se trata directamente con las crestas 

vertedoras debido a su extenso uso en México, importancia y complejidad que representan. 

1.3.1.3 Conducto de descarga 

Consiste en un canal de descarga que permite transportar el volumen de agua excedente que 

pasa por la estructura de control y sirve de conexión entre ésta y la estructura terminal. 

Generalmente se construyen rectos, sin embargo, debido a diversas condiciones como la 

topografía del lugar, se tendrá que recurrir a otras alternativas. 

Normalmente son canales a cielo abierto capaces de resistir las velocidades con las que el 

agua circula en ellos y razón por la cual es necesario que poseen un revestimiento adecuado. 

1.3.1.4 Estructura terminal 

Tiene como objetivo disipar la energía potencial y cinética del agua que se manifiesta 

mediante altas velocidades y que se origina desde la estructura de control e incrementa en el 

conducto de descarga. Debido a lo anterior deben considerarse las repercusiones que la zona 

de descarga puede presentar, como lo son socavaciones peligrosas. Por lo que, al final del 

canal de descarga se emplea la estructura terminal que puede consistir en estructuras de 

diversas formas como lo es el tanque amortiguador, o el salto de esquí según sea las 

condiciones topográficas y geológicas del suelo sobre el cual se proyecta. 

1.3.2 La importancia de las obras de excedencias en las presas 

De acuerdo con Arreguín Cortés (2000) para poder contemplar la importancia que conlleva 

el diseño adecuado en las obras de excedencia basta con consultar el trabajo de Silveira 

(1990) quien proporciona información valiosa sobre 61 casos reportados de fallas en presas 

hasta el año 1975, fallas que se presentaron debido a desbordamientos surgidos por un 

inadecuado diseño del vertedor, errores en las estimaciones hidrológicas y operación 

deficiente. 

En la Tabla 1.2 se presentan estos casos, en la cual se observa que la mayor parte de las presas 

presentaron fallas relacionadas al funcionamiento de su vertedor antes del año 1900 

representando así un porcentaje del 27.87% del total de los evaluados. Durante el periodo 
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comprendido de 1920 a 1975, solamente se presentó una falla en las presas de concreto y 

mampostería representando así una importante mejoría en las técnicas de diseño que 

permitieron que las presas construidas con estos materiales proporcionen una mejor 

seguridad ante avenidas extraordinarias.  

Respecto a la altura de la cortina, la que presentó un mayor número de fallas por 

desbordamiento y, por tanto, un mayor riesgo fue la altura comprendida entre 15 a 30 metros 

con un porcentaje del 50.82% y el periodo de ocurrencia de este tipo de falla se presenta 

principalmente 5 años después de haber sido construidas representando un porcentaje del 

57.38%. de las fallas por desbordamiento registradas. 

Otro trabajo relevante que menciona Arreguín Cortés (2000) es el llevado a cabo por 

Lebreton (1985) quien proporciona la Tabla 1.3 donde se sintetizan los accidentes ocurridos 

entre los años 1964 y 1983. 

Como puede observarse, en esta tabla se indica que el mayor número de fallas durante el 

periodo indicado se deben a fallas por desbordamiento representando el 61.29% de todas las 

causas de falla y dentro de la falla por desbordamiento el 69.23% se presentan en presas que 

tenían una altura menor a 15 m. 

Tabla 1.2 Fallas por desbordamiento en presas profundizando en el periodo comprendido de 

1900 a 1975 (Silveira, 1990). 

 
Fuente: Arreguín Cortés, 2000 

 

No. Porcentaje No. Porcentaje No. Porcentaje

<1900 9 14.75% 8 13.11% 17 27.87%

1900-1909 4 6.56% 2 3.28% 6 9.84%

1910-1919 4 6.56% 7 11.48% 11 18.03%

1920-1929 - - 2 3.28% 2 3.28%

1930-1939 - - 3 4.92% 3 4.92%

1940-1949 - - 3 4.92% 3 4.92%

1950-1959 - - 6 9.84% 6 9.84%

1960-1969 1 1.64% 7 11.48% 8 13.11%

1970-1975 - - 5 8.20% 5 8.20%

Total 18 29.51% 43 70.49% 61 100.00%

<15 1 1.64% 5 8.20% 6 9.84%

15-30 10 16.39% 21 34.43% 31 50.82%

30-50 6 9.84% 9 14.75% 15 24.59%

50-100 1 1.64% 8 13.11% 9 14.75%

>100 - - - - - -

Total 18 29.51% 43 70.49% 61 100.00%

<5 años 2 3.28% 11 18.03% 13 21.31%

Primeros 5 

años
4 6.56% 9 14.75% 13 21.31%

Después de 5 

años
12 19.67% 23 37.70% 35 57.38%

Total 18 29.51% 43 70.49% 61 100.00%

Periodo de 

ocurrencia de la falla

Cataracterística 

evaluada
Rango

Concreto y mamposteria Tierra y enrocamiento Total

Periodo de 

terminación

Altura (m)
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Tabla 1.3 Causas de falla en el periodo 1964-1983 (Lebreton, 1985). 

 
Fuente: Arreguín Cortés, 2000 

 

A pesar de que en las tablas antes mencionadas las fechas y muestras son diferentes, estas 

nos indican que el desbordamiento de una presa ha sido, a lo largo de la historia de éstas, un 

problema que requiere tomarse con la debida seriedad y cuya causa de falla está relacionado 

con las obras de excedencia.  

1.3.3 Vertedores con cimacio 

Los vertedores con cimacio o conocidos simplemente como cimacios controlan el flujo 

proveniente del superávit del agua del embalse a través de esta mediante el uso de un vertedor 

de pared gruesa y cuyo perfil sigue de manera lo más aproximada posible el Perfil Inferior 

de una Vena Líquida (P.I.V.L.) que vierte libremente sobre un vertedor de pared delgada y 

cuya particular forma se profundiza en el siguiente capítulo. Se le divide en cuadrantes donde 

el origen del sistema coordenado es el punto más alto del mismo el cual corresponde a la 

cresta, representado esta geometría a lo largo de dos cuadrantes del sistema coordenado 

formado. El eje de las abscisas sigue la dirección convencional de cualquier plano cartesiano, 

sin embargo, respecto al eje de las ordenadas, esta se encuentra invertida respecto a la 

convencional de modo que sus ordenadas son positivas cuando su sentido es hacia abajo. 

Los cimacios pueden ser libres, también conocidas como sin control o bien, pueden ser con 

control. Los cimacios de cresta libre se caracterizan por desempeñar su función cuando el 

nivel del agua alcanza un determinado nivel y no se requiere de mecanismos adicionales más 

allá de su propia geometría y cota para su operación. Los cimacios controlados por 

compuertas permiten ser operadas de manera manual y de acuerdo con las diversas 

necesidades que se presenten mediante un mecanismo en forma de compuerta. 

Dentro de las estructuras de control reguladas por compuertas se desprenden dos 

subcategorías relevantes las cuales son los vertedores de demasías con compuertas 

deslizantes y con compuertas radiales. Cuando son compuertas deslizantes se tiene una 

estructura metálica, generalmente rectangulares de acero colado que se deslizan sobre guías 

formadas por perfiles estructurales apoyadas sobre las pilas de los vertedores accionadas 

mediante mecanismos elevadores. Se utilizan, además, diferentes aleaciones para evitar que 

No. fallas Porcentaje No. fallas Porcentaje No. fallas Porcentaje

Construcción 0 0.00% 9 25.00% 9 14.52%

Terminación 18 69.23% 11 30.56% 29 46.77%

Total 18 69.23% 20 55.56% 38 61.29%

- - 2 5.56% 2 3.23%

Erosión
Descarga de avenidas 

(aguas arriba)
2 7.69% 1 2.78% 3 4.84%

Cuperpo cortina 3 11.54% 7 19.44% 10 16.13%

Falla de conducto 2 7.69% 2 5.56% 4 6.45%

Total 5 19.23% 9 25.00% 14 22.58%

1 3.85% 4 11.11% 5 8.06%

26 100.00% 36 100.00% 62 100.00%

Deslizamiento de taludes

Total

Tubificación

Causas
H<15m H>15m Total

Falla por paso de una avenida aguas 

Desbordamiento



21 

 

se suelden debido a las altas presiones que se generan por el empuje hidrostático y ocasionar 

una situación peligrosa ante una avenida extraordinaria. Las compuertas radiales están 

conformadas por un sector de cilindro generalmente de acero apoyado en brazos radiales 

donde la superficie cilíndrica recibe el empuje hidrostático de tal manera que este empuje se 

distribuye por medio de los brazos hacia un perno de apoyo lo cual reduce la fuerza necesaria 

para elevar o bajar la compuerta. 

Otra estructura de control que llega a emplearse son las plumas o también conocidas como 

agujas que son una serie de vigas de madera colocadas de forma adecuada y de manera 

conveniente sobre la cresta del vertedor para controlar y regular las avenidas. Estas 

estructuras permiten incrementar la capacidad de almacenamiento de la presa o incrementar 

la descarga al momento de ser quitadas. Se recomienda emplearlas solamente cuando se tenga 

un buen conocimiento de la hidrología de la cuenca, del funcionamiento del vaso y de las 

condiciones aguas abajo de la cortina. 

1.3.4 Tipos de vertedores 

Además de la clasificación de los cimacios en los de cresta libre y de cresta controlada por 

compuertas también se presenta la clasificación de los vertedores en función de los elementos 

que los conforman: 

a) Vertedores de caída libre 

b) Vertedores con canal de descarga 

c) Vertedores de embudo 

d) Vertedores en rápida 

e) Vertedores de sifones 

f) Vertedores escalonados 

1.3.4.1 Vertedores de caída libre 

Estos tipos de vertedores se caracterizan por no contar con una estructura adicional, más que 

la del propio cimacio y que permite verter desde su cresta hasta el cauce del río, de este hecho 

proviene el nombre que se le da a estos vertedores. Estos son utilizados de manera general 

en presas de arco o contrafuertes demostrando ser efectivos gracias a la geometría y esbeltez 

que estos proporcionan. 

1.3.4.2 Vertedores con canal de descarga 

Este tipo de estructuras consiste en un canal que dirige el cauce excedente descargado sobre 

el cimacio hacía la estructura terminal de la obra de excedencia con el fin de devolver el 

volumen excedente al cauce natural del río o a otro punto en el cual se desea desviar. A los 

vertedores que poseen un conducto de descarga se les suele ver principalmente en presas de 

tierra y enrocamiento debido que, por el tipo de materiales que este posee, resulta peligroso 

e incluso complejo su construcción debido a los asientos diferenciales que se presentan antes, 

durante o después, motivo por el cual se opta por la construcción de la obra de excedencia de 

manera lateral y no sobre la cortina. 
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1.3.4.3 Vertedores en rápida 

Este tipo de obra (Fig 1.7), se construye sobre el paramento aguas abajo de las presas de 

gravedad con el fin de verter el volumen excedente al cauce natural.  

 

Fig 1.7 Esquema de un vertedor en rápida (Arreguín Cortés & Alcocer Yamanaka, 2011). 

1.3.4.4 Vertedores de embudo 

Este tipo de vertedores (Fig 1.8), se caracterizan por poseer una entrada en forma de embudo 

conectado a un túnel mediante el cual se conducen los volúmenes excedentes de agua a su 

destino final.  

 

Fig 1.8 Esquema de un vertedor del tipo embudo (Arreguín Cortés & Alcocer Yamanaka, 

2011). 

1.3.4.5 Sifones vertedores 

Este tipo de estructuras (Fig 1.9) trabajan, como su nombre lo indica, con base en el principio 

de sifón el cual consiste en verter líquido de un punto que los contiene, haciéndolos pasar por 
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un punto superior a su nivel. Generalmente son poco económicos, pero tienen la ventaja de 

dar paso a las descargas grandes con pequeños aumentos de carga. 

 

Fig 1.9 Sifón vertedor (Arreguín Cortés & Alcocer Yamanaka, 2011). 

1.3.4.6 Vertedores escalonados 

Con la construcción de las presas de Concreto Compactado con Rodillo (CCR), que consiste 

en su construcción mediante capas sucesivas del material de construcción, logrando mediante 

este método una superficie escalonada en el talud aguas bajo. Este diseño tiene como ventaja 

la capacidad de disipar la energía del agua, logrando de esta forma reducir costos 

relacionados con la construcción del vertedor y el tanque amortiguador. 

 





25 

 

 

 

2. APLICACIÓN DE LA FÍSICA AL DISEÑO HIDRÁULICO 

DE UN PERFIL DE CIMACIO 

2.1 Aspectos generales 

Para el diseño de un vertedor tipo cimacio, la física juega un papel importante en los diversos 

diseños que se han propuesto respecto a su perfil y que han madurado a lo largo de las décadas 

hasta las propuestas más recientes empleadas hoy en día en las cuales se aprecia un notable 

avance en su estudio que permiten contar con estructuras cada vez más confiables y que 

proporcionan a una presa mayor seguridad.  

Mediante el concepto del tiro parabólico se fundamentó uno de los primeros criterios para el 

trazo del perfil de un cimacio que posteriormente llamó la atención de personajes como Bazin 

y Creager buscando mejorar esta geometría de manera que el flujo pudiera comportarse de 

mejor manera, eliminando en la medida de lo posible las zonas de baja presión y su 

consecuente erosión, por lo que tiempo después, diferentes organizaciones se dedicaron a 

emplear recursos humanos y económicos al estudio del perfil del cimacio debido a su 

importancia como obra de protección en una presa.   

En el presente capítulo se abordan temas fundamentales de Física en los que se introducen 

los conceptos de posición, desplazamiento, trayectoria, velocidad y aceleración debida a la 

gravedad para comprender de manera adecuada el concepto físico del tiro parabólico, así 

como su relación, en geometría analítica, con la ecuación de una parábola simple y su relación 

con el perfil de un cimacio.   
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2.2 Cinemática de la partícula 

Al momento de realizar el estudio de la cinemática de una partícula se debe recurrir a la 

Mecánica Clásica que es la rama de la Física que estudia los estados a los que se encuentra 

sujeto un objeto material tanto en reposo como en movimiento, dónde el movimiento se 

considera como el desplazamiento de un cuerpo con respecto a los demás. En particular, 

resulta conveniente adentrarse en el movimiento de un objeto material debido a su relación 

con las obras de excedencias en sus consideraciones hidráulicas que conlleva a su diseño y 

sus distintas propuestas para la mejora de su geometría.  

Con el fin de simplificar el modelo utilizado para describir el movimiento de un objeto, se 

utiliza de base el movimiento de una partícula o punto material. De esta manera se pasa de 

tratar un objeto con propiedades y características complejas a un modelo que permite manejar 

estas características de una manera más simple y adecuada. Esto se realiza con el fin de 

despreciar una gran cantidad de variables que actúan sobre el objeto y los cuales se 

consideran despreciables o innecesarios para los fines buscados como son: el movimiento de 

rotación, el movimiento de vibración de los elementos que conforman al elemento, así como 

el comportamiento elástico de los elementos que lo componen, etc. En cambio, al considerar 

un objeto como una partícula se toman en cuenta todo tipo de movimientos posibles que 

resulten convenientes, como su aceleración, desaceleración, detener o invertir su 

movimiento. 

El movimiento de una partícula se divide en movimiento absoluto y movimiento relativo: 

el movimiento absoluto es aquél que se produce en un determinado punto de observación y 

que no depende de cualquier otra relación o comparación, por otro lado, el movimiento 

relativo es aquél en el que el movimiento es percibido bajo distintas perspectivas de manera 

que tiene diferentes interpretaciones de acuerdo con el punto de observación. También es 

importante considerar que una partícula que se encuentra en una posición determinada 

producirá movimiento si esta cambia de posición con respecto a otra u otras partículas, por 

ese motivo no se puede hablar de movimiento sin la presencia de otros cuerpos de referencia. 

Generalmente dependiendo de las condiciones presentes, se evalúa al movimiento como de 

un tipo o del otro y de esto reside la importancia de usar el marco de referencia más 

conveniente para su observación, por tanto, para el caso de las obras de excedencia se evalúa 

el movimiento como absoluto. 

La Cinemática y Dinámica son ramas de la Mecánica Clásica que se emplean usualmente 

para profundizar en el movimiento debido a que fundamentan su estudio, sin embargo, la 

diferencia entre la Cinemática y la Dinámica radica en que la Cinemática estudia la naturaleza 

del movimiento mientras que la Dinámica estudia qué es lo que produce el movimiento, por 

este motivo al analizar conceptos tales como posición, desplazamiento, velocidad y 

aceleración se pueden ubicar éstos dentro de la Cinemática. 
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2.2.1 Características vectoriales del movimiento 

Para describir el movimiento de una partícula en toda su extensión se recurre a un espacio 

vectorial de tres dimensiones. La partícula objeto de estudio se encuentra en una posición 

inicial 0P  (Fig 2.1) que tiene por vector de posición 0r  que parte del origen al punto 0P . Las 

componentes x , y  y z  del punto son también las componentes del vector 0r , de tal forma 

se concluye que cualquier vector posición r  tiene por coordenadas el punto al que llega, la 

representación matemática de cualquier vector posición es: 

 r xi yj zk= + +   (2.1) 

 

Fig 2.1 Representación de las componentes de un vector de posición. 

El movimiento de una partícula se produce cuando, durante un intervalo de tiempo t , la 

partícula se mueve de 0P  con vector de posición 0r  al punto 1P  con vector de posición 1r  

indicado en la Fig 2.2. El intervalo de tiempo se define como la diferencia entre el tiempo 1t  

y 0t  de modo que: 

 1 0t t t = −   (2.2) 

Al cambio de posición denominado desplazamiento y denotado por r  indica la diferencia 

entre el vector de posición 1r  y 2r  representado como: 

 1 2r r r = −   (2.3) 

De esta forma, del movimiento producido por la partícula han surgido dos ecuaciones 

matemáticas que forman parte de la definición que se tiene de la velocidad definido como el 

cociente del desplazamiento entre el intervalo de tiempo transcurrido, relacionando estos dos 

términos se llega a: 
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1 0

1 0

med

r r r
v

t t t

 −
= =

 −
  (2.4) 

Como el desplazamiento se trata de un vector y el tiempo de una magnitud escalar, la 

velocidad también es vector ya que se presenta la multiplicación del vector r  por el escalar 

1 t  que da como resultado un vector. 

La velocidad promedio se encuentra relacionada de forma directa con el desplazamiento y, 

por tanto, es independiente de la trayectoria representada por la línea punteada, de modo que 

la velocidad en cada punto de la trayectoria puede ser igual o distinta a la media ya que el 

desplazamiento puede ser diferente. 

 

Fig 2.2 Vectores de velocidad media dados dos puntos con sus respectivos vectores de posición.  

Si 1P  va recorriendo la trayectoria y acercándose cada vez más a 0P  entonces, r  va 

haciéndose cada vez más pequeño hasta el punto en que tienda a cero y por tanto se vuelve 

una recta tangente a la curva. De esta forma la velocidad se redefine como: 

 
0

lim
t

r d x
v

dtt →


= =


  (2.5) 

Que es conocida como velocidad instantánea denotada simplemente como v  . Al tender el 

término 0t →  se genera una recta tangente a la curva (Fig 2.3) que en cálculo pasa a ser la 

derivada del desplazamiento respecto al tiempo.  

En ocasiones resulta más conveniente evaluar el movimiento en alguna o algunas de las 

componentes del vector de velocidad en lugar de emplear todas ya que el movimiento puede 

estar confinado en alguna de estas componentes. Durante cualquier desplazamiento de la 

partícula, los cambios en x , y  y z  son parte de las componentes xv , yv  y zv   del vector 

v  de manera que, las componentes del vector para la velocidad instantánea son: 
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             x y z

dx dy dz
v v v

dt dt dt
= = =   (2.6) 

La magnitud del vector de velocidad instantánea v v=  de una partícula se llama rapidez 

instantánea la cual es una cantidad escalar que, de manera análoga, para la rapidez media 

se tiene medmedv v= . La magnitud del vector velocidad instantánea v  se obtiene en términos 

de sus componentes aplicando el teorema de Pitágoras: 

 2 2 2

x y zv v v v v= = + +   (2.7) 

 

Fig 2.3 Vectores de velocidad instantánea dados dos puntos con sus respectivos vectores de 

posición. 

La dirección de la velocidad instantánea está denotada por el 

ángulo   de la Fig 2.4 que tiene por ecuación: 

 tan
y

x

v

v
 =   (2.8) 

Además del desplazamiento, para el movimiento de una partícula 

se evalúa también el cambio en su velocidad en un intervalo de 

tiempo comprendido entre 1t  y 0t  (Fig 2.5a). Conocer la velocidad 

instantánea en dichos puntos permite determinar la aceleración 

media de la partícula que se define como el cambio del vector de 

velocidad instantánea v  entre el intervalo de tiempo t  en los 

puntos extremos del tramo evaluado: 

 
1 0

1 0

prom

v v v
a

t t t

 −
= =

 −
  (2.9) 

Fig 2.4 Componentes del 

vector velocidad 

instantánea. 
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Al definirse la aceleración como el cociente del vector v  entre el escalar t  se tiene 

también el caso en el que la aceleración se trata de un vector. La aceleración media tiene la 

misma dirección que el vector de cambio de velocidad como se indica en la Fig 2.5b donde 

se muestran de manera simultánea el vector de cambio de velocidad obtenido como se indica 

en Fig 2.5a y el vector de aceleración media. 

De forma similar, resulta conveniente conocer la aceleración instantánea (Fig 2.5c) que es 

evaluada para cada punto de la trayectoria seguida como el límite cuando 0t → , es decir, 

cuando el punto 1P  se va acercando 0P  hasta el punto en que t  tiende a cero, por tanto: 

 
0

lim
t

v dv
a

dtt →


= =


  (2.10) 

 

Fig 2.5 Evaluación de la aceleración de una partícula a partir de sus vectores de aceleración 

instantánea. 

Como la aceleración se trata de un vector se puede evaluar en sus distintas componentes de 

forma que: 

       a       a
yx z

x y z

dvdv dv
a

dt dt dt
= = =   (2.11) 

2.2.2 Velocidad de una partícula con aceleración constante 

El caso más sencillo de movimiento es el de tipo rectilíneo con aceleración constante de 

manera que para su estudio únicamente es necesario considerar una dimensión que presenta 

cuando la velocidad cambia con el mismo ritmo a lo largo de todo el movimiento evaluado. 

Por conveniencia a este tipo de movimiento se le puede representar por solamente una de las 

componentes del vector ya sea del desplazamiento, velocidad o aceleración, aunque de forma 

general se le suele asociar la componente x  al movimiento rectilíneo salvo se indique lo 

contrario. Para simplificar las ecuaciones, se omite escribir en su nomenclatura que 

corresponden a la componente x  de los vectores correspondientes. 

Cuando la aceleración a  es constante se tiene un caso particular en el que la aceleración 

instantánea a  es igual a la aceleración media meda  en cualquier punto por lo cual en este caso 
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es indistinto su uso y se le suele representar con la denotación de la instantánea. De igual 

modo la velocidad instantánea v  es igual que la velocidad media medv  debido a que se trata 

de una recta y el cambio de velocidad es contante. 

Tomando en cuenta lo anterior descrito, se emplea la ecuación (2.9) utilizando, como 

decisión arbitraria, solo la componente x  de los vectores y denotándola como: 

 1 0

1 0

v v
a

t t

−
=

−
  (2.12) 

Elaborando una gráfica v t−  donde se indica la 

velocidad inicial 0v , velocidad final 1v  se tiene que se 

forma una recta (Fig 2.6). La aceleración al ser una 

razón de cambio es igual a la pendiente de la recta del 

cambio de velocidad. Geométricamente hablando, el 

orden en que se toman las coordenadas no tiene 

importancia siempre que se respete el orden en que 

fueron tomadas las ordenadas y abscisas, pero como el 

tiempo comienza a ser medido desde el origen del 

sistema y considerando el tiempo inicial igual a cero, 

resulta conveniente empezar por el punto final. Para 

fines prácticos el tiempo final se le suele representar 

simplemente como t  donde 1 0t t t= − , si 0 0t =  se tiene 

el caso en dónde 1t t= , de modo que (2.12) se reduce 

a: 

 1 0v v
a

t

−
=   (2.13) 

Despejando la ecuación, otra forma en la que se suele representar es: 

   (2.14) 

La cual confirma el hecho que la aceleración es igual a la pendiente de la recta del cambio 

de velocidad. De esta misma ecuación despejando 1v  se conoce la velocidad final, de modo 

que se obtiene: 

 1 0v v at= +   (2.15) 

2.2.3 Desplazamiento conociendo el tiempo y la velocidad inicial y final 

Cuando se conoce solamente la velocidad inicial, la velocidad final y el tiempo, una manera 

para evaluar el desplazamiento de una partícula es mediante el área bajo el polinomio en una 

gráfica v t−  (Fig 2.7). Debido a que se trata de un polinomio de primer grado se presenta 

una recta fácilmente definida por un punto conocido y su respectiva pendiente, debido a la 

Fig 2.6 Grafica v-t donde se presenta 

el cambio de la velocidad respecto al 

tiempo y su relación con la 

aceleración. 
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naturaleza de una pendiente, se presentan tres casos: el primero cuando 0m   (Fig 2.7a), el 

segundo cuando es 0m   (Fig 2.7b) y el tercero cuando 0m =  (Fig 2.7c). 

 

Fig 2.7 Área bajo el polinomio en una gráfica v-t que representa el desplazamiento. 

Empleando un sistema coordenado convencional, para el primer caso cuando 0m  , se 

produce una aceleración constante con aumento gradual de la velocidad y transcurso 

constante del tiempo. El segundo caso, cuando 0m  , se produce una desaceleración 

constante con disminución gradual de la velocidad. El tercer caso, cuando 0m = , no se 

produce aceleración alguna y se dice que la velocidad es constante al igual que el tiempo 

transcurrido. De cualquier forma, el desplazamiento está integrado por el área bajo la curva 

más la posición inicial 0x  si es que se presenta el caso en el que 0 0x  , donde el área del 

primer polígono se le denota como 1A  y el área del segundo polígono como 2A  , de modo 

que la ecuación para el cálculo del desplazamiento es: 

 0 1 2x x A A− = +   (2.16)  

Para el primer caso donde la pendiente es 0m   , se tienen dos figuras, un triángulo y un 

rectángulo (o cuadrado), que componen el área bajo la curva. El triángulo tiene de altura 

1 0v v−  y de base t  lo cual proporciona el área de: 

 1 1 0

1
( )

2
A v v t= −   (2.17) 

En el caso del área 2A  se observa que tiene de altura 0v  y base .. de modo que su área es: 

 2 0A v t=   (2.18) 

Al ser el desplazamiento 0x x−   la suma de estas dos áreas se tiene: 

 0 1 0 0 1 0

1 1 1
( )

2 2 2
x x v v t v t v t v t− = − + = +   

 0 1 0

1
( )

2
x x v v t− = +   (2.19) 
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En caso de que la pendiente 0m  , al igual que el primer caso, el área se encuentra compuesta 

por un triángulo y un rectángulo. El área 1A  es: 

 1 0 1

1
( )

2
A v v t= −   (2.20) 

En el caso del área 2A   se observa que tiene de altura 1v  y base t  de modo que su área es: 

 2 1A v t=   (2.21) 

 Al ser el desplazamiento 0x x−   la suma de estas dos áreas se tiene: 

0 0 1 1 0 1

1 1 1
( )

2 2 2
x x v v t v t v t v t− = − + = +  

 0 0 1

1
( )

2
x x v v t− = +   (2.22) 

Cuando la pendiente es 0m =  solo se presenta un polígono que forma parte del área bajo el 

polinomio el cual es un rectángulo debido a que la velocidad final es igual a la velocidad 

inicial, por ende, solo se tiene de área (2.18) de forma que la ecuación (2.19) se reduce a: 

 0x x vt− =   (2.23) 

Para el cálculo del desplazamiento, de las ecuaciones (2.19), (2.22) y (2.23) es posible 

identificar que para los tres casos presentados, se pueden simplificar a una única ecuación. 

Esto se deduce por el hecho que en los primeros dos casos independientes si se produce una 

aceleración o desaceleración la gráfica estará compuesta por un triángulo y un rectángulo 

además que la suma de la velocidad final y velocidad inicial tiene propiedad conmutativa y, 

por ende, no importa el orden de estos. Adicionalmente, para el tercer caso la velocidad final 

es igual a la velocidad inicial de modo que (2.19) se reduce a (2.23), de este modo el 

desplazamiento cuando se conocen la velocidad y el tiempo para los tres casos es (2.19). 

Otra forma de llegar a la ecuación (2.19) es empleando la componente x  de la ecuación (2.4) 

de la cual, r  hace referencia a la diferencia entre las posiciones, t  es la diferencia del 

tiempo, como 1 0t t t= − , si 0 0t =  se tiene el caso en dónde 1t t=  y se obtiene por ecuación: 

 1 0
med

x x
v

t

−
=   (2.24) 

Como la aceleración es constante la velocidad cambia a un ritmo constante, de manera que 

se deduce como ecuación: 

 1 0

2
med

v v
v

+
=   (2.25) 
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Que cumple con la definición de la media aritmética. Igualando las ecuaciones (2.24) y (2.25) 

se obtiene: 

 1 0 1 0

2

x x v v

t

− +
=   

 1 0
1 0

2

v v
x x t

+ 
− =  

 
  

 ( )1 0 1 0

1

2
x x v v t− = +   (2.26) 

Ecuación que coincide con (2.19) demostrando que la distancia en función de la velocidad 

inicial, velocidad final y el tiempo se calcula mediante esta ecuación. 

2.2.4 Desplazamiento conociendo la velocidad inicial, aceleración y tiempo 

En este punto se desarrolla el concepto sobre el cálculo del desplazamiento cuando se conoce 

la velocidad inicial, la aceración y el intervalo de tiempo. Como la incógnita 1v  es 

desconocida se sustituye la ecuación (2.15) en (2.19) llegando a: 

   ( )0 0 0 0

1 1
( ) 2

2 2
x x v at v t v at t− = + + = +   

 
2

0 0

1

2
x x v t at− = +   (2.27) 

En la ecuación (2.27) se tienen dos términos: 0v t  corresponde a un objeto que se mueve con 

velocidad constante durante el intervalo de tiempo considerado, donde la velocidad será igual 

a la velocidad inicial iv , el segundo término 21 2 at  corresponde a un objeto que parte del 

reposo y se mueve con aceleración constante durante el mismo intervalo de tiempo y el cual 

se obtiene partiendo de la definición de aceleración. 

Otra forma de calcular el desplazamiento en función de la velocidad inicial, el tiempo y la 

aceleración consiste en emplear la ecuación (2.15) del cual se conoce la velocidad final 1v , 

sustituyéndola en (2.25) se obtiene: 

 0 0( )

2
med

v at v
v

+ +
=   

 0

1

2
medv v at= +   (2.28) 

Igualando las ecuaciones (2.28) y (2.24), ya que ambas tratan de la velocidad media medv , se 

concluye que: 

 1 0
0

1

2

x x
v at

t

−
= +   



35 

 

 1 0 0

1

2
x x v at t

 
− = + 

 
  

 2

1 0 0

1

2
x x v t at− = +   (2.29) 

2.3 Tiro parabólico 

El tiro parabólico se refiere al comportamiento de un objeto que se encuentra en movimiento 

cuando es lanzado desde una posición inicial generando así un vector de velocidad inicial, y 

que sigue una trayectoria curva hasta impactar con una superficie, con un movimiento que se 

describe con base en su posición inicial, velocidad, aceleración debida a la gravedad y 

trayectoria. 

Un concepto primordial al momento de estudiar el movimiento parabólico es el hecho que el 

movimiento vertical es independiente al movimiento horizontal. Esto significa que si dos 

objetos de misma forma, masa y características son lanzadas de manera simultánea desde la 

misma altura donde uno de estos experimenta caída libre y el otro es lanzado con una 

velocidad horizontal xv  ambos tocarán el suelo en el mismo instante. Otro aspecto consiste 

en tomar en cuenta la aceleración debida a la gravedad como constante durante todo el 

intervalo del movimiento lo cual conduce a evaluarlo como movimiento con aceleración 

constante. 

Considerando la independencia de las componentes del vector movimiento, vertical y 

horizontal, se procede a enunciar las ecuaciones que lo describen. Para esto se emplea la Fig 

2.8a, que describe la descomposición de la velocidad inicial 0v  y ángulo   en sus 

componentes xv  y yv . En esta figura se muestra una trayectoria del proyectil parabólica, en 

la cual, el vector velocidad es tangente a la trayectoria. 

En la componente vertical de la velocidad, se observa que va decreciendo respecto a su 

magnitud, hasta llegar a una altura máxima, máxy , en donde se tiene la condición 
2 0yv = . 

Posteriormente la componente vertical de la velocidad cambia de sentido y su magnitud va 

creciendo conforme pasa el tiempo hasta tocar una superficie. 

Para fines prácticos, se considera que la altura de inicio es igual al punto de partida 0 0y = , 

simplificando de esta manera las ecuaciones que describen el movimiento parabólico. Debido 

a que se tratan dos componentes distintas, se emplearan las nomenclaturas correspondientes 

a la componente evaluada. 

En la Fig 2.8b se muestra la descomposición vectorial de la velocidad inicial, que coincide 

con la posición inicial 0 0y = . De esta manera, la velocidad en sus componentes horizontal 

y vertical son, respectivamente:  

 0 0 cosxv v =   (2.30) 
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 0 0yv v sen=   (2.31) 

 

Fig 2.8 Descomposición vectorial de los elementos que componen al tiro parabólico. 

Para conocer el desplazamiento horizontal se recurre a la definición de distancia que es la 

velocidad por un intervalo de tiempo de modo que, empleando la componente 0xv  del vector 

0v , el desplazamiento experimentado en el intervalo t  es: 

 0xx v t=   (2.32) 

Sustituyendo 0xv  de la ecuación (2.30) en (2.32) se tiene:  

 0( cos )x v t=   (2.33) 

De la ecuación anterior se deduce que el vector de velocidad 0xv  recorre la distancia de 

manera constante ya que es directamente proporcional al tiempo transcurrido y, debido a que 

no se considera al aire como fuerza friccionante este mantendrá su velocidad inicial durante 

todo el intervalo de tiempo o hasta que la componente vertical de la velocidad inicial 0v  

provoque que la partícula u objeto toque alguna superficie. La velocidad se calcula 

considerando la derivada del desplazamiento respecto al tiempo (2.6), escribiéndose como: 

 0x

dx
v

dt
=   

 0 ( cos )x ov v =   (2.34) 

Al ser independientes las componentes de un proyectil, se determina que solamente en su 

componente vertical se evalúa como aceleración debida a la gravedad constante debido a que 

la gravedad solamente actúa en este y no ejerce ningún efecto en la componente horizontal. 

Para conocer el desplazamiento vertical y  se retoma el vector velocidad inicial 0v , por tanto, 

mediante la ecuación (2.27) que describe el desplazamiento de una partícula con aceleración 
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constante cuando se conoce la aceleración debida a la gravedad, el tiempo y la velocidad 

inicial, donde esta última es la velocidad en su componente 0 yv  y aceleración debido a la 

gravedad a g= −   se tiene que su desplazamiento en el intervalo t es: 

 2

0 0

1

2
yy y v t gt= + −   (2.35) 

Sustituyendo 0 yv  de la ecuación (2.31) en (2.35) se tiene: 

 2

0 0

1
( )

2
y y v sen t gt= + −   (2.36) 

Para el cálculo de la velocidad en dirección vertical, se recurre a la derivada del 

desplazamiento vertical con respecto al tiempo como se indica en (2.6) de modo que: 

 0 0( )y

dy
v v sen gt

dt
= = −   

 0 0( )yv v sen gt= −   (2.37) 

Ecuación que describe que la velocidad inicial se ve afectada por la gravedad en el intervalo 

de tiempo que esté sujeta la observación. Despejando el tiempo t , de la ecuación (2.33) : 

 
0 cos

x
t

v 
=   (2.38) 

Sustituyendo (2.38) en (2.36): 

 ( )
2

0 0 2 2

0 0

1

cos 2 cos

x x
y y v sen g

v v


 

 
= + −  

 
  (2.39) 

Como el tangente de un ángulo es igual a la relación entre el seno y coseno del mismo ángulo 

se simplifica (2.39) de la siguiente manera: 

 
2

0 2 2

0

1
(tan )

2 cos

x
y y x g

v




 
= + −  

 
  (2.40) 

Por tanto, la ecuación (2.40) corresponde al movimiento denominado tiro parabólico que 

describe la trayectoria de una partícula u objeto durante este movimiento considerando que 

la fricción debida al aire es nula y la gravedad es constante.  

2.4 Relación del tiro parabólico con la ecuación de una parábola simple 

Para la ecuación (2.40) puede comprobarse que efectivamente corresponde a un espacio 

geométrico definido por una parábola si se factorizan y simplifican elementos que conforman 

la ecuación con el fin que se adapte a la forma de una parábola. En primer lugar, esta ecuación 
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corresponde a un polinomio de segundo grado debido a que la variable x  se encuentra 

elevada al cuadrado y, por tanto, se trata de una curva. Por otro lado, debido a que la variable 

que se encuentra en segundo grado es la x , se conoce que el eje focal de la parábola coincide 

con el eje vertical y . Para conocer si abre la parábola hacía arriba, o hacia abajo, es necesario 

factorizar y simplificar la ecuación para que esta sea semejante a la ecuación de una parábola 

y así definir hacía que lado abre. 

Por tanto, para conocer los elementos que componen la ecuación de un tiro parabólico se 

parte de (2.40) considerando 0 0y = . Factorizando de manera que la variable 2x  se encuentre 

libre, se obtiene: 

 
2

20

2

0

2(tan )( cos )1

2 ( cos )

vg
y x x

v g

 



 
= − 

 
  

Dividiendo el factor que multiplica a la variable x  en ambos miembros de la ecuación, 

multiplicando por 1−  a ambos miembros y simplificando se llega a: 

 
2 2

20 02( cos ) 2(tan )( cos )
( 1) ( 1)

v v
y x x

g g

     
− = − −   

   
  

 
2 2

20 02( cos ) 2(tan )( cos )v v
y x x

g g

  
− = −   

De esta manera se observa que el segundo miembro tiene una forma similar al desarrollo de 

un binomio al cuadrado, cuyo desarrollo es igual al cuadrado del primer término, más el doble 

producto del primero por el segundo más el cuadrado del segundo. En la ecuación falta el 

cuadrado del segundo término lo cual indica que ha sido eliminado, de modo que se agrega 

otro término adicional al binomio al cuadrado que sea igual al cuadrado del segundo término 

para mantener la igualdad y la ecuación no se vea alterada, por tanto, la ecuación cambia a:  

 

2 2
2 2 2

0 0 02( cos ) tan ( cos ) tan ( cos )v v v
y x

g g g

       
− = − −   

   
  

Se aprecia que el sustraendo en el segundo miembro no se encuentra en función de la variable 

x  y que en el miembro izquierdo faltan elementos para adecuarse a la ecuación de una 

parábola con vértice fuera del origen y eje paralelo al eje y de manera que se procede a sumar 

este término a ambos miembros de la ecuación para reubicarla en el miembro izquierdo y, 

además, factorizando y simplificando se obtiene: 

 

2 2
2 2 2

0 0 02( cos ) tan ( cos ) tan ( cos )v v v
y x

g g g

       
− + = −   
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2 2
2 2 2

0 0 0

2

0

2( cos ) tan ( cos ) tan ( cos )1

2 ( cos )

v v vg
y x

g v g g

    



    
 − − = −   
     

  

 

2
2 2 4 2

0 0 0

2 2

0

2( cos ) tan ( cos ) tan ( cos )1

2 ( cos )

v v vg
y x

g v g g

    



    
− − = −    

    
  

 

2
2 2 2 2

0 0 02( cos ) (tan ) ( cos ) tan ( cos )1

2

v v v
y x

g g g

       
− − = −   

   
  

 

2
2 2 2 2

0 0 02( cos ) (tan cos ) ( ) tan ( cos )1

2

v v v
y x

g g g

       
− − = −   

   
  

Empleando la función trigonométrica de un ángulo tangente relaciona el seno del ángulo con 

el coseno de este. Sustituyendo lo anterior y despejando la función seno en el primer miembro 

de la ecuación, esta se simplifica a: 

 

2
2 2 2 2

0 0 02( cos ) ( ) ( ) tan ( cos )1

2

v sen v v
y x

g g g

      
− − = −   

   
  (2.41) 

Adicionalmente, las funciones trigonométricas en el binomio del segundo miembro pueden 

simplificarse aún más utilizando la función trigonométrica tangente y su relación con el seno 

y coseno de la manera siguiente: 

2
2 2 2 2

0 0 02( cos ) ( ) ( ) (tan )(cos )(cos )( )1

2

v sen v v
y x

g g g

       
− − = −   

   
 

2
2 2 2 2

0 0 02( cos ) ( ) ( ) ( )(cos )( )1

2

v sen v sen v
y x

g g g

      
− − = −   

   
 

La ecuación anterior hasta este punto ya ha tomado la forma de una parábola con vértice en 

el origen y eje paralelo al eje y  mostrando los puntos más relevantes en su miembro 

izquierdo y miembro derecho, por último el factor negativo del miembro izquierdo está 

afectado por un 2 , y la ecuación de la parábola nos indica que debe ser 4  para cumplir con 

la condición 4 p , de esta manera dejando el factor en término de 4  e invirtiendo ambos 

miembros de la ecuación, finalmente queda como: 

 

2
2 2 2

0 0 0( )(cos ) ( cos ) ( )1
4

2 2

sen v v v sen
x y

g g g

        
− = − −     

     
  (2.42) 

De la ecuación (2.42) se distinguen los elementos que componen a la parábola. Otros puntos 

de relevancia se ven a continuación. 
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Parámetro p  con valor: 

 
2

0( cos )

2

v
p

g

 
=  

 
  (2.43) 

Vértice V  con coordenadas: 

 
2 2

0 0( )(cos ) ( )1
,
2

sen v v sen
V

g g

   
 
 

  (2.44) 

Foco F  con coordenadas:  

 
2 2 2

0 0 0( )(cos ) ( ) ( cos )
,

2 2

sen v v sen v
F

g g g

    
− 

 
  (2.45) 

Dado que el valor de 4 p  está afectado por un signo negativo, se deduce que la parábola que 

describe la ecuación (2.42) corresponde a una que abre hacía abajo y tiene las tres 

características antes expuestas para un sistema de coordenadas convencional. 

2.5 Altura y alcance máximo 

La altura máxima, maxy  que se alcanza en un tiro parabólico se presenta cuando la velocidad 

vertical 0 yv  es igual a cero. Considerando 0yv =  y despejando t  de la ecuación (2.37): 

 00 v sen gt= −  

 0
0yv

v sen
t

g


= =   (2.46) 

Por lo tanto, la altura máxima máxy  se obtiene empleando la ecuación (2.36) con la diferencia 

que al buscar la altura máxima se debe sustituir el tiempo en ese instante:  

 
2

0 0 0

1
( )

2y ymáx v vy v sen t gt = == −   (2.47) 

El tiempo buscado es representado por 0yvt =  de modo que sustituyendo (2.46) en (2.47) se 

tiene: 

 

2

0 0
0

1
( )

2
máx

v sen v sen
y v sen g

g g

 


   
= −   

   
  

 
2 2

0 0( ) ( )

2
máx

v sen v sen
y

g g

 
= −   
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Simplificando la ecuación anterior se llega a la siguiente ecuación que indica la altura 

máxima que se alcanza durante un tiro parabólico. 

 
2

0( )1

2
máx

v sen
y

g


=   (2.48) 

La distancia máxima alcanzada se presenta cuando 0y = , por lo tanto, sustituyendo esta 

condición en (2.36): 

 2

0

1
0 ( )

2
v sen t gt= −   (2.49) 

La ecuación (2.49) es una ecuación de segundo grado, por lo tanto, utilizando la fórmula 

general, sus raíces son: 

 

2

0 0

1,2

( ) ( )

1
2

2

v sen v sen
t

g

 − 
=

 
− 

 

  

 0 0
1,2

( ) ( )v sen v sen
t

g

 − 
=

−
  

La primera raíz es: 

 0 0
1

( ) ( )v sen v sen
t

g

 − +
=

−
  

 1 0t =   (2.50) 

La segunda raíz será: 

 0 0
2

( ) ( )v sen v sen
t

g

 − −
=

−
  

 0
2

2( )v sen
t

g


=   (2.51) 

Sustituyendo el valor de t de la ecuación (2.51) en la ecuación (2.33) se tiene: 

 0
0

2
( cos )máx

v sen
x v

g


=   

 
2

0 2 cos
máx

v sen
x

g

 
=   (2.52) 

Es posible simplificar la ecuación anterior mediante el uso de la siguiente identidad 

trigonométrica: 
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 2 2 cossen sen  =   (2.53) 

Sustituyendo la relación (2.53) en (2.52): 

 
2

0 2
máx

v sen
x

g


=   (2.54) 

 

Fig 2.9 Altura máxima y alcance máximo en un tiro parabólico. 

Donde la ecuación (2.54) describe la distancia máxima horizontal máxx  que recorre una 

partícula u objeto al ser lanzado y seguir las características de un tiro de parabólico. En la 

Fig 2.9 se indica la ubicación de la altura máxima calculada, así como del alcance máximo 

en donde se observa que la distancia horizontal recorrida cuando se da la altura máxima es 

igual a la mitad del alcance máximo de la partícula o proyectil. 

2.6 Relación del tiro parabólico con el perfil del cimacio 

Como se ha mencionado anteriormente, la descarga de un líquido que se efectúa a superficie 

libre por encima de un muro o una placa se realiza mediante la estructura hidráulica conocida 

como vertedor. El vertedor de pared delgada proporciona datos relevantes al momento de 

estudiar la geometría de un vertedor de pared gruesa debido a que este último se asemeja a 

la forma que se obtiene cuando se genera la vena líquida al momento de descarga y que pasa 

por encima del vertedor generando así un perfil como se observa en la Fig 2.10 que se trata 

de un tiro parabólico y, por esta razón, tiene relación estrecha con la ecuación de una 

parábola. Por consiguiente, su análisis se realiza en dos dimensiones con componentes 

independientes: uno de movimiento uniforme a lo largo del eje x  y otro de un movimiento 

uniformemente acelerado a lo largo del eje y en los cuales el efecto de fricción debida al aire 

es despreciado. 

Empleando las componentes del vector velocidad en función del tiempo transcurrido se tiene, 

en su ordenada, el efecto del vector velocidad en su componente vertical, así como la 
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gravedad y su posición; en su abscisa el efecto de la componente horizontal de la velocidad 

y de igual manera, su posición inicial. De esta manera la ecuación (2.33) para el eje x  y la 

ecuación (2.36) para el eje y  definen el movimiento parabólico que se produce en una vena 

líquida que pasa por encima de un vertedor de cresta delgada y, debido a que la velocidad es 

la razón de cambio, para conocer la velocidad instantánea se utiliza la derivada de las 

ecuaciones del desplazamiento para obtener las velocidades en cada componente indicadas 

por las ecuaciones (2.34) para el eje x  y (2.37) para el eje y . 

 

Fig 2.10 Trayectoria parabólica de una vena líquida y los componentes que integran la 

descomposición vectorial del vector de velocidad de llegada. 

Como el sistema coordenado en un cimacio consiste en establecer que el eje de las abscisas 

se encuentre de manera convencional a la derecha del origen como positivos y en el eje de 

las ordenadas sean positivos hacía abajo del origen las ecuaciones para el tiro parabólico se 

encuentran modificas con excepción de la componente horizontal. De manera que el 

desplazamiento horizontal es: 

 0 cosx v t =   (2.55) 

Derivando (2.55) respecto a t  se obtiene la velocidad 0xv : 

 cosx oxv v =   (2.56) 

La ecuación del desplazamiento vertical se ve afectada debido a los cambios del sistema 

coordenado de modo que, empleando la nomenclatura de la Fig 2.10, la ecuación para el 

desplazamiento vertical es: 
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 2

0

1

2
y C v tsen gt= − +   (2.57) 

En la cual sus signos han cambiado respecto a la ecuación original (2.36) y la posición inicial 

al no ser cero se sustituye 0y  por el término C  el cual indica que, en el eje ordenado, la 

ordenada al origen es diferente de cero, por lo tanto se encuentra fuera del origen del sistema 

coordenado empleado.  

Derivando (2.57) respecto a t  se obtiene la velocidad 0 yv : 

 
0yv v sen gt= −   (2.58) 

Tanto la ecuación (2.55) como (2.57) son independientes entre sí, sin embargo, como se 

realizó en la sección 2.3, despejando t  de (2.55) y sustituyéndolo en (2.57) se obtiene la 

ecuación que describe un tiro parabólico tanto en las abscisas como en las ordenadas donde 

la altura se encuentra en términos de la distancia, velocidad inicial, y ángulo de la velocidad 

inicial: 

 
2

2 2

0

1
(tan )

2 cos

x
y C x g

v




 
= − +  

 
  (2.59) 

 

Fig 2.11 Línea de energía y perfil superior e inferior de una vena líquida. 

La ecuación (2.59) permite describir toda la trayectoria del Perfil Inferior de la Vena Líquida 

(P.I.V.L.) que recorre una partícula. Si se requiere conocer la altura máxima que alcanza 

dicha partícula, esta se encuentra definida por: 
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2

0( )1

2
máx

v sen
y C

g


= −   (2.60) 

Por otro lado, si se requiere conocer el alcance máximo para la misma partícula estudiada se 

tiene la ecuación: 

 
2

0 2
máx

v sen
x

g


=   (2.61) 

En la Fig 2.11 se muestran las características propias de la vena líquida, estas son la línea de 

energía, el perfil superior de la vena líquida (P.S.V.L.), el perfil inferior de la vena líquida 

(P.I.V.L.), ancho de la vena líquida T, y coordenadas de un punto aleatorio. 

Es así como las primeras formas de los vertedores de pared gruesa fueron basadas 

comúnmente en la parábola simple, diseñada para ajustar la trayectoria de la vena líquida con 

velocidad inicial 0v  y ángulo de inclinación   en caída libre mediante la metodología 

anteriormente descrita. Sin embargo, se ha observado que cuando se efectúa una descarga 

sobre un vertedor de pared gruesa que solo considera la geometría derivada del concepto de 

tiro parabólico, se presenta un problema importante debido a la aireación en la vena líquida, 

es decir, cuando la superficie superior e inferior de la vena líquida están sujetas a total presión 

atmosférica, se presenta una reducción de presión debajo del P.I.V.L. 

Esta diferencia de presiones se produce cuando el contacto inicial entre la vena líquida y la 

superficie de contacto tienden a separarse generando una zona de baja presión que después 

cambia a una zona de presión positiva provocando la erosión por el contacto del fluido con 

la superficie debido a la energía dinámica del fluido que busca desgastar la superficie cuando 

esta se encuentra de manera constante ante este efecto (Fig 2.12). 

La zona de baja presión ocasiona efectos negativos sobre la estructura hidráulica tales como: 

a) Cambio en la forma de la vena líquida para la cual el vertedor está diseñada 

generalmente 

b) Aumento en la descarga debido a las fluctuaciones derivadas de la zona de baja 

presión 

c) Desempeño inestable del modelo hidráulico 

De esta forma, entre los años 1868 y 1888 H. E. Bazin realizó las primeras investigaciones 

de laboratorio respecto a la forma del P.I.V.L. que condujo a una forma del cimacio que, de 

manera teórica, no causaría presiones negativas sobre el cimacio. Sin embargo, en la práctica, 

la existencia de fricción debido a su rugosidad hizo complicado poder eliminar las presiones 

negativas sobre tal perfil lo cual conduce al peligro de daños por cavitación. Debido a todos 

los inconvenientes surgidos, el perfil de Bazin ha sido modificado en diversas ocasiones y se 

han realizado muchas otras propuestas de otros perfiles para propósitos de diseño, algunos 

de ellos son: 

a) El perfil Creager (basado en la extensión matemática de los datos de Bazin) 
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b) El perfil Creager modificado (basado sobre los datos del USBR de los ensayos en 

Denver) 

c) El perfil Lane-Davis (basado sobre datos del USBR en ensayos realizados en Fort 

Collins) 

d) El perfil Scimeni 

e) El perfil Smetana 

Todos los estudios anteriores condujeron a que, entre los años 1932 a 1948, el U.S. Bureau 

of Reclamation (USBR) realizara extensos experimentos sobre la forma más adecuada del 

P.I.V.L. sobre un vertedor de pared delgada. Con base en los datos experimentales entre los 

que se incluyó las investigaciones realizadas por Bazin, el USBR desarrolló coordenadas de 

superficies del P.I.V.L. para cimacios con distintas inclinaciones en su sección aguas arriba, 

así como vertical (paramento). A su vez, por medio de los datos del USBR, el Army Corps 

of Engineers (USACE) desarrolló varias formas estándar en su Waterways Experiment 

Station (WES) que son hasta hoy en día de las geometrías más eficientes al momento de 

diseñar. 

 

Fig 2.12 Efectos de la aireación ante una pared gruesa. 
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3. APLICACIÓN DE LA GEOMETRÍA ANALÍTICA Y 

TRIGONOMETRÍA EN EL DISEÑO HIDRÁULICO DE 

LOS PERFILES DEL CIMACIO, CANAL DE DESCARGA 

(RÁPIDA) Y ESTRUCTURA TERMINAL 

3.1 Aspectos generales 

Las obras de excedencia se encuentran compuestas por diversas geometrías que, como se 

menciona en el capítulo anterior, son fundamentadas mediante diversas investigaciones. En 

ocasiones es necesario contar con ecuaciones que permitan conocer los distintos elementos 

geométricos que las componen, por lo tanto, en este capítulo se realiza el estudio de las 

características geométricas tanto en cimacios como en el canal de descarga y estructuras 

terminales. 

En la actualidad existen diversos criterios para determinar teóricamente el perfil de un 

cimacio tanto en sección aguas arriba como en su sección aguas abajo, entre los cuales, dos 

de los más reconocidos y ampliamente utilizados son el propuesto por el U.S. Bureau of 

Reclamation (USBR) así como los perfiles desarrollados por el U.S. Army Corps of Engineers 

(USACE) en su Waterways Experiment Station (WES) basados en los datos experimentales 

obtenidos por el USBR y conocidos ampliamente como vertedores tipo WES.  

Con el paso del tiempo, se ha considerado que una de las mejores alternativas al momento de 

diseñar la estructura de control o cimacio es empleando los vertedores tipo WES, por ende, 

los diseños más comunes de este tipo de vertedores son considerados en este capítulo 

haciendo énfasis en su geometría y las diversas maneras de poder calcularla en su sección 
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aguas arriba del cimacio. Para el cálculo de la sección aguas abajo se emplean distintos 

métodos de cálculo a las contenidas en este capítulo por tal motivo el cálculo de esa sección 

se trata más adelante en el Capítulo 4. 

Adicional a la geometría del cimacio, también se incluyen geometrías referentes al canal de 

descarga, así como a la estructura terminal, buscando obtener ecuaciones prácticas aplicables 

al momento de calcular los diferentes puntos que forman parte de ésta. 

3.2 Fundamentos de Geometría Analítica 

Para el desarrollo y comprensión adecuado de los subcapítulos siguientes se presentan en 

esta sección distintos conceptos fundamentales de Geometría Analítica haciendo énfasis en 

las ideas y conceptos explicados por Lehmann (2011) que resultan especialmente útiles al 

momento de comprender los cálculos realizados más adelante, de tal modo, se ha buscado 

resumir los presentes temas de tal manera que resulte práctica su lectura. 

Cabe mencionar que, en el estudio de la Geometría Analítica, es una práctica común 

considerar al sentido y dirección como sinónimos, mientras que cuando se habla de 

vectores son conceptos diferentes. Al emplearse ambos temas en el presente texto, se opta 

por tratar de aquí en adelante a la dirección y el sentido como conceptos distintos como son 

considerados cuando se habla de vectores. 

3.2.1 Ángulo comprendido entre dos rectas 

Se llama ángulo entre dos rectas al formado por 

los dos lados que se alejan del vértice. Usando de 

referencia la Fig 3.1, el ángulo formado por las 

dos rectas dirigidas 1l   y 2l   es representado por 

el ángulo   donde A  es el vértice. El suplemento 

de este ángulo es  , sin embargo, si el sentido de 

la recta 2l  se invierte, el ángulo formado por las 

dos rectas pasa a ser el ángulo suplementario  . 

Si 1l  y 2l  apuntan al mismo sentido y se ubican 

sobre el mismo eje imaginario, el ángulo comprendido entre las rectas es 0°, si sus sentidos 

cambian y se vuelven opuestos, entonces el ángulo comprendido es de 180°. El ángulo    

corresponde al ángulo comprendido entre las rectas y al ser este ángulo menor a 180° se llama 

ángulo cóncavo, por tanto, para hacer una distinción correcta, cuando se hable del ángulo de 

dos rectas solo se considerará al ángulo menor a 180°. 

3.2.2 Pendiente 

Se llama pendiente de una recta a la tangente de su ángulo de inclinación. La pendiente de 

una recta se designa comúnmente por la letra m , de esta manera su ecuación es: 

Fig 3.1 Ángulos formados entre dos rectas 
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 tanm =   (3.1) 

Para un sistema coordenado convencional, si el ángulo   es agudo, la pendiente es positiva, 

como se indica para la recta l  de la Fig 3.2; si el ángulo a  es obtuso como es representado 

para la recta l  , entonces la pendiente es negativa. En este último caso, cuando 0m  , el 

ángulo que se obtenga con la ecuación (3.1) es   donde éste es representado como un ángulo 

agudo negativo al igual que la pendiente.  

Si se desea conocer la pendiente de una recta 

formada por dos puntos sea 1 1 1( , )P x y  y 

2 2 2( , )P x y  cualesquiera de una recta, la 

pendiente de la recta es: 

 1 2

1 2

y y
m

x x

−
=

−
  (3.2) 

Si la recta es perpendicular al eje x  se conoce 

que el ángulo entre éstas es de 90°, sin 

embargo, empleando la ecuación (3.1), una 

pendiente con un ángulo de 90° no está definida 

debido a que tan  no lo está, de esta manera 

se deduce que en estricto sentido toda recta 

perpendicular al eje x  no tiene pendiente y para 

determinar si dos rectas o una recta respecto a 

su eje es perpendicular es necesario emplear otro análisis como el desarrollado en la sección 

3.2.4. Así mismo, otra condición especial se presenta cuando las abscisas de la ecuación (3.2) 

son iguales 1 2x x=  volviendo a la ecuación indeterminada, de modo que es necesario cumplir 

1 2x x  para la aplicación de la ecuación.  

También es menester tomar en cuenta que debido a que la pendiente está relacionada con la 

función tangente del ángulo, el valor de la pendiente tiende a crecer mientras más cerca el 

ángulo se encuentre a 90°. 

3.2.3 Ángulo entre dos rectas 

Considerando dos rectas 1l  y 2l , donde C  es su punto de intersección y, A  y B  son puntos 

en donde 1l  y 2l  cortan  con el eje de las abscisas se generan dos ángulos 1  y 2  que son 

medidos de la manera indicada por las flechas en la Fig 3.3, es decir, en sentido contrario al 

de las manecillas del reloj siendo este sentido positivo en trigonometría. La recta en la cual 

se comienza a medir el ángulo se llama recta inicial; la recta hacia la cual se dirige el ángulo 

se llama recta final, así mismo, las pendientes se llaman pendiente inicial y pendiente final, 

respectivamente. 

Fig 3.2 Diferentes pendientes para una 

recta; derecha ángulo agudo con pendiente 

positiva e izquierda ángulo obtuso con 

pendiente negativa. 
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Si se designa por 1  al ángulo de inclinación de la recta 1l  con pendiente 1m  y 2  al ángulo 

de inclinación de la recta 2l  con pendiente 2m ; 

para 1  la recta y pendiente inicial están dados por 

1l  y 1m  respectivamente, mientras que la recta 

final es 2l  con pendiente 2m ; para el ángulo 2  la 

recta y pendiente inicial son 2l  y 2m  

respectivamente y, la recta final es 1l  con 

pendiente 1m . 

Cuando se conocen las pendientes 1m  y 2m  es 

posible determinar cada uno de los ángulos 1  y 

2 . Mediante geometría elemental, un ángulo 

exterior de un triángulo es igual a la suma de los 

dos ángulos interiores opuestos, por ende: 

 2 1 1  = +   (3.3) 

Representado de manera conveniente como: 

 1 2 1  = −   (3.4) 

Mediante las fórmulas de adición y sustracción de trigonometría es posible considerar las 

tangentes de ambos miembros de la ecuación y representarla mediante la forma: 

 2 1
1

2 1

tan tan
tan

1 tan tan

 


 

−
=

+
  (3.5) 

Retomando la ecuación (3.1) se simplifica la ecuación (3.5) reescribiéndola como: 

 2 1
1

2 1

tan
1

m m

m m


−
=

+
  (3.6) 

El ángulo 2  se conoce considerando: 

 2 1 2(180 )  = +  −   (3.7) 

Tomando en  cuenta la tangente para ambos miembros mediante fórmulas de adición y 

sustracción de trigonometría, así como fórmulas de reducción, la ecuación (3.7) se reescribe 

como: 

 1 2 1 2
2

1 2 1 2

tan tan(180 ) tan tan
tan

1 tan tan(180 ) 1 tan tan

   


   

+  − −
= =

−  − −
  (3.8) 

Simplificándose a la forma: 

Fig 3.3 Ángulos formados entre dos rectas 
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 1 2
2

1 2

tan
1

m m

m m


−
=

+
  (3.9) 

En la cual claramente difiere en signo respecto a (3.6), sin embargo conserva la esencia en la 

que el numerador representa la diferencia entre la pendiente de la recta final menos la 

pendiente de la recta inicial se pueden generalizar las ecuaciones (3.6) y (3.9) de manera que: 

 2 1

2 1

tan
1

m m

m m


−
=

+
  (3.10) 

Donde 1m  es la pendiente inicial, 2m  la pendiente final y   el ángulo formado entre la recta 

inicial y la recta final. Si 2 1 1m m = −  se presenta el caso en el que la ecuación no se encuentra 

definida situación que se estudia en 3.2.4, por tanto, las pendientes tienen que cumplir la 

condición 2 1 1m m  − . Cabe mencionar que el ángulo medido siempre corresponderá al 

ángulo cóncavo que es el ángulo menor formado entre dos rectas, de modo que si el ángulo 

resulta ser negativo indica que no es el medido entre la recta inicial y final de modo que se 

debe sumar 180° para obtener el ángulo deseado. 

3.2.4 Paralelismo y perpendicularidad entre rectas 

Dos rectas son paralelas si el ángulo formado entre ellas es de 0° o 180° según sea el sentido 

de estas. Como tan0 0 =  y tan180 0 = , en cualquiera de los casos la ecuación (3.10) se 

reduce a: 

 2 1

2 1

0
1

m m

m m

−
=

+
  (3.11) 

Como las rectas son paralelas, se concluye que 1 2m m=  y estos a su vez es igual con cero. 

Sustituyendo en (3.10) se llega a: 

 tan 0 =   (3.12) 

Donde se concluye que las rectas son paralelas al obtener que 0 = . 

Por otra parte, si dos rectas se cruzan en un ángulo recto, entonces estas son perpendiculares 

y el ángulo comprendido entre ellas es de 90°. Como la ecuación (3.10) se vuelve 

indeterminada al presentarse el caso en el que 90 =   es necesario tomar en cuenta otras 

relaciones que permitan usar este ángulo. Empleando la función trigonométrica cotangente 

del ángulo en (3.10), manteniendo la igualdad, este se modifica a: 

 2 1

2 1

1 m m
ctg

m m


+
=

−
  (3.13) 
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La función cotangente cuando se evalúa con un ángulo 90 =   resulta especialmente 

conveniente, debido a que esta función nos da como resultado 90 0ctg  = , esto gracias a las 

siguientes relaciones trigonométricas: 

 tan
cos

sen



=   (3.14) 

 
1 cos

tan
ctg

sen




 
= =   (3.15) 

Por ende, la ecuación (3.13) se reduce a: 

 2 1

2 1

1
0

m m

m m

+
=

−
  (3.16) 

Para que se cumpla la condición en donde la cotangente de 90° sea igual con cero es necesario 

que el numerador sea, de la misma manera, igual con cero. Por tanto: 

 2 11 0m m+ =   (3.17) 

Despejando 2 1m m  se concluye: 

 2 1 1m m = −   (3.18) 

Así es como se llega a la conclusión que dos rectas son 

perpendiculares cuando el producto entre sus pendientes 

da como resultado (3.18), presentando un ángulo entre 

estas rectas igual a 90°. 

3.2.5 Distancia entre dos puntos 

 En la distancia d  entre dos puntos 1 1 1( , )P x y  y 

2 2 2( , )P x y  es representada por la ecuación: 

 
2 2

1 2 1 2( ) ( )d x x y y= − + −   (3.19) 

 En la ecuación anterior no importa en que cuadrante 

estén los puntos debido a que su resultado es 

completamente general e independiente de la situación 

de los puntos 1P  y 2P  donde la posición de un punto en un cuadrante en particular está 

definida por los signos de sus coordenadas por lo que se debe tener cuidado de respetar los 

signos. La distancia d  (Fig 3.4) es positiva donde 1 2P P  es el valor numérico o absoluto de 

la longitud del segmento rectilíneo. 

Fig 3.4 Representación gráfica de 

la distancia entre dos puntos. 
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3.2.6 Línea recta 

La línea recta se refiere al lugar geométrico donde 

dos puntos diferentes cualesquiera 1 1 1( , )P x y  y 

2 2 2( , )P x y  del lugar son suficiente para formar una 

recta (Fig 3.5). El valor de la pendiente m  formada 

a partir de los puntos se calcula mediante las 

ecuaciones (3.1) o (3.2) en la sección 3.2.2. 

La ecuación de una recta puede ser perfectamente 

definida conociendo uno de los puntos que la 

conforman y su pendiente, la ecuación que considera 

lo anterior se conoce como la ecuación de una recta 

en su forma punto-pendiente definida por la 

ecuación siguiente: 

1 1( )y y m x x− = −   (3.20) 

La ecuación anterior puede modificarse si no se conoce de manera directa la pendiente 

sustituyendo a (3.2) en (3.20), llegando a la ecuación de la recta que pasa por dos puntos 

dados: 

 1 2
1 1

1 2

( )
y y

y y x x
x x

−
− = −

−
  (3.21) 

Otra forma de conocer la ecuación de una recta es mediante la ordenada al origen , es decir, 

el punto en el cual interseca con el eje ordenado y donde su abscisa es igual a cero. Esta se 

deduce de sustituir el punto con ordenada al origen en la ecuación (3.20) simplificándose la 

ecuación a: 

 y mx b= +   (3.22) 

 La ecuación (3.22) es conocida como ecuación de la recta dada su pendiente y su 

ordenada al origen. 

3.2.7 Ecuación del círculo 

Se conoce como círculo al lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal 

manera que se conserva siempre a una misma distancia constante de un punto fijo de ese 

plano (Fig 3.6). Al punto fijo que se hace referencia se le conoce como centro del círculo y 

la distancia constante como radio. Al círculo con centro ( , )C h k  y radio r  tiene por ecuación: 

 2 2 2( ) ( )x h y k r− + − =   (3.23) 

b

Fig 3.5 Representación gráfica de una 

recta. 
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Que se conoce como ecuación ordinaria del círculo o ecuación de un círculo con centro 

fuera del origen. La forma general de la ecuación de un círculo se obtiene desarrollando 

la ecuación ordinaria de la siguiente forma: 

 2 2 2 2 22 2 0x y hx ky h k r+ − − + + − =   (3.24) 

Resulta especialmente útil representarla como: 

 2 2 0x y Dx Ey F+ + + + =   (3.25) 

donde, 

2D h= −   

2E k= −   
2 2 2F h k r= + −   

 

Fig 3.6 Representación gráfica de un círculo con centro en el origen y centro fuera del origen. 

3.2.8 Parábola 

La ecuación de una parábola se define como aquel punto que se mueve en un plano de tal 

manera que su distancia a una recta fija es siempre igual a la distancia a un punto fijo que no 

pertenece a dicha recta. El punto fijo que se menciona en la definición de la parábola se llama 

foco, la recta fija se denomina directriz de la parábola que se representan por F  y l , 

respectivamente. A la recta que pasa por F y es perpendicular a la recta l  se llama eje de la 

parábola y se suele representar mediante la letra griega  . 

Con base en la Fig 3.7, el punto A  es la intersección entre el eje   de la parábola y su 

directriz l . El punto medio entre el segmento AF , es el vértice V  de la parábola. 

Otros segmentos de las parábolas son los siguientes: 
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a) Se llama cuerda al segmento que une dos puntos cualesquiera diferentes de la 

parábola como el segmento representado por 'BB . 

b) Al segmento que une dos puntos cualesquiera, diferentes de la parábola y, además, 

pasa por el foco F , es la cuerda focal, y queda representado por el segmento 'CC . 

c) Se conoce como lado recto a la cuerda LL  que es perpendicular a la directriz l  y, 

además, pasa por el foco F . 

d) Al segmento formado entre un punto cualquiera de la parábola P  y se une al foco F  

es conocido como radio focal de P . 

 

Fig 3.7 Principales elementos que componen una parábola. 

3.2.8.1 Ecuación con vértice en el origen y eje coincidente con el eje x 

Cuando el eje de la parábola coincide con el eje x  y su vértice con el origen como se muestra 

en la Fig 3.8 se presentan dos casos: cuando la parábola abre hacia la izquierda (Fig 3.8a) y 

cuando la parábola abre hacia la derecha (Fig 3.8b). Tomando en consideración la definición 

de una parábola, la distancia del segmento del punto al foco es igual a la distancia del 

segmento del punto hacía su proyección perpendicular a la directriz. De esta manera se 

presenta la siguiente condición inicial: 

 'FP PP=   (3.26) 

Considerando el punto ( , )P x y  y como la condición indica que el vértice se encuentra en el 

origen así como el eje de la parábola sobre el eje x , el foco tiene por coordenadas ( ,0)F p .  

Aplicando la ecuación de distancia entre dos puntos (3.19) para el primer segmento, se tiene: 

 
2 2( ) ( 0)FP x p y= − + −   (3.27) 
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Para el segundo segmento, la directriz de la parábola se ubica en los cuadrantes opuestos a 

una distancia p  del origen. Se toma de esta su valor absoluto más una distancia x  que 

corresponde a la del punto estudiado. Por tanto, se tiene que el segmento ´PP  es: 

 ´PP x p= +   (3.28) 

De la magnitud del segmento ´PP  se toma únicamente el valor absoluto de (3.28). 

Sustituyendo las ecuaciones (3.27) y (3.28) en (3.26) y simplificando: 

 
2 2( ) ( 0)x p y x p− + − = +   

 2 2 2( ) ( )x p y x p− + = +   

 2x 22px p− + 2 2y x+ = 22px p+ +   

 2 4y px=   (3.29) 

 

Fig 3.8 Parábolas con vértice en el origen y eje coincidente con el eje x con abertura a la 

izquierda y derecha. 

La ecuación anterior se puede simplificar aún más y representarse como: 

 2y px=    (3.30) 

Como px  se encuentra bajo un radical estos deben tener el mismo signo y así el valor bajo 

la radical es positivo. 

Se presentan dos casos: uno en el que 0p   y otro en el que 0p  . La parábola se extenderá 

indefinidamente hacia el lado izquierdo del eje y , como se muestra en la Fig 3.8a cuando 

0p   y se dice que la parábola se abre hacia la izquierda. Para el caso de la Fig 3.8b presenta 
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0p   y de esta manera, la parábola se extiende indefinidamente hacia la derecha y, por tanto, 

se dice que la parábola abre hacia la derecha.  

3.2.8.2 Ecuación con vértice en el origen y eje coincidente con el eje y 

Cuando el eje de la parábola coincide con el eje y  y su vértice con el origen se presentan dos 

casos: cuando la parábola abre hacia arriba (Fig 3.9a) y cuando la parábola abre hacia abajo 

(Fig 3.9b). Mediante la definición de una parábola se concluye: 

 'FP PP=   (3.31) 

Mediante el punto ( , )P x y y como la condición indica que el vértice se encuentra en el origen 

así como el eje de la parábola sobre el eje y ; el foco tiene por coordenadas (0, )F p . Con 

ayuda de la ecuación para la distancia entre dos puntos: 

 
2 2( 0) ( )FP x y p= − + −   (3.32) 

La directriz de la parábola se ubica en los cuadrantes opuestos a una distancia p  del origen. 

Se toma de esta su valor absoluto más una distancia y  del punto estudiado se tiene que el 

segmento ´PP  es: 

 ´PP y p= +   (3.33) 

 

Fig 3.9 Parábolas con vértice en el origen y eje coincidente con el eje y. a) Parábola que abre 

hacia arriba. b) Parábola que abre hacia abajo. 
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De la magnitud del segmento ´PP  se toma en cuenta el valor absoluto de (3.33). 

Sustituyendo (3.32) y (3.33) en (3.31) y posteriormente simplificando la ecuación: 

 2 2( 0) ( )x y p y p− + − = +   

 2 2 2( 0) ( ) ( )x y p y p− + − = +   

 2x 2 22y py p+ − + 2y= 22py p+ +   

 2 4x py=   (3.34) 

 La ecuación (3.34) se puede simplificar aún más y de esta manera representarse como: 

 2x py=    (3.35) 

Como py  se encuentra bajo un radical estos deben tener el mismo signo y así el valor bajo 

la radical positivo. Para lo anterior se presentan dos casos: en el primer caso 0p   la parábola 

se extiende indefinidamente hacia abajo (Fig 3.9a) y el segundo caso es cuando 0p  y se 

dice que la parábola abre hacia arriba (Fig 3.9b). 

3.2.8.3 Ecuación con vértice fuera del origen y eje paralelo con el eje x 

En este caso el eje de la parábola no necesariamente coincide con uno de los ejes del sistema 

coordenados pero tiene relación con su ecuación homóloga (3.29). Una alternativa para 

realizar las modificaciones necesarias a esta ecuación consiste en emplear la traslación de 

los ejes coordenados. 

La traslación de ejes coordenados indica que si se trasladan los ejes a un nuevo origen 

represando por ´( , )O h k  los puntos del sistema original pasan de ser ( , )P x y  a ( , )P x y   . 

Considerando lo anterior en la ecuación (3.29): 

 2 4y px =   (3.36) 

Así mismo, las coordenadas de los nuevos puntos pasan a ser:  

 
'

'

x x h

y y k

= −

= −
  (3.37) 

Sustituyendo estas nuevas coordenadas en la ecuación (3.36) se llega a la ecuación de una 

parábola con vértice fuera del origen y eje paralelo con el eje x : 

 2( ) 4 ( )y k p x h− = −   (3.38) 

Se llama generalmente a la ecuación (3.38) como segunda ecuación ordinaria de la 

parábola. Desarrollándola se representa de manera conveniente como: 

 2 22 4 4y yk k px ph− + = −   
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 2 22 4 4 0y yk k px ph− + − + =   (3.39) 

Esta última expresión se simplifica a la siguiente: 

 2 0y Ay Bx C+ + + =   (3.40) 

donde, 

2

2

4

4

A k

B p

C k ph

= −

= −

= +

 

,h k   Coordenadas del vértice de la parábola 

4 p   Longitud del lado recto 

3.2.8.4 Ecuación con vértice fuera del origen y eje paralelo con el eje y 

La parábola no necesariamente coincide con uno de los ejes del sistema coordenados pero 

tiene relación con su ecuación homóloga (3.34). Para los nuevos puntos ( , )P x y   la ecuación 

de la parábola toma la forma: 

 2 4x py =   (3.41) 

Sustituyendo las nuevas coordenadas en la ecuación (3.41) se llega a la ecuación de una 

parábola con vértice fuera del origen y eje paralelo con el eje y : 

 2( ) 4 ( )x h p y k− = −   (3.42) 

Se llama generalmente a la ecuación (3.42) como segunda ecuación ordinaria de la 

parábola. Desarrollándola se representa de manera conveniente como: 

 2 22 4 4x xh h py pk− + = −   

 2 22 4 4 0x xh h py pk− + − + =   (3.43) 

Esta última expresión se simplifica a la siguiente: 

 2 0x Ax By C+ + + =   (3.44) 

donde: 

2

2

4

4

A h

B p

C h pk

= −

= −

= +

 

,h k   Coordenadas del vértice de la parábola 

4 p   Longitud del lado recto 
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3.3 Geometría aguas arriba del cimacio 

En la actualidad, con base en los experimentos realizados por el USACE se cuenta con 

resultados representados de forma gráfica en función de su altura de diseño dH  como las 

mostradas por Ven Te Chow (1983) en su obra “Hidráulica de los canales abiertos”. En este 

libro las coordenadas de los cimacios en el eje de las ordenadas son desconocidas, y sus 

coordenadas en el eje de las abscisas son conocidas, así como la longitud de los radios de los 

arcos de círculo mostrados. El origen del sistema coordenado se ubica en el punto 0P  que 

coincide con el punto más alto de la estructura de control conocido como cresta y el eje 

ordenado se encuentra dirigido en sentido inverso al sistema coordenado convencional; de 

esta manera se concluye que los puntos en la sección aguas arriba tienen por abscisas valores 

negativos y las ordenadas son positivas en la parte inferior partiendo del origen. 

El perfil tipo WES se encuentra compuesto en su sección aguas arriba por diferentes arcos 

de circulo con uno o más puntos de interés que conectan esta sección compuesta y que en lo 

sucesivo se denominan, partiendo del origen y de derecha a izquierda, como 1 2, ,..., nP P P  así 

como a los arcos de círculos formados en el mismo orden como circulo uno y circulo dos 

además de los radios correspondientes a cada arco de círculo y sus coordenadas. También es 

habitual llamar al punto entre el paramento aguas arriba y la sección del cimacio como punto 

de tangencia. Resulta especialmente útil contar con los centros, radios y coordenadas de los 

puntos que conforman la geometría del cimacio, es así, como en esta sección se desarrollan 

procedimientos que conducen a lo anterior mencionado y se encuentran en función de la 

altura de diseño dH . 

De manera general, el procedimiento consiste en comenzar con el centro 1C  del círculo uno 

que es conocido; to mando en cuenta que su abscisa coincide con el origen del sistema 

coordenado y, por tanto, es igual a cero y perpendicular al origen del sistema coordenado 

mostrado tiene ordenada igual al radio 1R  que es el radio del primer arco del círculo. Por otro 

lado, si se presenta un segundo arco de círculo, la posición del centro 2C  es desconocido y 

solamente se conoce que se encuentra sobre el segmento 1 1PC  cuya longitud coincide con el 

radio 1R . De manera análoga pasa algo similar cuando se evalúa un posible tercer arco de 

círculo donde el centro 3C  se ubica sobre la recta 2 2P C  teniendo en este caso su longitud 

igual al radio 2R . La pendiente de la cara aguas arriba varía y se considerará para el análisis 

el mostrado en la figura correspondiente. 

Para el caso de los cimacios tipo WES (Fig 3.10a) la altura de diseño dH  es igual a la altura 

total de carga H  menos la altura debido a la carga de velocidad del flujo ah ; en los vertedores 

USBR (Fig 3.10b) se emplea un criterio distintos debido a que la altura de diseño dH   es la 

altura total de carga H  que es la suma del tirante ante de la zona de baja presión medido 

desde la creta dh  y la carga de velocidad ah  . 
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Fig 3.10 Altura de diseño Hd y cargas presentadas durante la formación de una vena líquida en 

dos tipos diferentes de cimacio. 

3.3.1 Geometría con talud 3:3 y un arco de círculo (Cimacio T-1) 

Esta geometría representada en la Fig 3.11 consiste en un cimacio con talud 3:3 aguas arriba 

y un arco de circulo, con datos iniciales 1 1( 0.119 , )dP H y− , (0, )C k  y radio 0.45 dR H= . El 

centro C  se calcula tomando en cuenta las condiciones geométricas ya que este centro es 

perpendicular al origen del sistema coordenado, de esta manera su abscisa es igual a cero y 

su ordenada es igual al radio R . Tomando en cuenta las condiciones anteriores se concluye 

que el centro C  tiene por coordenadas: 

 (0,0.45 )dC H   (3.45) 

La ordenada 1y  del punto 1P  se calcula con base en la ecuación (3.23) que es la ecuación 

para un círculo con centro fuera del origen, de esta manera sustituyendo la abscisa de 1P , el 

centro C  y observando que el radio para el primer arco de círculo es 0.45 dR H=  se llega a: 

 2 2 2

1( 0.119 0) ( 0.45 ) (0.45 )d d dH y H H− − + − =   (3.46) 

Simplificando la ecuación (3.46) y ordenando: 

 2 2 2 2

1 10.01416 0.9 0.2025 0.2025d d d dH y H y H H+ − + =   

 2 2

1 10.9 0.01416 0d dy H y H− + =   (3.47) 
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La ecuación (3.47) es una ecuación de segundo grado. Para conocer sus raíces se recurre a la 

fórmula general: 

 

2 2 2 2

1

2 2

( 0.9 ) ( 0.9 ) 4(0.01416 ) 0.9 0.81 4(0.01416 )

2 2 4 4

   0.45 0.2025 0.01416 0.45 0.434

   

d d d d d d

d d d d d

H H H H H H
y

H H H H H

− −  − −
= =  −

=  − =    

 
1,1

1,2

0.884

0.016

d

d

y H

y H

=

=
  (3.48) 

Mediante las raíces calculadas, se elige la de magnitud más pequeña y así el punto 1P  tiene 

por coordenadas: 

 1( 0.119 ,0.016 )d dP H H−   (3.49) 

Por tanto, las coordenadas de los puntos que conforman la geometría del Cimacio T-1 con 

una relación de talud 3:3 y un arco de círculo se resumen en la Tabla 3.1. 

Tabla 3.1 Coordenadas para el Cimacio T-1 conformado por un talud 3:3 y un arco de círculo 

 

3.3.2 Geometría con talud 3:1 y dos arcos de círculo (Cimacio T-2) 

Esta geometría representada en la Fig 3.12 consiste en un cimacio con talud 3:1 aguas arriba 

y dos arcos de circulo, con datos iniciales 1 1( 0.139 , )dP H y− , 2 2( 0.237 , )dP H y− , 1 1(0, )C k y 

2 2 2( , )C h k  además de los radios 1 0.68 dR H=  y 2 0.21 dR H= .   

Para el centro 1C  se toman en cuenta las condiciones geométricas ya que es perpendicular al 

origen del sistema coordenado, de esta manera su abscisa es igual a cero y su ordenada es 

igual al radio 1R   concluyendo que el centro 1C  tiene por coordenadas: 

 1(0,0.68 )dC H   (3.50) 

La ordenada 1y  del punto 1P  se calcula con base en la ecuación (3.23) que es la ecuación 

para un círculo con centro fuera del origen, de esta manera sustituyendo la abscisa de 1P , el 

centro 1C  y conociendo que el radio para el primer arco de círculo es 1 0.68 dR H=  se obtiene: 

 2 2 2

1( 0.139 0) ( 0.68 ) (0.68 )d d dH y H H− − + − =   (3.51) 

Punto Abscisa Ordenada

1P

C

R

0.119 dH− 0.016 dH

0 0.45 dH

0.45 dH
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Simplificando la ecuación (3.51) y ordenando: 

 2 2 2 2

1 10.01932 1.36 0.4624 0.4624d d d dH y H y H H+ − + =   

 2 2

1 11.36 0.01932 0d dy H y H− + =   (3.52) 

La ecuación (3.52) es una ecuación de segundo grado. Para conocer sus raíces se utiliza la 

fórmula general: 

 

2 2 2 2

1

2 2

( 1.36 ) ( 1.36 ) 4(0.01932 ) 1.36 1.85 4(0.01932 )

2 2 4 4

   0.68 0.4625 0.01932 0.68 0.6657

   

d d d d d d

d d d d d

H H H H H H
y

H H H H H

− −  − −
= =  −

=  − =    

 
1,1

1,2

1.346

0.014

d

d

y H

y H

=

=
  (3.53) 

Mediante las raíces calculadas en (3.53), el punto 1P  tiene por coordenadas: 

 1( 0.139 ,0.014 )d dP H H−   (3.54) 

Para conocer el punto 2P  se requiere conocer el centro 2C , este se determina recurriendo a 

la trigonometría y el triángulo 1 2PBC  del cual el único lado conocido es su hipotenusa que 

es igual a 2R . Sin embargo, los catetos e hipotenusa del triángulo 1 1P AC  son datos conocidos 

o que pueden calcularse mediante el teorema de Pitágoras. Del Teorema de Pitágoras, se tiene 

para el triángulo 1 1P AC : 

 
2 2 2

1 1 1 1PC P A AC= +   (3.55) 

Despejando 1AC  y sustituyendo: 

 2 2 2 2 2

1 (0.68 ) (0.139 ) 0.4624 0.01932 0.4431d d d d dAC H H H H H= − = − =   

 1 0.6656 dAC H=   (3.56) 

Como el triángulo 1 1P AC  es semejante al triángulo 1 2PBC  y de este último, la magnitud de 

su hipotenusa es conocida. Relacionando estos triángulos para conocer el cateto 2BC   se 

llega a: 

 
2 0.21

0.6656 0.68

d

d d

BC H

H H
=   

 2 0.3088(0.6656 )dBC H=   
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 2 0.2055 dBC H=   (3.57) 

Para el mismo triángulo, el cateto 1P B  es: 

 
1 0.21

0.139 0.68

d

d d

PB H

H H
=   

 1 0.3088(0.139 )dPB H=   

 1 0.0429 dPB H=   (3.58) 

Recurriendo al triángulo 1 2PBC  y el punto 1P  se conoce el centro 2C  de la forma: 

 ( )2 1 1 1 2,C x PB y BC+ +   (3.59) 

Sustituyendo las magnitudes correspondientes en (3.59) : 

 2 ( 0.096 ,0.220 )d dC H H−   (3.60) 

Con base en estos datos, se calculan las coordenadas de 2P . Esto se consigue sustituyendo el 

centro 2C  y el radio 2R  así como la abscisa de 2P  en la ecuación de una circunferencia con 

centro fuera del origen. 

 2 2 2

2 2 2 2( ) ( )x h y k R− + − =   (3.61) 

Sustituyendo en (3.61) se tiene: 

 ( )
22 2

2( 0.237 0.0961 ) ( 0.2199 ) 0.21d d d dH H y H H− + + − =   

 2 2 2 2

2 20.01985 0.4398 0.04836 0.0441d d d dH y H y H H+ − + =   

 2 2

2 20.4398 0.02411 0d dy H y H− + =   (3.62) 

Empleando la formula general para la ecuación de segundo grado (3.62) y simplificando se 

tienen como raíces: 

2 2

2 2

2

( 0.4398 ) ( 0.4398 ) 4(0.02411 )
0.2199 0.04836 0.02411

2(1)

d d d

d d d

H H H
y H H H

− −  − −
= =  −    

 2 0.2199 0.1557d dy H H=    

 
2,1

2,2

0.3756

0.0642

d

d

y H

y H

=

=
  (3.63) 

De esta manera, el punto 2P  tiene por coordenadas: 

 2 ( 0.237 ,0.064 )d dP H H−   (3.64) 
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Por tanto, las coordenadas de los puntos que conforman la geometría del Cimacio T-2 con 

una relación de talud 3:1 y dos arcos de círculo se resumen en la Tabla 3.2. 

Tabla 3.2 Coordenadas para el Cimacio T-2 conformado por un talud 3:1 y dos arcos de 

círculo 

 

3.3.3 Geometría con talud 3:2 y dos arcos de círculo (Cimacio T-3) 

Esta geometría representada en la Fig 3.13 consiste en un cimacio con talud 3:1 aguas arriba 

y dos arcos de circulo con datos iniciales 1 1( 0.115 , )dP H y− , 2 2( 0.214 , )dP H y− , 1 1 1( , )C h k y 

2 2 2( , )C h k además de los radios 1 0.48 dR H=  y 2 0.22 dR H= . Para el centro 1C  se toman en 

cuenta las condiciones geométricas ya que este centro es perpendicular al origen del sistema 

coordenado, de esta manera su abscisa es igual a cero y su ordenada es igual al radio 1R   

concluyendo que el centro 1C  tiene por coordenadas: 

 1(0,0.48 )dC H   (3.65) 

La ordenada 1y  del punto 1P   se calcula con la ecuación (3.23) que es la ecuación de un 

círculo con centro fuera del origen.  

Sustituyendo la abscisa de 1P , el centro 1C  y el radio para el primer arco de círculo 

1 0.48 dR H=  se llega a: 

 2 2 2

1( 0.115 0) ( 0.48 ) (0.48 )d d dH y H H− − + − =   (3.66) 

Simplificando la ecuación (3.66) y ordenando: 

 2 2 2 2

1 10.013225 0.96 0.2304 0.2304d d d dH y H y H H+ − + =   

 2 2

1 10.96 0.013225 0d dy H y H− + =   (3.67) 

La ecuación (3.67) es una ecuación de segundo grado. Para conocer sus raíces se utiliza la 

fórmula general: 

 

 

Punto Abscisa Ordenada

1P

1C

1R

0.139 dH− 0.014 dH

0 0.68 dH

0.68 dH

2P 0.237 dH− 0.064 dH

2C 0.096 dH− 0.220 dH

2R 0.21 dH
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2 2 2 2

1

2 2

( 0.96 ) ( 0.96 ) 4(0.013225 ) 0.96 0.9216 4(0.013225 )

2 2 4 4

   0.48 0.2304 0.013225 0.48 0.466

   

d d d d d d

d d d d d

H H H H H H
y

H H H H H

− −  − −
= =  −

=  − =    

 
1,1

1,2

0.946

0.014

d

d

y H

y H

=

=
  (3.68) 

De las raíces anteriores se elige la menor, de modo que, el punto 1P  tiene por coordenadas: 

 1( 0.115 ,0.014 )d dP H H−   (3.69) 

Para el punto 2P  se requiere conocer el centro 2C , este se calcula mediante el triángulo 1 2PBC  

del cual el único lado conocido es su hipotenusa que es igual a 2R .  

Sin embargo, los catetos e hipotenusa del triángulo 1 1P AC  son datos conocidos o que pueden 

calcularse mediante el teorema de Pitágoras. Partiendo del Teorema de Pitágoras, se tiene 

para el triángulo 1 1P AC : 

 
2 2 2

1 1 1 1PC P A AC= +   (3.70) 

Despejando 1AC  y sustituyendo: 

 2 2 2 2 2

1 (0.48 ) (0.115 ) 0.2304 0.013225 0.21715d d d d dAC H H H H H= − = − =   

 1 0.466 dAC H=   (3.71) 

Como el triángulo 1 1P AC  es semejante al triángulo 1 2PBC  y de este último, la magnitud de 

su hipotenusa es conocida. Relacionando estos triángulos para conocer el cateto 2BC   se 

llega a: 

 
2 0.22

0.466 0.48

d

d d

BC H

H H
=   

 2 0.45833(0.466 )dBC H=   

 2 0.2136 dBC H=   (3.72) 

Para el mismo triángulo, el cateto 1P B  es: 

 
1 0.22

0.115 0.48

d

d d

PB H

H H
=   
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 1 0.45833(0.115 )dPB H=   

 1 0.0527 dPB H=   (3.73) 

Recurriendo al triángulo 1 2PBC  y el punto 1P  se calcula el centro 2C  mediante la relación: 

 ( )2 1 1 1 2,C x PB y BC+ +   (3.74) 

Sustituyendo en (3.74) : 

 2 ( 0.062 ,0.228 )d dC H H−   (3.75) 

Finalmente, con base en estos datos, se determinan las coordenadas de 2P . Sustituyendo el 

centro 2C  y el radio 2R  así como la abscisa de 2P  en la ecuación de una circunferencia con 

centro fuera del origen. 

 2 2 2

2 2 2 2( ) ( )x h y k R− + − =   (3.76) 

Sustituyendo en (3.76) los valores correspondientes se llegan a: 

 ( )
22 2

2( 0.214 0.0623 ) ( 0.2276 ) 0.22d d d dH H y H H− + + − =   

 2 2 2 2

2 20.02301 0.4552 0.0518 0.0484d d d dH y H y H H+ − + =   

 2 2

2 20.4552 0.02641 0d dy H y H− + =   (3.77) 

Empleando la formula general para la ecuación de segundo grado (3.77) y simplificando se 

tienen como raíces: 

 

2 2

2 2

2
2

( 0.4552 ) ( 0.4552 ) 4(0.02641 )
0.2276 0.0518 0.02641

2

d d d

d d d

H H H
y H H H

− −  − −
= =  −    

 2 0.2276 0.1593d dy H H=    

 
2,1

2,2

0.3869

0.0683

d

d

y H

y H

=

=
  (3.78) 

De esta manera, el punto 2P  tiene por coordenadas: 

 2 ( 0.214 ,0.068 )d dP H H−   (3.79) 

Por tanto, las coordenadas de los puntos que conforman la geometría del Cimacio T-3 con 

una relación de talud 3:2 y dos arcos de círculo se resumen en la Tabla 3.3 



71 

 

Tabla 3.3 Coordenadas del Cimacio T-3 conformado por un talud 3:2 y dos arcos de círculo 

 

3.3.4 Geometría con talud vertical y dos arcos de círculo (Cimacio T-4) 

Esta geometría representada en la Fig 3.14 consiste en un cimacio con talud aguas arriba 

vertical y dos arcos de circulo con datos iniciales 1 1( 0.175 , )dP H y− , 2 2( 0.282 , )dP H y− , 

1 1 1( , )C h k , 2 2 2( , )C h k  y radios 1 0.5 dR H=  y 2 0.2 dR H= . Para el centro 1C  se toman en 

cuenta las condiciones geométricas ya que es perpendicular al origen del sistema coordenado, 

de esta manera su abscisa es igual a cero y su ordenada es igual al radio 1R   concluyendo que 

el centro 1C  tiene por coordenadas: 

 1(0,0.5 )dC H   (3.80) 

La ordenada 1y  del punto 1P   se calcula con la ecuación (3.23) que es la ecuación de un 

círculo con centro fuera del origen. Sustituyendo la abscisa de 1P , el centro 1C  y el radio para 

el primer arco de círculo es 1 0.5 dR H=  se tiene: 

 2 2 2

1( 0.175 0) ( 0.5 ) (0.5 )d d dH y H H− − + − =   (3.81) 

Simplificando la ecuación (3.81) y ordenando: 

 2 2 2 2

1 10.030625 0.25 0.25d d d dH y H y H H+ − + =   

 2 2

1 1 0.030625 0d dy H y H− + =   (3.82) 

La ecuación (3.82) corresponde a una ecuación de segundo grado, para conocer sus raíces se 

utiliza la fórmula general: 

 

2 2 2 2

1

2 2

4(0.030625 ) 4(0.030625 )
0.5

2(1) 4 4

   0.5 0.25 0.030625 0.5 0.46837

   

d d d d d
d

d d d d d

H H H H H
y H

H H H H H

 −
= =  −

=  − =    

 

Punto Abscisa Ordenada

1P

1C

1R

0.115 dH− 0.014 dH

0 0.48 dH

0.48 dH

2P 0.214 dH− 0.068 dH

2C 0.062 dH− 0.228 dH

2R 0.22 dH
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1,1

1,2

0.9684

0.03163

d

d

y H

y H

=

=
  (3.83) 

Mediante las raíces anteriores calculadas, el punto 1P  tiene por coordenadas: 

 1( 0.175 ,0.0316 )d dP H H−   (3.84) 

Para conocer el punto 2P  se requiere conocer el centro 2C  recurriendo a la trigonometría y 

el triángulo 1 2PBC  del cual el único lado conocido es su hipotenusa que es igual a 2R . Sin 

embargo, los catetos e hipotenusa del triángulo 1 1P AC  son datos conocidos o que pueden 

conocerse mediante el teorema de Pitágoras. 

Del Teorema de Pitágoras, se tiene para el triángulo 1 1P AC : 

 
2 2 2

1 1 1 1PC P A AC= +   (3.85) 

Despejando 1AC  y sustituyendo: 

 2 2 2 2 2

1 (0.5 ) (0.175 ) 0.25 0.030625 0.219375d d d d dAC H H H H H= − = − =   

 1 0.46837 dAC H=   (3.86) 

Como el triángulo 1 1P AC  es semejante al triángulo 1 2PBC  y de este último, la magnitud de 

su hipotenusa es conocida. Relacionando estos triángulos para conocer el cateto 2BC   se 

llega a: 

 
2 0.2

0.46837 0.5

d

d d

BC H

H H
=   

 2 0.4(0.46837 )dBC H=   

 2 0.187348 dBC H=   (3.87) 

Para el mismo triángulo, el cateto 1P B  es: 

 
1 0.2

0.175 0.5

d

d d

PB H

H H
=   

 1 0.4(0.175 )dPB H=   

 1 0.07 dPB H=   (3.88) 
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Recurriendo al triángulo 1 2PBC  y el punto 1P  es posible conocer el centro 2C  mediante la 

ecuación: 

 ( )2 1 1 1 2,C x PB y BC+ +   (3.89) 

Sustituyendo en (3.89) : 

 2 ( 0.105 ,0.219 )d dC H H−   (3.90) 

Finalmente, con base en estos datos, se calculan las coordenadas de 2P . Sustituyendo el 

centro 2C  y el radio 2R  así como la abscisa de 2P  en la ecuación de un círculo con centro 

fuera del origen. 

 2 2 2

2 2 2 2( ) ( )x h y k R− + − =   (3.91) 

Sustituyendo en (3.91) los valores correspondientes se tiene: 

 ( )
22 2

2( 0.282 0.105 ) ( 0.21897 ) 0.2d d d dH H y H H− + + − =   

 2 2 2 2

2 20.031329 0.437946 0.047949 0.04d d d dH y H y H H+ − + =   

 2 2

2 20.437946 0.039278 0d dy H y H− + =   (3.92) 

Tabla 3.4 Coordenadas para el cimacio T-4 conformado por un talud vertical y dos arcos de 

círculo 

 

Empleando la formula general para la ecuación de segundo grado (3.92) y simplificando se 

tienen como raíces: 

 

2 2

2

0.437946 ( 0.437946 ) 4(0.039278 )

2(1)

d d dH H H
y

 − −
=    

 
2 20.218973 0.047949 0.039278i d d dy H H H=  −   

 2 0.218973 0.093119d dy H H=    

Punto Abscisa Ordenada

1P

1C

1R

0.175 dH− 0.0316 dH

0 0.5 dH

0.5 dH

2P 0.282 dH− 0.126 dH

2C 0.105 dH− 0.219 dH

2R 0.2 dH
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2,1

2,2

0.31209

0.125854

d

d

y H

y H

=

=
  (3.93) 

De esta manera, el punto 2P  tiene por coordenadas: 

 2 ( 0.282 ,0.126 )d dP H H−   (3.94) 

Por tanto, las coordenadas de los puntos que conforman la geometría del Cimacio T-4 con 

una relación de talud vertical y dos arcos de círculo se resumen en la Tabla 3.4 

3.3.5 Geometría con talud vertical y tres arcos de círculo (Cimacio T-5) 

Esta geometría representada en la Fig 3.15 consiste en un cimacio con talud vertical aguas 

arriba del mismo y tres arcos de circulo con datos iniciales 1 1( 0.175 , )dP H y− , 

2 2( 0.276 , )dP H y− , 3 3( 0.2818 , )dP H y− , 1 1 1( , )C h k , 2 2 2( , )C h k , 3 3 3( , )C h k  además de los 

radios 1 0.5 dR H=  , 2 0.2 dR H=  y 3 0.04 dR H= . Para el centro 1C  se toman en cuenta las 

condiciones geométricas ya que este centro es perpendicular al origen del sistema 

coordenado, de esta manera su abscisa es igual a cero y su ordenada es igual al radio 1R   

concluyendo que el centro 1C  tiene por coordenadas: 

 1(0,0.5 )dC H   (3.95) 

La ordenada 1y  del punto 1P  se calcula con la ecuación (3.23) que es la ecuación de un círculo 

con centro fuera del origen. Sustituyendo la abscisa de 1P , el centro 1C  y conociendo que el 

radio para el primer arco de círculo es 1 0.5 dR H=  se llega a: 

 2 2 2

1( 0.175 0) ( 0.5 ) (0.5 )d d dH y H H− − + − =   (3.96) 

Simplificando la ecuación (3.96) y ordenando : 

 2 2 2 2

1 10.030625 0.25 0.25d d d dH y H y H H+ − + =   

 2 2

1 1 0.030625 0d dy H y H− + =   (3.97) 

La ecuación (3.97) corresponde a una ecuación de segundo grado, para conocer sus raíces se 

aplica la fórmula general: 

 

2 2 2 2

1

2 2

( ) ( ) 4(0.030625 ) 4(0.030625 )

2 2 4 4

   0.5 0.25 0.030625 0.5 0.4684

   

d d d d d d

d d d d d

H H H H H H
y

H H H H H

− −  − −
= =  −

=  − =    

 
1,1

1,2

0.9684

0.0316

d

d

y H

y H

=

=
  (3.98) 
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Mediante las raíces anteriores, el punto 1P  tiene por coordenadas: 

 1( 0.175 ,0.0316 )d dP H H−   (3.99) 

Para calcular el punto 2P  se requiere conocer el centro 2C  mediante el uso de la trigonometría 

y el triángulo 1 2PBC , del cual el único lado conocido es su hipotenusa que es igual a 2R . Sin 

embargo, los catetos e hipotenusa del triángulo 1 1P AC  son datos conocidos o que pueden 

conocerse mediante el teorema de Pitágoras. Partiendo de este teorema, se tiene para el 

triángulo 1 1P AC : 

 
2 2 2

1 1 1 1PC P A AC= +   (3.100) 

Despejando 1AC  y sustituyendo: 

 2 2 2 2 2

1 (0.5 ) (0.175 ) 0.25 0.030625 0.2194d d d d dAC H H H H H= − = − =   

 1 0.4684 dAC H=   (3.101) 

Como el triángulo 1 1P AC  es semejante al triángulo 1 2PBC  y de este último, la magnitud de 

su hipotenusa es conocida. Relacionando estos triángulos para conocer el cateto 2BC   se 

llega a: 

 
2 0.2

0.4684 0.5

d

d d

BC H

H H
=   

 2 0.4(0.4684 )dBC H=   

 2 0.18736 dBC H=   (3.102) 

Para el mismo triángulo, el cateto 1P B  es: 

 
1 0.2

0.175 0.5

d

d d

PB H

H H
=   

 1 0.4(0.175 )dPB H=   

 1 0.07 dPB H=   (3.103) 

De esta manera, recurriendo al triángulo 1 2PBC  y el punto 1P  se calcula el centro 2C  mediante 

la ecuación: 

 ( )2 1 1 1 2,C x PB y BC+ +   (3.104) 
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Sustituyendo en (3.104) : 

 2 ( 0.105 ,0.219 )d dC H H−   (3.105) 

Con base en estos datos, se pueden conocer las coordenadas de 2P . Sustituyendo el centro 

2C  y el radio 2R  así como la abscisa de 2P  en la ecuación de una circunferencia con centro 

fuera del origen. 

 2 2 2

2 2 2 2( ) ( )x h y k R− + − =   (3.106) 

Sustituyendo en (3.106) se llega a: 

 ( )
22 2

2( 0.276 0.105 ) ( 0.219 ) 0.2d d d dH H y H H− + + − =   

 2 2 2 2

2 20.0292 0.438 0.04796 0.04d d d dH y H y H H+ − + =   

 2 2

2 20.438 0.03716 0d dy H y H− + =   (3.107) 

Empleando la formula general para la ecuación de segundo grado (3.107) simplificando se 

llegan a sus raíces iguales a: 

2 2

2 2

2

( 0.438 ) ( 0.438 ) 4(0.03716 )
0.219 0.04796 0.03716

2(1)

d d d

d d d

H H H
y H H H

− −  − −
= =  −    

 2 0.219 0.1039d dy H H=    

 
2,1

2,2

0.323

0.115

d

d

y H

y H

=

=
  (3.108) 

De esta manera, el punto 2P  tiene por coordenadas: 

 2 ( 0.276 ,0.115 )d dP H H−   (3.109) 

Para conocer el punto 3P  se requiere conocer el centro 3C , este puede conocerse recurriendo 

a la trigonometría considerando al triángulo 2 3P EC  del cual el único lado conocido es su 

hipotenusa que es igual a 3R . Sin embargo, los catetos e hipotenusa del triángulo 2 2P DC  son 

datos conocidos o que pueden conocerse mediante el teorema de Pitágoras. Partiendo de este 

teorema, se tiene para el triángulo 1 1P AC : 

 
2 2 2

2 2 2 2P C P D DC= +   (3.110) 

Despejando 1AC  y sustituyendo: 

 2 2 2 2 2

2 (0.2 ) (0.171 ) 0.04 0.02924 0.01076d d d d dDC H H H H H= − = − =   

 1 0.1037 dAC H=   (3.111) 
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Como el triángulo 2 2P DC  es semejante al triángulo 3 3P EC  y de este último, la magnitud de 

su hipotenusa es conocida. Relacionando estos triángulos para conocer el cateto 3EC   se 

llega a: 

 
3 0.04

0.1037 0.2

d

d d

EC H

H H
=   

 3 0.2(0.1037 )dEC H=   

 3 0.0207 dEC H=   (3.112) 

Para el mismo triángulo, el cateto 2P E  es: 

 
2 0.04

0.171 0.2

d

d d

P E H

H H
=   

 2 0.2(0.171 )dP E H=   

 2 0.0342 dP E H=   (3.113) 

Recurriendo al triángulo 2 3P EC  y el punto 2P  se conoce el centro 3C  mediante la ecuación: 

 ( )3 2 2 2 3,C x P E y EC+ +   (3.114) 

Sustituyendo en (3.114) : 

 3( 0.242 ,0.136 )d dC H H−   (3.115) 

Con base en estos datos, se pueden conocer las coordenadas de 3P . Sustituyendo el centro 

3C  y el radio 3R  así como la abscisa de 3P  en la ecuación de una circunferencia con centro 

fuera del origen. 

 2 2 2

3 3 3 3 3( ) ( )x h y k R− + − =   (3.116) 

Sustituyendo en (3.76) los valores correspondientes se llegan a: 

 ( )
22 2

3( 0.2818 0.242 ) ( 0.136 ) 0.04d d d dH H y H H− + + − =   

 2 2 2 2

3 30.001584 0.272 0.018496 0.0016d d d dH y H y H H+ − + =   

 2 2

3 30.272 0.01848 0d dy H y H− − =   (3.117) 

Empleando la formula general para la ecuación de segundo grado (3.117) y simplificando se 

obtienen sus raíces: 
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2 2

2 2

3

( 0.272 ) ( 0.272 ) 4(0.01848 )
0.136 0.01849 0.01849

2(1)

d d d

d d d

H H H
y H H H

− −  − −
= =  −    

 3 0.136 0dy H=    

 
3,1

3,2

0.136

0.136

d

d

y H

y H

=

=
  (3.118) 

De esta manera, el punto 3P  tiene por coordenadas: 

 3( 0.2818 ,0.136 )d dP H H−   (3.119) 

Por tanto, las coordenadas de los puntos que conforman la geometría del Cimacio T-5 con 

una relación de talud vertical y tres arcos de círculo se resumen en la Tabla 3.5. 

Tabla 3.5 Coordenadas para el cimacio T-5 conformado por un talud vertical y tres arcos de 

círculo 

 

3.3.6 Cálculo de coordenadas de un círculo a partir de puntos conocidos. 

Mediante la ecuación general de un círculo, representada en la sección 3.2.7 por la ecuación  

(3.24), es posible despejar las incógnitas que sean de nuestro interés, que en este caso en 

particular corresponden a alguna coordenada de un punto cualquiera que conforma al arco de 

círculo o para calcular alguna coordenada de su centro. De esta manera, en esta sección se 

proporcionan ecuaciones para cada una de las coordenadas de los casos antes mencionados. 

En primer lugar, se procede a desarrollar dos ecuaciones que permitan conocer las 

coordenadas, tanto para la abscisa como para la ordenada, de un punto cualquiera dentro del 

espacio geométrico de un círculo. Por tal motivo, reordenando de manera conveniente los 

términos de la ecuación (3.24) para que tome la forma de una ecuación de segundo grado, se 

obtiene: 

Punto Abscisa Ordenada

1P

1C

1R

0.175 dH− 0.0316 dH

0 0.5 dH

0.50 dH

2P 0.276 dH− 0.115 dH

2C 0.105 dH− 0.219 dH

2R 0.20 dH

3P 0.2818 dH− 0.136 dH

3R 0.04 dH

3C 0.276 dH− 0.115 dH
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 2 2 2 2 22 2 0x hx y ky h k r− + − + + − =   (3.120) 

Simplificando los términos para apegarse a la forma estándar de una ecuación de segundo 

grado, se tienen como coeficientes: 

 

2 2 2 2

1

2

2

a

b h

c y ky h k r

=

= −

= − + + −

  (3.121) 

Contando con estos coeficientes, se procede a sustituir en la fórmula general y simplificarla 

de la siguiente manera: 

 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 22 4 4( 2 )
 ( 2 )

2

h h y ky h k r
x h h y ky h k r

 − − + + −
= =  − − + + −   

 2 2 2 2x h r y k ky=  − − +    (3.122) 

De manera análoga, para calcular y , se reordena la ecuación general del círculo de manera 

que adapte la forma de una ecuación de segundo grado con la diferencia que en este caso la 

variable se trata de y , de modo que se obtiene: 

 2 2 2 2

22 2 0y ky x hx h k r− + − + + − =   (3.123) 

Ecuación en la cual, se obtiene los siguientes coeficientes: 

 

2 2 2 2

1

2

2

a

b k

c x hx h k r

=

= −

= − + + −

  (3.124) 

Sustituyendo los coeficientes anteriores, y simplificando: 

 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 22 4 4( 2 )
( 2 )

2

k k x hx h k r
y k k x hx h k r

 − − + + −
= =  − − + + −   

 
2 2 2 2y k r x h hx=  − − +   (3.125) 

De este modo, tanto la ecuación (3.122) como la (3.125) permiten calcular la coordenada 

desconocida de un punto cualquiera, en función de la coordenada conocida, así como las 

coordenadas del centro y su radio. 

Para el cálculo de las coordenadas del centro, en primer lugar, se procede a calcular la 

coordenada h  reordenando nuevamente los términos de la ecuación general de un círculo 

para que adopte la forma de una ecuación de segundo grado. Empleando la literales 

correspondientes al centro, y reordenando: 

 2 2 2 2 22 2 0h xh x y ky k r− + + − + − =   (3.126) 
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En la cual se identifican los siguientes coeficientes: 

 

2 2 2 2

1

2

2

a

b x

c x y ky k r

=

= −

= + − + −

  (3.127) 

Sustituyendo los coeficientes en la fórmula general:   

 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 22 4 4( 2 )
( 2 )

2

x x x y ky k r
h x x x y ky k r

 − + − + −
= =  − + − + −   

 2 2 2 2h x r y k ky=  − − +   (3.128) 

Por último, empleando el mismo procedimiento, para la coordenada k  se reordena la 

ecuación general de un círculo de manera que adapte la forma de una ecuación de segundo 

grado, por tanto: 

 2 2 2 2 22 2 0k yk x y hx h r− + + − + − =   (3.129) 

Ecuación en la que se identifican los siguientes coeficientes: 

 

2 2 2 2

1

2

2

a

b y

c x y hx h r

=

= −

= + − + −

  (3.130) 

Sustituyendo los coeficientes en la fórmula general:   

2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 4 4( 2 ) ( 2 )k y y x y hx h r y y x y hx h r=  − + − + − =  − + − + −  

 
2 2 2 2k y r x h hx=  − − +   (3.131) 

Por lo tanto, la ecuación (3.128) y la (3.131), permiten calcular la coordenada desconocida 

de del centro, en función de la coordenada conocida, así como las coordenadas de un punto 

cualquiera y su radio. 

Si se presenta la condición donde r k= , se desarrolla una forma alternativa para conocer el 

valor de k , de esta manera considerando esta condición en la ecuación (3.131) y empleando 

la parte positiva de la raíz la ecuación se simplifica a: 

 
2 2 2 2k y k x h hx= + − − +   

 2 2 2 2( ) 2k y k x h hx− = − − +   

 2 2 2 2 22 2k ky y k x h hx− + = − − +    

 2 2 22 2ky x h hx y= + − +   

 
2 2 22

2

x h hx y
k

y

+ − +
=   (3.132) 
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3.3.7 Ejemplos de aplicación 

En esta sección se proponen ejemplos para la aplicación de los temas vistos hasta este punto 

en el capítulo. En los dos primeros ejemplos, se busca obtener las coordenadas del centro y 

radio en un cimacio determinado donde su geometría no corresponde a la descrita para un 

cimacio tipo WES, por ende, es necesario emplear las ecuaciones de la sección 3.3.6 y así 

determinar sus coordenadas. Los siguientes ejemplos proponen cimacios para los cuales se 

ha de calcular su geometría aguas arriba en función de las coordenadas para cimacios tipo 

WES. 

3.3.7.1 Ejemplo 3.1 

El cimacio de la obra de excedencia mostrado en la Fig 3.16, consiste en una geometría en la 

cual se desconoce el método empleado para obtenerla pero que resulta útil conocer sus 

características geométricas. Por lo tanto, no es posible conocer los puntos, centros y radios 

mediante los métodos correspondientes. 

Tabla 3.6 Datos iniciales para el Ejemplo 3.1 

 

Sus coordenadas se indican en la Tabla 3.6 y su geometría consiste en dos arcos de círculo 

llamados de derecha a izquierda como círculo uno y círculo dos, los cuales convergen en un 

mismo punto llamado 2 2 2( , )P x y  con su respectivo centro cada uno.  

Para conocer el centro y radio es necesario calcular antes las coordenadas del centro 1C  del 

círculo uno. Debido a la distribución de los ejes en el cimacio se tiene que el centro 1C  se 

trata de un punto cuya abscisa se encuentra en el origen y cuya ordenada se ubica fuera del 

origen, por tanto la abscisa 1h  es conocida y tiene un valor igual a cero.  

 

Punto

-2.64 0.373

-4.456 1.446

7.64

0

1P

2P

3P 3x

x y

1k

2h 2k

1R

2R

1C

2C

1R

2R
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Sin embargo, la ordenada 1k  no es conocida pero no implica problema alguno ya que 

mediante la ecuación (3.132) es posible calcularla. Retomando la ecuación y sustituyendo las 

literales empleadas para este ejemplo se obtiene: 

 
2 2 2

1 1 1 1 1
1

1

2

2

x h h x y
k

y

+ − +
=   (3.133) 

Se ha escogido arbitrariamente el punto 1 1 1( , )P x y  en la ecuación ya que este punto se ubica 

sobre el arco del Círculo uno. Como se conoce que la abscisa del centro es igual a cero, la 

ecuación se simplifica a: 

 
2 2

1 1
1

12

x y
k

y

+
=   (3.134) 

Sustituyendo las coordenadas del punto 1P ,  se llega al siguiente resultado: 

 
2 2

1

( 2.64) (0.373) 6.969 0.139 7.108

2(0.373) 0.746 0.746
k

− + +
= = =   

 1 9.53k =   (3.135) 

De este modo, y mediante el sistema coordenado mostrado se deduce que el punto 1C  tiene 

por coordenadas: 

 1(0,9.53)C   (3.136) 

Procediendo con el círculo dos, como su centro 2C  es un punto en común entre las rectas 

2 2P C  y 1 1PC , se debe buscar el punto en el cual se intersecan, para esto es necesario conocer 

la ecuación de sus correspondientes rectas. De este modo, como siguiente paso, se calcula la 

pendiente de la recta 1 1PC  denominada 1m , es así como considerando la definición de 

pendiente y sustituyendo se llega a: 

 1 1
1

1 1

(0.373) (9.53) 9.157

( 2.64) (0) 2.64

y k
m

x h

− − −
= = =

− − − −
  (3.137) 

 1 3.468m =   (3.138) 

Cabe mencionar que, debido al sistema coordenado empleado, el signo de la pendiente 1m  

es positivo debido a que, por este cambio, las pendientes difieren en signo respecto al 

tradicional. Como además se conoce que la pendiente de la recta 2 2P C  es perpendicular a la 

de 3 2P P  que es conocida al tener un talud mojado con una relación 1:1 se concluye que 

3 1m = − , entonces, la pendiente de 2 2P C es: 
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 2 1m =   (3.139) 

Es necesario conocer 1b  para obtener la ecuación de la recta en su forma punto-pendiente, 

por ende, se despeja 1b  de esta ecuación. De esta manera, para la recta 1 1PC  que tiene por 

punto 1P  y pendiente 1m  el valor de 1b  es: 

  1 0.373 3.486( 2.64)b = − −   

 9.576b =   (3.140) 

Sustituyendo los valores de las incógnitas correspondientes en la ecuación punto-pendiente, 

se obtiene la siguiente ecuación: 

 3.468 9.576y x= +   (3.141) 

La ecuación (3.141) corresponde a la recta . Ahora falta determinar la ecuación de la 

recta conformada por los puntos  que, manera análoga, se tiene el punto 2P  y la 

pendiente 2m . La última incógnita que hace falta determinar se trata de la ordenada al origen 

2b , la cual se despeja de la ecuación de una recta en su forma punto-pendiente. Sustituyendo 

las incógnitas correspondientes se obtiene: 

 2 1.446 (1)( 4.456)b = − −   

 2 5.90b =   (3.142) 

Sustituyendo los valores correspondientes en la ecuación de la recta en su forma punto-

pendiente, se llega a: 

 5.90y x= +   (3.143) 

El punto en el cual intersecan ambas rectas es el centro 2C , de esta manera las incógnitas x  

y y  pasan a ser h  y k , respectivamente. Agregando este cambio en las ecuaciones e 

igualando respecto a y se llega a: 

 

3.468 9.576 5.90

5.90 9.576
      

2.468

h h

h

+ = +

−
=

  

 1.49h = −   (3.144) 

Sustituyendo (3.144) en cualquiera de las ecuaciones (3.141) o (3.143) se obtiene la 

coordenada la ordenada del centro : 

 5.90 1.49 5.90k h= + = − +   

 4.41k =   (3.145) 

1 1PC

2 2P C
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De esta manera las coordenadas del centro 2C  son: 

 2 ( 1.49,4.41)C −   (3.146) 

El radio para el Círculo uno, debido a sus condiciones geométricas, se presenta el caso en el 

que es igual a la ordenada 1k , de este modo: 

 1 9.53R =   (3.147) 

Como se conocen dos de los puntos que conforman al radio 2R , basta con determinarla 

empleando la ecuación de distancia entre dos puntos, en la cual se sustituye el punto 2P  y el 

centro 2C  de la manera siguiente: 

 2 2

2 [ 4.456 ( 1.49)] (1.446 4.41)R = − − − + −   

 2 4.19R =   (3.148) 

Finalmente, para calcular el punto 3P  que indica el inicio del talud con una altura 

preestablecida de acuerdo con la considerada en el proyecto en función de diferentes factores 

como la topografía del lugar, esta se calcula mediante la ecuación de la recta en su forma 

punto-pendiente. De esta forma, para la recta formada por el segmento 3 2P P ,  despejando 

2b   y sustituyendo las incógnitas correspondientes, se obtiene: 

 2 2 3 2 1.446 ( 1)( 4.456)b y m x= − = − − −   

 2 3b = −   (3.149) 

Sustituyendo la ordenada al origen 2b   y la pendiente 3m  en la ecuación en su forma punto-

pendiente, la ecuación para la recta 3 2P P es: 

 3y x= − −   (3.150) 

Del punto 3P  se conoce la ordenada 3 7.64y = , en la cual, despejando 3x  y sustituyéndola se 

llega a: 

 3 3 3 7.64 3x y= − − = − −   

 3 10.64x = −   (3.151) 

Con esto se concluye que el punto 3P  tiene por coordenadas: 

 3( 10.64,7.64)P −   (3.152) 

Por ende, los puntos que conforman a la geometría representada por la Fig 3.16 son los 

indicados en la Tabla 3.7. 
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Tabla 3.7 Datos iniciales y coordenadas calculadas para el Ejemplo 3.1 

 

3.3.7.2 Ejemplo 3.2 

El cimacio de la obra de excedencia mostrado en la Fig 3.17, consiste en una geometría en la 

cual se desconoce el método empleado para obtenerla pero que resulta útil conocer sus 

características geométricas. Por lo tanto, no es posible conocer los puntos, centros y radios 

mediante los métodos correspondientes. 

Tabla 3.8 Datos iniciales para el Ejemplo 3.2. 

 

Las coordenadas se indican en la Tabla 3.8 y su geometría consiste en dos arcos de círculo 

llamados de derecha a izquierda como círculo uno y círculo dos, los cuales convergen en un 

mismo punto llamado 2 2 2( , )P x y  con su respectivo centro cada uno. 

Retomando el procedimiento descrito en el ejemplo anterior, se procede a utilizar la ecuación 

(3.132) para calcular la ordenada k . De tal forma, sustituyendo las literales empleadas para 

este ejemplo se tiene: 

 
2 2 2

1 1 1 1 1
1

1

2

2

x h h x y
k

y

+ − +
=   (3.153) 

 

Punto

-2.64 0.373

-4.456 1.446

-10.64 7.64

0 9.53

-1.49 4.41

9.53

4.19

1P

2P

3P

x y

1C

2C

1R

2R

Punto

-3.225 0.465

-5.452 1.767

3.69

0

1P

2P

3P 3x

x y

1k

2h 2k

1R

2R

1C

2C

1R

2R
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Como el punto 0P  y el centro 1C  son perpendiculares, se deduce que 1 0h =  permitiendo 

simplificar la ecuación anterior a: 

 
2 2

1 1
1

12

x y
k

y

+
=   (3.154) 

Sustituyendo los valores correspondientes en la ecuación anterior, se llega al siguiente 

resultado: 

 
2 2

1

( 3.255) (0.465) 10.595 0.216 10.811

2(0.465) 0.93 0.93
k

− + +
= = =   

 1 11.625k =   (3.155) 

Por ende, con estas coordenadas conocidas y el sistema coordenado mostrado se tiene que el 

punto 1C
 
es: 

 1(0,11.625)C   (3.156) 

Procediendo con el círculo dos, como su centro 2C  es un punto en común entre las rectas 

2 2P C  y 1 1PC , se debe buscar el punto en el cual se intersecan, para esto es necesario conocer 

la ecuación de sus correspondientes rectas. De este modo, como siguiente paso, se calcula la 

pendiente de la recta 1 1PC  denominada 1m , es así como considerando la definición de 

pendiente y sustituyendo se llega a: 

1 1
1

1 1

(0.465) (11.625) 11.16

( 3.255) (0) 3.255

y k
m

x h

− − −
= = =

− − − −
 

 1 3.4286m =   (3.157) 

Como además se conoce que la pendiente de la recta 
2 2P C  es perpendicular a la de 

3 2P P  

que es conocida al tener un talud mojado con una relación 1:1 se concluye que 3 1m = −  , 

entonces, la pendiente de 
2 2P C  es: 

 2 1m =   (3.158) 

Por último, para obtener la ecuación de la recta, es necesario conocer también la ordenada al 

origen, de esta forma, despejando 1b  de la ecuación de la recta 
1 1PC  en su forma punto-

pendiente y sustituyendo: 

 1 0.465 3.4286( 3.255)b = − −   

 11.625b =   (3.159) 
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Sustituyendo en los valores en las incógnitas en la ecuación de la recta: 

 3.426 11.625y x= +   (3.160) 

La ecuación (3.160) corresponde a la recta 
1 1PC . Para la ecuación de la recta conformada 

por el segmento 
2 2P C  se tiene, de manera análoga, al punto 2P

 
y la pendiente

 2m . La 

ordenada al origen se calcula despejando esta incógnita de la ecuación de la recta en su forma 

punto-pendiente, de esta manera, despejando y sustituyendo se obtiene: 

 2 1.767 (1)( 5.452)b = − −   

 2 7.22b =   (3.161) 

Sustituyendo la pendiente 2m  y la ordenada al origen 1b  en la ecuación de la recta, se llega 

a: 

 7.22y x= +   (3.162) 

El punto en el cual intersecan ambas rectas es el centro
 2C

 
, de esta manera las incógnitas x  

y y pasan a ser h  y k , respectivamente. Agregando este cambio en las ecuaciones e 

igualando se llega a: 

 

3.426 11.625 7.22

7.22 11.625
      

2.426

h h

h

+ = +

−
=

  

 1.816h = −   (3.163) 

Sustituyendo (3.163) en cualquiera de las ecuaciones (3.160) o (3.162) se obtiene: 

 7.22 1.816 7.22k h= + = − +   

 5.40k =   (3.164) 

De esta manera las coordenadas del centro 2C
 
son las siguientes: 

 2 ( 1.812,5.40)C −   (3.165) 

El radio para el Círculo uno, debido a sus condiciones geométricas, se presenta el caso en el 

que es igual a la ordenada 1k , de este modo: 

 1 11.625R =   (3.166) 

Como se conocen dos de los puntos que conforman al radio 2R , basta con determinarla 

empleando la ecuación de distancia entre dos puntos, en la cual se sustituye el punto 2P  y el 

centro 2C  de la manera siguiente: 

 2 2

2 [ 5.452 ( 1.812)] (1.767 5.41)R = − − − + −   
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 2 5.15R =   (3.167) 

Finalmente, para calcular el punto 3P  que indica el inicio del talud con una altura 

preestablecida de acuerdo con la considerada en el proyecto en función de diferentes factores 

como la topografía del lugar, esta se calcula mediante la ecuación de la recta en su forma 

punto-pendiente. De esta forma, para la recta formada por el segmento 3 2P P ,  despejando 

2b   y sustituyendo las incógnitas correspondientes, se obtiene: 

 2 2 3 2 1.767 ( 1)( 5.452)b y m x= − = − − −   

 2 3.685b = −   (3.168) 

Sustituyendo la ordenada al origen 2b   y la pendiente 3m  en la ecuación en su forma punto-

pendiente, la ecuación para la recta 3 2P P es: 

 3.685y x= − −   (3.169) 

Tabla 3.9 Datos iniciales y coordenadas calculadas para el Ejemplo 3.2 

 

Del punto 3P  se conoce la ordenada 3 3.69y = , en la cual, despejando 3x  y sustituyéndola se 

llega a: 

 3 3 3.685 3.69 3.685x y= − − = − −   

 3 7.375x = −   (3.170) 

Con esto se concluye que el punto 3P  tiene por coordenadas: 

 3( 7.375,3.69)P −   (3.171) 

Por ende, los puntos que conforman a la geometría representada por la Fig 3.17 son los 

indicados en la Tabla 3.9. 

Punto

-3.225 0.465

-5.452 1.767

-7.375 3.69

0 11.625

-1.821 5.41

11.625

5.15

1P

2P

3P

x y

1C

2C

1R

2R
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3.4 Geometría en el canal de descarga y estructura terminal 

Dos de las secciones de una obra de excedencia, cuya función es la de salvar la diferencia 

entre el nivel de sección vertedora y el cauce del rio o punto en el cual se desea desalojar el 

volumen excedente del embalse de la presa, son: el conducto de descarga y la estructura 

terminal. Conocer su geometría permite obtener un mejor diseño, debido a que permite 

ajustar de mejor manera sus características geométricas partiendo de un modelo hidráulico 

previamente realizado, por este motivo, en esta sección se presentan cinco geometrías que 

son de uso común al momento de diseñar este tipo de estructuras en las cuales se detallan 

todos los elementos que las componen presentado al final de cada geometría un resumen de 

las ecuaciones proporcionadas para conocer sus distintos puntos en un plano cartesiano. 

El sistema coordenado empleado es el mismo utilizado para los cimacios, en el que el eje de 

las abscisas es el convencional pero el eje de las ordenadas se encuentra invertido al 

convencional, por lo tanto, partiendo del origen, en la parte inferior del eje las ordenadas son 

positivas y en la parte superior las ordenadas son negativas. Esto se realiza para ser 

congruentes con los cimacios y la representación de las pendientes positivas en hidráulica, 

además de simplificar algunas de las ecuaciones vistas. Es así como por su ubicación, el canal 

de descarga y la estructura terminal, se ubican dentro del cuadrante inferior derecho, es decir, 

en la sección aguas abajo tomando como referencia la cresta del cimacio y, de este modo, los 

elementos que se lleguen a enumerar se realizan de izquierda a derecha. 

Algunos conceptos fundamentales empleados para la deducción de las ecuaciones mostradas 

son tomando en cuenta de los conceptos vistos en la sección 3.2,  donde se tratan fundamentos 

de la Geometría Analítica además de otros conceptos de trigonometría. 

3.4.1 Dos arcos de círculos tangentes entre sí 

Esta geometría representada en la Fig 3.18, es empleada regularmente para el diseño del 

canal de descarga, la cual se encuentra compuesta de dos arcos de círculos tangentes entre 

sí con centro 1 1 1( , )C h k  y radio 1R  para el círculo uno y centro 2 2 2( , )C h k  con radio 2R  para 

el círculo dos. Se tiene el punto de tangencia denominado ( , )T T TP x y  y los puntos de 

intersección de las rectas perpendiculares con el radio de los círculos 1 1 1( , )I I IP x y− − −  y 

2 2 2( , )I I IP x y− − − . El punto 1 1 1( , )P x y  corresponde al punto de tangencia entre los dos arcos de 

círculo y ( , )V V VP x y  indica el punto donde finaliza la geometría estudiada. Existen diversas 

rectas que conforman la geometría representadas mediante la nomenclatura nl  con pendientes 

nm  que hacen referencia a las principales pendientes de la superficie por donde el volumen 

de agua realiza su recorrido así como sus rectas inversas que son perpendiculares a éstas y 

nombradas como nl  con pendientes nm  representando a los radios de los distintos círculos y 

las cuales son igual al inverso de las pendientes originales.  
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Las longitudes 1ST  y 2ST  son longitudes de los segmentos subtangentes sobre las rectas 

principales que abarcan desde un punto sobre la superficie de la rápida hasta el punto de 

intersección entre dos de estas. 

Los ángulos  ,   y   son los ángulos formados a partir de la pendiente de las distintas 

rectas principales, mientras que el ángulo   es el complemento de   y los ángulos 1  y 2  

son los ángulos formados entre los radios del círculo uno y círculo dos, respectivamente. De 

todos los datos anteriores, el punto de tangencia ( , )T T TP x y , los radios 1R  y 2R  así como las 

pendientes de las rectas principales 1m , 2m  y 3m  son los datos conocidos y de los cuales se 

parten para los cálculos posteriores. 

El punto 1 1 1( , )I I IP x y− − −  parte del punto de tangencia ( , )T T TP x y  que es conocido. Para esto 

se proyecta una línea horizontal desde el punto TP  que se extiende hasta la intersección con 

la línea vertical que parte del punto 1IP − . En este punto de intersección representado por A  

genera entre ambas rectas un ángulo recto, formando así un triángulo rectángulo delimitado 

por los puntos 1T IP AP −  con ángulo interior menor  que se obtiene a partir de la pendiente 

de la recta 1l  de acuerdo a lo explicado en la sección 3.2.2. Debido al sistema coordenado 

empleado la pendiente de la recta 1l  se trata de una pendiente positiva con ángulo   

representado matemáticamente como: 

 
1

1tan m −=   (3.172) 

Para conocer la magnitud de los catetos del triángulo se requiere la longitud del segmento 

1T IP P −  denominado 1ST  que es un cateto del triángulo 1 1T IC P P −  con un ángulo interior menor

1

2


 . Para calcular este ángulo se debe conocer previamente 1 , que es el ángulo formado 

entre las rectas 
1l
  y 

2l
  con vértice en 1C , mediante la aplicación el teorema (3.10) para el 

cálculo del ángulo entre dos rectas. Para este caso la pendiente de la recta 
2l
  es la inicial y 

la pendiente de la recta 
1l
  es la final, el ángulo 1  es: 

 1 2 1
1

2 1

tan
1

m m

m m

−
 −

 =
 +

  (3.173) 

Las pendientes antes mencionadas se obtienen a partir de las inversas de sus homólogas 2m  

y 1m  según corresponda. 

Con 1  se procede a calcular la magnitud del segmento 1ST  aplicando y despejando la 

función trigonométrica tangente al triángulo rectángulo 1 1T IC P P −  para llegar a: 
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 1
1 1 tan

2
ST R


=   (3.174) 

Retomando el triángulo 1T IP AP −  con hipotenusa 1ST  y ángulo  sus catetos son: 

 1 cosTP A ST =   (3.175) 

 1 1IP A ST sen− =   (3.176) 

Tomando en cuenta el sistema coordenado mostrado, las ecuaciones anteriores y un punto 

conocido cercano que en este caso es ( , )T T TP x y , se determina que el punto 1IP −  tiene por 

coordenadas: 

 1 1 1( cos , )I T TP x ST y ST sen − + +   (3.177) 

A partir del punto 1IP −  se determina 1P  que es el punto tangente entre los dos arcos de 

círculos. Este punto se calcula por medio del triángulo 1 1IPBP −  con ángulo interior menor   

que es el complemento de   y se define matemáticamente de la forma: 

 1

290 tan m −= −   (3.178) 

El ángulo   se genera de la pendiente 2m  de la recta 2l : 

 
1

2tan m −=   (3.179) 

 Mediante funciones trigonométricas se determinan los catetos 1IP B−  y 1P B  que son: 

 1 1IP B ST sen− =   (3.180) 

 1 1 cosPB ST =   (3.181) 

Considerando lo anterior, así como el punto conocido más cercano 1IP −  , se concluye que 1P  

tiene por coordenadas: 

 1 1 1 1 1( , cos )I IP x ST sen y ST − −+ +   (3.182) 

El punto de intersección 2IP −  se obtiene con ayuda de los catetos del triángulo 1 2IPCP −  que 

tienen por hipotenusa la recta 2l . Debido a que se trata de la misma recta que la utilizada para 

1 1IPBP −  su pendiente es la misma y el ángulo interior menor para éste triángulo es  , con 

este ángulo se calcula la hipotenusa 2ST  con base en el teorema del ángulo entre dos rectas 

con pendiente inicial la indicada por 
2l
  y la pendiente final definida por la recta 

3l
 , así el 

ángulo 2  formado entre ambas rectas es: 
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 1 2 3
2

2 3

tan
1

m m

m m

−
 −

 =
 +

  (3.183) 

Con 2  se calcula 2ST  mediante la función trigonométrica tangente: 

 2
2 2 tan

2
ST R


=   (3.184) 

Con los datos anteriores y empleando las funciones trigonométricas para el triángulo 1 2IPCP −

se tienen los catetos: 

 2 2ICP ST sen− =   (3.185) 

 1 2 cosPC ST =   (3.186) 

Así el punto 2P  tiene por coordenadas: 

 2 1 2 1 2( , cos )IP x ST sen y ST − + +   (3.187) 

El punto VP  se calcula mediante el triángulo 2V IP DP −  que tiene de ángulo interior menor   

con ecuación: 

 
1

3tan m −=   (3.188) 

Aplicando las funciones trigonométricas correspondientes al triángulo se determinan las 

siguientes magnitudes para sus catetos: 

 2 2IP D ST sen− =   (3.189) 

 2 cosVDP ST =   (3.190) 

De esta manera el punto VP  tiene por coordenadas: 

 2 2 2 2( cos , )V I IP x ST y ST sen − −+ +   (3.191) 

Los puntos restantes por determinar son los centros de cada uno de los arcos de círculo. Para 

el centro 1C  del círculo uno se recurre al triángulo 1 TC EP  con ángulo 1  definido 

geométricamente por: 

 1 =   (3.192) 

Por tanto, sus catetos son: 

 1TP E R sen=   (3.193) 

 1 1 cosEC R =   (3.194) 



98 

 

Las coordenadas para 1C  son: 

 1 1 1( , cos )T TC x R sen y R − +   (3.195) 

Tabla 3.10 Tabla resumen de la geometría conformada por dos arcos de círculos tangentes 

entre si 

 

De manera análoga, para el centro 2C  del círculo dos, se hace uso del triángulo definido por 

los puntos 2 VC FP  con ángulo 2  igual a: 

 2 =   (3.196) 

Categoría Descripción Ecuación

Recta l1

Recta l2

Complementario de Recta l2

Recta l3

Pendiente 1

Pendiente 2

Pendiente 3

Círculo 1

Círculo 2

Subtangente 1

Subtangente 2

Intersección 1

Intersección 2

Punto 1

Punto final

Círculo 1

Círculo 2

Datos:

Ángulos de inclinación

Centros

Longitud de la subtangente

Punto de intersección

Puntos

Pendientes inversas

Ángulos entre rectas del 

radio

1 2 1
1

2 1

tan
1

m m

m m

−
 −

 =
 +

1
1 1 tan

2
ST R


=

1 2 3
2

2 3

tan
1

m m

m m

−
 −

 =
 +

1

1

1
m

m
 = −

1

1tan m −=

2

2

1
m

m
 = −

3

3

1
m

m
 = −

2
2 2 tan

2
ST R


=

1 1 1( cos , )I T TP x ST y ST sen − + +

1

2tan m −=

1

290 tan m −=  −

2 1 2 1 2( , cos )IP x ST sen y ST − + +

1

3tan m −=

2 2 2 2( cos , )V I IP x ST y ST sen − −+ +

1 1 1( , cos )T TC x R sen y R − +

2 2 2( , cos )V VC x R sen y R + −

1 1 1 1 1( , cos )I IP x ST sen y ST − −+ +

1 2 1 2 3, , , , , ( , )T T TR R m m m P x y
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Por tanto, sus catetos son: 

 2VP F R sen=   (3.197) 

 2 2 cosFC R =   (3.198) 

De esta manera, el centro 2C   del segundo círculo tiene por coordenadas las siguientes: 

 2 2 2( , cos )V VC x R sen y R + −   (3.199) 

Las ecuaciones anteriormente calculadas se sintetizan en la Tabla 3.10. 

3.4.2 Unión de una rápida y el piso de un canal 

La geometría mostrada en la Fig 3.19, es empleada regularmente para el diseño del canal 

de descarga, la cual se encuentra compuesta por un arco de círculo con centro ( , )C h k  y 

radio R . Se tiene el punto de tangencia denominado ( , )T T TP x y , el punto de intersección de 

las rectas principales ( , )I I IP x y  y el punto donde finaliza la geometría estudiada ( , )V V VP x y

. Existen diversas rectas que conforman la geometría representadas mediante la nomenclatura 

nl  con pendientes nm  que hacen referencia a las principales pendientes de la superficie por 

donde el volumen de agua realiza su recorrido así como sus rectas inversas que son 

perpendiculares a éstas y nombradas como nl  con pendientes nm  que forman parte del radio 

del círculo y las cuales son igual al inverso de las pendientes originales. La longitud ST  es 

la longitud de los segmentos subtangente sobre las rectas principales que abarcan desde un 

punto sobre la superficie de la rápida hasta el punto de intersección entre dos de estas. 

Los ángulos   y  son los ángulos formados a partir de la pendiente de las diferentes rectas 

principales, mientras que el ángulo   es el complemento de   y   es el ángulo formado 

entre los segmentos del radio. El punto de tangencia ( , )T T TP x y , el radio R  así como las 

pendientes de las rectas principales 1m  y 2m  son los únicos datos conocidos de los todos los 

anteriores  y de los cuales se parten para los cálculos posteriores. Adicionalmente se 

presentan dos casos, la primera de éstas es cuando 2 0m   y la otra es cuando 2 0m = . 

Para determinar las coordenadas del punto IP  se recurre al triángulo T IP AP  el cual nos 

proporciona la distancias tanto vertical como horizontal a la que se encuentra el punto IP , 

sin embargo, para conocer las longitudes se requiere de un dato adicional el cual es la 

magnitud que tiene el segmento 
T IP P  denominado también ST . Para conocer la longitud 

del segmento ST  se hace uso del triángulo delimitado por los puntos T ICP P  el cual está 

compuesto a su vez del segmento R  cuya magnitud es conocida y tiene un ángulo 
2


 .  
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Aplicando el teorema (3.10) para conocer el ángulo formando entre dos rectas, se tiene para 

el ángulo   : 

 1 1 2

1 2

tan
1

m m

m m

−
 −

 =
 +

  (3.200) 

Del triángulo T ICP P  se obtiene la longitud del segmento ST  mediante la función 

trigonométrica tangente para el ángulo 
2


 , de esta manera: 

 tan
2

ST R


=   (3.201) 

Retomando el triángulo T IP AP  tiene por ángulo   que resulta ser el complementario de   

donde este último se determina con la pendiente 1m , por consiguiente: 

 1

1tan m −=   (3.202) 

Y su ángulo complementario es: 

 1

190 tan m −= −   (3.203) 

Mediante el ángulo anterior y la longitud de ST  se obtienen las longitudes de los catetos: 

 cosTP A ST =   (3.204) 

 IAP STsen=   (3.205) 

Con los catetos se concluye que el punto IP  tiene por coordenadas: 

 ( ,  cos )I T TP x STsen y ST + +   (3.206) 

Para las coordenadas del punto ( , )V V VP x y  se presenta la primera condición donde 2 0m   

mostrada en la Fig 3.19a, de esta manera para el triángulo 1 VPBP  su ángulo   es: 

 
1

2tan m −=   (3.207) 

Mediante las funciones trigonométricas seno y coseno se tienen por catetos: 

 IP B STsen=   (3.208) 

 cosVBP ST =   (3.209) 

Para el punto VP  las coordenadas son: 

 ( cos , )V I IP x ST y STsen + +   (3.210) 
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Cuando la pendiente de la recta 2l  es igual a cero Fig 3.19b se tiene que 0 =  de manera 

que la ecuación (3.210) se simplifica a: 

 ( , )V I IP x ST y+   (3.211) 

Para el centro del círculo, se considera el triángulo TP DC  del cual se conoce el ángulo   el 

cual, proyectando los ángulos es igual a: 

 =  (3.212)  

Entonces, los catetos tienen por magnitud: 

 TP D Rsen=   (3.213) 

 cosDC R =   (3.214) 

Tabla 3.11 Tabla resumen de la geometría conformada por la unión de una rápida y el piso de 

un canal 

 

Con base en las magnitudes anteriores y el punto TP  se tienen las siguientes coordenadas 

para el centro: 

Categoría Descripción Ecuación

Recta l1

Complementario de Recta l1

Recta l2

Pendiente 1

Pendiente 2

Círculo (m2>0)

Círculo (m2=0)

Longitud de la subtangente Subtangente

Punto de intersección Intersección

Punto final (m2>0)

Punto final (m2=0)

Centros Círculo

Datos:

Puntos

Pendientes inversas

Ángulos de inclinación

Ángulos entre rectas del 

radio

1 1 2

1 2

tan
1

m m

m m

−
 −

 =
 +

1

1

1
m

m
 = −

2

2

1
m

m
 = −

1

1tan m −=

1

190 tan m −=  −

1

2tan m −=

( ,  cos )I T TP x STsen y ST + +

( cos , )V I IP x ST y STsen + +

( , )V I IP x ST y+

( cos , )T TC x R y Rsen + −

1 2, , , ( , )T T TR m m P x y

1

1 190 tan m−  =  +

tan
2

ST R


=
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 ( cos , )T TC x R y Rsen + −   (3.215) 

Las ecuaciones anteriormente calculadas se sintetizan en la Tabla 3.11.  

3.4.3 Curvas verticales convexas en rápidas 

La geometría mostrada en la Fig 3.20, es empleada regularmente para el diseño del canal 

de descarga, la cual se encuentra compuesta por un arco de círculo con centro ( , )C h k  y 

radio R . Se tiene el punto de tangencia denominado ( , )T T TP x y , el punto de intersección de 

las rectas principales ( , )I I IP x y  y el punto donde finaliza la geometría estudiada ( , )V V VP x y

. Existen diversas rectas que conforman la geometría representadas mediante la nomenclatura 

nl  con pendientes nm  que hacen referencia a las principales pendientes de la superficie por 

donde el volumen de agua realiza su recorrido así como sus rectas inversas que son 

perpendiculares a éstas y nombradas como nl  con pendientes nm  que forman parte del radio 

del círculo y las cuales son igual al inverso de las pendientes originales. La longitud ST  es 

la longitud de los segmentos subtangente sobre las rectas principales que abarcan desde un 

punto sobre la superficie de la rápida hasta el punto de intersección entre dos de estas. 

Los ángulos   y   son los ángulos formados a partir de la pendiente de las diferentes rectas 

principales, mientras que el ángulo   es el complemento de   y   es el ángulo formado 

entre los segmentos del radio. El punto de tangencia ( , )T T TP x y , el radio R  así como las 

pendientes de las rectas principales 1m  y 2m  son los únicos datos conocidos de los todos los 

anteriores  y de los cuales se parten para los cálculos posteriores. Adicionalmente se 

presentan dos casos, la primera de éstas es cuando 2 0m   y la otra es cuando 2m =  . 

Para determinar el punto ( , )I I IP x y  se emplea el triángulo T IP AP  que tiene por ángulo el 

generado por la pendiente de la recta 1l  representado matemáticamente como: 

 
1

1tan m −=   (3.216) 

Adicional al ángulo, es menester contar con la longitud del segmento ST  que se obtiene con 

el triángulo T ICP P  y tiene un ángulo 
2


 . El ángulo entre las rectas 

1l
  y 

2l
  con pendiente 

inicial 
2m   y pendiente final 

1m   es: 

 1 2 1

2 1

tan
1

m m

m m

−
 −

 =
 +

  (3.217) 
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De esta forma ya se conoce   y empleando la función trigonométrica tangente el segmento 

ST  es: 

 tan
2

ST R


=   (3.218) 

Retomando el triángulo T IP AP  se determinan las longitudes de sus catetos, de esta manera 

sus catetos son: 

 IAP STsen=   (3.219) 

 cosTP A ST =   (3.220) 

Para el sistema coordenado mostrado, se concluye que el punto IP  tiene por coordenadas: 

 ( cos , )I T TP x ST y STsen + +   (3.221) 

Si la pendiente es 20 m   , el punto VP  se calcula tomando en cuenta el triángulo V IP BP  

con ángulo interior   determinado a partir de la recta 2l  que tiene una pendiente 2m : 

 
1

2tan m −=   (3.222) 

Donde su ángulo complementario es:  

 1

290 tan m −= −   (3.223) 

Empleando el triángulo V IP BP  con ángulo   y  el segmento ST , se determina la ubicación 

del punto VP  mediante la longitud de los catetos del triángulo, los cuales son: 

 IP B STsen=   (3.224) 

 cosVBP ST =   (3.225) 

Por medido de los catetos se concluye que el punto 1P  tiene por coordenadas: 

 ( , cos )V I IP x STsen y ST + +   (3.226) 

Si la pendiente 2m  utilizado para determinar   tiende a infinito, es decir, es totalmente 

vertical como se muestra en la Fig 3.20b se cumple entonces la condición 2m =   . De esta 

manera 0 =  y 90 =  , por tanto, sustituyendo en la ecuación (3.226) esta se simplifica a: 

 ( , )V I IP x y ST+   (3.227) 

El centro del círculo se obtiene con base en el triángulo TCDP   y su correspondiente ángulo 

1  que debido a la relación entre las rectas esta tiene de ángulo: 
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  =   (3.228) 

Por tanto, los catetos del triángulo TCDP  son: 

 TDP Rsen=   (3.229) 

 cosDC R =   (3.230) 

Las coordenadas del centro son: 

 ( , cos )T TC x Rsen y R − +   (3.231) 

Las ecuaciones anteriormente calculadas se sintetizan en la Tabla 3.12. 

Tabla 3.12 Tabla resumen de la geometría conformada por curvas verticales convexas en 

rápidas 

 

3.4.4 Cubeta de lanzamiento 

La geometría representada por la Fig 3.21, es empleada regularmente para el diseño de la 

estructura terminal, en la cual se muestra una cubeta de lanzamiento que consta de un arco 

de circulo con centro ( , )C h k  y radio R . Se tiene el punto de tangencia denominado 

( , )T T TP x y , el punto de intersección de las rectas principales ( , )I I IP x y  y el punto donde 

Categoría Descripción Ecuación

Recta l1

Recta l2

Complementario de Recta l2

Pendiente 1

Pendiente 2

Ángulos entre rectas del 

radio
Círculo

Longitud de la subtangente Subtangente

Punto de intersección Intersección

Punto final PV (0<m2<∞)

Punto final PV (m2=∞)

Centros Círculo

Datos:

Puntos

Pendientes inversas

Ángulos de inclinación

1 2 1

2 1

tan
1

m m

m m

−
 −

 =
 +

1

1

1
m

m
 = −

2

2

1
m

m
 = −

1

1tan m −=

1

2tan m −=

1

290 tan m −=  −

( , cos )V I IP x STsen y ST + +

( , )V I IP x y ST+

( cos , )I T TP x ST y STsen + +

( , cos )T TC x Rsen y R − +

1 2, , , ( , )T T TR m m P x y

tan
2

ST R


=
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finaliza la geometría estudiada ( , )V V VP x y . Existen diversas rectas que conforman la 

geometría representadas mediante la nomenclatura nl  con pendientes nm  que hacen 

referencia a las principales pendientes de la superficie por donde el volumen de agua realiza 

su recorrido así como sus rectas inversas que son perpendiculares a éstas y nombradas como 

nl  con pendientes nm  que forman parte del radio del círculo y las cuales son igual al inverso 

de las pendientes originales. La longitud ST es la longitud de los segmentos subtangente 

sobre las rectas principales que abarcan desde un punto sobre la superficie de la rápida hasta 

el punto de intersección entre dos de estas. 

Los ángulos   y   son los ángulos formados a partir de la pendiente de las diferentes rectas 

principales, mientras que el ángulo   es el complemento de   y   el complemento de  y 

  es el ángulo formado entre los radios. De todos los datos anteriores, el punto de tangencia 

( , )T T TP x y , el radio R  así como las pendientes de las rectas principales 1m  y 2m  son los 

datos conocidos y de los cuales se parten para los cálculos posteriores. 

Para el cálculo de las coordenadas del punto ( , )I I IP x y  se proyecta una línea vertical desde 

el punto TP  así como una horizontal que pasa por IP  siendo perpendiculares en el punto A  

y formando el triángulo T IP AP  con ángulo  . El ángulo   resulta ser el complemento de 

  donde este último se calcula a partir de la pendiente de 1l : 

 
1

1tan m −=   (3.232) 

Con ángulo complementario: 

 1

190 tan m −= −   (3.233) 

Además de los ángulos falta calcular la longitud del segmento ST  que forma parte del 

triángulo T ICP P  con ángulo 
2


 donde   se obtiene el teorema del ángulo entre dos rectas 

que se explica en la sección 3.2.3 y tiene por ecuación (3.10) de manera que, para este caso, 

la recta inicial es 
1l
  y la recta final es 

2l
  y el ángulo es: 

 1 1 2

1 2

tan
1

m m

m m

−
 −

 =
 +

  (3.234) 

Cabe mencionar que, como la ecuación anterior calcula el ángulo menor entre dos rectas, se 

puede presentar el caso en el que se tenga un ángulo 90    dando como resultado un ángulo 

  negativo. En tal caso es necesario sumar a la ecuación (3.234) 180° para obtener el ángulo 

deseado. 
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Empleando la función tangente para relacionar el radio R  y ST se obtiene: 

 tan
2

ST R


=   (3.235) 

 

Con ST  y el ángulo  se determinan los catetos del triángulo T IP AP : 

 cosTP A ST =   (3.236) 

 IAP STsen=   (3.237) 

Con base en los catetos se determina que el punto IP  tiene por coordenadas: 

 ( , cos )I T TP x STsen y ST + +   (3.238) 

En el punto VP  se emplea el triángulo I VP BP  que tiene un ángulo   que es el complemento 

de   donde este último se obtiene directamente mediante la definición de pendiente, por 

consiguiente: 

 
1

2tan m −=   (3.239) 

Con su ángulo complementario: 

 1

290 tan m −= +   (3.240) 

Mediante el ángulo   se calculan los catetos del triángulo I VP BP  que son: 

 IP B STsen=   (3.241) 

 cosVBP ST =   (3.242) 

Con base en la longitud de los catetos, se concluye que las coordenadas del punto VP  son: 

 ( , cos )V I IP x STsen y ST + −   (3.243) 

El centro del círculo se calcula con el triángulo TP DC  que tiene por ángulo   y es igual al 

ángulo complementario del ángulo formado a partir de la pendiente de la recta 1l , por tanto: 

  =   (3.244) 

Los catetos del triángulo TP DC  son: 

 TP D Rsen=   (3.245) 

 cosDC R =   (3.246) 



110 

 

De esta forma, el centro del arco de círculo es: 

 ( cos , )T TC x R y Rsen + −   (3.247) 

Las ecuaciones anteriormente calculadas se sintetizan en la Tabla 3.13. 

Tabla 3.13 Tabla resumen de la geometría de una cubeta de lanzamiento 

 

3.4.5 Dos arcos de círculo que convergen en un punto 

La geometría ilustrada en la Fig 3.22, es empleada regularmente para el diseño de la 

estructura terminal,  la cual se encuentra compuesta de dos arcos de círculos tangentes entre 

sí con centro 1 1 1( , )C h k  y radio 1R  para el círculo uno y centro 2 2 2( , )C h k  con radio 2R  para 

el círculo dos. Se tiene el punto de tangencia denominado ( , )T T TP x y  y los puntos de 

intersección de las rectas perpendiculares con el radio de los círculos 1 1 1( , )I I IP x y− − −  y 

2 2 2( , )I I IP x y− − − . El punto 1 1 1( , )P x y  corresponde al punto de tangencia entre los dos arcos de 

círculo y ( , )V V VP x y  indica el punto donde finaliza la geometría estudiada. Existen diversas 

rectas que conforman la geometría representadas mediante la nomenclatura nl  con pendientes 

Categoría Descripción Ecuación

Recta l1

Complementario de Recta l1

Recta l2

Complemento l2

Pendiente 1

Pendiente 2

Círculo (Δ<90°)

Círculo (Δ>90°)

Longitud de la subtangente Subtangente

Punto de intersección Intersección

Puntos Punto final PV

Centros Círculo

Ángulos entre rectas del 

radio

Pendientes inversas

Ángulos de inclinación

Datos:

1 1 2

1 2

tan
1

m m

m m

−
 −

 =
 +

tan
2

ST R


=

1

1

1
m

m
 = −

2

2

1
m

m
 = −

1

1tan m −=

1

190 tan m −=  −

1

2tan m −=

1

290 tan m −=  +

( , cos )I T TP x STsen y ST + +

( , cos )V I IP x STsen y ST + −

( cos , )T TC x R y Rsen + −

1 2, , , ( , )T T TR m m P x y

1 1 2

1 2

tan 180
1

m m

m m

−
 −

 = + 
 +
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nm  que hacen referencia a las principales pendientes de la superficie por donde el volumen 

de agua realiza su recorrido así como sus rectas inversas que son perpendiculares a éstas y 

nombradas como nl  con pendientes nm  representando a los radios de los distintos círculos y 

las cuales son igual al inverso de las pendientes originales. Las longitudes 1ST  y 2ST  son 

longitudes de los segmentos subtangente sobre las rectas principales que abarcan desde un 

punto sobre la superficie de la rápida hasta el punto de intersección entre dos de estas. 

Los ángulos  ,   y   son los ángulos formados a partir de la pendiente de las distintas 

rectas principales, mientras que el ángulo   es el complemento de   y los ángulos 1  y 2  

son los ángulos formados entre los radios del círculo uno y círculo dos, respectivamente. De 

todos los datos anteriores, el punto de tangencia ( , )T T TP x y , los radios 1R  y 2R  así como las 

pendientes de las rectas principales 1m , 2m  y 3m  son los datos conocidos y de los cuales se 

parten para los cálculos posteriores. Adicionalmente se presentando dos casos, el primero de 

estos es cuando 2 0m   y la otra es cuando 2 0m = .  

El ángulo definido por la pendiente de la recta 1l  está dado por: 

 1

1tan m −=   (3.248) 

Donde su ángulo complementario es: 

 1

190 tan m −= −   (3.249) 

El ángulo 1  es un dato relevante ya que a partir de este y radio 1R  se calcula la longitud del 

segmento 1ST  que posteriormente se emplea como hipotenusa del triángulo 1T IP AP −  para 

calcular las coordenadas del punto 1 1 1( , )I I IP x y− − − . 

El ángulo 1  se encuentra comprendido entre las rectas 
1l
  y 

2l
  donde la pendiente 

2m   es la 

pendiente inicial y 
1m   la pendiente final, sustituyendo en la ecuación (3.10) se llega a: 

 1 1 2
1

1 2

tan
1

m m

m m

−
 −

 =
 +

  (3.250) 

Cuando la pendiente 2 0m =  el tratamiento del ángulo 1  es distinto debido a que la 

pendiente para la recta 2l  no se encuentra definido, sin embargo se conoce que se trata de un 

ángulo recto de modo que, considerando el mismo efecto de la ecuación (3.10) se obtiene la 

ecuación: 

 1

1 190 tan m−  = +   (3.251) 
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El segmento 1ST  forma parte de uno de los catetos del triángulo 1 1T IC P P − , como se cuenta 

con el ángulo 1  y el radio 1R  se obtiene que el segmento tiene por longitud: 

 1
1 1 tan

2
ST R


=   (3.252) 

Retomando el triángulo 1T IP AP −  ya se cuenta con la hipotenusa y uno de sus ángulos, de esta 

manera sus catetos son: 

 1 1IAP ST sen− =   (3.253) 

 1 cosTP A ST =   (3.254) 

Para el sistema coordenado mostrado, el punto 1IP −  tiene por coordenadas: 

 1 1 1( , cos )I T TP x ST sen y ST − + +   (3.255) 

Al momento de evaluar el punto 1P  se parte del triángulo 1 1IP BP−  considerando en este punto 

la primera condición que es cuando 2 0m   de modo que la recta 2l  tiene ángulo de 

inclinación   que se define matemáticamente como: 

 
1

2tan m −=   (3.256) 

Por tanto, con base en la hipotenusa y el ángulo de inclinación, los catetos del triángulo 

1 1IBP P−  son: 

 1 1IP B ST sen− =   (3.257) 

 1 1 cosBP ST =   (3.258) 

Con la magnitud de los catetos se observa en la figura que 1P  tiene por coordenadas: 

 1 1 1 1 1( cos , )I IP x ST y ST sen − −+ +   (3.259) 

Para 2IP −  se considera el triángulo 2 1IP CP−   con ángulo interior  que tiene por hipotenusa 

2ST , por consiguiente, para calcular 2ST  se utiliza el triángulo 2 1 2IC PP −  que es un triángulo 

rectángulo con ángulo 2

2


 . El ángulo 2  es el generado entre las rectas 

2l
  y 

3l
  donde 

3m   

es la pendiente inicial y 
2m   la pendiente final: 

 1 2 3
2

2 3

tan
1

m m

m m

−
 −

 =
 +

  (3.260) 
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Cuando la pendiente 2 0m =  el tratamiento del ángulo 2  es distinto debido a que la 

pendiente para la recta 2l  no se encuentra definido, sin embargo se conoce que se trata de un 

ángulo recto de modo que, considerando el mismo efecto de la ecuación (3.10) se obtiene la 

ecuación: 

 1

2 390 tan m−  = +   (3.261) 

Contando con el radio 2R  como hipotenusa y el ángulo 2  se recurre a la función 

trigonométrica tangente para conocer 2ST  siendo este: 

 2
2 2 tan

2
ST R


=   (3.262) 

Retomando el triángulo 2 1IP CP− se tiene que sus catetos son: 

 1 2PC ST sen=   (3.263) 

 2 2 cosICP ST − =   (3.264) 

Por ende, el punto 2IP −  tiene por coordenadas: 

 2 1 2 1 2( cos , )IP x ST y ST sen − + +   (3.265) 

Cuando la recta 2l  tiene pendiente 2 0m =  como se muestra en Fig 3.22b se tiene una recta 

que es paralela al eje de las abscisas, por tanto, para los puntos 1P  y 2IP −  con ecuaciones 

(3.259) y (3.265), respectivamente, se reducen. Considerando lo anterior, el ángulo 0 =  de 

modo que el punto 1P  tiene las siguientes coordenadas: 

 1 1 1 1( , )I IP x ST y− −+   (3.266) 

Así mismo, las coordenadas del punto 2IP −  son: 

 2 1 2 1( , )IP x ST y− +   (3.267) 

El punto VP  se obtiene mediante el ángulo de inclinación de la recta 3l , de modo que: 

 1

3tan m −=   (3.268) 

Del cual se emplea su valor absoluto ya que al tratarse de una pendiente negativa se obtiene 

un ángulo negativo. Con el triángulo 2I VP DP−  con ángulo interior   y con hipotenusa el 

segmento 2ST , se determina la ubicación del punto VP  con la longitud de los catetos del 

triángulo, como se muestra: 

 2VDP ST sen=   (3.269) 
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 2 2 cosIP D ST − =   (3.270) 

Utilizando las ecuaciones anteriores se tienen las siguientes coordenadas para el punto VP : 

 2 2 2 2( cos , )V I IP x ST y ST sen − −+ −   (3.271) 

El centro del círculo uno se calcula con el triángulo 1TP EC   y su correspondiente ángulo 1  

donde este es igual a: 

 1 =   (3.272) 

Por tanto, sus catetos son: 

 1TP E R sen=   (3.273) 

 1 1 cosEC R =   (3.274) 

Con base en lo anterior, se concluye que el centro tiene por coordenadas: 

 1 1 1( cos , )T TC x R y R sen + −   (3.275) 

Usando como base el punto 1P  se concluye que el centro 1C  tiene por coordenadas: 

 1 1 1 1 1( cos , )C x R y R sen + −   (3.276) 

Para el centro del círculo dos se emplea el triángulo 2VP FC   y su correspondiente ángulo 2  

que según se muestra: 

 2 =   (3.277) 

Por tanto, sus catetos del triángulo son: 

 2 2FC R sen=   (3.278) 

 2 cosVP F R =   (3.279) 

Con los cuales el centro es igual a: 

 2 2 2( , cos )V VC x R sen y R − −   (3.280) 

Otra alternativa para calcular el centro 2C  cuando se desconoce el ángulo de inclinación   

es mediante el ángulo  y el triángulo 2 1C GP . El ángulo   se conoce debido a que se 

encuentra en función de la pendiente de la recta 
2l
  de modo que: 

 1

2tan m − =   (3.281) 
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Tabla 3.14 Tabla resumen de la geometría conformada por dos arcos de círculo que 

convergen en un punto  

 

Categoría Descripción Ecuación

Recta l1

Complementario de Recta l1

Recta l2

Recta l3

Recta l2'

Pendiente 1

Pendiente 2

Pendiente 3

Círculo 1 (m2≠0)

Círculo 1 (m2=0)

Círculo 2  (m2≠0)

Círculo 2 (m2=0)

Subtangente 1

Subtangente 2

Intersección 1

Intersección 2 (m2>0)

Intersección 2 (m2=0)

Punto 1 (m2>0)

Punto 1 (m2=0)

Punto final

Círculo 1

Círculo 1

Círculo 2

Círculo 2

Datos:

Pendientes inversas

Centros

Puntos

Punto de intersección

Longitud de la subtangente

Ángulos entre rectas del 

radio

Ángulos de inclinación

1 1 2
1

1 2

tan
1

m m

m m

−
 −

 =
 +

1 2 3
2

2 3

tan
1

m m

m m

−
 −

 =
 +

1 2 1 2 3, , , , , ( , )T T TR R m m m P x y

1

1

1
m

m
 = −

2

2

1
m

m
 = −

3

3

1
m

m
 = −

1

1tan m −=

1

2tan m −=

1

3tan m −=

1

190 tan m −=  −

1 1 1( , cos )I T TP x ST sen y ST − + +

1 1 1 1 1( cos , )I IP x ST y ST sen − −+ +

2 1 2 1 2( cos , )IP x ST y ST sen − + +

1 1 1 1( , )I IP x ST y− −+

2 1 2 1( , )IP x ST y− +

2 2 2 2( cos , )V I IP x ST y ST sen − −+ −

2
2 2 tan

2
ST R


=

1
1 1 tan

2
ST R


=

2 1 2 1 2( cos , )C x R y R sen + −

1

1 190 tan m−  =  +

1 1 1( cos , )T TC x R y R sen + −

2 1 1 1 1( cos , )C x R y R sen + −

1

2 390 tan m−  =  +

1

2tan m − =

2 2 2( , cos )V VC x R sen y R − −
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Empleando únicamente su valor absoluto debido a que, al ser una pendiente negativa, da 

como resultado un ángulo negativo. Empleando el ángulo  , el radio 2R  (como hipotenusa) 

y las funciones trigonométricas seno y coseno se calculan sus catetos: 

 1 2 cosPG R =   (3.282) 

 2 2GC R sen=   (3.283) 

Usando como base el punto 1P  se concluye que el centro 2C  tiene por coordenadas: 

 2 1 2 1 2( cos , )C x R y R sen + −   (3.284) 

Las ecuaciones anteriormente calculadas se sintetizan en la Tabla 3.14. 

3.4.6 Cálculo del punto final cuando la pendiente final es desconocida 

Cuando se desconoce la pendiente final de la estructura, pero se conoce la ordenada Vy  en la 

cual se desea concluir la estructura terminal se requieren emplear formas alternativas de 

cálculo para este punto. El punto ( , )V v vP x y  forma parte de la circunferencia del círculo uno 

o del círculo dos según sea el caso  de forma que resulta útil emplear la forma general de la 

ecuación de un círculo mediante la ecuación (3.24) de la sección 3.2.7, la cual reordenando 

y sustituyendo las incógnitas correspondientes, se llega a: 

 2 2 2 2 2

2 2 2 2 22 2 0V V V Vx h x y k y h k R− + − + + − =   (3.285) 

En donde se identifican los elementos de una ecuación de segundo grado, identificando sus 

partes se tiene: 

 
2 0ax bx c+ + =   (3.286) 

donde, 

2

2 2 2 2

2 2 2 2

1

2

2V V

a

b h

c y k y h k R

=

= −

= − + + −

  

Las raíces de la ecuación (3.286) se conocen utilizando la formula general, por tanto: 

 

2 22
2 2 2 2( 2 ) ( 2 ) 4(1) 2 4 44

2 2(1) 2
V

h h c h h cb b ac
x

a

− −  − −  −−  −
= = =   

2 2

2 2 2 2h h c h h=  − =  2 2

2 22V Vy k y h− + − 2 2

2 2k R− +  
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 2 2 2

2 2 2 22V V Vx h R y k y k=  − + −   (3.287) 

El punto VP  queda definido por: 

 ( )2 2 2

2 2 2 22 ,V V V VP h R y k y k y+ − + −   (3.288) 

Como no se conoce la pendiente 3m  el ángulo   no se encuentra definido. Para determinar 

3m  es necesario conocer 
3m  , este se calcula con la pendiente de la recta 

3l
  con los puntos 

2C  y VP , por tanto, 
3m   es: 

 2
3

2

V

V

y k
m

x h

− =
−

  (3.289) 

Así mismo, como 3m  y 
3m   son perpendiculares, el inverso de 

3m   da como resultado 3m  

 
3

3

1
m

m
= −


  (3.290) 

Finalmente se retoma la ecuación (3.268) para determinar el ángulo  .  

3.4.7 Ejemplos de aplicación 

A continuación, se exponen ejemplos de aplicación que permiten analizar los temas vistos 

hasta este punto en este capítulo. Los ejemplos analizados son elementos aislados que se 

basan en los planos de las Fig 3.23 y Fig 3.24 que consisten en dos obras de excedencias con 

diferentes funciones; la primera permite desalojar, ante eventos extraordinarios, un volumen 

mucho mayor de agua representado así a una obra de excedencia de emergencia y la segunda 

permite verter el volumen excedente de agua durante su servicio. Los diferentes elementos 

que componen los planos de manera general son las del canal de llegada, estructura de control 

(cimacio), el canal de descarga (rápida), y la estructura terminal (tanque amortiguador o salto 

de esquí).  

Los cadenamientos tienen como punto de origen la cresta de los cimacios, representando los 

cadenamientos positivos a la derecha y negativos a la izquierda. Respecto al eje de las 

ordenadas, la altimetría se maneja por medio de sus elevaciones siendo necesario emplear la 

sustracción correspondiente para conocer los distintos puntos que lo componen. De manera 

adicional se indican en los planos las pendientes de la plantilla del canal, las elevaciones 

principales, la ecuación de las curvas que se presenten en la sección aguas abajo del cimacio 

o en otras curvas que se presenten en el canal de descarga para la transición correcta del 

fluido dentro del canal.  
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3.4.7.1 Ejemplo 3.3 

La transición delimitada del cadenamiento 0+013.25 al 0+017.95 representada en la Fig 3.25, 

consiste en la unión del punto de tangencia aguas abajo del cimacio y el canal de descarga 

del plano de la Fig 3.23. Se observa que se encuentra compuesta por un arco de círculo de 

modo que es posible determinar sus características geométricas partiendo de la metodología 

explicada en la sección 3.4.2. Las coordenadas del cimacio se indican en la Tabla 3.15. 

 

Fig 3.25 Transición cimacio-canal de descarga delimitada del cadenamiento 0-010.65 al 

0+017.95. En la parte superior se sombrea la sección a la que hace referencia la figura inferior. 

La pendiente 1m  no se encuentra indicada de forma clara, pero es posible calcularla a partir 

de la ecuación de la curva aguas abajo del cimacio. Se sabe que la derivada es la recta 

tangente a la curva en el punto evaluado, por tanto, calculando la derivada de la ecuación de 

la curva: 

 
0.85267

1 0.07894727387
dy

m x
dx

= =   (3.291) 

 0.85267

1 0.07894727387(13.25)m =   
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 1 0.715m =   (3.292) 

Tabla 3.15 Coordenadas del cimacio delimitado por los cadenamientos 0-010.65 al 0+017.95 

de la Fig 3.23. 

 

Por otro lado, la pendiente 2m  se encuentra indicada como: 

 2 0.054m =   (3.293) 

El radio del círculo es: 

 8.818R m=   (3.294) 

El punto tangente con el canal es el punto 8P  de la Tabla 3.15 que tiene por coordenadas: 

 (13.25,5.115)TP   (3.295) 

Las pendientes inversas de 1m  y 2m  son: 

 1

1
1.3986

0.715
m  = − = −   (3.296) 

 2

1
18.5185

0.054
m  = − = −   (3.297) 

El ángulo de inclinación de la recta 1l  es: 

 1tan 0.715 35.565 −= =    (3.298) 

Con su ángulo complementario: 

 
190 tan 0.715 54.435 −=  − =    (3.299) 

El ángulo de inclinación de la recta 2l  es: 

 1tan 0.054 3.091 −= =    (3.300) 

Punto x (m) y (m)

P1 -4.456 1.446

P2 -2.64 0.373

P3 0 0

P4 3 0.33

P5 5 0.84

P6 8 2.01

P7 12 4.25

P8 13.25 5.115

Coordenadas
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El ángulo entre las rectas 1l  y 2l  es: 

 1 1.3986 18.5185
tan 32.474

1 ( 1.3986)( 18.5185)

− − +
 = = 

+ − −
  (3.301) 

 La longitud de la recta subtangente se obtiene con base en el radio R  y ángulo   de modo 

que: 

 
32.474

8.818 tan 2.568
2

ST


= =   (3.302) 

De esta manera ahora se calcula el punto de intersección IP  de la forma: 

 (13.25 2.568 (54.435 ),  5.115 2.568cos(54.435 ))IP sen+  +    

 (15.339,6.609)IP   (3.303) 

El punto final VP  se calcula a partir del punto de tangencia IP  en conjunto con el ángulo   

y la subtangente ST : 

 (15.339 2.568cos(3.091 ),6.609 2.568 (3.091 ))VP sen+  +    

 (17.903,6.747)VP   (3.304) 

Por último, resta calcular el centro del círculo: 

 (13.25 8.818cos(54.435 ),5.115 8.818 (54.435 ))C sen+  −    

 (18.379, 2.058)C −   (3.305) 

3.4.7.2 Ejemplo 3.4 

La estructura terminal delimitada del cadenamiento 0+370.79 al 0+407.60 representada en la 

Fig 3.26, consiste en la unión de esta estructura con el canal descarga como es indicado en el 

plano de la Fig 3.23. Se observa que se encuentra compuesta por dos arcos de círculo que 

convergen en un punto los cuales tienen distintos radios de modo que es posible determinar 

sus características geométricas partiendo de la metodología explicada en la sección 3.4.5.  

Las pendientes principales que se tienen son: 

 
1

2

0.265

0

m

m

=

=
  (3.306) 

La pendiente 3m  es desconocida. Los radios para el círculo uno y círculo dos son: 

 
1

2

60

30.218

R m

R m

=

=
  (3.307) 
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Fig 3.26 Estructura terminal de la obra de excedencia delimitada del cadenamiento 0+370.79 al 

0+407.60. En la parte superior se sombrea la sección a la que hace referencia la figura inferior. 

El punto tangente con el canal tiene por coordenadas: 

 (370.79,44.64)TP   (3.308) 

Que es resultado de la resta entre la cresta del cimacio (Elev.167.64) y la elevación en el 

cadenamiento 0+370.79 (Elev.123). La pendiente inversa de 1m  es: 

 1

1
3.77358

0.265
m  = − = −   (3.309) 
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Al ser 2 0m =  se presenta una recta con ángulo de inclinación 0 =  para 2l  y, por tanto, su 

recta inversa, 
2l
  tiene ángulo recto 90 =  . El ángulo de inclinación de la recta 1l  es: 

 1tan 0.265 14.84 −= =    (3.310) 

Y su ángulo complementario: 

 190 tan 0.265 75.16 −=  − =    (3.311) 

El ángulo entre las rectas 1l  y 2l  es: 

 1

1 90 tan ( 3.77358) 14.842− = + − =    (3.312) 

La longitud de la recta subtangente se obtiene con base en el radio 1R  y ángulo 1  de modo 

que: 

 1

14.842
60 tan 7.815

2
ST


= =   (3.313) 

De esta manera, ahora se calcula el punto de intersección 1IP −  de la forma: 

 1(370.79 7.815 (75.16 ),44.64 7.815cos(75.16 ))IP sen− +  +    

 1(378.344,46.642)IP −   (3.314) 

El punto 1P  se obtiene a partir del punto de tangencia 1IP −  en conjunto con el ángulo   y la 

subtangente 1ST : 

 1(378.44 7.815,46.64)P +   

 1(386.25,46.64)P   (3.315) 

Los puntos restantes no son posibles de calcular debido que la pendiente 3m  es desconocida 

y, por tanto, se recurre a lo visto en la sección 3.4.6 para una forma de cálculo alternativa del 

punto VP  y a partir de este calcular los puntos restantes. Para emplear la ecuación (3.288) se 

deben de conocer antes los centros para los dos arcos de círculo, estos se calculan de la 

siguiente manera, para el centro del círculo uno:  

 1(386.25 60cos(90 ),46.64 60 (90 ))C sen+  −    

 1(386.25, 11.36)C −   (3.316) 

De manera análoga, para el centro del círculo dos:   

 2 (386.25 30.218cos(90 ),46.64 30.218 (90 ))C sen+  −    

 2 (386.25,16.42)C   (3.317) 
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Para determinar el punto VP  se debe conocer la ordenada vy  a la cual se desea llegar además 

del centro 2C  del círculo dos. La ordenada Vy  es en este caso 37.79vy =  calculado a partir 

de la diferencia entre la elevación de la cresta del cimacio (Elev.167.64) y la elevación del 

punto final de la estructura terminal (Elev.129.85), mediante esta consideración se obtiene: 

 ( )2 2 2386.25 30.218 37.79 2(16.42)(37.79) (16.42) ,37.79VP + − + −   

 ( )407.60,37.79VP   (3.318) 

Para el punto de intersección 2IP −  es necesario calcular el segmento 2ST , por tal motivo es 

necesario conocer la pendiente de la recta 
3m   por medio de la ecuación (3.289): 

 3

37.79 16.42
1.00

407.60 386.25
m

− = =
−

  (3.319) 

La pendiente de la recta 3m  se calcula mediante el inverso de 
3m   : 

 3

1
1

1
m = − = −   (3.320) 

El ángulo comprendido entre las rectas 
2l
  y 

3l
  es: 

 1

2 90 tan 1 45− = + − =    (3.321) 

De esta forma se tiene que la longitud de la recta subtangente 2ST  es: 

 2

45
30.218 tan 12.517

2
ST = =   (3.322) 

Finalmente, conocidos 2ST  y que el ángulo 0 =  el punto subtangente 2IP −  tiene por 

coordenadas: 

 2 (386.25 12.517,46.64)IP − +   

 2 (398.767,46.64)IP −   (3.323) 

3.4.7.3 Ejemplo 3.5 

La transición delimitada del cadenamiento 0-007.375 al 0+022.93 representada en la Fig 

3.27, consiste en la unión del punto de tangencia aguas abajo del cimacio y el canal de 

descarga del plano de la Fig 3.24. Se observa que se encuentra compuesta por un arco de 

círculo de amplio radio, de modo que es posible determinar sus características geométricas 

partiendo de la metodología explicada en la sección 3.4.2. Las coordenadas del cimacio se 

indican en la Tabla 3.16. 
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Fig 3.27 Transición cimacio-canal de descarga delimitada del cadenamiento 0-007.375 al 

0+022.93. En la parte superior se sombrea la sección a la que hace referencia la figura inferior. 

La pendiente 1m  no se encuentra indicada de forma clara, pero se puede calcular a partir de 

la ecuación de la curva aguas abajo del cimacio. Se sabe que la derivada es la recta tangente 

a la curva en el punto evaluado, por tanto, calculando la derivada correspondiente a la 

ecuación de la curva: 

 
0.847482

1 0.0675675324
dy

m x
dx

= =   (3.324) 

 0.847482

1 0.0675675324(10.58)m =   
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 1 0.5m =   (3.325) 

 

Tabla 3.16 Coordenadas del cimacio delimitado por los cadenamientos 0-007.375 al 0+022.93 

de la Fig 3.27. 

 

Por otro lado, la pendiente 2m  se encuentra indicada como: 

 2 0.340m =   (3.326) 

El radio del círculo es: 

 98.587R m=   (3.327) 

El punto tangente con el canal es el punto 7P   de la Tabla 3.16 que tiene por coordenadas: 

 (10.58,2.85)TP   (3.328) 

Las pendientes inversas de 1m  y 2m  son: 

 1

1
2

0.5
m  = − = −   (3.329) 

 2

1
2.94176

0.34
m  = − = −   (3.330) 

El ángulo de inclinación de la recta 1l  es: 

 1tan 0.5 26.565 −= =    (3.331) 

Con su ángulo complementario: 

 
190 tan 0.7147 63.435 −=  − =    (3.332) 

El ángulo de inclinación de la recta 2l  es: 

Punto x (m) y (m)

P1 -5.452 1.767

P2 -3.255 0.465

P3 0 0

P4 2 0.131

P5 4 0.478

P6 6 1

P7 8 1.704

P8 10.58 2.85

COORDENADAS
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 1tan 0.34 18.778 −= =    (3.333) 

El ángulo entre las rectas 1l  y 2l  es: 

 1 2 2.94176
tan 7.79

1 ( 2)( 2.94176)

− − +
 = = 

+ − −
  (3.334) 

 La longitud de la recta subtangente se obtiene con base en el radio R  y ángulo   de modo 

que: 

 
7.79

98.587 tan 6.712
2

ST


= =   (3.335) 

De esta manera ahora se calcula el punto de intersección 1IP −  de la forma: 

 (10.58 6.712 (63.435 ),  2.85 6.712cos(63.435 ))IP sen+  +    

 (16.58,5.85)IP   (3.336) 

El punto final VP  se calcula a partir del punto de tangencia IP  en conjunto con el ángulo   

y la subtangente ST : 

 (16.58 6.712cos(18.778 ),5.85 6.712 (18.778 ))VP sen+  +    

 (22.935,8.01)VP   (3.337) 

Por último, resta calcular el centro del círculo: 

 (10.58 98.587cos(63.435 ),2.85 98.587 (63.435 ))C sen+  −    

 (54.67, 85.33)C −   (3.338) 

3.4.7.4 Ejemplo 3.6 

La transición a la estructura terminal delimitada del cadenamiento 0+189.63 al 0+205.03 

representada en la Fig 3.28, consiste en la unión de esta estructura con el canal descarga como 

es indicado en el plano de la Fig 3.24. Se observa que se encuentra compuesta por un arco de 

círculo que es posible determinar sus características geométricas partiendo de la metodología 

explicada en la sección 3.4.2. Las coordenadas de la curva que antecede a la geometría se 

indican en la Tabla 3.17. 

La pendiente 1m  no se encuentra indicada de forma clara, pero se puede calcular a partir de 

la ecuación de la curva aguas abajo del cimacio. Se sabe que la derivada es la recta tangente 

a la curva en el punto evaluado, por tanto, calculando la derivada correspondiente a la 

ecuación de la curva: 

 
0.85

1 0.0281015( 18.79)
dy

m x
dx

= = +   (3.339) 



130 

 

 0.85

1 0.0281015(64.63 18.79)m = +   

 1 1.20728m =   (3.340) 

 

Fig 3.28 Unión entre el canal de descarga con el tanque de amortiguamiento delimitada del 

cadenamiento 0+125.00 al 0+205.03. En la parte superior se sombrea la sección a la que hace 

referencia la figura inferior. 
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Tabla 3.17 Coordenadas del cimacio delimitado por los cadenamientos 0+125.00 al 0+189.63 

de la Fig 3.28 

 

Por otro lado, la pendiente 2m  se encuentra indicada como: 

 2 0m =   (3.341) 

El radio del círculo es: 

 20R m=   (3.342) 

El punto tangente con el canal tiene por coordenadas: 

 (189.63,93.69)TP   (3.343) 

Las pendientes inversas de 1m  y 2m  son: 

 1

1
0.82831

1.20728
m  = − = −   (3.344) 

 
2m  =    (3.345) 

Donde la pendiente 
2m   está claramente no definida y se dice que la recta 

2l
  no tiene 

pendiente. El ángulo de inclinación de la recta 1l  es: 

 1tan 1.20728 50.365 −= =    (3.346) 

Con su ángulo complementario: 

 
190 tan 0.7147 39.635 −=  − =    (3.347) 

Punto x (m) y (m)

P0 0 0

P1 2 0.71

P2 4 1.49

P3 8 3.21

P4 16 7.35

P5 24 12.38

P6 32 18.2

P7 40 25.2

P8 50 34.66

P9 58.825 44.19

P10 64.63 50.97

COORDENADAS
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El ángulo entre las rectas 1l  y 2l  es: 

 1

1 90 tan 0.82831 50.365− = + − =    (3.348) 

 La longitud de la recta subtangente se obtiene con base en el radio R  y ángulo   de modo 

que: 

 
50.36

20 tan 9.40276
2

ST


= =   (3.349) 

De esta manera ahora se calcula el punto de intersección 1IP −  de la forma: 

 (189.63 9.40276 (39.635 ),  93.69 9.40276cos(39.635 ))IP sen+  +    

 (195.63,100.93)IP   (3.350) 

El punto final VP  se calcula a partir del punto de tangencia IP  en conjunto con el ángulo   

y la subtangente ST : 

 (195.63 9.40276,100.93)VP +   

 (205.03,100.93)VP   (3.351) 

Por último, resta calcular el centro del círculo: 

 (189.63 20cos(39.635 ),93.69 20 (39.635 ))C sen+  −    

 (205.03,80.93)C   (3.352) 
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4. APLICACIÓN DE LA ESTADÍSTICA AL ANÁLISIS 

GRANULOMÉTRICO DE UNA MUESTRA DE 

SEDIMIENTO Y AL AJUSTE DE CURVAS 

4.1 Aspectos generales 

La Estadística tiene aplicaciones directas como indirectas muy amplias en diversas ciencias 

básicas y ciencias aplicadas que resultan ser muy útiles para hacer frente a diversas 

situaciones que por sí solas sería difícil de determinar ya que proporciona resultados mucho 

más precisos y confiables. Debido a lo anterior la Estadística es ampliamente utilizada tanto 

en la vida cotidiana ya sea de forma inconsciente o de forma consciente, de manera imprecisa 

o de manera precisa. 

Al aplicar la Estadística a la ingeniería se tiene un sinfín de usos los cuales, algunos de ellos, 

están relacionados con las obras de excedencia. Estos se tratan en el presente capítulo 

haciendo énfasis en el ajuste de curvas por el método de regresión lineal por mínimos 

cuadrados, tema que hace uso de forma directa o indirecta de los modelos de distribución 

probabilísticos, medidas de tendencia central y medidas de dispersión la cual es una 

herramienta ampliamente usada debido a su versatilidad en temas como el análisis 

granulométrico de los sedimentos transportados en un cauce natural o artificial así como 

también al análisis granulométrico del suelo de un sitio. Su uso también se extiende al ajuste 

de curvas en la sección aguas abajo del cimacio mediante la linealización de la relación no 

lineal que éste posee, permitiendo obtener la ecuación que define a la curvatura de esta 

sección. 
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Al emplear la Estadística al análisis granulométrico, independientemente de su finalidad, es 

útil estudiar los conceptos fundamentales con el objetivo de comprender su comportamiento 

al ser aplicados, debido que, además de obtener ecuaciones o realizar ajustes de la curva 

granulométrica, también se emplean medidas de tendencia central, medidas de dispersión y 

técnicas de representación gráfica en su desarrollo.  

Adicional a los fundamentos plasmados, también se indica la metodología empleada en la 

elaboración de distintas escalas gráficas para la representación de un conjunto de datos lo 

cual resulta muy útil para conocer a que modelo se ajustan mejor, motivo por el cual se indica 

la metodología de elaboración tanto para la escala normal como la escala logarítmica, dado 

que ambas escalas sirven de bases para la combinación entre sí, así como a otras escalas más 

comunes. 

4.2 El papel de la Estadística y la teoría del muestreo 

Es fundamental notar que la estadística no necesariamente expresa un hecho, ya que un hecho 

cualquiera puede estar influenciado por factores que cambien su resultado real, 

independientemente si factores están presentes de manera consciente o no. Es así como se 

llega a lo expuesto por Ostle (1990) afirmando que, cuando se hace uso adecuado de la 

Estadística, las investigaciones se hacen más eficientes, por ende, recurrir a las técnicas y 

conceptos básicos de esta ciencia resulta tan útil para los investigadores. Sin embargo, al ser 

la Estadística un recurso tan valioso, es común de manera consciente o no en muchas 

ocasiones se le llegue a emplear en investigaciones mal concebidas o mal ejecutadas para 

justificarlas atribuyéndoles aparentemente mayor confianza. En contraparte, también se 

presentan muchas investigaciones que hacen uso adecuado de los conceptos estadísticos y 

así sustentar las investigaciones realizadas con los cuidados adecuados para poder elaborarse 

de manera óptima. Es importante darse cuenta del potencial que proporciona la estadística y 

poder tener un juicio adecuado para así evitar los problemas derivados de una mala práctica 

debido a la complejidad que involucra la teoría del muestreo y procesos subsecuentes para 

llegar al resultado deseado. 

Al abordar a la Estadística se presentan dos ramas: la Estadística descriptiva o deductiva y 

la Estadística inferencial o también llamada inductiva como se indica en Fig 4.1. La 

Estadística descriptiva tiene por objetivos reunir información, clasificar, ordenar, analizar 

y representar la información de manera que busca describir y analizar características de la 

muestra de una población determinada sin realizar conclusiones para la posterior toma de 

decisiones. Las principales herramientas en las que se basa la Estadística descriptiva son: 

a) Medidas de tendencia central 

b) Medidas de dispersión 

La Estadística inferencial, a diferencia de la deductiva, permite realizar conclusiones para 

la posterior toma de decisiones buscando contar con suficiente evidencia que permita 

acercarse a describir el comportamiento de cierto fenómeno. Algunas de sus principales 

herramientas en las que se basa la Estadística inferencial son: 
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a) Cálculo de errores 

b) Intervalos de confianza 

 

Fig 4.1 Mapa conceptual de las principales ramas de la estadística con sus principales objetivos 

y herramientas. 

4.3 Tipos de variables 

Generalmente las personas que emplean la Estadística utilizan diversas herramientas propias 

de esta ciencia básica, pero suelen no prestar la debida atención a las variables que son 

utilizadas. Conocer esto es importante, ya que además de informativo, puede emplearse para 

determinar cuáles son los métodos adecuados para resolver el problema tratado. 

Al aplicar la Estadística para diversos propósitos, es común emplear diversas variables 

propias de la Estadística o recurrir a algunas variables propias de la Probabilidad. De esta 

forma, en esta sección, se recurre a analizar variables usuales en ambas ciencias básicas que 

posteriormente son empleados en diversos temas. 

4.3.1 Variables estadísticas 

En la Fig 4.2 se sintetizan los principales tipos de variables entre las que se encuentran dos 

grandes grupos: los de tipo cualitativo y los de tipo cuantitativo. Los datos de tipo 
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cuantitativos son todos aquellos que se pueden representar mediante valores numéricos como 

los días de un determinado mes, el número de personas en una fila o el número de libros en 

un librero solo por citar algunos. En contraparte, los datos cualitativos son aquellos a los que 

también se les puede llamar atributos, por no representan valores numéricos y solo buscan 

describir cualidades entre los que se encuentran el tamaño de un objeto, el color o la forma. 

Aunque existen notorias diferencias, el tratamiento que se les da a ambos es similar, debido 

a que, en muchas ocasiones, se les puede asignar valores numéricos a los diferentes datos 

cualitativos. 

Para los datos de tipo cualitativo se encuentran los nominales y los ordinales. Los 

nominales son aquellos que no siguen un determinado orden y son empleados para nombrar, 

mientras que los ordinales si siguen un determinado orden, en otras palabras, los ordinales 

sirven para representar la posición en una serie ordenada de elementos.  

Así mismo, en cuanto a las variables cuantitativas se dividen en variables discretas y 

variables continuas. Las variables discretas con aquellas que toman valores contables de 

valores, los cuales no son necesariamente enteros, pero si se encuentran claramente definidos, 

por otra parte, las variables continuas son aquellas que pueden tomar cualquier valor 

numérico dentro de un intervalo de números reales. 

 

Fig 4.2 Mapa conceptual de los diferentes tipos de variables estadísticas. 

4.3.1.1 Población y muestra 

Para obtener resultados adecuados en una investigación realizada, es necesario contar con 

observaciones realizadas a un determinado grupo o fenómeno. De esta necesidad surgen dos 

términos que resultan importantes y de uso frecuente en la Estadística los cuales son: la 

población y la muestra. 
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De acuerdo con Murray R. Spiegel, John Schiller y R. Alu Srinivasan (2013) una población 

es un conjunto completo de elementos que poseen alguna característica en común y que es 

objeto del estudio que se realiza. Con frecuencia la palabra población suele vincularse con 

las observaciones y/o las medidas realizadas y no los individuos o los objetos debido al hecho 

que la población puede tratarse de aspectos cuantitativos como altura, peso, personas, libros, 

ciudades, equipos electrónicos entre otros. Cabe mencionar que al hacer mención de una 

población se refiere al número total de elementos que componen el estudio lo cual muchas 

veces no es posible realizar las observaciones pertinentes en función de la población, ya que 

esto puede ocasionar problemas como insuficiente presupuesto para realizar tal actividad, 

dificultad de analizar cada uno de los elementos que componen la población o el hecho de 

no contar con el suficiente tiempo para realizar las observaciones necesarias a toda la 

población. 

Debido a los problemas anteriores, es necesario utilizar subgrupos llamados muestras que 

permitan dar a conocer y evaluar de forma adecuada a la población cuando no es posible 

realizar las observaciones sobre todos los elementos de la población. Basándose en esto, se 

considera que una muestra es un conjunto de elementos representativos de la población 

que permite conocer los rasgos descriptivos o inferir sobre los mismos. Como menciona 

la definición, una muestra se trata de elementos representativos y, por lo tanto, surge la 

necesidad de reflexionar cómo es posible seleccionar una muestra que represente de manera 

adecuada y óptima las características de una determinada población dado que de esto depende 

la confiabilidad de las conclusiones que se obtengan, a este fenómeno se le llama muestras 

aleatorias.  

Los autores Murray R. Spiegel et al. (2013) indican que una manera de hacer esto cuando se 

trata de poblaciones finitas es asegurarse de que cada miembro de la población tenga la 

misma posibilidad de pertenecer a la muestra ya que en caso contrario se presentan 

situaciones en las que variables aparentemente sin importancia estén discriminando a ciertos 

elementos de la población y dicha población ya no es representada debidamente con todas 

sus características mediante la muestra  o muestras obtenidas, sin embargo, esto no garantiza 

que efectivamente el elemento represente de manera totalmente efectiva a la población y 

cuando se tratan de poblaciones relativamente pequeñas se suelen emplear números de la 

suerte para seleccionar los elementos que en su conjunto formarán parte de la muestra. 

4.3.2 Variables probabilísticas 

La probabilidad, al proponer modelos para fenómenos aleatorios, se encuentra sujeta a que 

se presenten diferentes resultados cada vez que es medido aun cuando se realice controlando 

algunas variables. Esto se debe a las posibles intervenciones de un gran número de variables 

de las cuales no se pueden tener control de estas. Pese a esto, algunas de ellas pueden ser 

controladas, pero esto involucra un costo adicional que puede ser alto, así como otras 

variables que están enteramente fuera de control debido a un escaso conocimiento de esta 

inclusive que la tecnología actual no este lo suficientemente desarrollada aún y esto nos 

impida controlarla. 
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A este tipo de variaciones en los experimentos se les suele llamar variaciones aleatorias, las 

cuales, en algunos casos, son tan pequeñas en comparación con los objetivos del experimento 

que pueden ignorar. Sin embargo, se debe tener en cuenta que a pesar de estar presente casi 

siempre las variaciones aleatorias, pueden ser lo suficientemente grandes para que las 

conclusiones importantes en el experimento no sean evidentes. 

4.3.2.1 Espacio muestral y eventos 

Tomando en cuenta la que involucra la aleatoriedad, se deduce que un experimento 

aleatorio es aquél que puede producir resultados diferentes, aun cuando se repita siempre de 

la misma manera. Así mismo, al conjunto de todos los resultados posibles de un experimento 

aleatorio, se le llama espacio muestral del experimento al cual se le denota por S . 

Un evento es definido como uno de los posibles resultados de un experimento aleatorio. La 

manera de representa la relación entre un espacio muestral y los diferentes eventos que 

pueden acontecer para éste, es mediante la siguiente forma: 

 1 2:{ , ,..., }nS e e e   

Como se observa, cada uno de los eventos ne   pertenecen al espacio muestral S . Es posible 

que se presente más de un espacio muestral que describa los resultados que se obtienen al 

realizar un experimento, pero finalmente solo habrá uno que proporcione la mayor 

información o la información de interés. Un espacio muestral puede estar compuesto de uno 

o más elementos que lo integran. Cuando se trata de un solo elemento que compone al 

elemento se dice que es un evento simple o elemental. 

4.3.2.2 Variables aleatorias 

La variable aleatoria suele ser un concepto difícilmente digerible por el hecho que, en estricto 

sentido, no es una variable, ni tampoco es aleatoria. Más bien, se trata de una función, pero 

debido a los otros factores con los que suele interactuar se le suele denominar de esta manera.  

La definición indica que una variable aleatoria es una función que asigna un número real a 

cada evento de un espacio muestral dado un experimento aleatorio. Esto indica que a cada 

elemento del espacio muestral o también llamado evento, corresponde a un número real 

único, esto es, el valor de la variable aleatoria. Para ilustrar lo anterior, como ejemplo se 

considera a X  como la variable aleatoria y como S  al espacio muestral cuyos eventos se 

representan mediante las literales ie , de esta manera al espacio muestral se le representa 

como 1 2:{ , ,..., }nS e e e . Al momento de asignar a cada evento de la variable aleatoria X  un 

resultado que de acuerdo con la definición corresponde a una incógnita con valor real se llega 

a la siguiente representación para una variable aleatoria: 

 ( )i iX e x=   
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Donde ix  corresponde al resultado asociado al evento del espacio muestral de la cual la 

variable aleatoria está en función. Por tanto, considerando lo anterior descrito, la variable 

aleatoria se le llama así porque se encuentra en función de un evento que pertenece a un 

espacio muestral, pero sus eventos corresponden a los resultados posibles de un experimento 

aleatorio dado. 

 

Fig 4.3 Mapa conceptual de las variables aleatorias y su ramificación. 

La probabilidad, así como la estadística, se define con frecuencia como el resultado de 

variables aleatorias, de esta manera se entiende que la asimilación de este concepto es 

primordial al momento de tratar temas que involucran a las estadísticas y a la probabilidad 

ya que de menara consciente o no, se hace uso de las variables aleatorias. 

Además, según el tipo de variables aleatorias, como se observa en la Fig 4.3 se pueden dividir 

en variables aleatorias discretas y variables aleatorias continuas. Las primeras hacen 

referencia a aquellas que toman un número contable de valores, pero no necesariamente a 

números enteros, pero si valores que se encuentran claramente definidos. Los segundos hacen 

referencia a cualquier valor numérico dentro de un intervalo real 

4.4 Distribuciones de frecuencias 

A medida que se manejan los diferentes elementos de una muestra, éstos pueden ser 

utilizados de manera individual, los cuales, dependiendo del número de elementos que 

compongan la muestra es posible manejarlos de manera práctica y económica de manera 
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individual o pueden llegar a ser muy cuantiosos y representar un problema. Es en este 

momento cuando resulta conveniente realizar diferentes agrupaciones a un conjunto de datos 

para poder facilitar esta tarea; los datos agrupados y los datos no agrupados. 

4.4.1 Datos agrupados y no agrupados 

Al momento de realizar las observaciones de un experimento, es natural que se presenten 

repeticiones de algunos de estos valores las cuales reciben el nombre de frecuencias. Cuando 

se introducen diferentes agrupaciones al conjunto de datos buscando discriminar estos 

mediante diferentes criterios o haciendo uso de rangos; a estos grupos se les conoce como 

intervalos de clase. Al estar agrupado, se realiza un conteo de los datos para cada intervalo 

de clase y de igual manera que con los datos no agrupados se le conoce a esto como 

frecuencia.  

Así es como, englobando estos términos, distribución de frecuencias se entiende como un 

conjunto de datos que pueden ser ordenado de manera ascendente o descendente y permite 

conocer el comportamiento de los datos, es decir, su distribución, así como a la frecuencia 

con la que se presenta un mismo valor dentro de la distribución.  

Conviene reflexionar sobre cuáles son las ventajas de realizar los intervalos de clase de una 

muestra, las cuales son: 

• Al requerirse en ocasiones realizar un muestreo que contenga un conjunto de datos 

muy grande puede presentarse el inconveniente de ser poco práctico y antieconómico 

el estar tratando con un gran número de casos. 

• Es posible que los datos recabados presenten una frecuencia muy baja y represente 

una baja relevancia para el estudio. 

Los intervalos de clase pueden presentar también un gran inconveniente y es que al estar 

tratando con diferentes conjuntos de datos agrupados estos indudablemente llegan a perder 

parte de la información al ya no tratarse como entidades distintivas y separadas.  

Esta pérdida de información puede ser relevante o poco relevante debido a que tan grande 

sean estos intervalos, es decir, mientras más pequeños sean los intervalos de clase habrá 

menos pérdidas de información, y mientras más grande sean los intervalos de clase habrá 

más pérdidas de información. Es claro que para mayor precisión se requieren intervalos de 

clases pequeños, lo que puede originar a preguntarse qué tan pequeños pueden ser estos 

intervalos para lo cual no existe ninguna regla general que permita ser aplicada en todos los 

casos, sin embargo, se pueden considerar aspectos como que los intervalos no sean tan 

pequeños que ocasione un alto costo económico o sea proco práctico, así como que los 

intervalos de clase no sean tan grandes que permitan una gran pérdida de información. Así 

es como se recomienda, además, realizar entre 10 a 20 intervalos de clase a partir de la 

muestra objeto de estudio. 

Otros aspectos relevantes al momento de tratar con la distribución de frecuencias son: 

a) El límite de clase inferior es el valor más pequeño para cada clase. 
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b) El límite de clase superior es el valor más grande para cada clase. 

c) El tamaño de la clase es la diferencia entre dos límites superiores o inferiores de dos 

clases consecutivas. 

d) La marca de clase es el punto medio para un intervalo dado. Las marcas de clases se 

calculan sumando el límite de clase inferior con el límite de clase superior y 

dividiéndolos entre dos. 

Generalmente a este tipo de conjunto de datos, ya sea por clase o de manera individual se les 

suele ordenar en una tabla donde se exponen en una columna las clases y en otra columna la 

frecuencia para una de las clases. 

4.4.2 Distribución de frecuencias relativas 

Al realizar una tabla de distribución de frecuencias es común encontrar las clases o elementos 

de la muestra ordenados de forma ascendente o descendente, y la frecuencia que corresponde 

a cada clase, sin embargo, en muchas ocasiones es útil conocer la frecuencia relativa. 

La frecuencia relativa se representa mediante porcentaje. Este consiste en el porcentaje que 

ocupa cada una de las frecuencias de los intervalos de clase con respecto a la suma total de 

todas las frecuencias que componen la muestra o población. Es decir: 

 
Frecuencia del intervalo de clase

Frecuencia relativa ( )=
Total de las frecuencias

Fr   

O expresado de otra manera: 

 

1

= i

n

i

i

f
Fr

f
=


  (4.1) 

Donde if  es la frecuencia para la clase i . 

4.4.3 Distribución de frecuencias relativas acumuladas 

La frecuencia relativa acumulada como su nombre lo dice, consiste en sumar los 

porcentajes de cada frecuencia relativa de manera gradual, de manera que inicie en los 

datos con frecuencias más bajas. Es decir, es la suma de la frecuencia relativa de esa misma 

clase y la frecuencia relativa acumulada de la clase inmediata anterior de menor valor: 

 1= i iFa Fr Fr− +   (4.2) 

4.5 Técnicas de representación gráfica 

La Estadística, sin ayuda de elementos gráficos que permitan asimilar de manera óptima lo 

expresado mediante los conceptos y datos recabados, puede resultar en una interpretación 
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pobre de los datos y resultados analizados a los que se han llegado, por eso, para obtener un 

mayor provecho a la Estadística se suelen utilizar técnicas de representación gráfica, de 

manera que no debe considerar como un sustituto del tratamiento estadístico de los datos, 

sino como una herramienta de ayuda visual. 

Un aspecto relevante de la representación gráfica es el hecho de poder comparar con mayor 

facilidad diferentes conjuntos de datos, sin embargo, la comparación debe realizarse 

teniendo importantes cuidados entre los elementos que integra una gráfica, ya que en 

éstas se presentan características que pueden ser alteradas agrede o por algún descuido 

manteniendo la integridad de los datos recabados, pero no su integridad como una 

representación gráfica de los mismos resultados y lo que ésta da a entender. Como menciona 

Darrel Huff (2011), una persona que hace uso de las estadísticas puede hacer que su trabajo 

realizado pueda decir muchas cosas a partir del uso de diversas técnicas de representación 

gráfica. Algunos de los aspectos más importantes a tener cuidado con su tratamiento en este 

capítulo son el tipo de promedio empleado, la población o muestra seleccionada, así como el 

cortar barras o escalas que pueden dar una mala percepción de los datos tratados.  

Al momento de plasmar los datos en una gráfica se debe tener especial cuidado con las escalas 

empleadas en ambos ejes ya que realmente esto se encuentra a juicio de cada persona y es 

necesario recurrir a lo expuesto por Haber et al. (1973) quienes mencionan que la mayoría 

de los Estadísticos están de acuerdo con una convención conocida como regla de los tres 

cuartos de altura que se expresa de la manera siguiente: 

“En la representación gráfica de las frecuencias el eje vertical debe hacerse de tal modo 

que la altura del punto máximo (que representa el resultado asociado con la frecuencia 

más alta) sea aproximadamente igual a tres cuartos de la longitud del eje horizontal.” 

Esto se realiza de manera que la gráfica sea objetiva y los ejes no distorsionen los hechos que 

representan mediante una perspectiva visual subjetiva debido a las escalas en sus ejes. 

4.5.1 Gráfica de barra 

La gráfica de barras es una técnica de representación gráfica que resulta ser una herramienta 

muy útil y ampliamente utilizada la cual consiste en, como su nombre lo dice, utilizar barras 

donde cada una de estas representa a los datos no agrupados o los datos agrupados según sea 

el caso con su respectiva separación entre estas y su altura representa la frecuencia de cada 

una dada su escala. En el ejemplo de una distribución de frecuencias de la Fig 4.4  se muestran 

los resultados obtenidos de una muestra hipotética realizada en un bachillerato respecto a los 

coeficientes intelectuales de sus alumnos. Los resultados se encuentran plasmados mediante 

la gráfica de barra con eje horizontal igual a los distintos intervalos de clase y vertical igual 

a la frecuencia para cada intervalo de clase. 

Para datos donde se tengan que utilizar escalas de variables nominales, al tratarse de datos 

que no siguen un orden en sus categorías, se pueden ordenar de forma arbitraria si así se 

desea. Sin embargo, se recomienda para fines imparciales y de estructura, ordenar en forma 

alfabética cada una de las categorías de la muestra, así mismo que exista una separación 
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considerable entre las barras para evitar cualquier implicación de continuidad entre las 

categorías. Cuando se trata de escalas de variables ordinales es necesario considerar el 

orden, además de ser tratadas de la misma manera que en el caso de variables nominales 

tomando en cuenta el orden de las categorías deben ser respetados a lo largo de la abscisa. 

 

Fig 4.4 Gráfica de barras de el ejemplo de coeficientes intelectuales en una escuela de 

bachillerato basado en una muestra de 110 estudiantes [Basado en Haber & Runyon (1973)]. 

Ahora bien, con respecto a que ancho deben tener cada barra, esta medida es también 

arbitraria y por lo tanto no existe una regla que permita estandarizar este aspecto, sin 

embargo, es posible representarlo mediante la unidad y de esta forma si se calcula el área de 

la barra ésta será igual a la frecuencia. 

4.5.2 Histograma de frecuencias 

Al igual que la gráfica de barras, un histograma es una representación gráfica de un conjunto 

de datos y es un tipo especial de las gráficas de barras en la cual no existe separación entre 

cada barra. Se emplean para mostrar la acumulación o tendencia, la dispersión, así como 

la forma de distribución, aportando rasgos importantes que posteriormente pueden ser 

empleados para conocer las medidas de tendencia central o de dispersión de una muestra.  Un 

histograma es una gráfica adecuada para representar variables continuas, aunque también se 

puede usar para variables discretas, de esta manera en un histograma se puede mostrar 

gráficamente la distribución de una variable cuantitativa. También se dice que el histograma 

es utilizado para organizar datos cuantitativos, mientras que el diagrama de barras es utilizado 

para datos cualitativos, sin embargo, tiende a ser más bien una sugerencia para su uso. 

Su representación gráfica (Fig 4.5) consiste en ordenar las clases o elementos de la muestra 

en orden ascendente o descendente de una tabla de distribución de frecuencias. 

Posteriormente asignar una barra a cada uno de estos elementos o clases y a su vez, indicar 

la altura de cada barra en función de la frecuencia de cada uno de éstos. 
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Fig 4.5 Histograma del ejemplo “ventas de una distribuidora automotriz durante 40 días”. 

[Basado en Universidad Tecnológica de México (2004)]. 

La altura o frecuencia generalmente es representada mediante el eje de las ordenadas, 

mientras que las clases o elementos de la muestra, es representado por el eje de las abscisas. 

A diferencia de la gráfica de barras, cada una de las barras no deben tener separación entre 

sí, es decir, se encuentran juntas de manera adyacente una con otra. 

4.5.3 Polígono de frecuencias 

Un polígono de frecuencia es aquél que se basa teóricamente en un histograma. 

 

Fig 4.6 Polígono de frecuencias del ejemplo “ventas de una distribuidora automotriz durante 

40 días”. [Basado en Universidad Tecnológica de México (2004)]. 
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Para su construcción se emplea la marca de clase de cada uno de los intervalos en la parte 

superior de cada barra para posteriormente unir la cima empleando todos los puntos de la 

marca de clase mediante una recta de forma consecutiva (Fig 4.6).  

Una ventaja importante de utilizar un polígono de frecuencias en vez de utilizar un 

histograma es el poder comparar distribuciones de frecuencias de diferentes muestras o 

poblaciones en una misma gráfica debido a su representación simplemente como conjunto 

de puntos unidos mediante rectas para cada población o muestra. 

4.5.4 Polígono de frecuencias relativas 

Como se mencionó anteriormente en la sección 4.4.2, la tabla de frecuencias relativas es el 

porcentaje que ocupa cada una de las frecuencias respecto a la suma total de frecuencias de 

la muestra o población.  

 

 

Fig 4.7 Polígono de frecuencias relativas del ejemplo “ventas de una distribuidora automotriz 

durante 40 días”. [Basado en Universidad Tecnológica de México (2004)]. 

Ahora bien, el polígono de frecuencias relativas consiste en la representación gráfica de una 

distribución de frecuencias relativas. De esta manera partiendo de una tabla de distribución 

de frecuencias se obtienen las frecuencias relativas con base en la ecuación (4.1). 

Posteriormente se deben graficar estos datos calculados como se ve en la Fig 4.7 con la 

diferencia que el eje de las ordenadas cambia teniendo en cuenta únicamente el porcentaje 

correspondiente a la frecuencia relativa, y en el eje de las abscisas se expresan cada clase. 

Como se observa, el punto de donde parte cada segmento de recta es igual a la marca de clase 

correspondiente a cada una de las clases. 
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4.5.5 Polígono de frecuencias relativas acumuladas 

Retomando la definición de frecuencias relativas acumuladas visto en la sección 4.4.3, una 

distribución de frecuencias relativas acumuladas es la suma de la frecuencia relativa de esa 

misma clase y la frecuencia relativa acumulada de la clase inmediata anterior, por ende, al 

construir una tabla de distribución de frecuencias, además de agregar una columna para las 

frecuencias relativas, es menester agregar una adicional para las frecuencias relativas 

acumuladas, en la cual se deben sumar las frecuencias iniciando con las clases más pequeñas. 

 

Fig 4.8 Polígono de frecuencias relativas acumuladas del ejemplo “ventas de una distribuidora 

automotriz durante 40 días”. [Basado en Universidad Tecnológica de México (2004)]. 

En la Fig 4.8 se muestra un ejemplo de lo anterior, en esta gráfica se aprecia el mismo ejemplo 

de ventas de una distribuidora automotriz durante 40 días representado mediante un polígono 

de frecuencias relativas acumuladas, en la cual se observa, como esta tiende a crecer hasta 

llegar al porcentaje del cien por ciento mientras que en el eje horizontal se tienen las clases 

ordenadas de forma ascendente de modo que se trata de variables cualitativas de tipo ordinal. 

Uno de los polígonos de frecuencias relativas acumuladas más comunes en la ingeniería civil 

son las curvas granulométricas obtenidas mediante ensayos de laboratorio para conocer las 

propiedades mecánicas de los suelos, un ejemplo de estas curvas es la Fig 4.9 que representa 

los resultados de una prueba de laboratorio de análisis granulométrico de un suelo realizado 

como práctica en la FES Acatlán. En esta gráfica al presentarse los porcentajes acumulados 

del suelo que pasa por cada uno de los tamices y el porcentaje retenido del suelo en cada uno 

de ellos se trata de una gráfica que contiene un polígono de frecuencias relativas acumuladas. 

Como se observa, la escala consiste en escala logarítmica para el eje de las abscisas y escala 

natural para el eje de las ordenadas, por tanto, se trata de una escala semilogarítmica. Así 

mismo, en el eje de las abscisas, se tienen los valores ordenados de menor a mayor magnitud, 

también siendo viable invertir esta escala para que comience de mayor a menor tamaño de 
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las partículas, siempre con el cuidado que siempre sea en forma ordenada ya sea de manera 

ascendente o descendente. 

 

Fig 4.9 Polígono de frecuencias relativas acumuladas de los resultados del análisis 

granulométrico de un suelo aleatorio en pruebas del laboratorio de comportamiento de suelos 

de la FES Acatlán-UNAM mediante el empleo de mallas por vía húmeda. 

4.6 Medidas de tendencia central 

Al momento de utilizar diferentes métodos de la Estadística descriptiva para recolectar, 

clasificar, ordenar, analizar y representar datos se llegan a conclusiones donde los datos 

muestran tendencias durante este proceso que consecuentemente, al utilizar las diferentes 

técnicas de representación gráfica, se pueden notar estas tendencias las cuales se les llama en 

forma general medidas de posición y cuando se habla de los valores que se encuentran al 

centro o a la mitad de un conjunto de datos se hace referencia a las medidas de tendencia 

central como lo son la media, mediana y moda por mencionar las más comunes. Es así como 

este término hace mención de los datos que pueden fungir como una manera para centralizar 

los datos de la muestra que es objeto de estudio y del cual muchas veces se puede percibir a 

simple vista en el momento de utilizar un histograma o polígono de frecuencias. 

Como se mencionó en 4.4.1, los datos pueden tratarse como datos agrupados o datos no 

agrupados mostrando claras diferencias al momento de realizar cálculos con estas dos 

categorías y por tal motivo al analizar las medidas de tendencia central se manejan estas 

categorías. Adicional a esto último, las medidas de tendencia central se expresan como 

medidas muestrales, ya que para el caso que compete, las medidas de tendencia central no se 

ven modificadas por el hecho de tratar con una muestra o con una población como lo es el 



 

148 

 

caso de las medidas de dispersión. Lo único que cambia es la nomenclatura empleada entre 

una muestra y una población, fuera de este hecho, las ecuaciones son idénticas 

matemáticamente hablando. 

4.6.1 Media aritmética 

Es una medida de tendencia central que para fines prácticos se le suele llamar simplemente 

como media o promedio, la cual es una medida de uso común. 

Cuando se habla de la media poblacional generalmente se representa a ésta mediante la letra 

griega   (letra griega mu minúscula). A la media muestral se le suele representar como x , 

sin embargo, otras letras pueden ser empleadas para nombrarlas, de las cuales, para referirse 

a la media muestral se suele emplear el abecedario latino y para la media poblacional se 

suelen emplear el alfabeto griego.  

A continuación, se presentan las ventajas y desventajas al emplear esta medida de tendencia 

central. 

Entre sus ventajas se encuentran las siguientes: 

a) Se define de manera clara mediante una ecuación. 

b) Es la medida de tendencia central más fácil de comprender y emplear. 

c) Es comúnmente empleada en diferentes cálculos. 

d) Es sensible a cualquier cambio en la variación de la distribución. 

e) Utiliza todos los elementos de la muestra. 

Entre sus desventajas se encuentran las siguientes: 

a) Es una medida de tendencia central poco robusta debido a las variaciones que pueden 

presentar los datos cuando se encuentran muy alejados entre sí, esto se presenta 

cuando se introduce a los datos un valor muy alto a comparación de los anteriores con 

lo cual la media aumenta considerablemente, por tanto, la media aritmética es muy 

dependiente de observaciones extremas.  

b) Cuando una distribución es marcadamente asimétrica, el promedio aritmético, la 

mediana y la moda son diferentes entre sí. 

4.6.1.1 Media aritmética para datos no agrupados 

Cuando se tiene un conjunto de datos no agrupados como 1 2, ,..., nx x x , la media muestral se 

representa por x  (leyéndose como “equis testada”) que consiste en sumar todos los elementos 

independientes de la muestra o variables nx . Dicha suma es representada como 
1

n

i

i

x
=

   y 

posteriormente se divide entre el número de elementos denominado n  que compone la 

muestra. 

Tomando en consideración lo anterior, la ecuación que define una media muestral es: 
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 1 1 2 ...

n

i

i n

x
x x x

x
n n

= + + +
= =


  (4.3) 

donde, 

x   media muestral 

ix  elementos de la muestra 

n   número de elementos observados de la muestra 

 

Para el caso de una población, tomando en cuenta el concepto de la media para una muestra, 

la ecuación cambia alguna de sus incógnitas conservando la integridad de esta. 

Por tanto, la ecuación para representar a la media poblacional es: 

 1 1 2 ...

N

i

i N

x
x x x

N N
 = + + +

= =


  (4.4) 

donde, 

    media poblacional 

 ix   elementos de la población 

N  número de elementos observados de la población 

4.6.1.2 Media aritmética para datos agrupados 

Cuando en vez de tener un conjunto de datos individuales se tiene un conjunto de datos 

agrupados representados mediante la tabla de distribución de frecuencias, la media muestral 

se representa matemáticamente como: 

 1 1 1 2 2

1 2

1

...

...

n

i i

i n n

n

n
i

i

m f
m f m f m f

x
f f f

f

=

=

+ + +
= =

+ + +




  (4.5) 

La media poblacional es: 

 1 1 1 2 2

1 2

1

...

...

N

i i

i N N

N

N
i

i

m f
m f m f m f

f f f
f

 =

=

+ + +
= =

+ + +




  (4.6) 

donde, 
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x     media muestral 

    media poblacional 

im   marca de cada clase 

if    frecuencia de cada clase 

En las cuales se observa una clara diferencia respecto a la ecuación empleada para datos no 

agrupados, esto es debido a la complejidad que se presenta al contar con diferentes intervalos 

de clase contenidas en la tabla de distribución de frecuencias. 

4.6.2 Media geométrica 

Es una medida de tendencia central menos usual que la aritmética, pero cuya aplicación es 

especialmente útil en conjunto de datos que tienen un comportamiento geométrico, es decir, 

en conjuntos de datos los cuales se desea dar la relevancia adecuada a cada elemento que la 

componen. La deducción de la media geométrica consiste en representar la suma de dos 

números, llámense x  y y , como el diámetro de un semicírculo como se observa en la Fig 

4.10 que tiene de radio, por tanto, la media aritmética de los dos números.  

Debido a que la media geométrica respeta la magnitud de los números estudiados, se tiene 

que esta corresponde a la proyección de una recta hacia la circunferencia partiendo de la 

unión entre los dos números. Si se proyectan líneas entre los extremos del diámetro y el punto 

en el que hace intersección la media geométrica se forma un triángulo rectángulo. Este 

triángulo rectángulo se encuentra formado por los catetos a  y b  con hipotenusa x y+ , 

empleando el teorema de Pitágoras se obtiene la siguiente ecuación: 

 2 2 2( )x y a b+ = +   (4.7) 

Ecuación que relaciona los lados del triángulo, sin embargo, los catetos son lados 

desconocidos del triángulo que pueden ser calculados mediante los otros dos triángulos que 

se aprecian, que visualmente, forman parte del triángulo mayor. 

 

Fig 4.10 Construcción de la media geométrica y su relación con la media aritmética. 

Empleando el teorema de Pitágoras, el triángulo gxx a  tiene por ecuación: 
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2

2 2

ga x x= +   (4.8) 

De forma análoga, el triángulo gyx b  tiene por ecuación: 

 
2

2 2

gb x y= +   (4.9) 

Sustituyendo las ecuaciones (4.8) y (4.9) en (4.7) se obtiene: 

 ( ) ( ) ( )2 22 2 2

g gx y x y x x+ = + + +   

 2x 22xy y+ +
2

2

gx y= +
2

2

gx x+ +   

 
2

2 2gx xy=   

 gx xy=   (4.10) 

Ecuación que demuestra la relación del producto de los elementos objeto de estudio para 

obtener la media geométrica. 

Por ser el producto dentro de un signo radical esta media se encuentra formada por un 

conjunto de números estrictamente positivos que sirve para demostrar los cambios 

porcentuales en una serie de números. A continuación, se presentan las ventajas y desventajas 

al emplear esta medida de tendencia central. 

Entre sus ventajas se encuentran las siguientes: 

a) Se define de manera clara mediante una ecuación. 

b) Se emplea cuando se requiere dar importancia a valores pequeños de la variable. 

c) Es sensible a cualquier cambio en los valores de la distribución 

d) Su valor no es muy influenciable por los datos extremos como el caso de la media 

aritmética. 

e) Es indispensable cuando se desea conocer el promedio de un conjunto de valores que 

poseen un comportamiento geométrico. 

f) Se emplean todos los elementos de la muestra. 

Entre sus desventajas se encuentran las siguientes: 

a) Las variables empleadas tienen que ser valores positivos, ya que, al tener una muestra 

con alguno de sus componentes igual a cero, la media geométrica será, por ende, igual 

a cero.  

b) Si la muestra posee algún número negativo, se tendrá un resultado indeterminado al 

poseer una raíz negativa. 

4.6.2.1 Media geométrica para datos no agrupados  

Matemáticamente la media geométrica de una muestra queda representa mediante la 

ecuación: 
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 1 2...n
G nx x x x=   (4.11) 

donde, 

Gx   media geométrica 

ix   elementos de la muestra 

n     número de elementos observados 

La cual corresponde a la ecuación para un conjunto de datos no agrupados y, además, se 

observa que la media geométrica está compuesta por la enésima raíz del producto de las 

diferentes variables que componen la muestra. 

4.6.2.2 Media geométrica para datos agrupados 

Cuando se cuenta con un conjunto de datos agrupados mediante intervalos de clase en una 

tabla de distribución de frecuencias, entonces los datos serán de tipo agrupados. Al tener los 

datos agrupados de esta manera, la ecuación para calcular la media geométrica cambia a la 

siguiente: 

 1 2

1 2 ... nff fn
G nx m m m=   (4.12) 

donde, 

Gx  media geométrica 

im   marca de clase 

n    número de elementos observados 

if   frecuencia para cada clase 

La cual consiste en una simplificación de los datos que se tendría en la ecuación (4.11) al 

agrupar los datos iguales para reducir la ecuación. 

4.6.3 Mediana 

Se le llama mediana cuando los datos de la muestra se encuentran clasificados en orden ya 

sea ascendente o descendente de acuerdo con su tamaño, de esta manera, la mediana es el 

valor intermedio entre estos y a la cual se le puede representar como dM  . Así es como la 

mitad de los datos son mayores a la mediana y la otra mitad son inferiores, de esta manera es 

que se divide en dos partes iguales la distribución de frecuencias o también se suele recurrirse 

a métodos gráficos para dividir el histograma en dos partes iguales.  

La mediana es empleada con mayor frecuencia cuando se cuenta con datos que poseen 

valores extremos, y como la mediana suele ubicarse en una posición más conveniente 

representando con mayor exactitud la tendencia de la mayoría de los datos que posee la 

muestra objeto de estudio, suele proporcionar mayor confiabilidad para estos casos. 
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A continuación, se presentan las ventajas y desventajas al emplear esta medida de tendencia 

central. 

Entre sus ventajas se encuentran las siguientes: 

a) Posee un concepto claro y definición rígida. 

b) Fácil de calcular cuando se cuenta con los datos ordenados de manera precisa.  

c) Suele ser una buena alternativa cuando se presentan valores extremos. 

d) Se presentan situaciones en la que es la única medida de tendencia central aplicable, 

como lo es el caso de una distribución cuyos intervalos extremos no están definidos. 

Entre sus desventajas se encuentran las siguientes: 

a) Es necesario ordenar los datos para poder calcularla. 

b) La mediana no se adaptar a los cálculos posteriores aritméticos. 

4.6.3.1 Mediana para datos no agrupados 

Al momento de calcular la mediana se suele presentar dos casos. El primero de estos se 

presenta cuando el número total de elementos que posee la muestra es un número impar; 

cuando éste es el caso, se suele seleccionar como mediana al valor que se encuentra 

exactamente a la mitad de la muestra ordenada de forma ascendente o descendente. El 

segundo caso se presenta cuando el número total de elementos es un número par, en ese caso 

hay que obtener la media aritmética de los dos valores intermedios de la muestra. La mediana 

suele denotarse como dM  

4.6.3.2 Mediana para datos agrupados 

Para calcular la mediana en datos agrupados es necesario identificar previamente la “clase 

mediana” y esto se conoce ordenando de manera ascendente o descendente e identificando 

la clase que queda exactamente a la mitad del conjunto de datos agrupados, a esta clase se le 

llamará “clase mediana” y en ella se tomarán sus datos como el límite real inferior iL  de ésta, 

su frecuencia mf   y su amplitud de intervalo I  . 

El límite real inferior de la clase mediana es un límite teórico que se conoce sumando el 

límite inferior de la clase y el límite superior de la clase anterior y dividiendo esta suma entre 

dos. Aplicando lo anterior en una ecuación se obtiene: 

 
Límite inferior de clase +  Límite superior de la clase anterior 

2
iL =   (4.13) 

La amplitud I  correspondiente a la clase mediana se puede conocer mediante dos formas, la 

primera de estas es mediante la diferencia entre los dos límites superiores entre la clase media 

y la consecutiva de esta o mediante la diferente entre los dos límites inferiores entre la clase 

media y la consecutiva de esta. 
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La frecuencia acumulada anterior a la clase media representada por aF  es aquella frecuencia 

acumulada inmediatamente inferior a la clase mediana. 

Con base en la tabla de frecuencias y las consideraciones anteriores, la ecuación para el 

cálculo de la mediana es: 

 2
a

d i

m

n
F

M L I
f

 
− 

= +  
 
 

  (4.14) 

donde, 

dM  mediana de un conjunto de datos observados  

iL   límite real inferior de la clase mediana  

n   número de elementos observados 

aF   frecuencia acumulada anterior a la clase media 

I   tamaño de la clase mediana 

mf   frecuencia de la clase mediana 

4.6.4 Moda 

Cuando en un conjunto de datos se presenta un valor con mayor frecuencia a este se le 

llamada moda. En cierto sentido se corresponde su definición matemática con la locución 

“estar de moda”, esto es ser lo que más se utiliza. 

Al momento de calcular la moda, pueden presentarse casos como en el que dos valores 

presenten una frecuencia alta y esta frecuencia sea la misma para ambos valores, en este caso 

se dice que el conjunto de datos es bimodal. Análogamente, si se presentan tres o más valores 

con frecuencia alta y donde esta frecuencia es la misma para tres o más valores se dice que 

el conjunto de datos es multimodal. Finalmente, si ningún valor se repite se dice que no hay 

moda para el conjunto de datos que son objeto de estudio. A continuación, se presentan las 

ventajas y desventajas al emplear esta medida de tendencia central. 

Entre sus ventajas se encuentran las siguientes: 

a) Posee un concepto claro y definición rígida. 

b) Indica el punto de mayor concentración de los datos muestrales. 

c) En series multimodales, la moda permite dividir la distribución con fines de 

estratificación. 

d) La moda no es sensible ante cambios de valores en la distribución. 

Entre sus desventajas se encuentran las siguientes: 

a) La moda es difícil de calcular ante una muestra agrupada y las aproximaciones de su 

cálculo no son de mucha confianza. 
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b) La moda es muy inestable en el muestreo. 

c) La moda no puede ser empleada en otros cálculos aritméticos posteriores. 

4.6.4.1 Moda para datos no agrupados 

La moda para un conjunto de datos no agrupados es la forma más simple de la moda, ya que 

la moda será aquel elemento del conjunto observado que presente una mayor frecuencia. 

4.6.4.2 Moda para datos agrupados 

Cuando se cuenta con un conjunto de datos no agrupados, se tiene entonces una ecuación que 

permite calcular la moda. La ecuación es: 

 1

1 2

o iM L I
 

= +  
 +  

  (4.15) 

donde, 

oM   moda de un conjunto de datos observados 

iL   límite real inferior de la clase modal, definida por la ecuación (6.15) 

1  diferencia entre la mayor frecuencia y la frecuencia anterior  

2   diferencia entre la mayor frecuencia y la frecuencia que le sigue 

I   tamaño de la clase modal 

4.7 Medidas de dispersión 

Las medidas de dispersión son aquellas que permiten determinar la manera en que se agrupan 

los datos en torno a la media en una distribución de frecuencias dada. La diferencia entre una 

medida de tendencia central y una medida de dispersión radica en que la medida de tendencia 

central se encarga de identificar en qué punto se encuentra la mayor concentración de los 

datos muestrales, mientras que las medidas de dispersión se encargan de indicar que tan 

dispersos se encuentran los datos respecto a los valores calculados en las medidas de 

tendencia central. 

Entre las medidas de dispersión más utilizados e importantes por la cantidad de información 

que éstas nos proporcionan se encuentra el rango, la varianza y la desviación estándar. 

Adicionalmente se tratan los temas de sesgo y curtosis debido a su estrecha relación con las 

medidas de dispersión. 

4.7.1 Rango 

El rango es definido como la diferencia entre los valores extremos de una muestra 

determinada, en otras palabras, el rango es la diferencia entre el valor máximo y el valor 
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mínimo de un conjunto de datos. De esta manera se aprecian los elementos que sugieren una 

mayor variación de sus valores, sin embargo, como solamente se emplean el valor máximo 

y el valor mínimo puede resultar no tan útil esta medida de dispersión por sí sola, por ende, 

no es tan útil como otras medidas de dispersión que utilizan todos los elementos de la muestra 

para calcular la variación. Se suele representar mediante la letra R   

Representado lo anterior mediante una ecuación, el rango se representa matemáticamente 

como: 

 ( ) ( )Valor máximo Valor mínimoR = −   (4.16) 

4.7.2 Varianza 

La variancia se define en su forma más simple como el cuadrado de la desviación estándar, 

sin embargo, profundizando en el significado de la varianza, se encuentra que es igual al 

promedio de la suma de los cuadrados de las desviaciones medidas alrededor de la media. 

Estas desviaciones son la diferencia de los elementos que componen la muestra o población 

con respecto a la media de la misma distribución; se encuentran elevados al cuadrado debido 

a que en la suma de las diferencias se cuenta con valores positivos y negativos que al ser 

sumados son igual a cero ya que este es el objetivo de la media, por tanto, se elevan al 

cuadrado para poder obtener un valor representativo de las diferencias. De esta manera el 

término de medida de dispersión cobra sentido ya que tanto la varianza como la desviación 

estándar mide que tan dispersos se encuentran los datos, aspecto que no se toma en cuenta al 

hablar de las medidas de tendencia central. 

Algunas publicaciones lo identifican como VAR, en otras ocasiones simplemente se le asocia 

a la varianza a la nomenclatura empleada para la desviación estándar, ya sea muestral o 

poblacional, elevado al cuadrado que es su forma comúnmente vista.  

Entre las propiedades más significaciones se encuentran: 

a) La varianza debe ser siempre un valor positivo 

b) La varianza de una constante es igual a cero 

4.7.2.1 Varianza para datos no agrupados 

Al tratarse de datos no agrupados, la ecuación para la varianza toma su forma más simple, 

relacionando los conceptos que la distinguen se llega a la siguiente expresión para la varianza 

de tipo muestral: 
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  (4.17) 

donde, 
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2s   varianza muestral 

ix   elementos de la muestra 

x   media muestral 

n   número de elementos de la muestra observada 

En la cual se tienen las características que la definen como el promedio de los cuadrados de 

las desviaciones medidas alrededor de la media, con la diferencia del término 1n −  que es la 

corrección de Bessel el cual aplica únicamente para la varianza muestral y todos los 

conceptos relacionados con la varianza. 

La ecuación para el cálculo de la varianza poblacional es: 
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  (4.18) 

donde, 

2   varianza poblacional 

ix   elementos de la población  

   media poblacional 

N   número de elementos de la población observada 

4.7.2.2 Varianza para datos agrupados 

Cuando se cuenta con un conjunto de datos agrupados la ecuación de la varianza sufre 

modificaciones para hacer frente a los cambios dado la frecuencia y la marca de clase, de esta 

manera se llega a la ecuación siguiente para la varianza muestral: 

 

( )
2

2 1

1

n

i i

i

m x f

s
n

=

 −
  

=
−


  (4.19) 

donde, 

2s   varianza muestral 

im   marca de clase 

if   frecuencia de la clase 

x   media muestral 

n   número de elementos de la muestra observada 

Para el caso de la varianza poblacional la ecuación toma la siguiente forma: 
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  (4.20) 

donde, 

2   varianza poblacional 

im   marca de clase 

if   frecuencia de la clase 

   media poblacional 

N  número de elementos de la población observada 

4.7.3 Desviación estándar 

La desviación estándar se considera como la medida de dispersión de un conjunto de datos 

ya sean muestrales o poblacionales más importante debido a que toma en consideración todos 

sus elementos y con base en ello determinar de manera matemática cual la medida de 

variación de dicha muestra.  

A la desviación estándar se le define también como la medida de variación de los valores con 

respecto a la media debido a que precisamente en esto consiste: determinar la dispersión de 

los datos entorno a la media. Oscila entre valores reales positivo y el cero. Cuando la 

desviación estándar es igual a cero, indica que todos los elementos de la muestra objeto de 

estudio tienen exactamente el mismo valor y se dice que no existe variación entre los 

elementos de la muestra, por consiguiente, cuando se presentan los valores reales positivos, 

mientras mayor sea el valor de la desviación estándar, mayor será la variación entre los 

elementos del conjunto de datos lo cual puede lograrse fácilmente cuando se presenta uno o 

más valores que difieren drásticamente respecto a los demás. 

4.7.3.1 Desviación estándar para datos no agrupados 

Para el caso de un conjunto de datos no agrupados se emplea la siguiente ecuación para el 

cálculo de la desviación estándar muestral: 
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  (4.21) 

donde, 

s   desviación estándar muestral 

ix  elementos de la muestra 

x   media muestral 

n   número de elementos de la muestra observada 
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La ecuación de desviación estándar para datos poblacionales es: 
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  (4.22) 

donde, 

   desviación estándar poblacional 

ix   elementos de la población  

   media poblacional 

N   número de elementos de la población observada 

Como se observa en la ecuación (4.22), ésta difiere de (4.21) debido al divisor dentro del 

radical, para el caso de una muestra éste será de 1n −  , conocido como corrección de Bessel, 

mientras que, para el caso de una población éste será de N, punto del cual hay que tener 

cuidado en su empleo. 

4.7.3.2 Desviación estándar para datos agrupados 

Para el caso donde se tengan datos agrupados la ecuación de la desviación estándar se 

modifica para tomar en cuenta estos cambios, de esta manera la ecuación de la desviación 

estándar para datos muestrales agrupados es: 
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  (4.23) 

donde, 

s   desviación estándar muestral 

im   marca de clase 

if   frecuencia de la clase 

x   media muestral 

n   número de elementos de la muestra observada 

Para el caso de una población, la ecuación es: 
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dónde, 

   desviación estándar poblacional 
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im   marca de clase 

if   frecuencia de la clase 

   media poblacional 

N   número de elementos de la población observada 

4.7.4 Sesgo 

El sesgo que presenta una distribución de frecuencias se conoce mediante el comportamiento 

de la media, la mediana y la moda. Una distribución presenta sesgo cuando ésta no es 

simétrica, es decir, aquella distribución en la que, si ubicando la mayor frecuencia (la moda) 

y dividimos a la mitad la distribución en este punto el lado derecho y el izquierdo no son 

iguales y, además, tiende a concentrarse los datos más de un lado que del otro, por tanto, 

cuando una distribución de datos es simétrica, es cuando la mitad izquierda de la moda es 

aproximadamente igual a la mitad derecha de la media. Se utiliza la media, la mediana y la 

moda como puntos de comparación para conocer qué tipo de sesgo presenta una distribución 

y así determinar qué medida de tendencia central describe de mejor manera la distribución.  

 

Fig 4.11 Distintos tipos de sesgos en una distribución. 

En una distribución normal se presentan los siguientes casos: 

a) Una distribución es simétrica con una moda o simplemente distribución simétrica 

cuando la media, mediana y moda son iguales. 

b) Una distribución es sesgada a la izquierda o también conocida como sesgo negativo 

cuando la media y la mediana están a la izquierda de la moda. 

c) Una distribución es sesgada a la derecha o también conocida como sesgo positivo, 

cuando la media y la mediana están a la derecha de la moda. 
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d) Una distribución es simétrica bimodal cuando se presentan dos modas y la media y 

mediana se encuentra en el punto medio entre las dos modas. 

Profundizando en el sesgo de una distribución, en la Fig 4.11 se encuentran representados en 

forma gráfica los tipos de sesgos antes mencionados. En el inciso a) se encuentra la 

distribución simétrica, ésta se caracteriza por poseer la forma de una “campana”, si se divide 

una distribución gráficamente tomando como centro la moda se tienen dos lados, uno derecho 

y otro izquierdo, que son similares entre sí. Por tanto, al ser similares indica que la media es 

o tiende a ser igual a la moda, así mismo la mediana al ser el punto central de la distribución 

ordenada ésta también será o tenderá a ser igual a la moda. 

En el inciso b) se presenta la distribución con sesgo negativo o sesgada a la izquierda, en ésta 

se presenta una sección conocida como “cola” que son datos que presentan discrepancias 

notables respecto al comportamiento de los demás elementos que componen la muestra 

objeto de estudio. En la “cola” se presentan las frecuencias más bajas y a la vez que más 

difieren con respecto a los demás, el nombre de esta distribución toma el nombre de sesgada 

a la izquierda precisamente por la ubicación a la cual se orienta ésta. Al igual que en una 

distribución simétrica la moda es la ordenada más alta, la mediana es el punto medio entre la 

media y la moda y, por tanto, se encuentra a la izquierda de la moda, así mismo la media es 

menor de la mediana debido a la distribución de frecuencias que está a la izquierda de la 

moda y la mediana. 

Para la distribución con sesgo positivo o sesgada la derecha representada en el inciso c) se 

presenta la “cola” o sesgo de la distribución orientada a la derecha del gráfico que al igual 

que en las distribuciones anteriores la moda será la frecuencia más alta y al invertirse el 

sentido se tendrá una distribución con mayor orientación a la derecha y con mayores 

frecuencias a la izquierda, entonces la mediana estará a la derecha de la moda y la moda a la 

izquierda de la mediana y la moda. 

Por último, puede presentarse el caso del inciso d), en éste se cuenta con dos modas, por 

ende, se tienen una misma frecuencia mayor para dos tipos diferentes de clases o elementos 

de la muestra. Al encontrarse en esta situación por sentido común se deduce que la mediana 

y la media se encuentran exactamente al centro de esta distribución, pero en este punto es 

cuando se puede percatar que en este punto se encuentra una frecuencia muy baja lo cual 

hace inadecuado utilizar a la media y a la mediana para representar a la muestra. 

Ahora toca abordar cuál de las medidas de tendencia central son las más adecuadas para 

representar a una determinada muestra en cada tipo de distribución antes mostrada. Para una 

distribución simétrica, al ser iguales tanto la media como la mediana y la moda se pueden 

usar cualquiera de éstas para representar la muestra. Para una distribución asimétrica como 

las indicas en el inciso b) o el inciso c) la medida de tendencia central que mejor se acomoda 

a éste tipo de distribución es la mediana ya que es un valor intermedio entre la media y la 

moda, y como la media se encuentra afectada por los valores discrepantes puede ser una mala 

alternativa para representar la muestra al igual que la moda ya que a pesar de ser el elemento 

con mayor frecuencia no puede representar de manera adecuada a la población. En una 

distribución bimodal como se observa, la media y la mediana son valores inadecuados para 



 

162 

 

representar a la muestra ya que al hacer esto se utiliza un valor con una frecuencia muy baja 

y las frecuencias altas representadas como las modas son excluidas, por ende, la mejor 

medida de tendencia central para representar una distribución bimodal son las modas al 

encontrarse en éstas las mayores frecuencias de la muestra. 

4.7.4.1 Coeficientes de asimetría  

Analizar el sesgo de una distribución por medio de su apariencia visual es un criterio muy 

subjetivo que requiere no tomarse a la ligera y, por ende, se emplea el coeficiente de 

asimetría. 

 

Fig 4.12 Tipos de sesgos de acuerdo con el Coeficiente de Asimetría de Fisher. 

Esta herramienta toma una posición importante en el análisis de datos dependiendo del tipo 

y magnitud del sesgo que presente la distribución se conoce con mayor detalle cómo se 

dispersan los datos de una determinada muestra. Por tanto, el coeficiente de asimetría de 

Fisher se define como una medida de dispersión mediante la cual se conoce el tipo y la 

magnitud del sesgo en una distribución de frecuencias. 

La interpretación de las ecuaciones para el coeficiente de asimetría de Fisher es la siguiente: 

a) Cuando 0CA =  se tiene una distribución simétrica o con sesgo cero. 

b) Cuando 0CA   se presenta una distribución asimétrica con sesgo positivo o sesgada 

a la derecha. 

c) Cuando 0CA  se presenta una distribución asimétrica con sesgo negativo o sesgada 

a la izquierda. 
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4.7.4.1.1 Coeficiente de asimetría para datos no agrupados 

Para un conjunto de datos muestrales no agrupados, la ecuación para el coeficiente de 

asimetría de Fisher para una muestra es: 
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  (4.25) 

donde, 

CA  coeficiente de asimetría 

s   desviación estándar muestral 

ix   elementos de la muestra 

x   media muestral 

n   número de elementos de la muestra observada 

Análogamente, para un conjunto de datos poblacionales no agrupados, la ecuación para el 

coeficiente de asimetría de Fisher en una población es: 
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donde, 

CA  coeficiente de asimetría 

  desviación estándar poblacional 

ix   elementos de la muestra 

   media poblacional 

N   número de elementos de la población observada 

4.7.4.1.2 Coeficiente de asimetría para datos agrupados 

Para un conjunto de datos muestrales agrupados, la ecuación para el coeficiente de asimetría 

de Fisher para una muestra es: 
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donde, 

CA  coeficiente de asimetría 

s   desviación estándar muestral 
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im   marca de clase 

if   frecuencia de la clase 

x   media muestral 

n   número de elementos de la muestra observada 

Análogamente, para un conjunto de datos poblacionales agrupados, la ecuación para el 

coeficiente de asimetría de Fisher para una población es: 
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donde, 

CA  coeficiente de asimetría 

  desviación estándar poblacional 

im   marca de clase 

if   frecuencia de la clase 

   media poblacional 

N  número de elementos de la población observada 

4.7.5 Curtosis 

Los polígonos de frecuencia pueden tomar un número ilimitado de formas diferentes, no 

obstante, una de las formas más comunes de observar es la curva normal en forma de 

campana. En la Fig 4.13, se muestran las principales formas del comportamiento que posee 

una distribución normal en cuanto a la desviación estándar que se presentan en los elementos 

que componen la muestra.  

El coeficiente de cursis representa el grado de concentración respecto a la media de los datos 

de una distribución, por ende, al representar los datos con una mayor concentración estos 

tenderán a un mayor grado de apuntamiento, por tanto, si los datos presentan una menor 

concentración respecto a la media, éstos tenderán a tener un menor grado de apuntamiento. 

En función al grado de apuntamiento que pueden presentar una distribución se dan tres casos 

principales: la distribución mesocúrtica, leptocúrtica y platicúrtica. 

Con base en la Fig 4.13, la curva más esbelta, la cual presenta un mayor apuntamiento se le 

denomina leptocúrtica, esta se caracteriza por tener una mayor concentración de sus 

frecuencias en el centro de la distribución, es decir, en este tipo de distribución se presenta 

una desviación estándar muy pequeña. Por otra parte, a la curva menos esbelta, la de menor 

apuntamiento, se le denomina distribución platicúrtica y en esta se presenta una desviación 

estándar muy alta demostrando así una mayor dispersión en los elementos que la componen. 

La distribución mesocúrtica presenta una distribución normal idealizada, siendo una 

distribución con una forma de campana promedio entre la leptocúrtica y la platicúrtica. 
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Fig 4.13 Distintos tipos de apuntamiento para una distribución. 

4.7.5.1 Coeficiente de curtosis 

Al ser el apuntamiento un aspecto muy subjetivo mediante su representación gráfica es 

menester emplear un método que permita calcularse de manera clara y precisa, de esta forma 

surge el coeficiente de curtosis.  Las interpretaciones de los resultados expresados por las 

ecuaciones correspondientes para el cálculo de Curtosis se hacen con base en los siguientes 

puntos: 

a) Si el coeficiente de curtosis es igual a tres 3CC = , la distribución no es ni tan 

puntiaguda ni tan plana. Es decir, es una distribución mesocúrtica. 

b) Si el coeficiente de curtosis es mayor a tres 3CC  , la distribución es muy 

puntiaguda, es decir, los datos se encuentran muy concentrados alrededor de la media, 

por tanto, es una distribución leptocúrtica. 

c) Si el coeficiente de curtosis es menor a tres 3CC  , la distribución es muy plana, es 

decir, los datos se encuentran muy dispersos del valor de la media, por tanto, es una 

distribución platicúrtica. 

4.7.5.1.1 Curtosis para datos no agrupados 

Para un conjunto de datos muestrales no agrupados, el coeficiente de curtosis es: 
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donde, 

CC  coeficiente de curtosis 

s   desviación estándar muestral 

ix   elementos de la muestra 

x   media muestral 

n   número de elementos de la muestra observada 

Para un conjunto de datos poblacionales no agrupados, el coeficiente de curtosis es: 
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donde, 

CC  coeficiente de curtosis 

  desviación estándar poblacional 

ix   elementos de la muestra 

   media poblacional 

N   número de elementos de la población observada 

4.7.5.1.2 Curtosis para datos agrupados 

Para un conjunto de datos muestrales agrupados, el coeficiente de curtosis es: 
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donde, 

CC  coeficiente de curtosis 

s   desviación estándar muestral 

im   marca de clase 

if   frecuencia de la clase 

x   media muestral 

n   número de elementos de la muestra observada 

Para un conjunto de datos poblacionales agrupados, el coeficiente de curtosis es: 
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donde, 

CC  coeficiente de curtosis 

  desviación estándar poblacional 

im   marca de clase 

if   frecuencia de la clase 

   media poblacional 

N   número de elementos de la población observada 

4.8 Distribución de probabilidad 

Debido a que existen muchos eventos que se encuentran sujetos a fenómenos aleatorios es 

necesario emplear diversos modelos basados en la probabilidad mediante los cuales sea más 

fácil hacer un cálculo adecuado y facilitar la toma de decisiones, por lo tanto, una distribución 

de probabilidad es aquella que permite evaluar todos los eventos de un espacio muestral 

determinado, así como la probabilidad asociada a estos. 

Entre las características importantes en una distribución de probabilidad se encuentran: 

• La probabilidad de un resultado específico está entre cero y uno  

• La suma de las probabilidades de todos los resultados mutuamente excluyentes es 

igual a uno 

Para lograr esto se recurre a las variables aleatorias que pueden ser discretas o continuas y de 

ahí dependen los modelos de distribución de probabilidad que se puedan emplear, sin 

embargo, en este caso en particular resulta más conveniente emplear las variables aleatorias 

de tipo continuas. Para las variables de esta categoría la distribución de probabilidad más 

común es la de tipo normal. 

Al tratarse de una distribución de probabilidad en la que se emplean variables continuas, se 

debe tener en consideración que estas pueden tomar cualquier valor en un intervalo ( , )a b  o 

incluso en un intervalo ( , ) − . Ante estas condiciones, la probabilidad de que la variable 

aleatoria X  tome un valor específico dentro del intervalo indicado es cero debido a que 

existen infinitos valores posibles en cualquier intervalo, por más pequeño que sea, entorno al 

valor. Sin embargo, la variable aleatoria continua permite especificar que la probabilidad se 

encuentre en un determinado intervalo de valores. Para lograr esto se emplea la función ( )f x  

llamada función de densidad o también conocida como distribución de probabilidad, de 

forma que, para todo evento x  se cumpla la siguiente condición: 

 ( ) 0    ;     ( ) 1f x f x dx


−
 =   (4.33) 
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De esta manera, al emplear la variable aleatoria continua mediante la función de densidad, la 

probabilidad de que X  se encuentre entre dos valores, ya sea 1x  y 2x  es: 

 
2

1
1 2( ) ( )

x

x
P x X x f x dx  =    (4.34) 

Otra manera de caracterizar las distribuciones de una variable aleatoria es mediante la función 

( )F x  llamada función de distribución o función de probabilidad acumulada, que se encuentra 

definida para cada evento x  como la probabilidad de que la variable aleatoria X  tome un 

valor menor o igual que x , de forma que se define matemáticamente como: 

 ( ) ( )F x P X x=    (4.35)  

Considerando las características de una distribución de probabilidad, se cumple la condición: 

 0 ( ) 1F x    (4.36) 

4.8.1 Distribución normal 

La distribución normal, también conocida como campana de Gauss, debido a que su 

representación tiene forma de campana, es una de las distribuciones de probabilidad continua 

más importante ya que una multitud de variables aleatorias continuas siguen una distribución 

normal o aproximadamente normal. 

Tanto la distribución normal, como su correspondiente curva normal que se emplea para 

representarla tienen las siguientes características: 

a) Posee una forma de campana y un solo pico en el centro de la distribución.  

b) La distribución es simétrica entorno a su media. Así, la mitad del área bajo la curva 

normal se encuentra a la derecha del pico o punto central y la otra mitad se encuentra 

a la izquierda de dicho punto. 

c) Debido a la simetría de la distribución normal, la media aritmética, la mediana y la 

moda de la distribución son iguales y se localizan en el pico.  

d) A partir de su valor central, la curva normal desciende suavemente en ambas 

direcciones. 

e) La curva normal es asintótica, por lo tanto, la curva se acerca cada vez más al eje de 

las abscisas, pero jamás llega a tocarlo, de esta manera se dice que la curva se extiende 

de manera indefinida en ambas direcciones 

La expresión empleada para representar una distribución normal de media   y desviación 

estándar  es ( , )X N     

Cuando se busca determinar la probabilidad de una variable aleatoria que un valor entre dos 

números reales a  y b  (debido que se trata de una distribución de probabilidad continua) se 

emplea la función de densidad de probabilidad la cual se determina mediante la ecuación: 
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=   (4.37) 

La ecuación (4.37) se debe aplicar entre los puntos a  y b  definida por la integral: 

 ( ) ( )
b

a
P a X b f x dx  =    (4.38) 

De esta manera se conoce la probabilidad de una variable aleatoria definida entre dos valores 

reales. Hay que tomar en cuenta que la probabilidad se encuentra limitada por: 

 ( ) ( ) 1f x dx P X


−
= −   + =   (4.39) 

4.8.2 Distribución normal estándar 

Con lo visto anteriormente, se deduce que no solamente puede existir una sola distribución 

de probabilidad normal, sino un gran número ilimitado de éstas a partir de la media y 

desviación estándar de la distribución. Esto resulta poco práctico al tener que emplear la 

ecuación (4.37) para cada una de éstas. 

Para resolver este problema se utiliza una sola distribución normal, cuya media es 0 y 

desviación estándar es igual a 1 conocida comúnmente como distribución normal 

estándar de forma que todas las distribuciones normales pueden tomar la forma de la 

estándar, restando la media de cada observación y dividiendo por la desviación estándar. 

Para lograr esto, se debe transformar la distribución real en una distribución normal estándar 

utilizando el valor llamado Z o estadístico Z representado por la igualdad: 

 
X

Z




−
=   (4.40) 

donde, 

X  variable aleatoria 

  media  

   desviación estándar 

De esta manera, la variable aleatoria se representa formalmente como (0,1)Z N  la cual es 

la distribución denominada normal estándar o tipificada. 

La interpretación de la variable estándar Z  es que indica la distancia entre un valor 

especificado de la variable aleatoria X  y la media aritmética, en las unidades de la desviación 

estándar. De esta manera se tiene que al realizar un análisis dimensional de Z  éste es 

adimensional. Para facilitar y generalizar el uso de la curva de distribución estándar se han 

elaborado de manera extendida tablas con el valor pre-calculado del área bajo la curva normal 

estándar que abarcan valores de décimas hasta milésimas según sea la precisión de la tabla 
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de esta manera, al determinar su valor, es posible encontrar el área de probabilidad de 

cualquier curva normal haciendo la referencia a la distribución normal estándar que se 

expresa en dichas tablas. 

4.8.3 Regla empírica para una distribución normal 

Una regla empírica que es muy útil al momento de profundizar en la distribución normal es 

aquella que indica que el 99.73% de los datos se encuentran comprendidos entre tres 

veces la desviación estándar a cada lado de la media (Spiegel et al., 2013) donde, además 

de tres veces la desviación estándar, también se consideran representativos los porcentajes 

que se obtienen para una y dos veces la desviación estándar a cada lado de la media, para los 

cuales, mediante diferentes observaciones realizadas en las distribuciones normales se llegan 

a los siguientes porcentajes:  

a) 68.27% de los datos se encuentran entre una desviación estándar a cada lado de la 

media, es decir, x s   

b) 95.45% de los datos se encuentran entre dos veces la desviación estándar a cada lado 

de la medida, es decir, 2x s   

c) 99.73% de los datos se encuentran entre tres veces la desviación estándar a cada lado 

de la media, es decir, 3x s   

Sin embargo, otros autores como Triola (2009), por simplicidad consideran que es mejor 

redondear los porcentajes anteriores de la manera que se indica a continuación: 

a) Aproximadamente el 68% de los datos se encuentran entre una desviación estándar a 

cada lado de la media, es decir, x s  

b) Aproximadamente el 95% de todos los datos se encuentran entre dos veces la 

desviación estándar a cada lado de la media, es decir, 2x s  

c) Aproximadamente el 99.7% de todos los datos se encuentran entre tres veces la 

desviación estándar a cada lado de la media, es decir, 3x s  

De esta manera se tiene que el 99.7% de los datos se encuentran dentro de tres desviaciones 

estándar a cada lado de la media. Esto se entiende mejor empleando la Fig 4.14 en la cual se 

observa el porcentaje de datos que se encuentran dentro de la desviación estándar tomando 

en cuenta, uno, dos y tres veces su valor, donde estos porcentajes mostrados son productos 

de diversas observaciones a datos que se ajustan a una distribución normal.  

Como se ha mencionado anteriormente, una distribución normal tiende a ser asintótica a lo 

largo del eje de las abscisas, por lo tanto, el área bajo la curva en estos puntos es muy pequeña 

y por lo tanto puede considerarse como despreciable, es por este motivo que se dice que el 

99.7% de los datos en una distribución estándar se encuentran, empleando la nomenclatura 

para una muestra, entre 3x s  y el 0.3% restante se ubica en la región asintótica de la 

distribución.  
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Fig 4.14 Regla empírica de la relación para el porcentaje de datos entre cada intervalo de la 

media y desviación estándar. 

Conocer esta regla empírica es de suma importancia al aplicarla a diferentes distribuciones, 

y en este caso en particular tendrá importancia al aplicarla a las distribuciones para curvas 

granulométricas tema que se ve en la sección 4.11 ya que en este punto se consideran estos 

para los cálculos el porcentaje contenido entre una desviación estándar de la media siendo en 

esta la que el mayor porcentaje de la distribución se concentran. 

4.9 Regresión lineal  

Con regularidad se requiere resolver problemas sobre conjunto de datos que se conoce que 

existen alguna o algunas relaciones relevantes entre estos y todos deben ser tomados en 

cuenta a pesar de que muestren discrepancias entre estos. De esta forma es que se recurre a 

la Estadística que proporciona el método de regresión lineal que permite lograr la mejor 

estimación entre la relación entre las variables. Existe tanto métodos gráficos como métodos 

matemáticos que permiten relacionar variables, sin embargo, el trazo visual no es 

recomendable y debe usarse únicamente como una estimación rápida debido que el trazo 

realizado es muy subjetivo de acuerdo con la perspectiva de la persona que lo realiza y no 

busca con precisión el polinomio que mejor se ajuste. 

Existe otro método que es el denominado por interpolación. En el método por interpolación 

se considera que los datos empleados presentan un error muy bajo que puede despreciarse, o 

bien, un error nulo. El procedimiento consiste en unir de forma directa todos los puntos que 

conforman los datos observados logrando así que si se desea conocer un punto intermedio 

entre dos puntos observados se puede lograr de forma directa empleando la interpolación 

como herramienta. 
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Los dos métodos descritos anteriormente se pueden obtener mediante procedimientos 

matemáticos o mediante un trazo visual que siga la tendencia de los puntos o que pasa por 

cada uno de ellos según el método que se desee emplear.  

4.9.1 Regresión lineal por el método de mínimos cuadrados 

El método de regresión por mínimos cuadrados es uno de los métodos generales para el 

ajuste de curvas. Este método toma en cuenta que los datos observados presentan un grado 

significativo de error, el objetivo de este es obtener una sola curva o recta que represente la 

tendencia del conjunto de datos y represente el mejor ajuste posible entre todas las posibles 

rectas o curvas que pueden calcularse con base en los datos observados. La recta obtenida 

puede pasar por algunos de los puntos que representan los datos, o bien, no pasar por ninguno, 

pero si se deberá seguir la tendencia que éstos presentan. Lo anterior es válido cuando se 

tiene en cuenta el hecho que los datos utilizados de manera individual presentan un error y, 

por tanto, en estricto sentido, pueden ser incorrectos, así es como la curva buscada puede 

pasar muy cercano a algunos puntos que a otros. 

Una consideración relevante al momento de realizar un ajuste de curvas es su representación 

gráfica del conjunto de datos debido a que la escala empleada puede alterar la percepción. Es 

así como considerar el error que se presenta es relevante al momento de elegir que método 

es más conveniente. La metodología para el cálculo del ajuste de curvas por medio de 

regresión lineal por mínimos cuadrados es la descrita a continuación. 

Cuando se desea construir una recta que sigue la tendencia de los puntos, como se muestra 

en la Fig 4.15, entonces, se debe partir del conocimiento previo de la representación 

matemática de una recta. La ecuación de una recta en su forma punto-pendiente es la 

siguiente: 

 n ny mx b= +   (4.41) 

Donde m  y b  son la pendiente y ordenada al origen, respectivamente. La ecuación (4.41) 

hace referencia exclusivamente a un conjunto de puntos que se alinean perfectamente para 

construir así la recta del modelo teórico, como al considerar el empleo de este modelo de 

regresión por mínimos cuadrados se toma en cuenta que los puntos observados presentan un 

error significativo resulta necesario tomar en cuenta estos errores en la ecuación. Así es como 

se adiciona este error a la ecuación de la recta: 

 n n ny mx b e= + +   (4.42) 

Del error agregado se infiere que deben calcularse estos de manera individual para cada uno 

de los errores presentes en cada punto. La magnitud de estos se calcula mediante el empleo 

de la ecuación de la distancia entre dos puntos debido a que el punto original se conoce y su 

proyección a la recta también puede calcularse. Como el resultado proporcionado por esta 

ecuación es completamente general e independiente de la situación de los puntos 

considerados, se puede aplicar de forma general para todos los puntos observados sin 

importar que estos se encuentren por encima o por debajo de la recta de ajuste.  
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Fig 4.15 Representación gráfica de un conjunto de puntos observados con su correspondiente 

recta de mejor ajuste para los puntos dados según el método de regresión lineal por mínimos 

cuadrados. 

Además, en la Fig 4.15 se indican los puntos observados 1 1 1 2 2 2( , ), ( , ),..., ( , )n n nP x y P x y P x y  y 

la proyección de éstos de manera vertical hacía la recta teórica se indican mediante la 

nomenclatura 
1 1 1 2 2 2( , ), ( , ),..., ( , )n n nP x y P x y P x y       cuyos valores en sus abscisas son iguales 

a los puntos observados y difieren respecto a su ordenada.  

El valor para la ordenada de cualquier punto ( , )n n nP x y   que forma la recta se calcula 

mediante la ecuación de la recta teórica, por tanto, su ecuación es: 

 
n ny mx b = +   (4.43) 

Entonces, mediante la ecuación de distancia entre dos puntos y sustituyendo los valores 

correspondientes de los puntos entre el punto teórico y el punto observado se tiene la 

ecuación: 

 
2 2( ) ( )n n n n ne x x y mx b= − + − −   (4.44) 

La cual simplificando y elevando al cuadrado se obtiene: 

 2 2( )n n ne y mx b= − −   (4.45) 

Desarrollando la ecuación anterior se llega a lo siguiente: 
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 2 2( ) ( )( )n n n n n n ne y mx b y mx b y mx b= − − = − − − −   

 2 2 2 2 22 2 2n n n n n n ne y mx y by bmx m x b= − − + + +   (4.46) 

La ecuación (4.46) se refiere a cualquier punto. Si se toman en cuenta todos los puntos se 

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 

 

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2n n n n n n n

e y mx y by bmx m x b

e y mx y by bmx m x b

e y mx y by bmx m x b

e y mx y by bmx m x b

= − − + + +

= − − + + +

= − − + + +

= − − + + +

  (4.47) 

Conformado por todos los puntos observados, por ende, para globalizar todas las ecuaciones 

(4.47) se requiere realizar un ajuste a la ecuación (4.46) la cual es: 

 
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2
n n n n n n

i i i i i i i

i i i i i i

e y m x y b y bm x m x nb
= = = = = =

= − − + + +        (4.48) 

Agrupando: 

 
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2
n n n n n n

i i i i i i i

i i i i i i

e nb b m x y y m x y m x
= = = = = =

 
= + − + − + 

 
        (4.49) 

Donde (4.49) es equivalente a la ecuación (4.45) considerando el sumatorio del sistema de 

ecuaciones descrito por (4.47) se tiene: 

 
2 2

1 1

( )
n n

i i i

i i

e y mx b
= =

= − −    (4.50) 

Como se desea optimizar la ecuación (4.49) es necesario derivarla respecto a las constantes, 

como las constantes son la pendiente m como la ordenada al origen b  es necesario realizar 

dos derivadas respecto a cada una de estas constantes. La derivada de (4.49) respecto a la 

ordenada al origen b  es: 

 

2

1

1 1

2 2

n

i n n
i

i i

i i

d e

nb m x y
db

=

= =

 
= + − 

 


    (4.51) 

Como se desea obtener el error mínimo posible se iguala la ecuación (4.51) con cero. 

 
1 1

2 2 0
n n

i i

i i

nb m x y
= =

 
+ − = 

 
    (4.52) 

Dividiendo entre 2  la ecuación anterior: 
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1 1

0
n n

i i

i i

nb m x y
= =

+ − =    (4.53) 

Para conocer la ecuación de la ordenada al origen, se obtiene despejando b : 

 1 1

n n

i i

i i

y m x

b
n

= =

−

=
 

  (4.54) 

O bien, reordenando términos se puede representar convenientemente la ecuación anterior de 

la siguiente forma: 

 1 1

n n

i i

i i

y x

b m
n n

= == −
 

  (4.55) 

Los términos 1

n

i

i

y

n

=


 y 1

n

i

i

x

n

=


 son las medias aritméticas para las ordenadas y  y las abscisas 

x , respectivamente. De modo que la ecuación se simplifica a: 

 b y mx= −   (4.56) 

Realizando la derivación de (4.49) respecto a la pendiente m se tiene: 

 

2

21

1 1 1

2 2

n

i n n n
i

i i i i

i i i

d e

m x b x x y
dx

=

= = =

 
= + − 

 


     (4.57) 

Como se desea obtener el error mínimo posible se iguala la ecuación (4.57) con cero. 

 
2

1 1 1

2 2 0
n n n

i i i i

i i i

m x b x x y
= = =

 
+ − = 

 
     (4.58) 

Dividiendo entre 2  la ecuación anterior: 

 
2

1 1 1

0
n n n

i i i i

i i i

m x b x x y
= = =

+ − =     (4.59) 

Sustituyendo (4.54) en (4.59) y desarrollando. 

 2 1 1

1 1 1

n n

i in n n
i i

i i i i

i i i

y m x

m x x x y
n

= =

= = =
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 + =
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  (4.60) 

De esta forma es como se llegan a conocer las características más relevantes para poder 

definir la ecuación de una recta en su forma punto-pendiente de la ecuación (4.41) teniendo 

su pendiente representada por la ecuación (4.60) y su ordenada al origen representada por 

(4.54), y así conocer la ecuación de la recta que mejor se ajusta al conjunto de puntos dados 

que están sujetos a un error significativo y por ende, es menester conocer dicha ecuación de 

la recta. 

4.9.2 Cuantificación del error en el método de regresión lineal 

Diferentes propiedades del ajuste de curvas por mínimos cuadrados se observan al examinar 

con mayor detalle la manera en la cual fueron calculados los errores o también conocidos 

como residuos para que éstos sean los más pequeños posible y así poder encontrar la recta 

que mejor se ajuste al conjunto de datos dados.  

La ecuación (4.50) indica la suma de los cuadrados de los residuos concepto que tiene 

especial similitud con el dividendo dentro del signo radical de la desviación estándar. Como 

la desviación estándar representa el cuadrado de la diferencia entre el conjunto de datos y la 

media, se puede hacer una analogía correspondiente entre la desviación estándar vista en la 

sección 4.7.3 y la suma cuadrática de los errores de la ecuación (4.50) y se tiene que esta 

última representa el cuadrado de la distancia vertical entre el punto observado y otra medida 

de tendencia central que en este caso es la línea recta. Empleando la nomenclatura 

correspondiente, la ecuación para la desviación estándar es: 
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  (4.61) 

Profundizando aún más en la cuantificación del error en la regresión lineal se llegan a 

observar otros dos puntos relevantes: 

a) La dispersión entre los puntos entorno a la línea recta mantiene una magnitud similar 

en todo el rango de los puntos observados. 

b) La distribución de los puntos entorno a la línea tienden a seguir una distribución 

normal 

Si estos criterios se cumplen se tiene la mejor estimación para los parámetros m  y b  por 

medio del método de regresión por mínimos cuadrados. Adicionalmente si estos criterios se 

satisfacen es posible determinar la desviación estándar del conjunto de datos que es: 

 

1

2
2

1
/

( )

2

n

i i

i
y x

y mx b

S
n

=

 
− − 

 =
− 

  


  (4.62) 

La denominación /y xS  se le conoce como el error estándar de la estimación, donde el 

subíndice /y x  designa al error para un valor predicho de y  y correspondiente a un valor 

determinado de x . El término 2n−  de la ecuación (4.62) hace referencia al denominador 

dentro del signo radical de la desviación estándar, con la diferencia que al tratarse de dos 

datos estimados, m  y b  se tendrán dos grados de libertad para la ecuación en vez de un solo 

valor a estimarse (o un grado de libertad) como se considera en la ecuación original.  

Otra justificación para emplear el término 2n−   es debido a que n  no puede tomar valores 

comprendidos entre 0 2n   por el hecho que un solo punto no puede definir a una recta 

según la definición de la misma, así mismo, aunque dos puntos si pueden emplearse para 

definir una recta no sería viable en este método, debido a que no se presentaría un ajuste de 

curvas por mínimos cuadrados ya que para realizar esto se requiere por lo menos de tres 

puntos, además que, en caso de considerar dos puntos, como la ecuación (4.62) tiene dos 

grados de libertad, automáticamente al considerar solamente dos puntos la ecuación tendrá 

un denominador igual a cero y, por tanto, tenderá a infinito. 

De este modo la ecuación (4.62) cuantifica la dispersión de los datos alrededor de una medida 

de tendencia central que es la recta o línea de regresión, a diferencia de la desviación estándar 

original que solamente cuantifica la dispersión en torno a la medida de tendencia central 

conocida como la media.  



 

178 

 

 

Fig 4.16 Cuantificación de los errores entorno a la media aritmética dados diferentes puntos 

observados. 

Además de conocer la manera en la cual los datos se dispersan entorno a la recta, también es 

menester conocer otra forma de cuantificar de manera más precisa y general en qué medida 

los errores presentados han sido reducidos por medio de la recta de regresión y esta es 

mediante el coeficiente de determinación que es mejor conocido mediante la letra 2r . Este 

coeficiente es especialmente útil ya que permite comparar de manera práctica dos o más 

regresiones y así conocer cuál de las dos o más presentan un error menor y, por tanto, cuál 

recta de regresión es la recta de mejor ajuste. 

El coeficiente de determinación se obtiene realizando una comparación entre dos elementos 

del conjunto de datos. El primer elemento consiste en conocer cuál es la variación, de sus 

ordenadas, del conjunto de datos respecto a la media, es decir, cual es el error o residuos entre 

los puntos observados y su media aritmética. El segundo elemento consiste en la 

cuantificación de los errores entorno a la recta de regresión. 

En la Fig 4.16 se tiene un conjunto de puntos observados de los cuales se desea conocer que 

coeficiente de determinación se tiene entre su media aritmética y la recta de regresión. Por 

tanto, el primer paso es dibujar en la escala deseada los puntos observados y representar 

mediante una recta su media aritmética: 

 1

n

i

i

y

y
n

==


  (4.63) 
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Fig 4.17 Cuantificación de los errores entorno a la recta de regresión dados diferentes puntos 

observados. 

Donde la nomenclatura de la ecuación (4.63) es modificada a la habitual ajustándose a las 

necesidades requeridas y donde y  es la variable dependiente, iy  son los diferentes elementos 

que componen a la muestra y n  es el número de elementos que la componen. Por 

simplificación, se denomina al error calculado del conjunto de datos entorno a la media 

aritmética como tS  y al error calculado del conjunto de datos entorno a la recta de 

regresión como rS . El error entorno a la media aritmética se calcula mediante la ecuación: 

 
2

1

( )
n

t i

i

S y y
=

= −   (4.64) 

En la Fig 4.17 se indica el segundo parámetro necesario para calcular de manera satisfactoria 

el coeficiente de determinación. Esto se obtiene mediante la suma del error cuadrático para 

cada uno de los puntos observados entorno a la recta de regresión representado por rS , esto 

ya se ha mencionado anteriormente, así es como considerando la ecuación (4.50) y 

empleando la nueva nomenclatura esta ecuación toma la forma: 

 
2

1

( )
n

r i i

i

S y mx b
=

= − −   (4.65) 

El coeficiente de determinación 2r  es un porcentaje representado de manera decimal que 

indica que porcentaje del error soluciona la recta de regresión y se representa por la ecuación: 
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  (4.66) 

O bien, mediante la forma: 
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2 1
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  (4.67) 

Mientras más se acerque 2r  a uno, este ajuste por regresión lineal será mucho más preciso y 

los errores o residuos entorno a la recta de regresión son, por tanto, más pequeños. 

4.9.3 Linealización de relaciones no lineales 

En ocasiones, al momento de realizar la representación gráfica de un conjunto de datos del 

tipo ( , )x y  no siempre se llegan a conclusiones donde los datos tengan tendencia lineal al 

graficarlos en escala aritmética presentado diferentes curvaturas. Estas se pueden evaluar 

para así conocer qué modelo matemático se puede seguir, aunque también se presenta el caso 

donde pueden no seguir un modelo teórico. 

La manera más simple para ver la tendencia de los puntos a seguir un modelo teórico es 

empleando gráficas a diferentes escalas ya que estas escalas se encuentran regidas bajo 

diferentes consideraciones matemáticas como se menciona y desarrolla en la sección 4.10.  

4.9.3.1 Función potencial 

Las funciones potenciales son aquellas que poseen, en su variable independiente, un 

exponente n . Es importante conocer la diferencia entre función potencial y función 

exponencial. Se denomina función potencial a cualquier función de la forma ( ) af x x=  donde 

la literal a  es un exponente de número real fijo. Por otra parte, se denomina función 

exponencial a cualquier función de la forma ( ) xf x a=  donde la literal a es la base de la 

función exponencial. 

Una de las formas que adoptan las funciones del tipo potencial es una forma parabólica la 

cual es muy útil para calcular la sección aguas abajo de un cimacio. En su representación 

matemática se le suele denominar como n  al exponente y C  a un factor que puede ser 

unitario de manera que: 

 ny Cx=   (4.68) 

Si se toma en cuenta propiedades logarítmicas como logaritmo de un producto: 
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 log ( ) log logb b bMN M N= +   (4.69) 

Y también la propiedad logaritmo de una potencia: 

 log logn

b bM n M=   (4.70) 

Donde b  representa la base del sistema. Estas propiedades de los logaritmos resultan ser 

herramientas útiles para poder despejar la potencia n  de la ecuación (4.68). 

Al emplear logaritmos se debe tener en cuenta su definición, la cual indica que el logaritmo 

base b  de un número x  es igual a n  que, analizándolo de otra manera, n  es el valor al que 

hay que elevar la base b  para obtener el valor x , esto se representa de la manera siguiente:  

 log n

b x n b x=  =   (4.71) 

Se conoce como base a cualquier número que sea positivo y como sistema a un conjunto de 

logaritmos con la misma base.  Como cualquier número positivo puede ser considerado como 

base de del sistema, se tiene un número ilimitado de sistemas, sin embargo, los que tienen 

mayor difusión y son más comunes de emplear son los logaritmos vulgares o de Birggs cuya 

base es el número 10  y el sistema de logaritmos naturales o neperianos cuya base es el 

número e  o número de Euler. 

Las propiedades de los logaritmos son: 

a) La base de un sistema de logaritmos no puede ser negativo 

b) Los números negativos no tienen logaritmo 

c) En cualquier sistema de logaritmos, el logaritmo de la base es igual a la unidad  

d) En cualquier sistema de logaritmos, el logaritmo de la unidad es igual a cero 

e) Los números mayores a uno tienen logaritmos positivos 

f) Los números menores a uno tiene logaritmos negativos 

Empleando las propiedades del producto  (4.69) y potencia (4.70) de un logaritmo en (4.68) 

y utilizando a un número cualquiera b  como base del sistema se obtiene la ecuación 

siguiente: 

 b b bLog y Log C nLog x= +   (4.72)  

Al emplear los logaritmos y sus propiedades en la ecuación (4.68), se ha obtenido una forma 

lineal de la ecuación que es fácilmente perceptible si se sustituyen los elementos de la 

ecuación (4.72) por los siguientes: 

 

b

b

b

Y Log y

X Log x

B Log C

M n

=

=

=

=

  (4.73) 

 Sustituyendo éstos en (4.72) se obtiene: 
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 Y MX B= +   (4.74) 

Que corresponde a la ecuación de una recta en su forma pendiente-ordenada al origen. Por 

comodidad y para hacer la correcta distinción entre los datos originales y la linealización de 

estos se emplean letras mayúsculas para estos últimos, además, se debe tener en cuenta que 

la incógnita n  de la ecuación (4.68) pasa a ser un factor que no se ve afectado por el logaritmo 

base b . 

Si se desea partir de una recta a su ecuación potencial, es necesario realizar un procedimiento 

inverso para conocer así la ecuación a partir de la linealización de los datos. Para esto se 

deben identificar los elementos (4.73) en la que se nota que, para la potencia n  se tiene: 

 n M=   (4.75) 

Esto debido a que este no se ve afectado directamente por el logaritmo al emplear las 

propiedades de estos sobre una función potencial, sin embargo el valor de c  si es afectado 

por el logaritmo, por ende, para conocer su valor aplicable a la ecuación potencial es menester 

realizar una operación inversa de logaritmo de acuerdo al concepto (4.71). De esta forma, 

para la ordenada al origen B de la ecuación (4.73) se obtiene: 

 
Bb C=   (4.76) 

Sustituyendo (4.75) y (4.76) en (4.68) se tiene a la ecuación potencial siguiente para cualquier 

logaritmo base b : 

 B My b x=   (4.77) 

donde, 

b   base empleada en el sistema de logaritmos. 

B   ordenada al origen de la recta afectado por la base del sistema. 

x   variable independiente. 

M   pendiente de la recta. 

La cual ya se encuentra en escala aritmética y bajo los puntos originales observados, es decir, 

sin estar afectado por los logaritmos de cualquier base.  

Si se desea emplear ya sea logaritmo Neperiano o logaritmo decimal se deben considerar esto 

durante todo el proceso y sustituir su base en (4.77), de esta manera si se emplean los 

logaritmos decimal, es decir, logaritmos base 10 se tiene: 

 10B My x=   (4.78) 

donde, 

B   ordenada al origen de la recta afectado por la base del sistema. 

x   variable independiente. 

M   pendiente de la recta. 
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De igual manera, si se hace uso de logaritmos Neperianos, es decir, aquellos que tienen por 

base el número e  o número de Euler se tiene: 

 B My e x=   (4.79) 

donde, 

e   número de Euler. 

B   ordenada al origen de la recta afectado por la base del sistema. 

x   variable independiente. 

M   pendiente de la recta. 

4.9.4 Ejemplo 4.1. Regresión lineal y el coeficiente de determinación  

Considerando los puntos de la Tabla 4.1, se busca obtener la recta de mejor ajuste que integre 

a cada uno de los puntos mostrados en las columnas 2 y 3 cuyos datos son tomados de manera 

aleatorios  

La representación gráfica de los puntos mostrados en la tabla anterior se muestra en la Fig 

4.18 donde se aprecia que el conjunto de puntos aleatorios sigue una tendencia lineal así 

mismo que no tienden a seguir una recta ideal.  

El método de regresión lineal es el más adecuado para obtener una recta de ajuste adecuada 

para el conjunto dado de puntos debido a que éstos presentan un significativo error que debe 

ser tomado en consideración y, por tanto, la interpolación se descarta. 

De esta manera se realizan los procedimientos relacionados con el método de regresión lineal 

que, de acuerdo a la ecuación (4.60), se requiere efectuar ciertas operaciones con el conjunto 

de datos, los cuales son el producto entre las abscisas y ordenadas para cada punto y elevar 

al cuadrado cada una de las abscisas, así como el sumatorio para las abscisas, ordenadas, el 

producto entre abscisas y ordenadas, el cuadrado de las abscisas y finalmente el número de 

elementos que componen el conjunto de datos. Con este objetivo son agregadas las columnas 

4 y 5 de la Tabla 4.1, así mismo la última fila que corresponde a la suma de cada uno de los 

elementos mostrados en la tabla. 

Contando con los datos de la tabla y con el número de datos que componen la muestra que 

es 9n = , se sustituyen estos en (4.60) cómo se indican a continuación: 

 
( )

2

(9)(506.6) (45)(83) 824.4
1.52667

540(9)(285) 45
m

−
= = =

−
  (4.80) 

El parámetro anterior hace referencia a la pendiente de la recta de regresión. Otro parámetro 

necesario para definir la ecuación de la recta de regresión es la ordenada al origen b  que es 

conocida mediante la ecuación (4.55). Para esto es necesario conocer las medias aritméticas 

tanto de las abscisas como de las ordenadas, por tanto, la media aritmética de las abscisas es: 
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45

5
9

x = =   (4.81) 

Tabla 4.1 Puntos observados de manera aleatoria  

 

La media aritmética para las ordenadas es: 

 
83

9.22
9

y = =   (4.82) 

Sustituyendo las ecuaciones (4.80),  (4.81)  y  (4.82) en (4.56): 

 9.22 (1.52667)(5) 1.58665b = − =   (4.83) 

Considerando la ordenada al origen calculada (4.83) y la pendiente de la recta (4.80) es 

posible sustituir estos valores en la ecuación de una recta de la forma pendiente-ordenada al 

origen representada por la ecuación (4.41): 

 1.52667 1.58665y x= +   (4.84) 

La recta representada por la ecuación (4.84) es la recta de mejor ajuste buscada, o también 

conocida como la recta de regresión que mejor se ajusta al conjunto de datos dado. Ahora 

conviene conocer en qué medida la recta de regresión obtenida ha ayudado a solucionar los 

residuos presentes, para conocer este parámetro conocido también como coeficiente de 

determinación, se toman las retoman las coordenadas de la Tabla 4.1. 

De acuerdo con la ecuación (4.67) es necesario realizar una comparación entre los datos antes 

y después de la regresión por mínimos cuadrados, por ende, se realiza una comparación entre 

los residuos del conjunto de puntos dados y la media aritmética, y posteriormente una 

comparación entre los residuos del conjunto de puntos y la recta de regresión obtenida. Las 

columnas 4 y 5 de la Tabla 4.2 buscan calcular estos puntos, donde la columna 4 sirve para 

calcular los residuos antes de la regresión y la columna 5 es para calcular los residuos después 

de la regresión. 

Punto

P1 1 2.7 2.7 1

P2 2 5.6 11.2 4

P3 3 4.7 14.1 9

P4 4 8.9 35.6 16

P5 5 7.4 37 25

P6 6 13.1 78.6 36

P7 7 11.5 80.5 49

P8 8 15 120 64

P9 9 14.1 126.9 81

Suma 45 83 506.6 285

x y i ix y 2

ix
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Fig 4.18 Representación gráfica del conjunto de puntos aleatorios. 

Sustituyendo los datos correspondientes en la ecuación para el cálculo del coeficiente de 

determinación se obtiene: 

 
2 17.09

1 0.8911
156.94

r = − =   (4.85) 

 

Tabla 4.2 Conjunto de datos aleatorios para el cálculo del coeficiente de determinación  

 

Punto

P1 1 2.7 42.54 0.17

P2 2 5.6 13.12 0.92

P3 3 4.7 20.45 2.16

P4 4 8.9 0.10 1.45

P5 5 7.4 3.32 3.32

P6 6 13.1 15.04 5.53

P7 7 11.5 5.19 0.60

P8 8 15 33.38 1.43

P9 9 14.1 23.79 1.51

Suma 45 83.00 156.94 17.09

2( )iy y−x y 2( )i iy b mx− −
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Adicionalmente es posible conocer la dispersión con ayuda de la desviación estándar 

mediante las ecuaciones (4.61) y (4.62) para conocer la dispersión de los datos antes y 

después de la regresión, respectivamente. 

La dispersión del conjunto de datos antes de la regresión lineal se calcula considerando a la 

media aritmética como medida de tendencia central y, al no considerar aún una recta de 

ajuste, se tiene únicamente un grado de libertad o una incógnita para el conjunto de datos. 

Los valores necesarios para su cálculo son los mismos calculados en la columna 4 de la Tabla 

4.2, sustituyendo estos datos se obtiene:  

 

1

2156.94
4.4292

9 1
yS

 
= = − 

  (4.86) 

Para conocer la dispersión de los datos después de la regresión por mínimos cuadrados se 

considera la recta de regresión y, por ende, se tienen dos grados de libertad en la ecuación de 

desviación estándar, así mismo los datos requeridos para su cálculo son los proporcionados 

por la columna 5. Realizando las operaciones relacionadas se obtiene: 

 

1

2

/

17.09
1.5625

9 2
y xS

 
= = − 

  (4.87) 

La dispersión del conjunto de datos antes y después de la regresión es una buena medida en 

conjunto con el coeficiente de determinación para conocer en qué medida el conjunto se ha 

ajustada de la manera más adecuada. 

4.10 Escalas probabilísticas empleadas para la representación gráfica 

Para conocer a que distribución teórica se ajusta mejor una determinada muestra la forma 

más conveniente es mediante la representación gráfica de la muestra en diferentes tipos 

de papales cuyas marcas se distribuyen a diferentes magnitudes según la ley que éstas 

sigan. Así es como se suele recurrir a la representación de la escala de Gauss que sigue la ley 

de la distribución normal estándar y cuya construcción al ser la menos habitual es explicada 

a continuación considerando esta escala para el eje vertical y sus variantes para el eje 

horizontal considerando la escala aritmética y la escala logarítmica que se denominan escala 

probabilística normal y escala logarítmica normal, respectivamente. 

4.10.1 Representación gráfica en papel probabilístico normal 

Una representación probabilística normal se trata de una representación gráfica de una 

función o un conjunto de datos en la que el eje de las abscisas corresponde a una escala 

aritmética o lineal, es decir, aquella cuya distribución del espacio entre cada marca de la 

escala es constante, y el eje de las ordenadas a una escala probabilística normal o escala de 

Gauss que se sigue esta ley la distribución de las marcas para esta escala presenta un abanico 

más amplio de diferencias.  
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Fig 4.19 Representación gráfica de la función de densidad normal. 

De acuerdo con Martínez y Marí (s.f.) en su publicación titulada “El papel probabilístico 

normal” se menciona que el uso de esta representación gráfica fue propuesto por Daniel 

(1959) y a partir de este momento ha sido una herramienta muy útil para diversos fines, donde 

su principal uso es para determinar si una distribución de frecuencias dada se asemeja a una 

distribución normal estándar de frecuencias acumuladas y a así a la ley que de esta se rige. 

Si los datos se ajustan a una función de densidad normal como la representada en la Fig 4.19, 

se dice que éstos se ajustan a la Ley Normal sin embargo no siempre es tan fácil determinar 

si los datos se ajustan a la campana de Gauss sobre todo cuando los datos estudiados no 

corresponden simplemente a frecuencias relativas sino como frecuencias relativas 

acumuladas, por ende, es necesario recurrir al empleo del papel probabilístico normal.  

Como generalmente los datos que se emplean corresponde a una distribución de frecuencias 

acumuladas es raro visualizar simplemente a la distribución como una campana de Gauss si 

no que, considerando la distribución de frecuencias acumuladas y empleando su 

representación gráfica en escala aritmética, se tiene que la curva adquiere forma de S  

alargada (Fig 4.20) adoptando esta forma debido a la distribución en forma de campana de 

los datos cuando no se consideran a las frecuencias como frecuencias acumuladas. 
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Fig 4.20 Gráfica de frecuencias relativas acumuladas de una distribución estándar en papel 

aritmético. 

De acuerdo a Sánchez (2013) en su artículo titulado “Gráficos de probabilidad” indica que 

considerando tres puntos de observación para una distribución normal estándar de 

probabilidad acumulada conformados por las letras A , B yC , representadas en escala 

aritmética o lineal como es mostrado en la Fig 4.20, dibujando los puntos de la curva anterior 

en papel probabilístico normal se tiene una curva linealizada (Fig 4.21) debido a la escala 

empleada en el papel donde los puntos antes mencionados coinciden exactamente con las 

coordenadas mostradas en el papel con escala aritmética independientemente de la escala 

empleada y los puntos restantes que conforman a la curva ya se ven afectados por la 

adaptación de la escala en este papel. 

Así es como se concluye que si a la distribución de las marcas del eje ordenado, se les 

distribuye de acuerdo con el comportamiento de la distribución normal estándar se puede 

conseguir que la distribución que anteriormente toma forma de S en papel aritmético pase a 

ser representada por una línea recta en papel probabilístico normal. 

Considerando la escala probabilística normal, se observa que en sus ordenadas se presentan 

diferentes anchos entre cada valor que los separa aun así se tenga que la diferencia entre cada 

intervalo del porcentaje sea de la misma magnitud o mucho menor a la anterior. Así mismo 

se llega a la conclusión a partir de la observación que la separación entre los valores entorno 

al 50 se hacen cada vez menores conforme se acercan los datos a éste y mayor mientras se 

aleja de este valor central. 
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Fig 4.21 Gráfica de frecuencias relativas acumuladas de una distribución estándar en papel 

probabilístico normal. 

4.10.2 Construcción de la escala probabilística normal 

Es poco usual tener que preparar la escala de Gauss, sin embargo, en ocasiones es necesario 

recurrir a la elaboración de esta escala además de ser muy útil conocer el motivo de su curiosa 

distribución. Para lograr esto se parte del uso de la tabla de función de distribución normal 

estándar (Tabla 4.3) en donde se observan características inversas a la habituales, ya que 

generalmente se suele calcular el valor de la probabilidad con base en el valor calculado para 

la variable Z, en este caso en particular, se tienen las probabilidades que se desean calcular.  

Para su construcción se seleccionan los valores habitualmente empleados para representar 

esta escala que son los mostrados en la Tabla 4.4. Posteriormente esos valores se transforman 

de porcentaje a una representación decimal que permite calcular el valor de Z como se indica 

en la segunda columna de la misma tabla. Generalmente es necesario hacer uso de diferentes 

interpolaciones para conocer el valor exacto de la probabilidad que se está evaluando, al ser 

valores cuyas diferencias son relativamente pequeñas se puede realizar la interpolación de 

manera lineal a pesar de tratarse de una curva, ya que las diferencias son tan pequeñas que el 

error de igual manera es pequeño y, por tanto, despreciable. 
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Tabla 4.3 Tabla de probabilidades de la distribución normal estándar a partir de función 

correspondiente en Excel 

P 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.010   

0.000 - 3.0902 2.8782 2.7478 2.6521 2.5758 2.5121 2.4573 2.4089 2.3656 2.3263 0.990 

0.010 2.3263 2.2904 2.2571 2.2262 2.1973 2.1701 2.1444 2.1201 2.0969 2.0749 2.0537 0.980 

0.020 2.0537 2.0335 2.0141 1.9954 1.9774 1.9600 1.9431 1.9268 1.9110 1.8957 1.8808 0.970 

0.030 1.8808 1.8663 1.8522 1.8384 1.8250 1.8119 1.7991 1.7866 1.7744 1.7624 1.7507 0.960 

0.040 1.7507 1.7392 1.7279 1.7169 1.7060 1.6954 1.6849 1.6747 1.6646 1.6546 1.6449 0.950 

0.050 1.6449 1.6352 1.6258 1.6164 1.6072 1.5982 1.5893 1.5805 1.5718 1.5632 1.5548 0.940 

0.060 1.5548 1.5464 1.5382 1.5301 1.5220 1.5141 1.5063 1.4985 1.4909 1.4833 1.4758 0.930 

0.070 1.4758 1.4684 1.4611 1.4538 1.4466 1.4395 1.4325 1.4255 1.4187 1.4118 1.4051 0.920 

0.080 1.4051 1.3984 1.3917 1.3852 1.3787 1.3722 1.3658 1.3595 1.3532 1.3469 1.3408 0.910 

0.090 1.3408 1.3346 1.3285 1.3225 1.3165 1.3106 1.3047 1.2988 1.2930 1.2873 1.2816 0.900 

0.100 1.2816 1.2759 1.2702 1.2646 1.2591 1.2536 1.2481 1.2426 1.2372 1.2319 1.2265 0.890 

0.110 1.2265 1.2212 1.2160 1.2107 1.2055 1.2004 1.1952 1.1901 1.1850 1.1800 1.1750 0.880 

0.120 1.1750 1.1700 1.1650 1.1601 1.1552 1.1503 1.1455 1.1407 1.1359 1.1311 1.1264 0.870 

0.130 1.1264 1.1217 1.1170 1.1123 1.1077 1.1031 1.0985 1.0939 1.0893 1.0848 1.0803 0.860 

0.140 1.0803 1.0758 1.0714 1.0669 1.0625 1.0581 1.0537 1.0494 1.0450 1.0407 1.0364 0.850 

0.150 1.0364 1.0322 1.0279 1.0237 1.0194 1.0152 1.0110 1.0069 1.0027 0.9986 0.9945 0.840 

0.160 0.9945 0.9904 0.9863 0.9822 0.9782 0.9741 0.9701 0.9661 0.9621 0.9581 0.9542 0.830 

0.170 0.9542 0.9502 0.9463 0.9424 0.9385 0.9346 0.9307 0.9269 0.9230 0.9192 0.9154 0.820 

0.180 0.9154 0.9116 0.9078 0.9040 0.9002 0.8965 0.8927 0.8890 0.8853 0.8816 0.8779 0.810 

0.190 0.8779 0.8742 0.8705 0.8669 0.8633 0.8596 0.8560 0.8524 0.8488 0.8452 0.8416 0.800 

0.200 0.8416 0.8381 0.8345 0.8310 0.8274 0.8239 0.8204 0.8169 0.8134 0.8099 0.8064 0.790 

0.210 0.8064 0.8030 0.7995 0.7961 0.7926 0.7892 0.7858 0.7824 0.7790 0.7756 0.7722 0.780 

0.220 0.7722 0.7688 0.7655 0.7621 0.7588 0.7554 0.7521 0.7488 0.7454 0.7421 0.7388 0.770 

0.230 0.7388 0.7356 0.7323 0.7290 0.7257 0.7225 0.7192 0.7160 0.7128 0.7095 0.7063 0.760 

0.240 0.7063 0.7031 0.6999 0.6967 0.6935 0.6903 0.6871 0.6840 0.6808 0.6776 0.6745 0.750 

0.250 0.6745 0.6713 0.6682 0.6651 0.6620 0.6588 0.6557 0.6526 0.6495 0.6464 0.6433 0.740 

0.260 0.6433 0.6403 0.6372 0.6341 0.6311 0.6280 0.6250 0.6219 0.6189 0.6158 0.6128 0.730 

0.270 0.6128 0.6098 0.6068 0.6038 0.6008 0.5978 0.5948 0.5918 0.5888 0.5858 0.5828 0.720 

0.280 0.5828 0.5799 0.5769 0.5740 0.5710 0.5681 0.5651 0.5622 0.5592 0.5563 0.5534 0.710 

0.290 0.5534 0.5505 0.5476 0.5446 0.5417 0.5388 0.5359 0.5330 0.5302 0.5273 0.5244 0.700 

0.300 0.5244 0.5215 0.5187 0.5158 0.5129 0.5101 0.5072 0.5044 0.5015 0.4987 0.4959 0.690 

0.310 0.4959 0.4930 0.4902 0.4874 0.4845 0.4817 0.4789 0.4761 0.4733 0.4705 0.4677 0.680 

0.320 0.4677 0.4649 0.4621 0.4593 0.4565 0.4538 0.4510 0.4482 0.4454 0.4427 0.4399 0.670 

0.330 0.4399 0.4372 0.4344 0.4316 0.4289 0.4261 0.4234 0.4207 0.4179 0.4152 0.4125 0.660 

0.340 0.4125 0.4097 0.4070 0.4043 0.4016 0.3989 0.3961 0.3934 0.3907 0.3880 0.3853 0.650 

0.350 0.3853 0.3826 0.3799 0.3772 0.3745 0.3719 0.3692 0.3665 0.3638 0.3611 0.3585 0.640 

0.360 0.3585 0.3558 0.3531 0.3505 0.3478 0.3451 0.3425 0.3398 0.3372 0.3345 0.3319 0.630 

0.370 0.3319 0.3292 0.3266 0.3239 0.3213 0.3186 0.3160 0.3134 0.3107 0.3081 0.3055 0.620 

0.380 0.3055 0.3029 0.3002 0.2976 0.2950 0.2924 0.2898 0.2871 0.2845 0.2819 0.2793 0.610 

0.390 0.2793 0.2767 0.2741 0.2715 0.2689 0.2663 0.2637 0.2611 0.2585 0.2559 0.2533 0.600 

0.400 0.2533 0.2508 0.2482 0.2456 0.2430 0.2404 0.2378 0.2353 0.2327 0.2301 0.2275 0.590 

0.410 0.2275 0.2250 0.2224 0.2198 0.2173 0.2147 0.2121 0.2096 0.2070 0.2045 0.2019 0.580 

0.420 0.2019 0.1993 0.1968 0.1942 0.1917 0.1891 0.1866 0.1840 0.1815 0.1789 0.1764 0.570 

0.430 0.1764 0.1738 0.1713 0.1687 0.1662 0.1637 0.1611 0.1586 0.1560 0.1535 0.1510 0.560 

0.440 0.1510 0.1484 0.1459 0.1434 0.1408 0.1383 0.1358 0.1332 0.1307 0.1282 0.1257 0.550 

0.450 0.1257 0.1231 0.1206 0.1181 0.1156 0.1130 0.1105 0.1080 0.1055 0.1030 0.1004 0.540 

0.460 0.1004 0.0979 0.0954 0.0929 0.0904 0.0878 0.0853 0.0828 0.0803 0.0778 0.0753 0.530 
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0.470 0.0753 0.0728 0.0702 0.0677 0.0652 0.0627 0.0602 0.0577 0.0552 0.0527 0.0502 0.520 

0.480 0.0502 0.0476 0.0451 0.0426 0.0401 0.0376 0.0351 0.0326 0.0301 0.0276 0.0251 0.510 

0.490 0.0251 0.0226 0.0201 0.0175 0.0150 0.0125 0.0100 0.0075 0.0050 0.0025 0.0000 0.500 

  0.010 0.009 0.008 0.007 0.006 0.005 0.004 0.003 0.002 0.001 0.000 P 

 

Otra manera más exacta para calcular el valor de Z es empleando programas como hojas de 

cálculo que permiten conocer el valor más preciso a partir de los valores de la probabilidad 

deseada.  

En el programa Excel y en su versión en español del paquete de ofimática de Microsoft®, 

permite calcular el valor de Z a partir de una probabilidad dada mediante la fórmula 

DISTR.NORM.ESTAND.INV en cuya función solo es necesario introducir el valor de la 

probabilidad dada y muestra en la celda seleccionada el valor de Z correspondiente.  

Tabla 4.4 Calculo para la distribución de los espacios entre cada marca de la escala de Gauss 

para las probabilidades indicadas. 

 

En la tercera columna de la Tabla 4.4 ya se tienen los valores para la variable Z calculados 

con base en la probabilidad mostrada en la segunda columna. Posteriormente es necesario 

calcular las diferencias entre dos valores de Z consecutivos como es mostrado en la cuarta 

Probabiliddad
Probabilidad 

en decimal
Z Diferencia

99.9900 0.9999 3.7190 0.6288

99.9000 0.9990 3.0902 0.4382

99.6000 0.9960 2.6521 0.3257

99.0000 0.9900 2.3263 0.2726

98.0000 0.9800 2.0537 0.4089

95.0000 0.9500 1.6449 0.3633

90.0000 0.9000 1.2816 0.4399

80.0000 0.8000 0.8416 0.3172

70.0000 0.7000 0.5244 0.2711

60.0000 0.6000 0.2533 0.2533

50.0000 0.5000 0.0000 0.0000

40.0000 0.4000 -0.2533 0.2533

30.0000 0.3000 -0.5244 0.2711

20.0000 0.2000 -0.8416 0.3172

10.0000 0.1000 -1.2816 0.4399

5.0000 0.0500 -1.6449 0.3633

2.0000 0.0200 -2.0537 0.4089

1.0000 0.0100 -2.3263 0.2726

0.5000 0.0050 -2.5758 0.2495

0.1000 0.0010 -3.0902 0.5144

0.0500 0.0005 -3.2905 0.2003

0.0100 0.0001 -3.7190 0.4285
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columna cuyas diferencias partirán de un punto central el cual corresponde al punto en el que 

la media, mediana y moda coindicen y el cual corresponde a una probabilidad del 50%. Así 

las diferencias calculadas parten de este punto tanto para probabilidades mayores como 

menores al 50%. 

Si en estricto sentido, las probabilidades seleccionadas se encuentran separados de manera 

proporcional partiendo como punto central el 50%, se tiene entonces que los espacios dados 

por la distribución también tenderán a seguir este patrón siendo los espacios para las 

distribuciones mayores al 50% iguales a la distribución de los espacios para los valores 

menores al 50%, sin embargo, las probabilidades menores al 5% y las mayores al 95% en la 

Tabla 4.4 no presentan la misma proporcionalidad al ser diferentes los porcentajes 

considerados. 

Tomando en cuenta lo anterior se construye el papel probabilístico normal como el mostrado 

en la Fig 4.22 que muestra en su eje ordenado las probabilidades para las cuales fueron 

calculados los valores de donde las diferencias se muestran al lado derecho de la figura 

paralelo al eje ordenado. El valor central correspondiente al 50% se muestra en color rojo y 

es este el punto el origen para la representación de los porcentajes con sus respectivas 

diferencias calculadas respecto al anterior. Así mismo el eje de las abscisas se encuentra en 

escala aritmética cuya distribución de espacios es lineal y valores indicados son empleados 

de acuerdo con el uso que se le dé al papel.  

 

Fig 4.22 Papel probabilístico normal mostrando en el eje de las ordenadas a la izquierda las 

probabilidades representativas de la distribución y del lado derecho paralelo al eje el espaciado 

necesario para mantener la linealidad en una distribución de este tipo. 

Es importante mencionar que a pesar de no existir alguna regla que indique la relación de 

proporcionalidad entre ambos ejes de un gráfico, Habert et. al (1973) menciona el uso de la 

Z
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regla de tres cuartos de altura la cual indica que la representación gráfica se debe de hacer de 

tal modo que la altura de los datos representados sea aproximadamente igual a tres cuartos 

de la longitud del eje horizontal. En la Fig 4.22 se muestra un gráfico que cumple con esta 

condición teniendo en cuenta que el eje vertical es ligeramente mayor a tres cuartos del eje 

horizontal considerando que no todos los datos abarcarán en su totalidad al eje horizontal. 

4.10.3 Representación gráfica en papel logarítmico normal 

El papel logarítmico normal es aquél que sigue, en su eje ordenado, la misma distribución de 

espacios entre los distintos valores presentado por el papel probabilístico normal, con la 

deferencia que, en vez de tener escala aritmética en el eje de las abscisas, éste sigue una ley 

logarítmica. 

La representación de la ley logarítmica en el eje horizontal puede tener base decimal o natural 

siendo logaritmo decimal o logaritmo natural (también conocido como logaritmo neperiano), 

respectivamente. Para ambos casos la metodología empleada es similar siendo el de uso 

generalizado los logaritmos con base decimal y por ende es el explicado a continuación.  

 

Fig 4.23 Papel logarítmico normal con cuatro ciclos en su escala logarítmica. 

La representación logarítmica con base decimal en un eje se hace tomando en cuenta valores 

mayores al cero que pude comenzar desde valores tan pequeños menores a la unidad como 

valores tan grandes como se deseen dividiéndose en ciclos donde la relación del número 

mayor y el número menor de cada ciclo de como cociente 10, ejemplos de ciclos son: 0.1 1−
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, 1 10− , 10 100−  y 100 1000− .  En la Fig 4.23 se tiene un papel logarítmico normal lo cual 

indica escala normal en su eje vertical y logarítmica en su eje horizontal; los ciclos se 

encuentran indicados de modo que siempre se tendrá una repetición siendo regularmente 

empleados dos o más ciclos. 

4.10.4 Construcción de la escala logarítmico normal 

Análogamente como en el caso del papel probabilístico normal, se parte tomando en cuenta 

los logaritmos de los valores que forman el ciclo deseado, con la particularidad que, 

independientemente del ciclo seleccionado, el espaciado será siempre el mismo. 

Tabla 4.5 Calculo de las diferencias entre marcas para un eje a escala logarítmica tomando en 

cuenta los valores para un ciclo completo 

 

Por comodidad se selecciona el ciclo 100 1000−  como se indica en Tabla 4.5, en la primera 

columna contando de izquierda a derecha, se indican los valores que corresponden al ciclo 

con separaciones de 100 entre cada marca, posteriormente en la segunda columna se calcula 

el logaritmo correspondiente al valor indicado por la primera columna. A continuación, se 

calcula la diferencia entre el valor actual y el siguiente y como método para verificar que 

todo se haya realizado de manera correcta en la cuarta columna se realiza la diferencia 

acumulada que suma la diferencia actual más la diferencia acumulada anterior. Por tanto, la 

diferencia entre una marca y la anterior es la indicada por la tercera columna, aplicando esto 

en una gráfica que considera en su eje ordenado la ley de Gauss y en su eje de las abscisas la 

ley logarítmica decimal se obtiene la Fig 4.24 

En esta figura se muestra al papel logarítmico normal con un eje horizontal que sigue la ley 

de un logaritmo decimal y eje vertical la ley de Gauss. Paralelo al eje horizontal y en la parte 

superior se muestra las diferencias entre el espaciado para cada marcada en un ciclo, teniendo 

la particularidad que debido a su propiedad el espaciado es el mismo para cada ciclo, así 

mismo, paralelo al eje vertical en la parte derecha se muestra el espaciado para una 

distribución que sigue la ley de Gauss. 

Abscisas Log Diferencia

100 2.00000 0.30103

200 2.30103 0.17609

300 2.47712 0.12494

400 2.60206 0.09691

500 2.69897 0.07918

600 2.77815 0.06695

700 2.84510 0.05799

800 2.90309 0.05115

900 2.95424 0.04576

1000 3.00000
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Fig 4.24 Papel logarítmico normal mostrando a la izquierda del eje de las ordenadas las 

probabilidades representativas de la distribución y del lado derecho, paralelo al eje, el 

espaciado necesario para mantener la linealidad en una distribución del tipo normal. Así mismo 

en el eje de las abscisas en la parte inferior se muestran cuatro ciclos de una escala logarítmica 

y en la parte superior se indican los espacios correspondientes para la construcción de esta 

escala. 

En el caso del eje horizontal se pueden tener tantos ciclos como uno desee siempre teniendo 

en cuenta que la relación entre el eje vertical sea igual a tres cuartas partes de la longitud del 

eje horizontal para que la gráfica se represente mediante una proporcionalidad adecuada. 

4.11 Aplicación de la estadística al análisis granulométrico  

Al abordar el estudio de la Mecánica de suelos es común encontrarse con el estudio de la 

granulometría de los suelos. El estudio de la granulometría de los suelos resulta importante 

para diversos fines al permitir conocer la composición del tamaño de las partículas del suelo, 

sin embargo, este parámetro no permite conocer todas sus características mecánicas.  

La orientación de las partículas, así como su forma e historia geológica solo son algunos de 

las propiedades que aportan más información relativo a las propiedades mecánicas, de ahí 

que muchas pruebas se requiera de muestras tomadas de forma inalteradas las cuales son más 
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fieles a conservar estas características. Sin embargo, siempre se tiene la incertidumbre que, 

al ser extraídos del suelo, los esfuerzos a los que se encuentra sometida la muestra inalterada 

no son los mismos y así los resultados arrojados por las diferentes pruebas a las que sea 

sometida la muestra pueden diferir del comportamiento real del suelo. Por tanto, se dice que 

la muestra puede ser inalterada, pero realmente no lo es ya que al ser extraído de su entorno 

natural ya sufre de una condición que altera su estado natural. 

Pese a lo anterior, siempre resulta conveniente conocer la granulometría ya que esta 

información puede ser empleada para diversos fines como lo es el estudio de los sedimentos 

que son transportados en un cauce ya que su transporte provoca que estos sean depositados 

en el lecho de un canal ya sea natural o artificial. 

4.11.1 Características de su representación gráfica 

La gráfica granulométrica suele representarse en el eje ordenado con porcentajes de la 

muestra cuyas partículas son de menor dimensión a la que hace referencia y en el eje de las 

abscisas mediante diámetros (generalmente expresados en mm) de los diferentes tamaños de 

partículas que componen el suelo o sedimento. 

Para obtener esta gráfica, es necesario realizar una tabla donde se expresen en una columna 

de ésta el nombre que se le asigna a los diferentes tamaños de la abertura en la malla de los 

tamices que se emplean para realizar la prueba a los cuales se les suele expresar mediante 

fracciones y números, sin embargo, para fines prácticos, como se requiere graficar estos datos 

en una gráfica es necesario contar, en otra columna, con la equivalencia de la abertura de los 

diferentes tamices en milímetros.  

Al realizar el cribado de la muestra en los diferentes tamices se tiene que en cada tamiz se ha 

retenido una porción de la muestra, la cual ha de pesarse para conocer cuáles son los tamaños 

predominantes y la frecuencia en la cual se presentan. Conocer el peso retenido en gramos 

no resulta práctico, por ende, en otra columna se debe representar el porcentaje retenido, el 

cual se obtiene simplemente dividiendo el peso retenido en cada tamiz entre el peso total de 

la muestra. Posteriormente, en otra columna, se expresan los porcentajes retenidos 

acumulados, éste se obtiene sumando el porcentaje retenido de una determinada malla más 

el peso retenido de la anterior malla. Como la columna anterior representa el porcentaje 

retenido en cada malla ahora resulta conveniente expresarlo en qué porcentaje del suelo o 

sedimento total pasa por cada tamiz o, en otras palabras, que porcentaje resulta ser menor a 

la abertura del tamiz, para esto se resta del cien por ciento el porcentaje retenido acumulado 

para cada tamiz. 

La Estadística tiene una relación muy cercana con el análisis granulométrico debido a que, 

realizando la analogía correspondiente, el diámetro de las partículas es la variable aleatoria, 

el peso retenido es la frecuencia, el porcentaje retenido es la frecuencia relativa y el 

porcentaje retenido acumulado es la frecuencia relativa acumulada. Finalmente, la última 

columna que es el porcentaje que pasa, es la frecuencia relativa acumulada menor a cierta 

magnitud. 
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Debido al amplio rango que abarcan los diámetros de las partículas de un suelo o sedimento 

se suele emplear papel semilogarítmico ya que permite abarcar grandes variaciones de 

tamaños que en papel aritmético o papel a escala natural es difícil lograr ya que en caso de 

hacerlo la escala quedaría muy ajustada y abarcaría innecesariamente gran parte de la gráfica.  

Lo anterior se acostumbra simplemente porque resulta conveniente para su representación 

visual, sin embargo, se pueden emplear otras escalas para analizar si la curva granulométrica 

se ajusta a algún modelo y poder ver si los datos obtenidos en campo se ajustan a este modelo. 

Al ser la curva granulométrica un polígono de frecuencias relativas acumuladas o también 

conocida como curva de frecuencias relativas acumuladas, resulta útil este aspecto ya que 

esto permite representar en una misma gráfica diferentes curvas granulométricas y así 

simplificar espacios y realizar comparaciones de manera práctica. 

Antes de sistematizar el análisis granulométrico de las muestras de suelo o sedimento 

conviene analizar de manera preliminar una o dos de ellas buscando seleccionar a simple 

vista la que presente una mayor variedad de tamaños de sus partículas esto con el objeto de 

seleccionar el número de tamices adecuado para evitar seleccionar algunos con aberturas 

mayores a las necesarias o no seleccionar suficientes tamices para definir con precisión las 

aberturas menores. 

Tabla 4.6 Resultados de una prueba de análisis granulométrico realizada mediante 7 mallas 

 

Posteriormente se procede a seleccionar tentativamente un número pequeño de tamices. Para 

ilustrar lo anterior se toman en cuenta los datos de la Tabla 4.6, en la que se han seleccionado 

siete diferentes tamaños de tamices, además de la charola en la cual se retienen las partículas 

que entran en el grupo de los finos. 

 

 

 

 

Tamiz
Diámetro, en 

mm

Peso 

retenido, en 

gr.

Porcentaje 

retenido

Porcentaje 

retenido 

acumulado

Porcentaje que 

pasa

1" 25.4 0.00 0.000 0.000 100.000

1/2" 12.7 21.05 0.645 0.645 99.355

#4 4.75 186.7 5.719 6.364 93.636

#20 0.84 1817.39 55.672 62.036 37.964

#40 0.42 806.06 24.692 86.728 13.272

#100 0.15 413.49 12.666 99.394 0.606

#200 0.075 14.82 0.454 99.848 0.152

Charola - 4.96 0.152 100.000 0.000

Suma 3264.47 100.000
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Tabla 4.7 Resultados de una prueba de análisis granulométrico realizada mediante 18 mallas 

 

 

Fig 4.25 Curvas granulométricas representativas de la Tabla 4.6 y Tabla 4.7. 

Tamiz
Diámetro, en 

mm

Peso 

retenido, en 

gr.

Porcentaje 

retenido

Porcentaje 

retenido 

acumulado

Porcentaje que 

pasa

1" 25.400 0 0.000 0.000 100.000

3/4" 19.100 21.05 0.645 0.645 99.355

1/2" 12.700 12.5 0.383 1.028 98.972

3/8" 9.520 16.09 0.493 1.521 98.479

1/4" 6.350 44.11 1.351 2.872 97.128

#4 4.760 114 3.492 6.364 93.636

#6 3.030 284.66 8.720 15.084 84.916

#8 2.380 185.84 5.693 20.777 79.223

#12 1.680 412.63 12.640 33.417 66.583

#16 1.190 436.84 13.382 46.798 53.202

#20 0.840 497.42 15.237 62.036 37.964

#30 0.590 591.5 18.119 80.155 19.845

#40 0.420 214.56 6.573 86.728 13.272

#50 0.279 243.51 7.459 94.187 5.813

#60 0.250 64.58 1.978 96.165 3.835

#80 0.177 72.35 2.216 98.382 1.618

#100 0.149 33.05 1.012 99.394 0.606

#200 0.074 14.82 0.454 99.848 0.152

Charola - 4.96 0.152 100.000 0.000

Suma 3264.47 100.000
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Graficando los datos se obtiene la curva granulométrica de la Fig 4.25 representada mediante 

la línea continua con base en el porcentaje que pasa. Dicha curva presenta cambios bruscos 

en la pendiente de las rectas que la conforman debido a los pocos tamices empleados y por 

tanto no representa de manera adecuada la granulometría de la muestra de modo que se deben 

emplear un número mayor de tamices para definir con mayor precisión la curva 

granulométrica. 

En la Tabla 4.7 se muestran los resultados de la misma muestra que en la Tabla 4.6 con la 

diferencia que son empleados un mayor número de tamices con distintas aberturas que 

permiten definir de mejor manera la curva granulométrica y así identificar los diámetros 

característicos, así mismo se debe tener cuidado de no seleccionar un número grande e 

innecesario de tamices ya que esto puede provocar que el proceso de cribado de la muestra 

sea más costoso y complicado de realizar sin mostrar mejoras significativas en los resultados. 

En la Fig 4.25 es representada la curva granulométrica de la tabla anterior mediante una línea 

punteada que sirve para diferenciarla de la prueba realizada con solo 7 mallas. El que sean 

polígonos de frecuencias relativas acumuladas menor a cierta cantidad permite que éstas se 

puedan representar en la misma gráfica de modo que su comparación es simple mostrando 

las diferencias de realizar la prueba con un número adecuado de tamices. 

Una vez teniendo el número adecuado de tamices a utilizar, se sistematiza el proceso de 

cribado para todas las muestras que sean recolectadas empleando el número y tamaño de 

mallas que se ha determinado más conveniente para la granulometría del sitio, ya que al 

utilizar los diferentes tamaños de partícula para el análisis preliminar esto permite conservar 

una curva granulométrica definida para todos los tamaños presentes. 

4.12 Agrupación de las curvas granulométricas 

Al momento de realizar el cribado de las diferentes muestras de los sedimentos, generalmente 

se tienen casos en las curvas granulométricas obtenidas llegan a presentar entre éstas ciertas 

características similares como lo son el tamaño de sus partículas y porcentajes que pasan para 

cada tamaño. En este caso, una práctica conveniente es realizar diferentes agrupaciones entre 

las muestras que presenten curvas granulométricas similares para su posterior análisis.  

Para los diferentes grupos que se formen es conveniente ordenarlos a partir del mayor a 

menor tamaño de las partículas que la constituyen y así facilitar la tarea para formar conjuntos 

que contengan características similares como su peso y/o tamaño que provengan de muestras 

las cuales fueron tomadas en el mismo sitio o sitios semejantes. 

De esta forma resulta una práctica habitual agrupar estas muestras y así conocer más 

características de estas. En función de si el emparejamiento de las muestras se realiza por 

grupos que comparten características o si se realiza para todas las muestras recolectadas las 

curvas granulométricas se llaman curvas representativas de un grupo de muestras o curva 

granulométrica efectiva o característica, respectivamente. Además, mediante la curva 
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granulométrica efectiva o característica se obtienen parámetros estadísticos como los 

diámetros característicos. 

 

Fig 4.26 Mapa conceptual de la relación entre las distintas curvas granulométricas y su relación 

con los diámetros característicos. 

4.12.1 Curva granulométrica representativa de un grupo de muestras  

Al tomar una muestra, el tamaño de esta es parte crucial para poder analizar de manera íntegra 

sus características, ya que el tener una muestra pequeña causa que su granulometría no sea 

correctamente descrita y una muestra muy grande ocasiona que no sea sencillo el cribado de 

la muestra y a su vez aumentar los costos. 

Al realizar las gráficas de las curvas granulométricas de cada muestra se puede observar 

cierta similitud de características entre ellas, permitiendo realizar agrupaciones de distintas 

curvas que comparten similitud entre sí. Es conveniente realizar estas agrupaciones en 

función de lo grandes que son las muestras, así como de su peso. La variabilidad presente en 

las diferentes curvas granulométricas que conforman al grupo no solo se debe a la diferencia 

presente entre los pesos respectivos, sino también de la variabilidad de las partículas que 

constituyen los sedimentos y la forma en que están distribuidos los tamaños en el cauce. 

De acuerdo con lo anterior, si se considera un grupo de muestras que poseen características 

similares y sitio en el cual fueron tomadas estas muestras se pueden cribar los diferentes 

muestras que conforman al grupo, y sumar los diferentes pesos obtenidos respetando el peso 

por cada tipo de malla empleada y así se obtiene lo que se denomina curva granulométrica 

representativa de un grupo de muestras. También se pueden juntar las diferentes muestras de 

cada curva para hacer una sola y cribar de manera íntegra obteniendo el mismo resultado.  

Curva 

granulométrica

Curva representativa de 

un grupo de muestras

Curva granulométrica 

efectiva o característica

Del grupo de muestras se obtienen

Del cual se obtiene 

Diámetros 

característicos

Que sirve para conocer
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4.12.2 Curva granulométrica efectiva o característica  

La curva granulométrica efectiva o característica de un sitio es aquella conformada por las 

curvas granulométricas representativas de los grupos de muestras ya sea sumando todos los 

pesos en cada tamiz y dibujando la curva obtenida o cribando de manera íntegra todas las 

muestras obtenidas en el sitio, la cual pasa a denominarse macro-muestra. Este procedimiento 

se puede realizar de forma directa juntando todas las muestras obtenidas en una sola para el 

cribado sin tener que pasar a realizar el cribada de cada muestra o grupo, pero se pierde 

importante información respecto a los grupos cuando esto se realiza. 

4.12.3 Diámetro característicos o efectivos 

En diversas ocasiones se requieren conocer los diámetros característicos en ciertos puntos 

para así calcular otras propiedades de la misma curva, o también para obtener ciertos 

diámetros que son de suma importancia para calcular otros aspectos concernientes al sitio en 

el cual se obtuvo la muestra. Dichos diámetros son representados mediante la notación  nD  

donde el subíndice n  indica el porcentaje del peso de los sedimentos que tiene partículas 

cuyos tamaños son menores de n .  

Muchas veces, la determinación de los diámetros característicos debe realizarse después de 

analizar si la curva granulométrica característica puede ajustarse o no a una distribución 

teórica, ya que, en caso de poder, resulta más preciso.  

Una vez que la curva granulométrica ha sido correctamente definida es posible conocer 

cualquier diámetro característico nD   que se desee, los cuales son generalmente empleados 

para definir parámetros estadísticos que ayude a precisar la distribución de los tamaños de 

las partículas. Cuando un diámetro característico es empleado para describir un cierto proceso 

o cierta ley, o también, para definir el tamaño de las partículas que predominan en un 

fenómeno determinado, al diámetro característico se le pasa a llamar diámetro efectivo. 

4.12.4 Distribuciones teóricas 

Se han realizado diferentes observaciones que han llevado a la conclusión que los tamaños 

de las partículas que forman parte de los sedimentos de los cauces no se distribuyen mediante 

una ley única. Sin embargo, los sedimentos, concretamente su granulometría, pueden 

presentar una tendencia bastante definida hacia un cierto tipo de distribución. Así como se 

puede presentar esta tendencia, también se dan casos en los cuales una muestra de sedimentos 

puede no presentar una tendencia, o bien, si presentar la tendencia, pero con el inconveniente 

que no es aplicable a lo largo de todos los tamaños de partículas de la muestra. Generalmente 

cuando este es el caso, se dice que la distribución es aplicable en un cierto rango. Así es como 

generalmente el porcentaje que menos se ajusta a un cierto tipo de distribución corresponde 

a los extremos o colas de la distribución, aunque la mayoría de las veces estas colas 

representan un porcentaje pequeño del material lo cual hace que en estos casos pueda 
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aceptarse totalmente la validez del modelo teórico, o bien, como se mencionó anteriormente, 

indica el intervalo en el que se satisface el modelo. 

Los tipos de distribución más empleados son los de tipo circular, log-normal, logarítmica y 

log-log. Es menester indicar que la concordancia entre una distribución real y una teórica 

difícilmente encajan de manera perfecta, por lo cual no es de extrañarse las posibles 

discrepancias que se presenten entre ambas. 

Como se ve en 4.10 la mejor forma para conocer si un conjunto de datos se ajusta de mejor 

forma a un modelo que a otro es mediante su representación gráfica en distintas escalas y 

observar si la distribución sigue una tendencia lineal o se encuentra alejada de tal. Si la 

distribución sigue una tendencia lineal en cierta escala, esta distribución teórica es la que 

mejor se ajusta al conjunto de datos dado. Hoy en día esta labor ya no supone grandes 

obstáculos gracias a la tecnología que se emplea pudiendo evaluar la curva gráficamente y 

de manera simultánea en un tiempo relativamente corto. Además, si se requiere hacer su 

representación gráfica de manera manual, en las secciones 4.10.2 y 4.10.4 se establecen las 

bases sobre los patrones a seguir para la elaboración de distintas escalas. 

4.12.4.1 Distribución semilogarítmica  

La granulometría de un sitio sigue una distribución semilogarítmica si al dibujar la curva 

granulométrica de esta en papel semilogarítmico resulta que queda exactamente alineados 

sobre una recta. Cuando esto ocurre se dice que la distribución de los tamaños de las 

partículas que constituyen al suelo o sedimento es semilogarítmica. Si es así la ecuación que 

describe esta distribución es: 

 ( )50

nP

n gD D =   (4.88) 

dónde, 

nP   variable en función del porcentaje n  que se desea conocer.  

g  desviación estándar geométrica 

La variable nP  se calcula mediante la ecuación: 

 
50

34
n

n
P

−
=   (4.89) 

La desviación estándar geométrica, como se vio anteriormente, queda definida mediante la 

ecuación: 

 84

50

g

D

D
 =   (4.90) 

Al tratarse de una distribución semilogarítmica, se verifica al igual que la distribución log-

normal que: 
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1

2
84 50 84

50 16 16

g

D D D

D D D


 
= = =  

 
  (4.91) 

Dónde el último término indica que la desviación estándar geométrica es un parámetro 

adimensional. De la ecuación (4.91), despejando se obtiene: 

 

1

2
50 84

16 16

D D

D D

 
=  

 
  

 ( )
2

84 84 16
50 16

16 16

( )D D D
D D

D D

 
= =  

 

  

 50 84 16D D D=   (4.92) 

Al no ser simétrica la distribución semilogarítmica, la mediana 50D  y la media mD  no son 

iguales, es decir 50 mD D  . Por tanto, la ecuación para conocer el diámetro medio es: 

 ( )
2

50

1
exp log

2
m e gD D 

 
=  

 
  (4.93) 

4.12.4.2 Distribución logarítmica 

La granulometría de un sitio sigue una distribución logarítmica si al dibujar la curva 

granulométrica de esta en papel logarítmico los puntos se acomodan de tal manera que 

queden alineados sobre una recta. Cuando esto ocurre se dice que la distribución de los 

tamaños de las partículas que constituyen al suelo o sedimento es logarítmica. Si este es el 

caso, la ecuación que describe esta distribución es: 

 ( )50

nq

n gD D =   (4.94) 

donde, 

nq  variable en función del porcentaje n  que se desea conocer 

g  desviación estándar geométrica 

La variable queda definida por la ecuación: 

 4.43835log
50

n

n
q

 
=  

 
  (4.95) 

La desviación estándar geométrica, como se vio anteriormente, queda definida mediante la 

ecuación: 



 

204 

 

 84

50

g

D

D
 =   (4.96) 

Si la granulometría se ajusta a una distribución logarítmica, se verifica que: 

 

0.45531 0.31286

84 50 84
50

50 16 16

D D D

D D D


   
= = =   

   
  (4.97) 

Así mismo: 

 ( ) ( )
0.31286 0.68714

50 16 84D D D=   (4.98) 

4.12.4.3 Distribución normal 

Esta distribución es útil para sedimentos constituidos por granos finos, como limos y arenas, 

finas que se encuentran en el cauce de los ríos de planicie. Una forma de comprobar de 

manera clara y rápida si la distribución de las partículas tiende a seguir una distribución 

normal es mediante la representación gráfica en papel probabilístico normal de los puntos 

que conforman la curva granulometría y, si estos puntos quedan alineados de tal manera que 

se forme una recta, significa que los diámetros de las partículas se distribuyen mediante una 

distribución normal y pueden describirse mediante la ecuación: 

 50n nD D Z = +   (4.99) 

donde, 

nZ   variable aleatoria estándar. Su valor es conocido mediante la función de distribución 

normal de Gauss. 

  desviación estándar.  

La desviación estándar empleada para la distribución normal se define como: 

 84 50D D = −   (4.100) 

Cuando la curva granulométrica sigue una distribución normal, se cumple que: 

 ( )84 50 50 16 84 16

1

2
D D D D D D = − = − = −   (4.101) 

De esta manera se percibe que la desviación estándar tiene las unidades de la variable 

aleatoria. De la ecuación (4.101) se despeja y obtiene: 

 ( )50 84 16 16

1

2
D D D D= − +   

 ( )50 84 16

1

2
D D D= +   (4.102) 
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Al tratarse de una distribución normal, la media, mediana y moda coinciden en el mismo 

punto, por tanto, se llega a la conclusión que: 

 50 mD D=   (4.103) 

4.12.4.4 Distribución log-normal 

Esta distribución es generalmente útil al aplicarse a los sedimentos que pertenecen a cursos 

de agua en zonas intermedias que presentan, en el lecho del cauce, materiales constituidos 

por gravas y arenas. Se ha comprobado que, en este grupo de cauces, el tamaño de las 

partículas que yacen en el lecho de estos tiende a seguir una distribución Log-normal. 

Una forma de comprobar de manera clara y rápida si la distribución de las partículas tiende 

a seguir una distribución log-normal es mediante la representación gráfica, en papel 

logarítmico normal, de los puntos que conforman la curva granulometría y, si estos puntos 

tienden a alinearse de tal manera que se forme una recta, significa que los diámetros de las 

partículas se distribuyen mediante una distribución log-normal y pueden describirse mediante 

la ecuación: 

 ( )50

nZ

n gD D =   (4.104) 

dónde, 

50D  diámetro de las partículas cuyo 50% del tamaño de sus partículas son inferiores al 50% 

nZ   variable aleatoria estándar. Su valor es conocido mediante la función de distribución 

normal de Gauss. 

g   desviación estándar geométrica. Medida de dispersión que indica que tan alargados están 

los datos respecto a un valor central.  

La desviación estándar geométrica g . Se define como: 

 84

50

g

D

D
 =   (4.105) 

Si la granulometría es log-normal, se verifican las siguientes relaciones: 

 

1

2
84 50 84

50 16 16

g

D D D

D D D


 
= = =  

 
  (4.106) 

Dónde el último término indica que la desviación estándar geométrica es un parámetro 

adimensional. De la ecuación (4.106), despejando se obtiene: 

 

1

2
50 84

16 16

D D

D D

 
=  
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 ( )
2

84 84 16
50 16

16 16

( )D D D
D D

D D

 
= =  

 

  

 50 84 16D D D=   (4.107) 

Al no ser simétrica la distribución log-normal, la mediana 50D  y la media mD  no son iguales, 

es decir, 50 mD D . Por tanto, la ecuación para conocer el diámetro medio es: 

 ( )
2

50

1
exp log

2
m e gD D 

 
=  

 
  (4.108) 

4.12.4.5 Distribución circular 

Esta distribución es generalmente útil al aplicarse a los sedimentos pertenecientes a cursos 

de agua en zonas que presentan un fuerte declive en el perfil longitudinal de su cauce, así 

como por la relativa estrechez en su sección transversal y la abundancia de los materiales 

gruesos o fragmentos rocosos que yacen a lo largo de su lecho. En este tipo de cauces, el 

tamaño de las partículas de los sedimentos tiende a seguir una ley circular.  

Esto se puede comprobar de manera clara y rápida dibujando la distribución en el papel 

correspondiente para una distribución circular. Si al terminar de dibujar todos los puntos 

correspondientes a la curva granulométrica queda alineados de tal manera que se forma una 

recta, significa que los diámetros de las partículas se distribuyen conforme una distribución 

circular.  

De esta manera, para determinar cualquier diámetro característico de las partículas se emplea 

la ecuación: 

 

1
2 2

1 1
100

n máx

n
D D

 
   

= − −   
    

 

  (4.109) 

donde, 

máxD diámetro máximo 

n   porcentaje del peso de los sedimentos que tiene partículas con tamaños son menores a 

nD   

4.12.5 Cálculo de parámetros analíticos 

Al tratarse la curva granulométrica de un polígono de frecuencias acumuladas es normal 

inferir que también otros tratamientos estadísticos relativos a su composición son aplicables 

a ella. Las medidas de tendencia central y las medidas de dispersión son las que su aplicación 

permite describir más características de la curva. Debido a la naturaleza del análisis 
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granulométrico de un sitio se tiene que los datos obtenidos consisten en datos agrupados, por 

lo tanto, para su análisis estadístico se debe considerar tal hecho.  

Algunos de las medidas de tendencia central que se emplearán para su aplicación a la curva 

granulométrica son la: la media aritmética y la media. Las medidas de dispersión empleadas 

son: la varianza, desviación estándar, sesgo y curtosis. Cabe mencionar que, por 

simplificación, el sumatorio es expresado sin indicar sus límites. 

4.12.5.1 Media aritmética de la distribución 

La determinación de la media aritmética de una distribución dada o también conocida como 

diámetro medio mD , para el caso de una distribución granulométrica, se realiza mediante los 

fundamentos descritos en la sección 4.6.1. De esta manera se tiene que es un valor o medida 

de tendencia central, que aplicando la nomenclatura empleada para la determinación de los 

diámetros característicos de una distribución granulométrica se tiene la ecuación: 

 
i i

m

i

D P
D

P
=




  (4.110) 

donde, 

mD  diámetro medio de la muestra 

iP   porcentaje de material retenido en cada malla 

iD  diámetro de la malla que corresponde a la marca de clase de cada intervalo 

4.12.5.2 Mediana de la distribución 

La determinación de la mediana de una distribución es igual a aquella medida de tendencia 

central descrita en la sección 4.6.3 que se obtiene para indicar el diámetro o tamaño de las 

partículas que se encuentra a la mitad de las partículas. 

4.12.5.3 La varianza de la distribución 

Es una medida de dispersión empleada para una distribución como se ve en la sección 4.7.2, 

de acuerdo con esto y empleando la nomenclatura correspondiente a una distribución 

granulométrica, la ecuación para determinar la varianza esta es: 

 
( )

2

2
i m i

i

D D P

P


 −
 

=



  (4.111) 

donde, 

2   varianza de la muestra 
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iP   porcentaje de material retenido en cada malla 

iD   diámetro que corresponde a la marca de clase de cada intervalo 

mD   diámetro medio correspondiente a la muestra granulométrica 

4.12.5.4 Desviación estándar 

Es una medida de dispersión empleada para la determinación que tan dispersa se encuentra 

la muestra tomada, es decir, que tan alejada de su media o valor central se encuentran los 

datos de la muestra según lo visto en la sección 4.7.3 

La ecuación de la desviación estándar es: 

 
( )

1

2 2

i m i

i

D D P

P


  −
  =

 
 




  (4.112) 

donde, 

 desviación estándar de la muestra  

iP   porcentaje de material retenido en cada malla 

iD   diámetro que corresponde a la marca de clase de cada intervalo 

mD   diámetro medio correspondiente a la muestra granulométrica 

4.12.5.5 Sesgo de la distribución 

El sesgo es una medida relativa a la simetría de la distribución como lo visto en la sección 

4.7.4, de esta manera, empleando la nomenclatura correspondiente para una distribución 

granulométrica la ecuación para determinar la granulometría es: 

 
( )

( )( )

3

3

i m i

i

D D P
CA

P 

 −
 =




  (4.113) 

donde, 

CA  coeficiente de asimetría 

  desviación estándar de la muestra 

iP   porcentaje de material retenido en cada malla 

iD   diámetro que corresponde a la marca de clase de cada intervalo 

mD   diámetro medio correspondiente a la muestra granulométrica 

El coeficiente de asimetría es evaluado mediante los criterios de la sección 4.7.4.1. 
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4.12.5.6 Curtosis de la distribución 

El coeficiente de curtosis es una medida para evaluar el apuntamiento o esbeltez que se 

muestra en una distribución dada como se menciona en la sección 4.7.5. Empleando la 

nomenclatura correspondiente a una distribución granulométrica la ecuación para curtosis es 

la siguiente: 

 
( )

( )( )

4

4

i m i

i

D D P
CA

P 

 −
 =




  (4.114) 

donde, 

CA  coeficiente de asimetría 

  desviación estándar de la muestra 

iP   porcentaje de material retenido en cada malla 

iD   diámetro que corresponde a la marca de clase de cada intervalo 

mD  diámetro medio correspondiente a la muestra granulométrica 

El coeficiente de asimetría es evaluado mediante los criterios de la sección 4.7.5.1. 

4.12.6 Ajuste de curvas a un modelo teórico 

Los tipos de distribuciones teóricas vistas en 4.12.4 indican que, al graficarse la curva 

granulométrica en las diferentes escalas, estas deben de seguir una línea recta para poder 

indicar que la curva granulométrica pertenece a distribución teórica al cual pertenece la escala 

empleada. Sin embargo, es fácil darse cuenta de que difícilmente una curva granulométrica 

tenderá a seguir de manera perfecta una línea recta y a lo mucho, sus puntos tenderán a una 

línea irregular, pero mostrará esta tendencia de recta lo cual indica que la distribución para 

la escala empleada es la correcta, pero no sin antes realizar ajustes a la curva para poder 

definirla correctamente dentro de esa distribución. 

La manera más simple de ajustar la curva consiste en hacerlo de forma gráfica, esto se logra 

siguiendo una línea a través de los puntos que componen la curva granulométrica procurando 

que ésta pase por un punto medio entre los diferentes puntos. Existe un caso particular el cual 

se da en la distribución log-normal, en esta se requiere realizar el ajuste de acuerdo con el 

procedimiento sugerido por Otto el cual indica que la recta de ajuste es aquella que resulta 

de unir en el papel log-normal los puntos cuyas coordenadas de la curva granulométrica 

original sean los diámetros característicos 15.87D  y 84.13D , de esta manera se tiene una recta 

en la cual se alinean la mayoría de los puntos con la diferencia que las colas de la distribución 

cuyos diámetros están por arriba del 84.13%  y los inferiores al 15.87%  de los diámetros que 

pasan son considerados  como una fracción pequeña de material, con lo cual se acepta la 

exclusión de estos diámetros al no representar un problema el hacerlo.  
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Realizar el procedimiento de ajuste de curva en forma gráfica, con excepción del 

procedimiento sugerido por Otto, suele ser muy subjetivo, por lo tanto, con rigor, la recta que 

se adapta mejor a los datos reales de la curva granulométrica debe realizar siguiendo un 

criterio estándar para poder garantizar la veracidad de los datos calculados, como el método 

de mínimos cuadrados. 

4.12.6.1 Determinación analítica de los diámetros 

Para conocer ciertos diámetros característicos o en su caso diámetros efectivos, existen 

técnicas simples como la gráfica que consiste en identificar el porcentaje que interesa conocer 

mediante el uso de su curva granulométrica. Como se ha mencionado, esta gráfica se expresa 

generalmente en una escala semilogarítmica la cual permite apreciar de mejor manera la gran 

mayoría de las curvas de este estilo. Sin embargo, el uso de la técnica gráfica trae consigo 

significativos problemas de apreciación, debido a la gran cantidad de información contenida 

en él y el hecho de la escala que, a su vez, no permite identificar con precisión el diámetro al 

cual hace referencia un porcentaje. De esta manera se recomienda un método más preciso, 

que consiste en realizar un ajuste a la curva para poder alinear dicha curva granulométrica a 

un modelo teórico determinado. 

El modelo teórico al cual debe ser ajustada la curva granulométrica se hace con base en los 

procedimientos descritos en la sección 4.10 en la cual se menciona el uso de diferentes 

escalas para conocer si la distribución puede ajustarse a alguna de ellas y en la sección 4.12.4 

las características del modelo teórico de estas distribuciones que describe el espacio sobre el 

cual la distribución de datos se ha alineado.  

Cuando se busca conocer un punto que se encuentra entre otros dos puntos conocidos se 

deben emplear estos últimos para determinar una ecuación de la recta que pasa entre ellos 

aplicando las ecuaciones correspondientes para el modelo teórico seleccionado. Esta 

suposición es correcta debido que previo al trabajo de determinar la ecuación de la recta, se 

ha buscado el modelo teórico que mejor se ajusta a éste y, por ende, este modelo teórico es 

aquél que permita ajustarse todos los puntos pertenecientes a la curva granulométrica en una 

sola línea recta, o también, aquella curva granulométrica que mejor se ajuste a una línea recta. 

4.12.6.2 Ejemplo 4.2. Ajuste por determinación analítica de los diámetros 

En una prueba de análisis granulométrico representado por la Tabla 4.8 se obtienen los 

siguientes pesos retenidos por cada tamiz, a su vez se muestran también los cálculos 

posteriores para obtener el porcentaje que pasa.  

Para conocer a qué distribución se ajusta mejor los datos obtenidos es necesario graficar éstos 

en las diferentes escalas, es decir: escala aritmética, semilogarítmica, logarítmica, 

probabilística normal y logarítmica normal. La representación gráfica en las escalas antes 

mencionadas se muestra en la Fig 4.27 observando que la distribución se ajusta de mejor 

manera empleando un papel con escala logarítmico normal. Esto permite emplear las 
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ecuaciones correspondientes al modelo teórico logarítmico normal vistas en la sección 

4.12.4.4. 

Tabla 4.8 Resultados del análisis granulométrico 

 

Se desea conocer la recta que mejor se ajusta a estos datos por medio del procedimiento 

sugerido por Otto (a partir de la determinación analítica de los diámetros) por lo cual es 

necesario determinar los diámetros 16D  y 84D  . De la Tabla 4.8 se buscan los diámetros y sus 

respectivos porcentajes cercanos a los diámetros que se desean conocer (valores 

sombreados). De esta forma se obtienen los diámetros seleccionados a continuación. 

Los diámetros cercanos a 16D  son: 

 
(0.84 ,24.736%)

(0.59 ,12.459%)

mm

mm
  (4.115) 

Los diámetros cercanos a 84D  son: 

 
(4.76 ,91.069%)

(3.03 ,77.245%)

mm

mm
  (4.116) 

Tamiz
Diámetro, en 

mm

Peso 

retenido, en 

gr.

Porcentaje 

retenido

Porcentaje 

retenido 

acumulado

Porcentaje 

que pasa

1" 25.400 0 0.000 0.000 100.000

3/4" 19.100 168.92 0.271 0.271 99.729

1/2" 12.700 200.98 0.323 0.594 99.406

3/8" 9.520 279.95 0.450 1.044 98.956

1/4" 6.350 1442.65 2.318 3.362 96.638

#4 4.760 3466.24 5.569 8.931 91.069

#6 3.030 8603.58 13.824 22.755 77.245

#8 2.380 5230.7 8.404 31.159 68.841

#12 1.680 10346.7 16.624 47.784 52.216

#16 1.190 8089.95 12.998 60.782 39.218

#20 0.840 9013.04 14.482 75.264 24.736

#30 0.590 7641.17 12.277 87.541 12.459

#40 0.420 2828.07 4.544 92.085 7.915

#50 0.279 2965.99 4.766 96.851 3.149

#60 0.250 561.34 0.902 97.753 2.247

#80 0.177 776.22 1.247 99.000 1.000

#100 0.149 345.67 0.555 99.555 0.445

#200 0.074 181.73 0.292 99.847 0.153

Charola - 95.06 0.153 100.000 0.000

Suma 62237.96 100.000
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Comenzando con la determinación del diámetro 15.87D , se sustituye cada punto de (4.115)  en 

la correspondiente ecuación que describe a una distribución log-normal definida por (4.104)

, de esta manera se llega a las ecuaciones: 

 ( ) 24.736%

500.84
Z

gD =   (4.117) 

 ( ) 12.459%

500.59
Z

gD =   (4.118) 

 

Fig 4.27 Representación de los datos de la Tabla 4.8 dibujado en diferentes tipos de escalas 
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Las anteriores son ecuaciones en función de la variable nZ  que se obtiene a través de la tabla 

de función de distribución normal o de Gauss (Tabla 4.3) que cuenta con las probabilidades 

para cada valor de nZ  . Así es como empleando la probabilidad en decimales se ubica en la 

tabla los valores que corresponden para el valor indicado por nZ  , el cual, seguramente no se 

cuenta con la probabilidad exacta indicada por la variable siendo necesario interpolar 

linealmente entre los dos valores más cercanos a este, interpolación que es válida gracias a 

la cercanía entre sus datos, o bien, mediante ayuda de software como Excel que permite 

determinar el valor de nZ  a partir de la probabilidad mediante la función 

DISTR.NORM.ESTAND.INV que nos devuelve su valor dada una probabilidad. 

Sustituyendo la probabilidad para las ecuaciones (4.117) y (4.118) se tiene: 

 ( )
1.152343

500.59 gD 
−

=   (4.119) 

 ( )
0.682821

500.84 gD 
−

=   (4.120) 

Despejando el diámetro 50D  de (4.120) se tiene: 

 0.682821

50 0.682821

0.84
0.84 g

g

D 
 −

= =   (4.121) 

Sustituyendo (4.121) en (4.119) y despejando g  : 

 

0.682821

0.682821 1.152343 0.469522

1.152343
0.59 0.84 0.84 0.84

g

g g g

g


  



− − = = =    

 ( )

1
10.469522

0.469522
0.84

1.423729
0.59

g
 

= = 
 

  

 2.122137g =   (4.122) 

Sustituyendo (4.122) en (4.121): 

 
0.682821

50 0.84(2.122137)D =   

 50 1.40413D =   (4.123) 

Conociendo los datos (4.122) y (4.123) es posible determinar la ecuación de la recta que pasa 

entre los puntos (0.84 ,24.736%)mm  y (0.59 ,12.459%)mm , ecuación que solamente es 

válida para determinar puntos entre el rango indicado por los anteriores puntos, Sustituyendo 

los datos correspondientes, la ecuación es: 

 ( )1.40413 2.122137 nZ

nD =   (4.124) 

Como el punto 16D  se encuentra entre estos puntos y porcentajes es posible emplear la 

ecuación (4.124). Sustituyendo se tiene: 
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 ( ) ( )16 1

16 1.40413 2.122137 1.40413 2.122137
Z

D
−

= =   

 16 0.66166D mm=   (4.125) 

Con (4.125) se concluye el procedimiento para determinar de manera analítica un diámetro 

característico o un diámetro efectivo. 

De manera análoga, para calcular el diámetro 84D , se sustituyen los puntos cercanos a éste, 

es decir, los puntos (4.116), a la ecuación que describe a una distribución log-normal definida 

por (4.104), de esta manera se llega a las ecuaciones: 

 ( ) 91.069%

504.76
Z

gD =   (4.126) 

 ( ) 77.245%

503.03
Z

gD =   (4.127) 

Sustituyendo en cada una su correspondiente probabilidad: 

 ( )
1.345016

504.76 gD =   (4.128) 

 ( )
0.746939

503.03 gD =   (4.129) 

Despejando 50D  de (4.128) y sustituyéndolo en (4.129): 

 0.746939

1.345016

4.76
3.03 g

g




 
=  

  

  (4.130) 

Despejando g  de (4.130) se tiene: 

 2.128124g =   (4.131) 

Sustituyendo (4.131) en (4.128): 

 
( )

50 1.345016

4.76

2.128124
D =   

 50 1.723637D =   (4.132) 

Por tanto, sustituyendo 50D  y g  en la ecuación que describe esta distribución teórica se 

obtiene: 

 ( )1.723637 2.128124 nZ

nD =   (4.133) 

Como el punto 84D  se encuentra entre estos puntos y porcentajes es posible emplear la 

ecuación (4.133) para determinarlo, de forma que: 

 ( ) ( )84 1

84 1.723637 2.128124 1.723637 2.128124
Z

D = =   
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 84 3.668113D mm=   (4.134) 

De este modo se conocen los diámetros 16D  y 84D , puntos que tienen por coordenadas: 

 

 
1

2

(0.66166,16%)

(3.668113,84%)

P

P
  (4.135) 

Gráficamente, estos puntos al ser unidos mediante una recta se obtiene la recta que mejor se 

ajusta al conjunto de puntos dado como se muestra en Fig 4.28. Para conocer la ecuación que 

define el comportamiento de la distribución se requiere de los parámetros g  y 50D  de la 

distribución en general y ya no solamente de dos puntos de éstos. Para esto se emplean los 

puntos (4.135) recién calculados ya que estos son empleados como datos para calcular los 

parámetros antes mencionados.  

Retomando la ecuación (4.106) se calcula g  de la siguiente manera: 

 

1 1

2 2
84

16

3.668113

0.66166
g

D

D


   
= =   

  
  

 2.354528g =   (4.136) 

Empleando la ecuación (4.107) se obtiene 50D  de la manera siguiente: 

 50 84 16 (3.668113)(0.66166)D D D= =   

 50 1.557897D =   (4.137) 

Sustituyendo estos parámetros en (4.104) se obtiene la ecuación que permite calcular 

cualquier diámetro característico de la distribución o curva granulométrica: 

 (1.557897)(2.354528) nZ

nD =   (4.138) 

Mediante los mismos parámetros g  y 50D  también se determina el diámetro medio mD  de 

la distribución indicado por la ecuación (4.108) de la siguiente forma: 

 ( )
21

(1.557897)exp log (2.354528)
2

m eD
 

=  
 

  

 2.2479mD =   (4.139) 
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4.12.6.3 Ejemplo 4.3. Ajuste por regresión lineal 

En la Tabla 4.9 se tienen los resultados de una prueba de análisis granulométrico en la que 

se obtienen los pesos retenidos por cada tamiz, así también se muestran también los cálculos 

posteriores para obtener el porcentaje que pasa.  

Los datos se deben graficar en distintos tipos de papel a diferentes escalas para poder 

identificar a cuál se ajusta de mejor manera. Las escalas más habituales empleadas son: escala 

aritmética, semilogarítmica, logarítmica, probabilística normal y logarítmica normal. El trazo 

de la curva granulométrica en estas escalas se muestra en la Fig 4.29 observando que la 

distribución se ajusta de mejor manera empleando un papel con escala semilogarítmica. Esto 

permite emplear las ecuaciones correspondientes al modelo teórico logarítmico normal vistas 

en la sección 4.12.4.1. 

De los datos indicados en la Tabla 4.9 se observa que las partículas del análisis están 

conformadas por partículas tanto gruesas como finas. Por la malla #200 pasa un gran 

porcentaje de la muestra superior al 20%, por tanto, no es recomendable obtener la recta de 

ajuste por medio de la determinación analítica de los diámetros ya que no es posible 

determinar con un bajo error el diámetro 16D , por tal motivo el método de regresión por 

mínimos cuadrados es la mejor opción para poder obtener la mejor recta de ajuste. 

Tabla 4.9 Resultados de análisis granulométrico 

 

 

Para el ajuste por el método de mínimos cuadros se recurre a la Tabla 4.10 en la que se elige 

de manera arbitraria emplear logaritmos decimales y se observa que el diámetro es la única 

Tamiz
Diámetro, en 

mm

Peso 

retenido, en 

gr.

Porcentaje 

retenido

Porcentaje 

retenido 

acumulado

Porcentaje que 

pasa

1 1/2" 36.100 0.000 0.000 0.000 100.000

1" 25.400 136.370 4.524 4.524 95.476

3/4" 19.100 129.900 4.309 8.833 91.167

1/2" 12.700 249.680 8.283 17.115 82.885

3/8" 9.520 126.600 4.200 21.315 78.685

1/4" 6.350 207.360 6.879 28.194 71.806

#4 4.760 13.260 0.440 28.634 71.366

#10 2.000 300.550 9.970 38.604 61.396

#20 0.840 296.990 9.852 48.455 51.545

#40 0.420 390.340 12.949 61.404 38.596

#60 0.250 218.530 7.249 68.653 31.347

#100 0.149 146.470 4.859 73.512 26.488

#200 0.074 174.950 5.804 79.316 20.684

Charola - 623.540 20.684 100.000 0.000

Suma 3014.540 100.000
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coordenada afectada por el logaritmo decimal, mientras que el porcentaje de suelo no se ve 

afectada, esto debido que en la escala semilogarítmica las ordenadas son trazadas en escala 

aritmética y las abscisas en escala logarítmica. Una vez contando con lo anterior se realiza el 

producto entre ordenadas según se indica en la columna 5, mientras que en la columna 6 se 

obtiene el cuadrado de las abscisas para posteriormente realizar el sumatorio de las columnas 

3 a 6. 

 

Fig 4.29 Representación de los datos de la Tabla 4.9 dibujado en diferentes tipos de escalas 
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Una vez que se cuenta con estos datos, por medio de la ecuación (4.60) se calcula la pendiente 

de la recta de ajuste de la siguiente forma: 

 

( )
2 22

(13)(617.038) (5.095)(821.442)

(13)(11.883) (5.095)

i i i i

i i

N X Y X Y
M

N X X

− −
= =

−−

  

 
  

 29.84942M =   (4.140) 

La ordenada al origen de la recta de ajuste está definida por la ecuación (4.55) de la manera 

siguiente: 

 
821.442 5.095

(29.84942)
13 13

B = −   

 51.48917B =   (4.141) 

Tabla 4.10 Aplicación del método de regresión lineal por mínimos cuadrados 

 

Mediante la pendiente y la ordenada al origen se tiene la ecuación de la recta de ajuste: 

 29.849 51.4897Y X= +   (4.142) 

La ecuación anterior describe el espacio geométrico de la recta de ajuste dado los puntos de 

la curva granulométrica. Sin embargo, al ser obtenida mediante la modificación de las 

abscisas, también se debe calcular el logaritmo decimal de los puntos que se desean evaluar 

con la ecuación (4.142) sino el resultados sería incorrecto.  

Tamiz
Diámetro, en 

mm

Diámetro 

(Log)

Porcentaje 

que pasa
XiYi X2

1 1/2" 36.100 1.558 100.000 155.751 2.43

1" 25.400 1.405 95.476 134.128 1.97

3/4" 19.100 1.281 91.167 116.788 1.64

1/2" 12.700 1.104 82.885 91.488 1.22

3/8" 9.520 0.979 78.685 77.004 0.96

1/4" 6.350 0.803 71.806 57.644 0.64

#4 4.760 0.678 71.366 48.358 0.46

#10 2.000 0.301 61.396 18.482 0.09

#20 0.840 -0.076 51.545 -3.903 0.01

#40 0.420 -0.377 38.596 -14.541 0.14

#60 0.250 -0.602 31.347 -18.873 0.36

#100 0.149 -0.827 26.488 -21.901 0.68

#200 0.074 -1.131 20.684 -23.389 1.28

Charola -

Suma 5.095 821.442 617.038 11.883
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Tabla 4.12 Calculo de las ordenadas mediante la ecuación de la recta de ajuste calculada 

 

En la columna 4 de la Tabla 4.12 se obtienen las ordenadas (porcentaje que pasa) empleando 

la ecuación (4.142) que corresponde a la recta de ajuste calculada, como se observa, las 

ordenadas deben estar en términos de su logaritmo, mientras que el porcentaje que pasa se 

encuentra en escala aritmética cumpliendo así con las condiciones necesarias. 

Graficando la curva original y la recta de ajuste mediante los puntos obtenidos en la Tabla 

4.12 se obtiene la representación gráfica de la curva granulométrica evaluada representada 

en la Tabla 4.11. 

4.13 Aplicación de la Estadística al ajuste de curvas en cimacios 

En capítulos anteriores se ha tratado la geometría que posee un cimacio en su sección aguas 

arriba, así como los habitualmente usados y la descripción teórica del por qué poseen esta 

geometría. En esta sección se trata la sección aguas abajo que posee un cimacio, así como 

métodos que permiten obtener la ecuación de su curvatura empleando el método de regresión 

lineal por mínimos cuadrados que permiten obtener así la recta de mejor ajuste. Para poder 

emplear este método es necesario realizar la linealización de la relación no lineal que posee 

esta sección aguas bajo, método que se explica, así como también su relación con la ecuación 

general para la sección aguas abajo en un vertedor tipo WES y de esta última las formas de 

extraer características relevantes del vertedor realizando un procedimiento inverso al 

habitual. 

Tamiz
Diámetro, en 

mm

Diámetro 

(Log)

Porcentaje 

que pasa

1 1/2" 36.100 1.558 97.98

1" 25.400 1.405 93.42

3/4" 19.100 1.281 89.73

1/2" 12.700 1.104 84.44

3/8" 9.520 0.979 80.70

1/4" 6.350 0.803 75.45

#4 4.760 0.678 71.71

#10 2.000 0.301 60.47

#20 0.840 -0.076 49.23

#40 0.420 -0.377 40.24

#60 0.250 -0.602 33.52

#100 0.149 -0.827 26.81

#200 0.074 -1.131 17.74
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4.13.1 Ecuación teórica del flujo sobre vertedores tipo WES 

Con base en las formas estándar de los vertederos tipo WES obtenidos en extensos 

experimentos realizados en el siglo pasado se desarrolló la ecuación general siguiente para 

la sección aguas abajo aplicable a vertedores de este tipo: 

 1n n

dx KH y−=   (4.143) 

donde, 

x  y y  son las coordenadas del perfil del cimacio con su origen en la cresta de este. 

dH  es la altura de diseño excluida la altura de velocidad del flujo de aproximación. 

K  y n  son parámetros que dependen de la pendiente de la cara aguas arriba (Tabla 4.13). 

 

Que representa la forma de la sección aguas abajo donde se forma la vena líquida y la cual 

se asemeja a la geometría de una parábola. Despejando y  de la ecuación anterior: 

 
1

1 n

n

d

y x
KH −

=   (4.144) 

Se obtiene una ecuación ordenada de una forma más práctica, donde la variable 

independiente es x  y la variable dependiente es y . Los parámetros K  y n  se determinan 

empleando la Tabla 4.13 que corresponden a valores obtenidos de manera experimental (Ven 

Te Chow, 1994).  

Tabla 4.13 Pendiente principales para la cara en la sección aguas arriba en vertedores tipo 

WES 

 

4.13.2  Aplicación de la regresión lineal al flujo sobre vertedores tipo WES 

Como se ha descrito en el Capítulo 2, la sección aguas abajo de un cimacio se encuentra 

compuesto, en su geometría, por una parábola debido al tiro parabólico que es considerado 

para el movimiento de la vena líquida y a pesar de sufrir modificaciones a lo largo de los 

años por diferentes organizaciones e investigadores sigue conservando la esencia del tiro 

parabólico. En la Fig 4.30a se muestra un ejemplo de la sección abajo de un cimacio, esta 

curvatura puede representarse mediante una ecuación potencial, lo cual lleva al empleo de 

logaritmos tanto en sus ordenadas como abscisas. Debido a lo anterior no es necesario realizar 

la representación gráfica de esta curva en distintos tipos de papeles y basta con trazarlo en 

PENDIENTE DE LA CARA DE AGUAS ARRIBA K n

Vertical 2 1.85

3 en 1 1.936 1.836

3 en 2 1.939 1.81

3 en 3 1.873 1.776
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papel logarítmico para corroborrarlo como se muestra en la Fig 4.30b. En esta ultima gráfica 

se aprecia claramente la linealidad de los puntos ajustandose perfectamente en esta escala 

tanto logarítmica en sus ordenadas como en sus abscisas. 

 

Fig 4.30 Trazo de la sección aguas abajo de un cimacio. a) Trazo realizado en papel aritmético. 

b) Trazo realizado en papel logarítmico. 

De este modo los datos deben ser transformados empleando sus logaritmos, y mediante esto 

ya se encuentran adecuados para realizar la regresión lineal por mínimos cuadrados de 

acuerdo con lo visto en la sección 4.9, teniendo cuidado de transformar las ordenadas y 

abscisas originales en logaritmos base b  que se prefiera, ya sea base decimal o base e . El 

resultado de la regresión es la ecuación de una recta indicada por la ecuación (4.74): 

 Y MX B= +   

La pendiente M , cambia su nomenclatura por: 

 

( )
22

i i i i

i i

N X Y X Y
M

N X X

−
=

−

  

 
  (4.145) 

De forma análoga, la ordenada al origen B  es: 

 
i iY X

B M
N N

= −
 

  (4.146) 

Finalmente, se tiene como ecuación potencial aquella conformada por los siguientes 

elementos: 

 B My b x=   (4.147) 

De la ecuación  (4.144) propuesta para vertedores tipo WES se aprecia que esta tiene 

similitud en su estructura con la ecuación (4.68) que corresponde a una función potencial, 

por ende, realizando la analogía correspondiente entre los términos se obtiene que el factor 

C  son los elementos: 

 
1

1
n

d

C
KH −

=   (4.148) 
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De manera similar, de la ecuación (4.147) el termino C  es: 

 BC b=   (4.149) 

Igualando las ecuaciones (4.148) y (4.149), y despejando la altura de diseño dH  se obtiene: 

 

1

11 n

d B
H

Kb

− 
=  

 
  (4.150) 

Termino útil para calcular la altura de diseño cuando esta se desconoce. Así mismo, 

despejando K  de (4.148) se obtiene: 

 
1

1
B n

d

K
b H −

=   (4.151) 

4.13.3 Ejemplo 4.4. Cálculo de la ecuación aguas abajo de un cimacio tipo WES 

dadas sus coordenadas 

Dado el siguiente perfil tipo WES de la Fig 4.31 se tienen los puntos que lo conforman 

representados en las columnas 1, 2 y 3 de la Tabla 4.14. Del punto 4 al punto de tangencia, 

P.T, representan el recorrido de la vena líquida en la sección aguas abajo del cimacio (puntos 

sombreados).  

 

Fig 4.31 Perfil del vertedor tipo WES donde se indican los puntos que lo conforman. 
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Se tiene además, una cara vertical en la sección aguas arriba, información que es útil para 

poder conocer los parámetros K  y n  de la Tabla 4.13 y aplicarlas en la ecuación (4.144), sin 

embargo, como se tienen los puntos con base en un modelo se realiza una operación inversa 

para determinar la ecuación de la curva y conocer qué tan cercanos se encuentran estos puntos 

a los valores teóricos de la tabla antes mencionada.  

La obtención de la ecuación comienza con el cálculo del logaritmo de las abscisas y 

ordenadas como se muestra en las columnas 4 y 5 de la Tabla 4.14. Las coordenadas afectadas 

por el logaritmo se les suele denominar con las letras mayúsculas X  y Y  mientras que las 

coordenadas originales se les suele representar con las letras minúsculas x  y y . 

Para la transformación de las coordenadas de la tabla se han optado por emplear logaritmos 

base e , es decir, logaritmos Neperianos. Posteriormente se realiza el producto entre las 

ordenadas y las abscisas afectadas por el logaritmo, así como elevar al cuadrado las abscisas 

transformadas de acuerdo como se muestra en las columnas 6 y 7 para finalmente realizar el 

sumatorio de las últimas cuatro columnas. 

Una vez teniendo los valores afectados por el logaritmo correspondiente se emplean las 

ecuaciones (4.145) y (4.146). Sustituyendo los valores correspondientes en la ecuación 

(4.145) se tiene: 

 

( )
2 22

(10)(2.042) (15.076)( 4.525) 88.6389

(10)(27.52) (15.076) 47.9142

i i i i

i i

N X Y X Y
M

N X X

− − −
= = =

−−

  

 
  

 1.84995M =   (4.152) 

Resolviendo para la ecuación (4.146): 

 
4.525 15.076

(1.84995)
10 10

i iY X
B M

N N

−
= − = −

 
  

 3.24148B = −   (4.153) 

Empleando estos coeficientes, se estructura la ecuación de una recta de acuerdo a la ecuación 

(4.74) teniendo la ecuación: 

 1.85 3.241Y X= −   (4.154) 

Adicional a la ecuación anterior, es necesario conocer la ecuación parabólica de la cual deriva 

la ecuación (4.154). Debido a que ésta se encuentra afectada por el logaritmo natural aplicado 

al conjunto de datos es necesario realizar la operación inversa mediante la ecuación (4.79). 

Sustituyendo los valores calculados anteriormente se llega a: 

 3.241 1.85y e x−=   

 1.850.0391y x=   (4.155) 

En el cuadrante aguas arriba, se proporcionan además las coordenadas de los puntos que 

conforman las tres diferentes circunferencias de este perfil, las cuales se pueden verificar 
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aplicando las ecuaciones previamente determinadas en el Capítulo 3 que se encuentran en 

función del tirante de diseño. El tirante de diseño es igual a la diferencia entre la elevación 

del NAME y la elevación de la cresta vertedora: 

 178.05 158 20.05dH m m m= − =   (4.156) 

Mediante el tirante de diseño anterior calculado, y aplicándolas en las ecuaciones en función 

del tirante de diseño dH  se calculan los puntos mostrados en la Tabla 4.15. 

De acuerdo a la ecuación definida para un vertedor tipo WES y con pared vertical, en estas 

condiciones la ecuación del vertedor aguas arriba (4.155)  es igual a la ecuación (4.144) y 

por ende, como manera de comparación sustituyendo los valores correspondientes se tiene: 

 1.85

0.85

1

2(20.05)
y x=   

 1.850.0391y x=   (4.157) 

Tabla 4.14 Puntos que conforman a la sección aguas abajo del vertedor en escala aritmética y 

escala logarítmica natural 

 

Como se observa, el valor C  de la ecuación (4.157) es igual a 0.0391 el cual es el mismo del 

calculado en la ecuación (4.155). Así mismo, el exponente empleado en ambas ecuaciones 

de igual manera es el mismo, así se llega a comprobar el modelo realizado se asemeja con el 

vertedor tipo WES presentando para ambos casos un error despreciable.  

Una forma opcional para calcular la altura de diseño cuando esta se desconoce es empleando 

la ecuación (4.150) y la Tabla 4.13. Por tanto, la altura de diseño es: 

x (m) y (m) X (m) Y (m) XiYi
X2

4 0.000 0.0000 - - - -

5 1.000 0.0391 0.0000 -3.2416 0.0000 0.0000

6 2.000 0.1410 0.6931 -1.9590 -1.3579 0.4805

7 3.000 0.2984 1.0986 -1.2093 -1.3286 1.2069

8 4.000 0.5081 1.3863 -0.6771 -0.9386 1.9218

9 5.000 0.7678 1.6094 -0.2642 -0.4253 2.5903

10 6.000 1.0758 1.7918 0.0731 0.1309 3.2104

11 7.000 1.4309 1.9459 0.3583 0.6972 3.7866

12 8.000 1.8319 2.0794 0.6054 1.2588 4.3241

13 9.000 2.2771 2.1972 0.8229 1.8081 4.8278

P.T. 9.720 2.6278 2.2742 0.9661 2.1972 5.1719

Suma - - 15.076 -4.525 2.042 27.520

Escala aritmética
Punto

Escala logaritmo natural
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( )( )

1

1.85 1

3.24148

1

2
dH

e

−

−

 
 =
 
 

  

 20.05dH m=   (4.158) 

Dado un conjunto de puntos, como se muestra en Fig 4.32 y los puntos que lo conforman 

expresados en las columnas 1, 2 y 3 de la Tabla 4.16 se busca conocer la ecuación de la 

sección aguas abajo, correspondiente a la sección de la vena líquida. 

Para conocer la ecuación que describe la trayectoria del perfil de la vena líquida, se toman 

solamente los datos sombreados que corresponden a la sección aguas abajo del vertedor. Por 

tanto, para cumplir con la condición de obtener una recta mediante el método de regresión 

lineal de una función no lineal, se procede a calcular el logaritmo natural de todos los puntos 

sombreados los cuales son los expresados en las columnas 4 y 5 de la Tabla 4.16 y de esta 

manera realizar los cálculos correspondientes de la curva que pasa desde el punto 4 hasta el 

punto P.T. que indican el inicio y el final del perfil de una vena líquida respectivamente.  

Tabla 4.15 Coordenadas calculadas en función del tirante de diseño Hd 

 

4.13.4 Ejemplo 4.5. Cálculo de la ecuación aguas abajo de un cimacio tipo WES 

dadas sus coordenadas 

Una vez teniendo los valores afectados por el logaritmo correspondiente se emplean las 

ecuaciones (4.145) y (4.146). Sustituyendo los valores correspondientes en la ecuación 

(4.145) se tiene: 

 

( )
2 22

(9)(0.919) (12.746)( 4.764)

(9)(22.105) (12.746)

i i i i

i i

N X Y X Y
M

N X X

− − −
= =

−−

  

 
  

 1.8905M =   (4.159) 

x y x y

3 -0.175Hd 0.0316Hd -3.5 0.632

2 -0.276Hd 0.1153Hd -5.52 2.306

1 -0.2818Hd 0.136Hd -5.636 2.72

C1 0.000Hd 0.500Hd 0 10

C2 -0.105Hd 0.219Hd -2.1 4.38

C3 -0.242Hd 0.136Hd -4.84 2.72

R1

R2

R3

Punto

Coordenadas en función de Hd

Ecuaciones Magnitudes

0.5Hd 10

0.2Hd 4

0.04Hd 0.8
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Resolviendo para la ecuación (4.146): 

 
4.764 12.746

(1.8905)
9 9

i iY X
B M

N N

−
= − = −

 
  

 3.2067B = −   (4.160) 

Mediante estos coeficientes, se estructura la ecuación de una recta de acuerdo a la ecuación 

(4.74) llegando a: 

 1.89 3.2067Y X= −   (4.161) 

Adicional a la ecuación anterior, es necesario conocer la ecuación parabólica de la cual deriva 

la ecuación (4.154). Debido a que ésta se encuentra afectada por el logaritmo natural aplicado 

al conjunto de datos es necesario realizar la operación inversa mediante la ecuación (4.79). 

Sustituyendo los valores calculados anteriormente se llega a: 

 3.2067 1.89y e x−=   

 1.890.04048y x=   (4.162) 

 

 

Fig 4.32 Perfil del vertedor tipo WES donde se indican los puntos que lo conforman. 

En el cuadrante aguas arriba, se proporcionan además las coordenadas de los puntos que 

conforman las tres diferentes circunferencias de este perfil, las cuales se pueden verificar 

aplicando las ecuaciones previamente determinadas que se encuentran en función del tirante 
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de diseño. El tirante de diseño será igual a la diferencia entre la elevación del NAME y la 

elevación de la cresta vertedora: 

 197.55 180 17.55dH m m m= − =   (4.163) 

Aplicando el tirante de diseño anterior calculado, y aplicándolas en las ecuaciones en función 

del tirante de diseño dH  se calculan los puntos mostrados en la Tabla 4.17. 

De acuerdo a la ecuación definida para un vertedor tipo WES y con pared vertical, se tiene 

que en estas condiciones la ecuación del vertedor aguas arriba (4.162)  es igual a la ecuación 

(4.144) y por ende, como manera de comparación sustituyendo los valores correspondientes 

se tiene: 

 1.85

0.85

1

2(17.55)
y x=   

 1.850.04379y x=   (4.164) 

Tabla 4.16 Cálculo del logaritmo natural de cada uno de los puntos que componen el perfil 

aguas abajo del vertedor 

 

Como se observa, el valor C  de la ecuación (4.164) es igual a 0.04379 el cual difiere del 

calculado en la ecuación (4.162). Así mismo, el exponente empleado en ambas ecuaciones 

de igual manera es diferente, así se llega a comprobar el modelo realizado se asemeja con el 

vertedor tipo WES presentando para ambos casos un error del 8.18%.  

 

 

 

 

x (m) y (m) X (m) Y (m) XiYi
X2

4 0.00 0.00 - - - -

5 1.00 0.04 0.00 -3.22 0.00 0.00

6 2.00 0.15 0.69 -1.90 -1.31 0.48

7 3.00 0.33 1.10 -1.11 -1.22 1.21

8 4.00 0.56 1.39 -0.58 -0.80 1.92

9 5.00 0.85 1.61 -0.16 -0.26 2.59

10 6.00 1.20 1.79 0.18 0.33 3.21

11 7.00 1.60 1.95 0.47 0.91 3.79

12 8.00 2.05 2.08 0.72 1.49 4.32

P.T 8.51 2.30 2.14 0.83 1.78 4.58

Suma - - 12.746 -4.764 0.919 22.105

Punto
Escala aritmética Escala logaritmo natural
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Tabla 4.17 Coordenadas calculadas en función del tirante de diseño Hd 

 

 

x y x y

3 -0.175Hd 0.0316Hd -3.0712 0.5546

2 -0.276Hd 0.1153Hd -4.8438 2.0235

1 -0.2818Hd 0.136Hd -4.9455 2.387

C1 0.000Hd 0.500Hd 0 8.775

C2 -0.105Hd 0.219Hd -1.843 3.843

C3 -0.242Hd 0.136Hd -4.247 2.387

R1

R2

R3 0.702

0.5Hd 8.775

0.2Hd 3.51

0.04Hd

Punto

Coordenadas en función de Hd

Ecuaciones Magnitudes
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CONCLUSIONES 

 

Durante la práctica de la ingeniería civil es común emplear conceptos cuya forma de 

aplicación se conoce, pero el fundamento que ha dado su origen no se explica. Esto último 

es importante tener en cuenta para evitar caer en errores, ya que al no tener conocimiento a 

ciencia cierta del principio que les dio origen es común cometerlos durante su aplicación; 

además, en ocasiones, muchos autores llegan a omitir la parte del desarrollo de los conceptos 

fundamentales generalmente con el fin de simplificar, pero estos conceptos, al dar origen a 

las ecuaciones o herramientas que proporcionan, se va acarreando un vacío que requiere de 

una investigación y estudio más profundo. Por tal motivo, en el presente texto, se hace 

hincapié en la aplicación de algunas ecuaciones utilizadas por las ciencias básicas que, por 

ejemplo, permitan explicar por qué se emplean para a dar tal forma a un perfil de cimacio o 

poder conocer características geométricas utilizando la Geometría Analítica para el diseño 

geométrico e hidráulico del perfil de un cimacio o de una cubeta de lanzamiento así como 

también mediante la aplicación de la Estadística para el análisis de muestras de sedimentos.  
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