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I N T R o D u e e I o N 

Joel Cohen [2],eri l968 definió la noci6n de competencia 

en un ecosistema, a partir de redes alimenticias, en la cuál 

dos especies compiten si y s6lo si éstas tienen una especie en 

común de la cuál se alimentan ambas. Por ejemplo: 

lobos D 

En la red alimenticia D, los borregos, las vacas y los 

conejos están en competencia. 

Una gráfica dirigida acíclica D, cuyo conjunto de vérti-< 

ces representan las especies de un ecosistema y tal que una fle 

cha está dirigida de un vértice u hacia un vért~ce v si y s6lo 

si u se alimenta de v, es llamada red alimenticia. 

Si D es una red alimenticia, la gráfica de competencia 

asociada a D, denotada por K(D), es la gráfica cuyo conjunto de 

vértices es el mismo que de D y tal que u y v son adyacentes si 
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y sólo si w vértice de D, tal que C.u,w) y (v,w) son flechas de 

D. Para el ejemplo anterior, la siguiente gráfica es su gráfi•ca 

de competencia. 

borregos 

lobos 

vacas 

pasto 
o 

conejos 

K(D) 

De los trabajos de Cohen y sus colaboradores, a partir de 

redes alirnenti·cias reales, las cuáles resultaron ser siempre 

acíclicas, se obtuvo que las gráficas de competencia asociadas 

a dichas redes eran siempre gráfica·s: .de intersección de interva 

los en la recta real. Se preguntaron si dicho resultado-reflej~ 

ba un hecho ecológico importante o era simplemente un accidente. 

Así trataron de buscar condiciones necesarias y suficientes pa~ 

ra determinar cuando una digráfica tiene corno gráfica
0

de campe-

tencia a una gráfica de intervalos. 

En el capítulo 2, se han dado condiciones necesarias y 

suficientes para que una digráfica tenga corno gráfica de"com­

pe~encia a una gráfica de intervalos. Se dan también algunas c~ 

taspara el número de competencia, el cuál se define como el mí-

nimo número de puntos aislados que se le agregan a una gráfica 

para que ésta junto con los puntos aislados sea una gráfica de 
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competencia. Estos últimos resultados están dados en términos de 

cubie.rtas por clanes de las aristas de G. 

En el capítulo 3, se extiende la noción de competencia 

a digráficas que pueden tener lazos y ciclos dirigidos. se ca­

racterizan a estas gráficas de competencia así como a las gráf:!:_ 

cas de competencia de digráficas acíclicas. 

Por último, en el capítulo 4, se dan algunas relaciones 

entre las gráficas de competencia y las gráficas para las . •cuá­

les, existen orientaciones en las que la siguiente digráfica es 

una subdigráfica inducida prohibida. 

Es intuitivamente claro porque surge la relación entre 

las dos nociones. Esto sirvió para poder caracterizar aquellas 

gráficas que son de competencia, utilizando este tipo de orien­

taciones sobre ellas mismas y determinar en algunos casos si la 

gráfica de competencia obtenida es de intervalos o de. subárboles 

de un árbol. 



C A P I T U L O l 

Nociones Preliminares 

Definiciónl.l Una gráfica Ges un conjunto V(G)~~ 

de objetos llamados vértices y un conjunto E(G) de parejas 

no ordenadas \u,v} de elementos de V(G) llamadas aristas 

Cuando sea claro del contexto, escribiremos s6lo V 

y E en lugar de V(G) y E(G) respectivamente. 

Si ~u,v} es un elemento de E(G) escribiremos sola­

mente uv 

Definición l.2 Un lazo es una arista uv tal que 

U=V 

Definición l.3 Dos vertices u y v son adyacentes 

si y sólo si uv es una arista de la gráfica. 

Definición l.4 Dos aristas e 1 y c 2 son adyacentes 

si y sólo si e 1 y e 2 tienen un vértice en común. 

Definición l.5 El grado de un vértice ,denotado por 

gr(v), es el número de aristas que inciden con v. 

Definición l.6 Definimos la vecindad abillerta de v, 

y la denotamos por N(v) de la siguiente manera: 

N(v)= \uEV(G) / uve.E(GlJ 

Defin:Lción 1.7 Definimos la vecindad cerrada de v 

y la denotamos por N(v) de la siguiente manera: 

Ñ (v) = N (v) U \ v} 

4 



Definición l.8 Si entre dos vértices u y v de una gr~ 

fica existe más de una arista,decimos que la gráfica tiene 

aristas múltiples. 

Definición l.9 Una gráfica simple es aquella gráfica 

que no tiene lazos ni aristas múltiples. 

Definición l.lO Decimos que una gráfica es finita si 

tanto el conjunto de vertices como el conjunto de aristas es 

finito. 

Definición l.ll Un ciclo en una gráfica G es una su~ 

cesión de vértices y aristas de G, tal que vi~vj 

ei incide en vi-l y vi para toda i=l, ... ,n . 

si i~j y 

Definición l.l2 Una gráfica Hes una subgráfica de G 

si y sólo si V(H)SV(G) y si uves una arista de H entonces 

uv es una arista de G. 

Definición l.l3 Si Ges una gráfica y V'GV(G), a la 

subgráfica de G, cuyo conjunto de vértices es v• y cuyo con 

junto de aristas,es el conjunto de aristas de que tienen am­

bos extremos en v' es llamada subgráfica inducida de G. 

Definición l.l4 Una subgráfica generadora H de G es 

una subgráfica de G tal que V(H)=V(G). 
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Definición 1.15 Si G es una gráfica y E1 S. E (G), a la 

subgráfica de ~,cuyo "conjunto de v~rtices es el conjunto de 

extremos de las aristas de E' y cuyo conjunto de aristas es E' 

es llamada, subgráfica inducida de G por E' 

Definición 1.16 Un clan de Ges un subconjunto e de 

V(G) tal que la subgráfica inducida de G por C es una gráfi-

ca completa, es decir, cualesquiera dos vértices de C son 

adyacentes. 

Definición 1.17. Un clan C de Ges llamado maximal si 

no existe e! clan de G tal que e~ e' . 

Definición 1.18 Una (v
0 

,vn)-trayectoria T de G es 

una sucesión de vértices de G, v 0 ,v 1 , ... ,vn tal que vi-l 

son adyacentes, para toda i=l, ... ,n 

6 

Definición 1:19 Una gráfica G es conexa, si para cua~ 

quier par de vértices u y v de V(G), existe una (u,v)-tra-

yectoria. 

Definición 1.20 Dada una familia de conjuntos 

, definimos G , la gráfica de intersec-

ción de F de la siguiente forma: 

Ges la gráfica cuyo conjunto de vértices es v 1 , ... ,vn 

tales que vi Y v. 
J 

son adyacentes en G si y sólo si 
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Definición 1.21 Una gráfica dirigida D es un conjunto 

V(D)~~ de.objetos llamados vértices y un conjunto F(D) de pa­

res orde~ados (u,v) de elementos tle V(D) llamados flechas. 

Si (u,v) es una flecha de una gráfica dirigida D es 

frecuente denotarlo por "u -'l-v" y decimos que la flecha va de 

u hacia v, que la flecha incide hacia v o que la flecha inci-

de desde u. Por conveniencia, también abreviaremos gráfica di 

rigida por digráfica. 

La definición de subdigráfica se dá de manera análoga 

a la de subgráfica. 

Definición 1.22 La frontera o vecindad exterior de un 

vértice v de una digráfica D, denotada por N+(v), está defi-

nida de la siguiente manera: 

N+(v) = l u E.V(D) I (v,u) E.F(D)} 

Definición 1.23 La frontera o vecindad interior de un 

vértice v de una digráfica D, denotado por N-(v), está defini 

do por: 

N (v) \u E. V(D) I (u,v) E F (D) ) 

Definición 1.24 Un vértice v de V(D) es llamado sumi~ 

dero si cualquier flecha que tiene a v como extremo es de la 

forma (u,v), con u elemento de V(D). 

Definición 1.25 Un vértice v de V(D) es llamado fuen~ 

te si cualquier flecha que tiene a v como extremo es de la 



forma (u,v) ,con u elemento de V(D). 

Definición 1.26 Si G es una gráfica, una orientación 

de G es la digráfica D obtenida apartir de G de la siguiente 

manera: 

Los arcos (u,v) ó (v,u) están en D si y sólo si uv 

está en E(G) 

Definición 1.27 Un ciclo dirigido de D es una suce­

sión v
0

,a1 ,v1 ,a2 , ... ,vn-l'ªn'vo de v~rtices y flechas de D 

tales que si 

para toda i=l, ... ,n 

Definición 1.28 Si una digráfica G no contiene ciclos 

dirigidos , la llamaremos digráfica acíclica. 

Definición 1.29 Si D es una digráfica ,definimos la 

gráfica de competencia K(D) de D como la gráfica cuyo conjun-

to de vértices es V(D) tal que u y v son adyacentes en K(D) 

si y sólo si existe w en V(D) tal que 

flechas de D. 

(u,w) y (v ,w) son 

Definición 1.30 Decimos que una gráfica G es gráfica 

de cornpetencia,si existe D digráfica tal que K(D)=G 

8 



Enunciaremos algunoi teoremas sin demostraci6n , que 

serán utilizados en secciones posteriores. 

Teorema l.l ( [ l J ) 

Si D es una digráfica acíclica entonces existe una 

numeraci6n v 1 ,v2 , .•. ,vn de los vértices de D tal que si 

(vi,vj) está en F(D) entonces i< j 

Teorema l.2 (Gilmore y Hoffman [7] ) 

9 

Si G es una gráfica entonces G es la gráfica de inte~ 

secci6n de una familia de intervalos de la recta real si y 

s6lo si los clanes maximales de G pueden ser ordenados li­

nealmente de tal forma que,para todo vértice v de G ,los 

clanes maximales que lo contienen ocurren consecutivamente. 

Definici6n l.31 Una gráfica G es llamada triangulada 

si todo ciclo de longitud mayor o igual a 4 tiene una cuerda 

esto es, una arista que une a dos vértices no consecutivos 

del ciclo. 

Estas gráficas también han sido llamadas cordales,de 

circuitos rígidos y gráficas de eliminaci6n perfecta. 

Definici6n l.32 Un vértice v de G es llamado simpli­

cial si la subgráfica inducida en G por N(v) es completa. 

Definici6n l.33 Sea G una gráfica y v 1 ,v 2 , ... ,vn 

una numeraci6n de los vértices de G. Decimos que tal nume-



raci6n es un esquema de eliminación perfecto si cada vi es 

un vértice simplicial de la subgráfica ind4cida en G por 

Teorema 1.3 (Fulkerson y Gross [71 ) 

Sea G una gráfica no dirigida, entonces G es triangu­

lada si y sólo si G tiene un esquema de eliminaci6n perfecto. 

Más aún cualquier vértice simplicial puede empezar dicho 

esquema. 

Teorema 1.4 (Gavril. F. (7] 

Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

i) G es una gráfica triangulada 

ii) G es la gráfica de intersección de una familia 

de subárboles de un árbol. 

10 
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C A P I T U L O · 2 

2.l Digráficas Acíclicas cuya Gráfica 

de Competencia es una Gráfica de Intervalos 

Los primeros resultados que obtuvo Joel Cohen a partir 

de redes alimenticias reales, es que éstas, tienen como grá-

fica de competencia a una gráfica de interv·alos. Tales redes 

alimenticias reales resultaron ser siempre acíclicas. A 

partir de éstas dos observaciones, se trataron de buscar con-

diciones necesarias y suficientes para que una digráfica 

acíclica D tenga como gráfica de competencia a una gráfica de 

intervalos 

Es por ésto que, en este capitulo trabajaremos s6lo 

con gráficas de competencia de digráficas acíclicas simples. 

Definici6n 2.l.l Si Des una digráfica y vl' ... ,vn 

son los vértices de D ,la matriz de adyacencia A de D, es 

la matriz (aij) tal que ªij = l si (vi,vj) está en F(D) 

Y ªij = O en cualquier otro caso. 

Definición 2.l.2 Si D es una digráfica y A su matriz 

de adyacencia , la gráfica de renglones de A, denotada por 

GR(A), es la gráfica cuyo conjunto de v~rtices son los ren-

glones de A y en la cuál dos renglones son adyacentes si y 

sólo si existe una columna de A en la cuál, ambos renglones 

tienen entradas di~tintas de cero. 
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Es claro que si D es una digráfica y A su matriz de ad 

yacencia entonces K(D)=GR(A). 

¿ Podemos a partir de la estructura de A determinar si 

K(D) es de intervalos ? 

Definición 2.1.3 Si D es una digráfica y A su matriz 

de adyacencia, decimos que A tiene 1a propiedad de los unos 

consecutivos si para cualquier reng16n de A, 1as entradas 

distintas de cero son consecutivas. 

Teorema 2.1.1 (J.R. Lundgren y J.S. Maybee [10)) 

Si A es una matriz con 1a propiedad de los unos cense~ 

cutivos entonces G=GR(A) es la gráfica de intersección de 

una fami1ia de interva1os de 1a recta real. 

Demostración 

Sean c 1 , ... ,cn 1os c1anes de G correspondientes a las 

columnas de A. 

Si v es un vértice de G ~ v está en a1guno de 1os 

clanes definimos J(v)= li,j] ,donde i es primer entero ta1 

v está en Ci y j es el entero más grande ta1 que v está 

en Cj. Para cada uno de los .vértices ;_v que no están en nin­

guno de 1os c1anes, asignamos un intervalo diferente de 1a 

forma [k,k] con k > n. 

Como A tiene 1a propiedad de los unos consecutivos, es 

fáci1 ver que J= l J (v) / v s: V (G)} es una fami1ia de inter-



valos de la recta real, tal que G es la gráfica de inter-

sección de J. 

El siguiente ejemplo muestra que el recíproco del teo 

rema es falso. 

A ~ 1 o l~ o o 1 o 
o 1 1 1 
o o 1 o 

4 1 

3 

GR(A) 

4 

2 
3 

1 

Corolario 2.1.2 (J.R. Lundgren y J.S. Maybee [10]) 

Sea D una digráfica. Si los v~rtices de D pueden ser 

numerados de tal manera que si v está en V, entonces los 

vértices de N+(v) están numerados consecutivamente, entonces 

la gráfica de competencia de D es una gráfifa de intervalos~ 

Demostración 

13 

Sea D una digráfica tal que sus vértices están numera-

dos como lo indica el teorema. 

Sea A la matriz de adyacencia de D. Claramente A tiene 



la propiedad de los unos consecutivos,por lo tanto ,por 

el teorema 2.1.1, GR(A) es una gráfica de intervalos. 

Definición 2.1.4 Una estrella interior de una digráfi 

ca D, es la subdigráfica inducida;por las flechas de la forma 

(vi 1 v), para v fija. 

Definición 2.1.5 Decimos que una numeración de una c~ 

bierta de estrellas interiores es consecutiva, si siempre que 

un vértice v esté en Ci y Cj con i < j 

para toda m tal que i < m < j 

entonces v está en Cm 

Corolario 2.1.3 (J.R. Lundgren y J.S. Maybee [10]) 

Si la cubierta de estrellas interiores de una digráfi-

ca G tiene una numeración consecutiva entonces la gráfica de 

competencia de D es una grafica de intervalos. 

Definición 2.1.6 Sea Duna digráfica. Un conjunto 

tal que Ci~ V será llamado una cubierta de 

competencia de D si las siguientes condiciones se c~mplen: 

i) Si vi y vj están en Cm entonces existe un vértice 

vk tal que (vi,vk) y (vj,vk) son flechas de D. 

ii) Si (vi,vk) y (vj,vk) son flechas de D entonce~- vi 

y vj están en Cm , para alguna m. 

Observación 2.1.4 La cubierta de estrellas interiores 

induce una cubierta de competencia. 

14 



Teorema 2.1.5 (J.R. Lundgren y J.S.Maybee(lo] 

La gráfica de competencia G de una.digráfica Des una 

gráfica de intervalos si y s6lo si D tiene una cubierta de 

competencia S consecutiva. 

Demostraci6n 

Sea G la gráfica de competencia de una digráfica D. 

Suponga que Ges una gráfica de intervalos. 

El conjunto S de clanes maximales de G cubren todas 

las aristas de G y claramente es una cubierta de competencia 

de D. Además por un resultado de Gilmore y Hoffman (Teo. 1.2) 

los clanes maximales de G pueden ser numerados de tal forma 

que si v es un vértice de G, los clanes maximales de G que lo 

contienen son consecutivos. 

Para demostrar la suficiencia del teorema,supongamos 

que D tiene una cubierta de competehcia S= j c 1 , ... ,cr J 
la cuál es consecutiva. Entonces,cada Ci es un clan en G 

también y como además S es una cubierta de competencia de D, 

entonces S cÚbre todas las aristas de G. Por lo tanto podemos 

usar el mismo método empleado en el teorema 2.l.l para demos-

trar que G es una gráfica de intervalos. 

El siguiente teorema caracteriza aquellas digráficas 

que tienen como gráfica de competencia a una gráfica de 

intervalos, utilizandc ciertas subdigráficas inducidas. 

15 
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Definición 2.l.7 Un subconjunto H de V (.G) es llamado 

sumidero, si la subdigráfica inducida por H tiene la.siguiente 

propiedad: 

Si v está en H y Cv,u) es una flecha de D entonces u 

está en H. 

'reo rema 2. l. 6 ( J .E. Cohen [3] 

Una digráf ica acíclica D tiene como gráfica de competen­

cia a una gráfica de intervalos si y sólo si todo sumidero de D 

tiene como gráfica de competencia a una gráfica de intervalos. 

Demostración 

La suficiencia del teorema es obvia, ya que D es sumide­

ro de sí misma. 

Supóngase ahora que D es una digráfica acíclica, tal que 

su gráfica de competencia K(D) es de intervalos. 

Sea H un sumidero de D y K(~) su correspondiente gráfica 

de competencia. 

Sean u y v vértices de K(H) y supongamos que u es adyac~n 

te a ven K(D), entonces existe w en V(D) tal que (u,w) y (v,w) 

son flechas de D. 

Ya que u y v están en V(H) y Hes un sumidero se sigue 

que w está en H y por lo tan10o u es adyacente a v en K (.H) .Así 

K(H) es subdigráfica inducida de K(D) y como K(D) es de interva 

los y toda subgráfica inducida de una gráfica de intervalos es 

de intervalos, se sigue que K(H} es de intervalos. 
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La siguiente figura muestra un ejemplo de una digráfica 

D y un sumidero H de D tal que K (H) no es de intervalos, 1 por 
0

lo 

tanto K(D) no es de intervalos. 

D 

6 

]._Q 

H 

]._ 

6 

4 3 7 
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:L o 

8 

K(D) 

2 

6 
5 

4 
7 

3 

1< (H) 



2.2 Algunas Cotas para el Número de 

Competencia 

Decirnos que una gráfica G es una gráfica de competen-

cia, si ésta puede ser obtenida como gráfica de competencia 

de alguna digráfica acíclica. 

Si D es una digráfica acíclica, entonces existe en D 

un vértice v que es sumidero (teorema 1.1) , por lo tanto 

v es un vértice aislado en K(D) y de ahí que toda gráf5.ca de 

competencia tiene al menos un vértice aislado, así no toda 

gráfica es gráfica de competencia. 

No obstante si empezarnos con cualquier gráfica G, 

agregándole a ésta un número adecuado de vértices aislados 

obtenemos una gráfica que es de competencia. Para ver ésto 

tomemos una gráfica G tal que \E(Gll= ~ 

siguiente digráfica D 

Construyamos la 

Si e=ab es una arista de G entonces (a,xe) y (b,xe) 

son arcos de D. 

Claramente G junto con los x 1 , x 2 , ... ,x~­

aislados es la gráfica de competencia de D. 

ver tices 

A la gráfica que obtenernos a partir de G al agregarle 

rn vértices aislados, la denotamos por G U Irn . Ver el siguie~ 

te ejemplo. 

19 
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• 

o 
( 

G G U I 3 

Definición 2.2.l El número de competencia de una grá 

fica G es la mínima m tal que G U Im es una gráfica de com­

petencia. y lo denotamos por k(G). 

k(G)=O 

Si Ges-ya una gráfica de competencia, entonces 

Definición 2.2.2 Decimos que Cl' C2 , e es 
m 

20 

una cubierta por clanes de E(G}, si Ci es un clan de G para 

i=l .... m y es tal que si uves una arista de G entonces u y v 

están en alguna Ci 

Denotaremos por i(G) al número de clanes que tiene 

una cubierta por clanes de E(G) de cardinalidad mínima~ 

Proposición 2.2.l ( Robert J. Opsut [ ll] ) 

Para cualquier gráfica G, k(G);¡::..i(G)- \V(G)\ + 2 



Demostración 

Sean n= 1 V ( G) \ i=i (G) , k~k (G) .. 

Sea D una digráfica acíclica tal que K(D) = G U Ik 

Por teorema 1.1 , como Des acíclica,.existe una nume~ 

ración de sus vértices vl, v 2 , 

(vr' vs) está en F(D) entonces r( s 

vn+k tal que si 

Claramente no inciden 

flechas hacia v 1 y a lo más incide una flecha hacia v 2 . 

Es claro también que N (vs) es un clan de G U Ik 

para s=3,4, ... ,n+k y por lo tanto N (vs) es un clan de G. 

Más aún n+k 

s=3 

es una cubierta por clanes de E(G), por lo tanto 

i(G)~n+k 2 

es decir 

k (G) '.>,- i (G) \ V(G) 1 + 2 

Si una gráfica G no tiena clanes de cardinalidad 3 

entonces i(G)= 1 E(G) l, de esta observación y de la proposi-. 

ción anterior tenemos: 

Proposición 2.2.2 ( Fred S. Roberts [12 ) ) 

Si G es una gráfica sin clañes de cardinalidad 3 

entonces k(G) '.>,- \E(G)\ - (V(G)[ + 2 
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Proposición 2.2.3 ( Robert J. Opsut [ll] ) 

Para cualquier ~ráfica G, k(GI 6 i(G) 

Demostración 

Sea i = i(G) Ki una cubierta por 

clanes de E(G). 

Sea D la digráfica cuyos vért{ces son los vértices de 

Denotaremos por x 1 , x
2

, xi a los vértices 

aislados de G U Ii 

Si v está en Ks entonces (v,xs) es una flecha de D 

D es una digráfica acíclica y K(D) = G U Ii por lo 

tanto k (G) ~ i (G) 

Definición 2.2.2 Si G es uná gráfica, a una colección 

de clanes de G , la llamaremos una 

cubierta por clanes de V(G), si cada vértice de G está en 

alguna Ci 

Denotaremos por 8(G) al mínimo nGmero de elementos 

de una cubierta por clanes de V(G) 

Proposición 2.2.4 ( Robert J. Opsut [ll J 

Para cualquier gráfica G , k(G) 7 min 8( N(v) 
v e.'V (G) 

Demostración 

Sea· k k (G) y D una digráf ica acíclica tal que 

K(D) 
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Sea xl' x 2 , ... ,xk los k vértices aislados au.nentados 

a G. Sea D' la subdigráfica de D inducida por V(G}. 

Como D es acíclica, existe un vértice z, tal que 

N (z} ~ en D' , por lo tanto,cualquier flecha que incida 

desde z en D debe entrar a alguna xi' ésto implica que 

N+ (z) N 
-

(xl) u u N (xk) lo tanto s ... por 

N (xl) I N (xk) 

forma una cubierta por clanes de N(z), por lo tanto 

min 9( N(v) ) ~ 9( N(z) 
V 6 V (G) 

Proposición 2.2.5 ( Fred S. Roberts [l2) ) 

Para todo entero positivo k, existe una gráfica G 

·tal que k (G) > k 

k 4 

Demostración 

Considerense 2 copias de Ck , el ci.clo con k ve"rtices 

Unanse por una arista , vértices correspondientes de 

las 2 copias de Ck (véase la siguiente figura) 

23 

La gráfica resultante G no.tiene clanes de 3 elementos 

tiene 3k aristas y 2k vértices, por la proposición 2.2.2 

k (G) ¿ 3k - 2k + 2 ~ k + 2 > k 



Daremos ahora un· algoritmo para construir una digráfi-

ca D a partir de una gráfica dada G, tal que K(D). = G U Im 

para alguna m. 

Definici6n 2.2.3 Si G es una gráfica y v es un vérti-

ce de G, G 6v denotará a la subgráfica inducida por V(G)-v, 

menos las aristas de la subgráfica inducida por N(v}. 

Sea G una gráfica y v 1 , v 2 , 

los vértices de G . 

v una numeraci6n de 
n 

A partir de esta numeración, definimos la siguiente 

sucesión de gráficas G1 , 

i) G1 := G 

ii) Gi := Gi-l ~ v~l 

Denotaremos por Ni (vi) a N(vi) en Gi 

Al mínimo número de clanes que cubren las aristas de 

N(v) lo denotaremos por Y(v) y si N(v) = ~ entonces 

Y(v) = O 

Denotaremos por Yi 

K. , 
il 

a Y(vi) en Gi y por 

K. 
iY. 

i 

a los clanes que cubren las aristas de Ni(vi) 

Yi = O y no existen tales 

clanes. 

Dada una gráfica y una numeraci6n de sus vértices, 
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digamos vl' v 2 , ... , vn , el siguiente algoritmo construirá 

una digráfica D tal que K(D)-= G U Im para alguna m. 

ALGORITMO 2.2.l 

PASO l 

Sea Dl la digráfica tal que V(D) es el conjunto de vér 

tices de Dl , junto con los nuevos v8rtices x 1 
l 

, .... , 

Si Yl = O , entonces no agregamos nuevos vértices. 

Las flechas de Dl son las flechas que inciden desde 

los vértices de hacia y Cv1 ,x1 _l • Así el v•r 
J 

tice vl está en competencia con los vértices de N(v1 ) 

en Dl y los vértices de N(v1 J están en competencia en Dl 

si y sólo si ellos están en competencia en G = Gl , es 

decir, dos vértices u y v compiten en Dl si y sólo si u y v 

están en G y la arista uv está en G pero no en G2 

Sea hl = Yl ; hl cuenta el número de vértices nuevos 

que fueron introducidos. 

PASO 2 

Note que Dl no tiene flechas de la forma (v, vl)' 

ésto es , no hay flechas que incidan hacia vértices de Al 
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PASO 3 

Extenderemos la digráf ica o 1 a otra digráf ica o
2 

, 

introduciendo nuevos vértices x 2 , x 2 , ... ,x2 a o
1 1 2 y 

Si Y
2 

= O no introducimos nuevos vértic~s. 

El vértice v 1 , puede ser usado en lugar de x 
21 

Agregamos las flechas que van de v 2 y los vértices de K2 . 

hacia x 2 . en o 2 
J 

Tenemos ahora lo siguiente: 
J 

v 2 está en competencia con los vértices de de N(v2 ) 

y dos vértices u y v en N(v 2 ) están en competencia si y 

s6lo si u y v son adyacentes en G2 . Así u y v están en 

competencia en o 2 si y s6lo si u y v son vértices de G y uv 

está en G pero no en G 3 . 

Si h 2 es el número de vértices nuevos introducidos a 

D1 entonces 

{ O si 1 

en otro caso 

PASO 4 

Sea A2 , el conjunto obtenido de A1 quitando el vérti 

ce v 1 si é~ste fué usado en el paso 3 y aumentando el vértice 

N6tese que o 2 no tiene flechas que incidan hacia los 

vértices 

26 



Supongamos que Di-l ha sido construida de tal manera 

que no hay flechas gue incidan,· hacia vértices de Ai-l o 

hacia vértices de V (Gi:_l:), y ,é;t?é,f}í,, y 'v están en competencia 

en Di-1 si y sólo si u· ·y ',V :~~f¡~-' G 'UV es una arista de G 
-u,--""''-•,,•-, 

pero no de Gi 

Extenderemos la digráfica ºi-1 a otra 

ciendo x. , x. 
:Ll iY. 

vértices nuevos a ºi-1 
l 

no introduciremos nuevos vértices a Di-l . 

Se deberán usar los vertices 

donde sea posible. 

D. 
:L introdu-

Si Y. = O :L 

como x. has ta 
:Lk 

Agregamos además las flechas que van de los vértices 

de K. :L. hacia xi. y de vi hacia x. 
J :Lj J 

En la digráfica Di asi construida, el vértice v 1 está 

en competencia con los vértices de Ni(vi) y dos vértices 

u y v en Ni (vi) están en competencia si y sólo si u y 'T 

son adyacentes en Gi 

Por lo tanto u y v están en competencia en Di si y 

sólo si u y v están en V(G) y uves una arista de 'G pero 

no de Gi+l 

Si hi es el número de vértices nuevos aumentados a 

Di-l entonces 

{ o si Y. = o ó yi ~ gi-1 :L 
h. 

Yi-gi-1 en otro caso :L 

27 



PASO 2i 

Sea Ai el conjúnto de vértices obtenidos al tomar 

de Ai-l los vértices que no fueron usados en el paso 2i-l 

y el vertice vi 

Sea gi = / Ai / 

Obs6rvese que Di no tiene flechas que incidan hacia 

vé'rtices del conjunto Ai o hacia vértices de V(Gi) 

La digráfica D Dn-l es tal que Di establece exac-

tamente la competencia entre dos vértices que son adyacen-

tes en Gi pero no en Gi+l por 16 tanto, O establece exacta­

mente la competencia entre 2 vértices u y v si y s6lo si 

u y v son vértices de G y uv es una arista de G .. 

O es además acíclica, ya que cualquier flecha de D 

que va de un vértice de Di a un vértice que no está en Di. 

El número de vértices aumentados a D a partir de G, 

está dado por h 1 + .... +hn-l = k. Entre los k vértices aumen~ 

tados, claramente no hay competencia y por lo tanto G U Ik 

es la gráfica de competencia de D, es decir k(G) = k 

El siguiente es un ejemplo del algoritmo anterior. 
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El siguiente es un ejemplo del algoritmo anterior. 

Tómese la siguiente gráfica G. 

G 

Paso l 

~·V' 

"'i~ - •v, 
V4 • 



paso 2 ;,. =\vi~ l . 

paso 4 

paso 5 

ta·nto por lo . 

Paso 6 

7 paso 

y =0 
3 

Y4=0 

30 



por lo tanto D4 =D 3 

Paso 8 

Paso 9 

Y5 =0 

Paso 10 

Paso 11 

Paso 12 

Paso 13 

Pasol4 

y D5=D4 

Hemos obtenido, aplicando el algoritmo anterior a la 

gráfica G, que la digráfica D:=D 7 es tal que K(D)=G, es 

decir el nBmero de competencia, k(G) es menor o igual a 

ésto es 

k(G) ~ 2 
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Definici6n 2.2.4 Si Ges una gráfica y vl' ... ,vn nu-

meraci6n P de los vértices de G, definimos m(G, P) como 

sigue: 

m(G, P) = hl + .... + hn-l 

con hi como en el algoritmo anterior. 

Definici6n 2.2.5 Si G es una gráfica entonces 

m (G) = min l m (G, P) / P es una nurneraci6n de V (G) } 

es llamado el número de elirninaci6n de G. 

Teore.ma 2.2.6 ( Fred S. Roberts [l.?. J 
Si Ges una gráfica entonces k(G)~ m(G) 

Corolario 2. 2. 7 .. (Fred S. · Roberts [l2] ) 
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Sup6ngá que vi, ... ,vn es una numeraci6n de los vérti-­

ces de una gráfica G tal que 

i) vl es un vertice de Gl = G 

ii) vi es un vértice simplicial de Gi 

entonces k (G).:::; l 

Demostraci6n 

Suponga que G tiene una numeraci6n P de sus vértices 

con las propiedades del teorem"I. 

Claramente Yi l para toda i excepto para aquel.las 

i tales que vi es un vértióa aislado en Gi 

Más aún hi = l p~ra Ja primera i 

O en otro caso. 

tal que Yi l 



Por lo tanto ·m (G', P) es cero 6 uno y así k (G) ~ 1 

Corólarió 2. 2. 8 ( Fred S. Roberts [_12) ) 

Toda gráfica triangular G es tal que k(G) ~ 1 

Demostraci6n 

Por teorema 1.2.3 G tiene un esquema de eliminaci6n 

perfecto. Aplicando el algoritmo 2.2.l a este esquema se 

obtiene el resultado deseado. 

Corolario 2.2.9 ( Fred s. Roberts ll2} ) 

Si Ges una gráfica de intervalos entonces k(G)~ l 

Demostraci6n 

Como G es ur:a gráfica de intervalos enton=s G es una 

grafica de circuitos rígidos o triangulada [7] por lo 

tanto por corolario anterior k(G) ~ l 

El siguiente ejemplo , muestra una gráfica G con 

k(G)~l pero que no es de circuitos rígidos y una gráfica 

H con k (H) (, 1 pero que no tiene una numeración de sus vérti-

ces del tipo descrito en el corolario 2.2.7. 

b a 
X 

e a 

D G 

K(D) 
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l 2 5 

l 

O' 
.. 5 

X 

.. 
3 4 6 

1). H 

X(D') H U Il 

Teorema 2.2.lO ( Fred S. Roberts [12] 

Si Ges conexa, \V(G)\>l y G sin clanes de 3 clcrnen-

tos entonces k(G) = m(G) = !E(G)I 1 V (G)/ + 2 

Para probar este teorema, demostraremos los siguien-

tes lemas 

!~ó"_rna 2 . 2. ll ( Frcd S. Roberts [l2] ) 

Si Ges conexa,lvCGll>l y G no tiene clanes de 3 ele 

mentes entonces existe un vértice v en G tal que G l!. v es 

conexa .. 

Demostraci6n 

Corno G no tiene e] anes de 3 elementos , G D. v es 

igual a G-v, para toda ven V(G). 



Si T es un árbol generador de G, entonces cualquier 

vértice v de grado 1 en T tiene la propiedad deseada. 

Lema 2.2.12 Fred S. Roberts [ 12 J ) 
Supóngase que v 1 , •.. ,vn es una numeración P de los 

vértices de G, por lo tanto v 2 , ••. ,vn es una numeración P 2 

de los vértices de G2 = G A v 1 entonces 

Si m(G 2 ,P 2 J> O , tenemos que 

m (G, _- P) = Y 
1 

+ m CG:z , P 2 ) - l 

donde Y1 es el mínimo número de clanes que cubren a E(N(v1 )Y 

Demostración 

En la numeración P, h 1 es igual a Y1 . 

El primer término distinto de .cero hi en la numeración 

P 2 se reduce en uno al calcular m(G, P), ya que v 1 se puede 

utilizar, dicho término hi 1 O existe porque m(G 2 , P 2 ) > O 

El resto de las hi, obtenidas a partir de P 2 permane-

cen iguales ,por lo tanto ril(G,P) 

Teorema 2.2.lO ( Fred s. Roberts [12] 

Si Ges conexa, \V(GJl/l y sin clanes de 3 elelmentos 

entonces k(G) = m(G) = !E(Gl\ -\V(G)J + 2 

Demostración 

En vista de la proposición 2.2.2 y el teorema 2.2.6 

es 'suficiente demostrar que 

m(G) ~ k(G) ~ \E(G)\ \V (G)\ , + 2 
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La demostración se hará por inducción sobre el número 

de vértices. 

Si Jv(Gll = 2 entonces G tiene una sóla arista y 

k(G) = m(G) = /ECGll - (V(G)J + 2 l 

Supóngase que el teorema se cúmple para una gráfica 

con n-l vértices, n > 2 

Sea G tal que lv(Gll n con las propiedades del tea 

rema. 

Por lema 2. 2. ll en G existe un vértice v tal que G Av 

es conexae 

sean v 1 = v y G~ = G~vl 

Como JvCG>I >2 entonces \vCG 2 ll )"l 

Sean v 2 ,v3 , ••• ,vn una numeración P 2 de los vértices. 

de G2 tal que m(G 2 , P 2 ) = mCG 2 ) 

Como G2 tiene más de un vétice y es conexa por hipó-

tésis de inducción , m (G
2

, P 2 ) >O 

competencia) 

es decir G2 no es de 

Más aún G2 es cónexa y no tiene clanes de tres elemen 

tos. 

Considere v 1 , ... ,vn la numeración P obtenida de la 

numeración P 2 y el vértice v 1 

Por lema 2.2.12 y la hipótesis de inducción 

rn (G, P) Yl + m(G 2 , P 2 ) - l 

Yl + m(G 2 ).· - l 

Y l + ( f E (G} [ 1 Vº(G) J + 2 ) - l 
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por lo tanto rn(G) = yl + lE(G)l - jv(G)} + 1 
2. 2. 

Corno G no tiene clanes de tres elementos N(v1 l no 

tiene aristas, por lo tanto jE(Gi 1 

\V(G)i = \v(G)\ + l, es decir 
2 

·rn (G, P) = \ E (G )· 1 - 1 V (G l \ + 2 

por lo tanto 

k(G)~rn(G)~rn(G, P) jE(G)I - \V(G)\ + 2~k(G) 

Corolario 2.2.ll (Fred s. Roberts l12]) 

y 

Para todo ciclo Cm , rn~3 , el ciclo de m vértices, 

Roberts conjeturó que m(G) = k(G), sin embargo 

Robert J. Opsut [ 5 1 encontró el siguiente contraejemplo. 

Considérense las siguientes gráficas 

b 

c e X 

G D 

G U Il es la gráfica de competencia de D y por lo 

tanto k (G) ~ l 

c 
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Demostraremos ahora que m(G, P) ;:;:. 2 p~ra cualquier 

numeración P. 

Supongamos que m(G, P) ~ l para alguna numeración P. 

Entonces, como Yl(b) = Yl(d) = Y1 (c) = Yl(e) = 2 

tenemos que empezar con a o con f ( para aumentar el menor 

número posible de puntos). Sin pérdida de generalidad, 

empezamos con ªl = a . Sea Yl = l . Debemos entonces 

aumentar un vértice a V(G) para construir Dl, como la gráfi­

ca cuyo conjunto de vértices es V(G) U \ xll\ y cuyo con­

junto de flechas es 

F (Di)= l (v, Xill / Vé. N(a)} u 

sea G 2 = G 6. ªi y Al 

Como Y2 (d) Y2 (e) = 3 debemos elegir b,c,f para 

evitar aumentar más vértices nuevos. 

Nuevamente sin pérdida de generalidad 

Como Y2 (b) = l , utilizaremos a 2 para generar D2 

la siguiente digráfica 

Sea G3 = G'.2A a 2 

Como Y 2 (b)~ \A2 ! 

l (v, al) / vZ. N(a 2 l} u 

y A2 = l ª2} 
entonces 

Elegir a 3 es indiferente en G3 , ya que 

y aumentaremos 'un nuevo vértice para construir D 3 , por lo 

tanto h 3 = 1 y de ésta forma a G se le aumentarán1 al 
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menos dos vértices nuevos, es decir rn (G, P) f- 2 para cual­

quier numeración P de los vértices de G. 

Definición 2.2.6 Sea G una gráfica no vacía. La 

gráfica de lineas, L(G), de G es la gráfica asociada a G 

tal que existe una correspondencia uno-a-uno entre los 

vertices de L(G) y las aristas de G tales que dos vértices 

de L(G) son ~dyacentes si y sólo si las correspondientes 

aristas en G son adyacentes. 

Lema 2.2.12 ( Robert J. Opsut [11] ) 

Para cada vértice v de una gráfica de lineas 

9(N(v))~2 . En particular una gráfica de lineas no tiene 

corno subgráfica inducida a K
113

. 

Lema 2.2.13 ( lª J ) 

Cualquier subgráf ica inducida o generada de una gráf ~ 

ca de lineas es una gráfica de lineas. 

k(G) 

Teorema 2.2.14 Robert J. Opsut [ll] 

Si G es una gráfica de lineas entonces k (G) ~ 2 y 

2 si y sólo si 9(Q(v)) = 2 para toda ven V(G) 

Demostración 

La demostración se hará por inducción 

ro de vértices. 

sobre el núme-

Es claro que si \;(G)\ l, entonces k(G) ~l. 
Supongamos que \vCGl\= n y que toda gráfica de 
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lineas con menos de n vértices cumplen el teorema. 

CASO l .- Existe un vértice v tal que 9(N(v)) O 

es decir , v es un vértice aislado. Entonces por lema 

2.2.13 , G-v es también gráfica de lineas y por lo tanto 

k (G-v) ~ 2 y k (G-v) = 2 si y sólo si e (NG-v(z) )= 2 para 

toda z en V(G-v). 

Sea D* la digráfica tal que K(D*) (G-v) U I
2 

Supóngase que I 2 = l a,b} . Sea D la digráfica con 

conjunto de vértices V(D) = V(G) U I 2 y conjunto de flechas 

F(D) = F(D*) - \ (x, a)/ (x, a)E F(D*)} U 

U l (x, v) / (x, a) E F (D*) } 

es decir reemplazamos a por v. Claramente D es acíclica y 

G U I 1 es la gráfica de competencia para D . Así k(G)~ l 

CASO 2 .-Existe un vértice v tal que 9(N(v)) = l 

Sea N(v) ={ x 1 ,x2 , ... ,xs} , s#O ya que 

9(N(v))#O • Como K113 no es subgráfica inducida de G enton­

ces 9(N(xj)~N(v))~ l de otra forma ,si y,z están en 

N(xj) , y,z no están en N(v) y yz no está en E(G) , enton-

ces xj 1 y,z,v forman una en G. 

Sea G' = G - {v., .x1 , x 2 , •.• ,xs-l J , por lema 

2.2.13 G' es una gráfica de lineas y en G' , e(N(xs)) ~ l 

Por hipótesis de inducción y ya que en G', e(N(xs)) 

es menor o igual que uno, existe una digráfica D* tal que 

K(D*) = G' U I 1 . 

Sea I 1 = [a} 
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Construyamos l.a digráfica D con V(o)-= V(G) 

u i (w, xs-1.) 

F(D*) - l (w, al / (w, a) esté en F(D*)} 

/ (w, al está en F (D*)} 

y F(D) 

( s-l 
{ (xj, u u 

j=2 
xj-1.l,_Cy,~j-ll I YEN(,xj) - Ñ(~l}) 

u ~ (xl, v>} 
u {cv, blJ 

u ' (y, v) / y l N (xl.) - Ñ (v) j 
fcx., bl / x. isN(v)1 . l J J J • u 

es decir reemplazamos a con X s-1 , usamos xj-1 para gene-

rar las adyacencias de x. que 
J 

no están en Ñ(v) , usamos 

V para las de xl. que no están en Ñ (v) y agregamos el vértice 

b para las adyacencias en Ñ(v). 

_Por lo tanto G U Il. es la gráfica de competencia de D 

y como D es acícl.ica , k (G) ~l. 

CASO 3 .- Cada vértice ves tal. que 9(N(v)) = 2 

Sea G* tal que Ges l.a gráfica de l.ineas de G*. 

El.egimos v cual.quier vértice de G. Sea ql.q 2 l.a 

arista correspondiente a ven G*. 

Sea N(v) ={xi, x 2 , ..• ,xs,yl, y 2 , •. ,ypJ donde x. 
J 

corresponde a la arista ql.dj y Yr corresponde a q 2tr . 

Entonces N(xj)"1'Ñ(v) es un cl.an Kj donde 

Kj = f w / w djtm para al.guna tm J 
En particul.ar en G' 

e (N(v) l ~ l . 

Como G' es una gráfica de lineas, por hipótesis de 
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inducción, existe una digráfica D* tal que K(D*) = G U Il 

Sea a el vértice aislado. Sea D la digráfica tal que 

V(D) V(G) u I 2 donde I 2 = l b, c } y 

F (D) F (D*) - ~ (w, a) / (w, a) E. F (D) J 
u { (w, xs-ll / (w, a) E. F (D*)} 

( s-l 

l / w=xj ! ) u u (w' xj-l) o w E: K. 
j=2 J 

u { (w, v) / w=xl o w E. Kl 1 
u { (xj' b) / j 1.,2, .... ,s} 
u { (yr' c) / r l,2, .•. ,p} 
u { (v, b) (v, c) } 

Es fácil ver que D es acíclica y G U I 2 es la gráfi­

ca de competencia para D y por lo tanto k(G)~ 2 

Por la proposición 2.2.4 , como cada vértice de G 

·tiene 9(N(v)) = 2 entonces k(Gl'l 2 y por lo tanto k(G)=2 

-·:t. 

42 

,''i 



C A P I T U L O 3 

Caract~rización de Gráficas de Competencia 

·ae Digráficas Arbitrarias y. 

de Digraf icas Acíclicas 

Una caracterización de las gráficas de competencia, 

fue dada por R.D. Dutton y R.C. Brigham [5], sin embargo, 

ésta fué dada para gráficas. de competencia de digráficas que 

pueden tener ciclos dirigidos y lazos. Más tarde F.S. 

Roberts y J.E. Stief [13] lograron dar una caracterización 

de las gráficas de competencia de digráficas sin lazos. 

Teorema 3.1 ( R.D. Dutton y R.C. Brigham [5]) 

G es una gráfica de competencia de una digráfica D, 

posiblemente con lazos y ciclos dirigidos si y sólo si 

i (G) ~ n , donde n es el número de vértices de la gráfica. 

Demostración 

Sean G una gráfica y D una digráfica tales que K (D) =G 

Definamos para l~ i ::S.n el siguiente conjunto 

C i = { V j / (V j , Vi) <'. F (D ) } 

Claramente cada Cj es un clan de G y c 1 , ... ,Cn 

forman una cubierta por clanes de E(G), por lo.tanto 

i (G)~ n 

Supongamos ahora que Ges una gráfica tal que i(G)~n 

Sea l el,· •.•.. , ck} una cubierta por clanes de 
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E(G) con k ~ n. 

sea o con V(D} = V(G} y tal que (v., v.) está en F(D} 
1 J - -

si y si5lo si v. está en C .. 
1 J 

Es claro que G es la gráfica de competencia de D. 

El siguiente es un ejemplo del teorema anterior. 

G 

7 4 

6 

Una gráfica G y una numeración de sus vértices. 

S= l c 1 , c 2 , c 3 } es una cubierta por clanes de E(G) ,, 

donde: c 1 = j 1, 7, 2} 

c 2=\l, 2, 3} 

C 3 = {2, 3, 4, 5, 6] 
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A partir de S construimos la siguiente digráfica: 

5 

D tal que K(D)=G 



Para gráficas de competencia de digráficas acíclicas 

dieron la siguiente caracterización. 

Teorema 3.2 (R.O. _outton y R.C. Brigham [5) ) 

Las siguientes afirmaciones son equivalentes para una 

gráfica G con n vértices. 

a) G es la gráfica de competencia de una digráfica 

acíclica D 

b) G tiene una numeración de sus vértices v 1 , .•• , vn 

tal que existen c 1 , ... ,Cn clanes de G tales que 

i) vi está en Cj implica i < j 
ii) c 1 , ... , en forman una cubierta por clanes de 

E (G). 

c) G tiene una cubierta por clanes de E(G) 

c2, ..... ,c;,__2 tal que \ CÍ U .... U Cj l ~ j+l 

para l~ j ~n-2 

Demostración 

Verificaremos que a) implica b) 

Sean G una gráfica y D una digráfica acíclica tal que 

K (D) G. 

Sea v
1

, ... , vn una numeración de los vértices de G 

entonces i < j , dicha numeración 

existe por teorema 1.1 

Sea C. ={v./ (v., v.)f F(El)}, l~j~n 
J 1 1 J 

Es claro que cada C. ~s un clan de G y cumple las condiciones 
J 
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dei inciso ii) de b) • Note~que aigunas Cj pueden ser 

vacíos .. 

Demostraremos ahora que b) impiica e) 

Sean G una gráfica y vi, ... ,vn una numeración de ios 

vértices de G tai que exist~ una coiección de ios cianes de 

G, con ias siguientes propiedades 

i) si vi E Cj entonces i < j 

ii) { ci, ... ,en} es una .cubierta por cianes de E (G) 

ciaramente i) impiica que Ci y c 2 no tienen aristas 

de G. Por io tanto definamos ios siguientes conjuntos 

e~ := 
]_ ci+2 

Es ciare que ...... , C' } n-2 es una cubierta de E(G) 

Para i~j ~ n-2 si. .... u e~ 
J 

por inciso i) 

tenemos que i < j+2 y por io tanto i ~ j+i ésto es 

!cíuc2u ... uc;!~j+i para i~j~n-2 

Finaimente mostraremos que c) impiica a) 

Sea {cí 1 •••• , c;,__ 2 J 
u .•.. u e;!~ j+i 

una cubierta de E(G) tai que 

\e ~ U C' 
.L 2 para i~j~n-2 

Numeremos ios vértices de G de ia siguiente manera 

sea vn un vértice que no esté en 

n-2 
u 
i=i 

C! 
]_ 

sabemos que tai vé:roticé existe ya que por hipótesis 

l . n-2 
u 
i=i 

n-i 
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Sea vn-l un vértice que no esté en 

n-3 
u 
i=l 

C! 
l 

Nuevamente por hipótesis existe tal vértice, etc. 

Finalmente numeraremos arbitrariamente vl y v 2 a los 

dos vértices restantes. 

Sea D la di gráfica tal que V (D) = { vl, .•. , vn} 

y F(D) = {(vi' vj) / vi é Cj_ 2 1 
Es fácil ver que G = K(D) y que si (vi, vj) está en 

F (D) entonces i ~ j-l es decir i < j , por lo tanto es acícli-

ca D. 

El siguiente teorema es equivalente al anterior. 

Teorema 3.3 ( J.R. Lundgren y J.S. Maybee l9) ) 

Una gráfica G con n vertices es una gráfica de campe-

tencia de una digráfica acíclica si y sólo si G tiene una 
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numeración de sus vértices vl, •.. ,vn tal que existe una cubie 

ta por clanes \cl, ... ,cn) de E(G) tal que si vi i:.cj 

entonces i ') j. Ver·:siguiente figura. 

Caracterizaremos ahora aquellas gráficas G tales que 

k (G) ~l. 
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Ejemplo: G 

2 

4 

o 
5 l 

G con una numeración de sus vértices l, 2, ..• , 6 y una cu 

bierta por clanes de E (G), Cl= { 2, 5 } C2= ~3, 4, 5, 6J 
C3= t 4, s} , C4= ( 5, 6 1 

J , C5= l 6 J C5= ¡zS tal que si 

i E. Cj entonces i > j 
A partir de la numeraci6n de los vértices de la gráfica 

G y de la cubierta por clanes de G dada,construimos, como en el 

teorema 3.3 
1 

la siguiente digráfica acíclica D. 

D 

l 

3 

2 

5 

6 



Teorema 3.4 ( J.R. Lundgren y J.S. Maybee [9 J ) 
Si G es una gráfica con n puntos entonces k(G) ~~1-

si y s6lo si existe una cubierta de E (G) { e 1 , .•.. , en! 

y una sucesi6n de puntos v 1 , ... ,vn tales que si 

entonces 

Demostración 

Supongamos que k (G) ~ 1 

Si k(G) = O , el resultado se sigue del teorema ante-

rior. 

Si k(G) = 1 , entonces existe una digráfica acíclica 

D tal que K(D) = G U I l 

Sea b el vértice aislado aumentado a G. 

Por teorema anterior existe una cubierta por clanes 

y una numeraci6n de sus vérti-

tal que si ui E. ej entonces i > j 

Es claro que en+l es vacio~y u 1 es aislado en K(D), 

por lo tanto G ~ K (D) - \ u 1 } La colección e 1 , ••• , en J 

es una cubierta por clanes de I< (D) - j b J y la numeración 

de V (G), vi := para i=l, .... ,n 

cienes del teorema. 

Para demostrar la necesidad 

que l el, ..•.. , en} es una cubierta 

que v1, ... ,vn es una numeración de 

entonces i 1:- j 

si definimos G1 := G U 

, satisface las condi-

del 

por 

sus 

teorema I 

clanes de 

vértices 

u. 
1 

suponga 

E(G) y 

tal que si 

so 



para i = 2, ... ,n+l y en+l = ~ entonces se satisfacen las 

condiciones del teorema anteri"or y por lo tanto G1 es 

gráfica de competencia de alguna digráfica acíclica o es 

decir k (G) ~ 1 

El teorema'que sigue tiene una prueba similar al 

anterior. 

Teorema 3.5 ( J.R. Lundgren y J.S. Maybee [9} ) 

Si G es una gráfica con n vértices y m' n entonces 

k(G)' m si y s6lo si E(G) tiene una cubierta por clanes 

l el,··., e 
n 

y una numeraci6n de V(G) 'ª1'ª21····rªn 
entonces i ~ j-m+l 

El siguiente teorema debido a F.S. Roberts y a 

J.E. Steif [9] caracteriza a las gráficas de competencia 

G para las cuáles existe una digráfica D sin lazos, tal que 

K(D) G . Para ver ésto , demostraremos el siguiente teore-

ma y lema . 

Teorema 3.6 { Fred S. Roberts y J.E. Steif [13] ) 

G es una gráfica de 

lazos si y s6lo si existe 

clanes de E(G) tal que 

competencia de una digráfica sin 

t e 1 , .... ,epj una cubierta por 

para 

la familia existe 

V(G) - ei entonces 

lv1 , ... ,vp}s_v(G) tal que 

para 1 ~ i ~p si i il j 

51 



·Demostración 

Suponga que para ( D1 , .... ,Dp) .existe { v 1 , ... ,vp J 
subconjunto de V (G) taJ. que si vi está en Di para J.~ i ~ p 

si i ;l j 

Sea D J.a digráfica tal que V(D) = V(G) y 

(vi, vj) está en F (D) si y sólo si vi E. Cj 

Claramente D no tiene lazos pues vi no está en Ci , 

ya que vi está en Di= V(G) - ci y además K(D) = G 

Sea G una gráfica para J.a cuál existe una digráfica 

D sin ].azos tal que K(D) = G 

Sean v 1 , ... ,vn J.os vértices de D 

Definamos Ci = v / (v, vj) €. F(D)J 

Cada Ci es un clan ¿e G y 1 Ci, ... 

bierta por clanes de 3(G), más aún vit Ci 

tiene lazos 

Sea Di= V(G) ~ Ci para i = J., ... ,n 

Para J.a familia 

para i 

. ,en J 
ya que 

1, ... ,n 

es una cu-

D no 

tices v 1 , ... ,vn} es tal que vi E. Di para i = J., ... ,n y 

si i ;l ·j , por J.o tanto se cumple J.a suficiencia 

del teorema . 

Definición 3.1 Una k-formación es una colección 

T1 , T2 , .... , Tk de subconjuntos de ~ J., 2, .... , Js.-J. J ta J. que 

u 
j# 

T. 
J 
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Lema 3. 7 Fred S. Roberts y J.E. Steif [l3} ) 

Para k :¡.,. 2 no existen :K:-formaciones 

Demostraci6n 

La demostración se hará por inducci6n sobre k 

Si k = 2 ,los únicos subconjuntos de \ l ~ son el ¡IS 

y claramente éstos no forman una 2-formaci6n. 

Supongamos.-que l?ara k-l no existen k-l-formaciones 

y que para k si existen k-formaciones 

Sea T 1 , ... ,Tk una k-formaci6ri, por lo tanto Tk no 

contenida en u 
j;lk 

T. 
J 

, por lo tanto algún elemento 

de Tk no está en ninguna Tj con j ;,! k 

Sin pérdida de generalidad podemos.suponer que este 

elemento es precisamente k-l 

Sea TI = Ti-f k-lt 

Probaremos que TÍ-, .••• , Tk-l es una k-l-formaci6n 

Claramente cada T~ 
J.. 

suponiendo que 

T! 
J.. 

tenemos 

~ 

es subconjunto de 

k-l 
u 
j=l 
j# 

T~ 
J 

k-l 
u 
j=l 
j# 

l,2 •••. ,k-2 y 

k 
s u T. 

j=l J 

j# 

dond~ la última contención se sigue porque k-l está en Tk 

53 



por lo tanto Tí, .... , Tk-l es una k-l-formaci6n ·10 cuál 

es imppsible y por lo tanto no existen k-formaciones. 

Teorema 3.8 Fred S. Roberts y J.E. Steif [l3} 

Si lvCGll = n entonces 

G es una gráfica de competencia de una digráfica sin 

lazos si y s6lo si G 1 K2 y i (G) ~ n • 

Demostración 

es fácil ver que G no es la gráfica de 

competencia de una digráfica sin lazos y por lo tanto 

Supongamos que i (G) > 1 V (Glj, por teorema anterior G 

no puede ser la gráfica de competencia de una digrática que 

no tiene lazos . 

Para probar la suficiencia del teorema , supongamos 

que G 1 K2 y que i(G)~ n 

Sea \c 1 , ... ,CP J una cubierta por clanes de E(G) 

tal que p ~ n • 

Si p = O entonces G no tiene aristas y el resultado 

es obvio. 

Suponga que p l I entonces Cl es el COnjuntO de 
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vértices de G menos algunos vértices aislados y por lo ta~ 

to-G es igual a Km más v~rtices aislados . Es fácil mostrar 

que G es la gráfica de competencia de una digráfica sin 

lazos ya que G 1 K2 



Supongamos que l(p~n 

p 

Sea Q z= 
i=l 

Demostraremos por inducción sobre Q que si p es un 

número fijo tal que l ( p ~ n entonces si. G tiene una 

cubierta de p clanes de E(G) y Q es como lo definimos 

entonces Ges la.gráfica de competencia de una digráfica 

sin lazos. 

Si Q O entonces todos los clanes de C. son vacios 
i 

por lo tanto G no tiene aristas y claramente G es la gráf~ 

ca de competencia de una digráf ica sin lazos 

Supóngase que el resultado es válido para una cubier 

ta con p clanes tal que 

f= 
i=l 

Sea { c 1 , .•. ,cp ~ una cubierta por clanes de E (G) con 

p elementos tal que 

p 

L 
i=l 

c. 
i 

Q 

Sea Di= V(G) ci' i = 1, ... ,p 

Para la familia 0 1 , ... ,Dp) demostraremos usando 

el teorema de Hall ver [ 8 J ) que existe \ x 1 , .. , xp} 

subconjunto de V(G) tal que xi E. Di para i = l, ..• ,p 

si i ¡i j 
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El teorema de Hall asegura la existencia del subcon-

junto {x1 , ...• ,xp} para la familia 

s6lo si para toda k = 1, ... ,p 

1 D. U D. U •••• U 
"-1 "-2 

si, Y 

k 

Supongamos que para alguna subfamilia 
p 

de ('D.) 
i i=l 

D. 
' D. 

"-1 "-k 

tenemos que 

1 D. u D. u ... u D. 1 < k 
"-1 "-2 ik 

Si k l entonces D. = ~ y c. = V(G) por lo 
"-1 "-1 

tanto G = Kn , como G t K2 , claramente G es la gráfica de 

competencia de una digráfica sin lazos 

Supongamos que k=72 y que { D. 
"-1 

igual a {x1 ,x2 , ... ,xL} con L<.k 

Sea w =V - { x 1 ,x2 , ... ,~ 

U ••• U D. 1 .ik 

Note _que W ~ Ci. para toda j y que corno 
J 

L < k ~ p ~ l V (G) 1 entonces W c;I. ~ 

, j = 1,2, .•• ,k es de la forma 

es 

Si para toda r en no está con-

tenido en u 
jc;l.r 

T. 
i. 

- J 
, entonces 
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es una k-formaci6n , lo cuál es imposible por el lema 

anterior ya que k ~ 2 • 

Por lo tanto,para alguna r , T. s u T. 
ir j;lr J..j 

Defina C! c. si i t i y C! T. si i J.. J.. r J.. ir 

Note que T. es un clan por ser subconjunto de c. 
ir l.r 

Las únicas aristas que están en C. peró no en T. 
l.r J..r 

son las aristas ww' con w, w' elementos de W o wx con 

w elemento de W y x elemento de Tir , pero cada arista ww' 

es tal que w, w' están en C! 
l.j 

para j;o!r y una de tale.s 

C. existe ya que k .'.72 
J..j 

Cada arista wx está en. alguna Ci. , j¡o!:f ya que w 
J 

está y x está en alguna c. 
J..j 

j¡o!r 

... , e;, es una cubierta clanes de 

E(G) de p elementos con p~\v(G)[ Además 

p p 

2: 1cr 1 < E 1 ci 
i=l i=l 

ya que w t s6 y por lo tanto T. ~ c. l. ir r 

Por hip6tesis de inducción, la existencia de los 

clanes CÍ, .... ,C~ implican que Ges una gráfica de compe~ 

tencia de una digráf ica sin lazos 
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C A P I T U L O 4 

Algunos Resultados Nuevos 

En este capitulo estudiaremos a las gráficas de com 

petencia G a partir de ciertas orientaciones sobre G 

misma. Las orientaciones utilizadas serán B 1 -orientaciones 

y en t~rminos de ellas determinaremos si G es gráfica de 

competencia o n6. 

Otra noci6n obtenida a partir de redes alimenticias 

reales es la noci6n de '' enem~gos com~nes '' y apart~r de 

~sta , se define a la gráfica de enemigos com~nes de la 

siguiente manera: 

Los vértices de la gráfica de enemigos comúnes son 

las especies del ecosistema y dos vértices u y v son adya-

centes si y s61o si existe una especie w en la red ali-

menticia, que se alimenta tanto de u como de v. 

Resultados similares a los obtenidos sobre gráficas 

de competencia / serán establecidos para gráficas de enemi,-, 

gos comunes. 

Notación.~ Si G es 

ci6n de G , denotaremos en 

fica D. 

una gráfica 

!§sta secci6n 

y D es una orient~ 

por ~a la digrá~ 

58 



El siguiente resultado caracteriza a las gráficas de 

compe~encia en t~minos de gráficas B1 -orientables. 

Definición 4.l.l Una digráfica D está E1 -orientada 

si y sólo si para cualesquiera tres v~rtices u,v,w en V(D) 

tales que (u,w) y (v,w) están en F(D) se sigue que (u,v) 

6 (v,u) está en F(D) 

Definición 4.1.2 Decimos que una gráfica es E1-orie~ 

table si existe una orientación D de G tal que D está 

E1 -orientada. 

Proposición 4.1.l R. Espinosa,J. Urrutia 

y V. Urrutia-Galicia ) 

G está E 1-orientada si y sólo si K(G) es subgráfica 

de G. 

Demostración 

Supongamos que G está B1-orientada 

Sea uv E(K(G)) , por lo tanto existe w ·en V(G) tal 

que (u,w) y (v,w) están en F(G), como G está E 1 -orientada 

por lo tanto (u,v) ó (v,u) están en F(G) de ahí que uv está 

en G. 

Pana demostrar,la necesidad de la proposición, supon 

gamos que K (G) ~ G 

sean u,v,w elementos ae V(G) tales que (u,v) y (w,v) 

están en F(G), por lo tanto uw está en E(K(G)), de ahí que 
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uw esté en G y por lo tanto (u,w) ó (w,u) están en F(G) 

ésto es , D está B1 -orientada. 

El siguiente es un ejemplo que muestra una gráfica G 

que no es B1 -orientable y por lo tanto para ninguna orientación 

D sobre G , se tiene que K(D) es subgrafica de G. 

G 

1 1 

Teorema 4.l.2 R. Espinosa,J. Urrutia 

y V. Urrutia-Galicia ) 

Sea d· una gráfica y G una orientación de G entonces 

K(G)=G si y sólo si Gesta B1 -orientada y para todo ven 

V(G) la subdigrafica inducida por N; (v) no contiene .sumid~ 

ros 



Demostración 

Supongamos que K(G).=G, entonces por proposición ante 

rior G está El-orientada. 

Sea ven V(G) y u en N+(v). Por lo tanto uv está en 

G y de ahí que ;uv esté en K(G), pero entonces existe w en 

V (G) tal que (v,w) y (u,w) están en F(G), por lo tanto u 

no es sumidero en N+(v). 

Para probar la parte de la suficiencia del teorema 

observemos que por la proposición anterior E(K(G))~E(G) 

Sea uv una arista de G, sin pérdida de generalidad 

(v,u) está en F(G). Como u no puede ser sumidero en N+(v), 

existe w en N+(v) tal que {u,w) está en G, pero también 

(v,w) E F(G) y G está El-orientada entonces (u,v) ó (v,u) 

está en F{G) por lo tanto uv está en G. De ahí que 

E (G) ~E (K (G) y así G = K (G) 

Corolario 4.l.3 R. Espinosa,J. Urrutia 

v. Urrutia-Galicia ) 

Si G es Bl-orientable entonces G es una gráfica de com 

petencia . 

Demostración 

Sea G una gráfica y G una El-orientación de G. 

Sea D la digráfica definida como sigue : 

V(D) 

F (D) 

V(G) 

F (G) U l (v,v) / v E. V (G) J 
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Claramente para todo v en V(D) , N+(v) no contiene 

sumideros y está B1-orientada, por teorema 4.1.2 tenernos 

que K(D) = G 

Este último resultado nos proporciona una amplia 

variedad de gráficas que son gráficas de competencia , como 

son las gráficas de intersecci6n de subárboles de un árbol 

las gráficas de intervalos y las gráficas arco circulares, 

ya que éstas son B1-orientables. 

Además desde el punto de vista práctico es útil , 

pués existe un algoritmo de reconocimiento eficiente de 

gráficas B1 -orientablés. 

Ejemplo 

Sean e y C' 3-ciclos dirigidos y G la digráfica cuyo 

conjunto de vertices es V(C) X V(C') y en la cuál (u,v) y 

(u',v') son adyacentes en G si y s6lo si (u,u') 6 u=u' y 

(v,v') 

Es fácil ver que KJ~l G • 

Definición 4.l.3 Una digráfica D , se dice que está 

B1*-orientada si D está B1-orientada y no tiene ciclos diri 

gidos . 

Definición 4.l.4 Si una gráfica G es tal que existe 

una orientación D de G la cuál está B1 *-orientada entonces 

se dice que es B1*-orientable. 

62 



Proposición 4.l.4 ("R. Espinosa,J. Urrutia 

y v. Urrutia-Galicia 
.... 

é 
Sea G una gráfica y G una orientación de G , entonces 

..,. 
si G está B1*-orientada entonces K(G) es E1*-orientable. 

Demostración 

Como G está E 1 -orientada entonces por proposición 

4.1.1 es subgráfica de G. 

Denotemos por K(G) a la digráfica obtenida al dar a 

K(G) la siguiente orientación : 

Si uv está en K(G) entonces 

sólo si (u,v) está en G. 
... -(u,v) está en K(G) si y 

~-
Como G no contiene ciclos dirigidos, K(G) tampoco 12ue-

de contenerlos 

Mostraremos ahora que K(Gl está E1-orientada. 

-'> -Sean u,v,w vertices de K(G) tales que (u,w) y (v,w) 

están en K(Gl. 
__.,. 

Por lo tanto (u,w) y (v,w) están en G y de ahí que uv 

está en K(G°i é'sto quiere decir que K:cGi está E 1-orientada 

ya que (u,v) 6 (v,u) están en i<cGi. 

Corolario4.l.~ R. Espinosa,J. Urrutia 

y V. Urrutia-Galicia ) 

Si D es E!-orientable entonces K~) es triangulada 
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Corolario 4.1.6 R. Espinosa,J. Urrutia 

y V. Urrutia-·Galicia ) 

64 

Si D está B1 *-orientada entonces K(D) es la gráfica de 

intersección de subárboles de un árbol. 

Demostración 

Se sigue inmediatamente del teorema 1.4 y del corola-

rio anterior. 

Gráficas de Intervalos 

Orientadas 

Una gráfica de intervalos G, es la gráfica de interse~ 

ción de una famili~ I de intervalos en la recta real. 

Supongamos que I = { I 1 , I 2 , ..... , In\ es la familia 

de intervalos , numerados de tal manera que si Ii= [ ªi ,bi] 

y Ij = [aj, bj ) son dos intervalos de I con i < j en ton ces 

ªi <.aj . A partir de I podemos obtener una orientación 

G de G de la siguiente manera : 

(vi,vj) si y sólo si ªj E Ii 

A la orientación G de G, definida de esta forma , la 

llamaremos gr~~ica de intervalos orientada 

Proposición 4.1.7 ( J. Urrutia 

Si G es una gráfica de intervalos orientada entonces 

G está B1 *-orientada. 



Demostraci6n 

Sean vi' vj' vk ·vértices de G. tales que (vi,vk) y 

(vj, vk) están en G , por lo tanto ªk e. Ii y ªk f. Ij , es 

decir, Ii(I Ij ,t. ¡iS y de ahí que (vi, vj) 6 

lo tanto G está B1-orientada. 

Supongamos que G tiene un ciclo ·dirigido. Claramente 

siempre podemos reenumerar los vértices de G de modo que el 

ciclo sea de la forma 
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Se sigue que a 1 < a 2 < a 3 < .... < ªn <. a 1 lo :cuál es una contra 

diccioñ , por lo tanto G no contiene ciclos dirigidos 

Lema 4.l.8 R. Espinosa,J. Urrutia 

y V. Urrutia-Galicia ) 

Sea G una digráf ica acíclica y v una fuente de G Sea 

G'=G-v y sea G' la orientación de G' inducida de G. 
Entonces K(G') es subgráfica inducida de K(G). 

Demostración 

Por demostrar que para cualesquiera dos vértices u,w 

en V (G'), uw está en E(K(G')) si y sólo si uw está en 

E(K(G)) Si uw está en E(K(G') entonces existe x en V(G') 

tal que (u,x) y (w,x), por lo tanto uw está en E(K(G)) 

Por otra parte si uw es arista de K(G) entonces existe X en 

V(G) tal que (u,x) y (w,x), pero x ,t. v, pues ves fuente 

de G una digráfica acíclica, por lo tanto x está en V(G') y 

de ahí que uw está en E(K(G')) 



Teorema 4.1.9 R. Espinosa,J. Urrutia 

y V. Urrutia-Galicia') 

Si .G es gráfica de intervalos orientada entonces K cm 
es gráfica de intervalos. 

Demostraci6n 

Demostraremos por inducci6n sobre n = \ V(Gl\que si G 
es una gráfica de intervalos orientada a partir de I = l I 1 , 

I • • • • I donde I. = [ a. , b.] 
J_ J_ J_ 

i=l, ... ,n ent6nces K(G) es la, 

gráfica de intersecci6n de I' = \ I 1
1 

, •••• ,In'} en la cuál 

cada intervalo I. '=[a'. ,b!] correspondiente a un vértice no 
J_ J_ J_ 

aislado en K(G) es tal que a.' = a 
J_ i 

Si n=l entonces K (G) = G 

Supongamos la afirmaci6n ciert'a ·para toda gráfica de 

intervalos orientada con a lo más n vertices . 

Sea G una gráfica de intervalos orientada apartir de 

I \ Il," " .. ,In+l} 

Si G no es conexa, entonces podemos aplicar la hipó-

tesis de inducción a cada compomente de G y concluir que 

K(G) es de intervalos . Si G es conexa , entonces 

tice correspondiente a I 1 es la única fuente de G. 

Sea G' =G-v1 y G' la orientaci6n de G' inducida por G. 
Por la proposición 4.1.7. y el lema 4.1.8 tenemos que 

K (G') =K (G) -v1 . Además por hip6tesis de inducción K (G') es 

la gráfica de intersección de I' = \ I 2 •, .... ,In+i'} en la 

cuál cada intervalo Ii' = [ai' ,bi'} correspondiente a un 
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vértice no aislado en K(G') es tal que ªi'=ai. 

Podemos suponer además sin pérdida de generalidad,que 

todo intervalo en I' corr<O!spondiente a un vértice aislado en 

K(G') y no adyacente a v 1 en K(G}, se encuentra a la derecha 

de todos los intervalos no aislados en K(G). A partir de 

esta familia I' de K(G') trataremos de encontrar una familia 

I tal que K(G) es la gráfica de intersección de I. 

Sea I 1 • = [a1 •,b 1 •] tal que a 1 •= a 1 y b 1 • está un p~ 

co hacia la izquierda de ªk' donde Ik' = l ªk' ,bk'} es el pri­

mer intervalo que aparece en I' tal que vk no es adyacente a 

v 1 en K(G). Supongamos que existe Ij' tal que vj es adya-

cente a v 1 en K(G°) y tal que ªk' <aj'. 

Por la tanto ªk (aj. Como v 1 es adyacente a vj en I< (G} 

y G es B 1-orientab le entonces vl es adyacente a v. en G y 
J 

así I 1 n Ij "- szS Además ª1 < ªk < ªj por lo tanto Il('I Ik 
_, 

szS y r 

así vl es adyacente a vk en G. Ahora bien, como vl y vk no 

son adyacentes en K(G)y v 1 es fuente de G se sigue que vk 

es sumidero en ~+.(v1). Además corno vk no es aislado en K.(G') 

y ªk (aj entonces vk no es sumidero en G, de ahí que existe 

vm en V(G} tal que (vk' vrn) está en G y corno vk es sumidero 

en N+(v1 ) entonces vm~ N+(v1 ) en G. Más aún vj es adyacente 

a v 1 en G, por serlo en K(G), entonces aj< ªm' por lo tanto 

a 1 < ªk-< aj< ªm· Pero como Ik n Im ¡& szS , entonces Ik (\Ij ¡& szS 

y como ªk <aj entonces (vk' vj) está en G. Además (v1 ,- vj) 

es decir v 1 y vk son adyacentes en I<(G), lo cuál es una con­

tradicción. 
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Ejemplo: · 

G es una gráfica de intervalos orientada ( con la orien­

.' tación obtenida a partir de la familia de intervalos I) . 
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K(G), la gráfica de competencia de G, es la gráfica de 

intersección de la familia I ' = j Í i, 
es obtenida a partir de I, manteniendo 

I 2, •.• , I G } donde I' 

fijos los extremos 

izquierdos de cada uno de los intervalos, excepto posiblemente 

aquellos que corresponden a vertices adyacentes a v
1 

en G 

pero aislados en K(G). 

I' 
3 

I' 
I' 2 

l o----~ 

,_ 

K{G) 

I' 5 t-----1 
I' 4 



4.2 Gráficas de Enemigos Comunes 

Definición 4.2.l La gráfica de enemigos comúnes de D 

es la gráfica que tiene a V(D) como conjunto de vértices , 

en la cuál uv está en E(EC(D)) las aristas de la gráfica de 

enemigos comúnes, si y sólo si existe w en V(D) tal que 

(w,u) (w,v) son flechas de D. 

Definición 4.2.2 Decimos que una digráfica D está 

B2-orientada si para cualequiera tres vértices u,w,v de V(D) 

tales que si (w, u) (w, v) están en F(D) entonces (u, v) ó 

(v, u) están en F(D) 

Definición 4.2.3 Decimos que una digráfica D está 

B 2*-ori:ntada si D está B2 -oricntada y además no contiene 

ciclos dirigidos 

Definición 4.2.4 Si Ges una orientación de G ,defi­

nimos G como la digráfica obtenida a partir de G al invertir 

las direcciones de las flechas de G . 

Es claro que 

está B2 -orientada 

G está B1 -orientada si y sólo si ~ 

También es fácil ver que K(G) EC(~) para cualquier 

or1entación G de G . 

De éstas dos últimas observaciones obtenemos los si­

guient2s resultados duales , a los obtenidos para gráficas 
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de competencia 

Los siguientes resultados fueron obtenidos también por 

R. Espinosa, J. Urrutia.y V. Urrutia-Galicia . 

Proposición 4.2.l 

G está B 2-orientada si y sólo si EC(G) es subgráfica de 

G. 

Teorema 4.2.2 

Sea G una gráfica y G un~ orientación de G entonces 

EC(G) = G si y sólo si G está"~ 2-orientada y para todo ven 

V(G), la subdigráfica inducida por N-tv) no contiene fuentes. 

Corolario 4.2.3 

Si G está B 2-orientada entonces G es gráfica de enemi-

gos comunes 

Proposición 4.2.4 

Si Ges una B2 *-orientaci6n de G entonces EC(G) es 

B2-orientable 

Corolario 4.2.5 

Si G está B2-orientada entonces EC(G) es triangulada. 

Corolario 4.2.6 

Si G está B2*-orientada entonces EC(G) es gráfica de 

intersección de subárboles de un árbol. 



Definici6n 4.2;l Una digráfica D está BlB2*-orien­

tada si D está Bi*-orientada y B2*-orientada. 

El siguiente resultado nos da una clase importante de 

gráficas de intervalos orientadas. 

Teorema 4.2.7 

Si G está BlB 2 *-orientada entonces Ges una gráfica de 

intervalos orientada. 

Demostraci6n 

Demostraremos por inducci6n sobre n=\V(G)\ que si Ges-

tá BlB2*-orientada , entonces existe una colección de inter­

valos unitarios I (intervalos de longitud l ) ,tal que Ges la 

gráfica de intersecci6n de I, orientada apartir de I 

El caso n=l es obvio. 

supongamos ahora la af irmaci6n cierta para toda digrá-

fica BlB2 *-orientada con a lo más n vértices 

sea G una digráfica e 1 e 2*-orientada tal que 

\V(G)\= n+l 

Si G no es conexa podemos aplicar la hip6tesis de 

induccion a cada componente de G para concluir que G es una 

gráfica de iritervalos orientada. 

Si G es conexa ,sea v 1 la única fuente de G. 

Sea G'=G-v1 • Como G está B2-orientada y vl es fuente 

de G ,tenemos que G' es conexa . 
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Sea G' la orientación de G' inducida por G ,por lo 

tanto G'está B1 B2*-orientada y \v(G') \ =n, de ahí que por hi 

pótesis de inducción existe una colección de intervalos uni­

tarios I' = { r 2 , r 3 , ..... , In+l}, donde Ii=Lai,bi] i=2, ... , 

n+l. tal que ~'es la gráfica d~ intersección de I' ,orienta-

da a partir de I'. 

/ + G" } Sea J = Ii é. I' vi é. N (v1 ) en y sean 

a. 
J 

rnin t ªi I Iié. J} y 

ªk máx { ªi I Ii E. J} 

que vj y vk son adyacentes en G; como.además aj< ªk' tenernos" 

que ªk< bj 

Sea 

~= y 

por lo tanto r 1 =[a1 ,b 1 ] es un intervalo unitario. 

Sea J' =l Ii E. I '-J / ªi < aj J 
Supongamos que J' i ~ y sea ªrn 

Corno G' es conexa y todos los intervalos en I' son 

unitarios , tenernos que rrnn Ij i p por lo tanto (vrn' vj) 

está en F(G). 

Por otra parte corno (v1 , vj) y G está B1 -orientada , 

tenemos que v 1 y vrn son adyacentes en G , corno además v 1 

es fuente en G se sigue que vmE: N+Cv 1 ), lo cuál es una con­

tradicción, por lo tanto J' = p. 

Supongamos que existe IiE I'-J tal que r 1 nri i -
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como a 1 ( aj< ªi <. b 1 ( bj , tenemos que ªi E. Ij , de ahí que 

vj), como además (vl, vj) y G está B1-orientada , tene-

mosque Cv1 , vil; por lo tanto IiE.J, lo cuál es una contra­

dicción , de ahí que I 1 n Ii = ~ para cada Iié I'-J. 

Por último si IiE. J, 

es decir ªi E: I 1 , de ahí que 

entonces a 1 <.a~<.ai(ak<.b 1 , 

I={Il, I2,-~ .. ,In+l~ es 
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una colección de intervalos unitarios tal que G es la gráf ~ 

ca de inters~cción de I, orientada a partir de I. 

Corolario 4.2.8 R. Espinosa, J. Urrutia 

y v. Urrutia-Galicia ) 

Si G está B1 B2 *-orientada entonces tanto K(G) como 

EC(G) son gráficas de intervalos 

Demos tracción 

Si G esrá B1 B2*-orientada entonces por teorema 4.2.7 

G es una gráfica de intervalos orientada, de ahí que por 

teorema 4.1.9 K(G) es gráfica de intervalos 

Por otra parte G está también B1 B2 *-orientada , por 

lo tanto K(G) = EC(G) es gráfica de intervalos 
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