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INTRODUCCTION

Joel Cohen [2]),en 1968 definid la nocidn de competencia
en un ecosistema, a partir de redes alimenticias, en la cuil
dos especies compiten si y s8lo si éstas tienen una especie en

comin de la cudl se alimentan ambas. Por ejemplo:

bor{egos pasto

lobos D

vacas conejos

En la red alimenticia D, los borregos, las vacas y los
conejos est@n en competencia. .

Una grafic¢a dirigida aciclica D, cuyo conjunto de vérti-
ces representan las especies de un ecosistema y tal que una fle
cha esta dirigida de ;n vértice u hacia un vértice v si y sblo
si u se alimenta de v, es llamada red alimenticia.

Si D es una red alimenticia, la grédfica de competencia
asociada a D, denotada por K(D), es la grafica cuyo conjunto de

vértices es el mismo gque de D y tal que u y v son adyacentes si



vy sblo si w vértice de D, tal que (u,w) y (v,w) son Fflechas de
D. Para el ejemplo anterior, la siguiente grafica es su grafica

de competencia.

borregos pasto

lobos K (D)

vacas conejos

De los trabajos de Cohen y sus colaboradores, a partir de
redes alimenticias reales, las cudles resultaron ser siempre
aciclicas, se obtuvo gue las gridficas de competencia asociadas
a dichas redes eran siempre grificas:.de interseccidn de interva
los en la recta real. Se preguntaron si dicho resultado refleja
ba un hecho eceldgico importante o era simplemente un accidente.
Asi trataron de buscar condiciones necesarias y suficientes pa-~
ra determinar cuando una digrafica tiene como grdfica’'de compe-
tencia a una gr&fica de intervalos. »

En el capitulo 2, se han dado condiciones necesarias y
suficientes para que una digrafica tenga como gééfica de;com—
petencia a una grdfica de intervalos. Se dan también algunas co
taspara el nGmero de competencia, el cudl se define como el mi-

nimo nimero de puntos aislados gue se le agregan a una grafica

para que &sta junto con los puntos aislados sea una gr&fica de



competencia. Estos dltimos resultados est&n dados en términos de
cubiertas por clanes de las aristas de G.

En el capitulo 3, se extiende la nocidén de competencia
a digraficas que pueden tener lazos y ciclos dirigidos. Se ca-
racterizan a estas graficas de competenciaasi como a las grafi
cas de competencia de digré&ficas aciclicas. .

Por Gltimo, en el capitulo 4, se dan algunas relaciones
entre las graficas de competencia y las gridficas para las :cud-
les, existen orientaciones en las gue la siguiente digrafica es

una subdigrafica inducida prohibida.

Es intuitivamente claro porgue surge la relacidn entre L
las dos nociones. Esto sirvid para podex caracterizar aguellas
graficas gque son de competencia, utilizando este tipo de orien-
taciones sobre ellas mismas y determinar en algunos casos si la
grafica de competencia obtenida es de intervalos o de subirboles

de un arbol.



cCAPITULO 1

Nociones Preliminares

Definicidnl.l Una grafica G es un conjunto V(G)#g

de objetos llamados vértices y un conjunto E(G) de parejas
no ordenadas Xu,v} de elementos de V(G) llamadas aristas
Cuando sea claro del contexto, escribiremos sdlo V
v E en lugar de V(G) y E(G) xespectivamente.
Si }u,v} es un eiemento de E(G) escribiremos sola-

mente uv .

Definicidn 1.2 Un lazo es una arista uv tal gue

Definicién 1.3 Dos vertices u y v son adyacentes

si y s8lo si uv es una arista de la grafica.

Definiciédn 1.4 Dos aristas e, ¥ e, son adyacentes

si y sdlo si e, ¥ e, tienen un vértice en comin.

Definicidn 1.5 El grado de un vértice ,denotado por

gr(v), es el nGmero de aristas que inciden con v.

Definicidn 1.6 Definimos la vecindad abierta de v,

y la denotamos por N(v) de la siguiente manera: -

N(v)= \\JEV(G) / quE(G)]

Definicidn 1.7 Definimos la vecindad cerrada de v
y la denotamos por N(v) de la siguiente manera:

N(v)= N(v) U {v}



Definicién 1.8 Si entre dos vértices u y v de una gra

fica existe m&s de una arista,decimos que la grafica tiene

aristas miltiples.

Definicidén 1.9 Una grafica simple es aquella grdfica

gue no tiene lazos ni aristas mGltiples.

Definicidn 1.10 Decimos que una gridfica es finita si

tanto el conjunto de vertices como el conjunto de aristas es

finito.

Definicidn 1.11 Un ciclo en una grafica G es una sus

cesibén de vértices y aristas de G, tal gue viyévj si i#j y

e, 1 i - . i= “ee .
i incide en Vi1 Y V; para toda i=1, ,n

Definicién 1.12 Una grafica H es una subgrifica de G

si y s8lo si V(H)ZE V(G) y si uv es una arista de H entonces

uv es una arista de G.

PDefinicidn 1.13 Si G es una grdfica y V'ev(G), a la

subgréfica de G, cuyo conjunto de vértices es V' y cuyo con_
junto de aristas,es el conjunto de aristas de gue tienen am-

bos extremos en V' es llamada subgrifica inducida de G.

Definicidn 1.1l4 Una subgradfica generadora H de G es

una subgrdfica de G tal que V (H)=V(G).



Definicidn 1.15 Si G es una grafica y E' sE(G), a la

subgridfica de G,cuyo conjunto de veértices es el conjunto de
extremos de las aristas de E'y cuyo conjunto de aristas es E'

es llamada, subgrifica inducida de G por E'

Definicidn 1.16 Un clan de G es un subconjunto C de

V(G) tal gue la subgrdfica inducida de G por C es una grafi-
ca completa, es decir, cualesquiera dos vértices de C son

adyacentes.

Definicidn 1.17. Un clan C de G es llamado maximal si

no existe C' clan de G tal que Cce&cC' .

Definicidn 1.18 Una (vo ,vn)—trayectoria T de G es

una sucesidn de vértices de G , Vot Vyre--1Vy tal gue Vio1

y v; son adyacentes, para toda i=1,...,n .

Definicidn 1:19 Una grédfica G es conexa, si para cual
quier par de vértices u y v de V(G), existe una (u,v)-tra-

yectoria.

Definicidn 1.20 Dada una familia de conjuntos

F= \Cl’CZf"f'cn } , definimos G , la grdfica de intersec-
cidn de F de la siguiente forma:

G es la gradfica cuyo conjunto de vértices es ViressVy
tales gue v, ¥ vj son adyacentes en G si y sélo si

c;ncy# o



Definicidn_ 1.21 Una grafica dirigida D es un conjunto

v (D) #4 de objetos llamados vértices y - un conjunto F(D) de pa-.
res ordenados (u,v) de elementos -de V(D) llamados flechas.

Si (u,v) es una flecha de unavgréfica dirigida D es
frecuente denotarlo por "u —v" y decimos que la flecha va de
u hacia v, gue la flecha incide hacia v o gque la flecha inci-
de desde u. Por conveniencia, también abreviaremos gr&fica dai

rigida por digrafica.

La definicidn de subdigrifica se d& de manera andloga

a la de subgrafica.

Definicidn 1.22 La frontera o vecindad exterior de un

vErtice v de una digr&afica D, denotada por N+(v), estd defi-
nida de la siguiente manera:

N+(v)={uF_V(D) / (v,u)gE‘(D)}

Definicidn 1.23 La frontera o vecindad interior de un

v8rtice v de una digrafica D, denotado por N (v), estd defini
do por:

N (v) ={uav(D) / (u,v)EF(D)§

Definicidn 1.24 Un vértice v de V(D} es llamado sumi-

dero si cualquier flecha gue tiene a v como extremo es de la

forma (u,v), con u elemento de V(D).

Definicidn 1.25 Un vértice v de V(D) es llamado fuen=

te si cualguiler flecha que tiene a v como extremo es de la



forma (u,v),con u elemento de V(D).

Definicidn 1126 Si. G.es una gré&fica, una orientacidn
de G es la digrédfica D obtenida- apartir de G de la siguiente
manera: S

Los arcos (u,v) &6 (v,u).. estédn en D si y sbdlo si uv
estd en E(G) .

Definicidn 1.27 ' Un ciclo dirigido de D es una suce-—

s - - < .
s10n vo,al,vl,az,...,vn_l,an,vo de vertices y flechas de D

tales que vi#vj si i#j vy ai=(vi—l , Vi) estd en F (D)
para toda i=l,...,n .

Definicidn 1.28 Si una digrafica G no contiene ciclos

dirigidos , la llamaremos digr&fica aciclica.

Definicidn 1.29 Si D es una digrafica ,definimos la

gridfica de competencia K(D) de D como la grafica cuyo conjun-
)

to de vértices es V(D) tal que u y v son adyacentes en K(D)

si y sdlo si existe w en V(D) tal gue (u,w) vy (v,w) son

flechas de D.

Definicidén 1.30 Decimos gue una grifica G es grafica

de competencia,si existe D digrafica tal gue K(D)=G . -



Enunciaremos algunos teoremas sin demostracidén , que

serédn utilizados en secciones posteriores.

Teorema 1.1 ¢ [13)
Si D es una digrdfica aciclica entonces existe una
numeracién VyrVoreee Vi de los vértices de D tal que si

(vi,vj) estd en F (D) entonces i< j

Teorema 1.2 (Gilmore y Hoffman [7] )

Si G es una grdfica entonces G es la grédfica de inter
seccibn de una familia de intervalos de la recta real si y
sdlo si los clanes maxima}es de G pueden ser ordenados li-
nealmente de tal forma que,para todo vértice v de G ,los

clanes maximales que lo contienen ocurren consecutivamente.

Definicifén 1.31 Una grafica G es llamada triangulada

si todo ciclo de longitud mayor o igual a 4 tiene una cuerda
esto es, una arista que uné a dos vértices no consecutivos
del ciclo.

Estas grédficas tambi&n han sido llamadas cordales,de

circuitos rigidos y gré&ficas de eliminacidn perfecta.

Definici6n 1.32 Un vdrtice v. de G es llamado simpli-

cial si la subgré&fica inducida en G por N(v) es completa.

Definicién 1.33 Sea G una gr&fica vy

v v e,V
17727 ""n

una numeracibn de los vértices de G. Decimos gue tal nume-



racidén es un esquema de eliminacidn perfectc si cada v; es

un vértice simplicial de la éubgréfica induycida en G por

VirVigyr-oorVn o -

Teorema 1.3 (Fulkerson y Gross 1731 )

Sea G una gréfica no dirigida, entonces G es triangu-
lada si y s6lo si G tiene un esquema de eliminacifén perfecto.
Mds alin cualquier vértice simplicial puede empezar dicho

esguema.

Teorema 1.4 (Gavril ®. [71)

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) G es una grafica triangulada

ii) G es la grafica de interseccidn de una familia

de subdrboles de un &rbol.

IR}

10
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CAPITULO: 2

2.1 Digraficas Aciclicas cuya Grafica

de Competencia es una Gr&fica de Intervalos

Los primeros resultados que obtuvo Joel Cohen a partir
de redes alimenticias reales, es que &stas, tienen como gra-
fica de competencia a una grafica de intervalos. Tales redes
alimenticias reales resultaron ser siempre aciclicas. A
partir de éstas dos observaciones, se trataron de buscar con-
diciones necesarias y suficientes para gue una digrédfica
acficlica D tenga como gradfica de competencia a una gréifica de

intervalos .

Es por &sto gque, en este capitulo trabajaremos s&lo

con grificas de competencia de digrificas aciclicas simples.

Definicidén 2.1.1 Si D es una digrafica y VyreesrVy
son los vértices de D ,la matriz de adyacencia A de D, es

la matriz (aij) tal que a = 1 si (Vi’vj) estd en F (D)

ij

b% aij = 0 en cualquier otro caso.

Definicibén 2.1.2 Si D es una digrdfica y A su matriz

de adyacencia , la gr&afica He renglones de A, denotada por
GR(A), es la gradfica cuyo conjunto de vértices son los ren-
glones de A y en la cudl dos renglones son adyacentes si y
s6lo si existe una columna de A en la cudl, ambos renglones

tienen entradas distintas de cero.
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Es claro que si D es una digré&fica y A su matriz de ad

yacencia entonces K(D)=GR(A).

¢ Podemos a partirx de_la,éstxﬁqtura‘de A determinar si

K(D) es de intervalos 2 .

Definicibn 2.1.3 . Si D es.una digrédfica y A su matriz
de adyacencia, decimos que A tiene la propiedad de los unos
consecutivos si para cualquier renglén de A, las entradas

distintas de cero son coOnsecutivas.

Teorema 2.1.1 (J.R. Lundgren y J.S. Maybee [10])
Si A es una matriz con la propiedad de los unos conse-
cutivos entonces G=GR(A) es la grafica de interseccidn de

una familia de intervalos de la recta real.

Demostracidn
Sean Cl,...,Cn los clanes de G correspondientes a las
columnas de A.

Si v es un vértice de G Yy v estd en alguno de los
clanes definimos J(v)= [i,j] ,donde i es primer entero tal
v estd en C, v j es el entero mds grande tal que v estéd
en Cj' Par; cada uno de losvvértices;y gue no estén en nin-
guno de los clanes, asignamos un intervalo diferente de la
forma [k,k] con k>n.

Como A tiene la propiedad de los unos consecutivos, es

fadcil ver que J= i J(v)y / va‘V(G)} es una familia de inter-



valos de la recta real, tal que G es la gr&dfica de inter-

seccidn de J.

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del teo

rema es falso.

2
0101
A= |0010
Tlo111 4 1
0010
3
GR(A)
4
—_—_——)
2
L ——————— 3

Corolario 2.1.2 (J.R. Lundgren y J.S. Maybee [10])

Sea D una digrdfica. Si los vértices de D pueden ser
numerados de tal manera que si v estd en V, entonces los
s + .
veértices de N (v) estdn numerados consecutivamente, entonces

la gr&fica de competencia de D es una grédfica de intervalos.

Demostracidn
Sea D una digrafica tal gue sus vértices estdn numera-
dos como lo indica el teorema.

Sea A la matriz de adyacencia de D. Claramente A tiene

13
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la propiedad de los unos consecutivos,por lo tanto ,por

el teorema 2.1.1, GR(A) es una grafica de intervalos.-

Definicién 2.1.4 Una eSﬁieila_interior de una digrafi

ca D, es la subdigré&fica induéiaajpor las flechas de la forma

(vi,v), para v fija.

Definicién 2.1.5 Decimos gue una numeracidn de una cu

bierta de estrellas interiores es consecutiva, sl siempre gue
un vértice v esté en ci Y Cj con i< j entonces v estd en Cm

para toda m tal que i< m<j

Corolario 2.1.3 (J.R. Lundgren y J.S. Maybee Llo])
Si la cubierta de estrellas interiores de una digr&fi-
ca G tiene una numeracidn consecutiva entonces la gr&fica de

competencia de D es una grafica de intervalos. -

Definicidén 2.1.6 Sea D una digrdfica. Un conjunto

S={ Cl""'cr} tal gue Cig V ser& llamado una cubierta de
competencia de D si las siguientes condiciones se cumplen:
i) si vy ¥ vj esté&n en Cm entonces existe un vértice
Vi tal que (vi,vk) y (vj,vk) S?é flechas de D.
ii) Si (vi,vk) v (vj,vk) son flechas de Dventonceq;vi

b4 vj estédn en C, - para alguna m.

Observacidn 2.1.4 La cubierta de estrellas interiores

induce una cubierta de competencia.
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Teorema 2.1.5 (J.R. Lundgren y J.S.Maybee[loj )
La gradfica de competencia G de una digr&fica D es una

gréfica de intervalos si y s6lo si D tiene una cubierta de

competencia S consecutiva.

Demostracidn

Sea G la gr&dfica de competencia de una digriafica D.

Suponga gque G es una grafica de intervalos.

ELl conjunto S de clanes maximales de G cubren todas
las aristas de G y claramente es una cubierta de competencia
de D. Ademds por un resultado de Gilmore y Hoffman (Teo. 1.2)
los clanes maximales de G pueden ser numerados de tal forma
que si'v es un vértice de G, los clanes maximales de G que lo
contienen son consecutivos.

Para demostrar la suficiencia del teorema,supongamos
gque D tiene una cubierta de competencia S={ Cl,...,CrS
la cudl es éonsecutiva. Entonces,cada Ci es un clan en G
tambi&n y como ademfs S es una cubierta de competencia de D,
entonces S cubre todas las aristas de G. Por lo tanto podemos
usar el mismo mé&todo empleado en el teorema 2.l1.1 para demos-

trar gque G es una gr&fica de intervalos.

El siguiente teorema caracteriza agquellas digré&ficas
que tienen como gréfica de competencia a una grédfica de

intervalos, utilizandc ciertas subdigr&ficas inducidas.
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Definicién 2.1.7 Un subconjunto H de V(G) es llamado

sumidero, si la subdigr&fica inducida por H tiene la siguiente
propiedad:
Si v estd en Hy (v,u) es una flecha de D entonces u

estd en H.

Teorema 2.1.6 ( J.E. Cohen [3])

Una digrafica aciclica D tiene como gr&afica de competen-—
cia a una grdfica de intervalos si y s8lo si todo sumidero de D

tiene como gr&fica de competencia a una grafica de intervalos.

Demostracidn

La suficiencia del teorema es obvia, ya gque D es sumide-
ro de si misma.

Supdngase ahora gque D es una digrdfica aciclica, tal que
su grdfica de compectencia K(D) es de interxvalos.

Sea H un sumidero de D y K(H) su correspondiente grafica
de competencia. A

Sean u y v vértices de K(H) y supongamos gue u es adyacen
te a v en K(D), entonces existe w en V(D) tal que (u,w) y (v,w)
son flechas de. D.

Ya que u ¥y v estd@n en V(H) y H es un sumidero se sigue

gque w esti en H y por lo tanto u es adyacente a v en K(H).Asi
K(H) es subdigré&fica inducida de K(D) y como K(D) es de interva
los y toda subgrafica inducida de una grédfica de intervalos es

de intervalos, se sigue que K(H) es de intervalos.
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La siguiente figura muestra un ejemplo de una digrafica
D y un sumidero H de D tal gue K(H) no es de intervalos,,por~lo

tanto K(D) no es de intervalos.
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2.2 Algunas Cotas para el NiGmero de

Competencia

Decimos que una gr&fica G es una gridfica de competen—
cia, si &sta puede ser obtenida como grifica de competencia

de alguna digrafica aciclica.

Si D es una digréfica aciclica, entonces existe en D
un vértice v gue es sumidero {tecrema 1l.1) , por lo tanto
v es un vé@rtice aislado en K(D) y de ahf que toda grifica de

competencia tiene al menos un vértice aislado, asi no toda

grdfica es grifica de competencia.

No obstante si empezamos con cualquier grafica G,
agregindole a &sta un nimero adecuado de vértices aislados
obtenemos una grafica gue es de competencia. Para ver &sto
tomemos una grdfica G tal gque lE(G)|= § . Construyamos la
siguiente digr&fica D : ‘

VD) = v(e) Ulx, / e&E(G)}

Si e=ab es una arista de G entonces (a,xe) b (b,xe)
son arcos de D.

Claramente G junto con i;s Kyr Xy ...,xé. verticg§
aislados es la grafica de compétencia de D.
- A la grafica gue obtenemos a partir de G al agregarle
m vértices aislados, la denotamos por G U I, - Ver el siguien

te ejemplo.



Definicifn 2.2.1 El1 nUmero de competencia de una gré

fica G es la minima m tal gque G U Im es una grédfica de com-—

petencia.y lo denotamos por k(G).

Si G es-.ya una grafica de competencia, entonces
k(G)=0 .

Definicifn 2.2.2 Decimos gue C C C

17 2 s m  ©S

una cubierta por clanes de E(G), si Ci es un clan de G para

i=l....m y es tal gque si uv es una arista de G entonces uy v

estdn en alguna Ci .

Denotaremos por i(G) al nGmero de clanes gue tiene

una cubierta por clanes de E(G) de cardinalidad minima.

Proposicién 2.2.1 ( Robert J. Opsut [11])

Para cualquier grédfica G, k(G) 2> i(G)- v\ + 2

20



Demostracibn
Ssean n= Jv(e)| , i=i(G) , k=k(G).

Sea D una digrdfica aciclica tal que K(D) = G U Iy

Por teorema 1.l , como D es aciclica, existe una nume<=

> - e - .
racidén de sus vértices Vs v2, s Visk tal gue si

(v Vs) estd en F (D) entonces r<s . Claramente no inciden

rl
flechas hacia vy y a lo mds incide una flecha hacia v, -
Es claro tambié&n gue N_(vs) es un clan de G U I

k
para s=3,4,...,n+k y por lo tanto N_(vs) es un clan de G.
M&s ailn _ n+k
{N (v_)
s s=3

es una cubierta por clanes de E(G), por lo tanto
i(G)€n + k - 2
es decir

k(G) = i(6) - (v + 2

Si una gr&fica G no tiena clanes de cardinalidad 3

entonces i(G)= | E(G)|, de esta observacién y de la proposi-

cidn anterior tenemos:

Proposicidn 2.2.2 ( Fred S. Roberts (12 ])

Si G es una grifica sin ¢lanes de cardinalidad 3

entonces k(G) 2 |E@] - (v + 2 .

21



clanes

G U Ii

Proposicidn 2.2.3 { Robert J. Opsut [11])

Para cualgquier éréfica G,fk(G)‘<vi(G)

~

Demostracidn

Sea i = i(G) y Ky, KZ;'..}.;VKi: una cubierta por

de E(G).
Sea D la digrdfica cuyos vértices son los vértices de

Denotaremos por Xi, xz; PSS

;. a los vértices

aislados de G U I -

tanto

Si v estd en KS entonces .(v,xs) es una flecha de D
D es una digré&fica aciclica y K(D) = G U Ii por 1o

k(G) £ i(G) .

Definicifn 2.2.2 Si G es una grafica, a una coleccibn

de clanes de G , {Cl, C2, [ Cm} la llamaremos una

cubierta por clanes de V(G), si cada vértice de G estd en

glguna Ci .

Denotaremos por ©(G) al minimo nGmeroc de elementos

de una cubierta por clanes de V(G).

K(D) =

Proposicién 2.2.4 ( Robert J. Opsut [11 ] )

Para cualguier grifica G , k(G) 2 min e( N(v) )
v V(G

Demostracidn

Sea’ k = k(G) y D una digr&fica aciclica tal que

G UTI

x -
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Sea Xy, X5, ---,% los k vértices aislados aumentados
a G. Sea D’ la subdigrédfica de D inducida por V(G).
Como D es aciclica, existe un vértice z, tal gue
N (z) = g en D’ , por lo tanto,cualquier flecha que incida
desde 2z en D debe entrar a alguna X, &sto implica que
r(z) < N_(xl) U ... U N_(xk) por lo tanto
N_(xl) e N‘(xk)
forma una cubierta por clanes de N(z), por lo tanto
min o( N(v) ) £ o( N(z) ) £ %k
v & VI(G)

Proposicibn 2.2.5 ( Fred S. Roberts  [12])

Para todo entero positivo k, existe una grafica G

tal que k(G)> k .

Demos tracidn

Considerense 2 copias de C}c , el ciclo con k vértices
kX 4 . Unanse por una arista , vértices correspondientes de
las 2 copias de Cp (v€ase la siguiente figura) -

La gré&fica resultante G no’ tiene clanes de 3 elementos
tiene 3k aristas y 2k vértices, por la proposicibn 2.2.2

k(G) 23k - 2k + 2 =k + 2 >k

,_/'




Daremos ahora un' algoritmo para construir una digr&fi-
ca D a partir de una gr&fica dada G, tal que XK(D).= G U I

para alguna m.

Definicibfn 2.2.3 Si G 'es una grdfica y v es un vérti-

ce de G, G A v denotard a la subgrifica inducida por V(G)-v,

menos las aristas de la subgr&fica inducida por N(v).

Sea G una grafica y Vis Vs -e-, V, ouna numeracién de

los vértices de G .

A partir de esta numeracidn, definimos la siguiente

sucesidn de gr&ficas Gyr e Gn
i) Gl 1= G
ii) 6; =G, 14 vy,

Denotaremos poxr Ni(vi) a N(vi) en G; .
Al minimo nGmero de clanes que cubren las aristas de

N(v) lo denotaremos por Y{v) y si N(v) = 4 entcnces

Y(v) = 0 .

Denotaremos por Y, a Y(vi) en G; y por

a los clanes que cubren las aristas de Ni(vi) .

Si Ni(vi) = g entonces Y; = 0 y no existen tales

clanes.

. . L4 3
Dada una gradfica y una numeracidn de sus vertices,
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digamos Ve Vor seer Voo el siguiente algoritmo construiria

una digr&fica D tal gue K(D).= G.U Im para alguna m .

ALGORITMO 2.2.1

PASO 1 :
Sea Dl la digr&dfica tal que V(D) es el conjunto de vég

tices de Dl , junto con los nuevos vértices Xli Peeey Xy
Y

1
Si Yl = 0 , entonces no agregamos nuevos vértices.
Las flechas de D; son las flechas que inciden desde
los vértices de Kl. hacia X7 y (Vl'xl.) . Asi el vér
J J 3
tice vy estd en competencia con los vértices de N(vi)
en D; y los vértices de N(v,) estdn en competencia en D,
si y s6lo si ellos estdn en competencia en G = Gi , es
decir, dos vértices u y v compiten en Dy si y s8lo si uy v
estdn en G y la arista uv est3d en G perxo no en Gy -
Sea hl =Y, i hl cuenta el nfimero de veértices nuevos

gue fueron introducidos.
PASO 2 :

Sean A, = {vi} y 9 = ‘Al‘-
Note que D; no tiene flechas de la forma (v, vl),

&sto es , no hay flechas que incidan hacia veértices de Al

o de V(G) .
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PASO 3 :
Extenderemos la digrafica D, a otra digrafica D, .
introduciendo nuevos vértices X, ., X5 , ...,X, . a D
. 2, »,22 2y 1
Si ¥, = 0 no introducimos nuevos vértic%s.
El vértice Vi puede ser usado en lugar de x5 -
1
Agregamos las flechas gue van de Vo, ¥ los vértices de K2
j
hacia X, en D2 . Tenemos ahora lo siguiente:
3

v, estd en competencia con los vértices de de N(v2)
y dos vértices u y v en N(vz) estdn en competencia si y
sb6lo si u y v son adyacentes en G2 . Asi u y v esté@n en
competencia en D2 si y s6lo si uy v son vértices de G y uv
estd en G pero no en G3 .

Si h2 es el nimero de vértices nuévos introducidos a
Dl entonces

si Y, =0 6 si Yzé;gl = 1

YZ - 94 en otro caso

Sea A, , el conjunto obtenido de A, guitando el vérti

ce v, si &ste fué usado en el paso 3 y aumentando el vértice

v, -
Sea g, = | A, |
Noétese que D, no tiene flechas que incidan hacia los

vértices de A, o de VI(G,) .
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Supongamos gue Di—l ha sido construida de tal manera

gue no hay flechas que’ incidan 'haéia vértices de Aj y ©

hacia vértices de V(Gl‘ -@stdn en competencia

en D;_q si y s8lo si uiy-wv es una arista de G

pero no de Gi .

Extenderemos la digrafica Di;l a otra D; introdu-

ciendo Xy 0omees %y

N iy vértices nuevos a D,y - SiY, =0
i

. . < s
no introduciremos nuevos vertices a Di_l .

Se deberdn usar los vertices de Ai—l como xik hasta
donde sea posible.

Agregamos adema@s las flechas que van de los vértices
de Kij hacia xij y de v, hacia x.j .

En la digrdfica D, asi construida, el vé&rtice v, estd
en competencia con los vértices de Ni(vi) y dos vértices
uy v en Ni(vi) estin en competencia si y sdlo si uy v
son adyacentes en Gi -

Por lo tanto u y v estdn en competencia en Di si y
s6lo si uy v estdn en V(G) y uv es una arista de G pero
no de Gi+l . -

Si hi es el nfimero de vértices nuevos aumentados a
Di—l entonces

0 si Y, =0 & Yiggi_l

1 en otro caso
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PASO 2i :

Sea Ai el conjunto de vértices obtenidoa al tomar
de A, , los vértices que né fueron usados en el paso 2; 1
y el vertice.vi .

Sea g; = ‘Ail

Obs&rvese que Di no tiene flechas gue incidan hacia

vértices del conjunto Ai o hacia vértices de V(Gi) .

La digrifica D = D es tal que Di establece exac~

n—1
tamente la competencia entre dos vértices gque son adyacen-

tes en Gi pero no en G por 1o tanto, D establece exacta-

i+l
mente la competencia entre 2 vértices u y v si y s86lo si
u y v son vértices de G y uv es una arista de G.
D es adeﬁés aciclica, ya que cualquier flecha de D
gue va de un vértice de Di a un vértice gue no estid en Di'
El nGmero de vértices aumentados a D a partir de G,
estd dado por hy+....+h_ ., = k. Entre los k vértices aumen-
tados, claramente no hay competencia vy pdr lo tanto G U Ik
es la éréfica de competencia de D, es decir k(G) = k

El siguiente es un ejemplo del algoritmo anterior.
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El siguiente es un ejemplo del algoritmo anterior.

Témese la siguiente grifica G.

Paso 1

]
<
w
L]
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paso 2

raso 3

30

gl=l

Y2=2
D

h2=l

Paso 4

paso 9
¥,=0
por 1o tanto
Paso 6
P‘f\ Var U3 }
paso 7

¥ ,=0

vl

v



poxr lo tanto D4=D3

Paso 8

g4=3
Paso 9
D5=D4
Paso 10
95=4
Paso 11
Ye=0 hg=0 v Dg=Dg
Paso 12
A6=i v2, v3, Var Vg vs} gG—S
Paso 13
¥o= h.=0 y D,=D,
Pasol4
A7={"2' V3r Vgr Vge Vg V7} g7=6

Hemos obtenido, aplicando el algoritmo anterior a la
grafica G, gue la digr&fica D:=D, es tal que K(D)=G, es
decir el nGmero de competencia, k(G) es menor o igual a

hl+h2+h3+h4+h5+h6+h7=2 8sto es

k() £ 2
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Definicidn 2.2.4 Si G es una gr&afica y Vyse--,v, nu-

meracidén P de los véitices de G, definimos m(G, P) como

sigue:

m(G, P ="h, +. .... + h

con hi como en el algoritmo anterior.

Definicidn 2.2.5 Si G es una grafica entonces

m(G) = min { m(G, P) / P es una numeracidn de V(G) }

es llamado el nimero de eliminaci®dn de G.

Teorema 2.2.6 ( Fred S. Roberts [121 )

Si G es una grafica entonces k (G) £ m(G).

Corolario 2.2.7 (Fred S. Roberts [12])

Supbénga dgue v), -..,v_ @s una numeradidn de los vérti--—
1 n

ces de una grafica G tal gque :
i) vy es un vértice de Gy =6
ii) v; es un vértice simplicial de Gy =G, 4 A Vi1

entonces k(G)<£ 1

Demostracidn

Suponga gue G tiene una nume{;cién P de sus vértices
con las propiedades del teorema. i 5.
) Clafamente Yi = 1 para teda i , excepto para aquellas
i tales gue v, es un v8rtice aislado en G; -

M&s ain , hi = 1 para la primera i , tal que Yy = 1

£ hi = 0 en otro caso.
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Por lo tanto m(G, P) es cero & uno y asi k(G) £ 1

Corolaxic 2.2.8 ( Fred S. Roberts [127 )

Toda grdfica triangular G es tal que k(G) £ 1

Demostracidn

Por teorema 1.2.3 G tiene un esgquema de eliminacidn
perfecto. Aplicando el algoritmo 2.2.1 a este esquema se

obtiene el resultado deseado.

Corolario 2.2.9 ( Fred S. Roberts [12])

Si G es una grifica de intervalos entonces k(G4 1

Demostracidn
Como G es una grdfica de ‘intervalos entonces G es una
grafica de circuitos rigidos o triangulada [7] por lo

tanto por corolario anterior k(G) £ 1

El siguiente ejemplo , muestra una grafica G con
k(G) L1 pero que no es de circuitos rigidos y una gréfica
H con k(H) £ 1 pero gue no tiene una numeracidn de sus vdérti-

ces del tipo descrito en el corolario 2.2.7.

- . . b a
x & b : a
}
: - e (e} e
a Cc

- D G



X{(D') = HU I

Teorema 2.2.10 ( Fred S. Roberts [127)
Si G es conexa,|v(m)|>1 vy G sin clanes de 2 clemen-

tos entonces k(G) = m(G) = |2 - Jv)] + 2

Para probar este teorema, demostraremos los siguien-

tes lemas .

i
.

Lema 2.2.11 ( rred S. Roberts Ll2] )
Si G es conexa,lV(G)]>l y G no tiene clanes de 3 ele
mentos entonces existe un vértice v .en G tal gue GAv es

conexa.

Demostracidn -
Como G no tiene c¢lanes de 3 elementos , GAv es

- igual a G-v, para toda v en V{(G).
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Si T es un &arbol generador de G, entonces cualquier

vErtice v de grado 1 en T tiene la propiedad deseada.

Lema 2.2.12 ( Fred S. Roberts [12])
SupbSngase gue Vire--sV, @s una numeracidn P de los

vértices de G, por lo tanto v'z,...,vn es una numeracidn P2
de los vértices de G, = GAv, entonces

Si m(G2,P2)) 0 , tenemos que

m(G, .P) = Yy + m(Qzle) -1

donde Y, es el minimo nimero de clanes que cubren a E(N(vl)T

Demostracidn

En .la numeracidn P, h; es igual a Y;-

El primer términoc distinto de .cero hi en la numeracidn
P2 se reduce en uno al calcular m(G, P), ya que v, se puede
utilizar, dicho t&rmino h; # 0 existe porque m(G,, P,) > 0

El resto de las hi’ obtenidas a partir de P, permane—

cen iguales,por lo tanto m(G,P) es igual a Y, + m(G2, Pz)—l

Teorema 2.2.10 ( Fred S. Roberts [12])

Si G es conexa, \V(G)|>1 'y sin clanes de 3 elelmentos

entonces k(G) = m(@) = |E@]| -lve)] + 2

Demostracidn

En vista de la proposicidn 2.2.2 'y el teorema 2.2.6
es ‘suficiente demostrar que

m(e) L k@) L IE@l - \ve)|. + 2



" La demostracidn se harid por induccidn .-sobre el nfimero
de vértices.
- Si ]V(G)l = 2 entonces G tiene una s6la arista vy
k(G) =m(e) = [E@] -Ilv@l +2 = 1
SupSngase que el teorema se cumple para una grafica
con n-1 vértices, n> 2
Sea G tal gue IvG)l = n con las propiedades del teo
rema.
Por lema 2.2.11 en G existe un vértice v tal que GAvV
es conexa.
Sean v, = v ¥y G2=GAV1
como V(@) »2 entonces \V(Gz)l>l.
Sean VorVgssee,Vy 2

de G, tal gque m{(G,, Py) = m(G,)

2

Como G, tiene mds de un vé&tice y es conexa por hipd-
tésis de induccidn , m(GZ, P2)>-0 ( es decir G, no es de
competencial

M&s afin G, es cdnexa y no tiene clanes de tres elemen

tos.

Considere vl,.}.,vn la numeracidn P obtenida de la
numeracidn P, ¥ el vé8rtice vy -
Por lema 2.2.12 y la hipdtesis de induccidn
m(G, P) = ¥; + m(Gz, P2) -1
= ¥4 + m(GZ)‘— 1

Y, + (]l e@! - vl +2) -1

]
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por lao tanto m(G) = Yl + lE(%}l - [V(%ﬂ + 1

Como G no tiene clanes de tres elementos N(vl) no

tiene aristas, por lo tanto [E(GQ( = |le@)| - ¥y y
\V(%)l = vl + 1 , es decir
m@, P) = @] - |lve)] + 2

por lo tanto

k(@ ¢m@<mc, P) = |[E@] - v + 24%x(@)

. Corolario 2.2.11 (- Fred S. Roberts [127])

Para todo ciclo Cm y m23 , el ciclo dem vértices,
k(cm) = 2
Roberts conjeturd que m(G) = k(G), sin embargo

Robert J. Opsut [ 571 encontrd el siguiente contraejemplo.

Consid&rense las siguientes graficas

. a e ’
SO Vet
c e | x £

G D
G U I, es la grdfica de competencia de D y por lo

tanto k(G)K£ 1

37



Demostraremos ahora que m(G, P) > 2 para cualquier
numeracidn P.

Supongamos que m(G, P) £ 1 para alguna numeracidn P.

Entonces, como Yl(b) = Y¥,(d) = ¥, (c) = Yl(e) = 2
tenemos que empezar con a o con £ ( para aumentar el menor
nGmero posible de puntos). Sin pérdida de generalidad,

empezamos con a; = a . Sea Y, = 1 . Debemos entonces

aumentar un vértice a V(G) para construir Dy, como la grafi-

ca cuyo conjunto de veértices es V(G) U { Xy S y cuyoc con-
. 1
junto de flechas es

F (D))= {(v, %) / vaN(a)} u ll(a, }gll)}

SeaG2=GAal Y Al={a} ’ hl=Yl=l
Como Yz(d) = Yz(e) = 3 , debemos elegir b,c,f para
evitar aumentar mds vértices nuevos.
Nuevamente sin pé&rdida de generalidad a, = b .
Como Yz(b) = 1 , utilizaremos a, para generar D2
la siguiente digrafica :
V(Dz) = V(Dl)
P, =F 0 v (v, ap) /venta) U {(ag ap]
"Sea G, = G,Aa, y A, = iaz}

Como Y, (b)) {A,| entonces h, = 0

Elegir a, es indiferente en G3, yva que

3
. Y3(c) = Ys(e) = Y, (d) = Y3(f) = 2
Y aumentaremos un nuevo vértice para construir D3, por lo

tanto hy = 1 y de ésta forma a G se le aumentardn.: al
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menos dos vértices nuevos, es decir m(G, P) ) 2 para cual-

. . L. Ky
quier numeracidn P de los vertices de G.

Definicidn 2.2.6 Sea G una grafica no vacia. La

grdfica de lineas, L(G), de G es la grafica asociada a G
tal que existe una correspondencia uno-a-uno entre los
vertices de L(G) v las aristas de G tales que dos vértices
de L(G) son adyacentes si y s6lo si las correspondientes

aristas en G son adyacentes.

Lema 2.2.12 ( Robert J. Opsut [11] )
Para cada vértice v de una grafica de lineas
O(N(v))<£ 2 . En particular una grdfica de lineas no tiene

como subgrdfica inducida a Ky 3
. r A

Lema 2.2.13 ( szl
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Cualquier subgrdfica inducida o generada de una grafi '

ca de lineas es una grafica de lineas.

Teorema 2.2.14 ( Robert J. Opsut [11] )

Si G es una gr&fica de lineas entonces k(G)<£2 vy

k(G) =>2 si y s6lo si ©(N(v)) = 2 para toda v en V(G).

Demostracidn

I.a demostracidn se harid por induccifn = sobre el nlme-

ro de vértices.
Es claro gue si vy = 1, entonces k(G) £ 1.

Supongamos que \V(G)\= n y que toda grafica de



lineas con menos de n vértices cumplen el teorema.

CASO 1 .- Existe un vértice v tal que 8(N(v)) = 0 ,
es decir , v es un vértice aislado. Entonces por lema
2.2.13 , G-v es tambié&n gréfica de lineas y por lo tanto
k(G—v)S 2 y k(G-v) = 2 si y sblo si 9(Né_§&)h=2 para
toda z en V(G-v).

Sea D* la digrdfica tal que K(D¥*) = (G-v) U I,
SupSngase gque I, = {a,b} - Sea D la digrédfica con

conjunto de vértices V(D) = V(G) U I, y conjunto de flechas

F(D) = F(D*) - {(x, a) / (x, e FO) )} U
U {(x, v) / (x, a)e F(D*)}
es decir reemplazamos a por v. Claramente D es aciclica y

G U I; es la gr&fica de competencia para D . Asi k(G)K 1
CASO 2 .-Existe un vértice v tal que 6(N(v)) = 1
Sea N(v) ={ xl,xz,...,xs} , s#0 vya que

O (N(v}))#0 . Como K no es subgrdfica inducida de G enton-

1,3
ces e(N(xj);N(v))é 1 , de otra forma  ,si vy,z estdn en
N(xj) ;, ¥Y+2 no estédn en N(v) y yz no estd en E(G) , enton-
ces xj,y;z,v forman una Kl,3 en G.

Sea G’ = G - {v.,.xl, LS } , por lema
2.2.13 G’ es una gréafica de lineas y en G’ , G(N(xs))S 1

Por hipb6tésis de induccidn y ya que en G’ , Q(N(xs))

es menor o igual que uno, existe una digrafica D* tal gue

. K(D*) =G’ U I,- .

Sea Il = [a}
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Construyamos la digrdfica D con V(D) = V(G) U Il

]

y F(D) F(D*) - i(w, a) / (w, a) esté en F(D*)}

U {(w, Xs—l) / (w, a) estd en F(D*)}

s—1 -
U th=2 { (x5, Xj—l)'_(y"_‘j—l) / yEN(jxj) - N(Y)}
u (x4, v)} U (y, v / yeN{xy) - ﬁ(vd
U {(v, b)} U ﬂ(xj, b) / Xy F_N(v)}

es decir reemplazamos a con X__q1 <+ usamos Xj—l para gene-
rar las adyacencias de xj que no est&n en N(v) , usamos
v para las de %X, que no estdn en N(v) y agregamos el vértice
b para las adyacencias en N(v).

Por lo tanto G U I; es la grdfica de competencia de D
y como D es acfclica , k(G)K1 .

CAéO 3 .- Cada vértice v es tal que oN(v)) = 2

Sea G* tal que G es la grafica dellineas de G*.

Elegimos v cualquier vértice de G. Sea a9, la
arista correspondiente a v en G*.

Sea N(v) = {xl, X2""'xs'yl’ yz,..,yp} donde xj

corresponde a la arista qld Y Y, corresponde a q,t_ .

3
Entonces N(xj)AJﬁ(v) es un clan Ky donde

Kj = {w / W = djtm para alguna tm }

. BEn particular en G’ = G - {V, Xy, ..,,xs_l}
e(N(v))L 1 .

Como G’ es una grdfica de lineas, por hipdtesis de



induccidn, existe una digrdfica D* tal gue K(D*) = G U I,
~Sea a el vértice aislado. Sea D la digrédfica tal que
V(D) = V(G) U I, donde I, ={ b,c} v
F) =F@*) - {w, a) / a)gF(D)}

v {w, %, / w, aeron]

(o]

i (w, xj—l) / w=xj‘ o wEKj} >
w, v) / w=x, © ngl}

by /3 = 1,2,...,5}

<
K
Q
~N
H
Il

1,2,-.-,P}

v ., By, v, c)}

Es f&cil ver que D es aciclicay G U I, es la grafi-
ca de competencia para D y por lo tanto k(G)\< 2
Por la proposicidn 2.2.4 , como cadd vé&rtice de G

-tiene ©(N(v)) = 2 entonces k(G)2 2 y por lo tanto k(G)=2 .
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CAPITULDO 3
Caracterizacidn de Gr&ficas de Competencia
‘de Digr&ficas Arbitrarias y-

§ de Digrdficas Aciclicas

Una caracterizacitn - de las graficas de competencia,
fue dada por R.D. Dutton y R.C. Brigham {5] , sin embargo,
&sta fué dada para gréfiéas. de competencia de digraficas que
pueden  tener ciclos dirigidos y lazos. Mas tarde F.S.
Roberts y J.E. Stief [13] lograron dar una caracterizacidn

de las grdficas de competencia de digr&@ficas sin lazos.

Teorema 3.1 ( R.D. Dutton y R.C. Brigham (51])
G es una grafica de competencia de una digrafica D,
posiblemente con lazos y ciclos dirigidos si y s6lo si

i(G)¢'n , donde n es el nfimero de vértices de la grifica.

Demostracidn

Sean G una gréfica y D una digrafica tales gue K{®D)=G
Definamos para 1< i€n el siguiente conjunto
C.={v./(vj,v'i)EF(D)}

i J
Claramente cada Cj es un clan de G y Cl, ...,Cn :
forman una cubierta por clanes de E(G), por lo.tanto
iG)< n

Supongamos ahora gue G es una grafica tal gue i(G)<n

Sea { Cl;' ..... ’ Ck} una cubierta por clanes de

43



E(G) con k {n.

Sea D con V(D) = V(G) y tal que (vi, vj)Aesté enAF(D)
si y sblo si vy estd en Cj.

Es claro que G es la gridfica de competencia de D.

El siguiente es un ejempio del teorema anterior. )

6
Una gradfica G y una-numeracidn de sus vé@rtices.

S= {Cl, Cy. C3} es una cubierta por clanes de E(G) )
donde : c;={1, 7, 2}
cy,=1{1, 2, 3}

cy=1{2, 3, 4, 5, 6}
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A partir de S construimos la siguiente -digradfica:

D tal que K(D)=G
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Para grdficas de competencia de digrdficas aciclicas

dieron la siguiente caracterizacidn.

Teorema 3.2 ( R.D..Dutton y R.C. Brigham [5] )

Las siguientes afirmaciones son equivalentes para una
grafica G con n vértices.

a) G es la gréafica de competencia de una digrafica
aciclica D

b) G tiene una numeracidn de sus vértices Vireeer V

n

tal que existen Cy,...,C clanes de G tales que

n

i) vy estd en Cj implica i< j

ii) Cqs-.-, C, forman una cubierta por clanes de
E (G) .

c) G tiene una cubierta por clanes de E(G)

{c' Chpennnn ,cx;_z} tal que \CiU....UC:{l]é 341

Demostracibn

Verificaremos que a) implica b)

Sean G una gr&dfica y D una digrafica aciclica tal que
K(D) = G. '

Sea Vise-es Vv, una numeracidén de los vértices de G
tal gue si (vi, Vj) entonces i< 3j , dicha numeracidn
existe por teorema 1.1 .

sea g ={v; / (v;, vpe rm}, 1¢3¢n

Es. claro gue cada Cj es un clan de G y cumple las condiciones
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del inciso ii) de b) . Note-gue algunas Cj pueden cser

vacios.

Demostraremos ahora gue b) implica ¢)

Sean G una grdfica y Vqr--+,V, una numeracidn de los
vé€rtices de G tal gue existe una coleccidn

de los clanes de

G, { Cl""" Cn} con las siguientes propiedades b

i) si vsie Cj entonces i< j

{Cl""'cn} es una .cubierta por clahes de E (G)

Claramente i) implica que Cy; v €, no tienen aristas

de G. Por lo tanto definamos los siguientes conjuntos :
Ci = Cix
Es claro gue {Ci y ey Cr’x——z} es una cubierta de E (G)
Para 1¢j{n-2 si. v;¢ C{ U .... U C:'.’ por inciso i)
tenemos que i j+2 y por lo tanto 1iL£ij+l é&Esto es
(ciUCéU...chlsjﬂ para 1£3&n-2

Finalmente mostraremos gue c¢) implica a)

Sea {Ci,...., Cr’1 2} una cubierta de E(G) tal gue
lcfocgu... v ca[\< j+1 para 1<€j&n-2

R - : .
Numeremos los vertices de G de la siguiente manera :

Sea v, un vértice gue no esté en
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"Sea v__q, un vErtice gque no esté& en
n-3
19} Cc!
i=1 *
Nuevamente por hipdtesis existe tal vértice, etc.

_ Finalmente numeraremos arbitrariamente v; y v, a los

, . -
dos vertices restantes.

Sea D la digrafica tal gue V(D) ={ vl,...,vn}
y F(D) = {(vi, vj) / vy & Cé_zi

Es facil ver gque G = K(D) y que si (vi, vj) estd en
F(D) entonces i j-1 es decir i< j , por lo tanto es acicli-

ca D.
El siguiente teorema es equivalente al anterior.

Teorema 3.3 ( J.R. Lundgren y J.S. Maybee [381)
Una griafica G con n vertices es una grdfica de compe-
tencia de una digrafica aciclica si y sb8lo si G tiene una

numeracidn de sus vértices Vis---,v, tal que existe una cubie

n

ta por clanes {Cl,...;cnx de E(G) tal gue si v, ECj

entonces i3 j. Vert:siguiente figura.

Caracterizaremos ahora agquellas grdficas G tales que

k(G) £ 1.
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Ejemplo:

[}
N

6

G con una numeracidn de sus vértices 1,2,...,6 vy una cu
bierta por clanes de E(G), Cl= {2,5} Y C2= \3, 4, 5, 6}
cy=14, 5}, = (s, 6], com{6) L cgm 8  tal que si
it Cj entonces i) j .

A partir de la numeracidn de los vértices de la grafica
G y de la cubierta por clanes de G dada,construimos, como en el

teorema 3.3, la siguiente digrafica acfclica D.




Teorema 3.4 ( J.R. Lundgren y-J.S. Maybee EQ] )

Si G es una grdfica con n puntos entonces k(G) L1
si y s6lo si existe una cﬁbierta, de E(G)‘{ Crrevnes Cn}
y una sucesién de puntos ViyresesVy tales que si v & Cj

entonces i23j .

Demostracidn

Supongamos que k(G) L1

Si k(G) = 0 , el resultado se sigue del teorema ante-
rior.

Si k(G) = 1 , entonces existe una digrafica aciclica
D tal que K(D)‘= G U I 1

Sea b el vértice aislado aumentado a G.

Por teorema anterior existe una cubierta por clanes
E(X(D)), {VCl,....,Cn+l} y una numeracién .de sus vérti-
ces ul,....,un+l tal gue si uig Cj entonces i >3j

Es claro que C ., es vacio-y-u; es aislado en K(D),

+
~ ~ s 2

por lo tanto GXK(D) {ul} . La coleccidn {Cl,..., Cn]

es wna cubierta por clanes de K(D) - {b} y la numeracidn

para i=l,...,n , satisface las condi-

de V(G), Vi oiS U549

ciones del teorema. -
Para demostrar la necesidad del teorema , suponga

que %Cl,....., Cn} es una cubierta por clanes de E(G) y

que vl,...,vn es una numeracidn de sus vértices tal que si

viE,Cj entonces 123

It
<

Si definimos Gl = G U { uls voouag
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para i = 2,...,n+1 Yy Cn 1 = # entonces se satisfacen las

+
condiciones del teorema anterior y por lo tanto G1 es
grdfica de competencia de alguna digrdfica aciclica D es

decir k(G) 1

E1l teorema'que sigue tiene una prueba similar al

anterior.

Teorema 3.5 ( J.R. Lundgren y J.S. Maybee (9] )

Si G es una gridfica con n vértices.y mgn entonces
k(G){ m si y s&6lo si E(G) tiene una cubierta por clanes
{ Corenves Cn } vy una numeracidn de V(G) , aysagre---ray
tal que si aiE Cj entonces 12 Jj-m+l .

El siguiente teorema debido a F.S. Roberts y a
J.E. Steif [9] caracteriza a las grdficas de competencia
G para las cufles existe una digrafica D sin lazos, tal gue
K(D) = G . Para ver &sto  , demostraremos el siguiente teore-

ma y lema .

Teorema 3.6 {( Fred S. Roberts y J.E. Steif [13]‘)

G es una gréfica de competencia de una digrédfica sin
lazosiéi y s6lo si existe { Cl,....,CP} una cubierta por
clanes de E(G) tal gque si D, = V(G)_- Ci entonces para
la familia (Dl"ﬂ"’Dp) existe {Vl,...ﬂ@)}&V(G) £al que

v;€ V(D;) para 1g<i<p y v; # vy si i # 3



‘Demostracidn

P
subconjunto de V(G) tal que si v; estd en D; para 1Ligp

Suponga que para ( Dys«+.-,D D) pxisﬁe { Vl""'vp }

Yy vy # v 3 si i # 3 .
Sea.D la digrafica tal gue V(D) = VI(G) v
(vi, vj) estd en F(D) si y s6lo si vig_Cj "
Claramente D no tiene lazos pues v; no estd en Ci ’

vya que v, estd en D, = v(G) - C; ¥ ademds K(D) = G

Sea G una grafica para la cufl existe una digréafica

D sin lazos tal que X(D) = G
Sean Vq,...,v, 1los vértices de D
Definamos C; = %v / (v, vj) EF(D)} para i = 1,...,n
Cada Ci es un clan de G y % C',....,Cn } es una cu-

bierta por clanes de E(G), mi&s aln vié Ci yvya que D no
tiene lazos .

Sea D; = v(G) - C; para i=1,...,n

Para la familia ( Dyse...,D ) , el conjunto de vér-
tices i vl,...,vn} es tal gque viE& Di para i = 1,...,n ¥y
vy # vj si 1 #3 , por lo tanto se cumple la suficiencia

del teorema .

Definicidn 3.1 Una k-formacidn es una coleccidn

Tl' Tz,...., Tk de subconjuntos de % 1,2,....,3—1} tal que

T. &£ U T, .
-t #4103
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Lema 3.7 ( Fred S. Roberts y J.E. Steif [131 )

Para k 2 2 no existen k-formaciones .

Demostracidn

La demostracifn se hard por induccidn sobre k

si k = 2 ,los fGnicos subconjuntos de %ls son el &
v { l} y claramente &stos no forman una 2-formacidn.

Supongamos :que para k-1 no existen k-l-formaciones
vy que para k si existen k-formaciones .

Sea Tq,...,Ty una k~formacidén , por lo tanto T, no

estd contenida en U T, , por lo tanto algin elemento

.

j#k I

x 1o estd en ninguna Tj

Sin pérdida de generalidad podemos.suponer que este

de T con j # k

elemento es precisamente k-1
_— e
sea T{ = T, {x-1}

Probaremos que T] ,...., Tﬂ—l es una k-1l-formacibn

Claramente cada Ti es subconjunto de 1,2,...,k-2 Y
suponiendo que
k-1
T! < U g4
j=1
J#L
tenemos : -
k-1 k
T. < T! U {k—l} < u vt U {k-1l c U Ty
i—="i L 3 iy 3
3= i
J#i C3FL

donde la @iltima contencidn se sigue porgue k-1 estd en Ty
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por lo tanto Ti, ey Tﬁ—l es una k—1-formacidn 'lo cuil

es imposible y por. lo tanto no existen k-formaciones.

Teorema 3.8 ( Fred S. Roberts y J.E. Steif [13] )
Si lV(G)l = n entonces
G es una grafica de competencia de una digrafica sin

lazos si y s6lo si G # X, v i(G)é n .

Demostracidn

Si G # K, , es f8cil wver gque G no es la grafica de
competencia de una digrdfica sin lazos y por lo tanto
G # X, .

Supongamos gue i (G) >!V(G)L por teorema anterior G
no puede ser la grafica de competencia de una digrdfica que

no tiene lazos .

Para probar la suficiencia del teorema , supongamos
que G # K, v que i) n

Sea {Cl,...,cp} una cubierta por clanes de E(G)
tal que p<n . .

Si p = 0 entonces G no tiene aristas y el resultado
es obvio. -

Suponga gue pA= 1l , entonces Ci es el &onjunto de
vértices de G menos algunos vertices aislados y por lo tan
to-G es iguél a Km mids v8rtices aislados . Bgs f&cil mostrar

gque G es la grédfica de competencia de una digr&fica sin

lazos vya que G # Ky, -
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Supongamos que 1l<{pg(n
P

Sea - Q = El |Cil

Demostraremos por induccidn sobre Q dque si p es un
ntimero f£ijo - tal gque 1<p<&n entonces si. G tiene una
cubierta de p clanes de E(G) y Q es come lo definimos
entonces . G es la grafica de competencia de una digr&fica
sin lazos..

Si Q@ = 0 entonces .tOdOS los clanes de Ci son vacios ,
por lo tanto G no tiene aristas y claramente G es la grafi
ca de competencia de una digr&fica sin lazos .

SupSngase gue el resultado es vd@lido para una cubier_
ta con p clanes tal que

P
2. |l <e

i=1

Sea {cl,...,c } una cubierta por clahes de E(G) con

P
p elementos tal que

. P
Yoolegl = @
i=1
B Sea Dy = V(G) - C; , i=1,...,p
Para la familia ( Dl""'Dp ) demostraremos usando
el teorema de Hall ( ver [8]) gue existe {xl, ..,xp‘}
subconjunto de V(G) tal que x;¢D, para i=12x...,pP

yxi#xj si i # 3 .



El teorema de Hall asegura la existencia del subcon-
junto {xl,....,xp} para la familia ( D‘l""’Dp‘) si ¥y

s6lo si para toda k = 1,...,p

D. U D U....UD.\}}(
l i, i, iy o
Supongamos que para alguna subfamilia ‘de ('Di)
i=1
( D. e D, ) -
i SN
tenemos gue
D, U D, U... U D, < k
l i i, iy
Si k = 1 entonces D, =g y C, = V(G) por lo
11 1

tanto G = Kn , como G # K2 , claramente G es la grafica de

competencia de una digrdfica sin lazos .

Supongamos qgue k 22 y gque { Di U ... U Di .] es
Tk

1
igual a {xl,xz,...,xL} con L<k .
Sea W =V - xl,xz,...,xLI
Note gue W < Ci para toda j y que corio

3
L<k\(p\<lV(G)| entonces W ¥ &4 .

Cada Ci. , J=121,2,...,k es de la forma WUTi.
J J
donde Ti._c_ i xl,xz,...,xL}
3
Si para toda r en )11,2,...,}:} , Ty no estd con-
. r
tenido en u T. =, entonces T, , T. , ..., T,

j¥r 13 1 t2



es una k-formacidn , lo cull es imposible por el lema
anterior va que k22 .

Por lo tanto,para alguna r , Ti < U T
r ¥ 13

i [4 = i 3 i L4 = i i = ’
Defina C{ c; si 4 # i b Ci Tir si i i

Note gue Ti es un clan por ser subconjunto de Ci .

r r

Las (Gnicas aristas que est&n en Ci perd no en Ti
r r

son las aristas ww’ con w, w’ elementos de W o wx con

w elemento de W y x elemento de 'I'i , pero cada arista ww’
b o
es tal que w, w’ estd@n en Ci para j#r y una de tales
Ci existe ya que k22 .
J
Cada arista wx esti en alguna Ci , J#X ya que w
’ 3
éstd en toda Ci Yy X estd en alguna Ci J#xr .
3 3
Asi {C;'L' ey CIS } es una cubierta clanes de
E(G) de p elementos con pslV(G)[ . Ademés
P p
—
14
olerl < e |
i=1 i=1

yva que W # g y por lo tanto T, = c; N
r r

Por hipdtesis de inducecidn, la existencia de los

clanes - Ci,....,CI; implican gque G es una grafica de compe=

tencia de una digr&fica sin lazos .
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CAPITULDO 4

Algunos Resultados Nuevos

En este capitulo estudiaremos a las grédficas de com
petencia G a partir de ciertas orientaciones sobre G
misma. Las orientaciones utilizadas seréan Bl—orientaciones
y en términos de ellas determinaremos si G es gradfica de

competencia o nd.

Otra nocidn Obtenida a partir de redes alimenticias

n "

reales , es la nocidn de enemigos comines vy apartir de
ésta , se define a la gridfica de enemigos comines de la
siguiente manera:

Los vértices de la grafica de enemigos comdnes son
las especies del ecosistema y dos vértices u y v son adya-
centes si y s8lo si existe una especie w , en la red ali-

menticia, gue se alimenta tanto de u como de v.

Resultados similares a los obtenidos sobre gréficas
de competencia , serin establecidos para gr&ficas de enemio

gos comunes.

Notacifén.- Si G es una grafica y D es una orienta
- p=cd . -
ci6én de G , denotaremos en &sta seccidn por G a la digra-=

fica D.
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El siguiente resultado caracteriza a las grlficas de

competencia en téminos de graficas Bj-orientables.

Definicidn 4.1.1 Una digrafica D esta By-orientada

si y s8lo si para cualesquiera tres vértices u,v,w en V(D)
tales que (u,w) yv (v,w) estédn en F(D) se sigue gue (u,v)

6 (v,u) estd en F(D) .

Definicidn 4.1.2 Decimos que una grifica es Bl—orieg

table si existe una orientacidn D de G tal que D estd

Bl—orientada.

Proposicidn 4.1.1 ( R. Espinosa,J. Urrutia

y V. Urrutia-Galicia )
@ esta B,-orientada si y s&lo si K (@) es subgrafica

de G.

Demostracidn
Supongamos que & esta Bl~orientada
Sea uv E(K(@)) , por lo tanto existe w -en v (&) tal

que (u,w) y (v,w) estan en F(€), como 8 estid B,-orientada

por lo tanto (u,v) & (v,u) estén en F(&) de ahf que uv estd

en G.

Pava demostrar la necesidad de la proposicidn, supon
gamos que K(E) = G

éean u,v,w elementos de v(3) tales que (u,v) y (w,v)

estin en F(g), por lo tanto uw estd en E(R(E)), de ahi gue
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uw estf€ en G y por lo tanto (u,w) & (w,u) estan en F(Q)

ésto es , D estd Bj-orientada.

El siguiente es un ejemplo que muestra una grafica G ., -
gue no es B ;-orientable y por lo tanto para ninguna orientaci®dn

D sobre G , se tiene que K(D) es subgrafica de G.

Teorema 4.1.2 ( R. Espinosa,J. Urrutia

y V. Urrutia-Galicia')
Sea diuna grafica vy € una orientacién de G entonces
K(8)=G si y sb6lo si & esta B,~orientada y para todo v en .
v(@) 1la subdigrdfica inducida por N+ (v) no contiene .sumide

ros .
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Demostracibn

Supoﬁgamos que K(El:G, entonces por proposicidn ante
rior @ esti B;-orientada.

sea v en V(&) y u en NV (¥). Por lo tanto uv esti en
G y de ahi que :uv esté en K(g), pero entonces existe w en
v (&) tal que (v,w) y (u,w) estadn en F(3), por lo tanto u
no es sumidero en N+(V).

Para probar la parte de la suficiencia del teorema
observemos gue por la proposicidn anterior E(K(G)) < E(G)

Sea u¥ una arista de G, sin pérdida de generalidad
(v,u) estd en F(B). Como u no puede ser sumidero en N+(V),
existe w en N+(v) tal gque (u,w) estda en E, pero también
(v,w)g F(@) y G esta By-orientada entonces (u,v) & (v,u)
estd en F(®) por lo tanto uv estd en G. De ahi que

E(G) cE(K(@E) vy asi ¢ = k(&)

Corolario 4.1.3 ( R. Espinosa,J. Urrutia

V. Urrutia-Galicia )
Si G es B,~orientable entonces G es una grédfica de com

petencia .

Demostracibn
Sea G una grafica y @ una Bl—orientacién de G.
Sea D la digrdfica definida como sigue : .
v (@)
- —
F (@ U i(v,v) / vev(c)}

v (D)

1

F (D)
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Claramente para todo v en V(D) , N+(v) no contiene
sumideros y esta Bl—orientada, éor teorema 4.1.2 tenemos

que K(D) = G .

Este @iltimo resultado nos proporciona una amplia
variedad de graficas que son graficas de competencia , como
son las gradficas de interseccidn de subdrboles de un &rbol
las griaficas de intervalos y las gréaficas arco circulares,
ya que &stas son B;-orientables.

Ademids desde el punto de vista prdctico es Gtil ,

pués existe un algoritmo de reconocimiento eficiente de

graficas B,-orientableés.

Ejemplo

Sean C y C’ 3-ciclos dirigidos y & la digr&fica cuyo
conjunto de vertices es V(C) X V(C’) y en la cudl (u,v) vy
(u’,v’) son adyacentes en g si y s6lo si {(u,u’) 6 u=u’ y
(v,v") .

Bs facil ver gue Kj@) = G .

Definicidn 4.1.3 Una digrdfica D , se dice que esti

B,*~orientada si D estd B -orientada y no tiene ciclos diri

gidos .

Definicifn 4.1.4 Si una grafica G es tal que existe
una orientacidén D de G , la cudl esti Bl*—orientada entonces

se dice que es B,*-orientable.
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Proposicidn 4.1.4 ('R. Espinosa,J. Urrutia

Yy V. Urrutia-Galicia )

e
. Sea G una gr&fica y G una corientacidn de G , entonces
&

si @ ésta Bl*;orientada entonces K(33 es Bl*—orientable.
Demostracidn
Como G esta Bl—orientada entonces por proposicidn
4.1.1 es subgr&fica de G.
. Denotemos por f(é) a la digridfica obtenida al dar a
K(a) la siguiente orientacidn :
Si uv estd en K(E3 entonces (u,v) estd en ;(Es si vy
s6lo si (u,v) estd en g.
Como G no contiene ciclos dirigidos, EXES tampoco pue-
de contenerlos .
Mostraremos ahora gque f}éﬁ estd Bl—orientada.i
Sean u,v,w vertices de4£(67 tales que (u,w) y (v,w)
estdn en K(&).
Por lo tanto (u,w) y (v,w) estdn en é’y de ahi que uv

. .o -
estd en K(G) , ésto guiere decir que ﬁkG) estd B,-orientada

1
va que (u,v) 6 (v,u) estédn en K(&) .

Corolarioc4.1.5 ( R. Espinosa,J. Urrutia

y V. Urrutia-Galicia )

Si D es By-orientable entonces K@) es triangulada .
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Corolario 4.1.6 ( R. Espinosa,J. Urrutia

y V. Urrutia-Galicia ) .
Si b estd Bl*worientada entonces K (D) es la gr&fica de
interseccién de subdrboles de un &drbol.
Demostracidn

Se sigue inmediatamente del teorema 1.4 y del corola-

rio anterior.

Graficas de Intervalos

Orientadas

Una gré&fica de intervalos G, es la grdfica de intersec
cibdn de una familia I de intervalos en la recta real.

Supongamos gque I = { Il’ 12, ..... ’ In \es la familia
de intervalos , numerados de tal manera que si ;= [ai,bi]
Yy Ij= [aj,bj] son dos intervalos de I con i< j entonces
ai<;aj . A partir de I podemos obtener una orientacidn
G de G dg la siguiente manera :

(vi,vj) si y s6lo si aji I
A la orientacisdn @ de G, definida de esta forma , la

llzmaremos grifica de intervalos orientada .

Proposicién 4.1.7 ( J. Urrutia )

Si G es una grdfica de intervalos orientada entonces

@ esta Bl*~orientada.
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Demostracibn

Sean v;, v;, v, ~vértices de € tales que (Vi) y

jl

(vj, vk) estdn en & , por lo tanto ael; ya el., es

J
decir, Iir\Ij # @ y de ahi que (Vi"vj) 8 (vj,vi), por
lo tanto @ esti Bl—orientada. )

Supongamos que G tiene un ciclo :dirigido. Claramente
siempre podemos reenumerar los vértices de € de modo que el
;iclo sea de la forma (vl, vz) ’ (v2,v3) e , (vn,vl)

Se sigue que al<a2<a3 Ceuwon <an<al lo :cual es una contra

dicciofi , por lo tanto € no contiene ciclos dirigidos .

Lema 4.1.8 ( R. Espinosa,J. Urrutia
y V. Urrutia-Galicia )
Sea G una digrdfica aciclica y v una fuente de ¢ . sea
G'=G-v y sea @' 1la orientacidn de G' inducida de @ .

Entonces K(8') es subgrdfica inducida de XK(&)..

Demostracidn

Por demostrar que para cualesquiera dos vértices u,w
en V(G'), uw estd en E(R(E")) si y sdlo si uw estd en
E(X(Z)) . 8i uw estd en E(K(C') entonces existe x en V(G')
- tal gque (u,x)-y (w,x), por lo tanto uw estd en E(XK@E)) .
Por otra parte si uw es arista de K(E) entonces existe x en
V(G) tal que (u,x) y (w,x), pero x # v , pues v es fuente
de € una digrdfica aciclica, por 1lo tanto x estd en V(G') y

de ahf gue uw estd en E(x(E")). .



Teorema -4.1.9 ( R. Espinosa,J. Urrutia
y V. Urrutia-Galicia')
si @ es gréfica de intervalos orientada entonces X(3)

es gr&fica de intervalos.

Demostracién

Demostraremos por induccién sobre n = \V(G)\que si G
es una gréfica de intervalos orientada a partir de I = ill,
yaneay In} donde I; = [ai,bi] i=1,...,n entonces K(83 es la.
grafica de interseccién de I' = § Il',....,In'} en la cuédl
cada intervalo I,'= [ai,bi] correspondiente a un v&rtice no
aislado en K(a) es tal que ai' = a; -

Si n=1 entonces K(G) = G

Supongamos la afirmacidn cierta para toda gr&afica de
intervalos orientada con a lo més n vertices .

‘ Sea G una grédfica de intervalos orientada apartir de
I ={Il"""In+l} .

Si G no es conexa, entonces podemos aplicar la hipd-—
tesis de induccibn a cada compomente de G y concluir gue
K(G) es de intervalos . Si G es conexa , entonces vy el vér-
tice correspondiente a I, es la Gnica fuente de G.

Sea G'=G-v, y B' la orientaci6ébn de G' inducida por‘E:

Por la proposicién 4.1.7. y el lema 4.1.8 tenemos que
K(E“):K(§3—vl. Ademis por hip6tesis de induceidén K(G') es
la gr&dfica de interseccidn de I' = iI2"""'In+l'} en la

cudl cada intervalo Ii' = rai"bi'] correspondiente a un
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vértice no aislado en K(&') es tal que a; '=a;.

Podemos suponer ademis-sin pérdida de generalidad,gue
todo intervalo en I' correspondiente a un vértice aislado en
K(€') y no adyacente a v, en K(@), se encuentra a la derecha
de todos los intervalos no aislados en K(ﬁ) . A partir de
esta familia I' de K(8') trataremos de encontrar una familia
I tal que K(G) es la grafica de interseccidn de I.

Sea Il' = [al',bl'] tal que al‘= a; vy bl' estd un po
co hacia la izguierda de ak' donde Ik' = T_ak',bk' 3 es el pri-
mexr intervalo gue aparece en I' tal gue vy no es adyacente a
v, en K(3). Supongamos gque existe Ij ' tal gue vy es adya-
cente a v, en K(_é-) y tal gue ak' < aj L

Por la tanto a; < aj- Como v, es adyacente a vy en K (G)
vy G es Bl-—orientable entonces v, es adyacente a vj en G y
asi Il/\Ij # 4 . Ademas al<ak<aj por lo tanto I;N I, £ B vy
asi v, es adyacente a v en G. Ahora bien, como Vy ¥ V) nho
son adyacentes en K(?E)y v, es fuente de G se sigue que vy
es sumidero en N+(v1) . Ademds como vy no es aislado en K.(E;")
Yy ak< aj entonces vy no es sumiderc en a, de ahi gue existe
VL en V(G) tal gque (vk, vm) estd en @ y como v, es sumidero
en N+(v1) entonces vm¢ N+(vl) en &. ;4215 afin vy es adyacente
a v, en G, por serlo en K(@), entonces aj< a,, por lo tanto
al< aki< aj<am. Pexo como I, NI # g , entonces Ik(\Ij # &

y como ak<aj entonces (v, vj) estd en G. Ademés (\vl,‘ vj)
es decir v; y v, son adyacentes en K(G), lo cudl es una con-

tradiccidn.
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Ejemplo:

@}

Vi Va

Ve

v
Vg 4

-1 K3 ) s - -
€ es una grafica de intervalos orientada ( con la orien-

.\ tacidn obtenida a partir de la familia de intervalos I).
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K(E), la grafica de competencia de G, es la grafica de
interseccidn de la familia I'= iii, Ié,...,Ié}. donde It
es obtenida a partir de I, manteniendo fijos los extremos
izquierdos de cada uno de los intervalos, excepto posiblemente
aquellos gue corresponden a vertices adyacentes a vy en G

pero aislados en K(G).

K(8)



4.2 Graficas de Enemigos Comunes

Definicidn 4.2.1 La grafica de enemigos comfines de D

es la grafica gue tiene a V(D) como conjunto de vdrtices ,
en la cudl uv estd en E(EC(D)) , las aristas de la grafica de
enemigos comfines, si y sd8lo si existe w en V(D) tal que

(w,1) , (w,v) son flechas de D.

Definicidn 4.2.2 Decimos que una digrafica D estid

B,-orientada si para cualequiera tres vértices u,w,v de V(D)

tales gque si (w, u) (w, v) estdn en F(D) entonces (u, v) &

(v, u) estan en F(D).

Definicidn 4.2.3 Decimos gue una digrédfica D esta
Bz*—orientada si D esta B,-orientada y -adem@s no contiene

ciclos dirigidos .

Definicidn 4.2.4 Si @ es una orientacidn de G ,defi-

nimos & como la digrafica obtenida a partir de € al invertir

las direcciones de las flechas de G .

Es claro que : & estd B,-orientada si y s8lo si €

esta B2—orientada .

Tampbié&n es f&dcil ver gue K@) = EC(&) para cualguier

orientacidn & de G .

De é&stas dos Gltimas observaciones obtenemos los si-

guientz2s resultados duales , a los obtenidos para graficas
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de competencia .

Los siguientes resultados fueron obtenidos tambié&n por

R. Espinosa, J. Urrutia y V. Urrutia-Galicia

Proposicidén 4.2.1

T estd B,-orientada si y sdlo si EC (€) es subgr&fica de

Teorema 4.2.2

Sea G una grédfica y G una orientacidn de G entonces
EC(B) = G si y sdlo si @ esté.Bz—orientada y para todo v en

V(g), la subdigrdfica inducida por N~ (v) no contiene fuentes.

Corolario 4.2.3

si € esta B2—orientada entonces G es grafica de enemi-

gos comunes .

Proposicidn 4.2.4

si € es una B, *-orientacidn de G entonces EC (B) es

Bz—orientable

Corolario 4.2.5

Si @ esté Bg-orientada entonces EC(Z) es triangulada.

Corolario 4.2.6

si G estd Bz*—orientada entonces EC(G) es grafica de

interseccidn de subidrboles de un arbol.
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Definicidn 4.2.1 Una digr&fica D estd B;B,*-orien-

tada si D esta B;*-orientada y B,*-orientada.

El siguiente resultado nos d& una clase importante de

grédficas de intervalos orientadas.

Teorema 4.2.7
si G esta BlBZ*—orientada entonces G es una gréfica de

intervalos orientada.

Demostracidn

Demostraremos por induccidn sobre n=\V(G)‘que si G es-—
ta BlB2*—orientada , entonces existe una coleccidn de inter-
valos unitarios I (intervalos de longitud 1 ),tal gue G es la
grafica de interseccidn de I, orientada apartir de I .

El caso n=1 es obvio.

Supongamos ahora la afirmacidn cierta para toda digra-
fica Ble*—orientada con a lo mé&s n vértices .

.Sea @ una digréafica Ble*—orientada tal gque
\vel=n+1 .

Si G no es conexa podemos aplicar la hipdtesis de
induccidn a cada componénte de G para concluir que @ es una
gridfica de intervalos orientada.

Si G es conexa ,sea v; la finica fuente de G.

Sea G'=G—vl . Como G esta Bz—orientada y vy es fuente

de € ,tenemos que G' es conexa .
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Sea G' la orientacidn de G' inducida por G ,por lo
tanto @'estd BlBZ*—orientada y \V(G')\ =n, de ahi gue por hi
pdtesis de induccidn existe una coleccidn de intervalos uni-
tarios I' ={12, = S In+l} donde Ii={_ai,bi] i=2,...,
n+l. tal gue Zres la gréfipaidé”interseccién de I' ,orienta-
da a partir de I'. o

Sea J = {Iie I/ via ﬁ+(vl) en G } Yy sean

ay = min {ai / I,¢ J} Yy
a, = max {ai / I,¢e J}
Como (vlvj) , (Vl’vk) y ¢ esta Bz—orientada, se sigu%

que v Y V) son adyacentes en G; como .ademis aj< a ., tenemos’

gue ak< bj .
k)

%: ___;___ y definamos al=aj_% v bl=bj+ %

Sea (bj—a

por lo tanto Il=[al,bl] es un intervalo unitarioc.
Sea J° ={Iia1'~J / ai<aj}
- = 1
Supongamos gue J' ¥ 4 y sea a, = max iai / Iia J }
Como G' es conexa vy todos los intervalos en I' son
unitarios , tenemos gue Imn Ij # 4 por lo tanto (vm, vj)
estsd en F(B).
Por otra parte como (vl, Vj) v G esta Bl—orientada ’
tenemos que v, ¥y Vi Son adyacentes en G , como ademas vy
es fuente en G se sigue que va N+(vl), lo cudl es una con-

tradiccidn, por lo tanto J' = 4.

Supongamos gque existe Ii£ I'-J tal gue I.nI; 7z @



como al< aj< ai<_bl< bj , tenemos que a; &Ij , de ahi que
(vi, vj), como ademéas (Vl’ vj) y G esta B,-orientada , tene-
© mos gue (vl, vi); por lo tanto liE.J, lo cudl es una contra-
diccidn , de ahi gque I,NI; = $ para cada I;e I'-J.

Por Gltimo si IiE J, entonces al<.aj< ai< ak<'bl ,

es decir aj € Il , de ahi que I = {Il, 12"""In+l§ es
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una coleccidn de intervalos unitarios tal que & es la grafi

ca de interseccidn de I, orientada a partir de I.

Corolario 4.2.8 ( R. Espinosa, J. Urrutia

y V. Urrutia-Galicia ) .

si G esta B,B,*-orientada entonces tanto k(&) como

EC(G) son graficas de intervalos .

Demostraccidn

Si @ estad Ble*—orientada entonces por teorema 4.2.7
& es una gréafica de intervalos orientada, de ahli que por
teorema 4.1.9 K(G) es gréafica de intervalos .

Por otra parte G estd también Ble*—orientada , por

lo tanto K(8) = EC(&) es grafica de intervalos .
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