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Resumen

El tratamiento mateméatico del espin parte de la introducciéon de una base para
la proyeccion de éste en las diferentes direcciones del espacio; en el caso de espin 1/2
es usual tomar como base a los eigenestados del espin en z a partir de los cuales es
posible expresar al resto de eigenestados y operadores. La existencia de estas bases
permite representar cualquier estado de espin como una combinaciéon lineal de sus
elementos, con coeficientes en general complejos. En espin 1/2 los coeficientes de esta
combinacion lineal, debido a la condicién de normalizacion y la libertad de fase, hacen
posible caracterizar a los estados como 6rbitas en S°.
Una forma de entender al espin, es mediante su comportamiento en un sistema cono-
cido, para este propoésito es natural que el sistema conste de un campo magnético, ya
sea constante o variable. En el caso de un campo magnético constante las soluciones
a la ecuacion de Schrodinger indican que el espin precesa en torno a la direccion del
campo, mientras que para un campo variable que rota con velocidad angular w en
torno a un eje, el valor esperado del espin va en espiral sobre una esfera de radio 1/2
y el area que barre depende de la frecuencia de rotacién del campo magnético, exhi-
biendo asi la existencia de una frecuencia de resonancia para la cual el valor esperado
del espin cubre la totalidad de la esfera.
Un elemento recurrente en el estudio del espin son las constelaciones de Majorana que
consisten en puntos ditribuidos sobre la esfera unitaria. Dichos puntos provienen de la
asociacion de los coeficientes del estado de espin con los coeficientes de un polinomio,
el llamado polinomio de Majorana. Las raices de este polinomio son enviadas del plano
complejo a la esfera unitaria mediante proyeccion estereografica, constituyendo una

representacion del estado de espin original. Esta representacion tiene la propiedad de
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RESUMEN 111

que una rotacion del estado en la base original se traduce en la misma rotaciéon en la
constelacion de Majorana, lo que permite identificar simetrias del estado.

En los parrafos anteriores se ha expuesto una idea comin, y es que los estados de espin
admiten distintas representaciones que pueden conectarse entre si y revelar caracte-
risticas del estado. El objetivo principal de esta tesis es construir una representacion
de estados de espin mediante estados del oscilador armonico tridimensional (SHO3D),
e indagar sobre la relacion entre las cantidades fisicas de la representacion y del es-
tado. Para este proposito se han analizado los grupos y algebras de Lie con el fin de
encontrar representaciones a partir del algebra que satisfacen, en este caso el algebra
de SU(2). Antes de abordar el caso tridimensional se pasa por una representacion 2D
construida a partir de las matrices de Pauli y los operadores de creaciéon y aniqui-
lacion del oscilador armoénico bidimensional, considerando osciladores independientes
orientados paralelos a la base candnica de R?, en ésta se ha notado que una rotacion
del estado reproduce una rotacion por la mitad del &ngulo en la representacion, para
rotaciones en torno al eje z. En el camino a la representacion SHO3D ha sido nece-
sario incluir el formalismo de la matriz de densidad y las matrices de polarizacion,
éstas ultimas han permitido obtener la representacion de la accion de SU(2) sobre
matrices n X n y la descomposicion en esta base determiné los coeficientes para la
representacion. Con base en lo anterior la representacion SHO3D fue contruida defi-
niendo tres operadores que satisfacen el algebra de SU(2). A partir de ellos, un estado
base y los coeficientes de la descomposicién en matrices de polarizacién se obtuvo la
representacion mencionada. Esta rota de igual forma que el estado de espin y tiene
valor esperado del momento lineal igual a cero, debido a que las funciones de onda
son reales. Posteriormente se buscd alguna relacion entre las cantidades habituales:
energia, momento lineal, posiciéon y el valor esperado de espin; pero no hubo rela-
cion alguna, asi que se recurri6 a analizar alguna otra cantidad fisica. Inicialmente
se busco relacionar el enredamiento cuantico del estado de espin con la energia de la
representacion SHO3D, ésto se hizo a partir de dos definiciones de enredamiento; la
primera como la minima distancia del estado al subespacio de estados separables y

la segunda a través de la entropia de Shannon. Con la primera definicion no hubo
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relacion alguna mientras que con la segunda se consiguié una relaciéon ménotona pero
aun poco clara.

Finalmente se explor6 la idea de la anticoherencia; en este punto fue crucial el trabajo
de D. Baguette y J. Martin quienes desarrollaron una serie de medidas de anticohe-
rencia sobre una base axiomatica que permite asociar un nimero entre 0 y 1 a un
estado de espin de acuerdo a su nivel de anticoherencia, siendo 0 un estado coherente
y 1 uno anticoherente de orden ¢, donde ¢ es un entero para el cual el valor esperado
de la k-ésima potencia de J - n es independiente de n para todo k£ menor que ¢, siendo
J = (Ju, Jy, J.) representaciones irreducibles de dimension 2j 4+ 1 de los operadores
de espin y n un vector unitario real.

Haciendo pruebas con una de las medidas de anticoherencia (anticoherencia basada
en pureza) y la representacion SHO3D se encontr6 que la energia de la representacion
es proporcional a una combinacién lineal de las anticoherencias linealmente indepen-
dientes de orden k, con k menor que t = 2s, siendo s el espin. Esto se ha comprobado
para espines 1, 3/2, 2y 5/2; el caso general no ha sido abordado, pero debido a lo dis-
tintos que son los caminos involucrados en la obtencién de la representacion SHO3D
y las medidas de anticoherencia se cree que este comportamiento se cumple para todo

espin s y es un tema que podria desarrollarse en el futuro.
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Introduccion

Historicamente el estudio del espin comenzd con el experimento de Stern-Gerlach
en 1921. Este inicialmente no poseia una explicacion tedrica hasta que en 1926
S.Goudsmit y G.Uhlenbeck propusieron la idea del Momento angular intrinseco. Fue
W.Pauli quien postul6 la existencia de una propiedad cuantica bivaluada, sin analogo
clasico y realizo el primer tratamiento matematico del espin, mostrando asi la impor-
tancia de tratar de esta manera a esta nueva cantidad. Otra contribucién importante
vino de la mano de Ettore Majorana en 1932, quien ide6 una representacion geométri-
ca del espin a través de puntos distribuidos en la esfera unitaria, dicha representacion
es de gran utilidad para identificar simetrias.

A lo largo de los anos el estudio de los estados de espin ha sido de gran interés, por
un lado por ser una cantidad sin analogo clasico y también debido a la existencia
de aplicaciones, siendo una de las mas destacables la computacion cuéntica. En este
contexto los llamados estados coherentes han recibido particular atencion, por ser
considerados los estados mas parecidos a un estado clasico, en cuanto al valor espe-
rado.

En contraparte a los estados coherentes existen los estados anticoherentes caracteri-
zados por tener mayor informaciéon direccional, siendo asi los estados “menos clasicos”.
Esta caracteristica los vuelve interesantes pues maximizan los efectos cuanticos.

En este trabajo de investigacion se aborda la construccion de una nueva representa-
cion de estados de espin a partir de funciones de onda del oscilador arménico cuéntico
tridimensional y se estudian sus propiedades fisicas. Para este propésito el trabajo
ha sido dividido en 4 capitulos en los que se exponen los conceptos fundamentales,
las herramientas matemaéticas, el camino seguido para obtener la representacion y
finalmente un conjunto de pruebas donde se estudian las propiedades fisicas.

En el capitulo 1 se comienza exponiendo el tratamiento usual de los estados de espin
siguiendo a J.J.Sakurai [1] y se estudia someramente un enfoque geométrico [2]. Pos-
teriormente se analiza un problema conocido: espin en un campo magnético variable

(véanse [3], [4], [5] v [6]) v se introducen las constelaciones de Majorana |7] como una
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herramienta 1til para identificar simetrias [8], seguido de un anélisis de la rotacion de
espin (véanse [9], [10], [11]) v [12]).

En el capitulo 2 se exponen las herramientas mateméticas necesarias para la cons-
truccion de la representacion de espin y se construyen un par de éstas, la primera la
representacion de Schwinger y por tltimo la representacion por funciones de onda del
oscilador armoénico cuéntico tridimensional (SHO3DR). En el camino ha sido nece-
sario introducir las dlgebras de Lie, el grupo SU(2), la accion de éste sobre matrices
nan, las matrices de densidad y de polarizacion, asi como algunos teoremas relacio-
nados con la teoria de representaciones (veanse [13|, [14], [15], [16], [17] ¥ [18]). Por
su parte, para la representacion de Schwinger fueron tutiles las siguientes referencias
[19], [20], [21] v [22] mientras que para SHO3DR se pueden consultar las notas de
N.Wheeler [23].

Una vez construida la representacion SHO3D en el capitulo 3 se muestran graficas
para diferentes estados, se exponen algunas de sus propiedades y se hacen pruebas
con rotaciones.

En el capitulo 4 se aborda el problema central de este trabajo, tomando como ba-
se la descripcion de sistemas de espin arbitrario (s) como productos tensoriales de
espin 1/2 |24], el enredamiento cuantico y la anticoherencia. Inicalmente se hicieron
pruebas con la medida de enredamiento definida en [25] [26] y luego con la entropia
de Shannon [27|, buscando una posible relacién con la energia de SHO3DR. Por ul-
timo se abordo el concepto de anticoherencia con base en el trabajo de D.Baguette y

J.Martin (véanse 28], [29] y [30]) y se realizaron varias pruebas para relacionarlo con

la energia de SHO3D.



Capitulo 1

Conceptos fundamentales

1.1. Sistemas de espin 1/2

Un estado arbitrario de un sistema de espin 1/2 puede expresarse de la siguiente

forma

@) = Cyl+) + C-|=), (1.1)

tomando como base los eigenvectores del operador de espin S,, con S,|£) = +1/2|%)
v h = 1. Los coeficientes Cy en general son complejos y su moédulo al cuadrado es la
probabilidad de encontrar al sistema en el estado |+) después de aplicar el operador
S,.

Los eigenvectores del operador S, pueden representarse de la siguiente forma

1
+) = :
0
0
—) = , (1.2)
1
en este caso los operadores de espin son
1(01 1 1[0 —i 1
S, = = =—0;, Sy=2 = —0y,
2\ 10 2 2 1 0 2
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S, =- = —0,, (1.3)

con o, 0y, 0, las matrices de Pauli.

Como se sabe, se puede calcular el valor esperado de cualquiera de los tres operadores
de espin S;, S, S, realizando la siguiente operacion («|S;|a), (a|Sy|a), («]S.|a). Sise
realizan muchos experimentos determinando en cada caso el valor de los operadores
de espin aplicados a |«) se puede caracterizar al estado asignandole una direcciéon, en
la que al realizar la medicion del espin el resultado sea siempre 1/2 [1].

Por otro lado, considerando a los coeficientes C'y, = x+iy y C_ = w+1iz la restriccion
|C4 |+ |C_|* = 1 se traduce en la relacion 2 + y* + w? + 2% = 1 lo que indica que los
puntos (z,y,w, z) se encuentran sobre la superficie de una 3-esfera encajada en R*.

Si ahora se toma un estado

C
o) = (1.4)
C_
t = e It los estad tad t b
y se rota con |« e"|a) resulta que los estados rotados se encuentran sobre un
. . . 2 / .
circulo méaximo encajado en R?, esto se puede ver debido a que d d';? = —e"a),

dicha relacion exhibe que la aceleracion es antiparalela al vector de posicién en todo
punto de la érbita dando como resultado que esta sea un circulo.

Para cada estado se tiene una 6rbita de acuerdo a lo anterior, donde 7 es el parame-
tro que la describe, con estas o6rbitas se puede cubrir la totalidad de S® sin que se
intersecten entre ellas [2].

Ademas éstas pueden ser mapeadas a R3 mediante proyeccion estereografica usando

las relaciones:

T cosn — ysinmn

X = - ,
1 —wsinn — zcosn
v — zt:sm.n—i-ycosn ’
1 —wsinn — zcosn
7 _ wCcosn — Zsinm (1.5)

1 —wsinn — zcosn’
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Considerando los siguientes casos, se puede visualizar el comportamiento descrito

anteriormente:

» Caso Lt |a) = 2 |+) + 4-)

» Caso 2: o) = ?j;(f|—|—> + ?1/_55(“—}
» Caso 3: |a) = \/Ll—g\—ﬂ + \;’—11—3|—>

Las orbitas proyectadas estereograficamente se muestran en la figura 1.1, ademas en
la figura 1.2 se muestran graficadas en pares y juntas, en donde puede apreciarse que

las curvas estan entrelazadas.

(a) Caso 1 (b) Caso 2 (c) Caso 3

Figura 1.1: Curvas obtenidas al mapear estereograficamente las 6rbitas obtenidas al
rotar tres estados distintos sobre la 3-esfera. Esto se hizo tomando el estado original,

descomponiéndolo de acuerdo a la ecuacion (1.4) y mapeando la o6rbita usando la

ecuacion (1.5).
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(c) Curvas 2y 3 (d) Todas las curvas

Figura 1.2: Se muestran las curvas juntas primero por pares y al final todas, como

puede apreciarse se encuentran entrelazadas.

1.2. Espin 1/2 en un campo magnético variable

Con el fin de entender el comportamiento del espin en un sistema fisico se resolveréa
el caso de espin 1/2 en un campo magnético que rota en el plano xy, observando qué
ocurre con el valor esperado del espin a medida que el sistema evoluciona en el tiempo,
primero con el espin “orientado” en la direccion positiva del eje-z y posteriormente con

la condicién inicial de que “apunte” en la direccién del campo magnético al comenzar
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la evolucion.

El hamiltoniano para el sistema en cuestion es [3|[4]
H=B8-5. (1.6)
Ahora, se toma un campo magnético que varia de la siguiente forma
é(t) = (B coswt, By sinwt, By), (1.7)

y el espin “orientado” inicialmente en la direccion positiva del eje z. De acuerdo a lo

anterior el hamiltoniano se convierte en

1 B B 6—iwt
H=- o (1.8)
2 lg1 ezwt . BO,
Se propone como solucién un espinor de la forma
V4 (1)
e(t) = : (1.9)
V(1)
la ecuacion a resolver es
t t
IOAN ECIORY o)
V-(t) V(1)
con condiciones iniciales ¥, = 1, ©»_ = (. Para resolver el problema se cambia de

sistema a uno que gire con el campo magnético, esto se realiza mediante una tranfor-
macion unitaria dada por [5]
e—iwt/Q 0

u(t) = 6_iwt02/2 — 0 th/2 5 (111)
€
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realizando la sustitucion ¢ = u1)’ se llega a

O = —i (u Hu — du ) (1.12)

1

donde el término u 'Hu — iu~'1 es el hamiltoniano en el sistema primado. De esto

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

Jy = —2 [(By—w) vl + Byt ],

. 1
U= =5 [(w=Bo)¥! + Bivt ], (1.13)
con soluciones

B
() = ——"Ysinnyt + cost,
fy

B
UL(t) =~ sint,
Y

v = %\/(Bo—w)z—l-B%. (1.14)

Para obtener las soluciones en el sistema original basta con rotar el espinor anterior,

haciendo esto resulta:

Po(t) = e (o),
Yo (1) = €Y (1) (1.15)
(1.16)

Por otro lado, se tienen las siguientes expresiones para los valores esperados de la

proyeccion de espin en cada uno de los ejes [6]

(Sp) = Re[Zoy],  (Sy) = Im[y=ey], (S2) =5 (vl = [v-f?). (1.17)

N | =

A continuacion se visualizara el comportamiento del sistema con los siguientes valores

para el campo magnético By = 1, B; = 0.01 y tres valores distintos para la frecuencia
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wp; =092, wy =099 y wg = 1.
Con w; = 0.92 se tiene el comportamiento expuesto en la figura 1.3 para la probabi-

lidad de medir el espin arriba o abajo

lw)?

1.0
0.8

0.6
— g2

J— 2
0al ly-|

02F

. Tiempo
50 100 150 200

Figura 1.3: Se observa el comportamiento de la probabilidad de medir el espin arriba
|11 |? 0 abajo |[¢_|? para una frecuencia de rotaciéon del campo magnético de w; = 0.92,
al evolucionar al sistema durante ¢ = 200.

=

Mientras que el comportamiento de (S) puede observarse en la figura 1.4 al evolucio-

nar al sistema durante ¢t; = 30

Figura 1.4: Se muestra la evolucion de la “orientacion” espacial del espin (linea roja)
encajada en una esfera de radio 1/2 centrada en el origen, para w; = 0.92. Como puede
verse el espin se mantiene en una zona limitada y centrada en el punto (0,0,1/2)
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Para wy = 0.99 se observa el comportamiento en la figura 1.5

lwi?

1.0
08
0.6;

r — lw|?

L — 2
04l lg-|

021

P R S I S B . L Tiempo
200 400 600 800 1000

Figura 1.5: Se observa el comportamiento de la probabilidad de medir el espin arriba
|44 |? 0 abajo |¢h_|? para una frecuencia de rotacion del campo magnético de wy = 0.99,

al evolucionar al sistema durante ¢ = 1000.

Mientras que (5’} se visualiza en la figura 1.6, al evolucionar al sistema durante

to = 200

Figura 1.6: Se muestra la evolucion de la "orientacion” espacial del espin (linea roja)
encajada en una esfera de radio 1/2 centrada en el origen, para ws = 0.99. En este
caso el espin se mueve en una zona mas amplia llegando a abarcar la mitad de la
esfera, con el movimiento centrado en el punto (0,0,1/2).
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Por dltimo, con w3 = 1 se tiene la grafica mostrada en la figura 1.7

Tiempo
200 400 600 800 1000

Figura 1.7: Se observa el comportamiento de la probabilidad de medir el espin arriba
|404]? 0 abajo |¢_|? para una frecuencia de rotaciéon del campo magnético de ws = 1,

al evolucionar al sistema durante ¢ = 1000.

-,

Por su parte, (S) se muestra en la figura 1.8, al evolucionar al sistema durante

t3 = 500

Figura 1.8: Se muestra la evolucion de la “orientacion” espacial del espin (linea roja)
encajada en una esfera de radio 1/2 centrada en el origen, para w3 = 1. Ahora el
espin se mueve por toda la esfera partiendo del punto (0,0,1/2) y consiguiendo llegar
a (0,0,-1/2).
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1.2.1. Espin inicialmente orientado en la direccién del campo
magnético

Ya se analiz6 el caso en el que el espin esté inicialmente orientado en la direcciéon
positiva del eje z, en adelante se trataréd el caso en el que el espin esté inicialmente
alineado con el campo magnético, para ello se usaréd la siguiente expresion para el

espinor

1
= : (1.18)
0

que rotado en coordenadas esféricas se ve como

B\ ,—if/2
=" (3)e : (1.19)

sin (%) ei0/2

Puesto que el campo magnético se encuentra inicialmente en el plano xz se obtienen

By
Bo—w

las siguientes relaciones 6 = 0, ¢ = arctan ; el término By — w aparece debido a
que este es el campo que se observa en el sistema rotado
Considerando un campo magnético como el descrito en la ecuacion (1.7) con los valores

de By =1/2y By = 1,se tienen las condiciones iniciales

o
ot

)]
)]

cos [ arctan(

=)
ot

Yo = g (1.20)
9

(=]

M= o=

sin |1 arctan(

o
ot

que aplicadas a las ecuaciones (1.13) conducen a

0.970803i (By — w + 0.23679B;) .
sin e,

2y
0.229877i (By — w — 4.22315B;) .
2 sin ¢,

1
N = 5\/(Bo—o.;)?JrBf, (1.21)

Yl (t) = 0.970803 cos vt —

Y’ (t) = 0.229877 cos vt +
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por lo tanto la solucién al problema es

Y (t) = e YL (1),
P_(t) = ™2 (1), (1.22)

En este caso el comportamiento de (S) se visualiza en la figura 1.9.

7‘_ 0.0 705

Elez oo

0 Ejey

Eje x

|

Figura 1.9: Se muestra la evolucion de la “orientacion” espacial del espin (linea roja)
encajada en una esfera de radio 1/2 centrada en el origen, para una frecuencia de

w = 0.05 al evolucionar durante t = 63. Puede observarse que (S) describe una

cicloide en torno al circulo que sigue el campo magnético.

1.3. Constelaciones de Majorana

Partiendo del hecho de que un estado de espin s, [¢), puede ser escrito como una

combinacion lineal de las proyecciones |s,m), es decir

) = > tmls,m), (1.23)

m=—s
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se puede construir con los coeficientes el siguiente polinomio

(1.24)

Las raices de este polinomio corresponden a puntos en el plano complejo que, al ser
mapeados mediante proyeccion estercografica a S?, generan una distribucién bien
definida de puntos conocida como constelacione de Majorana. Esta representacion
de estados de espin por constelaciones en S? cumple que una rotacion del estado se
convierte en la misma rotacion de la constelacion en la esfera, por lo que es 1til para

identificar simetrias. Esta idea fue expuesta por Ettore Majorana en 1932 [7].

1.3.1. Proyeccién estereografica desde el polo sur

Dado un punto sobre la esfera ¥ = (z,y, z) su proyeccion estereografica desde el

polo sur corresponde al punto

Wi)z( S >, (1.25)

1+2" 142

or lo que se pueden mapear puntos en C a S?, simplemente inviertiendo la relaciéon
b

(1.25), mediante [§]

2y
T=
1+92+&2
2§
I Ir e
1_,}/2_52
7= —. 1.26
14924 &2 (1.26)

1.3.2. Pruebas de mapeos estado-constelacion

Con el fin de visualizar la representacion de Majorana, se han realizado algunas
pruebas, donde primero se obtiene la constelacién de un estado y posteriormente a

partir de constelaciones de 3 s6lidos platonicos se generan sus estados correspondien-
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tes. La constelacion del siguiente estado se muestra en la figura 1.10

|A) = (14 20,2 —i,3+4,4,5 — 0.5i,6 + 24,3 — 4i), (1.27)

las entradas del vector que representa a este estado corresponde a los coeficientes 1,
de la ecuacion (1.23) y los puntos sobre la esfera corresponden a la proyeccion de las

raices de la ecuacion (1.24).

Figura 1.10: Constelacion de Majorana del estado |A) de la ecuacion (1.27)

Por otro lado, se ha realizado el proceso inverso, yendo de las constelaciones de
un Tetraedro, Hexaedro y Octaedro (veanse las figuras 1.11 y 1.12) a sus estados
correspondientes en la base {|s,m)}. Para esto primero se enviaron los puntos de
cada constelacion al plano complejo con proyeccion estereografica {(i, (s, -+, } con

ellos se gener6é un polinomio a partir de la siguiente multiplicacion

Py (Q) = (€= )€ = C) (€= Ca)s (1.28)

finalmente del polinomio obtenido se leyeron los coeficientes del estado de acuerdo
a la ecuacion (1.24). El proceso descrito define al estado a partir de la constelacion

salvo un factor de fase.
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Ejey

0510
500

_

-05

05

(a) Hexaedro (b) Tetraedro

Figura 1.11: Constelaciones de un Hexaedro y Tetraedro en S2.

|

Figura 1.12: Constelacién de un Octaedro en S?

Los estados obtenidos para estas constelaciones son:

1. Hexaedro: %(\/g, 0,0,0, \/g, 0,0,0, \/%)

2. Tetraedro: (0, %,0,0,\%)

3. Octaedro: (0,—\%,0,0,0, \/%)
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1.3.3. Rotaciéon de estados de espin arbitrario

Para encontrar la forma de rotar un estado de espin s, se considera a Sy = S, £S5,

y su accion sobre la base |s, m) [9]

Syls,m) = /(s —m)(s +m +1)|s,m + 1),

S_|s,m) = /(s +m)(s —m + 1)|s,m — 1), (1.29)
empleando como base los eigenestados de S, representados por [10]

1 0
ls,s)=1 + |, |s,s—=Ly=| 11|, - J|s,=s)=1 "1, (1.30)

e}

s}
—

se puede representar a Si y S, mediante las matrices

e
Il
i
I
)

i»—l—
g
Il

0 0 0 cee =58
(1.31)
Ademas, mediante las relaciones S, = 1(S4 +5-) v Sy = o(S4 — S_) es posible
calcular la matriz de espin S = (S, Sy, Sz).
Finalmente la matriz de rotacion buscada es [11][12]:
R(a,n,s) = gmiahS, (1.32)

donde es el angulo por el cual se realiza la rotacion y 7 el vector unitario normal al

plano de rotacion.




Capitulo 2

Representacion de Schwinger y

SHO3D.

2.1. Grupos y algebras de Lie

Sera necesario definir algunos conceptos para entender la representacion de Sch-
winger.
Grupo de Lie Es una variedad diferencial M con un producto asociativo, es decir

m: M x M — M tal que para todo g, g1, g2, 93 € M se cumple:

L. (9192)93 =01 (9293)

2. Existe e € M tal que eg = ge =g

3. Existe g7 ' tal que gg ' =g lg=c¢

con el producto e inverso dados por funciones suaves.
Producto de Lie Es un producto definido en un espacio vectorial V' que satisface

lo siguiente, para todo u,v,w € V:

18
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(V,-) forman un Algebra de Lie. Esta algebra es no conmutativa.
Constantes de estructura Sean 7,7}, T, € (V,-); se llama constantes de estructura

a los reales f¢, que satisfacen lo siguiente:
T, Ty = f5,T.. (2.1)

Ademés, si p(T') es una representacion de los elementos de un algebra de Lie, se

cumple que

(p(Ta), p(Ty)] = fapp(Te). (2.2)

Representaciones equivalentes Dada p(T') una representacion de los elementos de

un algebra de Lie y u una matriz invertible, el producto
p(T) = up(T)u™, (2.3)

es una representacion equivalente de los elementos del élgebra, adicionalmente a la
clase de equivalencia de todas las representaciones p(7") que se relacionan por (3.3)

se le conoce como clase de conjugacion [13].

2.1.1. Representacion de SU(2) con matrices 2 x 2

Es sabido que el algebra de SU(2) consiste de elementos (ey, €2, €3) que satisfacen

€1 €y = Z'€3,
€1 - e3 = —iey,

€9+ €3 = iel, (24)

por lo que puede ser representado con matrices 2 x 2 empleando las matrices de Pauli

mediante la siguiente identificacion

O N

N[
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20
0 —i
— @ — 2
Sy i A
2
1
5 0
S. = % -2 (2.5)
0 =3
Dichas matrices satisfacen el algebra de SU(2) [14]

2.1.2. Representacion de Schwinger de SU(2) con estados del

oscilador armonico bidimensional

Considérense dos osciladores armoénicos independientes; para cada uno de ellos

existen operadores de creacion y aniquilacion, definidos en términos de los operadores

de posicion y momento:

1 :
a= E(T + 1p),
al = %(r—@'p). (2.7)

Estos operadores satisfacen [a, a'] = 1. Con los operadores de cada oscilador se puede

generar una representacion de SU(2) mediante los siguientes productos [19]

1 (g
Se =3 (al df)o, s
1 g
Yy = 2 (a;rc GL) Oy 0 )
1 Ay
— Z (At T
Y., = 5 (al al)o. . ) (2.8)

esto permite asociar estados de espin con estados del oscilador armoénico 2D, lo que

se conoce como representacion de Schwinger.
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Para entender la representacion de Schwinger se usara el diagrama de la figura 2.1;
como se puede notar existen diagonales senaladas con colores que contienen algunos
puntos etiquetados por dos niimeros. Estos son los nimeros cuanticos de estados del
oscilador 2D y los puntos sobre una diagonal corresponden a estados degenerados,
el nimero de estados degenerados sobre una diagonal crece a medida que se esta
més lejos del origen y se corresponde con el crecimiento del ntimero de elementos
de la base |s, m) a medida que el espin aumenta. Por ello es posible establecer una
correspondencia univoca entre un estado de espin expresado en la base |s,m) y una

combinacion lineal de estados degenerados del oscilador 2D.

Figura 2.1: Diagrama de apoyo para la representacion de Schwinger. El par de niimeros
que etiquetan a cada punto son los ntimeros cuanticos del oscilador 2D y las diagonales

contienen estados degenerados.

Asi, un estado de espin s queda asociado con un estado del oscilador armoénico
bidimensional, a través de los coeficientes de la combinacion lineal (7 ), de la siguiente

forma [20]:

donde ¢,, es la funcion de onda que corresponde al n-ésimo estado excitado del osci-
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lador armoénico unidimensional.
En la figura 2.2 se encontraran las graficas de las funciones de onda obtenidas con la

ecuacion (2.9) para 4 constelaciones de Majorana.

(¢) Octaedro (d) Dodecaedro

Figura 2.2: Representacion de Schwinger, mediante funciones de onda del oscilador
armonico bidimensional (SHO2D), de los estados obtenidos a partir de las constela-
ciones de un tetraedro, hexaedro, octaedro y dodecaedro. Graficando directamente la

funcion de onda.
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2.1.3. Representacion de Schwinger de SU(2) con excitaciones

circulares del oscilador armoénico bidimensional

Se comienza definiendo los siguientes operadores

(al, —ial), (2.10)

1 a
Jp = = (airF ai) Oy - ,
2 a_
1 a_|_
Jy = 3 <ai aT_) oy ,
a_
1 a
L= (ai ai) o ", (2.11)
a_

generan una representacion de SU(2).

Los operadores de creacion y aniquilacion pueden ser expresados en la representacion

de variables de posicion de la siguiente forma

)] ax:%(:c—i—@x),
1 1
aL — —2(y —0,), a,= E(y+ay), (2.12)

con ello se puede reexpresar a J, como

1 )
J, = §(aia+ —ala )= §(x8y — y0y). (2.13)

Este ultimo resultado indica que una rotacion, generada por J, al estado de espin,
por un dngulo «, se traduce en una rotacion por «/2 en los estados de excitaciones ro-

tacionales del oscilador arménico bidimensional. Dichos estados se obtienen mediante
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la siguiente expresion:
ni n—
() ()
Ing,n_) =

e 10,0). (2.14)

El cambio de variable w = x + iy ayuda a realizar los calculos de los estados, con esto
se obtiene

1_ 1
a+—§ +aw7 alzéw_aﬁh
1 L1
a_ = §w+3u—,, al = Ew—aw, (2.15)

teniendo como estado base a

10,0) = %2 V)2 = ¢mw/2, (2.16)
En las figuras 2.3 y 2.4 se visualiza el médulo al cuadrado de las funciones de onda

obtenidas con esta representacién, mismas que se muestran a continuacion, excepto

la del dodecaedro debido a su extension.

6%(_I2_y2

1 .
Vietra(T,Y) = o) )(9154 — 1223y — 622 (y2 + 4)

+izy (12 — 5y°) — Ty" + 249°) (2.17)

Unesa(a,y) = 2 () (9928 4 2825 (132 — 56)
+14a* (47y" — 336y* + 504) + 282” (13y° — 168y" + 504y — 336)

+99y® — 1568y° 4 7056y — 9408y* + 2352)/(96768) (2.18)

1
Yoeta(T,Y)) = 5€%<_$2_y2)(w5 +izty — 22° (3y® + 1) — 6iz®y (y° — 1)

+zy® (y* +6) +iy° (v* —2))  (2.19)
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(a) Tetraedro (b) Hexaedro

Figura 2.3: Representacion de Schwinger, mediante funciones de onda de excitaciones
circulares del oscilador armonico bidimensional, de los estados obtenidos a partir de
las constelaciones de un tetraedro y hexaedro. Graficando la norma al cuadrado de la

funcion de onda.

(a) Octaedro (b) Dodecaedro

Figura 2.4: Representacion de Schwinger, mediante funciones de onda de excitaciones
circulares del oscilador armoénico bidimensional, de los estados obtenidos a partir de
las constelaciones de un octaedro y dodecaedro. Graficando la norma al cuadrado de

la funciéon de onda.
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2.2. Representacion de SU(2) sobre matrices n x n

Se parte del valor esperado de un operador A, expresado como
<1/1|A|¢> = wa@-jwj = Ajﬂﬂz‘w;? (2-20)

donde 9; son los elementos del vector de estado y A;; los elementos de la matriz
asociada al operador A, ademas se supone suma sobre indices repetidos.

Si se define la matriz p;; = ¥;1], es posible escribir lo anterior mediante la traza, es
decir (|Alyp) = Tr(pA). A la matriz p se le conoce como matriz de densidad y tiene

las siguientes propiedades:
1. p es hermitiana; p! = p,

2. Tr(p) =1,

3. p? = p (para estados puros).

Para generalizar el concepto de la matriz de densidad es necesario introducir estados
mixtos, estos son una combinaciéon lineal de estados puros. Una forma de pensar
en ellos es como una mezcla de gases conformada por partes preparadas en estados
diferentes (|¢,)), mezcladas en distintas proporciones; asi existen P, asociadas a |,,)
que son la probabilidad clasica de encontrar al estado en términos de su proporcion
respecto a la mezcla total. Para los estados mixtos, la matriz de densidad se define

como [15]

p=>_ Pipr, (2.21)

donde py, = |1x) (Vx| y el valor de expectacion de un operador se obtiene mediante

(A) = Pl Aly). (2.22)
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2.2.1. Descomposicion de la matriz de densidad en la base de
las matrices de polarizaciéon
Dada A € M,,«,, esta puede ser escrita en la base cadnonica de matrices n x n,

dada por
(Eij)i = 0irdji, (2.23)

donde 7, j, k,l € (1,2,---,n), es decir:

A= AyE;. (2.24)

Como se vio anteriormente, para cualquier dimension n, es posible generar una repre-
sentacion R,[g] de SU(2) por matrices n x n. Por medio de estas matrices se puede

encontrar la accion de SU(2) sobre matrices n x n
A= Ry[g]AR,[g]. (2.25)

Esta relacion puede ser escrita como A;-j = (RAR_I)U- = RmAabjol = T}japAap donde
Tijay = RmR,jjl y se suma sobre indices repetidos.
Resulta que, mediante esta accion, las entradas de la matriz A’ son una combinacion

lineal de las entradas de A, lo que permite escribir

A/H All All
" mir o0 Map2 A A
.12 _ 5 5 .12 Y '12 . (2.26)
my2q My2p2 . .
A/nn Ann Ann

En este caso, por la estructura de la matriz M, las entradas de A se mezclan entre si
para obtener las de A’. Pero, existe una base en el espacio vectorial de las matrices
n X n en la cual se pueden reescribir estas matrices de tal forma que exista una
separacion entre las entradas que se mezclan. Lo anterior se detalla a continuacion:

Primero, considérese un sistema de espin s, para el que la matriz de densidad sera
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una matriz (2s + 1) x (2s + 1). Para esta matriz existe una base, la de las Matrices
de polarizacion, en la que la transformacion dada por la acciéon adjunta y escrita en
la forma de la ecuacion (2.23) se puede separar en conjuntos de elementos que no se
mezclan entre si, es decir; en representaciones irreducibles de la accion de SU(2). Esto
se manifiesta en la estructura de la matriz M como bloques [16].

Para encontrar la representacion irreducible de la acciéon de SU(2) en matrices n X n
se usaré la forma en que se reescribe la matriz de densidad en la nueva base {T},,},

que es la siguiente
2s

A= Z A Tim, (2.27)

1=0,m=—1,,l
2.2.2. Representaciones: suma directa y producto tensorial

Dada una representacion R[g] esta debe cumplir que R[gi192] = R[g1|R]g2], de
ello se desprende que una vez que se obtiene una representacion R existen dos mas,
generadas a partir de ella, a saber Ry (R™1)T.

Por otro lado, dadas dos representaciones Ry y Ry, es posible generar dos nuevas
representaciones a partir de éstas, mediante la suma directa y el producto tensorial.
Suma directa: la suma directa puede visualizarse de la siguiente forma

R, 0
Ri®R,=| , (2.28)

0 Ry
si Ry es de dimension m y Ry de dimension n, entonces Ry & Ry es dimension m + n.

Producto tensorial: el producto tensorial se puede visualizar como sigue

ar ay bx Dby
a b x Yy az aw bz bw
R ® Ry = ® = . (2.29)

c d zZ w cr ¢y dr dw

cz cw dz dw

En componentes se ve como (A ® B)iqjp = AijBap, con A € Myysm v B € My yp, asi
A ® B e Mnmxnm'
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Por su parte, el producto tensorial de dos vectores se escribe como (u ® w);q = u;w,.
Ademas, la accion de las nuevas matrices sobre los vectores queda de la siguiente

forma

[(A® B)(v®@w)lij = (A® Biajp(v @ w)ap, (2.30)

por lo tanto (A ® B)(v® w) = Av ® Bw [17].

Teorema: Sean p;(g) y p2(g) dos representaciones que actiian sobre los espacios V
y W, respectivamente, y sea ¢ : V' — W, un mapeo entre estos espacios. Entonces ¢
también actta sobre el espacio de los mapeos lineales entre los espacios V' 'y W de la

siguiente forma [18]:

(9> @)V = pa(g) > o(pi (g)V) = ¢V, (2.31)

con ¢ = p1(g)pp;* y &> denotando a la acciéon del grupo.

Colorario: Si V=W entonces ¢’ = p(g)pp~'(g)

2.2.3. Obtencion de la representacion de SU(2) sobre matrices

nxn

La matriz M de la ecuacion (3.23), que relaciona las componentes de A’ con las
de A, escritas en un vector columna, puede ser obtenida a partir de la representacion

de SU(2) en el espacio de matrices n x n (el mismo para A) de la siguiente manera
M = Ry[g] @ (R, [g)". (2.:32)

Luego, se toman las matrices {7}, }, que descomponen a M. Dichas matrices aparecen
en Mathematica ordenadas por espin {(Tvo), (111,710, T1-1),---}. Y a partir de la

relaciéon

Tl = Z Qum(ij) Eijs (2.33)
]
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se obtiene la matriz @), que cambia de base a {T},,}.

Por lo que, la representacion irreducible de SU(2) en matrices n X n queda como
M =QMQ™. (2.34)

Representacion de SU(2) sobre matrices 2 x 2

En este caso la representacion de SU(2) por una matriz 2 x 2 es la siguiente:

cos(2) — cos(¢) sin(2 —e ?gin(2
R(a) = (%) , (¢)sin(3) (%) : (2.35)
—esin(%) cos(5) + cos(¢) sin(%)
donde 0, ¢ son angulos que definen al vector normal respecto al que se realiza la

rotacion en coordenadas esféricas y « es el angulo por el que se rota.

Por su parte las matrices de polarizacion para s = % son

L0 0 —1
To=| " | |, Tu= ,
0 > 0 0
L 0 0 0
T10 == \/5 1 5 T1,1 == . (236)
0 - 10

A partir de esto se obtiene la matriz de cambio de base

1 1
vz 00 7
0O -1 0 0
Q= (2.37)
L 0 0 =L
V2 2
0 0 1 0

Asi la representacion de SU(2) sobre matrices 2x2 es

M' = Q[R(a) ® (R (@)"]Q ",
Con entradas:

M{l - 1,
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Mfz - M{:’) = M{4 = Mél = M§1 - Mzh =0,

Mj, = (cosh(5) — cos(6) sinh(5))”.

M}y = —e " (sin(2¢) sinhQ(%) — sin(¢) sinh(«)),

N

M}, = e sin?(¢ smh2(
(

M}, = v/2e sin(¢) Sinh(g

2)(— cosh(g) + cos(¢ smh(%) :

)sinb?(5)
)sinh(3))

Mj; = cosh?(5) — cos(26) sinh®(3),
Mj, = —v2e™" sin(9) sinh() (cosh(5) + cos(@) sinh(5)).
Mj, = e sin*(6) sinb’(5)
Mj; = —v/2¢" sin(g) sinh (5 (6) )
M, = (cosh(

)(cosh(

|9

) + cos(¢ smh(%)
) + cos(6) smh(%))?. (2.38)

| e

Representacion de SU(2) sobre matrices 3 x 3

La representacion de SU(2) por una matriz 3 X 3 es

Ry = (cos(g) — i cos(¢) sm(% 2

Ruy = =27 sin(g) sin(5) (i cos(‘;) + cos(@) sin(5)),

Rug = =" sin?(9) sin’(5).

Roy = =26 sin(6) sin()(F cos(5) + cos(6) sin(5)),

Ray = cos’(5) + cos(29) sin(5).

= V/2e™ sin(@) sin(5) (=i cos(5) + cos(9) sin(5)).

Ray = =" sin®() sin®(3),

Ray = V26" sin(6) sin(5) (—i cos(5) + cos(@) sin(5)),
Ray = (cos(5) + i cos(@) sin(5))” (2.39)

donde 0, ¢ son angulos que definen al vector normal respecto al que se realiza la

rotacion en coordenadas esféricas y « es el angulo por el que se rota.
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Mientras que las matrices de polarizaciéon para s = 1 son

1
7 0
Too = 0 \/Lg
0 0
0
Ty, = \%
0
1
NG
Ty = 0 -
0

0 0
0 VT 0
1
e 0
0 O
0 0 , Ty =
1
7 0
0 0
% O 3 T2—l -
1
0 %

Por lo que la matriz de cambio de base es

> ot o o oy o

o O O&l’_' o O Oﬁl’_' )

o O O O = o o o o©

> s

o o oG o o o

S

|
o o o o o o o
win

© gk ©

N

o

=}

S

S

o O O o o o o o

o o oG o o o

o o O

o o oG o o o

= Sk

32
1
7 00
0 0 0 ,
1
0 0 —
1
0 —% 0
1
00757
0 0 0
000
Toa=10 0 0 [2.40)
100
1
V3
0
_ 1
V2
0
0 (2.41)
0
L
V6
0
0

A partir de esto es posible obtener una matriz andloga a la de la ecuacion (2.36) para

el caso 3 x 3.



CAPITULO 2. REPRESENTACION DE SCHWINGER Y SHO3D. 33
2.3. Representacion de estados de espin mediante

estados del oscilador armoénico tridimensional

(SHO3DR)

A partir del analisis realizado en las secciones anteriores se generalizara la repre-
sentacion de estados de espin a estados del oscilador armoénico en tres dimensiones.
[21]

Para ello se comienza definiendo los siguientes operadores

Ly =2 <aia, — aiaz> ,
L =2 <ata2 — aia,+> ,

L.=da; —ala_. (2.42)

Empleando nuevamente el cambio de variable w = x + iy los operadores de ascenso

S€ ven como
@ — Oy (2.43)

Si etiquetamos a los estados del SHO3D mediante |n n,n_) resulta que el operador

L_ aniquila al estado |00s), siendo este

Ly

100s) = ——=(al [/t 2 two)], (2.44)
Vsl

Asi que tomandolo como estado base se puede generar un mutiplete de estados me-

diante la aplicacion sucesiva de L, empleando la expresion

Este multiplete resulta tener 2s + 1 elementos, luego de aplicar 2s-veces a L., lo que

nos permite realizar la asociaciéon con un estado de espin s.
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Para comenzar, se toma la matriz de densidad de un estado de espin (p) y se expresa
en la base de las matrices de polarizacion, lo que nos arroja una lista de coeficientes

asociados a cada matriz. Dicha lista puede descomponerse como:

p = ((poo), (P11, P10, p1-1), "), (2.46)

donde se ha etiquetado las p’s de acuerdo a la proyeccion de espin con la que estén
asociadas.

Con base en lo anterior, se puede expresar la funciéon de onda asociada al estado de

espin como [22] 23]

2s k

[V)s = Ysmosp(x,y,2) = Z Z pr LA |00s). (2.47)

k=0 l=—k



Capitulo 3

Propiedades de la representacion

SHO3D

3.0.1. Graficas de las representaciones de estados de espin me-

diante estados de SHO3D

A continuacion se muestran las graficas obtenidas para las representaciones de
algunos estados obtenidos a partir de la ecuacion (2.45), en todas ellas los ejes apare-
cen senalados por lineas de colores, a saber; eje-x (rojo), eje-y (azul) y eje-z (negro).
Las funciones obtenidas de SHO3DR resultaron ser reales por lo que lo expuesto en
las graficas son superficies de nivel correspondientes a un valor fijo de la densidad de

probabilidad de 0.00001.

35
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Estado 1: |+), espin 1/2

(25 + VE) b 0)

27T3/4

(@, y, 2) = (3.1)

(a) Estado 1

Figura 3.1: Representacion del estado de espin 1/2: |[+) mediante estados del SHO3D.
Tomando la superficie de nivel que corresponde a la funcién de onda de la ecuacion

(3.1) igualada a 0.00001

Estado 2: |—), espin 1/2

(3.2)

(a) Estado 2

Figura 3.2: Representacion del estado de espin 1/2: |—) mediante estados del SHO3D.
Tomando la superficie de nivel que corresponde a la funcién de onda de la ecuacion

(3.2) igualada a 0.00001
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Estado 3: \% (|+) —i|—)), espin 1/2

(V3 — 25) cH(ett)

27r3/4

1/}3(1'7 Y, Z) =

(3.3)

(a) Estado 3

Figura 3.3: Representacion del estado de espin 1/2: \/Li (|4) — i|]—)) mediante estados
del SHO3D. Tomando la superficie de nivel que corresponde a la funciéon de onda de

la ecuacion (3.3) igualada a 0.00001

Estado 4: |1,1), espin 1

S (B P2 (- (V5 £3) 4 D)

VYa(,y,2) = (3.4)

67T3/4

\
|/

/ . S |

(a) Estado 4

Figura 3.4: Representacion del estado de espin 1: |1, 1) mediante estados del SHO3D.
Tomando la superficie de nivel que corresponde a la funcién de onda de la ecuacion

(3.4) igualada a 0.00001
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Estado 5: |1,1) — |1, —1)), espin 1

1
5

3 (V) (9 (222 + V/3) — V2 (a® — Gy + 1))

67r3/4

(3.5)

(a) Estado 5

Figura 3.5: Representacion del estado de espin 1: \/Li (|1,1) — i1, —1)) mediante esta-
dos del SHO3D. Tomando la superficie de nivel que corresponde a la funcién de onda

de la ecuacion (3.5) igualada a 0.00001

En los estados de espin 1/2 de las pruebas 1, 2 y 3 se puede notar que la SHO3DR
captura la “direccion” del estado de espin pues el estado |+) es representado por una
superficie casi enteramente contenida sobre el plano zy con z > 0, mientras que |—)
aparece como una superficie contenida casi en su totalidad debajo del plano xy con
z < 0y con una concavidad opuesta a la de |[+). Por su parte % (|+) —i]—)) se ve
como una superficie contenida en la parte negativa del eje y y delimitada por el plano
xz, por lo que estas tres pruebas preservan la “orientacion” del espin al pasar de la
representacion estandar a la SHO3DR. Para los estados de espin 1 de las pruebas 4 y
5 esta asociacion con la “direccion” del espin no es tan directa como en el caso de espin
1/2, pero si puede notarse que las superficies obtenidas reflejan una distribucion de
la densidad de probabilidad de acuerdo a la “orientacién” del estado, asi la densidad
de probabilidad para el estado |1, 1) estd mas cargada en la parte positiva del eje z

mientras que para \/Li (|1,1) — 2|1, —1)) la distribucion respecto a este eje es simétrica
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entre z <0y z > 0.

3.0.2. Rotacion de los estados de espin y rotacion de los esta-

dos SHO3D

En las siguientes figuras se comparan las graficas de las representaciones de los
estados originales con las de los estados luego de sufrir una rotaciéon, nuevamente los
ejes aparecen senalados por lineas de colores, a saber; eje-z (rojo), eje-y (azul) y eje-z
(negro).

Rotacién del estado 1:

S5 0 s 50 5
5 5
0 10
-5 -5

5
0
5 -5
(a) Estado original (b) Estado rotado

Figura 3.6: Representacion de los estados de espin 1/2: |[+) y \% (|+) —i|—)), siendo
el segundo una rotacién del primero en torno al eje x por un adngulo de 90 grados.
Tomando las superficies de nivel que corresponden a las funciones de onda igualadas

a 0.00001
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Rotacién del estado 3:

(a) Estado original (b) Estado rotado

Figura 3.7: Representacion de los estados de espin 1/2: \/ié (|4+)—1|-)) ¥y
\/Li (—i|+) +|—)), siendo el segundo una rotacion del primero en torno al eje z por
un angulo de 180 grados. Tomando las superficies de nivel que corresponden a las

funciones de onda igualadas a 0.00001

Rotacién del estado 4:

(a) Estado original (b) Estado rotado

Figura 3.8: Representacion de los estados de espin 1: |[1,1) ¥y
1(11,1) = v2/1,0) — |1, 1)), siendo el segundo una rotacién del primero en
torno al eje x por un angulo de 90 grados. Tomando las superficies de nivel que

corresponden a las funciones de onda igualadas a 0.00001
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Rotacién del estado 5:

(a) Estado original (b) Estado rotado

Figura 3.9: Representaciéon de los estados de espin 1: \/ii (11,1) —id|1,-1)) ¥y
\/Li (—i|1,1) + |1, —1)), siendo el segundo una rotaciéon del primero en torno al eje
z por un angulo de 90 grados. Tomando las superficies de nivel que corresponden a

las funciones de onda igualadas a 0.00001

En las pruebas anteriores se muestra que las superficies de nivel de densidad de
probabilidad constante de SHO3DR rotan de igual manera que los estados de espin y

preservan su forma, siendo similar a lo que ocurre con las constelaciones de Majorana.



Capitulo 4

Propiedades fisicas de SHO3DR

Ahora que se tiene la representacion de estados de espin mediante estados del

oscilador armonico tridimensional y se conocen algunas de las propiedades de esta
representacion, vale la pena preguntarse; jexiste alguna relacion entre las cantidades
fisicas medidas en la base estandar de espin y las medidas en SHO3DR?
Para empezar, podriamos preguntarnos por la posicién, el momento lineal o la energia.
En el caso del momento lineal, éste queda descartado puesto que es cero para todas
las funciones SHO3D, debido a que las funciones de onda son reales lo que vuelve
cero la integral:

(P) — / O (—iV ). (4.1)

-,

En el caso del valor esperado del espin (S) y el valor esperado de la posicion (r)
de la representacion SHO3D, no se ha encontrado alguna relaciéon. Por lo que se ha

trabajado con la energia, para ello es necesario presentar algunos conceptos nuevos.

4.0.1. Descripcion de sistemas de espin mediante productos

tensoriales de espin 1/2

Dado un sistema de espin arbitrario (s), éste puede ser descrito mediante el pro-
ducto tensorial de 2s sistemas de espin 1/2, considerando so6lo el subespacio simétrico

ante intercambio de particulas, el cual es invariante ante rotaciones. Como ejemplo

42
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de esto, pensemos en espin 1, para este caso se tiene la siguiente asociacion [24]

L1 = ++),

1,0) = —=(+-)+1=+),

N

11, -1) = | — =), (4.2)

asi, un estado de espin 1 [¢)) = a4|1,1) + ag|1,0) + a_1]|1,—1) puede representarse
como [¢)) = ai| + +) + ao s (| + =) + | = +)) +ai[ = —).
De manera similar, el tratamiento de un sistema de espin s = 3/2 se da por la siguiente

asociacion

2,2) = [++4),
31 1
|§,§>%%(|++—>+|+—+>+|—++>),
53 = 5+ =+l =—H =+,
3 3
At (4.3

A partir de este punto es facil notar que la asociacién de las proyecciones de espin con
los productos tensoriales de espin 1/2 se da mediante la simetrizacion de los estados
cuya suma aritmética de espin 1/2 corresponde a la proyeccion de espin en z del

estado en cuestion, mas la normalizaciéon apropiada.

4.0.2. Enredamiento cuantico

Se tratard al enredamiento cuantico mediante la idea de estados separables.
Decimos que un estado puro es separable cuando puede escribirse como el producto
tensorial de dos estados puros. Por ejemplo, el estado | + +) = |[+) ® |+) es sepa-
rable, mientras que (1/v/2) (| + —) +| — +)) no lo es. Entonces, se considera que los
estados que son factorizables no tienen enredamiento, mientras que aquellos que no
lo son, si lo tienen. Siguiendo este razonamiento, se puede cuantificar el enredamiento

como la minima distancia del estado no factorizable en cuestion a los estados que si
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son factorizables. Dicha distancia puede expresarse matematicamente de la siguiente

forma [25] [26]
D (|1), 1)) = arc cos [(|¢)], (4.4)

donde D es el llamado angulo de Bures, ¢ es el estado en cuestion y ¢ es el estado
factorizable.
Otra forma de pensar al enredamiento es mediante la idea de Shannon, que puede

resumirse de la siguiente manera [27] [31]:

1. Dado un estado de espin s (|1)), se obtiene su expresion en términos del pro-

ducto tensorial de 2s estados de espin 1/2.

2. Se calcula la matriz de densidad del estado en términos de la base de espines

1/2 (p).

3. Se encuentra la traza parcial de esta matriz, respecto a uno de los subsistemas

de espin (matriz reducida preq)-
4. Luego se obtienen los eigenvalores de la matriz preq (\;).

5. Finalmente se calcula el enredamiento como:
Enredamiento(|y)) = — Z Ailn(\;), (4.5)

esta cantidad es conocida como la entropia de Shannon correspondiente al estado

V).

Vale la pena mencionar que el angulo de Bures y la entropia de Shannon se anulan

para estados separables.
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4.0.3. Relacion entre enredamiento y energia para un estado
de espin 1

Sin pérdida de generalidad, se describe al estado a partir de su constelacion de
Majorana tomando dos estrellas en el plano xz, caracterizadas por un tnico angulo «.
Esto es posible porque cualquier otro estado se puede obtener como una rotacion del
estado descrito anteriormente. Con esto en mente, el estado se caracteriza a partir de

la constelacion de la siguiente forma:

1 Primero se obtienen los puntos del plano complejo a los que se mapean las

estrellas

sin o
primera estrella : (sin«, 0, cos ) — (—, O> =7z
14 cosa

—sino
da estrella : (sin(— — e = 2. 4.
segunda estrella : (sin(—a), 0, cos(—a)) — (1 n cosa’o) 29 (4.6)

2. Con estos puntos se genera un polinomio en z-complejo

-1
(z—21)(z —2) = 2 + cna

_— 4.
cosa+ 1 ( 7)

3. Del resultado anterior y la expresiéon del polinomio de Majorana se obtiene:

cosa — 1

=1 =0 = 4.8
wl ) ¢0 ) ¢ 1 cosa + 1 ( )

Entonces el estado puede escribirse como
) = | +4+) + (4.9)

N cosa + 1 ’ ’
la matriz de densidad reducida es
1 1 0

pred = s (410)
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donde a = ggzgﬂ Finalmente, el enredamiento en funcién de « es
2 (cosa—1)2 2 (cos a+1)?
Enredamiento(a) = — eosa = U7l <m) feosa e (W)

2 (cos? v+ 1) a 2 (cos? v+ 1)
(4.11)

En este caso también fue posible encontrar una expresion analitica para la energia en
funcién de «. Para este proposito se usé el hecho de que dado un estado SHO3D de

la forma

) = Z @il s (4.12)

la energia se puede calcular de acuerdo a

3
E = i 2 xi i 2i 5/ 4.13
Xi:|a\(n + 1y + s+ ) (4.13)
Obteniendo asi, la siguiente expresion
8 4 17
Energia(a) = +—. (4.14)

(cos(2a) +3)2  cos(2a) +3 ' 6

Se analiz6 el comportamiento de la energia y enredamiento en funciéon del d4ngulo y
luego el del enredamiento respecto a la energia

Energia

Enredamiento .
07k t
28
06 L
27F
051 F

041 26F

0.3F

25f
02f r

0.1

24

7 . . . . . Angulo [ . . . . ! . Angulo
05 1.0 1.5 2.0 25 3.0 F 05 1.0 15 2.0 25 3.0

(a) Angulo Vs Enredamiento Ec. (4.11) (b) Angulo a Vs Energia Ec. (4.14)

Figura 4.1:

La figura 4.1 sugiere que la energia de SHO3DR se comporta igual que el enre-

damiento, pero al graficarlos juntos (véase figura 4.2) se observa simplemente una
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relacion monotona. Puesto que el &ngulo a cuantifica la separacion entre las estrellas,
el comportamiento expuesto en la figura 4.1 senala que la mayor separacion entre las
estrellas méximiza tanto la energia como el enredamiento y a medida que estas son
més proximas la energia y enredamiento disminuyen.

Enredamiento

0.7}
o.e}
0.5}
0.4}

03

0.1

Ll e e b e v 1L e 0 L0 Energia
24 25 26 27 238

Figura 4.2: Energia Vs Enredamiento

4.1. Coherencia y anticoherencia en sistemas de es-

4
pin

Los estados cuasiclasicos o coherentes fueron introducidos por primera vez en el
estudio del oscilador armoénico cuantico. Estos son estados que minimizan la desigual-
dad de Heisenberg para posicion y momento, a la vez que tienen la misma dispersion
en energia cinética y potencial. En el caso de un sistema de espin arbitrario j, o en
general, cualquiera sistema cuantico con tres observables J; (i = z,y, z) que satisfa-
cen las relaciones de conmutacion del momento angular [J;, Ji| = d€jiJ; (con €5 €l
simbolo de Levi-Civita y i = 1) los estados coherentes estan definidos como aquellos

estados puros para los cuales la norma del valor de expectacion del operador de espin
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es maximo e igual a j. De manera maés precisa, si J = (J,, J,, J,) son las represen-
taciones irreducibles de dimension 27 + 1 de los operadores de espin, entonces para
cualquier estado coherente de espin j, se tiene que (J) = jn con n un vector unitario
real. Al igual que su contraparte clasica, estan caracterizados por una direcciéon n.
Ademas, todos los estados de espin coherentes estan relacionados mediante un rota-
cion de espin.

En contraposicion a los estados de espin coherentes, los estados menos coherentes pue-
den ser caracterizados por tener valor de expectacion de espin igual a cero. De alguna
forma se puede decir que son estados menos direccionales, en este sentido son estados
menos clasicos. La definicion general de anticoherencia es la siguiente: Decimos que un
estado puro de espin j [1;) es anticoherente a orden ¢, o t-anticoherente, si ((J - n)*)
es independiente del vector unitario n para k = 1, ..., ¢, donde (-) = (5] - [¢;) [28]. Se
sigue de la definiciéon que las rotaciones de espin preservan el orden de anticoheren-
cia de un estado de espin y que cualquier estado t-anticoherente es necesariamente
t’-anticoherente para ¢ < t. En particular, todos los estados anticoherentes son 1-

anticoherentes [32].

4.1.1. Definicién axiomatica de medidas de anticoherencia pa-

ra estados de espin puros

Dado un estado puro de espin j |¢;) y t un entero positivo, se define una medida de
anticoherencia de orden ¢ (o t-anticoherencia) para estados puros de espin j como una

funcién positiva A (|1);)) que satisface el siguiente conjunto minimo de condiciones:
i. A(JY;)) =0 <« |1h;) es coherente.
ii. A(J1;)) =1 <> |1;) es t-anticoherente.
iii. Ag(|e;)) € [0, 1] para cualquier |¢);).

iv. A.(]e;)) es invariante bajo cambios globales de fase y rotaciones de espin arbi-

trarias.
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Las primeras tres condiciones aseguran que los estados coherentes y t-anticoherentes
son los 1tinicos que minimizan y maximizan, respectivamente, cualquier medida de
anticoherencia de orden t. La tltima condicién garantiza que el valor tomado por las
medidas de anticoherencia no dependa de un sistema de coordenadas particular. Esto

es equivalente a la igualdad
A) =c = A(“Rn(0)ly) = c (4.15)

para cualquier §,a € R, c € [0,1] y n € R3.

4.1.2. Medidas de anticoherencia basadas en la pureza

Se empleara una medida de anticoherencia construida a partir de lo siguiente.
Primero, se considera un sistema de espin arbitrario s, este sera representado como
el producto tensorial de 2s sistemas de espin 1/2, obteniendo de ello un estado |1)).
Se construye la matriz de densidad de este estado p = |1)5) (15| v se calculan trazas
parciales de ella hasta obtener una matriz de (t 4+ 1) X (£ +1) pr = tri..os—(|1s) (¥s])-

La pureza de p;, para cualquier ¢ es:

t+1

Rullibs)) =t () = DAL, (4.16)

donde Ay, -+, A1 son los eigenvalores de la matriz p;. A partir de la pureza se puede

definir una medida de t-anticoherencia como sigue

AR() = 21 R (4.17)

Esta medida es la entropia lineal reescalada S;, = 1 — R; del estado reducido p, asi
que A" € [0,1]. La entropfa de Von Neumann S = —tr(p;Inp;) también puede ser
usada como una medida de anticoherencia basada en el entrelazamiento del sistema

bipartita t y 2s — ¢ [33].
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Vale la pena mencionar que existe una simetria en las R;(|1)s)) v es que

Rt(|¢s>) - RQs—t(’¢s>)7 (418)

lo que ocasiona que Af(|1),)) ~ AE _,(J1s)), cuando esto ocurra se dira que las

anticoherencias son linealmente dependientes.

4.2. Anticoherencia en sistemas de espin y energia
de la representacion SHO3D

Al igual que se compararon el enredamiento de un sistema de espin con la energia
de la SHO3DR, ahora se estudiara la relacion con la anticoherencia. Es de esperarse
que exista una relacion, pues al menos en el caso del enredamiento habia monotonia al
compararlas y la medida de anticoherencia empleada es basicamente el enredamiento

reescalado.

4.2.1. Pruebas de la relacién entre anticoherencia y espin

Para las siguientes pruebas se emplearan estados identificados mediante sus cons-
telaciones de Majorana, es decir; dada una constelaciéon de Majorana se obtendré el
estado en la base habitual de eigenestados de .S, y con este se trabajara para obtener
la anticoherencia y la energia.

Se empleara la siguiente representacion de un estado general de espin 1/2

cos(0/2)
[)1j2 = E (4.19)
sin(6/2)e
donde los angulos 6, ¢ coinciden con los d&ngulos en coordenadas esféricas e identifican

la direccion de la estrella correspondiente al estado en la representacion de Majorana.

A partir de una constelacion de Majorana de espin s se obtendran 2s estados de espin
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como el de la ecuacion (4.18), mediante sus productos tensoriales se genera el estado

[V)s = |11)1/2 @ -+ ® |thag)1/2, (4.20)

y la matriz de densidad

Con esta matriz ps; se genera la representacion SHO3D, se calcula la energia y la
anticoherencia de acuerdo a lo expuesto en las secciones anteriores.

Prueba 1

Para esta prueba se us6 un estado de espin 1, como se sabe, en este caso la constelacion
de Majorana posee dos estrellas. Mismas que se tomaron en el plano xz, formando un

angulo a con el eje z y simétricas respecto a este, como se muestra en la figura 4.3

Figura 4.3: Constelacion de Majorana de espin 1 formada por dos estrellas contenidas

en el plano zz y formando un angulo a respecto a z.

Los estados que corresponden a esta constelacion son

T e IR B (422
sin(a/2) —sin(«/2)

Se han obtenido las siguientes expresiones para la anticoherencia y la energia en
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funcion del angulo «

4sin*(a)
(cos(2ar) + 3)?’
8 4 17

Bla) = (cos(2a) +3)2  cos(2a) + 3 * 6

Al(Oé> =

Energia
, Anticoherencia
28F 1.0

2]} 08

[ 06+
26

[ 0.4
25F

[ 0.2
241

Angulo

52

(4.23)

Angulo

I I I 1 L I I
0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 0.5 1.0 1.5

(a) Angulo a Vs Energia Ec.(4.23) (b) Angulo a Vs Anticoherencia Ec.(4.23)

Figura 4.4:

En la figura 4.4 es notorio que el comportamiento de la energia y anticoherencia

son similares, esta relaciéon puede visualizarse mejor en la figura 4.5. Las graficas de

la figura 4.4 son muy similares a las de la figura 4.1 donde se trataba al enredamiento,

esto es debido a que esta medida de anticoherencia es el enredamiento reescalado.
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Anticoherencia

1.0

08+

0.6

04+

0.2

R I R Ry P10 7Y
24 25 26 27 28

Figura 4.5: Energia Vs Anticoherencia
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H4
Prueba 2

En esta prueba se ha empleado la misma constelacion de la prueba anterior més una

estrella colocada arbitrariamente sobre la esfera unitaria, constituyendo un estado de
espin 3/2, de acuerdo a la figura 4.6

Figura 4.6: Constelacion de Majorana de un estado de espin 3/2 formada por dos

estrellas contenidas en el plano zz y formando un angulo « respecto a z, mas una

estrella colocada arbitrariamente con orientacion dada por 61 y ¢;.
Los estados correspondientes a esta constelacién son

= cos(a/2)

| = cos(f1/2)
— sin(a/2)

sin(6, /2)e*
(4.24)
De estos estados se han obtenido expresiones de anticoherencia y energia. En las

ecuaciones (4.24) y (4.25) se muestran A; y E, la Ay se ha omitido puesto que es

un multiplo de A; debido a la simetria expuesta anteriormente, misma que puede
visualizarse en la figura 4.7 (b)

A, 0y, ¢1) = [48sin®()(cos(2ar) + 3) sin®(6;) cos(2¢;) — 112 cos(a — 6;)

+28cos(2(a — 01)) — 16 cos(3a — 01) — 112 cos(a + 01) + 28 cos(2(a + 61))
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—3cos(2(2a 4 01)) — 16 cos(3a + 61) — 3 cos(da — 26,) — 88 cos(2av)

+46 cos(4a) + 14 cos(26,) + 234]/ [144(2 cos(a) cos(61) + cos(2a) + 3)], (4.25)

E(a, 01, ¢1) = [72sin®() sin?(0;) cos(2¢;) + 4 cos(2a)

(6sin*(c) sin®(6;) cos(2¢1) + 200 cos(a) cos(26) + 59 cos(26,) + 353)

Energia

34+

321

3.0

28

+2400 cos(a) cos(6y) + cos(4a)(127 — 3 cos(26,))

4215 cos(26,) + 2301]/[80(2 cos(a) cos(61) + cos(2ar) +3)%].  (4.26)

0.5

I
1.0

I
15

I
2.0

I
25

I
3.0

(a) Angulo o Vs Energia Ec.(4.25)

Angulo

Anticoherencia

1.0+

0.8

06

0.4

02

Angulo

I I I I I
0.5 1.0 15 20 2.5 3.0

(b) Angulo a Vs Anticoherencia Ec.(4.26)

Figura 4.7: En estas graficas se han tomado 6; = 0,¢; = 7/2. En b) la curva azul es

la anticoherencia de orden 1, mientras que la verde es de orden 2

Nuevamente el comportamiento de la energia y anticoherencia es similar y termina

por verificarse su relacion en la figura 4.8. En este caso puede notarse que la separacion

entre las estrellas determina inicialmente el aumento en la energia y anticoherencia,

pero ya no existe la simetria observada en la prueba 1, donde a medida que volvian

a juntarse la energia disminuia. Esto se debe a que la tercera estrella rompe con

esa simetria en la separacion, pues su presencia establece una diferencia entre las

constelaciones para o < /2y a > /2
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Anticoherencia

1.0

0.8

06

0.4

0.2

Ll L L w0 1. 4 Energia

Figura 4.8: Energia Vs Anticoherencia. En esta grafica se han tomado ¢, = 0,¢; =

7/2. La linea morada corresponde a la anticoherencia de orden 1 y la linea negra a la

anticoherencia de orden 2.

Prueba 3

Para esta prueba se anade otra estrella con orientacion arbitraria en la esfera unitaria,

determinada por los dngulos € v ¢o, como se muestra en la figura 4.9

Figura 4.9: Constelaciéon de Majorana de un estado de espin 2 formada por dos estre-

llas contenidas en el plano zz y formando un angulo « respecto a z, méas dos estrellas

colocadas arbitrariamente con orientacion dada por 6y, ¢1,05 v ¢9 respectivamente.
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Asi, se tienen los estados

) = C?S(Q/Q) 7 ) = COé(a/2)
sin(a/2) — sin(a/2)
)y = .008(91/2)' | )y = 'cos(Qg/Q? | (127)
sin(f/2)e’ sin(6/2)e'??

En este caso no se incluyen las expresiones analiticas de la energia y anticoherencia
debido a que son bastante extensas, pero aun asi es posible visualizar su comporta-
miento en la figura 4.10

Energia
381 Anticoherencia

0.7

36l 06l
[ 05L
340

3 04f

a2l 03F
02f
3.0

L 01F

: Angulo Angulo

ror S B RS RS S I et 1 1 1 1
0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

(a) Angulo o Vs Energia (b) Angulo a Vs Anticoherencia

Figura 4.10: En estas graficas se han tomado ¢, = /4, ¢1 = w/4,0, = /8, o = 7/6.
En b) la curva azul es la anticoherencia de orden 1, la verde de orden 2 y la negra de

orden 3.

Aqui las curvas de energia y anticoherencia parecen similares por separado pero
al comparar entre anticoherencias se puede notar que existe cierta diferencia, parti-
cularmente en la anticoherencia de orden 2. Esto nuevamente se explica debido a la
simetria en las trazas parciales, pero se traduce en la pérdida de la relaciéon directa

entre energia y anticoherencias, misma que puede apreciarse en la figura 4.11
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Anticoherencia
0.7F

0.6 w
05 »
0.4
0.3
0.2

0.1Ff

L

281 3.0 3.2 3.4 3.6

I Energia
3.8 9

Figura 4.11: Energia Vs Anticoherencia. En esta grafica se han tomado 0, = 7/4, ¢; =
/4,02 = /8, ¢y = w/6. La curva azul es la anticoherencia de orden 1, la verde de

orden 2, la negra de orden 3 y la naranja de orden 4.

Para generalizar la relacion energia-anticoherencia se deduce que no hay una rela-
cion directa con cada anticoherencia sino con una combinacion lineal de éstas, misma
que comienza a ser visible a partir de este punto, donde aparecen anticoherencias
linealmente independientes debido al aumento de la dimension de la matriz de densi-
dad que se traduce en varias trazas parciales que no coinciden.

Para verificar esta hipotesis se planted la existencia de una relacion lineal energia-

anticoherencias de la siguiente forma

E =y A1 + 1Az + 73, (4.28)

luego se evaluaron 3 estados dados por los valores de 01 = 7/4,¢1 = w/4,05 =
T/8, ¢ =m/6y a={7,7, %} Con ellose obtuvo un sistema lineal 3 x 3 y se resolvio

para las ’s encontrando en este caso la relacion:

E(a) = [384;(a) + 10A5(ar) 4+ 99]/35. (4.29)
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El comportamiento de esta relacion se visualiza en la figura 5.12

(38 A1 + 10 A2 + 99)/35
38

3.6 -

34+

30F

LA e 1 1w 1 ) Energia
2.8+ 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8

Figura 4.12: Energia Vs (38 Al + 10 A2 499)/35. En esta gréfica se han tomado
91 = 7T/4,¢1 = 7T/4,62 = 7T/8,¢2 = 7T/6

Prueba 4
Aqui se tomaran tres estrellas en el polo norte y dos en el plano xz formando un
angulo « con el eje z, una en la direccion positiva del eje x y la otra en la negativa,

de acuerdo a la figura 4.13
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Figura 4.13: Constelacion de Majorana de un estado de espin 5/2 formada por dos
estrellas contenidas en el plano zz y formando un angulo « respecto a z, mas tres

estrellas colocadas en el polo norte.

En este caso los estados son

), = c?s(a/2) | )y = co.s(a/Q)
sin(a/2) —sin(a/2)
s =t =tois = | ). (4:30)

Es posible obtener expresiones compactas para las anticoherencias independientes y

la energia:

_ 64 sin” () (188 cos(a) + 53(cos(2ax) + 3))

Avfe) 25(36 cos(a) + 11(cos(2a) 4 3))? ’

18 sin® (£) (764 cos(a) + 209(cos(2c) + 3))
Azla) = 25(36 cos(a) + 11(cos(2a) + 3))2 ’ (431)
o) = 2 (743 tan® (£) + 14350 tan* (%) +47750) | (432)

315 (tan* (2) + 10)
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Energia
Anticoherencia
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0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 0.5 1.0 1.5 20 2.5 3.0

(a) Angulo a Vs Energia Ec.(4.31) (b) Angulo a Vs Anticoherencia Ec.(4.32)

Figura 4.14: En b) la curva amarilla es la anticoherencia de orden 1, la azul de orden

2, la negra de orden 3 y la verde de orden 4.

Al igual que en la prueba 3 existen un par de anticoherencias independientes
como puede apreciarse en la figura 4.14 (b). Lo que se traduce, nuevamente, en un
comportamiento anémalo de las curvas energia-anticoherencia expuesto en la figura

4.15

Anticoherencia
1.0

08l
06
04l

02l

L L L L + Energia
L 35 4.0 4.5

Figura 4.15: Energia Vs Anticoherencia. La curva amarilla es la anticoherencia de

orden 1, la azul de orden 2, la negra de orden 3 y la verde de orden 4.

La propuesta de una combinaciéon lineal de las anticoherencias mostrada en la
ecuacion (4.27) es valida nuevamente, debido a que solo hay dos anticoherencias in-

dependientes. Y tras realizar el mismo proceso que en la prueba 3 con a = {7, 7, %}
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se obtuvo

E() = [495A () 4+ 200A5(cr) + 1146]/378. (4.33)

El comportamiento de esta relacion se observa en la figura 4.16

(1146 + 495 A1 + 200 A2)/378

35F

e 0w 1w v v e 1 0w v 0 1w Energia

Figura 4.16: Energia Vs (1146 + 495 A1 + 200 A2)/378

En este punto se ha verificado la hipotesis de que la energia de SHO3DR es
proporcional a una combinacion lineal de las anticoherencias independientes para 4
familias de estados de espin 1, 3/2, 2 y 5/2. Debido a la naturaleza de los célculos
empleados para obtener la energia y las anticoherencias esta relacién no es nada

trivial, asi que es posible pensar que se cumpla para cualquier estado de espin s.
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Conclusiones

A lo largo del desarrollo de este trabajo se han expuesto cinco representaciones
de estados de espin, a saber: la representacion candnica en la base {|s,m)}, la repre-
sentacion de Majorana, las representaciéones de Schwinger con estados del oscilador
armonico cuantico 2D y con excitaciones rotacionales y finalmente la representacion
con estados del oscilador armonico cuéntico tridimensional (SHO3DR). Mientras se
trabajaba con ellas ha sido posible tomar ventaja de las simetrias del estado que ex-
ponian y encontrar relaciones entre estas.

La investigacion de esta tesis se centr6 en el estudio de la SHO3DR, que mostr6 que
sus curvas de distribucion de probabilidad constante preservan la “orientacion” del
estado de espin en la base canoénica, en el caso de espin 1/2; y reflejan el compor-
tamiento del valor esperado (5_") para espin mas alto. Ademaés, una rotaciéon en el
estado de espin se traduce en la misma rotaciéon en estas curvas de distribucion de
probabilidad constante, mismas que preservan las dimensiones y forma luego de ser
rotadas, asemejandose en este sentido a las constelaciones de Majorana.

Por otro lado, se describieron sistemas de espin arbitrario como productos tensoriales
de sistemas de espin 1/2 lo que abrié la posibilidad de tratar propiedades como el
enredamiento cuéntico y la anticoherencia a partir de la nocién de estados separables
y el formalismo de la matriz de densidad, para trabajar con la anticoherencia se uso
el trabajo de D.Baguette y J.Martin quienes desarrollaron una serie de medidas de

anticoherencia a distintos ordenes, algo a destacar de estas es que algunas resultan

63
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ser multiplos de las de otro orden.

Haciendo uso de familias uniparamétricas de estados obtenidos a partir de constela-
ciones de Majorana caracterizadas por la separacion de sus estrellas, se encontré que
el enredamiento, la anticoherencia y la energia de SHO3DR dependen de la separa-
cion de las estrellas para un sistema de espin 1 y en general dependen de la forma de
la constelacion, siendo las constelaciones con mayor separacion o aleatoriedad en la
distribucion de sus estrellas las que maximizan las cantidades antes mencionadas.
Siguiendo esta linea se dedujé una posible relacion entre el valor esperado de la energia
de SHO3DR y una combinacién lineal de las anticoherencias linealmente independien-
tes, dicha posibilidad fue expuesta luego de realizar un conjunto de pruebas con varios
estados, en las cuales se evidencié este comportamiento.

Atun asi, este trabajo no es concluyente con esta relacion pero abre el camino para

una futura investigacion.
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