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INTRODUCCION

Un sistema distribuido es un conjunto de entidades computacionales secuenciales llamados procesos,
los cuales trabajan conjuntamente para resolver algin problema denominado tarea, considerando su
complejidad, fallas y tiempos. Los procesos pueden interactuar mediante algin mecanismo, como el
envio-recepciéon de mensajes y/o el compartimiento de memoria. Ademads, cada proceso ejecuta un
programa que define como y cuando se da la comunicaciéon con otros procesos; dichos programas en
conjunto conforman lo que se conoce como un protocolo o algoritmo distribuido.

Un sistema distribuido movil (SDM) se toma caso de estudio para esta tesis. E1l SDM se compone de
dispositivos individuales llamados nodos, los cuales cuentan principalmente con procesador y memoria
locales, asi como una fuente de potencia eléctrica. Cada nodo se comunica por el envio-recepcién
de mensajes con sus nodos vecinos de forma inaldmbrica, y en general, sin dependencia de alguna
infraestructura fisica dada. La informacién fundamental a ser comunicada por cada nodo comprende:
su posicion geografica relativa y su estado. Para el modelado de la comunicacién de los nodos, la
comunidad de sistemas distribuidos ha implementado enfoques deterministicos y aleatorios de forma
individual o colectiva, apoyados principalmente con la teoria de gréaficas y la capacidad cinética del
problema de agrupamiento de nodos (clustering).

El enfoque para el andlisis y modelado de SDM’s aplicado en este trabajo se fundamenta en la
topologia, la cual es la matematica que estudia las propiedades esenciales de los espacios abstractos, asi
como las transformaciones entre ellos [14]. La abstraccién de un espacio X requiere fundamentalmente
de un conjunto, asi como una nociéon de proximidad expresada como un sistema de subconjuntos
abierto, donde el especificar una métrica es permisible, pero no requerido. Las redes de sensores, grafos,
conjuntos de datos, senales, procesamiento de iméagenes, son interpretados como espacios topolégicos
de aplicacion. [I4] Para un SDM se consideran las siguientes propiedades esenciales:

» Views (vistas) o estados locales.- Esta propiedad es individual por proceso, y representa
una vista local de su estado presente con su entorno. Por lo tanto, no se tiene certeza de las
vistas de otros procesos.

» Evolucidén de las vistas locales.- Por la comunicacién entre procesos, es posible modificar
sus vistas locales. Sin embargo, esta comunicacién puede presentar retrasos, fallas, o simplemente
comunicacién parcial.

Asi, la idea principal del enfoque trabajado es la representacién de todas las posibles vistas locales
de los procesos en un determinado tiempo, mediante la construcciéon de invariantes topolégicos de
espacios y mapeos entre ellos por medio de objetos geométricos combinacionales llamados simplicial
complezes, los cuales son insensibles a cambios de coordenadas y a deformaciones.
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Problematica

La nueva era digital involucra trabajar con redes compuestas por cientos o miles de nodos para la
realizacién de una o varias tareas. Ya que los SDM’s son inherentemente asincronos, sus procesos pue-
den demorarse sin previo aviso por una variedad de razones, incluidas las interrupciones, la saturacion
de memoria, los retrasos en la comunicacién para la planificacién de tareas y fallas en la infraestruc-
tura. Esto ha provocado un gran interés en el desarrollo de herramientas analiticas para predecir su
comportamiento, asi como para controlar las complejidades de tales sistemas a gran escala. El disefio
de algoritmos para el despliegue, la localizacion, el ciclo de trabajo, la comunicacién y la verificacion
de cobertura en tiempo real de SDM’s forman el nticleo de esta area activa de investigacion.

Objetivos

0.0.1. Objetivo general

Modelar un SDM considerando restricciones de tiempo real, con base en la topologia combinacional
y algebraica, ya que con esta teoria se pueden estimar caracteristicas globales (estados) del SDM con
solo tener informacién local; es decir, considerando la informacién conjunta de k nodos y sus nodos
vecinos.

Los elementos a ser considerados para el modelo a desarrollar son:

= Poblacién.

Topologia de interconexién.

Movilidad de los nodos.

Construccién de grupos.

Relacién entre la cercania de grupos.

0.0.2. Objetivos particulares

= Establecer limites inferiores para los problemas de cardinalidad de los ciimulos, la cual es una
condicion natural para asegurar la asignacién adecuada de los recursos.

= Ademas, al trabajar con espacios topolédgicos y sus invariantes topoldgicos, se dard una estima-
cién al problema de cobertura de un SDM, cuando los nodos carecen de informacion geografica
(localizacién y/u orientacién).

Metodologia

1. Trabajo relacionado.- Se investigaran en revistas de control y sistemas distribuidos los principales
enfoques seguidos para el modelado de SDM’s, para asi evaluar sus alcances y limitaciones a ser
tomados en cuenta para el modelo a desarrollar.

2. Investigacion del marco tedrico.- Se resumira el enfoque de la topologia algebraica-combinacional,
considerando los requerimientos fijados para el modelado del SDM a desarrollar.



. Exploracién de la infraestructura del SDM experimental con que se trabajard.- Dentro del labora-
torio de sistemas de computo movil del IIMAS se cuenta ya con tal planta, la cual estd compuesta
por los siguientes nodos: Arduino One con escudos Ethernet y otros con escudos WiFi, Arduino
Yun, asi como Rasberry Pi. Esta planta ya fue implementada por la doctora en ciencias Magali
Arellano Vazquez, en la cual puso en marcha su algoritmo de encaminamiento por consenso, como
parte de su tesis doctoral.

. Propuestas de modelado del SDM a desarrollar.- Con todo lo anterior, se analizardn casos de
estudio particulares con diversas distribuciones de nodos, para asi llegar a un esquema generalizado
del modelo del SDM considerando restricciones de tiempo.

. Anélisis del modelo propuesto:

a) Evaluacién de las condiciones topoldgicas combinatorias del SDM que aseguren la existencia de
un protocolo para la realizaciéon de una tarea. Se aterriza en las condiciones para la realizacién
de un protocolo de acuerdo.

b) Evaluacién de las condiciones para la cobertura y encaminamiento de los nodos.

c¢) Se dard un algoritmo general que aplique el modelo propuesto.

Estructura de la tesis

El presente proyecto se divide en 5 capitulos.

= Kl primer capitulo resume el trabajo relacionado sobre el modelado de SDM’s, con el propésito
de comparar sus alcances y limitaciones.

= En el segundo capitulo, se muestra el marco teérico fundamental sobre el modelado sistemas
distribuidos bajo el enfoque topoldgico (combinatorio y homolégico-algebraico).

= Para el tercer capitulo, se detalla el proceso de anélisis para el modelado del SDM considerando
restricciones de tiempo.

= En el cuarto capitulo se propone un algoritmo general para implementar el modelo desarrollado
en la infraestructura de un SDM con el que cuenta el laboratorio de sistemas de cémputo mévil
del IIMAS, la cual se compone de dieciséis nodos Arduino (One y Yun) y diez nodos Rasberry
Pi.

= Por tultimo, en el quinto capitulo se listan las conclusiones obtenidas del desarrollo de este
nuevo modelo de un SDM, listando los aportes al conocimiento que realiza la presente tesis a la
comunidad de control y de sistemas distribuidos; asi como el trabajo a futuro propuesto.
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Capitulo 1

TRABAJO RELACIONADO

En este primer capitulo se hace una breve descripcién de los enfoques seguidos por la comunidad
de sistemas distribuidos para el modelado de tales sistemas. Para estos enfoques, se destacan algunos
trabajos realizados, los cuales fueron considerados como base para el modelo a desarrollar en esta tesis.

Primeramente se presenta un panorama general de las metodologias (clasificacién, enfoques, areas
de oportunidad y algoritmos) para modelar SDM’s.

Ademss, se particulariza en algunos trabajos que atacan los problemas de cobertura y agrupamiento,
asi como el modelado sobre redes temporales; esto debido a que estos problemas y enfoques se derivan
ideas para cubrir los objetivos de esta tesis.

1.1. Panorama general de modelado de sistemas distribuidos movi-
les
En [8] cap. 1], Herlihy, Kozlov y Rajsbaum conceptualizan a un sistema como una coleccién de pro-

cesos ligados por alguna forma de comunicacién, y desarrollan los modelos de computaciéon distribuida
mostrados en la figura

PROCESOS Y

PROTOCOLOS

TIEMPOS
* Sincronos
* Asincronos
* Semi-sincronos

FALLAS
* Wait-free

COMUNICACION

Figura 1.1: Modelos de computacién distribuida.



2 CAPITULO 1. TRABAJO RELACIONADO

Relacionado a [§], en [13, pag. 41] se interpreta como SDM’s aquellos que se modelan por el paso
de mensajes-asincronos, e involucran internet y redes de sensores.

Por otro lado, en [20], Mohamed, Hamza y Saroit trabajan SDM’s como redes de sensores inaldmbri-
cos méviles (M-WSN), las cuales pueden ser clasificadas de acuerdo al tipo de nodos desplegados, la
estrategia de despliegue, la arquitectura de la red, la movilidad de nodos, el tipo de cobertura necesi-
tada, y el modelo de sensado. En la figura [1.2] se muestra un esquema con la clasificacion de M-WSN’s
presentado en este trabajo.

WSN
Classifications

[ | | | I 1
Sensor Deployment Network
Type Strategy Architecture

Static

1 (s-wsn) Deterministic Flat Intentional ‘ Type Model

Mobility || Coverage Sensing

Mobile
(M-WSN)

Hybrid
(H-WSN)

Robot
(WSREN)

Degree

(Level) Funetion

Random Clustered Unintentional

Result

Figura 1.2: Taxonomia de M-WSM. Figura tomada de [20].

Una extension de sistemas distribuidos considerando cémputo mévil es presentada en [3] por Benitez,
Ortega, Méndez, Rubio y Esquivel. En este trabajo presentan algoritmos de planificacién para obtener
buena aproximacién a retardos de tiempo acotados, considerando el gasto de tiempo en todas las etapas
de comunicacién y computo; asi como los algoritmos de ruteo y consenso mdas importantes. Ademas,
se muestra una metodologia de disenio de red distribuida computacional, considerando caracteristicas
de tiempo real, planificadores, manejadores de tareas, prioridades, precedencias y consenso.

1.2. Espacios topoldgicos y sus invariantes para el modelado de sis-
temas distribuidos

Como ya se habia hecho mencién, la propiedades locales relacionadas por la interaccion de los agen-
tes de una red pueden ser capturadas por ciertos espacios topoldgicos. Estos espacios son comtinmente
combinatorios, ya que son una generalizaciéon de modelos por grafos, ademas de que las propiedades
globales de las caracteristicas de la red corresponden a ciertos invariantes topolégicos de estos espacios.
Como ejemplos de propuestas sélidas de la aplicacién de este enfoque se tienen:

= Problemas de cobertura para redes de sensores, considerando poca o nula informacién geografica.
Destacan los trabajos de V. de Silva, R. Ghrist y A. Muhammad. La computacién trabajada ha
sido por medio de grupos homolégicos, ya sea en forma centralizada o distribuida.

= Modelado de concurrencia en sistemas distribuidos sincronos y asincronos. Los grupos de trabajo
M. Herlihy, S. Rajsbaum y N. Shavit han trabajado en conjunto y de forma separada en esta
tematica.
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1.3. Cobertura y ruteo de SDM’s

La cobertura es una caracteristica de la calidad del servicio que brinda el sistema, y se refiere a
que tan bien cada punto del area geografica de interés es observada por los nodos desplegados.

Primeramente, un panorama general de los enfoques actuales para la cobertura son presentados

n [20]. Se particulariza en redes de sensores inaldmbricos méviles (M-WSN), mostrando en la figura

[[.3] una clasificacién de varios técnicas y algoritmos usados en M-WSN’s para mejorar la cobertura

después de despliegue inicial de los nodos, ademés para el mantenimiento de la cobertura ante fallas
de nodos.
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Figura 1.3: Enfoques para el problema de cobertura mévil en WSN. Figura tomada de [20].

Por otro lado, en [7] y [24], De Silva y Ghrist abordan este problema con bases de la homologia
algebraica persistente, cuya teoria la aplican sobre redes de sensores con minimas posibilidades de
geolocalizacion y sin consideraciones probabilistas. En particular, demuestran que una coleccién es-
tacionaria de nodos pueden verificar cobertura dentro de un dominio acotado con topologia de inter-
conexién desconocida, siempre que el limite no esté demasiado contraido. Los escenarios que cubren
son: cobertura plana estdtica, cobertura de barreras, asi como cobertura de barrido dependiente del
tiempo.

En [5], Chintakunta y Krim también se fundamentan el la homologia algebraica para presentar un
marco de referencia general para el andlisis de redes de sensores, asi como algoritmos para dar soluciéon
a la deteccion de huecos en la cobertura y localizacién, y detecciéon de ataque de agujero de gusano.

Como caso particular de SDM’s, la convergencia y cobertura sobre grafos para robots es trabajada
en [4], Castaneda, Rajsbaum y Roy. Aqui, un conjunto de robots asincronos son modelados como
un grafo de convergencia G. Se considera que estos robots pueden fallar por choques entre ellos, que
inician su movimiento desde posiciones no conocidas en un espacio dado, y que se pueden mover
hacia posiciones cercanas entre ellos. En este trabajo se caracterizan los grafos en que los problemas
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de acuerdo y cobertura por bordes son solucionables, asi como se presentan algoritmos temporales
Optimos para tales soluciones.

1.4. Redes temporales

Una red temporal es abstraida mediante un grafo G(V, E), donde cada uno de sus e bordes tiene
una etiqueta temporal A(e) que especifica el tiempo en que sus puntos finales (vértices) se comunican.
Asi, se puede ver a una red temporal como al par (G, \), donde A es un mapa \ : £ — R.

Dentro de G, una trayectoria temporal P se usa para representar la nocién del flujo de informacién,
cuyas etiquetas son acorde al orden temporal.

En [I7], Kempe motiva su trabajo al plantear la siguiente pregunta: jde que forma cambian las
bases combinatorias y las propiedades de los grafos cuando se imponen adicionalmente condiciones
temporales? Asi, se dan resultados para dos tipos de problemas:

= Conectividad.- Se buscan trayectorias temporales para entre pares de nodos, conforme a la
siguiente premisa: suponer que un nodo t ha aprendido parte de la informacién originalmente
propiedad de un nodo s. Si se es consiente que algunos nodos pueden fallar: para algiun valor de
k, ;hay k rutas internas con respecto al tiempo disjuntas entre nodos de s a t? Para esto, en este
trabajo se presenta una caracterizacién no trivial del teorema de Menger, en la cual se adapta
para involucrar etiquetas temporales; asi como se presenta un algoritmo (N-P completo) para la
conectividad de grafos de Menger.

» Inferencia.- Se busca reconstruir (inferir) un etiquetado de tiempo parcialmente especificado
de una red, siguiendo un historial observado del flujo de informacion.

1.5. Agrupamiento de nodos (clustering)

En [23], Chien Chun, Ni, Su, Zhengyu, Gao, Jie y Xianfeng estudian la capacidad cinética del
problema de clustering (agrupamiento), el cual lo definen como sigue: “dado un conjunto de k estaciones
base con sus restricciones de capacidad de operacidn, asi como un conjunto de n terminales, encontrar
una asignacion de terminales hacia las estaciones base tal que ninguna de estas opere mdas alld de su
limite de capacidad, y que la suma de distancias al cuadrado entre terminales y estaciones base sea
minimizada” .

Wang y Hung formulan en [26] restricciones métricas de rendimiento dentro de su algoritmo de
clustering. Su planta de control se desarrolla dentro de una red MANET (red Ad Hoc mévil, por sus
siglas del inglés), la cual es una red inaldmbrica de dispositivos méviles autoconfigurable y de poco
infraestructura. Se considera que MANET es organizada por clusters (ciimulos), cada uno con un
nodo lider llamado clusterhead, y el resto de nodos son miembros. Consideran ademas el consumo de
potencia de un nodo clusterhead v, que es proporcional a la suma de distancias entre v y sus nodos
miembros v/.
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Por ultimo, Yang y Li presentan en [27] su algoritmo de agrupamiento ponderado (WCA, por sus
siglas del inglés) sobre una arquitectura MANET, el cual permite elegir un nodo principal de acuerdo
al mapeo aperiédico de ponderaciones (pesos) de nodos, por lo que se puede mantener la estabilidad
de la red, asi como reducir el costo computacional y de comunicacién.



CAPITULO 1. TRABAJO RELACIONADO



Capitulo 2

MARCO TEORICO

En este segundo capitulo se exponen las bases para el modelado operacional de un SDM, conside-
rando tareas, protocolos y fallas para un tiempo determinado. Ya con estos fundamentos, se presentan
los elementos a implementar de la topologia combinacional para desarrollo de un modelo con comu-
nicacién entre procesos, mediante la lectura-escritura sobre memoria compartida. Las definiciones,
teoremas y lemas presentados son una compilacién de ideas tomadas de [14], [16], [15] y [22].

Por otra parte, para solucionar el problema de cobertura y agrupamiento de los nodos del SDM,
se aplica la homologia simplicial, la cual es una construccion algebraica-topolégica que determina
caracteristicas globales (ej. dominio de cobertura, fronteras, huecos) en un simplicial complex (ej.
generados por nodos y sus enlaces de comunicacién) mediante el uso de estructuras de datos de
conectividad local (e]. protocolos de comunicacién).

2.1. Enfoque topolégico de un SDM

Un sistema distribuido contiene un basto y complejo conjunto de posibles ejecuciones llamado
compler, las cuales permiten modelar los datos, y para su descripcién se fragmentan en piezas discretas
llamadas simplices (simplez en singular). Como el cognado del inglés lo indica, un complex es un objeto
complicado bajo anélisis, por lo que se recurre a herramientas de la topologia combinacional para solo
percibir sus propiedades esenciales.

Ademas, se sabe que los modelos de SDM’s difieren en términos de su confiabilidad y de su garantia
de tiempo (de procesamiento y retrasos en la comunicacién). Considerando esta idea, estos términos
son a menudo reflejados como “huecos” en el simplicial complex.

2.1.1. Elementos de la topologia combinacional

De la topologia se derivan varias ramas, las cuales difieren en la forma de representar los espacios,
asi como en las transformaciones continuas llevadas a cabo para preservar las propiedades esenciales.
La topologia combinacional es una de las ramas, y comprende los espacios hechos de piezas sencillas
o simplices, para los cuales sus propiedades esenciales pueden ser caracterizadas mediante un conteo
(como la suma de los grados en los nodos de un grafo).

7
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Un simplical complex puede ser visto como una realizacién de mayor dimensién de un grafo. Ademsés,
los simplicial complexes pueden ser representados dentro del espacio Euclidiano, debido a que los
vértices son representados como puntos coordenados especificos, y los simplices como su envolvente
convexa. Asi, un 0 — simplex es un vértice (nodo para un SDM), un 1 — simplex es un borde entre
dos vértices, un 2 — simplex es un tridngulo formado por 3 bordes y 3 nodos; y simplices de mayor
dimensién son definidos de forma andloga. Estas construcciones son utiles para el modelado de la
geometria subyacente a una red de sensores [8 pag. 33].

Los simplicial complex abstractos como elementos topolégicos base en las redes

Definicién 2.1.1. Dado un conjunto finito N' de nodos y una familia X de subconjuntos finitos de
N, se dice que X es un simplicial complex abstracto en A si: por cada o € X y 7 C 0, se tiene
que 7 € X.

Figura 2.1: Elementos del simplicial complex abstracto por la definicion [2.1.1

De la definicién 2.1}, los elementos o € X son llamados simplices, cuya dimensién es igual a su
cardinalidad menos 1: dim(o) = |o| — 1. Se le llama face de un simplex ¢ en un simplicial complex
X al simplex 7 C o de dimensién dim(7) = dim(c) — 1. Para 7 como un face de o se dice que o es
un coface de 7.

Por otro lado, cada simplicial complex tiene una realizacion geométrica denotada por | X|, la cual es
un espacio topolégico obtenido por el “pegado” de copias disjuntas de k — simplez comunes, AF, a lo
largo de sus faces. Otra forma de encontrar en la literatura esta realizacién geométrica es el denomi-
nado cell complex o d — celda, el cual es un poliedro convexo homeomorfo a un disco de dimensién
d, y es posible ensamblar celdas para construir una celda compleja (complex). En adelante, para la
descripcién topoldgica combinacional de una celda compleja, se usarda una forma mas estructurada
llamada simplicial complex, cuyas celdas consisten de vértices, bordes, tridangulos, y sus extensiones
de mayor dimensién. Estas construcciones son tutiles para el modelado de la geometria subyacente a
una red de sensores [8, pag. 33].

Para mayor detalle de los conceptos derivados de la definicion [2.1.1] se puede consultar el apéndice

Al
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2.2. Modelos de sistemas con memoria compartida

2.2.1. Los snapshots inmediatos como interaccién para la resolucion de tareas

En modernos procesadores multintcleo, la memoria es una secuencia de paquetes de bits llamadas
palabras, las cuales son individualmente direccionables. Sin embargo, en vez de considerar la lectura
de palabras individuales, se asume la capacidad de leer una secuencia larga y arbitraria de palabras
contiguas en un solo paso atémico. Esta operacién recibe el nombre de snapshot.

Asi, se combinan las operaciones de escritura y snapshot en una operacién llamada snapshot
inmediato, en la cual cada paso puede ser de forma concurrente con otros procesos, y es como se
describe a continuacién:

1. Un proceso escribe su vista local a una palabra en memoria.

2. Se lleva a cabo un snapshot en toda o parte de la memoria.

Sin embargo, este modelo basado en snapshots es considerado poco realista, ya que los multipro-
cesadores modernos no proporcionan snapshots directamente; pero se procede a su aplicacién por las
siguientes razones:

1. Los snapshots inmediatos simplifican fronteras inferioresﬂ debido a que estos dan lugar a estruc-
turas combinacionales mas simples que operaciones de lectura-escritura de palabras individuales.

2. Estas operaciones no afectan la forma de solucién a las tareas (si las tareas tienen solucién con
modelos basados en snapshots, también tendrdan soluciéon mediante instrucciones de escritura por
palabra simple.

Una tarea es un problema a ser distribuido entre varios agentes (nodos, procesos), en el cual cada
proceso inicia con un valor privado de entrada, con la posibilidad de comunicaciéon con otro proceso,
y entonces cada proceso salta con un valor privado de salida. A partir de este punto, se restringe la
atencion en tareas llamadas colorless task (tareas incoloras en adelante), en las cuales solo importa
qué conjuntos de valores de entrada se asignaron y qué conjuntos de valores de salida se eligieron.
Este tipo de tareas cubren muchos de los problemas centrales en computacién distribuida, como el
consenso o el k-acuerdo establecido.

Ademsds, un protocolo es un programa que resuelve una tarea. Para los modelos descritos en este
apartado, se pone interés en los protocolos wait-free (sin esperar), donde cada proceso debe completar
su comunicaciéon en un numero limitado de pasos, y no pueden esperar por algin otro proceso.

2.2.2. Forma operacional de sistemas con memoria compartida

Los procesos

[14, Cap. 3] Se parte de que un proceso es una entidad computacional secuencial modelada como
una maquina de estados. Asi, el conjunto de n + 1 procesos comunicados en un medio (memoria
compartida o paso de mensajes en red) recibe el nombre de sistema distribuido, donde cada uno de
los procesos constan de los siguientes elementos:

1Si una tarea es imposible de resolver utilizando snapshots inmediatos, es también imposible de resolver utilizando
lecturas-escrituras de registros individuales
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= Un unico nombre P tomado de un universo II de nombres: P € II. Para el caso simple, II es
solamente [n] = {0, 1,...,n}. Incluso cuando |II| >> n + 1, se le refiere también al proceso con
un nombre i (el i-ésimo proceso), el cual es un autémata con un conjunto de estados @; (incluye
estados iniciales Qﬁ" y finales sz m) No es necesario que Q; sea finito, ya que los procesos pueden
iniciar valores de entrada de un conjunto contable, y estos pueden cambiar su estado sobre un
posible niimero infinito de ejecuciones.

Al haber comunicacién, cada proceso envia su nombre propio, por lo que todos los procesos
pueden conocer los nombres unos de otros.

= Cada estado ¢ del proceso contiene:

e Un nombre inmutable denotado por name(q) = P, el cual toma su valor de II. Si en una
ejecucion el proceso va desde el estado ¢ hasta el estado ¢': name(q) = name(q').

e Un componente view denotado por view(q) = v, el cual normalmente cambia de estado
en estado sobre una ejecucion, y representa que es lo que el proceso conoce acerca de la
computacion (por ejemplo, saber qué variables locales son usadas).

Configuraciones y ejecuciones: transiciones estructuradas de estado

Una configuracion C' es un conjunto de estados del proceso, correspondientes a la condicién del
sistema en un momento determinado. Cada proceso aparece a lo sumo una vez en C.

Por ejemplo, si {sp,s1} son dos estados diferentes en Cj, entonces name(s,) # name(sy). Por
consiguiente, cada componente de conjunto names(C) es inmutable en cada configuracién. Ademsés,
se tiene un subconjunto active(C'), compuesto por los estados diferentes al estado final. A veces, en la
configuracién se incluye un entorno que indica el tipo de canales de comunicacién, como el estado de
la memoria compartida o los mensajes en la red.

Por otro lado, una ejecucion define el orden en que se comunican los procesos, y corresponde a una
secuencia alterna de configuraciones y conjuntos de nombres de procesos:

Co, S0, C1, 51, .., Siy Cia (2.1)
, donde:
» Cy £ Configuracién inicial.

= S; £ Conjunto de nombres de procesos cuyos estados cambian entre C; y Cji1.

La secuencia Sy, 51, ..., S; que genera la ejecucion recibe en nombre de itinerario, y a la terna
Ci, Si, Ci+1 se le nombra paso actual. Si P € S;, se dice que P toma un paso. En este apartado se le
refiere al paso P como un snapshot inmediato.

Los procesos que aparecen en un paso se dice que son participantes del mismo, y solo estos procesos
pueden cambiar su estado como resultado de su comunicacion. Ademds, si la ultima ejecucion de la
configuracién no es la determinada como final (debido a que esta incluye procesos cuyos estados no
son los finales), entonces se considera que esos procesos han fallado.
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Las tareas incoloras

Una tarea es un problema a ser distribuido entre varios procesos, en el cual cada proceso inicia
con una asignacion de entrada A = {(Pj,v;) | Pj € II,v; € V*"}. Ademads, puede haber comunicacién
con otros procesos, por lo que cada proceso cambia con un valor privado de salida.

Sin embargo, se restringe la atencién en tareas llamadas incoloras, en las cuales importa qué con-
juntos de valores de entrada se asignaron (tomados de un dominio V" : o = {v; | (P}, v;) € A}) y qué
conjuntos de valores de salida se eligieron (tomados de un dominio V°%). Este tipo de tareas cubren
muchos de los problemas centrales en computacién distribuida.

De manera informal se define asi una tarea incolora:
Definicién 2.2.1. Una tarea incolora es una terna (Z, 0, A), donde:
= 7 £ Conjunto de asignaciones colorless de entrada.
= O £ Conjunto de asignaciones colorless de salida.

s AT 29,

Protocolos para tareas incoloras

En un protocolo colorless (protocolo incoloro en adelante) cada proceso realiza un seguimiento del
conjunto de vistas que recibio, sin considerar que procesos enviaron tales vistas, y su cémputo esta
dividido en dos partes:

1. Protocolos de informacion completa con tarea independiente.- Aqui cada proceso envia y recibe
reiteradamente vistas a otros procesos; ademas de actualizar su propio estado y reflejar que es
lo que ha aprendido.

2. Mapa de decision de tarea dependiente.- Cuando se han producido suficientes capas de comuni-
cacion, por este mapa cada proceso elige un valor de salida para su vista final.

Como se muestra en el algoritmo cada proceso ejecuta un protocolo incoloro por etapas (en
adelante capas), para el cual los procesos comparten un arreglo bidimensional en memoria memll][i],
donde las filas corresponden a las capas del protocolo y las columnas a los procesos. En la capa I,
el proceso P; toma un snapshot inmediato: se escribe en mem|l][i], e inmediatamente se toma un
snapshot de la fila [. Ademas, estos protocolos son de comunicacion cerrada, en el sentido de que la
informacién fluye desde capas anteriores hacia capas posteriores, pero no en la direccién opuesta. Asi,
se tiene la siguiente definicién informal:

Definicién 2.2.2. Un protocolo incoloro corresponde a la terna (Z,P,0), donde Z es un conjunto
de asignaciones colorless de entrada, P es el conjunto de configuraciones colorless finales alcanzables
desde Z, y ©(0) es el mapa que lleva cada asignacién de entrada colorless o € Z hasta el conjunto P.
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Algoritmo 1 Protocolo para resolver tareas colorless con memoria compartida

compartir el arreglo mem = {[N — 1], [n]} de Value
view = tnput
paral:=0a N — 1 hacer
inmediate
— memll][i] := view
— snap = snapshot(mem|[l][*])
view := conjunto de valores en snap
fin para
devolver 6(view)

Relacién entre protocolos incoloros y tareas incoloras

Los procesos eligen sus valores de salida para un protocolo (Z, P, ©) mediante un mapa de desicion
d que lleva a cada vista final v de proceso hacia un valor de salida u € V°%: §(v) = u. Este mapa se
extiende desde las vistas finales hasta las configuraciones finales (conjunto de vistas finales). Asi, se
tienen la siguiente definicién:

Definicién 2.2.3. Un protocolo incoloro (Z,P,0) con un mapa de decisién 6 : P — O permite
resolver una tarea incolora (Z,P,A) si, para cada 0 € Z y cada 7 € P alcanzable desde o (es decir,
tal que 7 € ©(0)), 0(7) es una asignacion colorless de salida O € O permitida por la especificacién de
tarea O € A(T).

Las configuraciones colorless iniciales, asi como las asignaciones de entrada colorless son a menudo
conjuntos de valores de entrada, por lo que se usa la misma notacién Z para un conjunto de configu-
raciones iniciales de un protocolo incoloro y para un conjunto de asignaciones de entrada para tareas.
En contraste, P # O, ya que estos estan relacionados por el mapa de decisién § : P — O.

2.2.3. Modelo combinacional

La redefinicién hacia un modelo combinacional de los elementos presentados en el modelo opera-
cional obedece a poder trabajar con términos estéaticos, los cuales guardan el comportamiento de la
computacion concurrente del modelo operacional, y por tanto, son méds ficiles de analizar.

[14] De forma particular, la redefinicién de protocolos y tareas en este modelo combinacional hace
més facil la prueba de cierto tipo de propiedades. Como ejemplo, para el analisis de protocolos incoloros,
se tienen dos tipos de protocolos base: protocolos para acuerdo baricentros y protocolos para acuerdo
k-conjunto. El razonamiento para estos protocolos implica el cuestionar cuales son las condiciones para
su existencia.

Redefinicién de las tareas incoloras

Definicién 2.2.4. Una tarea incolora es una terna (Z,P,A), donde:
» 7 £ Complex de entrada, con cada simplex como subconjunto de V",

» O £ Complex de salida, con cada simplex como subconjunto de V%,
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s A: 7~ 29 £ Mapa portador que satisface la condicién monotonicidad:
o ST = Ao) CA(7).
Es decir, un proceso inicia en vértices de un simplex o € Z, y estos saltan hacia los vértices de
un simplex 7 € A(o).

Informalmente, la cerradura bajo contencién de un simplicial complex I (sio € Ty o’ C o, enton-
ces o/ € T) implica que es posible para procesos sin fallas elegir sus valores de salida incluso si otros
procesos fallan antes de tomar algunos pasos. Es decir: si los procesos con entradas de o participan
en la ejecucion, entonces los procesos restantes con entradas en o \ ¢’ pueden fallar antes de tomar
cualquier paso, y los procesos restantes arrancarian como si la configuracién colorless inicial fuera o”.
Asi, con un razonamiento similar, @ debe ser también cerrado bajo contencion.

Ademas, por la monotonicidad de A, si ¢’ C o, entonces A(c’) C A(o). Ast:
(cndo’)yC (oNd'), Alcnd’) CA(e) NA(d") . A(cNd’) = A(e) N A(d).
Algunos ejemplos de tareas incoloras son:

= Consenso.- Aqui, cada proceso inicia con ¢ € Z valores de entrada, y todos los procesos deben
acordar un solo valor de salida comun. Es decir, el complex de entrada O consiste en un (¢ —1)-
simplex y sus faces conectados; y el complex de salida O es el conjunto de ¢ vértices disjuntos.

» Acuerdo establecido (k-acuerdo establecido) (Z,skel* ‘T, skel*~!).-Cada valor salida de
proceso debe corresponder a algin valor de entrada; pero no mas de k distintos valores de salida
deben ser elegidos. Esta tarea tiene un protocolo trivial si k > n.

Sea ¢ € Z el numero de valores de entrada:

e El complex de entrada Z puede ser arbitrario, y estd conformado por un solo (c¢-1)-simplex
oy sus faces.

e El complex de salida O esta conformado por el (k-1)-skeleton de o.

e El mapa portador lleva a cada simplex de entrada ¢ hacia el skel*1o.

» Acuerdo baricéntrico iterativo (Z,BaryNZ,BaryY).- En esta tarea los procesos inician
sobre un simplex o € Z, y ellos deciden sobre los vértices de algin simplex en la subdivisién
baricéntrica Bary o (la cual es tratada como mapa portador), para alguna N € Z*.

= Convergencia de robots.

Redefinicién de los protocolos incoloros

Definicién 2.2.5. Una protocolo incoloro es una terna (Z,P,©), donde:
= 7 £ Simplicial complex de entrada, donde cada simplex es una asignacién colorless de entrada.
= P £ Simplicial complex de protocolo, donde cada simplex es una configuracién colorless final.
» ©:7+ 27 2 Mapa de ejecucion, tal que P = Uye7O(0).
© es un mapa portador estricto, ya que: ©(c Nao’) = O(c) N O(o’). Esto es:

1. ©(c)NO(0’) es un conjunto de configuraciones colorless finales en las que ningtin proceso puede
decir si la ejecucién comenzoé con entradas de o o de o’. Asi, solo los procesos con entradas de
o N o’ pueden participar, debido a que los otros conocen cual fue la configuracién inicial.
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2. Pero las ejecuciones en 1 son las mismas que con las configuraciones finales © (o No’), correspon-
dientes a las ejecuciones en las cuales solo los procesos con entradas de o N ¢’ pueden participar.

Redefinicién de la relacion entre protocolos incoloros y tareas incoloras

Definicién 2.2.6. Un protocolo incoloro (Z,P,©) permite resolver una tarea incolora (Z,P,A) si hay
un mapa simplicial ¢ : P — O, tal que 6 o © es conllevado por A.

Cada simplex en P es una configuracién colorless final (el conjunto de estados finales que pueden
ser alcanzados en alguna ejecucién). Las asignaciones colorless de salida de las tareas son los simplices
de O.

Cadlculos Decision
PROTOCOLO

0 7

Figura 2.2: Esquema de la relacién entre protocolos y tareas.

Composicion de protocolos

Definicién 2.2.7. (Composicién de dos protocolos) Sean dos protocolos: (Z,P,0) y (Z/,P',0’), con
P C 7'. De su composicion resulta el protocolo (Z,P”,0"), donde ©” = 00 @', esto es, (0" 00)(0) =
©'(8(0)) parao € Z; y P = 0"(I).

Informalmente, en la definicién los procesos participan en el primer protocolo, y después
participan en el segundo, mediante el uso de sus vistas finales del primer protocolo como sus entradas
para el segundo protocolo.

Definicién 2.2.8. (Composicién de un protocolo y una tarea) Sea un protocolo (Z,P,0) y una tarea
(P',O,A), con P C P’y A estricto. De su composicién resulta el protocolo (Z,0', A o ©), donde
(A00)(a) = A(O(0), para 7 € T; y O' = (A 0 O)(T).

Informalmente, en la definicién los procesos que participan en el primer protocolo usan sus
vértices de salida como entradas hacia algiin protocolo que resuelve una tarea.

Definicién 2.2.9. (Composicién de una tarea y un protocolo) Sea la tarea (Z, 0, A), con A estricto,
y un protocolo (Z'),P,0, con O C Z’. De su composicién resulta el protocolo (Z,P’,0 o A), donde
(@oA)(o)=0(A(0)), parac € Z; y P = (00 A)(Z).

Informalmente, en la definicién los procesos que participan en algin protocolo que resuelve
alguna tarea, usan sus vértices de salida como entradas hacia el segundo protocolo.
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Lema de protocolo complex

El siguiente lema muestra la conexién entre las estructuras discretas y continuas de tareas y
protocolos. Este lema es valido para cualquier modelo computacional con protocolos que resuelven el
acuerdo baricéntrico.

Lema 2.2.10. Considerar que para cualquier complex de entrada I y cualquier N > 0, existe un
protocolo que resuelve la tarea del acuerdo baricentrico. (I, Bary™T, Bary™). Entonces, una tarea
(Z,0, A) tiene un protocolo si y solo si alli existe un protocolo (Z,P,O) con el siguiente mapa continuo:

fHPl= 10| (2.2)

tal que f o © es llevado por A.

2.3. Enfoque homolégico de un SDM

La homologia es la forma mas simple para construir invariantes topolégicos E] para el andlisis de
alguna estructura particular de datos. En esta teorfa, un simplicial complex (el objeto topolégico
fundamental) es reemplazado con una cadena complex (el dispositivo algebraico fundamental).

[12]En su nocién més simple, la homologia de un espacio X construye una secuencia de espacios
vectoriales H,(X), mediante descomposicién de un espacio en objetos singulares (celdas o simplexes),
asi como su conteo y cancelacién de acuerdo a la paridad de la dimensién. Las caracteristicas formales
de la homologia, asi como los elementos homoldgicos implementados para este trabajo, son presentados
en el apéndice

[8]Cualquier red de comunicacién sobre un conjunto de nodos N tiene la estructura de un simpli-
cial complex, con todos sus simplexes de dimensién cero o uno. Ademads, es posible trabajar con
simplicial complexes de mayor dimensién (A € R™) cuando se tienen estructuras de datos complejas,
como se lista a continuacién:

s Cech complex C. € N.- Simplicial complex cuyos k — simplexes son generados por k+ 1 nodos,
sobre los cuales se forman bolas de didmetro €, cuya interseccién es mutua y no vacia.

» Vietoris-Rips complex R, € N .- Simplicial complex cuyos k — simplexes son generados por
k + 1 nodos, sobre los cuales se forman bolas de didmetro €, cuyas intersecciones son por pares
y no vacias. Es decir, sus simplexes son tuplas de nodos con distancia d < € por pares.

» Flag complex F.- Dada una red de bordes basada en N, el flag complex es el maximo simplicial
complex que puede representar a A' como su 1 — skeleton, es decir, el 1 — skeleton consiste en
los vértices y bordes suficientes para definir el resto de N.

La riqueza de los métodos homolégicos aplicados radica en configuraciones de SDM’s donde se carece
o fallan los métodos de localizacién (GPS o videocdmaras, por ejemplo); ademds de mostrar la forma
en que algin conjunto de datos o subsistemas se comportan.

2Se trata de una propiedad de los espacios topolégicos que son invariantes sobre homeomorfismos.
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2.3.1. Problemas de cobertura

Se asume que cada nodo n, percibe y cubre un vecindario U, dentro de un dominio D.

= Cobertura general.- Se resuelve el problema de saber si la unién de todos los vecindarios
contienen o son equivalentes al dominio de interés: | J, U = D.

= Cobertura obstaculo.- Se resuelve el problema de saber si la unién de todos los vecindarios
forman un obstaculo entre dos regiones de D para aislar alguna de ellas.

= Cobertura por barrido.- Similar a la cobertura general, pero en este caso se considera que los
nodos cambian de posicién en determinados tiempos: |J, ,U(t)a = D.
K

= Cobertura 6ptima.- Se permite calcular el nimero 6ptimo de nodos para cubrir D.

2.3.2. Criterio homolégico fundamental de cobertura

En este estudio inicial se considera al grafo de conectividad G(V,, E) € R2, donde V. es el conjunto
de nodos (cada uno con radio de cobertura €) y E corresponde al conjunto de bordes que representan
la unién de dos nodos separados a una distancia e. Si se conocen todas las regiones de cobertura
de los nodos Uy con sus intersecciones, se puede usar la homologia Cech y el lema de Nerve para la
busqueda de huecos, y asi dar solucién al problema de cobertura general. Sin embargo, tales datos no
son facilmente conocidos [11), 2010].

En[8, pags. 33-34] Ghrist da las siguientes consideraciones poco restrictivas acerca de los enlaces de
cobertura para comunicacién entre nodos:

» “Cualquier terna de nodos en comunicacién por pares tiene su envolvente convexa en R? con-
tenida en la region de cobertura”, como se muestra en la figura Estas regiones se asumen
correlacionadas a las distancias de comunicacion. Este es un modelo simple, pero motiva el

Figura 2.3: Realizacién geométrica de la regién de cobertura de una terna de nodos en R2.

uso del flag complex F del grafo de comunicacién G para modelar la topologia de la regién de
cobertura.

= Un ciclo C en la red es elegido tal que su imagen en R? sea una curva cerrada simple que acote
un dominio poligonal D. Asi, C actiia como un cercado para el problema de cobertura.
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Con base en estas consideraciones, el siguiente teorema da un criterio fundamental para cobertura,
basado en la homologia relativa de F,C:

Teorema 2.3.1. Dada una red plana de sensores caracterizada por G,C y D (ya descritos), entonces
toda la region D estd completamente cubierta por los sensores si:

1. [C] =0e€ Hl(]:)

2. Euxiste un ciclo explicito relativo [(] € Ho(F,C), con 0 =C.

Observacion 2.3.2. El segundo criterio del teorema [2.3.1| es mas aplicable en la préctica, debido a que
si ¢ € Z5(F,C) es calculado, este provee garantia de cobertura incluso cuando los nodos no implicados
en ¢ son removidos.

2.4. Comportamiento dinamico en tiempo real

Las estrategias de tiempo real estan basadas en tener sistemas con respuesta acotada durante
su operacién dindmica. Un SISTEMA DE TIEMPO REAL (RTS) la interaccién entre sus elementos
es con una certeza de respuesta temporal (tanto local como global) a través de los elementos de
procesamiento (procesos) [3]. Asi, los sistemas distribuidos cuya funcionalidad estd restringida por
tiempos son conocidos como SISTEMAS DISTRIBUIDOS EN TIEMPO REAL.

Una APLICACION EN TIEMPO REAL estd caracterizada por un conjunto I' de n tareas RTT asociadas
{70, 71, ..., Tn} que deben ser completadas para lograr un comportamiento deseado. Por esto, una tarea
estd compuesta por una secuencia de activaciones idénticas a; (i = 1,...,n) separadas entre ellas por
un lapso de tiempo.

Asi, los pardmetros que una RTT son:

» Tiempo de llegada o de liberacién (r;).- Tiempo en que la tarea es establecida para su
ejecucién.

» Tiempo de consumo (¢;).- Tiempo que le toma a cada tarea para ejecutar sus actividades asig-
nadas sin interrupcién.

» Plazo de entrega (deadline) (d;).- Limite de tiempo en que la tarea debe de finalizar. De
este parametro, se tienen las siguientes definiciones:

e TAREA PROGRAMABLE.- Tarea que completa su objetivo en un tiempo menor o igual a d;.

e SISTEMA PROGRAMABLE.- RTS en que todas sus tareas terminan antes de sus deadlines.
» Tiempo de inicio (s;).- Tiempo en que la tarea inicia su ejecucién.

» Tiempo de finalizacién (f;).- Tiempo en que la tarea termina su ejecucién. Asi, una tarea es
programable si f; < d;.

» DESPLAZAMIENTO (¢;).- Tiempo de la primera instancia periédica producido cuando la tarea
tiene un retraso por el cual no inicie exactamente en el tiempo s;.



18 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Las TAREAS EN TIEMPO REAL (RTT) son entidades ejecutables de trabajo J; que al menos son
caracterizadas por un tiempo de ejecuciéon maximo y una restricciéon de tiempo, y estd formada por
un conjunto de instancias J; = {J; x}, con i, k € Z%.

Una INSTANCIA {J; 1} es una unidad de trabajo de una tarea, y estd definida por la siguiente tupla:
Jiﬁ = (Ti,ka Ciy, dik)7 i, ke Z+ (2.3)

Cuando solo se desarrollard una sola tarea, se puede prescindir del indice 3.



Capitulo 3

ANALISIS PARA EL MODELO
DESARROLLADO

Ya con los fundamentos de topologia combinacional, y considerando el trabajo relacionado al
modelado de SDM’s, en este capitulo se detalla el andlisis realizado para el modelado a realizar,
considerando restricciones de tiempo real.

3.1. Representacion general del SDM

Se considera el caso en que los nodos viven en un dominio euclidiano plano D C R? compacto y
con frontera poligonal. Cada nodo puede comunicarse dentro de cierta vecindad simétrica y radial,
para asi realizar determinada tarea. Para resolver el problema sobre si la unién de todos los discos
alrededor de los nodos cubren D, se aplican métodos topoldgicos, con los cuales no es necesario que
los nodos cuenten con alguna forma de localizacién, orientacién o medicién de distancia.

3.1.1. Marcos y consideraciones de operaciéon

Los siguientes marcos operacién y distribucién de los n nodos fueron adoptadas de Ghrist, Muham-

mad y Jadbabaie, ya que garantizan capacidades de cobertura y comunicacién basadas en proximidad.

Cobertura simplicial

Cada nodo puede comunicarse con otros nodos dentro de un dominio simétrico radial r,. Por lo
anterior, cualquier subconjunto de nodos que estén comunicados por pares cubre su conjunto convexo
@, expresado en la ecuacién

AWV) = Jleonv(Q)IQ € Vimazy, ,eqllvi —vjll2 < 1} (3.1)

donde V es el conjunto de nodos, y v; la localizacién estimada de ¢-ésimo nodo.

Cobertura simétrica

= Similar a marco de cobertura simplicial, pero ahora asumiendo que cada nodo cubre areas simétri-
cas radiales r., expresadas en la ecuacién

UV)= J{zeR:flx—vf|<r}=J U, (3.2)

veV veV

19
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donde Uy, es el disco de cobertura del nodo localizado en el punto v.

= La region de interés D de cada cimulo es conectada y compacta, y tendra cobertura completa
si es un subconjunto de U (V).

= Cada D estard acotada linealmente por una frontera 9D, donde se ubicardn sensores denominados
fence. Cada uno de estos nodos identificard a sus dos nodos fence vecinos, por lo que se formara
una configuracion ciclica bien definida.

» Por el trabajo de Ghrist, se asume que 73, < 7.V/3.

Consideraciones generales de operacion

Como se observa en la figura se consideran los siguientes elementos dentro del espacio donde
se desarrolla la red de nodos méviles:

» v prrA, - 1d del nodo, donde “LETRA” denota el cumulo al cual pertenece, y n € Z es el
numero de nodo.

= 7..- Radio de cobertura del nodo.

= roreETRA - Radio de cobertura del nodo “LETRA”.

™

Figura 3.1: Esquema en R? de los nodos a considerar en este andlisis
Consideraciones a tomar en cuenta:
= Cada nodo tiene asignado un tnico I D a ser transmitido.
= Cada nodo es capaz de comunicar su ID a sus nodos vecinos.

= Cada nodo tiene un I D dentro de un arreglo, el cual corresponde al simplex del cual el nodo es
parte.

= Se tienen rangos radiales limitados de cobertura por nodo (r.) y por cimulo (rupprrar)-

= Sobre la forma de deteccion entre nodos, esta posible ya sea por la deteccién de una senal fuerte
en un radio rg, o por la detecciéon de una senal débil en un radio ry,.

= Los vértices de la frontera poligonal 0D son definidos por nodos especiales llamados nodos
fence, los cuales forman una configuracién ciclica bien definida. Ademas, cada uno de estos
nodos identifica sus dos nodos fence vecinos.
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Ya con la premisas consideradas, los nodos de cada ciimulo son representados por un grafo dirigido
G'LETRA, Cuyos Vértices corresponderan a los nodos de la red mévil, y los bordes seran la distancia
estimadas de separacién, de acuerdo a los radios de deteccién rg y 7.

Ahora bien, para obtener la caracterizacién topoldgica que reemplace la definicién operacional por
grafos, se debe probar la existencia de un mapa continuo entre espacios topolégicos, mediante la
captura de los conjuntos de posibles entradas y salidas de la tarea distribuida a realizar [9]. Para esto,
se cambia a una representacion por simplicial complex abstracto, cuyos simplices son determinados al
rellenar los grafos correspondientes: cada uno serd el simplicial complex mayor con el correspondiente
grafo como su 1 — d skeleton [1].

G'LETRA — G LETRA (3.3)

La representacion topoldgica es vélida, ya que un simplicial complex es una generalizacién de un
grafo, ya que se captura relaciones de orden superior entre los elementos de V. De acuerdo con de
Silva y Ghrist [7], una forma de representacién de grafos dirigidos en simplicial complexes es por
medio de los Vietoris-Rips complex (o como mejor se les conoce, Rips-complez R), los cuales pueden
ser definidos para cualquier espacio métrico M y cualquier distancia §, por la formacion de un simplex
para cada conjunto finito de puntos que tengan un didmetro de al menos 0. Es decir, se trata de una
familia de subconjuntos finitos de M, siendo cada uno un subconjunto de k& puntos como parte de un
(k — 1) — dimensional simplex.

3.1.2. Cémputo descentralizado para la estimacién de invariantes topolégicos

[21]La computacién de ciertos invariantes topolégicos en redes de sensores es relevante para el
modelado de la cobertura y el ruteo.

[21] La idea de un algoritmo distribuido para el cémputo de invariantes globales podria parecer
contradictoria, ya que si el tamano de los huecos de comunicacion es relativamente largo, se tendria la
necesidad de acumular la informacién local en una cierta regién antes de del computo del conocimiento
global de la topologia. Por lo tanto, el o los nodos que porten toda la informacién local podrian ejecutar
algiin algoritmo homoldgico centralizado y calcular la topologia global. Sin embargo, para el caso de
las redes de sensores, donde sus agentes tienen una limitada potencia computacional, la acumulacién
de datos de red en uno o pocos nodos no es viable, debido a las limitaciones de los recursos en la red.

Como forma de resolver la problemética planteada, se toman en cuenta ciertos métodos probabilisti-
cos, por los cuales se crean procesos aleatorios a nivel de nodo, para asi ponderar las estimaciones
locales, y que converjan con alta probabilidad hacia el conocimiento global del sistema. Ademaés, para
el modelado de la potencia de trasmisién a ser detectada por los nodos, se toma como base la tesis en
[2], en la cual se describe la técnica del control de potencia de transmisién (TPC). En esta técnica,
el nodo movil ajusta su potencia de transmisién, de forma que tnicamente el nodo con el que quiere
comunicarse pueda escuchar sus transmisiones. Asi, su viabilidad es analizada mediante un modelo
probabilistico, el cual permite a un nodo movil estimar la potencia de transmisién que maximice la
probabilidad de que su senal inaldmbrica alcance el punto de acceso (AP) més cercano.

3.2. Modelo de protocolos que resuelven tareas

Se parte de que una tarea T es solucionable en un modelo M si existe un protocolo P por el cual,
en cada ejecucién de M, cada proceso toma suficientes pasos y eventualmente produce salidas, tal que
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tales salidas cumplan con las especificaciones de la tarea con respecto a las entradas proporcionadas [9,
2014]. Se tratard al modelo como un conjunto de ejecuciones, en las cuales se intercalaran snapshots
inmediatos.

Manejo de fallas En un SDM las fallas pueden estar correlacionadas para procesos que se ejecutan
en el mismo nodo, que se ejecutan en la misma particién de red o que son administrados por el mismo
proveedor. Para un modelo bésico, el objetivo es proporcionar algoritmos sin esperas (wait-free) que
resuelvan tareas particulares cuando cualquier niimero de procesos puede fallar; sin embargo, este
enfoque es muy exigente y, a veces, sobrado.

Proposicion 3.2.1. Un protocolo t-resiliente es aquel que funciona correctamente cuando el nime-
ro de procesos defectuosos no supera un valor t, 0 <t < n procesos. Un algoritmo sin esperas para n
+ 1 procesos es n-resiliente. Ast, una tarea incolora tiene un protocolo t — resiliente en un modelo si,
para todo n > t, hay un protocolo t-resiliente con (n+1)-procesos para esa tarea.

Proposicién 3.2.2 (Lema Skeleton). Si un protocolo (Z,P,0) resuelve una tarea (Z,0,A) y hay
un protocolo tipo k-set agreement para I, entonces la composicion de k — setagreement con (Z,P,0)
tambien resuleve (Z,0, A)

Observacion 3.2.3. Informalmente, la proposicién seniala que si se tiene un protocolo para una
tarea, asi como un protocolo para el k — set agreement, entonces se puede resolver la tarea al pre-
procesar con el k-set agreement.

Proposicién 3.2.4 (Lema del complex protocolo). Si hay un protocolo por capas tipo t-resiliente para
(Z,0,A), entonces hay un protocolo (Z,P,0) tal que:
P = Bary™ (skel'T) (3.4)
O(c) = Bary" e skel'(o)

Observacion 3.2.5. Por la proposicién se asume que cualquier P es una subdivision baricéntrica de Z.

3.2.1. Paso de mensajes entre nodos del SDM
Condiciones de operacion

» Se tiene la interaccién de n + 1 nodos/procesos, mediante el envio-recepcién de mensajes en un

SDM.

= Cada mensaje enviado desde un nodo p se entrega una vez a su nodo destino ¢ mediante el
procedimiento enviar(id,, Val, Ly, J; ), donde:
e idy.- Identificador del nodo que estd enviando el mensaje.

e valy, ...,val; € Val.- Conjunto de valores correspondientes al desarrollo del protocolo que
resuelva una determinada tarea.

e L;.- Conjunto de listas con los simplicial complexes de orden k a ser construidos. Este
procedimiento serd descrito en el subcapitulo 3.5

e J;1,i,l € ZT .- Tupla con las restricciones de tiempo real para iésima tarea a ser desarrollada
durante el tiempo [. Esta tupla sera detallada en el algoritmo [7|dentro del subcapitulo|3.3.1
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Observacion 3.2.6. El procedimiento enwviar(...) serd sobrescrito, de forma que los argu-
mentos utilizados sean de acuerdo con el protocolo a desarrollar.

= Se consideran a los procesos como t-resilientes, donde t es el niimero de procesos que pueden
fallar.

= En cada ocasién que un proceso p reciba un mensaje de otro proceso g, p reenvia tal mensaje a
todos los procesos (incluido el mismo): enviar(idy, Val, Ly, J; ;) a todos.

= En el momento que un proceso g recibe un mensaje de un proceso P, este realiza una accién
determinada: al recibir (id,, Val, Ly, J;;) hacer...

Observacion 3.2.7. El procedimiento recibir(...) seré sobrescrito, de forma que los argumentos
utilizados sean de acuerdo con el protocolo a desarrollar.

= Cada proceso debe continuar reenviando mensajes incluso después de que haya elegido su valor
de salida. Sin tal garantia, un proceso no defectuoso que elige una salida y se queda en silencio
no se puede distinguir de un proceso que ha fallado, lo que implica imposibilidad de realizar las
tareas donde se requiera que la mayoria de los procesos no sean defectuosos. Asi, se considera este
reenvio continuo a ejecutarse en segundo plano, intercalado con los pasos del propio protocolo:

Algoritmo 2 :background()

: Al recibir el mensaje hacer:

mientras recibir(idy, Val, Ly, J; ;) hacer
enviar (idp, Val, Ly, J;;) a todos los procesos

: fin mientras

AW Ny =

Acuerdo baricéntrico

Proposicién 3.2.8. Al tener las operaciones de envio y recepcion como primitivas, se asume que
cualquier protocolo complex P es una subdivision baricéntrica del complex de entrada Z.

Definicién 3.2.9 (Subdivisién baricéntrica). Estructura topoldgica combinatoria por la cual cada
nodo/proceso p es asignado como entrada en un vértice v, del simplex o; y después de intercambiar
mensajes con el resto de los nodos, se elige un face o, C 0 que contenga a vp, tal que para cualesquiera
dos procesos participantes p, g, los faces que se elijan sean ordenados por inclusién: (o, C 040 04 C 7).

En el algoritmo [3] muestra una forma para la solucién de este tipo de tarea, donde cada proce-
so/nodo P; mantiene un conjunto V; de los mensajes que ha recibido, y se desarrolla de la siguiente
manera;

= Al iniciar el protocolo, solo se tienen los valores del P; correspondiente.
= P, continuamente transmite V;, y espera a recibir conjuntos de otros procesos.

e Si se recibe V' tal que V/ = Vj, entonces se incrementa su contador del nimero de veces
que ha recibido V;.

e Si se recibe V' tal que V/'\ V # (), se asigna V;|JV’ a V; y se reinicia el protocolo.

= Cuando P; ha recibido n + 1 — t copias idénticas de V; provenientes de distintos procesos, el
protocolo termina, y F; decide V.
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= Despues de que el hilo principal del protocolo termina, P; debe continuar reenviando mensajes
hacia los deméds procesos (ejecucién en background).

Algoritmo 3 :acuerdoBaricéntricol()

Entrada: v;.- vértice a evaluar.

Salida: V; afectado por el acuerdo baricéntrico.
1: Vi :={v;} //Conjunto de mensajes que P; ha recibido.
2: cuenta:= 0 //Contador de las confirmaciones recibidas hasta cierto momento .
3: mientras cuenta < n+ 1 —t hacer
4:  //Obtener confirmacion de cada proceso sin falla.
5. enviar(P;,V;) a todos
6:  al recibir (P;,V;) hacer //Recoleccion de respuestas.
7 si V; =V, entonces
8 cuenta := cuenta + 1

9

. sino
10: si V; \ Vi # 0 entonces
11: Vi =V;UV;
12: cuenta := 0
13: fin si
14: fin si

15: fin mientras

16: devolver V;

17:

18: // ejecucién en background después que el protocolo devuelve V;.
19: background

20: al recibir(P;, V;) hacer

21: Vi :=V;UUV;

22: enviar(P;, V;) a todos

Protocolo (t+1)-set agreement (fijarAcuerdo)

Como se muestra en el algoritmo [4] al inicio cada proceso reune valores de tantos otros procesos
como sea posible. El método getQuorum() (desarrollado en el algoritmo |5|) recopila valores hasta que
recibe mensajes de todos los procesos.

Observacion 3.2.10. Es seguro esperar tantos mensajes porque hay al menos n + 1 — t procesos no
defectuosos. No es seguro esperar méds, porque los procesos t restantes pueden haberse bloqueado.

El conclusién, en el algoritmo[4] para realizar un acuerdo de conjunto (t +1) cada proceso transmite
su valor de entrada, espera recibir valores de un quérum de n + 1 — ¢ mensajes, y elige el menor valor
entre ellos.

Condiciéon de solvencia

El teorema a continuacién mostrado es el principal resultado obtenido por Herlihy, Kozlov y Rajs-
baum en [I4], donde se muestra un criterio de existencia de un protocolo para la solucién del paso de
mensajes entre nodos.
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Algoritmo 4 :fijarAcuerdo(v;)

Entrada: v; .- valor de entrada del proceso F;.
Salida: Valor minimo del conjunto V'
1. enviar(P;,v;) a todos
2: V:= Conjunto de valores:= getQuorum()//Obtener valores de todos menos t.
3: devolver el valor minimo de V //Es posible no haber obtenido t valores menores.

Algoritmo 5 :getQuorum()

1: V:= Conjunto de valores:=()

2: ¢ :int := 0 //Contador de los mensages recibidos.
3: repetir

4:  hasta recibir(Q,v) hacer

5. V=V {U{v}

6 qg:=q+1

7: hastaqueqg=n+1-1

8: devolver V

Teorema 3.2.11. [1J] Para 2t < n+ 1, la tarea (Z,0,A) tiene un protocolo t-resiliente si y solo si
hay un mapa continuo f : |skel'Z| — |O], el cual es llevado por A.

Bosquejo de la prueba.- Para mostrar que f implica P, f tiene una aproximacion a simplex dada
por ¢ : Bary" skel!T — O (llevado por A). Por otro lado, mediante la construccién de un protocolo
a dos pasos:

1. Los procesos usan el protocolo (t+1)-set agreement (algortimo [4]) para converger a un simplex
o € skel'T.

2. Los procesos repiten el barycentric agreement protocol (algoritmo para converger a un simplex
en Bary" skel'T.

Finalmente, al realizar la composicién de estos protocolos, y aplicar ¢ como un mapa de decisién d,
se produce el protocolo deseado.

3.3. Modelo de cobertura e identificacién de ciimulos por simplicial
complexes

Considerar el grafo G(N, E) de nodos mdviles, cada uno con un radio de cobertura e. En G, N es
el conjunto de vértices correspondientes a los nodos, y E es el conjunto de bordes (tal que dos nodos
estén a una distancia € uno del otro). Con esto, se construye el Rip Complex inducido por G.

Definicion 3.3.1. Dado un conjunto de nodos ng,ni,...,ny € R™ y € > 0, el Vietoris-Rips complex
(denotado por R) es el simplicial complex cuyos k — simplices corresponden a las (k + 1)-tuplas no
ordenadas de nodos que son colocados por pares a una distancia € uno del otro.

Dada la definicién [3.3.1] se tienen las siguientes observaciones:

Observacion 3.3.2. Los simplices de orden 0 y 1 que pertenecen a R corresponden a los nodos y los
vértices de G, es decir, corresponde a la informacién acerca de la regién cubierta por cada nodo.
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Observacion 3.3.3. La dimensién de Hy(R) significa el niimero de componentes conectados de la red
distribuida. Por lo anterior: Ho(R) es de dimensién 1 si y solo si su correspondiente G es conectada.

Observacion 3.3.4. La dimensién de H;(R) significa el nimero de huecos en G.

Cualquier subconjunto de nodos en comunicacién por pares cubre todo su casco convexo, lo que
implica que la regién cubierta estda dada por:

AN) = | J{eonv(Q)IQ S N, mazn, m;eqllni — nyllz < rp} (3.6)

Observacion 3.3.5. Por la ecuacion [3.6) se concluye que el radio € necesario para la construccién de R
es 1y, es decir: € = ry,.

Observacion 3.3.6. Asi, para la formacién de cada ciimulo, interesa verificar si todos los puntos dentro
de una regién D estan cubiertos por los nodos, es decir:

D C A(N) (3.7)
considerando ademas que toda la regién de cobertura de los nodos estd acotada por fence nodes:

OF C A(N) (3.8)

3.3.1. Construccién de una representacion local de R

Se requiere conocer las condiciones para desarrollar el cdlculo de los grupos homolégicos de forma
distribuida, por lo que se necesita un algoritmo que se ejecute a nivel de nodo e interactiie con nodos
vecinos. Asi, para obtener una representacién local de R, se tienen los siguientes dos pasos:

1. Simplex miembro.

2. Simplex propiedad.

Simplex miembro

Por el algoritmo (7] (el cual llama al algoritmo @, cada nodo conoce de cudl simplex de mayor
dimension es parte, ya que un nodo puede pertenecer a varios simplices dentro del complex. De forma

Algoritmo 6 :encontrarSimplices()

Entrada: k; Lista de k-simplices L
Salida: Lista de k + 1-simplices L1
1: K:= longitud de Ly

t Ly =10
C:= todo K elige k combinaciones de {1, ..., K}
: para i := 1 hasta |C| hacer
{01, ..., 01 }:= simplices correspondientes a la combinacién C(7)
w:= la cadena o1 + 09... + o}
si 0,w=0 entonces

Adjuntar {o1,...,01} a Liyq
fin si
: fin para

© 0N R WD

—_
=]

general, el algoritmo [6] trabaja de la siguiente manera:
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= Al inicio, cada nodo es consciente de su propio I D, por lo que se genera un conjunto de 0 —
simplices.

= Después de esto, los nodos simultdneamente envian sus ID’s hacia los nodos vecinos dentro de
su radio €; estos vecinos reciben la informacién y la anexan en sus respectivos arreglos de ID’s.
Asi, se genera el conjunto de 1 — simplices.

= Los nodos envian la lista de 1 — simplices que poseen, y después de la recepcién, cada nodo
compara el 1 — simplex recibido con su propio arreglo 1 — simplex en bisqueda de un ciclo. Si se
encuentra algin ciclo, el nodo en cuestién anexa cada ciclo a su arreglo, por lo que se construyen
los 2 — simplices. Asi, los resultados de encontrar de 0 a 2-simplices son mostrados en la figura
.2

Gy 69 b) D

4 el

[

(10,7,9)

EENssSEEEEEEEEEEEESEEEEEEE
=
IEEEEEEsSsEsssEEsEEEEEEEE

Figura 3.2: Realizacién geométrica del algoritmo |§| para encontrar: a) O-simplices, b) 1-simplices, ¢)
2-simplices. Figura adaptada de [19].

= En la siguiente transmision, la lista de 2 — simplices es compartida a los nodos vecinos, para asi
encontrar 3 — simplices.

= De forma general, todos los simplices de dimensién menor o igual a k£ son conocidos en el k-ésimo
envio; por lo que desde una lista de k-simplices, la lista de k + 1-simplices es generada.

Para el cdlculo de un grupo homoldgico n — dimensional, se requieren solo simplices de dimensién
n,n—1y n+1. Asi, el protocolo simplexMiembro() aplica el protocolo encontrarSimplices() de forma
iterativa en cada nodo, hasta que todos los simplices de alguna dimensién k deseada sean encontrados.
Por dltimo, para resolver el problema de indicar a cada nodo cuando transmitir y cudndo todas las
transmisiones han sido recibidas por sus nodos vecinos, un protocolo MAC' es implementado.

Simplex propiedad

Ya que todos los k 4+ 1 nodos pueden reclamar la pertenencia de un n-simplex en particular, se
requiere un protocolo de red a nivel simplex, como se muestra en el algoritmo

Observacion 3.3.7. El algoritmo [8| concede la propiedad de un simplex a un nodo, si tal nodo tiene el
ID menor en el simplex. El resultado es un subcomplex R; C R perteneciente al nodo n;.
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Algoritmo 7 :simplexMiembro()

Entrada: ID del nodo j; la dimensiéon k£ mayor de simplices a ser encontrados.
Salida: Lista de simplices {Lz, ..., Ly}
1: Lo = {j}
2: parai:=1 a k hacer
3: LZ' = @
4 repetir
5 ESPERAR
6: hasta que MAC permite TRANSMITIR
7. TRANSMITIR(L;-1)
8: repetir
9 ESPERAR
10:  hasta que MAC indica todos los mensajes recibidos
11:  Obtener mensajes Mi—1:={Mu, ..., Myey(n;)}
12: Adjuntar Ly a M;_4
13:  Li:=encontrarSimplices(M,,i)
14: fin para

Algoritmo 8 : simplexPropiedad|()

Entrada: ID del nodo j; la dimensiéon mayor de simplices para encotrar k.
Salida: R; C R perteneciente a n;.

1 {L1,..., Ly} < simplexMiembro(j,k);

2: 'R,j — (Z);

3: para p < 1 a k hacer

4: paraq < 1a |Ly| hacer

5 o« Ly(q);

6 {vo, ..., vt} + nodos de o;

7 Umin = MAn(vg, ..., Vg );

8 Si Umin = j entonces

9: adjuntar o a Rj;

10: fin si
11:  fin para
12: fin para
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Observacion 3.3.8. El Rip complex completo resulta de la unién de todos los subcomplex, como se
muestra en la ecuacién [3.9

R=JR, (3.9)

Resultados de la representacion local de R

De acuerdo con [21], por la aplicacién de las propiedades especiales de los Rip-complez, la imple-
mentacion del algoritmo [§] permite dar la siguiente proposicion:

Proposicién 3.3.9 (Homologfa trivial). Si R; C R es un subcomplex resultado de la ejecucion del
algoritmo@ sobre el nodo nj;, entonces R; tiene homologia trivial.

Prueba. Suponer que los simplices {01, 02, ...,0,} € R; span Ci(R;),Vk > 0. Ya que todos los sim-
plices tienen a j como nodo comin, cualquier cadena en Cj(R;) es un vecindario en forma de estrella
de j. Ademas, si hay un ciclo inducido por el simplex en dimensién k + 1, por las propiedades de los
Rip-Complex, siempre se rellena por la accién del propio simplex. Por lo anterior, R; estd siempre
conectado y Hx(R) =0,V k > 0. O

Este resultado también sugiere métodos para combinar los subcomplejos en varios nodos para
calcular las clases de homologia global.

Proposicién 3.3.10. Si los k + 1,k, k — 1 simplices de R estdn contenidos completamente en dos
subcomplexes Ri, R; (los cuales son resultado de la ejecucion del algoritmo @ sobre los nodos 1,j),
entonces la k-ésima homologia de R = R;|JR; es isomdrfica a la homologia R;(\R; en una dimension
Menos.

Prueba. Al aplicar la secuencia exacta Mayer- Veitoris de la siguiente forma: la imagen de cada mapa

Hu(R) 2 ...

Hi 1(R:) @ Hp—1(R;) —

- — Hp(Ri) & Hi(R;)
. ..Hk_l(Rfj_ ﬂ'Rj)

v
=
o
2
es isoméfica al kernel de su mapa anterior. De la proposicion se tienen los siguientes resultados
triviales: Hy(R;) @ Hi(Rj) = 0y Hip_1(R;) @ Hr—1(R;) = 0. Por exactitud, 0 es un isomorfismo, y

3.3.2. Calculo de grupos homolégicos mediante operadores Laplacianos

La descomposicién espectral de operadores Laplacianos de alto orden sobre simplicial complexes
fue el procedimiento seguido para el computo de grupos homolégicos, con base en los resultados de
Jadbabaie y Muhammad expresados en [21]. Estos Laplacianos pueden ser operadores locales prome-
diados o por mezcla de operaciones, y su forma de propagacion distribuida permite detectar ausencia
o existencia de huecos en la cobertura del SDM. Asi, se implement6 un algoritmo tipo goosip para
recuperar una estimacion global de ciertas matrices que no puedan ser calculadas localmente debido
a huecos, y asf lograr calcular una descomposicién espectral distribuida de los Laplacianos.

k-Laplacianos como promedio local

La idea principal es calcular el espacio nulo del primer Laplaciano combinatorio de un complejo
simplicial correspondiente a la cobertura, y asi extraer la informaciéon que proporciona sobre la primera
homologia.
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Sean 01,09,...,0, € X k—simplices orientados. Asi, para un par de nodos i,j se obtienen los
elementos (Ly);; expresados en la ecuacion

degy(o;) +k+1 si i=7
1 st i+ j,0; /~0;y 0y — 0, con similiar orientacién
Lr)i; = (050k)ij+(Oks108.1)ij = IR S J L . .
(Le)ig = (00k)ij+(Okt10511)i5 -1 si i # j,0, 7~ 0 y 0; — o con distinta orientacién
0 st i # Jyyaseao; ~ 000/t 0

(3.10)

Observacion 3.3.11. El elemento €;; € {—1,1} captura la similitud o diferencia de orientacién entre
los simplices 05,0, por lo que el calculo del & — Laplaciano puede ser escrito a nivel simplex de la
siguiente forma:

Li(0i) = (degu(oi) + k +1)0i + Xo, 0, (€ij05) — Xoy~ay (€imOm) (3.11)

Asi, la ecuacién indica que los k — Laplacianos trabajan de forma similar a un algoritmo
distribuido tipo gossip, donde las estimaciones locales son actualizadas por estimaciones de los simplices
que son adyacentes de forma superior o inferior.

Condicién de conectividad entre dos simplices adyacentes

El siguiente resultado estd en términos de nimero de saltos de comunicacién (hop-count), los
cuales son definidos como el menor nimero de enlaces de comunicacién entre dos nodos en un SDM.

Proposicién 3.3.12. Sean los k—simplices {o1,02} € R, con o1 € R;1, 02 € R;2, y los subcomplexes
R;1,R;2 € R son propiedad de los nodos j1 y j2 ejecutando el algoritmo @ Ademds, sea d(i,j) el hop-
count entre dos nodos i,j del SDM. Asi, pueden darse los siguientes casos:

1. Si o1 —~ o9, entonces d(j1,j2) < 1.
2. Si o1 — o9, entonces d(j1,j2) < 2.

Prueba. » Para el caso 1: Si los dos simplices son propiedad del mismo nodo, entonces d(ji, j2) = 0.
Si o1 —~ o9, entonces ambos k — simplices pertenecen a un k + 1 — simplexr. Dado que en un
simplex dos vértices son adyacentes entre si: d(j1,j2) < 1.

» Para el caso 2: Si 01 — 09, considerar cualquier par de vértices, uno por cada simplex. Este par
de vértices puede estar a lo sumo un borde de distancia desde un k — 1 — simplex comun. Asi
ambos nodos estan a lo sumo 2 bordes de distancia entre si, por lo que d(ji,72) < 2.

O]

Observacion 3.3.13. El célculo del k — Laplaciano combinatorio puede ser implementado a nivel nodo,
usando a lo sumo dos saltos de comunicacién entre nodos vecinos.

Observacion 3.3.14. Se requiere la existencia de algun protocolo de ruteo que comunique paquetes de
informacién entre dos nodos que estén a lo sumo dos saltos separados.

Observacién 3.3.15. Por las observaciones [3.3.13| v [3.5.14] dadas, el cdlculo Laplacianos de alto or-
den es una operacién local esencial que necesita una pequena sobrecarga de comunicacién para la
implementacion sobre SDM’s.
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Convergencia de cobertura para el SDM

Las propiedades de convergencia de un sistema dinamico de la forma

Ow(t)
— = —Lrw(t 3.12
ot kw(t) ( )
dependen de la k—ésimo grupo homolégico del simplicial complex fundamental X. Este sistema ha
demostrado ser generalmente semi estable, de acuerdo a alguno de los dos siguientes casos:

» Estabilidad asintdtica para cualquier eleccién de condiciones iniciales si y solo si Hy(X) = 0. Por
lo tanto, la propagacién distribuida del Laplaciano es una forma de detectar si la k—homologia
es trivial (sin huecos).

e Si X tiene huecos, dependiendo de la condicién inicial, el sistema dinamico converge al
subespacio que abarcan las clases de homologia de L;. La tasa de convergencia de este
sistema esta controlada por el valor propio méas pequeno distinto de cero de Lg.

e Si hay exactamente un hueco en la dimension k, este método distribuido para calcular el
grupo de homologia permite que el sistema dindmico converja a su representacién armonica.

= Global asintéticamente estable para el cdlculo del primer grupo homolégico:
i(t) = —Liz(t), z(0) = 29 € R™ (3.13)

siy solo si D C A(N); donde x(t) es el vector de dimensién ny, y ny corresponde al nimero de
1 — simplices del simplicial complex.

Observacion 3.3.16. Para cualquier condicién inicial z(0), la trayectoria x(t) para todo tiempo
futuro siempre converge a un punto dentro de ker(L). Asi, la estabilidad asintética del sistema
es el indicador para obtener una homologia trivial.

Observacion 3.3.17. Considerar

¥ = limi—eo (3.14)

como un elemento en el espacio nulo de L;. Asi, este elemento es una representaciéon de la
homologia de clase de Rp.

Para el caso particular en que z* = 0Vz(0), entonces Hj(R,p) consiste en una clase trivial,
por lo que R, no tendra huecos de cobertura.

Observacion 3.3.18. La estructura muy especifica del primer Laplaciano combinatorio garantiza
que la ejecucion concurrente del criterio de verificacién expresado en la ecuacién [4.4] a nivel
nodal es, efectivamente, una regla de actualizacién local, por lo que el valor del estado local de
un borde se actualiza utilizando estimaciones de los bordes adyacentes.

Observacion 3.3.19. Por la observacién hay una relacién entre la ejecucién distribuida
del criterio de verificacién expresado en la ecuacion [£.4] con el algoritmo de acuerdo en tiempo
continuo a ser analizado en el subcapitulo en el que se usa el grafico Laplaciano para llegar
a un consenso (un punto en ker(Lj)) sobre un grafo conectado.
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Criterio de estabilidad si existen mas de dos huecos en R;.- Sin embargo, Muhammad y
Jadbabaie muestran en [21] que si existe en la configuracién topoldégica dos o més agujeros, este método
falla para el calculo de multiples grupos homoldgicos, debido a que la magnitud de los autovectores no se
relacionan con la proximidad de agujeros ni dan una relacién entre los agujeros y ciclos, sin importar
las condiciones iniciales elegidas. Como solucién, en [2I] se cita el trabajo de Kempe [I], donde se
muestra un algoritmo distribuido para la descomposicién espectral de la matriz de adyacencia; y ya
que la representacién del k—Laplaciano a nivel simplex ha sido mostrada, se aplica el algoritmo de
Kempe para dar solucién al célculo de grupos homolégicos que involucren mas de un agujero.

La base del algoritmo de Kempe es el esquema de iteracion ortogonal estandar para calcular los
k vectores propios superiores de una matriz A € R™ ", Primero se tiene una estimacién inicial para
los vectores propios eg, es, ..., e, apilados en @, € R™**. Después de esto se calcula la factorizacion
QR usual de AQ,, la cual estd dada por Q,+1R, por lo que es posible invertir a R para obtener
Qni1 = R7YAQ,,. Para n grande, @,, se aproxima a los autovectores verdaderos con un pequefio error.

Suponer que la matriz A modela alguna propiedad global del SDM, en la cual las entradas Aj;;
representan relaciones a nivel local del SDM, como la matriz de adyacencia A;; € {0,1}, es decir, la
presencia o ausencia de enlaces de comunicacién entre los nodos i, j. Para el Rip complez del SDM, A
puede ser una matriz de adyacencia superior o inferior entre simplices.

Consideraciones:
» Cada nodo (o simplex) maneja una fila correspondiente en Q.

» La informacién de los simplices adyacentes (superiores o inferiores) puede ser obtenida con una
minima sobrecarga en de comunicacién.

Por lo tanto, el calculo V = AQ), es de forma local y realizable, pero sin la posibilidad de tener
una representacién local de R~!, debido a que se requiere conocimiento total de R. Para estimar una
solucion a esta ultima problematica, se parte de la siguiente factorizacion de Cholesky:

K :=VTv =RQTQR=R'R (3.15)

Asi, si un simplex puede estimar localmente de alguna forma la ecuacién como K, es posible
obtener una R estimada denotada por R. Por lo tanto, se tiene la iteracién local Q41 = R™'AQ,.

Observacion 3.3.20. Como
K =%,VIV, (3.16)

, donde V, es una fila de V correspondiente al simplex o, cada simplex puede solamente generar
K, = VI'V,. Asi, la idea principal expuesta en [I] es aplicar el protocolo distribuido tipo gossip por
promedio local para producir una estimacién global de la suma K = ¥, K, teniendo asi una simulaciéon
determinista de un recorrido aleatorio sobre los simplices en cada paso de la factorizacion QR.

Observacion 3.3.21. El resultado principal de Kempe es que, al usar este algoritmo gossip, la estimacion
converge con la probabilidad uno, esencialmente en O(7,ixlog?(n)) rondas de comunicacién y calculo,
donde 7,,ix es el tiempo de mezcla del recorrido aleatorio sobre el SDM.
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3.4. Protocolo de acuerdo

3.4.1. Caso estatico
Generalidades
El formalismo tratado en este protocolo a nivel estados permite analizar los medios por los cuales

la topologia (de interconexién) de la red dicta la dindmica sobre este sistema.

Se inicia por considerar los n € Z nodos como unidades dindmicas interconectadas por enlaces de
intercambio de informacién. Asi, la tasa de cambio de cada estado del nodo se asume como la suma
de sus estados relativos con respecto al conjunto de sus nodos vecinos:

Bi(t) = Y (a(t) — wi(1)) (3.17)

JEN(3)

Donde:

s z; € R.- Estado escalar de nodo <.

m i =1,...,n.

» N(i).- Conjunto de nodos adyacentes o vecinos de i.
Cuando la nocién adoptada de adyacencia es simétrica, el sistema puede ser representado por:

z;(t) = —L(G)x(t) (3.18)

Donde:

» [(G) > 0.- Matriz Laplaciana de los nodos que interactian en la red no dirigida G.

v 2(t) = (21(1), ...,z (t))T €R.

Asi, a la ecuacidn [3.18 se le conoce como dindmica de acuerdo, en la cual la tasa de cambio de cada
nodo en la red involucra los estados de los nodos vecinos. Como tal estado de acuerdo es de interés,
se define formalmente a continuacién:

Definicién 3.4.1. El conjunto de acuerdo A C R™ es el subespacio span{1}, es decir:

A={z eR" | 2; = x;,Vi,j} (3.19)

Acuerdo estatico en redes no dirigidas (G)

A continuacion se presentan las condiciones de interconexion en G para alcanzar el conjunto de
acuerdo A.

Teorema 3.4.2. Para una red distribuida estdtica modelada por un grafo conectado G, el protocolo
de acuerdo no dirigido converge al conjunto de acuerdo A con una tasa de convergencia dictada por

X2(G).

Prueba. De la solucion general para las dinamicas de acuerdo:
o(t) = e P Dtyy = e MO T 20 uy + e 2D (Wl 2o ug + ... + e DT z0)uy, (3.20)

donde:
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" U, U, ..., Up.- Vectores propios normalizados y mutuamente ortogonales de L(G), correspondiente
a sus valores propios ordenados: 0 = A1(G) < A\2(G) < ... < A\, (G).

se observa que, para un grafo conectado, A;(G) > 0 (con i > 2) y A2(G) = 0. Asi:

T
z(t) = (ul zo)uy = 701 cuando t — oo (3.21)
n

y por lo tanto z(t) — A. O

Observaciones:

= Aqui se aplica la teoria espectral de grafos relacionada con el rango de la matriz Laplaciana
(o de forma equivalente, la multiplicidad por su valor propio cero) y como estas condiciones
algebraicas se relacionan con la estructura del grafo.

= Como los estados de los nodos evolucionan hacia A, se tiene que:

%(1%(1&)) =17(—Lx(t)) = —z@t)TL1=0 (3.22)

donde 1Tx(t) = Y, zi(t) es el centroide de los estados de la red, evaluado para todo t > 0; es
decir, es la constante de movimiento para la dindmica de acuerdo expresada en la ecuacion [3.18]
Asi, la trayectoria de estado generada por el protocolo de acuerdo converge a la proyeccién de
su estado inicial:

1Ta:0 1Ta;0

arg-mingea || x — xo ||= ﬁl =

1 (3.23)

= La solucién general de las dinamicas de acuerdo expresada en la ecuacién indica que, en
orden de tener convergencia hacia el subespacio de acuerdo desde una condicion inicial arbitraria,
es necesario y suficiente tener que A2(G) > 0.

» En el capitulo dos de [19] se muestra relacién de la positividad de A2(G) con la conectividad de

G, concluyendo que la estructura de orden minima necesaria para la convergencia asintdtica al
acuerdo es una red interconectada que contenga un drbol de expansion.

Figura 3.3: Dos ejemplos de arboles de expansién de 8 nodos. Figura tomada de [19].
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Acuerdo estatico en redes dirigidas (D)

De manera similar a las redes no dirigidas, en los digrafos (grafos dirigidos) también se puede
adoptar la dindmica de acuerdo de la siguiente forma:

z;(t) = —L(D)x(t) (3.24)
Donde:
» L(D) > 0.- Matriz Laplaciana de los nodos que interactiian en la red dirigida y ponderada D.
o () = (21(1), ..., 20 (1)) € R.

El objetivo también es mostrar condiciones necesarias y suficientes sobre la interconexion de D que
lleven a la convergencia de sistemas de la forma hacia el subespacio de acuerdo A (ecuacién .
Asi, se aplica el siguiente teorema para establecer un protocolo de acuerdo para una red distribuida
estatica modelada por un digrafo ponderado D:

Teorema 3.4.3. Para un digrafo D que contenga una ramificacion arraigada, la trayectoria de estado
generada por la ecuacion |3.24), iniciada desde xq, satisface:

lim z(t) = (p1gl )zo (3.25)

t—o00

donde:

= p1,q1.- Los autovectores derecho e izquierdo, respectivamente, asociados al autovalor cero de
L(D), normalizado tal que pf'q; = 1.

En otras palabras, se tiene que x(t) — A Y xg si y solo si D contiene una ramificacion arraigada.
Observaciones:
= Un digrafo D tiene ramificacion arraigada si:

1. No contiene un ciclo dirigido.

2. Tiene un vértice raiz v, tal que por cada otro vértice v € D hay una ruta directa desde v,
hacia v.

En la figura a) se muestra un digrafo que contiene una ramificacién arraigada como un
subgrafo. La ramificacién arraigada correspondiente se da en la parte b) de la figura, junto con
el nodo raiz v,.

= Un digrafo D sobre n vértices contiene un subgrdfo con ramificacion arraigada si y solo si:
rank(L(D)) = n — 1. En este caso, N(L()D)) es espaneado por el vector de unos.

= Como la constante de movimiento para el protocolo de acuerdo sobre un grafico no dirigido es
la suma de los estados de nodo en un momento dado; analogamente, para identificar la cantidad
conservada para el protocolo de acuerdo en evolucion sobre digrafos, se tiene la siguiente manera:

Proposiciéon 3.4.4. Sea q el autovector izquierdo del digrafo en grado Laplaciano asociado con
su valor propio cero. Entonces la cantidad q*x(t) permanece invariable sobre la dindmica de

acuerdo [3.2)
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a) Grafo original. b) Subgrafo con ramificacion arraigada.

Figura 3.4: Figura tomada de [19].

Prueba. Ya que q7 L(D) = 0, se tiene que:

T4 a(0) =~ (" LD)} =0
O

Por otro lado, el protocolo de acuerdo sobre un digrafo que contenga una ramificacién arraigada
alcanza el valor promedio sobre sus estados iniciales de nodos si el autovector izquierdo de L(G)
(correspondiente a su autovalor cero) es un multiplo escalar del vector de todos unos. En este caso, del
teorema plqg se reduce a la matriz %11T. Asi, este resultado particular introduce a la nocién
de digrafos balanceados:

Definicion 3.4.5. Un digrafo es balanceado si, por cada vértice, los grados de entrada y salida son
iguales.

Observaciones:
» Cuando el digrafo es balanceado, ademds de que se cumpla que L(D)1 = 0, se cumple que:

17L(D) =0

= Asi, si el digrafo es balanceado y contiene una ramificaciéon arraigada, entonces el valor comin
alcanzado por el protocolo de acuerdo es el valor promedio de los nodos iniciales, es decir, el
consenso promedio, ya que:

1. .r
i = — 1
thm x(t) - 117 g

Definicion 3.4.6. Un digrafo esté fuertemente conectado si, entre cada par de vértices distintos,
hay una trayectoria directa.

Definicion 3.4.7. Un digrafo esta débilmente conectado si su version no orientada es conectada.

e Se dice que un digrafo D es no orientado si todos sus bordes dirigidos estan reemplazados
por los bordes no dirigidos.
Asi, con estas observaciones marcadas, se da el siguiente resultado para el consenso promedio:

Teorema 3.4.8. El protocolo de acuerdo sobre un digrafo alcanza el consenso promedio para cada
condicion inicial si y solo si estd débilmente conectado y equilibrado.
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Acuerdo estatico y cadenas de Markov

Se considera al proceso estocéstico X (k) (con k € Z), el cual asume uno de los n estados z1, ..., zp
en un tiempo dado. Ademas, esta cadena satisface la propiedad de Markov:

PI‘{X(]{Z + 1) = l‘]‘X(k?) = Ty, X(ki - 1) = Tijj,_q> ,X(O) == .TZ‘O} = PI‘{X(]C + 1) = $J|X(l€) = l‘lk}
(3.26)
Asi, la ecuacién [3.26] permite caracterizar una cadena de Markov por su matriz de transicién de estado
P, donde su entrada p;; denota la probabilidad de que la variable aleatoria X, teniendo un estado 7
en tiempo k, asuma un estado j en tiempo k + 1:

pij = Pr{X(k + 1) = ;| X (k) = ;} (3.27)
Ademas, ya que
Zpij =1
j=0

P es una matriz estocastica con un autovalor unitario.

Por otro lado, se define al vector de distribucién de probabilidad en un tiempo &, denotado por 7(k),
y cuyas i-ésimas entradas indican la probabilidad de que X (k) = x;. Asi, con la nocién de matriz de
transicion se permite evaluar la evolucién temporal del vector de distribucion de la siguiente formas:

r(k+1)T =n(k)'P (3.28)

De la ecuacion [3.28, cuando se alcanza un valor de estado estable 7, este es caracterizado por el

autovector izquierdo de P asociado con su autovalor unitario: 7* = PTr*.

Conexion con el protocolo de acuerdo. Ya con lo anterior, es posible analizar las conexiones
entre el protocolo de acuerdo sobre digrafos ponderados (ecuacién y la evoluciéon en tiempo
discreto definida en la ecuacién por el vector de distribucién de probabilidad. Para tal efecto, se
evalua el progreso de la ecuacion [3.24] en § intervalos:

2(k+1) = e 9Py(k), con z(k) = z(6k) y 6 >0 (3.29)

Proposicion 3.4.9. Para todo digrafo D, y considerando intervalos de muestreo § > 0, se tiene que
e L) e5 una matriz estocdstica, es decir:

e D)L =1 y D) > (3.30)

Asi, los autovectores izquierdo y derecho de e L(P) son los de L(D), respectivamente, asociados con
los autovalores i, coni=1,...,n.

Corolario 3.4.10. El estado de los nodos, durante la evolucion del protocolo de acuerdo sobre D, en
cualquier tiempo, es una combinacion convezxa de los valores de todos los nodos en un tiempo previo.
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La dltima parte para completar la correspondencia entre el protocolo de acuerdo y las cadenas de
Markov refiere a no negatividad y normalizacién de los estados de los nodos. Para esto, se formula la
proposicion [3.4.11] a partir de las siguientes premisas sobre el estado:

= El estado en la cadena de Markov gobernado por la representacién en es un vector de
distribucién de probabilidad, es decir, pertenece a la unidad simplex.

= El estado en la dindmica de acuerdo, expresada en es x € R"

Proposicién 3.4.11. El comportamiento de la dindmica de acuerdo, representada en|3.24, es carac-
terizado por su accion sobre la unidad simplez.

3.5. Restricciones para la comunicacion en tiempo real

3.5.1. Comportamiento dinamico en tiempo real

Las estrategias de tiempo real estdn basadas en tener sistemas con respuesta acotada durante
su operacién dindmica. Un SISTEMA DE TIEMPO REAL (RTS) la interaccién entre sus elementos
es con una certeza de respuesta temporal (tanto local como global) a través de los elementos de
procesamiento (procesos) [3]. Asi, los sistemas distribuidos cuya funcionalidad esté restringida por
tiempos son conocidos como SISTEMAS DISTRIBUIDOS EN TIEMPO REAL.

Una APLICACION EN TIEMPO REAL estd caracterizada por un conjunto I' de m tareas RTT asociadas
{70, 71, ..., Tm } que deben ser completadas para lograr un comportamiento deseado. Por esto, una tarea
estd compuesta por una secuencia de activaciones idénticas a; (i = 1,...,m) separadas entre ellas por
un lapso de tiempo. Asi, los pardmetros de una RT'T son:

» Tiempo de llegada o de liberacién (7;).- Tiempo en que la tarea es establecida para su
ejecucion.

» Tiempo de consumo (¢;).- Tiempo que le toma a cada tarea para ejecutar sus actividades asig-
nadas sin interrupcion.

» Plazo de entrega (deadline) (d;).- Limite de tiempo en que la tarea debe de finalizar. De
este parametro, se tienen las siguientes definiciones:

e TAREA PROGRAMABLE.- Tarea que completa su objetivo en un tiempo menor o igual a d;.
e SISTEMA PROGRAMABLE.- RTS en que todas sus tareas terminan antes de sus deadlines.
» Tiempo de inicio (s;).- Tiempo en que la tarea inicia su ejecucién.

» Tiempo de finalizacién (f;).- Tiempo en que la tarea termina su ejecucién. Asi, una tarea es
programable si f; < d;.

» DESPLAZAMIENTO (¢;).- Tiempo de la primera instancia periédica producido cuando la tarea
tiene un retraso por el cual no inicie exactamente en el tiempo s;.

Las TAREAS EN TIEMPO REAL (RTT) son entidades ejecutables de trabajo J; en un tiempo [, que
al menos son caracterizadas por un tiempo de ejecucion maximo y una restricciéon de tiempo, y estd
formada por un conjunto de instancias J; = {J;;}, con i,l € Z*.
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Una INSTANCIA {J;,;} es una i-ésima unidad de trabajo de una tarea, y estd definida por la siguiente
tupla:
Ji,l = (TiJ, Ci; dil),i,l ezZt (3.31)

Cuando solo se desarrollard una sola tarea, se puede prescindir del indice 3.
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Capitulo 4

ALGORITMO GENERAL PARA EL
SDM DESARROLLADO

A partir del analisis presentado en el capitulo 3 para la representacién, existencia de protocolos
que resuelvan alguna determinada tarea, la cobertura e identificaciéon de cuimulos y las restricciones
en tiempo real; se presenta en este capitulo el algoritmo distribuido generalizado a ser desarrollado de
forma concurrente por cada uno de los nodos del SDM.

4.1. Algoritmo general propuesto para al SDM considerando RTT

4.1.1. Restricciones temporales

= Se considera una unidad temporal de tiempo Ad como restriccién total para la ejecucién de
alguna tarea dada para SDM.

= A partir del tiempo d = 0 hasta un tiempo posterior % serd la primera restriccion temporal

para la construccion de las tuplas de simplices L, k = 0,1, 2. Por lo anterior, la instancia para
esta tarea estd caracterizada por la siguiente tupla:

Joa = (r0.4: co.d, do.a) = (0, 5 <—) (4.1)

= El tiempo restante sera destinado para la realizaciéon de alguna tarea distribuida dada, particu-
larizando en el consenso.

2
Ji,a = (r,d4,c1,a,d1,q) = (0, gAd, < Ad) (4.2)

4.1.2. Flujo general del algoritmo
4.1.3. Subproceso pasoMensajes

Como se muestra en la figura [4.2] en esta etapa se aplicé la condicién existencia de un protocolo
para la solucion del paso de mensajes entre todos los nodos del SDM, es decir, sin considerar a qué
ciimulo pertenezcan. Esta condicién de solvencia es la especificada en el teorema [3.2.11| (detallada en

41
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ALGORITMO
GENERAL DEL
SDM

[ et
e |
o]

generarConsenso

Figura 4.1: Algoritmo general propuesto para el modelo del SDM a lo largo de un tiempo Ad.

la tdltima parte del subcapitulo [3.2.1)), para la cual, de acuerdo con el bosquejo de prueba propuesto,
requiere de la ejecucién secuencial del protocolo (¢ + 1) — set agreement y del procolo de acuerdo
baricéntrico. Ya con estas ejecuciones, la condicién de solvencia sera satisfecha si en el nodo elegido

por el (t+1)set-agreement se calcula la composicién de estos protocolos, y esta logra generar un mapa
continuo f : |skel'O| — |O|.
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Figura 4.2: Esquema de la relacién entre protocolos y tareas.
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4.1.4. Subproceso generarTuplas

Al ya tener la certeza de ejecutar una tarea por el paso de mensajes, a continuacién se ejecuta el
subproceso generarTuplas de forma distribuida. Esta etapa consiste en las ejecuciones a nivel nodo
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especificadas en el algoritmo [7] llamado encontrarSimplices() (detallado en el subcapitulo [3.3.1)), por
el cual serdn construidas las listas Ly de simplices de orden k = {0, 1, 2}.

4.1.5. Subproceso generarRips

Después de generar las Ly, listas de simplicial complexes, éstas seran necesarias para obtener una
representacion local de los cimulos que conforman cada uno de los i-ésimos Rip complexes R;. Esta
etapa consiste en las ejecuciones a nivel nodo especificadas en el algoritmo llamado simplexMiembro()
(detallado en el subcapitulo [3.3.1)).

Asi, estos R; a su vez seran parte del Rip complex total R dentro de una region D de interés, para
asi describir a todo el SDM bajo el enfoque homolégico simplicial.

4.1.6. Subproceso evaluarCobertura

La descomposicién espectral distribuida de operadores Laplacianos de alto orden sobre Rips com-
plexes fue el procedimiento seguido para el computo de grupos homolégicos (con base en los resultados
de Jadbabaie y Muhammad expresados en [2I]) para detectar la ausencia o la existencia de huecos
en la cobertura del SDM. Asi, se implementé un algoritmo tipo goosip para recuperar una estima-
cién global de ciertas matrices que no puedan ser calculadas localmente debido a huecos, y asi lograr
calcular una descomposicion espectral distribuida de los Laplacianos.

La idea principal fue calcular el espacio nulo del primer Laplaciano combinatorio de un complejo
simplicial correspondiente a la cobertura, y asi extraer la informacién que proporciona sobre la primera
homologia.

Subproceso kLaplacianoCalculo

En términos matriciales de adyacencia y de grado, los k — Laplacianos combinatorios se calculan
de la siguiente forma:

L =D% — A" 1 (k + D1 + AP (4.3)
(k)

, donde Agj) y A(L) son las matrices de adyacencia superior e inferior, respectivamente, y Dy’ es
la matriz de grado superior. Asi, de esta representacién combinatoria se desprenden las siguientes
observaciones:

Observacion 4.1.1. La ecuacién implica que la i—ésima fila de Lj; depende unicamente de las
interacciones locales entre el i—ésimo k — simplex con sus k — simplices adyacentes superiores e
inferiores.

Observacion 4.1.2. La ecuacién indica que los k — Laplacianos trabajan de forma similar a un
algoritmo distribuido tipo gossip, donde las estimaciones locales son actualizadas por estimaciones de
los simplices que son adyacentes de forma superior o inferior.

Subproceso kLaplacianoEstabilidad

Desde el punto de vista de tratar el cdlculo del primer Laplaciano combinatorio como un sistema
dinamico:
i(t) = —Liz(t), z(0) = zg € R™ (4.4)
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este serd global asintéticamente estable si y solo si D C A(N); donde z(t) es el vector de dimensién
n1, y n1 corresponde al nimero de 1 — simplices del simplicial complex.

Observacion 4.1.3. Para cualquier condicién inicial x(0), la trayectoria z(t) para todo tiempo futuro
siempre converge a un punto dentro de ker(L1). Asi, la estabilidad asintética del sistema es el indicador
para obtener una homologia trivial.

Observacion 4.1.4. Considerar
¥ = limi—oo (4.5)

como un elemento en el espacio nulo de L. Asi, este elemento es una representacién de la homologia
de clase de R.

Para el caso particular en que z* = 0Vz(0), entonces H1(R,;) consiste en una clase trivial, por lo
que R, no tendra huecos de cobertura.

Observacion 4.1.5. La estructura muy especifica del primer Laplaciano combinatorio garantiza que
la ejecucion concurrente del criterio de verificacién expresado en la ecuacién [4.4] a nivel nodal es,
efectivamente, una regla de actualizacién local, por lo que el valor del estado local de un borde se
actualiza utilizando estimaciones de los bordes adyacentes.

En resumen, para verificar la cobertura en un SDM, es suficiente configurar un sistema dinamico
lineal distribuido expresado en la ecuacién para una condicion inicial aleatoria y observar el valor
del estado asintdtico cuando t tiende al infinito. Casos:

1. Si converge a cero, entonces el grado de Hi(R,p) es cero y, por lo tanto, no tiene huecos.

2. Si el valor asintético de no es cero para alguna condicién inicial, entonces H;(R,p) no es
trivial y, por lo tanto, existe un ciclo de orden 1 no trivial en SDM y por lo tanto, la presencia
de huecos en la cobertura.

4.1.7. Subproceso generarConsenso

Al ya haber determinado las condiciones de existencia de protocolos que resuelven tareas por
medio del paso de mensajes mediante el enfoque topolégico combinatorio, asi como las condiciones de
cobertura de los R; ctiimulos en el SDM R € R? por el enfoque homoldgico algebraico, finalmente se
relacionan ambos enfoques tratados con el formalismo a nivel de estados dindmicos, para asi analizar
los medios por los cuales la topologia (de interconexién) dicta la dindmica del SDM para alcanzar un
subespacio A C R correspondiente al consenso acordado.

Al retomar la observacién 4.1.5] se concluye una relacién entre la ejecucién distribuida del criterio
de verificacién expresado en la ecuacién [£.4] con el algoritmo de acuerdo en tiempo continuo a ser
descrito a continuacién, en el que se usa el grafico Laplaciano para llegar a un consenso (un punto en
ker(Ly)) sobre un grafo conectado, el cual sera el obtenido por el Rip complex R.

Al considerar los n € Z* nodos como unidades dindmicas interconectadas por enlaces de intercambio
de informacién, la tasa de cambio de cada estado del nodo se asume como la suma de sus estados
relativos con respecto al conjunto de sus nodos vecinos:

i(t) = Y (a(t) —ai(t)) (4.6)

JEN(i)



4.2. ALGORITMO A NIVEL NODAL ORIENTADO A EVENTOS 45

Donde:
s z; € R.- Estado escalar de nodo <.
m g =1,..,n.

» N(i).- Conjunto de nodos adyacentes o vecinos de i.

Cuando la nocién adoptada de adyacencia es simétrica, el sistema es conocido como dindmica de
acuerdo y es representado por:

zi(t) = —L(G)x(t) (4.7)
Donde:
» [(G) > 0.- Matriz Laplaciana de los nodos que interactian en la red no dirigida G.
o () = (21(1), ..., 20 (1)) € R.
Definicién 4.1.6. El conjunto de acuerdo A C R" es el subespacio span{1}, es decir:

A={z eR" | 2; = x;,Vi,j} (4.8)

Subproceso consensoG

La siguiente condicién de convergencia del SDM hacia un consenso dictado por el subconjunto A
aplica si la representacién del SDM por medio del Rip complex R es no dirigido, es decir, asumiendo
comunicacién bidireccional de los nodos.

Teorema 4.1.7. Para un SDM en un instante de tiempo dado, modelado por un Rip complex conectado
no dirigido R, el protocolo de acuerdo no dirigido converge al conjunto de acuerdo A con una tasa de
convergencia dictada por A2(R).

Asi, la solucién general de las dindmicas de consenso expresada en la ecuacién
z(t) = e FR gy = MR T )iy + e 2P (Wl g ug + .. + e P (L g )uy, (4.9)

indica que, en orden de tener convergencia hacia el subespacio de acuerdo desde una condicién inicial
arbitraria, es necesario y suficiente tener que Ay(G) > 0, lo cual implica que la estructura de orden
minima necesaria para la convergencia asintética al acuerdo es una red interconectada que contenga
un drbol de expansion.

4.2. Algoritmo a nivel nodal orientado a eventos

En este subcapitulo se detallan los estados, eventos y datos a ser almacenados por cada uno de los
nodos dentro del SDM.

= Durante la ejecucién del algoritmo, cada nodo puede estar en uno de los cuatro estados: iniciar,
esperar, critico y actualizar:

e Iniciar.- Después de completar este estado, un nodo debe describirse como un nodo de
espera, un nodo critico o un nodo de actualizacion.
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e Esperar.- Un nodo en espera establece su temporizador de muestra para los siguientes
€asos:

o Cuando se dispara el temporizador de muestra, el nodo sondea el entorno a través de
un sensor designado por el protocolo de acuerdo, y entra en estado CRITICO si el estado
del sensor ha aumentado por encima de alguna restriccion temporal.

o Si el estado del sensor estd por debajo del umbral, el nodo restablece su temporizador
de muestra y permanece en estado de ESPERA.

o Si un nodo en espera recibe un mensaje de solicitud de datos, y si el estado de su sensor
relativo al umbral es alto, transmite un mensaje de datos al nodo critico y establece
un temporizador de respuesta.

o Si se dispara el temporizador de respuesta, este mensaje se reenvia.

o Si un nodo en espera recibe un mensaje de actualizacién, transmite, recibe el ACK y
almacena los datos si el estado de su nodo en relacién con el umbral es alto.

e Critico.- El nodo critico transmite una solicitud de datos a cada vecino. A medida que
los vecinos responden, el nodo critico construye sus arreglos de simplices de orden 0 y 1.
Para cada componente existente tinico que contribuye al nuevo componente, 0-simplices,
1-simplices y el Rip complex se actualizan adecuadamente. Después de calcular calcular
las condiciones de solvencia mediante el paso de mensajes, de cobertura y de convergencia
hacia un subconjunto A para la realizacién de consenso, el nodo critico pasa el estado
ACTUALIZAR.

e Actualizar.- Un nodo de actualizacién inicia un temporizador de respuesta y difunde un
mensaje de actualizacién a cada uno de sus vecinos. Si no se recibe un ACK para un nodo
receptor particular, el mensaje se reenvia. Si se recibe un mensaje de actualizacién, el nodo
ACKs el nodo de transmision. Después de que el nodo de actualizaciéon haya recibido ACK
de todos sus vecinos, el nodo pasa al estado de ESPERA.

Solo un nodo puede estar en su estado CRITICO en cualquier etapa de la ejecuciéon de un
algoritmo.

Pueden ocurrir tres tipos de eventos (interrupciones) en cada nodo:

e Disparos de temporizador de muestra.- Indica que el entorno debe muestrearse a través de
un sensor designado , por la previa ejecucién del protocolo de consenso.

e Disparos de temporizador de respuesta.- Indica que un mensaje debe reenviarse.

e Mensaje de recepcién.- Indica que se ha recibido un mensaje.

Para cada evento hay tareas complementarias, las cuales permiten que un nodo responda a un
evento o establezca un disparador para habilitar o deshabilitar un evento potencial: iniciar/de-
tener el temporizador de muestra, iniciar/detener el temporizador de respuesta y transmitir/re-
transmitir el mensaje.

Los datos de nodo y la actualizacién contienen los siguientes elementos de datos: listas Ly,
las m—instancias en instantes de tiempo d J, 4; asi como el conjunto de valores Val con los
resultados de las condiciones de resoluciéon de tareas por paso de mensajes, resultados de las
condiciones de cobertura, asi como los resultados del subconjunto A a converger para la solucién
del consenso.



Capitulo 5

CONCLUSIONES Y TRABAJO A
FUTURO

5.1.

5.2.

Conclusiones

Primeramente se logré aplicar el enfoque topolégico combinatorio para determinar la existencia
o no de algun protocolo que resuelva alguna tarea incolora mediante el paso de mensajes, con
base a los trabajos de Herlihy, Rajsbaum y Kozlov. Esta forma de abordar el problema permitié
abstraer la dindmica de los procesos en objetos algebraicos combinatorios llamados simplicial
complex abstractos, los cuales capturan las propiedades esenciales de la dindmica del SDM por
su relacién con invariantes topoldgicos.

Por la aplicacion de herramientas de la topologia simplicial algebraica, se logré construir analiti-
camente una representacién de los procesos y sus enlaces de comunicaciéon mediante Rips com-
plexes, los cuales son una muy buena aproximacion hacia los simplicial complex abstractos; y
por el célculo de sus grupos homolégicos Hy(R;) via operadores laplacianos, se permitié evaluar
las condiciones de cobertura de los ciimulos formados en el SDM cuando sus nodos tienen poca o
nula capacidad de procesamiento geografico (GPS, por ejemplo). Para lograr tal representacion,
se tuvo como base los trabajos de Ghrist, De Silva y Muhhamad.

Se relaciond el enfoque homoldgico simplicial algebraico con la representacién dinamica de un
sistema lineal representado por un Rip complex R no dirigido, para asi retomar las condiciones de
estabilidad y convergencia del SDM hacia un subconjunto de consenso estudiadas por Mesbahi,
Murray y Olfati.

Se logré la aplicacion de estos tres enfoques al proponer un algoritmo genérico a ser implementado
en un SDM con acotaciones en tiempo real, destacando los eventos y estados de cada uno de los
agentes involucrados en el SDM.

Trabajo a futuro

Se han dado las bases algoritmicas a nivel nodo y de forma distribuida para ser implementa-
dos en la plataforma de pruebas con la que cuenta el laboratorio de SISTEMAS DE COMPUTO
MOVIL dentro del IIMAS-UNAM. Los nodos de dicha plataforma se conforman por ordenadores
Raspberry Pi 3 modelo B, asi como plataformas de prueba tipo arduino Yun.
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= Refinar el procedimiento para el calculo de la cobertura total del SDM, para asi prescindir de
nodos barrera que delimiten el area total a ser modelada por los R; cimulos, ya que esta es una
restriccién que pocas veces se cumple en SDM de gran escala.

= Refinar el procedimiento de cédlculo de grupos homolégicos, para asi lograr estimar la existencia
y ubicacién de més de dos huecos de comunicacién dentro de los ciimulos.

» Particularizar los resultados para la existencia de protocolos que resuelvan diferentes tipos de
tareas (coloras en incoloras).



Apéndice A

Base de la topologia combinacional:
complexes

Para la representacién de los simplicial complex se tienen dos maneras: topolégica combinacional y
realizacién geométrica; las cuales son andlogas en algunos de sus elementos. Para la descripcion estos
tales elementos, se respetd parte de la terminologia del inglés, ya que en este idioma se reconocen

mejor en la literatura.

Definicion A.0.1. Dado un conjunto finito § y una familia A de subconjuntos finitos de S, se dice

que A es un simplicial complex abstracto en S si se satisfacen las siguientes condiciones:

s SiXe ANY C X, entonces Y € A.
nve{A}VveS.

De la definicién se desprenden los siguientes elementos:
= Vértices. Elementos denotados por letras minusculas: s, v, x, ...

e Forma combinatoria.- un elemento de un conjunto: s, v, z,... € S.

e Forma geométrica.- un punto en un espacio Euclidiano R<.
= Simplices.- Elementos denotados por letras minusculas griegas: o, 7, ... € A.

e Forma combinatoria.- un conjunto de vértices. Se dice que un simplex o € A tiene dimension
|o| —1, donde |o| denota la cardinalidad de o. Como se muestra en la figura[A.1] un simplex
de dimensién n es llamado n — simplex, y sus elementos se denotan por o = {sg, ..., S, }; en
particular los vértices son simplexes de dimensién 0.

e Forma geométrica.- una envolvente (o casco) convera de puntos en posicién general.

» Simplicial complex. Se trata de una generalizacién de los grafos (ya que los grafos son de dimen-
sién 0 o 1, y los simplicial complexes son de dimensién arbitraria).

e Forma combinatoria.- es un conjunto de simplexes.

e Forma geométrica.- son simplexes “pegados juntos” a lo largo de sus caras.

» Sean los simplexes 7,0, se dice que 7 es un face (cara) de o si 7 C 0, y que es un face propio si
TCo.
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® 06— ¢ A&

0 — simplex 1 — simplex — simplex — simplex
Figura A.1: Realizaciones geométricas de k — simplezes.

e Si 7 tiene dimension k = 7 es un k — face de o.

Sea o = {so, ..., Sn}, se define como Face;o al i-ésimo face de o aser el (n—1)—simplex{so, ..., $i, sn },
donde el elemento marcado con el circunflejo (§;) denota omisién.

Un complex B es un subcomplex de A si cada simplex de B es también un simplex de A.

Para un n — dimenstonal simplex o, se denota por 27 el complex que contiene ¢ y todos sus
faces; ademas se denota por 027 al complex de faces de ¢ de dimensién a lo sumo n — 1.

Un mapa de vértices p: V(A) — V(B) lleva cada vértice de A hacia un vértice de B.

Definicién A.0.2. Dado un simplicial complex abstracto A, se define un simplicial complex
geométrico (denotado por |A|) a la coleccién de simplices geométricos en R? tal que se complan
las siguientes condiciones:

= Cualquier face de un o € A estd también en A.
= Vo, 7 € A, su interseccion ¢ N7 es un face de cada uno de ellos.

Observacion A.0.3. En un significado estricto, un simplicial complex abstracto es una generalizacion
de un grafo, ya que se captura relaciones de orden superior entre los vértices de un conjunto V.

A.1. Construcciones comunes de los simplicial complex

A partir de un o € C se describen las siguientes construcciones estandar para un simplex.

» Sea C un simplicial complex abstracto, y | € Z™. El conjunto de simplices de C de dimensién a
lo sumo I es un subcomplex de C, denominado [ — skeleton y denotado por skel'(C). En la figura
se muestran ejemplos de [ — skeleton, con | = {0, 1,2}.

skel’ C skeE C
(tetraedro solido)  (vertices del tetraedro) (vertices y bordes del (tetraedro hueco)
tetraedro)

Figura A.2: Realizaciones geométricas de | — skeletons.
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= Un simplex ¢ en un complex C es un facet si 0 no es un face propio de cualquier otro simplex en
C. Ademads, como la dimensiéon de un complex C es la mdxima dimensién de algin de sus facets,
por lo tanto, un facet de C es el simplex o de maxima dimensién.

e Por otra parte, un complex es puro si todos sus facets tienen la misma dimensién.

» Construccién en estrella St(o,C).- Corresponde a un subconjunto de C cuyos facets son los
simplices de C que contienen o. Su realizacién geométrica es llamada estrella de o.

e Una estrella abierta St°(o) corresponde a la unién de los simplices interiores contenidos en
o: St°(0) = U, Into. Este objeto es un espacio topoldgico abierto en C

» Construccién en enlace Lk(o,C).- Corresponde al subcomplex de C construido por todos los
simplices en St(o,C) que no tienen vértices comunes con o. Su realizacién geométrica es llamada
enlace de o. En la figura se muestran, a partir de un complex C de forma pentagonal,
ejemplos de Facet, St,St° y Lk.

g

Facet St(a,A) St° (o, A) Lk(o,A)
0.—0

Figura A.3: Realizaciones geométricas de construcciones Facet, St, St° y Lk.

» Construccién en unién.- A partir de A, B, V(A) y V(B). Su unién A x B corresponde al
complex con el conjunto de vértices V(A) U V(A) cuyos simplices son todas las uniones a5,
cona € Ay B € B,y yasea a o 8 pueden ser conjuntos vacios. Asi, {A4,B} C Ax B; y esta
construccion es conmutativa y asociativa.

= Subdivisién baricéntrica Bary K.- Se trata de tipo de construccién ampliamente usada en
la topologia combinatoria. Como se observa en la figura la construcciéon geométrica es a
partir de un complex K. Asi, el complex Bary K es construido de forma inductiva sobre los
skeletons de K.

Se inicia tomando los vértices de K. Posteriormente se inserta un baricentro en cada borde de
K y se toman conos (con vértices en los baricentros). En general, para extender la subdivisién
baricéntrica desde el (n — 1) — skeleton al n — skeleton de K, se inserta un baricentro b en cada
simplex o € K, y este toma un cono con vértice sobre Bary 0o, la frontera ya subdividida de o.

A partir de la construccién geométrica, se tiene la siguiente definicién combinatoria:

Definicién A.1.1. Sea A un simplicial complex abstracto. Su subdivisién baricéntrica Bary A
es el simplicial complex cuyos vértices son los simplices no vacios de A. Una (k+1)—tupla(oo, ..., 0%
es un simplex de Bary A si y solo si la tupla puede ser indexada de modo que o¢ C ... C oy.
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Figura A.4: Realizacién geométrica de un Bary(o).

A.2. Mapeos

Definicién A.2.1. Sean A y B dos simplicial complexes. Como se muestra en la figura el mapa
de vértices p es definido como mapa simplicial si este lleva simplexes a simplexes: @ A — B. Es
decir, si {so, ..., Sn} es un simplex de A, entonces {u(so), ..., (sn)} es un simplex de B.

Figura A.5: Mapa simplicial p : A — B.

Definicién A.2.2. Dados {4, B}, un mapa portador ® de A a B lleva ¢ € A a un subcomplex
®(0) € B tal que para todo {o,7} € A (tal que o C 7), se tiene que ®(c) C O(7).

Se emplea notacién de potencia para describir el rango y dominio de este mapa: ® : A — 25,
Ademas, este mapa es monotdnico, ya que: ®(c N7) C O(0) N (7).

Definicién A.2.3. Sea el mapa portador ® : A — 25,

s & es llamado mapa rigido si por cada o € A de dimensién d, el subcomplex ®(o) es puro y de
dimensién d. Ademas, o € A es no vacio si y solo si ¢ es no vacio.

» O es llamado mapa estricto si ®(cN71) C ®(0) N P(7), V 0,7 € A. Asi, hay un tnico o € A de
menor dimensién, tal que 7 € ®(0), donde o es llamado portador de 7.

Definicién A.2.4. Sean dos mapas portadores ® : A — 28 y ¥ : A — 28, asf como el mapa simplicial
v : A B. Se dice que:

» & es portado por ¥, y denotado por ® C U si U(o) 2O ®(0), para todo o € A.

= ¢ es portado por ® si (o) € ®(o) para todo o € A.

A.3. Configuraciones aplicadas de los simplicial complexes

[12, cap. 2]Las configuraciones a continuacién presentadas son empleadas como aproximaciones a
variedades, para proveer modelos de datos, asi como espacios que comparan estados. Las aplicaciones
de estas configuraciones van desde la asignacion de trayectorias para nodos mdéviles en un sistema
distribuido (para realizar tareas de decisién), hasta el modelado de cadenas de proteinas.
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A.3.1. Complexes de estrategia e incertidumbres

[12, pgs. 34-35] Adema&s de proveer modelos de dados, los complexes tienen aplicacién como espa-
cios que comparan estados. Para esto, se parte de un grafo de transicion, que es un grafo dirigido X
cuyos vértices V representan estados de un sistema abstracto, y cuyos bordes E representan acciones
deterministas.

Una enfoque para el modelado de incertidumbre adversa en grafos de transicion es por medio de
bordes ramificados. Aqui, las acciones son elegidas de forma determinista, cuyo resultado es uno entre
varias posibilidades, fuera del control del seleccionador. Estas posibilidades no son necesariamente ele-
gidas probabilisticamente, ya que un adversario puede determinar cualquier resultado entre los bordes
terminales. El estado elegido por el adversario es llamado game-player, pero solamente después que
la accién no determinista ha sido ejecutada. En este escenario, se presenta la idea de una estrategia
garantizada para alcanzar un estado objetivo a pesar de la intromisiéon de un adversario.

La planificacion para X es directa: encontrar una trayectoria directa desde vértices iniciales hacia
vértices meta, y entonces ejecutar acciones apropiadas de forma secuencial. Por otro lado, para dar
solucion a la planificacién de trayectorias para un grafo de transicién no determinista X, se aplican
estructuras de datos en forma simplicial.

Definicién A.3.1. Un complex estratégico Ax es un simplicial complex abstracto definido sobre
el conjunto de acciones E(X), en el cual un k — simplex es una coleccién de k + 1 acciones disjuntas
cuyas uniones (incluyendo todas las ramas de cualquier accién no determinista elegida) no contengan
ciclos dirigidos. Se cumple que Ax es:

= Cerrado bajo reestriccién.- Una coleccién mas pequena de tales bordes también contiene ciclos
no dirigidos.

= Sensible.- Ya que un ciclo dirigido significa que un adversario hébil puede “ciclar” al jugador a
través de estados indefinidamente.

Asi, cada simplex de Ax es una estrategia para “progresar” a uno o mas estados. Para un estado
objetivo g € V(X), se dice que X tiene una estrategia completa para un g logrado si existe un mapeo
de V(X) a E(X) que asocie a v cada accién basada en v, tal que se llega a g con la ejecucién de al
menos N acciones suficientes.

A.3.2. Espacios de configuraciéon de graficos discretizados

[12, pgs. 37-38] La estrategia para el problema de asignacién en un sistema distribuido puede
ser interpretado como un orden simplicial de espacio de configuracion. Considerar un grafo finito X,
interpretado como la geometria de una trayectoria (como el seguimiento de robots o tokens). El espacio
de configuracién de n puntos etiquetados sobre X, denotado por C™(X), es relevante para estrategias
de seguimiento de tokens; sin embargo, no se trata en general de una variedad ni de un simplicial/cell
complex. Por lo tanto, se tiene la siguiente aproximacion:

Definicion A.3.2. Un espacio de configuracion discretizado de X se define como:
DM(X):=(X x..x X)—A (A.1)

donde A denota el conjunto de todas las celdas abierta en X" cuyos cierres cruzan la diagonal to-
poldgica A.
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Igualmente, D™ (X) es el conjunto de configuraciones para las cuales, dados dos tokens sobre X
y alguna trayectoria en X que los conecte, la trayectoria contiene al menos un borde entero abierto.
Asi, en lugar de restringir tokens a estar en al menos alguna distancia intrinseca de separacién e, se
restringe a estar al menos a un borde completo de separacién. Se remarca que D"(X) C C*(X), ya
que no contiene celdas parciales que surjan cuando se corta a lo largo de la diagonal; ademés D™ (X)
es el subcomplex mas largo de X™ que no cruza A.

Ya con estas interpretaciones, se puede hacer la siguiente caracterizacién:

0 — cells de D™(X).- Configuraciones discretizadas como arreglos de tokens etiquetados en los
vértices del grafo.

1 — cells de D"(X).- Indica cual de las configuraciones discretas puede ser obtenida por el
movimiento de un token a lo largo de un borde de X.

2—cells de D™ (X).- Representan fisicamente dos bordes independientes: se permite el movimiento
de un par de tokens de forma independiente a lo largo de los bordes disjuntos.

k — cells de D™ (X).- Representa la habilidad de mover k tokens a lo largo de k bordes de cierre
disjuntos en X de una forma independiente.

A.3.3. Complexes de estados

Definicién A.3.3. Dado un grafo X y una A para etiquetar los vértices V por medio de un estado
u (u:V — A), un sistema reconfigurable es una coleccién de estados u,, €l cual es cerrado sobre
las acciones de un conjunto fijo de reconfiguraciones locales llamadas generadores. Cada generador
¢ consiste de un subgrafo de soporte suppy C X, asi como de un par no ordenado de estados locales,
etiquetado del conjunto de vértices de suppy por elementos de A

Se dice que un generador es admisible en un estado dado w si uno de los estados locales del
generador empareja la restriccion de u a suppy. Ademas, la traza de un generador es el conjunto no
vacio de soporte: trace. C suppg, sobre el cual los estados locales difieren.



Apéndice B
Homologia

Este es un breve resumen de las herramientas homoldgicas, asumiendo los siguientes fundamentos
de élgebra (superior y lineal) y topologia.
De élgebra:

» Anillos (generalizaciones algebraicas de Z).
» Moédulos (generalizaciones algebraicas de espacios vectoriales).
» Homomorfismos (generalizaciones algebraicas de transformaciones lineales).
De topologia:
= Formas combinacionales y realizaciones geométricas de simplicial complexes.
B.0.1. Generalizacion de los conceptos de adyacencia y grado a partir de la teoria

de grafos estandar

Una propiedad clave de la definicién de un simplicial complex X es que el conjunto potencia sobre
el cual X es definido es cerrado bajo la formacién de subconjuntos; es decir, cada subsimplex (face) es
también un simplex en X.

Orientacién en simplices

Sea un conjunto finito de vértices B = {by, b, ..., bi }. Un orden arbitrario de vértices {bs0,bs1, -, bok }
de un simplex define un k — simplex orientado, denotado por [byo, by1, ..., bek], por lo que un simpli-
cial complex X es orientado si todos los simplices en X son orientados. En contraste, un simplex no
orientado se denota por < byq, b1, ..., 0ok >. Ejemplos de simplices orientados son mostrados en la

figura
Adyacencia entre k — simplicies

Dados los k-simplices o, 0;, 0; € X, se tienen las siguientes definiciones:

= 0; y 0j son adyacentes superiores si ambos son faces de algin (k +1) — simplex € X. Se denota
esta adyacencia por o; ~y 0; 0 por 0; —~ 0;. Esta tltima denotacién (—) sera la adoptada para
el andlisis y desarrollo del modelo en esta tesis.
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° *r—>e

0-simplex 1-simplex

2-simplex 3-simplex

Figura B.1: Ejemplos de orientaciones de 0—,1—,2— y 3 — stmplex.

e Asi, la representacion matricial de las relaciones entre diferentes k — simplices es denotada

(k)
por Ay’

Observacion B.0.1. Ag)) coincide con la tipica nocién de matriz de adyacencia de un grafo,
la cual captura su 1 — skeleton.

» El grado superior de un o, denotado por degy (o), es el numero de (k + 1) — simplices € X de
los cuales o es un face.

= Sio; y 0 son orientados, adyacentes superiores y tienen un (k + 1) — simplex 7 comin, se dice
que o; y 0; son orientados de forma similar si sus orientaciones coinciden con las inducidas de
.

» 0; y 0; son adyacentes inferiores si ambos tienen un face en comun. Se denota esta adyacencia
por o; ~p, 0 o0 por 0; — 0;. Esta tdltima denotacién () serd la adoptada para el andlisis y
desarrollo del modelo en esta tesis.

e Asi, la representacion matricial de las relaciones entre diferentes k — simplices es denotada

por A(Lk) .

El grado inferior de un o, denotado por degr, (o), es el nimero de faces € o.

B.0.2. Cadenas complexes como objetos fundamentales de la homologia

Por la implicacién del dlgebra lineal como forma de construccién, la homologia es un esquema de
compresion de las caracteristicas topoldgicas esenciales de una clase particular de estructuras de datos
(generadas de los espacios topolégicos), por lo que la homologia algebraica es usualmente construida
con mddulos sobre un anillo conmutativo. Como forma clara de presentacion, inicialmente se restringe
al entorno casi trivial de espacios vectoriales finito-dimensionales sobre un campo F, ya sea R o o
(£1).

Cadenas complexes .- Sea C;(X) (para g > 0) el espacio vectorial cuyas bases son el conjunto de
todos los k — simplices de un simplicial complex orientado X, entonces sus elementos son las cadenas
o combinaciones lineales de los vectores base, y estan denotados por k — chains.

Observacion B.0.2. Las k — chains pueden ser expresadas como una suma forma finita expresada en
la ecuacién [B.Ik "
k

EjOéjO’ j (Bl)

donde aj € Ry O'](-k) € X son los k — simplices orientados.
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Observacion B.0.3. En estas bases, un cambio en el signo del coeficiente corresponde a un cambio la
orientacién, como se muestra en la ecuacién

(805 <vy Siy o0 Sy vees S| = —[S03 vy Siy evey 85 ooy S|; CON: k> J >0 (B.2)

Observacion B.0.4. Para una k mas grande que la dimensién de X, se establece que Cy(X) = 0.

Asi, con estas ideas fundamentales, se presentan las siguientes definiciones formales:

Definicién B.0.5. Un mapa frontera es una transformacion lineal 0y : C(X) +— Ci_1, con 0 < k <
dim(X), que actiia sobre los elementos base [so, ..., ;| de la siguiente forma:

k

0 < 80, --ny S >i= Z(—l)i < 80y veey Sim1y Sid1y eey Sk > (B.S)
=0

Observacion B.0.6. En otras palabras, por la definicién se mapean los elementos base (k —
chains) hacia sus faces frontera, como una suma abstracta de bases (k — 1) — simplezes, cada una
con coeficientes + (dependiendo de su paridad). Por ejemplo:

= La frontera de una trayectoria directa en un grafo (una cadena orientada 1 — chain) corresponde
a la diferencia entre sus dos puntos finales.

= La accion del operador de limite en un 3-simplex y sus subsimplices es mostrado en la figura
B.2]

14 ! i
| |
14 ! 14 14 '
14 14 ! 14 a | 14 14
0 1 ! : : 0
—_— | — H 1
13 n 13 : —_—
1 " ! 1 o
1 1 13 21 2 ,,0\;\_.[2 pn ne
.‘ H i
H i
" 12 H i

Figura B.2: Aplicacién de un mapa frontera sobre 3—,2— y 1 — simplices.

Observacion B.0.7. Ya que Ck(X) es espacio vectorial de dimensién finita para toda k, Jy tiene como
representacion matricial By, € R™-1*" con nj como el nimero de k — simplices de X.

En particular, la representacién matricial para el primer mapa frontera 07 no es mas que la matriz
de incidencia bordes-vértices de un grafi, es decir, el mapeo de bordes (1 — simplicices) a vértices
(0 — simplices).

Observacién B.0.8. Del la definicién surge el siguiente lema.

Lema B.0.9. La frontera de una frontera es nula:

P =0_100,=0,Yk 09> =0 00,11 =0,Yk > 1 (B.4)
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Definicion B.0.10. Dado un simplicial complex X, al fijar un campo F, se le llama cadena complex
C = (C,,0«) a la secuencia de espacios vectoriales y transformaciones lineales, presentada de la
siguiente forma:

Ok 03 (o)) 01 o

Ok+2 Op+1
— Ci1 Ck Cr—1---

s O s O s O

' 0 (B.5)

cumpliendo adem4ds con el lema

B.0.3. Caracteristicas de la homologia

La homologia tiene tres ingredientes principales para su caracterizacion:
= Cadenas.- Son los objetos a ser contados.
= Grado.- Referido al tamano o dimensién de las cadenas.

» Limite.- Referido a la cancelacién de pares de cadenas de grado incidente, denotado como 9% = 0
(“la frontera de una frontera es el espacio nulo”).

En la tabla mostrada en la figura [B.3] ademds de la homologia simplicial, se resumen las carac-
teristicas de esta y otros dos tipos de homologias: celular y singular. Ademas, se destaca el resultado
mostrado en el teorema [B.0.1T}

Teorema B.0.11. "9 =~ HEU siempre que el espacio tenga una estructura bien definida (celular o
simplicial).

Tipo de Simplicial Celular ]
. 1 X
ml?— H:*lmp H*c\e H:tmp
C teristi
Conjunto base | X.- Simplicial | X.- Complex celular construide X. - Cualquier
complex por varias dimensiones, en espacio topologico

alguna forma que admita una
nocion razonable de "pegado”
inductivo de los complex

Cadenas C:imp.[x} Ceel(X) generado por celdas C:ing(}() generado
generado por orientadas de X por mapas o
simplices
orientados de X
Grado Dimension de X Dimension de X Dimension del
dominiode o
Limite La suma formal Bordes de X Corresponde al
de bordes en C limite de o, que son

los mapas inducidos
sobre sus faces

Figura B.3: Caracteristicas de las homologias simplicial, celular y singular.
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B.0.4. Homologia simplicial

Definiciéon B.0.12. Sea X un simplicial complex. La homologia simplicial de X, denotada por
H,(X), es una secuencia de espacios vectoriales Hi(X),k € N llamada “k-dimensional homologia de
X7,

Definicién B.0.13 (Dimensién de Hy(X)/clase o grupos homdlogos/ Betti-number). La dimensién
k, llamado el k-ésimo numero Betti de X, es una medida basta del niimero de diferentes huecos en el
espacio X que pueden ser percibidos mediante el uso de subcomplexes de dimensién k.

La construccién principal de esta homologia es una version algebraica de un simplicial complex,
mediante la descomposicion de un espacio en términos de piezas simples en una coleccién de espacios
vectoriales (o médulos) y transformaciones lineales (u homomorfismos).

Ademds, por la aplicacién de cadenas complexes C}, se tienen las siguientes definiciones:

» Considerar los siguientes subespacios de Cj: los ciclos Z;(X) (cycles o subcomplexes sin fron-
tera) y las fronteras By(X) (k-boundaries o subcomplexes k — chains de mayor dimensién):

k — cycles : Zp(X) = ker(0: Cx — Ck_1) (B.6)
k — boundaries : Bp(X) =img(0 : Cxy1 — Cy) (B.7)

Asi, By es un subespacio de Zj, lo cual tiene las siguientes implicaciones:

e Los k — cycles € X son los objetos bésicos que cuantifican un hueco de dimension k en X.

e Ademds, es posible que algunos de los k—cycles € X estén midiendo al mismo hueco, incluso
que otros ciclos no detecten un hueco del todo; por lo que estos delimitan un subcomplex
de dimensién (k+1) € X.

» Se dice que dos ciclos {£,n} € Zi(X) son homdlogos si su diferencia es una frontera:

€] = [n] &+ £ —n € Br(X) (B.8)

Observacion B.0.14. Asi, en lo que respecta a la medicién de agujeros, los ciclos homologos son
equivalentes.

» Por lo anterior, la homologia k — dimensional de X es el cociente de espacios vectoriales
expresado en la ecuacién [B.9] es decir, el espacio vectorial apropiado para distinguir los ciclos
homologos:

_ Zk(X)

 Br(X)

Observacion B.0.15. El Lema implica que By(X) es un subespacio de Zx(X), y por lo
tanto, crea un espacio vectorial bien definido.

Hy(X)

(B.9)

Observacion B.0.16. En términos generales, al construir la homologia, se estd eliminando los
ciclos que son fronteras de un subcomplex de orden superior del conjunto de todos los ciclos,
para que los restantes lleven informacién sobre los huecos dimensionales del complex. Es decir,
que cualquier elemento de K (X) es una clase de equivalencia de ciclos k — cycles homdlogos.
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Por lo tanto, cada clase de homologia no trivial en una determinada dimension identifica un ”hue-
cogorrespondiente en esa dimensién. Como ejemplo de la realizaciéon geométrica de homologias, se
listan los siguientes casos, considerando a X como un grafo topolégico:

» Hy(X).- Su base més simple consiste de una eleccién de vértices en X. La dimensién de esta
homologia es igual al nimero de componentes conectados de X, es decir, los tipos de huecos en
X que los puntos pueden detectar.

Como Jy = 0, todas las 0 — chains son 0 —cycles : Zy = Cy. Asi, By consiste de uniones finitas
de vértices, con un nuimero par en cada componente conectado de X. Al elegir el conjunto de
vértices de X como una base para Z;, se tiene que cualquier par de de elementos de la base
son homoélogos si y solo si ellos estan en el mismo componente de ruta conectado de X. Asi, la
dimension de Hy(X) es el nimero de tales componentes de ruta conectados.

» H;(X).- Su base mds simple consiste de una eleccién de lazos en X, cada uno de los cuales
rodea un hueco diferente en X. Es decir, los elementos de H; (k) son colecciones finitas de ciclos
orientados en el 1 — skeleton de X .Por lo tanto, Hi(k) es una medida del nimero y tipos de
ciclos.

k-Laplacianos combinatorios

Los grupos homoldgicos se aplican para distinguir espacios topoldgicos, mediante la identificacién
de huecos (de varias dimensiones) contenidos en tales espacios. A partir de que los operadores de
frontera O tienen una representacion matricial By, es posible definir su operador dual de la siguiente
forma:

8} Char(X) > Cp(X) (B.10)

A partir de la ecuacion se define al operador k-Laplaciano discreto del simplicial
complex de la siguiente forma:

Ly : Cp(X) > Ch(X) = Os10}1 + Ok (B.11)

Observacion B.0.17. En [19], Egerstedt denota al operador Laplaciano como Ay, el cual permanece
invariante en cada uno de sus sub espacios, ademas de ser positivo definido sobre las imédgenes de Ok
y 0%k.

Este operador fue introducido en 1945 por Eckmann, quien not6 que cada Ci(X) puede des-
componerse en subespacios ortogonales de la formas:

Cu(X) = Hp(X) @ im(Bpyr) ® im(D]) (B.12)

Donde:
Hi(X) ={c € Cr(X): Lrc =0} = ker(Ly) (B.13)
Asi, de la ecuaciéon se dan las siguientes observaciones:

Observacion B.0.18. Para cada k, se tiene el siguiente isomorfismo:

Hi(X) = Hy(X) (B.14)
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Observacion B.0.19. “Para calcular los grupos homoldgicos de un simplicial complex, es
suficiente estudiar el espacio nulo de la matriz L;.”

Observacion B.0.20. Por las observaciones dadas, se concluyen lo siguientes cdlculos inmediatos:

= Al aplicar la representacién matricial de operadores de frontera, se define al k— Laplaciano com-
binatorio de la siguiente forma:

Ly = Bi B, + Bl By € R (B.15)
donde B,{ es la representaciéon matricial de Jx y ny es el nimero de k — simplices de X.

= Kl grafo Laplaciano comun es:
ﬁo : Co(X) — Co(X) (B16)

, es decir, Ly es la matriz Laplaciana usual.

= En términos matriciales de adyacencia y de grado, los k — Laplacianos combinatorios se calculan
de la siguiente forma:

L, = DI — A% 4 (k4 DLy, + AP (B.17)

, donde Agc) y Aék) son las matrices de adyacencia superior e inferior, respectivamente, y D((Jk )

es la matriz de grado superior.

Observacion B.0.21. La representacién expresada en la ecuacién implica que la i—ésima
fila de L depende unicamente de las interacciones locales entre el i—ésimo k — simplex con sus
k — simplices adyacentes superiores e inferiores.

» Ya que no tienen sentido los simplices de dimensién negativa: C1(X) = 0.

= Ademds, los mapas 0y y J; se asumen como mapas cero, por lo que £y = 0;0;, donde 0 es la
matriz de incidencia del grafo.

B.0.5. Homologia relativa

Por la forma de modelar al SDM en esta tesis, se requirio calcular el médulo de huecos en cierta
region del espacio distribuido por nodos, por ejemplo, el considerar los nodos frontera del cimulo
general. Por esto, el concepto de homologia relativa, asi como los elementos que la conforman, son
definidos a continuacion.

Aunque comunmente se toma a Cj a ser un médulo generado por k — dimensional — simplices,
es posible también modificar C} para dar lugar a homologia reducida relativa a un subcomplex.
Se parte de una Y C X (subcomplex de X). Entonces, X,Y definen cadenas simplicial complex,
cuyo resultado Cy(Y) C Ci(X) es un submédulo para toda k.

Definicion B.0.22. Se define como cadenas relativas:

CL(X,Y) = g’;g;

(B.18)

al espacio cociente obtenido de Cj(X) al “colapsar” el subespacio generado por los k — simplices en Y.
Asi, este cociente es estimado por 0, y los subespacios definidos por el kernel y la imagen satisfacen:

Bi(X,Y) C Zi(X,Y) C Cp(X,Y) (B.19)
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Observacion B.0.23. De la definiciéon [B.0.22] el mapa frontera se extiende como:
de forma que se preserve la condicién 9% = 0.

Definicion B.0.24. Partiendo de las cadenas relativas, se define a la homologia relativa como:

Zp(X,Y)

= kT

(B.21)

Observacion B.0.25. Esta homologia mide huecos detectados por las cadenas cuyas fronteras se en-
cuentran en Y.

B.0.6. Mapas entre categorias: functorialidad

Definicién B.0.26. Un mapa cadena ¢ : C' — C’ es un homomorfismo sobre cadenas, respetando
el grado y conmutacién con el mapa frontera. Esto es mejor expresado en el siguiente diagrama
conmutativo:

Chin 5 c, Chpq— -

lso i@ l@ iw ch
! ! /

n+l Ch oy Yn-1 T T

Conmutacién significa que el homomorfismo es trayectoria-independiente en el diagrama; ej., ¢ 0 9 =
' o .

Un mapa cadena ¢ induce homomorfismos sobre grupos homolégicos: H(p) : H(C) — H(C"),
enviando [(] € Hi(C) hacia [¢(¢)] € Hi(C"). Asi, H(p) es la secuencia completa de homomorfismos
inducidos sobre la homologia; por lo que la homologia es functorial, es decir, que los homomorfismos
inducidos respetan la composicién de mapas cadena.

B.0.7. Complexes en homologia
Vietoris-Rips complexes

Se considera un subconjunto discreto @ € R™. Al complex Q se le asocia como una coleccién de
puntos de datos (nube de puntos) muestreados de una subvariedad, por lo que es deseable reconstruir
tal subvariedad fundamental de la nube de puntos.

Ademss, al elegir un parametro de longitud € > 0, el Vietoris-Rips complex de escala € sobre Q,
denotado por VR(Q), corresponde al simplicial complex cuyos simplices son todos aquellas colecciones
finitas de puntos en Q con distancia entre pares de a lo sumo e (cerrado sobre subconjuntos). Asi,
VR(Q) da una buena aproximacién a la estructura fundamental de la nube de puntos mediante la
correcta eleccién de e.

El grado con el que VR.(Q) (para un € fijo) captura la topologia de la nube de puntos no es obvio.
Por ejemplo, al considerar el mapa de proyeccion 6 : VR (Q ~— R"), el cual toma los vértices VR (Q)°
hacia Q, asi como los k — simplex de VR.(Q) hacia el casco convexo de los vértices asociados en Q.
Asi, la imagen de 6 en R" es llamada sombra Sh del VR(Q). Por lo regular, VR.(Q) y Sh son no
homeomoficos, debido a que el dominio de proyeccion § es probable que tenga mayor dimensién que
el codominio.
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Cech complexes y muestreos aleatorios

El VR(Q) es un ejemplo de una clase méas general de simplicial complexes que logran rellenar una
estructura determinada. Para codificar un simplicial complex tipico en una forma computacional que
el software pueda manejar, es necesario una lista completa de todos los simplices.

Dado una nube de puntos Q € R" y un pardmetro de longitud € > 0, el Cech complex C. a ser el
simplicial complex construido sobre ) se define como sigue:

Definicién B.0.27. El Cech complexr de Q, denotado por Cg(Q), es la coleccién de k + 1 distintos
elementosv(:nl-’s) de Q tal que la red de intersecciones de bolas de didmetro € en los x;’s es no vacia.
Ademis: Cc(Q) C VR(Q).

Sin embargo, en los CE(Q) no es posible solamente almacenar el 1 — skeleton y rellenar el resto, ya
que se deben revisar muchas intersecciones para construir el complex completo.

B.0.8. Homologia persistente

Se trata de un método algebraico para discernir caracteristicas topoldgicas (ej. componentes, agu-
jeros, estructura grafica) de datos (ej. conjunto de puntos discretos con métrica bien definida entre
pares).
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