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Resumen

El presente trabajo busca complementar lo realizado por [Salguero Martinez, 2019],
basado en los trabajos de [Cerfon and Freidberg, 2010] y |Zheng et al., 1996]. Para
ello, se presenta una introducciéon que muestra la pertinencia, en el contexto cientifico
y social actual, de la investigacion en fusion. Se procede entonces a la exposicion de
los antecedentes, relativos a la obtencién de las soluciones analiticas de la ecuacion de
Grad-Shafranov, usando los perfiles de Solov’ev. Esto tltimo justifica la elaboracion
de dos codigos en Python, con los cuales se exploran primero los parametros libres
de las soluciones y posteriormente se obtienen la forma de los campos, la presion y el
factor de seguridad, obtenidas para cuatro experimentos, dos en operacion y dos en
construccion. Los experimentos elegidos tienen relevancia en el contexto presentado
en la introduccion. Finalmente, los resultados de este estudio motivan la revision del
equilibrio de frontera libre y la estabilidad MHD usando los perfiles de Solov’ev. Los

objetivos de este trabajo son los siguientes:

s Calcular las funciones de flujo en equilibrio, para un tokamak axisimétrico,
usando los perfiles de Solov’ev, para cuatro experimentos de relevancia en el

contexto actual.

= Obtener los perfiles de los campos y la presiéon. Comparar lo obtenido con lo

previsto y establecer criterios que lo justifiquen.

= Comparar el modelo de equilibrio de frontera fija con el modelo de frontera

libre.

= Establecer un criterio de estabilidad usando los perfiles de Solov’ev.

VII



Capitulo 1

Introduccion

En la bisqueda de nuevas formas de energia, la fusiéon nuclear promete ser la opcion
mas apropiada para un futuro industrializado, ya que proyecta generar energia de
manera continua, sin emision de gases de efecto invernadero y sin el peligro latente
de un desastre nuclear, presente en una planta de fisién actual, ya sea provocado por
un accidente o por la proliferaciéon de material con potencial bélico. El problema ha
estado presente en las agendas piuiblicas y cientificas desde hace décadas, sin hallar
una solucion definitiva debido a la complejidad del problema. Una muestra de este
gran esfuerzo humano esta reflejado en el proyecto ITER!, el cual espera demostrar
la posibilidad de obtener energia de la fusion nuclear de un plasma magnéticamente
confinado. Con ITER disponible hasta 2025, nuevos disenos esperan reducir el tiempo
que toman los experimentos en construirse y operar, con el objetivo de comercializar lo
antes posible la fusion nuclear. En este capitulo se muestra un panorama breve y actual
sobre el problema de la fusion y especificamente, sobre el enfoque de confinamiento

magnético.

'ITER es un experimento, que se construye en el sur de Francia, cuyo objetivo es crear un plasma
tal que produzca mas energia de la necesaria para calentarlo. Destaca por las dimensiones de sus
instalaciones y la colaboracion internacional necesaria para llevarlo a cabo. Se inscribe dentro de un
plan que busca comercializar la fusién en la segunda mitad del siglo, por medio de la construcciéon de
tres megaproyectos cientificos, ITER, DEMO y una planta nuclear comercial. Avances y mas detalles
en https://www.iter.org/


https://www.iter.org/
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1.1. Fusiéon Nuclear, la energia del futuro

El principio basico que comenzoé con el suefio de una fuente de energia virtualmente
infinita se observa a gran escala en el Universo, particularmente en nuestro Sol y en
todas las estrellas. Es bien conocido el hecho de que el Sol ha proporcionado energia
desde hace miles de millones de anos, sin embargo, fue hasta el siglo pasado que se
describi6é el mecanismo que lo permite: la fusiéon nuclear. La fusiéon nuclear, junto
con la fisién, son reacciones quimicas conocidas como reacciones nucleares, siendo
la composicion de uno o mas nucleos lo que se transforma. La fusiéon nuclear es la
combinacion de &tomos de tal forma que el resultado sea un elemento de masa atémica
mayor a cualquiera de los elementos iniciales, en oposiciéon con la fision, donde un
nicleo se separa en dtomos con una masa atémica menor a la original, cada uno,

como se muestra en la figura 1.1.

Fision nuclear Fusion nuclear

. Colisién . ‘

—_— ’

Neutrén \ / v
/ U-235  Deuterio " Tritio

U-236 ‘ / \
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o lc ®» S @

Be-144 Kr-89 He-4
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Figura 1.1: Reacciones de fision y fusion mas comunes.

A lo largo de la historia se han descubierto reacciones nucleares que resultan siempre
en una liberacion de energia. Para justificar esto, considérese lo siguiente: los ntcleos
atomicos estan conformados por protones y neutrones (nucleones), los cuales tienen,
cada uno, una masa determinada. Sin embargo, la masa de un nicleo no corresponde
experimentalmente a la suma de las masas individuales de los nucleones, en realidad
es ligeramente menor. Esta diferencia se asocia a una energia equivalente (dada por la

ecuacion E = mc?), E, o energia de amarre, necesaria para mantener a los nucleones
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unidos. Si ahora consideramos esta energia dividida entre el nimero de nucleones,
para los diferentes elementos conocidos (representados por su masa atomica A), se

obtiene la siguiente grafica.

Fusion Fission

Binding energy per nucleon, MeV

0 50 100 150 200 250
Mass number, A

Figura 1.2: Energia de amarre E} por nucleén en funciéon del ntimero de masa A.
Tomado de [Beiser, 2003|

La curva nos revela el motivo de que se libere energia en ambos procesos. Si dos
nucleos ligeros se unen, su energia de amarre por nucleén es mayor, lo mismo si un
niicleo pesado se divide en dos cuya masa no sea menor al elemento en el maximo de la
curva. Si bien esto justifica la liberacion de energia, no especifica como puede lograrse.
Sin embargo, en 1938, Lise Meitner describi¢ la fision de un nticleo de 2*°Uy, al ser
bombardeado por un neutréon |Beiser, 2003|. El aprovechamiento de esta liberacion
de energia detond la investigacion en reacciones nucleares, tanto para fines pacificos
como bélicos. En contraste con la fision, la fusion requiere que los protones superen
la interacciéon coulombiana para poder recombinarse, por lo cual es necesario que la
materia involucrada aumente su energia cinética. Aumentar la energia cinética de un
gas (como el hidrogeno de las estrellas) se traduce en aumentar su temperatura. Como
se muestra mas adelante, para lograr la fusion el gas debe aumentar su temperatura
al menos hasta los 15keV, lo que lleva al gas a un estado conocido como plasma.
El plasma puede definirse como <un gas cuasineutro de particulas cargadas y neu-
tras que exhiben un comportamiento colectivo>> |Chen, 2016]. El < comportamiento

colectivo>> se refiere a la capacidad del plasma de modificar su propiedades fisicas
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(velocidad, presion, temperatura, campos electromagnéticos) en respuesta a cambios
tanto locales como externos. La cuasineutralidad indica la ligera diferencia que existe
entre las densidades (proporcional al nimero de particulas) de electrones y iones, tal
que da lugar a potenciales electromagnéticos del orden de magnitud correspondientes
a la temperatura del plasma. Las condiciones de presion y temperatura, en las cuales
un gas puede convertirse en un plasma, no son comunes en la Tierra, siendo el es-
pacio exterior mas propicio para su existencia. En la Tierra, los rayos, las descargas
eléctricas en tubos de vacio y las auroras boreales son ejemplos de plasmas, aunque

con origenes y caracteristicas muy diferentes.

Pl P)— Pm+e'+ﬁ Pl+ Ph+ o) —= Pm+‘\3

produces produces
99.75% 0.25%
of 2H of 2H

"m* p) S5 phr.-rav
|

PP | branch PPl branch PP Il branch
B6% of IHe 14% of IHe 0.1% of IHe

|
P“* Fm — %" Fy+ P pm‘" P —— 7ge) + vy pM+ h—'- TBe) + YAy

3He 3He AHe :
70 + ® 25, 9 +® 7e8 + TP v ah + yray

7N + R —_— h‘*h sa =3 sa+e»+a
% — %+%

Figura 1.3: Reacciones nucleares posibles en una estrella como el Sol. Tomado de:
http://cococubed.asu.edu/code_pages/burn_hydrogen.shtml. Consultado el 31
de Mayo de 2019.

The weights of the branches are for conditions in the Sun.

En una estrella, el proceso de formacién de la misma permite llevar al gas al esta-
do de plasma. Inicialmente, grandes masas de hidrégeno son atraidas entre si por la
fuerza gravitacional. Esto reduce el volumen que ocupan, formando una gran masa
esférica que comienza a calentarse por el aumento de presion. Esta energia permite
inicialmente crear isétopos de H, los cuales posteriormente, al sobrepasar la inter-
accion coulombiana e interactuar con otros iones, crean nucleos de otros elementos
més pesados y liberan radiacion. Hans Bethe desarrolld en 1938 la explicacion de este
fenémeno, conocido como nucleosintesis [Beiser, 2003|. En la la figura 1.3 se presentan

las reacciones correspondientes al Sol. En consecuencia, replicar la fusion en la Tierra


http://cococubed.asu.edu/code_pages/burn_hydrogen.shtml
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Figura 1.4: En el eje vertical se muestra el valor de la seccion eficaz de fusion, en barns,
mientras que en el eje horizontal se muestra la energia de una particula incidente para
lograr la fusion. Las curvas corresponden a las reacciones de fusiéon mas comunes.

Tomada de [[AEA, 2012].

implica confinar un plasma y calentarlo. En las estrellas, el confinamiento se logra
por medio de la interaccion gravitacional de grandes masas. Por otro lado, el plasma
posee propiedades electromagnéticas. En consecuencia, un plasma modifica su esta-
do de movimiento en presencia de campos magnéticos. El reto que se han propuesto
los investigadores, desde hace casi 70 anos, es solventar los problemas que surgen al
intentar confinar con campos magnéticos un plasma, calentarlo y lograr un estado
estacionario, donde ocurra finalmente la fusion. De lograrse esto tltimo, la energia
liberada se aprovecharia para producir electricidad. Asi como no es posible lograr el
confinamiento en la Tierra de la misma forma que en las estrellas, tampoco es posi-
ble replicarla con las mismas reacciones. Los is6topos de H, deuterio (*H denotado
por D) y tritio (3H denotado por T'), como puede verse en la figura 1.2, tienen el
valor méas pequeno para FE,. Por lo tanto, la fusion tiene una probabilidad mas al-

ta de ocurrir para una energia cinética menor, en comparacion con otras reacciones.
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La seccion eficaz para colisiones esta relacionada con la probabilidad ocurrencia de
una reaccion, que depende de la energia cinética de las particulas a fusionar. En la
figura 1.4, se observa que la secciéon eficaz para la reaccion D — T, tiene un maximo
cerca de los 100 keV. Sin embargo, es mayor a uno cerca de los 15 keV, temperatura
mencionada anteriormente como la minima para que ocurra la fusion. En contraste,
otras reacciones poseen secciones eficaces con maximos de menor magnitud y a mayor

temperatura. La reaccion D-T corresponde a la siguiente ecuacion

D+T — *He(3.5MeV) +n(14.1MeV). (1.1)

A pesar de sus ventajas, la reacciéon anterior posee inconvenientes importantes. Pri-
mero, el tritio no existe de forma natural en la Tierra, a diferencia del deuterio, que
se obtiene por separacion de isotopos del agua [IAEA, 2012]. Por otro lado, el tritio

se produce por captura de neutrones en el litio:
°Li+n— T+*"He+4.8MeV,

"Li+n—T+*He+n—25MeV. (1.2)

Ambas reacciones muestran que la capacidad de la fusion para producir energia de-
pende, en gran medida, de las reservas de litio [Nicolson, 2012|. Por ahora, los experi-
mentos pueden abastecerse de las reservas obtenidas por los reactores CANDU?y los
creados en la carrera armamentista [Murray and Murray, 2015]. Sin embargo, estas
reservas se agotan aun sin usarlas, en tanto que la vida media del tritio corresponde
a 12.3 anos [Murray and Murray, 2015].

Adicionalmente, dado que los neutrones de la reacciéon D — T no se pueden confinar
con campos magnéticos, estos chocan con los materiales al interior del dispositivo,

volviéndolos fragiles y activandolos (es decir, se vuelven radiactivos), lo cual reduce

2Canadian Deuterium Uranium (CANDU) es el nombre de un modelo de reactor de fisién, que
utiliza agua pesada (agua enriquecida con deuterio) como moderador y uranio natural como combus-
tible [Brooks, 1993], el cual se ha exportado a paises sin experiencia en energfa nuclear. En general,
los reactores moderados por agua pesada generan tritio como residuo, esto ultimo, resultado de la
interaccion de neutrones con el deuterio. Esto los convierte en fuentes de tritio constantes, aunque
insuficiente para la demanda futura [Kovari et al., 2017]
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su tiempo de vida 1util y crea la necesidad de reponerlos periddicamente y mani-
pularlos de forma especial [[AEA, 2012]. Como respuesta al dafio por neutrones y
como alternativa a una posible falta de tritio en plantas futuras, una de las lineas
de investigacion del proyecto ITER es la produccion de tritio dentro del aparato de
confinamiento, a partir de los neutrones producidos por la reaccion D — T usando
placas de litio que recubren la pared més cercana al plasma3.

Por otro lado, la disponibilidad del deuterio sugiere considerar una reacciéon que solo

involucre a éste. Dicha reaccion posee dos ramas, ambas con un 50 % de ocurrencia
D+ D — T(1.01MeV) + p(3.02MeV) (50 %),

D+ D — *He(0.82MeV) +n(2.45MeV) (50 %). (1.3)

Los productos de ambas ramas favorecen reacciones entre el D restante con el *He y

el T producidos de estas reacciones, siendo
*He+ D — *He(3.6MeV) + p(14.7TMeV). (1.4)

Se espera, de acuerdo con la figura 1.4, que esta ultima reacciéon aporte poco a la
energia total de la reaccion. Asimismo, son posibles las reacciones T'— T, *He — Ty
3He —3He, por lo cual, un calculo detallado de todas las reacciones posibles resulta
muy complejo. La ventaja mas evidente de la reaccion D — D es la disminucién en
la produccién de neutrones de alta energia, aunque siguen siendo importantes. Es
importante notar que la ecuacion (1.4) resulta en protones de alta energia, los cuales
pueden confinarse y resolver el problema de los neutrones. Desafortunadamente el
3He es un is6topo poco comin en la Tierra [Murray and Murray, 2015]. Al final, un

combustible sin neutrones, relativamente abundante, corresponde a

p+ "B — 3'He +8.7TMeV, (1.5)

3En https://www.iter.org/mach/tritiumbreeding. Consultado el 12 de Agosto de 2019


https://www.iter.org/mach/tritiumbreeding
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va que el 1B es el isotopo méas comin del Boro [Murray and Murray, 2015]. La des-
ventaja principal reside en la temperatura que debe alcanzar el plasma para fusionar,

algo que quizas sea posible en una segunda generacion de reactores [[AEA, 2012].

1.1.1. Ganancia en las reacciones de fusion

Hasta ahora, no se ha demostrado experimentalmente que la fusién por confinamiento
magnético sea un proceso viable para la obtenciéon de energia en la Tierra. El plasma
debe poseer algunas caracteristicas para poder obtener energia de él, determinadas
por una ecuacion conocida como criterio de Lawson. Siguiendo a [[AEA, 2012], se
define la ganancia () como la razon entre la energfa obtenida por fusiéon Py,s y la
energia usada para crear y mantener la reaccion, P,,., es decir ) = %. Si Q
es mucho mayor que 1, podemos afirmar que la reacciéon produce suficiente energia
para ser aprovechada. Para un plasma con una ganancia infinita esto implica que la
reaccion ocurre sin calentamiento externo, y se dice que el plasma se encuentra en
ignicion. En particular, para un plasma de D — T' con una proporcion 50/50, en el
cual la fusion ocurre a los 15keV, las interacciones entre las particulas « (ntcleos

“He) proporcionan esta energfa, hasta consumir todo el combustible. Ahora bien, la

potencia neta de calentamiento del plasma, Pj.q;, puede expresarse como:
Pheat = Paux+Pa _Prada (16)

donde P, es la potencia de las particulas alfa y P,,q es la potencia perdida por
radiacion, principalmente por bremsstrahlung (radiacion de frenado producida por
interacciones electron-ion y electron-electron) y radiacion de sincrotron (debida al
movimiento de particulas cargadas en trayectorias cerradas). A su vez, el calenta-
miento también ocurre por la potencia generada por los efectos de transporte Piqns

. . T AW,
y la potencia requerida para aumentar la energfa cinética del plasma =, con lo cual

dw,,

Preat = Pirans - L.
heat t + 7 (1.7)
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Los términos de (1.6) y (1.7) estan dados por

v
P, = ng (UU)EQZP,

Prag = Py, = C5TM?*n2V,, (1.8)

W, = 3n.kpT,V,

donde n, es la densidad de electrones en el plasma, (ov) la seccion eficaz de la reaccion,
E, = 3.5MeV es la energia de las particulas alfa, V), el volumen del plasma, T
es la temperatura de los electrones, en eV y kp la constante de Boltzmann. Para
plasmas con temperaturas de fusion, la radiaciéon por bremsstrahlung es mayor, por
lo cual P,y = Pg,, siendo Cg una constante. Ahora bien, P,,.,s esta relacionada con
el contenido de energia total, a través del tiempo de confinamiento de energia 7,
definido en [IAEA, 2012| como

_ WP
" Phear — AW, /dt’

(1.9)

TE

Por lo tanto, al combinar las ecuaciones (1.6) y (1.7), usando la definicion de @) con

5P, ~ Py, y sustituir 1.8 y 1.9, se obtiene la siguiente ecuacion en términos de 75

5 Inkpl, d
2oy By (G50 Z oprizge = 3nckele | d g op. (1.10)

4@ TE dt

Para un estado estacionario (% = 0), por lo cual 1.10 se transforma en
3kp T,
NeTp = WE” T (1.11)
(Q + 5)# - CBTe

Cuando @@ = 1, la ecuacion (1.11) se le conoce como criterio de Lawson. Para el

plasma considerado hasta ahora, D — T en la proporcion 50/50, con una temperatura

de fusion de 15keV, la ecuacion (1.11) con @) = 1 resulta

neTE = 1020% (1.12)



CAPITULO 1. INTRODUCCION 10

Ahora bien, debido a que la razoén de fusién puede expresarse por (ov) ~ T.% la

ecuacion (1.11), con las condiciones anteriores resulta en el triple producto

keV's

neteTs = 1.5 x 10%1 -
m

(1.13)

Por otro lado, la condicién de ignicion, Q = oo, para una densidad n. = 10*'m=3 y

una temperatura T, = 30keV/, el triple producto resulta:

netpT, = 8.1 x 1021]“3—‘2. (1.14)
m

Por lo tanto, de las ecuaciones (1.13) y (1.14) se concluye que el tiempo de confina-
miento es del orden de segundos, por lo cual, todo dispositivo de confinamiento cuyo
objetivo sea obtener energia de un plasma de D — T, debe ser capaz de calentarlo, al
menos hasta los 15keV , tener una densidad de 102°m 2, durante unos cuantos segun-
dos. La forma que esto puede lograrse no ha sido completamente determinada, sin
embargo, las observaciones experimentales han establecido tendencias, que se reflejan
en los diferentes disenos para los dispositivos de confinamiento magnético existentes,

que siempre buscan mejorar el valor del triple producto para acercarlo al valor de

(1.13).

1.2. Plantas nucleares de fusiéon

El objetivo final de todas las investigaciones sobre fusiéon nuclear controlada es generar
energia limpia, de forma continua, de la misma forma que las centrales termoeléctri-
cas convencionales operan en la actualidad. En la figura 1.5 se muestra un esquema

simplificado de una planta de fusion.
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Water

Figura 1.5: Modelo de una planta de fusiéon. Tomado de http://news.mit.edu/2018/
nas-report-right-path-fusion-energy-1221. Consultado el 31 de mayo de 2019

Ahora bien, en comparaciéon con otros sistemas existentes, si se lograra obtener un
plasma estable en ignicion, la cantidad de energia liberada, en relaciéon con la cantidad
de combustible a utilizar, es enorme. Una planta de fusién de D —T', con una potencia
de 1GW, requeriria durante un ano al menos 37 kg de D y 56 de T' [TAEA, 2012].
En contraste, una planta de carbén de la misma potencia, utiliza de 3 a 4 millones
de toneladas de combustible al ano, mientras que una planta de fisién usa aproxi-
madamente 150 a 200 toneladas de uranio natural? |[Nicolson, 2012]. La diferencia,
aun con las plantas de fision, es abismal. Si consideramos que el combustible para
la fusién es mas abundante y se requiere en cantidades tan bajas, se justifica la afir-
macion de que la fusion es una energia virtualmente infinita. Sin embargo, la fusion
estima conectarse a la red eléctrica para el 2050, o por lo menos, antes del fin de
este siglo [IAEA, 2012|. En el corto plazo, las plantas de fisién son cruciales para lo-
grar la transicion hacia una energia limpia y practicamente ilimitada [Nicolson, 2012],
[Murray and Murray, 2015]. Desafortunadamente esta tecnologia, ampliamente desa-
rrollada en la mitad del siglo pasado, ha perdido en la ultimas décadas la estima

de la opinién publica. El terror nuclear, ocasionado por la carrera armamentista es

4El uranio natural 238U, el mas abundante en la Tierra no es fisible. El enriquecimiento de uranio,
es decir, el aumento de atomos de 23°U en los compuestos de uranio natural, es un proceso necesario
en la gran mayoria de las centrales nucleares [Murray and Murray, 2015]


http://news.mit.edu/2018/nas-report-right-path-fusion-energy-1221
http://news.mit.edu/2018/nas-report-right-path-fusion-energy-1221
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reforzado por los tres grandes desastres nucleares: Three Mille Island, EUA (1979),
Chernobyl, URSS (1986) y Fukushima, Japon (2011); caracterizados por haber provo-
cado la dispersion de material altamente radiactivo en las regiones vecinas, que puso
en duda la seguridad y el control de emergencias en las plantas nucleares, si bien es
cierto que un accidente en un reactor nunca fue o sera igual a la detonaciéon de una
bomba nuclear, ya sea de fision o una bomba H [Murray and Murray, 2015].

A pesar de las mejoras en seguridad realizadas a los reactores, posteriores a las fe-
chas de los siniestros, existen dudas sobre el futuro de los desechos nucleares. Estos
desechos corresponden por un lado a productos radiactivos, resultado de la opera-
cion usual de los reactores (comerciales o militares), que no pueden reutilizarse o que
permiten la creacion de armamento. La solucién actual consiste en el resguardo bajo
tierra, en zonas geologicamente estables o el reprocesamiento, con altos costos de por
medio. Sin embargo, los efectos ambientales y cuestiones geopoliticas ponen en duda
este enfoque. Asimismo, reducir el desperdicio de material fisible podria ser determi-
nante al satisfacer las demandas energéticas del futuro [Murray and Murray, 2015].
Otras soluciones, aplicables en un plazo corto-mediano, plantean operar reactores
existentes con otros combustibles, ya sea con torio o con ciertos desechos para reci-
clar dicho material, o bien construir nuevos reactores cuyos desechos sean minimos
[Murray and Murray, 2015]. Asimismo, se plantean colaboraciones con la fusion, tales
como los proyectos de fusion hibrida |Lidsky, 1975], [Manheimer, 2009], la transmu-
tacion de desechos existentes a elementos menos radiactivos [Salvatores et al., 1998],
asi como el enriquecimiento de uranio natural, dentro de los dispositivos de confina-
miento, [Waganer and Team, 2000|, [Manheimer, 2009]. Dado que la opinion ptublica
es mas benévola con la fusion, estas ultimas opciones pueden ser benéficas en un fu-
turo para ambos desarrollos, con la desventaja de estar poco estudiadas. El consenso
en todas estas alternativas es que, con los proyectos y el conocimiento actuales, es
posible desarrollar diferentes lineas de investigacion que aprovechen aspectos poco

estudiados o considerados como desventajas.
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1.2.1. Dispositivos de confinamiento magnético

Para alcanzar la fusion se han desarrollado diferentes dispositivos, basados en con-
figuraciones de campo magnético que explotan varios aspectos del comportamiento
del plasma en equilibrio. Los creadores de los primeros dispositivos de confinamiento
consideraban que la fusién era una labor sencilla, siempre que hallaran una configu-
racion en la cual el plasma fuera estable. Dichos experimentos demostraron que tal
pensamiento era demasiado optimista, lo que llevd al aumento en la complejidad de
los aparatos, incrementando asf a la cantidad de fenémenos que no podian predecirse.
Un paso fundamental en esta primera etapa fue reconocer que la geometria que natu-
ralmente confina al plasma corresponde a la toroidal. Diferentes disenos basados en
la forma toroidal han sido propuestos, algunos de los mas exitosos son el Tokamak, el
Stellerator y en menor medida el RFP (Reversed Field Pinch). El tokamak fue pro-
puesto en 1950 por los cientificos soviéticos Andrei Sakharov e Igor Tamm, mientras
que en 1951, Lyman Spitzer desarroll6 el stellarator. Este tltimo fue dominante en la
década de 1950, hasta que el tokamak demostré ser més eficiente, facil de construir
y predecir, por lo cual se convirtié en el disenio més popular hasta el dia de hoy®. Sin
embargo, el debate sobre cuél debe ser el disenio para alcanzar la fusion sigue abier-
to. Tokamak es un acrénimo en ruso para camara toroidal con bobinas magnéticas
[Wesson, 2004]. Estéa compuesto por bobinas que permiten crear dos componentes de
campo, toroidal y poloidal, como se muestra en la figura 1.6. La componente toroi-
dal del campo, creada por espiras alrededor del toro, permite mantener al plasma
circulando dentro del dispositivo. Sin embargo, la curvatura de las lineas de campo
favorece el desplazamiento de particulas a la pared, por lo que es necesario agregar
una segunda componente, el campo poloidal, el cual se forma al pasar una corriente
a través del plasma. Adicionalmente, bobinas verticales situadas a lo largo del eje
del toro estabilizan el plasma. La combinaciéon de ambas componentes genera lineas
espirales concéntricas, que forman a su vez superficies concéntricas donde el plasma

Se mueve.

°En https://www.euro-fusion.org/fusion /history-of-fusion/. Consultado el 12 de Agosto de 2019



CAPITULO 1. INTRODUCCION 14
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Figura 1.6: Representacion esquematica de la configuraciéon de imanes en un tokamak.
Tomado de [IAEA, 2012]

El confinamiento depende por lo tanto de la capacidad del dispositivo para reducir el
espaciamiento entre dichas superficies. Es decir, para que ocurra el confinamiento, la
presion que ejerce el campo magnético sobre el plasma debe ser mayor que la presion
del plasma. Al parametro definido por la razon entre la presion del plasma y la presion

del campo magnético se le conoce como beta () del plasma:

2 T
b_=n > (1.15)

ﬁzﬁ BQ/Q/.LO’

donde B es el campo magnético de la camara, p la presion, n la densidad y T la
temperatura. La seccion transversal del toro ha demostrado ser un factor esencial para
el equilibrio y la estabilidad del plasma. De una forma circular a una cuasi eliptica,
més cercana a una forma de D, la cual esté definida por dos parametros geométricos,
la triangularidad d¢ y la elongaciéon k. La forma del plasma y su comportamiento son
temas de investigacion importantes.

Ademas de la secciéon transversal, el toro se define geométricamente por dos radios,

uno medido desde el eje de rotacion y otro en el eje del toro, conocidos como radio
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externo Ry y radio interno a. La razén de aspecto, definida como el cociente entre
el radio mayor y el radio menor, establece dos categorias para los tokamaks. Los
tokamak convencionales, o de razén de aspecto grande, son tales que, siendo Ry mucho
mayor que a, la razéon de aspecto es mayor a uno, mientras que en un tokamak de
razéon de aspecto pequena este valor es cercano a uno, dado que ambos radios tienen
magnitudes similares. Estos tultimos dispositivos se conocen como spherical tokamak
(ST, tokamak esférico), en los cuales la forma compacta y axisimétrica (simétria
respecto al eje del toro) le otorgan un aspecto similar a una esfera, o al de una
manzana sin el corazon. Al igual que el tokamak, posee bobinas toroidales y poloidales,
sin embargo, el concepto de ST busca ser compacto y requiere de campos magnéticos
menores (comparados con los tokamaks convencionales), con lo cual, los costos y

tiempos de construccion entre experimentos se reducen |Gryaznevich et al., 2015].

1.2.2. Reglas de diseno conservador

La energfia del plasma en un tokamak debe aumentar si lo que se busca es lograr la fu-
sion, como se mostro en las secciones anteriores. De acuerdo con [Sorbom et al., 2015]
y |Gryaznevich and Asunta, 2017 este valor escala de la siguiente forma

Dy

7 2Bt (1.16)

Donde Br corresponde al campo magnético toroidal, V es el volumen del plasma y
f es la cantidad definida en (1.15). Por lo tanto, en un tokamak existen dos alter-
nativas para la aumentar la energia dentro del plasma, aumentar el valor de 5 o el
valor del campo toroidal. Sin embargo, existen limites de estabilidad para el plasma,
convertidas en reglas de diseno para una operacion segura. Estas reglas de diseno
conservadoras se obtuvieron, en su mayoria, de forma empirica. Dado que el factor
de seguridad ¢(r) es una medida de la inclinacion de las lineas de campo magnético,
su valor en la frontera del plasma es importante para la estabilidad. Por lo tanto,
q(a) = qa, con a el radio interno, de acuerdo con [Sorbom et al., 2015], debe ser tal

que
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B SeaB
4o = [p

S >22, (1.17)

donde S = 1*2“2, con un margen del 10 % sobre el valor minimo de ¢, = 2. Por otro

lado, se encuentra el limite de Troyon, definido por [Sorbom et al., 2015|

61\7 =< 5t07" > anb,O/[p < 9Troyon, (118)

con I, en MA la corriente del plasma, By el valor del campo toroidal, a el radio
MeNor y grroyon = 2.8. Esta expresion es vélida para factores de seguridad mayores a
2. Por otro lado, se tiene la densidad de Greenwald, definida en [Sorbom et al., 2015]

como

n—= £ (1.19)

Finalmente, una secciéon transversal mas elongada presenta mejoras en la estabilidad
del plasma, hasta cierto limite. El limite de la elongacion vertical corresponde, de

acuerdo con [Sorbom et al., 2015]
K = b.4e. (1.20)

Si bien estas reglas sirven como gufas para crear disenos operantes, no sustituyen
un analisis de estabilidad, razon por la cual se busca profundizar en los siguientes
capitulos en el problema completo. Asimismo, siempre es de interés determinar si

posible deducir, de principios fundamentales, estas relaciones u otras mas generales.

1.2.3. Campo magnético alto: SPARC y ST-40

Las reglas de diseno anteriores permiten discernir cuél es el enfoque mas apropiado,
partiendo de la ecuacion (1.16), para aumentar la potencia de fusion por volumen,

aumentar el campo o aumentar (3. Si el valor de 8 excede el limite de Troyon, el
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plasma es mas susceptible a la aparicion de disrupciones®, que un dispositivo como
el tokamak no es capaz de soportar. Por lo tanto, los efectos de esta alternativa se
observan principalmente en la estabilidad del plasma. Por otro lado, al aumentar el
campo magnético, los esfuerzos mecanicos sobre las bobinas, debidos al campo gene-
rado, también aumentan, lo que impone condiciones mecanicas mas estrictas sobre la
estructura del dispositivo.

Esto cobra relevancia al considerar las recientes noticias sobre la construccion de un
nuevo experimento en fusion [Kramer, 2018|, cuya premisa es tener un campo mag-
nético alto. Dentro de la propuesta concreta de ARC-SPARC [Sorbom et al., 2015],
se encuentran disefios de bobinas superconductoras de alta temperatura’, aplicables
a tokamaks de tamano reducido, en comparacion con ITER. Sin embargo, tienen el
mismo objetivo: demostrar la viabilidad de obtener un plasma en fusién por confina-
miento magnético, tal que ) >> 1, aunque més faciles de hacer y menos costosos. En
este sentido, una propuesta adicional surge por parte de la investigacion en tokamaks
esféricos (ST), representada por dispositivos como START, MAST y NSTX, asi como
los esfuerzos actuales realizados por Tokamak Energy, con los dispositivos ST-20 y
ST-40 en operacion. En particular, ST-40 se encuentra en trabajos de actualizacion,
como parte de un proyecto que busca crear un ST con bobinas superconductoras.
Ambos proyectos, SPARC y ST-40 incorporan, en menor grado el primero respecto
al segundo, capital privado para realizar investigacion, por lo cual son proyectos com-
plementarios y alternativos entre si. Tanto SPARC como ST-40 estédn de acuerdo en
un punto: aumentar el campo magnético del aparato permite disminuir el tamano del

mismo, el tiempo de construccion y los costos. Esto reactivaria la actividad cientifica

6Descargas eléctricas dentro del dispositivo que llevan a una pérdida de confinamiento del plasma

"ITER usara bobinas con superconductores normales, de niobio-estafio Nb3.Sn y niobio-titanio
Nb — Ti, que operan a 4 Kelvin (-269 °C). Los superconductores de alta temperatura (SCAT)
que se usaran en ARC y SPARC operan a 92 Kelvin. En el caso de ITER, tales temperatu-
ras se alcanzan con helio, en contraste con el nitrégeno liquido necesario para ARC. La ma-
yor disponibilidad del nitréogeno respecto la del helio y el ahorro de energia en los sistemas
de enfriamiento son puntos a favor de los SCAT, con la desventaja de no poseer una indus-
tria bien establecida como la de los superconductores tradicionales. Ver https://www.iter.org/
mach/magnets, https://nationalmaglab.org/education/magnet-academy/learn-the-basics/
stories/superconductivity-101 y [Sorbom et al., 2015|. Sitios consultados el 5 de diciembre de
2019


https://www.iter.org/mach/magnets
https://www.iter.org/mach/magnets
https://nationalmaglab.org/education/magnet-academy/learn-the-basics/stories/superconductivity-101
https://nationalmaglab.org/education/magnet-academy/learn-the-basics/stories/superconductivity-101
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en el area, ya que ofreceria resultados sobre plasmas no observados hasta ahora, que
ITER planea ofrecer hasta 2035. Por otro lado, ambos difieren, principalmente, en la
razéon de aspecto. Para el equipo tras SPARC, una razoén de aspecto convencional,
grande, muy similar a la que posee ITER, es garantia de éxito. En cambio, la pro-
puesta del ST-40 es un tokamak esférico. La eleccion de la forma puede justificarse
de la siguiente forma. Al combinar las ecuaciones de diseno conservador, se obtiene
[Sorbom et al., 2015]

2

& BNE(l + 52)) B04‘ (1‘21)

V o ( 4q,
Por lo tanto, la potencia también puede modificarse en funcion de la forma del aparato,
representada por la razén de aspecto y la elongacion. Con ello, es posible determinar
estos valores para maximizar la potencia, sin descuidar las consideraciones de estabi-
lidad. En este sentido, la elecciéon de la razéon de aspecto de SPARC esté justificada.
Sin embargo, se ha observado en los tokamaks esféricos que el valor de (8 es alto,
comparado con los obtenidos en otros aparatos. Por lo tanto, es posible, en principio,
obtener altos valores de 8 y de campo magnético en un ST. Sin embargo, las restric-
ciones de estabilidad que impone el limite § impiden que este valor sea arbitrario.
Por lo tanto, en un ST de campo alto se conjugan ambas, las ventajas y dificultades

de los dos enfoques.

1.2.4. Enfoque Modular

La reduccion de tamano en los experimentos plantea una modificacién en la creaciéon
de plantas de energia, siguiendo el esquema modular. En contraste con el enfoque
actual, el enfoque modular consiste en la creacion de multiples aparatos, pequenos, los
cuales generen la misma cantidad de GW que un solo aparato de grandes dimensiones.
La creacion de multiples dispositivos de fusion espera seguir el esquema de la economia
de la produccion en serie, mas que en el modelo de la economia de la escala. En
[Gryaznevich et al., 2015], los autores analizan las ventajas econémicas que ofrece el

enfoque modular:
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= La potencia de una planta con un nimero de moédulos N verda disminuido el
costo capital del mismo 1/N veces. Asimismo, los costos de ingenieria (> 20

por ciento en proyectos complejos) se comparten entre modulos (1/N).

= Una planta modular puede facilmente aportar, de forma continua, una cantidad
variable de energia a la red, de acuerdo con las necesidades de la misma. Para

aportar energia de forma continua, los moédulos pueden ser pulsados.

= El mantenimiento automatizado de las partes internas de cada moédulo, que
representa un costo repartido entre cada modulo, no afectaria la disponibilidad

de la planta.

= La creacion de multiples moédulos justifica la optimizacion de los procesos de
manufactura de los componentes de cada médulo. Asimismo, el aprendizaje para

una produccion en serie es mayor y comienza desde el prototipo.

De ser exitosos ARC-SPARC o Tokamak Energy, el enfoque modular seria la opcion

mas viable para convertir la fusién en una fuente de energia.

1.3. Sobre este trabajo

Como se ha mostrado hasta ahora, la fusién nuclear controlada por confinamiento
magnético es un area de estudio cuyo interés es la creaciéon de una fuente de energia
limpia, segura y practicamente inagotable. De los conceptos desarrollados, el tokamak
cuenta actualmente con mayor desarrollo, razén suficiente para revisar sus virtudes y
defectos principales. Por este motivo, a continuacién se describen los aspectos fisicos
fundamentales que describen el equilibrio del plasma en la configuracion tokamak y
dos enfoques diferentes para calcularlo, los perfiles de Solov’ev y el equilibrio de fron-
tera libre. Finalmente, se describen los elementos necesarios para realizar un anélisis
de estabilidad por medio del Principio de Energia y las simplificaciones asociadas a

los perfiles de Solov’ev en dicho analisis.
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Modelo MHD

Existen diferentes modelos para describir la fisica de un plasma, diversidad que se ex-
plica al considerar las escalas (temporales, de magnitud, de longitud o alcance) de los
fenémenos que se esperan reproducir. Desde la descripcion estadistica proporcionada
por la ecuacién de Vlasov, pasando por la descripciéon de dos fluidos hasta el modelo
MHD, es posible describir con alguno de estos enfoques, los procesos microscopicos
y macroscopicos que ocurren en el plasma|Chen, 2016]. En particular, para escalas
de tiempo largas (segundos), la fisica del plasma en un dispositivo de confinamiento
magnético puede describirse por la aproximacion magnetohidrodinamica (MHD), ob-
tenida al realizar diferentes suposiciones sobre el comportamiento del plasma. Junto
con las ecuaciones de Maxwell, permiten describir ciertos aspectos del estado de equi-
librio del plasma. El modelo MHD puede describirse como una forma simplificada del
modelo de dos fluidos. La informaciéon que se obtiene de aproximar al plasma por un
solo fluido simplifica los analisis de equilibrio y estabilidad macroscoépicos. Los feno-
menos de transporte y determinado tipo de inestabilidades (fuera de los objetivos de
este trabajo) requiere estudiarse con otra clase de enfoques, derivados de diferentes
aproximaciones. A continuacion, se presenta el modelo MHD como seréd usado en los

siguientes capitulos.

20
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2.1. Ecuaciones MHD

Dado que el plasma es un gas conductor en movimiento, las ecuaciones que lo mo-
delan poseen la estructura de las ecuaciones de Navier-Stokes, agregando ademaés las
ecuaciones de Maxwell. En consecuencia, el plasma en movimiento tiene una veloci-
dad v, una densidad p de los elementos de fluido, una presién mecéanica p y campos
electromagnéticos B y E generados por las particulas cargadas en movimiento, por lo
cual existe una densidad de corriente neta J, asi como una temperatura 7'y el calor
por unidad de masa (). En el modelo MHD ideal, el gas es perfectamente conductor
y las fuerzas viscosas son ignorables. En un modelo MHD resistivo, se considera el
plasma con una conductividad finita |[Freidberg, 2014], [Chen, 2016]. Por lo tanto, en

el modelo ideal, la ecuacién de movimiento es [Freidberg, 2014]

ov

d
p§+v.vV:pd—z:JxB—vp, (2.1)

siendo % la derivada material. Por otro lado, la ecuaciéon de continuidad corresponde

a

dp
o7tV () =0 (2.2)

Usando la aproximacion adiabatica, la ecuacion de energia se escribe como:

X Vv, (2.3)

donde vy &~ 5/3 y la presion se expresa por

prpl. (2.4)

De las ecuaciones (2.3) y (2.4), se demuestra que si el fluido es compresible (V-v # 0),

entonces

—L=o. (2.5)

Las ecuaciones para los campos, en la aproximacion MHD ideal (plasma perfectamente
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conductor) son |Freidberg, 2014]

E+vxB=0, (2.6)
0B
E=— 2.
V x 5 (2.7)
V x B =y, (2.8)
V-B=0, (2.9)

La aproximacion adiabatica y la conductividad infinita nos permiten reducir el nimero

de incoégnitas a solo p, v, B y p. Por lo tanto, las ecuaciones ideales a resolver son

pcfi—z = /%O(V x B) x B — Vp, (2.10)
§§+v-@w:0, (2.11)

% =—pV . -v—v-Vp, (2.12)
%—]?—VX(VXB). (2.13)

Al usar las ecuaciones MHD ideales se ignoran los efectos cinéticos, inerciales y resisti-
vos, por lo cual asumimos que el plasma es no colisional. Asimismo, al suponer que la
presion total es isotropica y, por lo tanto, se comporta de forma adiabatica, se asume
que el plasma es altamente colisional. Es decir, la aproximacion MHD est4 basada
en suposiciones intrinsecamente contradictorias: que el plasma es altamente colisio-
nal y es ademas, no colisional |Bellan, 2000|. Por otro lado, aun en la aproximacion

MHD, un estudio detallado del comportamiento del plasma no puede obtenerse en su
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totalidad de forma analitica. Como se mencioné en el capitulo anterior, los efectos de
la geometria, las interacciones a nivel particula y la naturaleza colectiva del plasma
requieren aproximaciones adicionales, ademés de reglas empiricas, obtenidas a partir

de datos experimentales.

2.2. Condiciones de frontera

En un dispositivo de confinamiento magnético, el espacio esta dividido en diferentes
regiones, plasma, vacio y pared. Las propiedades electromagnéticas de cada una de
estas regiones establecen condiciones sobre los campos en cada una de las interfases.
Debido a la naturaleza dindmica del plasma, las condiciones no pueden obtenerse tini-
camente de las ecuaciones de Maxwell. Siguiendo a [Schmidt, 1979], para un plasma
perfectamente conductor, rodeado por vacio, encerrado dentro de una pared perfec-

tamente conductora, de la ecuacion (2.9) se obtiene:
n-[[B]] =0. (2.14)

Donde HBH - B - B, representa la evaluacion de los campos sobre la interfase,
donde se ha adoptado adicionalmente la notacion B para representar el campo en
vacio y Bp el campo en el plasma. En adelante, la cantidades con «”» representan

cantidades evaluadas en el vacio. De la ecuacion (2.6) se obtiene ademas

nx [[E] = n-v[[B]]. (2.15)

A partir de la ec. (2.8), para una corriente superficial J*:
n x [[B]] = poJ*, (2.16)
Finalmente, de (2.10) se obtiene:

[+ Bi” — 0. (2.17)
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Estas condiciones resultan esenciales para los anélisis de estabilidad que se muestran
en capitulos posteriores. Asimismo, ponen de manifiesto que el plasma confinado es
parte de un sistema mas amplio. En el proximo capitulo se presenta una deduccion de
la ecuacion mas importante de este trabajo: la ecuacién de Grad-Shafranov, la cual
modela el equilibrio MHD de una geometria toroidal, axisimétrica, como la obtenida

en un tokamak.



Capitulo 3
Equilibrio

La aplicacion de la ecuacion (2.10) a diferentes configuraciones magnéticas es el ini-
cio de toda investigaciéon en confinamiento magnético. Conocer la competencia entre
presion y campo magnético, en equilibrio estéatico, permite determinar si el plasma
puede calentarse para alcanzar posteriormente la fusion. Como se mencion6 en la
introduccion, las configuraciones méas exitosas comparten la geometria toroidal para
la cdmara de vacio. Difieren, sin embargo, en la forma en que se aplican los campos.
En ese sentido, la ecuacion de Grad-Shafranov, que se deriva de la ecuacion (2.10) al
considerar que los campos se encuentran en una geometria toroidal, permite realizar
el anélisis de equilibrio MHD ideal para cierto tipo de aparatos. A continuacién, se

describe una derivacion de esta importante ecuacion.

3.1. Ecuacion de Grad Shafranov

De la ecuacion de momento (2.10), se obtiene la condicion de equilibrio estacionario

para un plasma

pv-Vv=JxB - Vp. (3.1)

Las velocidades tipicas del flujo del plasma de un tokamak son gas-dinamicas, por lo
tanto, las fuerzas inerciales pueden despreciarse frente a las fuerzas de presion. En

consecuencia, para estas escalas de tiempo (del orden de segundos), el equilibrio es
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estatico, por lo cual se satisface
0=JxB—-Vp. (3.2)

El equilibrio ideal, macroscopico, de un plasma con forma toroidal puede calcularse
usando las ecuaciones MHD. La geometria del toro establece la necesidad de repre-
sentar la densidad de corriente J y el campo magnético B como suma de dos com-
ponentes, poloidal y toroidal. Para ello se recurre al potencial vectorial magnético A,

dado por la relacion

B=VxA. (3.3)

En un sistema de coordenadas cilindricas (R, ¢, Z), se dice que el equilibrio es axi-
simétrico cuando la coordenada ¢ es ignorable, es decir, 9/0¢ = 0. Por lo tanto, la

ecuacion (3.3) se simplifica de la siguiente forma

(3.4)

B =V x (Aseq4) + (aAR (MZ) ¢7

07  OR

donde A, es la componente de campo en la direccion del vector unitario e,4. Definiendo

las funciones de flujo (axisimétricas y escalares), F(R,Z) y W(R, Z) como

U = RAy, (3.5)
B 0Ar 0Az

se obtiene, al sustituir en la ecuacion (3.4)

R F
B =V x <E€¢,> + E(E(b. (37)

De la definicién del gradiente en coordenadas cilindricas, se obtiene que e4 = RV ¢,

con ¢ el angulo, se tiene, al sustituir en (3.7):

B =V x (IV¢) + FV¢. (3.8)
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Considerando que V x V¢ = 0, se tiene
B=B,; +Bs=VVY xV¢+ FVo. (3.9)

En esta ultima ecuacién se han definido los campos poloidal B, y By,,. Por lo tanto,

es posible obtener una expresion para la corriente usando ppgJ =V x B

1d =V x (VU x Vé+ FVe). (3.10)

Desarrollado el primer término, se tiene

10V 8\11 8 10V 82

Sea el operador toroidal eliptico

. o (100 0%
AT = R@(E@ 822). (3.12)

Con lo cual, la ecuacion para la corriente resulta
,qu = MO(Jpol + Jtor) =VIF x VQZS + A*\I/ng (313)

De la definicion del campo poloidal, se tiene que las lineas de campo son paralelas a
las superficies W(R, Z) = const. Asimismo, se tiene que la presion debe ser constante
en las lineas de campo, por la ecuacion (3.2). En consecuencia, p = p(V¥). Por otro

lado, al tomar el producto escalar de (3.2) con e, se obtiene
Jpot X Bpoy = 0= VF x V. (3.14)

Por lo tanto F' = F(¥). Si ahora consideramos el producto escalar de la ecuacion

(3.2) con VW, obtenemos

VU - Vp = (VI)% = (VU)? ( ;f; FF + J¢R> (3.15)
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donde J; representa la densidad de corriente toroidal, p’ = g—g y F' = 3—{;. Sustituyendo
en la componente toroidal de la ecuaciéon de Ampére, se obtiene la siguiente ecuacién
diferencial parcial, eliptica y semilineal, para la funcién de flujo poloidal
2

— noRTy = AT = —po B (V) — B (P (D). (3.16)
La expresion (3.16) se conoce como ecuaciéon de Grad-Shafranov|Freidberg, 2014],
[Chen, 2016|. Resolver esta ecuacion nos permite conocer el equilibrio axisimétrico de
configuraciones diversas, como los tokamaks, el RFP, el dipolo levitado y el sphero-
mak, siempre estableciendo condiciones especificas sobre la forma de los campos o
proponiendo una funcién para la presion y otra para F'. En este trabajo se utilizara el
método de los perfiles de Solov’ev, que permite obtener soluciones analiticas validas

para tokamaks con parametros diferentes.



Capitulo 4

Equilibrio con perfiles de Solov’ev

Este capitulo estan dedicados a la revision de los estudios de equilibrio realiza-
dos por [Salguero Martinez, 2019|, usando los perfiles de Solov’ev presentados en
[Zheng et al., 1996] y |Cerfon and Freidberg, 2010], con la finalidad de analizar la es-
tabilidad por medio del enfoque dado en [Freidberg et al., 2015 y [Lee et al., 2015].
La secciéon 4.1 expone los aspectos fundamentales de los trabajos arriba citados. En
las secciones posteriores se muestran los estudios realizados usando este método, pri-
mero con un analisis de las soluciones y luego obteniendo, por medio de un codigo
que implementa la solucién analitica, los campos, la presion, el factor de seguridad y

la corriente de cuatro dispositivos diferentes.

4.1. Solucion a la ecuacion de G-Sh

La ecuacion de Grad-Shafranov (G-Sh) presenta dificultades intrinsecas para obtener
una solucién analitica manipulable, salvo en casos excepcionales. Como se mencion6
en el capitulo anterior, el objetivo fundamental al calcular un equilibrio dado es de-
terminar condiciones de estabilidad. En todo caso, si se buscan condiciones generales
de estabilidad a partir de un equilibrio calculado por medio de soluciones analiticas,
la forma de estas determina en gran medida la posibilidad de realizar afirmaciones
generales.

Los perfiles de Solov’ev son un caso lineal de la ecuacién de G-Sh (3.16) sobre el
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comportamiento del gradiente de presion del plasma y la forma de la funcién de flujo
toroidal. Propuesta por Solov’ev [Solov’ev, 1968|, esta aproximacion permite obtener
soluciones analiticas de la ecuacion de Grad-Shafranov, simplificaciéon que se utilizara
posteriormente para establecer un analisis de estabilidad, por medio del Principio de
Energia. A cambio, como se vera al final del capitulo, las condiciones sobre la corriente
no son realistas. Por conveniencia, antes de definir los perfiles de Solov’ev, se procede
a normalizar las distancias en la ecuacion de G-Sh al radio mayor, Ry, y la funciéon de

flujo a un valor ¥, que dependera de los parametros del dispositivo a modelar. Sean

R = RyX, (4.1)
7 = RyY, (4.2)
U = Wgep. (4.3)

Con lo cual, los perfiles de Solov’ev se proponen de la forma

Ryt dp

- Mo\p—ogﬁ =L, (4.4)
1 Ry* dF?
Towaw (45)

en donde A y C' son constantes por determinar. En la notacion de [Zheng et al., 1996],
C = A,y A= —A,, salvo que dichos autores no recurren a la normalizacion, presente
en |Cerfon and Freidberg, 2010|. La topologia de las soluciones dependera de la elec-
cion de A; y Ay, como se verd més adelante. Asimismo, para resolver esta ecuacion
serd necesario imponer condiciones a la frontera, presentadas en péarrafos subsecuen-
tes. Adicionalmente en [Cerfon and Freidberg, 2010|, A; = C' = 1— A, por lo cual nos
cenimos a esta eleccion para efectos de comparacion. Juntando todas las relaciones
anteriores en 3.16, se tiene
0% 1oy 0%

- — _ = — 2
X2 X8X+8Y2 A+ (1-A)X", (4.6)
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con lo cual los campos se reescriben como

W 1, 0V o
B, = <R_02)Y(_8_YGR + 8_Xez)’ (4.7)

_F
= R0X€¢.

B, (4.8)

Mas adelante en el capitulo se especifica el calculo, a partir del perfil de Solov’ev, de
la funcion F. En tanto, la corriente toroidal resulta
Uy [ A
Jo=——= | = 1-A)X]. 4.9
ol =~ | 5 + (- 0] (4.9)
Siguiendo a |Zheng et al., 1996], la solucion de la ecuacion (4.6) tiene la forma 1) =

Y, + Yp, donde v, es una soluciéon particular y 15, es una solucién de la ecuacion

homogénea, la cual cumple

0% 1oy 0%

— ——=—+ —=0. 4.10

oXZ  X0X oy (4.10)
Tanto |Cerfon and Freidberg, 2010| como [Zheng et al., 1996 proponen soluciones par-
ticulares diferentes, las cuales pueden unirse por medio de un parametro D, propuesto
en [Salguero Martinez, 2019], cuyos valores se encuentran entre 0 y 1, a través del cual,

las soluciones se relacionan de la siguiente manera

X1 1-D DA
donde vioa
Vpz :(I—A)?+§Y2 si D=1,
Uy = M | (4.12)
Ypo =(1 — A)? + §X InX si D=0,

donde 1,7 es la solucién presentada en |Zheng et al., 1996] y ,c la solucion de
[Cerfon and Freidberg, 2010].

Por otro lado, en |Zheng et al., 1996], se presenta la siguiente funcién generadora,
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solucion a (4.10)

wh = G(na kax)Ynimfa (413>

n=0,2,... k=0

donde las funciones G(n, k, X') son

G(n,k, X) =91G1l(n, k, X) + gn2G2(n, k, X),
G1(n,0,X) =1,

k
. o 2 l_ 1 (4.14)
Gl(n, k> 0,X) =(—1) (o 280 PR 1)1 2n(X) + 2;j ,

TL' X2k+2
(n — 2k1) 22K (k + 1)1

G2(n, k, X) =(—1)*

siendo las constantes g,; v gno valores a determinar a partir de las condiciones a la
frontera. Naturalmente, la forma del plasma define la frontera que se modelara usando
las funciones generadoras. A mayor complejidad, aumentan los términos necesarios
para describirla. Los experimentos modernos (ver Apéndice B) tienen secciones trans-
versales complejas, que pueden describirse como formas de D con al menos un punto
X, cuyas caracteristicas pueden incorporarse en las condiciones a la frontera. Sin em-
bargo, en este trabajo, los equilibrios a resolver poseen simetria ecuatorial, por lo cual
solo es necesario especificar condiciones sobre tres puntos de la frontera (los extremos
de la frontera y el punto mas alto). Tanto el valor de ) en la frontera, como la curva-
tura en dichos puntos, asi como especificar el punto maximo (el punto mas alto), son
necesarias siete condiciones a la frontera, tales que definen completamente la frontera
del plasma, como se muestra en la figura 4.1. Bajo estas consideraciones, la solucion
homogénea puede cortarse hasta séptimo orden [Cerfon and Freidberg, 2010], con lo

cual se obtiene

Y, = Ciy + Cothy + Csihs + Cythy + Csihs + Ceihs + Crdr, (4.15)
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con
Y1 =1, (4.16)
Wy = X2, (4.17)
Y3 =Y? — X?In(X), (4.18)
by = X'+ 4(XY)?, (4.19)
Y5 =2Y' —9XY? 43X n(X) — 12XY?In(X), (4.20)
g = X° — 12X'Y? + 8X°YY, (4.21)

Y7 = 8Y® — 140X°Y* — 75X*Y? — 15X %In(X) + 180X *Y2In(X) — 120 XY *In(X),

(4.22)
donde ahora las C; son constantes a determinar de acuerdo a las condiciones a la
frontera, en este caso, dadas por la geometria del plasma. Por lo tanto, la soluciéon

completa, como se presenta en [Salguero Martinez, 2019] es

X* 1-D DA
U(X,Y)=(1—-A)— + (—)AXIn(X) + =Y? + C1V; + C, 0,
8 2 2 (4.23)

+ 03\113 + 04\114 + 05\1’5 + 06\116 + 07\117

Ahora bien, una frontera axisimétrica, como se muestra en la figura 4.1, puede para-

metrizarse usando

X =14 ecos (1 + dpsin (7)), (4.24)
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Y

Ym ax

K&

Y min —

Figura 4.1: Frontera de un plasma axisimétrico (en azul), determinada por la razén de
aspecto inversa €, la elongaciéon « y la triangularidad d, con las unidades de distancia
normalizadas al radio mayor Rjy. Se muestran las alturas maximas y minimas de la
frontera, Y0z vV Yonin.

Y =ensinT, (4.25)

donde 7 es el angulo respecto al eje X, medido a partir del centro de la seccién
transversal, € es la razon de aspecto inversa (e = a/Ry), k es la elongacion del plasma
y 0 = sindy, con J la triangularidad. La frontera del plasma delimita la regiéon donde
se encuentra confinado el mismo. Por lo tanto, la funciéon ¢ debe anularse a lo largo
de la frontera. Esto se traduce, usando la parametrizacién anterior, en igualar a cero

la funcion 1 en tres puntos, ecuatorial interior, ecuatorial exterior y punto mas alto

U(1+¢0) =0, w0

Punto ecuatorial externo,
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U(l—¢0)=0,
(4.27)
Punto ecuatorial interno,
U(1 — 0, ke) =0,
(4.28)

Punto méximo.

En el punto més alto de la frontera es necesario especificar la caracteristica de punto
critico (méximo),

8_w(1 — e, ke) =0,

2 (4.29)
Punto critico en el punto mas alto.

Finalmente, es importante especificar las curvaturas en todos los puntos anteriores.

9% o
—(1 Ny ——(1 —
8Y2( +¢€,0) + 1aX( +60)=0 (430

Curvatura en el Punto Ec. Ext.,

Y o
—(1—¢,0)+ No—(1 0)=20
ayg( ¢ )+ 28X( + € ) (431>
Curvatura en el Punto Ec. Int.,
0?1

oY
1 —de,k€) + N3——(1 — d¢e, ke) =0
( )+ Ny ) )

Curvatura en el Punto mas alto,

0X?

siendo ,
d2ZE (1 + (50)
Ny =|— = 4.33
1 |:dy2} o 6[{,2 ? ( )
dZZL' (1 + 50)2
Ny = |— = 4.34
: [dy] Ful (4:34)
dx K
N, = | —2 S 4.35
’ [dgﬂ} r—r/2 €cos 8y (4.35)

Los valores N; representan el valor de la curvatura en los puntos ecuatorial exterior,
ecuatorial interior y el punto més alto. Con estas condiciones, el problema del equi-

librio, con los perfiles de Solov’ev, se reduce a la resoluciéon de un sistema lineal no
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homogéneo, para las constantes C;, en funcién de los pardmetros geométricos de la
frontera. Asimismo, este sistema es soluble para valores dados de A y D. Como se
muestra en [Salguero Martinez, 2019, el parametro D tiene un efecto limitado sobre
la forma de las soluciones. Sin embargo, el valor de A modifica sustancialmente la
forma de v, por lo cual, en la siguiente secciéon se explora el tipo de soluciones que se
obtienen, conforme se modifica el valor de A. Lo anterior, para diferentes fronteras,
definidas por los parametros geométricos de diferentes dispositivos. Definido un valor
para A, a partir de la 1) dada, se pueden determinar los campos, la presion, el factor
de seguridad y la corriente, los cuales se obtienen para los mismos aparatos de fusion

de la exploracién anterior.

4.2. Calculo de equilibrios

Dado que los valores de A en los perfiles son arbitrarios, generalizando la transfor-
macion propuesta en [Cerfon and Freidberg, 2010], se explor6 una region del espacio
(A1, As), para observar el comportamiento de los equilibrios que se obtienen, re-
sultados que se muestran en la subseccién 4.2.1. Posteriormente, se muestran los
equilibrios para los parametros de cuatro experimentos, dos planeados y dos en
construccion: ITER, SPARC, START y ST-40, con un valor definido para A, dis-
tinto en cada experimento. Para todos los resultados de esta seccidn, se considerd
D = 0. Por otro lado, se construy6 la tabla 4.1, en la cual se consignan los va-
lores de los parédmetros necesarios para calcular la funcion de flujo y los campos
magnéticos, con los datos consignados en http://www.tokamak.info, https://www.
psfc.mit.edu/sparc, |Gryaznevich and Asunta, 2017|, [Salguero Martinez, 2019] y
[Cerfon and Freidberg, 2010].

4.2.1. Equilibrios con diferentes A

En la convencién adoptada, los valores de A; y As se relacionan con una constante A,
que permite expresar los perfiles en términos de esta tnica constante. Sin embargo,

resulta 1util explorar los equilibrios que se obtienen para valores de A obtenidos en


http://www.tokamak.info
https://www.psfc.mit.edu/sparc
https://www.psfc.mit.edu/sparc
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| | ITER | START | SPARC | ST40 |

¢ 0.32 ]0.78 0.33 0.59
K 1.70 | 1.80 1.80 2.50
5 0.33 | 0.32 0.33 0.32
Ro[m] |6.20 |0.40 1.65 2.00
LIMA][15.00 | 0.32 7.50 2.00
Bo[T] |5.30 |0.50 12.00 | 3.00

37

Tabla 4.1: Parametros correspondientes a cada dispositivo de confinamiento. Los pa-
rametros geométricos (€, k y 0) definen el sistema a resolver, mientras que Ry, I, ¥
By permiten obtener el valor de las variables fisicas de interés.

una region del espacio definido por A; y A. Para ello:

= Se obtuvo 1 con los parametros geométricos de la tabla 4.1, con A entre (—5,5),

para un parametro f con un valor fijo en el intervalo (—2,2), siendo A; = f— A.

Con ello, se barre el espacio con rectas que se mueven sobre el eje vertical.

= Para este fin se cred, en Python 3, el cdédigo Solovev5s.py, el cual permite

obtener los equilibrios mencionados indicando el dispositivo. Es decir, para cada

valor de A con f dado, el codigo resuelve el sistema de ecuaciones dado por las

condiciones a la frontera. Los codigos usados en este trabajo se muestran en el

Apéndice C.

Las curvas de nivel obtenidas de esta forma pueden dividirse en dos categorias: su-

perficies abiertas y superficies cerradas, estas tltimas a su vez se dividen en dos

més, positivas y negativas. Se consideran superficies abiertas cuando la curva de ni-

vel correspondiente a la superficie del plasma (X, Y;) = 0, resaltada con una linea

punteada verde, no es la ultima curva cerrada del plasma. Los tipos de soluciones se

muestran en la figura 4.2.
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e YR, Z) para ITERcon A=-45y f=1

04 -

02 -

(a) Superficie abierta

MR, Z) para ITERcon A=-06y f=1

07 g 09 10 11 1z 13

(b) Superficie cerrada negativa

- 021

- 018

- 015

- 012

- 0.09

- 006

- 003

- 0.00

- —0.03

- 012

- 010

- 0.08

- 006

- 004

- 0.02

- 0.00

- —0.02
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WR, Z) para ITERcon A=-06y f=-1

(1L =
——— = 0.030
04 = 0015
L 0.000
0.2 L —0.015
= 00 [ —0.030
L _0 045
—0.2 1 L _0.060
04 ] =) -0.075
— —0.090
-0.6 L

(c) Superficie cerrada positiva

Figura 4.2: Tipos de superficies que aparecen al modificar el valor de A en ITER. De
arriba a abajo: Superficie abierta, Superficie Cerrada Negativa, Superficie Cerrada
Positiva. La aparicion de estos tres tipos de superficies se reproduce en todos los
dispositivos analizados, en intervalos estudiados més adelante.

En términos de A; y Ag, siendo A; = f4+As y Ay = — A, se obtiene el comportamiento
de cada dispositivo. Bajo tales transformaciones, se obtienen las graficas de la figura

4.3.

Tipo de superficies para ITER

Ay

— Ay=A-1
I Sup. Abiertas
Bl Sup. Negativas
Il Sup. Positivas

-2
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Tipo de superficies para SPARC

Tipo de superficies para ST-40

A=A -1
Sup. Abiertas
Sup. Negativas
Sup. Positivas

A2 =A1 -1
Sup. Abiertas
Sup. Negativas
Sup. Positivas

40
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Tipo de superficies para START

A=A -1
Sup. Abiertas
Sup. Negativas
Sup. Positivas

-4

(d) ST-40

Figura 4.3: Se muestran las regiones obtenidas, para cada dispositivo, en las cuales
aparecen las superficies abiertas, cerradas positivas y cerradas negativas. La separa-
cién en cada caso es la misma, dos regiones de superficies abiertas y dos para las
cerradas, separadas por dos rectas. Conforme e aumenta, las pendientes aumentan,
por lo cual, las regiones abiertas son mas grandes para START que para ITER.

Con base en el comportamiento observado, se eligieron valores para A y a partir de
ellos se calcularon los campos. La eleccion es arbitraria, ya que no se cuenta con pa-
rametros fisicos que permitan establecer un valor especifico. Sin embargo, se eligieron
valores que permitieran obtener soluciones cerradas y negativas, caracteristicas que
posee el equilibrio para ITER mostrado en [Cerfon and Freidberg, 2010], que se re-
produce en este trabajo, usando el valor de A consignado por dichos autores. Ahora
bien, con la finalidad de obtener los campos poloidal y toroidal, ademas del factor de
seguridad (el célculo de este tltimo se detalla méas adelante en el capitulo), en funcion
de la variable X, es necesario obtener dos constantes: Fj y ¥y, siendo la primera una
constante de integracion de la ecuacion (4.5). El calculo de estas constantes esta en
funciéon de los parametros restantes de la tabla 4.1. Dichos valores corresponden al

campo By y la corriente I,.
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4.3. Calculo de los campos

Tanto [Cerfon and Freidberg, 2010| como [Zheng et al., 1996] omiten la obtencion de
los perfiles de campo magnético, por lo cual, los resultados de este trabajo sobre los
campos y el factor de seguridad son la principal contribuciéon al modelo de dichos
autores. En la deduccion de la ecuacion de G-Sh se obtuvieron expresiones para los
campos en términos de ¢ y F. Por otro lado, al resolver la ecuacion (4.5) respecto a
1, se tiene

20,2 A

2
0

F?=F,— (4.36)

siendo Fy una constante de integracion. Por definicion, el valor By de la tabla de
parametros corresponde al valor del campo toroidal en el punto X,Y = (1,0), en

vacio. Siendo

B, = 4.37
t R()X’ ( )
se tiene
F(1,0
Bi(1,0) = By = (1,0) (4.38)
Ry
Dado que 9(1,0) = 0 para el campo en vacio
V
By =2 (4.39)
Ry
por lo tanto
20,% A
F? = (ByRo)* — =51, (4.40)
Ry
Por otro lado, por definicion, la corriente toroidal Ip es
Uy 1 9
polp = poJpdS = ——= — (A+(1-A)X?) dXay. (4.41)
$<0 Ry $<0

Despejando Wy y dado que es conocido el valor de I, para cada experimento, es posible
determinar el valor de ¥ correspondiente. Para el calculo de la integral de superficie,
se recurre al teorema de Green sobre las integrales (un caso particular del teorema de

Stokes), tal como se presenta y aplica en [Salguero Martinez, 2019|, reproducido aqui
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por conveniencia.
Teorema de Green. Sean D una region simple y C su frontera, con P : D — R y

Q : D — R funciones de clase C*. Se tiene

_ [ (9@ _9oF
/CPd:c + Qdy = /D ((% (9y> dxdy. (4.42)

La integral en (4.41) puede separarse en dos integrales, tales que cumplen el teorema

de Green por separado. Eligiendo:

oy X 'TX

%:OH ley

a%‘f (4.43)
2 2=X— P=XY

Ay

%:O—) QQZY

ox

Dado que X = X(7) y Y = Y/(7), las integrales sobre el lado izquierdo se evaltian

sobre 7, en el intervalo [0, 27]. En tal caso, el valor de ¥ esta dado por

1
p, = Hoflolr (4.44)
I;
siendo
T , ™ YX/ ™ ,
L=2(2) vWar— | A2 ar— | 01— AxYX'dr), (4.45)
0 0 X 0
con X,Y dados por (4.24) y (4.25) y
,dX
X = — = —esin(7 + dgsin7)(1 + dp cos 7),
dr
(4.46)
;o dY
Y = — =e¢kcosT.
dr

Usando el codigo Solovev4.py, en el cual se resuelve el sistema lineal, determina-
do por las condiciones a la frontera, para los valores especificos de A, establecidos

de tal forma que puedan compararse con los resultados obtenidos para ITER en
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[Cerfon and Freidberg, 2010]. Con ellos, se calculan las integrales anteriores y se ob-

tienen los valores mostrados en la tabla 4.2 para Fyy V.

| | A | \I/()[Tmz] | FO [T2m2] |
ITER -0.155 | -225.543 1079.780
START | -0.5 -6.793x1072 | 4.00x107?
SPARC | -0.155 | -26.691 392.040
ST-40 -0.05 | -1.977 36.00

Tabla 4.2: Valores calculados de Wy y F|, para los valores de la tabla 4.1

Por otro lado, se muestran en la figura 4.4 las funciones ¢, correspondientes al valor
de A consignado en la tabla anterior, para cada uno de los dispositivos. Una vez
obtenidas las funciones de flujo y usando las constantes de la tabla 4.2, los campos
magnéticos que se obtienen (usando el mismo c6digo) se muestran en las figuras 4.6

y 4.5.

w(R, Z) para ITER con A=-0.155 f=1 016

06 {7 ™
0.14
0.4+ 0.12
0.10

0.2 1
0.08
> 0.04 0.06
0.04

_0.2_
0.02
—0.4 1 0.00
-0.02

_0.6_

07 08 09 1.0 11 12 13
X

(a) ITER
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0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

w(R, Z) para START con A=-0.5 f=1

0.25 0,50 0.75 1.00 1.25 150 1.75

X

(b) START

w(R, Z) para SPARC con A=-0.155 f=1

\N

s

0.7 0.8 0.9 1.0 11 1.2 1.3
X

(c) SPARC

0.175

0.150

0.125

0.100

0.075

0.050

0.025

0.000

—0.025
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Ww(R, Z) para ST40 con A=-0.05 f=1

04 06 08 10 12 14 16
X

(d) ST-40

Figura 4.4: Curvas de nivel de ¢ para cada experimento. En cada caso, se especifi-
can en el encabezado el valor de A y el de f. Notese que f = 1 es el valor de la
transformacion que asigna [Cerfon and Freidberg, 2010].

By(x) para ITER con A=-0.155 f=1

N

0.5 AN

0.0 \

Bp(X)[T]

N

-1.5

0.7 0.8 0.9 1.0 11 1.2 1.3

(a) ITER
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Bp(x) para START con A=-0.5 f=1

0.2 1

0.14

0.0 1

Bp(x)[T]

—-0.2 1

—0.3 A1

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

(b) START

By(x) para SPARC con A=-0.155 f=1

Bp(X)[T]

0.7 0.8 0.9 1.0 11 1.2 13

(c) SPARC
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Bp(x) para ST40 con A=-0.05 f=1

0.2 1

0.14

0.0 A

Bp(X)[T]

—0.1 A1

—0.2 1

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
X

(d) ST-40

Figura 4.5: Campo poloidal B, en funciéon de x, para los cuatro experimentos.

By(x) para ITER con A=-0.155 f=1

7.5 1

7.0 1

6.5 1

6.0 1

By(x)[T]

5.5 1

5.0 1

4.5 A

4.0

0.7 0.8 0.9 1.0 11 1.2 13

(a) ITER
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By(x) para START con A=-0.5 f=1

By(x)[T]

1.00 A
0.75
0.50 4
0.25
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
X
(b) START

By(x) para SPARC con A=-0.155 f=1

18 A

16 1

144

By(x)[T]

12 A

10 1

0.7 0.8 0.9 1.0 11 1.2 13

(c) SPARC
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By(x) para ST40 con A=-0.05 f=1

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
X

(d) ST-40

Figura 4.6: Campo toroidal B; en funcién de x, para los cuatro experimentos.

Ahora bien, del perfil de Solov’ev es posible obtener una ecuacién para la presion, en

funciéon de x. Suponiendo una presion de vacio es igual a cero, se tiene

CU°(1-4)

) 4.47
1o Ro* v (4.47)

con lo cual se obtienen las gréficas de la figura 4.7.
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1e6 P(x) para ITER con A=-0.155 f=1

1.24

1.0 A

0.8 1

P(x)[Pal

0.4 7

0.2 1

0.0 A

0.7 0.8 0.9 1.0 11 1.2 1.3

(a) ITER

1ed P(x) para START con A=-0.5 f=1

P(x)[Pa]

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

(b) START
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1e6 P(x) para SPARC con A=-0.155 f=1

3.5 1

3.0 1

2.5
g 2.0
X
T 151

1.0 1

0.5

0.0 1

0.7 0.8 0.9 1.0 11 12 13
X
(¢) SPARC
1ed P(x) para ST40 con A=-0.05 f=1

3.0

2.5 1

2.0
‘©
=
S 1.5
Q

1.0

0.5

0.0 1

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6
X
(d) ST-40

Figura 4.7: Presion P en funciéon de x, para los cuatro experimentos.

Asimismo, de la ecuacion (4.9) es posible calcular el perfil de corriente, que se muestra

en la figura 4.8.
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Jo(X)[A/m?]

Jo(X)[A/m?]

1e6 Jo(x) para ITER con A=-0.155 f=1

1.0

0.9 1

0.8 1

0.7 1

0.6 1

0.5 1

0.4 1

0.7 0.8 0.9 1.0 11 1.2 1.3

(a) ITER

1e6 Js(x) para START con A=-0.5 f=1

2.0 1

1.54

1.01

0.5 1

0.0 1

—-0.51

—1.0 A1

—-1.54

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

(b) START
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Js(x) para SPARC con A=-0.155 f=1

6-
o 5
£
=
X
= 4

3.

0.7 0.8 0.9 1.0 11 12 13
X
(¢) SPARC
1e5 Jo(x) para ST40 con A=-0.05 f=1

3.0 1

2.5 1
L
£ 0]
I
X
S
~ 1.5

1.0

0.5 1= ; ; . . . .

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
X
(d) ST-40

Figura 4.8: Densidad de corriente toroidal J,; para los cuatros aparatos.

4.3.1. Factor de seguridad

En la introduccion, se mencioné al factor de seguridad como un parametro importante

para la estabilidad del plasma en un tokamak. Por definicion, el factor de seguridad
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q(r) representa una medida relativa de la inclinacion de las lineas de campo en r,

normalizada a la circunferencia del toro. Es decir

a(r) = RBB—(()) (4.48)

Sin embargo, en este trabajo las soluciones estan normalizadas previamente al valor
del radio mayor. Asimismo, de la forma de los campos toroidal y poloidal se observa
que el eje magnético se desplaza respecto al eje del toro, fenémeno conocido como
corrimiento de Shafranov [Mukhovatov and Shafranov, 1971]. Por lo tanto, para ob-
tener la informacion que proporciona el factor de seguridad es necesario adaptar la
definicion anterior. Entonces, sea 1 + A el valor de X donde el campo poloidal se

anula. Es decir:

B,(1+A) =0. (4.49)

Conociendo 1 4+ A, se define una posiciéon p que corresponde al valor de X medido

desde el eje magnético. Por lo tanto

p= #. (4.50)

Por lo tanto, es posible definir el valor de ¢ en términos de p como:

q(p) = ﬁt(%)-

(4.51)

Bajo estas transformaciones, el factor de seguridad en p, calculado desde el eje del

toro, se muestra en la figura 4.9
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2.0 1

1.8 4

1.6 1

— 1.4

1.24

1.01

0.8 1

254

20 A

q(p) para ITER con A=-0.155 f=1

g(p) para START con A=-0.5 f=1

0.4
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q(p) para SPARC con A=-0.155 f=1

q(p) para ST40 con A=-0.05 f=1

a(p)

10.0 A

7.5 1

5.0

2.51

-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

(d) ST-40

Figura 4.9: Factor de seguridad para los cuatro dispositivos.

4.4. Calculos para f negativa

Los resultados de la figura 4.3 muestran que la tnica forma de obtener superficies

positivas, cerradas, usando la transformacion de [Cerfon and Freidberg, 2010] para
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A1y As, es establecer el parametro f < 0. Con la finalidad de observar el efecto de este
parametro sobre los perfiles obtenidos en la seccién anterior, se utilizaron los mismos
valores para A, pero con f = —1. En la figura 4.10 se muestran las graficas para
1, obtenidas nuevamente con el codigo Solovev4.py, aplicando las modificaciones

pertinentes

w(R, Z) para ITER con A=-0.155 f=-1
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07 08 09 10 11 12 13
X
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0'75 ' 1'25 1.'50 1.75
X

0.15
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—-0.60
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-0.75

o

—0.90

w

1.

1.

0.

> 0.0

-o.

-1.

-1 ; . -1.05
0.25 050 O. 1.00 1.

(b) START
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0.6-/ 0.025
0.4 0.000
-0.025
0.2 A
—0.050
> 0.0
-0.075
_02_
—-0.100
—041 -0.125
_0,5-\ ~0.150
X
(c) SPARC
w(R, Z) para ST40 con A=-0.05 f=-1
/ N 0.1
1.5 A1
0.0
1.0
-0.1
0.5 A —0.2
> 0.0 -0.3
—05+ -0.4
-0.5
_10_
-0.6
-0.7
0:4 0j6 0j8 1:0 1j2 124 1.6
X
(d) ST-40
Figura 4.10: Curvas de nivel de v, para f = —1. Se observa que las funciones son

w(R, Z) para SPARC con A=-0.155 f=-1

todas positivas y corresponden a superficies cerradas

El codigo Solovev4.py arroja también los nuevos valores de Wy y Fp, los cuales se

consignan en la tabla 4.3.

Con estos valores, los campos obtenidos se muestran en las figuras 4.11 y 4.6.
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S=-1]A [ | Fo |
ITER | -0.165 | 210.710 | 1079.780
START | 05 | 4411102 | 400102
SPARC | -0.155 | 25,071 392.04
ST-40 | -005 | 1.933 36.00

Tabla 4.3: Valores de ¥ y Fy para las funciones de flujo positivas

Bp(x) para ITER con A=-0.155 f=-1
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Bp(X)[T]

EQUILIBRIO CON PERFILES DE SOLOV’EV

Bp(x) para START con A=-0.5 f=-1
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Bp(x) para ST40 con A=-0.05 f=-1

0.2 1

0.14

0.0 1

Bp(X)[T]

—0.1 A1

—0.2 1

Ot4 Or6 018 er 112 1f4 1t6
X
(d) ST-40

Figura 4.11: Campo poloidal de cada dispositivo, para f negativa
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By(x) para START con A=-0.5 f=-1

By(x)[T]
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By(x) para ST40 con A=-0.05 f=-1

By(x)[T]

Ot4 Or6 018 er 112 1f4 1t6
X
(d) ST-40

Figura 4.12: Campo toroidal de cada dispositivo, para f negativa.

En consecuencia, el factor de seguridad obtenido en cada experimento se modifica,

como se muestra en la figura 4.13.

g(p) para ITER con A=-0.155 f=-1
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1.6 1

1.24

1.01
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q(p) para START con A=-0.5 f=-1
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q(p) para ST40 con A=-0.05 f=-1

18 4
16 A
14 -
121
S
T 10
g
6
4l
—(').6 —(').4 —(').2 010 012 014
Jej
(d) ST-40
Figura 4.13: Factor de seguridad, con f = —1, para cada experimento.

Asimismo, la presion obtenida se muestra en la figura 4.14

1e5 P(x) para ITER con A=-0.155 f=-1
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1e3 P(x) para START con A=-0.5 f=-1
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P(x) para ST40 con A=-0.05 f=-1

led

2.51

2.0 1
'© 1.5
S
X
Q101

0.5 1

0.0 1

014 Or6 018 er 112 1f4 116
X
(d) ST-40
Figura 4.14: Presion en funciéon de x con f = —1, para los cuatro dispositivos

Finalmente, las corrientes obtenidas se muestran en la figura 4.15.
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1e6 Jo(x) para START con A=-0.5 f=-1
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1e5 Jo(x) para ST40 con A=-0.05 f=-1

Jo(x)[A/Im?]

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
X

(d) ST-40

Figura 4.15: Densidad de corriente toroidal para los cuatros aparatos, con la funcion
de flujo calculada para f = —1

4.5. (Observaciones

A partir de todo lo mostrado a lo largo de este capitulo, es posible realizar algunas
observaciones. Se obtuvo que la eleccion A # 0. f < 0, lleva a funciones v positivas,
mientras que A # 0. f > 0, funciones negativas. En ambos casos, los campos obtenidos
no modifican significativamente su forma, principalmente el campo toroidal. El campo
poloidal, para el caso con f = —1, pierde la suavidad del perfil que muestra su par
f =1, por lo que el primero se asemeja més a una recta. Por otro lado, los campos

de presion en ambos casos tampoco difieren en su forma.
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R

Figura 4.16: Dependencia respecto a R del campo toroidal, el campo poloidal y la
presion. En este caso, los campos se muestran para un toro con razén de aspecto
grande, lo que elimina del comportamiento el corrimiento de Shafranov. Tomado de
[Wesson, 2004].

Figura 4.17: Dependencia respecto a r del campo toroidal, la presion y la corriente,
para un toro con cierta curvatura, por lo cual los maximos se desplazan de acuerdo
con el corrimiento de Shafranov. Tomado de [Wesson, 2004].

Ahora bien, respecto a lo que se espera obtener, considérese lo siguiente. Siguiendo a
[Wesson, 2004], los campos y el perfil de presion, en la direccion de R (siendo R/ Ry =
X), en un tokamak tipico se comportan como se muestra en la figura 4.16. En este
caso, donde se supone un tokamak de seccién transversal circular, con razén de aspecto
grande (e pequeno), la dependencia del campo toroidal se establece proporcional a
1/R, debido a que la corriente poloidal es menor que la corriente toroidal. Para el
campo poloidal y la presion, se muestran los perfiles esperados para un cilindro.
Destaca el hecho de que, tanto 1, como el campo toroidal y la presion coinciden
cualitativamente con lo esperado (ver figura 4.18). Sin embargo, esto no ocurre para

el campo poloidal y por extension, para el factor de seguridad.
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Bylx) para ITER con A=-0.155 Bylx) para START con A=-0.5
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Figura 4.18: Campo toroidal obtenido, normalizado al valor del campo en (1,0) com-
parado con la funcién 1/x. En todos los casos, las curvas se superponen en gran parte
del intervalo de interés

Como se observa en la figura 4.17, el perfil de corriente muestra un maximo cerca del
eje magnético, lo cual no ocurre para el modelo utilizado en el perfil de Solov’ev. Esto

ultimo puede verse de la ecuacion para la corriente

Uy [A
=——— |+ [1-4)X]. 4.52
T~ =g 5 0= e

Derivando, con el objetivo de hallar puntos criticos, se obtiene la condicion

A
it = A —— 4.53
Tait =\ 14 (453)
Ahora bien, usando las trasformaciones Ay = —Ay A; =1 — A, se tiene
A
—— (4.54)
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donde se ha tomado el valor positivo en tanto que x..;; debe estar en (1 —¢,1 + ¢).
Es decir, para que exista un punto critico, tanto A; como As deben ser de signos

opuestos. La condiciéon de maximo resulta

1" qj A
Iy =2— (—2> < 0. (4.55)

B /J“O—Rg Igrit
Para que z..; tenga un méximo, se tienen dos casos:
= A; es negativo y Vg es positivo. Por lo tanto, A; es positivo
= Aj es positivo y ¥y es negativo. Por lo tanto, A; es negativo

Asimismo, se tiene la condicion sobre el signo de la corriente, la cual es siempre

positiva. En términos de A; y A,, se tiene, para toda X en el intervalo [1 —¢,1 + €]

\Ifo AQ
Jy=——=|———=+ A4, X| >0. 4.56
¢ MORS’ { X T } ( )

Para que el punto critico se encuentre en el intervalo [1—¢, 1+¢|, Ay = —A;. Evaluando

en los extremos del intervalo, tenemos

Uy Ay
T T o [_1_—6 Al 6)} ’
. 0 . (4.57)
0
uoR3A2 {1 — - 6)] ’
\IIO AQ
1
polty |1+ (4.58)
7, 1
T {He ' (HE)} |

Por lo tanto, como el lado entre paréntesis es positivo, el signo de ambos extremos
depende exclusivamente de As; y de ¥y. Dado que en ambos casos el producto de
ambos términos es negativo, ambos limites son negativos, para los dos casos donde
Tt €8 UN Maximo. En sintesis, no es posible obtener una funcién de corriente positiva,
tal que se encuentre un maximo en el intervalo (1 — €, 1 + €), usando la propuesta

de los perfiles de Solov’ev. Es posible afirmar ahora que el modelo obtenido con los
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perfiles de Solov’ev para la corriente toroidal no es realista. Dado que éste ultimo
determina la forma de la solucion particular v, se justifica que la forma del campo
poloidal obtenida a partir de esta solucién tampoco sea la esperada. El modelo, por
otro lado, predice, al menos de forma cualitativa, la forma de 1), el corrimiento de
Shafranov, el comportamiento del campo toroidal y la presion. Estas conclusiones
pueden establecerse ya que los perfiles han sido obtenidos, que no se muestran en
[Zheng et al., 1996],[Cerfon and Freidberg, 2010] y [Salguero Martinez, 2019], con lo

cual se muestran las virtudes y limitantes del enfoque utilizado.



Capitulo 5

Equilibrio de frontera libre

Las limitantes del modelo de Solov’ev motivan la busqueda de alternativas para el
calculo del equilibrio. Un método mas realista debe mejorar las predicciones que si
logra reproducir la aproximaciéon analitica, justificando el aumento de la complejidad,
ya sea de la soluciéon o de las herramientas que se emplean. En esta secciéon se des-
criben las ecuaciones de un método numérico que calcula el equilibrio a partir de la
configuracion de bobinas, las cuales definen la regién donde esté confinado el plasma,
en contraste con el método de Solov’ev que establece una frontera especifica.

En un dispositivo toroidal axisimétrico es importante considerar las corrientes que
pasan por las bobinas de campo poloidal, esenciales para controlar la posiciéon del
plasma. Fuera de la region del plasma, el campo magnético se ve modificado por la
presencia de tales corrientes. A este problema se le conoce como equilibrio de frontera
libre, ya que el plano poloidal se encuentra dividido en cinco regiones: plasma, vacio
interno, pared, vacio externo y bobinas de campo poloidal, como se muestra en la

figura 5.1.

1)
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z — aris

ENEEEEEEEEE N
AV WV WV ViV iV AV AV AV A e gy

N
|:| {2, and (2,

Figura 5.1: Plano poloidal del problema de equilibrio de frontera libre. Tomado de
[Ariola and Pironti, 2016].

Siguiendo a [Ariola and Pironti, 2016], sea la region €, = Y, Q;UQ, la union de la
region donde se sittan las bobinas con la region de la pared, €. La ecuacion (2.6), o
ley de Ohm, se puede reescribir como J = o(E + E,;), donde o es la conductividad de
los materiales en €2,,,. La ley de Faraday, ecuacion 2.7 resulta Ey = —%%—f. Integrando

sobre el eje del toro y considerando axisimetria, obtenemos la corriente toroidal, que

en Qm Se expresa por

v
2nrJy = —27‘(‘0‘88—t +oV, (5.1)

siendo V' = f E,, - dl. Asumiendo V constante, es posible escribir
N
V(r,t) =Y Vit)g(r), (5.2)
i=1

donde g; es una funcién caracteristica de cada €;, tal que

1 si re Qz
gi(r) = (5.3)
0 si rgQ.

Combinando con la ecuacion de Grad-Shafranov, obtenemos el problema de frontera
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libre
0 si TeQ,Ul,
ov .
A* T = { MOO—E — /;O—ﬂ_o-‘/l si ref) (54)
dP 1dF?
gt raert 0
T T

con las condiciones iniciales y de frontera siguientes

\II(R7 Zat) 0 = \PO(Ra Z)
t—
U(R, Z)} —0 (5.5)
R=0
lim W(R, Z) =0
r—0o0

Siguiendo a [Jardin, 2010] se propone una solucion general para el operador eliptico

1
A"V = R?V - (ﬁwf) (5.6)

mediante el método de Green,

ANU(R,Z) =poRJy(R,Z) en la region del plasma

Ne (5.7)
NU(R, Z) =po Z RI)(R — R°)0(R — R;) en el vacio,

=1

siendo R;° y Z;° las coordenadas en el plano poloidal de la corriente I;, para N,
conductores, donde la integral se calcula sobre el area del plasma. La funcién de

Green para el operador A* satisface
N GR,Z,R,Z")=R(R—Ro(Z -7, (5.8)

y esta dada por

VRR [(2—-k)K(k)—2E(k)
2k k ’

G(R.Z, R,z =1 (5.9)

donde k = k(R, Z, R', Z'). La expresion anterior se obtiene en el Apéndice A. Apli-
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cando el teorema de Green sobre (5.6), se tiene

1 1
V- <—\IIVG - GA* . (5.10)

1 1
= RQGV\P) = SUA G-

CR? R?
Al integrar esta ecuacion sobre todo el espacio, para un punto de observacion sobre la
frontera computacional, puede aplicarse el teorema de Gauss, que en conjunto con la
condicion de uniformidad (i.e., lejos del plasma la funcion de flujo se anula), permite
que las integrales de superficie fuera del plasma se anulen, por lo cual, la funcién de

flujo en un punto de la frontera esta dado por [Jardin, 2010|

U (R, Z) :/

Nc
G(R,Z,R,Z')Jy(R, Z)dRAZ + po Y  RI;6(R — Ri*)8(Z — Z)°).
P i=1

(5.11)

El costo computacional de calcular esta integral es alto [Jardin, 2010]. Una alternativa

es el método de Von Hagenow, el cual consiste en considerar una funciéon escalar U
AU =0, (5.12)

que se anula en la frontera computacional. Siguiendo un procedimiento similar al

anterior, se obtiene finalmente

Ne

(K. 2)= | g—Z%G(R, 2R, Z)dl+ o 2; RIS(R — R)S(Z — Z),  (5.13)
en donde dl es el elemento diferencial de linea y n en la direcciéon normal a la fron-
tera computacional. Con este enfoque es posible determinar los valores de la funcion
en todo el dominio computacional. Para obtener esta tltima expresion es necesario
conocer los valores de la funcién U. Como se menciond anteriormente, para resolver
la ecuacion de G-Sh es necesario determinar la forma de la corriente. Un enfoque

que toma en cuenta el comportamiento experimental consiste en utilizar la corrien-

te total del plasma I, la beta poloidal 3, y la inductancia interna [;, definidas por
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[Ariola and Pironti, 2016]

I, = / J,dS, (5.14)
g — 2 / dr (5.15)
p ,uoTch Vp p 9 .
4 B2
I, = —P dr, (5.16)

porely Jv,, 240

donde r. es la componente horizontal del centroide de la corriente del plasma, definido

por:
1
re=— [ R?J,dS, (5.17)
I ),
1
Ze=— [ ZJ,dS. (5.18)
I ),

Usando estos parametros, se propone describir la corriente por medio de la ecuacién

[Jardin, 2010]

o = A Bt + (1= ) (1= gy (5,19
con
~ U -y,
V= m, (5.20)

el flujo normalizado, caracterizado por los parametros A, 8y, m y n, relacionados con
Bp, li e I,. Asimismo, son ¥, y U, los valores en el eje magnético y en la frontera, Ry el
valor del radio mayor. Proponiendo la corriente de esta forma es posible determinar,
al discretizar el operador eliptico, los valores de la funcion de corriente en todo el
espacio. Sin embargo, usando este modelo la frontera debe determinarse por medio de

consideraciones adicionales, con la ventaja de que ahora la corriente es més realista.

5.1. Evolucién lineal de la corriente

Ahora bien, dado que la forma de J; determina la evolucién temporal de la funcién
¥, hallar una solucién analitica se perfila complejo. En consecuencia, puede usarse

una soluciéon numérica, basada en el elemento finito o método de Galerkin. Siguiendo
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a [Ariola and Pironti, 2016, sea

Ts(x,t) = Li(t)qu(r). (5.21)

Con esta representacion, se aproxima la corriente toroidal como una suma de n,
funciones base ¢, pesadas por coeficientes [, a determinar. Cada funciéon es nula

fuera de un conjunto Dy, tal que satisface

V- (qney) =0,
9 _

Dy,

Por lo tanto, la region €2, es discretizada por un niimero finito de circuitos, que a su

vez cumplen

G Dh - Qma
h=1

0.23

ak’E{1,2,...,N}ZDthk%QHDthk.

Integrando la ecuacion (5.10) en todo el espacio para la ecuacion (5.4), se obtiene la

siguiente solucion

U(r, 1) = / Gr,v VI, (R, 7 1)dS, (5.24)
R2

donde r = (R, Z), v = (R',Z") y Jys el valor de la corriente dado por (5.4) en cada

region del espacio. Es decir

U(r,t) = / G(r,r')Jy(r' t)ds’ —1—/ G(r,x)Js(r ,t)dS =, + T,
rm Q

P

Asi, el campo eléctrico
10v,, 109,
R Ot R ot

By =
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Aplicando la aproximacion de Galerkin para (5.4) y usando la ecuacion (3.16) in-
tegrada en el volumen definido por la region €2,,, se obtiene la siguiente ecuacion
matricial

L. + R.i + ¥, = B.U, (5.25)

donde las matrices L., R. y B, son

Lhk = 27’(’/ (jkqhdS, (526)
Q7"/
Ry = 20 / r 0 s (5.27)
o
Bhl:/ q1qrdsS, (5.28)
Qm

asimismo

U= In(t)in(r), (5.29)

c]h(r):/ qh(r/)G(r,r/)dS,, (5.30)

U, = 27T/Q U,qndS, (5.31)
y siendo los vectores
= (I, 1 ... 1I,)", (5.32)
U=V, Va,..,Va)", (5.33)
U, = (U, U, .0, ) (5.34)

Resolver esta ecuaciéon matricial permite determinar la evoluciéon temporal de la fun-
cion de flujo a partir de un valor en equilibrio, establecido en la seccién anterior. Esta
ecuacion necesariamente debe resolverse de forma numérica. En la siguiente secciéon se
plantea un anélisis de estabilidad, el cual podria determinar si los estados obtenidos

por esta ecuacion son estables o no.



Capitulo 6

Estabilidad

Una vez obtenido el equilibrio de una configuraciéon magnética, es fundamental co-
nocer la estabilidad de la misma. Es en funcién del analisis de estabilidad que puede
juzgarse la utilidad de una determinada configuracion de equilibrio. El propésito de
este capitulo es exponer los principios del estudio de la estabilidad magnetohidrodiné-
mica, la cual puede abordarse usando dos enfoques diferentes: como un problema de
modos normales o usando el Principio de energia. Este tltimo ofrece una via répida
para determinar si una configuracion es estable o no. Como se verd més adelante,
para los perfiles de Solov’ev el Principio de Energia se simplifica atin més. El esque-
ma general de la estabilidad MHD esta basado en el analisis de estabilidad de una

particula sujeta a un potencial V, reproducido a continuacion.

6.1. Estabilidad para una particula

Sea una particula en movimiento unidimensional, sujeta a un potencial V(x). Una
posicion de equilibrio zg es tal que V'(z¢) = 0, dado que V'(z9) = —F(x0) = 0 en la
ecuacion de movimiento. Por lo tanto, para potencial en la figura 6.1, las posiciones

A y B son de equilibrio, mientras que C no.

82
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Wix)

Figura 6.1: Potencial V() para una particula que se mueve en la direccion de z. A 'y
B son posiciones de equilibrio, mientras que C no lo es.

Para una nueva posiciéon x, medida desde el equilibrio, su ecuaciéon de movimiento
puede simplificarse con un expansion de Taylor, alrededor de xg, que a primer orden
resulta

Az

mog = F(xo) + F'(z0)(x — o). (6.1)

Al ser un posicion de equilibrio, F'(xy) = 0. En términos del desplazamiento £ = z—x,

se tiene
d*¢
Cuya solucién corresponde a
€ = Erexp[F' (x0) /m] Y%t = €rexp(iwt), (6.3)
donde w? = —F’'(xg)/m. Por lo tanto, regresando a la figura 6.1, tenemos para

F'(A) = —V"(A) < 0, es decir, w es real y la solucion es compleja. Por lo cual,



CAPITULO 6. ESTABILIDAD 84

para un desplazamiento pequeno fuera del equilibrio, la particula oscila alrededor de
A. Se dice entonces que A es estable. En cambio, para F'(B) = —V"(B) > 0, w es
imaginaria, por lo tanto la soluciéon diverge y la particula no regresa al punto B. En
este caso, se dice que B es un punto de equilibrio inestable.

Las deducciones anteriores ejemplifican el procedimiento que se realizard en las si-
guientes secciones. Primero, sobre la ecuaciéon de momento del plasma se aplican
perturbaciones a primer orden, que llevan a una ecuacion lineal, similar a (6.2), por
lo cual se pueden establecer soluciones de la forma (6.3). Dichas soluciones establecen

lo que se conoceré como enfoque de modos normales.

6.2. Ecuacion de Movimiento

Sea un plasma perfectamente conductor un equilibrio MHD ideal, estacionario y esta-
tico, se tiene, para una posicion de equilibrio tal que vo = 0, por lo cual, se cumplen
las ecuaciones (2.10)-(2.13), para un campo By, una corriente Jo, una presion py y
una densidad py. Por lo tanto, la ecuacion de momento (2.10) para estas variables

1
Lo

Vp() = (V X Bo) X Bo. (64)

Ahora bien, sean Vpert = Vo + V, Bpert = Bo + V, Ppert = po + p en las ecuaciones
MHD (2.10), (2.12) y (2.13) donde las cantidades sin subindice son perturbaciones a
primer orden. Es decir

0 1
p—V+V-VV:—

(VxB+Bg) xB+Bog—V(p+po), (6.5)
ot Ho
Ip
5 = 1P+ p)V-v=v-V(p+po), (6.6)
aa—f—Vx (v x (Bo+ B)), (6.7)

donde se han eliminado los términos que contienen derivadas temporales de cantidades

en equilibrio, en tanto que son cero por definicion. Usando (6.4) y eliminando términos
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de segundo orden (como v - Vv, donde sblo aparecen variables perturbadas), se tiene

a primer orden

pog—Z:—Vp—Fi[(VxBo)><B+(V><B)><B0], (6.8)
dp

a —Y(po)V - v —v - V(po), (6.9)

%—f =V x (v x (By)). (6.10)

Tomando la derivada temporal de (6.8), se tiene
1 0B B
— =-V—+— (VxBo)x—t+(Vx—)xB0 : (6.11)

Sustituyendo en (6.11) los valores dados por (6.9) y (6.10), se tiene

po(gz—t‘; =V(v-Vpy+pV-v)+ 1 [V x (V x (v x By)) x By
. Ho (6.12)
+ —[(V x Bg) x (V x (v x By))].

Ho

Esta ecuacion de momento puede reescribirse en términos de un desplazamiento &, el

cual se define como

&(ro,t) = v(ro, ), (6.13)

con 7y la posicion de equilibrio. A primer orden, la velocidad en un sistema euleriano
es la misma que la de un sistema lagrangiano (descripcion en la que se encuentra
el desplazamiento &) [Schmidt, 1979, de tal forma que v(r,t) ~ v(rg,t), con r la

posicion perturbada. Por lo tanto sustituyendo este resultado en (6.12), se tiene

3 3 . . .
poa—f =V(§ - Vpo+poV - &) + Ll [V X (V x (& xBy)) x By
ot : Ho (6.14)
o (VxBo)x(Vx(éxBo))].
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Integrando (6.14) en el tiempo, se obtiene

0%¢
POW =F(£), (6.15)

siendo

F(&) =V(&- Vpo +1pV - §) + i [V x (V x (€ x By))] x Bo
o (6.16)

N Mi(v x Bo) x (V x (€ x By)).

La ecuacion (6.15) es equivalente a (6.2), salvo que el operador definido en (6.16)
depende de més de una cantidad perturbada. A continuaciéon se muestra un primer

enfoque para obtener informacion del sistema.

6.3. Estabilidad por modos normales

De 6.16 se observa que el operador F(&) es lineal, por lo cual, la ecuacion (6.15) puede
separarse en dos ecuaciones, una espacial y otra temporal, independientes entre si,

tales que

T(t) = —w*T(t), (6.17)
— pow’€ = F(€). (6.18)
Una solucion a (6.17) es T' = expiwt, por lo cual

&(ro,t) = Z ay exp iwgt€, (ro), (6.19)
k

con ay, constante de integracion de cada eigenfuncion €. Por otro lado, (6.17) sugiere

que las cantidades perturbadas pueden expresarse de la siguiente forma

B =B, expiwt,
P =p; exp iwt, (6.20)

p =p1expiwt
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donde se ha agregado la densidad p como variable perturbada. Usando esta forma
para la densidad, la presion y el campo magnético en las ecuaciones MHD (2.11),

(2.12) y (2.13), se obtiene

p1 ==V (po§), (6.21)
pr=&-Vpo— oV - &, (6.22)
B, =V x (£xBy) = Q, (6.23)

con lo cual, al sustituir en (6.16)

:i(VxBO)><Q+i(V><Q)><B0+V(£-Vpo+7pov-£). (6.24)

Fe Ho Ho

Las ecuaciones anteriores conforman la formulaciéon de modos normales para la esta-
bilidad lineal de un plasma. Si w es negativa, las soluciones son crecientes. Siguiendo
el caso de la estabilidad de una particula, se determina que un equilibrio MHD es
estable si y solo si todos los eigenvalores del operador F son negativos. En un sistema
MHD ideal se desprecian los efectos disipativos, por lo cual, no se esperan soluciones
tiguad it] t tiguad 1 1 w? 1. Es deci
amortiguadas o criticamente amortiguadas, con lo cual w” es real. Es decir, se espera

que F sea un operador hermitiano, tal que cumple

[n-F@ar - [ € P

Si F' es hermitiano, ademas de eigenvalores reales, también se tiene que las transicio-
nes de estabilidad (Im(w) = 0) ocurren cuando w es cero|Freidberg, 2014|. Por otro
lado, un operador hermitiano genera eigenfunciones ortogonales, lo cual garantiza que
(6.19), parat — 00, esté dominada por un término especifico. Conocer este término y
los parametros de los cuales depende son claves para eliminar inestabilidades. La prue-
ba de la hermiticidad de F'F puede consultarse en [H.Goedbloed and Poedts, 2004].

En adelante, se acepta que esta propiedad es valida.
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6.3.1. Estabilidad del Z-pinch

En esta seccion se aplica el enfoque de modos normales para analizar la estabilidad
del Z-pinch, siguiendo a [Schmidt, 1979|, con el objetivo de mostrar el método. El
equilibrio del Z-pinch consiste en un cilindro, libre de campo en el interior. Existe
un campo constante By en la superficie del cilindro, generado por una superficie de

corriente delgada, que fluye en la direccion z. Se tiene que el valor del operador F' es

— pow?€, = ypVV - €. (6.25)

Introduciendo coordenadas cilindricas, considérese la funcion de prueba

E(r,¢,2) = Eexpi(me + kz). (6.26)

Al sustituir (6.26) en (6.25) y calculando las derivadas del gradiente, se tienen las

siguientes compoenentes

pEw’® = ypikV - £(r), (6.27)
. 2
2_ Mo _ _mwp
pow” = 1p=—V - §(r) R (6.28)
d Wwip d
2 _ R . = -

Dado que la divergencia de & aparece en todos los términos, es posible hallar una
ecuacion en términos de cualquiera de los tres desplazamientos perturbados. Por sim-
plicidad, se utiliza la ecuacion en &,. Entonces es posible calcular V - £ en términos

de &,. La ecuacion completa para &, resulta:

1d d¢ m?
2 _ La as; mT. o
pLa” =P rdr dr 12 Sl
d*¢,  1dE, , m?
dr? v dr o - 72 )& =0, (6.:50)



CAPITULO 6. ESTABILIDAD 89

2 .. .,
donde o? = “2 — k2. La ecuacion 6.30 es una ecuacion de Bessel, por lo cual, la
P ’ ’

solucién regular en el r = 0 estd dada por
€, = Ap T (ar)elmotRz), (6.31)

donde el valor de las constantes A,, ;, se determinan de las condiciones a la frontera.

Fuera del plasma, el campo magnético en equilibrio es:
By = By(ro/7), (6.32)

con By la magnitud del campo en la superficie del cilindro (r = r¢), dado que la
presion en equilibrio corresponde a:

By

— 0 6.33
P= 2 (6.33)

Por otro lado, las perturbaciones en el plasma dan lugar a un campo magnético en
vacio. Al no existir corrientes en el vacio, es posible expresar este campo magnético
perturbado por un potencial vectorial, § B = V). Por lo tanto, 1) obedece la ecuacion
de Laplace

V) = 0. (6.34)

Suponiendo ¥(r, ¢, z) = ¥(r)e’**+m®)  podemos obtener una ecuacién para el poten-

cial en r. Se tiene entonces:

1 d [ d , m?\
L4 <%) - (k: ; 7) p=0. (6.35)

En consecuencia, se tiene
U = Cop o I () 'O TH2) (6.36)

donde K,,(kr) es la funcién modificada de Bessel, regular en infinito. Nétese que C,y,

depende nuevamente de los valores de k y m. El campo perturbado en el vacio resulta,
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en la geometria cilindrica:

0B, = Cp 1k K, (kr)e!motha), (6.37)
§By = Cm,k?Km(kr)e“md’““), (6.38)
0B, = Cr ik Ky, (kr)elmethe), (6.39)

Considerando que la superficie puede expresarse por la ecuaciéon implicita:
© = 1o+ rie™Metk) _ o —

con
(0%

r ==
1k

AJ;,L(O(TO),

el vector normal a la superficie estd dada por el gradiente de esta ecuacion implicita.

Por lo tanto:

n=Vyp= (—1, %ei(mﬁkz), ikrlei(m¢+kz)) : (6.40)

El valor del campo, incluyendo la perturbacion a primer orden es
By
B(r,t) = B(rg) + 0B(£ - V)B(rg) = By + 0B — £Tr—g0. (6.41)
0
Por lo tanto, la condicién sobre la interfaz para el campo perturbado resulta
7 B = —6B, + "2 Byryeimeh:) — (6.42)
To

Sustituyendo el valor de B, y el valor de ry, se obtiene la siguiente relacion para las

constantes C'y A:
C _ Byam J, (arg)

= ——-2 6.43
A To k2 K;n(kro) ( )
La condicién de salto sobre la presion resulta:
2 By [C ,
%Jm(aro) - MO;’O —im K, (ko) + z’BO%Jm(aro) . (6.44)
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Finalmente, despejando de la ecuacion anterior el cociente C'/A, se obtiene la siguiente

relacion de dispersion

_pPro Jnlary) _, m? K(kr)
2ap J! (arg) kro K, (kro)

(6.45)

Esta relacion permite conocer las condiciones en las cuales la configuracion pinch es
inestable. Si w? es imaginario, entonces la perturbacién dada lleva a inestabilidades,
en tanto que w depende del valor k. Sin embargo, determinar cuéales son los valores
de k y m donde esto ocurre es una labor numérica, ya que o depende de w. Al menos
para m = 0, w es imaginaria [Schmidt, 1979]. Por lo tanto, este ejemplo muestra que,
aun en los casos mas simples, el problema de estabilidad por medio del enfoque de

modos normales es dificil de resolver, ya que ofrece demasiada informacion.

6.4. Principio variacional

En esta seccion se demuestra la equivalencia entre el formalismo de modos normales
y un principio variacional, el cual puede simplificarse para dar lugar al Principio de
Energia. Partiendo de la ecuacion de eigenvalores para &, si multiplicamos por el

complejo conjugado del desplazamiento, £, se tiene:
p’? = E'F(§).
Por definicién, la energia cinética del plasma perturbado es
K(€.6) =5 [ g
y el cambio en la energia potencial

SWige) = [ € Fen
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lo cual sugiere integrar en el espacio de desplazamientos y agregar un factor 1/2 en

(6.4). Es decir

/p%w2£2dr = /%5* -F(&)dr, (6.46)
WK(E,€7) =0W(§,€), (6.47)

5 *
w? = %, (6.48)

donde se han eliminado los subindices para las cantidades en equilibrio. Las canti-
dades w? y & son reales, sin embargo, se considera el complejo conjugado para &,
anticipando casos donde se requiere analizar diferentes componentes, sugeridos por
la simetria del problema [Freidberg, 2014|. La ecuacion anterior sugiere entonces un
principio variacional, donde cualquier funcién de prueba &(r), tal que produce un
valor extremo de w?, es una eigenfuncion de las ecuaciones de modos normales MHD,
con eigenvalores dados por la ecuacion (6.48). Considérese entonces & — £ + 0 y

w? — w? + 6w?, con lo cual, (6.48) resulta

OW (8€,€") + SW (€, 0€7) + OW (5€,0€”)
+ K(6€,€7) + K(&,0€7) + K(3€,0¢7)

(6.49)

Para valores pequenos de d¢ v dw?, los términos cuadraticos pueden eliminarse, los
términos dominantes en el numerador se eliminan por la ecuacion (6.48), mientras en
el denominador, debido a la dependencia de K respecto a &, el término mas importante

corresponde a K(&,£"). Por lo tanto, se obtiene

o K.

(6.50)

Aplicando el principio variacional (dw? = 0) y usando la hermiticidad

/ (66" - (F (&) + w’p€) + 6& - (F(£") +w?p€*)] dr = 0, (6.51)
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de donde se concluye

— W?pE = F(€), (6.52)

con lo cual se demuestra que la formulacién variacional es equivalente al enfoque
de modos normales. La utilidad de esta equivalencia reside en la simplificacién que

establece el Principio de Energia

6.5. Principio de energia

El Principio de Energia representa el método mas eficiente e intuitivo para analizar
la estabilidad del plasma, ya que en ocasiones es mas importante determinar las
condiciones en las cuales pueden evitarse las inestabilidades, en lugar de calcular
tasas de crecimiento precisas (el valor de w). Especificamente, el Principio de Energia

establece que el equilibrio es estable si y s6lo si
W (8€,€7) >0, (6.53)

para todo desplazamiento de prueba &£ fisicamente admisible, es decir, tal que su
energia esta acotada y que satisface las condiciones a la frontera. Es decir, el problema
de estabilidad es ahora un problema de minimizacion.

En un dispositivo de confinamiento magnético, el plasma ocupa una regiéon finita,
rodeada por un campo magnético en vacio. En consecuencia, la estabilidad del plasma
se ve afectada por movimientos en la superficie que a su vez modifican el campo de
confinamiento. En ese sentido, es posible separar las contribuciones de la energia
potencial debidas a perturbaciones en el plasma y las debidas a las perturbaciones en

la frontera |Freidberg, 2014|. Es decir

§W = 6Wp + BT. (6.54)
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Bajo estas consideraciones, la forma explicita (para el desplazamiento € y su conju-

gado) de cada contribucion corresponde a [Freidberg, 2014]:

Wi = ﬁ/ (@ +ypop| V- & [ = o€’ - (I x Q) + o€ - Vp)(V - €1)] dr,
(6.55)

L [(n-€)[B-Q - uopV € - wot -VpldS,,  (6.56)

BT = —

2410
donde n es el vector normal a la frontera del plasma, b es un vector unitario en la
direccion de B, con lo cual n - b = 0, de tal manera que el vector de desplazamiento

puede separarse en dos componentes, una paralela y una perpendicular al campo

=&, +§b. (6.57)

La validez del Principio de Energia estd determinada por la propiedad hermitiana
del operador F. Esta propiedad puede demostrarse de manera general, sin embargo,
es valida en particular para un plasma separado de una pared conductora por una
region de vacio. Por lo tanto, la expresion para el término de frontera puede separarse
en una contribucion de la superficie del plasma (que representa la interfase plasma-
vacio) y otra del campo en vacio. La separacion del término BT en més de un término
depende de las condiciones a la frontera, por lo cual, diferentes configuraciones lle-
varédn a la separacion de BT, inclusive de W, en més de un término, ya sea como
integrales de volumen o como integrales de superficie. Regresando al caso con una
frontera en vacio, el término Wy permanece idéntico, mientras que BT debe sepa-
rarse en dos contribuciones, una sobre la superficie del plasma y otra sobre el vacio
[Freidberg, 2014|

BT = 6Wgs + Wy, (6.58)

Wy = 2%0 /| n-€& ['n- ”V (B; + ugp) ”dSp. (6.59)

siendo

Donde
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Representa la condicién de salto sobre la interfaz. Siendo ¢ una cantidad en vacio,

evaluada sobre la interfaz. Por otro lado, la contribuciéon del vacio esta dada por

1 A2

La separacion del término de frontera BT se logra utilizando las condiciones a la
frontera dadas en el capitulo 2. En el siguiente capitulo se aplica el Principio de

Energia para una configuracion pinch modificada, la cual resulta ser estable.

6.5.1. Estabilidad de la configuracién pinch con un campo es-

tabilizador

Considérese un cilindro de radio 7, con un campo externo de la forma By = By(ro/7),
y otro campo uniforme, axial, en el vacio, de la forma B.” = b, y un campo interno,
estabilizador, B,"™ = b;, v un cilindro hueco, perfectamente conductor de radio Ry =
Arg. La parte de la integral de energia correspondiente a la contribucion del fluido

resulta:

SWp = 1/ (Q—2 +9p(V - £)2> dr (6.61)
2 Ho

De esta ecuaciéon se concluye que la contribucién del fluido no puede ser negativa,
yva que esta definida positiva. Por lo tanto, la inestabilidad solo puede ser resultado
una perturbacion en la frontera,de valores negativos en las contribuciones del vacio
y de la frontera. Se busca entonces minimizar las contribuciones dWy y 0Wpg, para
una perturbacion dada de la frontera n - £. Si se hace esto para todo desplazamiento
posible y el valor de 6W es positivo, entonces el equilibrio es estable. Siendo Q =
(B-V)§—B(V-&) — (&£ V)B, el integrando de éWp puede reescribirse como:

L= o Bia_xi — Bk@xi - fia—xi Qr + §7p<8xi)v - (6.62)
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Y la ecuacion de Euler, para &, resulta:

oL _ 108,
0§; B po Ox; ’
0 0L 1 0 0 0
0_xk8§i,k = [8—%(319@0 e (Bka)] +7p8:viv %3

Eliminando términos semejantes y considerando g—g’; =V - B = 0, se obtiene:

oL 9 %_@(@ 8Qk)+ Ov.¢—0 (6.63)

afi a a_xkagi,k B Mo Oz, B Oz, Vpaxi

By (0Qi  0Qx 0 1 -
Ho <8xk Oz, ) Ty, V&= (VX QxBrypVV-£=F() (664

Por lo tanto:

F(¢) =0 (6.65)

Ya que en el vacio no existen corrientes y se cumple la ley de Gauss, es posible obtener

el campo en vacio por medio del potencial vectorial ¢, tal que:

0B =Vop (6.66)
La contribucién en vacio resulta:
1 2
Wy = — [ (Vp)idry (6.67)
2410
De la ecuacién de Euler se obtiene:
Vip=0 (6.68)

Usando estas soluciones, es posible conocer las expresiones de energia minima para
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las contribuciones en vacio y para el plasma. Usando las identidades:
(V-&)(V-§ =-EVV-£+ V- (EV-§)
Q=Q Vx({xB)=V-[(xB)xQ+[Bx(VxQ)-¢&

Ve Vo =V-(pVp) — oV

Sustituyendo en las expresiones para el fluido y el vacio las igualdades anteriores, se

tiene:

5WFmi”:%/{i(&XB)XQJerEV.&} -dS:%/(YPV-E_BHLOQ)ﬁ-dS
(6.69)

, 1
W™t = — | Ve -dS (6.70)
2410

Considerando pertubaciones de la forma &(r, ¢, z) = £ (™+#2) en la ecuacion de Euler

y obtener el producto punto con B, se deduce:
ypBikV - €

Para k # 0 se tiene

Por otro lado, se tiene:
Bx(VxQ)=V(B-Q)—BikQ =0

VZ(B-Q)=0

Es decir, el desplazamiento & es tal que para minimizar el cambio en la energia

potencial conduce a una ecuacion de Laplace en B - Q y en ¢.



CAPITULO 6. ESTABILIDAD 98

B - Q = AL, (kr)e'™ (6.71)

Ya que K diverge para k — 0 Ademés:

@ = O, (kr)e'™m*Tk2) 1 BE, (kr)e'(moth) (6.72)

Con rg < r < Ry. Los valores de A,C y D estan dados por las condiciones a la frontera.

Para la region en vacio, se tiene:

0 ) . , .

(a—‘p) = CkI, (kRy)e"™***) 4 DEK,, (kRy)e'™mo++) = 0 (6.73)
") Re

Por otro lado, en la interfase fluido-vacio la normal estd dada por 6.40, mientras que

el campo magnético corresponde a 6.41 mas un término b,z. Por lo tanto, la condicion

sobre el campo se transforma en:

1mr,

Vé-B=—6B, +

BO + ikrlbv =0 (674)
To

. _ o .
Sustituyendo 0B, = 5%:

mry

CkI, (kRo) + DEK,, (kRy) = ikrib, + — Bo (6.75)

To
Con lo cual, se obtiene el valor de las constantes C y D.
i [by + (mBo/kro)] Ko (kRo)r1

¢= Ko (kRo) I (kRo) — Ko (KRo) I (kRo) (6.76)

_ i [by + (mBoy/kro)] I (kRo)r1
D= Ko (ER) L, (ERy) — K, (kRo) I, (kRo) (6.77)

Usando V- £ =0y B = cte, Q = ikB& Por lo tanto: £ = —@V(B -Q) Con lo

cual, los desplazamientos en la frontera se expresan por:

rieimeths) — & (ro) = —(kbi)72z4k[m/(kro)ei(m¢+kz) (6.78)
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Por lo tanto

kb;”
A= ——-—nr (6.79)
Im (k"f’ 0)
Conociendo el valor de A,C y D, se tienen las expresiones completas para las contribu-
ciones de energia del fluido y del vacio. Para obtener la contribucion de la superficie,

basta reconocer:

bi 2 b'u 2 B02
= +

200 2p0 - 2p0

p+ (6.80)

Por lo tanto:

v (p+B—2)H __B, (6.81)

2410 HoTo
Por lo tanto, las expresiones para el cambio de energia potencial minimo del fluido,

el vacio y el plasma son:

rorl kb

5W min — k
d 240 I, (ko)

Im(k”l"o)’f‘12 (682)

5W‘/mm _ romw Lk <bv n mBO>2 [m’/(k'Ro)Kn?(k’T()) — KTI(kRO)[m,(kTO) (683)
2[10 ]{37“0 Km (kRO)[m (k’r()) — Im (kR())Km (k?”o)
5W o BOQ’]TL 2 (6 84)
T 2u " '

Un anélisis rapido permite determinar que todas las contribuciones son positivas,
por lo cual, el Principio de Energia determina que estable. Es importante destacar
que las contribuciones de las cuales se analiza el signo deben minimizarse primero,
tarea que puede simplificarse en funcién del tipo de soluciones que se presenten.
Este capitulo concluye con una forma de expresar las perturbaciones en la geometria

toroidal, necesario para el siguiente capitulo.
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6.5.2. Caso toroidal

En los ejemplos anteriores se ha resuelto la estabilidad para configuraciones donde
las perturbaciones pueden estudiarse en una dimensiéon. Sin embargo, el estudio de
las configuraciones toroidales, atin en la aproximacion de razén de aspecto grande,
es necesario incluir los efectos de la geometria en la forma de las perturbaciones. En
particular, para una configuracién como el tokamak, donde ocurren campos toroidales
y poloidales se toman en cuenta perturbaciones en cada direcciéon. Como una primera

aproximacion, un analisis de Fourier simple propone la siguiente estructura:
§(r0,0) = &nalr)e™m o). (6.85)

en donde 6 es el angulo poloidal alrededor de la columna del plasma y ¢ es el angulo
toroidal, que es semejante a la coordenda z en el caso del z-pinch. A m y n se les
conoce como numeros de modos poloidal y toroidal, respectivamente [Wesson, 2004],
[Freidberg, 2014]|. Si bien es una forma sencilla, debido a que no toma en cuenta la pe-
riodicidad en las direcciones angulares, pone de manifiesto la necesidad de analizar los
desplazamientos en todas las direcciones. Los analisis que se muestran en el siguiente
capitulo se realizan para un equilibrio axisimétrico, es decir, las perturbaciones en
la direccién toroidal son ignorables. Esta condiciéon se denomina simetria o analisis
para n=0. Entre las miltiples consecuencias que tiene esta suposicion, se encuentra
la posibilidad de considerar & real. Naturalmente, esto se refleja en una simplificacion

de las ecuaciones para 6Wr y BT.



Capitulo 7

Principio de Energia para un toro

axisimétrico

En este capitulo se describe la deduccion, presentada en [Freidberg et al., 2015] y
[Lee et al., 2015|, de una representacion del Principio de Energia en términos de una
funciéon de corriente perturbada, 1, la cual se emplea, en los siguientes capitulos, para
calcular la estabilidad usando los perfiles de Solov’ev. La funcién de flujo perturbada

esté relacionada con la funciéon de flujo en equilibrio, ¥, por medio de
v=—-€&, -VU. (7.1)

Esta version del Principio de Energia se obtiene para un plasma encerrado por una
pared conductora, separada del plasma por una region de vacio. A la pared conducto-
ra, delgada, de conductividad finita, le sucede otra region de vacio. Se habla entonces
de una regiéon de vacio interna y una region de vacio externa, como se muestra en la
figura 7.1.El cambio en la energia potencial se divide entonces en cuatro contribucio-
nes, una sobre el fluido, otra sobre la region interna de vacio, una més sobre la pared
conductora y una mas sobre la region de vacio externo. Para el caso de la pared, la
aplicacion de la aproximacion de pared delgada lleva a la definicion del tiempo de

crecimiento de la inestabilidad en la pared.

101
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Seccion Transversal en un tokamak

1.00 Pared

0.75 A
0301 Vacio Externo

0.25 A

0.004 Vacio interno

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 A

_1.00 T T T T T T T T
0.00 0.25 050 0.75 100 1.25 150 1.75 2.00

Figura 7.1: Seccién transversal de un tokamak, dividida en regiones con propiedades
electromagnéticas diferentes.

Usando la notacion de [Lee et al., 2015], se demuestra que el Principio de Energia

toma la forma siguiente

oW = oWr + 5Wvl + 5Wvo + aWhp, (72)

donde

1 V))? " 1 "
Wi =2 /Vp {( R%) - <N0p + 2—32(F )2) W] dr

! J (7.3)
L Hode o
2/1/0 (RQBpw ) dSp:
L (V)
W = 5 /V . (7.4)
(V)
1 [ (Ve
W= 5 /V o ar, (75)
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Ademas, ?L y 7 cumplen

A1) =0, (7.7)
A* =0, (7.8)
y ¢ cumple en general
" 1 11
ATy = (uoRzp + 5 )2) ) (7.9)

En particular para los perfiles de Solov’ev, se tiene que tanto las funciones pertur-
badas en el vacio, como la funcién perturbada en el plasma, cumplen la ecuacion
homogénea. En las siguientes secciones se demuestra la validez de cada uno de los

términos anteriores.

7.1. El cambio de energia en el plasma

Con la finalidad de probar la validez de la ecuacion (7.3), considérese lo siguiente. De
(7.1), se observa que la aparicion de £ en el término de compresibilidad de la ecuacion
(6.55), complica obtener una representacion del Principio de Energia que contenga
a 1. Si fuera posible considerar incompresibilidad, V - & = 0, esto equivaldria a
minimizar dicha contribucién en (6.55). En el Apéndice 1 de [Freidberg et al., 2015],
este problema se resuelve al considerar la axisimetria que posee el campo magnético

total y los desplazamientos para los modos n = 0. Con ello, se tiene

1

Wp = 2—’u0 [Q2 — o€ - (I x Q) + po(& - Vp)(V - 51)} dry, (7.10)

Ahora bien, sea A; el potencial vectorial del campo magnético perturbado, el cual,

en analogia con el potencial vectorial en equilibrio, cumple

A =€ xB, (7.11)
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con lo cual Q =V x A ;. De la definicién anterior, se tiene

1
§L= EB XAl (7.12)

En general, puede establecerse para un campo descrito en la geometria toroidal, una

descomposicion de la siguiente forma
A1 =f(R,Z)VU +g(R,Z)By + h(R, Z)ey, (7.13)
con lo cual, en analogia con la funcién de flujo en equilibrio, se tiene
Y(R,Z) = RA;, = Rh(R, Z). (7.14)

Asimismo, por definicién, se tiene A ; - B = 0. Sustituyendo las definiciones de los

campos toroidal y poloidal en esta expresion, se obtiene el valor de la funciéon escalar

g
Fy
=—-—— 7.15
9 RzBp2’ ( )
por lo tanto, al sustituir en la expresiéon de A |4
Fy Y
ALI = f(R, Z)V\I/ + —R2—Bp2Bp + Eed,, (716)

Falta ahora hallar condiciones sobre la funcién escalar f. Reescribiendo en términos de
A1 aJya(@),seencuentra, al sustituir ambos en (7.10), que es posible minimizar,
considerando axisimetria, dicha contribuciéon al imponer condiciones sobre f. Por lo

tanto, es posible eliminar f de W, siendo

SWi(€) = 2%0 / Udr, (7.17)
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con

U:

Vi)? w  FF gl
S (w4 T 02 - oV - (0)
p

'y Fy F
+ 53 lV v <R28p2 + RZBPQV wj)}

(7.18)

Aplicando la ecuaciéon de Grad-Shafranov y reordenando términos, se obtiene final-
mente la expresion (7.3). Por otro lado, es importante notar que un analisis varia-

cional sobre (7.3) establece que, para minimizar esta contribucion, es necesario que

N = (uoR%p" + L(F")?).

7.2. La contribucion de vacio interno

El término BT debe modificarse de manera que tome en cuenta las propiedades de las
tres regiones restantes. Para la region de vacio interna se tiene lo siguiente. Introdu-

ciendo en la definicion de v la propiedad de incompresibilidad, tenemos n - £, = R%p.

Introduciendo esta igualdad en el término BT, resulta

1
BT = —5— [ = (Bp-Q — poéL - Vp)d 1
o RBp( p - Q— w1 - Vp)dS), (7.19)

donde S, representa la superficie del plasma. Para proceder se asume que el campo
magnético perturbado, Bl, en la region de vacio se puede expresar por una funciéon de
flujo 1& De esta forma, todos los analisis de la seccién anterior sobre la representacion
del campo usando el potencial vectorial perturbado, son vélidos al simplemente tomar
J = p = 0. Ahora bien, para los flujos perturbados las condiciones de salto sobre
la superficie del plasma resultan, considerando desplazamientos incompresibles y la

inexistencia de corrientes superficiales

, (7.20)

: (7.21)
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con B el campo magnético en equilibrio sobre la regién de vacio interno. Sustituyendo

estas condiciones de frontera en 7.19, se obtiene

1 W
2[,60 RBp

BT = (B : Bl) ds,. (7.22)

Siendo el campo magnético total la suma del campo en equilibrio y el campo pertur-
bado, se tiene que la componente poloidal es simplemente el gradiente de la suma de
ambas funciones de flujo. La componente toroidal, en cambio, depende, en principio,
de la suma de la funcién de flujo en equilibrio y la funcién de flujo perturbada. Sin
embargo, como F(‘i/ + 1&) = RyBy = cte, por axisimetria (o bien, para modos n=0),
la contribuciéon perturbada es cero. Se tiene por lo tanto que el campo magnético

perturbado, en esta region, es
~ 1 N
Bl = va X €p. (723)

La condicion sobre el producto de ambos campos, considerando que no hay corrientes

en superficie, se reescribe como

R 1 - B -
B-B = —(VV¥. = Z(n. 7.24
asi, la integral BT se convierte en
1 [ -

Por otro lado, el cambio de energia potencial magnética para el campo en vacio interno

es, por definicion

1 A
W, =— / Bidr
3 2/,L0
S (7.26)
=— [ —tdr.
2/10 R2

Recordando que se debe cumplir A*ﬂ = 0, de tal forma que el )W,, puede minimizar-
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se. Modificando la expresion para 0W,, de tal forma que pueda aplicarse el teorema
de la divergencia, se obtienen dos integrales de superficie, una sobre el plasma y otra

sobre la pared, siendo la primera la integral la expresion para BT, con lo cual

_ L [ ;
BT =W, — 5 - / 5 (n : w) S (7.27)

7.3. La contribucion de vacio externo

Para la region de vacio externo, un procedimiento similar permite simplificar BT. Al
igual que para el campo interno de vacio, de la definicién del cambio en la energia

potencial se puede deducir:

~ 2
a2
oWy, = [ By dr = —— %dr
240 2 ) R (7.28)
B 1 @ 2 1 zﬁ 2
_Q_MO ﬁ(n-vQﬂ)dSw—Q—m/@(n-V@b)dSw.

Sin embargo, la contribucién en infinito se anula por la condiciéon de regularidad sobre

las regiones lejanas al plasma. La ecuacion para BT’ ahora puede escribirse como

~

o (%) = s (- 99)

= = Sy . (7.29)

BT =W, + 5ini /
2410

La integral restante resulta ser una condicién de salto sobre la pared, con lo cual, la

simplificacion debe realizarse sobre las propiedades de los campos dentro de la pared.

7.4. La contribucién de la pared

Considerando que los campos varian temporalmente en forma exponencial, siendo ~
una tasa de crecimiento temporal, se tiene que los campos dentro de la pared resistiva

cumplen
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Donde o es la conductividad de la pared y el potencial vectorial Vy se iguala a cero

como condiciéon de norma. Por lo tanto, la ley de Ampére puede expresarse como
V xV X Ay = —pgoyAy. (7.33)

Usando el producto Ay - ey = ¢ /R, el cual puede reducirse, con la simetria n=0,

a la siguiente expresion

2
Vi — §V¢W - VR = pooyw. (7.34)

Una solucién analitica para vy puede obtenerse usando la aproximacion de pared
delgada. Suponiendo que el grosor de la pared puede expresarse por d, mientras que
el radio menor de la pared en Z = 0 se denota por: b ~ Ly /2, siendo Ly la
circunferencia de la pared. La aproximacion de pared delgada supone d/b < 1. El

orden de magnitud de las cantidades utilizadas resulta:

toyobd ~yTy ~ 1,

1

1
t- ~—.
Vv b

El tiempo de crecimiento Ty &~ poobd ~ v~ ! es el tiempo caracteristico de difusion del
flujo magnético a través de una pared de grosor d y conductividad o, en una region de
vacio de grosor b. El vector unitario n es el vector normal que apunta hacia afuera de
la pared, siendo el orden de magnitud un indicativo de la rapida variaciéon a lo largo
de la pared. De la misma forma, el vector t es tangencial a la pared, en la direccion
poloidal, siendo el orden de magnitud un indicativo de la variacion lenta (relativa al
tamano del dispositivo, respecto a una variaciéon normal. Definiendo una longitud de

arco poloidal [ y una distancia normal s, medida con respecto a la superficie interna
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de la pared resistiva, tal que 0 < s < d. Esto permite reescribir las derivadas como

nv=2
% (7.36)

Suponiendo que podemos expandir ¥y como Yy = (1) + ¥ (s, 1), se encuentra que
la primera contribucién no nula proporciona una ecuaciéon diferencial equivalente

024

AT a0

Resolviendo esta ecuacién, e incorporando las condiciones sobre la superficie interna
de la pared y la superficie externa, se obtienen las condiciones de salto para esta
aproximacion

b(d,1) — $(0,1) = 0. (7.38)
n-V(d,1) — n- V(0,1) = aih(0,1). (7.39)

Siendo o = yugod & 1/b. Sustituyendo esta tltima condicion, la integral sobre Sy,
adopta la forma de la ecuacion 7.6, con lo cual se obtiene finalmente 7.2. Una tltima
transformacion puede realizarse sobre 7.2, con la cual se busca ahora convertir todas
las integrales de volumen en integrales de superficie. Dado que para los modos n = 0

el campo poloidal perturbados puede expresarse en términos del flujo perturbado ),

con lo cual
1
Bpl _§V¢ X €4,
7.40
(VU (740)
pl R2
Usando la identidad
Y (Vo) v,
V(ﬁ w)— 2 +§A WY
(7.41)
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Aplicando el teorema de la divergencia a las integrales de volumen en 7.2 y usando

la relacion entre los elementos diferenciales de superficie

//(...)dS://(...)Rd(bdl:27r/(...)Rdl, (7.42)

donde dl es el diferencial de longitud de arco poloidal, tenemos

~

SW —1/5 {fn-vw—ww“o—‘]%?] dl
P Sp

o R RB,
. . (7.43)
s W A R )? .
— —n- - —— | d
+uo o |B" Vips ¢)+WwLwR o
w

donde dl y dl es el diferencial de longitud de arco poloidal en la superficie del plasma
y de la pared, respectivamente. En la ecuacion anterior se han utilizado las siguientes

condiciones de continuidad sobre los campos

(7.44)

Esta dltima expresion se utilizara en la obtencion de la estabilidad usando los perfiles

de Solov’ev.



Capitulo 8

Estabilidad con Perfiles de Solov’ev

En este capitulo se presenta un analisis de equilibrio, asociado al Principio de Energia
para la geometria toroidal axisimétrica, presente en el capitulo anterior, incorporan-
do las simplificaciones que pueden obtenerse al utilizar los perfiles de Solov’ev. El
objetivo es evaluar L, definida por 7.43, al sustituir series de Fourier con coeficientes
indeterminados, para cada variable dependiente del equilibrio. La relacién entre la
elongacion y la razén de aspecto se obtiene por técnicas variacionales comunes. Esto
ultimo implica establecer L = 0 al variar los coeficientes de Fourier, mientras simul-
taneamente se satisface la condicion L = 0 al iterar kyd. Se considera L = 0 ya que
lo modos de interés son lentos, por lo cual se pueden ignorar los efectos inerciales.

La labor de establecer 6L = 0 se divide en dos partes: La primera consiste en intro-
ducir las series de Fourier, tanto para las funciones de flujo como para sus derivadas
normales. La segunda parte consiste en obtener constricciones para las funciones de

flujo y sus derivadas normales, las cuales se obtienen por medio del teorema de Green.
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8.1. Analisis de Fourier

Para implementar el anéalisis de Fourier, se establece la siguiente transformacion de
la longitud de arco poloidal [ en el angulo de la longitud de arco x

= 32X, con 0 <y <2,
X X (8.1)

_ Lw ¢ >

_?X7 con OSXSQT‘-:

siendo ademas L, y Ly las circunferencias del plasma y de la pared, respectivamente.
Sean entonces las siguientes series de Fourier, para cada una de las incognitas, consi-

derando inestabilidades ecuatoriales, donde m - & tienen simetrias par en Z, y por lo

tanto los flujos pueden expandirse en series de senos

R 1/2 oo
w<sp>=(R—0) > sinon

T (8.2)
WSW):(?O) ;wmsmmx,

con Ry el centro geométrico del dispositivo. Ahora, aplicando la serie a las derivadas

normales
L, R\, .
o V(S,) =2 <R_o) El U, sinny,
L, \ R\ r
ey Vi (S,) =2 (R—O) gl U, sinny,
- (8.3)
L—Wn Vi (Sy) =2 £ E V, sinnx
27 Ro 1 " ’
Ly 2 R\ <=4 .
o n- Vi (Sy) =2 <R_o) El Vi sinny

Sustituyendo las ecuaciones 8.2 y 8.3 en 7.43 y siendo ademas L = (ugRo/7)L, se

obtiene

L=27  (U=U)+ 297 (V=V)+ 9T - T+ ymuipT -, (34)
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con U y V vectores determinados por las componentes U,, v V,,, donde ademas se

define
Imn = Jnm = 1 /27T [sin my sinny (M) dy. (8.5)
T Jo 2By /g,
Esta expresion puede reducirse a
L=XT . W.X, (8.6)
con
X7 = [9,4,U,0,V, f/] , (8.7)
J 0 1 —-10 0
yw 0 0 1 —1
W 1 0O 0 0 0 0 (5.8)
-1 0 0 0 0 O
0 1 0 0 0 0
0O -1 0 0 0 O

8.2. Aplicacién del Teorema de Green

Una vez establecidas las series de Fourier, es necesario determinar condiciones sobre
los coeficientes. La solucién en vacio relaciona las derivadas normales de los flujos
con los flujos mismos. Es aqui donde los perfiles de Solov’ev simplifican el analisis,
ya que tanto la soluciéon en vacio como en el plasma cumplen la ecuaciéon homogénea
de G-Sh. Para la region del plasma, el Teorema de Green en 2D, con un punto de

observacion en la superficie del plasma, se expresa como

V x |G x (%%) YV x (%%) — GV XV x (%ed)) UV XV x (%%). (8.9)
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En el vacio, tenemos

V XV x (%e(b) :0,
(8.10)

V x V x (%e¢) :5(R — R/)(;(Z — Z’)e¢.

Este problema esta intimamente relacionado con la determinacion del campo magné-

tico de una espira, determinado en el apéndice A. Para una espira, se tiene
V xV x (A¢€¢) = MOJ¢e¢ = ,U{)I(S(R - R/)(5<Z — Z’)e¢, (811)

de lo cual se obtiene

I N 172
RA; = ’;LW (i}f ) [(2— k)K — 2E] . (8.12)

Por lo tanto, para este problema piy/ =1 con lo cual RAy = G y se tiene

1 (RR’

1/2
=7 ) [(2-K)K —2E]. (8.13)

donde K y E son funciones elipticas de primer orden, dependientes de k, definidas en
(A.9),(A.12),(A.13). Del anélisis de Fourier surge la necesidad de obtener una relacion

para la derivada normal a la superficie en términos de y’. Se tiene en tal caso

L 17 Z'(R—R)—R(Z' - 2)

2 -VG) === (G-GT f 14
27r(n VG) 2R’<G G)_I_ (R'—R)2+(Z’—Z)2 G, (8 )
siendo
1 (RR\'? ) )

GT:%( PP ) [2(1 - kK)K — (2-K)E], (8.15)

Z/:dflO/C)?

X
(8.16)

/

fr )
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ademés
dr zg—pt’dx',
T
1 /2 .
¢=~(r ) (ferve). Gy

1 2 _
Il/ :e¢ X t, — (m) <Z/er - R/ez> .

Al aplicar el teorema de Stokes a 8.9 con el punto de observaciéon en la superficie del

plasma se obtiene

_¢ /{ VGX%—£V¢ xeqb} dr. (8.18)

Una ecuacion similar se cumple para la pared, intercambiando L, por Ly. Utilizando

todas las definiciones anteriores, el resultado anterior se transforma en

—¢ / [R, VY V’G}Hldl’. (8.19)

Si ahora se sustituye la expansion en Fourier para superficie del plasma, se tiene, para

el valor m de la serie

Yrm + Z A by =Y B U, =0 (8.20)

n

donde

2 ] ) Ln-VG
A}T}n = /Sln(nx') sin(my) {m}m« dx'dy,

By —% / sin(nx’) sin(my) [ (8.21)

G
<RR’>1/2} dx'dy.

El primer superindice en A'! denota el punto de observacion, mientras que el segundo
indica el punto de integracion. Asimismo, el valor 1 se refiere a la superficie del plasma,
mientras el 2 corresponde a la superficie de la pared. Para obtener las constricciones

sobre la ecuacion lagrangiana, el procedimiento anterior debe realizarse para las re-
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giones restantes, sin modificaciones sustanciales debido a la simplificacion establecida
por los perfiles de Solov’ev. En el caso de la regiéon exterior de vacio la normal apunta
en la direccidon opuesta y la superficie a integrar corresponde a la pared, en tanto que

se considera regularidad en infinito, se tiene

Lw , , <y 12 N Z(R-R-R(Z-2Z) .

. (n VG)—QR,(G G") + R (2 27 G, (8.22)
1. G S A
2= Zn VY — 2V ' 2
S i Vi = VG ”ldl (8.23)

Por lo tanto, al sustituir la expansion de Fourier Si ahora se sustituye la expansion

en Fourier para superficie del plasma, se tiene, para el valor m de la serie

O =S A2+ B2V, =0 (8.24)
donde
2 R L !, /
Az, =2 [ i) sin(mg) | 220 dva
T 2r(RR)Y2 |
, . X (8.25)
22 . -~ . A - A
B, == /sm(nx’) sin(my) {W} dx'dx.

En el caso de la region de vacio interno, es necesario considerar el acoplamiento entre
la pared y el plasma. Para determinar las constricciones, el teorema de Green se aplica
dos veces, una considerando el punto de observacion en la superficie del plasma y otra
cuando se encuentra en la superficie de la pared. Por lo tanto, cuando el punto esta
en el plasma

G
V)

o mu VG|l

L
(8.26)

1 G N
—’Qb l = —/ |:—/Il/ . V'zb’ — —/n' . V/G:| dl/ + /
2 0 L, R R L Luw
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y para cuando esta en la pared
1. - G vV G s ;
- l:— _/' N / dl/ _/' 1o /. / dl/
21#() /L,, 70 Vi)' — 0 VG”/ —i—/LW 7 Vz/JR,n VG[Z, ,
’ (8.27)
al cual una vez aplicada la expansion en Fourier se transforma en
(I—A"Y) . ¢+ BY . U+A2.¢-B2.V=0 (8.28)
(I4+A%2) .+ B2 V+ A" . —B*. V=0 (8.29)
con
2 [Lyn' - V'G
12 w .
AL ;/sm ) sin(my) W] . dy'dy,
2 [ L' -V'G
21 D ~
A = == /sm ) sin(my) W} » dx'dx,
4 I o ox (8.30)
B? —_— / —_ dx'd
mn =~ sin nx sin(my) _(RR,)l/QkJQ X aX;
BX = /sm(nx ) sin(my) L dx'dx.
. (BRVE
En forma matricial completa, las constricciones quedan determinadas por
C"-X =0, (8.31)
donde
I+ A 0 -B' 0 0 0
- 0 I— A2 0 0 0 B??
c’ = (8.32)
J— Al Al2 0 Bl B2 0
—A2l [ 4 A22 0 B2 _pB22

En sintesis, el problema de estabilidad se reduce a la obtencion de soluciones esta-
cionarias para L = X7 - W - X = 0, sujeto a CT - X = 0. Es posible reformular este
problema como uno de eigenvalores, de tal forma que sea mas facil de implementarse

una solucién.



Capitulo 9

Conclusiones

En este trabajo se estudio el comportamiento de las soluciones a la ecuacion de Grad-
Shafranov, para condiciones a la frontera definidas por cuatro aparatos, establecidas
por los perfiles de Solov’ev. Siguiendo la propuesta de [Cerfon and Freidberg, 2010,
dicha exploracion se redujo a un sélo parametro. En general, existe una mayor libertad
para elegir los parametros del perfil de Solov’ev. Se encontré que, dependiendo de
los parametros geométricos de la frontera, se pueden delimitar regiones donde las
superficies son abiertas o cerradas. Estas tltimas pueden ser positivas o negativas.
Asimismo, el corrimiento de Shafranov se modifica con la eleccion de A. Los analisis
realizados no permiten determinar un criterio para la eleccion de A, salvo aquellos
donde los equilibrios violan propiedades fisicas importantes, como la posicion del
corrimiento de Shafranov, que se sitta fisicamente a la derecha del eje del toro. Un
criterio tal podria desarrollarse a partir de esta observacion.

Ademas, se estudiaron algunas de las limitantes de este enfoque, por medio del célculo
de los perfiles de campo magnético (tanto poloidal como toroidal), factor de seguridad,
presion y densidad de corriente. Comparando estos resultados con los perfiles tipicos
consignados en la literatura, se hallo6 que los perfiles del campo poloidal y del factor
de seguridad ¢ obtenidos difieren significativamente, al menos de forma cualitativa.
En el caso del factor de seguridad, los valores obtenidos en el lado derecho tienden
a cero, cuando lo esperado es que crezcan. Con lo anterior y un analisis de méaximos

sobre el perfil de corriente, se concluye que los perfiles de Solov’ev, principalmente
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por su simplicidad matemaética, no pueden predecir los resultados experimentales para
ambos, la corriente y el factor de seguridad. La utilidad de los perfiles se limita a la
posibilidad de validar cédigos numéricos méas complejos, basados en lo que se describe
en la seccion sobre el problema de frontera libre.

Asimismo, en este trabajo se mostro que los perfiles de Solov’ev simplifican el anéalisis
de estabilidad, el cual puede realizarse con el Principio de Energia, para un plano
poloidal dividido en 4 regiones. Con este enfoque, las funciones de flujo perturbadas
1) estan determinadas por una ecuacion de Grad-Shafranov homogénea, para todas las
regiones del plano, por lo cual las condiciones que debe cumplir el sistema dependen
tnicamente de la funciéon de Green para el operador eliptico. Ahora bien, esta misma
separacion de regiones sugiere estudiar los efectos en la forma de la frontera del
plasma, considerando ahora las bobinas que generan el campo, lo cual esta relacionado
con la descripcion del equilibrio de frontera libre. Resulta més natural, pensando en
el disenio y control de experimentos, calcular el equilibrio de frontera libre, ya que
este resuelve de forma numérica la ecuacion de equilibrio. Sin embargo, en un primer
trabajo sobre equilibrio MHD en tokamaks (como lo es el presente), el equilibrio de
frontera fija permite familiarizarse con los parametros mas comunes del plasma, al
mismo tiempo que presenta el tipo de soluciones que se esperan obtener y mejorar al
usar un c6digo numérico.

Por lo anterior, el trabajo futuro consiste en la creaciéon de un coédigo que pueda
incorporar tanto el equilibrio de frontera libre como la estabilidad por perfiles de
Solov’ev, resolviendo las ecuaciones planteadas en los capitulos anteriores. Se busca
que dicho codigo reproduzca primero los resultados de |Lee et al., 2015], por lo cual
se obtendré la solucion del sistema planteado en (8.32) usando un método para hallar
eigenvalores. De este modo, los resultados de la primera seccién serén relevantes en las
primeras etapas de desarrollo, ya que permitiran corroborar la validez de los resultados
que puedan obtenerse. Finalmente, la importancia de crear dicho cédigo reside en
la posibilidad de establecer lineas de investigacion, a nivel institucional, relativas
al diseno y operacion de tokamaks, buscando mejorar o predecir efectos en nuevos

disenos o en aparatos ya existentes, buscando colaborar con grupos internacionales
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que cuentan con herramientas similares, que sin embargo estdn desarrolladas con fines

especificos.



Apéndice A
Funcion de Green para una espira

Hallar la funcién de corriente perturbada 1 en el vacio (asi como dentro del plasma
para los perfiles de Solovev) conduce a resolver una ecuacion homogénea de Grad-
Shafranov. A continuacién se describe la solucién usando el método de la funcion de
Green, en analogia con el problema del campo magnético de una espira circular (este
tltimo resuelto en [Jackson, 1999]), se tiene lo siguiente. Para una espira circular, de
radio a, centrada en el origen de un sistema de coordenadas esféricas, tenemos las

ecuaciones de Maxwell
V-B =0, (A.1)
V x B = ppd. (A.2)
Usando el potencial vectorial A, la ley de Ampére resulta:

V xV xA=pld. (A.3)

Usando la norma de Coulomb, obtenemos

V2A = . (A.4)
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La descripcion de una espira circular en el plano xy, empleando coordenadas esféricas

€S

/

, 60 =7%)
J(r) = Jsey = aw(s(r —a), (A.5)
siendo la ecuacion para el potencial:
po [ I(x)H)av’
Alr)=— | ———. A6
(r) = Py (A.6)

Para ¢ = 0, la contribucion sobre este angulo corresponde a

I / 0(cos0)d(r" — a) cos ¢ (rsin0')dr'dd d¢y (A7)
 dra V2412 =217 (sinfsin @ cos(¢p — @) + cosfcos ) '

Integrando las deltas, se tiene

Ian cos @ dep’
= ) A.
/ /72 (4.8)

+ a? — 2rasinf cos ¢’
Esta expresion puede reescribirse en términos de funciones elipticas. Sean
s 4arsin 0
a2+ 124 2arsinf’
Qb =T — QSOJ
dp = — 2dy,

27 w/2 /2
/ dcb:—?/ d90=4/ dep,
0 = 0

2

(A.9)

con lo cual
cos ¢ = — cos 2 = 2sin® p — 1
a® 4 1? — 2arsinf cos ¢ = (a® + r? — sin)(1 — k*sin’ p)

Tipa 4 ™2 9sin® g — 1
4m /r2 4+ a2 — 2rasinb.Jy 1 — k2sin® @

Ay = (A.10)
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Multiplicando y dividiendo por k% dentro de la integral, el integrando puede expresarse

Ccomao:

2 (2sin®p —1 1 2 —k?
B @sinp-l) 1 N o1 k2sin?y (A.11)
k2 k2 | \/1—k2sin®p

1 —k2sin o

siendo las funciones elipticas de primera y segunda clase

K(k) = /0 Y de , (A.12)

1 —k2Zsin® o

/2
Bk = / J1— k2 sin? pde, (A.13)
0

se obtiene finalmente

(A.14)

4, = Lo 41a [(2 — kKK (k) — 2E(l{:)1 |

—E\/r2+a2—2rasin9 k2

Para la geometria toroidal, resulta conveniente utilizar coordenadas cilindricas. En

este sistema, tenemos al elegir Z' = 0: a = R, rsinf = R, r> = R*> + Z2. Con lo cual

/

o ARR
(R+R)* + 2%

por lo tanto, en coordenadas cilindricas, se tiene

/ o 2 .
, = Z_@ 4IR {(2 k )K]E:I;:) 2E(k)} | (A15)
”J@+RY+Z2
con lo cual, se tiene finalmente
A = ol VR [(2—k*)K (k) —2E(k) A
¢ = : (A.16)
27?\/E k

que es la expresion usada a lo largo de esta tesis.



Apéndice B
Sobre la forma del plasma

De las ecuaciones para las reacciones de fusion, es claro que la fusiéon es mas probable
que ocurra cuando los plasmas son puros. La composiciéon del plasma ha demostrado,
desde los primeros experimentos de fusion, ser importante para el calentamiento y
para la estabilidad del plasma, en diferentes fases de su desarrollo. Las impurezas
pueden generarse por la interaccion del plasma con la pared (se liberan particulas por
calentamiento o por el choque de particulas que genera el plasma) o como resultado
de la fusion (cenizas de He). La pérdida de energia por radiacion esta relacionada con
estas impurezas, en particular con aquellas de nimero atémico pequeno.[IAEA, 2012]
Entre las soluciones que se han propuesto estén los limitadores y los divertores. Un
limitador es una superficie sélida que detiene la generacion de lineas cerradas de
campo magnético. En consecuencia, la tltima superficie cerrada de flujo (LCFS por
Last Closed Flux Surface) del plasma esta determinada por la posicion del limitador.
Asimismo, la LCFS puede modificarse usando campos magnéticos externos para crear
un punto X, de tal forma que esta choque con una superficie sélida. Esto ultimo es lo

que ocurre con un divertor. Ambos casos se ilustran en la figura B.1.
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vacuum vessel

LCFS

Scrape-off- -

layer X-point

. pump
magnetic

flux surfaces Limiter

pump

confined plasma divertor targe
Limiter tokamak Divertor tokamak

Particle flux localised - helium removal o.k.
Heat flux also localised - excessive target load!

Figura B.1: A la izquierda, un plasma con limitador, a la derecha, un plasma con
divertor. Tomado de https://slideplayer.com/slide/3846370/.

La diferencia principal consiste, para el primer caso, en que la LCFS esta en contacto
con el limitador, mientras que se encuentra ligeramente separado del divertor en el
otro. Esto tltimo favorece la disminucién del flujo de impurezas o reciclando parti-
culas que regresan al plasma. [TAEA, 2012]. Por otro lado, de las reglas de disenio
conservadoras mostradas en la introducciéon, se ha visto que la forma de la secciéon
transversal modifica la estabilidad del tokamak. La elongacion, la triangularidad y la
razon de aspecto son parametros geométricos a considerar. Adicionalmente, la pre-
sencia de un divertor plantea la interrogante: ;jcuél es el efecto sobre la estabilidad al

agregar un punto X?


https://slideplayer.com/slide/3846370/

Apéndice C
Codigos

C.1. Solovev4.py

#FEste cddigo calcula el equilibrio de un tokamak axisimétrico
considerando

#las soluciones analiticas determinadas por el perfil de Solov’ev.

#Se considera la tranformacion Al=f—A, A2—A dada por Cerfon, con f un n
umero real

#En este codigo se calcula el equilibrio, los campos y la presion, para
una f a elegir,

#de los dispositivos ITER, START, SPARC y ST—40.

import scipy.integrate as integrate

#import scipy.special as special

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

#from matplotlib import cm

from scipy import optimize

#Definimos las funciones componentes

Ps p=lambda x,y,Al1,A2,D: (Al/8)x*(x*%x4) — ((1-D)/2)*A2x(x*%x2)«*(np.log(x))
— (DxA2/2) *(y*x2)

Ps 1=1

Ps 2=lambda x: x*%2

Ps 3=lambda x,y: y*x2 — (x*%2)*np.log(x)

Ps_4=lambda x,y: x#x4d — 4x(x*%2)*(y*x2)
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Ps_b5=lambda x,y: 2xyxx4d — Ox(x*%2)x(y*x2) + 3x(x*x4)xnp.log(x) — 12x(x
*xx2) x(y**x2)*np.log(x)

Ps 6-lambda x,y: x*%6 — 12x(x*x4)x(y**x2) + 8x(x**x2)x(yx*4)

Ps _7=lambda x,y: 8x(y**6) — 140%(x*%2)x(yxx4) + Thx(x**x4)*(y**x2) — 15x(x
*¥%6) % (np.log(x)) + 180%(x*%4)*(y*x2)x(np.log(x)) —120%(x**2)*(y=*x4)
+(np.log (x))

#Definimos las derivadas parciales segundas (no cruzadas) de las
funciones componentes

Ps px=lambda x,A1,A2,D: (A1/2)x(x%%3) — (1-D)*A2+x%(1/2 + np.log(x))

Ps_py=lambda y,A2,D: —DxA2xy

Ps_pxx=lambda x,A1,A2,D: (3%xA1/2)x*(x*%2) — (1-D)*A2%(3/2 + np.log(x))

Ps_ pyy=lambda A2,D: —DxA2

Ps_2x=lambda x: 2xx

Ps 2xx=2

Ps_3x=lambda x: —xx*(2x*(np.log(x)) + 1)

Ps_ 3xx=lambda x: —2x(np.log(x)) — 3

Ps_3y=lambda y: 2xy

Ps_ 3yy=2

Ps_4x=lambda x,y: 4x(x**3) — 8xx*(y*%2)

Ps_ 4xx=lambda x,y: 12x(x*%x2) — 8x(y=**2)

Ps 4y=lambda x,y: —8x(x*%2)xy

Ps_4yy=lambda x: —8x(x*%2)

Ps_b5x=lambda x,y: —(30 + 24snp.log(x))*x*(y**2) + (x*%3)x(12*np.log(x) +
3)

Ps_bxx=lambda x,y: (x*%2)x(36xnp.log(x) + 21) — (y**2)x(54 + 24xnp.log(x
))

Ps by=lambda x,y: 8x(yx*x3) — (18 + 24xnp.log(x))*(x*x2)x*y

Ps byy=lambda x,y: 24x(y*x2) — (xxx2)*(18 + 24xnp.log(x))

Ps_ 6x=lambda x,y: 6x(x*%5) —48«(x*%3)x(y*x2) +16%x*(y**4)

Ps 6xx=lambda x,y: 30x(x*%x4) —144%(x**2)x(y**2) + 16x(y=*x4)

Ps_6y=lambda x,y: —24x(x**x4)*y + 32x(x**2)x(y**3)

Ps 6yy=lambda x,y: —24x(x*%x4) + 96x%(x**2)x(y=**2)

Ps_ 7x=lambda x,y: —xx*(y*%4)%(400 + 240%np.log(x)) + (x**3)*(y=**2)=*(480 +
720+np.log (x)) — (x**5)*(90*np.log(x) + 15)

Ps 7xx=lambda x,y: 3x(x*x2)x*(y*%2)%(720 + 720*np.log(x)) — (y*x4)=*(640 +
240#np.log(x)) — (x**4)*(165 + 450*np.log(x))
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Ps_Ty=lambda x,y: 48x(y*%5) — (x**2)x(y=*%3)x(560 + 480*np.log(x)) + (150
+ 360*np.log(x))*xy*(x*xx4)
Ps T7yy=lambda x,y: 240x(yx*%4) — 3x(x*%2)*(y*x2)*(560 + 480*np.log(x)) +
(150 + 360*np.log(x))*(x*x4)
#Funcidon que define las matrices y regresa la solucidn del sistema
lineal
def Solov(eps,delta , kappa,Al,A2,D1):
R1=1+eps
R2=1—eps
Z1=0
Rm=1—-deltaxeps
Zm=kappaxeps
a=np.arcsin (delta)
Nl=—((14a)*x*2) /(eps*(kappaxx2))
N2=((1—a) *%2) /(eps*(kappa**2))
N3=kappa /(eps#*((np.cos(a))**2))
A Menp.zeros ((7,7))
A M[0,:]=(Ps_1, Ps_2(R1), Ps_3(R1,Z1), Ps 4(R1,Z1), Ps_5(R1,Z1),
Ps_6(RL,Z1), Ps_7(R1,Z1))
A M[1,:]=(Ps_1, Ps_2(R2), Ps_3(R2,Z1), Ps_4(R2,7Z1), Ps_5(R2,%1),
Ps 6(R2,7Z1), Ps_T7(R2,Z1))
A M[2,:]=(Ps_1, Ps_2(Rm), Ps_3(Rm,Zm), Ps_4(Rm,Zm), Ps_5(Rm,Zm),
Ps 6(Rm,Zm), Ps 7(Rm,Zm))
A M[3,:]=(0, Ps 2x(Rm), Ps 3x(Rm), Ps 4x(Rm,Zm), Ps 5x(Rm,Zm), Ps 6x
(Rm,Zm) , Ps_7x(Rm,Zm))
A M[4,:]=(0,N1xPs_2x(R1), Ps_3yy + N1«Ps_3x(R1), Ps_4yy(R1) + Nlx
Ps_4x(R1,71),
Ps 5yy(R1,Z1) + N1xPs 5x(R1,Z1),Ps 6yy(R1,Z1) + N1xPs 6x(R1,Z1),
Ps 7yy(R1,Z1) + N1«Ps_T7x(R1,Z1))
A M[5,:]=(0,N2+Ps_2x(R2), Ps_3yy + N2«Ps_3x(R2), Ps_4yy(R2) + N2«
Ps 4x(R2,71),
Ps 5yy(R2,Z1) + N2«Ps_5x(R2,7Z1) ,Ps_6yy(R2,Z1) + N2«Ps_6x(R2,Z1),
Ps_T7yy(R2,Z1) + N2xPs_7x(R2,Z1))
A M[6,:]=(0,Ps_2xx, Ps 3xx(Rm) + N3%Ps_ 3y (Zm), Ps_ 4xx(Rm,Zm) + N3x
Ps 4y (Rm,Zm) ,
Ps_5xx(Rm,Zm) + N3%Ps_ 5y (Rm,Zm) ,Ps_6xx(Rm,Zm) + N3%Ps_6y(Rm,Zm) ,
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Ps_ 7xx(Rm,Zm) + N3xPs_7y(Rm,Zm))

B=—np.array ([Ps_p(R1,Z1,A1,A2,D1), Ps p(R2,Z1,A1,A2,D1), Ps_ p(Rm,Zm,
A1,A2,D1), Ps_px(Rm,A1,A2,D1),Ps pyy(A2,D1) + NIxPs px(R1,Al,A2,
D1) ,Ps_pyy(A2,D1) + N2«Ps px(R2,A1,A2,D1),Ps_pxx(Rm,Al,A2,D1) +
N3«Ps_py(Zm,A2,D1)])
#Toma la inversa de A
A inv=np.linalg.inv (A M)
#Vector con los coeficientes
C=(A _inv)@B
return(C,a)
#Valor de la permeabilidad en [m kg s—2 A-2]
mu 0=1.256637061e—6
#Valor de A
A=[-0.155,-0.5,-0.155,—0.05]
#Valor de f. Se modifica de acuerdo a la transformacion mencionada
f=1
#Vectores auxiliares para Al y A2
Al=np.zeros(len(A))
A2=np.zeros(len(A))
#Nombres de los aparatos
namae=|[’ITER’ , ’START’ , 'SPARC’, ’ST40’ |
#Razones de aspecto
eps=[0.32,0.78,0.33,0.59]
#Flongaciones
ka=[1.7,1.7,1.8,2.5]
#Triangularidades
delt =[0.33,0.32,0.33,0.32]
#Valor del pardmetro D
Dl=np.zeros(len(A))
#Valor del campo toroidal en T
B 0=[5.3,0.5,12,3]
#Radio mayor en m
R 0=[6.2,0.4,1.65,2]
#Corriente del plasma en A
I p=[15e6,0.32e6,7.5e6,2¢e6]
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#Cdlculo de Al y A2 usando los valores de A
for i in range(0,len(A)):
Al[i]|=f-Ali]
A2[i]=—AJ1i]
#Definimos las matrices para C y alpha
C=np.zeros ((len(eps) ,7))
alph=np.zeros(len(eps))
#Calculamos la matriz C y el valor de alpha
for i in range(0,len(eps)):
C[i,:],alph[i]=Solov(eps|[i],delt[i],ka[i],Al[i],A2[i],D1[i])
#Funcidn oara calcular la frontera
X_bound=lambda e,a,t: 1 + exnp.cos(t + axnp.sin(t))
Y b=lambda e,k,t: esxkxnp.sin(t)
#Diferenciales respecto a tau para la frontera
dX bt=lambda e,a,t: —exnp.sin(t + axnp.sin(t))*(1+ a*np.cos(t))
dY bt=lambda e,k,t: exksxnp.cos(t)
#Integrandos usando el Teo de Green
Int Ol=lambda e,a,k,t: —X bound(e,a,t)*Y b(e,k,t)*xdX bt(e,a,t)
Int 02=lambda e,a,k,t: —(1/X bound(e,a,t))*Y _b(e,k,t)*dX bt(e,a,t)
#Defimos vectores auziliares para calcular Psi_0
Int 1=np.zeros((len(eps) ,2))
Int_2=np.zeros ((len(eps) ,2))
2

2))

Int O=np.zeros ((len(eps)

Psi O=np.zeros(len(eps))

F 0=np.zeros(len(eps))

#Definimos la funcion Psi

Psi=lambda x,y,A 1,A 2,D,Cf: Ps p(x,y,A 1,A 2,D) + Cf[0]«Ps_1 + Cf[1]x
Ps 2(x) + Cf[2]xPs_3(x,y) + Cf[3]|*Ps_4(x,y) + Cf[4]«Ps_5(x,y) + Cf
[5]*Ps_6(x,y) + Cf[6]*Ps_7(x,y)

#Definimos la funcion F

F=lambda x,y,A 1,A 2,D,Cf,F0,P0,R0O: np.sqrt(F0 + 2xA 2% ((P0xx2)/(R0*%2))
xPsi(x,y,A 1,A 2D, Cf))

#La presidn resulta

P=lambda x,y,A 1,A 2,D,P0,R0,Cf: —(((POx%2)xA 1)/(mu_O0x(R0%x%4)))*Psi(x,y
, A 1,A 2,D,Cf)

#Forma de la corriente
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J p=lambda x,A 1,A 2, PO,RO:(PO0/(mu_0xRO%%3)) (A _2/x — A 1xx)

#Componentes del gradiente de Psi
GPsiR=lambda x,y,A 1,A 2,D,Cf:

Ps px(x,A 1,A 2,D) + Cf[1]*Ps_2x(x) + Cf

[2]*Ps_3x(x) + Cf[3]*Ps_4x(x,y) + Cf[4]*Ps_bx(x,y) + Cf[5]*Ps_6x(x,y

) + Cf[6]«Ps_Tx(x,y)
GPsiZ=lambda x,y,A 1,A 2D, Cf:

[3]+«Ps_4dy(x,y) + Cf[4]*Ps_by(x,y)

'Y)
#Definimos los
long=400

ejes a calcular

X r=np.zeros ((len(eps),long))

Y z-np.zeros((len(eps),long))

X rg=np.zeros ((len(eps),hlong))
g

(
Psi M=np.zeros ((len(eps),long))
Bt=np.zeros ((len(eps) ,long))
Bp=np. zeros ((len(eps),long))

P _x=np.zeros ((len(eps),long))
cero=np. zeros (len(eps))
x1l=np.zeros ((len(eps),long))
g=np.zeros ((len(eps) ,long))

J _phi=np.zeros ((len(eps) ,long))
#Frontera del plasma
tau=np.linspace (0,2xnp.pi,100)
#Barra de colores

cmapl = plt.cm.RdYIBu

#Cdlculo de las funciones y creacidn

for i in range(0,len(eps)):

#Se calculan las integrales para

Int_0[i,:]=integrate.quad(lambda
|,ka[i],t),0,np.pi)

Int_1[i,:]=integrate.quad(lambda
;0,np. pi)

Int_2[i,:]=integrate.quad(lambda
;0,np. pi)

Ps py(y,A 1,A 2,D) + Cf|2]*Ps_3y(y) + Cf

+ Cf[5]*Ps_6y(x,y) + Cf[6]*Ps_Ty(x

de grdaficas

Psi_ 0
t: Y b(eps[i],ka[i],t)*dY_bt(eps][i

t: Int O0l(eps|i],alph[i].,ka[i],t)

t: Int_02(eps|[i],alph[i].,ka[i], t)

#El factor de 2 en el denominador viene con la simetria de la

integral
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Psi_ 0[i]=(—=1_p[i]*mu 0«R_O0[i]) /(2x((A1l[i])*(Int_1[i,0] + Int_O[i,0])
— A2[i|*(Int_2[i1,0] + Int O[i,0])))

#Matriz con los ejes horizontales

X r[i,:]=np.linspace(l— 1lxeps|[i],1+ 1xeps[i],long)

#Matriz con los ejes wverticales

Y z[i,:]=np.linspace(—1xeps|[i]+*ka[i],lxka[i]*eps[i],long)

#Vector con los wvalores de F 0 para cada aparato

F 0[i]=(B_0[i]*R_0[i]) *x2

#Presion

P x[i,:]=P(X_r[i,:],0,Al[i],A2[i],0,Psi O[i],R _O[i],C[i,:])

#Corriente toroidal

J phi[i,:]=J p(X r[i,:],Al[i],A2[i],Psi_O[i],R_0[i])

#FEl campo toroidal en la direccidn de x resulta

Bt[i,:|=F(X_r|i,:],0,A1[i],A2[i],D1[i],C[i,:],F_O[i],Psi_O[i],R_OJi
D) /(X_r[i,:]+R_0[i])

#Campo poloidal en el eje x

Bp[i,:|=Psi_0[i]|*GPsiR(X _r[i],0,A1[i],A2[i],D1[i],C[i,:]) /(X r[i
e (R_O[1]%%2))

#Calculamos el cruce del campo poloidal con el eje x

cero[i]=optimize.newton(GPsiR,1,args=(0,A1[i],A2[i],D1[i],C[i,:]))

#Fje x desde el eje magnético

X rq[i,:]=np.linspace(l—eps[i],1+eps[i],long)

#Eje normalizado

x1[i,:]=(X _rq[i,:]—cero|i])/cero|i]|#/((1+eps[i])—cero[i])

#Factor de seguridad

qli,:]=x1[1,:]*(F(X_rq[i,:],0,ALl[i],A2[i],D1[i],C[i,:],F_0O[i],Psi_O]
i], R 0[i]) /(X rq[i,:]*R _0[i]))/(Psi_O[i]+«GPsiR(X rq[i],0,Al[i],
A2[3],D1[i],Cli,:]) /(X_rali ]+ (R_O[i]#+2)))

#Gra ficas

#Psi en funcidn de =z

plt.figure (dpi=600)

plt .plot (X r[i,:],Psi(X r[i,:],0,A1[i],A2[i],D1[i],C[i,:]))

plt . title (r’$\psi_(x,0)_$_para_’+ namae|i]| +’_con_A="+ str(A[i])+ _f
="+str (f))

plt.xlabel (’x7)

plt.ylabel(r’$\psi_(x,0)_$")
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plt.grid ()

plt.savefig(’'Psx k{0}.pdf’.format(i))

plt.close ()

#Psi en funcidn de vy

plt.figure (dpi=600)

plt .plot (Y z[i,:|,Psi(l—delt[i]|*eps|[i],Y =z[i,:],Al[i],A2]i],D1[i],C]|
ii1))

plt.title (r’$\psi_(1—_\delta\epsilon ,y)_$_para_’+ namae[i] +’_con_A=
'+ str(Ali])+ _f="+str(f))

plt.xlabel (’y’)

plt.ylabel(r’$\psi_(1,y).$")

plt.grid ()

plt.savefig(’'Psy k{0}.pdf’.format(i))

plt.close ()

#Campo toroidal

plt.figure (dpi=600)

plt.plot (X r[i],Bt[i,:])

plt . title (r’$B_\phi_(x)_$_para_’+ namae[i]| +’_con_,A="+ str(A[i])+ _f
="+str (f))

plt . xlabel(r’$x$")

plt.ylabel (r’$B_\phi_(x)_[T].$")

plt.grid ()

plt.savefig (’'Btx k{0}.pdf’.format(i))

plt.close ()

#Campo poloidal

plt.figure (dpi=600)

plt.plot (X r[i,:],Bp[i,:])

plt.title (r’$B_p_(x)_$_para_’+ namae|i]| + _con ,A="+ str(A[i])+’ _f="+
str(f))

plt.xlabel(r $x$")

plt . ylabel(r’$B_p(x)_[T]$")

plt.grid ()

plt.savefig (’'Bpx_k{0}.pdf’.format(i))

plt.close ()

#Factor de seguridad

plt . figure (dpi=600)
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plt.plot(x1[i,:] ,np.abs(q[i,:]))

plt.title (r’$q_(x)_$_para_’+ namae|i| + _con_A="+ str(A|i])+ _f="+
str(f))

plt.xlabel(r’$\rho$ ")

plt.ylabel(r’$q_(\rho)_$")

plt.grid ()

plt .savefig(’q k{0}.pdf’.format(i))

plt.close ()

#Presion

plt.figure (dpi=600)

plt.plot (X r[i,:],P_x[i,:])

plt.title (r’$P(x)$_para_’+ namae[i]| + '_con_A=" + str(A[i])+ _f="+
str(f))

plt.xlabel (1 $x$")

plt.ylabel (r’$P(x)_[Pa]_$")

plt.ticklabel format (axis='y’, style='sci’, scilimits=(—-2,2))

plt.grid ()

plt.savefig(’Press k{0}.pdf’.format(i))

plt.close ()

#Corriente

plt.figure (dpi=600)

plt.plot (X r[i,:],J phi[i,:])

plt.title (r’$J \phi(x)$_para_’+ namae[i| + ’_con_ A=’ + str(A[i])+’ _f
="+str (f))

plt.xlabel (1 $x$")
plt.ylabel (r’$J \phi(x)_.[A/m~2]$")

)

plt.ticklabel format (axis=’y

plt.grid ()
plt .savefig (’Curr_k{0}.pdf’ . format(i))

, style="sci’, scilimits=(-2,2))

plt.close ()

#Definimos una malla para obtener Psi como funcidn de R y Z

X, Y = np.meshgrid(np. linspace(l— 1.2xeps[i],1+ 1.2xeps[i],long) ,np.
linspace(—1.2«xeps|i]|*ka[i],1.2«ka[i]*eps[i],long))

#Grdfica de contorno

plt.figure (dpi=600)

#Funcion contorno para Psi
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plt.contourf(X, Y, Psi(X,Y,Al[i],A2[i],D1[i],C[i,:]) ,50,alpha=0.5,
cmap—=cmap]l)

#Enmarcando la lineas

plt.contour (X, Y, Psi(X,Y,Al[i],A2[i],D1[i],C[i,:]) ,50, cmap=cmapl)

plt.colorbar ()

#Graficamos la frontera

plt.plot (X bound(eps|i],alph|[i],tau),Y b(eps|i].,ka[i],tau),color=’
green’, linestyle=’dashed’)

plt.title (r’$\psi(R,Z)$_para_’ + namae|i|+ ’'_con_A="+ str(A[i])+ _f=
+str(f) )

plt.xlabel (’x")

plt.ylabel (’y’)

plt.savefig(’'psrz_k{0}.pdf’.format(i))

plt.close ()

#Finamente, se muestran los wvalores obtenidos para cada variable

#print(Int_1, Int 2, Psi_ 0, Psi_ 0,Psi_ 0 _b)

C.2. Solovevs.py

La funcién Solov permite crear rutinas diversas. En un programa diferente, se imple-

mentd un bucle para la exploracion de los valores de A.

#FEste codigo calcula el equilibrio de un tokamak axisimétrico ,

#usando las soluciones andliticas de Cerfon para la aprozximacidn de
Solovewv

#de un aparato especifico, determinado por la posicidn fija que posee en
los wvectores que contienen sus

#pardmetros. 0 para ITER, 1 para START, 2 para SPARC, y 3 para ST40. FEl
resultado es una serie de

#imagenes con el equilibrio en un intervalo dado en A, para [ (en la
transformacion Al=f—A) con &5 wvalores diferentes.

#que pueden modificarse siempre que se especifiquen en forma wvectorial.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

#Definimos las funciones componentes
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Ps p=lambda x,y,Al1,A2,D: (A1/8)x*(xx*x4) — ((1-D)/2)*A2x(x*%x2)x(np.log(x))
— (DxA2/2) x(y=x%2)

Ps 1=1

Ps 2=lambda x: x**2

Ps 3-lambda x,y: y*%2 — (x**2)*np.log(x)

Ps _4=lambda x,y: x*x4 — 4x(x**2)*(y*x2)

Ps _5=lambda x,y: 2xysx4d — Ox(x*x2)x(y*x2) + 3x(x*x4)*np.log(x) — 12x(x
*x%2) x(y**2)*np.log (x)

Ps 6=lambda x,y: x*%6 — 12x(x*x4)x(y**x2) + 8x(x**2)x(yxx4)

Ps _7=lambda x,y: 8x(y**6) — 140%(x*%2)x(yxx4) + Thx(x**x4)*x(y**x2) — 15x(x
*¥x6) x(np.log(x)) + 180x(x*x4)*(y*x2)*(np.log(x)) —120%(x**2)x(y*x*4)
«(np.log (x))

#Definimos las derivadas parciales segundas (no cruzadas) de las
funciones componentes

Ps_px=lambda x,A1,A2,D: (A1/2)#*(x%%3) — (1-D)*A2xx%(1/2 + np.log(x))

Ps_py=lambda y,A2,D: —DxA2xy

Ps_pxx=lambda x,A1,A2,D: (3xA1/2)x(x*%2) — (1-D)*A2x(3/2 + np.log(x))

Ps pyy=lambda A2,D: —DxA2

Ps_2x=lambda x: 2xx

Ps_ 2xx=2

Ps_ 3x=lambda x: —x*(2x(np.log(x)) + 1)

Ps_ 3xx=lambda x: —2x(np.log(x)) — 3

Ps_3y=lambda y: 2xy

Ps 3yy=2

Ps_4x=lambda x,y: 4x(x**3) — 8xx*(y*x2)

Ps_ 4xx=lambda x,y: 12x(x*%x2) — 8x(y*x2)

Ps_4y=lambda x,y: —8x(x*%2)xy

Ps 4yy=lambda x: —8x(x%%2)

Ps_b5x—lambda x,y: —(30 + 24xnp.log(x))*x*(y**2) + (x*%3)*(12*xnp.log(x) +
3)

Ps 5xx=lambda x,y: (x%%2)x(36xnp.log(x) + 21) — (y=**2)*(54 + 24xnp.log(x
))

Ps_b5Sy=lambda x,y: 8x(y**3) — (18 + 24xnp.log(x))*(x*%2)xy

Ps bSyy=lambda x,y: 24x(y*%x2) — (x**2)%(18 + 24xnp.log(x))

Ps 6x=lambda x,y: 6x(x*%5) —48x(x**3)*(y*x2) +16*xx(y=**4)

Ps 6xx=lambda x,y: 30%(x*%4) —144x(xxx2)x(y**2) + 16x(y*x4)
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Ps_6y=lambda x,y: —24x(x**4)*y + 32x(x**2)x(y**3)
Ps 6yy=lambda x,y: —24x(x*%x4) + 96+ (x**2)x(y=**2)
Ps 7x=lambda x,y: —x*(y*%4)%(400 + 240%np.log(x)) + (x**3)*(y**2)=*(480 +
720%np.log(x)) — (x*x%5)x(90xnp.log(x) + 15)
Ps Txx=lambda x,y: 3x(x**2)*(yxx2)*(720 + 720*np.log(x)) — (y*x4)=*(640 +
240*np.log(x)) — (x*x4)*(165 + 450%np.log(x))
Ps_Ty=lambda x,y: 48x(y*%5) — (x*%2)x(y**3)*(560 + 480*np.log(x)) + (150
+ 360*xnp.log(x))*xy=*(x*x4)
Ps 7yy=lambda x,y: 240%(y*%4) — 3x(x**2)*(y**2)*(560 + 480xnp.log(x)) +
(150 + 360*np.log(x))*(x*x4)
#Calculamos las matrices
def Solov(eps,delta  kappa,Al,A2,D1):
R1=1+eps
R2=1-eps
71=0
Rm=1-deltaxeps
Zm=kappaxeps
a=np.arcsin (delta)
Nl=—((1+a)*x2) /(eps*(kappa*x*2))
N2=((1—a)*x2) /(eps=*(kappaxx2))
N3=kappa/(eps*((np.cos(a))**2))
A Menp.zeros ((7,7))
AM[0,:]=(Ps_1, Ps_2(R1), Ps _3(R1,Z1), Ps _4(R1,Z1), Ps 5(R1,Z1),
Ps 6(R1,Z1), Ps 7(R1,71))
A M[1,:]=(Ps_1, Ps 2(R2), Ps 3(R2,Z1), Ps 4(R2,Z1), Ps 5(R2,Z1),
Ps_6(R2,Z1), Ps 7(R2,Z1))
AM[2,:]=(Ps_1, Ps_2(Bm), Ps_3(Rm,Zm), Ps_4(Rm,Zm), Ps_5(Rm,Zm),
Ps 6(Rm,Zm), Ps 7(Rm,Zm))
A M[3,:]=(0, Ps_2x(Rm), Ps 3x(Rm), Ps 4x(Rm,Zm), Ps_ 5x(Rm,Zm), Ps_6x
(Rm,Zm) , Ps_7x(Rm,Zm))
A M[4,:]=(0,N1xPs_2x(R1), Ps_3yy + N1xPs_3x(Rl1), Ps_4yy(R1) + Nlx
Ps 4x(R1,%1),
Ps_5yy(R1,Z1) + N1xPs 5x(R1,Z1),Ps_6yy(R1,Z1) + N1xPs_6x(R1,Z1),
Ps_T7yy(R1,Z1) + N1xPs_T7x(R1,Z1))
A M[5,:]=(0,N2«Ps_2x(R2), Ps 3yy + N2«Ps 3x(R2), Ps_ 4yy(R2) + N2x
Ps 4x(R2,71),
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Ps_5yy(R2,Z1) + N2xPs 5x(R2,Z1),Ps_6yy(R2,Z1) + N2xPs_6x(R2,%1),
Ps_7yy(R2,Z1) + N2«Ps_T7x(R2,Z1))
A M[6,:]=(0,Ps_2xx, Ps 3xx(Rm) + N3%Ps_ 3y(Zm), Ps 4xx(Rm,Zm) + N3x
Ps 4y (Rm,Zm) ,
Ps_ 5xx(Rm,Zm) + N3%Ps_5y(Rm,Zm) ,Ps_6xx(Rm,Zm) + N3«Ps_6y(Rm,Zm) ,
Ps 7xx(Rm,Zm) + N3%Ps 7y (Rm,Zm))

B=mnp.array ([Ps_p(R1,Z1,A1,A2,D1), Ps p(R2,Z1,A1,A2,D1), Ps_p(Rm,Zm,
A1,A2,D1), Ps_px(Rm,Al,A2,D1),Ps_pyy(A2,D1) + N1#Ps px(R1,Al,A2,
D1) ,Ps pyy(A2,D1) + N2«Ps px(R2,A1,A2,D1),Ps pxx(Rm,Al1,A2,D1) +
N3%Ps_py(Zm,A2,D1)])

#Toma la inversa de A

A _inv=np.linalg.inv (A M)

#Vector con los coeficientes

C=(A_inv)@B

return (C)

#Dispositivo a calcular
b=1

mu 0=1.256637061e—6
A=np.linspace(—5,5,201)
f=[-1,-0.5,0.5,1]

A2—A
A O=np.linspace(—5,5,200)
Al 0—A 0

Al=np.zeros ((len(A) ,len(f)))
for i in range(0,len(f)):
All:,i]=1f]i]-A
mu 0=1.256637061e—6
#Nombres de los aparatos
namae=|["ITER’, 'START’ , 'SPARC’ , ’ST40’ |
#Razones de aspecto
eps=[0.32,0.78,0.33,0.59]
#FElongaciones
ka=[1.7,1.7,1.8,2.5]
#Triangularidades
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delt =[0.33,0.32,0.33,0.32]
#alpha

alpha=[np.arcsin (delt [0]) ,np.arcsin(delt[1]) ,np.arcsin(delt[2]) ,np.

arcsin (delt [3]) ]
#Valor del pardmetro D
Dl=np.zeros(len(Al))
#Valor del campo toroidal en T
B 0=[5.3,0.5,12,3]
#Radio mayor en m
R 0=[6.2,0.4,1.65,2]
Cl=np. zeros ((len(A) ,7)
A) 7
A) 7

(
C05=np. zeros ((len(
Cln=np. zeros ((len(A),

#Calculamos la matriz C y el valor de alpha

for i in range(0,len(A)):
Cln[i,:]=Solov(eps[b],delt[b],ka[b],Al[i,0],A2[i],D1[b])
C05n[i,:]=Solov(eps[b],delt[b],ka[b],Al[i,1],A2[i],D1[b])
C05[1i,:]=Solov(eps[b],delt[b],ka[b],Al[i,2],A2[i],D1[b])
Cl[i,:]=Solov(eps|[b],delt[b],ka[b],Al[i,3],A2[i],D1[b])

for i in range(0,len(A 0)):
CO[i,:]=Solov(eps[b],delt[b],ka[b],Al 0[i],Al O[i],D1[b])

#Funcidn oara calcular la frontera

X bound=lambda e,a,t: l+exnp.cos(t + axnp.sin(t))
Y b-lambda e,k,t: esxkxnp.sin(t)
Psi_O=np.zeros(len(A))

long=111

#Definimos la funcidn Psi
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Psi=lambda x,y,Al1,A2,D,Cf: Ps p(x,y,Al,A2,D) + Cf[0]«Ps_1 + Cf[1]|*xPs_2(x
) + Cf[2]*Ps_3(x,y) + Cf[3]*Ps_4(x,y) + Cf[4]*Ps_5(x,y) + Cf[5]«Ps_6

(x,y) + Cf[6]+Ps_7(x,y)
#Definimos la barra de colores

cmapl = plt.cm.RdYIBu
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#Frontera del plasma
tau=np.linspace (0,2xnp.pi,30)
#Definimos una malla para obtener Psi como funcion de Ry Z
X r=np.linspace(l— 1l.1xeps|[b],1+ 1.1xeps[b],long)
Y zmnp.linspace(—1.1xeps|b|xka|b],1.1xeps|[b]xka|b]|,long)
X, Y = np.meshgrid(X_r,Y z)
for i in range(0,len(A)):
#Grdafica de contorno para la primera posicion del vector f
plt. figure ()
plt.contour (X, Y, Psi(X,Y,Al[i,0],A2[i],D1[b],Cln[i,:]) ,50, cmap=
cmapl)
plt.colorbar ()
plt.plot (X _bound(eps|[b],alpha[b],tau),Y b(eps|[b],ka[b],tau),color="’
green’, linestyle=’dashed’)
plt.title (r’$\psi(R,Z)_$_para_’ + namae[b| + 1r’con_$A=3’ + str(Ali
) + roCy $f=$" + str(f[0]) )
plt.xlabel (’x7)
plt.ylabel (’y’)
#El nombre del archivo debe modificarse al elegir una nueva posicidn
plt.savefig ('START 1n{O}.png’.format(i))
plt.close ()
#Grafica de contorno para la primera posicion del vector f
plt. figure ()
plt.contour (X, Y, Psi(X,Y,Al[i,1],A2[i],D1[b],C05n[i,:]) ,50, cmap=
cmapl)
plt.colorbar ()
plt.plot (X bound(eps|[b],alpha|[b],tau),Y b(eps|[b].,ka[b],tau),color="’
green’, linestyle=’dashed’)
plt.title (r’$\psi(R,Z)_$_para_’ + namae[b] + 1r’con_$A=3’ + str(Ali
1) + r'ly $f=$" + str(f[1]) )
plt.xlabel (’x7)
plt.ylabel(’y’)
#El nombre del archivo debe modificarse al elegir una nueva posicidn
plt.savefig (’START 05n{0}.png’.format(i))
plt.close ()
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plt.figure ()

plt . contour (X, Y, Psi(X,Y,Al[i,2],A2[i],D1[b],C05[i,:|) .50, cmap—
cmapl)

plt.colorbar ()

plt.plot (X bound(eps[b],alpha[b],tau),Y b(eps|[b].,ka[b],tau),color="’
green’, linestyle=’dashed’)

plt . title (r’$\psi(R,Z)_$_para_’ + namae|b| + r’con_$A=%" + str(A[i
1) + riy $f=$" + str(f[2]) )

plt.xlabel (’x")

plt.ylabel(’y’)

plt.savefig (’START 05 {0}.png’.format(i))

plt.close ()

plt.figure ()

plt.contour (X, Y, Psi(X,Y,Al[i,3],A2[i],D1[b],Cl[i,:]) ,50, cmap=
cmapl)

plt.colorbar ()

plt.plot (X bound(eps|b],alpha|[b],tau),Y b(eps|[b],ka[b],tau),color="’
green’, linestyle=’dashed’)

plt.title (r’$\psi(R,Z)_$_para_’ + namae|[b] + 1’ ’con_$A=$’" + str(A[i
1) + oy $f=8%" + str(f[3]) )

plt.xlabel (’x")

plt.ylabel(’y’)

plt.savefig ('START 1 {O0}.png’.format(i))

plt.close ()

#Graficas de contorno para f=0. En este caso, A no puede ser igual a
cero, por lo que se crea un intervalo especial
for i in range(0,len(A 0)):

plt.figure ()

plt.contour (X, Y, Psi(X,Y,Al 0[i],Al 0[i],D1[b],CO[i,:]) ,50, cmap=
cmapl)

plt.colorbar ()

plt.plot (X _bound(eps|b],alpha[b],tau),Y b(eps[b],ka[b],tau),color="’
green’, linestyle=’dashed’)

plt.title (r'$\psi(R,Z)_$_para_’ + namae|b| + 1’ ’con_$A=$’ + str(A O]
i]) + r'Cy_$f=%0")
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plt.xlabel (’x")

plt.ylabel (y’)

plt.savefig (’START 0 {0}.png’.format(i))
plt.close ()
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