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Introduccién

Desde que fue utilizada por primera vez la trasformada de Fourier por el
matematico Jean Baptiste Joseph Fourier se ha desarrollado extensamente la
teoria referente a ésta, pues la trasformada de Fourier en los espacios LP(R") y
su analogo en los grupos abelianos finitos ha probado ser extremadamente 1til en
las aplicaciones de procesamiento de sefiales e imédgenes, en el analisis de fenéme-
nos en mecanica cuantica y la resolucién de problemas discretos de la teoria de
codigos autocorrectores, por nombrar algunos.

El principal objetivo de este trabajo es poder definir la transformada de Fou-
rier en los espacios LP(R™) con 1 < p < 2y en los grupos abelianos finitos, probar
las propiedades mas importantes que cumple en estos espacios y mostrar su uti-
lidad con aplicaciones en la Fisica y en teoria de Graficas.

En el primer capitulo se definir4 la transformada de Fourier en L!(R™) corres-

pondiente al espacio de las funciones Lebesgue integrables en R™ y se probaran
las propiedades mas importantes que cumple en este espacio.
Después se definird la clase de Schwartz S(R™) y se mostrard que es densa en los
espacios LP(R™) con 1 < p < oo, para poder extender la trasformada de Fourier
a todo el espacio L?(R"). Finalmente se extenderd a los espacios LP(R") para
1 < p <2y se probard la desigualdad de Hausdorff-Young .

En el capitulo 2 se definird el andlogo a la transformada de Fourier en el
espacio L?(G) correspondiente a las funciones f : G — C donde G es un grupo
abeliano finito cualquiera. A esta versién se le llamara transformada de Fourier
discreta (TFD) y se mostraran las relaciones que esta induce entre un grupo y su
dual.

Ya desarrollada la teoria necesaria, se probard el teorema de incertidumbre
de Heisenberg y su versién discreta mejor conocida como el principio de incerti-
dumbre de Donoho-Stark, que da una cota superior para el orden de un grupo
abeliano finito G, ademas se hara énfasis sobre qué funciones cumplen la igualdad
en cada una de las incertidumbres.

Para finalizar, se considerard un caso especial de las graficas de Cayley y se
demostrara que gran parte de la informacién que se puede obtener de estas graficas
estd estrechamente relacionada con la TFD, facilitando su célculo y manejo.

1






CAPITULO 1

Transformada de Fourier en R"

La transformada de Fourier tiene varias propiedades fundamentales que la
hacen no solamente una herramienta muy 1util en el contexto de las ecuacio-
nes diferenciales parciales (EDP), sino también en muchos otros dmbitos de las
matematicas como en combinatoria, teoria de probabilidad o incluso en fisica e
ingenieria por el estudio de propagaciéon de ondas.

Una de ellas estd relacionada con el comportamiento de la transformada de
Fourier con respecto a los operadores de derivacién, pues si f denota la trans-

formada de Fourier de f € L'(R") y suponiendo que (%) € L'(R"), se tiene
que

~

(ggi) (&) = 2mi&; f(€).

Otra aplicacién de la transformada de Fourier seria en la localizacién de ca-
racteristicas de imagenes, pues se utiliza para realizar correlaciones. Por ejemplo,
si se desea encontrar la letra “a” en una imagen que contenga texto, se establece
un patrén (seccién de la imagen con la caracteristica de busqueda deseada) con
la letra “a”. Posteriormente se obtiene la correlacion de la imagen patréon y la
imagen original rotando 180° la imagen patrén y utilizando una técnica basada
en la transformada de Fourier. Para obtener coincidencias en la imagen se utiliza
la transformada de Fourier y la trasformada de Fourier inversa, estos resultados
se pueden consultar en [EE].

En este capitulo se desglosaran las propiedades fundamentales de la trasfor-
mada de Fourier en el espacio L'(R") y se buscard extender la transformada a
los espacios LP(R™) donde 1 < p < 2.

1. Transformada de Fourier de funciones en L'(R").

Recordando que L'(R™) es el espacio de las funciones f : R® — C Lebesgue
integrables, se define la transformada de Fourier como sigue.

1.1. Definicién. Dadas una funcién f € L'(R") y £ € R® la tranformada
de Fourier de f se define como:

f& = | fl@)e ™ Ddm,
R

3



con m; la medida le Lebesgue en R® vy z-& = x1&1 4+ 2282 + -+ xpén -

Puesto que |f(x)e 2™=9)| < |f(x)| Vz € R™, entonces la transformada de Fou-
rier estd bien definida para toda f € L'(R™). M4s aun, la transformada abre
sumas y saca escalares como se puede ver a continuacién.

1.2. Proposicién. La transformada de Fourier es lineal, es decir:
Dadas f,g € L'(R")
(af +g9) =af +§ VaeC.

Demostracion
Sean oo € C y £ € R", entonces

(of + g)(€) = / (af + g)(x)e"27=€ dm,
]Rn
= / af()e 2 4 g(a)e 2T dm,

=« ]“"(9[;)@727”'95'5 dmg; + / g(ac)e*%”‘:”g dmy
Rn

n

Otras de las propiedades fundamentales que cumple la transformada de Fou-
rier son las siguientes:

1.3. Teorema. Si f € L'(R") entonces
feL®®R"), fescontinua y

1 Flloe < 11£111-

Demostracion X R
Sea f € L'(R"), se afirma que f € L>®(R"), es decir f estd acotada c.d.s. (casi
donde sea).

Puesto que |e~2(#9)| = 1 Ve,& e R*,

entonces

fOl < [ 15@e @ ldm, = [ |7@ldm,

1FE) < |Ifli < o0, VEER™.
4



Por lo tanto f € L*(R") y ||f|l < IIf]]1-

Ahora se demostrara que para cualquier f € L*(R") la transformada de Fou-
rier de f es continua.

Sea £ € R" entonces

lim | (¢ + 1) - f(©)

= lim (m)6_2mz'(£+h)dmz - f(x)e_%wgdmz'
= lim f(z)e2mize (672’”"”% - 1) dmg
h—0 Rn
<lm [ |f()| ‘e—m‘h - l‘dmw.
h—0 Rn

Haciendo Fj(z) = f(z) (e 2™®" — 1) se tiene que para toda h € R"

|Fi(2)] < 2[f(2)].
Asi por el teorema de convergencia dominada descrito en A.3

ilzll% . |y (z)|dmy = /R" llzl—r{%) | E}, ()| dmyg.

Por lo que

i £(6 + 1) = FO] < [t 7@ [e27" = 1] dm,
h—0 Rn h—0
= / |f(@)] |e” — 1| dm, = 0.
]Rn
Por lo tanto f es una funcién continua.

Como se mencioné anteriormente, la transformada de Fourier goza de un re-
pertorio de propiedades muy importantes que vale la pena mencionar y seran de
mucha relevancia en las siguientes secciones.

A continuacion se demostrardn algunas de las propiedades méds importantes de
la transformada de Fourier.

Propiedades
Dadas f,g € L'Y(R") y &, heR®
14, (f xg) = f§ donde (f * g) (z) = [pn f(y)g(z — y)dm,.

L5 (mof)(€) = f(€)e*™€h | donde m,f(z) = f(z+h).
5



1.6. Siga(x) = N"f(A1z), VA € RT entonces gi(€) = f(XE) .

A~

1.7. (%) (&) = 2mi&;f(§) , suponiendo que (667];) € L'(R") .

1.8. (=2mio; f)(&) = g—gf;(g), suponiendo que ojf € L'(R"),
donde (0 f)(x) = a; ().
Esta ultima propiedad indica que las derivadas parciales de la transformada

de Fourier en una funcién f existen si ojf € L*(R")
para cada j € {1,2,...,n}.

Pruebas
1.5

Sean f € L'(R™) y h € R™, entonces

@O = [ e >, = [ o+ me S,

Rn
haciendo el cambio de variable u = = + h, se tiene que

(nf)(©) = [ flu)e 2m@=m1Eqm,,
Rn
= / f(u)6—27riu-£€27rih-§dmu - f(u)e—Qm'u.gdmu 62mh'§
n Rn
= f(© e vee R,
1.4

En un inicio hay que ver que si f,g € L'(R™) entonces
(f *g) € L'(R™).
Sea h : R™ x R™ — C definida como
h(z,y) = fW)llg(z —y)| Vz,y R,

como se tiene que R™ con la medida de Lebesgue es o—finito y como f, g € L'(R")
entonces h es medible en R™ x R™ y se cumplen las hipdtesis del teorema de To-
nelli descrito en A.1, sobre h .

Entonces las funciones



son medibles y

/ F(z)dm, = G(y)dmy ,
n R

asi se tiene que

s a@an,

L | swata=wimyan| < [ [ 11)lota = lam, dn.

= F(z)dmy = G(y)dmy

Rn R™
- / / F@) g — ) ldmadm,
Rn JR™

- /Rn )l (/Rn lg(z — y)\dmm) dm,

=/ F@) gl dm,
R’ﬂ

= If1[x1lgll < o0

Lo anterior indica que (f * g) € L'(R") pero también indica que la funcién
H :R" x R" — C definida como H(z,y) = f(z)g(x — y) es integrable en R?" .

Ahora, como (f * g) € L*(R™) entonces se puede calcular su transformada de
Fourier como sigue

(F+a)©) = [ (F+ )™ dm,
= [ [ e = am, | =< am,

- / oo (y)g(z — y)e ™€ dmydm,, .

Considerando la funcién eg : R* — C dada por eg(z) = e 2™¢ se tiene
que |He¢| = |H| y como H es integrable en R™ x R", entonces se cumplen las
hipétesis del teorema de Fubini descrito en A.2 para la funcién (H eg).

Asi aplicando el teorema de Fubini se tiene que

(f*9)(&) = / oo (y)g(z — y)e ™ dmydm,

N / ) </ glw —y)emre dmx) dmy

7



entonces por 1.5,

por lo tanto

1.6
Supéngase gx(z) = A" f(A"1a) VA €R*', entonces

gr(§) = / gr(x)e " dm, = / AT A ) e 2T gy

haciendo el cambio de variable con G(z) = v = A1
det(D(G)) = A"

se tiene que

W = [ flu)e > Cdm,
Rn

= | fwe ™ Pdm, = f(XE) .
R

1.7
Primero se demuestra la propiedad para n = 1.

Como % f € LY(R), por el teorema A.4 y el teorema fundamental del célculo,
se tiene que para toda x € R* (andlogamente para z € R™)

f(s)dm, = / " f(s)ds = f(z) — 1(0),
[0,2] 0

por lo que el lim f(z) existe.
T—00

Por otro lado, se tiene que f € L'(R) y es continua. Sea L = lim f(z), si

T—0o0

L#0ye= % entonces existe N, € N tal que Vo > N,

0<If) -2l <|5].

8



por lo que
2L

Asi se tiene que
2L
I = [ Vr@ldme > [ sme > 5| mo |l > N) = o

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto | l‘fm f(z) =0.
T|—00

Con lo dicho anteriormente se calcula la transformada de Fourier de
% € L'(R), entonces

d d .

integrando por partes se tiene que

(Z) -

lim ((0)e 2 — (=) - [ flo)e 5 (~2rig)dm,
R

b—oo

:27Ti§/f(x)62”“§dmx
R
= 2mit f ().
Ahora, sea f € L'(R")  tal que aanj € L'(R"), entonces

(52 )A@ _ [ D (e,

8:6]' R aCCj
como 887}; € L'(R™), si se considera a la funcién e : R" — C definida como
e¢(x) = e~2m¢ entonces (%e£> € LY(R") y se puede aplicar el teorema de Fu-

bini. Por notacién se tomara y; € R™ ! como Yj = (T1, T2, ..., Tj—1, Tjg1, -, Tn)

entonces
O ) (¢) = OF | e
(22)©= [ ([ s we=sim, ) m,

n

_ —2mix k€ —27rzxj§jd d

= e —(z)e Mg | dmy,. ,
/Rn—l krll R ax]( ) Z Yj

I



y por el caso en una dimensién se tiene que

n

0 A z 1 —2mix ;&5
<31J;) = /Rnl H€_2mxk§k /R(mej)f(x)e S dmg, | dmy,

k=1
k#j

= 27rz'§j/ </ f(x)ezmz'édmxj> dmy,; .
R7-1 \JR

Como f € L*(R"), entonces (feg) € L'(R") y se puede aplicar el teorema de
Fubini, por lo que

A~

of _ ot “amin€ g ooic
(52 ) © =2rits [ slope=Sdm, = 2mies ).

1.8
Antes de demostrar 1.8 es importante tener en cuenta lo siguiente.

Observacién (1).
Supéngase f € L'(R) y of € LY(R), con of(z) = zf(x).

Dadas h,§ € R h # 0, se definen las siguientes funciones:

ey(z) = 2 — e (y) | ypelz) = f(m)eg(@%(fvf)b—l.

Se afirma que {7y, ¢} cumple las hipétesis del T.C.D. descrito en A.3 cuando h
tiende a 0.
Primero se tiene que para h € R
nele)] = |flaleele) 20— | < 1f(@)]
entonces n¢ € L'(R) Vh €R.

Ademas, por definicién de derivada se tiene que

lm ex(h+0) —ez(0) _ deg
h—0 h dy
= 2mize, (0) = —2mix.

(0)

Por la definicién de limite, dada € > 0, existe d(e) € R tal que
V|h| < d(€)
ex(h+0) — e;(0)

o — (—2miz)| <€,

10



entonces
ex(h+0) —ez(0)
h

Asi dada € < 1, existe d(¢) € R tal que

(o)l = |Flaree(o) 2 =2 < I (o)

< [f@)[[1 +2mz| = |f(z)] + [2mx f(2)].

‘<6+27r]x\.

ex(h +0) —ex(0)
h

Por lo tanto {4} cumple las hipétesis del teorema de convergencia dominada
cuando h tiende a 0.

Demostraciéon de 1.8.
Caso n = 1.

Supéngase f € L'(R) y of € LY(R) .

FE+h) - f(9

1 =
B0 h
1 4 ‘
lim — (/ F@)e 2mm &) g, — / f(:c)e%zxédmx>
h—0 h R R

) —2mizh __
_ }lllfi%/Rf(x)BQWZl“f (€h> dmg = }lll’i)I})/R/yh’g(x)dmx’

asi por la observacién (1) se puede aplicar el teorema de convergencia dominada,
por lo que

o €+ 1) = £(©)
h

= i d
h—0 /R Py Thg (@) dms

h—0

) e~ 2mizh _ )
— /Rf(x)e%rwf 1im <h1> dm$ — /Rf(x)e%rzxf(_Qﬂ-Z’x)dmx
- /R (—2mic ) (z)e=2 " dmy, = (—2rio f1(€).

Por lo tanto f es diferenciable, y

of .
3¢ (&) = (-2miof)(©).

Caso general.
Sea f € L'(R") tal que o, f € L'(R"), donde o;f(z)=x;f(z),

11



entonces

(~2mio; (€)= [ (~2mio;f)w)e > dm,
:/ —2miz; f(x)e ™S dm,.
Tomando e¢ : R" — C como eg¢(z) = e~2mTE | se tiene que
[—2mi(ojf)ee] € LY(R"™) pues (o;f) € L'(R™). Entonces se puede aplicar el

teorema de Fubini. Por notacién se tomard y; € R"~! como
yj = (21,22, .., &j—1,Tj41, .- ., Ln), entonces

(—2mio; f)(€) = /]R"l /R(—Qm'ajf)(m)e_%m'gdmxjdmyj

n

N /]Rn—1 H eI /]R _Qﬂixjf(x)e_zmxjgj dmyg, | dmy,.

k=1
k#j

Asi por el caso de una dimensién é% € L'(R") y

(—2mio; f)(§) =

- : ) .
—2mizy _ —2miz;&;
/Rn1 kl_[le kEk <8§j> /Rf(x)e & dmy, | dm,,

ki

— i —2mix-&
= (8£j> /Rnl/Rf(x)e dmg;dmy,; .

Asi por el teorema de Fubini

(<2rioy (€)= (¢ ) [ 1@ %, = (g) ©.

Para poder demostrar el siguiente lema es necesario utilizar el
hecho de que CZ°(R™) es denso en los espacios LP(R™). Este resultado y la teoria
necesaria para demostrarlo se desarrolla en el apéndice B.

12



1.9. Lema. Lema de Riemann-Lebesgue.

Para toda f € L'(R")

lim f(€) = 0.

|§]—o0

Demostracion.

Sea f € LY(R") tal que f € C>°(R™) entonces aanj € L'(R") ¥y
0 .
sLecx®r) vjie{l,... n}

Asi, por 1.7 (%)(5) = 2m’§jf(§) es decir

(%) ©)

~

1F(&)] =
275
of
1%
< .
2w
Ademsds, se observa que [£| tiende a infinito si y sélo si || tiende a infinito
para al menos un k € {1,... ,n}, por lo que existe j € {1,...,n} tal que
~ 8f
lm | f(¢ ‘ < lim of ,
i O] = g 2m|j| || O
entonces
lim f(¢)=0.

|§| =00

Por tltimo, sea f € LY(R") y € > 0. Por B.5 C°(R") es denso en L!(R"),
entonces existe g € C°(R™) tal que
€
17 =l = [ 17@) = g(@)dm, < 5.
Asi

f(¢) = . f(@)e =S dm, =
[ @) = g@pe > Sdm, + [ glere S im,

n

entonces

fol=|/ n(f(m)—g(x)) e=rivbdm + [ g(m)e-medmx]

F©1 < [ 1560 - g(@)ldm, + ] [ sta Qm'fdmx'

Q<5 +!9 &I -

13



Como g € C°(R™), por lo anterior se tiene que |£1\im 1G(§)| = 0. Por lo que existe
—00

N, € N tal que para toda |§] > N. [g(§)] < %, entonces

€

5 =€ V|¢] > N .

F@l< 5+

Por lo tanto lim f(£) = 0.

€] =00

2. La Clase de Schwartz y las distribuciones temperadas.

Gracias a las propiedades de la transformadas de Fourier, las EDP lineales
con coeficientes constantes se reducen a ecuaciones algebraicas lineales de trans-
formadas de Fourier. En efecto se puede considerar el ejemplo del Laplaciano:

Sea u € C*°(R™) tal que Vj € {1,...,n}, VkeN, % € L'(R™)
j

n

0%u )

recordando que Au = E 922 entonces, si
4

j=1""J

—A’U,Zf,

se toma la transformada de Fourier para observar que

. " 5%
(—Au) @) =1|-D 3| &),
j=1 690?

entonces por 1.7 y linealidad de la transformada,

- " [ 9%u
(~ou)(©) == <W> ©)

j=1
= - (~2rigj)? a(€) = 4n?[¢[2a(e).
j=1

Asi se tiene de manera casi inmediata una expresién en términos de la transfor-
mada de Fourier 4 de la solucién u:

0= g

Pero, para obtener la solucién es necesario invertir la transformada de Fourier.
Este ejemplo se desarrolla de una manera mas amplia en [DJ].

14



En esta seccién se analizard la clase de Schwartz, S(R™), pues en este espa-
cio se puede definir la transformada de Fourier y ver que es un operador lineal
continuo de S(R™) en S(R™). Ademds en este espacio se podra definir una inversa
para la transformada.

1.10. Definicién. Una funcién f : R™ — C esté en la clase de
Schwartz S(R™), si es infinitamente diferenciable y todas sus derivadas son de
decrecimiento rapido, es decir:

Ya, 3 € N

Pap(f) = sup 2D f(x)| < o0,
T€ER™

donde
Oé:(al,(lz,“',an), B:(blab27”'7bn)
Bl =b1+ba+---+b, a%=2a]" 25 - xpn

oIl f
DPf(z) = ——F—

Por una parte se tiene que C°(R™), la clase de las funciones infinitamente diferen-
ciables con soporte compacto, pertenecen a S(R™) sin embargo hay funciones

g2 . ,
como e~ 1*I" que no tienen soporte compacto pero s pertenecen a la clase de Sch-
wartz.

La coleccion {pq g} es una familia numerable de seminormas en S(R"™) e inducen
una topologia para el espacio:

Una sucesién {¢g treny C S(R™) converge a cero si y sélo si
Va, 5 € N?

1f —0.
Jim. pap(Pr) =0

En [RW] se tiene la construccién de la topologia formada por seminormas y se
demuestra que con esta topologia S(R™) es un espacio de Fréchet.

Al espacio de operadores lineales y continuos 7' : S(R™) — C se le denota por
S’'(R™) y recibe el nombre del espacio de las distribuciones temperadas.

Un operador lineal T': S(R") — C  pertenece a S§'(R™), si

lim T(¢z) =0

k—o0
siempre que kh’m ¢r =0, donde {¢p}reny C S(R™).
—00
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Para un mayor desarrollo de esta teoria se recomienda [DJ].

Para continuar con la transformada de Fourier es muy importante ver la fun-
cién f(x) = e~ mlel? , pues esta funcién pertenece a la clase de Schwartz y su
transformada de Fourier resulta ser ella misma lo que la hace muy 1til y préacti-
ca, como se demuestra a continuacién.

. 2
e 1" vz € R™, entonces

1.11. Proposicién. Si f(z)
f&) =™ ve e R

Demostracion.
Primero se toma el caso de una variable .

Sea g : R — C infinitamente diferenciable en todo R, entonces por el teorema
de existencia y unicidad descrito en [MB], la ecuacién diferencial

J(z) + (2m2)g(x) = 0

con valor inicial g(0) = 1, tiene solucién y esta es unica .

e a2 ., e .
Se observa que la funcién e™™" es solucién a la ecuacion diferencial
)
_ 2
pues e 0 =0 =1, y

!
(6_”2) = 2z (e_”mQ) .

Sea u(zx) = e*’m"z, entonces u y ou pertenecen a L!(R), por lo que:

—i[u(z) + 2rzu(z)] =0
(—ilu’ + 2mzu]) (€) = (0)(€)
—i(u') () + (—2mizu)(€) =0,

entonces por 1.7y 1.8
—i(2miga(§)) + ()'(§) =0
(@)'(§) +2m€a(§) =0,

es decir, 4 es solucién de la ecuacién diferencial ¢'(z) + 2rzg(x) =0 .

Evaluando en cero se tiene lo siguiente:

(a(0))? = ( i u(m)e%“O)-xdmm)Q



Por Fubini,
@) = [ [ e amdm,
R JR

cambiando a coordenadas polares

2

(4(0))? = / / re ™) dmodm, = 271/ re ™) dm,.,
[0,00] /[0,27] [0,00]

y haciendo el cambio de variable v = w72 se tiene que

Pero la solucién de la ecuacién era tnica para el valor inicial g(0) = 1, entonces
u=1u ...(1).

. _ 2
Tomando en cuenta lo anterior: sea f(z) = e~™*" con z € R",
entonces

f& = [ fl@)e ™ dm,

Rn

:/ o lal? g2z €) dmx:/ o~ (@) ,—2mi(a-€) dm,

_ / e(—wx)~x+(—27ri§)~z dmy, = / 6.1‘-[—7T$—27ri§] dm,

n n
_ / H ¢ (T +2miEs) g H / YR g
=1 j=1"F

la dltima igualdad pasa por el Teorema de Fubini donde dm es la medida de
Lebesgue en R y se integra sobre y, entonces

17



[Ta) = JTu)
j=1

7=1
— T HE++E) _ ol F(8) .

|
Con lo anterior en mente, se pueden demostrar propiedades que la transformada
de Fourier cumple en la clase de Schwartz y que son fundamentales para el desa-
rrollo de la transformada de Fourier en otros espacios.

1.12. Teorema. La transformada de Fourier es un operador continuo de
S(R™) en S(R™) tal que dadas f,g € S(R™)

1.13.

(2)g(x)dmy = | f(€)g(€)dme
R R

1.14.
f@)= [ e tdme .

La ecuacion 1.14 se refiere a la formula de inversion.

Prueba del teorema 1.12.

Para comenzar se demostrard que si f € S(R") entonces f € S(R"), para esto
se necesita lo siguiente:

Para toda v € N, y definiendo (o4 f)(z) = 2]" ... 2" f(x), se tiene que

(1) S(R™) C LP(R™), con p € [1, 0.

(2) Si f € S(R™) entonces (D7 f) € S(R™).

(3) Si f € S(R™) entonces (o f) € S(R™).

Prueba de (1)

Sea f € S(R") y p € [1,00), entonces

18



p _ p p
s = [ is@pan s [ 15 in,
donde R = R"/[—1,1]™.

Sea a = (m, m,...,m) con m > % fijo para cada p, como f € S(R™)

[f(@)] < poo(f) <oo, [2%f(2)] < pao(f) < oo,

entonces

P _ P o PP
[ sepan= [ ig@pdn [ e e e,
P Plp—|P
< [, o0 amst [ (uo(nyamepdm,
<@V o)+ (ao(D)? [ o7 dm,
R
donde g = (2,2,...,2), como / \x_5| dm, = C < 0o, entonces
R

[ 1@ dins < @)oo + Clona )P < o0,

por lo que f € LP(R"), con p € [1,00).

Sea f € S(R™), entonces

sup | f(x)| = poo(f) < o0,
rER?

por lo que f € L*(R").
Prueba de (2)

Sea f € S(R™), y v € N entonces V3 € N"

Bl ahl
B( DY —
D(D" f)(z) aajfl . Oabn <6$’1y1 oz f(:c)) :

Como f es infinitamente diferenciable las derivadas parciales conmutan, es decir:

QBN £ (22)
ai?ﬁ-’ﬂ .. 8xgn+7n '

DD f)(x) =

Asi Va, 3 € N"
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sup |z®DP (D7 f)(z)| = sup
TER™ TER™

Por lo tanto D7 f € S(R™).

2D f(2)| = paprqy)(f) < 0.

Prueba de (3)
Para comenzar, se toma el caso en una dimension.

Sea g € S(R), y (0g)(z) = zg(z), entonces

am dm—1 d

D ra(o) = o (960 + o))
dm—l dm—2 d d2

— e 0 + g ( gpal) 40 )

m—1 m—2 2
2 ) + s (92000 )

Entonces Va,b € N

2 Do) ()| = sup
zeR

sup
zeR

= sup [z* (mD™ ' g(z)) + 22D g(x)|
z€eR

2D (ag(x)

< msup ‘JcaDm_lg(x)‘ + sup ‘xaHDmg(fL’)‘
z€R zeR

=M Pa,(m-1)(9) + P(at1),m(9) < 00,
por lo tanto og € S(R).

Ahora, sea (opf)(z) = 2¥f(x) Vk € N, entonces se hard induccién sobre k,
donde el caso base k = 1 corresponde al caso ¢ f visto anteriormente.

Supdngase entonces que o f € S(R), asi

(or41f) (@) = 2" f (2) = dPaf(a) = (on(0f))(2)-

Por la base de induccién of € S(R) entonces por hipétesis de induccién
(ok(of)) € S(R), por lo tanto o f € S(R) Vk € N.

20



En el caso de varias dimensiones se tiene lo siguiente.
Sean f € S(R™) y v € N, se define para cada k € {1,...,n} a e, € N como

el vector que en la k-ésima coordenada es 1 y en el resto es cero. Entonces para
cada «, 5 € N" y para cada k € {1,...,n}

‘TQDIB*IBkekgk (1:)

sup 2 DP (0, f)(2)| = sup
zER™ rER™

donde
9Bk

gi(2) = 25 (0 1) (@),
Tk,

Asi, para probar que o.,., f € S(R") es suficiente probar que
gr € S(R™) para toda k € {1,...,n}.

Como f € S(R™), por el caso de una dimensién

(U'ykekf)(x) = .’L'Zkf(x)

pertenece a la clase de Schwartz, entonces por (2)

5Bk .
gk — ﬁ(o-"/kekf) € S(R )

k
Asi (04,¢, f) € S(R™) para toda k € {1,...,n}.

Por otra parte, como

oo f(2) = 2 (@),
se definen
ho(z) = 27" f(z) = (0, [) ()

hi(z) = 2,"5 ho(z) = (0, 16,1 h0) (@)

hk(m) = x;’yLn—ikkhk_l(m) = (O-'Ynfkenfkhk_l)(x)’
para toda k € {1,...,n — 1}. Cabe observar que

hn-1(x) = (0y1e,hn—2)(2) = 0 f ().

Como f € S(R™) por el caso anterior se tiene que hg = (04,c,f) € S(R"),
de manera similar, como hy € S(R™) entonces hy = (0, _1e,_,ho) € S(R™), asi
sucesivamente se tiene que h,—1(x) € S(R™), por lo tanto o, f € S(R™).

En 1.8 se observa que la diferenciabilidad de f depende tunicamente de que
o;f € L'(R") con j € {1,2,...,n}, sin embargo para cualquier funcién f € S(R")
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se tiene por (3) que (o,f) € S(R") C LY(R™) ¥y € N", entonces f es infinita-
mente diferenciable y por 1.7 y 1.8 se tiene la siguiente igualdad:

¢*DPf(¢) = CTH(DYosf)(8),

donde C = (—1)IPl(27i){l=18D | Asi

sup [€*DP f(£)] = sup |CH(D%sf) ()]
£eR™ EeR™
= [C7HI[(D%s )]l < [CTH (D0 f)]]1
lo cual implica que f € S(R™).

Para demostrar que la transformada de Fourier es continua basta ver que
lim F(¢y) = 0 siempre que lim ¢ = 0.
k—o0 k—o00

Por definicién si {¢g }reny C S(R™) es una sucesion tal que

lim ¢y, = 0,

k—o0

entonces

lim pa,ﬁ(¢k> =0, Va,B€ N™.
k—o0

Ahora, por (2) y (3) se tiene que D%vgf € S(R"), entonces considerando lo
anterior y por (1), para toda f € S(R") y Ve, § € N”

sup [€°DPf(€)| < |O7!||(D%0sf)lx
EeRn

<|CTH [(2M)(poo(D%05f)) + C'(prro (D05 )]

=|Cc7 (2™ gseuR% |D%sf| + C' gsEuan l2M D5 f|] .

donde C” es una constante y M = (m,m,...,m) con m > 2 fijo.
Maés aun, si eq,...,e, son los elementos de la base canonica de R", entonces
D%osf(x)

51 Bn
_ Z Z (Am o )xﬁ_(n151+---+77nen)Da_(77151+---+"7nen)f($)’
m=0 Mn=0
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donde A771,~~-77n = (gi) (5;) . (52) (an1€1+...+nnen)'

Por lo tanto para toda f € S(R") y Vo, € N?

sup | D% 3 f|
EER™

< Z Z Ay ]sup |x (meit... +nnen) pa—(meit... +nnen)f( )|
m=0 nn—O

= Z Z |Aneona | PB—(mer+... +rmen)a—(mert... +nmeq) (f) < 00
m=0 1n=0

De la misma forma

sup |z D% 5 f]|
£eRn

= Z s Z |A771,~~~77n’ pM-‘rﬁ—(meﬁ-...+77nen),a—(7]1e1+...+77n6n)(f) < 0.
m=0 =0

Por lo tanto pa g(F(¢r)) estd acotado por una combinacién lineal finita de
seminormas de f, entonces kh’m Pap(F(¢r)) = 0 siempre que
— 00

lim ¢ = 0.

k—o00
Asi la transformada de Fourier es un operador continuo de S(R"™) en si mismo.
Prueba de 1.13,

| f@a@dme = | f(©)g(€)dme.

Por definicién de la transformada de Fourier, se tiene que

x)g(x)dm, = T e 2@ Y gm, dm
Rnf( )g(z)dmy / f( )/ng(y) Y dmy dmg

n

/n - f(z e~ 2 “’)dmy dmy, .

Como f,g € S(R™), se puede ver que H : R” x R" — C dada por
H(z,y) = f(z)g(y)e ~2ri() o integrable, pues [H (z,y)| = | f(z)|[g(y)|. Entonces
se puede aplicar el teorema de Fubini, asi

f( dmx — /n Rnf ) 727mmy)dmz dmy

- / Lat) [ f@)e D dm, = [ o) ) dm,
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Prueba de 1.14.
Tomando h(z) = A""g(A"!z) con XA € R se tiene por 1.13 que:
f@h(z)dm, = [ f(&)h(&)dme,
R" R"
ademaés por 1.6

F@)gAx)dm, = [ FEONTgATE)dme
Rn R™

Noétese que haciendo un cambio de variables en la integral de la izquierda, to-
mando Az = y, se tiene que

[ F@a0w)am, = [ FOTaw)r " dm,

entonces
TGNy = | FEONT (AT E)dme
AT Wawdmy = | FE)gAE)dme
Jim [ FATT)g(y)dmy = lim [ f(©g(ATIEdme (1) .
—00 JRn —00 JRn

Como f,g € S(R™), entonces f,§ € S(R"). Ademés

FOT I < I £llcg(y) | YA >0

y
1F(©gATOI < Hlglloof(E)] ¥A>0
entonces por el teorema de convergencia dominada
Jn [0 ta)dm, = [ lim fOg()dm,
y

i [ F(©9(edme = [ lim f(e)g(he)dme

Mads atin, como f y g son continuas, entonces

/R lim f(A"'y)g(y)dm, = f(0)g(y)dmy

n A—00 Rn

/R lim f()g(A\"'€)dme = [ F(€)g(0)dme.

n A—00 Rn
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Por lo anterior y la ecuacién (1) , se tiene que

F0)g(y)dmy, = [ f(£)g(0)dme
Rn R™

£0) [ s, = 5(0) [ Fyime

tomando g(x) = e~mlel® y por lema 1.11

£0) [ atwdm, = 9(0) | F(€)ime

10 = | (erame
Entonces 1.14 se cumple para x = 0. Reemplazando f por 7. f, y por 1.5

@) = (af)0) = [ (refi@dme = [ FQ e Oame

Ademés tomando f(z) = f(—z) se obtiene el siguiente corolario.

1.15. Corolario. Para f € S(R"), (f) = /.

Esto indica que la transformada de Fourier es de periodo 4,
es decir, el operador aplicado 4 veces es el operador identidad.

Demostracion

entonces por 1.14

por lo anterior se deduce que

()@= ((7)) @

Con el resultado 1.15 se muestra que existe la inversa de la transformada de
Fourier en la clase de Schwartz, esto es bastante conveniente pues en la siguiente
seccién se demostrard que existe una extension para la transformada de Fourier
en los espacios LP(R") 1<p<2.
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3. La transformada de Fourier en LP(R")
I1<p<a.

En los capitulos anteriores se mostraron una gran cantidad de propiedades que
cumple la transformada de Fourier en el espacio de Schwartz y en L'(R™). Estas
propiedades son de gran utilidad en muchas areas de la matematica y fisica por
lo que se busca exterderlas a espacios mas generales. Este capitulo se centrard en
extender la transformada de Fourier a los espacios de medida LP(R™), 1< p < 2.

Para comenzar es importante saber que el espacio S(R™) es denso en LP(R"™).
1.16. Proposicién. S(R") es denso en LP(R™) Vp € [1,00).

Demostracion

Por el teorema B.5, L,(R™) = C2(R") con la topologia de LP(R"™).

Por lo tanto, como C(R™) C S(R™) y S(R") C LP(R")
Vp € [1,00), entonces

IP(R") = CR(®") C S(RY) C (R = L’(R") Vp e [1,00).
Asi se tiene que S(R™) es denso en LP(R™).

Saber que el espacio de Schwartz es denso en LP(R™) es muy importante pues
este resultado permite extender la definicién de la transformada de Fourier a
L?(R™). M4s aun, se demostrara que la transformada de Fourier es una isometria
en L2(R").

1.17. Teorema. Existe una extensién de la transformada de

Fourier F : L*(R") — L?(R") tal que

HF 2 = [1£1l2 -
A la identidad ||F(f)||2 = || f||2 también se le conoce como teorema de
Plancherel.
Demostracion

Primero se demostrara el teorema de Plancherel para f € S(R™).
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~

Dadas f,h € S(R") sea ¢g=h entonces

36 = (1) © = [ ke >,

= /n(l}(x))@”(xf)dmx = /n (ﬁ(:z:)) e2mi(@-&) dm,, .

Aplicando el teorema de inversién sobre h se sigue que

9(&) = h(&) = h(¢) ,

y por 1.13 se tiene que

|oai=[ gi=[ fo- [ g,

Tomando f = h entonces

1£1l2 = I£]l2 para f € S(R") .

Sea f € L*(R"), como S(R") es denso en L?(R™), entonces existe una sucesién
{dr}ren C S(R™) que converge a f en L?(R"), es decir,

Ve >0, 3IN.eN tal que,si k> N, entonces ||f — ¢ill2 < €.

Asf se define entonces la extensién de la transformada de Fourier en L?(R™)
cOmo

F(f) = lim gy,

k—o0
donde el limite se toma en L?(R™).

Para ver que F estd bien definida se probard que el limite anterior existe y
no depende de la eleccién de {dk }ren-

Puesto que {¢x } ren es convergente en L?(R™) entonces { ¢ }ren es de Cauchy,
as{ dada € > 0 existe N. € N tal que si [,m > N

H@Z)l _¢m||2 <eE€.

Como {¢x}ren C S(R™) entonces (¢ — ¢m) € S(R™) y por el teorema de
Plancherel en S(R™) se tiene que

161 = Smllo = 1(&1 = m) [l = |61 = Pmll2 < e,
por lo tanto {gﬁk}keN es de Cauchy en L?(R"), y como L?(R™) es completo,
entonces {¢x }ren es convergente en L2(R™).
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Ahora, sean {¢g}ren, {©k}ren sucesiones en S(R™) tales que cada una con-
verge a f en L?(R"), es decir:

Ve>0 dNeN talque sik>N

€ €
J— <77 — <7
o —Fllo < 5. llow—flla < 5

entonces

||k — @llz = 11(r — @r)l2

€ €
— [16% = ulle < lldn = fllz + o = flla < 5 + 5 = <.

Asi  lim (ék-¢k)::(x es decir,
k—o00
lim ¢), = lim @y
k—o0 k—o0
por lo que F esta bien definida.

Cabe observar que F es una extension de la transformada de Fourier que
se definié al inicio del capitulo pues dada una funcién ¢ € S(R™) la sucesién
{bk}en C S(R™) definida por ¢, = ¢ Vk € N, indica que

F(¢) = lim gy = lim §=o.

Ya habiendo visto que F es una extensién bien definida de la transformada
de Fourier se puede mostrar el teorema de Plancherel para funciones en L?(R™).

Sea f € L2 (R") v {¢r}ren C S(R™) tal que ka ér = f en L2(R").
— 00

Por propiedades de la norma

érllz = [1£1l2] < lléw — fll2:

entonces
[1fll2 = lm {[gk][2.
— 00

Asi se tiene que

Jim l6ll3 = [1£1I5] = Jim (|l1#kll2 = 11 £12] |1oxll2 + [ f]2])
= lim llowllz = I1f1]2] Jim |[6%||2 -+ |1f]2]
= (0)(2[|fl]2) = 0.

Por lo tanto, lim ||¢x|[3 = ||f|[3.
k—ro0
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De la misma, forma,A por definicién de la transfor{nada de Fourier
F(f) e L*R™) vy  {o}ren C S(R™) tal que Jlim G, = F(f)
en L?(R"), por lo que

, 22 2
A e[z = [I7(H)]f2-
—00
Asi por el teorema de Plancherel para funciones en S(R™) se tiene que

IF (NI = lim lBnll5 = lim [lgxl5 = 11£115-
—00 k—o0

Lo anterior indica que F es un operador lineal acotado en L?(R™) entonces JF
es continua en L2(R™). Asf se tiene un andlogo al teorema 1.15, pues si se define

flz) = f(-a),

FF(f) = (Jim 1) = i 7 (b0) = pim ()
= Hm ¢ = [
entonces F es de periodo 4. Se define 7! : L2(R") — L?(R™) como

FU) =F () =F(),
donde F? es F aplicada tres veces, por lo que F~! es un operador lineal y
continuo en L%(R"). [ |

Con estos resultados se podrd mostrar que la transformada de Fourier se pue-
de definir en los espacios LP(R™) con p € [1,2]. Para ello es necesario el teorema
de interpolacion de Riesz-Thorin el cual se prueba en el apéndice D, pues muestra
la relacién que se mantiene entre espacios LP(R™) cuando se tiene un operador
lineal continuo T'.

Este teorema es de gran ayuda, pues permite demostrar la desigualdad de
Hausdorff-Young de una manera muy breve.

1.18. Corolario. Desigualdad de Hausdorff-Young.
Sea f e LP(R"), 1<p<2yp = 1%’ entonces f € LV (R") y

1Al < 111l

Demostracion

Sea f € LP(R™) con p € [1,2]. Como en teoremas anteriores ya se probé el
resultado para los casos p =1y p = 2, se tomard entonces 1 < p < 2.

29



Por 1.3 y por 1.17 se tiene que
Ifllee < IIfIh Ve L'®R™), glla=llgll2 Vg€ L*R").
Esto quiere decir que la transformada de Fourier es un operador de tipo (1, 00)
y de tipo (2,2) por lo que se puede aplicar el teorema de interpolacién de Riesz-
Thorin con los siguientes valores:
pp=1 pp=2 g=00 q =2
Ko=Ky=1.

Haciendo p = p; entonces se deducen los valores de ¢ y ¢z como sigue

1
t=2(1—>7 qt=<p>=p’-
P p—1

Entonces por el teorema de interpolacién de Riesz-Thorin se tiene que:

fer’®rRY)
. y
Ly < 1 f1lp -

Es importante observar que esta desigualdad necesita que
1 < p <2, delo contrario t > 1 y ya no se cumplirian hipétesis del teorema de in-
terpolacién de Riesz-Thorin. En el caso de que p sea mayor que 2 siempre existira
una funcion f € LP(R™) tal que su transformada de Fourier es una distribucién
pero no una funcién, este resultado se puede ver en [SW].
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CAPITULO 2

Transformada de Fourier en grupos abelianos finitos

La transformada de Fourier discreta (TFD) aparece cuando se quieren cal-
cular las series cldsicas de Fourier e integrales de senos y cosenos. Ademas, hay
muchos problemas discretos que pueden ser resueltos con la TFD, por ejemplo
el estudio de valores propios de matrices adjuntas de gréficas, el procesamiento
de imagenes digitales o la teoria de cédigos autocorrectores, la cual es necesaria
para mandar y recibir imigenes de marte a la tierra.

En particular la TFD se utiliza comunmente en el proceso digital de senales y
otros campos relacionados a analizar las frecuencias que contiene una sefial mues-
treada o resolver ecuaciones diferenciales parciales.

Cabe aclarar que la TFD es una funcién, mientras que la transformada rapida
de Fourier (TRF) se refiere a una familia especifica de algoritmos para calcular
la TFD. Estos algoritmos son muy importantes para llevar a cabo operaciones
como convoluciones o multiplicaciones de grandes niimeros enteros eficientemente.

En este capitulo se desarrollard la teoria referente al espacio de funciones con
dominio G y codominio C donde G es un grupo abeliano finito. Se hara énfasis en
el grupo dual de G para asi poder definir la transformada de Fourier y mostrar
la relacién que hay entre un grupo abeliano finito y su grupo dual.
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1. El espacio L? de grupos abelianos finitos.

Antes de dar la definicién de la TFD es importante ver algunas propiedades
del espacio que corresponde a las funciones f : G — C, donde G es un grupo
abeliano finito.

Dado un conjunto finito A, al conjunto de todas las funciones
f: A — Cselellamara L?(A). Se puede observar que este conjunto es un espacio
vectorial sobre C con la suma usual de funciones, ademaés estara dotado con un
producto escalar como se muestra a continuacion.

2.1. Definicién. Dado A un conjunto finito se define la funcién
<+, ->: L?(A) x L*(A) — C de la siguiente manera:

Para cualesquiera f,g € L?(A),

< fr9>=)_ f)g(z).
€A
Esta funcion estd bien definida al ser A un conjunto finito pues siempre se
obtendrd una suma finita de elementos de C.

2.2. Proposicién. Para cualquier conjunto finito A, < -,- > es un producto
escalar de L%(A).

Demostraciéon
Dados A un conjunto finito, a € C y f,g,h € L?(A), entonces

<af+g,h>=3 (af(2)+ g(z)) h(z)

z€EA

=Y af(@)h(z) + g(x)h(z)

T€EA

=a ) f@)h(@)+ Y g(x)h(@)
€A z€A
=a< f,h>+<gh>.

< frag+h>=>" f(x)(ag(x) + h(z))

T€EA

=Y f(@)ag(z) + f(2)h(z)

z€A

=a fl@)g@) + Y fla)h(z)
z€A zeA
=a<fg>+<f,h>.

32



ii)

<f,9>=> f@)g(@)=> flx)g(x)=<g,f>.

T€EA €A

iii)

<ff>=> f@f(@) =Y |f@)P >0,

z€A T€EA

ademas < f, f >=0siysélosi f=0.

Adicionalmente se dird que dos funciones f,g € L?(A) son ortogonales si
< f,g>=0.

Con lo anterior se tiene que para todo conjunto finito A, el espacio L?(A)
admite un producto escalar que induce a la vez (como se demuestra en [FS]) la
siguiente norma

D=

1fll =< f,f>2= <Z If(w)|2>

z€EA

Asi, dado G un grupo abeliano finito, se tiene que las funciones
f : G — C forman un espacio vectorial con producto interno. Ademds se puede
mostrar una base de este espacio. Para poder seguir avanzando es importante ver
la siguiente definicion.

2.3. Definicién. Dado G un grupo abeliano finito tal que
G ={ap,a1,...,an_1}, sedefine &, € L*G), Vk€{0,1,...,n—1}
como
1 st ap =2

Oay (7) = { 0 otro caso

Con estas funciones es facil ver que, en el caso de que G sea un grupo abeliano
finito, el espacio L?(G) tiene una base ortonormal finita.

2.4. Proposicién. Sea G un grupo abeliano finito tal que

G = {ap,a1,...,an—1}, entonces {dq4, " ,0q, ,} €S una base ortonormal
de L*(Q) .
Demostracion
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Sea f € L?(G) , entonces existen  bg,--- ,b,_1 € C tal que

f(ao) = bo
flar) = b
f(an—l) =bp1
entonces L
f(x) = bida,(2),
j=0
ast {84, "+ ,0a,_, } s generador del espacio L?(G).

Ademas se tiene que  Vk € {0,...,n— 1}

H5(1k||2 =< 5%75% >

=Y 00, (2)b0, (@) = Y 180, (@) = 6o (ar) =1,

zeG zeG
por lo que,si  k,j €{0,....,n—1} k#j,
< o ba; >= Y 0, (2)00;(z) =0,
zeG

entonces {dqq, - ,0q, ,} €S ortonormal.

Por ultimo se observa que es linealmente independiente.
Sean bg, - ,b,—1 € C y supéngase que

n—1
Vo e€G, > bpda,(x) =0.
k=0

Entonces para cada j € {0,1,...,n— 1}

n—1
Z bkéak (aj) = bj =0.
k=0
Por lo tanto el conjunto {04y, , 04, ,} s linealmente indepen