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RESUMEN .,

En este trabajo se da una presentacidn unificada de las
&lgebras multivectoriales y espinoriales aplicables al andli-
sis de diversos fenbmenos naturales de interés.

Esto nos permite mostrar las ventajas de la estructura ma-
temdtica aqui eﬁpleada; para reducir algunas té&cnicas de qéi—
culo, reinterpretar relaciones y conceptos ya manejados y,
finalmente, a partir de ellos se proporcionan las bases para
generar teorias de unificacién parcial de interacciones entre

diversos campos de materia.



ABSTRACT

A unified presentation of multivector and spinor
algebras is given, in a form aliowing a simple and compact
analysis of several physical phenomena.

The way chosen for the presentation shows explicitly
the underlying mathematical gtructure, allows simple cal-
culation tgchniques and, as a consequence, new interpre-
tations of the relationships between several concepts in.
a unified form, in particular a unified presentation of

the experimentally observed interaction fields.
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INTRODUCCION.

Los primeros conceptos sobre algebra geométrica se deben al

‘noruego C. Wessel que en 1797 did un significado gegmétrico a la

(1)

-unidad imaginaria , ideas que fueron extendidas por el gran ma-

tem&tico irlandés, W.R. Hamilton, quien en 1843 inventa los cua-

(2)

terniones

(3)

;, Y por el alem&n H. Grassman, que en 1842 elabora un

dlgebra enmarcada dentro de lo gue actualmente seria el &rea

de la geometria diferencial. En 1878 W.K. Clifford en Inglaterra
generaliza y reinterpreta lo hecho por Hamilton y Grassman en un
dlgebra que é1 llama geométrica(4).

La también llamada dlgebra de Clifford fue totalmente igno-

rada hasta que P.A.M. Dirac propuso su famosa ecuacidn relativis-

(5)
(6)

cula, cuando Suater , Sommerfeld

ta de primer orden para describir al electrdn y su antiparti-

(7) (8)

y Eddington ~descubrieron
que inmersa en el dlgebra matricial de Dirac‘se encuentra la es-
tructura de un algebra geométrica para el espacio tiempo, siendo
los dos primeros cientificos quienes logran la solucidn matemdtica
del &tomo de hidrdgeno usando esta &lgebra, mientras que el ter-
cero did la interpretacidn fisica complementaria.

En afios m8s recientes M. Riez.usa el dlgebra de Clifford en

(9)

su descripcidn de la electrodinfmica clésica , asi como S.

(10) (11)

Teitler 'y D. Hestenes amplian los campos de aplicacidn a

dreas tan diferentes como la mecénica clésica y la teoria cuénti-
ca relativista.
Los dos objetivos principales de este trabajo son: en pri-

mer lugar mostrar como se puede usar el &dlgebra geométrica (caso



especial de un &lgebra de Clifford) en todas las &reas fundamen-
tales de la fisica, conservando su natural significado geométrico
y en segundo lugar, explotar al médximo posible la estructura ma-
temidtica del &lgebra cuyas aplicaciones a la fisica constituyen
un camino novedoso a seguir, para facilitar célculos précticos

de interés y evidenciar conceptos y rutas de desarrollo no explo-
tadoé anteriormente.

El-qutenido del_trabajo:inicia con una presentacién formal,
a partir de ciertos rasgos de intuicidn,- del instrumento matemético "dlge-
bra geomdtrica", buscando siempre una presentacién tal que su efi-
ciencia computacional sea suficientemente elevada. Debido a que
en fisica muchos problemas de naturaleza clésica y cuéntica invo-
lucran la necesidad de la transformacién de coordenadas en un es-
pacio métrico, del conocimiento de la estructura intrinseca del
mismo, asi como del moderno y Gtil concepto de las isometrias en-
tre espacios métricos, se introduce como siguiente punto de inte-
rés el correspondiente a los espacios métricos. anélizados median-
te el uso de &lgebras geométricas.

El primer ejemplo fisico a desarrollar es el caso de los fe-
ndmenos eIectromagnéticosr en donde se usaré una ﬁnica ecuacién
multivectorial para derivar todas las propiedades del campo. A
continuacién se aborda un tema del &rea de la fisica cuyas res-
puestas no son conocidas en forma total hasta este momento: la
mecd@nica cudntica relativista. Para ello, la siguiente parte de
esté trabajo se inicia con una presentacién de la ecuacibn de
Dirac con nuestra dlgebra mediante el uso de una funcién de onda

de interpretacidén distinta, complementaria,



a la interpretacidn bdsica en mecénica culntica usual. Se anali-
zan algunos casos de interé&s para después desarrollar en el nuevo
lenguaje la conocida técnica de solucién de ecuaciones difieren-
ciales, basada en las funciones de Green y usarla en algunOs:cél—
culos de seccibn transversal y similares. Finalmente se estable-
ce una serie de reglas de célculo para la Seccién transversal que
incluyen a las usualmente llamadas reglas de Feynman.
Desde el punto de vista matemitico, nuestro trabajo va més

(12)

alléd del c&lculo vectorial tradicional y se anade al resurgi-

miento y a la actualizacidn de los métodos basados en las &lge-

bras de Grassmann y de Clifford(13)'



ALGEBRA GEOMETRICA.

Inicialmente se estudia, de acuerdo a propiedades que nos son
familiares y ﬁtiles en geometria plana y del espacio, un élgebra
cuyos objetos representan conceptos geométricos bien definidos,
como soh: lineas, superficies, volﬁmenes, etc. Posteriormente se
generaliza y formaliza esta &lgebra.

Comenzamos por circunscribirnosAa espacios planos y definimos

de la manera usual a P" como el conjunto de todas las lineas rec-

1

i . . n+
tas que pasan a través del origen en un espacio R (a Pn se le

conoce normalmente como el n-espacio proyectivo real). Si la 1li-

nea I e P" entonces I puede ser representado por cualgquier punto

que genere un vector diferente de cero en Rn+1 (el vector
n+1) n+l

) para I

A= (a'y...,a para I,y el vector B = (b',...,b

B
por ejemplo) ademds si Ae:Rn+1, Be MY y A = AB para O # A eR,

entonces A y B representah la misma linea I e P'. De hecho P"
| (14)

constituye una n-variedad y un n-espacio vectorial
. . . n+l
Sean ahora los puntos A y B, entre ellos existe en R un
inico segmento v de linea dirigida que minimiza la distancia

Euclideana 4 (A, B) en Rn+1

, la cual es la menor medida entre el
par de puﬂtos A v B representativos, entonces; v = B-A (aqui
podeﬁos ya sea pensar en A y B como dos>vectores, definidos a
posteriori, 5 en la expresién B- A como la definicién del vector
v).

Geométricamente v expresa una idea de translacién. Sea otro

1

punto generado por el vector C eRn+ tal que

v=B-A, u=C-B vy w=C-+-A

entonces



w=C~-A= (C-B) + (B-A) =u + v,

Por otro lado introducimos el concepto del inverso aditivo de

n+
un vector en R 1

haciendo C = A con v = B-A, u =A-B luego w =u+v = 0 vy
u+v=20
de tal manera que el inverso aditivo de v es u = (-vV).

Sean los vectores aeE y beE, de tal manera que E es un es-
pacio vectorialy sean me R, ne R, tales'que

ma = am, m(na) = mna, m(a+b) =ma + mb y (m+n)a = ma+ na (I.la)

Estudiemos las propiedades del producto ab de dos vectores a y b

. 5 . .
delespac1o£ﬂ1 ). Pensemos primero en el caso particular cuando

b = ma (geométricamente a es "paralelo" a b y ambos tienen distinta

longitud); entonces, de acuerdo a (I.1a), el producto de vectores
paralelos
ab = a{(ma) = (ma)a = ba : ] (I.1b)

resulta ser conmutativo.
Dependiendo del signo de m los vectores paralelos tendrén la
misma direccidn (m > 0) o la contraria (m< 0).

Se pidé la existencia de una métrica, cuando se expresa la.longitid|b|

de un vector b cualquiera como el nfimero real |b|? = |(b?)]|;
de tal manera que b? = |b|?1l, con 1 un escalar la = al, ac E.
Si b = ma y a tiene longitud unitaria (]a| = 1), entonces
12 = 100 ] = [@rah) | = In*]a?| = n],
ademés si a y b son paralelos ab = |a||b]|.

El producto que estudiamos define para vectores de longitud

unitaria, paralelos, una nueva cantidad a? = 1 llamada el escalar



fundamental.
Sean ahora deE y ae E tales que geométricamente son "perpen-

diculares" entre si, lo gue egquivale a decir que ademd@s de que son

linealmente independientes, 4 # ma, si ¢ = a+d se puede usar el
teorema de Pit&goras para un tridngulo recténgulo; c? = a?+a”.
Como ¢ = (a+ d) entonces c? = (a+d)? = (a?2+ad+da+d?) = a%2+ a2

lo que nos lleva a la definicidn de vectores perpendiculares como

aquellos para los gque
ad = = da ‘ . (I.2)

0 sea que el producto que estamos estudiando; en el caso de vec-
tores perpenaiculares, es anticonmutativo. |

De esta manera es claro que el producto define, para a y d vec-
tores perpendiculares, una nueva cantidad ad = (- da), llamada

bivector.

Antes de continuar adelante es importante resaltar dos propie-
dades del dlgebra que estamos generando, que nos interesan especial-

mente;

i) debe ser asociativa y conmutativa en la adicidn,

ii) debe ser asociativa y no conmutativa en la multiplicacibn.

4). Sean ahora a y b dos vectores cualesquiera, tales que

b = b11 + bi_con la deflnlclpn ab11 = blla' abJ_= —?L? : entonces

ab = (ab+ba)+%—(ab-—ba)=a(b11+b'L)=ab11+'abﬂL (I.3)

N[ =

que gracias a las propiedades de simetria dadas por (I.la}), (I.1Db}

y (I.2) podemos identificar f&cilmente como

abyq = {ab + ba) (I.4)

,<},<abj’= (ab - ba) (I.5)

LN N



Usualmente a (I.4) se le conoce como el producto interior
entre dos vectores y se le designa como a . b mientras que (I.5)es
conocido como el producto exterior entre dos vectores designado
como a A b.

Como se verd en la subsiguiente generalizacibn, éestos produc-
tos estardn bien definidos para cualguier elemento del &lgebra.

De acuerdo a (I.3) escribimos el producto total entre a y b

mediante (I.4) y (I.5) como

ab==% (ab + ba) + % (ab - ba) = a*b + aiAb. , - (I.6)
, b, = '
Partiendo de (I.3) y con B = 5 resulta.
|| 1oy ]
allby | + Jal|byle = Jal|b] {22l ys jay sy (22
11 L EX Ib

con lo que
ab = |a||b| cos o1 + |a| |b]| sen 6B

que define a 6 como el "&ngulo" entre a y b (nuestras definicio-
nes corresponden desde luego a las usuales en geometria y trigono-
metria planas).

Reescribiendo:
. | 56 ]
ab = |a]|b|Ll (cos e + Bsenog) = |a||b|le  ya que B*= -1 (I.7)

lo que permite definir al exponencial en la forma usual.

Se reconoce al bivector B como un elemento del &lgebra geo-
métrica que corresponde al plano generado por a y b de érea
|a||b| sen 6, linealmente independiente de los vectores usados
para construirlo. Es costumbre omitir el escalar 1 de las f6r-
mulas y asi lo haremos cuando no se generen confusiones.

Se puede dar ademds un nuevo significado geométrico al factor



BO - . . .
e pensando en dos vectores- unitarios cualesquiera a y b con un

angulo 6 entre ellos y en un vector c paralelo a uno de ellos,

digamos al b (¢ = mb) entonces, como eBe'= ab en este caso,

eB% = (ab)c = (ab) (mb) = ma(b?) = ma = d

con |d| = |c| = m, por lo que.eBee51nxoperador que rota al vec-

tor ¢ en un angulo 8 (comprendido entre a y b) sobre el plano

definido por a y b, sin cambiar la magnitud del vector original.
Consideremos ahora la siguiente operacibén sobre d

deP® = d(ab) = (ma) (ab) = m(a2)b = mb = c

(indtese que oB® operd sobre d por la derechal).
Claramente ambas rotaciones se efectfian en sentido contra-

Bo BS
ce

rio por lo que e = ¢ o bien

e c = ce . (I.8)

En resumen eBe es un operador que gira vectores en el plano
definido por B un &ngulo de + § dependiendo de que opere por la
derecha o por la izquierda dei vector.

En general todos los elementos del algebra éeométrica (tam-
bién conocida como multivectérial) pueden usarse como operadores
sobre otros elementos del &lgebra misma. Otro ejemplo: sea el
vector unitario a y un vector cualqdiera by considérese la ope-
racidn

aba = a(b11 + pL}a = b11 - bl.= c donde |c| = |b| (I.9)

aqui'el vector ¢ es el resultado de la reflexitn de b "a través"

de a. Realmente para todo par de vectores a y b (si a es unita-

rio a_1 = a)



-1 _ -1 _ _ _
aba‘ = a(b11 + bL)a = b11 bj_— c

Un concepto mé&s importante todavia lo ilustramos con las
operaciones que reflejan ¢ con respecto a b y al resultado re-

flejarlo nuevamente con respecto a a

1 -1 1 Bo ,_-B6

ya l= (ab)ed ta™ly = (ab)c(ab) =Bl e a  (1.10

*

a(bcbh

(con las misﬁas definiciones de a,b,c,d y B anteriores), de donde
es evidente que el resultado de dos reflexibnes sucesivas es una
rotacidén en el plano ab con un éngulo 26 (recordando que 6 es el
&ngulo entre a y b).

En el caso general de los vectores gy f, {g,f}eFE se tiene

(g =9gp * 9pi 9pB = -Bgp Y gpB = Bgy)

_ .B® ~-B6 _ _B6 -B6 Bo ‘~Bg _ _2B6_
f=e (gP+gF)e e g,e + e Ip © =@ (:TIP'+9F

(solo gira la componente gP.en_el plano ab y no la componente
Iy fuera del plano ab, razdn por la cual se obtuvo la ﬁltima re-
lacidn).

Iniciemos ahora una presentacidn més formal del algebra deo-
métrica o de Clifford analizando algunos puntos devinterés rela-
tivos a la misma(16).

Podemos pensar en conceptos geométricos como "objetos" rela-
cionados con  algunas ecuaciones de la fisica y represen-
tados por los multivectores del eépacio vectorial real E, expre-
sados mediante el simbolo APE con p = 0,1,2... que significa el
conjunto de lds productos exteriores de p factores linealmente

independientes ap, € E, i =1,2,...,p: A a A ... Aa
i

El algebra de Clifford de los multivectores estd constituida

)

por



- 10 -

-

la suma directa A = + APE y los dos productos definidos sobre la
misma; producto exterior y el producto interno., Veremos que el
producto exterior es.asoéiativo pero no manifiesta la naturaleza
métrica del espacio E, mientras que el producto interior es re-
presentativo de esta estruétura pero no es asociativo,

Por esta razdn se necésita una nueva forma de formulacidn del
producto que ademds de ser asociativa evidencie simulténeamente
la estructura métrica del espacio E, este producto se conoce como
producto de Clifford o producto total, por las razones histbri-
cas mencionadas en la introduccién a esta obra.

Definamos el élgebra exterior, de Grassmann, AE asociada a un
espacio vectorial real E como un espacio vectorial real € dotado

de un producto asociativo interno bilineal (x,y) > xAy tal que

AE = + APE donde A°E =RI, M'E=E vy
P (I.11)
ATE ={x:x = z kka(k)A...‘Aa(k)} con a(F)E:E
kK = r 4
aklA...Aakp = 0 donde akie E' = A'E (1.12)

si y solo si dos o més de los vectores aki son linealmente de-
pendientes entre si.

Una vez hecho esto pasamos a la definicidn del élgebra geo-
métrica o de Clifford C(E) asociada a un espacib vectorial real

E, como un espacio vectorial real dotado de un producto asociativo

(x,v) »xy tal que ;

C(E) = + cP(E) donde c®(E) = rRI, C}(E) = E ,
) (I.13)

CZ(E} =[x =x = E Aka(lk)a(zk) } con a(jk) e E,



xeE = C'(E) existe x%e RIL = CO(E) (I.14)
Para todo valor de P se puede definir una aplicacidn
lineal especial de APE en C(E). (I.15)

Se postula que esta aplicacidén es inyectiva de tal manera gue
cada valor de una aplicacidn pueda ser identificado con el corres-
pondiente argumento. Procedamos a construir esta aplicacidn paso

por paso. Sea f(x,xl) = (xx., - xlx)/2 para (x,xle:R)-que puede

1

ser identificado a x A x, ¢ A?E, definamos ahora en forma recurren-

1

te el siguienﬁé elemento de C(E):

. : I 1\ Py
Xp+1 = f(x,Xp) = (XXP + (-1) pr)/Z (1.16)

e identificando X

p+1

con x.AXpA...AXl para (X,Xk eE). §&i xAXp = 0

entonces f(x,X = 0 pero entonces puede escribirse X_ = xAvy.A... ;
(%) P P o SSL TR A
més adelante usaremos un antiautomorfismoc de C(E) para definir

£(A,B) con toda generalidad, ademés:

Se piensa en E asociado con una forma bilineal simétrica
(T.17)
(x,y) »x,7 ¢ R1L , (le eE).

Por otro lado, definimos el producto interior, inicialmente

. . . p+l ' 2
izguierdo, x Xp+1 de Xp+1s A y XeE de acuerdo a la relacidn
recurrente:
Xe (yAX ) = (x-y)X - yA(x-X) EAPE con
P P P

(I.18)
YeB Y Xy = YAX -

y el producto

o = - (-1 P :
X Xp (XXp (-1) xpg)/z, (I.19)



Podemos identificar a (I.16) con
p
= (xX_ + (-1)¥x x)/2
xAX (xX, (-1) o (I.20)
dando finalmente
= x-X_ xAMX . I.2
xXp p D ( 1)
donde se observa que todo elemento de C(E) es un elemento de AE.
Una propiedad interesante del &lgebra geométrica es que no
todos los elementos de C(E) tienen inversa multiplicativa, por

ejemplo sea un elemento de C(E) tal que 12 = I al que llamaremos

idempotente, a su vez para todo elemento de C(E) con cuadrado

unitario se puede construir un idempotente IeC(E). Si aeC(E)
con o2 =1 podemos construir I = ( lz»a) y entonces
2 _ ,1l+a l+a, _ 1+20+a®  2(1+a) _ 1+a _

Por el contrario para todo idempotente hay un elemento de C(E)

con mddulo unitario

1+2(21-1) + (21 =1)2
4

%} = 1+ (31_‘1) tal gque 1% =

I= (I.23)

pero 12 ='I por lo gue (2I - 1)% = 1, esto define un elemento de
C(E) dado por 2I-1 con médulo unitario.

Otro tipo de elemento sin inversa multiplicativa son los lla-
mados multivectores nilpotentes N, donde N? = 0, que se- construyen
de la siguiente manera:

Sean a, eC(E) y aze:C(E) dos multivectores que anticonmutan

de mddulo unitario linealmente independientes, construimos entonces

1+ 0q

__?__) a, tal que

N =



1+a, ~— 2 14 1+ a 1+a 1-o
N? = -l:(““—“z Mz] = (e (=l = (=) (—5—)
1- ai '
, _
N® = ——= =0 (en el tercer paso se uso aja, = - azal)

A continuacidn se mencionan algunos conceptos de utilidad en
las lgebras geométricas:
Teorema - Los elementos base del espacio vectorial de un dlge-
-bré asociativa finita pueden eiegirse de tal forma
que constituyen un grupo.
Definicién-—Un élgebra geométfica (asociada a un espacio vecto-
rial unidimensional) es agquella cuyos generadores
(al, Gy s u3j ...an) estdn sujetos a la relacidn
aiaj = —ajai para i # i y para los cuales se puede
definir un tensor métrico que determine el médulo

de cada generador.

i

Nota: se puéde interpretar el conjunto de generadores del &lge-

bra como la base vectorial de un espacio de interés fisico.

Teorema - Un algebra geométrica es asociativa bajo multiplica-
cién vy adicién. En general no es un élgebra divisidn
o conmutativa.

Teorema - Ya que los generadores de todas las élgebras geomé-
tricas deben satisfacer la relacién uiaj = - ajai
para i # j, se puede especificar un &lgebra geomé-
trica simpleﬁente dando el nlmero de generadores y

la métrica del espacio.



Teorema (Fundamental del Algebra Geométrica)

i) Toda algebra geométrica de n = 2m generadores es iso-
mbérfica al producto directo de m élgebras geométricas
de dos generadores.,

ii) Toda &lgebra geométrica de n = 2m + 1 generadores es
isomérfica al produéto directo de m élgebras geométri-
cas de 2 generadbres y un &lgebra geométrica de 1 gene-

rador.

De las definiciones y propiedades antes descritas se pueden es-
tablecer las siguientes identidades de fécil comprobacién Yy gran uti-
lidad posterior. Sean a,b,c,e Cl(E), el éperador vectorial‘?ecl(E)
y la funcidn escalar ¢ e C°(E) entonces (aqui sobreentendemos la
unidad escalar 1 y representamos ¢ por un nGmero real, el lector
més formal debe leer ¢1)

a) aA(bAc) = (aAb)Ac

b) a-(bAc) = (a-b)c - (a-c)b

c) VeVp = V2% (V¢ es ifrotacional)

d) VAV$ = 0 (jluego VV¢ = V?¢ para ¢ escalar solamente!)

e) V-(Vha) = 0 (o sea que VAa es solenoidal)

f)y VA(VAa) = v?a - V.(Vv-a) (esta férmula es idéntica a la gque usa
el producto x del céiculo vectorial de
‘Gibbs)

-’ ~
¢ (V-a) + a-vp

g) V-(da)

h) VA (pa) = ¢ (VAA) - aAve
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Intentemos ahora redefinir el algebra geométrica mediante un
conjunto de axiomas‘y un sistema de definiciones e identidades que
le confieran una adecuada eficiencia computacional(17).

En primer lugar identificaremos a los k~-elementos como'los bio—
ques constructivos del &lgebra, donde a k>0 se le conoce como el
grado del elemento.

Geométricamente el l-elemento es un vector, el 2-elemento re-
presenta un plano y cada k-elemento representa un espacio de di-
mensidn k. Siempre se puede pensar gque si el pfoducto de dos
k-elementos es conmutativo entonces ambos representan el mismo
k-espacio. (comparar con lo expresado en la pdgina 9).

A todo elemento del &lgebra geométrica C(E) se le llamara mul-
tivéctor. Se construye C(E) como un espacio algebraicamente cerra-
do con las siguientes propiedades.

Séan AeC(E), BeC(E) v CeC(E), entonces
a) A+ B =B+ A.
b) (A+B)+C =A+ (B+C)

(AB)C = A(BC)

c) A(B+C) AB + AC
(B+C)A = BA + CA

d) Existen en C(E) identidades multiplicativas y aditivas Gnicas
tales que
A+ 0=2a
1A = A

e) Todo multivector A tiene_un ﬁhico elemento in#erso aditivo -A
tal que: (A) + (—A) = 0.

Supondremos gque todo multivector A puede escribirse como



A = <A>0 + <A>1 -+ <A>2 + .. = E <A>r 7

donde <A>_ es la parte r-vectorial de A. Cuando A = <A>r entonces
el elemento A es homogéneo de grado r o sea es un r-vector.

El operador "grado" <eee>l tiene las propiedades

a) <A + B> = <A> + <B> .
r r Tr
b) <>\A>r = A<A>r = <A>rA si A = (A)O.

C <<A> > = <A>
) r r r

Se puede construir un r~vector como (a, € E)
i

A, = @qay...a. donde
ajak = —akaj para j # k.
Se introduce la operacién "inversién" (t) con las siguientes
propiedades:
a) (AB)Jr = B+A+,
by (a+B)" =a" + 8T,
c) <A+> = <A>;
df .aVJr = a donde a = <a>1 vy As;C(E),.Bz:C(E).

En otros tratados la inversidn de A se denota A, pero en las re-
presentaciones M(A) del dlgebra es frecuente M(A) = MT(A).

Por lo tanto el producto inverso de varios vectores
T

(alaz...ar) = a,...353; Y

«at> = <A>$ - (-1)FlE- 1)/2<,Ar>~

<AB>r = (_1);(r—-1)/2<B+A+>r

<A B> = <B;Ar>r = (-1sis- 1)/2<BsAr>r

<ABIC>r = <C+BrAT_>r

<ArBSCt§g'=(—1) ¢ <CtBsAr>g con € = % (g2 +r’ 4+ sl +t? -g~r-s~-t)

(I.24)



Ahora se define el producto interno de los multivectores homogé-

neos A B como
r ¥ g

]
w
f

<A

s EE rBs>|r—s| si r,s>0 donde

=
os ]
n
o
[}
'_J

r =20 6 s =20 (1.25)
tal que A*B =_242 Az - By para todo A y BeC(E).
rs '

En forma semejante se define el producto exterior de dos multi-

vectores homogéneos A_y B, como

A_AB_ = <A_B donde

>
r s T'rY"s’'rts

ArAA = kAAr = AA si A= <A§>‘ tal que (I.26)

AAB = ; g AEI\BE para todo A y BeC(E).

Adem&s se sabe que

A*B_ = (—1)r(s_l)BS-Ar para r<s
(I.27)
A_AB_ = (-1)°°B_AA_.
r s s r
Las propiedades del producto geométrico implican que
A~ (B + C) = A*B + A-C
AA(B + C) = AAB + AAC (I.28)

A A (BAC) =(AAB)AC

Sin embargo el producto interno es no-asociativo, ya que se de-

fine de manera tal que obedece las reglas

. - k >
Ar (BS Cy) (ArABS)-Ct para r+s<t yr,s>0

(1.29)

Ar-(BS- Cy) (A.°B )-Cy para r + t<s

e R ¥ ar e



De (I.26) y (I.28) es evidente que

ahAADbAB - bAAAaAB Y

_ {I.30)
0 para toda A y B e C(E)

i

alAAaAB

Usando el producto interno y externo entre un vector y un r-vec-

tor se puede definir el producto geométrico tal que

N _ 1 - r
a.Ar = <aAr>r_1 = '-év' (aAr - (-1) Ara) ’
alA_ = <ah > .. = % (aA_+ (-1)%A_a) O (z.31)
r r r+l 2 r r ! :
ah_ = a*A, + alA_ = <ah > 4 +t<ad > .

Por otro lado se dice que A, es par si <Ay>. = 0 para todos los
valores impares de r, a su vez A_ seri impar si <A-?>.=0 para cualquiér
r par. Todo multivector A puede escribirse como la suma de una

parte par A+ y una impar A..

A=A, + AL v entonces

a*Ay = % (ad, - A a)

alA, = % (aAy + A, -a)

a*A_ = % (aA_ + A-a)

alAd. = % (aA- - A_a) con las que finalmente podemos generalizar:
aA = a*A + ajA. | (I.32)

También se encuentra que

m
AB_= ) <AB_>
r Y s

(1.33)
5 k=0

|r-2] + 2k '



de donde es evidente que el producto de multivectores homogéneos no
es homogéneo. Ademds como el producto de multivectores pares es
par, el conjunto de todos los multivectores pares forma una subdlbe-
bra del algebra de Clifford originai.

Una forma Gtil de desarrollar la expresidn (I.31) es

(_1)k+1

. (a-ak)alA...Aak_lAak+1A...Aar ,  (I.34)

il B~k

ra-(alﬁ...Aar):= .

gue se generaliza para los n-vectores como

(af...ha )« (byh...Ab ) = (agh...ha,_j)- T'ag- (bjA. b )] (I.35)

Otras identidades de gran uso en la fisica son

r
a-(ArB) ajlA B - (-1) AraAB

r (I.36)
a.A.B + (-1)"A_aAB,

1N

aA(ArB)

con la finalidad de tratar con multivectores m&s generales conviene

definir el producto escalar

AxB = (AB) con las prdpiedades (I1.37)

a) Ag*Bg . = 0 si r # s
b) Ap¥Bp = Ap'Bp = BpxAp sl 1 #0

c) AxB = ) AzxB = z Ag¥By = <A><B> + E Az-B= .

T r r
d) AxB = (AB) = (BA) = BxA
e} Ax(aB + BC) = aAxB + BAxC con o y B como escalares,
£)  axB = a'x BT,

Otro punto interesante es el relativo a la definicién de un pro-



ducto escalar positivo asociado con todo multivector A al que se

le puede llamar magnitud de A.

1al2 = a%a = ] [az]? > 0 (T.38)
- o
gque equivale a
: ' T
a2 = (a;...a,) (al"°ar) = |a1___ar|2 = |all2...|ar|2 >0

para un r-vector.
Ademés es posible usar la ley distributiva para multivectores y

definir un &ngulo entre los mismos como

|a + B|2 = |a]2 + |B|?2 + 2at4n
(I.39)

cos <AB = TATTBT

Por Gltimo, mencionaremos algunos métodos Utiles para generar
y clasificar &lgebras de Clifford. Sea un &lgebra de Clifford

universal de un espacio lineal real n-dimensional con elementos

base(;8)
s _ . - ij
A {01,02,..r0n} asociada con la regla 9405 + 0504 2g--e
donde e es un elemento unitario del &lgebra, g'J = + Sij es el

tensor métrico y s = p-q (la signatura del espacio estd dada por

los indices p,q) entonces:

Teorema - Dos dlgebras de Clifford son equivalentes cuando sus
indices son iguales con médulo 8 Ai = A§1m3d8_
Teorema - Dos dlgebras de Clifford son equivalentes cuando sus

indices de signaturas se reflejan alrededor del valor

s = + 1 AS = p2”s
' n n



Corolario I Para s = p~-g = 0 (mod 4), Ai o A;S.
Corolario II Para s = p?q = 0 (mod4), Ai 2 Ai+2.
Corolario III Para s = -1 (mod4), Ai = Ai+42;

Es importante hacer notar que las propiedades de las &lgebras
de Clifford estdn estrechamente relacionadas con el correspondiente
elemento candnico o elemento de volumen en n dimensiones denotado por

o(n) = G40y++.0 cCON la caracterfistica dada por

oko(n) = + o(n)ck (I.40)
donde el signo positivo corresponde a n impar, tambien se sabe que

1/2(n - s)

{o(n)}? = (-1) (I.41

a partir de lo cual se definen los proyectores del tipo usado por

Basri y Barut

Pl =1/2 (e + o(n)) | | . (I.42)

que satisfacenlas relaciones

-+

+ : —
n -—PnPn—O

13.?+ ,

(P%)z = ’ PP

n
Un método para generar dlgebras de orden superior consiste en
construir el producto directo de un &lgebra de orden par Ai de sig-
natura (p,g) llamada el &lgebra generadora por un &algebra AZ de sig-
natura (u,v) llamada el &dlgebra inicial que puede ser par O impar;

el resultado final es un &algebra Aﬁin de orden m + n y signatura

(PIQ)o



IT.

UN PUNTO DE VISTA GEOMETRICO DEL ESPACIO METRICO.

Sea X* = P- 0 un vector en RE, donde P y O son dos puntos
gue generan los correspondientes vectores en P?2. En coordenadas
rectangulares podemos escribir(ls) (usando de nuevo un vector con-
siderado como la recta dirigida del origen al punto para identi—'

ficar a ese punto)

P =20+ Xluif - (I1.1)

con a, como véctores base del espacio fisico y generadores del
dlgebra geométrica. Esto puede, siguiendo las ideas de Grass-
mann, interpretarse como una translacidn del punto 0 a lo largo
de las direcciones o .

También podemos pensar en describir P a partir de 0 median-
té una translacidén de p unidades en la direccidn Gy generando

el vector poa; , seguida por una rotacidn..de este vector por un

dngulo ¢ en el plano aluz y finalmente se efect@ia una transla-

cidén de X3 unidades en la direccidn ay s que queda expresado

conmo

a2u1¢/2

~ 0,0 /2
P=ce (0 + poy)e 2% ¢ 3

+ X a3
\ ’ (IT.2)
3

P =0 +p cos ¢a1 + psen ¢a2 + X u3

Con lo anterior se ha dado ademds un sentido geométrico
evidente al uso de coordenadas cilindricas. Comparando (II.1)

con (II.2) resulta

X1 = pcos ¢
X2 = p sen ¢ {IT.3)
3 3

X =X



Como Gltimo ejemplo,. llegamos al punto P a partir de O

efectuando en primer lugar una translacidén en r unidades a tra-

vés de la direccibn o3 descrita por el vector ra3,de8pués se efec-

ta: una rotacibén de este vector por un &ngulo ¢ en el plano

1.3

o*a’ y finalmente otra rotacidn pero ahora por un &ngulo ¢ en

el plano a'a?,

a,0,6/2 da,0.0/2
e 271 o 371

—~

(O4—ra3)e

P =0+ rsen 6cos ¢a1 + r sen 6 sen ¢a2

Comparando (II.1l) con (II.4) resulta

X° = r sen 0 cos ¢

%% = p sen 6 sen ¢

A

X = r cos 6 /

—u1a36/2e—a2al¢/2

+ r cos 6a,. (11.4)

3

(I1.5)

De esta forma (II.4) se encuentra escrito en coordenadas

esféricas.

Como una segunda serie de ejemplos, veamos las expresiones

para una diferencial vectorial dx en distintos sistemas coorde-

nados, lo cual es de gran importancia pré&ctica. Como su deduc-

cidn es f&cil y directa sb6lo se enlistan a continuacibn las di-

versas formas equivalentes:

a) En coordenadas rectangulares
. | - T 2 -3
dx = dx o, dx oy + dx A, + dx aq

b) En coordenadas cilindricas

dx

dx = dpu + pd¢v + dx3u3

{ cos ¢a1 + sgn ¢a2)dp + (cos ¢a2'-

3
sen ¢u1)pd¢4-dx Gy



donde el coeficiente de dp es un vector unitario u en la direccidn

del incremento de p, en forma andloga v es un vector unitario en

3

tonces definir un nuevo sistema de vectores (ortogonales)

la direccidén del incremento pd¢ y a, en la de dx . Podemos en-

l — —
al._ ar = Ccos ¢u1 + sen ¢u2 = 1
(I1.6)
v — - =
az = a¢ cos ¢u2 sen ¢a1 v
.l —_—
dy = g

c) En coordenadas esféricas
dx = (cos ¢sen.6u1-+ sen 6 sen ¢a2-f cos ea3)dr +
+ (cos ¢ cos eal + sen ¢ cos ea2 —~ sen 9a3)rde +
+ r sen 6 (- sen ¢a1 + cos ¢a2)d¢.

Se definen los siguientes vectores unitarios (ortogonales)

en coordenadas esféricas

o, = a_ = sen 6 cos ¢a1 + sen § sen ¢a2 + cos duo

1
1 r

3
ay.= ab = cos 0 cos ¢a; + cos 0sen o, ~ sen ea3' (II.7)
"—— = -
Ay = ad = cos ¢a2 sen ¢a3 ’ ;

por lo tanto dx = drai+—rdeaé + r sen ed¢a§ = dx'lai

. ) . . . .
de nuevo, en este ejemplo @y es un vector unitario en la direccidn
. i
de incremento de dx™ .
Un punto de interés que deseamos tratar en esta seccibn es
el relativo a la diferencia entre rotaciones activas {o verdaderas)

"y rotaciones pasivas que estrictamente sblo son transformaciones



coordenadas dentro de la misma estructura de referencia. Sea el
i . . \
vector x = X oy visto desde un nuevo conjunto de ejes coordenados

los cuales han sido rotados en el plano xy por un dngulo -6 enton-

ces
x¥' = x1cos 6 ~ x?2 sen @
x%2' = x'sen 6 + x%cos 6
x3' = x3

con los nuevos vectores unitarios para coordenadas cilindricas

vistos anteriormente

T - .
al = al cos © Ay sen 0O
' —
ocz = alsene + az coOSs 6
OL' = d
3 3

el vector x puede ser escrito como

x = x'Ya! = xTa, . (I1.8)

Si ahora rotamos al vector x un angulo 6 en el plano xy se

obtiene un nuevo vector x' tal que

o ay0q 8/2 —a2u16/2
x" = e X e

T = ] 2 3
X (cos 6 + a,0y sen 0) (x oy + X az) + XToq
o sea
x' = X'l‘ai donde x'! = x'cos 8 - x%sen ®
x'?2 = x'"sen o6 + x?cos @ (IT.9)



La diferencia entre el vector transformado en (II.8) y
(IT.9) radica en que en el primer caso el vector es reescrito en
término de ui mientras que en el segundo‘caso el vector fue rota-
do:en relacidn a @, , por lo tanto una rotacién pasiva_éomo la
dada en (II.8) se puede considerar sblo como un cambio de coorde-
nadas.

Pasemos ahofé a definir el tensor métrico asociado a un
espacio vectorial como la formarbilineai {comunmente llamada pri-

mera forma fundamental) dada por(14)

g(x,y) = <X,y> = Xy = z_gijxly3 donde
+J : (I1.10)

g.,. = <Q,,0.> = 0,°0.

ij i’73 i
es facil demoétrar que este tensor se asocia al célculo de longi-
tudes de arco y &reas en una superficie dada. Las funciones gij
definen un tensor métrico.
En &dlgebra geométrica siempre es posible escribir una forma
"bilineal de x y y como (xAy)-G donde G es un bivector, por consi-

guiente toda isometria f debe satisfacer la relacién(l7)

(E(x) A £(y)) G = (xAy)-G. . (IT.11)

A la isometria aéociada con una forma bilineal dada se le
conoce como una transformacidn simpléctica, el conjunto de estas
isometrias forma un grupo llamado simpléctico.

Cuando la forma g(x,y) es positiva definida se dice que
el espacio tiene estructura métrica euclideana o en forma equiva-
lente se dice que un espacio euclideano es aquel que tiene signa-
tura donde n-k vectores base tiene signatura positiva, k vectores

tienen signatura negativa o sea que la signatura es .(n-k,k) con k=0,



en gualquier otro caso, k>0, la métrica es pseudoeucli-
deana.
Sean x y y vectores en el espacio Rp de signatura (p,qg),
14 :

el producto interno de estos vectores definen un tensor métrico en

el espacio métrico, en este caso las isometrias del producto in-

terno son transformaciones £ = f(x) de Rp q tales que
° r
f(x)-£(y) = x-y ) (I1.12)
si U = Uk...U1 con los vectores Ui y £ = £(X) es una isometria
de Rp g ; ésta puede ser expresada domo
!
£(x) = (-1)%uxu™?! a - | (I1.13)

A todo multivector que puede factorizarse en un producto
de vectores se le llamard un versor, un k-versor es factorizable
en el producto de k vectores (generalmente se considera que los

vectores son unitarios). El grupo multiplicativo de todos los

vectores unitarios pares en C(Rp'q) se llama grupo de espin y se
dencta como espin (Rp,q) o espin (p,q).
Un rotor S es un versor par tal que S+S = 1, la rotacidn
" del elemento x dada por f(x) y correspondiente a un rotor S tiene
la forma f£(x) = S><S+. Al grupo de todos 1os‘;otores en C(Rp’q)
se le conoce como el grupo rotor de C(Rp,q) O grupo espin +(p,q).
Para espacios métricos euclideanos el grupo espin es idéntico al
grupo rotor.
Es importante en este momento establecer una conexibn en-
tre lo dicho hasta aqui y algunos conceptos fisicos de importan-

cia; el espacio-tiempo se considera como un espacio vectorial

pseudoclideano con signatura (1,3}, el grupo ortogomnal 0(1,3)



del espacio-tiempo es el grupo de Lorentz cuyos elementos son las
transformaciones de Lorentz. El1 grupo SO+(1,3) es el grupo de

Lorentz propio o el grupo de rotaciones de Lorentz. La represen-
tacidn espin 1/2 del grupo de Lorentz propio la dad el grupo espin

-+
(1.3).
UNA PRIMERA PRESENTACION FORMAL DEL CONCEPTO DE ESPINOR.

En este punto debemos introducir el concepto de espinor,
para lo cual comenzaremos por establecer que toda algebra de

Clifford Ry asociada al espacio-tiempo real n-dimensional de

' £

. s, t . oo
signatura (s,t) R”' "~ puede descomponerse en los ideales minimos

izquierdos £%,° (R, £% = £°) tal que
ox 5X
_ o _ o o ' ;
Ry p = +* Rg ¢f = +85° 4 (ILI.14)
o o
donde x es el nlimero de pares de idempotentes de la forma % (1+—ek),
que conmutan entre si y donde los e forman una base vectorial
(19) | |
para Rs,t .

La expresidn (II.1l4) equivale a la descomposicidn de un 3&l-
gebra matricial en sus columnas, por lo tanto el espacio espino-
rial S queda definido como la realizacibén de algln minimo ideal

izguierdo de RS mientras que la a-ésima columna representa a

,t

s%.

Definimos al algebra Ds como aguella algebraicamente
!

t

equivalente a la complexificacidn del dlgebra de Clifford corres-

pondiente R lo que simult&neamente equivale a afirmar que

s, t '

los idempotentes de R pueden usarse en D__ ..
s,t st

Pensemos ahora en un espacio vectorial de dimensidn par

RS’t con s+t = 2r y el idempotente f de Rs' = D da 1la

B! s,t
' forma (aqui y hasta el final del capitulo se trabalja de tal manera que al re-



presentar £, p, s por matrices, una columna se considera como una
matriz cuadrada con las columnas distintas a la considerada igua-

les a cero)

£ = (1/2%) (1 + e Vool + ey ) (II.15)

kl X

y sea {pl,...,pN} con N = 2¥ la base del correspondiente espacio

espinorial S(s',t) tal que

p. = U.f con. i=1,...,N y u, =e, = e

(IT.16)

Por lo tanto todo espinor ¢ e §(s,t) S(s',t) puede escri-

kirse como

y = uf mientras que

(IT.17)
Y = fu.
Construyamos ahora los operadores .
bt y ~ ¢y dados para todo pey como
DI(y) = whB + (P) = fo+ g + ()

(I11.18)
D ($) = w = B = (V) = fo - B - (1)

y los correspondientes operadores 54'($) y D7 ()

e
D (¥) = B, (Yow, = B+éu)w+f
_ - (I1.19)
D™ (y) =8 (o = B_(Ww_£



donde Q+ Yy B. son las anti-involuciones de Rs' y ademés se

P!

w
escoge o,

tal que

wy B4 (f)cu;:.;L = £, _ (II.20)

También necesitamos introducir los operadores

TT () = DT (W o]l = wyBe (W) il = Fuy By (u)w]l
TT(y) = D (W)ult = w_B_(P)wlT = Fw_B_ (u)ul’
—_ — D — - (IT.21)
THT) = 0l by (P oy = 0718y (w) oyt
T-(9) = 0y B (Pu- = wZlB_ (W) u_tf
Ahora podemos introducir las operaciones
¢+ - Te(w) ¢T - T—e(w)
— — (IT.22)
p¥ = TETTE(Y) = T T (y)

donde e queda dada por B_(1i) = ei vy eye e,---2 ., Juega el papel
de la unidad imaginaria pura i.

(19) se identifica en (II.22) al conjugado her-

Segin K. Buggaska
mitiano, transpuesta y conjugado complejo de ¥ respectivamente.
Procedamos a definir un producto escalar entre espinores,

sean ¥y Ve ¥(s,t) tales que V¥ =uf y ¢ = vi entonces

(v;¥), = DY)y = T (¥, p = fo, 8, (W)VE , (11.23)

si definimos

= _ T _ . _ nt
Yy = V¥ w,o= T(‘P)we D {v¥)

se reescribe (II.23) como



(¥, 9) = ¥ | (II.25)

y (II.24) corresponde a la operacidn de conjugacién "barra" tan
conocida en mecdnica cuéntica(lg).

Finalmente de (II.14) es posible pensar en el espacio vec-
torialARS’t como aquel generado por los elementos {eu} que son
composiciones de espinores. Actualmente esta forma de entender las
estructuras matemdticas de los espacios aqui involucrados, se ve
continuamente fortalecida bajo la bropﬂesta de los espinores como
elementos fundamentales a partir de los cuales puede serrconstrui—

do todo espacio vectorial. Por ejemplo, sea yu;11= 1,...,8s+t 1la

representacidn matricial de eus:Ds © entonces
14

e =yl 4+ y2 4 .. 4+ N
u u u u

o en representacidn matricial

v o= vl op w2 o o4yl
i oy ! u

con Wz ewa diferente de cero.



IITI.

ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO.

Este es quizd, el ejemplo mas antiguo y méds desarrollado
donde se muestra la utilidad superior del &lgebra geométrica.
Es importante en este momento hacer notar que las ecuaciones
de Maxwell que rigen al fenémenq electromagnético- poseen una
simetria dual,que debe estar prohibida por razones no contenidas
en la teoria usual de electromagnetismo; esto es claro por el
hecho de gue el monopolo magnéﬁico no ha sido observado expe-
rimentalmente(ll). |

Mostraremos que la teoria clasica del electromagnetismo es-
t4 contenida en una sola ecuacidn (III.1 m&s adelaptg), si se
introduce el concepto de un bivector F e D,que se relaciona con el
campo electromagnético (D es el lgebra geométrica real de
Dirac) y un vector densidad de corriente eléctrica Je D (si-

()

guiendo la propuesta de Mercier y las discusiones de

Riesz(g), Teitler(lo, Hestenes(ll), etc.) Las .ecua=

~ciones de Maxwell se escriben como

[]F = J con [j = Yuau para yu = 0,1,2,3 (IT1.1)

Podemos descomponer {III.1l) en su.parte vectorial y pseudo-

vectorial con lo que
[]-F
[]ar

La expresidn (III.l) fue propuesta para -reflejar que en la

J
(I11.2)

Il
o

naturaleza no hay monopolos magnéticos.

En lugar de (III.1l) podriamos usar una forma mds simétrica

si se introdujera una corriente (axial} K de monopolos magnéti-



cos y las ecuaciones de Maxwell serfian

[]JF = J + K (ITI.1la)

[]:F =2

(III.2b)
[]AF = K,
, s _1 D 1 _.D _
si escribimos F = 5 (F+F") + > (F F7) = Fo + Fp
usando la notacidn FP para el dual de un multivector F, vy
_ 1 D D .1 _ D _ D ey "
J+K—2(J+K + J +K)+2(J K J+K)-—JS+JA
tenemos las formas catalogadas por dualidad
[JFe = J
S S
[]JF=J+K-= Or. = o (III.1b)
A A :
que generan las ecuaciones
=1 D R ~ %P
] Fg =5 (3 +K) ] F, =5 (3 - K)
(ITI.2Db)
-1 4P \F. o= & (= gP
[JaFg = 5 (37 + K) []AFA =35 (- J +K)

en las que las dos segundas son las duales de las dos primeras,
mostrando esta simetria en la forma més evidente posible.
Podemos reescribir las ecuaciones de Maxwell que hemos pre-
sentado usando un &lgebra de menor nlmero de dimensiones como
lo es la de Pauli, lo que nos va a permitir hacer contacto con

la formulacidn usual de las ecuaciones de Maxwell

Nof i D] =

F =E + iB donde E (F + F¥)

iB = (F - F%)

y J puede escribirse en la forma



I = Ty )Y, = @y + Fhy )y o= (o + J)vg (I1I.4)
al multiplicar (III.1) por Y, Y ya que vy = 8, + V resulta

(ao + V) (E +_;’iB) =p - J
o sea

BOE + VE + i(BOB + VB) = p - J (I1T1.5)
en donde E, V, J son vectores,‘B es un vector axial y p es un

escalar en el dlgebra de Pauli. Igualando los elementos de la

misma naturaleza
V-E = p (Escalar)

3 E + iVAB
o]

- J (Vectores)
(ITII.6)

iaoB + VAE 0 (Pseudovectores)

iveB = 0 (Pseudoescalares)

que equivalen a las familiares ecuaciones de Maxwell.
Usando (III.1) podemos definir una corriente conservada

J tal que
('r = 03 = -4 + [a
que obliga a que
D-J = 0 = gop + ved . (III.7)

Ademds siempre es posible expresar el bivector F en funcidn

de un potencial vectorial A
F= [|]a= []-a+ []aa (III.8)

de donde resulta evidente que (debido a que F es un bivector)



F= [JrA | (ITI.9)

viéndose forzada la eleccibn de la norma de Lorentz []-A = 0,
Mediante (III.9) y (III.1l) se obtiene la ecuacidn de onda

para el potencial A bajo la norma covariante dé Lorentz

*a =g ' ' | (II1.10)

Sin embargo, ain existen més simetrias a considerar si, se

estudia la densidad del lagrangiano del campo electromagnético

[ = % FeF ‘ » (I11.11)

ya que sli agregamos a A el gradiente del escalar X

A' = A+ [|x entonces

Oa'= Oa+ O% = Oa

siempre y cuando []*x = 0.
También es posible escribir los campos E y B en funcidn

del potencial A como

VxA donde

1l

E = -3 A= VAj B
(I1I.12)
A_ = Ay Y A

AI\YO.

Hablemos ahora de las ecuaciones que expresan conservacidn
de energia y momento, para lo cual debemos buscar primero co-
rrientes conservadas vectoriales, sabemos que las ecuaciones de
campo electromagnético libre . son

[jF = 0 , o sea
(III.13)



donde el simbolo ~. indica la operacidn mediante la cual se invier-

te el orden de todos los productos vectoriales y se conoce como
inversidn.

Se define s* = % FYY"F de naturaleza vectorial y con el nom-
bre de vectores energia—esfuerzb del campo electromagnético, que
se pueden interpretar como la densidad de flujo de la energia-es-
fuerzo eléctromagnéticoe1traV§S deuna hipersuperficie ortogonal a y".

Mediante (III.12) se puede deducir

F[JF + F[JF = -3,FY"F = 0 (III.14)

Obtengamos ahora las componentes del vector sH que se cono-

cen como tensor energia momento

stV = gH. YV = (s¥y¥) = 5 (FYMPYY) (III.15)

Do

donde la s indica.parte_escalarvdel producto.

Obtengamos ahora el Srector s® , al que podremos identificar

como la generalizacidén-del vector de Poynting o

s° = s, ==% FYF = - % FY_F = - % FF*y_

FF* = (E+ iB) (- E+ iB) = - (E? + B?) + 2iEAB.

Enton?es

s®=5 =[5 (E°+B") + ExBlvY_ | (II1.16)

Por otro lado podemos escribir (III1.14) como

aus“ =0 (I11.17)



que es la expresidn a generalizar si existen fuentes de carga eléc-

trica, sea en este caso []F =J, F E] = J y
F|F + F[JF = Buf‘Y”F = FJ + JF

por lo tanto

[ = -1 - - - :
BuS = 2(FJ + JF) = 5 (FJ JF) = F-T
con lo gue obtenemos
3 s% = J.F =K (II1.18)

con K como la generalizacidn espacio-tiempo para la fuerza de

Lorentz, esto Gltimo es claramente visto si usamos el &dlgebra de

Pauli para descomponer al vector K, que multiplicado POx Y da;

KYO = Ko + K .

F.Jyo = (FJ - JF)YO

F-JYO =

NS S Y

*
(FJYO JYOF )

que usando (III.3) y (ITII.4) se expresa como

Fe3v %[ (E + iB) (p+J) —= (p+ J) (-E+ iB) ]

F-J¥y = pE + J-E + JxB , (ITT.19)

esta expresidn se descompondrd separando la ecuacidn en su parte

escalar y vectorial
Ko = J-E y
' (I11.20)

K PE + JX B

El siguiente punto de interés consiste en obtener los tér-
minos invariantes del campo electromagnético asi como las expre-—

siones de conservacibdn asociadas al mismo.
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De (III.18) y (III.19) sabemos que -

3 s¥y_ = F.Jv
(@]

Ny 1,52 . 52 u = B+
2,87, =3, (5 (E" +B.) + ExB)Y'Y, = pE+JE + JxB

-3 (% (E*> + B*) + ExXB) = pE + J-E + JxB ,

integrando esta expresidn sobre todo el espacio
- 4 L(g? 2 . = . I11.21
az'fdv [5 (E* + B®) + ExB] =[dV[J-E + pE + JxB]. (IIL.21)

Igualando la parte escalar y vectorial de la ecuacidn (III.21)

resulta

d 1 2 2 _
- az.fdv [5 (E® + B*) ] =[dav J.E (III.22)

- S fav(ExB) =[aV(pE + IJxB).  (III.23)

Podemos observar que de la ecuacidn (III.22) y (IIT.23) se
puede interpretar a % ( E® + B?) como la densidad de energia
del campd, a J-E como el trabajo hecho por los campos y a ExXB
como la densidad del momento del campo.

Por otro lado de (III.1l5) se sabe que para cualquier bivec-
tor F, Y”Fvu = 0 con gﬁ = 1 y en consecuencia SE =0 lo que sig-

nifica que S"V es un tensor sin traza.

Los términos invariantes del campo electromagnético los da

F° = F.F + FAF que en forma tensorial resulta
F.F = - % FHVF
v

—— Fquaﬁ _ (ITI.24}
= = geafuvi



en funcidn de los campos eléctricos y magnéticos

F?2= (E + iB)? = E? - B? + 2iE.B ,
Ye ¢

ademés se puede escribir F =fe > , con ¢ como una fase es-
calar y f = a%—ib; lo que equivale a pensar en F? como un esca-
lar rotado en el es?acio dual, de tal forma que el vector energia
esfuerzo se obtiene sblo de f.

Ahora exploremos las propiedades de transformacidén de las
ecuaciones de Maxwell. Sea la.rotacién'de Lorentz en el plano

generado por Y1Yg del vector x(15)

Y4 Ya0/2 ~Y.Yn0/2 Y1Yna0 o0 1 - 2 -3
xt=e 10 xe 10 = e 1O Xy xTyg) o+ Xy, 4 xTys.

O sea
1 0 _ 1y.. 1_ 0 2 3
xT = (X Bx )yyo + (x" - Bx )yyl + x Yo + x Y3
— — 2 _1/2 _ A
donde B = tan hb , coshoe= (1+ B} =Yy

sen ho: = B(1 -~ Bz)fl/z = BY.

Apliquemos esta misma rotacién de Lorentz a la ecuacidn [ |F=J.

ylyoe/Z _;ylyOO/Z_ YlYOB/Z _ylyoe/Z
e * Fe = e Je

que equivale a

C'r' = 3" | (IIT.25)

donde o
i Y1Y06/2 6/2 0 1 1
T=e = (I° =BT )yyy + (TTHBI) vy +

-Y.Y
J = e 1°0

J

2 3



: Y1 Yp9/2 =Yy Y 0/2
1 e e T (g B dyvg+ (3 = B vy 4
Bzyz +'33Y3 y. finalmente
-Y.Y,0/2 6
, v YqY
F' = ¢'1700/25, 170 = (E'+Y5B')ylyo'+el 0 (& +Y5B2)Y2YO

3 -3 ‘ — 1l 2— 0
+ B+ YB)YyYg 1=E'vYy B'g¥qYy + (E"-BB ) vy,

+ (E® +8B? Y5,

2 3 -
0+ (B +BE )WS

3 2 :
Y2Y0 + (B BE )YY5Y3YO.

De (III.25) se deduce la manifiesta covariancia de ias ecua-
ciones de Maxwell. Por otro lado es f4cil observar que la Unica
transformacidn que no deja invariante a Yg es la paridad o refle-
xib6n espacial, por esta razbn se trata a Y5 Como un pseudoescalar.
Investiguemos lo que le ocurre a las ecuaciones de Méxwell por una

transformacidn de paridad

1

-1 _ - : o
Td( []EWYO Yo I, que equivale a
[I'e' = J' ‘ (III.26)
donde »

1 __ .0 - i

gt ="3%g - Iy
E]"=Y|:]Y"1=3Y°—a~i

0—"0 0 iY
' = _1 = _1 -
P'o= YOFYO YO(E + Y5B)YO E + YSB ’

donde evidentemente (III1.26) expresa la covariancia de las ecua-

ciones de Maxwell ante una transformacién de paridad.

Finalmente, retomando lo-antes hecho, busquemos las.consecuen-

cias fisicas de la simetria siguiente del potencial A(20’21)



A~»>2" =2+ []x siempre y cuando
2
[1°x =0, , (III.27)
ademds como en la norma de Lorentz [jzA = 0"podemos proponer

una expresidn para A

A= e(ple P¥ (III.28)

donde evidentemente e(p’ es un cuadrivector que depende del momen-
to y al gue llamaremos ﬁector polarizacién del fotdn.

Para que (III.28) cumpla con (III.10) es forzoso que p? =0
lo gue equivale a éfirmar que el fotbn no tiene masa en reposo, a
su vez la condicidn de Lorentz aplicada sobre (III.28) obliga a que
se cumpla pre = 0 con lo que el nimero de componentes independien-
tes de e(p) se reduce a tres.

Por otro lado proponemos como solucidn a (III.27), X==iae_ip'xcknr
de a‘es una consténte .

Substituyendo (III.28) y (III.27) en la expresidn

A' = A + E]x

se obtiene la transformaci®dn de norma sobre el vector polarizacidn

del fotdn

e > e' = e+ ap ,

esta libertad de norma nos permite fijar un componente mds del vec-
tor €. Arbitrariamente se escoge como cero la componente escalar y
por razones fisicas se éstablece que el vector polarizacidn tiene

dos componentes diferentes de cero ambas transversas al vector mo-

mento.



LA ECUACION MULTIVECTORIAL DE DIRAC.

Para representar la teoria de ﬁirac en forma multivectérial,
debemos considerar la relacidn entre los momentos obsefvados para
una particula desde el punto de vista de dos sistemas dé referen-
cia 8 (8'), en cada uno de los cuales se asocia un vector energia-
momento P(P') a la particﬁla elemental, considerada de masa en re-

(24)

om
pos o

B, _ IAOL —_ '
YB—P 'Y(], P ¥

P =P

teniendo en cuenta que se pueden relacionar los vectores base de
los sistemas de referencia S' y S mediante una transformacidn de

Lorentz L

y' o= LYQL_l con t7'L =17t =1,

Si el sistema S' .es elegido como aquel en el cual la particula
esti en reposo, de tal forma gue P' = mocyé , entonces en el sis-

tema del observador (S)-
PPy L = m ooy 1 lL = Y
Tg o o~ - nbgL o !
que puede transformarse a la forma diferencial multivectorial .
—y 3By = m cy'y T
g~ n o {o)

si hacemos uso del operador

i

pbr, = han'I con 17 = -1 y y' =AL

donde A es un multivector y de aqui en adelante elegimos'las unida-

des h = c = 1.



Esta forma diferencial multivectorial describe a la particula

en movimiento relativo a S, que usaremos en la forma

(L]

my = 0 : (IV.1)

con [] = YBBB , ademds se define wlYo =V para ¥ par y tal que

YI = IY , finalmente m = mOI.
De lo antes hecho es evidente que las finicas elecciones posi-

bles de i son

Con la finalidad de simplificar el tratamiento de algunos puntos
de esta seccidn, que se aboradar&n mé&s adelante, el término I ha
sido absorbido dentro de m y por lo tanto esta Gltima cantidad de-
berad ser considerada como imaginaria pura en el resto del trabajo(15).
La ecuacidn (IV.1l) es lé ecuacidn de Proca y no la ecuacibn
normal de Dirac y en consecuencia ¥ no es la solucidn comln de
Dirac, la diferencia es que ¥y es un elemento de nuestra algebra
geométrica y no una matriz columna de cuatro componentes (espinor
de cuatro entradas), por esta razdn serd especialmente importante
contrastar la interpretacidén de la funcibén de onda del &lgebra
geométrica con su interpretacidn normal. A pesar de que las fun-
ciones de onda son ‘diferentes, el operador”[]-—m\es algebraicamen-
te equivalente al operador matricial 4 x 4 usado en la ecuacibn
normal de Dirac. El punto crucial es que la funcidn de onda del
dlgebra geométrica ¥ es un elemento de la misma &lgebra que el
operador [j—ln, por facilidad de notacién se llamari a (IV.1) 1la

ecuacidn de Dirac.

Podemos ahora investigar los espinores del &lgebra de Pauli (P)



1

con mé&s detalle, seglin la definicidn dada en II.A

para los espinores. Sea ¢ ¢ P, siempre puede escribirse camo(ll)
¢ = ¢, + 6,04 i (IV.2)
y proyectarse para todo vector unitario Gi
¢ = ¢p + o (IV.3)
que definen los ideales minimos izgquierdos P,./P. sobre los cua-

les se puede construir una base espinorial ortonormal. Por ejem-

plo, si se escoge oy para proyectai a ¢ se obtiene

1 1
g = 5 (1 + 03)¢ y ¢f =5 (1 -~ 03)¢ con
(IV.4)
P, = {¢4} yv P_ = {1} .
Se construye la base de Py (ul, u2) como
W, oz 1 (1+0,) u, -1 (1-0,)0, | (IV.5)
1 Vo 3 2 S 3771 )
y la de P. (Vl, v,) como
v, = 21+ 04) 0y v, = L (1-0)) (IV.6)
vz > )
con la propiedad de que
+ _ + _
(Waup)g = (Vavp)g = O
(IV.7)
T S +
z uu, = 2 VpVp T 2
a b
+ = + =
(uavb)S (vbua) 0

Ahora, para todo @z;P podemos usar las bases espinoreales y

escribir



1

-~ 45 -
i

o= (b uy) + (93 vy ) + by, 8y) + (45 vy) (1v.8)
donde
b o= —— (¢ + ) by = —2— (¢ - i)
14 /—2* 0 3 1 /—2— 1 2
' } (Iv.9)
bo, = =2 ($q + i0.) b, = =l = ¢.)
2+ /—2— 1 2 2~ /‘7 0 3

Se puede obtener una representacidn matricial de ¢ mediante
el arreglo

¢ bq_
b = {¢1+ ¢1 ‘ (Iv.10)
2+ 2=-1 - _ .

A partir del estudio hecho sobre los espinores en el &algebra
de Pauli podemos concluir algunos hechos importantes sobre los
espinores Dc (algebra de Dirac compleja). Todo ¢ ¢ DC puede escri-

birse como la suma de una parte par ¢ y otra impar XYOital que

VRS ¢+XYO donde q>eP- y Xe®P . _ (Iv.11)
Asimismo ¢y puede ser proyectado usando g, en v =9, + ¥_ con
d)___"_ =y¢1/2 (1 + Oi) = (bi + Xi YO (IV.12)

También se puede construir una base espinoreal para el espa-

s 1) TR » -
cio Dc+ y otra para el L l1lamada w, Y waYo respectivamente don
de

Wp T U W3 T Vi¥o T T YW
(Iv.13)

Wz = uz w, = V2Y = You1

Entonces podemos escribir



(IV.14)

Por lo que-resulta evidente que el espinor de Dirac puede escri-
birse como la suma de dos ideales minimos e independientes, cada uno
de los cuales esrun espacio vectorial de cuatro dimensiones sobre
'los nfimeros complejos.

Continuando con el espacio Dc ; sea el espacio espinorial L
cuyos elementos Xa sén espinores definidos como ideales minimos
izquierdos con respecto a los multivectores M gque en este caso to-
maremos como los correspondientes al dlgebra de Dirac compleja Dc
tal que si-XelL y M(:Dc entonces MX € L, sea el espacio vectorial
dual L+ cuyos elementos X; son los espinores duales construidos
como ideales minimos derechos con respecto a Dc tal que si x*z:L+
y ME:DC entoncesAX+Me:L+ .

'Adémés, se define el producto interno entre espinores Xe L y

x*e 1t como agquel que

xT =3

8 ' ,
. " ss'_gg'E C. (IV.15)

De la misma seccidn II sabemos que toda base candnica del es~

pacio RS £ Se puede describir como una combinacidén lineal de pro-
’

ductos espinoreales..
~En el algebra DC siempre es posible definir operadores tales
que i
%r¥s,q = *s,R°R,q S+ Xs,q T *4,q%,8

(IV.16)

Ls,q ~ Xs,L L,g ¢Xs,q X¢,q6+s



siendo cero en cualguier otra combinacién.
Gracias a (IV.16) quedan bien definidas sobre el espinor las

propiedades llamadas espin y quiralidad mediante el uso del opera-
dor proyeccibn de quiralidad QR/L = % (1 + divy
proyeccibn de espin S +/+ = % (1 + iv

5)' y el operador
12)-
De esta forma resulta que se puede dividir el espacio L de

dos formas

(IV.17)

Lp =1Ly + Ly vy Lp =TI, +1L,

c +
También es posible asociar a cada espinor una propiedad lla-
mada masa, usando para esto el proyector m+/- = % (1 + yo), sin
embargo basta con definir solamente dos de estas tres propiedades
asociadas al espinor, en este caso se eligen las propiedades qui-
ralidad y espin consideréndolas como primordiales sobre la maéa.
Todo elemento del &lgebra Dc-puedé escribirse como:

A . . ., 18
= _;_ (41)[1'3]e1'Kxiijj para Ae D (IV.18)
i/j : :

Ag
donde [i,j] es un nlmero dado en funcidén de estos indices que co-
rren sobre estados de quiralidad y espin y eK es una fase.

A partir de las siguientes definiciones de los elementos usa-

dos para construir los proyectores principales de nuestra teoria

se puede construir todo elemento de Dc en funcidn de espinores

o + +
¥y = é (XgrXg,r = *srXsr!
(IV.19)
. _ _+‘ - 4
ivy, = ) (X$qx+q x+qx+q)

N ..i-
1=1) ) XggX
§ g 95795



Como Yo anticonmuta con.iY5 y conmuta con iY12 se propone

oy + +
Y, = g (XgrXgr * XgpXar, ) (IV.ZO)f
donde se ha escogido 6, = 0, = 6 = 0. El resto de los ele-‘
1¥g 1Y12 0] .

mentos de Dc se obtienen usando las propiedades del &lgebra

+ + + +

Yo = Xp,nX4,r T X Xer T O NrMn T Xar%n
_ + + o+ +
Y1 T T XpXr T N Xar TR T KR
L (IV.21)

e + + + +

Yo = A X X %R T RN T Xr% )
+ + + +

T3 =7 4R T XpXer T XY T XR¥L

Si se define la matriz columna X, eL y la matriz rengldn

+ +
xae:L Ccomo

.= | (IV.22)

entonces es posible evidenciar una representacifn matricial del

dlgebra Dc esta representacidn serd la quiral ya que estamos

14

usando a iys para construir un proyector.fundamental.



( ) Y ) ( )
0010 000 -1 000 i 0 0-10
. 0001 , 0 0-1 0 0 0-i0| 0 001 3
Y%’= Y?= Yg= Y"%= (Iv.23).
1000 010 O 0-i 0 0 1000 :
0100 100 O i0o0o0| 0-100
\ / \ J \ / L

7/

en esta representacidn las matrices que se usan para construir los

operadores de proyeccidn bdsicas son diagonales

rlOOO\ ‘ . ’1000\
0100]|- | 0-10 0

s = 0 0-10 Tz = 0010 - (1V-24)
00 0-Y 00 0-1

Regresemos ahora a la ecuacidén (IV.1l), multiplicd&ndola por

([J+m)([J-m) v = ([J* ~m?)y = 0. ~ (1v.25)

De (IV.25) se deduce que {y debe ser descrita como una combi-
nacién lineal de sen(p-x) y cos(p-x) para valores de p tales que
p? + m* = 0. Con el objetivo de resolver la ecuacidn de Dirac pri-

merb resolﬁemos la ecuacibn
(O -n% ¢ = (O-m (J+m¢ =0

donde reescribimos { = ([] + m)¢ vy si escogemos a ¢ como cos (p-x)

entonces resulta gque

V= mep/m(p-X) ~ (IV.26)
que tiene la forma de una funcidn de onda que describe particulas
libres.

Ahora propongamos una solucidn mds general a la ecuacidn de

ip-x

Dirac, si ¢ = e entonces



v = (ip+me'P X (IV.27) .

con lo que se evidencia que ¢ es la suma de un vector y un esca-

lar. Podemos construir un idempotente dado por Eg;iE y se re-

?conoce que esta cantidad es tal que

[I1nz+1nl H%HEJ =———Em;ml : (IV.28)

Ahora es importante obtener las cantidades conservadas aso-—

ciadas a ¢; a partir de (IV.l) sabemos que
w(-[]-m =0 (1IV.29)
Usando nuevameﬁte (IV.1l) vy (IV.29) se deduce‘la ecuacidn de
continuidad
Y[y =0 . (IV.30)

que escrita por componentes resulta

5. Iyty = 0 | (IV.31)

que integrada en todo el espacio, da
4 1 avgy®y = 0 (IV.32)
dt v .

Antes de continuar con las cantidades COpservadas asociadas
a py¥yp trataremos el fendmeno de los electrones en interaccién)en
forma conjunta con la libertad de norma ain no totalmente explotada.
Proponemos, para describir a los electrones en interaccidn, la si-

guiente ecuacidn

‘(lj— ieA-m)y = 0 (IV.33)



donde e es una constante y A es un vector con cuatro componentes,

ademés sabemos que existe la libertad de norma adicional dada por

- eie(x)

p o> P! v

(IV.34)
A > A" =12+ [je(x)

Es_evidente la identificacidén del cuadrivector A con el po-
tencial electfomagnético no observable directamente. Por consi-
guiente si conocemos la expresidn para J podemos obtener las ex-
presiones analiticas corréspondientes alAy w,ademés de resultados
numéricos sobre observables como (IV.32).

Es importante a su vez, caracterizar las propiedades de trans-
formacién de la ecuacidn de Dirac.

a) Transformacidn de Lorentz.

—yuyve/Z

, -y, v.0/2 y_ v 6/2
eYNYVe/ 2 ([j - ieA-m) e s Y (e [ ye =0
lo que equivale exactamente a
(' -m - ieanyy' = 0 (IV.35)
donde
' 0/2 - 8/2
o - RS / e Ty
/2 - 8/2
A' = eY“YV - De Yva
6/2 - 8/2
m' = eY“YV me TuYv = m
/2 - 6/2
b= eYqu ve Yy



b) Transformacién de paridad

([]} -m' - ieA')ll)p =0 donde ' (IV.36)
0= v, Oy’

A" = YOAY_l

m' - = m

o= vowvgl

c) Conjugacidn de carga

([j' - w4 iéA')wc =0 donde (IV.37)
0 =0

m' = m

SA' = A
Vo = ¥

d) Inversidn temporal

(I1" - m' + ieA" )y, = 0 - donde (IV.38)
' = vev [O* vyt = - v Oyt
- '5'0 o 5 o o
- sy ~1~1 _ _ -1
A YS'YO A 'YO 'Y5 'YOAYO
m' =m
- xn—1,=1
Yp = V570 Vs



Segln (IV.42):existen 16 diferentes elementos algebraicos
linealmente independientes que definen otras tantas cantidades con-
servadas, algunas de las cuales tienen valor cero.

Analicemos el significado fisico de cada una de las cantida-
des conservadas mediante sus propiedades de transformacién;

a) _deJo es un escalar de Lorentz que invierte su signo por con-
jugacidn de carga por lo gque le asociamos el concepto carga total
que directamente nos determina a J“-como el cuadrivector densidad
de corriente. |

b) _[dVTovyv es un vector de Lorentz que no cambia de signo por
conjugacidn de carga, por lo gque se puede pensar en T7HV como el
tensor energia momento y’deTOV como las cuatro componentes del
vector energia total-momento.

c) [avm°PP

Yuyp es un bivector por lo que ante transformaciones
de Lorentz se comporta igual que el momento angular (xAp), ademés
el tensor Mpvp'és antisim@trico en sus dos Gltimos indices y no
cambia de signo por conjugacidn de carga, por estas razones lia-
maremos a.[dVMOVplas seis componentes del momento aﬁgular total y
a M"Y el tensor momento angular que da una medida intrinseca de
_esta propiedad considerada fundamental para la particula.

Los Gltimos dos t&rminos son mas dificiles de interpretar,

ambos son antisimétricos bajo intercambio de dos indices adya-

centes (excepto p) y mientras N"YPY9 no cambia por conjugacién de

uvpoc NHVPO

carga P si lo hace. Esto filtimo nos hace pensar en que

es una propiedad con igual valor para el electrdn y positrdn mien-

tras que P"VPY% gescribe cantidades opuestas para ambas particulas.

Regresemos ahora a la ecuacidén (IV.27) y calculemos con ella



el valor de - [ avyy©y.

- [avyy®Vv = (2EV) (-im+ p) , (IV.43)

si se normaliza (IV.27) a

1/

v = (2EV) z(m-%-ip)eip'X ,

entonces (IV.43) se transforma a
- [avyy®y = (-im+ p) (IV.44)

con lo que podemos identificar directaménte

fava® = -im
[avr®Y = p (IV.45)
[ avm®MY = [ qun®VPe = [ aqve¥PoC = o

En general, hemos visto cbmo la ecuacidbn de Dirac determina
éuando menos tres leyes de conservécién; de la probabilidgd o)
el ntmero de particulas, de.la energia momento y del momento an-
gular.

Es claro que en la medida en que se pueda reconstruir la
ecuacidn dé Dirac a partir de estas leyes de conservacidn podre-

mos asegurarx  gque

[ aun®VPO = [ qvp¥PIC = 0

para toda particula'ae Dirac.

Sabemos que la funcién de onda de Dirac y puede ser deter-
minada por los parémetros reales conocidos como paraﬁetros pro-
pios; el cuadrivector unitario velocidad v, el cuadrivector uni-

tario espin s, la fase de norma x, el &ngulo de Yvon-Takabayasi B ;



Yy un parametro escalar que determina la densidad de particula p(22).

Comencemos por proponer para la funcibén de Dirac la forma

b= (oetP)1/2g donde :_ (IV.46)
a) p'és la densidad.

b) R es una transformacidn de Lorentz tal que

v = RY R, n, = RYKﬁ con K=1,2 y S = Ry3ﬁ con
RR'= RR = 1,

de esta forma se ha construido una estructura de vectores ortogo-

nales propia de la particula R = (v,n,nz,s). Se definen, para usos
posteriores

o = nlAn2 = nyny o ¢ = —-i0 = VA S =»vsf
Finalmente

c) B es el &ngulo de Yvon-Takabayasi.
Se puede demostrar que la siguiente ecuacibn es estrictamente

equivalente a la correspondiente de Dirac

(H/2)c(V (2np) + Y“Qu + (vg)i) +

(IV.47)
+ (mc?v (cos g + isenpg) + eA)g = 0 donde
Qe A%E se define como
Qj = 2(ajR)ﬁ con j =10,1,2,3 vy representa la variacidn,
debido a un desplazamiento infinitesimal en la direccibn Yj’ del

operador transformacidn de Lorentz.

Tomemos la parte pseudovectorial de (IV.47)



mc? cos Bs + {(Mc/2)(u + VB) + eA-(vAs) =0 - (Iv.48)
con u = i(y”A.Qu).

La ecuacidn (IV.48) solamente contiené los sieté pardmetros
propios asociados a una particula y el vector potencial A. Se pue-
de inferir por lo tanto, que la ecuacidn de Dirac puede ser divi-
dida en dos ecuaciones de naturaleza cuadrivectorial, la primera de
las cuales (DI) es la ecuacién (IVv.48), mientras que la otra ecua-
cidn (DII) se puede obtener tomando la parte vectorial de la ecua-
cidn (IV.47) (se observa qué la ecuacidn DII si estd en funcidn de
p).

Ahora définiremos tres tensores asociados a importantes con-
ceptos fisicos

a) El tensor localizacidn del plano espin
C: neE+C(n) = n-(vAoc)eld’E (IV.49)

cuyos valores, para algunos casos de interé&s, son

C(v) = ¢ C(hz) = vAn1
(IV.50)
C(nl) =‘n2.Av C(s}) = 0.
b) E1l tensor rotacibén del plano espin
L: ne E~>L(n) = (Qu-(i(nA_s)))yP e B (IV.51)

cuyos valores, para algunos casos de interés, son



L(v) = w = ((Qu-nlﬁ"rnz)\(’J = (’aunl-nz)\r11

U
—(Bun2 nl)Y

L(ng) = (2 - (vAn,))y" . (IV.52)
L(ny) = (2, (ng Av))y"
L(s) =0

por otro lado se sabe que
TrL = Uu~-s = (w + Veg)ev '

donde w se interpreta como la rotacidn del plano espin sobre si
mismo.
c) El tensor asociado al efecto sobre el espin de la aceleracidn

de una particula con estructura interna

M: ne E>M(n) = (s-n)VB e E. » (IV.53)

Si se desarrolla u como

u = 3-(w + V-q) + o-(w + V-g). con
A , — . (IV.54)
0 =-ic y w = (QU-OV)—Y}1 '
entonces (IV.48) se reescribe de la siguiente forma
mc? cos Bs + (v A s).((Hc/2)w-en) +
: (IV.55)
(Kc/2) (G- (V-0) + o+ (w + V-3) + VB) =0 ,
en donde se identifica la presencia de un vector dado por
p = (Bc/2)u-er (IV.56)

que corresponde al vector energia-momento de la particula. Por

otro lado, es posible demostrar la invariancia de norma de (IV.48)



y (IV.56) para las transformaciones

A >A' = A+ V¢
(IV.57)

w > w w + VY con p = %f%-.

La energia asociada a la particula quedari determinada por
tres tensores de energia:
a) Tensor energia cinética
K=neE~>K(n) = mc?(v-n)v e E. (IV.58) é
b) Tensor energia cuantica
- He

Q0 =20 5 (L + M) (IV.59)

¢) Tensor energia potencial

P=neE~+P(n) = —-e(v-n)AekE. (IV.60)

De esta forma quedan definidas la energia cinética E =mc? = Trk,
la cuantica EQ = TrQ vy la potencial Ep = TrP.

Sea p(x) la densidad del fluido Pen)(eE}, por definicidn
Ve(pv) =0 (IV.61)

Si las particulas fueran clésicas, la ley de conservacidn de

la energia-momento se escribiria como

[]],; eK(m)do = [[[, pfar » (IV.62)

donde f = (VAA)-v es la fuerza de Lorentz que actlia sobre cada
particula y
pK(n) = mcv(pcv-n) es el flujo de momento clédsico mcv cuya trayecto-

ria atraviesa una hiperdrea normal a n.



Debido a que es posible escribir

(TrK) cos B = TrT , ‘ (IvV.63)
el tensor K puede ser substituido por el tensor T = Q + P en la
expresidn (IV.62) gue se reescribe como

[[Ig 2, (et ar = [[[ efdr con 1" = T(v"), (IV.64)

la cual debe ser véalida para cualgquier volumen,

- por lo tanto

au(pT”) = pf. | (IV.65)

La tercer ley de la conservacidn puede construirse como en
mecénica cldsica, si se interpreta a pu(n) = - pHcC(n)/2 como el

flujo de momento angular propio se propone
[[]; pluln) + XA T(n))de = [[[, pX A £dt ' (IV.66)
que mediante el teorema de Gauss se transforma en

~V.(p (Hc/2)VAo) + pYuATu + XA a“(pT“) = pXA f (IV.67)

la cual combinada con (IV.65) produce la expresidn
pT Ay, = -V-(p (Hc/2)v A o). (IV.68)

Finalmente en‘esta seccidn, nos dedicaremos a deducir la ecua-
cibn DII a partif de DI y las relaciones'(IV.61), (IV.65) vy (IV.68),
lo que equivale a afirmar que el contenido de la ecuacidn de Dirac
gue involucra a p solamente expresa un concepto derivado del de
conservacidn para la probabilidad, la energia-momento y el momento
angular exclusivamente. Sea el producto exterior de la ecuacidn

(IV.48) v s:



((Hc/2) (u + VB) —e(s-A)v)As = 0 (IV.69)

ademés se puede escribir

LPAy = i(sfe o+ i((v"-2 )As) , (IV.70)
u u u
definimos
T“Ayu = (M/c)c(L“Ayu + VBAS) + ev AA (IV.71)

que aunada a (IV.69) nos permite encontrar
(- B/2)cv-(ps) = (- M/Z)cv-(gvj\c) = sT" A Ty + pe(A+ (A-s)s)Av
- (W/2)ci((Vp + py"-0 ) As). (IV.72)
Por otro lado sabemos que

i((A+ (A-8)S)AV = A-g A S , (IV.73)

esta relacidn aunada a (IV.72) y (IV.68).. produce
eA-g + (H/2)c(v(&np) +'y“.9u))As = 0. (IV.74)
Usando (IV.70) obtenemos

pT”Ayu = o ((K2)c(VB A s~ 1i((Venp)As) + i(s“szu))

(IV.75)
~-e(A-s)vAs
mediante la expresidn (IV.63) se sabe que
—mczsenKHVB) = V(TrT) : (IV.76)

y es posible calcular



pY(TEM) = 0 (pM") = p((2,-5)-VB)Y - (V-(ps)) (VB)

Il

pV(TLP) ~ au(gp”) - pe_(2 - (vAR)) ¥~ e (VAR)-v

(IV.77)
V(TrL) - o (pLY) = p((2 o - -(i(y" s v
pV( ) u(p ) p(( qu BuQv) (i(y" As)))y
+ p(Q + (A(vMale_-8))))yY + (o - (V- (pis)))y".
u v v
De las ecuaciones (IV.76) y (IV.77) obtenemos
. H v u
p(/2)c [(((l(avﬂu- ava))'Y + 8 ((1€))-v")
~(i2) - (2,-1")) -8)¥" 1 + (emc” sen 8- (H/2)cV. (TV.78)
(ps)) (VB) = 0 ,
ademds a partir de la definicidn 23jR = QjR es posible derivar la
relacidn
anK - aKQj + 1/2(9K§zj - QjQK) = 0 (IV.79)

que aplicada en (IV.78) bajo la suposicién de B constante produce

la expresidn

omc’ sen g - (W/2)cv- (ps) = 0 (IV.80)
que puede ser escrita como

(mc” sen gs + (#/2)c(V(emp) + v'a ) s =0 (IV.81)

que asociada con (IV.74) origina la ecuacidn
mc’ sen Bs + eA-o + (Wc/2) (V(enp) + YU'QU) =0
que es la parte vectorial de la ecuacidbn (IV.47), a la que por

cierto se llamd DII'



o
La ecuacién (IV.80) expresa la no conservacidn de la densidad
del vecﬁor espin y es facil reconocer que el tensor T corresponde
al tensor energia momento.
Gracias a esta deduccidn es plausible pensar gque para toda

particula de Dirac

NOVPO _ povch = 0.



ALGUNAS PARTICULAS DE DIRAC.

a) El Electrdn en el Atomo de Hidrdgeno.

En primer lugar resolveremos la ecuacibn de Dirac para un po-
tencial simétricamente esférico de tipo couldmbico con la finalidad
- 2oz (15)
de modelar al atomo de hidrdgeno .

Regresemos a la ecuacidn (IV.33) y propongamos como su Solu-

cibn a la funcidn de onda multivectorial

p = e 1Bty W.1)

donde la funcidn ¢ no tiene dependencia en t, por esta razdn la

ecuacidn de Dirac queda como

. i . .0 N _
(lEYO + 9Ty, ieA™y iea™y, m) ¢ = 0. (V.2)
Tomando a e = - |e| y V = en® resulta que (V.2) se transfor-
ma en
[(E - )iy  + YO(V - ieA) ~ml¢ = 0 : (V.3)

donde V y A son vectores en el élgebra de tres generadores tipo

espacio. Factorizando y rearreglando (V.3) obtenemos

[(E - V) + (-iv - eA)1¢ = m;v_ 9y o bien
(V.4)
[(E - V) - (=iV = eA)liy ¢ = my
Sea X = iYO¢ entonces (V.4) se transforma en el sistema de
ecuaciones acopladas
[(E - V) + (-1iV = eA)]¢ = mX
(V.5)

[(E = V) = (-1V - en)]X

1l
3
-



Sumando y restando las expresiones (V.5) aunado a la definicidn

de
o, = ¢ + X v b_ = ¢ - X (V.6)

obtenemos el sistema

Il

(E -V +mé_ =~ (-1iV - eA)¢,

(v.7)
(E -V -mé, =~ (-iV - eh)¢_

Con la finalidad de separar la parte angular y radial de estas

ecuaciones definimos
V = IrV = T (r-V + TAV) = (34 + L/1) (V.8)

donde r ‘es el vector unitario en la direccibén del wvector posicidn.

En coordenadas esféricas e

r = cos<bsen.ea1 + sen ¢ seén fa, + COS Qag
- L =xAV = (-sen ¢36 - cot 6 cos ¢8¢)a2a3 + {(v.9)
( cos ¢3e - cot 9 sen ¢3¢)a3al + 8¢a1a2

Substituyendo (V.7) en (V.8) encontramos

(E - V+mh¢_ = it (3_ + L/r - ierhA)¢, .
| | (V.10)
(E -V -m)¢

i

. ~ . a . _ . ~
+ lr.(,r + L/r ierA) ¢_

Procederemos ahora a analizar algunos puntos de interés relati-

vos a L a partir de cuyas propiedades podemos demostrar que

(X AV)E = =2(xAV) = [£]1(2 - xAV)



que equivale a
Lt = [£].(2-L)

de donde se puede deducir que

V2 =
r2

(a,(r?s ) + L - L2).

(v.11)

(V.iZ)

Ahora podemos reconocer en (V.12) a la parte del laplaciano

que s6lo actla sobre las funciones del a&ngulo gy ¢ y tiene como

eigenfunciones a los esféricos armdnicos

(L - LZ)Y? = g (g + 1)YT

gue rearreglado da

(L-+ 2) (L - & —1)Y? =0

a partir
m+ _ o m
YSZ, = (L 2 1)Y2'
m- _ s
Y, (L + z)‘g

(v.13)

(v.14)

de (V.14) se definen dos.esféricos armbnicos especiales

(v.15)

quc evidentemente responden a las ecuaciones

(L + z)y$+ =0
(L - & - 1)y§‘ = 0.

Son bien conocidas las

féricos arménicos

(V.16)

relaciones siguiéntes entre los es-

e - para g ¥ o'
[asvy, ¥ = o |
fdQYIET YIE+ =0 (V.17}
. _ prara todo g,4'.
fdQYmT Ym = (0 ’
2 2 J
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Regresemos ahora al par de ecuaciones (V.10), usando (V.11l),

multiplicando la primera ecuacidn por r y definiendo ¢o = r¢_ ob-
tenemos
(E-V-m) ¢, = i(a_ + 228 - jent)s
+ r r o)
(v.18)

(E-V+4m) o _ = i(3_ + {j— - iefa) ¢,

por el momento trataremos solamente el caso del potencial electrostético

-simétricamente esférico, por lo que (V.18) se transforman a

(E-v-m)¢, = 1 (3 + —==)¢
(V.19)

(B-V+m) ¢ = i (3 +%)¢+ ,

el siguiente paso consiste en suponer la misma dependencia angular

(v(8,¢) eigenfuncidn de L) para o, Y ¢g - Sea

-
il

- £(r)y(8,9) |
(v.20)

¢, = ig(x)y(8,¢)

entonces (V.19) se transforman a

o,
- (3r+—r£)gy

(E-V-m) fy
(v.21)

I

(E-V+m) gy (3r+§rf) £y

de la suposiéién hecha se puede pensar que

a) vyi(6,¢9) = Y%+ {espin arriba) entonces

' 1+"(‘£§Lii
[(E~V-m} f + (ar + —

)gly = 0
(V.22)

[(E-vim)g - (3 + =31y =



b) vyi(6,¢) = ol (espin abajo) entonces

2
[(m-v-m) £ + (o +2E)gly = 0

‘ (V.23)
[(E-V4m)g - (Br + l—;—-—jl-)f]y = 0,

A partir de (V.22) se obtienen las ecuaciones radiales para

el caso espin hacia arriba

—— = _ 1+ (3+1/2)
(E-V-m) £ = [a,. + - lg
(V.24)
_ _ 1-(3+1/2
(E-V+m) g ['c)r + - ] £
donde j = & + 1/2, usando (V.23) se obtienen las ecuaciones radia-
les para el caso espin hacia abajo
V- = - 1-(3+1/2)
(BE-V-m)f = -] 38 _+ - lg
- (V.25)
(B-vim)g = [o + 152 0+1/2) 4,
LT r
donde j = 4 - 1/2. Por otro lado se sabe que para el caso de &to-
mos ﬁidrogenoides (v = —Ze2/4wr), los dos conjuntos de. ecuaciones

radiales solamente tienen solucidn para energias dadas por(25)

E=m [ 1+ { Za )2]_1/2

n+ Yj+1/2)% - (3a)?

ez
donde q = 7= (V.26)
i

Para encontrar.la expresién mds general de la funcién de onda
para el dtomo de hidrdgeno buscaremos construir la ecuacidn de Dirac.
A partir de (v.21), (V.1l1l) y (V.8) obtenemos

(E-V-m) fy = (iV)itgy

(v.27)
(E-V4m) itgy = (iV)fy



gue se pueden conjuntar en la inica ecuacidn
(E~V—iv)(f%—ifg)(lﬁ-iYO)y = iyom(f+-ifg)(14-iYo)y (V.28)
multiplicando esta iltima por iYO y definiendo inﬁof::YoEﬁ
- iYOBOg = YOEé
(L —m—ieA)(fv+ifg)y(1+iYO) =0 , (V.29)

y la forma mas general para escribir la funcién de onda de un &dtomo

hidrogencide para un valor determinado de energia es

-iE+ ¢ + c A + - s A e
= + . "
b= e I% EA ,1rgnj)yrj’.1_1/2Am + (£ + ifg]s)
(v.30)

Y?4-1/2B1n] (14-1Yo)
donde

1] = 2+ 1/2 en el caso de espin hacia arriba y

j =% - 1/2 en el caso de espin hacia abajo.

Por otro lado es posible expandir (V.26) de tal manera que

(Za)"® 1 3

-1 ( -
2 3+ 1/2 an

)- ... (V.31)

3 o
Ngo

donde n, = h-(j + 1/2),

término por término el an&lisis de este valor de energia nos da:

la enérgia en reposo, los niveles de energia de la vieja teoria
cuéntica de Bohr y los niveles de energia debidos al desdoblamiento
de estructura fina. .

Dos correcciones de energia del orden (Za)4 son:



a) el desdoblamiento debido al tamafio finito del protdn gque consis-
te en separar los estados espin-arriba y espin-abajo con los mismos
valores de n y j. |
b) el desdoblamiento hiperfino, que se debe al momento magnético
del protdn y consiste en desdoblar estados con diferentes valores
de m.

Ahora partamos de la expresién (V.9) que puede ser expresada

como

0Llolﬂ)( + t 093 ) ' 32
e 34 Gq0, CO ¢) + 0.0 ’ (v.32)

T 93% 1%2°%

propondremos a Y? como funciones con dependencia en ¢ dada por

a1o2m¢
e

;, por lo que Y? es una eigenfuncidn del operador a tal

1a23¢

gue

ouloczad)YI; = - mYIE . (V.33)

De las identidades del operador momento angular se puede es-—

tablecer, por analogia.

LYI; = Y(2-m)(2+1+m) a3a1Y§?+1 - myy | (v.34)

o bien

(L+m)Y, = (2 -m) (2 =1+m) 0‘30‘1YIE+1

. v + -
a partir de esta ecuacidn se puede obtener Y? v YT en forma ex-

plicita
m+ _ _ - .
vy o= (L—JL—l)YlE— (L+m-2=-1-m)y) = /-m) (P+T+ma o,
I o (w4 14m)Y] y
_ (V.35)
Yy o= (L+ )Y = (L+m+2-mYy = Y(2-m) (2+1+m) aja,
m+1 m ’
YSL + (SL—m)YZ ,



»

de donde es evidente que ot v Y no son eigenfunciones de a.0,6, ,
q ) % 1%2%%

sin embargo

Yi_ - Y%+ = (2% + 1)YT si lo es.

Como es conocido
[aavyTyy = (204 1) (2 + 1+ m)

[aa¥y Y)" = (204 1) (2 -m) _ (V.36)

*
[ aay™y® - 1
Finalmente podemos escribir la funcidn de Dirac como

-iEt

b= e (£+1irg) y (1 + iv ) (1-iv Y (V.37)

172

donde se usa el operador de proyeccién 1 -4iv.v, .

12
b) Particulas Libres.
Regresando a la solucidén para la ecuacidn de Dirac del &tomo
de hidrdgeno, én la expresidn (V.26) es evidente gque cuando n aumen-
ta considerablemente, la energié se transforma en la masa de la par-

ticula y la funcidn de Dirac se comporta como(15)

_—imt . s
y = e (14 iy ) (1-1iv,7,) (V.38)
gue es una solucidn no normalizada de la ecuacidn de particula libre

en reposo. Con la finalidad de normalizar (V.38) se exige que ¢ cum—

pla con =~ [dv{yyop}= -im, por lo tanto (V.38) se convierte en
= 7y ~1/2 : ~imt
¥ = (4mV) (m + 1mvo) (1+Y5Y3)e (V.39)

que mediante una transformacidn de Lorentz resulta

et o



-1/2

P = (4EV) (m4—ip)(14—Yss) eip°x (v.40)

como la funcidén de onda de un electrdn libre.
lﬁ-YSS)
El vector s es el cuadrivector espin y su idempotente (—-Tr-——
es el operador de proyeccidn de espin, por otro lado los dos opera-
dores del proyeccidn contenidos en la funcidén de onda [(m+ ip),
(l%—YSS)] conmutan entre si. Con la finalidad de interpretar la

funcidén de onda (V.40) la usaremos para expresar las cantidades con-

servadas

— [ aviy®y = -im + P+ Ygsp - imYss (V.41)

de donde se identifica

J ava® = -im
f avr®’ = P
ovp vVp 0. T (V.42)
f dvM = YgSP = €, P
'f dVpovpor _ —mg;?posﬁ .

Por lo tanto un electrén libre puede tener las siguientes pro-
piedades intrinsecas; carga, energia- momento, momento angular y
algo més gue llamaremos polarizacién.

Procedamos ahora a analizar el caso del paquete de ondas de
particulas libre, si pensamos en la expresién (V.40) para describir

una onda plana construiremos un paquete de ondas que se vea como

~1/2 ipex

v (x) = [d’p [4E(2m) 7] (m+ip) (L+ v s)f(p)e , (V.43)

donde la funcién de onda ¥ ha sido normalizada de tal forma que

-Jav{¥y®y} =-im

ik & i

s,



ademés f (p) debe ser elegida tal que f dgpf(p)f(p) = 1, razbn por
la cual f£(p) no necesita ser escalar aln cuando puede ser supuesta
como tal sin pé&rdida de informacidn.

A continuacidn obtendremos todas las cantidades conservadas

usando la funcidn de onda del paquete de ondas planas

—”fquYow _ fdvfdapfdap.e—ip.xf*(p)(14.y55)(m.+ip)yo
(m+ip") (L+v s E()elP Furen )™ 2up 2n®)7H/2,

finalmente

- —_— . 2
—Javix®y = —im + [a’p| £ (p) | (v, + vgsly, Py,
’ S (V.44)
: o
—iy.ms Yul ,

de donde asociamos al primer término con la carga total del electrdn,
al segundo con los promedios ponderados de la energia y el momento,
el siguiente término seré@n los promedios del momento angular y el Gl-
timo dard los promedios de polarizacibén en diferentes direcciones.
Para representar un electrdn localizado real se elige la funcidn

f(p) tal que esté limitada a un rango de valores del momento, si
|f(p)|2 es una funcién fuertemente localizada alrededor de p, enton-
ces las integrales de (V.44) se reducen a las cantidades conserﬁadas
de una solucidn de onda plana con P, reemplazando a p. Tomemos, por

ejemplo un valor de f (p) dado por

_(a(p—po) 2
y3/2 "V Tam ) (V.45)

f(p) = (
myr

donde o es una contante adimensional arbitraria.

La integral del momento seré

fa’ple) [pT vy = (=) plv; (V. 46)



por lo que este paquete de ondas podria ser el adecuado para un
electrdén con momento P, la integral de la energia serd
fa’ple(@) |’EY, = [a'p (—2%) el T(@ P Po)) /gy (V.47)
mvT
si a es un parametro extremadamente grande entonces nuestro paquete
de ondas es fuertemente localizado alrededor de Py 1 fz(p) = 63(p-po)

y las cantidades conservadas en este caso son

Javiy®y = [ap £(p) |” (-im+p+ v sp- iv.s)
. (v.48)
= TAMAE P, YgSoPg ~ 1Vgs,
Al comprimir afin mé&s f (p) alrededor de P, tal que
3
f(p) = 8 (p - p,)
entonces ‘
- aviy%y = (~im + p_ + ~ iyes )V(2m) T3 (V.49)
Y = PO YSSOPO Y555 .

que equivale a (V.41l) hasta un factor V(-27r)_3 por lo que se necesita

renormalizar la funcidn de onda tal que

3

f(p) = 6 (p - p_) (

(2n|3)1/2
o A%

c) La Funcidn de Onda del Neutrino.
Tomemos ahora la solucidn de  la ecuacidn de Dirac para una par-
ticula libre dada en (V.40), si el electrdn descrito por esta funcidn

de onda estd en un estado de helicidad negativa se puede escribir (21)
ipex

w(x) = (4EV}_1/2(m4-ip)(l— iYSYpYO)e I (V.50)

tomando el limite cuando m tiende a cero obtenemos



1/

v0 = (ov) M2 (x) (1 - ) MK

gque es la funcidn de onda para un neutrino y solucidn a la ecuacidn

de Dirac sin masa

[Jw(x) = o. {(V.51)

Sabemos que K es nilpotente y es posible deducir las siguientes

relaciones

K(1 - iYS)SK(l—-lYS) =0

K(l—iY5)VK(l—iY5) 2(K.-V)K(1—iy5)

K(1 - iY5)BK(1— iy =0 (v.52)

5)

K (1= 1Y) TR(Ll - i¥;)

2i(K-V')K(l-iY5)

K(1l - 1Y5)PK(1-1Y5) =0
donde,s es un escalar, V un vector, B un bivector, T = YSV' un pseudo-
vector y P un pseudoescalar cualesquiera del &lgebra.

Asi como se realizd para el producto de operadores de proyeccidn

"electrdnica se puede establecer en forma general para los operadores

de proyeccidn del neutrino
K(1- iy )MK(1~-dvg) = AK(Ll - iy;) (V.53)

donde M es cualquier elemento del élgebra y A es un escalar gque se

eséribe Como
a = {x(1- 1Y5)M}S {V.54)

por lo tanto podemos expresar (V.53) en forma general como



K(l—iYS)MK(l—iYS) = K(l—iYS){K(l—iYS)M}S . (V.55)

Para obtener la funcidn de onda de la antiparticula del elec-
trén basta con tomar el conjugado complejo de (V.40) que origina la

funcidén de onda de un positrdn

1/

X

b0 = (4BV) M2 (- ip) (14 v s)e TR (v.56)

para encontrar la funcidén de onda de un antineutrino tomaremos el

limite conforme m tiende a cero para un positrdn en un estado de he-

licidad positiva. La funcidn de onda de un antineutrino es

b0 = () T2 (iR (1= 1vg) e T, (v.57)

Por analogia con lo antes hecho aplicamos los operadores de
proyeccidn de la solucidn del positrdn o del antineutrino a cual-

quie; elemento delrélgebra
(m-ip) (14 Yg)M(m= ip) (1+vgs) = (m~ ip) (1+ v,s){ (m~ ip)
a + Y s Ml | (V.58)
K(L- 7g)M(1 - ivg) = K(L=iv5) (K(L=dyg)ml .

A continuacidn veremos la forma de las cantidades conservadas

para las cuatro particulas discutidas

deXEyow = —Lm+—p4—yssp - imygS para el electrdbn (V.41)
fdgx$Y0¢ = imp%-ysspﬁ-imYss para el positrdn (V.59)
fdaxEYow = K(l-iys) para el neutrino {(V.60)

'fdsxﬁyow K(1+1ivg) para el antineutrino {V.61)



Se puede ver inmediatamente que tanto el neutriﬁo como el an-
tineutrino ‘carecen de carga y momento magﬁético asi como gue sus
cantidades conservadas se pueden obtener tomando el limite de masa
cero para las cantidades conservadas del electrdn y del positrdn

respectivamente.



TECNICA DE CALCULO Y SU APLICACION A ALGUNOS CASOS DE INTERES.

Buscando una solucibén a la ecuacibn (IV.33) partimos de la

solucidn a (IV.1l) y proponemos(zo)'(23),(15)

(] - mG(x,x") = §*(x-x") : (VI.1)
entonces la soclucidn a (IV.33) queda expresada como
P o= P(x) + [d*x'G(x,x')ieA(x") P (x") (VI.2)

donde Y es la solucidn de (IV.33) mientras que ¥ lo es de (IV.1).
Para transformar (VI.2) a una forma ma&s Gtil se itera la

ecuacibn (VI.2) tom&ndose solo algunos términos de interés

P(x) = P(x) + Jd¥x'G(x,x")ieA(x")¥(x') +

(VI.3)
+ qux‘fd”x"G(x,x')ieA(x')G(x',x")ieA(X")W(x")+

Si la constante e de acoplamiento es pequéﬁa podemos pensar que
la serie (VI.3) convérge y se tiene un método de solucidbn para
(IV.33), siempre y cuando sea posible encontrar la funcidn G(x,x')
éue satisfaga (VI.1l).
Gracias a la invariancia de la ecuacidn (VI.1l) ante transla-
£

ciones, presupondremos que esta propiedad es extensiva a G(x,x'),

por lo tanto
G(x, x'") = G(x-=x")
y es posible desarrollarla como la transformada de Fourier

p.(x-x")

Glx-x') = [d'pG(p)et (VI.4)

que al ser substituida en (VI.1l) produce



Gp) = (2m™* (=E=)= @m~* (Zip-1,

ip-m p’-m
donde se ha introducido el factor de normalizacidn (Zw)_4. En
consecuencia la funcidn G(x-—x') es
— L S, - '
G(x-x') = (2m) "% [ap? (—?;m%ﬂ)elp (x - x") (VI.S)
p’ -

Evidentemente (VI.5) presenta una singularidad cuando

Py = plpi--m2 por lo tanto expresaremos la integral (VI.5) como
- . - v - ] - » N =2 O T
Glx-x') == fap®(2m JelPr KX a0 g7t (_ARTI_y mip(ttt
02 2 2
p -p +m
%?“N%»,&
§§'057=E (VI.6)

%, MEXICD Sﬁ
con dos singularidades sobre el ejé%riggﬁdadas por

o i 2y1/2 93Ut ML ~
p =+ (p pi+m ) / ’ ! z)%.iz?qsis

para poder continuar convendremos en que las energias positivas
(po =+ E) se propagan hacia adelante en el tiempo mientras que
las negativas (pO =~ E) lo hacen para atrids (t < t')(zl).

Para el caso de energias positivas tenemos

G(x-x") = [dp (2ﬂ)—3eip'(x-xl)b2wi)(2ﬂ)_1 (EE?%4EYeAiE(t—1:”

(VI.7)

con t»>t', mientras que para la energia negativa

. ' a et , e
Glx-x') = fasp(am P HFTX ) 504y (o7t (IR 1M, LiE(E-tY)

-2E

(vI.8)
con t<t'.
Se ha tomado a E = (plpi4~m2) y p+ es el cuadrivector

con el signo de la componente Pg invertida. Combinando las expre-

siones (VI.7) y (VI.8) obtenemos



Glx-x') = % ~/ &% [m—;ﬁiE eip(x—x')e(t—t'uﬂz%ige"ip'(x"x')e(t'-t)]
(2m) ‘ :

(VI.9)

que es lo gque normalmente se conoce como funcidén de Green-Feynman
o propagador y puede ser descrita en término de funciones de onda

de particulas libres soluciones de la ecuacidn de Dirac. Sean

-1/2 ip-x

P(x) = @p’S(X) = (4EV) (m+ ip) (1 + Y5,s)e

(4EV)—1/ ip-x

' 2 :
?p,_s(x) (m+ ip) (1 - Yss)e

(vi.10)
1/ - X

(x) (4EV)

2, . ~-ip
w_p,S (m-ip) (1 + Yss)e

b _ ) = (4Ev)1/? P

b, (m-ip) (1 - Yssv)e_i

Usando (VI.1l0) podemos escribir (VI.8) como

A\
(2m)°

Gx-x') = = [a’p (b, ST, S (x') +

(VI.11)

(9 (x)¥ (x")

o Yy - ' ___]_-_
Vp,-s X0y _gxo(E-tY) - fdip (21)° "Prs T V-p,s

P

+ w_p’_s(x)ﬁ_p’_s(x'))e(t'-t), de donde es evidente que

elt-ty, ) = —'fd3xG(x,X')Yo¢p,__ts(X')

(VIi.12)

ot — )y, o (x) =fd3XG(X—X')YOIP_p, 4+ (x")

Regresemos ahora a la ecuacién (VI.1l), tomemos su adjunto y
multipliquémoélo por ¥ (x), ademds multipliquemos (IV.1l) por G(x,x")
finalmente restemos las expresiones encontradas recordando que

G(x~-x') = G(x'-x) e integrando en todo el espacio,



VS (E-tr) = S [ @ G(x-x" )Y W (x). (VI.13)

Por otro lado sabemos que las cantidades conservadas son cons-

tanteé de movimiento por lo gque proponemos
[ @0 ()70 (x) = [a°x¥ (x) v°v (), (VI.14)

lo que fisicamente significa que una particula inicialmente libre

se describe con las mismas propiedades intrinsecas cuando interac-
ciona con un potencial A. Para probar la propuesta (VI.14) expan-
damos ¢ en serie de potencias de e para observar a diferentes Br-

denes de e las cantidades conservadas. Sea la expresidn (VI.3),

para el orden mé@s bajo

[Py (x) Y%y (x) = [a%xy (x) vy (x) (VI.15)
que es la expresidn a comprobar.

Para analizar los términos de orden e' escogemos solamente

el caso de energias positivas (el correspondiente a energias ne-

gativas tiene un desarrollo semejante) en donde es v&lido
J@3x T(x~-x")7%(x) = -p(x")o(t-t"), (VI.16)
entonces los dos términos de este orden dan

fd"x[@(x')ieA(x')w(x')-E(x')ieA(x')w(x')]e(t—-t') =0

que es lo mismo' que ocurre cuando E < 0.
Calculemos explicitamente los tres té&rminos en la corriente

conservada del orden e?

o



[a3xp (x)v° (Ja*x' [d"x"G(x - x')ieA(x')G(x' -~ x")ieA (x")
P(x")) + [d x(fa%x' [d"x"¥ (x")ieA (x")G(x"' - x")ieA (x")
Glx-x'"N)vy ¥ (x) + [ax(Ja"x'P(x')ieA (x") G (x - x'))
vO(fa"x"G (x - x")ieA (x") ¥ (x")) =
jd“x'fd“x"ﬁ(x')ieA(x')G(x'.—x")ieA(g")wp(x")e(t— t")
—fax' [d*x"P (x") ieA (x") G (x' - x")ieA(x")Pp(x')0(t-t")

_ ( [d*x'y (x')ieA(x")p(x") ) - % v(2r) "3 ([d"x"F (x") ieA (x")

p(x")e(t-t")e(t-t") =

v .

i
mo2m)?®

farxr f@ax" (@ (x")ieA(x")p (x") ) (T (x")ieA(x") ¢ (x") )

(e(t-t")oe(t"-t") + 6(t-t")o(t"=-t'") - O6(Lt-t")o(Lt-t") =0

ya que

p(t-t')o({t'-t") + 6(b—-t")o(t"-t') - 6(t-t")6(t~t") =0
Por lo tanto se ha demostrado hasta un orden e’ la relacién

(VI.14).

Ahora podemos hacer un cdlculo; sea un electrdn afectado por

un potencial de Coulomb, la funcién del electrén incidente es

1/

¥ (x) = (4EV) 2(m+ ip) (1+wr5g,)eip'X , ©(VI.17)

pensemos en el cuadrivector potencial de una carga puntual fija

(Ze> 0) dada por



Alx) = £A5T Yo (VI.18)

entonces la solucidn a la ecuacibén de Dirac con interaccién esté

dada por (VI.3),

V(x) = P(x) + fa*x'ﬁ farpr (MEIRL IR (x=x gph gy
. kil
(VvI.19)

Modpl 7P (XX g e o b)) (ea(x) g (x")) +

Substituyendo (VI.17) y (VI.18) en (VI.19) obtenemos

' (VI.20)

2e -1/2

1le 4—'”[_}—‘:_'—[- YO (4EV)

(m%—ip)(14-yss)elp.X'

lo que equivale a

p(x) = p(x) + (2m) > ze? (4EV) /2 [aip EQE%EL
(VI.21)

1P’ oy, m+ip) (1+7gs) (p' - p) 2 farr et (BT E)E

al hacer la integral en el tiempo resulta

px) = o (x) + (2m) 7222 (4EV) T 2 fap Egﬁiﬁl elp’ X

(VI.22)

Yo(m4-ip)(1+-Y5§)6(E'-E)(P"‘P)—z

Estudiemos ahora las cantidades conservadas
3 o _ 3= o]
[@xP ()Y P (x) = [a xP(x) Y P (x) +

fdax(Zﬂ)_4(Ze2) (4EV)_1fd3p"(p"—-p)—ZS(E"-E)(m+—ip)



(1+7yg8) (-v,) P "M BLIIRT y [qipr DEIRL IPT X

2E" 2E!
(VI.23)
Y_(m+ip) (1+v48) 8 (E' - E) (p' - p) > + O(e")
que puede escribirse como
[a*x3 () ¥p(x) = [a % (x) v (x) -
z2e* (4EV) T (21) 71 [d%p' 8% (B! ~ E) (p' - p)* (m+ ip) (1+ v s)
v (BAART) v (BEIRT) v (m+ ip) (1+7gs). (VI.24)

Para encontrar el nlmero de electrones dispersos basta con

ver la parte escalar de este término que representa la carga dis-

\

persa

Carga dispersa = iZze”(4EV)_1fd3p'{(m4-ip)(14—YSS) (VI.25)
vy m+ip" = m+ ip' : '

fo —=zv— Y, 3 Yo (m+ ip) (1+ vS) 16 (E' - E)

(p'~'p)—4T = iZze”(4EV)_1fd3p'{(m4-ip)(1+-y55)(m+-ip')

Y.} (4) (5gr ) 8(E'-E) (p' - p) T

donde &8*(E'=~E) = 27T8(E' - E).

El flujo disperso se calcula dividiendo la carga dispersa entre
-imT y el flujo incidente P/EV, por lo tanto(zo)

do _ iz%e" (4Ev) 1
de ~ (-imT) (P/EV)

[a@%p' {m+ ip) (1+v.s) () (m+ip')v '} (VI.26)



gue equivale a

d : o1 .
a% = z2%e" [p'?d|p'| - ——{(m+ip) (1+v5s)
2 ?|p|E' (p' - p) ’
(VI.27)
Yo (m+ip')y Y8 (E' - E),
mediante la identidad pfd]p'|= E'dE la expresidn (VI.27) se trans-
forma a
do E'24dE . .
I = 72k { (mi-lp)(14—y§s)yo(m4‘lp')
2 ‘ZE'lpl (pl_p)h
(VI.28)
YO}G(E'—E)
o bien
do Z2e" . - .
T = € {(m+ip) (1+ ygs)y, (m+ip')vy,} (VI.29)
2 2( 1 )1} o]
p p
cuya parte escalar es
d Z2e" . . '
4= B (s indyg it i) (vz.30)
2 “(p'-p
que puede ser escrita como
2.4
%% = ne (-p-p' - 2EE'-m?), (VI.31)
2 2(pl_p)'+ .

ésta es la expresidn que deseabamos obtener.
Para un electrdn en un potencial vectorial arbitrario A (x)

la seccién transversal de dispersién sera



%—% =T S [lp'%alp' | (m+ ip) (1 + vcS)A(p' - p) (m+ ip)
lPl (27) :
(VI.27)
A(p'-p) (m+ ip) (1+ vg8).

donde A(p' - p) es la transformada de Fourier del potencial A(x) tal

que

A(p'-p) = Ja'xa(x)el (P’ P -x. - (VI.28)

Es facil reconocer en (VI.27) dos factores usados para construir
idempotentes; (m+ ip) vy (14—Y5§), por esta razén necesitamos estu-
diar algunas propiedades de los idempotentes cuando son parte de la

funcidén de onda. Por ejemplo se sabe que

a) (m-l-ip)2 = 2m(m+ ip)

b) (1+7gS)® = 2(1+ v.s)
: ' (VI.29)

) (m+ip) () = m+ip
d)  (1+7vg) (vgs) = 1+ygs .

Por otro lado si V es un vector en el &lgebra de cuatro gene-

radores entonces

(m+ ip) (1 + Ysg) V (m+ ip) (1 + YSS)

4i(pr)(m4-ip)(1+-y5s), (VI.30)

Il

mientras que para un trivector T YSV'
(m+—ip)(1+—y5§)T hn+-ip)(14—¥5§) = 4(s-V‘)(m-+ip)(14-Y55) (VI.31)

para un pseudoescalar P tenemos



(m+ip) (1+ ygs) P (m+ ip) (1+vgs) = 0, (VI.32)

para un escalar S se escribe

(m%—ip)(l-%vss) S hn+-ip)(14-y5s) 4mS(m4—ip)(14-y55) (VI.33)

finalmente para un bivector B

iYS
2m

(m+ip) (14 vgs) B (m+ip) (1+vg5) = (m+ip) (1+ v,5s)

(VI.34)
(spB + Bsp)(m4—ip)(1+—y55)

que se deja expresada ya que el producto escalar de dos bivectores

no es necesariamente un escalar. En forma general
(m+1ip) (1+ vgs) M (m+ ip) (1+v.s) = A(m+ ip) (1 + ygs) (VI.35)

donde M es un elemento cualquiera del &lgebra mientras que A es un
escalar que se escribe como
A= 4{(m+ ip)(1+y_55)M}S (VI.36)

por lo tanto (VI.35) resulta ser

(m+ip) (1 + vgs) M (m+ip) (1+ Y5s) = 4 (m+ip) (1+ vgs) {(m+ ip) (1 + y5§)M}S

(VI.37)
Ahora podemos expresar a (VI.27) como
do _ 41 e? - , o ' -
ae [ip'|%d|p"| (m+ ip) (1 + v .5) { (m+ ip)
daq T 3 5
|p]| (2m)
(VI.38}

(1+Y;8) A (p' = p) (m+ip') A (p' -p) -

Es posible generalizar estos resultados descomponiendo el

dlgebra de cuatro generadores en el producto directo de &dlgebras

-



geométricas de dos generadores. Para toda &lgebra cuaternibnica
2 .

~con generadores a y b tales que a’ = b? = -1, cualquier elemento

puede ser escrito como una combinacidn lineal de 1, a, b, y ab,

sea entonces

(14-ia)(cll+-c a+—c3b+-c ab)(l%—ia) = (1+-ia)(cl—-icz) (VI.39)

2 4

.por lo que en el dlgebra cuaternidnica si encerramos cualquier ele-
mento del dlgebra entre operadores de proyeccibn, el resultado es
el mismo operador de proyeccidn multiplicado por un escalar. El
producto de estos operadores de proyeccidn y la funcidn de onda es
un elemento de un minimo ideal.

A continuacibn analicemos en forma superficial el caso de las
interacciones de mds de una particula que incluyen fendmenos tan
importantes como la "disﬁersién" de Compton y la creacién o aniqui-
lacidén de pares donde es conveniente definir el potencial del fotdn

emitido como

Alx) = (20v) 1/ 2 ¢ ik-X (VI.40)

mientras que para un fotén absorbido se define

-1/2 Ee—lk-x

A(x) ={2uwV) , (VI.41)

en ambos casos e es el vector de polarizacidn.

En la Gnica forma que podemos usar la ecuacidn de Dirac para
describir m&s de una particula, es cuando cada particula tiene su
propia ecuacibn de Dirac y solamente interacciona con el campo
electromagnético (no directamente con otras particulas) por 1lo

tanto si cada particula es descrita por una funcidn de onda que



satisface la ecuacidn
! .
(] - m—-ieA)v,b__.L =0 con i=1,2,...,N (VI.42)

y el potencial A del campo electromagnético creado por todas las
particulas satisface la ecuacidn

[]gA = - ? J ara J, = i STa'); (VI.43)

=] i P i m Y Ty :
en la norma de Lorentz. ‘

Desafortunadamente, afin cuando es posible resolver estas ecua-
ciones para encontrar cada wi, se obtendrian resultados incorrectos
en virtud de la aproximacién antes usada.

Finalmente se enunciarén algunas reglas de cdlculo gue inclu-

ven las correspondientes a Feynman en nuestro formalismo

I.- Todos los factores de espacio fase en la seccibn transversal

son‘semejantes a los de dispersidn coulémbica, por lo tanto

tenemos
fa3p (2m) "3 (2E) 71 (VI.44)
para cada estado final.
2.~ Se define una amplitud para cada proceso de emisidén o absor-
cidn como
{‘Pf(X)A(X)\Ui (%)}
S¢gl = ie [d*x : (VI.45)

(hghy )

donde A es el producto de idempotentes que conmutan entre si

y constituye un elemento de alglin ideal minimo.



El potencial A(x) dado en el punto anterior es tal que

AU (X)A\)(y) — guv(zn)—4qukk—2eik' (X"'y)

para cada par de vértices donde un fotdn ha sido emitido en
un vértice y absorbido en otro.

La cantidad conservada que corresponde a la carga y estd nor-
malizada por -im es el cuadrado absoluto de la amplitud Sgy

donde

Sc. =

£i Sfisfi (VI.47)

La amplitud global para todo proceso es el producto de am-
plitudes mutuamente excluyentes y la suma de amplitudes inde-
pendientes.

Se puede introducir la estadistica de Bose-Einstein directa-
mente en 5) mientras que la estadistiéa de Fermi-Dirac requie-
re la introduécién de un signo menos y un factor adicional de

fase

is i/2

et? = {AlAiAzAé} ({AgA]IA AL TAZA,I{ALA; )™ (VI.48)

dada para asegurar una seccidn transversal correcta para la
dispersidbn electrbn-electrdn.
Para permitir que un electrdn en el estado

P S(x) = (4EV)_1/2(m+-ip)(1+-Y58)eip'x

P

haga una transicién a alguno de los siguientes tres estados

Vo, s )y Vg gDy by g () - (VI.10)

debido al vector potencial A actuando por la izquierda de wp
14

é(x)l



se hard la siguiente correspondencia

1PPIS 7 1pPrS
1z

Yory

._)_
p,—s 5 PrS

v > v

~Prs r'ps

P > Y5¢

“p,—8 P,s

(VI.49)

i

donde r es un nuevo cuadrivector que anticonmuta con p y s,

ademds todas las funciones involucradas en (VI.49) sqtisfacen

las mismas ecuaciones entre si y son elementos del mismo ideal.



. CONCLUSIONES.

Durante el desarrollo de este trabajo se ha poaido cons-
tatar la posibilidad de resolver problemas tipicos de la fisi-
ca clésica y cuéntica dentro de una sola estructura matemética,
normalmente sin necesidad de referirnos a un sistema de coorde-
nadas dado. Por otro lado, el hecho de escribir la funcidn de
onda de Dirac en nuestra &lgebra, nos permite establecer una
"sola ecuacién de conservacién‘que predice las cantidades con-
servadas correctas para el electrdn, neutrino y sus corréspon—
dientes antiparticulas, que aunada a un argumento de plausibi-
lidad convenientemente probado, nos permite predecir el ntmero
de tensores asociados con cantidades fisicas conservadas de la
ecuacibn de Dirac diferentes de cero.

Ademés, se evidencia en fqrma notable la utilidad ae con-
cebir como objetos matemdticos primarios a los espinores ‘sobre
los multivectores, para definir pr0piedades fisicas de interés

como son el espin y la quiralidad.
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