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Resumen

En este trabajo se introduce un enfoque geométrico de la mecanica cuéntica y se
discute el papel que toma el espacio proyectivo de Hilbert en el analisis del contenido
fisico de un sistema cuantico. Asimismo, con base en estas dos construcciones, se
estudia la dinamica de un sistema de espin s = 1, exhibiendo detalladamente la
manera en que se desarrolla esta formulacion geométrica y las ventajas y sutilezas

destacables que presenta esta vision.
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Introduccion

Durante las tltimas décadas uno de los principales problemas que ha surgido en la
fisica es el de crear una teoria que unifique todas las demés. Sin duda, se ha logrado
bastante, prueba de ello es la teoria cuantica de campos, que ha conseguido unificar
parcialmente tres de las interacciones fundamentales: la fuerza electromagnética, la
fuerza nuclear débil y la fuerza nuclear fuerte. Sin embargo, ain no existe una teoria
satisfactoria que incluya la otra interaccion fundamental, la gravitatoria.

Numerosas teorias han surgido para lograr ésto. Algunos de los intentos mas fa-
mosos e importantes son, por ejemplo, la teoria de supercuerdas o la teoria M [1],
cuyo enfoque principal consiste en crear una teoria cudntica de la gravedad. A pesar
de los grandes esfuerzos y desarrollos de estas teorias ain se esta lejos de conseguir
esta unificacion.

Existe un enfoque en cual se pretende abordar el problema desde otra perspec-
tiva, y consiste en "geometrizar" la mecanica cuéntica. Abhay Ashtekar (fundador
principal de la teoria de la gravedad cuéntica de bucles [2|) y T. Schilling en su ar-
ticulo “Geometrical Formulation of Quantum Mechanics” [3] muestran el panorama
que permite hacer esta formulacion geométrica de la mecénica cuéntica.

En la presente investigacion se aborda el problema de dar una descripcion geomé-
trica de un sistema cuéntico de espin, siguiendo la linea desarrollada en el articulo de
Ashtekar y Schilling. Referencias complementarias sobre esta descripcion geométrica
se pueden encontrar en [4, 5, 6.

La estructura de este trabajo estd compactada en cuatro capitulos; a continuaciéon
se dard un breve resumen de cada uno de ellos para mostrar la estructura general que

se sigue en esta investigacion.



En el capitulo primero se analiza un problema cuéantico bien conocido, la descrip-
cién de un sistema de espin s = 1/2 inmerso en un campo magnético (ver [7, 8, 9]).
Es aqui donde emerge la motivacion del problema a resolver, pues se exhibe cémo un
enfoque geométrico podria ser un buen punto de partida para ampliar el estudio del
sistema de espin 1/2 a otros méas generales. Ademas, en el desarrollo de este capitulo
sale a flote el porqué de la necesidad de trabajar en el espacio proyectivo de Hilbert
para estudiar los sistemas cuanticos.

En los capitulos 2 y 3 se desarrollan las definiciones y conceptos necesarios pa-
ra el entendimiento de este trabajo; asi como las herramientas matematicas que se
utilizaran para lograr la descripcion adecuada del formalismo geométrico.

El capitulo 2 esta dedicado en su mayoria a exponer la formulacién geométrica de
la mecénica cuantica. Al final de este se introduce el espacio proyectivo de Hilbert.
Naturalmente se utilizard un lenguaje afin con la geometria diferencial y simpléctica.
Algunos libros estandares sobre estos temas son [10, 11, 12, 13]. También, como
complemento, se pueden ver los siguientes tres escritos que fueron de bastante apoyo
[14, 15, 16].

En el capitulo 3 se define la constelacion de Majorana, la cual caracteriza los
sistemas cuanticos por medio de puntos en la 2-esfera y se explica como esta caracte-
rizacion se puede utilizar para representar el espacio proyectivo. El articulo original
publicado por Majorana sobre este concepto puede verse en [17], también se puede
consultar sobre ésto en [18, 19, 20].

En el capitulo 4 es donde finalmente se expone y resuelve el problema principal de
este trabajo: describir la dinAmica de un sistema de espin s = 1 utilizando una for-
mulacion geométrica. Paralelo a esto se presenta un teorema fundamental, el teorema
de Darboux, el cual muestra un marco canénico en el que siempre se puede abor-
dar un problema en una variedad simpléctica. Referente al teorema, su desarrollo y

demostracion se puede consultar |21].



Por 1ltimo, en el capitulo 5, mismo en donde concluye el desarrollo de esta in-
vestigacion, como complemento a todo lo estudiado aqui, se plantea de una manera
muy breve e introductoria un problema abierto que presentd (y no resolvié) Ingemar
Bengtsson en su articulo titulado “A curious geometrical fact about entanglement”
[22] en el cual muestra una caracteristica geométrica de los estados entrelazados:
Los estados maximalmente entrelazados forman una subvariedad lagrangiana mini-
ma. Dicho problema se acopla perfectamente con los temas estudiados aqui, por lo que
potencialmente representa un tentativo tema de investigacion ulterior a este trabajo.

La mayor parte de lo presentado en este capitulo se basa en el articulo de Bengtsson

[22], pero también puede consultarse [19] y [23] para informacion complementaria.



Capitulo 1

Dinamica de un Electrén en un

Campo Magnético

El origen de este trabajo comienza con el anélisis de un sistema fisico bien cono-
cido: un electron que se encuentra en una regién en la que hay un campo magnético
variable. Es importante mencionar que el campo genera dos interacciones en el elec-
tron, una estd asociada al espin intrinseco de éste y la otra es debida a su movimiento
en el espacio. Aqui nos concentraremos Unicamente en la evolucion del espin, la cual

nos permitira plantear la base para el desarrollo de esta investigacion.

1.1. Hamiltoniano de interaccién entre el espin y un
campo magnético

Consideremos una region del espacio en la que hay un campo magnético que pre-
cesa con velocidad angular constante alrededor del eje z, cuya evolucién esta descrita

por la siguiente expresion

B(t) = (Bsin(«) cos(wt), B sin(«a) sin(wt), B cos(a)) . (1.1)
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X
Figura 1.1: Campo magnético oscilante.
Supongamos ahora que colocamos un electrén en esta region. Este, debido a su

espin, posee un momento magnético intrinseco p, el cual, interactiia con el campo

magnético y genera un hamiltoniano de interaccion igual a [24]

H=p-B, (1.2)
donde
e -
=—S9 1.3
m= (1.3)
con S el operador de espin
~ h
S = 5&. (1.4)

Aqui 6 = (64, 0,,0.) y 6; son las matrices de Pauli

G,y = . Gy= | . G . (1.5)
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De este modo tenemos que la evolucion del sistema estd dada por la siguiente

ecuacion

)  eh
! ot 2m.

(B-6) vy, (1.6)

con [1) el espinor que describe el estado del electron

U1
) = : (1.7)
(0
Por simplicidad utilizaremos unidades tales que e = h = m, = 1. Asi, de la

ecuacion (1.2), tenemos que el hamiltoniano es

i B cos(a) e ™ sin(a) | (18)

2\ etsin(a) —cos(a)

En la siguiente seccion analizaremos la dindmica generada por este hamiltoniano.

1.2. Cambio de coordenadas y solucién a la ecuacién
de Schrodinger

Para estudiar este sistema nos vamos a "parar" en un sistema de referencia donde
el campo magnético esté fijo en el tiempo, es decir, un sistema que rota a velocidad
angular igual a la de B. Es evidente que la transformacion adecuada es una rotacion
alrededor del eje z por un dngulo wt.

Los espinores, cuando el sistema de referencia es rotado un angulo 6 alrededor de

un eje n , transforman por medio de la siguiente regla

) =T1), (1.9)

con T dada por |25]

T =e 27, (1.10)
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Considerando que 1 = (0,0, 1) y que § = —wt tenemos

w2 pw ~ \3 pw » \4

L ws LW (itg0.)? (it50.)° (it50.)
T =¢e"2 —I—i-ztzaz—i- 5 + i + 1 + (1.11)
Reagrupando los términos pares e impares y considerando que i?* = (—1)* y

(¢.)%* = I obtenemos

7= ]io: ((;Igf (%t)% + mf: (2(1;—413];)' (%t)%ﬂ. (1.12)

k=0 k=0
Recordando que sin(z f: —1>k 2kl v cos(z) = N z?* obtenemos
(2k + 1)!
k=0 k=0
la siguiente expresion para T

¢ " eéitw 0

T=TIcos )+ i0, sin el : (1.13)
2 2 0 6—%itw

Reescribamos la ecuacion de Schrodinger en el sistema de referencia definido por

T. Multiplicando la ecuacion (1.9) por la matriz inversa, 7', obtenemos

)y =T ¢), (1.14)

donde es directo ver que

T = . o] (1.15)
€2

Insertando ésto en la ecuaciéon de Schrédinger se tiene

8 1 H—1 4
i (71 ') = BT ). (116)
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Pero
& o a:f | >
9@y = Ly + 72 (117)
asi, sustituyendo la expresion anterior en (1.16) y despejando i =2+ W ! se obtiene
W) oo 0T
= = THT " —iT Y | ). (1.18)

La suma en el paréntesis del lado derecho de la ecuacion (1.18) (que definiremos
como H /) es el equivalente al hamiltoniano pero en el sistema de referencia rotante.

El término THT ! no es mas que la forma de H en el sistema de referencia definido

o7t

por la transformacion T, pero i1’ "ficticio" que aparece como

consecuencia de describir el problema en dicho sistema no inercial. Al desarrollar y

. . )
simplificar H tenemos

., 1 [ Bcos(a) —w Bsin(«)
H=- . (1.19)
2 Bsin(a)  —Bcos(a) +w

Antes de resolver la evolucion del sistema analicemos este hamiltoniano y compro-
bemos que es consistente con lo que esperabamos. La transformacion fue preparada
para observar a cada instante el campo magnético fijo en su posicion inicial; que justo
se encuentra en el plano z — z. Esto explica por qué los términos H12 y Hél (que
representan la contribuciéon del campo magnético de las componentes x y y en el sis-
tema de referencia rotante) ya no dependen del tiempo y ademads son reales, pues en
este sistema la contribucion del campo magnético en y es nula y en la direccién x es
Bsin(a).

Los términos en la diagonal representan la contribucion de la componente z del
campo. En este caso, aparte de la contribucion del campo original (B cos(«)), aparece
un término ficticio, equivalente a un campo con magnitud 7 en direccion —Z. Este
término extra hace que los estados roten en el sistema rotante cuando se encuentran en

reposo en el sistema de referencia original. Algunos casos se analizaran mas adelante.
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Regresando a la ecuacion de Schrodinger tenemos que ésta toma la siguiente forma

‘ z//l 1 [ Becos(a) —w Bsin(a) Uy
i . -

) - | b, (1.20)
(1S Bsin(«) —Bcos(a) +w (1

en donde el punto arriba de una variable representa la derivada con respecto al tiempo
de dicha variable.

Para resolver la ecuacion diferencial anterior es necesario imponer una condicion
inicial. La més general corresponde a un estado arbitrario en el espacio de Hilbert de
nuestro sistema de espin 1/2.

Dada una base ortogonal cualquier estado, |1), puede escribirse como una com-
binacién lineal de esta base. Si en particular consideramos la base formada por los

eigenvectores del operador ¢, tenemos que

a+ b
[Y) = (a+ 1) |+) + (c+id) |—) = E (1.21)
c+ di

Considerando que los estados deben estar normalizados a la unidad y la invarianza
al multiplicarlos por una fase podemos eliminar dos grados de libertad y escribir el

estado de la siguiente forma
cos (2)
wy=1 7 ] (1.22)
sin (5) e’

donde 0 < <7my0<~vy<2m.

Esta representacion nos permite identificar a cada estado con un punto de la 2-
esfera, con la propiedad de que puntos diametralmente opuestos corresponden a dos
estados ortogonales, correspondientes a la base formada por los eigenvectores de la

proyeccion del operador de espin sobre la direccién que definen los dos puntos.
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Con todo lo anterior tenemos que la evolucién del sistema estd regida por el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

N | .

U = 5 | (~Beos(a) +w) vy - Bsin(a)is)]

dy = & [~ Bsina)es + (B eos(a) - w) v

N =

cos(4

)
e sin(%)

[¥(0)) = (1.23)

cuya solucién exacta, ya en el sistema de referencia no primado, es

R ( () oon (1) 4 22 (1) (weos (3) = Beos (a = §>>) e

2 2 Q

2 2 Q

Wy = it (sin (Q> cos (@) _isin (5) (wsin (5) + Bsin (o - %))) . (1.25)

con

Q = /B2 — 2Bwcos(a) + w?.

En las ecuaciones (1.24) y (1.25) se puso v = 0 debido a que resulta ser insustancial

en la evolucion del estado y hace menos manejables las ecuaciones.

10
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1.3. Evolucion de los valores esperados del momento
angular

Con las ecuaciones (1.24) y (1.25), en principio, tenemos completa la descripcion
analitica del problema, pero, como puede verse, las expresiones no son muy sencillas
de manipular algebraicamente y ademas no hay mucho que se pueda interpretar fi-
sicamente de éstas. Sin embargo, geométricamente, el comportamiento del espin es
relativamente facil de estudiar y nos muestra caracteristicas muy importantes del
sistema.

Para poder mostrar esto es conveniente analizar la evolucién de los valores espe-
rados del espin en vez de estudiar directamente al estado. Consideremos el vector, S,
cuyas entradas son los valores esperados del espin en la direccion x, y y z, respecti-

vamente

S(t) = (Su(t), Sy(1), 5:(1)) , (1.26)

donde

Sit) = (V)] Sil(t)) (1.27)

A continuacién se muestran diagramas de distintos casos sobre la evolucién del

vector S(t) graficado paramétricamente.

» Campo magnético fijo en el eje z (a = 0)
Este caso ocurre cuando el campo magnético es constante y apunta en direc-
cion 2. Después de hacer todas las cuentas y simplificaciones (en mathematica)
tenemos la siguiente expresion para el vector de estado |¢) y para S

cos(%)

) = : (1.28)

e'Plsin(9)

S(t) = (sin(0) cos(Bt), sin(#) sin(Bt), cos(h)). (1.29)

11
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Notese que S, se mantiene constante en el tiempo y (S;,5,) traza una cir-
cunferencia con velocidad angular constante igual a B. Adema4s el vector S se

mantiene a todo momento en la esfera unitaria.

En la siguiente figura se muestra un diagrama del comportamiento del vector

S e . COS(%) T T 3r
(t) para tres estados iniciales, [¢(0)) = |, con 0; = §, %, (repre-

sentados por las respectivas flechas de color).

Figura 1.2: Evolucién de S para tres estados en un campo magnético alineado
al eje z.

En esta configuracion podemos imaginar que los electrones precesan alrededor
del vector B. Este comportamiento, como se esperaba, no depende de la orien-

tacion del campo. En la figura 1.3 se muestra la evolucién nuevamente de los

estados con 0; = £, 7, %” pero en el caso cuando el campo magnético forma un
angulo con el eje z de /3 y 7/2 radianes respectivamente y es (al igual que en

el caso anterior) independiente del tiempo.

12
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s,
_10 -05 00 0510

1,0 T ——— = |

| I -1.0 -0.5 0.0 05 1.0

Figura 1.3: Estados en campo magnético oblicuo al eje z.

Observemos que en los dos casos de la figura anterior el vector S precesa nue-

vamente alrededor del campo magnético. Este fenémeno es vélido siempre, los

electrones precesan alrededor de B.

Analicemos ahora casos en donde el campo magnético depende del tiempo.

» En resonancia (w = Bcos(a)) y estado inicial |+)

Cuando la velocidad angular es tal que w = Bcos(«) ocurre algo muy intere-
sante, pues como se puede ver de la ecuacion (1.19) esta frecuencia es tal que en
el sistema de referencia rotante la componente z del campo méagnetico es cero,
de modo que este apunta en direcciéon 2 visto desde el sistema no inercial.

1

Si consideramos |+) = nuestro estado inicial tenemos que

) = cos (3 Btsin(a)) | (1.30)

—isin (1Bt sin(a)) eBtos(@)

S = (sin(Bt sin(a)) sin( Bt cos(a) ), — sin( Bt sin(a) ) cos(Bt cos(a)), cos( Bt sin(a))).

(1.31)
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CAPITULO 1. DINAMICA DE UN ELECTRON EN UN CAMPO
MAGNETICO

De estas ecuaciones puede verse que después de un tiempo t, = 7/Bsina el
0

1

estado |+) habra evolucionado al estado |—) =

El siguiente diagrama muestra la evolucion del vector S de un tiempo t = 0 a

t = t, para este estado.

Sy 05
0.0 .

-05

-0.5

0.5

Figura 1.4: Evolucién del vector S asociado al estado |+) en resonancia.

El vector S empieza en el polo norte y llega hasta el polo sur rodeando la esfera.
Sigue esta trayectoria porque el campo magnético rota alrededor del eje z y S

va "siguiendo" al campo.

Veamos dos ejemplos més.
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cos(m/3)
sin(7/3)

Este ejemplo es muy similar al anterior, la tnica diferencia esta en el estado

= En resonancia y estado inicial [¢z) =

inicial. La siguiente figura muestra la evolucion del vector S.

Figura 1.5: Evolucién de S para el estado |tz ) en resonancia.

Notemos que se tiene un comportamiento similar al anterior, pero en este caso el
vector S no recorre toda la esfera, sino que se queda acotado entre dos paralelos

con altura respecto al ecuador de =+ cos(m/3).

= Estado inicial paralelo al campo magnético

Este estado fue preparado de modo que sea paralelo al campo magnético visto
desde el sistema de referencia rotante en ¢t = 0. En este sistema, la componente

z del campo aparenta ser B, = cos(«a) — w mientras que B, = sin(a) (ver ec.

0
cos(5
1.19). De este modo se tiene que el estado inicial |¢(0)) = ) , con

sin(%)

0 = arctan(sin(«a)/(cos(a) — w)) (1.32)

es paralelo a B en el sistema de referencia rotante. En la figura 1.6 se muestra

la evolucién de S en rojo y el campo magnético en azul.
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00,

) |
10710

Figura 1.6: Evoluciéon de S para estado paralelo al campo magnético en el sis-
tema rotante.

Como puede verse tanto S y B precesan alrededor del eje z. Esto es nuevamente
consistente con lo esperado, pues un estado alineado al campo magnético deberia
quedarse estético; pero fue puesto asi en el sistema rotante, por lo que al pasar
al sistema original rotara a la par con el campo magnético, aunque ya en el
sistema original, S estd mas abajo que B; consecuencia de que se aline6 con un

campo "ficticio".

1.4. Analisis y generalizacién del problema

El desarrollo anterior sobre la dindmica de un sistema cuantico de espin 1/2 es
el punto de partida para la posterior generalizacion del problema. Resaltemos los
detalles de mayor relevancia sobre los cuales descansa la motivacion del tema central

de este trabajo.

El primero es que la dinamica del espin es esencialmente la misma en todos los
casos, el electron precesa alrededor del campo magnético. Si el campo varfa con el
tiempo igual precesara alrededor de éste pero a cada instante; por lo que estudiar
el sistema tnicamente con un campo magnético constante es suficiente para una

descripcion general del problema.
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Otro detalle importante es que, aunque el espacio de Hilbert para un sistema
de espin 1/2 es, en principio, un sistema 4-dimensional, por medio de la condicion
de normalidad de los estados y la libertad en la fase de éstos pudimos reducir dos
grados de libertad en el espacio. Esto tltimo, evidentemente, es valido en cualquier
sistema cuantico y lo que esta en el fondo es que el contenido fisico de un sistema
estd determinado totalmente por un espacio muy importante: el espacio proyectivo

de Hilbert.

Por otro lado, el éxito en la resolucién del problema se debi6 en gran medida a
que estudiamos el sistema por medio de la evolucion del vector S, el cual, se man-
tenfa siempre en la esfera unitaria y trazaba trayectorias faciles de caracterizar. Es
decir, logramos describir y resolver el problema utilizando un enfoque mayormente

geométrico en lugar de algebraico.

Finalmente, en este caso particular resulta que el vector S coincide con una repre-
sentacion cuantica de los sistemas en la cual los estados son identificados por medio
de puntos en la esfera unitaria. Esto sugiere que es conveniente describir los sistemas

en esta representacion, conocida como la constelacion de Majorana.

Lo anterior nos motiva a estudiar un sistema cuantico de espin s = 1 inmerso en
un campo magnético constante, pero apoyandonos en la representacion de Majorana y
utilizando un formalismo bastante ttil, que consiste en identificar el espacio de Hilbert
con una variedad simpléctica; haciendo que el problema, inicialmente algebraico, se

convierta en uno geométrico.
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Capitulo 2

Formulacion Geométrica de la

Mecanica Cuantica

El proceso formal de describir un sistema cuéntico en términos geométricos con-
siste esencialmente en transcribir el espacio de Hilbert y su correspondiente dinamica
en términos del formalismo de la mecanica hamiltoniana.

Esto altimo podria parecer una regresiéon en el problema, pues estamos haciendo
una formulaciéon clasica de un problema cuantico, pero, en cierto modo, surge de
manera natural y conceptualmente es un tratamiento muy 1til e importante.

El punto de partida de la construccion es que el espacio de Hilbert de cualquier
sistema cuantico puede ser identificado como una variedad de Kihler. Esto inmedia-
tamente permite dar una formulacién geométrica de los postulados de la mecéanica
cuadntica, la cual, aunque equivalente a la formulacién algebraica, proporciona un
enfoque distinto y cada una puede tener sus respectivas ventajas, dependiendo del
contexto del problema.

Las herramientas y conceptos para hacer dicha formulaciéon de manera precisa
son avanzados y muy técnicos, asi que solo se explicardn de manera introductoria,
mencionando las ideas principales y sin entrar a detalle con todos los fundamentos
matematicos.

Las referencias basicas de este capitulo son |2, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16].
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CAPITULO 2. FORMULACION GEOMETRICA DE LA MECANICA
CUANTICA

2.1. Espacio de Kihler

A continuaciéon mostraremos la manera en que un espacio de Hilbert puede iden-
tificarse con una variedad de Kéahler. Antes que nada, una variedad de Kéahler es una
variedad con tres estructuras mutuamente compatibles: una estructura compleja, una
estructura riemanniana y una estructura simpléctica. Esta tltima, la estructura sim-
pléctica, se obtiene cuando en una variedad se puede definir una 2-forma, €2, que es

cerrada y no degenerada [26]
s dQ) =0,

» Para todo X # 0 € M existe Y tal que Q(X,Y) # 0.

Consideremos el espacio de Hilbert y una base sobre este {|oy)}. Sea ahora |¥)

un ket arbitrario en el espacio

U) = i low), (2.1)

donde 1, = ¥F + il. A cada ket le asociamos el siguiente objeto W

ot
R \IJR
U)W e= | = : (2.2)
1 \I/I
w[

El conjunto de todos estos elementos forman la variedad, que denotaremos como
M, ademas, la eleccion de la base {|oy)} define las coordenadas locales de nuestra

variedad [3]

(okl¥) = (ar + ipk), (2.3)
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es decir, las variables {)F 4!} son el conjunto de nuestras coordenadas y momentos
generalizados, respectivamente.

La estructura compleja es adquirida por medio de un operador

J: M — M, (2.4)
que cumple la siguiente propiedad
\I’R _\I,I
J = (2.5)
wl yhk
Notemos que J2 = —I; por lo que J toma el papel del niimero imaginario 4.

La estructura simpléctica y riemanniana de la variedad son dotadas a través del

producto interno definido en el espacio de Hilbert. Consideremos dos kets arbitrarios

)= dlow), 1) =) dlow). (2.6)

Definimos a G y 2 como las matrices 2n X 2n que hacen que se cumpla la siguiente

ecuacion

' |
<@m»::§@TG¢+-%wTQ¢, (2.7)

donde ¥ y & estan definidos como en la ecuacion (2.2). Por las propiedades del
producto interno se puede probar que G es un producto interior definido positivo no
degenerado y por tanto define una estructura riemanniana en la variedad y también
que € define una forma simpléctica en el espacio. Ademas, se puede mostrar que [19]

Gy = Q) (2.8)

y como se tiene que J? = —1I entonces la tercia (J, G, Q) forma un espacio de Kéhler.
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La forma simpléctica, €2, nos permitird formular una dinadmica (en el espiritu de
la mecanica hamiltoniana) equivalente a la dindmica generada por la ecuacion de
Schrodinger en el espacio de Hilbert.

La métrica G, por otro lado, contiene informacién cuéntica que no tiene equiva-
lente clasico. Esto se debe a que esta asociada con el producto de Jordan entre los
operadores del espacio de Hilbert, por lo que esta relacionada, por ejemplo, con el
principio de incertidumbre de Heisenberg o el colapso de la funcién de onda ocurrido
durante el proceso de medicion [3]. En este trabajo no nos concentraremos en esta
parte sino en todo lo referente a la forma simpléctica.

Para familiarizarnos con los conceptos previos veamos un ejemplo particular; es-

tudiemos el espacio de Kéahler para un sistema de espin s = 1/2.

Espacio de Kihler para s =1/2

Consideremos un sistema con espin s = 1/2 y sea |¥) un ket arbitrario

Ui+ iy
W) = - (2.9)
Py + ity
Por conveniencia etiquetaremos las partes real e imaginaria con indices del uno al

cuatro para asi escribir al ket de la siguiente manera

b)) = Grtids) (2.10)

o + 19y

De este modo tenemos que el elemento asociado al ket en la variedad de Kéahler

es

U= . (2.11)

21
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Para definir al operador J notemos lo siguiente
—3 +1
i) =i |U) = st (2.12)
—thy + 19y
Se sigue que
—13
o | 7 (2.13)
U
V2
Lo anterior nos sugiere definir a J de la siguiente manera
00 -1 0
00 0 -1
J = (2.14)
10 0 O
01 0 O
Bajo esta definicion se cumple que J? = —1.
. . ¢1 + i3 .
Para encontrar G y €) consideremos el siguiente ket |®) = y escriba-
P2 + iy

mos el producto interno entre |¥) y |®) de la forma sugerida en la ecuacion (2.7)

(V]®) = %(21/11?51+2¢2¢2+2¢3¢3+2¢4¢4)+%(2¢1¢3+2¢2¢4—2¢3¢1—21/14@)- (2.15)

Por inspeccion es facil concluir que las expresiones para G y €2 son

000
2 00
020
0 0 2

=21, (2.16)

o O O N
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0 0 20
0 0 0 2
0= = 2. (2.17)
-2 0 00
0 -2 0 0

Notemos que estas definiciones son consistentes con la ecuacion (2.8) ya que

QOJ =-2J*=2]=G. (2.18)

Por ultimo, construyamos los operadores analogos a las matrices de Pauli; empe-

cemos con o,. Se tiene que

thy — i)y
o, U) =0, |¥) = . : (2.19)
—3 + 1
De aqui obtenemos
Y4
o, U = ¥ : (2.20)
—s
U1
y por lo tanto
0 0 0 1
0 0 —-10
oy = Xy = (2.21)
0 -1 0 0
1 0 0 O
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De manera analoga tenemos
(e U1
o, U = ¢1, o, U = & : (2.22)
Py V3
V3 —4
y entonces
0100 1 0 0 0
1000 o, 0 0 —1.0 O o, 0
E.Z‘: == s EZ: =
0001 0 o, 0 0 1 0 0 o,
0010 0 0 0 -1
(2.23)

Con lo anterior ya tenemos completa la estructura de nuestra variedad, pues re-
cordemos que las matrices de Pauli, junto con la identidad, son una base para el
conjunto de los operadores hermitianos en el espacio de Hilbert.

El ejemplo previo muestra como obtener la estructura del espacio, pero para fina-
lizar la construccion evidentemente nos falta describir la dindmica de un sistema en

dicho espacio. Esto es precisamente lo que desarrollaremos en la siguiente seccion.
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2.2. Dinamica en la variedad de Kahler

Ya descrita la estructura de la variedad de Kéahler analicemos la dindmica en el
espacio.

En la mecanica hamiltoniana los observables estan identificados por funciones
reales. A cada funcion, f, se le asocia un campo vectorial hamiltoniano, X, el cual
estd determinado por la forma simpléctica de acuerdo a la siguiente definicion:

Decimos que Xy es el campo vectorial hamiltoniano de f si para todo campo

vectorial Y se cumple [4]

df(Y) = Q(X;,Y). (2.24)

De lo anterior, en coordenadas locales (ver apéndice A), se tiene que

Xi=—(Qhrdf,. (2.25)

Otra definicién importante es la del corchete de Poisson de las funciones f y g

{f 9} = Q(Xp, Xy). (2.26)

En particular si H es el hamiltoniano del sistema se tiene que la dindmica del sistema
viene descrita por el flujo de éste, es decir, la trayectoria del sistema, W(t), satisface

la ecuacion diferencial

U = Xy (2.27)

Por otro lado, en la vision algebraica, la evolucion del sistema esta regida por la

ecuacion de Schrodinger

o) 4
i =HY). (2.28)
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Si hacemos la identificacion de cada término por su correspondiente en la variedad
tendriamos que la ecuacion equivalente de Schrédinger tomaria la siguiente forma
ov

T = HY, (2.29)

o equivalentemente

U =—JHU. (2.30)

Notese que estamos usando el simbolo "A" arriba de H para denotar al hamilto-
niano en el espacio de Hilbert y "~"para denotar el hamiltoniano en el la variedad
de Kéhler.

Escribamos al operador H de la forma mas general posible en alguna base arbi-

traria

HE +HI, HE+iHL, ... HE +iH]

A HE +iHE HE +iHL, ... HE +iHE
= : , , (2.31)

HE +iHl, HE +iHL, ... HE +iH!

Con desarrollos analogos a los hechos en el andlisis de espin 1/2, se puede mostrar
mostrar que H , el hamiltoniano en la variedad, y el operador J tienen la siguiente

forma

0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 -1 0
00..0 0 0 ..-1 0 —I,
J = - : (2.32)
10...0 0 0 ... 0 L, 0
01 00 0 0
0 0 1 0 0 0
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HE HE ... HE -—-Hl -HL, ... —HIL
HE HE ... HE -—-HI —-HL, ... —HI
& HE gE . HE —HI gl ... —H! Re[H] —Im[H]
Hl, H, ... H HE HE ... HE Im[H| RelH]
HL, HL, ... HI HE HE ... HE
HI, HIL ... H! HE HE . HE

(2.33)

Reescribiendo la ecuacion (2.31) con estas definiciones tenemos

* R
I I I R R R R
1?1 Hll H12 Hln Hll H12 Hln 1
+ R
I 1 I R R R R
77Z)2 H21 H22 H2n H12 H22 HQn 2
- R
I I I R R R R
wn o Hnl Hn2 te Hnn Hnl Hn2 to Hnn n
. T - )
R R R 1 1 I 1
wl _Hll _Hl2 _Hln Hll H12 Hln 1
I
R R R I I I I
wQ _H12 _H22 e _H2n H21 H22 tot H2n 2
< I
_ 1R _HR _HR H] H[ HI ¢I
wn Hnl n2 e nn nl n2 nn n
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con lo que obtenemos las siguientes ecuaciones que codifican la evolucion del sis-

tema en M de manera equivalente al espacio de Hilbert

n

Of =) (H{pf + HiW)),

1

n

Pl = (HLwf + HE)), (2.34)
1

O =) (—Hiw + Hi)),

1

n
V=) (FHI + Hiwl).
1

La cuestion inmediata que surge es si siempre es posible definir una funcion,
H : M — R, cuyo campo vectorial hamiltoniano defina un flujo que reproduzca las
ecuaciones anteriores. Con ésto tendriamos que la dinamica en el espacio de Hilbert
se puede traducir de manera totalmente equivalente al espacio de Kéhler.

Resulta que siempre es posible encontrar esta funcién hamiltoniana y probaremos

que justo resulta ser el valor esperado del operador H 3]

H = (y|H|p) = VTHU. (2.35)
Explicitamente:
HE ... HE —HI, .. —HL\ [yR
. (R Y N | HE . HE —HL ... —H], R
= 1/}7 R n? wJ AR wn>
! ! g, ... H. HE ... HR !
HY ... H! HE .. HE !
(2.36)
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Desarrollando se tiene

H = 2:}: (WiHEE — R HL ] + ol HL YR + o] HT) . (2.37)

=1 j=1
Ah i elegi 1 denad R R Rl apl ) 1a fi implécti
ora, si elegimos las coordenadas (1%, 5", ..., .5 1,5, ..., ;) la forma simpléctica

toma la siguiente expresion

= 2(df A dipl + df A dipd A dB A dyl). (2.38)

O en forma matricial

N=2 ; (2.39)
-1, 0
con inversa
Q== (2.40)
2\1, 0
Asi, considerando que
OH OH OH OH
dH = 2.41
(et = v vt vt -
el campo vectorial hamiltoniano de H (ver (2.25)) se ve como
OH
B
1| 2
— d)n
X=5| ™| (2.42)
ol
_OH
B
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Por otro lado, derivando (2.37) con respecto a
ZZ (O HEWE + RHES; — sy HLY! + I HLS )
i=1 j=1
= 3 [ + HEE — (i~ 1)), (2.43)
i=1
Pero sabemos que H debe ser hermitiano, de modo que
H}=HE,  H) =-HL. (2.44)
Por lo tanto
OH o
OB =2 [l — ). (25)
k =1

De manera totalmente analoga al derivar con respecto a 1. se obtiene

8H

. R I R

Sustituyendo (2.45) y (2.46) en la expresion para Xy tenemos
Yo [Hi] + Hi [

m O THERWD + HI R
XH: Zz:l[ ni + n z] 7 (247)
Sy [ — Hifpft + H{]

Zz 1|: HR R Héz 7,I:|

v de la ecuacion (2.27)
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la dindmica del sistema queda descrita en las siguientes ecuaciones

n

Ot =Y (HGw! + Hip),

1

n

Uk = Y (G + Hiwf), (2.48)
1

O =) (SHEWT + Hiy),

1

n
U =D (—HZWT + Hi).
1
iQué son exactamente las mismas de la ecuaciones de (2.34)! Es decir, la ecuacion
U = Xy con H = ()|H|tp) es completamente equivalente a la ecuacion de Schrédin-
ger.
Nuevamente, para aterrizar ideas, analicemos el caso de s = 1/2 con un campo

magnético paralelo al eje z.
Dinamica para s =1/2
Consideremos un sistema de espin s = 1/2 inmerso en un campo magnético uni-

forme en direccion z. Por la ecuacion (1.2) tenemos que H = gaz. Calculemos el valor

esperado de este hamiltoniano

B2 0 0 0 "
- —-B/2 0 0 B
H = \IJTH\P = (d}la ¢2777/J37¢4) / 1/}2 = E<w%_wg+¢§_¢i)
B/2 0 Vs

0 0 0 —-B/2) \u
(2.49)
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De lo anterior tenemos

dH = B <¢1 —2 Y3 —¢4> : (2.50)

Para conocer el campo vectorial hamiltoniano de H es necesario saber la expresion

de la forma simpléctica y su inversa. Como ya se vio anteriormente se tiene

: (2.51)

[l e R VA )

0 0 -1/2 0

0 0 0 —1/2
Ol = / , (2.52)

por lo que el campo hamiltoniano de H es

V3

Ny —otam =B 7Y (2.53)
2w
1

(2

Asf, de (2.27) (I = Xj) obtenemos las siguientes ecuaciones

- B

P = 5%7
o = —gm, (2.54)
ZZ}S = _§¢1a
du= i
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Con la ecuacion de Schrodinger las ecuaciones de evolucion serian

21 = Ay (2,59
0 sea
;;1 + upg _ (B2 0 vty 2.56)
Yo + 1y 0 —-B/2 o + 11y
Desarrollando y multiplicando por —i tenemos
Wy + iy _B Yy — it | (2.57)

¢2 + i¢4 2 —y + iy
lo cual, igualando las partes real e imaginaria de cada lado de la ecuacion, implica las

mismas ecuaciones de (2.54).

Para concluir este nuevo formalismo falta analizar un importante detalle que tie-
ne que ver con el espacio que realmente contiene la informacién fisica del sistema.
Recordemos que el espacio de Hilbert en mecanica cuantica contiene mas estados de
los que realmente nos interesa estudiar, pues todos los estados que difieren en alguna
constante multiplicativa tienen exactamente la misma informacion fisica. Resulta que
los elementos del espacio proyectivo asociado al espacio vectorial de Hilbert, que a
partir de ahora lo llamaremos como espacio proyectivo de Hilbert, estan relacionados
univocamente con los estados puros del sistema, por lo que es sumamente conveniente

estudiar este espacio. En la siguiente seccion definiremos detalladamente este espacio.
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2.3. El espacio proyectivo de Hilbert

El espacio de Hilbert en mecanica cuantica tiene cierta redundancia en lo que se
refiere al contenido fisico del sistema, pues en realidad todos los estados que difieren
en alguna constante multiplicativa representan fisicamente el mismo estado; por esta
razon es conveniente trabajar en un espacio que solo contenga a los estados puros, el
cual, resulta coincidir con el espacio proyectivo de Hilbert.

La primera restricciéon es considerar inicamente al subespacio H,, conformado por

los estados que cumplan la condiciéon

(¥]0) = 1. (2.58)

Lo anterior no es otra cosa que la conocida condicién de normalizacion. Esto no
determina completamente al ket |1}, pues éste puede ser multiplicado por cualquier
nimero de la forma A = €* y nuevamente tenemos que representa el mismo estado.
Es decir, los estados cuanticos son independientes de factores de fase globales.

Para solucionar esa ambigiiedad entre los estados definimos la siguiente relacion

de equivalencia ~

v~¢ sty solo si 1) = e, (2.59)

y definimos el espacio

Ho=H,/ ~ . (2.60)

A dicho espacio se le conoce como el espacio proyectivo de Hilbert y es al que
consideramos como el espacio real de Hilbert, pues tiene todo el contenido fisico del
sistema.

Con lo anterior ya estamos en condiciones de estudiar nuestro sistema de espin
usando este enfoque simpléctico de la mecanica cuantica que hemos desarrollado en
el presente capitulo, pero antes de hacerlo desarrollaremos otro concepto que esta
intimamente relacionado con el espacio proyectivo de un sistema genérico de espin y

que nos ayudara mucho en el andlisis que haremos.

34



Capitulo 3

Constelacion de Majorana

La constelaciéon de Majorana ofrece una vision geométrica que es bastante 1til
para estudiar un sistema de espin en el espacio proyectivo. Consiste en caracterizar
un estado arbitrario de espin s por una configuracion tnica de 2s puntos sobre la
2-esfera. Fista es una imagen que hace que un espacio de Hilbert de alta dimension

sea mas facil de comprender. Veamos como se construye dicha constelacion.

3.1. Construccion de la constelacién de Majorana

Consideremos un estado arbitrario [¢)) de espin s y desarrollémoslo en la base

dada por los eigenvectores del operador S,

s

) = > cmls,m). (3.1)

m=—s
Para encontrar la constelacion de Majorana de [1)) en la base |s,m) le asociamos
al estado un polinomio con variable auxiliar compleja 2, conocido como el polinomio

de Majorana, Py (2), el cual se define de la siguiente manera

P = 3 o (2 Yo 3.2)

S—m
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Notemos que (salvo unas excepciones que analizaremos a continuacion) Py (2) es
un polinomio con coeficientes complejos de grado 2s.

Sean wy = aj + ib, con k = 1,..,2s las 2s raices de PM(Z). Cada una de las estas
raices puede ser mapeada a un tnico punto en la esfera unitaria por medio de la

proyeccion estereografica desde el polo sur

Pk _ 26Lk 2bk 1—&%—6%
l+a2+b 14+al+b02 1+a2+0b07)

Estos 2s puntos en la esfera, que se conocen como estrellas del estado, definen la
constelacion de ) en la base |s, m).

Existen estados particulares en los que su polinomio de Majorana no es de grado
2s y por tanto hay problemas al definir su constelacion. Ilustremos con un ejemplo.

Consideremos el siguiente estado en un sistema de espin 1

D) = ¢ |1,0) + c_y [1,—1). (3.3)

Como s = 1 su constelacion deberia de consistir en dos estrellas, pero observemos
que c¢; = 0y por tanto el polinomio de Majorana serd de grado 1; por lo que su cons-
telacion tendra un solo punto en la esfera. La solucion a este problema la obtenemos
observando que si en el estado anterior tomamos ¢; = € y hacemos tender € — 0 el
modulo de una de las raices del polinomio de Majorana de dicho estado tenderd a
infinito, por lo que el punto en la esfera asociado a esta raiz estara cada vez més cerca
del polo sur. Por lo anterior, si ¢; = 0 anadimos un punto situado en el polo sur de
la esfera a la constelacion.

Lo dicho previamente nos sugiere como se debe manejar el problema para los casos
generales que son similares.

Consideremos un estado en un sistema de espin s

s

)= 5" e ls,m) (3.4)

m=—s

tal que ¢; = ¢s.1 = ... = ¢, = 0. Esto implica que el polinomio de Majorana
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de |¥) es de grado 2s — k y por tanto tendra unicamente 2s — k raices. De manera
andloga al caso anterior, si hacemos que cada uno de estos k coeficientes tienda a
cero tendremos que el mismo nimero de raices irdn al infinito; por lo que k& puntos
en la constelacion estaran méas y mas cerca del polo sur. Por lo tanto, si un estado es
tal que cs = cs_1 = ... = cs_ = 0 la constelacion de dicho estado consistira en los
2s — k puntos en la esfera correspondientes a las raices del polinomio de Majorana y
k puntos situados en el polo sur.

Entre otras, una propiedad muy interesante de la constelaciéon de Majorana es la
siguiente.

Supongamos un estado arbitrario, |1}, expresado en la base de los eigenvectores
de S, y consideremos una rotacion del espacio fisico tal que el vector z va a dar al
vector 1. Esta nueva direccion (al igual que las direcciones z,y y Z) tiene asociado un
operador gn, el cual induce una nueva base |s, m>/ en el espacio de Hilbert, de modo

que

) = din|s,m) . (3.5)

m=—s
Resulta que cuando |¢) se rota en el espacio de Hilbert su constelacion (la cual
sera diferente porque estara asociada a la base |s, m)/) se rota en el espacio fisico [19].
Esto evidentemente es una gran ventaja con respecto a la vision del estado en
el espacio de Hilbert, pues la matriz de transformacion entre estas dos bases es de
dimension (2s + 1) x (2s + 1), la cual, para valores de espin mayores a 2, suele ser

muy dificil de calcular.
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3.2. El espacio proyectivo a partir de la constelaciéon
de Majorana

Si tenemos un conjunto de 2s puntos arbitrarios en la 2-esfera, con una construc-
cion analoga pero en sentido opuesto se puede encontrar el vector de estado en el
espacio de Hilbert correspondiente a dicha distribuciéon de puntos. El procedimiento
seria el siguiente:

Dado un conjunto {(zx,yx, 2x)} de 2s estrellas podemos mapear éstas al plano

complejo por medio de la funcién inversa de la proyecciéon estereografica

T, 1Yk
+ ;
2k + 1 2k + 1

Wy =

después generamos el polinomio cuyas raices son precisamente estos 2s puntos en el
plano. Asi, identificando coeficientes, podemos encontrar el estado asociado a las 2s
estrellas.

Lo anterior nos permite identificar el espacio proyectivo de Hilbert por medio de
la constelacion de Majorana [19], es decir, para un sistema dado, cada constelacion
puede identificarse con uno y solo un elemento del espacio proyectivo. Lo anterior es
evidente ya que, por construccion, la constelacion de un estado |¢)) es exactamente
la misma que la de todos los estados de la forma a |¢)) con a un nimero complejo
arbitrario.

Veamos un ejemplo para aclarar ésto y que nos servird més adelante.

Consideremos un sistema con espin s = 1y la constelacion de un estado arbitrario.
Como estamos en s = 1 la constelacion consiste en dos puntos, P; y Ps, en la 2-esfera,

los cuales los podemos escribir de la siguiente forma general

P, = (sin 6, cos ¢q, sin 0y sin ¢y, cos b)),
Py = (8in 65 cos ¢, sin O sin ¢, cos 65). (3.6)

Ahora bien, por medio del procedimiento que se menciond previamente llegamos a
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que el estado (ya normalizado) asociado a esta constelacion de dos puntos es

VBeos (%) con (%)
e sin (%) cos (%) + 2 sin (%) cos () | - (3.7)

2
ﬁei(¢1+¢2) sin (%1) sin (92)

e

V2

¥) =

La expresion anterior define el mapeo de inclusion del subconjunto de los estados
normalizados, H,, al espacio de Hilbert. El espacio proyectivo de Hilbert, H, se define
como el conjunto de todas las clases de equivalencia de la relacion donde dos elemen-
tos estan relacionados si difieren solo por una fase. De este modo, podemos utilizar
un elemento de cada clase de equivalencia para representar el espacio proyectivo de
Hilbert.

Si elegimos arbitrariamente p = 0 (o cualquier otro valor) el conjunto de pa-
rametros reales (61, 6s, ¢1, ¢o) identifica univocamente el espacio proyectivo, con el

siguiente mapeo de proyeccion

m:H, > H,
Veos (%) cos (%)
T([Y(p, 0, ¢:))) = % 1 sin (4) cos (%2) + e*2sin (2) cos (%) | - (3.8)

2
V/2ei(91+¢2) gin (%1) sin (62)

Observemos que, a diferencia de un estado arbitrario de s = 1, el ntimero de grados
de libertad es cuatro en lugar de seis.

Lo siguiente que se debe hacer es encontrar la expresiéon de la forma simpléctica
asociada a este espacio, para asi poder proseguir con el andlisis de la dindmica del
sistema, pero dejaremos esto para el siguiente capitulo y concluiremos el presente ana-

lizando cualitativamente unos pocos ejemplos sobre las constelaciones de Majorana.
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3.3. Ejemplos de constelaciones

Para finalizar este capitulo mostraremos ejemplos de algunas constelaciones. Cuan-
do el estado esté en un espacio de dimension muy alta denotaremos a |¥) = ¢ |s, s) +

Css—1 8,8 — 1), ..., cs|s, —s) como |W) = (c5, Cs_1, ..., C_s).

s [U) = (2+44,3,4,7—3i,1,—1,1—2i,2i,1+5i,0,—i — 1,2)

. ‘
00 el
9_5L“*L.._/

10](;-4_4"";%54‘._\_“%
Figura 3.1: Constelacion del estado |¥) en un espacio de espin s = 11/2.

En la figura anterior se muestra la constelacion de un estado de espin s = 11/2.

Notese que dicha constelacion consta de 2s = 11 puntos sobre la esfera unitaria.

s |U) = (4—104)]2,1) + 10]2,0) + (8 + i) [2, —1)

Figura 3.2: Constelacion de un estado con espin s =2 tal que co =0y c_5 = 0.
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En 3.2 se muestra la constelacion de un estado de espin s = 2 tal que co =0y
c_o = 0 por lo que, como puede verse en la figura, en su constelacion tiene un

punto en el polo sur y en el polo norte.

Existen estados en los que la constelacion tiene un patréon bastante curioso, en

las siguientes figuras se muestran cinco estados representativos de dicho patron.

» Estados de la forma |¥) = (1,1, ...,1,1) para s = 7/2,10, 50, 150

Figura 3.3: Constelacion de cuatro estados de la forma |¥) = (1,1,...,1,1).
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w |U) = (3cos(i) + 2isin(i) : 1 < i <60)

Figura 3.4: Constelacion de un estado con puntos distribuidos sobre la elipse

2 2
T+ =1
En estas ultimas ilustraciones vemos que la constelacion de los respectivos estados
consta de puntos distribuidos en el ecuador de la esfera y eventualmente éstos se van

abriendo formando dos ramas simétricas. La naturaleza de este extrano e interesante
fenémeno esta fuera de los propésitos de este trabajo, pero se muestra a modo de
ejemplo. Podria tratarse simplemente de una patologia (o maravilla) matemética de

los polinomios complejos o alguna propiedad interesante de los sistemas cuénticos atin

desconocida.
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Capitulo 4

Formulaciéon geométrica de un
sistema cuantico de espin s =1 en un

campo magnético

En el capitulo 3 vimos la manera en la que el espacio de Hilbert puede identificarse
como una variedad de Kéahler, en la cual, por medio de la forma simpléctica inherente
al espacio y los valores de expectacion de los operadores, desarrollamos una dinémica
equivalente a la de la mecanica cuantica. Después discutimos sobre la importancia
de trabajar en el espacio proyectivo, pues ahi tenemos una descripcion pura de los
estados fisicos de los sistemas.

Por otro lado, en el capitulo pasado vimos como la constelacion de Majorana nos
permite estudiar un sistema cuéntico de espin directamente en el espacio proyectivo
de Hilbert.

Es claro que ya tenemos toda la teoria para poder hacer la descripciéon de cualquier
sistema cuantico con esta formulacion geométrica de la mecanica cuéntica y precisa-
mente ésto es lo que haremos aqui, vamos a desarrollar la dinamica de un sistema de

espin s = 1 inmerso en un campo magnético usando este enfoque.
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4.1. Espacio proyectivo del sistema

En esta seccion vamos a construir el espacio proyectivo de Hilbert, para después
poder analizar la dindmica. Consideremos un sistema de espin s = 1; en el capitulo
3 ya hicimos la construccion del espacio de Kéhler para un sistema de espin s = 1/2,
la construcciéon en este caso es enteramente analoga.

Sea |U) un estado arbitrario en el espacio de Hilbert

Py + 1y
(W) = | ¢y +its | - (4.1)
3 + g

Denotamos como ¥ su respectivo elemento en la variedad, el cual tiene la siguiente

forma

¢1
1/}2
Vs
Vs
Vs
Ve

Considerando las coordenadas (11, ¥, 13, 14, U5, 1), la forma simpléctica del es-

pacio se ve como

Q = dipy A dipy + dipg A dips + dips A difg, (4.3)

cuya expresion matricial es

0 0 0 200
0 0 0 020
0 0 0 00 2

Q= (4.4)
2.0 0 000
0 -2 0 000
0 0 —2000
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Lo anterior define la estructura del espacio de Hilbert como una variedad real,
pero recordemos que el espacio que realmente nos interesa es el espacio proyectivo de
Hilbert.

En la seccion 3.2 vimos que podiamos representar a cada punto del espacio proyec-

tivo eligiendo un elemento de cada clase de equivalencia, en particular los elementos

V2 cos (%1) cos (%2)
[v) = % e sin (%) cos (%) + "2 sin (%) cos (%) (4.5)
V26! (@1+92) gin (&) sin (62)
identifican al espacio H con las cuatro coordenadas (61, 0s, @1, @) correspondientes a
las dos estrellas de las constelaciones de Majorana.

Desafortunadamente al intentar escribir la forma simpléctica para el espacio pro-
yectivo en estas coordenadas las expresiones algebraicas son muy largas, haciendo que
la dindmica no se pueda estudiar.

Para solucionar ésto describiremos el espacio proyectivo apoyandonos nuevamente
en la constelacion de Majorana pero desde otra perspectiva. Esencialmente vamos a
hacer un cambio de coordenadas, el cual, presentara dos ventajas:

La primera es que el andlisis algebraico sera mucho maés sencillo.

Y la segunda es que las nuevas coordenadas se ajustan mejor al contexto del
problema, ayudandonos principalmente a interpretar los resultados de manera maés
eficaz.

La forma de definir nuestras nuevas coordenadas para el espacio proyectivo es la
siguiente.

Consideremos las dos estrellas de una constelacion arbitraria y construyamos el
triangulo cuyos vértices son estas dos estrellas y el origen, como se muestra en la

siguiente figura
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Figura 4.1: Triangulo formado por las estrellas de una constelacion arbitraria.

Si imaginamos a este triangulo como un cuerpo rigido plano (es decir que esta
contenido en un plano), siempre podemos hacer una rotacion, R, que lo coloque en
una configuraciéon simétrica al eje z y tal que el plano al que pertenece el cuerpo sea

paralelo al plano y — 2z, como se ilustra en la siguiente figura.

Figura 4.2
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Para lograr la configuracion anterior a partir de la configuracion arbitraria de la
figura 4.1 son suficientes tres angulos (6, ¢, x), tales que:

¢ es el angulo con respecto al eje x que hace la recta en la cual se debe rotar el
cuerpo rigido un angulo @ para que la mediana [ (ver fig 4.1) coincida con el eje z.
Definamos esta transformacion como 77. Una vez en esta configuracion y es el angulo
que se debe rotar el cuerpo con respecto al eje z para que éste se encuentre en el
plano y — 2. Llamemos a esta otra transformacion 75.

La forma matemaética para las rotaciones T y T3 las encontraremos usando la

siguiente expresion [25]

T = e 009, (4.6)

donde 6 es el Angulo que se rota a través de la recta que apunta en direccién del vector
unitario n y S es el operador vectorial de momento angular.

La siguiente importante propiedad de las matrices de momento angular para s = 1
es fundamental para el calculo explicito de (4.6)

a_?/c—i—l

= 5. (4.7)

Para T7 tenemos que 7y = (cos ¢, sin ¢, 0) y para Ty, ng = (0,0, 1); lo que implica

que
cost () —LHO st ()
e~ gin % sin
_2%db 2 (0 e~ sin(0) 0
e~ sin” (%) —% -  cos? (%)
e™ 0 0
T, = 0 1 0 (4.9)

0 0 ex
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Por lo tanto, la rotacién que lleva al estado en la configuracion de la figura 4.1 al

de la figura 4.2 es la composiciéon de las dos transformaciones

R =TyT. (4.10)

El hecho de que cada constelacion de Majorana (y por tanto cada estado en el
espacio proyectivo) esté identificada univocamente por los cuatro angulos (a6, ¢, x)
nos permite elegir a éstos como coordenadas locales para el espacio H.

Dicho lo anterior, prosigamos con la forma general de un estado [¢)) en las coor-
denadas («, 0, ¢, x).

Lo primero que necesitamos identificar es la expresion de un estado normalizado
cuya constelaciéon de Majorana es tal como la de la figura 4.2. Las estrellas se pueden

expresar en términos de « de la siguiente manera

p1 = (0,sina, cos ),
p2 = (0, —sin a, cos a); (4.11)

con lo que obtenemos que el estado correspondiente es el siguiente

‘ 1 + cos(a)
_ e 4.12)
Yol cos(2a) + 3 0 ' (4
1 — cos(a)

Después aplicamos la inversa de la rotacion R a |¢y) para obtener la expresion

general de nuestro estado |¢) (o, 0, ¢,x) = R~ o) = (T, - Ty ) o)

sin® (%) (cos(f) — 1)e™¢ 4 cos? (2) (cos(f) + 1)ex
) = m \/Lée’i‘z’ [(cos(a) + 1)e*xt9) + 1 — cos(a)] sin(f)
sin” () (cos(0) + 1) + cos? (2) (cos(6) — 1)e* (o)
(4.13)
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La ecuacién anterior define el mapeo de inclusion, g, del subconjunto de los estados

normalizados, [¢), , al espacio de Hilbert.

g:H,— H

sin® (%) (cos(d) — 1)e™2 + cos? (%) (cos(f) + 1)e*x

g(|¥),) = m \/Lée_w [(cos(a) + 1)e?Xt9) 41 — cos(a)] sir'l(G)
sin? (%) (cos(6) + 1) + cos? (%) (cos(#) — 1)621(X+¢)
(4.14)

Nuevamente podemos utilizar un elemento representativo de cada clase de equi-
valencia para construir el espacio proyectivo de Hilbert. Tomando p = 0 tenemos
que («, 0, ¢, x) representan coordenadas para el espacio proyectivo de Hilbert; con el

siguiente mapeo de proyeccion

m:H, —H
L sin® (%) (cos(d) — 1)e™2 + cos® (%) (cos(f) + 1)e*x
m(|4),) = m \%e’i‘z’ [(cos(a) + 1)e*xt9) + 1 — cos(a)] sin(6)
sin” () (cos(d) + 1) + cos? (2) (cos(6) — 1)e*xte)
(4.15)

Con estas dos funciones ya podemos definir formalmente la forma simpléctica en

el espacio proyectivo de Hilbert

4.2. La forma simpléctica heredada

La forma simpléctica intrinseca del espacio de Hilbert heredada del producto in-
terno tiene la expresion canonica (ec. (4.3)) cuando esta definida en las variables ;.
Sin embargo, ya explicamos que el espacio donde se encuentran los estados puros
del sistema es en el espacio proyectivo, por lo tanto es necesario definir una forma

simpléctica en este espacio.
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Existe una manera natural de definir una estructura simpléctica en H a partir de
(2. Consideremos los mapeos de inclusion y de proyeccion definidos en (4.14) y (4.15).
Primero podemos obtener la expresion de la forma simpléctica en H, a través del

pullback de la funcién g

9g* 9g”
B gk Hav

gL=0Q dz" @ dx”, (4.16)

donde xz* = (p,a, 0, ¢, ).

Cuando se obtiene la expresion de la forma simpléctica en el espacio H,, ocurre un
detalle remarcable, la forma simpléctica no depende de la fase, es decir, es degenerada
en la direccion de p. Lo anterior nos permite garantizar la existencia de una forma
simpléctica, 24, en el espacio proyectivo de Hilbert cuyo pullback a través de la

funcion de proyeccion coincide precisamente con ¢g*Q) [3], ésto es

Q= g°Q. (4.17)

El siguiente diagrama muestra visualmente la relaciéon que hay entre las formas

simplécticas y los respectivos espacios

Wk
LA

Espacio proyectivo de Hilbert

Figura 4.3
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Regresando a nuestro caso, de (4.16) obtenemos que la forma simpléctica en H,

es
16 sin®(cv)(cos() — 1) 16 sin®(ar) 8 cos(a) sin(#)
) =— daNd dandy————————=dONdo.
I (cos(2ar) + 3)? and+ (cos(2ar) + 3)? Anex cos(2a) + 3 ¢
(4.18)
O matricialmente:
8sin3(¢1)(cos(¢2)—1) 8sin3(¢1)
0 0 0 (cosz2¢1)+3§2 - (cos(2<]51)—i1-3)2
4 sin(¢2) cos(¢1)
0 0 0 cos(;¢>1)+31 0
*() — 85in®(¢1)(cos(¢2)—1) 4sin(¢2) cos(d1)
g Q o O —= (cosé2¢clo)s—&-3§2 - scos(;¢f())—si-31 0 0
8sin3(¢1)
0 (cos(2¢1)-|1—3)2 0 0 0
0 0 0 0 0
(4.19)

Notese que en efecto esta expresion no muestra dependencia en la variable p tal
como tenia que ocurrir. Gracias a ésto podemos definir la forma simpléctica en el
espacio proyectivo, («, 0, ¢, x), simplemente eliminando todo lo referente a p en las

ecuaciones anteriores

QM(a>9>¢7 X) = g*Q (420)

Con las siguiente expresion matricial

8sin3(a)(cos()—1) 8sin(a)

0 0 (cos(2ar)+3)2 " (cos(2a)+3)2

0 0 4 cos(a) sin(0) 0
QM — . . cos(2a)+3 (421)
_ 8sin®(a)(cos(f)—1)  4cos(a)sin(h) 0 0
(cos(2a)+3)? cos(2a)+3
8sin?(a) 0 0 0
(cos(2cr)+3)2

51



CAPITULO 4. FORMULACION GEOMETRICA DE UN SISTEMA
CUANTICO DE ESPIN S =1 EN UN CAMPO MAGNETICO

y con inversa igual a

: ) o

0 0 __cos(2a)+3 _ (cos(2a)+3) tan(g)
(Qp)~" = s Tcos(a) sin(0) Tcos(a)

! Teos(a) 5n(@) 0 0

(
_ (cos(2a)+3)2 (cos(2a)+3) tan(%)
8sin3(a) 4 cos(a)

0 0

(4.22)

En la seccidon 2.2 se mostré la manera como la forma simpléctica €2 y la funcion
hamiltoniana, H, permiten conocer la dindmica del sistema, codificada en la siguiente

ecuacioén

¥ =—-Q dH. (4.23)

La ecuacion anterior es general, pero cuando se trabaja en coordenadas candnicas
la forma simpléctica toma la forma estandar y asi (4.23) implica las ecuaciones de
Hamilton.

Un costo de trabajar en el espacio proyectivo es que la forma simpléctica res-
tringida, 2, deja de tener la forma canodnica y las ecuaciones de evolucion suelen
complicarse. Sin embargo es posible mostrar, por medio de un importante resultado
en la geometria simpléctica, conocido como el teorema de Darboux, que, localmente,
en toda variedad existen coordenadas que hacen que la forma simpléctica sea canoni-
ca. La siguiente seccion esta planeada para explicar este teorema y mostrar la manera

en céOmo se encuentran estas coordenadas especiales.
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4.3. Teorema de Darboux

El teorema de Darboux es un resultado fundamental en la geometria simpléctica
y se nombra asi en reconocimiento del mateméatico francés Jean Gaston Darboux que
lo establecio en 1882.

El teorema esencialmente afirma que todas las variedades simplécticas son local-
mente simplectomorficas, es decir, que son homeomorfas con el espacio lineal simpléc-
tico (R, Q) dotado de la forma simpléctica canonica €.

El enunciado formal, cuya demostracion esté fuera de los propositos de este tra-

bajo, pero puede consultarse en [21] dice lo siguiente:

Teorema de Darboux

Sea (M, ) una variedad simpléctica con € la respectiva 2-forma simpléctica y
consideremos un punto arbitrario a € M. Entonces existe un entorno alrededor de a
en el que se puede elegir un sistema de coordenadas (p1, ..., Pn, q1, ---, @) tal que la Q

tiene la forma canonica

Q= dp; Adg. (4.24)

i=1

Lo anterior, en términos fisicos, basicamente nos dice que en un entorno alrededor
de cualquier punto en la variedad podemos encontrar un conjunto de coordenadas
canobnicas.

Un interesante contraste (y analogia) que vale la pena mencionar ocurre con la
situacion en la geometria riemanniana, en la cual en cada punto podemos encontrar
coordenadas donde, en dicho punto, la métrica coincida con la euclidiana, pero en
general, no es posible que suceda en todo un entorno como pasa en la geometria
simpléctica.

Ya mencionamos que no probaremos el teorema de Darboux, pero vale la pena
mostrar como se construyen las coordenadas canonicas alrededor de un punto arbi-

trario.
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Construcciéon de las coordenadas candénicas

El algoritmo que permite construir las coordenadas canonicas alrededor de un
punto zq es el siguiente:

Sea T = (Z1,...,%Tn, Y1, ..., Yn) un sistema de coordenadas no candnico en una va-
riedad simpléctica. Queremos construir, a partir de éste, un sistema de coordenadas
P = (P1, e Pns Q1,5 ---, @n) qUe SI s€2 candnico.

La primera coordenada, pi, la elegimos como cualquier funcién diferenciable de
las coordenadas p; = p1(Z) con la tnica condicién de que su diferencial sea distinto
de cero en el punto xg.

Para definir la coordenada ¢; consideremos el campo vectorial hamiltoniano, P,

correspondiente a p; (ver ecs. (2.24) y (2.25))

P, =—Q dp,. (4.25)

Como Pi(a) # 0 podemos construir un hiperplano, N, que pase por T y que no
contenga al vector Py (a) (en particular cualquier superficie transversal a P;(a) cumple
ésto).

Consideremos ahora el flujo hamiltoniano P}(y) que se obtiene al resolver la ecua-

cion diferencial

(t) = P (4.26)

con condicién inicial z(0) = y.

Definimos a ¢; como el valor del parametro t tal que la curva P{(y) con y €
N alcanza un punto arbitrario z € M. Por resultados elementales en la teoria de
ecuaciones diferenciales la funcioén esta bien definida y es diferenciable en un entorno
alrededor de xg.

Ya que por construcciéon ¢; = 0 sobre N y ademas su derivada en direccion de Py
es igual a uno tendremos que el corchete de Poisson de ¢; y p; sera igual a uno, o sea,
seran coordenadas candnicas [21].

Para la construcciéon p, y go consideramos la subvariedad My que obtenemos al
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imponer las constricciones p; = py(z9) = cte y ¢1 = q1(x¢) = 0 y operamos de manera
totalmente anéloga en este subespacio para definir py y ¢, trabajando con la forma
simpléctica restringida a esta subvariedad.

Ya encontradas ps v ¢o debemos extenderlas a todo el espacio, pues solo estan
definidas en M. La extension se hace de la siguiente manera.

Cada punto z € M alrededor de zy puede ser alcanzado a través del flujo PfQ}

por un unico punto w € My, es decir, para z € M existe un tnico w € M, tal que

2= PQ (w). (4.27)

Despejando w en términos de z encontramos las variables p; v ¢ extendidas.

La recursion del algoritmo previo permite encontrar todas la pr v qx.

El procedimiento anterior nos permitird encontrar coordenadas canoénicas para la
forma simpléctica 2y, de nuestro problema, lo cual serd muy tutil para describir la
dindmica del sistema.

Es bastante ilustrativo (y educativo) mostrar paso por paso (excluyendo los calcu-
los algebraicos) como encontrar las variables, pues, como suele ocurrir en muchas
situaciones, la practica es bastante distinta a la teoria.

Nuestra construcciéon comienza con la eleccion del punto alrededor del cual encon-

traremos coordenadas canodnicas, consideremos (por conveniencia) el siguiente punto

n
To = (@0,00,¢0,X0) = (1707 070> . (428)

Este punto representa una configuracion en la constelacion de Majorana como la
de la figura 4.2.

Hay dos detalles sutiles y bastante significativos a la hora de aplicar el teorema de
Darboux, el primero es la eleccion de las coordenadas p;. En principio, esta elecciéon
es totalmente arbitraria y cualquiera funciona. Sin embrago, una eleccion inteligente
podria simplificar bastante el problema (incluso podria ser la diferencia entre hacer

el problema soluble o no).
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Eligamos a p; una funcién arbitrara de «, esto es

p1 = h(a). (4.29)

De lo anterior tenemos

o O O

P =—Qdp = (4.30)

(cos(2a)+3)2H ()
8sin’(a)

El segundo punto sutil es la eleccion del hiperplano, pues cada elecciéon define un
conjunto distinto de coordenadas canonicas. Lo més natural es elegir un hiperplano
que sea transversal a P;. En nuestro caso es facil ver que la superficie definida por
la ecuacion y = 0 cumple esto. Consideremos entonces un punto arbitrario en este
plano y = («(0),6(0), ¢(0),0) y resolvamos la ecuacion diferencial (4.26) con y como

condicion inicial

@ 0

0 0

| = : (4.31)
é 0

. (cos(2a)+3)%h (o)
X o 8sin3 ()

Al resolver la ecuacion y despejando el parametro ¢ obtenemos la coordenada ¢

o= 8 sin®(a)
! (cos(2ar) + 3)2H (ar)

(4.32)
El campo hamiltoniano de ¢; (que se necesitara mas adelante) es

1
T W ()
_ 2sin®(a) tan(a) tan(§)
Ql _ (cos(25’8+3)h (@) ] (433)

sin(2a)+12 cot(a h (a
X(( ( >cos(2@)-£3>> : )_h”(a))

h/(a)Q
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Ahora nos restringimos a la superficie definida por p; = p1(z0) = h(}) v @1 = q1(x0) =
0, 1o que implica que o = 7 y x = 0; es decir, nos fijamos en la superficie, My, definida

por el siguiente mapeo

T2M2—>M

r(0,0) = (7.0,0.0).

Asi obtenemos que la forma simpléctica restringida en M obtenida por el pullback

de r es

0 2/2sin(6)
Qﬁ|p1($o)7q1(xo) - ’ J (4.34)
—2\/25in(0) 0

con inversa

0 __3csc(f)
(Qﬁ|p1($o),m(xo))_l = 3 csc(h) V2 ’ (435)
2v2 0
Definimos a ps de la siguiente manera
p2=96. (4.36)

La tilde en la variable es para recordar que son variables definidas en el espacio
restringido y no en todo M. Operando de manera totalmente analoga obtenemos la
siguiente expresion para g

¢ = gﬂé sin(6). (4.37)

Para finalizar la construccién de las coordenadas canénicas falta extender ps v ¢o a
toda la variedad. Sea w un punto arbitrario en la variedad restringida, entonces w

tiene la siguiente forma genérica

w = (%,é,é,O).
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Calculemos el flujo PfQ! (w). Calculemos primero Q% (w), es decir, el flujo a través de

(1 con condicion inicial y = w:

1

W ()

25sin?(a) tan(a) tan(g)

_ (cos(208+3)h’(a) _ (4.38)

X < (sin(20)+12 cot(a))h’ (a) _p (Oé))

cos(2a)+3

h/(a)Q

. . . O

Es precisamente en este paso donde una eleccién adecuada de h permite la solucién
satisfactoria del problema. Primeramente, es muy importante analizar el sistema de

ecuaciones y hacer simplificaciones evidentes, por ejemplo, es inmediato lo siguiente

h(a) = —t+ C, (4.39)

¢=9. (4.40)

Otra simplificacion, quiza no muy evidente, pero que es muy importante es que

x =0. (4.41)

Esto se deduce al observar que al hacer la integracion de la cuarta ecuacion dife-

rencial obtenemos algo de la siguiente forma

X = Cvef(funcion de t)dt’ (442)

de modo que al insertar la condicion inicial x(0) = 0 necesariamente C' = 0.
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La tinica ecuacion que requiere integracion no trivial es la segunda

~ 2sin’(a) tan(a) tan (§)
(cos(2a) + 3)h/ ()

0= (4.43)

Esta ecuacion se puede simplificar considerablemente si definimos h(a) de modo

que
,  2sin’(a)tan(a)
Ma) = cos(2a) + 3

(4.44)

Es decir, con esta definicién la dependencia de « desaparece, lo cual hace que la
integracion nuevamente sea muy sencilla.

Al integrar y hacer todas las simplificaciones correspondientes obtenemos
cos(2a) + 3
p1 = h(a) =log <#>

cos(a)

(4.45)

tw) = (cos_1 (\/W—i—?)et) ,2sin”! (\4/5\/36'5/2 cos(a)gsin (Z)) aé70> .

22 cos(2a) +
(4.46)

Procediendo de manera similar podemos calcular PfQ}(w) = P (Q"(w)) encon-
trando el flujo a través de P; tomando como condicion inicial Q% (w). El resultado

arroja

(@,0,0,x) = PrQi(w) = (4.47)

(cos1 (m+36t> ,QSin*1 (\4/5\/§et/2 L@‘) in <0>> , &, ‘S(COS@M) .

22 cos(2a) + 3 "2 4 cos(a)
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Resolviendo para 0 y ¢ y sustituyendo en (4.36) y (4.37), asi como la expresion ob-
tenida para la funcién h tenemos las siguientes ecuaciones finales para las coordenadas

canodnicas

o1 a cos(a) . [0
p2 = 2sin (\/5\/5 msm <§>>, (4.48)

=42 % sin (Q) \/1 _ 3V2cos(a) sin’ (%)7 (4.49)

3 cos(2a) 2 cos(2a) + 3

cos(2a) + 3

p1 = log( cos(a) ) (4.50)
_ 4xcos(a)
q1 = _W. (4.51)

Con inversas

1
o = cos (Z (\/ e?r1 — 16 + 6p1>) ) (4.52)

(s (g)
0 = 2sin ( 735 >, (4.53)

~ 3gacsc (p2)
6= (4.54)

1
X = —Zeplql. (4.55)

Las variables (p1, p2, ¢1, g2) definen el sistema de coordenadas donde 2,4 tiene la
forma canonica. Teniendo ésto podemos estudiar la dindmica del sistema, lo cual, se

hara detalladamente en la siguiente seccion.
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4.4. Analisis de la dinAmica en campos magnéticos

En este capitulo, al fin, llegamos al desenlace de este trabajo, pues ya desarro-
llamos todas las herramientas para hacer la descripcion geométrica de un sistema de
espin s = 1 en un campo magnético. Tenemos dos alternativas para abordar el pro-
blema, la primera es usando directamente las coordenadas (a, 0, ¢, x) y la otra con
las coordenadas que obtuvimos del teorema de Darboux. Recordemos que en ambas

situaciones la dindmica esta regida por la misma ecuacion

¥ =—Q ldH. (4.56)

La ventaja que presentan las coordenadas de Darboux (p1, pe2, ¢1, ¢2) con respecto
a las coordenadas («, 6, ¢, x) es que la forma simpléctica tiene la expresion canoni-
ca; lo que simplifica considerablemente la ecuacién anterior (de hecho coincide con
las ecuaciones de Hamilton). En contraste, las coordenadas angulares presentan la
ventaja de que son mas naturales, en el sentido de que caracterizan directamente la
configuracion del sistema, propiedad que no tienen las coordenadas de Darboux cuyo
significado fisico es méas oculto.

Analizaremos la dindmica con las dos coordenadas y veremos cuéles arrojan me-

jores resultados.

Anilisis con las coordenadas («, 0, ¢, x)

Para estas coordenadas ya tenemos que la forma simpléctica y su respectiva inversa

(ecs. (4.21) y (4.22)) son

0 0 8sin(a)(cos(0)—1)  8sin(a)
(cos(2a)+3)2 (cos(2a)+3)2
0 0 4cos(a) sin(f) 0
QM — i . cos(2a)+3 ’ (457)
__8sin’(a)(cos(d)—1) _ 4cos(a)sin() 0 0
(cos(2a)+3)? cos(2a)+3
8sin?(a)

(cos(2cr)+3)2 0 0 0

61



CAPITULO 4. FORMULACION GEOMETRICA DE UN SISTEMA
CUANTICO DE ESPIN S =1 EN UN CAMPO MAGNETICO

0 0 0 frodlBe)
0 0 ___cos(2a)+3 i (cos(2a)+3) tan(%)
(QM)—I _ 4 cos(a) sin(0) 4 cos(a)
0 cos(2a).+3 0 0
4 cos(a) sin(0)
| (cos2a)t3)?  (cos(2a)+3) tan () 0 0
8sin3(a) 4 cos(a)

(4.58)

Conociendo la forma simpléctica €2 solo falta definir la funcién hamiltoniana,
H, para describir la dindmica del sistema.
Por simplicidad y por consideraciones hechas en el capitulo uno, nos vamos a

concentrar en sistemas con campos magnéticos constantes

B = (B,,B,, B.). (4.59)

De la ecuacion (1.2) obtenemos el hamiltoniano de interaccion en el espacio de

Hilbert

By—iBy
B, — 0
H=p-B=| 208 o Bof ), (4.60)
By +iBy
0 =5z -5

y de (2.35) podemos encontrar el hamiltoniano en el espacio de Kihler (H = W7 H W)

H= V2]t (1 +3) + 5 (s + 16)) Be + (01 — 13) U5 + 2 (Y6 — 1)) B]
+ (Y1 — Y3 +¥i — ¥5) B.. (4.61)

Debemos expresar este tltimo en términos de las coordenadas angulares, identifi-
cando las partes real e imaginarias de la ecuacion (4.15) obtenemos la expresion de
cada 1; en términos de («, 0, ¢, x) y asi

_ 4cos(a) [Bysin(f) cos(¢) — B, sin(0) sin(¢) + B, cos(d)]

H= cos(2a) + 3 ' (462)
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Este es el hamiltoniano mas general (en el caso de campos magnéticos constantes).
En realidad estudiando el caso particular en el que el campo magnético apunta en
direccion z (tomando B, = B, = 0) tenemos toda la informacién sobre la dindmica en
campos magnéticos constantes, pues si hay un campo magnético apuntando en otra
direccion siempre podemos elegir un sistema de referencia en el que el eje z coincida

con dicha direccion. Sin embargo, es ilustrativo mostrar algunos casos particulares.
» Campo magnético paralelo al eje z (B, =0 = B,)
En este caso la expresion para el hamiltoniano toma la siguiente forma

_ 4B cos(a) cos()

H
cos(2a) + 3

(4.63)

De la ecuacion (2.27) tenemos que la dindmica del sistema esté regida por la

siguiente ecuacion diferencial

! 0
? = ’ . (4.64)
¢ B,
X —B,
Por lo tanto
= Q,
0 = 0y,
¢ = ¢o + B.t, (4.65)
X = Xo — Bt.

Cualitativamente el comportamiento descrito por las ecuaciones anteriores es
muy simple y de hecho es idéntico al del espin s = 1/2 descrito en el primer
capitulo: las estrellas precesan alrededor del campo magnético con velocidad an-

gular constante. La diferencia es que aqui hay dos estrellas precesando en lugar
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de una. Como consecuencia los dngulos a y # se mantienen constantes. Es im-
portante mencionar que la sencillez en la caracterizacion de la dindmica en este

caso se debe en gran medida a una eleccion adecuada de sistema coordenado.

Veamos otros dos ejemplos
Campo magnético paralelo al eje z (B, = 0= B,)
El hamiltoniano en este caso es

_ 4B, cos(a) sin(#) sin(¢)

H
cos(2a) + 3

: (4.66)

y por lo tanto

(4,6, 0, %) = (0, By cos(), B, cot() sin(¢), — B, sin(¢) tan(6/2)) . (4.67)

Campo magnético arbitrario

Si colocamos el campo magnético orientado en una direccion arbitraria obte-
nemos el hamiltoniano de la ecuacion (4.62) y las ecuaciones diferenciales a

resolver son

a =0,
0 =B, cos(¢) + By sin(¢),

¢ =[B, cos(¢) — B, sin(¢)] cot(d) — B,, (4.68)

x =tan(0/2) [B, cos(¢) — B, sin(¢)] + B..

Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales de los dos casos anteriores no es
sencillo, sin embargo, hay un hecho compartido en todos los casos, & = 0. Es
decir, a siempre se mantiene constante. Esto nos muestra una caracteristica muy
importante de estos sistemas: la evolucion generada por campos magnéticos en
un sistema de espin s = 1 es tal que siempre mantienen invariante la forma

geométrica creada por las dos estrellas.
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Analisis con las coordenadas de Darboux (p1, ps, q1, ¢2)
En estas coordenadas, al encontrar la expresion para la forma simpléctica, tenemos

que ésta es

0 0 10
0 0 01

Q= , (4.69)
-1 0 00
0 -1 0 0

justo como debia de suceder, pues el teorema de Darboux asegura esto.

Con esta € la dindmica del sistema tiene la forma estandar de las ecuaciones de

Hamilton
. OH O0H OH O0OH
UV=-QYH = (—, _— =, ——) ; 4.70
0q1 " 0go op1 Op2 ( )
O sea
o
pl - aq17
o
P2 = 8q27
. OH
g1 = aplv
o0H
jg — ———. 4.71
a2 9Dy ( )

Analicemos los mismos casos que hicimos con las coordenadas («, 6, ¢, x).

= Campo magnético paralelo al eje z

Debemos pasar del hamiltoniano en las coordenadas angulares a las coordenadas
(p1, P2, q1, G2); ésto se hace por medio de las transformaciones obtenidas en la

seccion anterior (ecs. (4.52-4.55)). Asi tenemos lo siguiente

H =4e™™ + gx/i(cos (p2) —1). (4.72)
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Por lo que la dindmica del sistema esta regida por la siguientes ecuaciéones

]51 = 07
pQ = 07
(h = 4€_p17

.2 :
¢ = 5V 2sin (p2) - (4.73)

Se sigue que p; y p2 son constantes v ¢; v ¢o varian de manera lineal con el
tiempo. Si ademas observamos las ecuaciones (4.48-4.51) de p; = cte obtenemos
que o = cte y de py = cte se tiene que 6 tambien es constante, tal como debia

suceder.

» Campo magnético paralelo al eje x (B, =0 = B,)

El hamiltoniano en este caso es

2 P 3
H = 32" sin (%) \/\/561’1 (cos (p2) — 1) + 12sin (_qg = (p2)> 5

3 22
(4.74)
por lo tanto
pl - 07
. 6_%1\/\/561?1 (cos (p2) — 1) + 12sec (%) coS (_3‘12;\5;5(?2))
P2 = 23/4 )
4 23/%e=% sin (22) sin (—3‘12 Csc(p2)>
. 2 22
7= , (4.75)

\/\/561’1 (cos (p2) — 1) + 12
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Go = {6_1)21 (3qg <\/§€p1 (cos(p2) — 1) + 12> cos (pg) csc (%) sec? (%) X

cos (?’qz;%) — 16 cos (%) (e’“ (cos (p2) — 1) + 3\@ sin (36]22(?—;;])2) )}

x{6 : 23/4\/\/561’1 (cos(p2) — 1) + 12} :

Aunque se conserva el hecho relevante de que p; = 0 y por tanto « es constan-
te, las expresiones obtenidas con las coordenadas de Darboux son por mucho
mas complicadas que la de las coordenadas («, 0, ¢, x) por lo que al menos en
este problema particular un conjunto de coordenadas candnicas no simplifica la

resolucion del problema.
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4.5. Matrices de Gell-Mann y dinamica en sistemas
arbitrarios

El analisis previo se limita a casos donde el hamiltoniano del sistema es generado
unicamente por la presencia de campos magnéticos. A pesar de que son situaciones
de gran interés experimental y tedrico, son muy particulares. En esta seccion expli-
caremos la manera de construir hamiltonianos generales.

Cualquier hamiltoniano en un sistema de espin s = 1 puede ser identificado por
una matriz 3 x 3 hermitiana. Lo anterior implica que el espacio de todas las matrices
que potencialmente representan un hamiltoniano es 9-dimensional.

Por otro lado, para conocer el espectro energético de un sistema es suficiente
diagonalizar el hamiltoniano y fijarse en los valores propios. Considerando ésto y el
conocido hecho de que la eleccion del cero de la energia es totalmente arbitrario tene-
mos que siempre podemos sumar un multiplo de la matriz identidad al hamiltoniano
sin alterar el sistema. Esta propiedad nos permite considerar tinicamente el conjunto
de todas la matrices hermitianas de traza nula para representar todos los posibles
hamiltonianos del espacio.

Las matrices de Gell-Mann son una colecciéon de ocho matrices hermitianas de
traza nula que representan una base para el conjunto de los hamiltonianos posibles
de un sistema de espin s = 1. Esto es, cualquier hamiltoniano puede escribirse como

una combinacion lineal de estas ocho matrices, mostradas a continuacion.

010 0 —i 0
AM=|(100 [, A=|4i 0 0|,

0 00 0 0 0

1 0 0 0 01
A3=|0 -1 0 |, A=1|00 0 [,

0 0 0 1 00
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00 —i 000
=100 0 [, X=1]10011].

i 0 0 010

1

00 0 7 0 0
M= 00 —i |, )\820\%0
. 2
0 i 0 0 0 -%

Estas generalizan las matrices de Pauli usadas en los sistemas de s = 1/2.
Sean A y B dos elementos arbitrarios del espacio de matrices hermitianas y de

traza nula. Definimos el siguente producto escalar

(A, B) := %tr (A-B). (4.76)

Resulta que las matrices de Gell-Mann son ortonormales bajo este producto escalar

[27], es decir, cumplen la siguiente relacion

1

Con la matrices \; podemos estudiar la dindmica en sistemas de espin s = 1 en
casos arbitrarios. La forma mas general de escribir un hamiltoniano en el espacio de

Hilbert es la siguiente

8
A=Y a. (4.78)

con cada a; € C.

Ya conocemos el efecto de hamiltonianos provenientes de campos magnéticos; vi-
mos que éstos rotan las estrellas de la constelacion alrededor del campo manteniendo
constante el angulo . Como estos casos ya estan bien caracterizados es convenien-
te omitir su efecto para estudiar el caso general. Esto se puede hacer utilizando la

ortonormalidad de las matrices de Gell-Mann.
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Por la ecuacion (1.2) sabemos que los hamiltonianos generados por campos mag-
néticos son combinaciones lineales de las matrices de momento angular de espin 1.
De este modo, para no considerar su efecto en el hamiltoniano, es suficiente imponer

las siguientes tres condiciones

N
(6, H) = Str (@ : Zai)\Z) =0, (4.79)

Las ecuaciones anteriores imponen las siguientes restricciones en los coeficientes

de la ecuacion (4.78)

ag = —ay,

ay = —Aay, (480)
1

as = ——=as,

V3

las cuales permiten construir el subespacio generado por las siguientes cinco matri-

ces {71,7%2,73,%, 75}, que corresponde al subespacio ortogonal a los hamiltonianos

procedentes de campos magnéticos

0O 1 0
m=M—-X=1]11 0 -1 |,

0 -1 0

0 — 0
Ye=X—-M=|1i 0 i |,

0 — 0
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2.0 0
Ag A
3 )\1—%_ 0 —3 0 |,
0 0 2

Va = A4, V5 = As.

A continuacién analizaremos la dindmica con algunos hamiltonianos particulares.
Usaremos las coordenadas («, 0, ¢, x), pues, al igual que en los casos anteriores, las
ecuaciones de evolucion son considerablemente mas simples con repecto a las ecua-
ciones obtenidas con las coordenadas de Darboux.

El caso méas simple resulta al considerar

Este toma la siguiente expresion en el espacio proyectivo

(4.82)

e % (1 + 3cos(20) — 12 sin*(«) sin”(6) cos(2(x + (b))) ‘

cos(2a) + 3

Con este hamiltoniano, las ecuaciones de evoluciéon son

N Z%(COSQQ) +3) ese(a) sin(0) sin(2(x + ),

0 = — sin(a) tan(e) sin(6) cos(0) sin(2(x + ¢)),

&=~ 5 sec(a) cos(6) (25in*(a) cos(2(x + ) + cos(20) +3)
X =2 cot() esc(a) sin®(6) cos(2(x + ¢))+

sin? (g) cos(#)(2sin(a) tan(a) cos(2(x + ¢)) + (cos(2ar) + 3) sec(a)).

Observemos que en este caso, como se esperaba, ya hay variacién en «. Desafortu-
nadamente las ecuaciones diferenciales son muy complicadas de resolver. Aiun asi,
podemos resolver numéricamente las ecuaciones y mostrar graficas de la evolucion de

la constelacion de Mayorana con distintas condiciones iniciales.
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O O
® O
o @

Figura 4.4: Evoluciéon de la constelacién de Majorana con hamiltoniano H = ~3 para
seis condiciones iniciales distintas.
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Las seis figuras anteriores, de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha, corres-

ponden a las siguientes condiciones iniciales

((0),0(0), $(0), x(0)) = (geo o) , (4.83)

con §; = —w /16, —7/9, —m/4, —7/2, —b7w/6, —n. Graficamente estas condiciones
representan la configuracion de la figura 4.2 rotada 6; grados a través del eje z. Los
puntos azules en cada grafica es la configuracion inicial del sistema.

En las graficas se puede observar que las trayectorias que trazan las estrellas de
la constelacidon son cerradas, ademas, cuando la condicion inicial es muy préxima a
(%, 0,0, 0) las estrellas trazan trayectorias cerradas cada vez més pequenas, mientras
que se van haciendo trayectorias mas complejas cuando la condicién inicial se acerca
a (%,-m,0,0).

Otra caracteristica muy importante es que, en general, la evolucion depende ca-
si exclusivamente de la posicion relativa de las estrellas con respecto al eje z. Por
ejemplo, la evoluciéon con la condicion inicial (%, — 5 g), mostrada en la siguiente

figura, es esencialmente la misma que la de la condicion (%, -1,0, O)

Figura 4.5: Evolucion de la constelacion para la condicion inicial (%, —

wlN
N—

S

T
40

Analicemos otro sistema.
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Con el hamiltoniano que estudiaremos a continuaciéon sucede un fenémeno con-
trario al que obtuvimos con campos magnéticos, pues, en algunos casos particulares,
tnicamente hay variacion en la coordenada .

Counsideremos el hamiltoniano

A

H =, (4.84)
el cual implica el siguiente H en el espacio proyectivo

1 . . ) .
H :\/5 (cos (261) 1 3) [4 sin (¢) sin (2 (¢35 + ¢4)) sin® (¢1) cos (¢3)

sin (2¢5) sin (¢3) (cos (261) + 2sin? (¢1) cos (2 (¢3 + ¢4)) + 3) ] L (4.8))

Con este hamiltoniano tenemos la siguientes ecuaciones

& =(cos(2a) + 3) csc(a)(sin(20) sin(¢) sin(2(x + ¢)) + 2sin(6) cos(¢) cos(2(x + ¢))),
0 :% sec(a) cos(6) cos(6) (cos(2(a — x — ¢)) + cos(2(a + x + ¢)) + 2 cos(2a)
2cos(2(x + ¢)) + 6) — 2sin(a) tan(a) cos(26) sin(¢) sin(2(x + ¢)),
é =2sin(a) tan() cot(6) cos(¢) sin(2(x + ¢))—
sec(a) cos(20) csc(6) sin(¢) (2sin?(a) cos(2(x + @) + cos(2a) + 3)
X =4 cot a csc a(sin(26) sin(¢) cos(2(x + ¢)) — 2sinf cos psin(2(x + ¢))) + sec(a) tan <Z)

(cos(26) sin(g) (2 sin? a cos(2(x + ¢)) + cos(2a) + 3) -2 sin?(a) cos § cos ¢ sin(2(x + ?))) -

En las siguientes dos figuras se muestran la evoluciéon del sistema para las dos si-

guientes condiciones iniciales

Py (0) = (%w 0,0) . (4.86)
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radianes
35

® =x=0
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

tiempa

(=]

Figura 4.6: Evoluciéon de la constelacion de Majorana con hamiltoniano H= 3 con
la condicion inicial P;(0) y a la derecha grafica paramétrica de los angulos (o, 6, ¢, x)
en funcién del tiempo.

radianes

x:m:(}

2 -4 6 8

L tiempo
10

Figura 4.7: Evolucion de la constelacion con la condicion inicial P»(0) y a la derecha
grafica paramétrica de los angulos («, 6, ¢, x) en funcion del tiempo.
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La primer grafica muestra un ejemplo donde la coordenada « varia con el tiempo
de manera casi lineal, mientras que las demés coordenadas se mantienen constantes;
situacion contraria a lo que sucedia en campos magnéticos, donde la tinica variable
que se mantenia constante era . Sin embargo, aproximadamente en ¢ = 1,1 hay una
singularidad y las variables v y 8 se van a infinito.

La segunda gréfica también muestra un comportamiento muy interesante. Nue-
vamente las variables ¢ y x se mantienen constante, pero o y 6 varian de manera
periddica muy similar a las fucién seno y coseno.

Ya solo como ejemplo mostraremos una grafica més correspondiente a la condicion

inicial P3(0) = (5,0, %, %) que presenta un comportamiento curioso

Figura 4.8: Evolucién de la constelaciéon para la condicion inicial (F,0, 3, 5).

Los ejemplos anteriores muestran que existen sistemas con hamiltonianos que no
provienen de campos magnéticos cuya evolucion es muy compleja y a la vez interesan-
te. Se podria seguir analizando la evolucién de distintos sistemas, pero las expresiones
para las ecuaciones de evoluciéon son, en la mayoria de los casos, extremadamente com-
plicadas. Lo anterior no quiere decir que solo en campos magnéticos se pueda tener
una descripcion sencilla del espin, simplemente las coordenadas con las que se esta
trabajando podrian no ser las adecuadas, pues éstas se eligieron motivadas por un
caso particular con campos magnéticos, por lo que es de esperar que en casos mas
generales no sean las ideales. Atn asi, un anélisis puramente numérico nos permitio
ver algunos aspectos geométricos ttiles y bastante visuales sobre cémo es la evolucion

de un sistema de espin s = 1 en situaciones generales.
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Capitulo 5

Una Extrana Caracteristica de los

Estados Entrelazados

En este capitulo, con el cual finalizamos este trabajo, presentaremos brevemente
un problema que complementa y extiende todo lo que se ha desarrollado y permitira
plantear el marco para posibles investigaciones posteriores. Se trata de un hecho cu-
rioso sobre los estados entrelazados, introducido en el articulo “A curious geometrical

fact about entanglement” de Ingemar Bengtsson [22].

Consideremos dos sistemas, A y B, que no interaccionan entre ellos; con respec-
tivos espacios de Hilbert, H, y Hpg. El espacio de Hilbert del sistema compuesto, H,

se puede describir por el producto tensorial de estos dos espacios

H=H,® Hp. (5.1)

Si{|tn),...,|¥n)} esuna base para Ay {|¢1),...,|dm)} s una base para B entonces
el sistema compuesto es de dimension n X m y se puede construir la siguiente base
{li) ®|¢pj)} coni=1,...,nyj=1,.., m. De este modo, un estado general en H se

puede representar de la siguiente forma

€)= D e i) @ |éy) (5.2)
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Decimos que un estado es separable si se puede escribir como el producto tensorial

de dos vectores |¢) y |¢) en Hy y Hp, respectivamente

€)= v) ©1¢). (5.3)

Lo anterior implica que

) =) @e) = e lw)) @ O Pl =D el i) ® g5 (5.4)

( J ij
Por lo que un estado es separable si todos sus coeficientes, c¢;;, se pueden descom-
poner de la siguiente manera

Cij = cfcf. (5.5)

En contraparte, decimos que un estado estd entrelazado si éste no es un estado
separable.
Por ejemplo, pensemos en un sistema compuesto de dos espines s = 1/2 y consi-

deremos los siguientes estados

&) =1+ @ [+),

1

X) 7

Es claro que el primero es un estado separable. Sin embargo, con el segundo estado

() @l=) == e+).

no existe ningun par de estados tales que su producto tensorial de |x).

Existe una manera de clasificar el enredamiento cuantico a través de un importante
concepto en mecanica cuantica; la matriz de densidad. A continuacion definiremos
rapidamente esta matriz y la manera en que ésta caracteriza a los estados entrelazados.

Para estudiar detalladamente lo anterior ver |19, 22, 23|.
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Decimos que un estado es puro si puede ser descrito por un vector de estado
tnico. Por otro lado, un estado mixto es aquel que se encuentra en una combinacién
estadistica de estados puros.

Consideremos un estado mixto preparado mediante la combinaciéon estadistica de
los estados puros |i) con respectivo peso w;. La descripcion de un sistema fisico en
términos de una matriz de densidad es la descripcion cuéntica més general que se

dispone. Esta tltima se define de la siguiente manera [25]

p= Zwi i) (il - (5.6)

Consideremos ahora un estado arbitrario en H = H, ® Hp donde la dimension

de los dos espacios es igual (n = m) y escribamoslo de la siguiente forma

1
9 = 75 L X el @10 (5.7
entonces la matriz de densidad del sistema puede escribirse en la forma [23]

1 *
Pij kl = Ncijckl- (5-8)

Supongamos que estamos interesados tnicamente en el sistema A, entonces la

matriz de densidad relevante, p?, es la traza parcial de p. Esto es

Pk =D Pijki- (5.9)
j

Dos casos extremos pueden suceder; si los estados son separables (y por tanto
estan bien definidos los estados de cada subsistema) tenemos que el rango de p? es

uno.
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Por otro lado, si sucede que

1

A

— 7 5.10
e (5.10)

entonces, aunque el estado global sea conocido, no disponemos de informaciéon acerca
de los estados de cada subsistema [23]. Un estado como el anterior se dice que esta
maximalmente entrelazado.

Lo anterior, en particular, implica que un estado estd maximalmente entrelazado

si se cumple que

c-cl =1 (5.11)

Observemos que la ecuacion anterior implica que ¢ es un elemento del grupo U(n).
Trasladémonos ahora al espacio proyectivo del producto tensorial, CP” Aqui
es donde viven los estados puros del sistema H. Como en el espacio proyectivo la fase
es irrelevante resulta que el subconjunto de los estados maximalmente entrelazados

es isomorfo a [22]

SU(n)/Z, € CP™ 1, (5.12)

y por lo tanto

dim[SU(n)/Z,] = n® —1 = %dim[CP"Q‘l]. (5.13)

Ademas en este subconjunto la forma simpléctica restringida es tal que [22]

Qsvmyz, = 0. (5.14)

Es decir, tenemos que el conjunto de los estados maximalmente entrelazados tiene
dimension igual a la mitad de la dimension del espacio total y también que la forma

simpléctica restringida a este conjunto es cero.
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Una subvariedad que cumple estas dos propiedades es conocida como subvarie-
dad lagrangiana. Para los fisicos estas subvariedades son conocidas como espacios de
configuracion.

Si un sistema es descrito por coordenadas canonicas (p;, ¢;) entonces el subespacio

generado por las ¢; resulta ser lagrangiano.
La pregunta concreta que se hace Ingemar Bengtsson en su articulo es la siguiente:

., Cudl es el significado fisico de que los estados maximalmente entrelazados repre-
senten una subvariedad minima lagrangiana del espacio de los estados puros?

Una posible manera de abordar el problema es utilizar el teorema de Darboux en
CP™ . Esto nos permitiria definir un conjunto de coordenadas canénicas (p;, g;) en
el espacio y asi la subvariedad lagrangiana de los estados maximalmente entrelazados
corresponderia al subespacio definido por las ecuaciones p; = py = ... = p, = 0.

Con lo anterior se puede proseguir a estudiar la dindmica y analizar la evolucion

de los estados entrelazados.
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Conclusiones

Después de desarrollar y explicar los fundamentos teéricos y las herramientas
matematicas donde descansa la formulacion geométrica de la mecénica cuéntica, asi
como introducir el espacio proyectivo como el espacio en el cual viven los estados
cuanticos puros, se logr6 dar una explicaciéon analitica y descriptiva de la evoluciéon
de un sistema cuantico de espin s = 1.

El hecho méas destacable de este analisis es que cuando el estado es puesto en una
regiéon con un campo magnético éste mantiene simetrias geométricas relacionadas con
la posicion relativa de las estrellas de su respectiva constelacion de Majorana. Lo
anterior ayudoé en el estudio y caracterizacion de este sistema cuantico y sugiere que
la representacion de Majorana podria ser un buen punto de partida para facilitar la

comprensién de la dindmica de situaciones cuanticas mas generales.

Otro hecho importante es que en esta formulacion el teorema de Darboux siempre
nos da un conjunto privilegiado de coordenadas que permite analizar los sistemas
de una manera canoénica. Sin embargo, el analisis realizado en el capitulo 4 pone en
evidencia que estas coordenadas no siempre permiten la simplificacion del problema,
por lo que una eleccion astuta de las coordenadas en las que se decidira trabajar

puede marcar gran diferencia en un anélisis satisfactorio del problema.
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Finalmente, el altimo capitulo muestra una sugerente direccién a seguir posterior a
lo estudiado en este trabajo, ya que expone un problema no trivial y de potencial rele-
vancia fisica que es perfectamente asequible con lo que se desenvolvié en este trabajo.
Ademas, junto con todos los resultados obtenidos, exhibe que el enfoque geométrico
pone de manifiesto propiedades y caracteristicas de los sistemas cuanticos bastante
novedosas e importantes que, en general, se mantienen ocultas en la formulaciéon al-
gebraica estandar de la mecanica cuantica. Esto da un indicio de la importancia del
planteamiento geométrico seguido en este trabajo, el cual podria permitir avances
significativos en la estructura conceptual y axiomatica de la mecénica cuéntica y ge-
nera un prometedor marco para conseguir la tan anhelada y buscada unificacién de

la teoria cuantica y gravitatoria.



Apéndice

A. Vectores y formas en coordenadas locales

La definicion de un vector o en general de un tensor es independiente del sistema
de coordenadas. Sin embargo, al hacer calculos especificos siempre se debe seleccionar
un sistema particular de coordenadas.

Sea M una variedad y (q1, -, Gn, Gni1s ---» o) Un sistema de coordenadas para M.
En estas coordenadas tenemos que los conjuntos {%} y {dg,} son base para los
vectores y las 1-formas, respectivamente. Asi, la expresion general para un vector, V/,

y una l-forma, w, es

g,

v=xr2 (5.15)
dq,

w = a,dq,, (5.16)

en donde se estd usando la convencién de la suma de Einstein.
La accién de un elemento de la base de las 1-formas sobre un elemento de la base

de los vectores es

0
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Por lo anterior, considerando la linealidad de las 1-formas, tenemos que la accién

de una 1-forma arbitraria sobre un vector es

=a, X" (5.18)

Si f es una funcion de la variedad a los reales, f = f(¢;), definimos su diferencial

como la siguiente 1-forma

df == =dg,. (5.19)

De estas definiciones se puede obtener la ecuacion (2.25) a partir de (2.24), como
se muestra a continuacion.
Sea Y = Y”% un vector arbitrario y X el campo vectorial hamiltoniano de f.

De (2.24) se tiene

df(Y) = Q(X},Y). (5.20)

La 2-forma 2 la podemos escribir de la siguiente forma

Q=Q,dq, ®dq,, (5.21)
donde, por definicién, se tiene
UV, U) = Quudq,(V)dg, (U); (5.22)
luego, de (7.7), se sigue
yrdl _ 0 X1V, (5.23)



o equivalentemente

of )
(a_qy — QWXJ’Z> Y¥ =0. (5.24)

Como lo anterior es valido para todo vector Y entonces lo que esta dentro del
paréntesis del lado izquierdo debe ser cero, por lo que
of

Multiplicando por Q"* (la inversa de ) obtenemos

of

XO[ — QVO[ .
! dq,

(5.26)

Considerando que la forma simpléctica (y su inversa) son antisimétricas podemos
reescribir la ecuaciéon anterior como
of

xo = _qwdl 5.27
! 9q, (5.27)
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