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Resumen

En este trabajo se introduce un enfoque geométrico de la mecánica cuántica y se

discute el papel que toma el espacio proyectivo de Hilbert en el análisis del contenido

físico de un sistema cuántico. Asimismo, con base en estas dos construcciones, se

estudia la dínamica de un sistema de espín s = 1, exhibiendo detalladamente la

manera en que se desarrolla esta formulación geométrica y las ventajas y sutilezas

destacables que presenta esta visión.
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con la condición inicial P1(0) y a la derecha grá�ca paramétrica de los

ángulos (α, θ, φ, χ) en función del tiempo. . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.7. Evolución de la constelación con la condición inicial P2(0) y a la derecha

grá�ca paramétrica de los ángulos (α, θ, φ, χ) en función del tiempo. . 75

4.8. Evolución de la constelación para la condición inicial (π
6
, 0, π

2
, π

2
). . . . 76

viii



Introducción

Durante las últimas décadas uno de los principales problemas que ha surgido en la

física es el de crear una teoría que uni�que todas las demás. Sin duda, se ha logrado

bastante, prueba de ello es la teoría cuántica de campos, que ha conseguido uni�car

parcialmente tres de las interacciones fundamentales: la fuerza electromagnética, la

fuerza nuclear débil y la fuerza nuclear fuerte. Sin embargo, aún no existe una teoría

satisfactoria que incluya la otra interacción fundamental, la gravitatoria.

Numerosas teorías han surgido para lograr ésto. Algunos de los intentos más fa-

mosos e importantes son, por ejemplo, la teoría de supercuerdas o la teoría M [1],

cuyo enfoque principal consiste en crear una teoría cuántica de la gravedad. A pesar

de los grandes esfuerzos y desarrollos de estas teorías aún se está lejos de conseguir

esta uni�cación.

Existe un enfoque en cual se pretende abordar el problema desde otra perspec-

tiva, y consiste en "geometrizar" la mecánica cuántica. Abhay Ashtekar (fundador

principal de la teoría de la gravedad cuántica de bucles [2]) y T. Schilling en su ar-

tículo �Geometrical Formulation of Quantum Mechanics� [3] muestran el panorama

que permite hacer esta formulación geométrica de la mecánica cuántica.

En la presente investigación se aborda el problema de dar una descripción geomé-

trica de un sistema cuántico de espín, siguiendo la línea desarrollada en el artículo de

Ashtekar y Schilling. Referencias complementarias sobre esta descripción geométrica

se pueden encontrar en [4, 5, 6].

La estructura de este trabajo está compactada en cuatro capítulos; a continuación

se dará un breve resumen de cada uno de ellos para mostrar la estructura general que

se sigue en esta investigación.
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En el capítulo primero se analiza un problema cuántico bien conocido, la descrip-

ción de un sistema de espín s = 1/2 inmerso en un campo magnético (ver [7, 8, 9]).

Es aquí donde emerge la motivación del problema a resolver, pues se exhibe cómo un

enfoque geométrico podría ser un buen punto de partida para ampliar el estudio del

sistema de espín 1/2 a otros más generales. Además, en el desarrollo de este capítulo

sale a �ote el porqué de la necesidad de trabajar en el espacio proyectivo de Hilbert

para estudiar los sistemas cuánticos.

En los capítulos 2 y 3 se desarrollan las de�niciones y conceptos necesarios pa-

ra el entendimiento de este trabajo; así como las herramientas matemáticas que se

utilizarán para lograr la descripción adecuada del formalismo geométrico.

El capítulo 2 está dedicado en su mayoría a exponer la formulación geométrica de

la mecánica cuántica. Al �nal de este se introduce el espacio proyectivo de Hilbert.

Naturalmente se utilizará un lenguaje afín con la geometría diferencial y simpléctica.

Algunos libros estándares sobre estos temas son [10, 11, 12, 13]. También, como

complemento, se pueden ver los siguientes tres escritos que fueron de bastante apoyo

[14, 15, 16].

En el capítulo 3 se de�ne la constelación de Majorana, la cual caracteriza los

sistemas cuánticos por medio de puntos en la 2-esfera y se explica cómo esta caracte-

rización se puede utilizar para representar el espacio proyectivo. El artículo original

publicado por Majorana sobre este concepto puede verse en [17], también se puede

consultar sobre ésto en [18, 19, 20].

En el capítulo 4 es donde �nalmente se expone y resuelve el problema principal de

este trabajo: describir la dinámica de un sistema de espín s = 1 utilizando una for-

mulación geométrica. Paralelo a esto se presenta un teorema fundamental, el teorema

de Darboux, el cual muestra un marco canónico en el que siempre se puede abor-

dar un problema en una variedad simpléctica. Referente al teorema, su desarrollo y

demostración se puede consultar [21].



Por último, en el capítulo 5, mismo en donde concluye el desarrollo de esta in-

vestigación, como complemento a todo lo estudiado aquí, se plantea de una manera

muy breve e introductoria un problema abierto que presentó (y no resolvió) Ingemar

Bengtsson en su artículo titulado �A curious geometrical fact about entanglement�

[22] en el cual muestra una característica geométrica de los estados entrelazados:

Los estados maximalmente entrelazados forman una subvariedad lagrangiana míni-

ma. Dicho problema se acopla perfectamente con los temas estudiados aquí, por lo que

potencialmente representa un tentativo tema de investigación ulterior a este trabajo.

La mayor parte de lo presentado en este capítulo se basa en el artículo de Bengtsson

[22], pero también puede consultarse [19] y [23] para información complementaria.



Capítulo 1

Dinámica de un Electrón en un

Campo Magnético

El origen de este trabajo comienza con el análisis de un sistema físico bien cono-

cido: un electrón que se encuentra en una región en la que hay un campo magnético

variable. Es importante mencionar que el campo genera dos interacciones en el elec-

trón, una está asociada al espín intrínseco de éste y la otra es debida a su movimiento

en el espacio. Aquí nos concentraremos únicamente en la evolución del espín, la cual

nos permitirá plantear la base para el desarrollo de esta investigación.

1.1. Hamiltoniano de interacción entre el espín y un

campo magnético

Consideremos una región del espacio en la que hay un campo magnético que pre-

cesa con velocidad angular constante alrededor del eje z, cuya evolución está descrita

por la siguiente expresión

B̄(t) = (B sin(α) cos(wt), B sin(α) sin(wt), B cos(α)) . (1.1)

4



CAPÍTULO 1. DINÁMICA DE UN ELECTRÓN EN UN CAMPO

MAGNÉTICO

Figura 1.1: Campo magnético oscilante.

Supongamos ahora que colocamos un electrón en esta región. Éste, debido a su

espín, posee un momento magnético intrínseco µ, el cual, interactúa con el campo

magnético y genera un hamiltoniano de interacción igual a [24]

H = µ̄ · B̄, (1.2)

donde

µ =
e

me

Ŝ, (1.3)

con Ŝ el operador de espín

Ŝ =
~
2
σ̂. (1.4)

Aquí σ̂ = (σ̂x, σ̂y, σ̂z) y σ̂i son las matrices de Pauli

σ̂x =

 0 1

1 0

 , σ̂y =

 0 −i

i 0

 , σ̂z

 1 0

0 −1

 . (1.5)

5



CAPÍTULO 1. DINÁMICA DE UN ELECTRÓN EN UN CAMPO

MAGNÉTICO

De este modo tenemos que la evolución del sistema está dada por la siguiente

ecuación

i
∂ |ψ〉
∂t

=
e~

2me

(
B̄ · σ̂

)
|ψ〉 , (1.6)

con |ψ〉 el espinor que describe el estado del electrón

|ψ〉 =

 ψ1

ψ2

 . (1.7)

Por simplicidad utilizaremos unidades tales que e = ~ = me = 1. Así, de la

ecuación (1.2), tenemos que el hamiltoniano es

Ĥ =
B

2

 cos(α) e−itw sin(α)

eitw sin(α) − cos(α)

 . (1.8)

En la siguiente sección analizaremos la dinámica generada por este hamiltoniano.

1.2. Cambio de coordenadas y solución a la ecuación

de Schrödinger

Para estudiar este sistema nos vamos a "parar" en un sistema de referencia donde

el campo magnético esté �jo en el tiempo, es decir, un sistema que rota a velocidad

angular igual a la de B̄. Es evidente que la transformación adecuada es una rotación

alrededor del eje z por un ángulo wt.

Los espinores, cuando el sistema de referencia es rotado un ángulo θ alrededor de

un eje n̄ , transforman por medio de la siguiente regla

|ψ′〉 = T̂ |ψ〉 , (1.9)

con T̂ dada por [25]

T̂ = e−i
θ
2
n̄·σ̂. (1.10)

6



CAPÍTULO 1. DINÁMICA DE UN ELECTRÓN EN UN CAMPO

MAGNÉTICO

Considerando que n̄ = (0, 0, 1) y que θ = −wt tenemos

T̂ = eit
w
2
σ̂z = I + it

w

2
σ̂z +

(itw
2
σ̂z)

2

2!
+

(itw
2
σ̂z)

3

3!
+

(itw
2
σ̂z)

4

4!
+ ... (1.11)

Reagrupando los términos pares e impares y considerando que i2k = (−1)k y

(σ̂z)
2k = I obtenemos

T̂ = I

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!

(
wt

2

)2k

+ iσ̂z

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!

(
wt

2

)2k+1

. (1.12)

Recordando que sin(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 y cos(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k obtenemos

la siguiente expresión para T̂

T̂ = I cos

(
wt

2

)
+ iσ̂z sin

(
wt

2

)
=

 e
1
2
itw 0

0 e−
1
2
itw

 . (1.13)

Reescribamos la ecuación de Schrodinger en el sistema de referencia de�nido por

T̂ . Multiplicando la ecuación (1.9) por la matriz inversa, T̂−1, obtenemos

|ψ〉 = T̂−1 |ψ′〉 , (1.14)

donde es directo ver que

T̂−1 =

 e−
1
2
itw 0

0 e
1
2
itw

 . (1.15)

Insertando ésto en la ecuación de Schrödinger se tiene

i
∂

∂t
(T̂−1 |ψ′〉) = Ĥ(T̂−1 |ψ′〉). (1.16)

7



CAPÍTULO 1. DINÁMICA DE UN ELECTRÓN EN UN CAMPO

MAGNÉTICO

Pero

∂

∂t
(T̂−1 |ψ′〉) =

∂T̂−1

∂t
|ψ′〉+ T̂−1∂ |ψ

′〉
∂t

; (1.17)

así, sustituyendo la expresión anterior en (1.16) y despejando i∂|ψ
′ 〉

∂t
se obtiene

i
∂ |ψ′〉
∂t

=

(
T̂ ĤT̂−1 − iT̂ ∂T̂

−1

∂t

)
|ψ′〉 . (1.18)

La suma en el paréntesis del lado derecho de la ecuación (1.18) (que de�niremos

como Ĥ
′
) es el equivalente al hamiltoniano pero en el sistema de referencia rotante.

El término T̂ ĤT̂−1 no es más que la forma de Ĥ en el sistema de referencia de�nido

por la transformación T̂ , pero iT̂ ∂T̂−1

∂t
es un término "�cticio" que aparece como

consecuencia de describir el problema en dicho sistema no inercial. Al desarrollar y

simpli�car Ĥ
′
tenemos

Ĥ
′
=

1

2

 B cos(α)− w B sin(α)

B sin(α) −B cos(α) + w

 . (1.19)

Antes de resolver la evolución del sistema analicemos este hamiltoniano y compro-

bemos que es consistente con lo que esperábamos. La transformación fue preparada

para observar a cada instante el campo magnético �jo en su posición inicial; que justo

se encuentra en el plano x − z. Ésto explica por qué los términos H
′
12 y H

′
21 (que

representan la contribución del campo magnético de las componentes x y y en el sis-

tema de referencia rotante) ya no dependen del tiempo y además son reales, pues en

este sistema la contribución del campo magnético en y es nula y en la dirección x es

B sin(α).

Los términos en la diagonal representan la contribución de la componente z del

campo. En este caso, aparte de la contribución del campo original (B cos(α)), aparece

un término �cticio, equivalente a un campo con magnitud w
2
en dirección −ẑ. Este

término extra hace que los estados roten en el sistema rotante cuando se encuentran en

reposo en el sistema de referencia original. Algunos casos se analizarán más adelante.

8



CAPÍTULO 1. DINÁMICA DE UN ELECTRÓN EN UN CAMPO

MAGNÉTICO

Regresando a la ecuación de Schrödinger tenemos que ésta toma la siguiente forma

i

 ψ̇
′
1

ψ̇
′
2

 =
1

2

 B cos(α)− w B sin(α)

B sin(α) −B cos(α) + w

 ψ
′
1

ψ
′
2

 , (1.20)

en donde el punto arriba de una variable representa la derivada con respecto al tiempo

de dicha variable.

Para resolver la ecuación diferencial anterior es necesario imponer una condición

inicial. La más general corresponde a un estado arbitrario en el espacio de Hilbert de

nuestro sistema de espín 1/2.

Dada una base ortogonal cualquier estado, |ψ〉, puede escribirse como una com-

binación lineal de esta base. Si en particular consideramos la base formada por los

eigenvectores del operador σ̂z tenemos que

|ψ〉 = (a+ ib) |+〉+ (c+ id) |−〉 =

 a+ bi

c+ di

 . (1.21)

Considerando que los estados deben estar normalizados a la unidad y la invarianza

al multiplicarlos por una fase podemos eliminar dos grados de libertad y escribir el

estado de la siguiente forma

|ψ〉 =

 cos
(
θ
2

)
sin
(
θ
2

)
eiγ

 , (1.22)

donde 0 < θ < π y 0 < γ < 2π.

Esta representación nos permite identi�car a cada estado con un punto de la 2-

esfera, con la propiedad de que puntos diametralmente opuestos corresponden a dos

estados ortogonales, correspondientes a la base formada por los eigenvectores de la

proyección del operador de espín sobre la dirección que de�nen los dos puntos.

9



CAPÍTULO 1. DINÁMICA DE UN ELECTRÓN EN UN CAMPO

MAGNÉTICO

Con todo lo anterior tenemos que la evolución del sistema está regida por el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

ψ̇
′
1 =

i

2

[
(−B cos(α) + w)ψ

′

1 −B sin(α)ψ
′

2

]
,

ψ̇
′
2 =

i

2

[
−B sin(α)ψ

′

1 + (B cos(α)− w)ψ
′

2

]
,

|ψ(0)〉 =

 cos( θ
2
)

eiγ sin( θ
2
)

 . (1.23)

cuya solución exacta, ya en el sistema de referencia no primado, es

ψ1 = e−
1
2
itw

(
cos

(
θ

2

)
cos

(
tΩ

2

)
+
i sin

(
tΩ
2

) (
w cos

(
θ
2

)
−B cos

(
α− θ

2

))
Ω

)
, (1.24)

ψ2 = e
1
2
itw

(
sin

(
θ

2

)
cos

(
tΩ

2

)
−
i sin

(
tΩ
2

) (
w sin

(
θ
2

)
+B sin

(
α− θ

2

))
Ω

)
, (1.25)

con

Ω =
√
B2 − 2Bw cos(α) + w2.

En las ecuaciones (1.24) y (1.25) se puso γ = 0 debido a que resulta ser insustancial

en la evolución del estado y hace menos manejables las ecuaciones.
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1.3. Evolución de los valores esperados del momento

angular

Con las ecuaciones (1.24) y (1.25), en principio, tenemos completa la descripción

analítica del problema, pero, como puede verse, las expresiones no son muy sencillas

de manipular algebraicamente y además no hay mucho que se pueda interpretar fí-

sicamente de éstas. Sin embargo, geométricamente, el comportamiento del espín es

relativamente fácil de estudiar y nos muestra características muy importantes del

sistema.

Para poder mostrar esto es conveniente analizar la evolución de los valores espe-

rados del espín en vez de estudiar directamente al estado. Consideremos el vector, S̄,

cuyas entradas son los valores esperados del espín en la dirección x, y y z, respecti-

vamente

S̄(t) = (Sx(t), Sy(t), Sz(t)) , (1.26)

donde

Si(t) = 〈ψ(t)|Ŝi|ψ(t)〉 . (1.27)

A continuación se muestran diagramas de distintos casos sobre la evolución del

vector S̄(t) gra�cado paramétricamente.

Campo magnético �jo en el eje z (α = 0)

Este caso ocurre cuando el campo magnético es constante y apunta en direc-

ción ẑ. Después de hacer todas las cuentas y simpli�caciones (en mathematica)

tenemos la siguiente expresión para el vector de estado |ψ〉 y para S̄

|ψ〉 =

 cos( θ
2
)

eiBt sin( θ
2
)

 , (1.28)

S̄(t) = (sin(θ) cos(Bt), sin(θ) sin(Bt), cos(θ)). (1.29)
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Nótese que Sz se mantiene constante en el tiempo y (Sx, Sy) traza una cir-

cunferencia con velocidad angular constante igual a B. Además el vector S̄ se

mantiene a todo momento en la esfera unitaria.

En la siguiente �gura se muestra un diagrama del comportamiento del vector

S̄(t) para tres estados iniciales, |ψ(0)〉 =

cos( θi
2

)

sin( θi
2

)

, con θi = π
8
, π

4
, 3π

8
(repre-

sentados por las respectivas �echas de color).

Figura 1.2: Evolución de S̄ para tres estados en un campo magnético alineado
al eje z.

En esta con�guración podemos imaginar que los electrones precesan alrededor

del vector B̄. Este comportamiento, como se esperaba, no depende de la orien-

tación del campo. En la �gura 1.3 se muestra la evolución nuevamente de los

estados con θi = π
8
, π

4
, 3π

8
pero en el caso cuando el campo magnético forma un

ángulo con el eje z de π/3 y π/2 radianes respectivamente y es (al igual que en

el caso anterior) independiente del tiempo.
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(a) (b)

Figura 1.3: Estados en campo magnético oblicuo al eje z.

Observemos que en los dos casos de la �gura anterior el vector S̄ precesa nue-

vamente alrededor del campo magnético. Este fenómeno es válido siempre, los

electrones precesan alrededor de B̄.

Analicemos ahora casos en donde el campo magnético depende del tiempo.

En resonancia (w = B cos(α)) y estado inicial |+〉

Cuando la velocidad angular es tal que w = B cos(α) ocurre algo muy intere-

sante, pues como se puede ver de la ecuación (1.19) esta frecuencia es tal que en

el sistema de referencia rotante la componente z del campo mágnetico es cero,

de modo que este apunta en dirección x̂ visto desde el sistema no inercial.

Si consideramos |+〉 =

 1

0

 nuestro estado inicial tenemos que

|ψ〉 =

 cos
(

1
2
Bt sin(α)

)
−i sin

(
1
2
Bt sin(α)

)
eiBt cos(α)

 , (1.30)

S̄ = (sin(Bt sin(α)) sin(Bt cos(α)),− sin(Bt sin(α)) cos(Bt cos(α)), cos(Bt sin(α))).

(1.31)
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De estas ecuaciones puede verse que después de un tiempo tr = π/B sinα el

estado |+〉 habrá evolucionado al estado |−〉 =

 0

1

.

El siguiente diagrama muestra la evolución del vector S̄ de un tiempo t = 0 a

t = tr para este estado.

Figura 1.4: Evolución del vector S̄ asociado al estado |+〉 en resonancia.

El vector S̄ empieza en el polo norte y llega hasta el polo sur rodeando la esfera.

Sigue esta trayectoria porque el campo magnético rota alrededor del eje z y S̄

va "siguiendo" al campo.

Veamos dos ejemplos más.
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En resonancia y estado inicial |ψπ
3
〉 =

 cos(π/3)

sin(π/3)


Este ejemplo es muy similar al anterior, la única diferencia está en el estado

inicial. La siguiente �gura muestra la evolución del vector S̄.

Figura 1.5: Evolución de S̄ para el estado |ψπ
3
〉 en resonancia.

Notemos que se tiene un comportamiento similar al anterior, pero en este caso el

vector S̄ no recorre toda la esfera, sino que se queda acotado entre dos paralelos

con altura respecto al ecuador de ± cos(π/3).

Estado inicial paralelo al campo magnético

Este estado fue preparado de modo que sea paralelo al campo magnético visto

desde el sistema de referencia rotante en t = 0. En este sistema, la componente

z del campo aparenta ser Bz = cos(α) − w mientras que Bx = sin(α) (ver ec.

1.19). De este modo se tiene que el estado inicial |ψ(0)〉 =

cos( θ
2
)

sin( θ
2
)

, con

θ = arctan(sin(α)/(cos(α)− w)) (1.32)

es paralelo a B̄ en el sistema de referencia rotante. En la �gura 1.6 se muestra

la evolución de S̄ en rojo y el campo magnético en azul.
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Figura 1.6: Evolución de S̄ para estado paralelo al campo magnético en el sis-
tema rotante.

Como puede verse tanto S̄ y B̄ precesan alrededor del eje z. Esto es nuevamente

consistente con lo esperado, pues un estado alineado al campo magnético debería

quedarse estático; pero fue puesto así en el sistema rotante, por lo que al pasar

al sistema original rotará a la par con el campo magnético, aunque ya en el

sistema original, S̄ está más abajo que B̄; consecuencia de que se alineó con un

campo "�cticio".

1.4. Análisis y generalización del problema

El desarrollo anterior sobre la dinámica de un sistema cuántico de espín 1/2 es

el punto de partida para la posterior generalización del problema. Resaltemos los

detalles de mayor relevancia sobre los cuales descansa la motivación del tema central

de este trabajo.

El primero es que la dinámica del espín es esencialmente la misma en todos los

casos, el electrón precesa alrededor del campo magnético. Si el campo varía con el

tiempo igual precesará alrededor de éste pero a cada instante; por lo que estudiar

el sistema únicamente con un campo magnético constante es su�ciente para una

descripción general del problema.
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Otro detalle importante es que, aunque el espacio de Hilbert para un sistema

de espín 1/2 es, en principio, un sistema 4-dimensional, por medio de la condición

de normalidad de los estados y la libertad en la fase de éstos pudimos reducir dos

grados de libertad en el espacio. Esto último, evidentemente, es válido en cualquier

sistema cuántico y lo que está en el fondo es que el contenido físico de un sistema

está determinado totalmente por un espacio muy importante: el espacio proyectivo

de Hilbert.

Por otro lado, el éxito en la resolución del problema se debió en gran medida a

que estudiamos el sistema por medio de la evolución del vector S̄, el cual, se man-

tenía siempre en la esfera unitaria y trazaba trayectorias fáciles de caracterizar. Es

decir, logramos describir y resolver el problema utilizando un enfoque mayormente

geométrico en lugar de algebraico.

Finalmente, en este caso particular resulta que el vector S̄ coincide con una repre-

sentación cuántica de los sistemas en la cual los estados son identi�cados por medio

de puntos en la esfera unitaria. Esto sugiere que es conveniente describir los sistemas

en esta representación, conocida como la constelación de Majorana.

Lo anterior nos motiva a estudiar un sistema cuántico de espín s = 1 inmerso en

un campo magnético constante, pero apoyándonos en la representación de Majorana y

utilizando un formalismo bastante útil, que consiste en identi�car el espacio de Hilbert

con una variedad simpléctica; haciendo que el problema, inicialmente algebraico, se

convierta en uno geométrico.
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Capítulo 2

Formulación Geométrica de la

Mecánica Cuántica

El proceso formal de describir un sistema cuántico en términos geométricos con-

siste esencialmente en transcribir el espacio de Hilbert y su correspondiente dinámica

en términos del formalismo de la mecánica hamiltoniana.

Esto último podría parecer una regresión en el problema, pues estamos haciendo

una formulación clásica de un problema cuántico, pero, en cierto modo, surge de

manera natural y conceptualmente es un tratamiento muy útil e importante.

El punto de partida de la construcción es que el espacio de Hilbert de cualquier

sistema cuántico puede ser identi�cado como una variedad de Kähler. Ésto inmedia-

tamente permite dar una formulación geométrica de los postulados de la mecánica

cuántica, la cual, aunque equivalente a la formulación algebraica, proporciona un

enfoque distinto y cada una puede tener sus respectivas ventajas, dependiendo del

contexto del problema.

Las herramientas y conceptos para hacer dicha formulación de manera precisa

son avanzados y muy técnicos, así que solo se explicarán de manera introductoria,

mencionando las ideas principales y sin entrar a detalle con todos los fundamentos

matemáticos.

Las referencias básicas de este capítulo son [2, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16].
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2.1. Espacio de Kähler

A continuación mostraremos la manera en que un espacio de Hilbert puede iden-

ti�carse con una variedad de Kähler. Antes que nada, una variedad de Kähler es una

variedad con tres estructuras mutuamente compatibles: una estructura compleja, una

estructura riemanniana y una estructura simpléctica. Esta última, la estructura sim-

pléctica, se obtiene cuando en una variedad se puede de�nir una 2-forma, Ω, que es

cerrada y no degenerada [26]

dΩ = 0,

Para todo X 6= 0 ∈M existe Y tal que Ω(X, Y ) 6= 0.

Consideremos el espacio de Hilbert y una base sobre este {|σk〉}. Sea ahora |Ψ〉

un ket arbitrario en el espacio

|Ψ〉 =
∑
k

ψk |σk〉 , (2.1)

donde ψk = ψRk + iψIk. A cada ket le asociamos el siguiente objeto Ψ

|Ψ〉 → Ψ :=



ψR1
...

ψRn

ψI1
...

ψIn


=

ΨR

ΨI

 . (2.2)

El conjunto de todos estos elementos forman la variedad, que denotaremos como

M , además, la elección de la base {|σk〉} de�ne las coordenadas locales de nuestra

variedad [3]

〈σk|ψ〉 = (qk + ipk), (2.3)
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es decir, las variables {ψRk , ψIk} son el conjunto de nuestras coordenadas y momentos

generalizados, respectivamente.

La estructura compleja es adquirida por medio de un operador

J : M →M, (2.4)

que cumple la siguiente propiedad

J

ΨR

ΨI

 =

−ΨI

ΨR

 . (2.5)

Notemos que J2 = −I; por lo que J toma el papel del número imaginario i.

La estructura simpléctica y riemanniana de la variedad son dotadas a través del

producto interno de�nido en el espacio de Hilbert. Consideremos dos kets arbitrarios

|Ψ〉 =
∑
k

ψk |σk〉 , |Φ〉 =
∑
k

φk |σk〉 . (2.6)

De�nimos a G y Ω como las matrices 2n×2n que hacen que se cumpla la siguiente

ecuación

〈Ψ|Φ〉 =
1

2
ΨTGΦ +

i

2
ΨTΩΦ, (2.7)

donde Ψ y Φ están de�nidos como en la ecuación (2.2). Por las propiedades del

producto interno se puede probar que G es un producto interior de�nido positivo no

degenerado y por tanto de�ne una estructura riemanniana en la variedad y también

que Ω de�ne una forma simpléctica en el espacio. Además, se puede mostrar que [19]

Gij = ΩikJ
k
j , (2.8)

y como se tiene que J2 = −I entonces la tercia (J,G,Ω) forma un espacio de Kähler.
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La forma simpléctica, Ω, nos permitirá formular una dinámica (en el espíritu de

la mecánica hamiltoniana) equivalente a la dinámica generada por la ecuación de

Schrödinger en el espacio de Hilbert.

La métrica G, por otro lado, contiene información cuántica que no tiene equiva-

lente clásico. Ésto se debe a que está asociada con el producto de Jordan entre los

operadores del espacio de Hilbert, por lo que está relacionada, por ejemplo, con el

principio de incertidumbre de Heisenberg o el colapso de la función de onda ocurrido

durante el proceso de medición [3]. En este trabajo no nos concentraremos en esta

parte sino en todo lo referente a la forma simpléctica.

Para familiarizarnos con los conceptos previos veamos un ejemplo particular; es-

tudiemos el espacio de Kähler para un sistema de espín s = 1/2.

Espacio de Kähler para s = 1/2

Consideremos un sistema con espín s = 1/2 y sea |Ψ〉 un ket arbitrario

|Ψ〉 =

ψR1 + iψI1

ψR2 + iψI2

 . (2.9)

Por conveniencia etiquetaremos las partes real e imaginaria con índices del uno al

cuatro para así escribir al ket de la siguiente manera

|Ψ〉 =

ψ1 + iψ3

ψ2 + iψ4

 . (2.10)

De este modo tenemos que el elemento asociado al ket en la variedad de Kähler

es

Ψ =


ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 . (2.11)
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Para de�nir al operador J notemos lo siguiente

|iΨ〉 := i |Ψ〉 =

−ψ3 + iψ1

−ψ4 + iψ2

 . (2.12)

Se sigue que

iΨ =


−ψ3

−ψ4

ψ1

ψ2

 . (2.13)

Lo anterior nos sugiere de�nir a J de la siguiente manera

J =


0 0 −1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 1 0 0

 . (2.14)

Bajo esta de�nición se cumple que J2 = −I.

Para encontrar G y Ω consideremos el siguiente ket |Φ〉 =

φ1 + iφ3

φ2 + iφ4

 y escriba-

mos el producto interno entre |Ψ〉 y |Φ〉 de la forma sugerida en la ecuación (2.7)

〈Ψ|Φ〉 =
1

2
(2ψ1φ1+2ψ2φ2+2ψ3φ3+2ψ4φ4)+

i

2
(2ψ1φ3+2ψ2φ4−2ψ3φ1−2ψ4φ2). (2.15)

Por inspección es fácil concluir que las expresiónes para G y Ω son

G =


2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

 = 2I, (2.16)
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Ω =


0 0 2 0

0 0 0 2

−2 0 0 0

0 −2 0 0

 = −2J. (2.17)

Notemos que estas de�niciones son consistentes con la ecuación (2.8) ya que

ΩJ = −2J2 = 2I = G. (2.18)

Por último, construyamos los operadores análogos a las matrices de Pauli; empe-

cemos con σy. Se tiene que

|σyΨ〉 := σy |Ψ〉 =

 ψ4 − iψ2

−ψ3 + iψ1

 . (2.19)

De aquí obtenemos

σyΨ =


ψ4

−ψ3

−ψ2

ψ1

 , (2.20)

y por lo tanto

σy → Σy =


0 0 0 1

0 0 −1 0

0 −1 0 0

1 0 0 0

 . (2.21)
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De manera análoga tenemos

σxΨ =


ψ2

ψ1

ψ4

ψ3

 , σzΨ =


ψ1

−ψ2

ψ3

−ψ4

 ; (2.22)

y entonces

Σx =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 =

σx 0

0 σx

 , Σz =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

 =

σz 0

0 σz

 .

(2.23)

Con lo anterior ya tenemos completa la estructura de nuestra variedad, pues re-

cordemos que las matrices de Pauli, junto con la identidad, son una base para el

conjunto de los operadores hermitianos en el espacio de Hilbert.

El ejemplo previo muestra cómo obtener la estructura del espacio, pero para �na-

lizar la construcción evidentemente nos falta describir la dinámica de un sistema en

dicho espacio. Ésto es precisamente lo que desarrollaremos en la siguiente sección.
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2.2. Dinámica en la variedad de Kähler

Ya descrita la estructura de la variedad de Kähler analicemos la dinámica en el

espacio.

En la mecánica hamiltoniana los observables están identi�cados por funciones

reales. A cada función, f , se le asocia un campo vectorial hamiltoniano, Xf , el cual

está determinado por la forma simpléctica de acuerdo a la siguiente de�nición:

Decimos que Xf es el campo vectorial hamiltoniano de f si para todo campo

vectorial Y se cumple [4]

df(Y ) = Ω(Xf , Y ). (2.24)

De lo anterior, en coordenadas locales (ver apéndice A), se tiene que

Xµ
f = −(Ω−1)µνdfν . (2.25)

Otra de�nición importante es la del corchete de Poisson de las funciones f y g

{f, g} = Ω(Xf , Xg). (2.26)

En particular si H es el hamiltoniano del sistema se tiene que la dinámica del sistema

viene descrita por el �ujo de éste, es decir, la trayectoria del sistema, Ψ(t), satisface

la ecuación diferencial

Ψ̇ = XH . (2.27)

Por otro lado, en la visión algebraica, la evolución del sistema está regida por la

ecuación de Schrödinger

i
∂ |ψ〉
∂t

= Ĥ |ψ〉 . (2.28)
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Si hacemos la identi�cación de cada término por su correspondiente en la variedad

tendríamos que la ecuación equivalente de Schrödinger tomaría la siguiente forma

J
∂Ψ

∂t
= H̃Ψ, (2.29)

o equivalentemente

Ψ̇ = −JH̃Ψ. (2.30)

Nótese que estamos usando el símbolo "∧" arriba de H para denotar al hamilto-

niano en el espacio de Hilbert y "∼"para denotar el hamiltoniano en el la variedad

de Kähler.

Escribamos al operador Ĥ de la forma más general posible en alguna base arbi-

traria

Ĥ =


HR

11 +HI
11 HR

12 + iHI
12 . . . HR

1n + iHI
1n

HR
21 + iHI

21 HR
22 + iHI

22 . . . HR
2n + iHI

2n

...
...

. . .
...

HR
n1 + iHI

n1 HR
n2 + iHI

n2 . . . HR
nn + iHI

nn

 . (2.31)

Con desarrollos análogos a los hechos en el análisis de espín 1/2, se puede mostrar

mostrar que H̃, el hamiltoniano en la variedad, y el operador J tienen la siguiente

forma

J =



0 0 . . . 0 −1 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 −1 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0 0 0 . . . −1

1 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

0 0 . . . 1 0 0 . . . 0



=

 0 −In
In 0

 , (2.32)
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H̃ =



HR
11 HR

12 . . . HR
1n −HI

11 −HI
12 . . . −HI

1n

HR
12 HR

22 . . . HR
2n −HI

21 −HI
22 . . . −HI

2n

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

HR
n1 HR

n2 . . . HR
nn −HI

n1 −HI
n2 . . . −HI

nn

HI
11 HI

12 . . . HI
1n HR

11 HR
12 . . . HR

1n

HI
21 HI

22 . . . HI
2n HR

12 HR
22 . . . HR

2n

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

HI
n1 HI

n2 . . . HI
nn HR

n1 HR
n2 . . . HR

nn



=

Re[Ĥ] −Im[Ĥ]

Im[Ĥ] Re[Ĥ]

 .

(2.33)

Reescribiendo la ecuación (2.31) con estas de�niciones tenemos



ψ̇1
R

ψ̇2
R

...

ψ̇n
R

ψ̇1
I

ψ̇2
I

...

ψ̇n
I



=



HI
11 HI

12 . . . HI
1n HR

11 HR
12 . . . HR

1n

HI
21 HI

22 . . . HI
2n HR

12 HR
22 . . . HR

2n

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

HI
n1 HI

n2 . . . HI
nn HR

n1 HR
n2 . . . HR

nn

−HR
11 −HR

12 . . . −HR
1n HI

11 HI
12 . . . HI

1n

−HR
12 −HR

22 . . . −HR
2n HI

21 HI
22 . . . HI

2n

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

−HR
n1 −HR

n2 . . . −HR
nn HI

n1 HI
n2 . . . HI

nn





ψR1

ψR2
...

ψRn

ψI1

ψI2
...

ψIn



,
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con lo que obtenemos las siguientes ecuaciones que codi�can la evolución del sis-

tema en M de manera equivalente al espacio de Hilbert

ψ̇R1 =
n∑
1

(HI
1iψ

R
i +HR

1iψ
I
i ),

...

ψ̇Rn =
n∑
1

(HI
niψ

R
i +HR

niψ
I
i ), (2.34)

ψ̇I1 =
n∑
1

(−HR
1iψ

R
i +HI

1iψ
I
i ),

...

ψ̇In =
n∑
1

(−HR
niψ

R
i +HI

niψ
I
i ).

La cuestión inmediata que surge es si siempre es posible de�nir una función,

H : M → R, cuyo campo vectorial hamiltoniano de�na un �ujo que reproduzca las

ecuaciones anteriores. Con ésto tendríamos que la dinámica en el espacio de Hilbert

se puede traducir de manera totalmente equivalente al espacio de Kähler.

Resulta que siempre es posible encontrar esta función hamiltoniana y probaremos

que justo resulta ser el valor esperado del operador Ĥ [3]

H = 〈ψ|Ĥ|ψ〉 = ΨT H̃Ψ. (2.35)

Explícitamente:

H =
(
ψR1 , . . . , ψRn , ψI1 , . . . , ψIn

)


HR
11 . . . HR

1n −HI
11 . . . −HI

1n

...
. . .

...
...

. . .
...

HR
n1 . . . HR

nn −HI
n1 . . . −HI

nn

HI
11 . . . HI

1n HR
11 . . . HR

1n

...
. . .

...
...

. . .
...

HI
n1 . . . HI

nn HR
n1 . . . HR

nn





ψR1
...

ψRn

ψI1
...

ψIn


.

(2.36)
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Desarrollando se tiene

H =
n∑
i=1

n∑
j=1

(
ψRi H

R
ijψ

R
j − ψRi HI

ijψ
I
j + ψIiH

I
ijψ

R
j + ψIiH

R
ijψ

I
j

)
. (2.37)

Ahora, si elegimos las coordenadas (ψR1 , ψ
R
2 , ..., ψ

R
n , ψ

I
1 , ψ

I
2 , ..., ψ

I
n) la forma simpléctica

toma la siguiente expresión

Ω = 2(dψR1 ∧ dψI1 + dψR2 ∧ dψI2 + ...+ dψRn ∧ dψIn). (2.38)

O en forma matricial

Ω = 2

 0 In

−In 0

 ; (2.39)

con inversa

Ω =
1

2

 0 −In
In 0

 . (2.40)

Así, considerando que

dH =

(
∂H

∂ψR1
, ...,

∂H

∂ψRn
,
∂H

∂ψI1
, ...,

∂H

∂ψIn

)
, (2.41)

el campo vectorial hamiltoniano de H (ver (2.25)) se ve como

XH =
1

2



∂H
∂ψI1
...

∂H
∂ψIn

− ∂H
∂ψR1
...

− ∂H
∂ψRn


. (2.42)
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Por otro lado, derivando (2.37) con respecto a ψRk

∂H

∂ψRk
=

n∑
i=1

n∑
j=1

(
δikH

R
ijψ

R
j + ψRi H

R
ijδkj − δikHI

ijψ
I
j + ψIiH

I
ijδjk

)
=

n∑
i=1

[
(HR

ki +HR
ik)ψ

R
i − (HI

ki −HI
ik)ψ

I
i

]
. (2.43)

Pero sabemos que Ĥ debe ser hermitiano, de modo que

HR
ik = HR

ki, HI
ik = −HI

ki. (2.44)

Por lo tanto
∂H

∂ψRk
= 2

n∑
i=1

[
HR
kiψ

R
i −HI

kiψ
I
i

]
. (2.45)

De manera totalmente análoga al derivar con respecto a ψIk se obtiene

∂H

∂ψIk
= 2

n∑
i=1

[
HR
kiψ

I
i +HI

kiψ
R
i

]
. (2.46)

Sustituyendo (2.45) y (2.46) en la expresion para Xf tenemos

XH =



∑n
i=1

[
HR

1iψ
I
i +HI

1iψ
R
i

]
...∑n

i=1

[
HR
niψ

I
i +HI

niψ
R
i

]
∑n

i=1

[
−HR

1iψ
R
i +HI

1iψ
I
i

]
...∑n

i=1

[
−HR

niψ
R
i +HI

niψ
I
i

]


, (2.47)

y de la ecuación (2.27)

Ψ̇ = XH
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la dinámica del sistema queda descrita en las siguientes ecuaciones

ψ̇R1 =
n∑
1

(HT
1iψ

I
i +HI

1iψ
R
i ),

...

ψ̇Rn =
n∑
1

(HR
niψ

R
i +HR

niψ
R
i ), (2.48)

ψ̇I1 =
n∑
1

(−HR
1iψ

R
i +HI

1iψ
I
i ),

...

ψ̇In =
n∑
1

(−HR
niψ

R
i +HI

niψ
I
i ).

½Qué son exactamente las mismas de la ecuaciones de (2.34)! Es decir, la ecuación

Ψ̇ = XH con H = 〈ψ|Ĥ|ψ〉 es completamente equivalente a la ecuación de Schrödin-

ger.

Nuevamente, para aterrizar ideas, analicemos el caso de s = 1/2 con un campo

magnético paralelo al eje z.

Dinámica para s = 1/2

Consideremos un sistema de espín s = 1/2 inmerso en un campo magnético uni-

forme en dirección z. Por la ecuación (1.2) tenemos que Ĥ = B
2
σz. Calculemos el valor

esperado de este hamiltoniano

H = ΨT H̃Ψ = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4)


B/2 0 0 0

0 −B/2 0 0

0 0 B/2 0

0 0 0 −B/2




ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 =
B

2
(ψ2

1−ψ2
2+ψ2

3−ψ2
4).

(2.49)
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De lo anterior tenemos

dH = B
(
ψ1 −ψ2 ψ3 −ψ4

)
. (2.50)

Para conocer el campo vectorial hamiltoniano de H es necesario saber la expresión

de la forma simpléctica y su inversa. Como ya se vio anteriormente se tiene

Ω =


0 0 2 0

0 0 0 2

−2 0 0 0

0 −2 0 0

 , (2.51)

Ω−1 =


0 0 −1/2 0

0 0 0 −1/2

1/2 0 0 0

0 1/2 0 0

 , (2.52)

por lo que el campo hamiltoniano de H es

XH = −Ω−1dH =
B

2


ψ3

−ψ4

−ψ1

ψ2

 . (2.53)

Así, de (2.27) (Ψ̇ = XH) obtenemos las siguientes ecuaciones

ψ̇1 =
B

2
ψ3,

ψ̇2 = −B
2
ψ4, (2.54)

ψ̇3 = −B
2
ψ1,

ψ̇4 =
B

2
ψ2.
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Con la ecuación de Schrödinger las ecuaciones de evolución serían

i
∂ |ψ〉
∂t

= Ĥ |ψ〉 ; (2.55)

o sea

i

ψ̇1 + iψ̇3

ψ̇2 + iψ̇4

 =

B/2 0

0 −B/2

ψ1 + iψ3

ψ2 + iψ4

 . (2.56)

Desarrollando y multiplicando por −i tenemos

ψ̇1 + iψ̇3

ψ̇2 + iψ̇4

 =
B

2

 ψ3 − iψ1

−ψ4 + iψ2

 , (2.57)

lo cual, igualando las partes real e imaginaria de cada lado de la ecuación, implica las

mismas ecuaciones de (2.54).

Para concluir este nuevo formalismo falta analizar un importante detalle que tie-

ne que ver con el espacio que realmente contiene la información física del sistema.

Recordemos que el espacio de Hilbert en mecánica cuántica contiene más estados de

los que realmente nos interesa estudiar, pues todos los estados que di�eren en alguna

constante multiplicativa tienen exactamente la misma información física. Resulta que

los elementos del espacio proyectivo asociado al espacio vectorial de Hilbert, que a

partir de ahora lo llamaremos como espacio proyectivo de Hilbert, están relacionados

unívocamente con los estados puros del sistema, por lo que es sumamente conveniente

estudiar este espacio. En la siguiente sección de�niremos detalladamente este espacio.
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2.3. El espacio proyectivo de Hilbert

El espacio de Hilbert en mecánica cuántica tiene cierta redundancia en lo que se

re�ere al contenido físico del sistema, pues en realidad todos los estados que di�eren

en alguna constante multiplicativa representan físicamente el mismo estado; por esta

razón es conveniente trabajar en un espacio que solo contenga a los estados puros, el

cual, resulta coincidir con el espacio proyectivo de Hilbert.

La primera restricción es considerar únicamente al subespacio Hn conformado por

los estados que cumplan la condición

〈ψ|ψ〉 = 1. (2.58)

Lo anterior no es otra cosa que la conocida condición de normalización. Ésto no

determina completamente al ket |ψ〉, pues éste puede ser multiplicado por cualquier

número de la forma λ = eia y nuevamente tenemos que representa el mismo estado.

Es decir, los estados cuánticos son independientes de factores de fase globales.

Para solucionar esa ambigüedad entre los estados de�nimos la siguiente relación

de equivalencia ∼

ψ ∼ φ si y solo si ψ = eiaφ, (2.59)

y de�nimos el espacio

H := Hn/ ∼ . (2.60)

A dicho espacio se le conoce como el espacio proyectivo de Hilbert y es al que

consideramos como el espacio real de Hilbert, pues tiene todo el contenido físico del

sistema.

Con lo anterior ya estamos en condiciones de estudiar nuestro sistema de espín

usando este enfoque simpléctico de la mecánica cuántica que hemos desarrollado en

el presente capítulo, pero antes de hacerlo desarrollaremos otro concepto que está

íntimamente relacionado con el espacio proyectivo de un sistema genérico de espín y

que nos ayudará mucho en el análisis que haremos.
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Capítulo 3

Constelación de Majorana

La constelación de Majorana ofrece una visión geométrica que es bastante útil

para estudiar un sistema de espín en el espacio proyectivo. Consiste en caracterizar

un estado arbitrario de espín s por una con�guración única de 2s puntos sobre la

2-esfera. Ésta es una imagen que hace que un espacio de Hilbert de alta dimensión

sea más fácil de comprender. Veamos cómo se construye dicha constelación.

3.1. Construcción de la constelación de Majorana

Consideremos un estado arbitrario |ψ〉 de espín s y desarrollémoslo en la base

dada por los eigenvectores del operador Ŝz

|ψ〉 =
s∑

m=−s

cm |s,m〉 . (3.1)

Para encontrar la constelación de Majorana de |ψ〉 en la base |s,m〉 le asociamos

al estado un polinomio con variable auxiliar compleja z, conocido como el polinomio

de Majorana, P|ψ〉(z), el cual se de�ne de la siguiente manera

P|ψ〉(z) =
s∑

m=−s

(−1)s−m

√(
2s

s−m

)
cmz

m+s. (3.2)
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Notemos que (salvo unas excepciones que analizaremos a continuación) P|ψ〉(z) es

un polinomio con coe�cientes complejos de grado 2s.

Sean wk = ak + ibk con k = 1, ..,2s las 2s raíces de P|ψ〉(z). Cada una de las estas

raíces puede ser mapeada a un único punto en la esfera unitaria por medio de la

proyección estereográ�ca desde el polo sur

Pk =

(
2ak

1 + a2
k + b2

k

,
2bk

1 + a2
k + b2

k

,
1− a2

k − b2
k

1 + a2
k + b2

k

)
.

Estos 2s puntos en la esfera, que se conocen como estrellas del estado, de�nen la

constelación de |ψ〉 en la base |s,m〉.

Existen estados particulares en los que su polinomio de Majorana no es de grado

2s y por tanto hay problemas al de�nir su constelación. Ilustremos con un ejemplo.

Consideremos el siguiente estado en un sistema de espín 1

|Φ〉 = c0 |1, 0〉+ c−1 |1,−1〉 . (3.3)

Como s = 1 su constelación debería de consistir en dos estrellas, pero observemos

que c1 = 0 y por tanto el polinomio de Majorana será de grado 1; por lo que su cons-

telación tendrá un solo punto en la esfera. La solución a este problema la obtenemos

observando que si en el estado anterior tomamos c1 = ε y hacemos tender ε → 0 el

módulo de una de las raíces del polinomio de Majorana de dicho estado tenderá a

in�nito, por lo que el punto en la esfera asociado a esta raíz estará cada vez más cerca

del polo sur. Por lo anterior, si c1 = 0 añadimos un punto situado en el polo sur de

la esfera a la constelación.

Lo dicho previamente nos sugiere cómo se debe manejar el problema para los casos

generales que son similares.

Consideremos un estado en un sistema de espín s

|ψ〉 =
s∑

m=−s

cm |s,m〉 (3.4)

tal que cs = cs−1 = . . . = cs−k = 0. Ésto implica que el polinomio de Majorana
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de |Ψ〉 es de grado 2s − k y por tanto tendrá únicamente 2s − k raíces. De manera

análoga al caso anterior, si hacemos que cada uno de estos k coe�cientes tienda a

cero tendremos que el mismo número de raíces irán al in�nito; por lo que k puntos

en la constelación estarán más y más cerca del polo sur. Por lo tanto, si un estado es

tal que cs = cs−1 = . . . = cs−k = 0 la constelación de dicho estado consistirá en los

2s− k puntos en la esfera correspondientes a las raíces del polinomio de Majorana y

k puntos situados en el polo sur.

Entre otras, una propiedad muy interesante de la constelación de Majorana es la

siguiente.

Supongamos un estado arbitrario, |ψ〉, expresado en la base de los eigenvectores

de Ŝz y consideremos una rotación del espacio físico tal que el vector z̄ va a dar al

vector n̄. Esta nueva dirección (al igual que las direcciones z̄, ȳ y x̄) tiene asociado un

operador Ŝn, el cual induce una nueva base |s,m〉
′
en el espacio de Hilbert, de modo

que

|ψ〉 =
s∑

m=−s

dm |s,m〉
′
. (3.5)

Resulta que cuando |ψ〉 se rota en el espacio de Hilbert su constelación (la cual

será diferente porque estará asociada a la base |s,m〉
′
) se rota en el espacio físico [19].

Ésto evidentemente es una gran ventaja con respecto a la visión del estado en

el espacio de Hilbert, pues la matriz de transformación entre estas dos bases es de

dimensión (2s + 1) × (2s + 1), la cual, para valores de espín mayores a 2, suele ser

muy difícil de calcular.

37



CAPÍTULO 3. CONSTELACIÓN DE MAJORANA

3.2. El espacio proyectivo a partir de la constelación

de Majorana

Si tenemos un conjunto de 2s puntos arbitrarios en la 2-esfera, con una construc-

ción análoga pero en sentido opuesto se puede encontrar el vector de estado en el

espacio de Hilbert correspondiente a dicha distribución de puntos. El procedimiento

sería el siguiente:

Dado un conjunto {(xk, yk, zk)} de 2s estrellas podemos mapear éstas al plano

complejo por medio de la función inversa de la proyección estereográ�ca

wk =
xk

zk + 1
+

iyk
zk + 1

,

después generamos el polinomio cuyas raíces son precisamente estos 2s puntos en el

plano. Así, identi�cando coe�cientes, podemos encontrar el estado asociado a las 2s

estrellas.

Lo anterior nos permite identi�car el espacio proyectivo de Hilbert por medio de

la constelación de Majorana [19], es decir, para un sistema dado, cada constelación

puede identi�carse con uno y solo un elemento del espacio proyectivo. Lo anterior es

evidente ya que, por construcción, la constelación de un estado |ψ〉 es exactamente

la misma que la de todos los estados de la forma a |ψ〉 con a un número complejo

arbitrario.

Veamos un ejemplo para aclarar ésto y que nos servirá más adelante.

Consideremos un sistema con espín s = 1 y la constelación de un estado arbitrario.

Como estamos en s = 1 la constelación consiste en dos puntos, P1 y P2, en la 2-esfera,

los cuales los podemos escribir de la siguiente forma general

P1 = (sin θ1 cosφ1, sin θ1 sinφ1, cos θ1),

P2 = (sin θ2 cosφ2, sin θ2 sinφ2, cos θ2). (3.6)

Ahora bien, por medio del procedimiento que se mencionó previamente llegamos a
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que el estado (ya normalizado) asociado a esta constelación de dos puntos es

|ψ〉 =
eiρ√

2


√

2 cos
(
θ1
2

)
cos
(
θ2
2

)
eiφ1 sin

(
θ1
2

)
cos
(
θ2
2

)
+ eiφ2 sin

(
θ2
2

)
cos
(
θ1
2

)
√

2ei(φ1+φ2) sin
(
θ1
2

)
sin
(
θ2
2

)
 . (3.7)

La expresión anterior de�ne el mapeo de inclusión del subconjunto de los estados

normalizados, Hn, al espacio de Hilbert. El espacio proyectivo de Hilbert, H, se de�ne

como el conjunto de todas las clases de equivalencia de la relación donde dos elemen-

tos están relacionados si di�eren solo por una fase. De este modo, podemos utilizar

un elemento de cada clase de equivalencia para representar el espacio proyectivo de

Hilbert.

Si elegimos arbitrariamente ρ = 0 (o cualquier otro valor) el conjunto de pa-

rámetros reales (θ1, θ2, φ1, φ2) identi�ca unívocamente el espacio proyectivo, con el

siguiente mapeo de proyección

π : Hn → H,

π(|ψ(ρ, θi, φi)〉) =
1√
2


√

2 cos
(
θ1
2

)
cos
(
θ2
2

)
eiφ1 sin

(
θ1
2

)
cos
(
θ2
2

)
+ eiφ2 sin

(
θ2
2

)
cos
(
θ1
2

)
√

2ei(φ1+φ2) sin
(
θ1
2

)
sin
(
θ2
2

)
 . (3.8)

Observemos que, a diferencia de un estado arbitrario de s = 1, el número de grados

de libertad es cuatro en lugar de seis.

Lo siguiente que se debe hacer es encontrar la expresión de la forma simpléctica

asociada a este espacio, para así poder proseguir con el análisis de la dinámica del

sistema, pero dejaremos esto para el siguiente capítulo y concluiremos el presente ana-

lizando cualitativamente unos pocos ejemplos sobre las constelaciones de Majorana.

39



CAPÍTULO 3. CONSTELACIÓN DE MAJORANA

3.3. Ejemplos de constelaciones

Para �nalizar este capítulo mostraremos ejemplos de algunas constelaciones. Cuan-

do el estado esté en un espacio de dimensión muy alta denotaremos a |Ψ〉 = cs |s, s〉+

cs,s−1 |s, s− 1〉 , ..., c−s |s,−s〉 como |Ψ〉 = (cs, cs−1, ..., c−s).

|Ψ〉 = (2 + i, 3, 4, 7− 3i, 1,−1, 1− 2i, 2i, 1 + 5i, 0,−i− 1, 2)

Figura 3.1: Constelación del estado |Ψ〉 en un espacio de espín s = 11/2.

En la �gura anterior se muestra la constelación de un estado de espín s = 11/2.

Nótese que dicha constelación consta de 2s = 11 puntos sobre la esfera unitaria.

|Ψ〉 = (4− 10i) |2, 1〉+ 10 |2, 0〉+ (8 + i) |2,−1〉

Figura 3.2: Constelación de un estado con espín s = 2 tal que c2 = 0 y c−2 = 0.
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En 3.2 se muestra la constelación de un estado de espín s = 2 tal que c2 = 0 y

c−2 = 0 por lo que, como puede verse en la �gura, en su constelación tiene un

punto en el polo sur y en el polo norte.

Existen estados en los que la constelación tiene un patrón bastante curioso, en

las siguientes �guras se muestran cinco estados representativos de dicho patrón.

Estados de la forma |Ψ〉 = (1, 1, ..., 1, 1) para s = 7/2, 10, 50, 150

Figura 3.3: Constelación de cuatro estados de la forma |Ψ〉 = (1, 1, ..., 1, 1).
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|Ψ〉 = (3 cos(i) + 2i sin(i) : 1 ≤ i ≤ 60)

Figura 3.4: Constelación de un estado con puntos distribuidos sobre la elipse
x2

9
+ y2

4
= 1.

En estas últimas ilustraciones vemos que la constelación de los respectivos estados

consta de puntos distribuidos en el ecuador de la esfera y eventualmente éstos se van

abriendo formando dos ramas simétricas. La naturaleza de este extraño e interesante

fenómeno está fuera de los propósitos de este trabajo, pero se muestra a modo de

ejemplo. Podría tratarse simplemente de una patología (o maravilla) matemática de

los polinomios complejos o alguna propiedad interesante de los sistemas cuánticos aún

desconocida.
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Capítulo 4

Formulación geométrica de un

sistema cuántico de espín s = 1 en un

campo magnético

En el capítulo 3 vimos la manera en la que el espacio de Hilbert puede identi�carse

como una variedad de Kähler, en la cual, por medio de la forma simpléctica inherente

al espacio y los valores de expectación de los operadores, desarrollamos una dinámica

equivalente a la de la mecánica cuántica. Después discutimos sobre la importancia

de trabajar en el espacio proyectivo, pues ahí tenemos una descripción pura de los

estados físicos de los sistemas.

Por otro lado, en el capítulo pasado vimos como la constelación de Majorana nos

permite estudiar un sistema cuántico de espín directamente en el espacio proyectivo

de Hilbert.

Es claro que ya tenemos toda la teoría para poder hacer la descripción de cualquier

sistema cuántico con esta formulación geométrica de la mecánica cuántica y precisa-

mente ésto es lo que haremos aquí, vamos a desarrollar la dinámica de un sistema de

espín s = 1 inmerso en un campo magnético usando este enfoque.
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4.1. Espacio proyectivo del sistema

En esta sección vamos a construir el espacio proyectivo de Hilbert, para después

poder analizar la dinámica. Consideremos un sistema de espín s = 1; en el capítulo

3 ya hicimos la construcción del espacio de Kähler para un sistema de espín s = 1/2,

la construcción en este caso es enteramente análoga.

Sea |Ψ〉 un estado arbitrario en el espacio de Hilbert

|Ψ〉 =


ψ1 + iψ4

ψ2 + iψ5

ψ3 + iψ6

 . (4.1)

Denotamos como Ψ su respectivo elemento en la variedad, el cual tiene la siguiente

forma

Ψ =



ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

ψ5

ψ6


. (4.2)

Considerando las coordenadas (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4, ψ5, ψ6), la forma simpléctica del es-

pacio se ve como

Ω = dψ1 ∧ dψ4 + dψ2 ∧ dψ5 + dψ3 ∧ dψ6, (4.3)

cuya expresión matricial es

Ω =



0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2

−2 0 0 0 0 0

0 −2 0 0 0 0

0 0 −2 0 0 0


. (4.4)
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Lo anterior de�ne la estructura del espacio de Hilbert como una variedad real,

pero recordemos que el espacio que realmente nos interesa es el espacio proyectivo de

Hilbert.

En la sección 3.2 vimos que podíamos representar a cada punto del espacio proyec-

tivo eligiendo un elemento de cada clase de equivalencia, en particular los elementos

|ψ〉 =
1√
2


√

2 cos
(
θ1
2

)
cos
(
θ2
2

)
eiφ1 sin

(
θ1
2

)
cos
(
θ2
2

)
+ eiφ2 sin

(
θ2
2

)
cos
(
θ1
2

)
√

2ei(φ1+φ2) sin
(
θ1
2

)
sin
(
θ2
2

)
 (4.5)

identi�can al espacio H con las cuatro coordenadas (θ1, θ2, φ1, φ2) correspondientes a

las dos estrellas de las constelaciones de Majorana.

Desafortunadamente al intentar escribir la forma simpléctica para el espacio pro-

yectivo en estas coordenadas las expresiones algebraicas son muy largas, haciendo que

la dinámica no se pueda estudiar.

Para solucionar ésto describiremos el espacio proyectivo apoyándonos nuevamente

en la constelación de Majorana pero desde otra perspectiva. Esencialmente vamos a

hacer un cambio de coordenadas, el cual, presentará dos ventajas:

La primera es que el análisis algebraico será mucho más sencillo.

Y la segunda es que las nuevas coordenadas se ajustan mejor al contexto del

problema, ayudándonos principalmente a interpretar los resultados de manera más

e�caz.

La forma de de�nir nuestras nuevas coordenadas para el espacio proyectivo es la

siguiente.

Consideremos las dos estrellas de una constelación arbitraria y construyamos el

triángulo cuyos vértices son estas dos estrellas y el origen, como se muestra en la

siguiente �gura
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Figura 4.1: Triángulo formado por las estrellas de una constelación arbitraria.

Si imaginamos a este triángulo como un cuerpo rígido plano (es decir que está

contenido en un plano), siempre podemos hacer una rotación, R, que lo coloque en

una con�guración simétrica al eje z y tal que el plano al que pertenece el cuerpo sea

paralelo al plano y − z, como se ilustra en la siguiente �gura.

Figura 4.2
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Para lograr la con�guración anterior a partir de la con�guración arbitraria de la

�gura 4.1 son su�cientes tres ángulos (θ, φ, χ), tales que:

φ es el ángulo con respecto al eje x que hace la recta en la cual se debe rotar el

cuerpo rígido un ángulo θ para que la mediana l (ver �g 4.1) coincida con el eje z.

De�namos esta transformación como T1. Una vez en esta con�guración χ es el ángulo

que se debe rotar el cuerpo con respecto al eje z para que éste se encuentre en el

plano y − z. Llamemos a esta otra transformación T2.

La forma matemática para las rotaciones T1 y T2 las encontraremos usando la

siguiente expresión [25]

T̂ = e−iθ(n̄·Ŝ), (4.6)

donde θ es el ángulo que se rota a través de la recta que apunta en dirección del vector

unitario n̂ y Ŝ es el operador vectorial de momento angular.

La siguiente importante propiedad de las matrices de momento angular para s = 1

es fundamental para el cálculo explicito de (4.6)

σ̂2k+1
i = σ̂i. (4.7)

Para T1 tenemos que n̂1 = (cosφ, sinφ, 0) y para T2, n̂2 = (0, 0, 1); lo que implica

que

T1 =


cos2

(
θ
2

)
− eiφ sin(θ)√

2
e2iφ sin2

(
θ
2

)
e−iφ sin(θ)√

2
cos(θ) − eiφ sin(θ)√

2

e−2iφ sin2
(
θ
2

) e−iφ sin(θ)√
2

cos2
(
θ
2

)
 , (4.8)

T2 =


e−iχ 0 0

0 1 0

0 0 eiχ

 . (4.9)
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Por lo tanto, la rotación que lleva al estado en la con�guración de la �gura 4.1 al

de la �gura 4.2 es la composición de las dos transformaciones

R = T2T1. (4.10)

El hecho de que cada constelación de Majorana (y por tanto cada estado en el

espacio proyectivo) esté identi�cada unívocamente por los cuatro ángulos (α, θ, φ, χ)

nos permite elegir a éstos como coordenadas locales para el espacio H.

Dicho lo anterior, prosigamos con la forma general de un estado |ψ〉 en las coor-

denadas (α, θ, φ, χ).

Lo primero que necesitamos identi�car es la expresión de un estado normalizado

cuya constelación de Majorana es tal como la de la �gura 4.2. Las estrellas se pueden

expresar en términos de α de la siguiente manera

p1 = (0, sinα, cosα),

p2 = (0,− sinα, cosα); (4.11)

con lo que obtenemos que el estado correspondiente es el siguiente

|ψ0〉 =
eiρ√

cos(2α) + 3


1 + cos(α)

0

1− cos(α)

 . (4.12)

Después aplicamos la inversa de la rotación R a |ψ0〉 para obtener la expresión

general de nuestro estado |ψ〉 (α, θ, φ, χ) = R−1 |ψ0〉 = (T−1
1 · T−1

2 ) |ψ0〉

|ψ〉 =
ei(ρ−χ)√

cos(2α) + 3


sin2

(
α
2

)
(cos(θ)− 1)e−2iφ + cos2

(
α
2

)
(cos(θ) + 1)e2iχ

i√
2
e−iφ

[
(cos(α) + 1)e2i(χ+φ) + 1− cos(α)

]
sin(θ)

sin2
(
α
2

)
(cos(θ) + 1) + cos2

(
α
2

)
(cos(θ)− 1)e2i(χ+φ)

 .

(4.13)

48



CAPÍTULO 4. FORMULACIÓN GEOMÉTRICA DE UN SISTEMA

CUÁNTICO DE ESPÍN S = 1 EN UN CAMPO MAGNÉTICO

La ecuación anterior de�ne el mapeo de inclusión, g, del subconjunto de los estados

normalizados, |ψ〉n, al espacio de Hilbert.

g : Hn → H

g(|ψ〉n) =
ei(ρ−χ)√

cos(2α) + 3


sin2

(
α
2

)
(cos(θ)− 1)e−2iφ + cos2

(
α
2

)
(cos(θ) + 1)e2iχ

i√
2
e−iφ

[
(cos(α) + 1)e2i(χ+φ) + 1− cos(α)

]
sin(θ)

sin2
(
α
2

)
(cos(θ) + 1) + cos2

(
α
2

)
(cos(θ)− 1)e2i(χ+φ)

 .

(4.14)

Nuevamente podemos utilizar un elemento representativo de cada clase de equi-

valencia para construir el espacio proyectivo de Hilbert. Tomando ρ = 0 tenemos

que (α, θ, φ, χ) representan coordenadas para el espacio proyectivo de Hilbert; con el

siguiente mapeo de proyección

π : Hn → H

π(|ψ〉n) =
e−iχ√

cos(2α) + 3


sin2

(
α
2

)
(cos(θ)− 1)e−2iφ + cos2

(
α
2

)
(cos(θ) + 1)e2iχ

i√
2
e−iφ

[
(cos(α) + 1)e2i(χ+φ) + 1− cos(α)

]
sin(θ)

sin2
(
α
2

)
(cos(θ) + 1) + cos2

(
α
2

)
(cos(θ)− 1)e2i(χ+φ)

 .

(4.15)

Con estas dos funciones ya podemos de�nir formalmente la forma simpléctica en

el espacio proyectivo de Hilbert

4.2. La forma simpléctica heredada

La forma simpléctica intrínseca del espacio de Hilbert heredada del producto in-

terno tiene la expresión canónica (ec. (4.3)) cuando está de�nida en las variables ψi.

Sin embargo, ya explicamos que el espacio donde se encuentran los estados puros

del sistema es en el espacio proyectivo, por lo tanto es necesario de�nir una forma

simpléctica en este espacio.
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Existe una manera natural de de�nir una estructura simpléctica en H a partir de

Ω. Consideremos los mapeos de inclusión y de proyección de�nidos en (4.14) y (4.15).

Primero podemos obtener la expresión de la forma simpléctica en Hn a través del

pullback de la función g

g∗Ω = Ωαβ
∂gα

∂xµ
∂gβ

∂xν
dxµ ⊗ dxν , (4.16)

donde xµ = (ρ, α, θ, φ, χ).

Cuando se obtiene la expresión de la forma simpléctica en el espacio Hn ocurre un

detalle remarcable, la forma simpléctica no depende de la fase, es decir, es degenerada

en la dirección de ρ. Lo anterior nos permite garantizar la existencia de una forma

simpléctica, ΩH, en el espacio proyectivo de Hilbert cuyo pullback a través de la

función de proyección coincide precisamente con g∗Ω [3], ésto es

π∗ΩH = g∗Ω. (4.17)

El siguiente diagrama muestra visualmente la relación que hay entre las formas

simplécticas y los respectivos espacios

Figura 4.3
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Regresando a nuestro caso, de (4.16) obtenemos que la forma simpléctica en Hn

es

g∗Ω = −16 sin3(α)(cos(θ)− 1)

(cos(2α) + 3)2
dα∧dφ+

16 sin3(α)

(cos(2α) + 3)2
dα∧dχ−8 cos(α) sin(θ)

cos(2α) + 3
dθ∧dφ.

(4.18)

O matricialmente:

g∗Ω =



0 0 0 8 sin3(φ1)(cos(φ2)−1)
(cos(2φ1)+3)2

− 8 sin3(φ1)
(cos(2φ1)+3)2

0 0 0 4 sin(φ2) cos(φ1)
cos(2φ1)+3

0

0 −8 sin3(φ1)(cos(φ2)−1)
(cos(2φ1)+3)2

−4 sin(φ2) cos(φ1)
cos(2φ1)+3

0 0

0 8 sin3(φ1)
(cos(2φ1)+3)2

0 0 0

0 0 0 0 0


.

(4.19)

Nótese que en efecto esta expresión no muestra dependencia en la variable ρ tal

como tenía que ocurrir. Gracias a ésto podemos de�nir la forma simpléctica en el

espacio proyectivo, (α, θ, φ, χ), simplemente eliminando todo lo referente a ρ en las

ecuaciones anteriores

ΩM(α, θ, φ, χ) = g∗Ω. (4.20)

Con las siguiente expresión matricial

ΩM =


0 0 8 sin3(α)(cos(θ)−1)

(cos(2α)+3)2
− 8 sin3(α)

(cos(2α)+3)2

0 0 4 cos(α) sin(θ)
cos(2α)+3

0

−8 sin3(α)(cos(θ)−1)
(cos(2α)+3)2

−4 cos(α) sin(θ)
cos(2α)+3

0 0

8 sin3(α)
(cos(2α)+3)2

0 0 0

 (4.21)
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y con inversa igual a

(ΩM)−1 =


0 0 0 (cos(2α)+3)2

8 sin3(α)

0 0 − cos(2α)+3
4 cos(α) sin(θ)

− (cos(2α)+3) tan( θ2)
4 cos(α)

0 cos(2α)+3
4 cos(α) sin(θ)

0 0

− (cos(2α)+3)2

8 sin3(α)

(cos(2α)+3) tan( θ2)
4 cos(α)

0 0

 .

(4.22)

En la sección 2.2 se mostró la manera como la forma simpléctica Ω y la función

hamiltoniana, H, permiten conocer la dinámica del sistema, codi�cada en la siguiente

ecuación

Ψ̇ = −Ω−1dH. (4.23)

La ecuación anterior es general, pero cuando se trabaja en coordenadas canónicas

la forma simpléctica toma la forma estándar y así (4.23) implica las ecuaciones de

Hamilton.

Un costo de trabajar en el espacio proyectivo es que la forma simpléctica res-

tringida, ΩM, deja de tener la forma canónica y las ecuaciones de evolución suelen

complicarse. Sin embargo es posible mostrar, por medio de un importante resultado

en la geometría simpléctica, conocido como el teorema de Darboux, que, localmente,

en toda variedad existen coordenadas que hacen que la forma simpléctica sea canóni-

ca. La siguiente sección está planeada para explicar este teorema y mostrar la manera

en cómo se encuentran estas coordenadas especiales.
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4.3. Teorema de Darboux

El teorema de Darboux es un resultado fundamental en la geometría simpléctica

y se nombra así en reconocimiento del matemático francés Jean Gaston Darboux que

lo estableció en 1882.

El teorema esencialmente a�rma que todas las variedades simplécticas son local-

mente simplectomór�cas, es decir, que son homeomorfas con el espacio lineal simpléc-

tico (R,Ω0) dotado de la forma simpléctica canónica Ω0.

El enunciado formal, cuya demostración está fuera de los propósitos de este tra-

bajo, pero puede consultarse en [21] dice lo siguiente:

Teorema de Darboux

Sea (M,Ω) una variedad simpléctica con Ω la respectiva 2-forma simpléctica y

consideremos un punto arbitrario a ∈M. Entonces existe un entorno alrededor de a

en el que se puede elegir un sistema de coordenadas (p1, ..., pn, q1, ..., qn) tal que la Ω

tiene la forma canónica

Ω =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi. (4.24)

Lo anterior, en términos físicos, básicamente nos dice que en un entorno alrededor

de cualquier punto en la variedad podemos encontrar un conjunto de coordenadas

canónicas.

Un interesante contraste (y analogía) que vale la pena mencionar ocurre con la

situación en la geometría riemanniana, en la cual en cada punto podemos encontrar

coordenadas donde, en dicho punto, la métrica coincida con la euclidiana, pero en

general, no es posible que suceda en todo un entorno como pasa en la geometría

simpléctica.

Ya mencionamos que no probaremos el teorema de Darboux, pero vale la pena

mostrar cómo se construyen las coordenadas canónicas alrededor de un punto arbi-

trario.
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Construcción de las coordenadas canónicas

El algoritmo que permite construir las coordenadas canónicas alrededor de un

punto x0 es el siguiente:

Sea x̄ = (x1, ..., xn, y1, ..., yn) un sistema de coordenadas no canónico en una va-

riedad simpléctica. Queremos construir, a partir de éste, un sistema de coordenadas

p̄ = (p1, ..., pn, q1, ..., qn) que sí sea canónico.

La primera coordenada, p1, la elegimos como cualquier función diferenciable de

las coordenadas p1 = p1(x̄) con la única condición de que su diferencial sea distinto

de cero en el punto x0.

Para de�nir la coordenada q1 consideremos el campo vectorial hamiltoniano, P1,

correspondiente a p1 (ver ecs. (2.24) y (2.25))

P1 = −Ω−1dp1. (4.25)

Como P1(a) 6= 0 podemos construir un hiperplano, N , que pase por x0 y que no

contenga al vector P1(a) (en particular cualquier super�cie transversal a P1(a) cumple

ésto).

Consideremos ahora el �ujo hamiltoniano P t
1(y) que se obtiene al resolver la ecua-

ción diferencial

˙̄x(t) = P1 (4.26)

con condición inicial x(0) = y.

De�nimos a q1 como el valor del parámetro t tal que la curva P t
1(y) con y ∈

N alcanza un punto arbitrario z ∈ M. Por resultados elementales en la teoría de

ecuaciones diferenciales la función está bien de�nida y es diferenciable en un entorno

alrededor de x0.

Ya que por construcción q1 = 0 sobre N y además su derivada en dirección de P1

es igual a uno tendremos que el corchete de Poisson de q1 y p1 será igual a uno, o sea,

serán coordenadas canónicas [21].

Para la construcción p2 y q2 consideramos la subvariedad M2 que obtenemos al
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imponer las constricciones p1 = p1(x0) = cte y q1 = q1(x0) = 0 y operamos de manera

totalmente análoga en este subespacio para de�nir p2 y q2, trabajando con la forma

simpléctica restringida a esta subvariedad.

Ya encontradas p2 y q2 debemos extenderlas a todo el espacio, pues solo están

de�nidas enM2. La extensión se hace de la siguiente manera.

Cada punto z ∈ M alrededor de x0 puede ser alcanzado a través del �ujo P s
1Q

t
1

por un único punto w ∈M2, es decir, para z ∈M existe un único w ∈M2 tal que

z = P s
1Q

t
1(w). (4.27)

Despejando w en términos de z encontramos las variables p1 y q1 extendidas.

La recursión del algoritmo previo permite encontrar todas la pk y qk.

El procedimiento anterior nos permitirá encontrar coordenadas canónicas para la

forma simpléctica ΩM de nuestro problema, lo cual será muy útil para describir la

dinámica del sistema.

Es bastante ilustrativo (y educativo) mostrar paso por paso (excluyendo los cálcu-

los algebraicos) cómo encontrar las variables, pues, como suele ocurrir en muchas

situaciones, la práctica es bastante distinta a la teoría.

Nuestra construcción comienza con la elección del punto alrededor del cual encon-

traremos coordenadas canónicas, consideremos (por conveniencia) el siguiente punto

x0 = (α0, θ0, φ0, χ0) =
(π

4
, 0, 0, 0

)
. (4.28)

Éste punto representa una con�guración en la constelación de Majorana como la

de la �gura 4.2.

Hay dos detalles sutiles y bastante signi�cativos a la hora de aplicar el teorema de

Darboux, el primero es la elección de las coordenadas pi. En principio, esta elección

es totalmente arbitraria y cualquiera funciona. Sin embrago, una elección inteligente

podría simpli�car bastante el problema (incluso podría ser la diferencia entre hacer

el problema soluble o no).

55



CAPÍTULO 4. FORMULACIÓN GEOMÉTRICA DE UN SISTEMA

CUÁNTICO DE ESPÍN S = 1 EN UN CAMPO MAGNÉTICO

Eligamos a p1 una función arbitrara de α, esto es

p1 = h(α). (4.29)

De lo anterior tenemos

P1 = −Ω−1
Mdp1 =


0

0

0

− (cos(2α)+3)2h′(α)

8 sin3(α)

 . (4.30)

El segundo punto sutil es la elección del hiperplano, pues cada elección de�ne un

conjunto distinto de coordenadas canónicas. Lo más natural es elegir un hiperplano

que sea transversal a P1. En nuestro caso es fácil ver que la super�cie de�nida por

la ecuación χ = 0 cumple esto. Consideremos entonces un punto arbitrario en este

plano y = (α(0), θ(0), φ(0), 0) y resolvamos la ecuación diferencial (4.26) con y como

condición inicial


α̇

θ̇

φ̇

χ̇

 =


0

0

0

− (cos(2α)+3)2h′(α)

8 sin3(α)

 . (4.31)

Al resolver la ecuación y despejando el parámetro t obtenemos la coordenada q1

q1 = − 8χ sin3(α)

(cos(2α) + 3)2h′(α)
. (4.32)

El campo hamiltoniano de q1 (que se necesitará más adelante) es

Q1 =


− 1
h′(α)

−2 sin2(α) tan(α) tan( θ2)
(cos(2α)+3)h′(α)

0

χ
(

(sin(2α)+12 cot(α))h′(α)
cos(2α)+3

−h′′(α)
)

h′(α)2

 . (4.33)
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Ahora nos restringimos a la super�cie de�nida por p1 = p1(x0) = h(π
4
) y q1 = q1(x0) =

0, lo que implica que α = π
4
y χ = 0; es decir, nos �jamos en la super�cie,M2, de�nida

por el siguiente mapeo

r :M2 →M

r(θ, ψ) = (
π

4
, θ, φ, 0).

Así obtenemos que la forma simpléctica restringida enM2 obtenida por el pullback

de r es

Ω−1
M |p1(x0),q1(x0) =

 0 2
3

√
2 sin(θ)

−2
3

√
2 sin(θ) 0

 , (4.34)

con inversa

(Ω−1
M |p1(x0),q1(x0))

−1 =

 0 −3 csc(θ)

2
√

2

3 csc(θ)

2
√

2
0

 . (4.35)

De�nimos a p2 de la siguiente manera

p2 = θ̃. (4.36)

La tilde en la variable es para recordar que son variables de�nidas en el espacio

restringido y no en todoM. Operando de manera totalmente análoga obtenemos la

siguiente expresión para q2

q2 =
2

3

√
2φ̃ sin(θ̃). (4.37)

Para �nalizar la construcción de las coordenadas canónicas falta extender p2 y q2 a

toda la variedad. Sea w un punto arbitrario en la variedad restringida, entonces w

tiene la siguiente forma genérica

w =
(π

4
, θ̃, φ̃, 0

)
.
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Calculemos el �ujo P s
1Q

t
1(w). Calculemos primero Qt

1(w), es decir, el �ujo a través de

Q1 con condición inicial y = w:


α̇

θ̇

φ̇

χ̇

 =


− 1
h′(α)

−2 sin2(α) tan(α) tan( θ2)
(cos(2α)+3)h′(α)

0

χ
(

(sin(2α)+12 cot(α))h′(α)
cos(2α)+3

−h′′(α)
)

h′(α)2

 . (4.38)

Es precisamente en este paso donde una elección adecuada de h permite la solución

satisfactoria del problema. Primeramente, es muy importante analizar el sistema de

ecuaciones y hacer simpli�caciones evidentes, por ejemplo, es inmediato lo siguiente

h(α) = −t+ C, (4.39)

φ = φ̃. (4.40)

Otra simpli�cación, quizá no muy evidente, pero que es muy importante es que

χ = 0. (4.41)

Ésto se deduce al observar que al hacer la integración de la cuarta ecuación dife-

rencial obtenemos algo de la siguiente forma

χ = Ce
∫

(funcion de t)dt, (4.42)

de modo que al insertar la condición inicial χ(0) = 0 necesariamente C = 0.
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La única ecuación que requiere integración no trivial es la segunda

θ̇ = −
2 sin2(α) tan(α) tan

(
θ
2

)
(cos(2α) + 3)h′(α)

. (4.43)

Ésta ecuación se puede simpli�car considerablemente si de�nimos h(α) de modo

que

h(α)′ =
2 sin2(α) tan(α)

cos(2α) + 3
. (4.44)

Es decir, con esta de�nición la dependencia de α desaparece, lo cual hace que la

integración nuevamente sea muy sencilla.

Al integrar y hacer todas las simpli�caciones correspondientes obtenemos

p1 = h(α) = log

(
cos(2α) + 3

cos(α)

)
(4.45)

y

Qt1(w) =

(
cos−1

(√
9e2t − 8 + 3et

2
√
2

)
, 2 sin−1

(
4
√
2
√
3et/2

√
cos(α)

cos(2α) + 3
sin

(
θ̃

2

))
, φ̃, 0

)
.

(4.46)

Procediendo de manera similar podemos calcular P s
1Q

t
1(w) = P s

1 (Qt
1(w)) encon-

trando el �ujo a través de P1 tomando como condición inicial Qt
1(w). El resultado

arroja

(α, θ, φ, χ) = P s
1Q

t
1(w) = (4.47)(

cos−1

(√
9e2t − 8 + 3et

2
√
2

)
, 2 sin−1

(
4
√
2
√
3et/2

√
cos(α)

cos(2α) + 3
sin

(
θ

2

))
, φ,

s(cos(2α) + 3)

4 cos(α)

)
.
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Resolviendo para θ̃ y φ̃ y sustituyendo en (4.36) y (4.37), así como la expresión ob-

tenida para la función h tenemos las siguientes ecuaciones �nales para las coordenadas

canónicas

p2 = 2 sin−1

(
4
√

2
√

3

√
cos(α)

cos(2α) + 3
sin

(
θ

2

))
, (4.48)

q2 = 4 23/4φ

√
cos(α)

3 cos(2α) + 9
sin

(
θ

2

)√
1−

3
√

2 cos(α) sin2
(
θ
2

)
cos(2α) + 3

, (4.49)

p1 = log(
cos(2α) + 3

cos(α)
), (4.50)

q1 = − 4χ cos(α)

cos(2α) + 3
. (4.51)

Con inversas

α = cos−1

(
1

4

(√
e2p1 − 16 + ep1

))
, (4.52)

θ = 2 sin−1

(
e
p1
2 sin

(
p2
2

)
4
√

2
√

3

)
, (4.53)

φ =
3q2 csc (p2)

2
√

2
, (4.54)

χ = −1

4
ep1q1. (4.55)

Las variables (p1, p2, q1, q2) de�nen el sistema de coordenadas donde ΩM tiene la

forma canónica. Teniendo ésto podemos estudiar la dinámica del sistema, lo cual, se

hará detalladamente en la siguiente sección.
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4.4. Análisis de la dinámica en campos magnéticos

En este capítulo, al �n, llegamos al desenlace de este trabajo, pues ya desarro-

llamos todas las herramientas para hacer la descripción geométrica de un sistema de

espín s = 1 en un campo magnético. Tenemos dos alternativas para abordar el pro-

blema, la primera es usando directamente las coordenadas (α, θ, φ, χ) y la otra con

las coordenadas que obtuvimos del teorema de Darboux. Recordemos que en ambas

situaciones la dinámica está regida por la misma ecuación

Ψ̇ = −Ω−1dH. (4.56)

La ventaja que presentan las coordenadas de Darboux (p1, p2, q1, q2) con respecto

a las coordenadas (α, θ, φ, χ) es que la forma simpléctica tiene la expresión canóni-

ca; lo que simpli�ca considerablemente la ecuación anterior (de hecho coincide con

las ecuaciones de Hamilton). En contraste, las coordenadas angulares presentan la

ventaja de que son más naturales, en el sentido de que caracterizan directamente la

con�guración del sistema, propiedad que no tienen las coordenadas de Darboux cuyo

signi�cado físico es más oculto.

Analizaremos la dinámica con las dos coordenadas y veremos cuáles arrojan me-

jores resultados.

Análisis con las coordenadas (α, θ, φ, χ)

Para estas coordenadas ya tenemos que la forma simpléctica y su respectiva inversa

(ecs. (4.21) y (4.22)) son

ΩM =


0 0 8 sin3(α)(cos(θ)−1)

(cos(2α)+3)2
− 8 sin3(α)

(cos(2α)+3)2

0 0 4 cos(α) sin(θ)
cos(2α)+3

0

−8 sin3(α)(cos(θ)−1)
(cos(2α)+3)2

−4 cos(α) sin(θ)
cos(2α)+3

0 0

8 sin3(α)
(cos(2α)+3)2

0 0 0

 , (4.57)
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(ΩM)−1 =


0 0 0 (cos(2α)+3)2

8 sin3(α)

0 0 − cos(2α)+3
4 cos(α) sin(θ)

− (cos(2α)+3) tan( θ2)
4 cos(α)

0 cos(2α)+3
4 cos(α) sin(θ)

0 0

− (cos(2α)+3)2

8 sin3(α)

(cos(2α)+3) tan( θ2)
4 cos(α)

0 0

 .

(4.58)

Conociendo la forma simpléctica ΩM solo falta de�nir la función hamiltoniana,

H, para describir la dinámica del sistema.

Por simplicidad y por consideraciones hechas en el capítulo uno, nos vamos a

concentrar en sistemas con campos magnéticos constantes

B = (Bx, By, Bz). (4.59)

De la ecuación (1.2) obtenemos el hamiltoniano de interacción en el espacio de

Hilbert

Ĥ = µ̄ · B̄ =


Bz

Bx−iBy√
2

0

Bx+iBy√
2

0 Bx−iBy√
2

0 Bx+iBy√
2

−Bz

 , (4.60)

y de (2.35) podemos encontrar el hamiltoniano en el espacio de Kähler (H = ΨT H̃Ψ)

H =
√

2 [(ψ2 (ψ1 + ψ3) + ψ5 (ψ4 + ψ6))Bx + ((ψ1 − ψ3)ψ5 + ψ2 (ψ6 − ψ4))By]

+ (ψ2
1 − ψ2

3 + ψ2
4 − ψ2

6)Bz. (4.61)

Debemos expresar este último en términos de las coordenadas angulares, identi�-

cando las partes real e imaginarias de la ecuación (4.15) obtenemos la expresión de

cada ψi en términos de (α, θ, φ, χ) y así

H =
4 cos(α) [By sin(θ) cos(φ)−Bx sin(θ) sin(φ) +Bz cos(θ)]

cos(2α) + 3
. (4.62)

62



CAPÍTULO 4. FORMULACIÓN GEOMÉTRICA DE UN SISTEMA

CUÁNTICO DE ESPÍN S = 1 EN UN CAMPO MAGNÉTICO

Éste es el hamiltoniano más general (en el caso de campos magnéticos constantes).

En realidad estudiando el caso particular en el que el campo magnético apunta en

dirección z (tomando Bx = By = 0) tenemos toda la información sobre la dinámica en

campos magnéticos constantes, pues si hay un campo magnético apuntando en otra

dirección siempre podemos elegir un sistema de referencia en el que el eje z coincida

con dicha dirección. Sin embargo, es ilustrativo mostrar algunos casos particulares.

Campo magnético paralelo al eje z (Bx = 0 = By)

En este caso la expresión para el hamiltoniano toma la siguiente forma

H =
4Bz cos(α) cos(θ)

cos(2α) + 3
. (4.63)

De la ecuación (2.27) tenemos que la dinámica del sistema está regida por la

siguiente ecuación diferencial 
α̇

θ̇

φ̇

χ̇

 =


0

0

Bz

−Bz

 . (4.64)

Por lo tanto

α = α0,

θ = θ0,

φ = φ0 +Bzt, (4.65)

χ = χ0 −Bzt.

Cualitativamente el comportamiento descrito por las ecuaciones anteriores es

muy simple y de hecho es idéntico al del espín s = 1/2 descrito en el primer

capítulo: las estrellas precesan alrededor del campo magnético con velocidad an-

gular constante. La diferencia es que aquí hay dos estrellas precesando en lugar
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de una. Como consecuencia los ángulos α y θ se mantienen constantes. Es im-

portante mencionar que la sencillez en la caracterización de la dinámica en este

caso se debe en gran medida a una elección adecuada de sistema coordenado.

Veamos otros dos ejemplos

Campo magnético paralelo al eje x (Bz = 0 = By)

El hamiltoniano en este caso es

H =
4Bx cos(α) sin(θ) sin(φ)

cos(2α) + 3
, (4.66)

y por lo tanto

(α̇, θ̇, φ̇, χ̇) = (0, Bx cos(φ), Bx cot(θ) sin(φ),−Bx sin(φ) tan(θ/2)) . (4.67)

Campo magnético arbitrario

Si colocamos el campo magnético orientado en una dirección arbitraria obte-

nemos el hamiltoniano de la ecuación (4.62) y las ecuaciónes diferenciales a

resolver son

α̇ =0,

θ̇ =Bx cos(φ) +By sin(φ),

φ̇ =[By cos(φ)−Bx sin(φ)] cot(θ)−Bz, (4.68)

χ̇ = tan(θ/2) [By cos(φ)−Bx sin(φ)] +Bz.

Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales de los dos casos anteriores no es

sencillo, sin embargo, hay un hecho compartido en todos los casos, α̇ = 0. Es

decir, α siempre se mantiene constante. Ésto nos muestra una característica muy

importante de estos sistemas: la evolución generada por campos magnéticos en

un sistema de espín s = 1 es tal que siempre mantienen invariante la forma

geométrica creada por las dos estrellas.
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Análisis con las coordenadas de Darboux (p1, p2, q1, q2)

En estas coordenadas, al encontrar la expresión para la forma simpléctica, tenemos

que ésta es

Ω =


0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −1 0 0

 , (4.69)

justo como debía de suceder, pues el teorema de Darboux asegura esto.

Con esta Ω la dinámica del sistema tiene la forma estándar de las ecuaciones de

Hamilton

Ψ̇ = −Ω−1dH =

(
∂H

∂q1

,
∂H

∂q2

,−∂H
∂p1

,−∂H
∂p2

)
; (4.70)

o sea

ṗ1 =
∂H

∂q1

,

ṗ2 =
∂H

∂q2

,

q̇1 = −∂H
∂p1

,

q̇2 = −∂H
∂p2

. (4.71)

Analicemos los mismos casos que hicimos con las coordenadas (α, θ, φ, χ).

Campo magnético paralelo al eje z

Debemos pasar del hamiltoniano en las coordenadas angulares a las coordenadas

(p1, p2, q1, q2); ésto se hace por medio de las transformaciones obtenidas en la

sección anterior (ecs. (4.52-4.55)). Así tenemos lo siguiente

H = 4e−p1 +
2

3

√
2 (cos (p2)− 1) . (4.72)
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Por lo que la dinámica del sistema está regida por la siguientes ecuaciónes

ṗ1 = 0,

ṗ2 = 0,

q̇1 = 4e−p1 ,

q̇2 =
2

3

√
2 sin (p2) . (4.73)

Se sigue que p1 y p2 son constantes y q1 y q2 varían de manera lineal con el

tiempo. Si además observamos las ecuaciones (4.48-4.51) de p1 = cte obtenemos

que α = cte y de p2 = cte se tiene que θ tambíen es constante, tal como debía

suceder.

Campo magnético paralelo al eje x (Bz = 0 = By)

El hamiltoniano en este caso es

H = −2

3
23/4e−

p1
2 sin

(p2

2

)√√
2ep1 (cos (p2)− 1) + 12 sin

(
3q2 csc (p2)

2
√

2

)
,

(4.74)

por lo tanto

ṗ1 = 0,

ṗ2 =
e−

p1
2

√√
2ep1 (cos (p2)− 1) + 12 sec

(
p2
2

)
cos
(

3q2 csc(p2)

2
√

2

)
23/4

,

q̇1 =
4 23/4e−

p1
2 sin

(
p2
2

)
sin
(

3q2 csc(p2)

2
√

2

)
√√

2ep1 (cos (p2)− 1) + 12
, (4.75)
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q̇2 =

{
e−

p1
2

(
3q2

(√
2ep1 (cos (p2)− 1) + 12

)
cos (p2) csc

(p2

2

)
sec2

(p2

2

)
×

cos

(
3q2 csc p2

2
√

2

)
− 16 cos

(p2

2

)(
ep1 (cos (p2)− 1) + 3

√
2
)

sin

(
3q2 csc p2

2
√

2

))}

×

{
6 · 23/4

√√
2ep1 (cos (p2)− 1) + 12

}−1

.

Aunque se conserva el hecho relevante de que ṗ1 = 0 y por tanto α es constan-

te, las expresiones obtenidas con las coordenadas de Darboux son por mucho

más complicadas que la de las coordenadas (α, θ, φ, χ) por lo que al menos en

este problema particular un conjunto de coordenadas canónicas no simpli�ca la

resolución del problema.
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4.5. Matrices de Gell-Mann y dinámica en sistemas

arbitrarios

El análisis previo se limita a casos donde el hamiltoniano del sistema es generado

únicamente por la presencia de campos magnéticos. A pesar de que son situaciones

de gran interés experimental y teórico, son muy particulares. En esta sección expli-

caremos la manera de construir hamiltonianos generales.

Cualquier hamiltoniano en un sistema de espín s = 1 puede ser identi�cado por

una matriz 3× 3 hermitiana. Lo anterior implica que el espacio de todas las matrices

que potencialmente representan un hamiltoniano es 9-dimensional.

Por otro lado, para conocer el espectro energético de un sistema es su�ciente

diagonalizar el hamiltoniano y �jarse en los valores propios. Considerando ésto y el

conocido hecho de que la elección del cero de la energía es totalmente arbitrario tene-

mos que siempre podemos sumar un múltiplo de la matriz identidad al hamiltoniano

sin alterar el sistema. Esta propiedad nos permite considerar únicamente el conjunto

de todas la matrices hermitianas de traza nula para representar todos los posibles

hamiltonianos del espacio.

Las matrices de Gell-Mann son una colección de ocho matrices hermitianas de

traza nula que representan una base para el conjunto de los hamiltonianos posibles

de un sistema de espín s = 1. Esto es, cualquier hamiltoniano puede escribirse como

una combinación lineal de estas ocho matrices, mostradas a continuación.

λ1 =


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 , λ2 =


0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 ,

λ3 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 , λ4 =


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 ,
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λ5 =


0 0 −i

0 0 0

i 0 0

 , λ6 =


0 0 0

0 0 1

0 1 0

 ,

λ7 =


0 0 0

0 0 −i

0 i 0

 , λ8 =


1√
3

0 0

0 1√
3

0

0 0 − 2√
3

 .

Éstas generalizan las matrices de Pauli usadas en los sistemas de s = 1/2.

Sean A y B dos elementos arbitrarios del espacio de matrices hermitianas y de

traza nula. De�nimos el siguente producto escalar

(A,B) :=
1

2
tr (A ·B) . (4.76)

Resulta que las matrices de Gell-Mann son ortonormales bajo este producto escalar

[27], es decir, cumplen la siguiente relación

1

2
tr (λi · λj) = δij. (4.77)

Con la matrices λi podemos estudiar la dinámica en sistemas de espín s = 1 en

casos arbitrarios. La forma más general de escribir un hamiltoniano en el espacio de

Hilbert es la siguiente

Ĥ =
8∑
i=i

aiλi, (4.78)

con cada ai ∈ C.

Ya conocemos el efecto de hamiltonianos provenientes de campos magnéticos; vi-

mos que éstos rotan las estrellas de la constelación alrededor del campo manteniendo

constante el ángulo α. Como estos casos ya están bien caracterizados es convenien-

te omitir su efecto para estudiar el caso general. Esto se puede hacer utilizando la

ortonormalidad de las matrices de Gell-Mann.
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Por la ecuación (1.2) sabemos que los hamiltonianos generados por campos mag-

néticos son combinaciones lineales de las matrices de momento angular de espín 1.

De este modo, para no considerar su efecto en el hamiltoniano, es su�ciente imponer

las siguientes tres condiciones

(σ̂x, Ĥ) =
1

2
tr

(
σ̂x ·

8∑
i=i

aiλi

)
= 0,

(σ̂y, Ĥ) =
1

2
tr

(
σ̂y ·

8∑
i=i

aiλi

)
= 0, (4.79)

(σ̂z, Ĥ) =
1

2
tr

(
σ̂z ·

8∑
i=i

aiλi

)
= 0.

Las ecuaciones anteriores imponen las siguientes restricciones en los coe�cientes

de la ecuación (4.78)

a6 = −a1,

a7 = −a2, (4.80)

a8 = − 1√
3
a3,

las cuales permiten construir el subespacio generado por las siguientes cinco matri-

ces {γ1, γ2, γ3, γ4, γ5}, que corresponde al subespacio ortogonal a los hamiltonianos

procedentes de campos magnéticos

γ1 = λ1 − λ6 =


0 1 0

1 0 −1

0 −1 0

 ,

γ2 = λ2 − λ7 =


0 −i 0

i 0 i

0 −i 0

 ,

70



CAPÍTULO 4. FORMULACIÓN GEOMÉTRICA DE UN SISTEMA

CUÁNTICO DE ESPÍN S = 1 EN UN CAMPO MAGNÉTICO

γ3 = λ1 −
λ8√

3
=


2
3

0 0

0 −4
3

0

0 0 2
3

 ,

γ4 = λ4, γ5 = λ5.

A continuación analizaremos la dinámica con algunos hamiltonianos particulares.

Usaremos las coordenadas (α, θ, φ, χ), pues, al igual que en los casos anteriores, las

ecuaciones de evolución son considerablemente más simples con repecto a las ecua-

ciones obtenidas con las coordenadas de Darboux.

El caso más simple resulta al considerar

Ĥ = γ3. (4.81)

Éste toma la siguiente expresión en el espacio proyectivo

H =
1

6

(
1 + 3 cos(2θ)− 12 sin2(α) sin2(θ) cos(2(χ+ φ))

cos(2α) + 3

)
. (4.82)

Con este hamiltoniano, las ecuaciones de evolución son

α̇ =
1

2
(cos(2α) + 3) csc(α) sin2(θ) sin(2(χ+ φ)),

θ̇ =− sin(α) tan(α) sin(θ) cos(θ) sin(2(χ+ φ)),

φ̇ =− 1

2
sec(α) cos(θ)

(
2 sin2(α) cos(2(χ+ φ)) + cos(2α) + 3

)
,

χ̇ =2 cot(α) csc(α) sin2(θ) cos(2(χ+ φ))+

sin2

(
θ

2

)
cos(θ)(2 sin(α) tan(α) cos(2(χ+ φ)) + (cos(2α) + 3) sec(α)).

Observemos que en este caso, como se esperaba, ya hay variación en α. Desafortu-

nadamente las ecuaciones diferenciales son muy complicadas de resolver. Aún así,

podemos resolver numéricamente las ecuaciones y mostrar grá�cas de la evolución de

la constelación de Mayorana con distintas condiciones iniciales.
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Figura 4.4: Evolución de la constelación de Majorana con hamiltoniano Ĥ = γ3 para
seis condiciones iniciales distintas.
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Las seis �guras anteriores, de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha, corres-

ponden a las siguientes condiciones iniciales

(α(0), θ(0), φ(0), χ(0)) =
(π

6
, θi, 0, 0

)
, (4.83)

con θi = −π/16, −π/9, −π/4, −π/2, −5π/6, −π. Grá�camente estas condiciones

representan la con�guración de la �gura 4.2 rotada θi grados a través del eje x. Los

puntos azules en cada grá�ca es la con�guración inicial del sistema.

En las grá�cas se puede observar que las trayectorias que trazan las estrellas de

la constelación son cerradas, además, cuando la condición inicial es muy próxima a(
π
6
, 0, 0, 0

)
las estrellas trazan trayectorias cerradas cada vez más pequeñas, mientras

que se van haciendo trayectorias más complejas cuando la condición inicial se acerca

a
(
π
6
,−π, 0, 0

)
.

Otra característica muy importante es que, en general, la evolución depende ca-

si exclusivamente de la posición relativa de las estrellas con respecto al eje z. Por

ejemplo, la evolución con la condición inicial
(
π
6
,−π

4
, π

2
, π

2

)
, mostrada en la siguiente

�gura, es esencialmente la misma que la de la condición
(
π
6
,−π

4
, 0, 0

)

Figura 4.5: Evolución de la constelación para la condición inicial
(
π
6
,−π

4
, π

2
, π

2

)
.

Analicemos otro sistema.
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Con el hamiltoniano que estudiaremos a continuación sucede un fenómeno con-

trario al que obtuvimos con campos magnéticos, pues, en algunos casos particulares,

únicamente hay variación en la coordenada α.

Consideremos el hamiltoniano

Ĥ = γ1, (4.84)

el cual implica el siguiente H en el espacio proyectivo

H =
1√

2 (cos (2φ1) + 3)

[
4 sin (φ2) sin (2 (φ3 + φ4)) sin2 (φ1) cos (φ3)−

sin (2φ2) sin (φ3)
(
cos (2φ1) + 2 sin2 (φ1) cos (2 (φ3 + φ4)) + 3

) ]
. (4.85)

Con este hamiltoniano tenemos la siguientes ecuaciones

α̇ =(cos(2α) + 3) csc(α)(sin(2θ) sin(φ) sin(2(χ+ φ)) + 2 sin(θ) cos(φ) cos(2(χ+ φ))),

θ̇ =
1

2
sec(α) cos(θ) cos(φ)(cos(2(α− χ− φ)) + cos(2(α+ χ+ φ)) + 2 cos(2α)−

2 cos(2(χ+ φ)) + 6)− 2 sin(α) tan(α) cos(2θ) sin(φ) sin(2(χ+ φ)),

φ̇ =2 sin(α) tan(α) cot(θ) cos(φ) sin(2(χ+ φ))−

sec(α) cos(2θ) csc(θ) sin(φ)
(
2 sin2(α) cos(2(χ+ φ)) + cos(2α) + 3

)
,

χ̇ =4 cotα cscα(sin(2θ) sin(φ) cos(2(χ+ φ))− 2 sin θ cosφ sin(2(χ+ φ))) + sec(α) tan

(
θ

2

)
(
cos(2θ) sin(φ)

(
2 sin2 α cos(2(χ+ φ)) + cos(2α) + 3

)
− 2 sin2(α) cos θ cosφ sin(2(χ+ φ))

)
.

En las siguientes dos �guras se muestran la evolución del sistema para las dos si-

guientes condiciones iniciales

P1(0) =
(π

6
,
π

2
, 0, 0

)
,

P2(0) =
(π

6
, π, 0, 0

)
. (4.86)
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Figura 4.6: Evolución de la constelación de Majorana con hamiltoniano Ĥ = γ3 con
la condición inicial P1(0) y a la derecha grá�ca paramétrica de los ángulos (α, θ, φ, χ)
en función del tiempo.

Figura 4.7: Evolución de la constelación con la condición inicial P2(0) y a la derecha
grá�ca paramétrica de los ángulos (α, θ, φ, χ) en función del tiempo.

75



CAPÍTULO 4. FORMULACIÓN GEOMÉTRICA DE UN SISTEMA

CUÁNTICO DE ESPÍN S = 1 EN UN CAMPO MAGNÉTICO

La primer grá�ca muestra un ejemplo donde la coordenada α varía con el tiempo

de manera casi lineal, mientras que las demás coordenadas se mantienen constantes;

situación contraria a lo que sucedía en campos magnéticos, donde la única variable

que se mantenía constante era α. Sin embargo, aproximadamente en t = 1, 1 hay una

singularidad y las variables α y θ se van a in�nito.

La segunda grá�ca también muestra un comportamiento muy interesante. Nue-

vamente las variables φ y χ se mantienen constante, pero α y θ varían de manera

periódica muy similar a las fución seno y coseno.

Ya solo como ejemplo mostraremos una grá�ca más correspondiente a la condición

inicial P3(0) = (π
6
, 0, π

2
, π

2
) que presenta un comportamiento curioso

Figura 4.8: Evolución de la constelación para la condición inicial (π
6
, 0, π

2
, π

2
).

Los ejemplos anteriores muestran que existen sistemas con hamiltonianos que no

provienen de campos magnéticos cuya evolución es muy compleja y a la vez interesan-

te. Se podría seguir analizando la evolución de distintos sistemas, pero las expresiones

para las ecuaciones de evolución son, en la mayoría de los casos, extremadamente com-

plicadas. Lo anterior no quiere decir que solo en campos magnéticos se pueda tener

una descripción sencilla del espín, simplemente las coordenadas con las que se está

trabajando podrían no ser las adecuadas, pues éstas se eligieron motivadas por un

caso particular con campos magnéticos, por lo que es de esperar que en casos más

generales no sean las ideales. Aún así, un análisis puramente numérico nos permitió

ver algunos aspectos geométricos útiles y bastante visuales sobre cómo es la evolución

de un sistema de espín s = 1 en situaciones generales.
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Capítulo 5

Una Extraña Característica de los

Estados Entrelazados

En este capítulo, con el cual �nalizamos este trabajo, presentaremos brevemente

un problema que complementa y extiende todo lo que se ha desarrollado y permitirá

plantear el marco para posibles investigaciones posteriores. Se trata de un hecho cu-

rioso sobre los estados entrelazados, introducido en el artículo �A curious geometrical

fact about entanglement� de Ingemar Bengtsson [22].

Consideremos dos sistemas, A y B, que no interaccionan entre ellos; con respec-

tivos espacios de Hilbert, HA y HB. El espacio de Hilbert del sistema compuesto, H,

se puede describir por el producto tensorial de estos dos espacios

H = HA ⊗HB. (5.1)

Si {|ψ1〉 , ..., |ψn〉} es una base para A y {|φ1〉 , ..., |φm〉} es una base paraB entonces

el sistema compuesto es de dimensión n × m y se puede construir la siguiente base

{|ψi〉 ⊗ |φj〉} con i = 1, ..., n y j = 1, ...,m. De este modo, un estado general en H se

puede representar de la siguiente forma

|ξ〉 =
∑
ij

cij |ψi〉 ⊗ |φj〉 . (5.2)
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Decimos que un estado es separable si se puede escribir como el producto tensorial

de dos vectores |ψ〉 y |φ〉 en HA y HB, respectivamente

|ξ〉 = |ψ〉 ⊗ |φ〉 . (5.3)

Lo anterior implica que

|ξ〉 = |ψ〉 ⊗ |φ〉 = (
∑
i

cAi |ψi〉)⊗ (
∑
j

cBj |φj〉) =
∑
ij

cAi c
B
j |ψi〉 ⊗ |φj〉 . (5.4)

Por lo que un estado es separable si todos sus coe�cientes, cij, se pueden descom-

poner de la siguiente manera

cij = cAi c
B
j . (5.5)

En contraparte, decimos que un estado está entrelazado si éste no es un estado

separable.

Por ejemplo, pensemos en un sistema compuesto de dos espines s = 1/2 y consi-

deremos los siguientes estados

|ξ〉 = |+〉 ⊗ |+〉 ,

|χ〉 =
1√
2

(|+〉 ⊗ |−〉 − |−〉 ⊗ |+〉).

Es claro que el primero es un estado separable. Sin embargo, con el segundo estado

no existe ningún par de estados tales que su producto tensorial de |χ〉.

Existe una manera de clasi�car el enredamiento cuántico a través de un importante

concepto en mecánica cuántica; la matriz de densidad. A continuación de�niremos

rápidamente esta matriz y la manera en que ésta caracteriza a los estados entrelazados.

Para estudiar detalladamente lo anterior ver [19, 22, 23].
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Decimos que un estado es puro si puede ser descrito por un vector de estado

único. Por otro lado, un estado mixto es aquel que se encuentra en una combinación

estadística de estados puros.

Consideremos un estado mixto preparado mediante la combinación estadística de

los estados puros |i〉 con respectivo peso wi. La descripción de un sistema físico en

términos de una matriz de densidad es la descripción cuántica más general que se

dispone. Esta última se de�ne de la siguiente manera [25]

ρ̂ =
∑
i

wi |i〉 〈i| . (5.6)

Consideremos ahora un estado arbitrario en H = HA ⊗ HB donde la dimensión

de los dos espacios es igual (n = m) y escribámoslo de la siguiente forma

|ξ〉 =
1√
N

∑
i

∑
j

cij |ψi〉 ⊗ |φj〉 ; (5.7)

entonces la matriz de densidad del sistema puede escribirse en la forma [23]

ρij,kl =
1

N
cijc

∗
kl. (5.8)

Supongamos que estamos interesados únicamente en el sistema A, entonces la

matriz de densidad relevante, ρA, es la traza parcial de ρ. Ésto es

ρAik =
∑
j

ρij,kj. (5.9)

Dos casos extremos pueden suceder; si los estados son separables (y por tanto

están bien de�nidos los estados de cada subsistema) tenemos que el rango de ρA es

uno.
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Por otro lado, si sucede que

ρA =
1

N
I (5.10)

entonces, aunque el estado global sea conocido, no disponemos de información acerca

de los estados de cada subsistema [23]. Un estado como el anterior se dice que está

maximalmente entrelazado.

Lo anterior, en particular, implica que un estado está maximalmente entrelazado

si se cumple que

c · c† = I. (5.11)

Observemos que la ecuación anterior implica que c es un elemento del grupo U(n).

Trasladémonos ahora al espacio proyectivo del producto tensorial, CPn2−1. Aquí

es donde viven los estados puros del sistema H. Como en el espacio proyectivo la fase

es irrelevante resulta que el subconjunto de los estados maximalmente entrelazados

es isomorfo a [22]

SU(n)/Zn ∈ CPn2−1, (5.12)

y por lo tanto

dim[SU(n)/Zn] = n2 − 1 =
1

2
dim[CPn2−1]. (5.13)

Además en este subconjunto la forma simpléctica restringida es tal que [22]

Ω|SU(n)/Zn = 0. (5.14)

Es decir, tenemos que el conjunto de los estados maximalmente entrelazados tiene

dimensión igual a la mitad de la dimensión del espacio total y también que la forma

simpléctica restringida a este conjunto es cero.
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ESTADOS ENTRELAZADOS

Una subvariedad que cumple estas dos propiedades es conocida como subvarie-

dad lagrangiana. Para los físicos estas subvariedades son conocidas como espacios de

con�guración.

Si un sistema es descrito por coordenadas canónicas (pi, qi) entonces el subespacio

generado por las qi resulta ser lagrangiano.

La pregunta concreta que se hace Ingemar Bengtsson en su artículo es la siguiente:

¾Cuál es el signi�cado físico de que los estados maximalmente entrelazados repre-

senten una subvariedad mínima lagrangiana del espacio de los estados puros?

Una posible manera de abordar el problema es utilizar el teorema de Darboux en

CPn2−1. Ésto nos permitiría de�nir un conjunto de coordenadas canónicas (pi, qi) en

el espacio y así la subvariedad lagrangiana de los estados maximalmente entrelazados

correspondería al subespacio de�nido por las ecuaciones p1 = p2 = ... = pn = 0.

Con lo anterior se puede proseguir a estudiar la dinámica y analizar la evolución

de los estados entrelazados.
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Conclusiones

Después de desarrollar y explicar los fundamentos teóricos y las herramientas

matemáticas donde descansa la formulación geométrica de la mecánica cuántica, así

como introducir el espacio proyectivo como el espacio en el cual viven los estados

cuánticos puros, se logró dar una explicación analítica y descriptiva de la evolución

de un sistema cuántico de espín s = 1.

El hecho más destacable de este análisis es que cuando el estado es puesto en una

región con un campo magnético éste mantiene simetrías geométricas relacionadas con

la posición relativa de las estrellas de su respectiva constelación de Majorana. Lo

anterior ayudó en el estudio y caracterización de este sistema cuántico y sugiere que

la representación de Majorana podría ser un buen punto de partida para facilitar la

comprensión de la dinámica de situaciones cuánticas más generales.

Otro hecho importante es que en esta formulación el teorema de Darboux siempre

nos da un conjunto privilegiado de coordenadas que permite analizar los sistemas

de una manera canónica. Sin embargo, el análisis realizado en el capítulo 4 pone en

evidencia que estas coordenadas no siempre permiten la simpli�cación del problema,

por lo que una elección astuta de las coordenadas en las que se decidirá trabajar

puede marcar gran diferencia en un análisis satisfactorio del problema.
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Finalmente, el último capítulo muestra una sugerente dirección a seguir posterior a

lo estudiado en este trabajo, ya que expone un problema no trivial y de potencial rele-

vancia física que es perfectamente asequible con lo que se desenvolvió en este trabajo.

Además, junto con todos los resultados obtenidos, exhibe que el enfoque geométrico

pone de mani�esto propiedades y características de los sistemas cuánticos bastante

novedosas e importantes que, en general, se mantienen ocultas en la formulación al-

gebraica estándar de la mecánica cuántica. Esto da un indicio de la importancia del

planteamiento geométrico seguido en este trabajo, el cual podría permitir avances

signi�cativos en la estructura conceptual y axiomática de la mecánica cuántica y ge-

nera un prometedor marco para conseguir la tan anhelada y buscada uni�cación de

la teoría cuántica y gravitatoria.



Apéndice

A. Vectores y formas en coordenadas locales

La de�nición de un vector o en general de un tensor es independiente del sistema

de coordenadas. Sin embargo, al hacer cálculos especí�cos siempre se debe seleccionar

un sistema particular de coordenadas.

Sea M una variedad y (q1, ..., qn, qn+1, ..., q2n) un sistema de coordenadas para M .

En estas coordenadas tenemos que los conjuntos { ∂
∂qµ
} y {dqµ} son base para los

vectores y las 1-formas, respectivamente. Así, la expresión general para un vector, V ,

y una 1-forma, w, es

V = Xµ ∂

∂qµ
, (5.15)

w = aµdqµ, (5.16)

en donde se está usando la convención de la suma de Einstein.

La acción de un elemento de la base de las 1-formas sobre un elemento de la base

de los vectores es

dqµ

(
∂

∂qν

)
= δµν . (5.17)
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Por lo anterior, considerando la linealidad de las 1-formas, tenemos que la acción

de una 1-forma arbitraria sobre un vector es

w(V ) = aµdqµ

(
Xν ∂

∂qν

)
= aµX

νdqµ

(
∂

∂qν

)
= aµX

µ. (5.18)

Si f es una función de la variedad a los reales, f = f(qi), de�nimos su diferencial

como la siguiente 1-forma

df :=
∂f

∂qµ
dqµ. (5.19)

De estas de�niciones se puede obtener la ecuación (2.25) a partir de (2.24), como

se muestra a continuación.

Sea Y = Y ν ∂
∂qν

un vector arbitrario y Xf el campo vectorial hamiltoniano de f .

De (2.24) se tiene

df(Y ) = Ω(Xf , Y ). (5.20)

La 2-forma Ω la podemos escribir de la siguiente forma

Ω = Ωµνdqµ ⊗ dqν , (5.21)

donde, por de�nición, se tiene

Ω(V, U) = Ωµνdqµ(V )dqν(U); (5.22)

luego, de (7.7), se sigue

Y µ ∂f

∂qµ
= ΩµνX

µ
f Y

ν , (5.23)



o equivalentemente (
∂f

∂qν
− ΩµνX

µ
f

)
Y ν = 0. (5.24)

Como lo anterior es válido para todo vector Y entonces lo que está dentro del

paréntesis del lado izquierdo debe ser cero, por lo que

∂f

∂qν
= ΩµνX

µ
f . (5.25)

Multiplicando por Ωνα (la inversa de Ω) obtenemos

Xα
f = Ωνα ∂f

∂qν
. (5.26)

Considerando que la forma simpléctica (y su inversa) son antisimétricas podemos

reescribir la ecuación anterior como

Xα
f = −Ωαν ∂f

∂qν
. (5.27)
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