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Notacion

En las teorias de gravitacion existentes la notacién empleada es diversa, por lo que no
existe una convencién universal de la misma. Por lo tanto, a continuacién se describe la
notacién que se utilizara a lo largo de este texto.

El tensor métrico 4-dimensional del espacio-tiempo se denotara como g, con signatura
(+,—,—,—) vy el espacio de Minkowski como 7.

Los indices con valores de 0 a 3 se denotaran con letras griegas y los indices con valores
de 1 a 3 se denotaran con letras latinas.

El elemento de volumen tridimensional en coordenadas cartesianas es d3z = dadydz.

Los operadores gradiente y divergencia en el espacio tridimensional serdn V y V- res-

pectivamente.






Resumen

Basandonos en el hecho de que los rayos de luz son deflectados por campos gravitaciona-
les (Einstein, 1916) y motivados por el resultado obtenido por el Event Horizon Telescope de
la sombra del agujero negro de M87 (Collaboration, 2019) y simulaciones (Luminet (1978),
Bisnovatyi-Kogan et al. (2019)) de discos de acrecion alrededor de agujeros negros, se busco
encontrar ecuaciones de movimiento para los haces de luz que pudieran ser intregradas de
forma directa sobre las coordenadas espaciales del espacio-tiempo, sin necesidad de preo-
cuparnos por la coordenada temporal. Se utilizo el principio de Fermat, el cual establece
brevemente que la variacion del tiempo en el marco de referencia de un haz de luz (un foton)
es cero (Poisson & Will, 2014). Dichas ecuaciones ya fueron encontradas anteriormente el
en trabajo de Santibafnez (2018).

Las ecuaciones son muy generales, por lo que se obtuvieron sus expresiones mas claras
para un espacio-tiempo con simetria esférica, con las cuales se realizé un cédigo que integra
trayectorias de haces de luz dentro de un espacio-tiempo con métrica de Schwarzschild.

El codigo fué utilizado para encontrar sombras de intensidad de un anillo y observar
estructuras tanto de anillos como de un disco de acrecién, todas alrededor de un agujero

negro de Schwarzschild.






Capitulo 1

Introduccion

Se introducird brevemente la historia de cémo se descubrio el efecto de la deflexion de
haces de luz por medio de campos gravitacionales, desde el momento en que Newton hizo
mencion de ellos en su libro de Otica (Newton, 1704), pasando por la formalizacién mate-
matica basica de Einstein (1916) hasta llegar a la obtenciéon observacional de un agujero
negro supermasivo por el Event Horizon Telescope (Collaboration, 2019). Se abordaré bre-
vemente el formalismo matemético que sera utilizado para poder analizar trayectorias de

haces de luz distintas a las convencionales.

§1.1. Deflexion de luz newtoniana

En el siglo XVIII, Isaac Newton construy6 una teoria de la gravitaciéon universal, la
cual afirma que dos cuerpos masivos sienten entre si una fuerza atractiva proporcional al
producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que los
separa (Newton et al., 1803). Dicha fuerza gravitacional esta asociada con cuerpos masivos,
pero jqué ocurrirfa con objetos que no tuvieran masa? El mismo Newton en su manuscrito
de Optica postuld que la luz tendria o deberia ser atraida por la fuerza gravitacional en

forma de un cuestionamiento (Newton, 1704); lo menciona de la siguiente manera:

“Do not bodies act upon light at distance, and by their action bend its rays,

and is not this action strongest at the least distance?”

Daba a entender que él mismo tenia la corazonada de que la gravedad deberia afectar

a particulas sin masa como los fotones (aunque en aquel entonces Newton les llamara
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corpusculos), pero las herramientas matematicas no eran suficientes como para siquiera
tratar de explicarlo.

Afios mas tarde, en el ano de 1801, Johann Georg von Soldner escribié lo que fué la
primer descripcién matematica de la deflexién de un haz de luz utilizando mecénica clasica
citado en Jaki & Soldner (1978). Supongamos primero que tenemos una particula masiva
m que tiene una trayectoria recta con velocidad constante y que se aproxima desde infinito
a otro cuerpo masivo M >> m. La particula recorre una trayectoria en forma de coénica
alrededor de la masa M de manera que es deflectada un dngulo J. La excentricidad de dicha

trayectoria conica se puede escribir como

2FL?
=Vt G (1.1)

con E y L la energia y el momento lineal de la particula m respectivamente. El dngulo ¢

se puede escribir en funcién de la excentricidad como

1
0 =m —2arccos —, (1.2)
€

de manera que si tomamos los valores de energia y momento lineal en el punto de maximo

acercamiento (rp,v;) a la masa M (perihelio) la excentricidad queda como:

2\ 2 2 2
rpU 2r,v THU
-1 pUt _ 2 g T 1.
¢ \/+<GM> GM GM’ (1.3)

y tomando que vy — ¢, se obtiene un angulo de deflexién

(1.4)

2
6:7r—2arccos< GM/rye > ~ 2GM

GM/rpc? —1 2y
Este resultado, es muy cercano al obtenido por Einstein casi un siglo después (Einstein,
1916), conocido como angulo de Einstein para una masa puntual, y ha sido comprobado
para angulos pequenos
4GM
ap = —— 1.5
E 2 (1.5)

donde b es el parametro de impacto.”

“De hecho Einstein (Einstein, 1907) obtuvo primero el mismo resultado que Soldner. Fué hasta 1916
(Einstein, 1916) que obtuvo el resultado correcto.
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§1.2. Eddington, la deflexiéon de la luz y las lentes gravitacio-

nales

Uno de los resultados de la relatividad general es que un cuerpo masivo deforma el
espacio-tiempo alrededor de él, provocando un cambio en la trayectoria de cualquier par-
ticula. Dicho cambio en la trayectoria serd mayor entre mas cerca se encuentre del cuerpo
masivo y tendera a cero en infinito.

Este efecto no so6lo afecta a las particulas masivas sino tambien a particulas sin masa
como lo son los fotones, y provoca lo que conocemos como deflexiéon de la luz debida a
campos gravitacionales.

Dicho efecto llevo a Einstein a encontrar la ecuacion (1.5) el cual nos muestra como
encontrar el angulo de deflexiéon de un haz de luz al pasar lo suficientemente cerca de un
cuerpo masivo M que genera un campo gravitacional debil (®/c?> << 1). En el caso de

rayos de luz que rozan el limbo solar tiene un valor de 1.7 arcsec.

Figura 1.1: Placa fotogréafica tomada por Eddington del eclipse solar de 1919 su-
perpuesta a una imagen de la misma zona del cielo 6 meses después. Se ve como la
posicion de las estrellas ‘cercanas’ al sol es diferente en ambos casos. Imagen tomada
de: http://claesjohnson.blogspot.com /2011 /09 /bending-of-light-by-gravity.html

En 1919, Arthur Eddington viajé a la Isla de Principe en Africa para fotografiar un
eclipse total de sol, con el cual pudo ver la posicién de las estrellas cercanas al limbo solar
sin el problema de tener sobreexposicién debida normalmente al mismo sol. La luz de estas
estrellas seguia una trayectoria que pasaba muy cerca del sol y podrian ser observadas
desde la tierra en el momento del eclipse. Al comparar la posicién de estas estrellas en el
cielo con la posicion de las mismas 6 meses después Eddington se di6é cuenta de que habia
discrepancia, como se muestra en la Figura 1.1.

Las mediciones de Eddington causaron muchas dudas en la comunidad astronémica,
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pero ain asi obtuvo como resultado que la luz era deflectada un angulo de 1.6 arcsec,
bastante similar al resultado teorico obtenido por Einstein, ver Dyson et al. (1920). A pesar
de estas dudas, la comunidad astronémica en general acepto el resultado sobre la deflexion
de la luz por un campo gravitacional.

Hoy en dia tenemos evidencias mas claras de dicho fenémeno, mediante las lentes gravi-
tacionales, los cuales son el abrillantamiento y enfocamiento de los rayos de luz producidos
por acumulaciones grandes de masa (galaxias, cumulos de galaxias, etc), que deflectan la
luz de un objeto que fisicamente se encuentra mas alejado con respecto a un observador

fijo, como se ve en la Figura 1.2.

Figura 1.2: Grupo de galaxias distantes denominado el ‘gato de Cheshi-
re’ cuya luz ha sido estirada y doblada por las grandes cantidades de ma-
sa contenidas en las galaxias del primer plano. La imagen fue tomada de:
http://chandra.harvard.edu/photo/2015 /cheshirecat /

§1.3. Sombras de agujeros negros (observaciones)

Recientemente fué publicada por primera vez, una observacion directa de un agujero ne-
gro supermasivo. Dicha imagen fué obtenida gracias a una gran colaboracién de telescopios
e institutos alrededor del mundo durante casi dos anos, llamada ‘Event Horizon Telescope”
(Collaboration, 2019).

Para poder reconstruir la imagen fueron necesarios datos observacionales de varios ob-
servatorios y telescopios diferentes alrededor del mundo (ALMA, JCMT, etc), ademas de

programas computacionales que sondearon las posibilidades de que dicha imagen fuera la
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correcta, o la mas cercana a la realidad, puesto que en principio, muchas imagenes distintas

podian ser la representaciéon de dicho agujero negro.

En la Figura 1.3 podemos observar la imagen que fué obtenida. En ella se puede observar
que el agujero negro es literalmente una mancha negra en el centro de lo que parece ser

material que esta siendo acrecido hacia su interior.

Figura 1.3: Imagen obtenida por el Event Horizon Telescope de la sombra del
agujero negro supermasivo que se encuentra en el centro de M87.

La imagen obtenida por el Event Horizon Telescope fué aceptada gracias a su gran
similitud con los resultados obtenidos hasta el momento por simulaciones numéricas, las

cuales coinciden con los estudios de Luminet (1978), que se muestra en la Figura 1.4.

La simulaciéon de Luminet fué hecha integrando la ecuacién geodésica para cada tra-
yectoria de luz, al igual que practicamente todas las simulaciones que se hacen hoy en dia.
Pero hay otra forma de realizar esto, integrando las trayectorias de luz directamente, para lo
cual requerimos un formalismo matematico distinto, el cual serd mencionado en la siguiente

seccion.
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Figura 1.4: Simulacién de un agujero negro de Kerr con un disco de acrecion,
realizada por Luminet (1978).

§1.4. La métrica tridimensional, el vector e y el indice de re-

fraccion

En relatividad general el intervalo 4-dimensional ds? = guwdatdz” donde gy, es el tensor
métrico, es una cantidad invariante, i.e., su valor es el mismo sin importar el sistema de
coordenadas que se utilice. Dado que las mediciones fisicas las realizamos en un espacio
3-dimensional a un tiempo dado, escribir las ecuaciones dependientes de dicho espacio es

muy conveniente. Para esto escribimos el intervalo ds de la siguiente forma:
ds? = gudatda” = goo(dz®)? + 2go;d2’da’ + gipdatda®,

2
goi i 9oigok i
= <\/goo da® + == dx > + (gik; — 0 > dz'da*, (1.6)

0
goo goo

2
9oi i 2
v/900

goo

donde la longitud de arco Euclidiana es (Landau, 2013):

di? .= (—gik + %) dzlda® = ~datda?, (1.7)

con ;i el tensor métrico 3-espacial dado por:
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0i 9Ok
Vik = <_gik + Joidok > . (1.8)

Las trayectorias de luz viajan a una velocidad ¢ que implica ds? = 0, a estas trayectorias

se les llama “nulas”, por lo que de la ecuacion (1.6) se obtiene:

. 1 1 dz?
dz® = — 9% g0 dl = — [— R ﬁ] dl. 1.9
900 V900 900 T J00 (1.9)

Definimos ahora el vector tangente a la trayectoria del haz de luz
e = da'/dl, (1.10)
y el indice de refraccién efectivo:

c 1 ;
. _ —gose’ + /Gog] - 1.11

Con el signo positivo en la ecuacion (1.9), i.e., intervalos en el tiempo hacia el ‘futuro’,

entonces la ecuacion (1.9) toma la forma:
dz® = n di. (1.12)

Notemos que e; = v;,€*, por lo que:

dzF dat ’yikdxkdxi
o L TakCr @ 1.13
RLFTIRFT FTE (1.13)

de tal forma que el vector e’ es unitario.

el = %keke’

Todo este formalismo seré de gran ayuda para poder analizar las trayectorias de haces

de luz en el Capitulo 2.






Capitulo 2
Deflexion de la luz y de particulas

Se introduciré la definicion matemética mas aceptada para obtener un angulo de defle-
xién en un espacio-tiempo constante y con simetria esférica en el plano de la trayectoria.
Posteriormente se mencionara el resultado para obtener el &ngulo de deflexién para cualquier
espacio-tiempo constante encontrado por Santibanez (2018), y se utilizara para realizar in-
tegraciones de haces de luz en simetria esférica en cualquier parte del espacio. Se obtienen

asi trayectorias de haces de luz alrededor de un agujero negro de Schwarzschild.

§2.1. Angulo de deflexioén

Como ya mencionamos antes, la deflexiéon de la luz debida a un campo gravitacional
es un cambio “aparente” en la direccién del haz, tal y como podemos ver en la Figura 2.1.
Dicha deflexién puede medirse mediante el dngulo de deflexion 3, el cual no es facil de
calcular. En el caso de tener un espacio estatico con simetria esférica, Keeton & Petters

(2005) obtuvierén una ecuacion para el valor de dicho angulo.

G—2 /T:O [—Zoo(r)gn(r)}lﬂ e 1)
r [<:0> goo(ro) — 900(7“)]

Para obtener el angulo § es necesario integrar de manera numérica la ecuacion (2.1),
ya que no se puede resolver analiticamente de manera general. La forma de comprobar que
dicha integracion es correcta es comparandola con el dngulo de Einstein (1.5) para angulos

muy pequenios. Para ello, requerimos utilizar un tensor métrico que sea esféricamente simé-
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Figura 2.1: Esquema de la deflexién de un haz de luz generado por una fuente en el
infinito y que pasa cerca de una distribuciéon de masa p. Dicho haz experimenta una
desviacion de un angulo 8 con respecto de su trayectoria inicial. Su trayectoria se
supone simétrica con respecto a la recta definida desde el centro de la distribucion
de masa hasta el punto de minima aproximacién del haz de luz a dicha distribucioén,
la cual tiene una magnitud rg.

trico y con un campo gravitatorio generado por una masa puntual. La métrica que mas se
parece a la de una masa puntual es la de Schwarzchild, siempre y cuando nos encontremos a
una distancia lo suficientemente lejana del radio de Schwarzchild ry = 2GM/c?. Siguiendo
esta idea se realiz6 un programa en lenguaje C para integrar la ecuacion (2.1) dentro de
ese espacio-tiempo. Sin embargo, dicha ecuacion puede llegar a tener polos, por lo que fué
necesario utilizar funciones de las librerias GNU Scientific Libraries (GNU, 1996-2019) para
poder realizar la integracion. Los resultados para distintos valores de ry (la distancia mini-
ma de aproximaciéon del haz de luz al centro de masa de la distribucién de masa que genera
el campo gravitacional), se muestran en la Figura ??7. Asi se demuestra que el resultado
obtenido por Keeton & Petters (2005) es confiable y aceptable, por lo que sera utilizado

més adelante como base para comparar mediciones de angulos de deflexion.

§2.2. Formula general para la deflexion de la luz

Encontrar una férmula completamente general para el angulo de deflexién es un proble-

ma complicado, ya que la métrica del espacio-tiempo puede depender de las coordenadas, de
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12 :

_Integral numérica —s—
Angulo de Einstein  —»—

10

Angulo de deflexion [°]
[=7]

10 100 1000

fo

Figura 2.2: Comparacion entre el angulo de deflexion 8 obtenido integrando la
ecuacion (2.1) en un espacio-tiempo con métrica de Schwarzschild y ag, el calculado
con la formula de Einstein (1.5). 75 es el radio de Schwarzschild del agujero negro.

campos escalares, vectoriales, etc. Por ello, la busqueda en este caso sera la de una férmula

general dentro de un espacio-tiempo constante, i.e.,

8tg,w = 0, (22)

yva que de esta manera podemos eliminar cualquier dependencia del tensor métrico sobre la
coordenada temporal.

Para poder encontrar dicha ecuaciéon general del dngulo de deflexién hace falta tomar
en cuenta el principio de Fermat (Schneider et al., 2012), el cual establece que el tiempo
que tarda un haz de luz en recorrer una trayectoria entre dos puntos en el espacio es el

minimo posible, i.e.,

6t =62 = 0. (2.3)

Segun la ecuacion (1.12) ésto implica que la variacion del indice de refraccion a lo largo
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de la trayectoria del haz de luz es cero

5 / ndl = 0. (2.4)

Medianta la definicién del indice de refraccion (1.11) y el hecho de que estamos en un

espacio-tiempo constante, la ecuacion (2.4) puede escribirse de la siguiente manera:

62" = / [$6xkdl+n5(dl)]. (2.5)

Con las definiciones del vector tangente al haz de luz (1.10) y la métrica 3-espacial (1.8)

el resultado de hacer la variacion sobre 2° da como resultado (Santibafiez, 2018)

de? deP deP
89 22 kg -
a - a T e
dln(n)  Jln(n) , 10vij ; + O
kq _ i.q kq | = J i,g P _m_p
T Tk ot € T 200+ T 9 |

(2.6)

el cual es un sistema de 3 ecuaciones diferenciales acopladas de segundo orden de las coor-
denadas espaciales, las cuales deben ser integradas numéricamente para poder conocer la

trayectoria del haz en cada punto del espacio tiempo.

62.3. Angulo de deflexion en simetria esférica

Para poder encontrar el angulo de deflexiéon de un haz de luz que es afectado por
un campo gravitacional con las ecuaciones (2.6), nos apoyaremos del hecho de que lejos
de la fuente (en infinito) que genera un campo gravitacional, el espacio-tiempo puede ser
considerado plano, de manera que con un haz de luz emitido en infinito podemos hacer
una comparacion de sus vectores e; y ey antes de ser afectado por el campo gravitatorio y
después de ser deflectado por el mismo, respectivamente. Como ambos vectores definen un
plano, el angulo de defleccién puede ser calculado por medio de la definicién del producto

punto en un espacio euclidiano de 3 dimensiones

_ ei-ey
leslles|

Tenemos asi una forma directa y completamente general de encontrar el angulo de

(2.7)

defleccion bajo cualquier teoria métrica constante. Es necesario integrar las ecuaciones (2.6)
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para poder conocer los vectores tangentes inicial y final de un haz de luz.

En el caso de una métrica con simetria esférica, las ecuaciones (2.6) a evolucionar son:

d?r  de” 1 |dlogn (e dlogn n 1+ gor (e7)? n (e)? dg,,

a2 Al g | dr dr r 2 dr |’

d?9  de’ 9 2e"e? dlogn (2.8)
D S R 2 : _ o r g2 et .
T2 U (e?)”sinf cos b " e

d?p  de¥ 0 2e"e? dlogn

SrY_=t @ _ _erer 050

B T 2e”e? cot 6 " et —

La evolucién de un haz de luz es tinica y puede ser integrada si conocemos el punto donde
fué emitido y la direccién inicial del mismo. Asi que para evolucionar dichas trayectorias

de luz se resuelven las ecuaciones (2.8) con el método de Euler, de la siguiente manera

dek
ko k
€(n+1) —€(n) H ( dl,
L (2.9)
S R I
() =2 + g | 4T T F A

donde el subindice entre paréntesis indica el ntimero de paso en la evolucién de la geodésica.

Es importante mencionar que éste método para obtener las trayectorias de haces de
luz es completamente nuevo, ya que se utilizan las ecuaciones (2.8) en lugar de la ecua-
cion geodésica. Con la punica particularidad de que sblo son validas en un espacio tiempo

constante.

El punto de emisién se toma como un punto en el espacio a un tiempo dado, mientras
que la direccion inicial esta dada por el vector e* al momento de la emision. Dicho vector
eF puede estar definido en cualquier sistema coordenado, por lo que se hara en coordenadas
cartesianas para mayor entendimiento y claridad. Para evitar confusiones se utilizara una

k

notacion distinta para el vector e* en coordenadas cartesianas, el cual sera llamado 7%.

Utilizando las ecuaciones (A.7) la transformacion de coordenadas cartesianas a coorde-

nadas esféricas del vector e* queda de la siguiente manera
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e(p) =sinfcost 7° +sinsinp 794 cosf 77,

cos 0 cos cos 0 sin sin @
(o) =R e Loy - %, (2.10)
r T T
o _ sinp cosp
) r sind | r sng

mientras que la transformacion inversa es

7% =¢" sin 0 cos ¢ + re? cos 0 cos p — re? sin fsin ¢,
7Y =" sin 0 sin ¢ + re’ cos sin ¢ + re? sin  cos p, (2.11)
7% =€" cos 0 + re sin 6.

De esta manera podemos conocer la trayectoria de un haz de luz, en particular sus con-
diciones iniciales y finales y con la ecuacion (2.7) podemos encontrar el d&ngulo de deflexion
respectivo. Dicha forma de calcular angulos de deflexién no tiene una contraparte analitica
con la cual pueda ser comparada, por lo que la mejor forma de comprobarla es contrastando
sus resultados con el valor obtenido al resolver numéricamente la ecuacion (2.1) y con el
adngulo de Einstein. Para hacerlo utilizaremos de nuevo la métrica de un espacio-tiempo de
Schwarzschild. En la Figura 2.3 podemos observar dicha comparacion.

Para obtener los resultados de la Imagen 2.3, se colocaron las fuentes de los haces de
luz en puntos en infinito (aproximados por x = —1000) con coordenadas z mayores que el
radio de Schwarzchild (que en este caso se tomo6 como rs = 1), y con vectores tangentes
iniciales (1,0,0) en coordenadas cartesianas.

El programa realizado para integrar las trayectorias de los haces de luz esta hecho de tal
manera que evoluciona el haz desde un punto inicial hasta un punto final. Estos dos puntos
son los 1inicos sobre los que tenemos total control, de manera que la distancia rg a la que
pasen los haces de luz (en este caso del agujero negro), se desconoce a priori. Sin embargo,
al momento de integrar la trayectoria podemos conocerla, ya que esta dada por el valor de
la coordenada r durante toda la evolucién, siempre y cuando el haz no sea absorbido por
el agujero negro, en cuyo caso la evoluciéon de la trayectoria se detiene. En la Figura 2.4
se puede observar la trayectoria de un haz de luz deflectado por el agujero negro que se
obtiene como resultado del programa.

En caso de que los haces de luz tengan trayectorias muy cercanas al agujero negro, es
posible que éstos sean absorbidos por él, como puede observarse en la Figura 2.5.

Como resultado final del programa que integra las trayectorias de luz, en la Figura 2.6
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Figura 2.3: Comparacion entre el dngulo de deflexion « calculado al integrar la
trayectoria de un haz de luz con las ecuaciones (2.8), 3 el obtenido integrando la
ecuacion (2.1) en un espacio-tiempo con métrica de Schwarzschild y ag el angulo
de Einstein respectivo. 75 es el radio de Schwarzschild del agujero negro.
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10

-10

Figura 2.4: Resultado de la evoluciéon de la trayectoria de un de luz emitido en
infinito (z = —1000, y = 4, z = 0), con vector tangente inicial (1,0,0) siendo
deflectado por un agujero negro con rs = 1, representado por un anillo de radio 1.
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Figura 2.5: Resultado de la evoluciéon de la trayectoria de un de luz emitido en
infinito (x = —1000, y = 2.5, z = 0), con vector tangente inicial (1,0,0) siendo
atraido y absorbido por un agujero negro con r; = 1, representado por un anillo
de radio 1.
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podemos observar 6 trayectorias de luz distintas, asi como el comportamiento de cada una

de ellas.
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Figura 2.6: Resultado de la evolucion de 6 trayectorias de luz emitidas en infinito
(x = —1000, y = 0), con vector tangente inicial (1,0,0) y con distintos valores
iniciales en z, de abajo hacia arriba z = 2,2.6,3.2,3.8,4.4,5.6 siendo deflectados
y/o absorbidos por un agujero negro con rs = 1, representado por un cascaron
esférico de radio 1.






Capitulo 3
Sombras de agujeros negros

Se utiliza el programa creado para integrar trayectorias de haces de luz para obtener las
sombras de un anillo que se encuentra alrededor de un agujero negro de Schwarzschild. Se
describe paso a paso el desarrollo necesario para obtener dichas sombras, poniendo énfasis

en el visor que sera el encargado de detectar los haces de luz que buscamos ver.

§3.1. Colocacion de las fuentes emisoras de rayos de luz

Lo primero que hay que hacer es definir de qué manera estaran distribuidas las fuentes
de emision de haces de luz, ya que cada una se considerard como un punto en el espacio
que emitird un nimero determinado de haces en distintas direcciones, de manera que cada
haz tendra un vector tangente inicial e distinto.

La estructura que analizaremos sera por comodidad y sin ningin motivo en particular,
un anillo alrededor del agujero negro que estara constituido por un ntmero especifico de
puntos Npuntos- Ll anillo estard colocado a 2 radios de Schwarzschild del agujero negro sin
ninguna razén en particular, sélo se hace por facilidad de visualizacién, como se ve en la
Figura 3.1.

Para definir la direcciéon en la que serdn emitidos los haces de luz emplearemos un
sistema coordenado primado en cada fuente, de manera que los vectores serdn emitidos
variando las coordenadas 0 < ' < 7y 0 < ¢’ < 27 de manera uniforme, de forma similar
a como se muestra en la Figura 3.2

Los vectores con los que seran emitidos los haces de luz deben ser unitarios, por lo que

se definen de la siguiente forma
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7% =sin @’ cos ¢’
7Y =sin @’ sin ¢’ (3.1)

7% =cos b’

de donde podemos obtener el vector ¥ con las ecuaciones (2.10).

Figura 3.1: Diagrama esquemético que muestra la forma en que se colocara en
r = 2rs un anillo emisor de luz alrededor de un agujero negro (representado por
un cascaron esférico con r = ry).

Figura 3.2: Esquema aproximado de una fuente de luz emitiendo haces de luz en
varias direcciones.
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§3.2. Colocacion del visor

Una vez construida la estructura que buscaremos ver, requerimos colocar un visor estati-
co en el tiempo, a través del cual podremos observar una “imagen”, la cual estara constituida
por todos los fotones que logren impactar en ella. El visor seré una superficie en 2 dimensio-
nes espaciales, i.e., no debe tener grosor tridimensional, por lo que inicialmente se tomaré
como un plano en una posicién fija donde podremos detectar los haces de luz que la crucen,

como se muestra en la Figura 3.3.

@

Figura 3.3: Esquema que muestra como hipotéticamente un haz de luz emitido
en un anillo alrededor del agujero negro sigue una trayectoria, de tal manera que
detecta por el visor colocado arbitrariamente.

Definir el visor computancionalmente resulta no ser tan sencillo, ya que idealmente lo
que necesitariamos es que la evolucion del haz de luz fuera de forma continua hasta que
“choque” con el visor, i.e., cuando las coordenadas del haz de luz sean iguales a las de algtn
punto del mismo. En nuestro caso la evoluciéon es de forma discreta, por lo que un haz
de luz que cruza el visor no necesariamente cumple con la condicién de tener las mismas
coordenadas espaciales que éste. Es necesario definir un grosor del visor Az, de modo que si
un punto de la trayectoria del haz de luz durante su evolucién, se encuentra dentro de este

grosor (como se puede ver en la Figura 3.4), se supondré que el haz “chocd” con el visor.
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Figura 3.4: Representacion del grosor que debe tener el visor, en este caso rectan-
gular de area ld, para poder detectar los haces de luz. Es necesario que Az << [, d.

§3.3. Conteo de fotones

El dltimo paso a realizar para obtener una imagen es el conteo de fotones que llegan al
visor. Para ello, primero requerimos dividir el visor en pequenas celdas de tamafio AzAdAl,
de manera que si un foton se detecta en alguna de éstas, podamos tomarlo como una cuenta,
como se ve en la Figura 3.5. Asi obtenemos un ntumero de fotones detectados por cada una

de las celdas.

Para realizar el conteo de fotones lo que se hace es que cada vez que uno de ellos inter-
secta una celda, se imprimen las coordenadas (d,l) de la celda en el sistema de referencia
del visor en lugar de las del foton, i.e., al finalizar el programa estaran impresas las coorde-
nadas de cada celda un nimero de veces igual al niimero de trayectorias de luz que hayan
intersectado a la misma. De esta manera se realiza un conteo de cuantas veces aparecen
escritas las coordenadas de una celda, asociando ese nimero como una densidad de flujo de
fotones. Las coordenadas de cada celda se toman como las del punto medio de la misma en

el sistema de referencia del visor, como se muestra en la Figura 3.6.

Posteriormente, sélo se realiza el conteo de fotones que fueron detectados en cada celda
y eso lo tomamos como un valor de densidad, el cual se grafica en un diagrama de contorno

de densidades, para poder observar una imagen.

Sin perdida de generalidad, las imagenes fueron obtenidas tomando un espacio-tiempo
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Figura 3.5: Foton detectado en una celda del visor, el cual esta dividido en ng * ng
celdas, todas con la misma area AdAl.

s
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Figura 3.6: La coordenada de cada celda en el plano d,l se toma como el punto
medio de la misma.
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de Schwarzschild con ry = 1, colocando el anillo a un radio 7 = 2 en el plano ecuatorial de
un sistema coordenado esférico, o lo que es lo mismo, en el plano xy si usamos coordenadas
cartesianas.

Para evitar complicaciones en la definicién de los limites espaciales del visor, éste se
coloc6 de manera perpendicular al eje x a distintas distancias del agujero negro (para ver
el anillo de canto), y de manera perpendicular al eje z (para ver el anillo de frente). Las

imagenes resultantes pueden verse en las Figuras 3.9, 3.10 y 3.11.

§3.4. Movimiento del visor

Colocar el visor de canto o de frente al anillo son dos posiciones faciles de definir compu-
tacionalmente. Por otro lado, para colocar el visor de forma inclinada se debe tener cuidado
para que quede en una posicién tal que el centro del mismo esté apuntando perpendicular-
mente hacia el centro del agujero negro, como podemos ver en la Figura 3.7.

Basandonos en la Figura 3.7 podemos definir la ecuacién de una recta en el plano xz

sobre la que debe colocarse el visor. Como la ecuacién general de una recta es
z=m x4+ Db,

resulta que
(Zmax - Zmin)

m =
(xmin - xmax) ’

y b = Zmin — M Tnin.

Notemos que los valores de Tin, Tmazs Zmin ¥ Zmaz ahora acotan el visor de manera
diferente, ya no son los limites maximos y minimos como tal, sino que definen la recta
acotada sobre la que estaré el visor.

Para escribir la condicién relacionada al espesor del visor dentro del programa, utiliza-
remos una 0 < € < 1 de manera que ahora las condiciones para tomar en cuenta al haz de
luz seran

Tmin < 20 < Tmaz,
Ymin < Yo < Ymaz,
m(zo —e) +b < zp <m(xog+e)+b.

como se muestra en la Figura 3.8.

El resultado de una vista del anillo con un visor inclinado podemos verlo en la Figura
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Disco de acrecién

Figura 3.7: Se muestra como debe ser colocado el visor de manera que pueda recibir
de manera 6ptima los rayos de luz. Se muestra una proyecciéon sobre el plano zz
del visor mientras que el disco de acrecién de coloca s6lo de manera esqueméatica.

3.12.

§3.5. Lanzando los haces desde el visor

Hasta el momento lo que se ha hecho es lanzar los haces de luz desde la fuente, que
en este caso es un anillo alrededor del agujero negro. El resultado de esto son mapeos de
intensidad de luz que muestran como se veria el anillo desde el visor. El problema con esto
es que no se alcanza a ver la estructura como tal del anillo, ya que los rayos de luz se
coliman demasiado en el centro, lo que provoca un efecto de sobreexposion.

Para lograr ver la estructura del anillo, lo que se hizo fué modificar la forma en la que

emitimos los haces de luz; en lugar de ser emitidos desde la fuente, fueron emitidos desde
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m(x,+ € +b

\ m(x,-€)+b

Figura 3.8: Ancho del visor que sera tomado para considerar si un haz de luz lo
atravieza.

el visor de forma perpendicular al mismo. Con la particiéon en celdas de la Figura 3.5, se
emiti6 un foton por cada celda y se evoluciond, de manera que si la trayectoria del fotén
coincidia en algin punto con la estructura del anillo +¢ > 0 dicha celda tomaba el valor
de 10 (se supuso un valor de densidad constante, sélo como referencia); en caso contrario,
la celda permanecia con un valor de 0. Para tener éxito fué necesario que el visor estuviera
localizado a una distancia » 74, ya que de esta manera podemos garantizar que la mayoria
de haces de luz llegan al visor de forma perpendicular al plano de éste (Figuras 3.13 y 3.14).

La trayectoria de cada haz fué evolucionada de manera independiente y para evitar
que fuera infinita, dicha evolucion sblo era detenida si ocurria una de dos cosas: si el haz
se alejaba del agujero negro una distancia mayor a la que estaba el visor o si el haz era
absorbido por el agujero negro. Con este método se lograron obtener las imégenes de las
Figuras 3.13 y 3.14, donde se puede ver la estructura del anillo alrededor del agujero negro
para distintos dngulos de inclinacién del visor.

Ya con la estructura del anillo, el Gltimo paso fue obtener la estructura de todo un disco

de acrecion, la cual podemos observar en la Figura 3.15.
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§3.6. Imagenes

Figura 3.9: Mapeo de la densidad de fotones normalizada generado por un anillo
compuesto por 10 puntos distribuidos uniformemente a un radio r = 2, dentro
de un campo gravitacional generado por un agujero negro de Schwarzschild con
rs = 1. Se muestra una vista de canto (izquierda) y una vista superior (derecha),
ambas colocadas a una distancia de r = brs.
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Figura 3.10: Mapeo de la densidad de fotones normalizada generado por un anillo
compuesto por 100 puntos distribuidos uniformemente a un radio r = 2, dentro
de un campo gravitacional generado por un agujero negro de Schwarzschild con
rs = 1. Se muestra una vista de canto (izquierda) y una vista superior (derecha),
ambas colocadas a una distancia de r = 4r,.
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Figura 3.11: Mapeo de la densidad de fotones normalizada generado por un anillo
compuesto por 100 puntos distribuidos uniformemente a un radio r = 2, dentro
de un campo gravitacional generado por un agujero negro de Schwarzschild con
rs = 1. Se muestra una vista de canto (izquierda) y una vista superior (derecha),
ambas colocadas a una distancia de r = 5ry.
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Figura 3.12: Mapeo de la densidad de fotones normalizada generado por un anillo
compuesto por 100 puntos distribuidos uniformemente a un radio r = 2, dentro
de un campo gravitacional generado por un agujero negro de Schwarzschild con
rs = 1. Se muestra una vista con un visor inclinado; el visor esta colocado a una
distancia aproximada de r = 4.33r;.



§3.6. IMAGENES

31

20 -15 -10 5 O 5 10 15

Figura 3.13: Vista de un anillo que se encuentra en » = 10 r4 con el visor colocado
a una distancia de 1000 5 y con 30° de inclinacion del plano del anillo.
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Figura 3.14: Vista de un anillo que se encuentra en r = 10 r4 con el visor colocado

a una distancia de 1000 r5 y con 10° de inclinacién del plano del anillo.
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20 -15 -10 5 0 5 10 15 20

Figura 3.15: Vista de un disco que se encuentra entre r = 3 r4 y 7 = 15 rs con
0.2 rs de grosor, con el visor colocado a una distancia de 1000 rgy y con 10° de
inclinacién del plano del disco.






Capitulo 4

Conclusiones

Utilizando las ecuaciones (2.6) encontradas por Santibanez (2018) se obtuvieron las
ecuaciones de evoluciéon para un haz de luz en un espacio tiempo constante con siemtria
esférica (2.8), las cuales se integraron con el método de Euler mediante un programa escrito
en lenguaje C. Los resultados fueron graficados utilizando gnuplot (gnu, 2019).

Para mostrar que el programa es funcional se calcularon los dngulos de deflexiéon de
haces emitidos en infinito, afectados por el campo gravitacional de un agujero negro de
Schwarzschild ubicado en el origen. Se compararon con el angulo de deflexion calculado al
integrar la ecuacion de (Keeton & Petters, 2005) para simetria esférica y con el angulo de
Einstein, véase Tabla (1.5).

Teniendo el programa ya funcional se utiliz6 para obtener sombras de agujeros negros. Se
coloco un visor rectangular a cierta distancia del centro del agujero, el cual detectaba todos
los fotones que lograban llegar provenientes de un anillo situado alrededor del agujero negro
que emitia fotones radialmente en todas direcciones. Se obtuvieron, entre otras imagenes,
las Figuras 3.9, 3.10, 3.11 y 3.12.

Para lograr ver la estructura alrededor del agujero negro se integraron las trayectorias
de haces emitidos observadas desde el visor colocado a una distancia lejana en comparaciéon
con el radio de Schwarzschild. De esta manera, la trayectoria se integra en sentido contrario,
dando por hecho que los haces son emitidos (o llegan) perpendicularmente al plano del visor.
Se obtuvieron las imagenes de las Figuras 3.13, 3.14 y 3.15, las cuales son muy similares a
las obtenidas por Luminet (1978).

Las imagenes resultantes de integrar las trayectorias de haces emitidos desde el anillo

alrededor del agujero negro corresponden a mapas de intensidad luminosa, ya que no es
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posible ver una estructura bien definida. Este tipo de mapas pueden ser muy ttiles en caso
de que lo que se busque sea analizar variaciones en la intensidad de un disco de acreciéon o
si se busca incluir interacciones fisicas o procesos de emision.

Las imagenes resultantes de integrar las trayectorias de haces emitidos desde el visor
nos ayudan a ver el efecto de un campo gravitacional sobre cualquier estructura que se
encuentre alrededor del mismo.

El programa obtiene las trayectorias de los haces de luz integrando ecuaciones dife-
renciales de segundo orden sobre las coordenadas (2.6). Como trabajo futuro se pueden
encontrar las ecuaciones de movimiento para una particula masiva e integrarlas de manera
similar. Se obtiene asf un efecto que podriamos llamar “deflexion de particulas masivas”. De
esta manera se podré obtener, por ejemplo, sombras de agujeros negros con neutrinos.

Otra aplicacion futura es evolucionar las ecuaciones con teorias de gravedad modificada
(Barrientos et al. (2018), Bernal et al. (2015), etc.), de manera que obtengamos efectos de
lentes gravitacionales para poder contrastarlas con las observaciones, y confirmar o descartar

que las teorias puedan explicar dichos efectos sin la necesidad de materia oscura.



Apéndice A

Vectores base en coordenadas

estéricas

La transformacion de coordenadas esféricas (r, 6, ¢) a coordenadas cartesianas es

x = rsinf cos p,
y = rsin 0 sin @, (A.1)

z =1rcosf.

Con la definicion de los vetores base para un espacio curvo (Riley et al., 2006)

or

T

(A.2)

y el vector posicion r = (z,y, z), resulta que para coordenadas esféricas

u, = 0,r = 0,(rsinf cos p, rsin @ sin ¢, r cos ) = (sin O cos ¢, sin O sin @, cos 9),
uy = Ogr = (7 sin b cos p, rsin @ sin p, r cos ) = (r cos O cos @, r cos O sin p, —rsin h),

U, = Opr = Oy (rsinf cos p, rsinfsin @, r cos ) = (—rsin b sin ¢, 7sin f cos ¢, 0),

(A.3)

de marea que si escribimos el vector posicion de la forma r = ru, donde 2 = z? 4+ 3% + 22,

podemos obtener que
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x z
u; =0,r = 0x(r)u, +r dyu, = 6$(x2 + 2+ 22)1/2ur +7r Oy (;, %, ;)

T n 1 22 zy  xz T 4 (1 2 xy w2
=—u+r|l-——,—,———= | =-—u -, ——,——
ro roor3’ 37 g3 ro r2’ 27 g2 )7

=sinfcosp u, + (1 — sin? 0 cos? @, — sin? 6 sin ¢ cos @, — sin 6 cos 6 cos gp) ,
=sinfcosp u,

+ (1 — (1 — cos? 0) cos? @, — (1 — cos? 0) sin ¢ cos ¢, — sin 0 cos 6 cos cp) )
=sinfcosp u,

+ (1 — cos? 0 + cos? 0 cos? o, cos? O sin ¢ cos p — sin ¢ cos ¢, — sin 0 cos 0 cos Lp) )
=sinfcosp u,

+ cos 6 cos ¢ (cos 8 cos p, cos O sin p, —sin @) + sin ¢ (sin @, — cos , 0) ,

) cosfcosp sin
=sinfcosy u, + Uy — — .
v r rsinf 7
(A.4)
Analogamente:
. . cos 0 sin cos
u :smésmgour—i—iwu .79011
Y ©s
rsin 6 (A.5)
sin 0
u, =cosf u, + uy.
De manera que si tenemos un vector escrito en ambos sistemas coordenados
a=a; Uz +ay Uy + a; U, = a, U, + ap Ug + ay, Uy, (A.6)

mediante las ecuaciones (A.4) y (A.5), la transformacion de coordenadas cartesianas a

coordenadas esféricas resulta ser

a, =sinf cost a, +sinfsinyp a, + cosb a.,

cosfcosp cos fsin g sin 6
g =—————— Qg + ———— Qy — Oz, (A.7)
r r
sin ¢ cos

Ay, = — , Qg , Qy-
v r sin 6 r sinf Y
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