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Notación

En las teorías de gravitación existentes la notación empleada es diversa, por lo que no
existe una convención universal de la misma. Por lo tanto, a continuación se describe la
notación que se utilizará a lo largo de este texto.

El tensor métrico 4-dimensional del espacio-tiempo se denotará como gµν con signatura
(+,−,−,−) y el espacio de Minkowski como ηµν .

Los índices con valores de 0 a 3 se denotarán con letras griegas y los índices con valores
de 1 a 3 se denotarán con letras latinas.

El elemento de volumen tridimensional en coordenadas cartesianas es d3x = dxdydz.
Los operadores gradiente y divergencia en el espacio tridimensional serán ∇ y ∇· res-

pectivamente.





Resumen

Basándonos en el hecho de que los rayos de luz son deflectados por campos gravitaciona-
les (Einstein, 1916) y motivados por el resultado obtenido por el Event Horizon Telescope de
la sombra del agujero negro de M87 (Collaboration, 2019) y simulaciones (Luminet (1978),
Bisnovatyi-Kogan et al. (2019)) de discos de acreción alrededor de agujeros negros, se buscó
encontrar ecuaciones de movimiento para los haces de luz que pudieran ser intregradas de
forma directa sobre las coordenadas espaciales del espacio-tiempo, sin necesidad de preo-
cuparnos por la coordenada temporal. Se utilizó el principio de Fermat, el cual establece
brevemente que la variación del tiempo en el marco de referencia de un haz de luz (un foton)
es cero (Poisson & Will, 2014). Dichas ecuaciones ya fueron encontradas anteriormente el
en trabajo de Santibáñez (2018).

Las ecuaciones son muy generales, por lo que se obtuvieron sus expresiones más claras
para un espacio-tiempo con simetría esférica, con las cuales se realizó un código que integra
trayectorias de haces de luz dentro de un espacio-tiempo con métrica de Schwarzschild.

El código fué utilizado para encontrar sombras de intensidad de un anillo y observar
estructuras tanto de anillos como de un disco de acreción, todas alrededor de un agujero
negro de Schwarzschild.





Capítulo 1

Introducción

Se introducirá brevemente la historia de cómo se descubrió el efecto de la deflexión de
haces de luz por medio de campos gravitacionales, desde el momento en que Newton hizo
mención de ellos en su libro de Ótica (Newton, 1704), pasando por la formalización mate-
mática básica de Einstein (1916) hasta llegar a la obtención observacional de un agujero
negro supermasivo por el Event Horizon Telescope (Collaboration, 2019). Se abordará bre-
vemente el formalismo matemático que será utilizado para poder analizar trayectorias de
haces de luz distintas a las convencionales.

§1.1. Deflexión de luz newtoniana

En el siglo XVIII, Isaac Newton construyó una teoría de la gravitación universal, la
cual afirma que dos cuerpos masivos sienten entre sí una fuerza atractiva proporcional al
producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que los
separa (Newton et al., 1803). Dicha fuerza gravitacional está asociada con cuerpos masivos,
pero ¿qué ocurriría con objetos que no tuvieran masa? El mismo Newton en su manuscrito
de Óptica postuló que la luz tendría o debería ser atraida por la fuerza gravitacional en
forma de un cuestionamiento (Newton, 1704); lo menciona de la siguiente manera:

“Do not bodies act upon light at distance, and by their action bend its rays,
and is not this action strongest at the least distance?”

Daba a entender que él mismo tenía la corazonada de que la gravedad debería afectar
a particulas sin masa como los fotones (aunque en aquel entonces Newton les llamara
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corpúsculos), pero las herramientas matemáticas no eran suficientes como para siquiera
tratar de explicarlo.

Años más tarde, en el año de 1801, Johann Georg von Soldner escribió lo que fué la
primer descripción matemática de la deflexión de un haz de luz utilizando mecánica clásica
citado en Jaki & Soldner (1978). Supongamos primero que tenemos una partícula masiva
m que tiene una trayectoria recta con velocidad constante y que se aproxima desde infinito
a otro cuerpo masivo M >> m. La partícula recorre una trayectoria en forma de cónica
alrededor de la masaM de manera que es deflectada un ángulo δ. La excentricidad de dicha
trayectoria cónica se puede escribir como

ε =

√
1 +

2EL2

G2m3M2
, (1.1)

con E y L la energía y el momento lineal de la partícula m respectivamente. El ángulo δ
se puede escribir en función de la excentricidad como

δ = π − 2 arc cos
1

ε
, (1.2)

de manera que si tomamos los valores de energía y momento lineal en el punto de máximo
acercamiento (rp, vt) a la masa M (perihelio) la excentricidad queda como:

ε =

√
1 +

(
rpv

2
t

GM

)2

− 2rpv
2
t

GM
= 1− rpv

2
t

GM
, (1.3)

y tomando que vt → c, se obtiene un ángulo de deflexión

δ = π − 2 arc cos

(
GM/rpc

2

GM/rpc2 − 1

)
∼ 2GM

c2rp
. (1.4)

Este resultado, es muy cercano al obtenido por Einstein casi un siglo después (Einstein,
1916), conocido como ángulo de Einstein para una masa puntual, y ha sido comprobado
para ángulos pequeños

αE =
4GM

c2 b
, (1.5)

donde b es el parámetro de impacto.*

*De hecho Einstein (Einstein, 1907) obtuvo primero el mismo resultado que Soldner. Fué hasta 1916
(Einstein, 1916) que obtuvo el resultado correcto.
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§1.2. Eddington, la deflexión de la luz y las lentes gravitacio-
nales

Uno de los resultados de la relatividad general es que un cuerpo masivo deforma el
espacio-tiempo alrededor de él, provocando un cambio en la trayectoria de cualquier par-
tícula. Dicho cambio en la trayectoria será mayor entre más cerca se encuentre del cuerpo
masivo y tenderá a cero en infinito.

Este efecto no sólo afecta a las partículas masivas sino tambien a partículas sin masa
como lo son los fotones, y provoca lo que conocemos como deflexión de la luz debida a
campos gravitacionales.

Dicho efecto llevó a Einstein a encontrar la ecuación (1.5) el cual nos muestra como
encontrar el ángulo de deflexión de un haz de luz al pasar lo suficientemente cerca de un
cuerpo masivo M que genera un campo gravitacional debil (Φ/c2 << 1). En el caso de
rayos de luz que rozan el limbo solar tiene un valor de 1.7 arcsec.

Figura 1.1: Placa fotográfica tomada por Eddington del eclipse solar de 1919 su-
perpuesta a una imagen de la misma zona del cielo 6 meses después. Se ve como la
posición de las estrellas ‘cercanas’ al sol es diferente en ambos casos. Imagen tomada
de: http://claesjohnson.blogspot.com/2011/09/bending-of-light-by-gravity.html

En 1919, Arthur Eddington viajó a la Isla de Príncipe en África para fotografiar un
eclipse total de sol, con el cual pudo ver la posición de las estrellas cercanas al limbo solar
sin el problema de tener sobreexposición debida normalmente al mismo sol. La luz de estas
estrellas seguía una trayectoría que pasaba muy cerca del sol y podrían ser observadas
desde la tierra en el momento del eclipse. Al comparar la posición de estas estrellas en el
cielo con la posición de las mismas 6 meses después Eddington se dió cuenta de que había
discrepancia, como se muestra en la Figura 1.1.

Las mediciones de Eddington causaron muchas dudas en la comunidad astronómica,
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pero aún así obtuvo como resultado que la luz era deflectada un ángulo de 1.6 arcsec,
bastante similar al resultado teórico obtenido por Einstein, ver Dyson et al. (1920). A pesar
de estas dudas, la comunidad astronómica en general aceptó el resultado sobre la deflexión
de la luz por un campo gravitacional.

Hoy en día tenemos evidencias más claras de dicho fenómeno, mediante las lentes gravi-
tacionales, los cuales son el abrillantamiento y enfocamiento de los rayos de luz producidos
por acumulaciones grandes de masa (galaxias, cumulos de galaxias, etc), que deflectan la
luz de un objeto que físicamente se encuentra más alejado con respecto a un observador
fijo, como se ve en la Figura 1.2.

Figura 1.2: Grupo de galaxias distantes denominado el ‘gato de Cheshi-
re’ cuya luz ha sido estirada y doblada por las grandes cantidades de ma-
sa contenidas en las galaxias del primer plano. La imagen fue tomada de:
http://chandra.harvard.edu/photo/2015/cheshirecat/

§1.3. Sombras de agujeros negros (observaciones)

Recientemente fué publicada por primera vez, una observación directa de un agujero ne-
gro supermasivo. Dicha imagen fué obtenida gracias a una gran colaboración de telescopios
e institutos alrededor del mundo durante casi dos años, llamada ‘Event Horizon Telescope”
(Collaboration, 2019).

Para poder reconstruir la imagen fueron necesarios datos observacionales de varios ob-
servatorios y telescopios diferentes alrededor del mundo (ALMA, JCMT, etc), además de
programas computacionales que sondearon las posibilidades de que dicha imagen fuera la
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correcta, o la más cercana a la realidad, puesto que en principio, muchas imagenes distintas
podían ser la representación de dicho agujero negro.

En la Figura 1.3 podemos observar la imagen que fué obtenida. En ella se puede observar
que el agujero negro es literalmente una mancha negra en el centro de lo que parece ser
material que está siendo acrecido hacia su interior.

Figura 1.3: Imagen obtenida por el Event Horizon Telescope de la sombra del
agujero negro supermasivo que se encuentra en el centro de M87.

La imagen obtenida por el Event Horizon Telescope fué aceptada gracias a su gran
similitud con los resultados obtenidos hasta el momento por simulaciones numéricas, las
cuales coinciden con los estudios de Luminet (1978), que se muestra en la Figura 1.4.

La simulación de Luminet fué hecha integrando la ecuación geodésica para cada tra-
yectoria de luz, al igual que prácticamente todas las simulaciones que se hacen hoy en día.
Pero hay otra forma de realizar esto, integrando las trayectorias de luz directamente, para lo
cual requerimos un formalismo matemático distinto, el cual será mencionado en la siguiente
sección.
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Figura 1.4: Simulación de un agujero negro de Kerr con un disco de acreción,
realizada por Luminet (1978).

§1.4. La métrica tridimensional, el vector e y el índice de re-
fracción

En relatividad general el intervalo 4-dimensional ds2 = gµνdxµdxν donde gµν es el tensor
métrico, es una cantidad invariante, i.e., su valor es el mismo sin importar el sistema de
coordenadas que se utilice. Dado que las mediciones físicas las realizamos en un espacio
3-dimensional a un tiempo dado, escribir las ecuaciones dependientes de dicho espacio es
muy conveniente. Para esto escribimos el intervalo ds de la siguiente forma:

ds2 = gµνdxµdxν = g00(dx
0)2 + 2g0idx

0dxi + gikdx
idxk,

=

(
√
g00 dx0 +

g0i√
g00

dxi
)2

+

(
gik −

g0ig0k
g00

)
dxidxk,

=

(
√
g00 dx0 +

g0i√
g00

dxi
)2

− dl2,

(1.6)

donde la longitud de arco Euclidiana es (Landau, 2013):

dl2 :=

(
−gik +

g0ig0k
g00

)
dxidxk = γikdx

idxk, (1.7)

con γik el tensor métrico 3-espacial dado por:



§1.4. LA MÉTRICA TRIDIMENSIONAL, EL VECTOR E Y EL ÍNDICE
DE REFRACCIÓN 7

γik :=

(
−gik +

g0ig0k
g00

)
. (1.8)

Las trayectorias de luz viajan a una velocidad c que implica ds2 = 0, a estas trayectorias
se les llama “nulas”, por lo que de la ecuación (1.6) se obtiene:

dx0 = − g0i
g00

dxi ± 1
√
g00

dl =
1

g00

[
−g0i

dxi

dl
±√g00

]
dl. (1.9)

Definimos ahora el vector tangente a la trayectoria del haz de luz

ei = dxi/dl, (1.10)

y el índice de refracción efectivo:

n :=
c

dl/dt
=

1

g00

[
−g0iei +

√
g00
]
. (1.11)

Con el signo positivo en la ecuación (1.9), i.e., intervalos en el tiempo hacia el ‘futuro’,
entonces la ecuación (1.9) toma la forma:

dx0 = n dl. (1.12)

Notemos que ei = γike
k, por lo que:

eie
i = γike

kei = γik
dxk

dl

dxi

dl
=
γikdx

kdxi

dl2
= 1, (1.13)

de tal forma que el vector ei es unitario.
Todo este formalismo será de gran ayuda para poder analizar las trayectorias de haces

de luz en el Capítulo 2.





Capítulo 2

Deflexión de la luz y de partículas

Se introducirá la definición matemática más aceptada para obtener un ángulo de defle-
xión en un espacio-tiempo constante y con simetría esférica en el plano de la trayectoria.
Posteriormente se mencionará el resultado para obtener el ángulo de deflexión para cualquier
espacio-tiempo constante encontrado por Santibáñez (2018), y se utilizará para realizar in-
tegraciones de haces de luz en simetría esférica en cualquier parte del espacio. Se obtienen
así trayectorias de haces de luz alrededor de un agujero negro de Schwarzschild.

§2.1. Ángulo de deflexión

Como ya mencionamos antes, la deflexión de la luz debida a un campo gravitacional
es un cambio “aparente” en la dirección del haz, tal y como podemos ver en la Figura 2.1.
Dicha deflexión puede medirse mediante el ángulo de deflexión β, el cual no es fácil de
calcular. En el caso de tener un espacio estático con simetría esférica, Keeton & Petters
(2005) obtuvierón una ecuación para el valor de dicho ángulo.

β = 2

∫ ∞
r0

[−g00(r)g11(r)]1/2

r

[(
r

r0

)2

g00(r0)− g00(r)

]1/2dr − π. (2.1)

Para obtener el ángulo β es necesario integrar de manera numérica la ecuación (2.1),
ya que no se puede resolver analíticamente de manera general. La forma de comprobar que
dicha integración es correcta es comparándola con el ángulo de Einstein (1.5) para ángulos
muy pequeños. Para ello, requerimos utilizar un tensor métrico que sea esféricamente simé-
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β

ρ

r0

Figura 2.1: Esquema de la deflexión de un haz de luz generado por una fuente en el
infinito y que pasa cerca de una distribución de masa ρ. Dicho haz experimenta una
desviación de un ángulo β con respecto de su trayectoria inicial. Su trayectoria se
supone simétrica con respecto a la recta definida desde el centro de la distribución
de masa hasta el punto de mínima aproximación del haz de luz a dicha distribución,
la cual tiene una magnitud r0.

trico y con un campo gravitatorio generado por una masa puntual. La métrica que más se
parece a la de una masa puntual es la de Schwarzchild, siempre y cuando nos encontremos a
una distancia lo suficientemente lejana del radio de Schwarzchild rs = 2GM/c2. Siguiendo
esta idea se realizó un programa en lenguaje C para integrar la ecuación (2.1) dentro de
ese espacio-tiempo. Sin embargo, dicha ecuación puede llegar a tener polos, por lo que fué
necesario utilizar funciones de las librerias GNU Scientific Libraries (GNU, 1996-2019) para
poder realizar la integración. Los resultados para distintos valores de r0 (la distancia míni-
ma de aproximación del haz de luz al centro de masa de la distribución de masa que genera
el campo gravitacional), se muestran en la Figura ??. Así se demuestra que el resultado
obtenido por Keeton & Petters (2005) es confiable y aceptable, por lo que será utilizado
más adelante como base para comparar mediciones de ángulos de deflexión.

§2.2. Formula general para la deflexión de la luz

Encontrar una fórmula completamente general para el ángulo de deflexión es un proble-
ma complicado, ya que la métrica del espacio-tiempo puede depender de las coordenadas, de
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Figura 2.2: Comparación entre el ángulo de deflexión β obtenido integrando la
ecuación (2.1) en un espacio-tiempo con métrica de Schwarzschild y αE , el calculado
con la fórmula de Einstein (1.5). rs es el radio de Schwarzschild del agujero negro.

campos escalares, vectoriales, etc. Por ello, la búsqueda en este caso será la de una fórmula
general dentro de un espacio-tiempo constante, i.e.,

∂tgµν = 0, (2.2)

ya que de esta manera podemos eliminar cualquier dependencia del tensor métrico sobre la
coordenada temporal.

Para poder encontrar dicha ecuación general del ángulo de deflexión hace falta tomar
en cuenta el principio de Fermat (Schneider et al., 2012), el cual establece que el tiempo
que tarda un haz de luz en recorrer una trayectoria entre dos puntos en el espacio es el
mínimo posible, i.e.,

δt = δx0 = 0. (2.3)

Según la ecuación (1.12) ésto implica que la variación del indice de refracción a lo largo
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de la trayectoria del haz de luz es cero

δ

∫
ndl = 0. (2.4)

Medianta la definición del índice de refracción (1.11) y el hecho de que estamos en un
espacio-tiempo constante, la ecuación (2.4) puede escribirse de la siguiente manera:

δx0 =

∫ [
∂n

∂xk
δxkdl + nδ(dl)

]
. (2.5)

Con las definiciones del vector tangente al haz de luz (1.10) y la métrica 3-espacial (1.8)
el resultado de hacer la variación sobre x0 da como resultado (Santibáñez, 2018)

deq

dl
= δqp

dep

dl
= γkqγkp

dep

dl
,

=

[
γkq

∂ln(n)

∂xk
− ∂ln(n)

∂xi
eieq

]
+ γkq

[
1

2

∂γij
∂xk

eiej −
∂γkp
∂xm

emep
]
,

(2.6)

el cual es un sistema de 3 ecuaciones diferenciales acopladas de segundo orden de las coor-
denadas espaciales, las cuales deben ser integradas numéricamente para poder conocer la
trayectoria del haz en cada punto del espacio tiempo.

§2.3. Ángulo de deflexión en simetría esférica

Para poder encontrar el ángulo de deflexión de un haz de luz que es afectado por
un campo gravitacional con las ecuaciones (2.6), nos apoyaremos del hecho de que lejos
de la fuente (en infinito) que genera un campo gravitacional, el espacio-tiempo puede ser
considerado plano, de manera que con un haz de luz emitido en infinito podemos hacer
una comparación de sus vectores ei y ef antes de ser afectado por el campo gravitatorio y
después de ser deflectado por el mismo, respectivamente. Como ambos vectores definen un
plano, el ángulo de deflección puede ser calculado por medio de la definición del producto
punto en un espacio euclidiano de 3 dimensiones

α =
ei · ef
|ef ||ef |

. (2.7)

Tenemos así una forma directa y completamente general de encontrar el ángulo de
deflección bajo cualquier teoría métrica constante. Es necesario integrar las ecuaciones (2.6)
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para poder conocer los vectores tangentes inicial y final de un haz de luz.

En el caso de una métrica con simetría esférica, las ecuaciones (2.6) a evolucionar son:

d2r

dl2
=

der

dl
=− 1

grr

[
d log n

dr
+ (er)2

d log n

dr
+

1 + grr (er)2

r
+

(er)2

2

dgrr
dr

]
,

d2θ

dl2
=

deθ

dl
= (eϕ)2 sin θ cos θ − 2ereθ

r
− ereθ d log n

dr
,

d2ϕ

dl2
=

deϕ

dl
=− 2eθeϕ cot θ − 2ereϕ

r
− ereϕd log n

dr
.

(2.8)

La evolución de un haz de luz es única y puede ser integrada si conocemos el punto donde
fué emitido y la dirección inicial del mismo. Así que para evolucionar dichas trayectorias
de luz se resuelven las ecuaciones (2.8) con el método de Euler, de la siguiente manera

ek(n+1) =ek(n) +
dek

dl

∣∣∣∣
(n)

dl,

xk(n+1) =xk(n) +
dxk

dl

∣∣∣∣
(n)

dl = xk(n) + ek(n) dl,

(2.9)

donde el subindice entre paréntesis indica el número de paso en la evolución de la geodésica.

Es importante mencionar que éste método para obtener las trayectorias de haces de
luz es completamente nuevo, ya que se utilizan las ecuaciones (2.8) en lugar de la ecua-
ción geodésica. Con la punica particularidad de que sólo son válidas en un espacio tiempo
constante.

El punto de emisión se toma como un punto en el espacio a un tiempo dado, mientras
que la dirección inicial esta dada por el vector ek al momento de la emisión. Dicho vector
ek puede estar definido en cualquier sistema coordenado, por lo que se hará en coordenadas
cartesianas para mayor entendimiento y claridad. Para evitar confusiones se utilizará una
notación distinta para el vector ek en coordenadas cartesianas, el cual será llamado τk.

Utilizando las ecuaciones (A.7) la transformación de coordenadas cartesianas a coorde-
nadas esféricas del vector ek queda de la siguiente manera
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er(0) = sin θ cos θ τx + sin θ sinϕ τy + cos θ τ z,

eθ(0) =
cos θ cosϕ

r
τx +

cos θ sinϕ

r
τy − sin θ

r
τ z,

eϕ(0) =− sinϕ

r sin θ
τx +

cosϕ

r sin θ
τy,

(2.10)

mientras que la transformación inversa es

τx =er sin θ cosϕ+ reθ cos θ cosϕ− reϕ sin θ sinϕ,

τy =er sin θ sinϕ+ reθ cos θ sinϕ+ reϕ sin θ cosϕ,

τ z =er cos θ + reθ sin θ.

(2.11)

De esta manera podemos conocer la trayectoria de un haz de luz, en particular sus con-
diciones iniciales y finales y con la ecuación (2.7) podemos encontrar el ángulo de deflexión
respectivo. Dicha forma de calcular ángulos de deflexión no tiene una contraparte analítica
con la cual pueda ser comparada, por lo que la mejor forma de comprobarla es contrastando
sus resultados con el valor obtenido al resolver numéricamente la ecuación (2.1) y con el
ángulo de Einstein. Para hacerlo utilizaremos de nuevo la métrica de un espacio-tiempo de
Schwarzschild. En la Figura 2.3 podemos observar dicha comparación.

Para obtener los resultados de la Imagen 2.3, se colocaron las fuentes de los haces de
luz en puntos en infinito (aproximados por x = −1000) con coordenadas z mayores que el
radio de Schwarzchild (que en este caso se tomó como rs = 1), y con vectores tangentes
iniciales (1,0,0) en coordenadas cartesianas.

El programa realizado para integrar las trayectorias de los haces de luz está hecho de tal
manera que evoluciona el haz desde un punto inicial hasta un punto final. Estos dos puntos
son los únicos sobre los que tenemos total control, de manera que la distancia r0 a la que
pasen los haces de luz (en este caso del agujero negro), se desconoce a priori. Sin embargo,
al momento de integrar la trayectoria podemos conocerla, ya que está dada por el valor de
la coordenada r durante toda la evolución, siempre y cuando el haz no sea absorbido por
el agujero negro, en cuyo caso la evolución de la trayectoria se detiene. En la Figura 2.4
se puede observar la trayectoria de un haz de luz deflectado por el agujero negro que se
obtiene como resultado del programa.

En caso de que los haces de luz tengan trayectorias muy cercanas al agujero negro, es
posible que éstos sean absorbidos por él, como puede observarse en la Figura 2.5.

Como resultado final del programa que integra las trayectorias de luz, en la Figura 2.6
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Figura 2.3: Comparación entre el ángulo de deflexión α calculado al integrar la
trayectoria de un haz de luz con las ecuaciones (2.8), β el obtenido integrando la
ecuación (2.1) en un espacio-tiempo con métrica de Schwarzschild y αE el ángulo
de Einstein respectivo. rs es el radio de Schwarzschild del agujero negro.
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Figura 2.4: Resultado de la evolución de la trayectoria de un de luz emitido en
infinito (x = −1000, y = 4, z = 0), con vector tangente inicial (1, 0, 0) siendo
deflectado por un agujero negro con rs = 1, representado por un anillo de radio 1.
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Figura 2.5: Resultado de la evolución de la trayectoria de un de luz emitido en
infinito (x = −1000, y = 2.5, z = 0), con vector tangente inicial (1, 0, 0) siendo
atraido y absorbido por un agujero negro con rs = 1, representado por un anillo
de radio 1.
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podemos observar 6 trayectorias de luz distintas, así como el comportamiento de cada una
de ellas.
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Figura 2.6: Resultado de la evolución de 6 trayectorias de luz emitidas en infinito
(x = −1000, y = 0), con vector tangente inicial (1, 0, 0) y con distintos valores
iniciales en z, de abajo hacia arriba z = 2, 2.6, 3.2, 3.8, 4.4, 5.6 siendo deflectados
y/o absorbidos por un agujero negro con rs = 1, representado por un cascaron
esférico de radio 1.





Capítulo 3

Sombras de agujeros negros

Se utiliza el programa creado para integrar trayectorias de haces de luz para obtener las
sombras de un anillo que se encuentra alrededor de un agujero negro de Schwarzschild. Se
describe paso a paso el desarrollo necesario para obtener dichas sombras, poniendo énfasis
en el visor que será el encargado de detectar los haces de luz que buscamos ver.

§3.1. Colocación de las fuentes emisoras de rayos de luz

Lo primero que hay que hacer es definir de qué manera estarán distribuidas las fuentes
de emisión de haces de luz, ya que cada una se considerará como un punto en el espacio
que emitirá un número determinado de haces en distintas direcciones, de manera que cada
haz tendrá un vector tangente inicial ek distinto.

La estructura que analizaremos será por comodidad y sin ningún motivo en particular,
un anillo alrededor del agujero negro que estará constituido por un número específico de
puntos npuntos. El anillo estará colocado a 2 radios de Schwarzschild del agujero negro sin
ninguna razón en particular, sólo se hace por facilidad de visualización, como se ve en la
Figura 3.1.

Para definir la dirección en la que serán emitidos los haces de luz emplearemos un
sistema coordenado primado en cada fuente, de manera que los vectores serán emitidos
variando las coordenadas 0 < θ′ < π y 0 < ϕ′ < 2π de manera uniforme, de forma similar
a como se muestra en la Figura 3.2

Los vectores con los que serán emitidos los haces de luz deben ser unitarios, por lo que
se definen de la siguiente forma



22 3. SOMBRAS DE AGUJEROS NEGROS

τx = sin θ′ cosϕ′

τy = sin θ′ sinϕ′

τ z = cos θ′

(3.1)

de donde podemos obtener el vector ek con las ecuaciones (2.10).

Figura 3.1: Diagrama esquemático que muestra la forma en que se colocará en
r = 2rs un anillo emisor de luz alrededor de un agujero negro (representado por
un cascarón esférico con r = rs).

Figura 3.2: Esquema aproximado de una fuente de luz emitiendo haces de luz en
varias direcciones.
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§3.2. Colocación del visor

Una vez construida la estructura que buscaremos ver, requerimos colocar un visor estáti-
co en el tiempo, a través del cual podremos observar una “imagen”, la cual estará constituida
por todos los fotones que logren impactar en ella. El visor será una superficie en 2 dimensio-
nes espaciales, i.e., no debe tener grosor tridimensional, por lo que inicialmente se tomará
como un plano en una posición fija donde podremos detectar los haces de luz que la crucen,
como se muestra en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Esquema que muestra como hipotéticamente un haz de luz emitido
en un anillo alrededor del agujero negro sigue una trayectoria, de tal manera que
detecta por el visor colocado arbitrariamente.

Definir el visor computancionalmente resulta no ser tan sencillo, ya que idealmente lo
que necesitariamos es que la evolución del haz de luz fuera de forma continua hasta que
“choque” con el visor, i.e., cuando las coordenadas del haz de luz sean iguales a las de algún
punto del mismo. En nuestro caso la evolución es de forma discreta, por lo que un haz
de luz que cruza el visor no necesariamente cumple con la condición de tener las mismas
coordenadas espaciales que éste. Es necesario definir un grosor del visor ∆x, de modo que si
un punto de la trayectoria del haz de luz durante su evolución, se encuentra dentro de este
grosor (como se puede ver en la Figura 3.4), se supondrá que el haz “chocó” con el visor.
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xΔ

l

d

Figura 3.4: Representación del grosor que debe tener el visor, en este caso rectan-
gular de área ld, para poder detectar los haces de luz. Es necesario que ∆x << l, d.

§3.3. Conteo de fotones

El último paso a realizar para obtener una imagen es el conteo de fotones que llegan al
visor. Para ello, primero requerimos dividir el visor en pequeñas celdas de tamaño ∆x∆d∆l,
de manera que si un foton se detecta en alguna de éstas, podamos tomarlo como una cuenta,
como se ve en la Figura 3.5. Así obtenemos un número de fotones detectados por cada una
de las celdas.

Para realizar el conteo de fotones lo que se hace es que cada vez que uno de ellos inter-
secta una celda, se imprimen las coordenadas (d, l) de la celda en el sistema de referencia
del visor en lugar de las del fotón, i.e., al finalizar el programa estarán impresas las coorde-
nadas de cada celda un número de veces igual al número de trayectorias de luz que hayan
intersectado a la misma. De esta manera se realiza un conteo de cuantas veces aparecen
escritas las coordenadas de una celda, asociando ese número como una densidad de flujo de
fotones. Las coordenadas de cada celda se toman como las del punto medio de la misma en
el sistema de referencia del visor, como se muestra en la Figura 3.6.

Posteriormente, sólo se realiza el conteo de fotones que fueron detectados en cada celda
y eso lo tomamos como un valor de densidad, el cual se grafica en un diagrama de contorno
de densidades, para poder observar una imagen.

Sin perdida de generalidad, las imágenes fueron obtenidas tomando un espacio-tiempo
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Figura 3.5: Fotón detectado en una celda del visor, el cual esta dividido en nd ∗ nl
celdas, todas con la misma área ∆d∆l.
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Figura 3.6: La coordenada de cada celda en el plano d, l se toma como el punto
medio de la misma.
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de Schwarzschild con rs = 1, colocando el anillo a un radio r = 2 en el plano ecuatorial de
un sistema coordenado esférico, o lo que es lo mismo, en el plano xy si usamos coordenadas
cartesianas.

Para evitar complicaciones en la definición de los límites espaciales del visor, éste se
colocó de manera perpendicular al eje x a distintas distancias del agujero negro (para ver
el anillo de canto), y de manera perpendicular al eje z (para ver el anillo de frente). Las
imágenes resultantes pueden verse en las Figuras 3.9, 3.10 y 3.11.

§3.4. Movimiento del visor

Colocar el visor de canto o de frente al anillo son dos posiciones fáciles de definir compu-
tacionalmente. Por otro lado, para colocar el visor de forma inclinada se debe tener cuidado
para que quede en una posición tal que el centro del mismo esté apuntando perpendicular-
mente hacia el centro del agujero negro, como podemos ver en la Figura 3.7.

Basándonos en la Figura 3.7 podemos definir la ecuación de una recta en el plano xz
sobre la que debe colocarse el visor. Como la ecuación general de una recta es

z = m x+ b,

resulta que

m =
(zmax − zmin)

(xmin − xmax)
, y b = zmin −m xmin.

Notemos que los valores de xmin, xmax, zmin y zmax ahora acotan el visor de manera
diferente, ya no son los límites máximos y mínimos como tal, sino que definen la recta
acotada sobre la que estará el visor.

Para escribir la condición relacionada al espesor del visor dentro del programa, utiliza-
remos una 0 < ε� 1 de manera que ahora las condiciones para tomar en cuenta al haz de
luz serán

xmin < x0 < xmax,

ymin < y0 < ymax,

m(x0 − ε) + b < z0 < m(x0 + ε) + b.

como se muestra en la Figura 3.8.
El resultado de una vista del anillo con un visor inclinado podemos verlo en la Figura
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Figura 3.7: Se muestra cómo debe ser colocado el visor de manera que pueda recibir
de manera óptima los rayos de luz. Se muestra una proyección sobre el plano xz
del visor mientras que el disco de acreción de coloca sólo de manera esquemática.

3.12.

§3.5. Lanzando los haces desde el visor

Hasta el momento lo que se ha hecho es lanzar los haces de luz desde la fuente, que
en este caso es un anillo alrededor del agujero negro. El resultado de esto son mapeos de
intensidad de luz que muestran como se vería el anillo desde el visor. El problema con esto
es que no se alcanza a ver la estructura como tal del anillo, ya que los rayos de luz se
coliman demasiado en el centro, lo que provoca un efecto de sobreexposión.

Para lograr ver la estructura del anillo, lo que se hizo fué modificar la forma en la que
emitimos los haces de luz; en lugar de ser emitidos desde la fuente, fueron emitidos desde
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Figura 3.8: Ancho del visor que será tomado para considerar si un haz de luz lo
atravieza.

el visor de forma perpendicular al mismo. Con la partición en celdas de la Figura 3.5, se
emitió un foton por cada celda y se evolucionó, de manera que si la trayectoria del fotón
coincidía en algún punto con la estructura del anillo ±ε > 0 dicha celda tomaba el valor
de 10 (se supuso un valor de densidad constante, sólo como referencia); en caso contrario,
la celda permanecia con un valor de 0. Para tener éxito fué necesario que el visor estuviera
localizado a una distancia » rs, ya que de esta manera podemos garantizar que la mayoría
de haces de luz llegan al visor de forma perpendicular al plano de éste (Figuras 3.13 y 3.14).

La trayectoria de cada haz fué evolucionada de manera independiente y para evitar
que fuera infinita, dicha evolución sólo era detenida si ocurría una de dos cosas: si el haz
se alejaba del agujero negro una distancia mayor a la que estaba el visor o si el haz era
absorbido por el agujero negro. Con este método se lograron obtener las imágenes de las
Figuras 3.13 y 3.14, donde se puede ver la estructura del anillo alrededor del agujero negro
para distintos ángulos de inclinación del visor.

Ya con la estructura del anillo, el último paso fue obtener la estructura de todo un disco
de acreción, la cual podemos observar en la Figura 3.15.
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§3.6. Imágenes

Figura 3.9: Mapeo de la densidad de fotones normalizada generado por un anillo
compuesto por 10 puntos distribuidos uniformemente a un radio r = 2, dentro
de un campo gravitacional generado por un agujero negro de Schwarzschild con
rs = 1. Se muestra una vista de canto (izquierda) y una vista superior (derecha),
ambas colocadas a una distancia de r = 5rs.

Figura 3.10: Mapeo de la densidad de fotones normalizada generado por un anillo
compuesto por 100 puntos distribuidos uniformemente a un radio r = 2, dentro
de un campo gravitacional generado por un agujero negro de Schwarzschild con
rs = 1. Se muestra una vista de canto (izquierda) y una vista superior (derecha),
ambas colocadas a una distancia de r = 4rs.
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Figura 3.11: Mapeo de la densidad de fotones normalizada generado por un anillo
compuesto por 100 puntos distribuidos uniformemente a un radio r = 2, dentro
de un campo gravitacional generado por un agujero negro de Schwarzschild con
rs = 1. Se muestra una vista de canto (izquierda) y una vista superior (derecha),
ambas colocadas a una distancia de r = 5rs.

Figura 3.12: Mapeo de la densidad de fotones normalizada generado por un anillo
compuesto por 100 puntos distribuidos uniformemente a un radio r = 2, dentro
de un campo gravitacional generado por un agujero negro de Schwarzschild con
rs = 1. Se muestra una vista con un visor inclinado; el visor está colocado a una
distancia aproximada de r = 4.33rs.
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Figura 3.13: Vista de un anillo que se encuentra en r = 10 rs con el visor colocado
a una distancia de 1000 rs y con 30◦ de inclinación del plano del anillo.
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Figura 3.14: Vista de un anillo que se encuentra en r = 10 rs con el visor colocado
a una distancia de 1000 rs y con 10◦ de inclinación del plano del anillo.
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Figura 3.15: Vista de un disco que se encuentra entre r = 3 rs y r = 15 rs con
0.2 rs de grosor, con el visor colocado a una distancia de 1000 rs y con 10◦ de
inclinación del plano del disco.





Capítulo 4

Conclusiones

Utilizando las ecuaciones (2.6) encontradas por Santibáñez (2018) se obtuvieron las
ecuaciones de evolución para un haz de luz en un espacio tiempo constante con siemtría
esférica (2.8), las cuales se integraron con el método de Euler mediante un programa escrito
en lenguaje C. Los resultados fueron graficados utilizando gnuplot (gnu, 2019).

Para mostrar que el programa es funcional se calcularon los ángulos de deflexión de
haces emitidos en infinito, afectados por el campo gravitacional de un agujero negro de
Schwarzschild ubicado en el origen. Se compararon con el ángulo de deflexión calculado al
integrar la ecuación de (Keeton & Petters, 2005) para simetría esférica y con el ángulo de
Einstein, véase Tabla (1.5).

Teniendo el programa ya funcional se utilizó para obtener sombras de agujeros negros. Se
colocó un visor rectangular a cierta distancia del centro del agujero, el cual detectaba todos
los fotones que lograban llegar provenientes de un anillo situado alrededor del agujero negro
que emitía fotones radialmente en todas direcciones. Se obtuvieron, entre otras imagenes,
las Figuras 3.9, 3.10, 3.11 y 3.12.

Para lograr ver la estructura alrededor del agujero negro se integraron las trayectorias
de haces emitidos observadas desde el visor colocado a una distancia lejana en comparación
con el radio de Schwarzschild. De esta manera, la trayectoria se integra en sentido contrario,
dando por hecho que los haces son emitidos (o llegan) perpendicularmente al plano del visor.
Se obtuvieron las imágenes de las Figuras 3.13, 3.14 y 3.15, las cuales son muy similares a
las obtenidas por Luminet (1978).

Las imágenes resultantes de integrar las trayectorias de haces emitidos desde el anillo
alrededor del agujero negro corresponden a mapas de intensidad luminosa, ya que no es
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posible ver una estructura bien definida. Este tipo de mapas pueden ser muy útiles en caso
de que lo que se busque sea analizar variaciones en la intensidad de un disco de acreción o
si se busca incluir interacciones físicas o procesos de emisión.

Las imágenes resultantes de integrar las trayectorias de haces emitidos desde el visor
nos ayudan a ver el efecto de un campo gravitacional sobre cualquier estructura que se
encuentre alrededor del mismo.

El programa obtiene las trayectorias de los haces de luz integrando ecuaciones dife-
renciales de segundo orden sobre las coordenadas (2.6). Como trabajo futuro se pueden
encontrar las ecuaciones de movimiento para una partícula masiva e integrarlas de manera
similar. Se obtiene así un efecto que podríamos llamar “deflexión de particulas masivas”. De
esta manera se podrá obtener, por ejemplo, sombras de agujeros negros con neutrinos.

Otra aplicación futura es evolucionar las ecuaciones con teorías de gravedad modificada
(Barrientos et al. (2018), Bernal et al. (2015), etc.), de manera que obtengamos efectos de
lentes gravitacionales para poder contrastarlas con las observaciones, y confirmar o descartar
que las teorías puedan explicar dichos efectos sin la necesidad de materia oscura.



Apéndice A

Vectores base en coordenadas
esféricas

La transformación de coordenadas esféricas (r, θ, ϕ) a coordenadas cartesianas es

x = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ,

z = r cos θ.

(A.1)

Con la definición de los vetores base para un espacio curvo (Riley et al., 2006)

u =
∂r

∂xi
, (A.2)

y el vector posición r = (x, y, z), resulta que para coordenadas esféricas

ur = ∂rr = ∂r(r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ),

uθ = ∂θr = ∂θ(r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ) = (r cos θ cosϕ, r cos θ sinϕ,−r sin θ),

uϕ = ∂ϕr = ∂ϕ(r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ) = (−r sin θ sinϕ, r sin θ cosϕ, 0),

(A.3)

de marea que si escribimos el vector posición de la forma r = rur donde r2 = x2 + y2 + z2,
podemos obtener que
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ux =∂xr = ∂x(r)ur + r ∂xur = ∂x(x2 + y2 + z2)1/2ur + r ∂x

(x
r
,
y

r
,
z

r

)
,

=
x

r
ur + r

(
1

r
− x2

r3
,−xy

r3
,−xz

r3

)
=
x

r
ur +

(
1− x2

r2
,−xy

r2
,−xz

r2

)
,

= sin θ cosϕ ur +
(
1− sin2 θ cos2 ϕ,− sin2 θ sinϕ cosϕ,− sin θ cos θ cosϕ

)
,

= sin θ cosϕ ur

+
(
1−

(
1− cos2 θ

)
cos2 ϕ,−

(
1− cos2 θ

)
sinϕ cosϕ,− sin θ cos θ cosϕ

)
,

= sin θ cosϕ ur

+
(
1− cos2 θ + cos2 θ cos2 ϕ, cos2 θ sinϕ cosϕ− sinϕ cosϕ,− sin θ cos θ cosϕ

)
,

= sin θ cosϕ ur

+ cos θ cosϕ (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ,− sin θ) + sinϕ (sinϕ,− cosϕ, 0) ,

= sin θ cosϕ ur +
cos θ cosϕ

r
uθ −

sinϕ

r sin θ
uϕ.

(A.4)
Análogamente:

uy = sin θ sinϕ ur +
cos θ sinϕ

r
uθ +

cosϕ

r sin θ
uϕ,

uz = cos θ ur +
sin θ

r
uθ.

(A.5)

De manera que si tenemos un vector escrito en ambos sistemas coordenados

a = ax ux + ay uy + az uz = ar ur + aθ uθ + aϕ uϕ, (A.6)

mediante las ecuaciones (A.4) y (A.5), la transformación de coordenadas cartesianas a
coordenadas esféricas resulta ser

ar = sin θ cos θ ax + sin θ sinϕ ay + cos θ az,

aθ =
cos θ cosϕ

r
ax +

cos θ sinϕ

r
ay −

sin θ

r
az,

aϕ =− sinϕ

r sin θ
ax +

cosϕ

r sin θ
ay.

(A.7)
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